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Resumen

Este estudio ejemplifica un analisis de contenido segln varias componentes de significado de un
concepto matematico escolar, desarrollado para tres tdpicos diferentes del curriculo escolar de
matematicas. El trabajo muestra diversas concepciones inferidas de las respuestas obtenidas a traves
de la aplicacién de cuestionarios semanticos y con tres grupos diferentes de estudiantes y de futuros
maestros. Tres conceptos se han elegido: la fraccion, como relacion parte-todo, las razones
trigonométricas, asi como los nimeros positivos y negativos. En el trabajo seejemplifica cada
componente semantica diferente con solo uno de ellos. Los resultados muestran el dominio de tales
nociones, sus diferentes interpretaciones, como han sido expresadas y los modos en que han sido
usadas. Dichos resultados también muestran una variabilidad y riqueza de respuestas acerca de cada
concepto, que se identifican y describen en términos de los componentes semanticos.

Palabras clave:concepciones,cuestionario semantico,matematicas escolares,significado de un
concepto matematico,triangulo semantico.

Abstract:

This study exemplifies a content analysis according to various components of the meaning of a
mathematical school concept, developed with three different topics of the school mathematical
curriculum. The work shows several conceptions inferred from responses obtained through
application of semantic questionnaires and with three different groups of school children and pre-
service teachers. Three concepts have been chosen: fraction, as a part-whole relationship,
trigonometric ratios, as well as the positive and negative numbers, each of which exemplifies a single
different component. The results show the domain of such notions, their different interpretations, how
they have been internalized and the ways they are used. The results also show a variability and
considerable wealth of responses, which have been identified and described in terms of components of
meaning.

Keywords: conceptions, semantic questionnaire, school mathematics, meaning of a mathematical
concept,semantic triangle.

INTRODUCCION

Sostenemos que comprender un concepto matematico es dotarlo de significado, es decir, conocer su definicion,
representarlo, identificar sus operaciones, relaciones y propiedades y sus modos de uso, su interpretacion y
aplicacién. Esta afirmacidn se sigue dela nocién de Frege (1996) sobre significado de un concepto matematico,
quien la fundamenta en tres componentes:

Los signos, graficos y notaciones que lo representan.
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Significado y concepciones de conceptos matematicos

La referencia, o evaluacion semantica del concepto.

Los sentidos, o diversidad de modos en que pueda ser entendido, aplicado e interpretado.

La nocién de significado utilizada en este trabajo se desarrolla extensamente en Rico, Lupiafiez y Molina
(2013). En ese trabajose postula también que, en las matematicas escolares, los conceptos adquieren una
variedad de significados mas allad del modo formal y simbdlico con que vienen establecidos en el curriculo y
usualmente se ensefian.

Dado que nuestro interés por el significado esta centrado en las matematicas escolares, este trabajo considera
como antecedentes distintas aproximaciones al estudio del significado de los contenidos en Educacion
Matemética,desarrolladas mediante ternas semanticas. Asi, Radford (2003) identifica y trabaja con la terna
interpretacién—concrecién—generalizacion; Vergnaud (1983) desarrolla su terna con las nociones de referente—
invariantes—representaciones; Steinbring (1989, 2006) lo hace mediante los conceptos de signo/simbolo—
objeto/contexto— concepto; mientras que Frege(1996), a quien seguimos, utiliza la terna signo-sentido-
referencia.

Los tres componentes establecidos por Frege constituyen un triangulo seméantico que usaremoscomo categorias
para el andlisis del significado de un determinado concepto, segun distintos modos y momentos,enla
matematica escolar. Uno de esos momentos ocurre cuando los profesores se proponen  enriquecer
elconocimiento delos escolares sobre los contenidos matematicos,considerando los significados que
previamente ellos manejen (Ponte y Chapman, 2008).

El objetivo de este estudioes mostrar la potencialidad de los componentes del tridngulo seméntico para analizar
los significados de distintos conceptos matematicos e identificar las concepciones que emplean y manifiestanlos
escolares sobre esos mismos conceptos.

Mas concretamente, mostramos los significados parciales que grupos de estudiantes atribuyen y expresan para
tresconceptos matematicos escolares, establecidos en el curriculo.

Para ello, elegimos trabajar con los conceptos de fraccion,como relacion parte-todo, razon trigonométrica y
namero entero. Cada uno de ellos centra nuestra reflexion en un componente de significado distinto.
Recogemos las respuestas de distintos grupos de estudiantes de Educacién Secundaria y de maestros en
formacion inicial sobre significados de esos conceptos. La reflexion sobre los restantes componentes, en cada
caso, se presenta en otros trabajos relacionados (Castro-Rodriguez, 2010; Martin-Fernandez, 2013; Vilchez-
Marin, 2014).

TRIANGULO SEMANTICO EN EDUCACION MATEMATICA

Rico (2012, pp. 52-53; 2016, En prensa) describe un modelo de significado de un concepto matematico escolar
basado en la estructura ternaria de Frege como un marco interpretativo del conocimiento matematico de los
estudiantes, que responde a las siguientes preguntas basicas: ;cdmo expresan losconceptos y nociones basicas?,
(sobre quépropiedades o relaciones argumentan sus ideas matematicas?, ¢qué signos emplean para ello?, ;qué
modos de uso identifican para el concepto?, ¢qué situaciones, fendmenos o contextos enmarcan,o estan en el
origen,de sus ideas matematicas? Los componentes de dicho modelo son:

e La estructura conceptual, que comprende la red de conceptos, definiciones y propiedades,
junto con aquellos argumentos, normas y otros procedimientos de los que derivan sus modos
de razonamiento y sus criterios de veracidad. La referencia, con la cual los estudiantes evaltian
la veracidad de su conocimiento acerca de un concepto,viene sintetizada mediante su
definicion individualdel mismo (Fernandez-Plaza, En prensa).

e Los sistemas de representacion, definidos por los conjuntos de signos, graficos y reglas que
hacen presente el concepto, muestran sus propiedades y lo relacionan con otros (Lupiafiez, En
prensa).

e Los sentidos, que incluyen aquellos modos de uso, contextos, fendmenos, situaciones y
problemas que estan en el origen del concepto y lo dotan de caracter funcional (Ruiz- Hidalgo,
En prensa).

Con la nocion de concepcidnnos referimos a aquellas “parcelas” de significado (significados
parciales) que emergen de las respuestas(verbales, gestuales, etc.) de los estudiantes ante las demandas
que plantean tareas particulares que responden a una determinada caracterizacion, descripcion o
definicion de un concepto. Una concepcién expresa de modo parcial una referencia, unos sistemas de
representacion y unos sentidos propios. El caracter subjetivo de esta respuesta la diferencia del
concepto matematico correspondiente. El analisis mediante los componentes semanticos muestra la
diferencia entre el significado de un concepto matematico escolar y las concepciones o significados
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parmales‘aéf(re1 los alumnos (Fernandez-Plaza, 2015, p.11). Esta interpretacion de la nocion idea de
concepcion ha sido abordada por Sierra, Gonzalez y Lopez (2000) y Vinner (1991).

METODOLOGIA

Para recoger los significados que manifiestan los participantessobre las distintas nocionesaqui
estudiadas (fracciones, razon trigonométrica y ndmeros enteros), se construyd en cada uno de
estoscasos un cuestionario semantico distinto, con diversas tareas, cuestionario que se aplico a
estudiantes de cursos diferentes. Los cuestionarios seméanticos recogieron indicios sobre los cuales
escrutar el significado que los estudiantes encuestados establecieron para los conceptos matematicos
escolares mencionados. Esta tipologia de cuestionarios se propone indagar que propiedades de los
conceptos identifican los sujetos, como los denominan y representan, que términos y argumentos
emplean para dotarles de sentido, qué valores les atribuyen (Klok, 2014).

Maés concretamente, las huellas que recogen los cuestionarios semanticossonpalabras, términos,
signos, graficas, frases, relaciones, argumentos, descripciones, gestos y otras notas que muestran un
modo de apropiacion por el sujeto de un determinado concepto.Los indicios recogidos mediante un
cuestionario semantico acerca de un concepto matematico escolar muestran que, cuando un sujeto
estden contacto con y recibe formacion acerca de nociones matematicas, interioriza total o
parcialmente dichas nociones y las emplea para pensar con ellas y actuar a partir de ellas, es decir,
ofrece pruebas de su comprension y uso. Esas huellas tienen una variabilidad considerable; se pueden
identificar y clasificar mediante los componentes y organizadores seménticos de un concepto
matematico (Rico, 2012).

La tabla 1 resume la componente semantica y el contenido matemaético tratados en cada cuestionario,
junto conel nimero de participantes encada trabajo.

Tabla 6. Temas y participantes en cada uno de los estudios

Componente semantica Contenido matematico Estudiantes participantes

Estudio sobre la referencia ~ Concepto de fraccion 358 maestros estudiantes de primer curso del
grado de Educacion Primaria

Estudio sobre el modo de Concepto de razon 74 estudiantes de 1° de Bachillerato

representacion trigonométrica

Estudio sobre sentido y Concepto de numero 31 estudiantes de 2° de Educacion

modos de usos entero Secundaria Obligatoria

Los participantes responden al correspondiente cuestionario de forma individual. La duracion de la
prueba,sin tiempo maximo,no superd una sesion de clase. En las distintas aplicacionesestan presentes
el profesor y uno de los investigadores.Los participantes han recibido instruccién sobre los contenidos
encuestados, siempre en un curso 0 unos meses antes de su aplicacion; en ningun caso tenian
informacidn previa sobre el cuestionario.

Los datos obtenidos fueron analizados mediante métodos cualitativos. Se utilizo un proceso inductivo
para categorizar las respuestas y encontrar relaciones entre las diferentes categorias en los resultados
producidos por los participantes (McMillan y Schumacher, 2006).

DISCUSION

Los datos obtenidos de cada contenido sirven para ejemplificar el analisis relativo a un componente
semanticodeterminado, segunindica la tabla 1, los cuales pasamos a presentar en cada caso. En primer
término se hace una breve descripcion del componente semantico en cuestion, a continuacion se
recogen las cuestiones planteadas y, posteriormente, se describen las concepciones manifestadas por
los estudiantes participantes mediante las respuestas recogidas por el cuestionario.

ESTUDIAR LA REFERENCIA: EL CASO DE LAS FRACCIONES

Comenzamos con la referencia o estructura conceptualejemplificado por el concepto de fraccion,
basado en la relacién parte-todo. En este caso el analisis muestra que cuandouna totalidad,
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T=JP
simbolizada por T, se fragmenta o divide en n partes P; disjuntas, con i=1  1<i<n, con, cada una
de dichas partes P; presenta una relacion con el todo R(P;i, T). En el proceso de fragmentacion de un
P=P )]
todo, sus partes P; pueden ser iguales: i i . A cada una de esas partes o porciones iguales la
designamos porP . En este caso, la relacion entre una de las n partes iguales P de un todo T se
convierte en una relacion multiplicativa, que se llama relacion parte-todo.

Esta conceptualizacion de la relacion parte-todo comprende una serie de hechosy relaciones
fundamentales: el verbo, que expresa la accion o intencion de fraccionar un objeto en sus partes; el
todo que es fraccionado; las partes en las que el todo es fraccionado; la igualdad de las partes; la
relacion entre cada parte y el todo.Con mayor detalle, esa estructura se puede ver en Castro-
Rodriguez, Pita-Pantazi, Rico y Gomez (2015), donde se analizan el concepto desde las tres
componentes del triangulo semantico.

Para identificar las concepciones de los escolares sobre este concepto proponemos la tarea 1,
seleccionada de un cuestionario seméntico sobre fracciones (Castro-Rodriguez, 2010):

Tarea 1:;,Qué es fraccionar? Explica verbalmente qué entiendes por fraccionar.

Esta tarea interroga a un grupo de estudiantes para maestro sobreel conceptode fraccionar.Las
respuestas de los participantes las organizamos de acuerdo con la presencia o ausencia de los hechos y
relacionesfundamentales de la relacion parte-todo antes descritos.

Tabla 7. Niveles de respuestas para la tarea 1

Niveles

(1) Uno o varios verbos de accion

(2) Uno o varios verbos de accion; hacen referencia a un todo

(3) Uno o varios verbos de accion; hacen referencia a las partes

(@) Uno o varios verbos de accién; hacen referencia a un todo y a las

partes

(5) Uno o varios verbos de accion; hacen referencia a las partes
Uno o varios verbos de accion; hacen referencia al todo y partes

(6) iguales

iguales
(7) Otros

La tabla 2 muestra una progresion de niveles de precision en las respuestas, segunsu complejidad,por
la mayor o menor presencia de esos elementos.

Los seis niveles encontrados describen con diferentes grados de precision comoexpresar la relacién
estructural que define las fracciones. El primer nivel se caracteriza por incluir s6lo uno o mas verbos
de accion. Estos verbos son dividir, distribuir, partir y sus combinaciones posibles. Este tipo de
respuesta tiene un significado impreciso, en el que “fraccionar” se presenta s6lo como una accidon
usando uno o0 mas verbos.

El segundo nivel de precision se establece a partir de las posibles combinaciones de estos tres verbos,
asi como la totalidad sobre la que se aplica esta accion. Dos respuestas que pertenecen a este nivel son
“distribuir una cantidad” o “dividir un todo”.

El tercer nivel es el menos frecuente en las respuestas de los sujetos. Este nivel se compone de las
posibles combinaciones de los tres verbos con referencia a las partes o el resultado de la accion de
romper en partes. Tanto en este caso, como en el anterior, el significado de la relacion es impreciso, ya
que las respuestas no reflejan todos los datos que establecen la relacién. Suponemos que este nivel
expresa mayor precision que el anterior, dado que la idea de la totalidad esta implicita en la accion de

crear partes. Un ejemplo de respuesta para este nivel es “partir o dividir en partes”.
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El cuarto mv'@’lI esta formado por tres datos: verbo de accion, la totalidad y las partes. Este nivel es el
segundo mas frecuente en las respuestas de los profesores en formacion. Incluye respuestas tales como
“dividir una cantidad en partes” o “dividir o repartir un todo en partes”.

El quinto nivel se identifica por un verbo de accién, que hace referencia a las partes iguales. En este
caso, la accion de fraccionar se considera equitativa, ya que los sujetos especifican la naturaleza de las
partes. En contraste con el nivel anterior, éste no menciona el todo o totalidad de la que provienen las
partes, aunque se considera implicito en la respuesta.

Finalmente, la respuesta que expresa la idea mas completa y a su vez mas frecuente, estd formada por
un verbo de accion que hace referencia a un todo dividido en partes iguales. Este nivel representa el
significado mas preciso.

La figura 1 muestra una relacion jerarquica entre los niveles de precision.

C\allt. 1

Dividir / Partir / Repartir

Cat. 2
Cat. 3
Cat. 4

Codo O partes

Cat.5

Cat. 6

Figura 5.Relaciones entre los niveles de precision de las respuestas a la tarea 1

ESTUDIAR LA REPRESENTACION:EL CASO DE LA RAZON TRIGONOMETRICA

Resumimos en este apartado los resultados del analisis de las respuestas de un grupo de estudiantes de
bachillerato, correspondientes a tareas que demandan representar las nociones matematicas
relacionadas con las razones trigonométricas

Representaciones de los escolares relacionadas con las nociones de razéon trigonométrica

Expertos en educacién matematica, han organizado los contenidos matematicos escolares con criterios
cognitivos. Tales criterios consideran el modo en que las personas los entienden, aprenden y utilizan.
Para esa caracterizacion los expertos usan dos grandes campos: el campo conceptual y el campo
procedimental (Bell, Costello y Kiichemann, 1983). Complementariamente, diferencian tres niveles de
complejidad en cada uno de ellos. En el campo conceptual destacan hechos, conceptos, y estructuras.
En el &mbito de los procedimientos los tres niveles que se consideran son: destrezas, razonamientos y
estrategias.

En la trigonometria impartida en la ensefianza secundaria se observan dos ideas prioritarias que
identifican esos contenidos: los conceptos geomeétricos, relacionados con la razon trigonométrica, con
la identificacion de la relacion como una constante caracteristica de cada angulo; y el concepto
analitico, asociado a la funcién trigonométrica.

Este estudio se ha centrado en la razon trigonométrica y entre las nociones que la organizan, destacan
tres: circunferencia, triangulo rectangulo y angulo (Byers, 2010).

Para ejemplificar las concepciones de los escolares sobre lacomponente representacion o signo, del
concepto matematico escolar “razon trigonométrica”, se evaluaron las respuestas de 74 estudiantes a
las cuestiones (Martin-Fernandez, 2013, 2014a):

Tarea 2: Haz un dibujo en que se muestre el sen(30°).
Tarea 3: Haz un dibujo en que se muestre el cos (30°).

Tarea 4: Haz un dibujo en que se muestre alguna diferencia entre el seno y el coseno de un mismo
angulo.

Tras el andlisis de las producciones, algunos de los diferentes modos de representar las razones
trigonométricas son los siguientes: angulo, &ngulo interior de un triangulo, razén entre lados de un
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triangulo y longitud (ordenada de una funcién trigonométrica, coordenada cartesiana y distancia —

lados de un tridngulo y segmentos).

Figura 6. Representacion del coseno como angulo interior de un tridngulo

En el ejemplo de la figura 2, encontramos que el sujeto incurrié en un error. Los errores ignoran el
significado formal de un concepto. Los alumnos que cometen un error no consideran el significado
formal de las representaciones y conceptos que lo trabajan. Sin embargo, las concepciones expresan y
retinen componentes parciales del significado de un concepto para un estudiante.

Figura 8. Representacion del seno y coseno como cociente

Cada una de esas representaciones muestraun significado parcial de las nociones de seno y de coseno
de un angulo, es decir, expresan diferentes concepciones de las mismas. Una mayoria de producciones
representaron cada razén trigonométrica como longitud (Martin-Fernandez, 2014b).

ESTUDIAR EL SENTIDO: EL CASO DE LOS NUMEROS ENTEROS

Para ejemplificar las concepciones de los escolares sobre la componente sentido del significado de un
concepto matematico escolar,hemos elegido el tema de ndmeros enteros. Para ello se recogen algunas
de las respuestas dadas a las siguientes tareas (Vilchez-Marin, 2014):

Tarea 5: Explica verbalmente qué entiendes por nimero positivo.

Tarea 6: Explica verbalmente que entiendes por nimero negativo.

Consideramosaquellas respuestas que corresponden a la componente de sentido, en las que
identificamos dos variantes 0 modos de uso: por un lado aquellas respuestas que transmiten sentido
mediante términos o expresiones que indican posicién; por otro lado aquellas que argumentan
mediante una relacion de orden; una tercera combina las dos opciones anteriores. Relacion y orden se
muestran como los sentidos principales que usan los escolares encuestados cuando quieren explicar en
qué consiste un nimero positivo y en qué consiste un nimero negativo. En todos los argumentos la
relacién de posicion o de orden se establece con respecto a cero.

1. Sentido posicional

El primer argumento identificado es el relativo a los distintos modos de expresar los nimeros
positivos/negativos mediante su ubicacion relativa a 0, para lo cual, localizamos aquellas respuestas
gue expresan una relaciéon de posicion. En la tabla 3 aparecen las expresiones utilizadas por los
alumnos.
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Tablr;l £I3\./|Relaciones de posicionutilizadas en las actividades 5 y

6 Para nimero positivo Para nimero negativo
A la derechade 0 A laizquierdade 0
Por encima de 0 Por debajo de 0
Desde 0 hacia arriba Desde 0 hacia abajo
Después de 0 Antes de 0
Detréds de 0 Delante de 0
Antes del — Después del +

Para arriba de 0

2. Sentido de orden

Un segundo argumento consta de aquellas respuestas dan sentido a los nimeros enteros empleando
una relacion de orden.

Tabla 4. Expresiones de orden utilizadas en las actividades 5y 6

Expresiones utilizadas para ndmero positivo Expresiones utilizadas para nimero negativo
Mayor que 0 Menor que O

Supera el valor de 0 Tiene un valor inferiora 0

Siguen un orden a partir de 0 Siguen un orden inverso a partir de 0

Son superiores a 0 Son inferiores a 0

Los alumnos que dan estas respuestas las fundamentan en una estructura de orden utilizando

expresiones como: “siguen un orden”, y usan conceptos ordinales como “mayor”, “menor”, “superior”
e “inferior”, siempre con respecto a cero.

3. Sentido de posicion y de orden

En un tercer nivel encontramos respuestas que combinan los dos niveles anteriores, lo cual hace un
solo estudiante. Este sujeto hace una conexion entre la relacion de orden respecto a cero y la relacion
de posicion relativa a cero. Consideramos que el estudiante manifiestauna concepcion mas amplia al
considerar los dos tipos de relaciones respecto a cero.

CONCLUSIONES

El objetivo de este estudio ha consistido en presentar una terna seméantica y supotencialidad para
analizar e interpretar los significados de los conceptos matematicos escolares; empiricamente
caracterizamos las concepciones que sobre esos conceptos tienengrupos de estudiantes que ya
loshabian estudiado.

Para su ejemplificacién hemos elegidotresconceptos matematicos escolaresdistintos. Cuando sobre
esos conceptos hemos interrogado acerca de cada uno de los componentes del triangulo semantico
hemos obtenido una diversidad de respuestas, expresadas con diferentes términos, notaciones,
argumentos y relaciones, en cada caso.

Las preguntas planteadas han pedido “explicar” y “representar”; sus respuestas e interpretaciones han
consistido en expresar esa apropiacion del significado de un concepto matematico escolar por un
sujeto. Significado que es parcial, como muestran buena parte de las respuestas recogidas y su
progresiva complejidad, lo cual ha permitido identificar niveles en su diversidad y mostrar una mayor
0 menor profundidad en las concepciones de los estudiantes.

Las concepciones inferidas proceden del analisis de las respuestas de los estudiantes segun los tres
componentes del tridngulo semantico descrito, bien singularmente o por combinaciones entre ellos,
concepciones que muestran distintos niveles de complejidad y su mayor o menor cercania al concepto
en cuestion.

Pensamiento y argumento, introspeccion y comunicacion, son las vias que utiliza un sujeto para su
apropiacion de un concepto, que se manifiesta en su empleo con significado en el propio discurso.
Hemos mostrado la diversidad de respuestas que proporcionan los estudiantes con cada uno de esos
conceptos, escogiendo para cada uno de ellos una componente de significado diferente.
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Inferimos que estas concepciones muestran que los  estudiantes  organizansus
conocimientosmatematicos y los expresan en términos de referencia, signo y sentido.

Las ideas expuestas en este trabajo son producto de la reflexion y de la practica llevadas a cabo por un
grupo de investigadores de la Universidad de Granada en la Gltima década, estudios centrados en el
Andlisis Didactico de los contenidos matematicos escolares. Ese marco, sus métodose instrumentos,
suponen una contribucion para la investigacién en educacion matematica, ya que aportan una
propuesta para el estudio del significado de los conceptos de las matematicas escolares que incide en
su ensefianza y aprendizaje. En cada caso la bibliografia de referencia remite a un tratamiento mas
detallado de las cuestiones presentadas.
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