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RESUMEN:

El trabajo de tesis aborda el estudio de los significados que los estudiantes de
bachillerato atribuyen al concepto de limite finito de una funcién en un punto. La nocién
de significado de un concepto matematico escolar que seguimos tiene tres componentes:
estructura conceptual, sistemas de representacion y fenomenos que le dan sentido.
Elaboramos un cuestionario para detectar concepciones de los estudiantes sobre esas
componentes, que dan lugar a distintas interpretaciones del concepto en estudio.
Llevamos a cabo un analisis de contenido de las respuestas, segun un sistema propio de
categorias. Posteriormente, realizamos entrevistas semiestructuradas a los estudiantes
para identificar los obstaculos detectados. El estudio empirico reporta cinco aspectos de
significado de la nocion intuitiva de limite: concepcion dual objeto-proceso, no rebasable,
no alcanzable, caracter finito o ilimitado del proceso y valor exacto-aproximado del
limite.

Palabras clave: Significado de un concepto matematico; Limite finito de una
funcién en un punto; Analisis de contenido; Concepciones; Aspectos intuitivos de
significado.

1. INTRODUCCION

El autor que presenta esta comunicacion desarrolla su tesis doctoral en el marco
de una beca FPU que obtuvo en 2011 para un periodo de cuatro afios. Esta adscrito a la
linea de investigacion «Didactica de la Matematica. Pensamiento Numérico» y al grupo
de investigacion «FQM-193. Didactica de la Matematica. Pensamiento Numérico» del
PAIDI (Plan Andaluz de Investigacion, Desarrollo e Innovacion).

Inicia su aproximacion a la Didactica de la matematica con la realizacion de un
trabajo de fin de master sobre planificacion de una unidad didactica relativa el topico
«Limite y Continuidad de Funciones» (Fernandez-Plaza, 2010), presentado en el Master
de Secundaria, especialidad de matematicas, curso 2009/2010.

Continua su formacion académica e investigadora en el Master de Investigacion
en Didactica de la Matematica, curso 2010/2011, que culmina con un estudio exploratorio
sobre los «Significados de estudiantes de Bachillerato sobre la nocion de limite finito de
una funcién en un punto» (Fernandez-Plaza, 2011).

265



Los trabajos previos y los realizados durante el desarrollo de la tesis doctoral
iniciada en el curso 2011/2012, han dado lugar a diferentes publicaciones que han
contribuido a la difusién de sus resultados:

Congresos internacionales: PME36 (Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo y Rico,
2012a); ICME-12 (Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo y Rico, 2012b); CERME-
8 (Fernandez-Plaza, Rico y Ruiz-Hidalgo, 2013Db).

Congresos nacionales: XVI SEIEM (Fernandez-Plaza, Castro, Rico y Ruiz-
Hidalgo, 2012)

Articulos: PNA (Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo, Rico y Castro, 2013);
Gaceta de la RSME (Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo y Rico, 2013); IMEST,
(Fernandez-Plaza, Rico y Ruiz-Hidalgo, 2013a).

Otras presentaciones y/o publicaciones: Seminarios del Grupo Pensamiento
Numérico y Algebraico (PNA) de la SEIEM (2012); Seminarios del Grupo de
Investigacion en Didactica del Analisis Matematico (GIDAM) de la SEIEM
(2011, 2012, 2013); Congresos de la SAEM Thales (2012); Seminarios de
Investigacién del Departamento de Didactica de la Matematica de la UGR
(2013).

Describimos, a continuacion, el estado de progreso de la investigacion para la tesis

doctoral.

2. PROBLEMA DE INVESTIGACION

El objetivo general de la tesis es el siguiente:

Estudiar los significados que los estudiantes de bachillerato atribuyen al concepto
de limite finito de una funcion en un punto.

Algunos antecedentes sobre el tema de estudio se resumen en los siguientes

puntos:

Investigaciones que enfatizan la dualidad objeto/proceso en las concepciones
de los estudiantes sobre el concepto de limite (Tall, 1980; Tall y Vinner, 1981;
Sierpinska, 1987; Sfard, 1991). Estos autores destacan que los escolares
conciben implicitamente el limite como un par formado por un proceso
iterativo-dinamico infinito y por su resultado, si bien aparecen incoherencias
que se reflejan en afirmaciones como «0,999... es estrictamente menor que
1», o bien «el limite estd indefinido pues so6lo conocemos sus
aproximaciones.

En segundo lugar, consideramos trabajos sobre fenomenologia del limite finito
de una funcién en un punto, en el sentido considerado por Sanchez-Compafia
(2012) quien establece diferencias relevantes entre la definiciéon intuitiva -
aproximacion doble intuitiva- y la definicion formal -fenomeno ida y vuelta-,
entre ellas el caracter infinito potencial de la primera y su ausencia en la
segunda. Detectamos que aquellos estudiantes familiarizados con el primer
fendmeno, quitan importancia al caracter infinito potencial del proceso, ya que
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consideran suficiente un numero finito de aproximaciones para conocer el
limite (Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo y Rico, 2012a).

Por ultimo, algunas investigaciones detectan en las concepciones de los
escolares sobre limite las propiedades de no ser rebasable y/o alcanzable;
relacionan su presencia con el uso coloquial del término «limite» y de acciones
como «limitar», que denotan una idea de acotacion o no alcanzabilidad de un
valor (Cornu, 1991; Monaghan, 1991).

3. FUNDAMENTACION TEORICA

El modelo tedrico de significado adoptado para el trabajo de tesis se basa en las
nociones de signo, sentido y referencia (Rico, 2012). En nuestro marco, el significado de
un concepto matematico escolar se establece mediante tres componentes:

Estructura conceptual, dada por las definiciones, relaciones, operaciones,
propiedades, y proposiciones derivadas que enmarcan el concepto en estudio.
La estructura conceptual establece las condiciones para evaluar la veracidad o
falsedad de las proposiciones que establecen y se derivan del concepto que se
estudia; la estructura conceptual desempeiia el papel de referencia.

Sistemas de representacion, definidos por los sistemas estructurados de signos
y graficos, asi como por sus reglas, que hacen presente el concepto y lo
relacionan con otros. Los sistemas de representacion sistematizan conjuntos
de signos apropiados para un concepto ya que destacan algunas de sus
propiedades; mediante sus reglas de transformacion y de traduccion, regulan
y hacen operativos criterios de inferencia.

Fenomenologia, incluye aquellos contextos, situaciones y problemas que
estan en el origen de un concepto y le dan sentido. Los fendmenos y su analisis
establecen la pluralidad de sentidos de un determinado concepto.

Un ejemplo de este modelo se encuentra en Rico, Marin, Lupidfiez y Gémez
(2008). La interpretacion fundada sobre lo que comunican, expresan o entienden los
estudiantes sobre el concepto de limite finito de una funcidén la encuadramos en este
modelo de significado de un concepto matematico.

4. METODO

Se han llevado a cabo dos estudios. Un primero de caracter exploratorio y
descriptivo, y un segundo confirmatorio. Describimos la metodologia empleada.

Cuestionario de respuesta abierta. Se disefid un cuestionario con tareas
extraidas de otras investigaciones y se implementd a 36 estudiantes de un
grupo de 1° de Bachillerato (16-17 afios) de la modalidad de Ciencias y
Tecnologia, que cursaban la asignatura de matematicas, elegidos de manera
intencional y por disponibilidad. Los detalles pueden consultarse en
(Fernandez-Plaza, 2011).

Entrevistas semiestructuradas. Con el fin de confirmar los resultados
obtenidos en el estudio exploratorio, llevamos a cabo una réplica de las
cuestiones anteriores, con los mismos sujetos y un afio después, en formato de
entrevista semiestructurada. Cada cuestion se replicd con un grupo especifico
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de estudiantes de manera que estuvieran contempladas todas las categorias de
respuesta previamente obtenidas que pueden consultarse en (Fernandez-Plaza,
Ruiz-Hidalgo y Rico, 2012a). El niimero total de estudiantes entrevistados
fueron 33. Los resultados se presentaran proximamente en el XVII Simposio
de investigacion de la SEIEM (en Septiembre, 2013), si bien, parte de los
resultados fueron ya presentados en CERME-8 (Fernandez-Plaza, Ruiz-
Hidalgo y Rico, 2013Db).

5. AVANCE DE RESULTADOS

Los resultados se organizan segun diferentes aspectos del significado de la nocién
intuitiva del concepto de limite finito de una funcidén en un punto, cuyo analisis detallado
se encuentra en los trabajos citados en la seccion introductoria de este informe.

Dualidad  Objeto/Proceso. Discriminamos entre  concepciones/proceso,
concepciones/objeto y concepciones duales del concepto de limite. Por concepciones
proceso, entendemos aquéllas que consideran el limite intimamente relacionado con un
procedimiento de calculo iterativo, que muestra como se acerca al limite. Con una
concepcion objeto, el estudiante reconoce propiedades de un punto o un nimero que se
identifica como limite, con independencia del proceso implicado. Concepciones
intermedias entre las dos anteriores se denominan concepciones duales. Por ejemplo, al
solicitar a los estudiantes valorar la veracidad del enunciado «El limite describe como se
mueve una funciéon f(x) cuando x se mueve hasta cierto punto», los argumentos se
ajustaron a estos tipos de concepciones, dependiendo de si los estudiantes interpretaban
el limite como aquello que describe «como» (concepcidon proceso) o «hacia donde»
(concepciones objeto o duales) una funcioén se mueve.

Caracter no alcanzable y no rebasable del limite. Observamos una persistencia
de concepciones erroneas debidas a la atribucion al valor del limite de no ser rebasable ni
alcanzable, coincidiendo con los hallazgos de Cornu (1991) y Monaghan (1991). Aunque
fuimos mas alla, pues algunos estudiantes relacionaban el hecho de que el limite sea no
rebasable con el de ser inalcanzable. Consideramos que este tipo de conflicto puede surgir
de una generalizacion de propiedades que se dan en un contexto particular de la
convergencia monotona.

Caracter finito o ilimitado del proceso. Algunos estudiantes consideran que el
calculo del limite se puede reducir a un nimero finito de pasos, es decir, bastan una
cantidad finita de aproximaciones para detectar la tendencia a un limite.

Caracter exacto-aproximado del limite. Algunos estudiantes consideran el limite
exacto como un valor definido, mientras que otros sujetos consideran el limite como un
numero aproximado cuando expresan que del limite s6lo se conocen aproximaciones, €s
decir, esta indefinido.

Los estudiantes comunican todos estos aspectos de significado mediante uso e

interpretacion de términos relacionados con las nociones basicas de «aproximary,
«tender», «alcanzary, «rebasar» y «limitar.
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6. REFLEXION SOBRE EL PROCESO DE APRENDIZAJE EN EL
DOCTORADO

Mi proceso de aprendizaje en el doctorado se ve fomentado por las siguientes
experiencias:

e Las reuniones semanales con los directores de la tesis, en las que se va
haciendo un seguimiento permanente del trabajo de investigacion, en las que
se discuten y revisan mis avances y los trabajos realizados.

e La guia de mis directores de tesis, que valoran mis iniciativas en el camino de
investigacion, y las reconducen cuando no son exitosas.

e Los seminarios organizados en el seno del grupo de investigacién y en el
Departamento de Didactica de la Matematica, me proporcionan una amplia
variedad de perspectivas, sobre todo, de marcos metodologicos y teoricos
compartidos.

e Las propias reuniones de discusion de trabajos con mis compafieros de
doctorado suponen una retroalimentacion positiva tanto a nivel académico
como personal.

e Las actividades que organiza el propio programa de doctorado pueden
proveerme de elementos metodologicos y teodricos de los que se pueden sacar
buen aprovechamiento.
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