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RESUMEN DE LA TESISPARA LA BASE DE DATOSTESEO

Titulo delatesis: Perfiles de dumnos de educaci 6n secundaria rel acionados con €l sentido

estructural manifestado en experiencias con expresiones algebraicas

Doctoranda: Danellys ClementinaVega Castro
Directoras. Encarnacién Castro Martinez y Marta Molina Gonzélez
Resumen

El trabajo de investigacion correspondiente a esta tesis doctoral se centra en una forma
concreta de trabgar el adgebra escolar, fomentando la vertiente relaciona del dgebra a
través de la consideracion de la estructura de las expresiones algebraicas conocidas como
igualdades o identidades notables. La investigacion realizada cae bajo |la metodologia de la
investigacion de disefio, dentro de la misma consiste en un experimento de ensefianza
centrado en el estudio del sentido estructural de una muestra intencional de sujetos que
trabajan tareas en las que aparecen identidades notables. En concreto |os objetivos que nos

planteamos son los siguientes:
O1. Avanzar en laclarificacion del constructo Sentido Estructural y sus descriptores;

02. Estudiar e procedimiento de elaboracion, puesta en préctica y andlisis de una
intervencion en el aula paratrabajar |as identidades notables desde una perspectiva centrada

en la estructuras de estas expresiones,

0O3. Investigar como se desenvuelven los estudiantes en €l trabajo con identidades notables

desde |a perspectiva estructural;

O4. Construir un Perfil de Sentido Estructural de un grupo de alumnos de Educacion
Secundaria al trabagjar tareas sobre Expresiones Algebraicas que involucran Identidades
Notables.

Parte de nuestro interés por estudiar €l constructo sentido estructural y la relacion que este

constructo conlleva con la resolucién de tareas con expresiones algebraicas que involucran



identidades notables, radica en la blsgueda de situaciones de aprendizaje que puedan
ayudar a los estudiantes a superar la diversidad de dificultades que confrontan cuando
trabgjan con estructuras agebraicas que involucran esta temética. A su vez, y con igua
interés, encontrar técnicas de ensefianza para que los docentes de educacion secundaria

dispongan de ellas y les ayuden atrabajar de forma algo mas exitosa éste topico.

El marco tedrico de esta investigacion esta montado sobre tres ideas fundamental es que dan
lugar a tres partes diferenciadas en € capitulo. La primera trata del agebra escolar,
elementos de la misma y una reflexion concerniente a la ensefianza y el aprendizaje de
dicha materia. La segunda parte trata de la dualidad conceptual y procedimental del
conocimiento matematico y la denominacion de sentido y estructura. En la tercera parte, se
concreta e significado de sentido estructural, terminando con la presentacion de un
conjunto de descriptores del sentido estructural elaborados a partir de las lecturas reflexivas
realizadas que es uno de los primeros aportes de este trabajo y da respuesta al primero de
los objetivos planteados (O1).

El experimento de ensefianza realizado consta de cinco sesiones de trabajo en el aulaen las
gue se propuso a los estudiantes tareas conformadas por actividades con expresiones
numeéricas y algebraicas para su trabgjo individual, que estuvieron seguidas de puestas en
comun dirigidas a promover e reconocimiento de relaciones en la estructura de las
expresionesy € uso de las igualdades notables. Para €l disefio de |as tareas se consideraron
tres variables: a) cuatro identidades algebraicas. cuadrado de la suma, cuadrado de la resta,
suma por diferencia y propiedad distributiva; b) acciones implicadas en las tareas:
comprobar, modificar, completar, generalizar y generar; c) complejidad de las expresiones:
simples 0o compuestas, enteras o fraccionarias. Para cada sesion vamos aumentando
gradualmente el nivel de complegjidad de las tareas, pasando asi del tratamiento con
expresiones numeéricas a expresiones algebraicas, asi como del mangjo con expresiones
enteras a expresiones fraccionarias. Cada sesion constituye una capacitacion para la
siguiente de modo que a findizar la quinta sesion los estudiantes estén preparados para
reconocer la presencia de una identidad notable dentro de unaigualdad daday actuar sobre
la misma aplicando la estructura interna correspondiente. La descripciéon, justificacion y
valoracion de la propuesta de ensefianza puesta en préactica, es otro de los aportes de este
trabajo dando respuesta a segundo de |os objetivos propuestos (02).



Para el andlisis de las producciones escritas de |os estudiantes y de las grabaciones de aula
se han elaborado categorias que distinguen grados en que el estudiante utiliza las relaciones
internas de la expresion para resolver la tarea propuesta haciendo uso de la estructura de la
misma. Estas categorias permiten describir el desempefio de cada estudiante en cada una de
las tareas en cuanto al sentido estructural que pone de manifiesto. Asi mismo se identifican

|os errores mas comunes.

Partiendo de este andlisis se establecen siete perfiles en cuanto a sentido estructural que
ponen de manifiesto los estudiantes. Estos perfiles aparecen caracterizados mediante una
representacion grafica y una descripcion cualitativa en relacion con los descriptores de

sentido estructural enunciados en € marco tedrico.
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Presentacion

El documento presente recoge el informe correspondiente a la investigacion realizada
por su autora Danellys Clementina Vega Castro, para optar al grado de Doctor por la
Universidad de Granada, en el Programa de Doctorado “Didactica de la Matematica”.
Se trata por tanto de una Tesis Doctoral. El estudio, que se describe a lo largo del
documento, se ha desarrollado durante los cursos académicos 2010/2013 en el
Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, bajo la
direccion de las doctoras D? Encarnacién Castro y D2 Marta Molina.

La investigacion tiene sus inicios en el curso académico 2009-2010 en el que la autora
de la misma realizo los estudios de master en Didactica de la Matematica. El Trabajo de
Fin de Master realizado que lleva por titulo “Sentido estructural manifestado por
alumnos de 1° de bachillerato en tareas que involucran igualdades notables (Vega-Castro,
2010) versO sobre el sentido estructural puesto de manifiesto por una muestra
intencional de sujetos de educacién secundaria (primero de bachillerato). En el mismo

se llegaron a distinguir diferentes niveles en el sentido estructural de dichos estudiantes.

Esta tesis doctoral contintia pues la investigacion llevada a cabo en 2010 y que dio lugar
al Trabajo Fin de Master. El primer trabajo focalizado en el estudio de esta problematica
nos permitié ahondar en la comprensién de los escolares sobre trasformaciones de
expresiones algebraicas basandose en la estructura de las mismas y nos motivo a seguir

indagando en la misma temaética.

Al ampliar el horizonte de investigacion, para esta tesis, nos interesamos ademas en
estudiar el sentido estructural que muestran un grupo de estudiantes de secundaria en
unas tareas elegidas para tal fin, trabajadas en el aula mediante una metodologia
determinada. Nuestro interés nos lleva a elegir, para la investigacion, una metodologia

de disefio y en la misma, la realizacion de un experimento de ensefianza.

Este documento esta articulado en ocho capitulos en los cuales se recoge la informacion
gue detallamos a continuacion.

Capitulo 1. En este capitulo se recoge el problema, los objetivos y el disefio de la
investigacion. Se justifica el interés de la realizacion de este estudio en base a cuatro

pilares: desde el area de Didactica del Algebra, por la experiencia personal de la
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Investigadora, la consideracion curricular del algebra escolar y los trabajos realizados

por el grupo de investigacion que respalda a las directoras de este trabajo.

Capitulo 2. Se revisan en este capitulo los antecedentes o trabajos previos mas
relacionados con esta investigacion, considerando diferentes categorias de los mismos e
indicando cuales son los mas cercanos Yy, que nos han permitido establecer el estado

actual de la cuestion que ha centrado nuestro interés investigador.

Capitulo 3. Este capitulo estd dedicado a presentar el marco tedrico que sustenta la
investigacion. ElI marco tedrico esta montado sobre tres ideas fundamentales que dan
lugar a tres partes diferenciadas en el capitulo. La primera trata del algebra escolar,
elementos de la misma y una reflexion concerniente a la ensefianza y el aprendizaje de
la materia. La segunda parte trata de la dualidad conceptual y procedimental del
conocimiento matematico y la denominacién de sentido y estructura. En la tercera parte
se concreta el significado de sentido estructural, finalizando con la presentacion de un
conjunto de descriptores del sentido estructural producto de nuestra reflexion de la
literatura revisada y del trabajo de investigacion que hemos realizado durante estos afios

de investigacion con dicho constructo.

Capitulo 4. El capitulo cuatro esta dedicado a la metodologia de la investigacion y a
describir el estudio realizado. Se recoge por tanto, la metodologia utilizada en el estudio
y los criterios que han delimitado las acciones realizadas y las decisiones tomadas sobre

la investigacion, con intencidn de proporcionar coherencia al trabajo.

Capitulo 5. En este capitulo 5, se recoge la descripcion de las cinco sesiones de que
consta el experimento de ensefianza realizado. Para cada una de las sesiones se hace un
recorrido por las etapas consideradas en los procesos de los Experimentos de
Ensefianza: preparacion de la sesion, implementacion de la misma y reflexion sobre lo

ocurrido.

Capitulo 6. Se muestra en este capitulo el andlisis retrospectivo de lo sucedido en las
sesiones, analisis propio de los experimentos de ensefianza. Se hace una presentacion
del anélisis de los datos obtenidos de las actuaciones de los estudiantes, que se lleva a

cabo mediante las categorias establecidas para tal fin.

Capitulo 7. Se trata de un analisis descriptivo del desempefio de todos y cada uno de los
estudiantes que han formado parte de este estudio, como sujetos. El andlisis se hace

doblemente, por una parte una representacion grafica muestra el desempefio del
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estudiante de acuerdo a las categorias de analisis y por otro un analisis cualitativo en

relacion con los descriptores enunciados en el marco tedrico.

Capitulo 8. El ultimo capitulo presenta las conclusiones construidas a partir de los
resultados obtenidos en esta investigacion. Las mismas las iniciamos respondiendo a
preguntas y objetivos de investigacion propuestos en el Capitulo 1. Posteriormente
aportamos algunas conclusiones, limitaciones de este trabajo, lineas abiertas de
investigacion con posibilidades de continuacion y principales aportes de la
investigacion.
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Capitulo 1. Problema, objetivos y
disefio de la investigacion

El trabajo de investigacion correspondiente a esta tesis doctoral se centra en una forma
concreta de trabajar el algebra escolar, fomentando la vertiente relacional del algebra a
través de la consideracion de la estructura de las expresiones algebraicas conocidas
como igualdades o identidades notables. Con esta investigacion tratamos de dilucidar si
un trabajo sistematico, en el aula, el que se haga hincapié en la estructura de las
expresiones, permite a los estudiantes atenuar alguna de las dificultades que se detectan
en la practica y que son destacadas por las investigaciones en el area. A su vez, tratamos
de explicar como construyen los estudiantes sentido estructural en el desempefio de las
tareas disefiadas para el trabajo. Mas concretamente, nos centramos en el estudio del
sentido estructural de una muestra intencional de sujetos que trabajan tareas en las que

aparecen identidades notables.

Si bien en al capitulo 3, dedicado al marco tedrico, se precisa qué entendemos por
sentido estructural; para proporcionar sentido al discurso, indicamos en este punto que
denominamos sentido estructural a la competencia cognitiva que permite tratar las
expresiones, tanto aritméticas como algebraicas, de forma flexible, prescindiendo de
procedimiento de calculo en situaciones que lo permitan. El sentido estructural requiere
atender a relaciones internas que presentan las expresiones (entre valores, simbolos,
operaciones..., presentes en las mismas) cuya consideracion da lugar a la flexibilidad

apuntada en el tratamiento de las expresiones.

En este capitulo justificamos el interés de este estudio y concretamos el problema de
investigacion presentando las preguntas de investigacion que lo motivaron y los
objetivos de investigacion considerados. Asi mismo describimos el disefio de la

investigacion y argumentamos su valor potencial y viabilidad.

1.1 Justificacion del tema de estudio
La justificacion del interés de esta investigacion la basamos en cuatro pilares: la

investigacion en Didactica del Algebra, experiencia personal de la Investigadora, el
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curriculo de matematicas y los trabajos que vienen realizandose en el grupo de

investigacion en que se desarrolla este trabajo.

En la investigacion sobre algebra escolar, se han generado gran cantidad de trabajos que
tratan de desentrafiar, lo mas ampliamente posible, la problematica del aprendizaje del
algebra, las causas que dan origen a la misma y cémo encontrar soluciones que atenden
dicha problematica. Entre las nociones que producen dificultad se sefialan la clausura
para las expresiones algebraicas que los estudiantes sienten como necesaria; el lenguaje
algebraico al que no le “ven” sentido y que les lleva a asignar valores numéricos a las
letras 0 a la sobre-generalizacion de ciertas propiedades; la preservacion de la jerarquia
de la operaciones para la que no encuentran justificacion; el uso de paréntesis; la
percepcion del signo igual como expresion de una equivalencia, entre otras (Castro,
2012).

Parte de nuestro interés por estudiar el constructo sentido estructural y la relacion que
este constructo conlleva con la resolucion de tareas con expresiones algebraicas que
involucran identidades notables, radica en la basqueda de situaciones de aprendizaje que
puedan ayudar a los estudiantes a superar la diversidad de dificultades que confrontan
cuando trabajan con estructuras algebraicas que involucran esta tematica. A su vez, y
con igual interés, encontrar técnicas de ensefianza para que los docentes de educacion
secundaria dispongan de ellas y les ayuden a trabajar de forma algo mas exitosa éste
topico. Como investigadoras, nos motiva poder contribuir al estudio de este tema, para
el cual consideramos que nuestro trabajo supone un avance importante en el que podran
apoyarse otros investigadores para continuar desarrollando futuros trabajos de
investigacion. Nos interesa como educadoras preocupadas por el mejoramiento de la
calidad de educacion poder contribuir al estudio de este tema, proporcionando a los
profesores de educacion secundaria un material que pueden usar en su trabajo; asi como
los resultados que obtengamos sobre el conocimiento del desempafio de los estudiantes

en el mismo. .

El hecho de permanecer laborando durante diecisiete afios como Profesora de
Matematicas en educacidn secundaria en varios colegios de mi pais, Republica de
Panama, me permitio observar la gama de dificultades que confrontaban los estudiantes
de tercer afio de educacion secundaria cuando se les impartia el tema de las identidades
notables. Pude observar como estos mismos estudiantes posteriormente en niveles

superiores (IV, V y VI afio de Educacion Secundaria), presentaban dificultades para
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trabajar estas identidades cuando requerian hacer aplicaciones de las mismas. El tema
de las identidades notables se identificaba con el bajo rendimiento academico que
presentaban los estudiantes en las evaluaciones bimestrales, se discutia constantemente
en las reuniones realizadas por el Departamento de Matematicas del colegio donde
trabajaba y se organizaban distintas actividades didacticas implementando nuevas y
diversas técnicas para mejorar la ensefianza y aprendizaje de estas identidades; y tal vez
el aprendizaje en los estudiantes mejoraba, pero el problema continuaba sobre todo en
los niveles més altos (IV y V afio). En este sentido cabe destacar mi preocupacion
personal por ampliar mi comprension de las dificultades que encuentran los estudiantes
de Educacion Secundaria y Bachillerato en este &mbito del conocimiento y tratar de

encontrar formas de atenuarlas.

El tercer pilar se relaciona con el curriculo. La justificacion por estudiar aspectos
relacionales del algebra puede hacerse desde recomendaciones curriculares como la que
plantea el NCTM (2000) en el estandar para la educacion matematica para la etapa 6-8:
“iniciar la comprensién conceptual de los diferentes usos de las variables, explorar
relaciones entre expresiones simbdlicas y, reconocer y generar formas equivalentes de
expresiones algebraicas sencillas” (p. 226). Se sefiala que “los alumnos de los niveles
medios deberian aprender el algebra como un conjunto de conceptos y habilidades
referentes a la representacion de relaciones cuantitativas, y como una forma de
pensamiento matematico para formalizar patrones, funciones y generalizaciones (...). Y
aprender a reconocer y generar expresiones equivalentes” (p. 227). En otro punto se
sefiala “Los alumnos deberian ser capaces de operar con soltura con expresiones
algebraicas, de combinarlas y de cambiar su forma. Estas destrezas constituyen la base
de la habilidad para hallar las soluciones de una ecuacion, un objetivo que siempre ha
sido central en el curriculo de Algebra” (p. 305). Ademés para la etapa 9-12 el NCTM
(2000) destaca como expectativas de aprendizaje “comprender el significado de formas
equivalentes de expresiones”, ademas de que el estudiante escriba formas equivalentes

de expresiones algebraicas (p.300).

Por su parte el curriculo esparfiol (Real Decreto 1631/2006), para fomentar el desarrollo
de conocimiento matematico en Educacion Secundaria especificamente en algebra
propone que: “El trabajo con patrones y relaciones, la simbolizacion y la traduccién
entre lenguajes son fundamentales en los primeros cursos (p.751)”. El curriculo espafiol

(Real Decreto 1467/2007), también sefala que: “No se trata de que los estudiantes
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posean muchas herramientas matematicas, sino las estrictamente necesarias y que las
manejen con destreza y oportunidad, facilitandoles las nuevas formulas e identidades
para su eleccion y uso. Nada hay mas alejado del ‘pensar matematicamente’ que una
memorizacion de igualdades cuyo significado se desconoce, incluso aungue se apliquen
adecuadamente en ejercicios de calculo (p.68 [45448])”. De acuerdo al curriculo
correspondiente a la Educacion Secundaria Obligatoria en Andalucia, se sehala: “La
adecuada utilizacion progresiva de simbolos y expresiones contribuird al desarrollo
natural de las destrezas algebraicas, que se facilitara con la lectura e interpretacion
simbolica de las situaciones problematicas que se planteen y, en sentido inverso, con la

traduccidn al lenguaje verbal de expresiones y resultados algebraicos (p.53-54)”.

Con estas referencias curriculares hemos querido dejar constancia de que desde el punto
de vista curricular se considera de interés el aprendizaje del &lgebra, no como algo a

aprender de memoria, sino con comprension.

En cuanto a la temética sobre la que versa (identidades notables), hacemos constar la
gran importancia que estas expresiones algebraicas tienen en los programas de estudio
de matematicas a nivel de educacién secundaria, dadas sus frecuentes aplicaciones en
temas posteriores al curso bésico de estudio de las mismas. Entre dichas aplicaciones se
sefialan aquellas que corresponden al area de las matematicas como: la simplificacion de
expresiones, operaciones con fracciones algebraicas, limites, entre otros temas; aquellas
que corresponden al area de la fisica; y aquellas que corresponden a posteriores estudios

superiores y/o de nivel universitario.

Un cuarto pilar que justifica nuestro trabajo lo constituyen los trabajos que vienen
realizandose dentro del grupo de investigacion FQM-193 del Plan Andaluz de
Investigacion, Desarrollo e Innovacion de la Junta de Andalucia “Didéctica de la
Matematica: Pensamiento Numérico” de la Universidad de Granada, en el que el mismo
se inserta. Una de las lineas del grupo mencionado esta centrada en el algebra escolar
habiéndose realizado en el seno de la misma una serie de trabajos los cuales permiten
enmarcar esta tesis. Dichos trabajos muestran que no se trata de un trabajo puntual y
aislado sino que forma parte de una linea de investigacion centrada en la problematica

de la ensefianza/aprendizaje del algebra.
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A continuacién se enumeran los trabajos antecedentes a esta tesis desarrollados en el
seno del grupo de los cuales se han derivado variadas publicaciones y contribuciones en

congresos.

- Exploracién de patrones numéricos mediante configuraciones puntuales. Tesis

doctoral. Encarnacion Castro (1994).

- Resolucion de igualdades numéricas por estudiantes de tercer grado. Trabajo de
investigacion Tutelada. Marta Molina (2004).

- Desarrollo del pensamiento relacional y comprension del signo igual por

alumnos de tercero de educacion primaria. Tesis doctoral. Marta Molina (2006).

- Proceso de generalizacion que realiza futuros maestros. Memoria de

Investigacion Tutelada. Paola Trujillo (2008).

- Sentido estructural manifestado por alumnos de 1° de bachillerato en tareas
que involucran igualdades notables. Trabajo fin de Master. Danellys Vega
Castro (2010).

- Traduccion de enunciados algebraicos entre los sistemas de representacion
verbal y simbdlica por estudiantes de secundaria. Trabajo fin de Master. Susana
Rodriguez Domingo (2011).

- Patrones y representaciones de alumnos de 5° de educacion primaria en una

tarea de generalizacion. Trabajo fin de Méster. Eduardo Merino (2012).

1.2 Preguntas y objetivos de Investigacion
Dado nuestro interés por el tema sefialado y habiendo realizado una revision de la

literatura que muestra investigaciones en este ambito, se nos plantean una serie de
interrogantes, procedentes en algunos casos de nuestro interés investigador y en otros de
las lineas que han quedado abiertas en otras investigaciones. Entre dichos interrogantes
destacamos cinco cuestiones que nos conducen a plantear los objetivos de investigacion

de este trabajo:

P1. ¢Las dificultades que muestran los estudiantes con el algebra, sefialadas en
investigaciones, se reflejan en el trabajo con identidades notables?
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P2. ¢Los estudiantes trabajan con las identidades notables considerandolas como un
todo, percibiendo su estructura, o necesitan de un proceso operatorio en el tratamiento

de las mismas?

P3. ¢(El desempefio en expresiones numéricas y algebraicas desde una perspectiva

estructural presenta similares resultados en los estudiantes?

P4. ;Una ensefianza centrada en las relaciones internas, numéricas y algebraicas,
presentes en identidades notables fortalecerd la comprension de las estructuras de

dichas identidades?

P5. ¢Una ensefianza donde las expresiones sean gradualmente introducidas, desde mas
simples a algo méas complejas llevar a ver identidades notables en expresiones con

elementos no simples (compuestos)?

Estas, entre otras, preguntas nos movieron a establecer los objetivos generales de nuestra

investigacion como sigue.

Objetivos Generales
Nos planteamos cuatro objetivos generales en esta investigacion

O1. Avanzar en la clarificacion del constructo Sentido Estructural y sus descriptores.

O2. Estudiar el procedimiento de elaboracion, puesta en practica y analisis de una
intervencion en el aula para trabajar las identidades notables desde una perspectiva

centrada en la estructuras de estas expresiones.

0O3. Investigar como se desenvuelven los estudiantes en el trabajo con identidades

notables desde la perspectiva estructural.

OA4. Construir un Perfil de Sentido Estructural de un grupo de alumnos de Educacion
Secundaria al trabajar tareas sobre Expresiones Algebraicas que involucran Identidades
Notables.

El primer objetivo tiene relacion con aspectos teoricos del constructo sentido
estructural, se tratard en los capitulos de marco tedrico en donde se precisaran los
conceptos relacionados con dicho constructo asi como los descriptores que
consideramos para el mismo. Los objetivos restantes tienen que ver con el trabajo

empirico a realizar en el aula mediante un experimento de ensefianza.
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Objetivos Especificos
Para dar cumplimiento a los objetivos generales sefialados nos planteamos los siguientes

objetivos especificos:

Respecto a O1 nos proponemos
O1.1. Realizar una busqueda exhaustiva sobre la literatura existente referida al
constructo sentido estructural, analizarla y aportar nuevas ideas sobre el constructo
sentido estructural, fruto de nuestra reflexion.
01.2. Contribuir con nuevos descriptores sobre el sentido estructural a los ya
aportados por otros autores, en el empefio de realizar la caracterizacién de dicho
constructo.

Respecto a O2 planeamos
02.1. Seleccionar una coleccion de tareas, que involucren identidades notables, cuya
ejecucion haga posible el uso de la estructura de las mismas.
02.2. Organizar y distribuir las tareas en secuencias de aprendizaje ordenadas por la
complejidad que puedan presentar a los estudiantes.
02.3. Preparar un sistema de categorias con las que analizar el desempefio de los
estudiantes.

Respecto a O3 consideramos
03.1. Caracterizar el sentido estructural puesto de manifiesto en cada una de las
tareas que realizan los estudiantes.
03.2. Analizar para cada una de tareas el desempefio de los estudiantes en relacion
con los descriptores del sentido estructural.
03.3. Analizar los errores cometidos en el desempeiio de las tareas por los
estudiantes.

Respecto a O4 abordamos

04.1. Determinar si hay patrones comunes de comportamiento en los estudiantes al
enfrentarse a las tareas propuestas.

O4.2. Caracterizar cada patron obtenido como un perfil de sentido estructural.

1.3 Disefio de la investigacion
El diagrama que se inserta a continuacion (Figura 1.1) presenta una visién general sobre

el disefio y desarrollo de esta investigacion, si bien en el capitulo sobre metodologia de

investigacion se hara una descripcion mas detallada.
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1. Toma de decision sobre el asunto a investigar (Sentido estructural de estudiantes

de educacion secundaria).

2. Toma de decision sobre la metodologia de investigacion (Investigacion de

disefio, experimento de ensefianza).

3. Preparacion del experimento de ensefianza (Preparacion y organizacién de cinco

sesiones, metodologia de aula).
4. Implementacion del experimento de ensefianza (Desarrollo de las sesiones).

5. Andlisis retrospectivo de los datos obtenidos (Anélisis cualitativo de los datos).
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Figura 1.1. Visién general sobre el disefio y desarrollo de la investigacion.
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1.4 Valor potencial de la Investigacion

Basadas en la diversidad de dificultades presentadas por los estudiantes de educacion
secundaria cuando trabajan con expresiones algebraicas (como se recogera en los
antecedentes de este trabajo) entre las que se encuentran las identidades notables,
consideramos de interés la realizacion de esta investigacion, la cual proporcionara
evidencias sobre la forma en la cual los estudiantes de secundaria abordan tareas en las
que dichas identidades estan presentes, resolubles utilizando sentido estructural o
mediante estrategias de predominio operativo, siendo éstas ultimas un modo mas

complejo e ineficiente de abordar las tareas.

A su vez se trata de contribuir a la mejora de la ensefianza la cual puede incidir en una
mejora del aprendizaje y superacion de las dificultades, por parte de los estudiantes, con
la preparacion de una propuesta novedosa de ensefianza para desarrollar en el aula. Por
lo dicho, los resultados de esta investigacion tienen relevancia social pues beneficiaran

tanto a profesores como estudiantes en el ramo educativo.

También tiene relevancia cientifica. Consideramos que los resultados seran de interés
para otros investigadores que trabajen sobre este tema, por el avance que supondra para
el mismo el conocimiento del constructo sentido estructural y sus descriptores, dicho
constructo no ha sido caracterizado aun con precision. Tratamos de aportar al mismo
mayor precision no solo reflexionando tedricamente sino también mediante los
resultados empiricos obtenidos ya que tanto el tipo de tareas que proponemos a los
estudiantes de secundaria como la organizacién de las mismas en las diferentes sesiones
se pueden generalizar a otras areas de la matematica como puede ser la trigonometria,
donde las estructuras compuestas por identidades trigonométricas se caracterizan por las
mismas dificultades que las identidades notables., como las evidencias sobre la manera
de trabajar de los estudiantes, asi como por los interrogantes abiertos que supuestamente

quedaran.

Por Gltimo le asignamos una relevancia metodoldgica ya que se incide en la
metodologia de disefio y se contribuye con un ejemplo mas a cdmo la misma se puede

utilizar en la investigacion educativa.
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1.5 Viabilidad del estudio

Cuando se hizo el disefio de la investigacion, comprobamos que su realizacion era
viable. Teniamos la posibilidad de contar con gran cantidad de documentacion sobre el
tema a la que consultar. Contabamos con la colaboracion de un centro de secundaria
cuya profesora se presto a colaborar en todo momento en la investigacion, sobre todo en
cedernos horas de tiempo de su programacién para realizar el experimento y recoger los
datos, asi como la aceptacion de los padres de los estudiantes a la participacion de sus

hijos en el mismo.

En cuanto al costo en materiales y herramientas para realizar la investigacion, no era
necesario un gasto excesivo en la misma, ya que disponiamos de grabadoras, cAmara de
video, facilitadas por el departamento Didactica de la Matematica y el gasto de papel
para realizar los protocolos que recogian las tareas con las cuales los estudiantes nos

ayudarian a realizar la investigacion.
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Capitulo 2. Antecedentes de esta
Investigacion

La cantidad de investigacion - centrada en el algebra escolar - realizada por la
comunidad de investigadores en Didactica de la Matematica, ha sido mas abundante en
las ultimas cuatro décadas que en épocas anteriores. Un ejemplo del tipo de
investigacion realizado se aprecia en la sintesis que hace Kieran (2006) de los trabajos
sobre algebra presentados en el PME (Psychology of Mathematics Education), desde la
12 conferencia celebrada en 1977 hasta la 29 celebrada en 2005. La autora, en dicha
sintesis, muestra como la investigacion en la ensefianza y aprendizaje del algebra ha
evolucionado, a nivel internacional, durante ese tiempo estudiado, produciéndose
algunos cambios importantes segun se revela en las aportaciones al citado simposio
(Tabla 2.1).

Sefiala Kieran, que las investigaciones previas tendian a centrarse en los conceptos y
procedimientos algebraicos, la resolucion de problemas de algebra y las dificultades de
los estudiantes en la transicion de la aritmética al algebra. El papel de las letras y los
simbolos en las expresiones algebraicas fueron los primeros aspectos que centraron la
atencion de la investigacion en algebra; en este periodo los marcos tedricos para el
andlisis de datos de la investigacion rara vez fueron mas alla de la teoria piagetiana. Con
el tiempo, la investigacion del algebra se amplid y abarco otros aspectos, como el uso de
herramientas tecnoldgicas, diferentes perspectivas sobre el contenido del algebra; los
marcos teodricos que permitian reflexionar sobre el aprendizaje y la ensefianza fueron
mas amplios y variados, ocurriendo algo similar con las herramientas para el analisis de

datos.

En el trabajo del que venimos hablando, Kieran organiza las investigaciones en tres

grupos tematicos como se recogen en la Tabla 2.1.

Las concepciones del algebra fueron cambiando durante este periodo de tiempo, desde

una concepcion del algebra como lenguaje, a considerar la modelizacion, pasando por
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el algebra como resolucion de problemas, consideracion de las estructuras, estudio del

cambio, las funciones, y estudio de patrones y generalizacion.

En cuanto a los marcos teoricos, evoluciona desde marcos puramente piagetianos hasta
una perspectiva sociocultural pasando por el constructivismo o tomando la historia

como base.

Tabla 2.1. Principales temas en los 30 afios de historia de investigacion del &lgebra.
Periodo de tiempo Grupos tematicos que surgen

1977-2006 1. Interpretacién de simbolos y signos. Transicion de la
aritmética al algebra. Variables e incdgnitas. Ecuaciones y
resolucion de ecuaciones. Resolucion de problemas

algebraicos. Anélisis y deteccion de errores.

Mediados de los 2. Uso de herramientas tecnoldgicas. Consideracion de
afios 1980 a 2006. maultiples representaciones. Enfoque centrado en la
generalizacion.
Estudio de las funciones y del cambio. Modelizacion de
problemas reales. Desarrollo de comprension de los

conceptos algebraicos. Generalizacion y demostracion.

Mediados de los 3. Pensamiento algebraico de los estudiantes de primaria.

afios 1990 a 2006. Predominio de estudios centrados en el profesor.
Introduccion del algebra en educacion primaria (Early-
Algebra). Modelizacion dindmica de situaciones fisicas y

otros escenarios entornos dinamicos del algebra dindmica.

En este capitulo, si bien tenemos en consideracion el citado trabajo de Kieran, nos
centramos en revisar y recoger la investigacion realizada en algebra escolar que
consideramos antecedentes para nuestro trabajo. Asi referiremos investigaciones
centradas en el constructo sentido estructural y, aquellas otras, centradas en errores y
dificultades que presentan los estudiantes en el aprendizaje del algebra; si bien como
veremos, las que se centran en el sentido estructural también estan mirando las
dificultades que tienen los estudiantes en su aprendizaje y los errores que cometen. Los
principales autores que tomamos como referencia son Hoch y Dreyfus en lo que

concierne al sentido estructural y Kieran para la parte mas genérica referida al
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aprendizaje y ensefianza del algebra escolar. Consideramos que los trabajos de Kieran
han inspirado a otros muchos investigadores que han seguido la senda marcada por ella,
mirando y profundizando sobre dificultades de aprendizaje y errores que los estudiantes

cometen al trabajar aspectos algebraicos.

2.1 Investigaciones relacionadas con el sentido estructural

Muchas de las investigaciones referidas al sentido estructural tratan de ver la relacion
que puede haber entre las dificultades del &lgebra y las de la aritmética, poniendo el
foco de atencion en las estructuras de las expresiones. Algunos de estos estudios
muestran que hay claramente una relacion entre las dificultades del algebra de los
estudiantes y su falta de comprensién de las nociones estructurales en aritmética
(Liebenberg, Lincheski, Olivier y Sasman, 1998). Entre otros estudios, se obtiene que
muchos de los obstaculos producidos en el contexto algebraico no necesariamente
reflejen dificultades presentadas en el contexto numérico, sino que probablemente
reflejan dificultades asociadas al nuevo contexto (Matz, 1980). En esta linea, Kirshner
(2001) sefala que muchas de las dificultades que presentan los estudiantes con el
algebra simbdlica y las transformaciones de algunos simbolos, no se deben a una falta
de sentido inherente al hecho simbdlico o a la arbitrariedad, sino que se deben a la falta
de comprension de la estructura de las expresiones, las propiedades de los sistemas
numéricos y la comprension insuficiente de las normas o propiedades como la

asociatividad o distributividad.

Booth (1982) investigd el tipo de expresiones algebraicas que los estudiantes
consideraban equivalentes. En este estudio observo que los estudiantes interpretaban las
expresiones de manera diferente segun el contexto e ignorando las convenciones del
orden de las operaciones. Los estudiantes mostraban haber adoptado la siguiente regla:
“Una expresion algebraica se resuelve siempre de izquierda a derecha a menos que el
contexto especifique que otra operacion debe realizarse previamente”. Segun lo
encontrado, un par de expresiones pueden ser equivalentes en un contexto y no serlo en
otro. Este modo de proceder elimina la necesidad del orden de las operaciones o el uso

de paréntesis, reglas que sélo son utilizadas, para su practica, en actividades especificas.

Al juzgar la equivalencia de pares de ecuaciones, cometian errores tales como comparar
unicamente uno de los miembros de ambas ecuaciones, asumir que a+ X =ax, asi como

exigencias basadas Unicamente en aspectos de la estructura superficial de las ecuaciones
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(“su aspecto es diferente”, “una ecuacion tiene mas nimeros”, “no tienen los mismos

nameros’).

En otras investigaciones, estudiantes de educacién secundaria tienen dificultad para

tratar expresiones algebraicas con muchos términos como una sola entidad y no

perciben que la estructura externa (superficial) de la expresion 4(2r +1)+7:35 es la

misma que 4x+7 =235, asi lo observaron Wagner, Rachlin y Jensen (1984). Por su
parte, Pirie y Martin (1997) sefialan la tendencia de los alumnos a interpretar las
ecuaciones como sucesos temporales, no estaticos, leyéndolos de izquierda a derecha, es
decir como una acumulacién de items y operaciones que se realizan sucesivamente en el

tiempo, lo que va en detrimento de la observacion de la estructura de la expresion.

Sefiala Sfard (1991) que la comprension estructural de una nocion abstracta (como
pueden ser las expresiones algebraicas) puede ser automaticamente adquirida a través de
mucha practica operacional y se queja de que en el presente los estudiantes no tienen
suficiente préactica operativa sobre la evaluacion de expresiones matematicas debido al
uso intensivo de las calculadoras. Apunta la posibilidad de que esta sea una de las
razones por las que los estudiantes no pueden “ver” la estructura de una expresion

matematica y tengan grandes dificultades para la comprensién del lenguaje simbélico.

2.1.2 Aportaciones centradas en el sentido estructural
Después de una busqueda sobre investigaciones algebraicas que se hayan centrado en el

sentido estructural, nos aventuramos a afirmar que Hoch y Dreyfus, han sido los
investigadores que han difundido mas trabajo sobre este constructo; aunque otros
investigadores, de épocas anteriores entre los que se encuentran los que hemos recogido,
anteriormente, hayan hecho referencia a la importancia del reconocimiento de las
estructura de las expresiones algebraicas en el aprendizaje del algebra escolar, no han

centrado su investigacion en el sentido estructural.

Simplificacion de expresiones

En un trabajo de Hoch publicado en 2003 en el que se presenta una primera
aproximacion de los constructos estructura algebraica, y sentido estructural, sefiala que
muchos estudiantes de la escuela secundaria, incluso los brillantes, tienen dificultades
con las técnicas basicas del algebra, es decir, transformaciones de expresiones
(expansion o factorizacion), y la solucion de ecuaciones racionales. A menudo no saben

“qué y cuando hacer”. Por ejemplo: pueden tener dificultades para reconocer que en la
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. 2 A L
ecuacion (x2—4x) —x*+4x=6, el término x*—4x aparece en el interior del

paréntesis, y también multiplicado por -1, y que es posible operar con el término como
con una sola entidad. Esto seria un sintoma de la incapacidad de reconocer la estructura
algebraica, o falta de “sentido estructural”. Sugiere que las dificultades de los
estudiantes con la estructura algebraica pueden deberse, en parte, a falta de comprension
de los conceptos estructurales de la aritmética. Explora el supuesto de que el sistema
algebraico utilizado por los estudiantes hereda las propiedades estructurales asociadas
con el sistema numérico con el que los estudiantes estan familiarizados. Entre las
respuestas de algunos estudiantes entrevistados recogen las siguientes: “Por lo general,
en mi opinion, todo estudiante que ve fracciones se ocupa inmediatamente con ellas...
Por lo general, necesita conseguir un denominador comtn”. “No veo la ecuacion como
un conjunto. Miro a cada lado por separado y s6lo entonces puedo mover las cosas...”.

“Me deshago de los paréntesis. Cuanto menos paréntesis, mejor”.

En otro trabajo Hoch y Dreyfus (2004) se centran en estudiar el sentido estructural del
algebra en estudiantes de secundaria. Analizaron las respuestas dadas por 92 estudiantes
de undécimo grado (16 a 17 afios) a un cuestionario formado con expresiones
algebraicas que debian de transformar en otras equivalentes. Examinaron la presencia y
ausencia de paréntesis para ver como la utilizacion de los mismos afectaba al sentido
estructural y observaron que la presencia de los paréntesis ayudaba a los estudiantes a
percibir expresiones con la misma estructura. Otros objetivos del trabajo fueron
investigar si el uso del sentido estructural es mas prevalente entre los estudiantes de
mayor rendimiento que entre los estudiantes de nivel intermedio, y si los estudiantes son

persistentes en el uso del sentido estructural.

Los datos obtenidos como resultado de la realizacion de las diferentes tareas que eran
del tipo de las que se muestran en la Figura 2.1, les permiti6 afirmar que la tasa global
de uso del sentido estructural fue muy baja. En la mayoria de los casos, los estudiantes
para resolver las ecuaciones primeramente multiplicaron por el denominador comin y

mas tarde cancelaron términos semejantes.
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Figura 2.1. Tipo de tareas propuestas por Hoch y Dreyfus (2004).

La mayoria de los estudiantes que no emplearon sentido estructural en el desempefio de
sus tareas cometieron muchos errores de calculo o no lograron cancelar, llegando a una
solucion extrafia. Los que utilizaron sentido estructural obtuvieron la respuesta rapida y

precisa.

Los autores esperaban que en aquellas ecuaciones que no habia paréntesis, como Cy Z,
a los estudiantes les resultara mas facil identificar y cancelar términos semejantes, que
en aquellas otras que si los tenian como B, lo cual les lleva a sefialar que la falta de
paréntesis podria haber obstaculizado a los estudiantes el reconocimiento de términos

semejantes.

Los autores concluyen que muy pocos de los estudiantes, en este estudio, utilizaron el
sentido estructural. Los que lo hicieron no fueron persistentes. Los estudiantes mas
aventajados lo usaron mas que los menos aventajados. Los que utilizaron sentido
estructural tenian la respuesta rapida y precisa, evitando posibles errores que a menudo
ocurren en los célculos largos. La presencia de la variable a ambos lados de la ecuacion
ayudd en la identificacion de términos semejantes. La presencia de los paréntesis
también parecié ayudar a los estudiantes a ver la estructura, centrando su atencion en
términos semejantes y rompiendo la larga cadena de simbolos. Sin embargo, las
evidencias sobre el efecto de los paréntesis no son concluyentes, ya que algunos

estudiantes parecen preferir eliminarlos de la ecuacion.

Los autores cierran su reporte de investigacion reflexionando sobre las habilidades
presentes en los estudiantes para resolver ecuaciones de forma rapida y sencilla
aplicando sentido estructural e indican que es necesaria la capacidad de ver una
expresion algebraica o sentencia como una entidad y que para eso hay que detenerse
primeramente y observar la ecuacion antes de comenzar a hacer automaticamente

operaciones para transformar las expresiones algebraicas. La capacidad de reconocer las
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conexiones mutuas entre las estructuras, podria conducir a la eleccion de las

manipulaciones adecuadas o apropiadas.

También en este trabajo se mostraron a profesores la solucion de algunos estudiantes a
la ecuacion B presentada. Alrededor de la mitad de ellos notaron inmediatamente que el
lado izquierdo de la igualdad es cero, pero otros tuvieron que ser ayudados para que
descubrieran esa condicion de la igualdad. La falta de sentido estructural que muchos
profesores mostraron puede considerarse que incide en la ensefianza y puede constituir

una de las causas que produce falta de sentido estructural entre los estudiantes.

Influencia en un contexto no familiar
En otra de sus publicaciones, Hoch y Dreyfus (2005) sefialan como estudiantes que

previamente han mostrado dominio en el uso de técnicas algebraicas, a menudo, tienen

dificultades en la aplicacion de estas técnicas en contextos no familiares. En concreto

sefialan que muchos estudiantes no pueden utilizar la formula a*-b” =(a—b)(a+b),

que es familiar para ellos, para factorizar la expresion (x—3)4—(x+3)4 que

probablemente no han visto antes.

A un grupo de 190 estudiantes (siete clases de décimo grado, nivel
intermedio/avanzado), se les pidié que factorizasen la expresion x* —y*. A un grupo

similar de 160 alumnos (seis clases de décimo grado, nivel intermedio/avanzado), se les

pidié que factorizasen la expresion (x—3)4 —(x+3)4. Ambos grupos fueron alentados

a utilizar la formula a* —b® =(a—b)(a+b). En ambos grupos se planted la cuestion en

el marco de un cuestionario mas amplio que contenia varios ejercicios de factorizacion.

La mayor parte del primer grupo (77%) hizo uso de la formula y factorizaron x* —y*

correctamente. Sélo 12 de los 160 estudiantes (7,5%) factorizaron (x—3)4—(x+3)4

- ey -/ 4 4 ~
correctamente. En opinién de los profesores la expresion (x—3)" —(x+3) es extrafia

para los estudiantes, no suele aparecer en libros de texto. El foco principal de este
trabajo estuvo puesto en determinar las estrategias de las 101 respuestas que fueron
incorrectas. Cuarenta y siete estudiantes no hicieron ningun intento, dejando el espacio
en blanco. En la entrevista algunos de los estudiantes indican “no hemos aprendido
esto” o “no puedo recordar”. A pesar de que tuvieron éxito en la factorizacion de

expresiones simples, parecian confundidos cuando se les preguntdé que significa
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factorizar. Sus respuestas fueron del tipo “para llegar a algunas formulas”. Ninguno de
los diez estudiantes entrevistados describio la factorizacion en términos de escribir una

expresion como un producto.

Se mostraron incapaces de relacionar x—3 y x+3como entidades y cuando se pidio

dar un ejemplo que complicara la formula a® —b* =(a—b)(a+b) sélo daban ejemplos

para los términos productos (por ejemplo, 2x 0 Xy) y hunca sumas (como X+2).

Niveles de sentido estructural
Hoch y Dreyfus en 2006 proporcionan nuevos datos. Aplicaron un cuestionario a 165

estudiantes de secundaria de nivel avanzado en matematicas con el objetivo de medir su
sentido estructural. Encuentran que algunos estudiantes que habian mostrado
anteriormente dominio en el uso de técnicas algebraicas, a menudo, presentaban

dificultades en la aplicacion de estas técnicas en contextos no familiares.

Establecen tres niveles de sentido estructural: alto, medio y bajo, en los cuales se
encuentran los estudiantes en cuanto a las tareas propuestas; aproximadamente un tercio
presenta un alto sentido estructural, la mitad manifiestan poseer sentido estructural

medio y un sexto, sentido estructural bajo.

Cuando se fijan en las habilidades de manipulacion, encuentran que la mayoria de estos
alumnos de alto rendimiento no logr6 hacer mas de la mitad de los ejercicios con
precision (aunque no exigieron total precision ya que no contabilizaron errores
menores). S6lo una sexta parte de los estudiantes presentaron altas habilidades de
manipulacion. Encuentran, asi mismo, que la distribucion de las habilidades de
manipulacion no parecen ir acompasadas con los diferentes niveles de sentido
estructural de los estudiantes, excepto en el grupo inferior donde las habilidades de

manipulacion bajas parecen ir de la mano con un bajo sentido estructural.

Interpretan estos resultados conjeturando que los estudiantes llegaron al estado
avanzado por haber demostrado su dominio del conjunto de reglas para transformar
expresiones algebraicas y resolver ecuaciones. Este dominio habria sido representado en
el tipo de pruebas escritas que incluyen una serie de ejercicios similares a los
recientemente trabajados en la clase, para ser resueltos mecanicamente, de acuerdo con

las reglas que es la contraposicion al pensamiento relacional.
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De las soluciones de 382 estudiantes que usan sentido estructural, el 22% contenia mas
de un error en su manipulacion. De las 283 soluciones en las que no se uso sentido
estructural, el 94% contenia méas de un error. Esto puede ser debido a que el uso del
sentido estructural conduce a soluciones mas cortas y mas eficientes, y por lo tanto deja
menos espacio para errores de calculo. Concluyen que mejorar el sentido estructural

también mejora las habilidades de manipulacion.

En 2010 bajo el titulo “Sentido estructural manifestado por alumnos de 1° de
bachillerato en tareas que involucran igualdades notables” se presentd el trabajo fin de
master realizado por Vega-Castro - bajo la direccion de las doctoras Castro y Molina -
centrado, como su titulo indica, en el sentido estructural que mostraron un grupo de
estudiantes de secundaria al trabajar con expresiones en las que las igualdades notables
estaban involucradas. Estos estudiantes trabajaron con fracciones algebraicas preparadas
especialmente para la ocasion, las cuales contenian identidades notables; las acciones a
realizar eran simplificar las fracciones y reproducir otras con la misma estructura que
las dadas.

El desempefio de los estudiantes puso de manifiesto, para la primera accion, tres
modelos de actuacion: el modelo A que llevaba directa y limpiamente a la solucion, el
B, modelo que llevaba a la solucion pero después de realizar célculos en exceso, y el
modelo C que después de muchos célculos no se llega al resultado deseado (la fraccién
no se simplifica sino que se hace mas amplia). Para la accion de reproducir la estructura
de la expresion, los resultados que se obtuvieron se clasificaron en cinco categorias: a)
reproducir toda la estructura, b) reproducir separadamente la estructura del numerador o
la del denominador, c¢) reproducir sélo la estructura del numerador, d) reproducir sélo la
estructura del denominador de la expresion, e) sin reproduccion de estructura. Los
andlisis finales permitieron determinar niveles de sentido estructural, de los sujetos

participantes en el estudio, asociados a sus respuestas en las dos actuaciones indicadas.

En una de las publicaciones de este trabajo que hace referencia a la primera accion,
Vega-Castro, Molina y Castro (2012a) sefialan que los estudiantes pusieron de
manifiesto un mayor uso de sentido estructural cuando las expresiones no incluian
términos compuestos, dado que en una de las cuatro tareas 21 estudiantes de 33
resuelven correctamente. Pero que no ocurre igual al tratarse de expresiones no
familiares (tres tareas restantes), donde sélo un 26 por ciento de las resoluciones son

correctas. Se observo que la presencia de términos compuestos supuso una fuente de
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dificultad, dado que en esos casos un mayor numero de estudiantes cometieron errores
al manipular las expresiones que componen la fraccion y un menor ndmero de
estudiantes reconocieron la posibilidad de cancelar términos tras haber realizado

trasformaciones en la fraccion.

Las autoras subrayan que ningun estudiante intenté formas alterativas de abordar una
misma tarea, lo que sugiere falta de persistencia y flexibilidad en su modo de actuar.
Este resultado destaca una de las deficiencias més importantes detectadas en los
estudiantes. Sefialan que es necesario fomentar en las aulas ambas cualidades,
persistencia y flexibilidad, a la hora de abordar la simplificacion de expresiones, dado
que la utilidad de las transformaciones realizables en una expresion no es en ocasiones
clara hasta que se inician dichas transformaciones. Asi mismo el hecho de que los
estudiantes no realizaran mas de un intento de simplificar la fraccion, enfatiza la
importancia del sentido estructural dado que para informar sobre la utilidad de una
manipulacion es clave analizar la estructura de las expresiones y relacionarla con
estructuras conocidas asi como identificar subestructuras en la expresion y buscar

relaciones entre las mismas (Vega-Castro, Molina y Castro, 2012a).

Entre las conclusiones indican que un mayor nivel de sentido estructural, aunado al
conocimiento de técnicas algebraicas, dota al estudiante de mayor flexibilidad
procedimental -una componente critica de la competencia destacada por Kilpatrick,
Swaffor y Findell (2001) —dado que les permite reconocer mayor diversidad de

estrategias y elegir entre ellas la mas eficiente.

En otra publicacion que atiende a las cuatro tareas asignadas en la segunda accion,
reproducir estructuras, Vega-Castro, Molina y Castro (2012b) hacen la observacion que
el sentido estructural fue notablemente variable entre los estudiantes participantes en el
estudio. Expresan que solo seis estudiantes (18%) generaron una nueva expresion
algebraica conservando la totalidad de las estructuras en las 4 tareas, diez estudiantes
(30%) generan la nueva estructura conservando su totalidad en al menos dos o tres de
las tareas, Yy el resto de los estudiantes, que superaba el 50%, generan la nueva estructura
conservando su totalidad en una o ninguna de las tareas. En este caso el nimero de
estudiantes que puso de manifiesto sentido estructural se redujo a la mitad cuando las
expresiones incluian términos compuestos. Las autoras consideran que son varios los

factores que intervienen en la dificultad para la realizacion de las tareas propuestas,
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entre ellos, trabajar con términos compuestos y percibir una o parte de una expresion
algebraica como un todo involucrando dentro de ella identidades notables que son reglas
fijas. Sefialan que también ha podido incidir el requerimiento de generar una nueva

expresion, el cual no es una préctica habitual en las tareas escolares de los estudiantes.

Vega-Castro, Molina y Castro (2012a) realizan una extension de la caracterizacion del
sentido estructural, afiaden como descriptores del sentido estructural los siguientes:
reconocer relaciones entre subestructuras, considerar formas alternativas de transformar
una expresion algebraica, anticipar la utilidad de transformaciones algebraicas en una

expresion e identificar el rango de variacion permisible para las variables involucradas.

Las autoras también relacionaron los distintos niveles de sentido estructural de los
estudiantes con la edad, género y rendimiento académico de los mismos en la asignatura
de matematicas. Este estudio les permitié evidenciar que ninguna de estas variables

ejercié influencia directa en el nivel de sentido estructural manifestado.

Principios de sustitucion
Los autores que venimos siguiendo, Hoch y Dreyfus, presentan otro reporte de

investigacién en 2007 sobre como dos estudiantes realizan una secuencia de tareas,
observando cémo adquieren la capacidad de reconocer la estructura a®*—b® y como
aplican el principio de sustitucion (si un parametro se sustituye por un producto o una
suma la estructura sigue siendo la misma).

Examinaron las cinco estructuras siguientes:
a’-b*; a*+2ab+b’; ab+ac+ad; ax+b=0; ax’ +bx+c=0.

Consideran para la estructura: componentes externos tales como la forma y apariencia, y
componentes internos determinados por las relaciones y conexiones entre las cantidades

de las operaciones, y otras estructuras, realizando asi una caracterizacion de las

expresiones que utilizaron. Para a® —b?, la caracterizacion es como sigue:

e €S una expresion con dos términos,

e cada uno de ellos es un cuadrado perfecto,

e estan conectados por un signo menos.

e la estructura interna es la de una expresion cuadratica que puede factorizarse,

siendo equivalente a (a—b)(a+b).
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Disefiaron una intervencion en el aula, para tres sesiones, que facilitase la mejora del
sentido estructural mediante el desarrollo de una secuencia de tareas adecuadas. Las
acciones en estas tareas contemplaban clasificar, comparar, factorizar, resolucion de
ecuaciones, y la creacion de nuevos ejemplos. La metodologia de investigacion utilizada
incluyd un pre-test, administrado a dos clases, y un post-test administrado, de forma

individual a los estudiantes, pocos dias después de la tercera sesion.

Entre sus conclusiones sefialan que ambos estudiantes aprendieron a identificar y

factorizar la expresion a®—b?, y aplicar el principio de sustitucion de sus parametros,
pudiendo facilmente factorizar la expresion (x—3)4—(x+3)4. Mostraron dificultades

similares con la articulacion de las caracteristicas de la estructura, y con la aplicacion de
la formula simple, pero ambos superaron estas dificultades. Al ser examinados luego de
un tiempo para observar su aprendizaje, uno de ellos muestra mantener lo aprendido, no

siendo asi en el otro que muestra haberlo olvidado.

2.2 Investigaciones sobre errores y dificultades en la ensefianza y
aprendizaje del dlgebra escolar

Se encuentran trabajos de investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra,
previos a la fundacion del PME, como sefiala Molina (2012). Como ejemplo, los
desarrollados por Hotz (1918), Thorndike, Coob, Orleans, Symonds, Wald y Woodyard
(1923) y Reeve (1926) sobre la dificultad relativa de la resolucion de varios tipos de
ecuaciones lineales y el papel de la practica en el aprendizaje del algebra. Los primeros
trabajos realizados en esta linea de investigacion partian de una concepcion del algebra
como herramienta procedimental y representacional, analizando la dificultad de
procedimientos algebraicos especificos (gj., resolucién de ecuaciones lineales) y los

errores cometidos por los estudiantes en el uso de los mismos (Kieran, 2007).

2.2.1 Dificultades en el trabajo algebraico
Gran numero de investigaciones sobre algebra escolar estan centradas en indagar los

errores que cometen los estudiantes en pruebas cuyos items son tareas algebraicas o en
las dificultades que encuentran los estudiantes en el trabajo algebraico. Las dificultades
en el aprendizaje del algebra, a veces se desprenden de los errores que los estudiantes
cometen cuando trabajan con expresiones de esta materia (Castro, 2012) por lo que en

muchas ocasiones en un mismo trabajo se tratan tanto errores como dificultades
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indistintamente, en otras ocasiones se estudia el proceso seguido en el aprendizaje y se

analizan las dificultades como obstaculos en dicho aprendizaje.

La investigacion sugiere que las dificultades y obstaculos en el aprendizaje del &lgebra
pueden ser clasificadas en tres tipos (Wagner y Parker, 1999): dificultades de tipo
epistemoldgico, son aquellos intrinsecos al objeto a estudiar; dificultades de tipo
ontogénico, son inherentes al propio sujeto que realiza el estudio; y dificultades de tipo
didactico, aquellos otros consecuencia de las técnicas de ensefianza bajo las cuales se

realiza el estudio.

Vamos a considerar resultados de estudios de cada uno de los tres tipos de dificultades,
si bien en algunas ocasiones resulta complicado su distincion dado que entre unas y
otras no existe una frontera que los separe sino que se entrecruzan elementos de unas

con los de otra.
DIFICULTADES DE TIPO EPISTEMOLOGICO

Las dificultades y obstaculos inherentes al objeto algebra, se sefiala que son debidas, en
gran parte, a la naturaleza misma del algebra, su lenguaje, los elementos que lo

componen, las reglas que lo rigen (Castro, 2012).

Dificultades en el lenguaje

Gran cantidad de las dificultades se atribuyen al lenguaje del algebra. Un conocimiento
basico del lenguaje es el del vocabulario. Partiendo de esta premisa y considerando que
la falta del vocabulario adecuado lleva al fracaso de los estudiantes en algebra. Segun
recoge Welder (2006), Miller y Smith (1994) desarrollan una investigacion sobre el
vocabulario del algebra. Recogen un listado de 30 términos basicos e indagan el uso que
los estudiantes hacen de los mismos. Investigaron a continuacion el vocabulario del
algebra usado por estudiantes de nivel intermedio y de universidad, mediante la
administracion de una prueba de vocabulario de seleccion multiple y verdadero-falsa.
Obtuvieron como resultado que los estudiantes conocian un promedio de 15 de los 30

términos recogidos.

En la resolucion de problemas al hacer translaciones desde las expresiones verbales a
las algébricas o viceversa también se detectan dificultades. Apareciendo con frecuencia
en la formulacion de ecuaciones algebraicas cuando la informacion se presenta con

palabras, segun sefialan (MacGregor y Stacey 1997).
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La relacion entre el lenguaje algebraico y el habitual es sefialada por Socas (1997) como
causa de dificultad, establece que el uso del lenguaje habitual favorece la interpretacion
de los signos utilizados en el lenguaje algebraico siempre considerando la diferencia
entre ellos que consiste en que el lenguaje matematico es mas preciso que el lenguaje

natural, también hay que hacer una interpretacion correcta de los signos utilizados.

Los errores de traduccion entre diferentes lenguajes han sido identificados a través de
una variedad de tareas de escritura de ecuaciones. Un estudio realizado por Clement,
Narode y Rosnick (1981) que incluyd 150 estudiantes de primer afio de Ingenieria
sefiala las dificultades de los estudiantes en escribir las ecuaciones a partir de las tablas
de pares de datos. De hecho, el 51% de los estudiantes fueron incapaces de generar una
ecuacion que estaba siendo modelada por una tabla de datos. Observaron que la

dificultad estaba en la traduccion.

Dificultades relacionadas con los elementos

En los afios ochenta del siglo anterior se llevaron a cabo dos grandes estudios, los cuales
proporcionaron conocimiento sobre la comprensién del algebra y de las dificultades que
entrafia su aprendizaje. El primero de dichos estudios realizado en 1981 en Inglaterra,
explora la comprension de los estudiantes en varias areas de la matematica entre las que
se encontraba el algebra. Entre otras cosas, se explora el significado que los estudiantes
de entre 13 a 15 asignan a las letras. Kichemann (1981), como resultado del estudio,
clasifica a los estudiantes en seis categorias, seglin su interpretacion de las letras en

diferentes contextos.

Otro proyecto posterior (Booth, 1984) trata de investigar las estrategias y las causas de

los errores en matematicas de secundaria mediante entrevistas con estudiantes.

El estudio revela que los errores que hacen los estudiantes con 13-15 afios son debidos a
la pobre comprension de las letras y la alternativa concepcion sobre los métodos

apropiados: no apreciacién de la necesidad de simbolismo y formalismo (no apreciar la

diferencia entre 2+3x5 y (2+3)x5) y las estructuras similares 2+mx5 y 2(mx5); no
conocer las convenciones algebraicas y simbolicas.
En ambos estudios, ademas, los estudiantes no reconocen el uso y necesidad de los

paréntesis, la distincion en la nocién de adicion repetida y multiplicacion repetida y
sienten la necesidad de clausura de las expresiones algebraicas. Banerjee (2008)
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sostiene que estos errores indican que existe influencia desde la aritmética y que los
errores han sido desarrollados en ella.

Se ha comprobado que algunos estudiantes presentan una concepcion ingenua acerca de
las variables, se trata de considerar que diferentes letras han de tener diferentes valores
(Kieran, 1989).

En su investigacion, Kiichemann (1981) encontrd que s6lo un porcentaje muy pequefio
de estudiantes de entre 13-15 afios podia considerar una letra como un numero
generalizado y muchos menos eran capaces de interpretar una letra como una variable.
La mayoria de los estudiantes tomd las letras como objetos concretos o simplemente los
ignord. En investigaciones con estudiantes de nivel educativo superior Furinghetti y
Paola (1994) han encontrado que soOlo una pequefia minoria podria describir
adecuadamente las diferencias entre los parametros, incognitas, y variables. La
investigacion muestra que en sus primeras aproximaciones al algebra, los estudiantes no
entienden el significado de las letras y comiUnmente las interpretan como suplencia de
objetos o palabras (MacGregor y Stacey, 1997). Una explicacion a este hecho indica
que las aproximaciones iniciales que los estudiantes tienen con las letras puede
entorpecer la construccion del concepto de variable. Se sefiala como impedimento el
asignar una letra como nombre de una persona (A, por Alberto) o cuando se indica

cinco peras con la expresion 5p, al dar el resultado de un problema, ya que se puede

asumir que las letras son abreviaturas. Booth (1984) sostiene que las dificultades de los
alumnos, al comenzar a trabajar en algebra es el resultado de la utilizacion desigual de
las letras en la aritmética y el algebra. En aritmética, letras como ‘m’ y ‘c’ se utilizan
como etiquetas para representar metros y céntimos, no un ndmero de metros o de
céntimos, como lo harian en el algebra. La interpretacion de las variables como
abreviaturas afecta a la trasformacion de problemas orales en expresiones algebraicas

aptas para obtener el resultado a través de su transformacion (Wagner y Parker, 1999).

Simbolos
Las primeras investigaciones sobre las formas en que los estudiantes interpretan

simbolos algebraicos tendié a concentrarse en los niveles cognitivos (Klchemann,
1981), la experiencia previa aritmética y métodos de pensamiento (Booth, 1984), y la
dificultad con la notacion como el signo de igualdad con sus mdaltiples significados
(Kieran, 1981; Vergnaud, 1984) y el uso de paréntesis (Kieran, 1979).
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(1321 e__9%

Los estudiantes necesitan aceptar que los simbolos “+7; e tienen multiples
significados. Pueden usarse para indicar procesos de calculo o para indicar una situacion
estatica de respuesta final. Por ejemplo x+3 indica la instruccion de realizar la adicion
de afiadir ‘3’ a cualquier numero, o bien dar la respuesta estableciendo una relacion de

“3 mas que cualquier otro numero”.

Kieran (1981) investig6 como los estudiantes interpretan el signo igual y reveld la falta
de concienciacion del papel de equivalencia que tenian los estudiantes, en todos los

niveles de la educacion.

Algunas dificultades en el aprendizaje del algebra estan asociadas al uso de los simbolos

or ejemplo, considerar que en una expresion como 5x? —x, la segunda ‘X’ representa
gu p

un nimero negativo en lugar del opuesto a ‘X’ (Wagner y Parker, 1999).

Parte de los estudiantes creen que el signo igual indica una operacion que hay que hacer
en el primer miembro de la igualdad para dar la respuesta a la derecha del signo. En el
trabajo de Molina (2006) se estudia el proceso seguido por estudiantes de 3° de
educacién primaria en su evolucion cognitiva en lo que al signo igual se refiere,
entendido como un signo que significa equivalencia entre los dos términos de la

igualdad.

Muchos estudiantes describen la igualdad en términos de operador, con una operacién

en el lado izquierdo y un resultado en el lado de la derecha (Molina, 2006).

Expresiones
Los estudios relacionados con el trato dado a las expresiones algebraicas estan

relacionados con la estructura de las mismas por lo que han sido incluidas en el apartado
correspondiente a sentido estructural, recogemos algunos estudios de investigaciones

que se refieren a funciones.

El concepto de funcidn es dificil de entender para muchos estudiantes (Welder, 2006) y

la notacion formal f(x) que condensa una gran cantidad de informacion, de manera

muy eficiente, tiene poco significado incluso para algunos estudiantes avanzados.

Una investigacion centrada en ideas intuitivas acerca de las funciones y la transicion
desde la intuicién al simbolismo formal (Dreyfus y Eisenberg, 1982) concluye que
algunos estudiantes de secundaria pueden comprender facilmente la idea bésica de

funcién como regla de correspondencia ya sea en situaciones concretas o en tablas de
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dos columnas de nameros. Una dificultad especifica encontrada en estudiantes que
habian trabajado funciones generales y lineales esta en el uso de los términos del
vocabulario relacionados con las mismas: preimagen, imagen, dominio, rango
(Markovits, Eylon y Bruckheimer, 1988), los estudiantes también ponen de manifiesto
dificultades en el estudio de cierto tipo de funciones como funciones constantes y

funciones cuya representacion grafica es discontinua.

Sintaxis

Dickson, Brown y Gibson (1988) recogiendo ideas de varios autores y resultados de
pruebas sefialan que en un estudio con seis estudiantes americanos en un rango de 12 a
14 afios de edad se investigd los métodos que utilizaban para evaluar expresiones
aritméticas. Los seis estudiantes evaluaron todas las expresiones, trabajando de
izquierda a derecha, sin importar el convenio del orden de las operaciones que se les
habia ensefiado, es decir, consideraban que el resultado de 5+2x3 es igual a 21
(trabajo realizado por Kieran, 1979). Sefialan que la primera encuesta secundaria APU
realizada en 1980, descubrié una alta proporcion de nifios de 15 afios que ignoraban el

efecto de los paréntesis como muestra en el siguiente item:

Cual de los siguientes enunciados no es igual a ninguno de los otros tres
A. a-b+c 12% elige A

B. (a-b)+c 5%elige B

C. a—(b+c) 30%elige C

D. a+(c—b) 46%eligeD

Sefialan que la letra D fue probablemente elegida la méas frecuente porque los nifios

atienden sélo al orden diferente de las letras.

Kieran, en varias ocasiones sefiala la sintaxis del algebra como causante de las
dificultades de su aprendizaje. La dificultad de los estudiantes en algebra son, en
general, en gran parte las dificultades en el aprendizaje de la sintaxis (Kieran, 1989).
Posteriormente, Kieran (1992), sefialé que es dificil para los estudiantes entender por
qué se puede considerar que a+a-+a+15 es igual a 3a+15, en tanto que a+a+ax2,

no es 3ax2. Lo que considera seria un tépico de investigacion de gran interés. Los
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estudiantes tienen que aprender a colocar paréntesis pero, por lo general, los estudiantes
leen de izquierda a derecha, de manera que no ven la necesidad de utilizarlos (Bell,
Malone y Taylor, 1987).

DIFICULTADES DE TIPO ONTOGENICO

Resnick (1982) incide en la importancia de la comprension de los conceptos algebraicos
y hace énfasis en sefialar que a menudo las dificultades de aprendizaje son el resultado
de la falta de comprension de los conceptos en que se basan los procedimientos, que
incluso cuando los conceptos basicos son muy bien comprendidos, pueden permanecer
no relacionados con procedimientos de célculo. Luego de analizar los resultados de
investigacion realizados por Brown, Carpenter, Kouba, Lindquist, Silver y Swaffor
(1988), con estudiantes norteamericanos, Kieran (1992) manifiesta que los estudiantes
para cubrir su falta de comprension, tienden a recurrir a la memorizacion de reglas y
procedimientos y eventualmente llegan a creer que esta actividad es la esencia del
algebra. Brown et al. mostraron que una gran mayoria de los estudiantes piensa que las
matematicas estdn basadas en reglas y mas o menos la mitad consider6 que el
aprendizaje de las matematicas es principalmente memorizacion.

Liebenberg, Sasman y Olivier (1999) trabajan con alumnos de tercero de Educacion
Secundaria el concepto de equivalencia algebraica de expresiones algebraicas,
diferenciandolo de la equivalencia numérica de expresiones algebraicas, es decir la
equivalencia de las expresiones para un cierto valor de la variable. En este estudio
observan que los alumnos no aceptan el proceso de transformacion de una expresion
como prueba de la equivalencia de ambas expresiones, la dada y la obtenida a partir de
la transformacion. Ademas, los alumnos confunden los conceptos de equivalencia
numérica y equivalencia algebraica.

Lee (1987) y Lee y Wheeler (1987) encontraron que algunos estudiantes usan algebra o
aprecian su papel en la justificacion de una sentencia general acerca de los nimeros.
Resultados similares han sido reportados por MacGregor y Stacey (1993), quienes
observaron que una dificultad adicional reside en la incapacidad de los estudiantes para

articular claramente la estructura de un patrén o de la relacion con el lenguaje ordinario.

Healy y Hoyles (1999) han sefialado que las aproximaciones visuales generadas en las
tareas que implican la generalizacion de patrones, pueden proporcionar un fuerte apoyo

para la representacion algebraica de secuencias y el desarrollo de un marco conceptual
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para las funciones, aunque subray0 que hay una necesidad de trabajar duro para
conectar los patrones de nimeros observados de forma simbodlica. Ainley, Wilson y
Bills (2003), en un informe que compara la generalizacion del contexto con la
generalizacion del calculo, encontraron que la generalizacion de un contexto no parece
ser suficiente para apoyar a los alumnos en el movimiento a una version simbdlica de la
regla. Sin embargo, Radford (2000), que ha estudiado la transicion de lo particular a lo
general, ha argumentado que estos procesos toman tiempo. En un estudio que se centro
en el papel de las representaciones tabulares, Sasman, Olivier y Linchevski (1999)
presentaron trabajo con nifios de octavo grado (14 afios), con actividades de
generalizacion en la que varia la representacion en varias dimensiones, a saber, el tipo
de funcion, las naturaleza de los nimeros, el formato de las tablas, y la estructura de las
imagenes. Los resultados mostraron que la variacion de estas dimensiones tuvo poco

efecto sobre el pensamiento de los estudiantes.

Lo abstracto del algebra es una de las dificultades de aprendizaje de las matematicas
para los estudiantes, se percibe sobre todo en las identidades notables. Algunos
estudiantes no pueden entender las identidades algebraicas, por lo que recurren a

practicarlas varias veces con el fin de recordarlas (Tsai y Chang, 2005).

La dualidad entre proceso y concepto y el uso de los mismos simbolos para representar
tanto el proceso como el concepto en el algebra ha sido destacado por Tall (Tall,
Thomas, Davis, Gray y Simpson, 2000) y Sfard (1991) en su teoria de la reificacion.
Con el fin de tener éxito en algebra, sefialan la necesidad de un pensamiento proceptual
flexible (combinacion pensamiento conceptual y procedimiento flexible). Las
dificultades de los estudiantes con el algebra pueden comenzar con su incapacidad para
hacer frente a la ambiguiedad de los simbolos algebraicos como procesos y conceptos.
Es esencial mantener las operaciones en suspenso, 0 sea, no realizar las operaciones
mientras que se manipulan las expresiones algebraicas y considerarlas s6lo como
procesos posibles. La reificacion es un proceso dificil de lograr para la mayoria de las
personas, ya que existe “un circulo vicioso en el que la reificacion de bajo nivel y la

interiorizacion, de mas alto nivel, son requisitos previos el uno del otro” (Sfard, 1991,

pag. 31).
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DIFICULTADES DE TIPO DIDACTICO

Bednarz, Kieran y Lee (1996) indican que muchos estudios han mostrado las
dificultades de los estudiantes en varios niveles escolares con respecto a las diversas
maneras de introducir el algebra. Por ejemplo: resolucion de ecuaciones, manipulacion
de expresiones algebraicas, resolucion de problemas, y el manejo de conceptos
fundamentales como el de variable. Kieran (1989) expone el impacto negativo de los
métodos tradicionales para la ensefianza de la aritmética, que se basan
fundamentalmente en los aspectos de calculo, prestando poca atencion a los aspectos

relacionales y estructurales de la aritmética.

Segin Mason (1996), un examen de la préctica escolar establecida involucrando la
generalizacion del algebra revela que, a menudo, a partir de figuras geométricas o
secuencias numeéricas, el énfasis esta en la construccion de tablas de valores de la que se
extrae y analiza una formula de forma cerrada con uno o dos ejemplos. Mason sugiere
varios posibles enfoques de investigacion que pueden conducir a la construccion de
férmulas algebraicas en los estudiantes, incluyendo la visualizacién y manipulacion de

la figura en la que el proceso de generalizacién esta basado.

Los estudiantes presentan dificultades en relacion a las convenciones algebraicas vy,
dado que las convenciones del algebra rigen también en aritmética, el fracaso de los
estudiantes al aplicarlas o ignorarlas en algebra, es atribuible a su desconocimiento en

aritmética, nos referimos al uso de paréntesis y jerarquia (o prioridad) de operaciones.

La concepcion de que el algebra es la generalizacion de la aritmética o la terminacion de
la aritmética (Usiskin, 1987) lleva a poner la atencion en el proceso de generalizacion
en aritmética y se observa que este proceso supone una de las causas de dificultad
frecuentes y persistentes en algebra. En este ambito, una de las dificultades que tienen
estudiantes de (12-14 afios), se observa cuando han de escribir la expresion algebraica

del término general de una sucesion como puede ser la de los nimeros impares
(1,35,7,...) . Se resisten a escribir una expresién compuesta, como es 2n-1,

argumentando que los términos de la sucesion presentan una forma simple y el término

general debe de ser también de forma simple (Castro, 1994).

El uso de la tecnologia en la ensefianza, por su parte, proporciona a los estudiantes
soporte visual sobre graficos y representacion simbdlica y tablas que les posibilita la

manipulacion de los mismos y herramienta que les permite resolver problemas (Arnau,
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Arevalillo-Herrdez y Puig, 2011), entendiendo que el uso de la tecnologia requiere una

sofisticada comprension de los simbolos y las operaciones con los mismos.

Experimentos de ensefianza, por ejemplo, ampliar el significado del signo igual para los
estudiantes acerca de la “sefal de hacer algo” (Behr, Erlwanger y Nichols, 1976; Molina,
2007) prevalece en el razonamiento aritmético de la escuela primaria para la
consideracién del caracter simétrico y transitivo de la igualdad (Vergnaud, 1988) y su

uso en las ecuaciones algebraicas (por ejemplo, Herscovics y Kieran, 1980).

En un experimento de ensefianza disefiado especificamente para fomentar la adquisicion
de la nocién de la letra como numero generalizado, Booth (1982, 1983) encontr6é una

fuerte resistencia por parte de los estudiantes a la asimilacion de esta idea.

Experimentos de ensefianza destinados a ayudar a los estudiantes a construir el
significado para las expresiones por medio de, modelos de area rectangular (Chalouh y
Herscovics, 1988) y de ecuaciones por medio de identidades aritméticas (Herscovics y
Kieran, 1980) sugieren que los estudiantes pueden construir més facilmente el
significado para las ecuaciones que para las expresiones. Esto fue confirmado por los
resultados de la investigacion de Wagner, Rachlin y Jensen (1984), quienes sefialaron
que los estudiantes trataron de anadir “= 0” a cualquier expresion que se les pidio

simplificaran.

Ursini, Escarefio, Montes y Trigueros (2008) sostienen que cuando los estudiantes
inician los estudios en la escuela secundaria, las letras surgen, cada vez con mayor
frecuencia, en contextos no geomeétricos, y se espera que los alumnos ya no las
consideren etiquetas o iniciales de palabras, sino que aprendan a interpretarlas como
incégnitas 0 como numeros indeterminados, dependiendo de la expresién o la situacion
en la que aparecen. Estos autores sefialan que al empezar el estudio del algebra las
primeras apariciones de las variables ocurren al presentar a los alumnos ecuaciones
sencillas, como x+12=26, para pedirles que encuentren el valor de ‘x’. Dichas
ecuaciones no suelen ser dificiles a los alumnos. Las dificultades se inician cuando se
pasa a expresiones de la forma ax+b=c 6 del tipo ax+b=cx+d . Al plantear este
tipo de problemas se supone que el alumno comprende (sin mayores explicaciones) que
alli las letras no representan un solo valor especifico, sino cualquier valor.

Filloy y Rojano (1989) han sefialado que un corte didactico se produce entre las

ecuaciones del tipo ax+b=c que puede ser resuelto por métodos aritméticos y
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ecuaciones del tipo ax+b=cx+d que precisen métodos algebraicos formales.
Exploraron el uso de varios modelos concretos (tanto en balance y en modelos de area
geométricos) en la ensefianza de métodos de resolucién de ecuaciones formales y
encontraron que estos modelos no aumentaron significativamente las capacidades de la

mayoria de los estudiantes para operar formalmente ecuaciones con dos incognitas.

Sefialan que respecto a la primera expresion, los estudiantes de tercero de secundaria
tienen dificultad para interpretar la letra involucrada como un nimero general; respecto
a la segunda, una tendencia a ver la letra esencialmente como incdgnita, cuyo valor es

necesario determinar.

Indican que por lo general, ni los libros ni los profesores consideran necesario aclarar la
diferencia entre la letra usada como numero general y la letra usada como incégnita.
Este hecho lleva al desconcierto que manifestado por los estudiantes: la letra representa
cualquier valor; sin embargo, hay que encontrar cual es ese valor. Dado el caracter
multifacético de la variable, sin importar el uso que privilegie el enfoque que se elija, el
estudiante tiene que enfrentarse también a los otros usos. De hecho, casi en todos los
problemas algebraicos la variable se presenta en su cardcter multifacético y es
indispensable desarrollar la capacidad para trabajar con sus distintos usos. Una buena
comprensidn del concepto de variable es fundamental para comprender el algebra y las
matematicas en general. Sin embargo dada la complejidad de este concepto, no se puede
esperar que los alumnos logren comprenderlo aceptablemente sin una ensefianza
explicita y deliberada que resalte los distintos usos y que los ayude a moverse con
flexibilidad entre ellos.

En algunas investigaciones se ha hecho uso de materiales concretos o modelos (area,
balanza) con el fin de ensefiar las expresiones algebraicas, las operaciones o la
resolucion de ecuaciones a estudiantes de grados intermedios (Chalouh y Herscovics,
1988; Filloy y Rojano, 1989). Segun los resultados, no han dado mucho éxito. Estos
modelos crean dificultades en cuanto a la comprension de aspectos sintacticos de las
ecuaciones o expresiones tratadas.

Malara y laderosa (1999) utilizaron la similitud entre las notaciones de la aritmética y la
simbolico-algebraicas y sefialaron las relaciones de notacion entre la suma repetida y la
multiplicacion repetida. Los estudiantes no pudieron ver la similitud entre los dos

simbolismos y la equivalencia de los procedimientos.
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Malara y laderosa recomiendan una ensefianza metacognitiva de la aritmética con los
aspectos algebraicos desarrollados y explicados en la aritmética, lo que permitiria a los
estudiantes utilizar los codigos algebraicos correctamente.

2.2.2 Investigaciones centradas en errores

Algunos estudios (Clement, Lochhead y Monk, 1981; Wollman, 1983) determinan
fuentes de error en la traduccion de enunciados algebraicos verbales en su
representacion simbolica. Socas (1997) determina tres grandes categorias para los
errores segun su origen: (a) obstaculo, (b) ausencia de sentido y (c) actitudes afectivas y

emaocionales.

Ruano, Socas y Palarea (2003), en un trabajo de analisis de los errores cometidos por
alumnos de cuarto curso de Educacion Secundaria y primer curso de Bachillerato en un
cuestionario de tareas algebraicas de sustitucion formal, generalizacion y modelizacion,
detectan manifestaciones de diferentes dificultades. En especial destacan la necesidad
de clausura que muestran los alumnos al trabajar con las expresiones algebraicas, la
particularizacion de expresiones algebraicas dandoles valores numéricos al no encontrar
sentido en el uso del lenguaje algebraico en algunos contextos, el uso inadecuado 0 no
uso de paréntesis, la concatenacién de igualdades y la sobre-generalizacion de la
propiedad distributiva de la suma a la operacion multiplicacion.

Errores en operaciones

Linchevski y Livneh (1999) llevaron a cabo un estudio con estudiantes de sexto y
séptimo grado con el proposito de determinar dificultades de los estudiantes al
enfrentarse a la aritmética y al algebra en situaciones contextualizadas, sefialaron varios
errores cometidos por los estudiantes.

- Desaparicion de un término por la realizacion errénea de una operacion indicada (por
ejemplo dar como solucion 23—6+7 =23-13), debido a una mala interpretacién de la
regla del orden de operaciones como primera adicién o debido a una mal aplicacién de
la propiedad asociativa).

- Errénea interpretacion del orden de las operaciones (por ejemplo,
5+6x10=11x10=110 6 24+3x2=24+6=4, se mueven de izquierda a derecha o la

multiplicacién antes de la division).
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- Saltar un signo a la operacion posterior (por ejemplo 217+175—-217+175+67 ,
cancelar los “dos 175” , por considerar que el signo ‘-’ de 217 afecta al sumando

siguiente 175).

Estos mismos errores habian sido ya observados en sus estudios anteriores (Herscovics
y Linchevski, 1994; Linchevski y Herscovics, 1996) en el contexto de problemas de

ecuacion algebraica.

Errores en traducciones de lenguaje

Las investigaciones que han indagado en la traduccion entre los sistemas de
representacion verbal y simbdlico por estudiantes de secundaria y bachillerato (Cerdan,
2008, 2010; MacGregor y Stacey, 1993; Rodriguez-Domingo, 2011; Weinberg, 2007),
han reportado un alto porcentaje de fracaso en el desarrollo de esta tarea (variable entre
30% y 60% segun el estudio) y han aportado diferentes clasificaciones de los errores
cometidos. Uno de los errores mas referidos, es el denominado error de inversion, que
consiste en representar la relacién opuesta a la indicada. Dicho error conduce, por
ejemplo, a traducir como 6S =P el enunciado verbal “hay 6 veces tantos estudiantes
como profesores”, utilizando la variable S para referir a los estudiantes y P para los

profesores.

Cerdan (2008, 2010), Ruano, Socas y Palarea (2008) y Rodriguez-Domingo (2011)
identifican otros errores partiendo de enunciados algebraicos representados verbalmente
que en el caso de Cerdan y Ruano et al. estdn contextualizados y en el de Rodriguez-
Domingo no lo estan. Los errores detectados por estos autores son similares, variando
su frecuencia de presentacion segun el tipo de problema o la presencia o no de contexto.
Se identifican errores de caracter aritmético como la confusidn de operaciones o el uso
inadecuado de paréntesis, errores en la completitud del enunciado construido
(incompletos vs desmedidos), y errores derivados de las caracteristicas propias del
lenguaje algebraico entre los que destacan errores en el uso de las letras (ej., utilizan un
simbolo para designar a mas de una cantidad, designan con méas de un simbolo a la
misma cantidad), errores de particularizaciébn o generalizacion de alguno de los
términos, y errores en la construccion de las expresiones debidos a la complejidad
estructural de las mismas. Entre los errores mas frecuentes destacan la confusion de las
operaciones potenciacion y producto, una interpretacion incorrecta de la estructura del

enunciado y la particularizacién de alguno de los términos del enunciado.
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La investigacion realizada por Rodriguez (2011), Rodriguez-Domingo, Molina,
Cafadas y Castro (2011), analizan los errores en los que incurren estudiantes de
secundaria al traducir enunciados de un sistema de representacion a otro, permitiéndoles
analizar que casi todos los errores se debian a la confusion de las operaciones de
potenciacion y producto, y a que no interpretaban correctamente la estructura del
enunciado algebraico o a la particularizacion. Est4 centrada en estudiar la manera de
hacer traducciones entre los lenguajes simbolico y verbal por estudiantes de educacion
secundaria. Se ha puesto de manifiesto que utilizando las mismas expresiones, los
estudiantes cometen mas errores al realizar la traduccion de enunciados verbales a su
representacion simbolica que cuando se hace desde lo simbdlico a lo verbal. Por esto
consideramos que ofrece mayor dificultad la traduccion de lo verbal a lo simbdlico que

lo contrario.

Diversos trabajos consultados (Cerdan, 2008, 2010; MacGregor y Stacey, 1993;
Rodriguez-Domingo, 2011; Weinberg, 2007) permiten identificar algunas posibles
causas de estos errores: (a) se utiliza un procedimiento puramente sintactico al abordar
la traduccién; (b) el estudiante elabora un modelo cognitivo basado en relaciones de
comparacion entre las variables en lugar de un modelo basado en relaciones de
igualdad; (c) el signo igual es considerado como indicador de una correspondencia o
asociacion; (d) los numerales son interpretados como adjetivos; (e) el estudiante no
comprende el enunciado verbal debido a la compleja sintaxis del lenguaje verbal; y (f)
el estudiante posee una limitada comprension del concepto de variable y de las

caracteristicas sintacticas de los enunciados simbolicos.

Errores en funciones
Hemos dedicado menos atencion a este apartado por considerarlo alejado de nuestro

trabajo, entre lo analizado sefialamos que se indica que un conocimiento erroneo
mostrado con frecuencia es considerar que todas las funciones son lineales. Segun
Markovits, Eylon y Bruckheimer (1988), para los estudiantes de menor capacidad
resulta mas facil manejar situaciones que involucran funciones que se dan dentro de una
historia grafica frente a las que sélo se presentan algebraicamente. Este resultado les
lleva a sugerir que el desarrollo de las capacidades graficas deberia preceder al
aprendizaje de las funciones (Welder, 2006). Pero, por otra parte, la grafica ha sido
especificamente identificada como objeto de dificultades en el aprendizaje del algebra

por los estudiantes (Leinhardt, Zaslavsky y Stein, 1990).
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En este capitulo recogemos el marco tedrico que enmarca y sustenta la investigacion
realizada. Organizamos el capitulo en tres partes (ver Figura 3.1). En la primera se
centra la atencién en el algebra escolar y, en especial en el simbolismo algebraico, y se
recogen ideas relevantes relativas a su aprendizaje y ensefianza. La segunda parte
aborda ideas méas generales al dirigir la atencion hacia la dualidad conceptual y
procedimental del conocimiento matematico y la denominacion de “sentido” que ha
sido empleada en variados constructos propios de la educacién matematica asi como
para adjetivar un tipo de conocimiento. En esta parte se atiende también al concepto de
estructura en relacion con el conocimiento matematico. Por Gltimo, y partiendo de las
ideas presentadas en las dos primeras partes del capitulo y de nuestra reflexién sobre las
mismas, se concreta el significado de estructura en el contexto de las expresiones
aritméticas y algebraicas y se presenta y caracteriza el constructo sentido estructural,

que resulta clave en esta investigacion.

Primera e El dlgebra escolar y el simbolismo algebraico.
parte Su aprendizaje y ensefianza.

B ‘ Segunda e Conocimiento conceptual y procedimiental.
| parte  Sentido y estructura.

&"> Tercera e Estructura de una expresion.
parte

Sentido estructural.

Figura 3.1. Estructura del Capitulo 3.
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PRIMERA PARTE

3.1 El dlgebra escolar

El algebra es un componente destacado del curriculo de las matematicas escolares,
cuyas expectativas de aprendizaje y contenido han variado poco con el paso de los afios.
Durante el siglo XX ha tenido una marcada orientacion simbdlica y estructural,
incluyendo como contenidos la simplificacion de expresiones, la resolucién de
ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones con métodos formales y la
factorizacion de polinomios y expresiones racionales, los cuales se aplican a la
resolucion de problemas (algebraicos) verbales (Kieran, 1992, 2007). Estos contenidos
se han abordado mayoritariamente en la educacion secundaria, aungue en algunos paises
se iniciaba su ensefianza a final de la educacion primaria bajo el nombre de Pre-
Algebra. Esta vision tradicional de la ensefianza del algebra, asume una separacién
estricta de la ensefianza de la aritmética que se supone previa y parte de la concepcion

del &lgebra como aritmética generalizada (Molina, 2006).

En la actualidad, este enfoque tradicional sigue siendo frecuente en la ensefianza,
aungue a nivel internacional se reconoce una vision mas amplia del algebra que conduce
a enfoques mas reformistas en los que se da un mayor peso al estudio del cambio, al uso
de sus multiples representaciones y a la modelizacion de problemas “reales” con el uso
de tecnologia (Kieran, 2007) y que defienden la inclusién en educacion primaria de
expectativas de aprendizaje relativas al desarrollo de conceptos algebraicos béasicos
como el de variable o funcion (Blanton y Kaput, 2004) y al desarrollo de pensamiento
algebraico (Molina, 2009).

Partiendo de la revision bibliografica realizada por Molina (2012) sobre las
concepciones del algebra, la cual hemos complementado con la consulta de los trabajos
de Hoch y Dreyfus (2007), Mason (2011), Palarea (1998) y Usiskin (1988),
distinguimos los siguientes cinco componentes 0 concepciones que nos seran de utilidad
para ubicar nuestra investigacion: (a) aritmética generalizada y estudio de patrones, (b)
la resolucion de problemas, (c) el estudio de funciones, (d) el estudio de estructuras y

(e) el simbolismo algebraico.

La primera concepcion mencionada, una de las mas ampliamente reconocidas, es la de
aritmética generalizada o “aritmética con letras” en términos de Mason (2011). Sobre

esta vision del algebra existen largos precedentes histdricos en los libros de texto que se
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remontan al siglo XIX. A esta concepcion se refiere Palarea (1998) cuando indica que el
algebra “involucra la formulacién y manipulacién de relaciones y propiedades
numéricas” (p. 36). Como tal, el aprendizaje del algebra depende de la experiencia y la
facilidad con calculos aritméticos, las cuales contribuyen a las habilidades de los
estudiantes para llevar a cabo manipulaciones algebraicas. Ademéas se destaca la
generalizacion como raiz del algebra y la exploracion, identificacion y expresion de
regularidades y patrones como actividades algebraicas. Segun precisa Molina (2012),
dentro de esta concepcion algunos autores incluyen el estudio de patrones, si bien esta
autora remarca la diferencia entre patrones y leyes numéricas relativas a la estructura
aritmética, y patrones asociados a situaciones no numericas o especificos de situaciones
numéricas particulares tales como los nimeros figurados. En ambos casos la actividad
algebraica conduce a capturar, revelar y describir patrones y estructuras. Las letras se

utilizan con el significado de variables (Usiskin, 1988).

Una segunda concepcién del algebra, destacada por ser segun Kieran (2007) la més
préxima a los origenes del algebra, es como herramienta para la expresion de métodos
generales que resuelven clases de problemas. El algebra es una herramienta potente para
la resolucion de problemas, en especial los que pueden ser formulados en términos de
ecuaciones e inecuaciones, haciendo uso de las letras como incognitas o parametros.
Hoch y Dreyfus (2007) hablan en este sentido del algebra como un conjunto de

herramientas matematicas.

El algebra incluye también el estudio de relaciones entre variables y, por tanto, de
funciones y gréaficos (Vergnaud, 1997). En este caso las letras representan variables con
el significado de cantidades cambiantes (Usiskin, 1988). Esta es la que se conoce como

la visién o componente funcional del algebra.

Una cuarta concepcion, la mas préxima al algebra universitaria, trata del estudio de
estructuras. En este caso las letras se utilizan en expresiones algebraicas como un objeto
arbitrario en una estructura, no siendo necesaria su vinculacion a nimeros o cantidades
como referentes (Usiskin, 1988). Esta es la perspectiva del algebra que se aborda, por
ejemplo, cuando se trabaja la obtencion de expresiones equivalentes (gj., simplificacion
0 manejo de identidades algebraicas) en el contexto de expresiones algebraicas
descontextualizadas. El algebra moderna consiste en el estudio de la estructura; se debe

a la abstraccion a través de reconocer las relaciones como ejemplificaciones de
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propiedades y expresar esas relaciones particulares como generalidades (Cai y Knuth,
2011). En relacion con esta concepcion Kieran (1998) enfatiza que el algebra es una
herramienta mediante la cual no s6lo se representan los nimeros y las cantidades con

simbolos literales, sino que también se utiliza para calcular con estos simbolos.

La Gltima concepcion se centra en el algebra como sistema de representacion, como un
medio de expresion de ideas matematicas. El &lgebra dispone de un lenguaje propio
estandarizado con un conjunto de simbolos, signos y reglas para su uso que permite
expresar acciones en, y relaciones entre, cantidades u otro tipo de nimeros. Se utiliza
para representar ideas algebraicas separadas del contexto inicial y concreto del que
surgen, ésta es una de sus fortalezas (Arcavi, 1994). Mason (1996) considera esta
concepcion del algebra como la que usualmente la gente tiene en mente cuando piensan
en matematicas como lenguaje. No obstante insiste en que las cadenas de simbolos no
son en si mismas algebra, el significado de algebra se ha desarrollado y ampliado,

pasando de proceso a objeto, desde largas tradiciones en forma matematica.

Los estandares del NCTM (2000) coinciden en el reconocimiento de esta
multidimensionalidad del algebra al distinguir, entre otras, los siguientes componentes
del estandar de algebra: la comprension de patrones, relaciones entre cantidades y
funciones, la representacion de relaciones matematicas, el andlisis de situaciones y
estructuras matematicas utilizando simbolos algebraicos, el uso de modelos

matematicos para representar y comprender relaciones cuantitativas.

Asi mismo ocurre en los trabajos de Hoch y Dreyfus (2007) quienes, en otros términos,
reconocen las cinco concepciones del algebra sefialadas. Describen el algebra escolar
como el estudio de estructuras abstractas y el uso de principios de aquellas estructuras
en resolucion de problemas, donde las notaciones simbolicas permiten a las ideas
complejas matematicas ser expresadas brevemente y ser analizadas eficientemente. Asi
mismo hablan del algebra como el estudio de patrones y relaciones funcionales entre
cantidades, como un método para pensar sobre lo desconocido y para generalizar y
representar relaciones usando un lenguaje simboélico. También sefialan que es una teoria
formal con axiomas, teoremas y pruebas cuyos elementos basicos son simbolos y donde

el énfasis esta en la parte Idgica: deducciones, propiedades matematicas y pruebas.
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Otros autores optan por enfatizar una vision del algebra integradora en conexién con
una o varias de las concepciones mencionadas. Por ejemplo, Banerjee (2008) destaca el
papel del algebra como herramienta: el &lgebra en matematicas ocupa una posicion
especial de un importante instrumento analitico que conduce a las matematicas
superiores y muchas otras ramas de la ciencia, ya que proporciona los simbolos y las
técnicas para representar y resolver problemas, razonar, justificar y demostrar dentro de

las matematicas y otras areas donde la matematica sirve como una herramienta.

En nuestro trabajo las principales concepciones implicadas son el algebra como estudio
de estructuras y como aritmética generalizada, dado que en las actividades propuestas a
los estudiantes en el experimento de ensefianza implementado combinamos el uso del
simbolismo algebraico desligado de contexto y, por tanto, sin referentes para las
variables o incognitas, con actividades centradas en la percepcion de patrones y su

generalizacion en relacion con la estructura de expresiones aritméticas.

3.2 Pensamiento algebraico

Autores como Kieran y Mason, con una larga trayectoria de investigacion en la
Didéctica del Algebra, centran su atencion en el pensamiento algebraico, en vez de en el
algebra en si, proponiendo diferentes definiciones del mismo. Este término es utilizado
con un significado amplio para describir las clases de “encuentros” que los estudiantes

estan teniendo con el algebra (Kieran, 1998).

Mason (1996) define el pensamiento algebraico como un compendio de acciones que
claramente se muestran en conexion con alguna de las concepciones anteriores (p. 151):
e Resolver problemas aritmeticos complejos: a) metodos de trabajo, paso a paso
a partir de datos dados a datos desconocidos y b) mediante las percepciones
globales y el uso de multiples relaciones aritméticas;
e Codificar y usar métodos generales sistematicos para diferentes tipos de
problemas;
e Descubrir y probar generalizaciones relativas a nimeros;
e Reconocer y usar propiedades generales de sistemas de nimeros y sus
operaciones;

e Reconocer, nombrar y usar funciones estandares, por ejemplo, y =kx’;

e Usar un lenguaje simbdlico manipulable como ayuda en el desempefio de las

acciones anteriores.
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Este autor, reconocido como uno de los pioneros de un enfoque de la ensefianza y el
aprendizaje del algebra centrado en la generalizacion, argumenta que el pensamiento
algebraico se fundamenta y se desprende de facultades naturales de los alumnos para
dar sentido matematico (Mason, 2006). Basandose en esta argumentacion destaca la
importancia del uso del pensamiento algebraico dentro de la aritmética, a traves de la
expresion explicita de la generalidad, para promover el desarrollo del pensamiento
algebraico y apreciar la aritmética mas a fondo.

Kieran (1998) expresa que el pensamiento algebraico permite el uso de cualquiera de la
variedad de representaciones posibles con el fin de manejar situaciones cuantitativas en
forma relacional. Una vez que la representacion se ha generado, esta puede ser operada
de acuerdo con ciertas reglas de transformacion relacionadas con la representacion
empleada en particular, dentro del contexto global. En un trabajo posterior (Kieran,
2004) la autora amplia esta concepcidén al reconocer que el pensamiento algebraico es
posible sin el uso de simbolismo algebraico. Refiriéndose a los primeros grados expresa
que este tipo de pensamiento comprende el desarrollo de formas de pensar dentro de las
actividades para las que las letras del algebra simbdlica pueden ser utilizadas como una

herramienta, pero que podrian ser tratadas sin necesidad de simbolismo algebraico.

Otros autores como Butto y Rojano (2010) utilizan el término pensamiento algebraico
para referir a las componentes del algebra escolar descritas previamente. Asi
argumentan que el pensamiento algebraico involucra la comprension de las relaciones
funcionales, la generalizacion de patrones y de relaciones numéricas, el trabajo con la
estructura, el simbolismo y la modelizacion como medios de expresion, y la

formalizacion de generalizaciones.

3.3 Actividades propias del dlgebra escolar

Dentro del algebra propia de la educacion secundaria, y considerando la amplia
concepcidén de esta sub-algebra previamente presentada, pueden distinguirse tres tipos
generales de actividades algebraicas: actividades generacionales, actividades de
transformacion y actividades globales o meta-nivel (Kieran, 2006). Las actividades
generacionales de algebra involucran la formacion de las expresiones y ecuaciones que
son los objetos de algebra. Ejemplos tipicos incluyen formular ecuaciones que
representan situaciones problematicas, expresar de forma general patrones geométricos

0 numeéricos, o expresar las reglas que gobiernan las relaciones numéricas. El segundo
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tipo de actividad algebraica, actividades de transformacion, incluyen agrupar términos
semejantes, factorizar o expandir términos, operar con expresiones polindmicas y
exponenciales, resolver ecuaciones, simplificar expresiones, trabajar con expresiones y
ecuaciones equivalentes, y asi sucesivamente. Una gran cantidad de este tipo de
actividad se refiere a modificar la forma de una expresion o ecuacion para obtener otra
equivalente. El tercer tipo son las actividades mateméticas globales o meta-nivel. Estas
son las actividades para las que el algebra se utiliza como una herramienta, pero que no
son exclusivas del algebra. Estas incluyen resolver problemas, modelizar, percibir
estructura, generalizar, analizar relaciones, justificar, probar y predecir. Estas
actividades sugieren procesos matematicos mas generales y son esenciales para dotar de

significado a los otros tipos de actividades.

Otra clasificacion es la propuesta por Thomas y Tall (2001) quienes distinguen entre
“algebra evaluacion”, “dlgebra manipulacion” y “dlgebra axiomadtica”. La primera
engloba la idea de una expresion, por ejemplo, 3 + 2X, que se utiliza sélo para ser
evaluada lo que conduce a representaciones gréficas y tabulares asociadas a la funcién
que representa dicha expresion. La segunda engloba la idea de una expresion como una
entidad pensada para ser manipulada. La tercera se centra en las propiedades de la
manipulacion y conduce a un enfoque axiomatico del algebra en términos de grupos,

anillos, cuerpos, espacios vectoriales, etc.

3.4 El simbolismo algebraico

La concepcion del algebra multidimensional, anteriormente descrita, incluye actividades
qgue no necesariamente requieren del uso de simbolismo algebraico, no obstante esta
componente del algebra escolar sigue teniendo una presencia notoria en el curriculo. Se
destaca la utilidad del simbolismo algebraico para la comunicacion y representacion de
conceptos matematicos; siendo identificados ambos procesos como componentes de la
competencia matematica a alcanzar por los escolares en la educacion secundaria
(NCTM, 2000). En este sentido el NCTM vy los documentos curriculares vigentes en
Esparia (Boletin Oficial del Estado, 2006) sefialan el papel del simbolismo algebraico
como parte del lenguaje matematico que los estudiantes deben ser capaces de utilizar
para expresar ideas matematicas de forma precisa, comunicar su pensamiento

matematico, analizar y evaluar el pensamiento matematico y estrategias de otros,
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resolver problemas, y modelizar e interpretar fendmenos de las matematicas y otras

ciencias.

El simbolismo algebraico constituye un sistema de representacion, entendiendo como
tal un conjunto estructurado de notaciones, simbolos y graficos, con reglas y convenios,
que nos permiten expresar aspectos y propiedades de un concepto (Castro y Castro,
1997). Se caracteriza por el empleo de forma escrita de numerales, letras y signos
caracteristicos de la aritmética y el algebra.

Para describir algunas de sus principales caracteristicas nos remontamos a su origen, el
cual permite distinguir tres etapas principales en la evolucién histdrica del algebra
(Kieran, 1992): la etapa retorica, la etapa lacdnica y la etapa simbdlica. La primera
etapa, antes de Diofanto (250 a.C.) se caracteriza por una ausencia total de simbolos o
de signos especiales para representar las incognitas. La etapa laconica se inicia con
Diofanto quien introduce letras para la representacion de cantidades desconocidas
aungue este simbolismo no empieza a evolucionar hasta el siglo XVII. El problema de
los algebristas, entre el siglo 111 y el XV1 radicaba en encontrar la identidad de las letras
mas que en encontrar una forma de expresar lo general. Hacia finales del 1500, se inicia
la que se conoce como la etapa simbolica del algebra. El trabajo de Diofanto indujo a
Vieta (1540-1603) a utilizar letras para las cantidades dadas y para las incognitas. Se
comienza entonces a expresar simbodlicamente soluciones generales y a formular reglas
para relaciones numéricas. Desde entonces hasta hace poco méas de dos décadas, ha
Ilegado a considerarse que el pensamiento algebraico y, por tanto, el algebra, sélo era
posible ante la presencia del lenguaje simbolico (Sutherland, Rojano, Bell y Lins,
2001). Como se ha puesto de manifiesto en el comienzo de este capitulo, la actual
concepcién del algebra es menos exigente en cuanto a la presencia del simbolismo,

aunque este sigue siendo un componente notorio del algebra escolar.

Como sefiala Wheeler (1989), el desarrollo del simbolismo algebraico implico la
desaparicion de una cantidad considerable de significado subyacente. Hasta el siglo
XVI, el algebra retérica y laconica era relativamente facil de seguir y de comprender. A
partir de entonces la notacién comenzé a ser demasiado compleja para entenderse en
palabras; el paso a un sistema simbdlico permitio abreviar la escritura provocando la
eliminacidn de los significados de items individuales y de las operaciones que actuaban

sobre ellos. EI simbolismo algebraico elimina muchas de las distinciones que expresa el
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lenguaje verbal pero a cambio expande en gran medida su aplicabilidad. Una de sus
fortalezas radica en permitir expresar las ideas separadas del contexto inicial y concreto
del que surgen (Arcavi, 1994). De este modo facilita el pensamiento y la reflexion sobre
las ideas matematicas, la produccién de resultados de forma mas eficiente, muestra la
estructura de ideas matematicas, y posibilita transformar las expresiones por medio de
técnicas algebraicas aprendidas sin necesidad de atender al significado de los simbolos
que las componen (Drouhard y Teppo, 2004; Pimm, 1991). “El comportamiento experto
no consiste ni en ser consciente del significado de los simbolos todo el tiempo, ni
olvidarlo todo el tiempo. En cambio, depende de la capacidad de alcanzar el significado
de los simbolos a demanda” (Drouhard y Teppo, 2004, p. 251). Sin embargo, la
caracteristica sefialada hace muy débil este sistema de representacion desde el punto de

vista semantico, lo que dificulta su comprensién al estudiante (Wheeler, 1989).

Adicionalmente esta ambigiiedad que caracteriza al simbolismo algebraico se ve
intensificada por la polisemia de los simbolos (ej., x puede interpretarse como una
variable, una incognita o el argumento de una funcion) y por la doble interpretacion de

los mismos como procesos Yy objetos, que desarrollamos en el siguiente apartado.

Parte de la complejidad del aprendizaje del algebra se le atribuye a caracteristicas del
simbolismo. Ademéas de las anteriores cabe mencionar que una variable pueda
representar muchos numeros simultdneamente como ocurre en la representacion de
relaciones funcionales, la letra puede ser elegida libremente, hay ausencia del valor
posicional, y la lectura de las expresiones puede ser bidireccional (Breiteig y Grevholm,
2006; Socas, 1997). Asi mismo el uso de las letras en el contexto del algebra contrasta
con su uso como etiquetas o iniciales de palabras en contextos geometricos y de medida

durante la educacion primaria (Ursini, Escarefio, Montes y Trigueros, 2008).

Subramaniam y Banerjee (2011) sefialan que un problema que surge cuando las
expresiones numeéricas codifican multiples operaciones binarias es que tales expresiones
son ambiguas con respecto a la operacion precedente cuando los paréntesis no se
utilizan. Al mismo tiempo, uno no puede eliminar la ambigiiedad completamente de la
expresion utilizando paréntesis ya que el uso excesivo de paréntesis distrae de la
estructura de la expresion y es por lo tanto contra productivo. Por lo tanto, a los
estudiantes se les ensefia a eliminar la ambigledad de la expresion mediante el uso de

las reglas de precedencia o jerarquia de operaciones. Las reglas de transformacion del
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algebra solo son posibles cuando las expresiones algebraicas originan expresiones
numéricas con un valor Unico, cuando las variables son apropiadamente sustituidas. Asi
desambiguar expresiones numéricas es una pre-condicion para el uso de reglas de

transformaciones que preservan el valor unico de la expresion.

3.4.1 Componentes del simbolismo algebraico
En el &lgebra de la educacion secundaria se distinguen diferentes tipos de expresiones

algebraicas, las cuales estdn compuestas de signos operacionales, numerales, letras y,
opcionalmente, el signo igual o simbolos de orden (<; >). Dentro de las expresiones que
contienen el signo igual (igualdades algebraicas) pueden distinguirse entre ecuaciones e
identidades segln sean ciertas para algan valor de la variable (o incluso ninguno) o para
cualquier valor de la variable. En ambos casos las expresiones contenidas en ambos
miembros pueden ser fraccionarias o0 polinémicas, estando compuestas por monomios

operados mediante operaciones aditivas y/o multiplicativas.

En este trabajo nuestra atencion se centra en las identidades algebraicas tanto
polinbmicas como fraccionarias. Dentro de estas, seleccionamos cuatro identidades
conocidas como notables: el cuadrado de la suma, el cuadrado de la resta, la expresion
de la propiedad distributiva y la diferencia de cuadrados. Estas identidades son de
especial utilidad para la trasformacion de expresiones algebraicas en el contexto de la
simplificacion de expresiones y la resolucion de ecuaciones, y en este sentido se
trabajan en la educacidon secundaria segun las directrices curriculares referidas en el

primer capitulo.

3.4.2 Términos en una expresion algebraica

Banerjee y Subramaniam (2004, 2005) utilizan el concepto “término” para aludir al
numero o letra acompafiada del signo que le precede en la expresion. Estos autores
destacan el potencial de este concepto para ayudar a los alumnos a percibir la estructura
de las expresiones aritméticas y a observar el paralelismo existente entre las expresiones

aritméticas y las algebraicas.

Los términos pueden ser términos simples (+5) o compuestos, siendo éstos ultimos de

varios tipos: productos (e.g., +3x2) o términos con paréntesis (e.g., —(4+2)). Los

términos compuestos pueden contener factores numéricos, simbolicos o factores en

paréntesis. Mientras que los términos simples se pueden combinar con facilidad, un
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término compuesto no se puede combinar con un término simple a menos que se

convierta en uno o varios términos simples (Banerjee y Subramaniam, 2005).

La adquisicion del concepto “término” requiere que se perciba el numero, o numeral,
con su signo como un todo y no como elementos separados (Banerjee y Subramaniam,
2005). Cuando la expresion incluye términos compuestos, la encapsulacion de dos
objetos diferentes y su coordinacion de tal manera que sean considerados un mismo
objeto se complica, no siendo extrafio que algunos estudiantes no tengan éxito en dicha
tarea (Tall y Thomas, 1991).

Se llama coeficiente numérico (o simplemente coeficiente) de un término a cualquier
constante que aparezca en él como factor. Si en el término no aparece constante alguna,
se entiende que el coeficiente es 1. El coeficiente de cualquier término de una expresion
algebraica incluye el signo que le antecede. Partiendo de esta definicién, dos 0 mas
términos se dice que son semejantes si son iguales salvo en los coeficientes que pueden
ser diferentes. Las variables que intervienen como factores en dichos términos han de
ser las mismas y estar elevadas a las mismas potencias. Si una expresion algebraica
contiene mas de una expresion semejante es posible reducirlas a un solo término en
virtud del axioma de distributividad (Barnett, 1984).

En el contexto de la equivalencia de expresiones algebraicas también esta muy presente
el concepto de igualdad, que comprende desde una instruccion para hacer algo a una
relacién entre dos expresiones que tienen el mismo valor (Molina, Castro, y Castro,
2009). Ambos conceptos, término e igualdad, dan soporte para evaluar expresiones y
utilizar reglas (e.g., para encerrar entre parentesis), y para conseguir reformular

expresiones pasando a otras equivalentes.

3.5 Dualidad proceso-objeto

Son varios los autores (ej., Gray y Tall, 1994; Kieran, 1991; Sfard, 1991) que han
argumentado la existencia de una dualidad proceso-objeto en la forma de concebir los
conceptos matematicos que han utilizado tanto para describir la evolucién historica del
algebra como el aprendizaje de conceptos matematicos. Partiendo de esta distincion se
dice que las nociones matematicas abstractas pueden concebirse estructuralmente (como
objetos) y operacionalmente/procedimentalmente (como procesos) (Sfard, 1991; Kieran,
1992).
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Ver una entidad matematica como un objeto requiere ser capaz de referirse a ella como
si fuera una cosa real, una estructura estatica que existe en algun tiempo y lugar, y ser
capaz de manipularla como una unidad global (como un todo), sin atender a los detalles.
Interpretar una entidad matematica como un proceso supone considerarla como algo
potencial, constituido por una secuencia de acciones, en lugar de una verdadera entidad.
Tiene existencia por ser consecuencia de una serie de acciones. Greeno (1983),
Thompson (1985), Dubinsky (1991), Sfard (1987, 1991) y Harel y Kaput (1991), entre
otros autores, explican que la idea de objeto matematico es una construccion mental
creada al extraer estructura de las acciones. Es decir, enunciar que uno “ha aprendido a
ver” un objeto matematico es aseverar que tal persona es consciente de una estructura

constante, repetitiva de ciertas acciones.

Kieran (1992) indica que la concepcion estructural es estatica, instantanea e integradora,
mientras que una concepcion operacional es dindmica, secuencial y detallada; siendo
ambas consideraciones de una misma nocién matematica, complementarias y necesarias

para una adecuada comprension de las matemaéticas (ver ejemplos en Tabla 3.1).

Tabla 3.1. Ejemplos de procesos y objetos

Simbolos Representacion Proceso Objeto
simbdlica
-3 -3 Restar tres unidades El nimero
negativo -3
3,4,/ y Repartir tres entre cuatro, El nUmero
4 tomar 3 partes de un todo racional tres
dividido en cuatro partes cuartos
iguales,...
X,+ Y X, +, Y Afadir, unir, sumar dos Un nimero,
cantidades sumadexey.

En este contexto, Gray y Tall (1994) y Tall et al. (2001) clarifican la diferencia entre
proceso y procedimiento. El término proceso se usa en un sentido general, en el sentido
de un proceso cognitivo 0 matematico (o ambos), como en el proceso de adicion, de
multiplicacién, o el proceso de resolver una ecuacion. En cambio un procedimiento se
usa en el sentido de Davis (1983, p. 257) para referirse a un algoritmo especifico para la

implementacién de un proceso, el cual estd constituido por una secuencia especifica de
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pasos que se llevan a cabo uno a uno. Por ejemplo, el contar todo o contar desde uno de

los nimeros dados son procedimientos para llevar a cabo el proceso de adicion.

Molina (2009) utiliza la distincion entre las concepciones estructural y procedimental en
el contexto de actividades transformacionales con expresiones aritméticas y algebraicas
para destacar la existencia de dos tipos de estrategias matematicamente correctas. En
este contexto, si se emplea un procedimiento estandar aprendido, sin atender a las
caracteristicas particulares de las expresiones con las que se estaba trabajando, la autora
indica que se ha seguido un enfoque procedimental. En cambio, si se presta atencién a
las caracteristicas particulares de las expresiones, es decir a su estructura, y ésta se
utiliza para abordar la resolucion de la actividad propuesta, indica que se ha utilizado un
enfoque estructural. El enfoque procedimental requiere del estudiante activar en su
mente procedimientos aprendidos tras haber identificado el area a la que pertenece el
problema. En cambio, el enfoque estructural, requiere atender a toda la expresion,

analizarla e identificar su estructura particular para construir la estrategia de resolucion.

Segn Tall y Thomas (1991) cuando los escolares no consiguen dar sentido a los
conceptos, encubren sus dificultades acudiendo a acciones rutinarias con el fin de
obtener respuestas correctas. En esta misma linea, a partir de los resultados de un
estudio empirico, Morris (1999) insiste en que es mas recomendable una ensefianza
centrada en los conceptos de estructura que una larga experimentacion procedimental
con expresiones algebraicas dado que la mayoria de los alumnos requiere un largo
periodo de tiempo para abstraer generalizaciones sobre la estructura de la aritmética y

del algebra que puedan ser aplicadas de unos contextos a otros.

3.5.1 Transicion de proceso a objeto: evolucion de los conceptos
matematicos
Son varias las teorias que se han propuesto para describir la transicién de proceso a

objeto en el pensamiento matematico, dandole diferentes denominaciones: reificacién
por Sfard (1991), encapsulacion por Dubinsky (1991), objetivacion por Dorfler (1991) y
entificacion por Gray y Tall (1994), entre otros. Uno de los primeros autores que abordo

esta tematica fue Davis (1984):

“Cuando un procedimiento estd siendo aprendido, primero uno experimenta
practicamente un paso cada vez, y los patrones generales y la continuidad y

el flujo de toda la actividad no se perciben. Pero a medida que el
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procedimiento se practica, el procedimiento en si mismo se convierte en una
entidad - se convierte en una cosa. Esto, en si, es una entrada o un objeto de

escrutinio” (p. 29; citado por Tall et al., 1999).

Los posteriores trabajos de Dubinsky (1986, 1991) y Sfard (1988, 1989, 1991) dieron

un impulso a la nocion de la transformacion de un proceso en un objeto.

Sfard (1991) parte de la observacion de la existencia de etapas historicas, en las que
conceptos como numero y funcidén han evolucionado desde su concepcién como
procesos u operaciones a su consideracion como objetos, para distinguir tres fases en el
desarrollo conceptual. Este modelo, esta respaldado por los resultados de varias
investigaciones. Las tres fases son denominadas interiorizacién, condensacion y
reificacion. En la primera de ellas, un estudiante se familiariza con los procesos que
eventualmente dardn lugar a un nuevo concepto (como contar, lo que lleva a los
numeros naturales, restar produce los negativos, o0 manipulaciones algebraicas que se
convierten en funciones). Poco a poco, el alumno se convierte en experto en llevar a
cabo estos procesos. Por ejemplo, en el caso de nUmeros negativos, llega un momento
en el que la persona es ya habil en la realizacion de sustracciones. En el caso de los
nameros complejos, es cuando el alumno adquiere alta competencia en el uso de raices
cuadradas. En el caso de la funcion, es cuando la idea de variable se aprende y la
capacidad de usar una formula para encontrar los valores de la variable “dependiente”

es adquirida (Sfard, 1991).

La fase de condensacion es un periodo en que largas secuencias de operaciones se
convierten en unidades mas manejables. En esta etapa un aprendiz se vuelve méas y méas
capaz de pensar sobre un determinado proceso como un todo, sin sentir la urgencia de
entrar en detalles. Este es el punto en el cual un concepto nuevo nace “oficialmente”.
Gracias a la condensacion, combinar el proceso con otros procesos, hacer
comparaciones, y generalizar es mucho mas facil. En el caso de los numeros negativos,
la condensacion puede ser evaluada a través de la capacidad del estudiante para llevar a
cabo tales manipulaciones aritméticas como sumar o multiplicar nimeros negativos y
positivos (Sfard, 1991).

La reificacion es definida como un cambio ontoldgico, una capacidad repentina para ver

algo familiar en una luz totalmente nueva. Asi, mientras la interiorizacion y la
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condensacion son cambios graduales, méas cuantitativos que cualitativos, la reificacion
es un instantaneo salto cualitativo: un proceso que se solidifica en objeto, en una
estructura estatica. Distintas representaciones del concepto se unifican semanticamente
en un constructo abstracto. En el caso de los nimeros negativos, es la capacidad del
alumno para tratarlos como un subconjunto del anillo de enteros (sin ser necesariamente
conscientes de la definicion formal de anillo) que puede ser visto como un signo de la
reificacion. Los numeros complejos puede considerarse como reificados cuando los
simbolos que los representan, por ejemplo 5+2i, se interpretan como nombres de

objetos, de elementos de un conjunto bien definidos (Sfard, 1991).

Sfard (2001) sefiala que reificar significa ser capaz de pensar y hablar acerca del
proceso, de las mismas maneras en que pensamos y hablamos de los objetos: como si
fuera una entidad permanente; la estructura interna que no tiene que ser recordada cada
vez que se trata con ello. La relacion entre nuestras acciones y nuestra habilidad para
“ver objetos matematicos” es, por tanto, reflexiva: las acciones se realizan sobre ciertos
objetos, pero extraer la estructura de esas acciones significa construir nuevos objetos, y

en consecuencia, nuevas acciones sobre estos nuevos objetos, y asi sucesivamente.

Partiendo de este modelo Sfard (1991) asegura que para la mayoria de las personas la
concepcidn operacional es el primer paso en la adquisicion de nuevos conocimientos
matematicos y enfatiza que la transicion desde una concepcion de “proceso’” hacia una

concepcion de “objeto” no se logra ni rdpidamente ni sin esfuerzo.

Dubinsky (1991) propone un desarrollo semejante en lo que se conoce como la teoria
APOE (APQOS en inglés), cuyo nombre atiende a las siglas de las palabras Acciones,
Procesos, Objetos y Esquemas. Esta teoria es resultado de la revision y ampliacion por

parte de Dubinsky de algunas de las ideas de Piaget (Dubinsky, 1996).

Segun Dubinsky, los objetos son procesos encapsulados, los cuales asi mismo son
acciones interiorizadas; y en algunos casos objetos, procesos y acciones se organizan
formando esquemas. Segun describe Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews y
Thomas (1996), el término acciones es entendido aqui como transformaciones de
objetos que son percibidos por el individuo como algo externo, mientras que los
procesos son construcciones internas que realizan la misma accion, pero que no estan

necesariamente dirigida por estimulos externos. Desde esta teoria: “Cuando un
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individuo piensa en operaciones aplicadas a un proceso particular, llega a ser consciente
del proceso en su totalidad, se da cuenta de que las transformaciones (ya sean acciones o
procesos) pueden actuar sobre el mismo (proceso), y es capaz de construir realmente

tales transformaciones, entonces esta pensando en este proceso como un objeto.”

(Asiala et al., 1996, p. 11).

Gray y Tall (1994) apoyan la distincién entre procesos y objetos, si bien no se
posicionan sobre el orden en que estas concepciones son desarrolladas por el sujeto,
coincidiendo asi con las observaciones de autores como Gilmore e Inglis (2008) aportan
evidencias que ponen en duda el orden de esta secuencia. Gray y Tall (1994) focalizan
su atencion en el simbolismo, introduciendo la idea de “procepto” que definimos en el

siguiente apartado.

3.5.2 Procepto
Gray y Tall (1994) y Tall et al. (1999) llaman la atencidn sobre el hecho de que objeto y

proceso comparten una misma representacion simbdlica, como se ha puesto de
manifiesto en los ejemplos de la Tabla 3.1. A raiz de esta observacion definen los

términos procepto elemental y procepto.

Un procepto elemental surge de la doble funcion del simbolo como proceso y concepto.
Es la amalgama de tres componentes: un objeto matematico, un proceso que produce
dicho objeto y un simbolo que representa a ambos. Esta definicion preliminar hace
referencia al uso de la simbologia para evocar cualquiera de los procesos 0 conceptos,
de manera que un simbolo como 2+3 puede ser visto para evocar o bien el proceso de
adicion de los dos numeros o el concepto de suma. Un procepto consiste en una
coleccién de proceptos elementales que corresponden al mismo objeto matematico. En
este sentido, se refieren por ejemplo al procepto 6 que incluye una coleccion de
representaciones tales como 3 +3, 4 + 2, 2 +4, 2x3, 8-2, etc., las cuales representan el

mismo objeto, aunque obtenido a través de diferentes procesos.

A partir de esta definicion, los autores citados caracterizan el pensamiento proceptual
como la capacidad de manipular flexiblemente el simbolismo como proceso o concepto,
y de intercambiar libremente diferentes simbolismos para el mismo objeto. Tall et al.
(2001) argumentan que los proceptos estan en la base de la capacidad humana para

manipular las ideas matematicas mediante simbolos, permiten que el cerebro cambie,
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con un esfuerzo minimo, de hacer un proceso a pensar en un objeto. Segun estos autores
los estudiantes méas exitosos son mas propensos a usar pensamiento proceptual para

reducir al minimo su trabajo en la ejecucion del algoritmo.

3.6 Aprendizaje del dlgebra

Focalizando nuestra atencion en la etapa educativa de Educacion Secundaria, asumimos
un conocimiento y extensa experiencia aritmética previa cuando los alumnos inician el
aprendizaje del algebra simbdlica. Utilizamos el término ‘“algebra simbolica” para
centrar nuestra atencion en el aprendizaje del algebra vinculado al uso y comprension
del simbolismo, prestando una menor atencion aqui a componentes del aprendizaje del
algebra tales como la generalizacion o el estudio de relaciones funcionales que pueden
comenzar a trabajarse en la educacion primaria sin necesidad de implicar este

simbolismo.

En la educacién secundaria el aprendizaje del algebra requiere de calculo simbdlico en
un modo y extension nunca antes visto por los estudiantes. Una de las principales
expectativas de aprendizaje para esta etapa es el desarrollo de competencia en la
manipulacion del simbolismo, apoyada en la comprensién de la estructura sintactica de
una expresion algebraica (Kirshner, 1989; Pomerantsev y Korosteleva, 2002;
Yerushalmy y Gafni, 1992) y de las reglas, propiedades y convenciones con respecto a
los nimeros y signos de operacién en las que se sustentan (Bell, 1995; Booth, 1988). El
dominio del simbolismo algebraico implica la conjugacion flexible de conocimiento

procedimental y conceptual (Hiebert y Lefevre, 1986).

Gray y Tall (1994) y Kieran (1991) describen el camino a recorrer por los estudiantes
como una evolucidn con una serie de ajustes proceso - objeto que deben hacer a fin de
comprender todo el aspecto estructural del algebra. Entre las adaptaciones que los
estudiantes deben hacer cuando comienzan el estudio de las expresiones algebraicas y
de ecuaciones es no limitarse a interpretar estas entidades como operaciones aritméticas
sobre algin numero sino que deben aprender a verlas como objetos en si mismos, sobre
los cuales se realizan otros procesos (operaciones). Las operaciones a realizar en estos
objetos no son solo sumas, restas, multiplicaciones o divisiones también se incluyen las
de simplificacion, factorizacién, racionalizacion del denominador, resolucion o

diferenciacion de ecuaciones, etc. (Kieran, 1992).
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Ademas de la capacidad de ver una expresién como un objeto y como un proceso, el
estudiante debe desarrollar un sentido de cual de ambas formas de ver una expresion es
mas adecuada en cada momento (Drijvers, Goddijn y Kind, 2011). En este sentido Tall
et al. (2001) argumentan que ser capaces de alternar flexiblemente entre una concepcién
estructural y procedimental del simbolismo permite hacer un uso mas eficiente de los
procesos cognitivos que en el caso en que se trabaja Unicamente con una vision

procedimental.

El algebra requiere del estudiante formalizar procedimientos por los que puede que
antes nunca se hubiera preocupado (Kieran y Filloy, 1989). De hecho, los estudiantes
que comienzan con el algebra no logran darse cuenta de que el procedimiento es a
menudo la respuesta. En el paso del aprendizaje de la aritmética al aprendizaje del
algebra, ha de realizarse una transicion desde lo que puede considerarse como un modo
informal de representacion y de resolver problemas, a uno formal. Se requiere un
cambio en el pensamiento del estudiante de las situaciones numéricas concretas a
proposiciones mas generales sobre nimeros y operaciones (Kieran y Filloy, 1989). En
esta misma linea, Cerulli y Mariotti (2001) sefialan como punto clave en el aprendizaje
del algebra que las propiedades de las operaciones tienen que convertirse en reglas de
transformacion, y para hacerlo deben asumir un doble sentido, estructural y operacional:
las propiedades son las relaciones bésicas de equivalencia y funcionan como
instrumentos para la manipulacion simbolica. Estos autores indican que dentro del
contexto numérico, las propiedades no juegan un papel operacional, simplemente
expresan la equivalencia de los procedimientos de calculo. En cambio, en el contexto
algebraico, las propiedades deben asumir un papel operativo y deben convertirse en

instrumentos para la transformacion de expresiones.

En relacion con el aprendizaje del simbolismo algebraico, otros autores llaman la
atencion sobre la importancia de saber dotarlo de significado y distinguen fuentes
posibles de significado en conexidn con las concepciones del algebra (Kieran, 2007). En
conexion con la concepcion del algebra como aritmética generalizada y como el estudio
de estructuras, la estructura algebraica y aritmética en si mismas actian como fuente de
significado. Otra importante fuente de significado es el contexto del problema o
situacion de partida, en relacion con las concepciones del algebra como resolucion de
problemas o el estudio de funciones. En este caso las letras y signos operacionales

tienen un significado externo al algebra relativo a una situacién o evento descrito en un
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problema (el cual puede referir a una situacion matematica). Centrando la atencion en
las representaciones que se ponen en juego en la actividad algebraica, lo que alude a la
concepcion del algebra como lenguaje algebraico pero no se reduce a la misma, se

distingue la traduccion entre representaciones como fuente de significado.

Si un sujeto no percibe los objetos abstractos que representan unas expresiones
algebraicas a menudo se torna en una seria desventaja. En ausencia de los elementos
que son necesarios para dar un significado mas profundo a las manipulaciones
simbolicas, las reglas del algebra son predestinadas para ser percibidas como arbitrarias
y sin razones, en estos casos la comprension del estudiante sélo puede ser

procedimental (Sfard y Linchevski, 1994).

Arcavi (2006) llama la atencion sobre la importancia de la capacidad de realizar una
transicion bidireccional, oportunista y flexible entre el uso de acciones desprovistas de
significado (como la aplicacién automatica de reglas y procedimientos) y la aplicacion
del sentido comin y la busqueda de significados, para ser competente en algebra. Como
ya hemos destacado previamente al hablar de las caracteristicas del simbolismo
algebraico: el comportamiento experto implica alternar entre la consideracion y omision
del significado de los simbolos, acudiendo al mismo a demanda, segun se considere
necesario (Drouhard y Teppo, 2004). En un trabajo previo, Arcavi (1994) insiste en que
el aprendizaje de algebra es una tarea muy compleja formada de muchos componentes:
varias formas de ver las variables, reconocer estructuras, interpretar el signo igual,
manejar mdaltiples representaciones, y aplicar el sentido simbdlico (ver siguiente

apartado).

En conexidn con las ideas de Pierce y Stacey (2001) destacan como componentes del
aprendizaje del algebra conocer y distinguir entre los posibles significados de los
simbolos (ej., pardmetros, variables), reconocer convenciones (ej., el orden de las
operaciones) y propiedades basicas, identificar estructuras (ej., reconocer factores
simples o compuestos, identificar grupos estratégicos de componentes) e identificar
caracteristicas clave (ej., identificar el término dominante, vincular la forma de una

ecuacion y el tipo de solucion de la misma).
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Rittle-Johnson y Alibali (1999) destacan el papel de la equivalencia matematica como

concepto fundamental tanto en aritmética y algebra, sefialando dentro del mismo tres

componentes:

El significado de dos cantidades son iguales,
El significado del signo igual como un simbolo de relacion y

La idea de que hay dos lados en una ecuacion.

Estas ideas son fundamentales para la resolucion de problemas matematicos. Sin

embargo, la comprension de los escolares sobre la equivalencia matematica, a menudo,

no es percibida hasta que se llega al aprendizaje del algebra.

Autores como Ursini y Trigueros (2004) y Bloedy-Vinner (2001) dirigen la atencién

hacia los significados de los pardametros en las expresiones algebraicas. Subrayan que

para poder trabajar correctamente con los pardmetros es necesario ser capaz de

distinguirlos de incognitas y variables. Ursini y Trigueros (2004) basadas en datos de su

investigacion, sefialan los siguientes casos presentados:

62

e Cuando un pardmetro es percibido como un numero general los
estudiantes necesitan ser capaces de: relacionar los parametros al
reconocimiento de patrones, 0 a la interpretacién de las reglas y métodos;
interpretarlo como la representacion de una entidad general e indeterminada que
puede asumir cualquier valor; deducir reglas generales y métodos generales
mediante la distincion de los aspectos invariantes de las variables de primer
orden; manipularlo; simbolizar lo que representa para las afirmaciones generales

de segundo orden, reglas o métodos.

e Cuando un parametro asume el papel de un valor desconocido es
necesario: reconocer que representa algo desconocido que se puede determinar;
interpretarlo como que representa valores especificos que se pueden determinar
considerando las restricciones dadas; determinar sus valores mediante la
realizacion de las requeridas operaciones algebraicas y/o aritméticas; sustituir
los valores requeridos para el parametro con el fin de hacer que la condicion

dada sea verdadera.
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e Cuando un parametro asume el papel de una variable relacionada a otra,
es necesario para el estudiante: reconocer la correspondencia entre las dos
variables en la expresion analitica; determinar sus valores en términos del valor
de la variable relacionada o determinar el valor de la variable relacionada en
términos del valor del parametro; reconocer la variacion conjunta del parametro
y la variable relacionada; determinar el intervalo de variacion del pardametro o de
la variable relacionada cuando el intervalo de variacion de la otra estd dado. Para
trabajar con éxito con parametros resulta necesario ser capaz de cambiar entre
los diferentes usos de la variable y dominar cada una de ellas con sus propias

caracteristicas (p. 362).

3.7 Sentido simbdlico

Arcavi (1994) introduce la nocion de sentido simbdlico, en paralelismo con la nocion de
sentido numérico, como guia para que la ensefianza de algebra simbdlica no se centre
unicamente en el aprendizaje de las transformaciones simbdlicas. Segun este autor, el
sentido simbolico deberia incluir, méas alla de la invocacion de simbolos y su uso, la
apreciacion de la elegancia, lo conciso, la comunicabilidad y el poder de los simbolos
para representar y probar relaciones de una forma que la aritmética no puede.

Indica que el sentido simbdlico es complejo y multifacético. Recurriendo al Diccionario
Enciclopédico Inglés Oxford, define el sentido simbolico como una répida y precisa
apreciacion, comprension, o instinto de los simbolos; el cual intenta caracterizar de

forma no exhaustiva con las siguientes definiciones (p. 31):

e Una comprension y una apreciacion estéetica del poder de los simbolos: la
comprension de como y cuando los simbolos pueden y deben ser utilizados con
el fin de mostrar relaciones, generalizaciones y pruebas o demostraciones que de

otra forma estan ocultos e invisibles.

e Una intuicion acerca de cuando abandonar los simbolos en favor de otros
enfoques con el fin de avanzar en un problema, o con el fin de encontrar una

solucion o representacion mas elegante, o mas facil.

e Una capacidad de manipular y de “leer” expresiones simbolicas como
dos aspectos complementarios de la resolucion de problemas algebraicos. Por un

lado, el desprendimiento de significado necesario para la manipulacion junto con
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una vision global de expresiones simbolicas hace del manejo del simbolo una
accion rapida y eficiente. Por otra parte, la lectura de las expresiones simbolicas
enfocadas en su significado puede afiadir capas de conexiones y razonabilidad

de los resultados.

e La conciencia de que uno puede disefiar con exito relaciones simbolicas
que expresen la informacion verbal o grafica necesaria para avanzar en un

problema, asi como la capacidad de disefiar esas expresiones.

e La capacidad de seleccionar una posible representacion simbolica de un
problema vy, si es necesario, hacer el esfuerzo de reconocer y atender la propia
insatisfaccion con la eleccion y ser creativo en la bldsqueda de una mejor

solucioén.

e La préactica de la constante necesidad de revisar los significados de
simbolos mientras se resuelve un problema, asi como comparar y contrastar los
significados con las propias intuiciones o con el resultado esperado de ese

problema.

e La deteccion de los diferentes roles de los simbolos que puede

desempefiar en diferentes contextos.

Arcavi argumenta que el sentido simbolico debe convertirse en parte de nosotros
mismos, listo para ser puesto en accion casi a nivel de un reflejo. Pero también, al igual
que cuando nuestros sentidos nos fallan tendemos a desarrollar sustitutos, nuestro

sentido simbdlico debe tender a desarrollar maneras de superar las “fallas”.

Este autor sefiala que el sentido simbdlico esta en el corazon de lo que significa ser
competente en algebra, y la ensefianza del algebra debe orientarse hacia este constructo.
Por lo tanto, sugiere que la primera implicacion para la ensefianza, es que las
manipulaciones simbolicas deben ser ensefiadas en contextos ricos que proporcionen
oportunidades para aprender cuando y cémo utilizar estas manipulaciones. Sefiala que
aunque se pretenda un curriculo con nuevos problemas y tareas, éste en si mismo no va
a incorporar el sentido simbolico. Que no importa cuan interesante o innovadora pueda
parecer una tarea, serd la actividad de los estudiantes que son llevados a participar, lo
que determinara si ellos admiten la construccion del sentido simbolico. Sugiere que una

implicacion educacional para fomentar el desarrollo del sentido simbolico es
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proporcionar oportunidades a los estudiantes para hacer conexiones o para ver a los
demas haciéndolas. De esta forma, actividades como los didlogos y practicas en el aula
deben legitimar y estimular preguntas en general tales como ;qué ocurre si...? y en

especial con respecto al papel de los simbolos y sus reglas.

3.8 Ensenanza del dlgebra

Existe una gran insatisfaccion con la tradicional ensefianza del algebra, tras afios de
intensa formacion aritmética. Autores como Booth (1999), Kaput (2000), Kieran (1992,
2007) y Castro (2012) llaman la atencién sobre la ausencia de significado en el
aprendizaje algebraico adquirido por los estudiantes y el gran nimero de estudiantes que
obtienen bajos rendimientos en esta rama de la matematica y que es causa de que en
muchos casos dejen de estudiar matematicas. Las evaluaciones internacionales
corroboran que la forma tradicional de introducir el algebra no es eficaz en el desarrollo
de las habilidades de los alumnos para reconocer y usar la estructura matematica
(Kieran, 2007). Los autores aqui citados responsabilizan en gran medida al tipo de
ensefianza, basada en la memorizacion de reglas, de las dificultades que manifiestan los
alumnos, muchas de las cuales persisten en niveles universitarios (Ursini, Escarefio,

Montes y Trigueros, 2008).

La introduccién tradicional del algebra va enfocada al aspecto sintactico, asumiéndose
que los estudiantes disponen de conocimiento de las relaciones matemaéticas y la
estructura de las operaciones a partir de su aprendizaje de la aritmética (Kieran, 1992).
Se empieza por ensefiar la sintaxis algebraica, destacando sus aspectos manipulativos vy,
al final, se resuelven problemas aplicando dicho contenido sintactico-algebraico (Butto
y Rojano, 2010).

Con este enfoque, muchos estudiantes no logran dar significados a la materia de acuerdo
con el estandar de significados matematicos (MacGregor y Stacey, 1993). Esto puede
empeorar con estrategias que pueden parecer ayuda en un momento, pero que a corto
plazo no son adecuadas o se olvidan. Por ejemplo, sefialan que el tema sigue siendo
ampliamente introducido por una técnica que se llama “ensalada de frutas de algebra”
en la que las letras representan objetos, como un 3a+2b siendo interpretada como 3
manzanas mas 2 platanos. Esto puede dar éxito en un momento, tales como la adicion
de un 3a+2b mas 4a+3b para obtener 7a+5b imaginando manzanas y bananas

juntas. Tal imagen pronto deja de ser util cuando se llega a utilizar expresiones como
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3ab, donde ya no se le puede llamar “tres manzanas y platanos”. Asi mismo, Thomas y
Tall (2001) llaman la atencién sobre la ausencia de utilidad de un aprendizaje
procedimental del algebra: puede ayudar a los estudiantes para aprobar los exdmenes de

algebra, pero no puede prepararlos para futuros desarrollos.

Butto y Rojano (2010) critican que en la ensefianza tradicional se introduce al estudiante
en un simbolismo desprovisto de significado y de sentido; se ignora que viene de
trabajar con la aritmética, donde los simbolos se relacionan con diversas fuentes de
significado y los contextos de los problemas determinan en buena medida la manera de
resolverlos. A este respecto, los estudios de Filloy (1991 y 1993) y Filloy y Rojano
(1991) sobre la transicion de la aritmética al &lgebra evidencian problemas de

traduccion del lenguaje natural al algebra y viceversa.

Tall y Thomas (1991) plantean la hipotesis de que tan pronto como los estudiantes son
incapaces de dar sentido a los conceptos, esconden sus dificultades recurriendo a
actividades de rutina para obtener las respuestas correctas y obtener la aprobacién. Los
estudiantes se esmeran en aprender el “truco” para subsistir académicamente. Todo ello
les conduce a desarrollar en el algebra un conjunto de actividades desconectadas que se
vuelven mas y mas dificiles de coordinar, incluso en un nivel puramente mecanicista.
Sefiala que la fase inicial de la asignatura, aquello que da sentido al concepto de
variables y la basqueda de formas de superar los obstaculos cognitivos, es fundamental

para sentar las bases para el pensamiento algebraico significativo.

Se distinguen dos enfoques en la iniciacion al pensamiento algebraico, el primero desde
pre-algebra y el segundo desde el algebra temprana (Butto y Rojano, 2010; Molina,
2006). El primero corresponde a intervenciones de tipo transicional que buscan
aminorar las dificultades de los alumnos en el aprendizaje del algebra y tratan
cuidadosamente de redefinir o aumentar el sentido de los simbolos que se utilizan en las
expresiones algebraicas. El segundo reconoce lo anterior pero propone intervenciones
previas a la transicion; en este grupo destacan, entre otros, los trabajos de Carraher,
Shliemann y Brizuela (2003), los cuales explican el origen de las dificultades en
términos de la instruccion escolar. Estos autores afirman que, en primaria, se ha
ensefiado la aritmética por lo general sin establecer vinculos con otros temas

matematicos del curriculo y aseguran que la aritmética tiene un caracter inherentemente
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algebraico y puede ser vista como parte del algebra, en lugar de ser vista como un

dominio claramente distinto del algebra.

3.9 Transicién de la aritmética al dlgebra

Variados autores han analizado y comparado la naturaleza de la aritmética y el algebra y
de su ensefianza para comprender su complejidad y extraer conclusiones que ayuden a
hacer més eficiente su ensefianza (Molina, 2012). Se reconocen importantes diferencias
entre ambas subareas que son resaltadas por los investigadores para su consideracion en
la ensefianza. Una de estas diferencias radica en el objetivo general de la misma el cual
en el caso de la aritmética se reduce a encontrar la solucion numérica (Kieran, 1989)
mientras que en el algebra es mucho més amplio al implicar la generalizacion y
simbolizacion en relacion con patrones, relaciones funcionales y métodos de resolucion

de problemas.

Molina (2006) y Kieran (2006), a partir de la consulta de estudios previos, destacan

ademas las siguientes diferencias:

e En la aritmética se manipulan nimeros fijos y se razona con cantidades
conocidas, mientras que en el algebra pueden ser variables o cantidades
desconocidas.

e En la aritmética los simbolos corresponden a etiquetas o abreviaturas de un
objeto mientras que en el Aalgebra representan variables, incégnitas o
parametros.

e En la aritmética predomina un significado operacional del signo igual
(anunciando un resultado) mientras que en el algebra se asume un significado
relacional de este signo para representar equivalencia.

e Los problemas aritméticos son de tipo lineal con una incdgnita mientras que los
algebraicos pueden ser de grados superiores e implicar multiples incognitas.

e En el algebra se aceptan expresiones no cerradas como representaciones

apropiadas de resultados de operaciones.

Varios autores, entre ellos Sfard (1991), Sfard y Linchevski (1994), Gray y Tall (1994)
y Kieran (1991) utilizan la dualidad proceso-objeto para explicar la transicion de la
aritmética al algebra. Segun estos autores, una de las grandes diferencias entre estas sub

areas de las matematicas es que en la primera de ellas las expresiones simbolicas (en
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este caso numéricas) son interpretadas como procesos; mientras que en la segunda, han

de ser interpretadas como procesos y como objetos.

Kieran (1990) y Banerjee (2011), a partir de resultados de estudios previos que
identifican discontinuidades en el paso entre ambas sub-aéreas de las matematicas,
afiaden el cambio de significado de algunos simbolos y signos operacionales, la
necesidad de operar con incognitas, la consideracion bidireccional de las expresiones vy,
en relacion con la resolucion de problemas, la introduccion de la representacion formal
de los métodos que se utilizan (los cuales habitualmente no se hacen explicitos cuando
se trata de problemas aritméticos) y el requisito de representar las operaciones que se

describen en una situacion-problema en vez de las que permiten resolverlo, entre otros.

Se argumenta que el énfasis en “encontrar la respuesta” habitual en la ensefanza de la
aritmética hace que los estudiantes consigan desenvolverse con procesos intuitivos e
informales o con una comprension inadecuada o pobre de la aritmética, evitando el uso
y reconocimiento de la estructura el cual es esencial en el aprendizaje del algebra
(Banerjee, 2011; Kieran, 1989).

Estas diferencias son sefialadas como fuente de dificultades en la transicion de la
aritmética al algebra al no ser objeto de atencidn en la ensefianza (ej., Butto y Rojano,
2010). En particular Pomerantsev y Korosteleva (2002) argumentan que para la
transicion exitosa de la aritmética al algebra, los estudiantes deben tener una base en la
escuela elemental que los prepare para concebir una expresion aritmética dada como
objeto matematico, asi como un proceso operativo. Se espera que los estudiantes que
entienden este concepto en los grados elementales se acerquen al algebra con maés

confianza y la lleven a cabo con més éxito.

Malara y laderosa (1999) indican al respecto que muchos estudios muestran que las
dificultades en el abordaje del algebra son a menudo causadas por una ensefianza de la
aritmética centrada en los resultados de los procesos de calculo mas que en sus aspectos
relacionales y/o estructurales. Este cambio de proceso a objeto no esta suficientemente
subrayado en la ensefianza y produce en los alumnos una gran confusion y muchas
veces les hace aceptar pasivamente las reglas y técnicas de calculo formal sin control
alguno sobre el significado transmitido por estas reglas o de las propiedades en las que

éstas técnicas estan basadas. Por su parte Subramaniam y Banerjee (2004) explican que
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la transicion al algebra requiere que los alumnos comprendan el significado del triple
enlace de expresiones aritméticas: proceso, producto y relacion. El significado
relacional de una expresion se pone de manifiesto cuando se dice que 12 + 7 denota un
numero que es ‘siete mas doce’ (o, alternativamente, doce mas siete). Asi, 12+ 7 y 10
+ 9 denotan el mismo ndmero pero expresan relaciones diferentes. En algebra, el
significado relacional se generaliza con el concepto de una funcion. Desde un punto de
vista pedagdgico, el aspecto relacional es intuitivamente significativo para los
estudiantes y puede servir como una introduccion a la estructura de las expresiones

aritméticas.

Sefialan que una expresion aritmética como 3 + 2 es correctamente interpretada como
una invitacion para calcular la respuesta 5, mientras que la expresion algebraica
3+2ano se puede calcular hasta que el valor de ‘@’ es conocido. Esta expectativa
incumplida y errénea que se conoce como “respuesta esperada”, viene producido por
una dificultad relacionada denominada obstaculo “la falta de cierre”, en el que el
estudiantes experimenta disconformidad al hacer frente a una expresion algebraica que
representa un proceso que €l no puede llevar a cabo. Estos autores enuncian que otro
dilema estrechamente relacionado es el “obstaculo proceso-producto”, causada por el
hecho de que una expresion algebraica como 2+ 3a representa tanto el proceso por el

cual se lleva a cabo el calculo y también el producto de ese proceso. Para un escolar que

solo piensa en términos de proceso, las expresiones 3(a+b) y 3a+3b (incluso

conociendo la propiedad) son muy diferentes, la primera requiere la adicion de ay b
antes que multiplicar el resultado obtenido por 3, pero la segunda requiere que ay b
deben ser multiplicados por 3 y luego sumar los resultados. Cuando a un escolar se le
hace ver gque las dos expresiones son esencialmente las mismas, se indica que es porque
dan el mismo producto. Debe comprender también que la expresién 3a+6 representa el
producto implicito un nimero multiplicado por 3 y a continuacion se le agrega 6 al
resultado. Esto requiere la encapsulacion del proceso como un objeto para que uno
pueda hablar de ello sin la necesidad de llevar a cabo el proceso con determinados
valores de la variable. Para hacer frente a las dificultades que el proceso conlleva, la
ensefianza tradicional tiende a enfatizar el calculo y la manipulacion de expresiones
algebraicas - ensefiar a los escolares las reglas del algebra para que desarrollen la
capacidad de manipulacién es necesaria. Hacer multiplicacién antes de la adicion,

calcular las expresiones entre paréntesis primeramente, reagrupar términos semejantes,
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anadir “una misma cosa” a ambos lados, si cambia de lado, cambia de signo para
dividir, invertir 'y multiplicar, etc. Sefialan que es de esperar que una vez que los
escolares son capaces de llevar a cabo las reglas de forma sistematica, a continuacion, le
sigue la comprension. Pero sostienen que esto es una esperanza vana. Cuando el
algebra se ensefia como una actividad esencialmente manipuladora, siguiendo una
secuencia de reglas mecénicas, es de esperar que prevalezca una pobre comprension del

sujeto.

Kieran (1992) indica que el reto en el salon de clases es, no s6lo trabajar en la
construccion de la conexién en el sentido aritmética hacia algebra, sino también
mantener viva la conexion algebra hacia aritmética, es decir, desarrollar la habilidad de
ir y venir entre los dos niveles de concepcion y de ver las ventajas de ser capaz de

escoger una perspectiva u otra, dependiendo del problema que se tenga que resolver.

Subramaniam y Banerjee (2004) expresan el reconocimiento de que la comprension de
los estudiantes de la aritmética y las expresiones algebraicas estan interconectadas. Se
basan para esto en ideas que recogen de Linchevski y Livneh (1999), de que los
estudiantes que cometen errores en la manipulaciéon de expresiones algebraicas repiten

algunos de los errores cuando se trata de expresiones aritméticas.

SEGUNDA PARTE

3.10 Conocimiento conceptual y procedimental: definicion e
interacciones

Desde la psicologia y la educacion matematica, entre otras disciplinas, se han realizado
esfuerzos por caracterizar dos componentes destacados del conocimiento, conocimiento
conceptual y conocimiento procedimental (Hiebert y Lefebre, 1986), y por analizar la
relacion existente entre ambos tanto a nivel de definiciébn como en lo que respecta a su
adquisicion por el sujeto (Rico, 1995). En este apartado recogemos algunas de estas
definiciones, reconociendo a priori la dificultad de definir ambos términos, y

sintetizamos algunas de las argumentaciones mas destacadas relativas a la interaccion.
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Distincion entre conocimiento conceptual y procedimental

Segun Hiebert y Lefevre (1986) el conocimiento conceptual es generalmente visto como
un conocimiento genérico y abstracto de los principios basicos y sus interrelaciones en
un dominio. Se supone que se almacenan mentalmente en alguna forma de
representacion relacional, por ejemplo, esquemas 0 redes semanticas que permiten su
transformacion flexible a través de procesos de inferencia y elaboracion. De forma
anéloga Carpenter (1986) sefiala que este conocimiento implica una amplia red de
relaciones entre piezas de informacion, que permite la flexibilidad para acceder y
utilizar la informacién. Una unidad de conocimiento conceptual no sera nunca una pieza

de informacion aislada sino que ha de estar en relacion con otras piezas de informacion.

Rittle-Johnson y Alibali (1999) definen el conocimiento conceptual como comprension
explicita o implicita de los principios que rigen un dominio y de las interrelaciones entre
las piezas del conocimiento de un dominio. Por su parte Kilpatrick et al. (2001) indican

que se trata de un conocimiento integrado y funcional de las ideas matematicas.

Haapasalo y Kadijevich (2000) sefialan que el conocimiento conceptual denota una
conexidén habil a lo largo de determinadas redes, de aquellos elementos que componen
el conocimiento matematico, que pueden ser conceptos, reglas, algoritmos,

procedimientos, etc., e incluso problemas dados en diferentes formas representativas.

Por otra parte, el conocimiento procedimental es considerado como conocimiento de los
procedimientos a ejecutar paso a paso en una secuencia especifica (Carpenter, 1986), en
otras palabras, como secuencias de accion para la solucion de problemas (Rittle-Johnson
y Alibali, 1999). Hiebert y Lefevre (1986) distinguen dos partes diferentes dentro de
este tipo de conocimiento. Una parte se compone del lenguaje formal, o sistema de
representacion simbdlica de las matematicas, a veces denominado como la forma de las
matematicas. Esta parte incluye una familiaridad con los simbolos utilizados para
representar ideas matematicas y una conciencia de las reglas sintacticas para escribir
simbolos de una forma aceptable, sin requerir conocimiento de su significado. La otra
parte consta de reglas, algoritmos y procedimientos empleados para resolver tareas
matematicas. Gran parte de los procedimientos guian la manipulacion de simbolos,
aungue el conocimiento procedimental también incluye estrategias para resolver

problemas que no operan directamente sobre los simbolos. Este tipo de conocimiento, a
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diferencia del conocimiento conceptual, es pobre en relaciones: la relacion principal es

“después de”.

Rittle-Johnson y colaboradores (Rittle-Johnson, Siegler y Alibali, 2001; Rittle-Johnson
y Star, 2007) incluyen en este conocimiento, ademas de la capacidad de ejecutar
secuencias de accion para resolver los problemas, la capacidad de adaptacion de los
procedimientos conocidos para problemas nuevos. Autores como Anderson (1993),
Baroody (2003) y Rittle-Johnson et al. (2001) indican que este tipo de conocimiento se
considera generalmente como el conocimiento de las operaciones y de las condiciones

en las cuales pueden ser aplicadas para alcanzar ciertos objetivos.

Haapasalo y Kadijevich (2000) distinguen que el conocimiento procedimental denota la
utilizacion dindmica y exitosa de normas especiales, algoritmos o procedimientos de
representacion en forma pertinente, que usualmente requieren, no sélo el conocimiento
de los objetos que se utilizan, sino también el conocimiento del formato y la sintaxis

para el sistema de representacién mediante el cual se expresan.

Autores como Skemp (1976), y mas recientemente Kadijevich y Haapasalo (2001),
contrastan ambos tipos de conocimiento sefialando que el conocimiento procedimental
(instrumental en términos de Skemp) es esencial cuando estamos manipulando
expresiones sin pensar en su significado, de forma en parte automatica e inconsciente, y
el conocimiento conceptual (relacional en términos de Skemp) entra en juego cuando
necesitamos recurrir a qué significan esas expresiones para tomar decisiones o para

interpretar un resultado obtenido, requiriendo un pensamiento consciente.

Los psicdlogos cognitivos utilizan el término ‘“conocimiento declarativo”, para
contrastarlo con el conocimiento procedimental, y lo definen como el conocimiento de
hechos (McCormick, 1997). En relacion a este tipo de conocimiento McCormick sefiala
que mientras que el conocimiento conceptual pone el foco en las relaciones el
conocimiento declarativo puede ser una coleccién de hechos no relacionados. Ademas
el conocimiento declarativo corresponde a un conocimiento inerte mientras que el

conocimiento conceptual puede ser parte de un proceso activo.
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3.10.1 Interaccion entre el Conocimiento conceptual y el
procedimental

Desde hace ya varias décadas investigadores interesados en la cognicion matematica
(ej., Hiebert y Wearne, 1986; Rittle-Johnson y Siegler, 1998) han intentado entender
cémo los escolares usan su conocimiento conceptual y procedimental para responder a
preguntas de matematicas, partiendo de la consideracién de que no pueden ser
totalmente competentes en matematicas si son deficientes en alguno de estos dos tipos
de conocimiento o si han adquirido ambos pero los mantienen como entidades
separadas. Esta linea de indagacion ha encontrado obstaculos destacados debido a la
compleja relacion existente entre los dos tipos de conocimiento mencionados y la
dificultad de medir directamente el conocimiento conceptual, el cual suele inferirse a
través de la observacion de los procedimientos especificos para los que
presumiblemente es un requisito previo (Carpenter, 1986). Los principales avances en
conocimiento conceptual son dificiles de identificar, y los conceptos parecen ser
aplicados en dominios locales antes de que sean ampliamente generalizados.

Las interacciones entre el conocimiento conceptual y procedimental influyen en el
desarrollo de habilidades matematicas. Hiebert y y Lefevre (1986) reconocen multiples
interacciones entre ambos tipos de conocimiento. Indican que dado que los escolares
con rico conocimiento conceptual seran mas flexibles en su eleccién de procedimientos
para resolver problemas ya que la flexibilidad parece estar basada en alguna
comprension de relaciones, la pregunta que se hacen es ¢cémo los procedimientos estan
enlazados con el conocimiento conceptual para hacer posible esta flexibilidad? El
conocimiento conceptual por si solo no es suficiente para dar cuenta de los avances en

el conocimiento procedimental.

Sin embargo, después de décadas de investigacion, estas interrelaciones son aln objeto
de debate, y los resultados empiricos no son concluyentes. Los autores sefialan un
origen de estos problemas: los diferentes tipos de conocimientos y habilidades aparecen
entrelazados en la conducta, por lo que es dificil medirlos validamente y de manera

independiente el uno del otro (Schneider y Stern, 2010).

Algunas de las investigaciones realizadas concluyen que los nifios adquieren el
conocimiento conceptual antes que el conocimiento procedimental, otras sugieren que el

desarrollo de ambos conocimientos se produce en orden inverso, y otras en cambio que
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la adquisicidén de ambos conocimientos se produce de forma conjunta (Hallett, Nunes y
Bryant, 2010). Este ultimo es el caso de Rittle-Johnson y colaboradores (Rittle-Johnson
y Alibali, 1999; Rittle-Johnson, Siegler, y Alibali, 2001; Rittle-Johnson y Siegler,
1998), quienes han argumentado que el conocimiento conceptual y procedimental
continuamente y de manera progresiva, se estimulan mutuamente, sin que ninguno

necesariamente preceda al otro.

Sfard (2001) coincide en estas argumentaciones expresando que, en el proceso de
aprendizaje, el sentido de la comprension de un concepto y la habilidad para aplicarlo
son como dos piernas que hacen posible moverse, gracias a que nunca estan

exactamente en el mismo lugar.

3.11 Sentido

Un aspecto relevante en la construccion del conocimiento es que éste se realice con
sentido. Peltier (2003) considera la necesidad de impregnar de sentido el conocimiento
como un slogan de la pedagogia vigente durante las Gltimas décadas. Dicho slogan tiene
su apoyo en la idea de que un conocimiento no puede ser funcional sino en la medida en
que es portador de sentido para quien lo posee. De manera breve se podria decir que un
conocimiento es portador de sentido para un sujeto si este Ultimo es capaz de identificar
un campo de aplicacion de este conocimiento. Esta concepcion pedagogica del
aprendizaje ha dado lugar a que se tengan en cuenta en la ensefianza y en la
investigacién constructos como sentido numeérico (Castro, 2008; Sowder, 1988), sentido
operacional (Slavit, 1995, 1999), sentido simbdlico (Arcavi, 1994), sentido estructural o
de estructura (Hoch, 2003; Hoch y Dreyfus, 2004, 2005, 2006; Linchevski y Livneh,
1999; Novotn4, Stehlikova y Hoch, 2006, Novotna y Hoch, 2008), entre otros. Siendo el
término sentido numérico el que esta mas consolidado en la literatura de Educacion

Matematica.

En todos estos casos se considera a los alumnos como pensadores, como personas
capaces de comprender los dominios matematicos. Son términos asociados a una vision
de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas centrada en promover la comprension

de las matematicas (Molina, 2006).

Cuando Peltier (2003) plantea su reflexion sobre la idea de sentido lo hace desde tres

puntos de vista: filosofico, psicologico y didactico, nos detenemos en los dos ultimos.
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Para el punto de vista psicoldgico se centra en Vergnaud (1990), en su teoria sobre
significados y significantes. Segun Vergnaud, el sentido es una relacion del sujeto con
las situaciones y con los significantes. El sentido de una situacion lo constituyen los
esquemas evocados en el sujeto individual por una situacién o por un significante.
Vergnaud define esquema como una totalidad organizada que permite generar una clase
de conductas diferentes en funcion de las caracteristicas particulares de cada una de las
situaciones de la clase a la cual se dirige. En cuanto a dar sentido a los conceptos
matematicos, Vergnaud, sostiene que son las situaciones las que dan sentido a los
conceptos matematicos. No quiere decir que el sentido esté en las situaciones mismas,
ni en las palabras, ni en los simbolos matematicos, sino en las relaciones que el
individuo establece con los mismos, y el significado que les atribuye. Se dice que una
representacion simbolica, una palabra o un enunciado matematico tiene sentido, o varios
sentidos, o0 ningun sentido para tales o cuales individuos. Por ejemplo, el sentido de la
adicién para un sujeto individual es el conjunto de esquemas que puede poner en juego
para tratar las situaciones a las cuales el sujeto se enfrenta y que implican la idea de
adicion. Es también el conjunto de esquemas que puede poner en juego para operar
sobre los simbolos numéricos, algebraicos, graficos y linglisticos que representa la

adicion.

Para el punto de vista didactico Peltier toma las teorias de Brousseau (1986) quien
considera que el sentido de un conocimiento estd sostenido por tres conjuntos: un
conjunto de situaciones en las que el conocimiento emerge como teoria matematica
(semantica); un conjunto de problemas a lo que el conocimiento da solucion
(pragmatica) y un tercer conjunto el de las concepciones (historia personal y colectiva).
Peltier concluye que so6lo se puede estar seguro de que un estudiante dispone de un
concepto matematico con sentido cuando es capaz de movilizarlo, sin ayuda, en
situaciones complejas en las que entra en juego el concepto y los diferentes teoremas en
accion asociados. Esto requiere que el estudiante haya tenido la necesidad de actuar bajo
su propia responsabilidad, con suficiente frecuencia, sobre un tipo concreto de tareas
relacionadas con un concepto y haya tenido que plantearse preguntas fundamentales en

relacién con el significado del concepto.

Por ultimo, el autor sefiala que la creacidén de sentido en las matematicas y con las
matematicas es el objetivo en general para la educacion matematica, tal como se refleja

en el espiritu de los estandares de NCTM. Esto implica la significacion de todas las
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actividades en las que uno se involucra, la capacitacion que proporciona para entender y
manipular las situaciones, y la utilidad de las herramientas matematicas para avanzar en

las matematicas y mas alla de las matematicas.

3.12 Flexibilidad

El concepto flexibilidad se encuentra relacionado con el constructo sentido estructural
asi como con el sentido numérico (Castro, 2008). En el trabajo de Zaldivar, Sosa y
Lépez (2005) se llega a una definicion de flexibilidad partiendo de la definicion de una
cualidad contraria, la rigidez de pensamiento. La palabra rigidez proviene de la palabra
latina rigidus que significa yerto, entumecido, estancado. Ante esto, recogen
definiciones sugeridas por Petrovsky (1988), quien sefiala que “rigidez del pensamiento
es una forma fijada de conducta que se expresa en la repeticion persistente y
espontanea, o continuacion, de determinado acto de conducta” (p. 37) (a menudo en las
situaciones que requieren objetivamente la interrupcidn o variacion de dicha conducta).
Lo mas significativo de la anterior definicion de rigidez est4 en reconocer que ésta s6lo
podré considerarse como una cualidad del pensamiento cuando se ofrezca resistencia a
un cambio que se hace necesario objetiva o subjetivamente. O sea, ser rigido no es
mantener posturas estables frente a situaciones que lo ameriten, sino, mantenerlas

cuando lo gue se impone o desea es la variacion, el cambio.

Lo mismo debe aplicarse a la flexibilidad. Ser flexible no es cambiar por cambiar el
camino, el método, la via, la forma de actuar, etcétera, cuando no es conveniente por
condicion externa, sino, hacerlo cuando resulta necesario o cuando resulta del proceso
de desarrollo consciente; nivel que se alcanza cuando el alumno determina explorar
todas las vias posibles porque resulta productivo para su desarrollo personal. Estos
autores indican que la manifestacion de la flexibilidad del pensamiento debe darse en
tres etapas 0 momentos: en la planeacién de la solucion de una tarea, en el proceso de

solucion de la misma 'y, por ultimo, en el analisis del resultado obtenido.

Estos autores definen la flexibilidad del pensamiento como, “la particularidad del
proceso del pensamiento que posibilita el empleo de los recursos cognitivos en la
busqueda de alternativas para la planeacion, ejecucion y control de la actividad

cognoscitiva y su resultado” (p.3).
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Esta cualidad del pensamiento se puede promover a través del ordenamiento y
reordenamiento de los conocimientos en atencion a diferentes puntos de vista (Ballester,
1999).

Desde la educacion matematica diversos autores han dirigido su atencion hacia la
flexibilidad. Carpenter (1986) aborda este concepto en el contexto de la resolucion de
problemas. Manifiesta que el desarrollo a niveles més avanzados de resolucion de
problemas se caracteriza por un incremento en flexibilidad. Este aumento de la
flexibilidad es posible gracias a una base conceptual cada vez maés rica, con los
procedimientos mas eficaces, asi como el mantenimiento de los vinculos entre ellos. La
flexibilidad se manifiesta en la eleccion de los procedimientos para la resolucion de
problemas y en la naturaleza de las estrategias elegidas. Los escolares dotados de
flexibilidad pueden utilizar una variedad de procedimientos para resolver el mismo
problema y puede resolver los problemas que no pueden ser facilmente modelados. La
clave para la flexibilidad en elegir diferentes procedimientos para resolver problemas
parece descansar en una comprension de relaciones entre diferentes tipos de problemas.

La flexibilidad incorpora el conocimiento de multiples maneras de resolver problemas y
cuando usarlas (Kilpatrick et al., 2001; Star, 2005, 2007) y es un componente
importante de la competencia matemaética (Beishuizen, Van Putten y Mulken van, 1997;
Blote, Van der Burg y Klein, 2001; Dowker, 1992; Star y Seifert, 2006). Esta
flexibilidad se desarrolla de forma gradual conforme el estudiante desarrolla su

comprension (Sfard y Linchevski, 1994).

En el contexto del trabajo con expresiones algebraicas Tall et al. (2001) sefialan que un
estudiante que ha entendido codmo manipular expresiones como conceptos mentales,
puede poseer una variedad de métodos y elegir el méas eficiente para adaptarse a una
situacion dada. En este sentido el simbolismo es muy util dada su doble interpretacion,
como proceso Yy objeto, que permite ir mas alla y pensar en los simbolos como

conceptos mentales que se pueden manipular.

3.13 Estructura
De acuerdo con los tedricos, comprender puede interpretarse como ser capaz de percibir
orden y estructura (Sfard, 2001). En esta linea Zorn (2002) afirma que una comprension

profunda de las matematicas basicas significa disponer de habilidad para detectar,
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reconocer y explorar la estructura, asi como para establecer conexiones utiles entre
estructuras diferentes. Sfard (2001) afirma que si ver la estructura es util en cualquier
dominio del conocimiento, en matematicas puede ser la esencia misma del aprendizaje.
Aprender matematicas implica ver estructuras en varios niveles diferentes: primero, las
estructuras que se pueden extraer directamente de cosas concretas y acciones y que
constituyen los conceptos matematicos basicos (ejemplo, los nimeros naturales, formas
geométricas simples), luego las estructuras obtenidas a través de investigacion de

relaciones entre estas estructuras matematicas fundamentales, y asi sucesivamente.

Por su parte Mulligan, Vale y Stephens (2009) y Mulligan y Mitchelmore (2009)
insisten en la importancia del conocimiento de la estructura matematica para la
competencia matematica, incluso en el caso de los nifios mas pequefios. Estos autores
argumentan que la estructura es esencial para el desarrollo de la representacion
matematica, la simbolizacion, la abstraccién y la generalizacion, tal y como ponen de
manifiesto las teorias que sostienen que la abstraccion es la base del aprendizaje de las
matematicas. Mulligan, Mitchelmore y Prescott (2005) sostienen incluso que el
rendimiento en matematicas en la escuela temprana esta estrechamente relacionado con
el desarrollo del nifio y de la percepcidn de estructuras matematicas. Arcavi (2003) y
Booth y Thomas (2000) también argumentan la existencia de una correlacion positiva

entre el reconocimiento de patrones y estructura y el rendimiento matematico.

Los diversos autores que aportan estas diversas consideraciones sobre la importancia y
el papel de la estructura, en muchos casos, no entran a definir qué entienden por este
término. En este sentido Mamona-Downs y Downs (2008) considera sorprendente el
que la nocion de estructura no se investigue méas en profundidad, dado la frecuencia con
la que se invoca. En el &mbito de la educacion matematica la palabra estructura permite
varios usos. Incluso para una misma persona este término tiene diferentes significados,
dependiendo del contexto en el que se utilice, y puede significar diferentes cosas para
diferentes personas. Desde un punto de vista amplio, se puede decir que el término
estructura se refiere a la forma en que una entidad se compone de partes, existiendo
conexiones o relaciones entre las partes que componen dicha entidad (Hoch y Dreyfus,
2004). Con este mismo significado y para un dmbito general se presenta la idea de
estructura cuando se hace una busqueda de este vocablo a traves de Internet: Estructura
(del latin structtira) es la disposicion y orden de las partes dentro de un todo. También

puede entenderse como un sistema de conceptos coherentes enlazados, cuyo objetivo es
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precisar la esencia del objeto de estudio. Asi mismo el diccionario de la Real Academia
Espafiola (2001) en su definicion de este termino, refiere a la a distribucion de las partes

de una cosa y a su orden.

El término estructura transmite en el lenguaje comudn la percepcion de un objeto total
junto con una aprehension de como se construye a partir de los componentes mas
basicos (Mamona-Downs y Downs, 2008). En el nivel més global, la estructura se
puede considerar como un tejido que contiene unido todo el conocimiento matematico.
En un contexto mas local, la palabra estructura se invoca en relacién con la
generalizacion y la abstraccion. Por ejemplo, Mason (1989, p.5) afirma que “la
abstraccion matematica esta intimamente relacionada con el sentido matematico de la

estructura”.

Como observan Mamona-Downs y Downs algunas veces la estructura se toma como
sinonimo de patron. Asi ocurre en el caso de Van Hiele (1986) quien dice “pero con la
palabra patron expresamos lo mismo que con la palabra estructura” (p.23). Sin embargo,
como sefialan estos autores la palabra patron tiene una connotacion de percepcion de
simetria, regularidad o iteracion que la estructura no necesariamente tiene o subraya. La
estructura es un medio para almacenar informacion de forma unificada. Por lo tanto, la
estructura se considera como una base de conocimientos, la estructura refleja como la
mente es capaz de organizar la informacion. Estas autores sustentan que estructura se

refiere a como las imagenes globales interactdan con el analisis local.

Castro, Rico y Romero (1997, p.362) por su parte definen la estructura como “un
conjunto de entes abstractos expresados simbolicamente, dotado de unas operaciones o
modos de componerlos y de unas relaciones mediante las que se comparan dichos
entes”. En este caso se asigna el vocablo estructura a un sistema compuesto por un
conjunto de objetos matematicos, alguna operacién u operaciones, asi como ciertas
propiedades y relaciones de y entre estos objetos y operaciones. Por ejemplo, la
estructura del conjunto de los nimeros naturales con la operacién suma que es de
semigrupo conmutativo, comprende los citados nimeros, junto a la operacion de sumay

ciertas propiedades, entre ellas la conmutativa.
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TERCERA PARTE

3.14 Estructura en dlgebra escolar

Investigadores como Kieran (1989), Morris (1999) y Warren (2001) han sefialado de
que el conocimiento de la estructura de la aritmética y el algebra se encuentra inmersa
en la realizacion de una variedad de tareas mateméticas como la interpretacion de
expresiones, el céalculo de valores de expresiones, el juzgar la equivalencia de
expresiones y realizar transformaciones que preserven la equivalencia (Chaiklin y
Lesgold, 1984). Este conocimiento de las estructuras incluye, por ejemplo, saber que un
operador solo se aplica al nimero dispuesto inmediatamente a su derecha, cuando no
hay paréntesis, 0 conocer que la expresion a + b + ¢ puede ser agrupada como (a + b) +
c 6 como a + (b + ¢) (Molina, 2006).

La capacidad para manipular simbolos algebraicos exitosamente requiere entender las
propiedades estructurales de las operaciones y relaciones matematicas que distinguen
las transformaciones permitidas de los que no lo son. Estas propiedades estructurales
constituyen los aspectos semanticos de algebra (Booth, 1989).

La experiencia previa de los estudiantes con la estructura de las matematicas, y
especialmente con la estructura de expresiones aritméticas, debe tener un efecto
importante en la capacidad de los alumnos en dar sentido al algebra. Kieran (1998)
sugiere la representacion de problemas verbales mediante ecuaciones, la resolucién de
sentencias numéricas, y la simplificacion y comparacion de expresiones aritméticas
complejas, como actividades que permiten trabajar un enfoque estructural de la

aritmética.

Trigueros y Ursini (2008) consideran que un uso flexible de variables es esencial para
resolver ecuaciones algebraicas complejas al observar que los estudiantes exitosos
atienden a la estructura y no inician la manipulacion de expresiones a ciegas. El proceso
de simplificacion de expresiones simples, puede, inicialmente ser realizado facilmente
por analogia a un proceso numérico. Sin embargo, para expresiones mas complejas, se
requiere que el estudiante sea capaz de desarrollar un sentido de las operaciones sobre
expresiones algebraicas, como objetos que tienen existencia propia. Las ecuaciones

algebraicas son representaciones estructurales que requieren una perspectiva no
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aritmética tanto en el uso del signo igual (=) como en la naturaleza de las operaciones

que se requieren (Kieran, 1992).

Kirshner (1989) sostiene que la capacidad para aprehender la estructura sintactica de

una expresion algebraica es fundamental para el rendimiento eficaz en algebra
elemental. Una factorizacion sencilla como 3x2—6=3~(x2—2) requiere que la
sustraccion sea reconocida como la operacion dominante (al precedente) de la expresion

inicial, que 3x* sea interpretada como 3-[x2] en lugar de [3x]2, que 6 sea interpretado

como el producto de 3(2) y asi sucesivamente. Kirshner presenta una tabla elaborada

por Schwartzman (1977) quien proporciond un sistema de niveles de operacién que
facilita la descripcion de la convencion sintactica (ver Tabla 3.2). Usualmente
concebidas, las reglas sintacticas asociadas con la jerarquia de las operaciones son de

naturaleza proposicional.

Tabla 3.2. Descripcion de la convencion sintéctica - Schwartzman (1977)
Convencion sintactica utilizando la jerarquia de niveles de operacion

Nivel 1 Adicion Sustraccion
Nivel 2 Multiplicacién Division
Nivel 3 Exponenciacion Radicacion

Convencidn sintactica: Las operaciones de nivel superior tienen prioridad sobre las
operaciones de nivel inferior. El nivel 3 se dice que es superior al nivel 2, el cual es

superior al nivel 1.

3.15 Estructura de una expresion algebraica

De forma analoga a como Hoch (2003) utiliza los términos forma y orden, Liebenberg,
Linchevski, Olivier y Sasman (1998) los términos estructura superficial y estructura
oculta y Kieran (1989) los términos estructura superficial y estructura sistémica, en este
trabajo distinguimos entre dos tipos de estructuras de una expresion: la estructura

externa e interna de una expresion algebraica.
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Segun Hoch y Dreyfus (2004) la forma (estructura externa) esta relacionada con la
apariencia externa de una expresion algebraica y el orden (estructura interna) con las
relaciones que mantienen los componentes de dichas expresiones entre si y con otras
estructuras. La estructura externa hace referencia a los términos que componen la
expresion, los signos que los relacionan y el orden de los diferentes elementos. Por otra
parte, la estructura interna se refiere al valor de la expresion y las relaciones entre los
componentes de la expresion con el mismo. Dos expresiones que comparten estructura
interna son equivalentes, y viceversa. Mediante el proceso de simplificacion o
transformacion de una expresion, el cual implica un cambio de estructura externa, puede

revelarse la estructura interna de la misma (Castro, 2012).

Por ejemplo, de entre las siguientes expresiones, podemos decir que la a), b) y d) tienen
la misma estructura interna y diferente estructura externa, mientras que la a) y c) tienen

la misma estructura externa pero no interna, al no ser equivalentes.
) (x+3); b)x*+9+6x; c)(3x+6)*; d) x* +9x—3x+10-1

Al considerar expresiones con la misma estructura externa, podemos establecer
diferencias en cuanto a su complejidad. Asi, por ejemplo, las siguientes expresiones

comparten estructura externa al ser diferencias de cuadrados, pero la primera es mas

simple que las otras dos: a*—b?, 4x°y*—252° y (x-3)" —(x+3)".

Desde esta perspectiva la estructura de una expresion, algebraica o aritmética, se

considera como una propiedad matematica objetiva de la expresion.

Por otra parte se puede hablar de las relaciones internas identificables/contenidas en una
expresion algebraica, término que utilizamos para referirnos a las caracteristicas de sus
elementos y las relaciones existentes entre los mismos que condicionan su estructura
interna. Por ejemplo, en la expresion b) identificamos las siguientes relaciones internas:
9 es un cuadrado perfecto y, a su vez, 6 es el resultado del producto de 2, la raiz del
término independiente y el coeficiente de x°. Estas relaciones son esenciales para
reconocer la estructura interna de la expresion y para reconocer la equivalencia en

estructura interna de dos expresiones (por ejemplo, las expresiones a y b).
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3.16 Sentido estructural algebraico

En este trabajo, de forma paralela a la definicion de otros constructos que utilizan la
denominacion de sentidos, tales como el sentido numérico o el sentido simbdlico, y
partiendo de la definicién de estructura presentada, utilizamos el término sentido
estructural algebraico® para referir a una competencia cognitiva 0 un conjunto de
capacidades necesarias para el trabajo flexible con las expresiones algebraicas,
mas alla de la aplicacion mecénica de procedimientos de transformacion de las
mismas. Este conjunto de habilidades requieren el uso combinado de conocimiento
conceptual (por ejemplo, el concepto de equivalencia) y procedimental (por ejemplo, la

jerarquia de las operaciones).

Este término fue introducido por Linchevski y Livneh (1999) en su reaccion a la
definicion de conocimiento estructural de Kieran (1988) como la capacidad de
identificar todas las formas equivalentes de una expresion. Las autoras expresan su
desacuerdo con Kieran y sugieren incluir, bajo el término de sentido estructural, dicha
capacidad junto a la capacidad de discriminar entre las formas pertinentes de realizar la

tarea —por lo general una o dos formas— y todas las demas.

Posteriormente, Hoch y Dreyfus, interesados en este constructo han ido elaborando
progresivas definiciones de sentido estructural restringiéndose al contexto del algebra
escolar. Su primera definicion tentativa fue presentada por Hoch en el CERME de
2003: “reconocer la estructura algebraica y utilizar las caracteristicas apropiadas de una
estructura en un contexto dado como guia para elegir las operaciones a realizar” (p. 2).
Hoch sugirié que un estudiante que se inclina por un método efectivo y minucioso en la
transformacion de una expresion algebraica estd demostrando poseer buen sentido

estructural.

En afios posteriores Hoch y Dreyfus (2004, 2005) precisan algunas de las habilidades
que engloba el sentido estructural en el contexto del algebra escolar: ver una expresion o
una sentencia algebraica como una entidad, reconocer una expresion 0 Sentencia
algebraica como una estructura conocida, dividir una entidad en subestructuras, apreciar

las conexiones mutuas entre estructuras y reconocer qué transformaciones es posible

L En este trabajo nos referimos al sentido estructural algebraico, aunque para abreviar lo denominemos
sentido estructural. Otros autores como Liiken (2012) utilizan el término sentido estructural en
contextos no algebraicos para referir a habilidades relacionadas con la percepcién de patrones y
estructura en situaciones matematicas de muy diversos tipos (ej., un reloj, configuraciones puntuales,...)
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realizar y cudles de éstas son de utilidad. Mas recientemente (Hoch y Dreyfus, 2006)
proponen una definicion mas elaborada, formulada de manera operacional por medio de
tres descriptores, que permite identificar si un alumno esté utilizando sentido estructural

en el contexto del algebra de Educacion Secundaria (ver ejemplos en la Tabla 3.3).
SS1. Reconocer una estructura familiar en su forma mas simple,

SS2. Tratar con un término compuesto como una Unica entidad y, a través de una

sustitucién adecuada, reconocer una estructura familiar en una forma méas compleja,

SS3. Elegir manipulaciones apropiadas para hacer el mejor uso de una estructura.

Tabla 3.3. Descriptores del Sentido Estructural (Hoch y Dreyfus, 2006)
Descriptor Ejemplos

(Identidad notable: Diferencia de Cuadrados)

SSi Al factorizar 81— x?,
e reconocer dicha expresion como una diferencia de cuadrados,
e e identificar los factores.

SS2 Al factorizar (x—3)* —(x+3)*
e tratar los binomios (x—3)* y (x+3)? como una sola entidad,

e reconocer dicha expresion como una diferencia de cuadrados,
e e identificar los factores implicados.
SS3 En las tareas anteriores,

e aplicar la identidad notable diferencia de cuadrados

a’—b’=(a—b)(a+b) para factorizar dichas expresiones.

En funcién de la complejidad de los términos que componen las expresiones con las que
se esté trabajando, los autores subdividen los descriptores SS2 y SS3 en dos Y tres sub-

descriptores respectivamente:

SS2.a Donde el término compuesto contiene un producto o potencia pero no una

suma/resta

SS2.b Donde el término compuesto contiene una suma/resta y posiblemente también
un producto o potencia
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SS3.a Donde la estructura esta en su forma mas simple

SS3.b Donde el término compuesto contiene un producto o potencia pero no una

suma/resta

SS3.c Donde el término compuesto contiene una suma/resta y posiblemente también

un producto o potencia

Lo que caracteriza a SS2.a, SS2.b, SS3.h. y SS3.c es la necesidad de tratar términos
compuestos como si fueran una entidad. Este refinamiento de la definicién aportada
previamente por Hoch y Dreyfus esté influenciado por su consideracién de tareas en las
que es necesario realizar transformaciones de expresiones algebraicas. Observamos que
habilidades como dividir una entidad en subestructuras y apreciar conexiones mutuas
entre estructuras, recogidas en su definiciébn previa, no son enfatizadas al no
considerarse incluidas dentro de estos descriptores. Ante esta ausencia, en Vega-Castro
(2010) afiadimos a esos tres descriptores, un cuarto descriptor “Distinguir subestructuras
dentro de una entidad y reconocer relaciones entre ellas”, que en dicho trabajo se mostro
de utilidad para analizar el sentido estructural que estudiantes de bachillerato
evidenciaban al construir expresiones con una estructura dada. Este descriptor hace
referencia a una habilidad que puede ser medida por medio de tareas tales como la
agrupacién de expresiones seguin su misma estructura o la construccion de expresiones
con estructura igual a otra dada. En el citado trabajo el descriptor? se utiliza subdividido

en dos:
SS4.a Las subestructuras forman parte de la misma expresién polinébmica

SS4.b Las subestructuras forman parte de diferentes expresiones polinomicas (por
ejemplo del numerador y del denominador).

En su busqueda de una definicion de sentido estructural mas amplia, Hoch (2007)
entrevistd a varios expertos en investigacion en Educacion Matematica para obtener sus
puntos de vista sobre sentido estructural. A continuacion recogemos algunas de sus

afirmaciones en relacion con dicho constructo:

2 . . . .
Un descriptor representa una ocurrencia de un elemento de contenido concreto (por ejemplo, una
tarea) en una actividad (Real Academia Espariola).
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e EIl sentido estructural implica prestar atencion a la totalidad de una expresion
algebraica, viéendola como una estructura completa que se compone de partes y

reconociendo las manipulaciones que es posible llevar en cada una de esas partes.

e Ver la estructura es ser capaz de generalizarla. El sentido estructural es hacer algo
con anticipacion, entendiendo como tal un sentido donde se estd nombrando o
reconociendo algo como un ejemplo de algun concepto y se es capaz de

categorizarlo.

e El sentido estructural consiste en la capacidad de ver una formula desde el punto de
vista del concepto, verla como una entidad, y reconocer para lo que es util. Su

desarrollo es un proceso largo y lento que se inicia en el tercer grado.

e Una estructura algebraica es una capa de relaciones entre relaciones, cantidades u
operaciones. El sentido estructural es la capacidad de reconocer la estructura
cuando no es obvia y la capacidad de mirar la escritura algebraica de manera
diferente con el fin de saber cuando hay que transformar, sustituir, etc.

e La forma de dar sentido al mundo es mediante la estructuracion. Los estudiantes
deberian llevar una coleccion de diferentes estructuras que puedan activarse como

correspondan.

Observamos que el constructo sentido estructural no sugiere un concepto nuevo, sino
que enfatiza cierta forma de “poseer” el conocimiento. Se manifiesta a través de unos
signos externos cuando el sujeto trabaja con expresiones aritméticas y, sobre todo
algebraicas. Estos signos externos, producidos por una serie de habilidades y
capacidades que se ponen en juego, son, entre otros, reconocer expresiones que son
equivalentes sin necesidad de operar, pudiendo ser cambiada una por otra en caso
necesario; conocer qué expresion entre las equivalentes es mas conveniente utilizar para
cada ocasion; saber qué expresion, entre todas las equivalentes, es la mas simple de

todas y cuando es conveniente sustituir una por otra; entre otros.

Linchevski y Vinner (1990) sugieren que uno de los componentes para el éxito en las
matematicas escolares es la capacidad para identificar estructuras ocultas (internas) en
términos algebraicos. La forma compleja de una estructura es obtenida cuando una

variable o parametro es reemplazada por una expresion polinémica. Esto es cuando
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., -z 4 4
reemplazamos la expresion a®—b® por la expresion (x—3) —(x+3), la cual

representan una diferencia de cuadrados o la parte extendida del producto de una suma
por diferencia.

Algunos autores, entre ellos Hoch y Dreyfus (2006) y Molina (2006), relacionan este
constructo con el de sentido simbolico. En el nivel educativo de secundaria, Hoch y
Dreyfus (2006) consideran que el sentido estructural es una extension del sentido
simbdlico que puede tener mucho que ver con la experiencia y algo en comun con la
intuicion. Molina (2006) por su parte, argumenta que el sentido estructural comprende
aspectos de los sentidos numeérico, operacional y simbélico en tanto que muchas de las
evidencias de sentido estructural destacadas por Hoch y Dreyfus (2004, 2005, 2006)

pueden ser reconocidas como evidencias de sentido simbdlico.

Otros autores, si bien no usan el término sentido estructural, han dirigido sus trabajos a
identificar habilidades importantes para el uso eficiente de las técnicas algebraicas. Uno
de estos autores es Boero (2001) quien destaca la capacidad de anticipacion, la cual
define como el proceso mental a través del cual una persona prevé la forma final de una
expresion algebraica y la direccion general de las transformaciones necesitadas para
obtenerlo. Por su parte, Kieran (2008) emplea el término comprension conceptual de
técnicas algebraicas dentro del cual incluye identificar diferentes formas de las
expresiones algebraicas y las ecuaciones (ej., forma cuadratica, forma lineal), reconocer
relaciones entre expresiones (ej., la equivalencia de expresiones), ser capaz de explicar

y justificar los cambios realizados en expresiones algebraicas.

Trigueros y Ursini (2008) enumeran otras habilidades importantes las cuales identifican
al comparar el trabajo en expresiones algebraicas de estudiantes exitosos y no exitosos:
un uso flexible de variables, la posibilidad para diferenciar e integrar esos usos a través
del proceso de solucion, la consideracion de expresiones algebraicas como entidad total,
la capacidad para analizar problemas desde el inicio en lugar de iniciar haciendo

manipulaciones a ciegas y la capacidad de descubrir algunas estructuras en la ecuacion.

Banerjee (2011), a partir de definir la estructura como la capacidad de ver las relaciones
entre los componentes de una expresion y sacar conclusiones sobre su igualdad o

desigualdad, argumenta que esto requiere de la capacidad de identificar los
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componentes que constituyen una expresion y las formas en que contribuyen al valor de

la expresion.

3.16.1 Descriptores del sentido estructural
A partir de la literatura consultada y de nuestra reflexion a lo largo del trabajo que

venimos realizando en relacion con este constructo identificamos las siguientes
habilidades como reflejo de los descriptores del sentido estructural algebraico. Para cada
una de ellas mostramos un ejemplo (Tabla 3.4). Cuando se usa el término expresion,
salvo que se precise, puede tratarse de una expresion aritmética o algebraica. Estos
descriptores no se consideran excluyentes. Algunos de ellos implican las acciones que
describen otros descriptores. Por ejemplo el descriptor C implica el descriptor A.
Presentamos los descriptores clasificados segun si implican o no trasformaciones o
construccidn de expresiones. Cuando se utiliza de aqui en adelante el término estructura,
sin mayor precision, se refiere a la estructura externa de la expresion y a las relaciones

internas de la misma.

Tabla 3.4. Descriptores del Sentido Estructural propuestos en este trabajo.

DESCRIPTOR EJEMPLOS

No implican transformar, modificar ni construir expresiones
(se basan en un analisis de las expresiones)

A. Reconocer relaciones (ej., igualdad, La expresion (x+5)4x es maltiplo de 4, de
factor, maltiplo, potencia, raiz,
subestructuras comunes...) entre xy de (X + 5) :
expresiones o partes de expresiones. Los dos primeros términos de los factores
(en otras palabras reconocer que componen la expresion (7—5)(7+5)

relaciones internas de la expresion) . P
son iguales entre si, al igual que los segundos

términos de los mismos.

B. Reconocer una estructura externa La expresion x*> +9+6x =0 es una
conocida/familiar o pl’esente. ecuacion de Segundo grado_

Las expresiones5(5+2), 7(7+2),
39(39+2) y x(x+2) tienen la misma

estructura externa.

C. Reconocer una estructura interna El miembro izquierdo de la ecuacién anterior
conocida/familiar o presente. tiene la estructura interna de la identidad
notable “cuadrado de una suma”. Las

expresiones (x +3) y x* +9+6x tienen
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Tabla 3.4. Descriptores del Sentido Estructural propuestos en este trabajo.

DESCRIPTOR

EJEMPLOS

D. Extraer informacién relevante a partir

de la estructura externa de una
expresion, relativa al objeto que
representa.

Reconocer el dominio de definicién o
de validez de la expresion

la misma estructura interna.

Los cortes de la funcion (x—2)(x+5)=0
con el eje de abscisas son (0, 2) y (0, -5).

X(X+2
La expresion g = X+ 2 esta definida
X

para valores reales de X, salvo el cero.

Implican construir expresiones (total o parcialmente)

F.

Reproducir numéricamente la
estructura de una expresién simbélica
(Implica particularizar).

Expresar con simbolismo algebraico
la estructura de una expresion
aritmética (Implica generalizar y
expresar simboélicamente dicha
generalizacion).

Reproducir una estructura dada
(dentro del mismo sistema de
representacion ya sea simbolismo
numeérico o algebraico).

Completar una expresién para
obtener otra con una estructura
interna y externa concreta.

Construir las expresiones 5(5 + 2),

7(7+2), 39(39+2), como ejemplos de
expresiones numéricas con la estructura
X(x+2).

Expresar como X(X+2) la estructura de las
expresiones 5(5+2), 7(7+2),
39(39+2).

Utilizando simbolismo algebraico, construye
expresiones con la misma estructura que la

siguiente expresion x* —14x* +49.
Propdn expresiones aritméticas que tengan la
misma estructura que las siguientes

5(5+2), 7(7+2), 39(39+2).

Completar la siguiente expresion para
obtener una igualdad correcta:

(x—5)(x+5):|;|—25

Implican modificar expresiones

J.

Modificar una expresién para obtener
una estructura interna y externa
particular.

Utilizando las igualdades notables que
conoces, corrige la siguiente expresion de
forma que la igualdad sea correcta

x* —14x% +49 = (x> +5)*
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Tabla 3.4. Descriptores del Sentido Estructural propuestos en este trabajo.

DESCRIPTOR

EJEMPLOS

Implican trasformar (trasformar implica conservar la estructura interna)

K. Identificar subestructuras dentro de Hacer trasformaciones tales como
una expresion y tratarlas como una (x+ 2)x+5(x+ 2) - (x+ 2)(x+5).
sola entidad al trasformar la
expresion.

L. Trasformar_ !a estructura externa de Expresar X* —14x% +49 como cuadrado de
una expresion (sin afectar a su una diferencia (o cualquier tarea de
estructura mterna). simplificacién).

M. Identificar procedimientos utilizados Identificar el modo en que se puede obtener
en la trasformacion de una expresion. B 1 ] o

la fraccion 7 a partir de la simplificacion
. X?2-=14x+49
de la fraccion —————.
(x=7)"(x=7)

N. Anticipar el efecto de Prever que la factorizacion del denominador
trasformaciones en la estructura de 3m?(m+1)
una expresion (esto incluye en la fraccion Er—y puede ayudar a
reconocer y considerar formas T

. su simplificacion.
alternativas de trasformar una
expresion)
Mas general

O. Seleccionar procedimientos Trasformar la ecuacién
eficientes para abordar la tarea a 5(33)( - 3) = 15(24x - 7) en
realizar en funcion de la estructura de o
la misma y el objetivo que se persiga 33x—3=3(24x~7), simplificando ambos
(esto es lo que se ha llamado miembros.
enfoque estructural).

P. Leer expresiones escritas Ejemplo (3x*-1)* se puede leer como:
algebraicamente en sus diferentes “tres equis, elevado al cuadrado, menos
formas. uno, todo elevado al cuadrado” o

“cuadrado de tres equis, elevado al
cuadrado, menos uno.

Q. Escribir algebraicamente Es el proceso inverso al anterior.
expresiones expresadas
verbalmente.
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Capitulo 4. Metodologia de la
Investigacion y descripcion del
estudio

En este capitulo recogemos la metodologia utilizada en el estudio y los criterios que han
delimitado las acciones realizadas y las decisiones tomadas sobre la investigacion, con
intencion de proporcionar coherencia al trabajo. Respecto al primer punto recogemos
algunas ideas fundamentales sobre la metodologia de disefio y los experimentos de
ensefianza los cuales dan sustento a la metodologia de investigacion utilizada. En el
segundo punto nos centramos en exponer aquellos elementos que caracterizan nuestra
investigacion: conjetura que guia el experimento, sujetos participantes en el mismo,
procesos de recogida de datos asi como las herramientas utilizadas en el analisis de los

mismos, justificando las razones que nos han llevado a ello.

4.1 Investigacion de diserio

Nuestra investigacion es un experimento de ensefianza que se enmarca en el paradigma
de la investigacion de disefio. Se trata de un tipo de metodologia de investigacion, de
naturaleza cualitativa que ha sido desarrollada en el campo de las Ciencias del

aprendizaje (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011).

Sobre la investigacion de disefio, se encuentra en la literatura diferentes puntos de vista
o0 delimitaciones de la misma. Por ejemplo, diSessa y Cobb (2004) sefialan que se trata
de un tipo de investigacién sobre practicas educativas que tienen como principal
objetivo la mejora de las mismas. Por su parte Confrey (2006) destaca el uso en este
tipo de investigaciones de tareas novedosas cuidadosamente escogidas y secuenciadas
para la ocasion, y donde se estudia como los estudiantes aprenden algun contenido
matematico guiados por el profesor. La mayoria de los autores (como hacen los que
hemos recogido) en referencia a la metodologia de disefio coinciden en sefialar la

interdependencia del disefio instruccional con la investigacion (Molina et al., 2011).
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El interés de esta metodologia se centra en estudiar como se produce el aprendizaje en
un contexto especialmente preparado mediante un disefio que presenta alguna novedad,
ya sea concerniente con la metodologia, con el contenido, o con ambos. El estudio y los
analisis abarcan desde el inicio de la preparacion del experimento, sigue por la puesta en
practica del mismo con un analisis sistematico de todo el sistema establecido:
estrategias y herramientas de ensefianza, formas particulares de aprendizaje de los
estudiantes, etc. Se considera en esta metodologia la naturaleza sistémica del

aprendizaje, de la ensefianza y de la evaluacion.

Una de las potencialidades de los estudios de disefio consiste en explicar por qué el
disefio funciona, o no, a la vez que se sugieren formas de mejorarlo y adaptado a
situaciones con diferentes circunstancias (Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer y Schauble,
2003).

Tabak (2004) centra su atencidn en los contextos naturales de formacion en los procesos
de ensefianza/aprendizaje y apunta que la investigacion de disefio se adapta
especialmente a estos contextos. Esta autora recoge los componentes esenciales que,

segun Turner y Meyer (2000), son necesarios para estudiar un contexto natural de aula:

a) Considerar mas de una variable a la vez, esta consideracion se sostiene por la idea de
que el aprendizaje es un proceso multifactorial en el que intervienen poderosamente las
interacciones entre los diferentes agentes del aula. La investigacion de disefio pretende

estudiar como los distintos factores condicionan el aprendizaje.

b) Las preguntas a responder en este tipo de estudios deben girar no solo en torno a ¢,qué

sucede? en el aula sino también a ¢cémo sucede? y ¢por qué sucede? algo.

¢) Se requiere de un componente cualitativo para la recogida de los datos que hagan
posible elaborar la trayectoria seguida para desarrollar el aprendizaje, dia a dia, a través
de las interacciones del aula y conducir el aprendizaje de los individuos y del grupo.

d) Se requiere que el investigador esté presente en el aula. Este requisito contribuye a
uno de los distintivos de la investigacion basada en disefio. Se trata es la colaboracion

entre los participantes del entorno educativo dentro del cual se desarrolla el estudio.

Esta metodologia de investigacion es mucho mas ambiciosa del mero disefio y prueba
de intervenciones particulares. Exigen la inclusion de determinados supuestos y teorias

especificas sobre la ensefianza y el aprendizaje. Reflejan un compromiso para
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comprender las relaciones entre teoria, plan de accion disefiado y puesta en practica. El
analisis previsto de la intervencion especifica puede contribuir a encontrar formas de

mejorar la ensefianza y aprendizaje de un contenido especifico (Valverde, 2012).

4.1.1 Metodologia de la Investigacion de Disefio

Si bien, aun ajustandose al mismo paradigma de investigacion de disefio, las
investigaciones difieren considerablemente entre ellas en diversos elementos, con el
objetivo de evitar cierta dispersion, algunos investigadores proponen pautas o guia para
el desarrollo de las mismas. Asi lo hacen Collins, Joseph y Bielaczyc (2004) que en su

propuesta recogen orientaciones para las diferentes fases de que consta el experimento.

a) En la implementacion del disefio. La implementacion del disefio no tiene por qué ser
Unica en todos los casos, cada investigacion de disefio se hara de la forma mas adecuada
segun los objetivos del mismo. Debido a esta particularidad, se considera importante
identificar los elementos centrales del disefio y describir como se articulan, como

interactGan y son tratados en la practica.

b) Modificacion del disefio. El disefio puede ser modificado indicando las razones que
justifican los cambios realizados. Uno de los propoésitos en este tipo de investigacion es
mejorar el funcionamiento del disefio preparado. Si alguno de los componentes del
equipo investigador, el profesor o los investigadores observan que alguno de los
elementos de la propuesta no funciona correctamente, durante la experimentacion, es
necesario introducir cambios en la misma después de analizar y describir las causas
atribuibles al fallo, informando asi mismo de las novedades introducidas atribuibles a

las decisiones tomadas.

¢) Dimensiones de andlisis. En los experimentos de disefio los investigadores deben
atender las interacciones entre aprendices y entre estos y los elementos del entorno. De

aqui que las dimensiones que se sefialan sean:

Cognitiva, indagar sobre qué conocen los estudiantes antes de comenzar el aprendizaje,

analizar como los conocimientos cambian a lo largo del tiempo.

Interpersonal, se trata de las relaciones e interacciones entre profesores, analizar si hay
intercambio de conocimientos entre estudiantes, formas de responder a las preguntas de

los estudiantes por los profesores.
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Grupal, relacionada con la participacion de los estudiantes, con la existencia, o no, de

un sentido de identidad.

Recursos, las cuestiones relacionadas con esta dimension tienen que ver con el tipo de
recursos preparados y disponibles para la implementacién, adecuacién de los mismos e

integracion en el disefio, accesibilidad que los estudiantes tienen hacia los recursos.

Institucional, considera aspectos externos al aula, por ejemplo, que los padres de los
estudiantes y los gestores de los centros apoyen el desarrollo del disefio.

d) Variables dependientes. Es relevante analizar al menos tres tipos de variables

dependientes: del entorno, del aprendizaje, del sistema.

e) Variables independientes. Se sefialan una gran cantidad de variables independientes,
entre las que se encuentran: entorno, caracteristicas de los aprendices, soportes técnicos,

financiacion, desarrollo profesional del profesor, trayectoria de la implementacion.

f) Publicacién de reportes sobre investigaciones de disefio. Los reportes sobre estudios
de disefio han de incluir al menos cuatro elementos: Objetivos y elementos del disefio,
contextos en los que se implementd, descripcion de cada fase, resultados y aprendizajes

derivados de la aplicacién de este disefio (Valverde, 2012).

4.1.2 Evaluacion de los experimentos de disefio
En las investigaciones de disefio, se sefiala como criterios de evaluacion la fiabilidad,

replicabilidad, capacidad de generalizacion, y utilidad de la investigacion (Cobb,
Stephan, McClain y Gravemeijer, 2001; Cobb y Gravemeijer; 2008; Confrey, 2006,
Molina, 2006). Si bien, la validez y la fiabilidad (condiciones necesarias de toda
investigacion) en los estudios de disefio, su tratamiento es notoriamente diferente a
como se hace en la investigacion experimental (Barab y Kirshner, 2001, Valverde,
2012).

- La fiabilidad, se refiere a los resultados de la investigacion, en qué medida las
afirmaciones realizadas en funcion de dichos resultados se justifican a partir de los
mismos. Se considera la sistematicidad del analisis, explicitacion de los criterios que
permiten realizar dicho andlisis, descripcion en detalle de las diferentes fases del
analisis y justificacién de los resultados del mismo, participacion de algin investigador

ajeno al estudio en el proceso de analisis.
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- La replicabilidad, trata de la posibilidad de realizar un estudio similar. Dadas las
caracteristicas de este tipo de estudios, no es posible hacer una réplica fiel de los
mismos. Lo que si es posible hacer, es tomar el modelo elaborado por otros y repetirlo

en otros contextos, situaciones o conocimientos.

- La generalizacién, los resultados de un experimento de disefio no pretenden ser
generalizables en el sentido de crear leyes generales sino que la generalizacion esta
dirigida a que otros investigadores puedan tomar los resultados del experimento para

impulsar nuevos experimentos.

- La utilidad, los resultados obtenidos en estos estudios podran ser considerados por
docentes adaptandolos a las condiciones de sus aulas. De aqui la necesidad de que
queden claramente establecidos la relacion entre aspectos teodricos y précticos y el

proceso seguido.

4.1.3 Fortalezas y limitaciones de los experimentos de disefio
Las fortalezas que se sefialan a los estudios de disefio apuntan al hecho de ser un estudio

relacionado con y para la mejora del trabajo en el aula. Asi, se indica como elementos
positivos la relacion directa que se establece entre la teoria y la practica educativa al
tratar sobre el aprendizaje en los estudiantes promovidos por procesos preparados
especificamente para ello, relacionando el aprendizaje de los estudiantes directamente
con el modo en que ha sido promovido (Molina et al., 2011). Otros de los puntos fuertes
que se sefalan trata de la aplicacion de teorias a la practica y estudiar su viabilidad,
proceso que se hace de forma reiterada con animo de mejorar dichas teorias. Se afiade
también el hecho de abordar problemas detectados en el aula y que repercuten en la
ensefianza/aprendizaje. En otro sentido se apunta que estos estudios permiten la
indagacion y conduccion de constructos nuevos que suelen ser ignorados en una vision

continuista de los contenidos a ensefiar.

En cuanto a las limitaciones se sefiala las dificultades surgidas al tratarse de aulas reales,
la gran cantidad de datos que resultan (Collins et al., 2004, Molina et al., 2011). Otra
dificultad se relaciona con el hecho de que muchas variables no estén controladas
deliberadamente. Por otra parte sucede, a veces, que los datos son recogidos por
distintos investigadores, hecho que puede producir problemas de coordinacion.
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4.1.4 Experimentos de enseiianza
Un experimento de ensefianza es un tipo de metodologia que permite investigar

procesos de ensefianza y aprendizaje. Los experimentos de ensefianza se enmarcan en la
investigacion de disefio (Molina, 2006; Kelly y Lesh, 2000; Steffe y Thompson, 2000).

Por lo general un experimento de ensefianza esta compuesto por una secuencia de varios
episodios de ensefianza. En la ensefianza, los agentes que intervienen son: a) un
investigador-docente; b) los alumnos que pueden ser solo uno o varios (un grupo); c) los
investigadores-observadores, también uno o varios. La duracion del experimento es
variable pudiéndose realizar en pequefias habitaciones-laboratorio (caso de las
entrevistas), en clases completas o en ambientes de aprendizajes mas amplios (Molina
et al., 2011; Steffe y Thompson, 2000).

Se persigue con estos experimentos que todos los participantes obtengan “ganancia” de
los mismos. Asi, los estudiantes construyendo conocimiento sobre la materia que entra
en juego; el docente (investigador-docente) logrando discernimiento sobre cémo
construyen el conocimiento los estudiantes; el resto de investigadores, adquieren
comprension sobre los planos anteriormente descritos y ademas sobre las interacciones

entre el resto de agentes presentes (Confrey, 2006; Lesh y Kelly, 2000).

Las caracterizaciones que se hace de los experimentos de ensefianza abarcan varios
aspectos. En relacién a los agentes participantes se indica: a) la no diferenciacion entre
docente e investigador, en la investigacion se trata de conocer “in situ” el proceso de
aprendizaje de los estudiantes basado en sus razonamientos (Kelly y Lesh, 2000; Steffe
y Thompson, 2000); b) los investigadores se introducen en las aulas, no se limitan a
estudiar una prueba a la que hayan dado respuesta los estudiantes; c) las intervenciones
son realizadas por uno de los investigadores, a menos que el docente se involucre
plenamente en la investigacion; d) la intervenciones estan determinadas y delimitadas
por los objetivos de la investigacion, anteponiéndose estos a lo que desde el punto de
vista del docente pueda ser mas adecuado para los alumnos (Kelly y Lesh, 2000); e) se
contempla la participacion de un investigador-observador (Steffe y Thompson, 2000)
que recogera informacion la cual dara lugar a interpretaciones alternativas a las del

investigador-docente.

Respecto a las fases, en el desarrollo de un experimento de ensefianza se distinguen de
tres fases bien diferenciadas: a) preparacion del experimento que incluye la

organizacion del trabajo en el aula; b) la experimentacion propiamente dicha que
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incluye implementacion de la preparacion realizada, analisis de lo ocurrido y
refinamiento de la organizacion si fuese necesario; c) andlisis retrospectivo de todos los

datos obtenidos®.

En cuanto a los datos producidos, se sefiala que se ha de recoger informacion de cuanto
suceda en el aula, para ello es conveniente usar diferentes tipos de registros como

grabaciones de video, anotaciones y protocolos del trabajo de los estudiantes.

En los experimentos de ensefianza se generan hipotesis bien sobre todo el experimento,
0 para las diferentes partes del mismo, dichas hipotesis se enuncian en la fase de
preparacion. Pero puede suceder que la revisién de los datos producidos en alguno de
los episodios de ensefianza, muestren la necesidad de abandonar o reformular algunas
de las hipotesis planteadas. Si este es el caso, los investigadores deberan re-planificar

las sucesivas intervenciones en el aula (Steffe y Thompson, 2000).

Este proceso recursivo conlleva un refinamiento progresivo de la planificacion
realizada. Inicialmente se prepara un modelo preliminar basado en asunciones teoricas y
experiencia previa del equipo investigador. A lo largo de la implementacion con los
cambios realizados se llega a obtener un modelo experimentado y mejor acabado, este

puede ser nuevamente sometido a experimentacion, comenzando asi un nuevo ciclo.

Los experimentos de ensefianza denominados transformativos y dirigidos por una
conjetura (Confrey y Lachance, 2000) son un tipo de experimentos de ensefianza,
conducentes a investigar sobre las diferentes componentes del proceso de ensefianza de
un conocimiento, por ejemplo, nuevas estrategias de ensefianza, diferentes enfoques
para la ensefianza de un contenido, etc. El elemento central del experimento es la
conjetura inicial que delimita y orienta todo el proceso de investigacion. En este caso el
trabajo se realiza con sujetos que trabajan en su aula habitual. Se trata de una
intervencion en el aula con el propésito de conseguir informacién que puede ser

exportada a situaciones de ensefianza similares.

4.2 Caracteristicas de este estudio
El estudio que realizamos cumple las condiciones de un estudio exploratorio ya que se
dispone de poca informacién procedente de investigaciones previas en relacion con la

problematica que envuelve el sentido estructural de estudiantes de secundaria ligado a

¥ para mas informacion sobre las acciones implicadas en cada una de las fases de los experimentos de
ensefianza ver Molina et al. (2011).
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las identidades notables. La poca informacion disponible y la motivacion por explorar
una forma diferente a la usual para el trabajo con igualdades notables por los
estudiantes, nos ha llevado al propoésito de analizar y describir el modo en que los
estudiantes ponen de manifiesto su sentido estructural a través del trabajo con
expresiones que involucran identidades notables, partiendo de expresiones aritméticas

para llegar a expresiones algebraicas.

Nuestra investigacion, debido a la metodologia utilizada, es de caracter descriptivo y
cualitativo, tomamos de forma intencional un grupo de sujetos informantes y
analizamos en profundidad su comportamiento con el propésito de llegar al

entendimiento del desempefio de los sujetos en estudio.

4.2.1 Establecimiento de la conjetura que guia el estudio
Como se detalla en el Capitulo 1, por experiencia propia, habiendo laborado durante

diecisiete afios con estudiantes de secundaria y bachillerato, la investigadora es fiel
testigo de la dificultad que confrontan los estudiantes de estos niveles en la resolucion
de problemas que involucran las identidades notables, al realizar operaciones
algebraicas.

Suponemos que dichas dificultades no son atribuibles a la falta de capacidad de los
estudiantes ni mucho menos a la preparacion y formacion que poseen los docentes.
Nuestra conjetura expone que los estudiantes objeto de estudio, presentaran dificultades
en su desempefio con igualdades numéricas y algebraicas donde se involucran las
identidades notables, aun después de haber recibido ensefianza previa en 2° y luego en
3° de E.S.O. relativa a la tematica en mencion. Se prevé que muestren dificultad para
reconocer expresiones numéricas que involucran identidades notables, para reconocer
una equivalencia basada en dichas identidades, asi como al proporcionar explicaciones

de sus actuaciones fundamentadas en el concepto de identidad notable.

Sin embargo, mediante la consideracion y discusién de distintas estrategias empleadas
en la resolucion de expresiones e igualdades numéricas y algebraicas los estudiantes
pueden alcanzar una mejor comprension de las identidades notables y desarrollar su
sentido estructural, lo que les proporcionara estrategias mas eficaces en el manejo de las

mismas.

En cuanto al desarrollo y uso del sentido estructural y las estrategias utilizadas por los

estudiantes en la resolucion de expresiones e igualdades numéricas y algebraicas,
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conjeturamos que los estudiantes de tercer afio de Educacién Secundaria en estudio,
luego de la implementacidn de un disefio de investigacion, utilizaran estrategias basadas
en el desarrollo de una adecuada comprension de las identidades notables y de su

sentido estructural.

4.2.2 Estudiantes participantes en el estudio y contexto de la
Investigacion

Una clase de veinte estudiantes, once chicos y nueve chicas, de tercer afio de Educacion
Secundaria de un Instituto publico del centro de la ciudad de Granada componen el
grupo de los estudiantes participantes en este estudio. Su edad oscila entre catorce y
quince afios, excepto dos de ellos con diecisiete afios.

De los veinte estudiantes, los nominados como A12 y Al3 destacan por ser lo que se
conoce como “buenos estudiantes”. Por otra parte, A14 no habla bien el idioma espafol,
por tanto ofrece respuestas cortas, no especificas y otras veces no explica. Dos
estudiantes, A16 y A17 (diecisiete afios de edad) son repetidores en matematicas y han
aprobado pruebas de ciclos formativos para entrar en el mercado de trabajo. Un
estudiante (A20) no asistia a clase y tiene pendiente, matematicas de 1° y de 2° curso,
ademas se integra al grupo justo un dia después de iniciar las sesiones de trabajo y que
corresponde a inicios del tercer trimestre del periodo escolar.

En las sesiones dedicadas a la intervencion realizada en el aula, la asistencia (ver lista en

Anexo C) oscila entre trece y diecinueve estudiantes.

4.3 Preparacion de la investigacion

Como hemos mencionado en el apartado 4.1.4, son tres las fases en una investigacion
del tipo que estamos siguiendo: preparacion, experimentacion y analisis de los datos. En
este apartado nos centramos en describir la primera de estas fases relativa a la

preparacion global de la misma.

4.3.1 Organizacion de la intervencion
A partir de noviembre de 2010 la investigadora inicia la concertacion de pequefias

reuniones con la profesora del curso donde se trataba de llevar a cabo el experimento
para la realizacion de este estudio. El dia 31 de enero de 2011 a las 7:00 p.m. en el aula
de profesores de un Instituto en Granada se lleva a cabo una reunion con la presencia de
las dos directoras de la investigacion, la profesora de Matematicas del grupo, que nos

permitiria realizar la investigacion, y la investigadora.
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En la reunion celebrada entre las interesadas se acordaron diversos puntos, entre ellos:
a) serian cinco el nimero de sesiones de clases que se dedicarian a la experimentacion

b) las fechas en las que se realizarian las sesiones son las indicadas en la Tabla 4.1

Tabla 4.1. Fechas propuestas para realizar las sesiones.
Sesion 12 2 3 4 5

Fecha 28/3/2011 30/3/2011 1/4/2011 574172011 874172011

c) la duracion de las sesiones seria de aproximadamente una hora escolar.

Estas decisiones tenian en cuenta que entre las sesiones quedase al menos un dia que
diese oportunidad para el analisis continuo de los resultados que se iban obteniendo.

También que no se afectase la programacion escolar de los estudiantes.

Se acordo elaborar una carta de solicitud de permiso para entregar a cada uno de los
padres de los estudiantes con el propdsito de solicitar de ellos su aceptacion para la

toma en video del desarrollo de la investigacion.

Una semana antes de la puesta en marcha de la fase de experimentacion, la
investigadora se presenta al grupo donde les explica el estudio que se iba a realizar
durante cinco clases de matematicas con ellos. La investigadora les explica que el
departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada les solicita
toda su cooperacion como estudiantes puesto que van a participar de una investigacion
que es de interés para el Departamento de Matematicas de la Universidad dado que se
quiere saber cémo ellos aprenden cuando trabajan con expresiones algebraicas. Que se
les iba a entregar una carta de solicitud de permiso (ver Anexo B) para que la
devolviesen firmada por sus padres. A continuacion la investigadora permanece el resto
de la hora en conjunto trabajo con el grupo y la profesora del mismo, con la intencion de
darse a conocer y que el dia de inicio del proyecto los estudiantes viesen a la
investigadora como alguien familiar dentro del ambiente escolar. Para esta fecha los
estudiantes se encontraban en la resolucion de préacticas del tema Funciones lineales,

péag.160 del libro de trabajo Matematicas 3 (Anexo E).

Temporalizacion de las sesiones

La intervencion de la autora de este trabajo en el aula tuvo lugar durante un total de
cinco sesiones realizadas en dias diferentes y durante el horario escolar de dos semanas

de clases ubicadas en el inicio del 3° trimestre de 2010-2011.
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Las tres primeras sesiones se realizaron una misma semana, en dias alternos, con una
separacion de un dia entre cada sesion. Las dos sesiones restantes se realizaron la
semana siguiente con dos dias de separacion entre las mismas. Las fechas, para las
sesiones, fueron fijadas de acuerdo al horario y disponibilidad de los estudiantes para
realizar el trabajo requerido de manera que no fuese afectada la programacion inicial del
tercer trimestre del curso escolar, asi como también para permitirnos la evaluacion
continua de los resultados del estudio es decir contar con tiempo suficiente para analizar
los resultados de cada sesion y tomar decisiones respecto a la siguiente intervencion en
el aula. Ademas consideramos que dejar unos dias de por medio le permitiria a los
estudiantes ir fijando los conocimientos adquiridos para la posterior consolidacion de

los mismos.

4.3.2 Metodologia de trabajo en el aula

Sobre la metodologia de trabajo en el aula, el grupo de investigacidén toma la decision de
que dicha metodologia fuese un trabajo individual realizado por los estudiantes,
preparado y dirigido por las investigadoras. Los estudiantes realizaran unas tareas,
presentadas en formato escrito en un protocolo, al término de la realizacion de dichas

tareas le seguiria una puesta en comun guiada por la profesora-investigadora.

4.3.3 Toma de decision sobre la recogida de datos
Dada la metodologia utilizada, la recogida de datos se realizara a través de tres

procedimientos: cuaderno de trabajo, observacion participante y grabaciones en video.
Todos los datos recogidos son de tipo cualitativo. Los cuadernos de trabajo de cada
estudiante son individuales, recogen el trabajo realizado por los mismos en cada una de
las sesiones. Las notas seran recogidas por una de las investigadoras® presente en el
aula, anotando todo aquello acaecido en el aula y considerado relevante para la
investigacion. Las grabaciones en video se llevaran a cabo en todas las sesiones, en ellas
se incluyen las puestas en comun de las tareas realizadas de manera individual. Todo
ello con la pretension de capturar con detalle las actuaciones de los estudiantes y sus

interacciones ocurridas en el aula.

* Durante las intervenciones en el aula y la recogida de los datos, participaron la investigadora y autora de
este trabajo, una de las directoras del trabajo de investigacion y la profesora que atiende el grupo en la
asignatura de Matematicas.
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4.3.4 Preparacion de las tareas

En el proceso de disefio del experimento de ensefianza, es importante determinar cémo
conocer el logro conseguido por los estudiantes de los objetivos especificos asociados al
contenido a trabajar, este logro se ha de evidenciar en las actuaciones de los estudiantes

en tareas que activen la utilizacién de su conocimiento acerca de dicho contenido.

Entre los criterios sefialados por Marin (2013) relativos a la adecuacién de las tareas
disefiadas para utilizar en el aprendizaje de un conocimiento matematico sefiala: a) que
se refieran al contenido conceptual y procedimental delimitado; b) que permiten el
logro de los objetivos 0 expectativas de aprendizaje sefialados; c¢) que el grado de
dificultad de las mismas sea adecuado a los sujetos a los que van dirigidas y les permita
adquirir conocimiento. Estas consideraciones han sido tomadas en cuenta en el

momento de hacer una seleccion de tareas para el experimento.

Seleccion de las Tareas

Se realiz6 un proceso de seleccion de tareas inicial basandonos en recoger aquellas que
aparecen en los libros de texto (ver anexo A). Posteriormente determinamos las
variables de tarea que indicamos en el parrafo siguiente que nos proporcionaron las

pautas para el redisefio de las tareas inicialmente tomadas de los textos escolares.

4.3.5 Variables de tarea
Se consideraron cuatro tipos de variables en el disefio de las tareas: a) identidades

algebraicas, b) acciones de las tareas, c) tipos de tareas y complejidad de las
expresiones.
1. Identidades Algebraicas, se utilizaron las cuatro siguientes:

Cuadrado de una suma

(a+ b)2 = a’+b”+2ab 6 su equivalente a’+b*+2ab=(a+ b)2

e Cuadrado de una diferencia
(a—b)2 =a’ +b*—2ab 6 su equivalente a*+b*—2ab = (a—b)2

e Producto de una suma por una diferencia - Diferencia de cuadrados
(a+b)(a—b)=a’—b’ 6 suequivalente a’—b* =(a+b)(a—b)

e Propiedad Distributiva - Factor Comun

actbc=(a+b)c 6 suequivalente (a+b)c=ac+hc
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2. Acciones de las tareas, recogemos a continuacion las acciones presentes en las
tareas propuestas y justificamos brevemente cada una de ellas.

e Comprobar. Diferentes sentencias cerradas dadas en las cuales los
estudiantes deben de comprobar la veracidad o falsedad de las mismas. Se
trata de dar comienzo a las sesiones con un trabajo no complicado, que
pueden realizar comodamente, y permita detectar el uso de pensamiento
relacional que ponen en juego en la resolucion de las sentencias, indagar y
evaluar la comprension del signo igual de los alumnos e identificar las
estrategias empleadas y las dificultades encontradas en la resolucion de
diversos tipos de igualdades. Consideramos que una interpretacion
consistente de las convenciones utilizadas en tareas procedimentales simples
y complejas de expresiones aritméticas, es un elemento esencial en la
construccion del sentido estructural (Banerjee y Subramaniam, 2005).

e ldentificar equivalencias. Juzgar la veracidad o falsedad de varias
igualdades o emparejar expresiones que sean equivalentes de un listado
dado.

e Completar huecos o “cajas”. Completar sentencias numéricas y algebraicas

en las que aparecen términos desconocidos representados con cajas (por

ejemplo 5-(D+V) =5-7+5-V de forma que se cumpla la igualdad. Se trata

de ver la relacion que deben cumplir los términos desconocidos, en relacion
con el resto, para que las igualdades sean ciertas. En las tareas sobre
generalizacion, no todas las generalizaciones deben ser expresadas de
manera explicita, vale la pena observar con qué frecuencia hay una
generalizacion subyacente que los estudiantes se espera valoren y tengan en
cuenta (Mason, Graham y Johnston-Wilder, 2005).

e Generalizar. A partir del analisis de casos particulares, guiar a los
estudiantes a la generalizacion de la estructura de unas expresiones dadas. La
generalizacion es considerada una de las funciones principales del algebra y
para generalizar se necesita explorar situaciones reconocer relaciones,
organizar datos sistematicamente, y generar patrones (Bell, 1996).

e Generar expresiones de estructura similar a otras dadas. La accion de
crear ejemplos con estructura similar a otras dadas, profundiza la relacion

personal con la estructura y animan al estudiante a aprender a buscar y
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reconocer las estructuras dadas en las tareas en su forma mas simple y en
formas méas complejas (Hoch y Dreyfus, 2007).
En estos bloques de acciones intervienen tres tipos de simbolos: numéricos, algebraicos

y “cajas” (o lugares en blanco a rellenar).

a. Complejidad de las expresiones:
e Simples, sin productos, potencias 0 sumay resta.
e Con términos compuestos formados por productos y potencias pero no por
sumas y restas
e Con términos compuestos formados por sumas y restas y posiblemente
también por productos y potencias.
b. Tipos de expresiones
e Igualdades enteras: numéricas o algebraicas

e lgualdades fraccionarias: algebraicas.

4.3.6 Decisiones relativas a las tareas
Los simbolos algebraicos y cajas (huecos) utilizados en las tareas tenian el papel de

variables y/o incdgnitas. Para los bloques de tareas se propone el siguiente orden:
comprobar (Tareal-Sesion 1), identificar (Tarea 2-Sesion 1), completar cajas (Tareas 1
y 2 - Sesion 2; Tareal - Sesion 4; Tarea 2 — Sesion 5), generalizar (Sesion 3) y generar o
construir (Tarea 1 - Sesion 5). Se sugeria explicar o justificar en algunas de las tareas,
aunque no en todas para evitar que se les hiciera tedioso a los estudiantes y tal vez un
poco aburrido, luego s6lo se puso en los casos que consideramos nos aportarian mas
beneficios informativos.

Partiendo de igualdades que estaban escritas solamente con ndmeros ir
progresivamente, aumentando la dificultad hasta llegar a considerar esas igualdades de
manera general, es decir algebraicamente. La distribucion de los diferentes tipos de
tareas por sesiones se recoge en la Tabla 4.2.
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Tabla 4.2. Variables involucradas en las sesiones.

IDENTIDADES ALGEBRAICAS
Sesiones | Tareas Cuadrado de una suma Cuadrado de una diferencia Producto de_ una suma por Propiedad Dlstrlputlva-
una diferencia Factor Comun
Simple | (-/a" (+/-) | Simple | (-/a° (+/-) | Simple | (-/a° (+/-) | Simple | (-/a% (+1-)
E F|E|F|E|F|E|F|E|F|E|F|E|F|E|F|E|F|E|F|E|F|E]|F
| Comprobar X X X X X X X X X X X X
Expresiones —
nuMéricas Identificar X X X X
Generar
Completar Cajas X X X X X X X
I
Expresiones %?Jg%fé‘:g X X X X
numericas Generar Igualdades
Il Generalizar X X X X X X X X
Expresiones Generar
numericas
v c |
Expresiones Iomlr(Jje(;ar X | X X | X X | X X | X
algebraicas gualdades
\Y% Generar X X X X
Expresiones
algebraicas Completar X X X X
Igualdades

Nota 4.1. E: expresion entera, F: expresion fraccionaria. (-/a%): expresién compuesta con producto o potencia, (+/-): expresién compuesta con suma o resta. En las actividades de generar I, 11 y 111
sesion, los espacios sombreados son libres de utilizar por el estudiante y elegir la sentencia que quiere construir.
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4.3.7 Diseiio de los cuadernos de trabajo
En las cinco sesiones de trabajo se han considerado cuatro identidades notables. Al

construir las igualdades para cada tarea en las distintas actividades de los cuadernos de
trabajo hemos tomado diferentes factores de dificultad, como también grados variados
de complejidad en los términos de las expresiones: simple, compuesto con productos
(+) o potencias @)y compuesto con suma (+) o resta (-), ademas de otros factores que

afiaden variabilidad a las tareas.

Los cuadernos de trabajo de las sesiones 1 y 2 estdn propuestos con expresiones
numéricas y enteras. Luego, el cuaderno de trabajo de la sesion 3 esta propuesto con
expresiones numeéricas y enteras con introduccion a lo algebraico. El cuaderno de
trabajo de la sesién 4 se propone con expresiones algebraicas, la primera parte entera 'y
la segunda fraccionaria. Y el cuaderno de trabajo de la sesion 5 se propone con
expresiones algebraicas y fraccionarias. Esta clasificacion se puede observar en la
Tabla 4.3.

Tabla 4.3. Tipo de expresiones de acuerdo a la sesion
Tipo de expresion

Sesion N° Numérica Entera Algebraica Fraccionaria
1 v v
2 v v
3 v v v
4 v v v
5 v v

Los cuadernos de trabajo estan propuestos para atender la diferenciacion en los
estudiantes, es decir contienen dos o tres actividades de manera gque los estudiantes con
mayor nivel de rendimiento, tendran el tiempo justo para realizar las tareas, lo que
permitira que cada estudiante se desempefie en su cuaderno de trabajo en el tiempo

sefialado (ver Anexo F).
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4.3.8 Gestion de la clase
Tal como se recoge en la Tabla 4.2, durante el desarrollo de las cinco intervenciones en

el aula, los estudiantes de forma individual realizaran las tareas presentadas en los
cuadernos de trabajo en las que dichas actividades estan impresas. Pueden preguntar las
dudas que tengan o sobre las dificultades que encuentran, si bien ni la profesora ni las
investigadoras dan respuestas directas a las mismas sino que les animan a pensar a
través de proporcionarles “pistas” sobre lo que pueden hacer. Las sesiones de trabajo
individual en la 12 sesion se culminan con la puesta en comun, donde uno o varios
estudiantes presentan su trabajo y el resto de los compafieros puede participar indicando
algin error, aportando una estrategia diferente, etc. En las siguientes sesiones este
proceso se inicia con la puesta en comun de la sesion anterior y se finaliza con el
desarrollo de los cuadernos de trabajo. La investigadora que dirige la clase es la
encargada de sancionar la tarea realizada con el objetivo de institucionalizar el

conocimiento.

4.3.9 Metodologia para analizar los datos recogidos
Los cuadernos de trabajo desarrollados por los estudiantes (ver Anexo G) fueron

analizados mediante el programa de anélisis cualitativo MAXQDA 10. Este programa
ha capturado los datos de las resoluciones de los estudiantes de forma que nos ha
permitido descifrar sus actuaciones por subcategorias, las cuales se detallan en el

Capitulo 6 que corresponde al Andlisis Retrospectivo de las sesiones.

Por otra parte, las grabaciones de las puestas en comun realizadas en cada sesion han
sido transcritas (ver Anexo H) y utilizadas para complementar el anélisis de las
resoluciones hechas por los estudiantes en sus cuadernos de trabajo. En el Capitulo 5 se
muestran algunas de las partes de mayor relevancia de las transcripciones realizadas en
cada sesion, tanto en la puesta en comun como las interrogantes que iban surgiendo a

los estudiantes durante la realizacion del trabajo individual.

4.3.10 Herramientas para realizar el analisis de los datos

Tal como sefialamos en el punto anterior, las actuaciones de los estudiantes en sus
cuadernos de trabajo fueron importadas, codificadas y analizadas mediante el Programa
de Analisis de Datos Cualitativos MAXQDAI10. Este programa es una herramienta
eficaz para realizar dicho andlisis ya que facilita el manejo mecéanico de los datos,

facilitando el andlisis e interpretacion de los mismos (Valverde, 2012).
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El uso de este programa nos ha facilitado la manipulacion de las resoluciones hechas
por los estudiantes en sus cuadernos de trabajo y nos ha proporcionado un resumen
cuantitativo de las codificaciones realizadas. Para realizar este proceso primeramente
importamos al sistema de documentos del programa cada uno de los cuadernos de

trabajo de los alumnos por sesiones desde el explorador de Windows.

Una vez realizado este proceso el programa permite agregar codigos a los segmentos
seleccionados en las resoluciones de los alumnos y vincularlos a las categorias
correspondientes, permitiendo visualizar la presencia y frecuencia de los cddigos en una
misma sesion, asi como también facilita resumir los recuentos por cddigos en una hoja
de calculo. En la Figura 4.1 mostramos la imagen de la pantalla principal de trabajo de
MAXQDAI10, en la cual se observa el cuaderno de trabajo de un estudiante sobre el cual

se han asignado los codigos de actuacién respectivos.

M copsers) \Desktop\MAYQDAANALISIS DE DATOS.mx4 - MAXQDA 10 R240113 - o
Project Edit Documents Codes Memos Variables Analysis Mixedmethods Visualtools Windows MAXDictio Language Toobars 2
‘A RSP EORIAKE L OB i oA LLiIZTR DY
I pPpBEAHN
[ Document Syster % & A W )) z X || [4 DocumentBrowser: Sesién 5402 2AWMPL 1
lv:; S R h R X L d
(=4 ] Sesién 5 0 274| = e ]
[ a01 16 |8 = - : )
7T 1. Al simplificar varias fracciones algebraicas se han obtenido las siguientes igualdades. Analiza
il : 2 " ;
A ﬁﬁi ﬁ estas igualdades y construye otras igualdades que tengan la misma estructura pero con
A
[H a0s 13 diferentes nimeros y letras.
8 #E3A9MAL 2x
g on 2
() Code System 1454 » geddgrad, L
SoGRN g o @-71%-@-7  a-7 x*-i0x125 A4
E-oGRIN.1 F] 7 S
#-oGRIN.2 B = > s (e o -
z . K b S
8GR 0 & | &0 Construye: ' 1 L8 2
& GMED 3 e s TP A AR BN 0 s
- GacoM %6 k Sen gaales yo- @0 QL ekl adar @ NG AES0S TANCAS & (-5)* de\
[-2(ZREN 0 1 AL ML, eakaXes woplificas v queda. Aen e\ auneedas
-0 GIESA o m» N Ax=8) en oL denorminades
EoGREP 7] 0
=-o(REP.1 P 0
o x2(1x-1) _ 1x-1
GaREP.1(T2) 15 ) et
s 3 — gx2 -
(GaREP.1(T3) 11 X% =-6x Xx=-6
(GREP.1(T4) 11
-2 GREP.2 16 Construye:

Figura 4.1. Imagen de la pantalla principal del programa MAXQDA 10.

La utilizacion del programa exige que el documento se separe en subcategorias
(unidades de registro) que son los segmentos de resolucion seleccionados y
caracterizados para posteriormente categorizarlos, relacionarlos y establecer inferencias
a partir de ellos. Es la unidad de contenido significativo dentro del documento que
serviré para extraer resultados (Valverde, 2012).

Para nuestro estudio el tipo de codificacion utilizada ha sido codificacion clasica,

mediante el cual se seleccionan segmentos de las resoluciones hechas por los alumnos
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(proceso realizado en cada una de las sentencias) y de acuerdo a la actuacion realizada
se les afiade un cddigo existente desde el sistema de codigos, el cual corresponde a una
determinada subcategoria o unidad de registro. Estas actuaciones se marcan con
recuadros (ver Figura 4.2) y se reconocen por la asignacion en el lado izquierdo del
codigo correspondiente al nimero de sentencia (T5) y a la subcategoria o unidad de
registro (RIN.2 y RET.1).

» (12+8+15)(124+8—15) = (12 + 8)* — 152

SO e T = AUl & 172 Lo -
..er--i.z:jrs){ 2 S B t\Q 2 ~-228 |

Figura 4.2. Proceso de codificacion de subcategorias

En el ejemplo anterior, el rectangulo sombreado corresponde a la subcategoria RIN.2
dado que el estudiante ha reconocido la estructura interna de una identidad notable en
parte de la expresion, y aplica la identidad notable para operar en uno de los miembros.
Sin embargo, se ha codificado en la subcategoria RET.1 dado que ha efectuado
correctamente todas las operaciones para la verificacion de la veracidad de la sentencia,

obteniendo una igualdad.

Posteriormente este programa realiza la recuperacion de segmentos (retrieved segments)
de las resoluciones previamente codificadas en una sesion de acuerdo a una determinada
unidad de registro o subcategoria (ver Figura 4.3) y las agrupa en una lista de
resultados. Este proceso permite recoger los segmentos correspondientes a una
subcategoria -ejemplo COM.1-, en una determinada sentencia -ejemplo T6-
correspondiente a una determinada sesion, en este caso la sesion 4, para poder realizar
las respectivas decisiones de los andlisis. Este proceso se consigue mediante la
activacion de los documentos con las resoluciones del o de los alumnos que son de
nuestro interés en una determinada sesion colocados en el sistema de documentos y con
la activacion de los cddigos correspondientes a la subcategoria(s) de interés que se

encuentra en el sistema de codigos.
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Figura 4.3. Recuperacion de segmentos correspondientes a una subcategoria.

Este programa también nos permite ver la codificacion por unidades de registro o
subcategorias en cada una de las sentencias de una determinada sesion, asi como para
cada uno de los estudiantes que han asistido a la misma, tal como se observa en la

Figura 4.3.

n-" Code Matrix Browser

NAEE DOO@oDE @S a8 60 £

Code System | ADL ADZ | AD3 | AD4 | ADS | ADS | ADT7 | ADS | A12 | A13 | Al4 ALS | A9
El-=a RIM.1

..... C\. RIN.II:TI:I

----- (=g RIMN.1{TZ) 1
..... ,:__|. RIN.II:T3:I

..... ,:__|. RIN.II:T‘EI

----- =% RIM.1{TS)

----- =% RIM.1{TE) 1
..... G RIN.II:T?]I 1

..... G RIN.II:TB]I

..... G RIN.II:T'EI]I 1
----- =y RIM.1{T10) 1 1
----- =& RIMN.1{T11) 1
----- (=& RIM.1{T1Z)

Figura 4.4. Codificaciones de los estudiantes en la subcategoria RIN.1- Sesion 1.

Codificacion y Categorizacion de los Datos
La codificacion es el proceso por el que los datos son transformados sisteméaticamente y
agregados en unidades (categorias de analisis) que permiten una descripcion precisa de

las caracteristicas pertinentes de las sentencias en los cuadernos de trabajo. Mientras la
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categorizacion es una operacion de clasificacion de elementos constitutivos de un
conjunto por diferenciacion, tras la agrupacion por analogia, a partir de criterios
definidos. Las categorias son secciones 0 clases que reunen un grupo de elementos
(unidades de registro) bajo un titulo genérico, reunion efectuada en razon de los
caracteres comunes de estos elementos (Valverde, 2012).

Para este estudio partimos inicialmente de los procesos de codificacion y categorizacion
con cada uno de los documentos de la sesion 1, posteriormente con los documentos de
la sesion 2, sesion 3, sesion 4 y finalmente con los documentos de la sesién 5, con el
objetivo de analizar la validez de los indicadores de actuacidon basados en el sentido
estructural de cada uno de los estudiantes y de las categorizaciones realizadas. Por este
motivo en cada una de las tareas de las cinco sesiones se han analizado aspectos
diferentes que responden a los descriptores del sentido estructural en nuestra
investigacion. Los indicadores de estas categorias se refieren a los modos de actuacién
que manifiestan los estudiantes al trabajar las identidades notables y su relacion con el
sentido estructural.

Dicho estudio presenta ocho categorias y veintisiete subcategorias o indicadores que
analizan el estudio del sentido estructural de un grupo de estudiantes cuando trabajan
unas expresiones numéricas y algebraicas que involucran las identidades notables. Una
vez realizado el trabajo de codificacion de todos los datos por categorias, procedimos a
cuantificar los resultados con ayuda del programa de analisis MAXQDAL10, mediante el
despliegue de la frecuencia de las codificaciones por cada sentencia (ver Figura 4.5) y

por sesion de trabajo.

Tabla 6.4 4. Frecuencias absolutas de cada subcategoria enla Sentencia 3

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NE NC
5 3 7 5 9 1 1 0

Figura 4.5. Ejemplo del resultado de los analisis por sentencia.

En el Anexo | presentamos las tablas de frecuencias relativas a las categorias e
indicadores de actuacion analizados por sentencia, tarea y nimero de sesion.
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Capitulo 5. Descripcion de la
planificacion, desarrollo y analisis
preliminar de las sesiones

En este capitulo se recoge la descripcion de las cinco sesiones de que consta el
experimento de ensefianza realizado. Para cada una de las sesiones recogemos la
descripcion de tres etapas del proceso de experimentacion: preparacion de la sesion,

implementacién de la misma y reflexion sobre lo ocurrido.

e Preparacion de la sesion: presentamos el disefio de cada sesion tal y como fue
ideado antes de iniciar la experimentacion en el aula. Este apartado recoge los
objetivos de investigacion que se consideraron en el disefio de dicha sesion, las
expectativas de aprendizaje que nos planteamos para los estudiantes y las tareas

disefiadas para trabajar en el aula.

e Implementacion: recogemos una descripcion del desarrollo de la sesion en el

aula, destacando los hechos mas relevantes.

e Toma de decisiones: incluimos una reflexion sobre lo acaecido en la sesion,
destacando los resultados obtenidos del analisis del trabajo realizado por los
estudiantes que conducen a la toma de decisiones en relacion con el disefio de la

siguiente sesion y, en particular, al disefio de la posterior puesta en comun.

En todas las sesiones la profesora del grupo estuvo presente y ayudé en la organizacion
del grupo. La investigadora fue la encargada de dar las instrucciones a los estudiantes y
coordinar el trabajo en el aula. Ademas una de las directoras de este trabajo estuvo
presente como asesora, interviniendo puntualmente en las discusiones de grupo y

supervisando la grabacion de las sesiones.

Como a continuacién se detalla, para cada una de las sesiones se disefié un cuaderno de
trabajo a ser resuelto por los estudiantes en el aula, de forma individual. Asi mismo se

planifico realizar una puesta en comun de las tareas de dicho cuaderno, una vez los
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estudiantes hubieran acabado de trabajar en ellas. Sin embargo, posteriormente se
modificd esta organizacion inicidndose las sesiones 2, 3, 4 y 5 con la puesta en comin
de algunas de las tareas trabajadas en la sesion previa, sin tener presentes los cuadernos
de trabajo, seguida del trabajo individual en el cuaderno correspondiente a dicha sesion.
La Figura 5.1 sintetiza esta informacion asi como el trabajo realizado por el equipo
investigador fuera del aula, entre las sesiones. Ante esta nueva organizacion se
estructuraron las puestas en comin centrando la atencion sdlo en aquellas partes de las
tareas gue tenian una importancia destacada en funcion de los objetivos de investigacion
0 en las partes en que los estudiantes habian presentado mayor dificultad (ver cada

sesion para la justificacion de cada caso).

ACTIVIDADES EN EL AULA

ACTIVIDADES ENTRE SESIONES

Sesion 1

Sesion 2

Sesion 3

Sesion 4

Sesion 5

Trabajo mdividual

en cuaderno n° 1

Puesta en cotmin
cuaderno n°1

{continuacion)

Puesta en comin

cuaderno n*2

Puesta en comin

cuaderno n°3

Puesta en conmin

cuaderno n°4

Puesta en comiin

cuaderno n®1

Trabajo mndividual

en cuaderno n® 2

Trabajo individual

en cuaderno n® 3

Trabajo individual

en cuaderno o 4

Trabajo indrvidual

en cuaderno n® 3

N

T

Q7

T

1. Andlisis de las
respuestas de los
estudiantes al
cuaderno n2l.

Sesion 2.

1. Andlisis de las
respuestas de los
estudiantes al
cuaderno n22 vy de

decisiones sobre
el disefio de la
Sesion 3.

1. Andlisis de las
respuestas de los
estudiantes al
cuaderno n23 y de

2. Toma de la puesta de la la puesta de la la puesta de la
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Figura 5.1. Organizacion del Proceso de Experimentacion

5.1 Primera sesion

Comenzamos detallando el disefio de la experimentacion de la sesion 1, seguido de la

descripcion de su implementacion y de la toma de decisiones relativa a la siguiente

sesion.

114

Depto. de Diddctica de la Matemdtica. UGR



Perfiles de Alumnos de 392 E.S.O. Relacionados con el Sentido Estructural...

5.1.1 Preparacion de la sesion 1

Objetivos de investigacion

Oil. Explorar el enfoque, estructural u operatorio, que los estudiantes adoptan al
analizar sentencias y al construirlas de acuerdo a una pauta establecida.

Oi2. Indagar sobre las relaciones que los estudiantes establecen al comprobar la
veracidad de sentencias numéricas en cuyo disefio estan involucradas las identidades
notables.

Oi3. Identificar los errores que cometen los estudiantes en la resolucion de las tareas
propuestas.

Oi4. Identificar fortalezas y debilidades de las tareas propuestas y de la gestion del
aula en el disefio instruccional implementado.

Tipos de Tareas

En el primer cuaderno de trabajo propusimos tres tareas las cuales involucraban
sentencias numeéricas enteras, en el caso de las dos primeras, y sentencias algebraicas
enteras, en el caso de la tercera. Las acciones a realizar fueron:

Comprobar sentencias numeéricas para verificar su veracidad o falsedad.

Emparejar expresiones numericas equivalentes, sin realizar operaciones

Generar sentencias algebraicas verdaderas.

Expectativas de aprendizaje

Eal. Reconocer equivalencias y relaciones de expresiones numéricas basadas en
identidades notables.

Ea2. Componer sentencias verdaderas a partir del reconocimiento de expresiones
equivalentes.

Ea3. Utilizar la estructura de las expresiones para razonar sobre su equivalencia.

Tareas para la primera sesion

Tarea 1. La primera tarea disefiada para esta sesion, como se ha indicado, tiene que ver
con comprobar. En la misma se proponen sentencias numeéricas a los estudiantes que
involucran las cuatro identidades notables, algunas expresadas en forma simple y otras
con algun grado de complejidad, esto es compuestas con productos o potencias, 0 con
sumas o restas. Para verificar la veracidad o falsedad de la sentencia los estudiantes
tienen que hacer célculos o aplicar alguna regla conocida que les permita identificar si la
sentencia propuesta es 0 no correcta. La indicacion dada a los estudiantes es la

siguiente:
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Comprueba realizando las operaciones, si las igualdades siguientes son correctas o

incorrectas. En el caso de las incorrectas modifica la igualdad para que sea correcta.

A continuacion detallamos las caracteristicas de las sentencias propuestas en la tarea. La
simbologia IN denota identidad notable implicada en la sentencia. Como se muestra,
tres de las sentencias (6, 9 y 10) involucran dos identidades notables, el resto solo una.
Por ejemplo en la sentencia 6 la expresion extendida que se presenta corresponde al
cuadrado de una suma, mientras que la expresion contraida, con el cambio de un signo,
corresponde al cuadrado de una diferencia. Para las sentencias falsas se detallan las
modificaciones, basadas en las identidades notables consideradas, que deberian

realizarse para que la sentencia fuera verdadera.
Sentencia 1: (3-5)° ~10? =(3-5+10)(3-5-10)
IN: Producto de una suma por una diferencia- diferencia de cuadrados.

Tipo de expresion: compuesta, con producto 3-5

Valor de verdad: verdadera.

Sentencia 2: 13° +10-17+17% =(13+17)’

IN: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresion: simple.

Valor de verdad: falsa.

Presenta una variacion en la que radica su falsedad: en el segundo término del
miembro izquierdo se ha suprimido el dos del doble producto y en lugar de 10

aparece 13.

Sentencia 3: 30-20—20-14=30-(20-14)
IN: Propiedad distributiva-factor comun.
Tipo de expresion: simple.
Valor de verdad: falsa.
Presenta una variacion en la que radica su falsedad: en el segundo término del

miembro izquierdo se ha colocado 20 en lugar de 30.

Sentencia 4: (8-5-15)" =(8-5)° —2-8-5-15+15?

IN: Cuadrado de una diferencia.
Tipo de expresion: compuesta, con producto 8-5

Valor de verdad: verdadera.
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Sentencia 5: (12+8+15)(12+8-15)= (12+8)2 —15?

IN: Producto de una suma por una diferencia.
Tipo de expresion: compuesta, con suma 12 +8

Valor de verdad: verdadera.

Sentencia 6: (15-12)° =157 +12%+2.15.12
IN: Cuadrado de una diferencia en el miembro izquierdo.
IN: Cuadrado de una suma en el miembro derecho.
Tipo de expresion: simple.
Valor de verdad: falsa.
Presenta una variacion en la que radica su falsedad: en el tercer término del
miembro derecho se debe cambiar el signo de + a - para cumplir con el cuadrado
de una diferencia, o se debe cambiar - a + el signo que separa los términos del

binomio en el miembro izquierdo para cumplir con el cuadrado de una suma.

Sentencia 7: [20—(5+7)] =202-2.20-(5+7)+(5+7)’
IN: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta, con suma 5+7

Valor de verdad: verdadera.

Sentencia 8: (2-5+20)" =(2-5)" +2-2.5-20+20?
IN: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresion: compuesta, con producto 2-5

Valor de verdad: verdadera.

Sentencia 9: 2(202—102)=2~202+2-102
IN: Propiedad distributiva-factor comun.
Tipo de expresion: compuesta, con potencias 20° y 10°
Valor de verdad: falsa.
Presenta una variacion en la que radica su falsedad: para que se cumpla la
igualdad el signo del miembro derecho debe ser - o el signo del miembro

izquierdo debe ser +.
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Sentencia 10: 30” —13* =(30-13)(30-13)
IN: Diferencia de cuadrados en el miembro izquierdo.
IN: Cuadrado de una diferencia en el miembro derecho.
Tipo de expresion: simple.
Valor de verdad: falsa.
Presenta una variacion en la que radica su falsedad: en el miembro izquierdo para
su veracidad, se debe cambiar un signo - por un signo + en el miembro derecho.

En el miembro derecho para su veracidad, el miembro izquierdo debe tener la

forma (30—13)2.

Sentencia 11: 5-(26—22)+5-16=5-(26—22-16)
IN: Propiedad distributiva-factor comun.
Tipo de expresion: compuesta, con resta 26 —22
Valor de verdad: falsa.
Presenta una variacion en la que radica su falsedad: En el miembro derecho el

signo del 16 debe ser +.

Sentencia 12: (13+17+10)" =(13+17)° +2-(13+17)-10 +10?

IN: Cuadrado de una suma.
Tipo de expresién: compuesta, con suma 13+17

Valor de verdad: verdadera.

Tarea 2. La segunda tarea tiene como accién emparejar expresiones numericas que
tienen la misma estructura interna, formando una igualdad. Para esta tarea todas las
expresiones consideradas son simples, ya que entendemos que una forma compuesta
afadiria una complejidad que podria suponer un obstaculo para la accion de emparejar,
ajeno a la propia accion. La indicacion en esta actividad, es la siguiente:

Forma todas las igualdades correctas® que puedas, utilizando las expresiones dadas.

Presentamos a continuacion cada una de las expresiones incluidas en la tarea.
<z 2
Expresion 1: (7+3)

IN implicada: Cuadrado de una suma.

Aunque por definicién las igualdades son verdaderas y, por tanto, correctas se utiliza este lenguaje en
el aula para facilitar la comunicacién con el alumnado el cudl no estaba familiarizado con el término
sentencia.
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Expresion 2: 10-39-10-31

IN implicada: Propiedad distributiva-factor comun.
Expresion 3: (17+15)(17-15)

IN implicada: Producto de una suma por una diferencia.

Expresion 4: 17° —15°

IN implicada: Diferencia de cuadrados.

Expresion 5: 7% +3?
No corresponde a ninguna identidad notable.
Expresion 6: 10-(39-31)

IN implicada: Propiedad distributiva-factor comun.

Expresion 7: 172 —2-17-15+15°

IN implicada: Cuadrado de una diferencia.

Expresion 8: 10-39+10-31

IN implicada: Propiedad distributiva-factor comun.

Expresion 9: (17—15)2

IN implicada: Cuadrado de una diferencia.

Tarea 3. La tercera tarea es de ampliacion; se propone con el objetivo de que los
estudiantes que acaben las dos tareas anteriores antes que el resto, puedan seguir
trabajando y asi no distraigan al resto de comparieros. Se les propone lo siguiente:

Escribe igualdades correctas inventadas por ti utilizando numeros, o letras, y

operaciones.

Disefio de la puesta en comun correspondiente al cuaderno de trabajon® 1

Tras el trabajo individual de los estudiantes en el cuaderno n° 1, se planifico realizar una
puesta en comun de las sentencias trabajadas en dicho cuaderno. En la misma se
discutiria con los estudiantes la veracidad de cada sentencia de la primera sesion 1,
siguiendo el orden en que aparecian en el cuaderno de trabajo. Se les cuestionaria si la
sentencia era verdadera o falsa, como también sobre la justificacion de su respuesta. Se
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buscaria hacer participar a estudiantes diferentes, pidiendo voluntarios, con el propdsito
de obtener opiniones diferentes. Para que durante la puesta en comun los estudiantes
pudieran realizar anotaciones en sus cuadernos de trabajo pero no tacharan o
modificaran las respuestas dadas inicialmente, decidimos distinguir un espacio diferente

para ello en el cuaderno de trabajo.

5.1.2 Implementacion
La sesidn 1 se lleva a cabo el lunes 28 de marzo de 2011, en el tiempo asignado en el

horario del centro a la clase de matematicas (de 8:15 a 9:15). En esta sesion participaron
13 de los 20 estudiantes que conforman el grupo. Consideramos que la no asistencia de
los siete estudiantes restantes pudo ser debida al cambio del horario de invierno al de

verano que se produjo justo el dia anterior.

Realizacién de las tareas del cuaderno de trabajon® 1

La profesora organiza los estudiantes en el aula, a continuacion la investigadora inicia
saludando a los estudiantes. Indica que van a hacer un trabajo sobre algebra, que es una
investigacion y les agradece la colaboracion que van a prestar al mismo. Se da inicio a
la sesion distribuyendo los cuadernos de trabajo a los estudiantes y presentandoles las
tareas. Los estudiantes trabajan de forma individual. Surge un interrogante, un
estudiante pregunta si puede hacer uso de calculadoras. La investigadora les responde
que si pues asi fue acordado en las reuniones de trabajo para la preparacion de las
sesiones. Transcurridos 30 minutos, se da inicio a la puesta en comlin hasta que

concluye el horario de la clase de matematicas.

Puesta en comun basada en el cuaderno de trabajo n° 1

En esta puesta en comun, de 15 minutos de duracién, participaron 11 de los 13
estudiantes que asistieron a la primera sesion. La investigadora da inicio a la puesta en

comun preguntando a los estudiantes si consideran que la primera sentencia de la tarea
1, (3-5)2 —10% =(3-5+10)(3-5—-10)es verdadera o es falsa o, dicho de otra manera, si

la consideran correcta o incorrecta. En seguida un estudiante A06 responde: “es

3

correcta”. La investigadora pregunta “;por qué consideras que es correcta?” A06
responde: “porque he resuelto esos dos miembros y da el mismo resultado”. En este

caso se observa que el estudiante ha operado para razonar la veracidad de la sentencia.

Después de indagar si hay otra opinidn, la cual no se da, la investigadora interroga a los

estudiantes sobre la veracidad o falsedad de la siguiente sentencia
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132 +10-17+17% = (13+17)2 . El estudiante A15 responde: “es incorrecta”. Al preguntar
la investigadora por qué la considera incorrecta sefiala: “porque sale diferente el
resultado”. Luego, la asesora (S) interviene, para el cual se presenta el siguiente extracto
de dialogo:

S: ¢ Como sabes que el resultado fue diferente?

A06: Porque lo ha hecho bien.

Al15: Porque lo he hecho.

S: ¢ Qué te sale? ¢En el (miembro) izquierdo que te sale?

Al15: En el izquierdo me sale seiscientos veintiocho y en la derecha

cuatrocientos cincuenta y ocho.

Dado que la tarea es incorrecta y por tanto requiere de modificacién, la investigadora
procede a indagar si alguien la ha modificado. Dos estudiantes A04 y A06 indican que
la han hecho; la investigadora sugiere a AO4 que pase a la pizarra y la escriba. A04

escribe en la pizarra la siguiente igualdad: 13* +10-17 +17% = (13+17)2 -70.
Observamos que A04 se ha basado en el calculo de los valores numéricos de ambos

miembros de la sentencia para construir dicha igualdad restando el nimero 70, que

corresponde a la diferencia entre dichos valores y da lugar a una igualdad.

La investigadora sugiere que otro voluntario indique como ha modificado la sentencia.

A06 levanta la mano y la investigadora le indica que pase a la pizarra. A06 escribe la
siguiente sentencia: 13* +172 =(13+17)2. En esta resolucion observamos que A06 se
ha basado en la utilizacion de una nocion primitiva de la propiedad distributiva (Castro,
2012) al sustentar que 13*+17° =(13+17)2 . Ningun otro estudiante dice haber

realizado modificaciones diferentes a las presentadas, con lo que se da por terminada la

discusion de esta sentencia, sin aclararse que esta modificacion no es correcta.

La investigadora escribe en la pizarra la tercera sentencia de la tarea 1,
30-20-20-14=30-(20—-14) e interroga a los estudiantes sobre si la sentencia es
correcta o incorrecta. El estudiante A03 sefiala: “es incorrecta”; y al ser indagado por
qué, indica: “porque me da diferente”. Ante la solicitud de la investigadora de otras

posibles respuestas, A06 levanta la mano y dice: “yo pienso que es correcta”. La asesora

pide a este estudiante una justificacion de su respuesta, a lo que A06 responde: “pues,
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por lo mismo, he resuelto las dos igualdades (se refiere a los dos miembros de la

igualdad) y dan el mismo resultado”.

En este momento observamos que no hay coincidencia entre las opiniones de los
participantes, ambos han realizado célculos y han obtenido distintas respuestas. La
investigadora pregunta al grupo: “;todos estan de acuerdo?” En seguida el estudiante
A14 responde: “no”. La investigadora sigue indagando: “;qué sucede?” A14 responde:
“que alli pone veinte”. Ante esta respuesta la investigadora le sugiere a A14 que pase a

la pizarra a hacer la modificacion de la tarea. A14 escribe en la pizarra la siguiente

igualdad: 30-20—-30-14 =30-(20—14). A continuacion, la investigadora escribe en la

pizarra la cuarta sentencia de la tarea 1, (8'5—15)2 = (8'5)2 —2-8-5-15+15% e interroga

nuevamente al grupo sobre su veracidad o falsedad. El estudiante A05 responde: “esa es
correcta”. La investigadora afirma y a la vez pregunta: “correcta, y ;por qué dices que
es correcta?”. Ante la interrogante A05 responde: “porque sale el mismo resultado si lo
hago”. La investigadora aprueba y cuestiona al grupo: “muy bien, ;jalguien tiene una
opinion diferente?”. A04 dice: “a mi no me da lo mismo”, seguido de A04, otros
estudiantes A07, A01, A06 indicaron que habian obtenido resultados diferentes. La

investigadora sugiere a AO4 que pase a la pizarra y escriba la modificacion que ha
hecho. A04 escribe (8-5-18)" =(8-5)"~2-8-5-15+15% +650. Luego A02 dice: “a mi

me sale correcta” y A04 pregunta: “;es correcta o incorrecta?” Ante la interrogante de

A04, la investigadora sefiala: “es correcta”.

La investigadora se refiere ahora a la quinta sentencia,
(12+8+15)(12+8-15) = (12+8)" ~15%, interroga a los estudiantes sobre su veracidad

o falsedad. A06 y AO5 responden que es correcta. La investigadora indaga preguntando
al grupo si tienen una opinion diferente, pero los estudiantes no responden. Se produce
un silencio. La asesora pregunta: “;por qué es correcta? ;Como lo sabéis?”. AlS5

responde: “porque al hacerlo sale el mismo resultado”.

La investigadora pasa a discutir la sentencia (15—12)2:152+122+2-15-12. Sin

esperar a que se les pregunten, los estudiantes responden a coro: “jes incorrecta!. Al ser
cuestionados por la investigadora sobre el porqué de su afirmacién, A04 levanta la
mano y dice: “porque los resultados no dan lo mismo”. La investigadora pregunta a

varios estudiantes si han hecho la modificacion. A13 indica que si la ha hecho, pasa a la
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pizarra y escribe la igualdad (15—12)2 =15°+12*-2.15-12. La investigadora le dice a

Al3 que estd muy bien e interroga al grupo por si tienen otra modificacion ¢Al14?,
¢A03?, (A02?, ;A01?, (Al15?, (A08?... La participacion de A04 es activa, dice que ha

hecho otra; la investigadora le sugiere pasar a la pizarra. A04 escribe:
(15—12)2:152+122+2-15-12—408. Toca el timbre de final de hora de clase, los

estudiantes siguen comentando, entregan el cuaderno de trabajo, recogen sus Utiles y se
retiran del aula. La puesta en comun no ha sido cubierta en su totalidad (se han tratado
la mitad de las sentencias de la tarea 1), el tiempo no ha permitido discutir todas las
sentencias trabajadas y a la investigadora no le ha dado tiempo de hacer recapitulacion
final de las tareas discutidas.

5.1.3 Toma de decisiones después de la sesion 1
En la reunion mantenida por las investigadoras, posterior al desarrollo de esta primera

sesion, y analizada la misma, se toman las siguientes decisiones que afectan a la

siguiente sesion.

La sesidn 2 se iniciard con una recapitulacion de la sesion anterior, con dos objetivos:
a) presentar parte de lo trabajado a los estudiantes no asistentes y b) recordar a los que
habian asistido el trabajo realizado permitiendo que afloren algunas dificultades de los
estudiantes que no se trataron en la puesta en comin anterior. De esta manera,
acordamos discutir cuatro sentencias concretas al inicio de la Sesion 2, tres falsas y una
verdadera. Para las falsas se acordd presentar varias modificaciones dadas por los
estudiantes, donde se pudiese apreciar diversidad de respuestas.

Para optimizar el tiempo se decide que para las siguientes sesiones se llevara impresas
en laminas de gran tamafio las expresiones/sentencias que quieran discutirse en las
puestas en comun, de forma que no se requiera tiempo para copiarlas en la pizarra. Asi
mismo se decidio realizar la puesta en comun del cuaderno trabajo de cada sesion en la
sesion posterior, no siendo necesario facilitar a los estudiantes sus cuadernos de trabajo

dado que la investigadora presentaria en la pizarra las respuestas a analizar y debatir.

Se acuerda iniciar la sesién con la sentencia 30-20—20-14 =30-(20—14) (sentencia 3
de la tarea 1), la cual habian modificado de forma correcta sélo cinco de trece
estudiantes. Posteriormente se discutiria la sentencia (15—12)2=152+122+2-15-12

que sélo tres estudiantes habian modificado correctamente. Para esta sentencia las
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modificaciones realizadas atendian bien a conseguir la igualdad compensando la

diferencia de valores numéricos de ambos miembros como en el caso de

(15-12)° =15 -12°+2.15-12-408  bien  utilizando ~ la  igualdad
(15—12)2=152+122—2-15'12 . Otra sentencia a discutir en el aula seria

(3-5)2 —10? =(3-5+10)(3-5-10) a la cual once de los trece estudiantes habfan dado
una respuesta satisfactoria, aunque esta por ser verdadera no requeria de modificacion.
Por ultimo se atenderia a la sentencia 132+10~17+172=(13+17)2 para la cual se
presentaria tres de las modificaciones propuestas por los estudiantes, la primera basada
en el uso de una version primitiva de la propiedad distributiva 13° +17° =(13+17)2 y

las dos ultimas modificaciones correctas una obtenida haciendo uso de la identidad
notable cuadrado de la suma y la otra a partir del calculo de la diferencia en valor

numeérico de ambos miembros.

Se propone hacer preguntas a los estudiantes que ayuden a dirigir su atencion hacia la
diferencia y semejanza en estructura de las expresiones que proponen al modificar las
sentencias falsas; y sobre todo intentar promover la participacion del mayor nimero
posible de estudiantes para potenciar la exteriorizacion de su pensamiento sobre el

trabajo realizado.

Respecto a la tarea prevista para la siguiente sesion en la que hay valores ocultos y se
han de rellenar los huecos que los suplen, a realizar tras finalizar la puesta en comun, se
decide que si los estudiantes presentan dificultades para realizarla se les orientaria
tomando como ejemplo la primera sentencia, incitdndolos a observar a la vez las
expresiones de los miembros izquierdo y derecho y a atender a relaciones existentes
entre ellas. La puesta en comun del cuaderno de trabajo n® 2 se decidi6 atrasarla a la

siguiente sesion.
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5.2 Segunda sesion
En este apartado recogemos la descripcion de la preparacion e implementacion de la

sesion 2 asi como informacion relativa a la toma de decisiones para la siguiente sesion.

5.2.1 Preparacion de la sesion 2

Objetivos de investigacion

Oil. Analizar la percepcion que muestran los estudiantes de la estructura de
expresiones y sentencias numéricas basadas en identidades notables cuando estan
ocultos algunos de sus elementos.
Oi2. Indagar el reconocimiento que hacen los estudiantes de la estructura de
identidades notables en sentencias que presentan elementos numéricos compuestos,
viéndolos como “un todo”.
Oi3. Identificar los errores que cometen los estudiantes en la resolucién de las tareas
propuestas.
Oi4. Identificar fortalezas y debilidades de las tareas propuestas y de la gestion del
aula en el disefio instruccional implementado.

Tipos de Tareas

En el cuaderno de trabajo de esta sesion se incluyen tres tareas en las que aparecen
igualdades numéricas enteras e incompletas, cuyo disefio esta basado en identidades
notables. Las acciones a realizar fueron:

Completar partes (rellenar huecos) de sentencias numéricas que presentan
elementos ocultos (suplidos por cajas) en lugar de un sumando o parte de un sumando.
Completar sentencias numéricas que incluyen elementos ocultos (suplidos por cajas)
y en las que solo se conoce un miembro.

Generar igualdades algebraicas.

Expectativas de aprendizaje (Objetivos especificos)

Eal. Identificar los elementos necesarios para completar sentencias numericas
basadas en identidades notables, de forma que constituyan igualdades.

Ea2. Utilizar la estructura de expresiones numéricas para obtener igualdades
numéricas en las que algunos términos estan ocultos.

Ea3. Hacer uso de lenguaje algebraico.

Tareas para la segunda sesion

Tarea 1. Se proporcionan a los estudiantes sentencias numéricas con espacios en
blanco, basadas en identidades notables, las cuales han de completar de forma que
constituyan igualdades numéricas. Todas las sentencias presentan 2 o 3 cajas para
completar, ubicadas en distintas posiciones de la igualdad. Las cajas pueden ser
completadas por los estudiantes con respuestas Unicas que corresponden a un valor

numérico concreto o respuestas maltiples en las cuales cualquier nimero o letra es

Danellys Clementina Vega-Castro 125



Capitulo 5. Descripcion de la Planificacion, Desarrollo y Andlisis Preliminar...

valido. El grado de complejidad de las sentencias es variable: son simples y compuestas
con productos o0 potencias. En esta sesion no consideramos expresiones compuestas con
sumas o restas puesto que supondrian mayor nivel de complejidad para las sentencias, al
considerar que el s6lo uso de cajas aumenta significativamente la complejidad de la

tarea.

En cuanto a la presencia de las identidades notables, estan implicadas las cuatro.
Intentamos que la distribucion de identidades estuviese equilibrada. Como el cuadrado
de la suma y el cuadrado de la diferencia presentan caracteristicas similares, en algunos
casos se emplean una sola vez cada una de ellas, mientras que la propiedad distributiva-

factor comun y diferencia de cuadrados se emplean dos veces.

La tarea viene formulada con el siguiente enunciado:
Completa cada caja con aquellos niUmeros que hacen que la igualdad sea correcta.
Explica como lo has hecho.

A continuacion detallamos las caracteristicas de las igualdades propuestas en esta tarea.

Sentencia 1: (5—|;|)2 =5"-2.5-[__|+¥

IN: Cuadrado de una diferencia.
Tipo de expresion: simple.

Sentencia 2: 77 (

—4): 72.20-[ |4

IN: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresion: compuesta, con potencia 7°

Sentencia 3: 21‘(3+

)=[_J3+21.

IN: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresion: simple.

Sentencia4: | |*-11° :(

—11) (8+

—

IN: Producto de una suma por una diferencia- diferencia de cuadrados.

Tipo de expresion: simple.

Sentencia 5: (2.7+[__]) =(2-7) +112+2[__|-11

IN: Cuadrado de una suma.
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Tipo de expresion: compuesta, con producto 2:7

Sentencia 6: (5—3-|;|)2 =5 —2'5'3'|_|+(3'|—|)2

IN: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta, con producto 3-[__|

Sentencia 7: (4° —7)-(43 + | |) =| |2 ~| |2
IN: Producto de una suma por una diferencia-diferencia de cuadrados.

Tipo de expresion: compuesta, con potencias 4°.

Tarea 2. La accién requerida en esta segunda tarea también consiste en completar. La
diferencia con la tarea anterior esta en gque las sentencias no incluyen término derecho y
el estudiante ha de utilizar tanto cajas como numeros Yy signos operacionales para
completar las sentencias dadas. En el disefio de las sentencias de esta tarea
consideramos dos identidades notables en su forma simple y dos en su forma compuesta

con productos o potencias.
La tarea esta enunciada de la forma siguiente:

Completa las igualdades con expresiones equivalentes a las dadas. Utiliza para ello

nameros, cajas y operaciones.

Detallamos las caracteristicas de las sentencias de esta tarea:

Sentencia 1: |;|2 +2-7-|;|+52 _

IN implicada: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresion: simple.

Sentencia 2: (|;| _ 2.5)2 _

IN implicada: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta con producto 2-5

Sentencia 3: |___|-13-|__ |-16=

IN implicada: Propiedad distributiva-factor comun.
Tipo de expresion: simple.
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Sentencia 4: (9 - 72)(|;| +72) _

IN implicada: Producto de una suma por una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta con potencia 7°.

Tarea 3. Como ocurre en la sesién 1, también en este caso se propone una tarea para
que los estudiantes que sean més rapidos haciendo las dos tareas iniciales, no se queden
parados y puedan distraer al resto de compaferos. Proponemos a los estudiantes la
misma tercera tarea que en la sesion previa en la cual sélo un estudiante tuvo tiempo de

iniciarla. Recordamos a continuacion el enunciado de la misma.

Escribe igualdades correctas inventadas por ti, utilizando letras, numeros vy

operaciones.

5.2.2 Implementacion
La sesion 2 fue realizada durante la segunda hora de clases, de 9:15 a 10:15, del

miéercoles 30 de marzo de 2011. A esta sesion asistieron 19 estudiantes. Se dedicaron
los primeros 24 minutos para la continuacion de la puesta en comin de la primera tarea
de la sesion anterior, tal como se habia planificado, y luego se realiz6 la actividad

escrita prevista para esta sesion, cuya duracion fue de 27 minutos.

Puesta en comun del cuaderno de trabajo n° 1

En esta puesta en comun, de 24 minutos de duracién, participaron 15 de los 19
estudiantes presentes. La investigadora inicia la puesta en comin preguntando a los
estudiantes si recordaban lo que habia que hacer con las igualdades propuestas en la
primera tarea de la sesion anterior. Los estudiantes responden: “comprobar si eran

correctas o incorrectas”. A continuacion la investigadora coloca en la pizarra una lamina

que traia preparada con la sentencia 30-20—20-14=30-(20—14) pregunta a los

estudiantes, “asi con verla, sin hacer célculos, ¢alguien de ustedes podria decir si es

verdadera o si es falsa?”.

A06 responde: “es incorrecta”. La investigadora le pregunta por qué dice que es
incorrecta. A06 responde: “porque, eh... seria treinta por veinte mas treinta por catorce
0 sea que el veinte es el que falla”. La investigadora cuestiona nuevamente a A06:
[como sabes que ese veinte esta fallando? Y A06 responde: “pues porque cuando se

multiplica un nimero por otro que estad entre paréntesis, se multiplica eh... se multiplica
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por el primero menos el segundo, o sea treinta por veinte menos treinta por catorce”. La
investigadora expresa que estd muy bien lo que ha dicho A06 y pregunta al grupo si
alguien tiene una opinion diferente, sin obtener respuesta. Luego coloca una segunda
lamina en la pizarra (ver Figura 5.2) que contiene las modificaciones realizadas por los
estudiantes a la sentencia anterior durante la sesion 1; modificaciones todas ellas que

conservan la equivalencia y, por tanto, dan lugar a igualdades.

30-20—30-14= 30-(20—14) 1
30-20—20-14= 30-(20—14) + 140 2¢
30-20—-20-14 = 600— 280 3

Figura 5.2. Modificaciones hechas por los estudiantes a la sentencia indicada.

La investigadora pide a A06 que repita a los compafieros su explicacion: “;por qué
dices que en lugar de veinte se debe poner treinta, para que la igualdad sea correcta?”.
A06 esta vez mejora un poco su explicacion y dice: “porque para multiplicar un namero
por otro que esta entre paréntesis lo primero que se hace es multiplicar el nimero de
fuera por el primero y luego por el segundo”. La investigadora sugiere a A06 que pase a
la pizarra y lo explique con detalle a sus compafieros. A06 hace lo indicado y explica:

“para averiguar esto aqui (sefiala el miembro derecho de la primera igualdad, es decir:

30-(20—14) hay que multiplicar el primero... el nimero de fuera por el primero, que

seria treinta por veinte y luego el nimero de fuera por el segundo que seria menos

treinta por catorce”.

Observamos que AO06 realiza la explicacion partiendo de la expresion que tiene en el
miembro derecho para obtener la expresion del miembro izquierdo. La investigadora
aprueba lo expresado por A06 y sefiala la segunda de las igualdades presentadas en la
lamina (Figura 5.2) 30-20—20-14=30-(20—14)+140, y pregunta al grupo: “;qué

podemos observar alli? ;Qué ven ustedes de diferente? ¢ Es correcta esta modificacion?
Levanten la mano los que dicen que no es correcta”. Los estudiantes levantan la mano.
Al preguntar la investigadora por qué no es correcta, A04 responde: “Porque treinta por
veinte son seiscientos y le quita veinte por catorce eh...y en el otro suma ciento

cuarenta’.

En este momento la investigadora decide hacer una introduccion a la observacion de la

estructura de las igualdades planteadas en la lamina. Sugiere a los estudiantes que
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observen la forma de la sentencia que han considerado incorrecta

30-20-20-14 :30-(20—14). Luego les sugiere que observen bien la primera sentencia

de la ldmina (ver Figura 5.2), la cual ellos han considerado que es correcta y a

continuacion observen la segunda sentencia de la ldmina, es decir

30‘20—20‘14:30.(20—14) +140. Les pregunta: “;qué sucede con ésta ultima?... ;es

similar a la dada?... ;o se diferencia en algo?”. A04 responde: “se diferencia en que
pone ciento cuarenta”. La investigadora dice: “jcorrecto!... se diferencia en este
nimero”, la investigadora sefiala el nimero 140, “y ;qué sucede con la tercera?”. La
investigadora sefiala la tercera sentencia 30-20—20-14 =600—280 pregunta “;en qué
se diferencia de la dada?”. A04 responde “que en lugar de multiplicar treinta por veinte
y catorce, le quita a seiscientos, doscientos ochenta”. Con su intervencion A04 pone de
manifiesto que ha atendido a la estructura de las expresiones que componen las
diferentes igualdades. Luego la investigadora sigue indagando y buscando diferencias
entre la primera y tercera modificacion, recogidas en la lamina, tal como se aprecia en

el siguiente extracto:

I: Bueno, observemos la estructura, observemos la forma si..., ésta tiene
la misma forma que la dada (sefiala la primera igualdad), pero esta
expresion que tenemos aqui (sefiala la expresién 600—280) creen

ustedes que tiene la misma forma de esta expresion (sefiala la
expresion 30-(20—14)).

A04: No

I: No, verdad ¢en qué se diferencia?

A04: En que esos dos numeros no estan multiplicados por ninguno
(refiriéndose a 600 y 280).

Observamos que A04 descubre otra diferencia entre las dos igualdades contrastadas.
Luego la investigadora pasa a discutir la sentencia (15—12)2:152+122+2-15-12

colocando en la pizarra la lamina que se muestra en la Figura 5.3, donde la sentencia
sefialada con la vifieta es la propuesta en el cuaderno de trabajo y las tres siguientes son

modificaciones a la misma, propuestas por algunos de los estudiantes.
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» (15—-12)?=15%+12%+2-15-12

(15-12)? =152 +122—-2-15-12 1°
(15— 12)*=15>—-122+2-15-12 - 408 2°
(15—-12)* + 648 =15+ 12°+2-15-12 3¢

Figura 5.3. Modificaciones propuestas por los estudiantes a la sentencia indicada.

La investigadora cuestiona a los estudiantes primeramente sobre la veracidad de la
sentencia propuesta y posterior sobre cual de las tres modificaciones consideran mas

adecuada tomando como referente la expresion de partida.

Los estudiantes responden a la vez: “la primera”. Ante la pregunta de la investigadora
A06 aporta una justificacion: “porque lo unico que hace es cambiar los simbolos”.
Luego la investigadora pregunta a A08: “;qué sucede en la siguiente expresion?... jsera
correcta?” AO8 responde: “no, porque el signo menos tiene menos cuatrocientos...”
AO06 interviene indicando: “es correcta”. Seguidamente AO8 sefiala también: “si es

correcta”.

La investigadora pregunta por las diferencias que observan entre las dos primeras
modificaciones recogidas en la lamina: “;qué ocurre con ésta?”, sefiala la segunda
igualdad “;es similar a la anterior?” (Senala la primera igualdad) “yo quiero que ustedes
me digan algo mas que hay alli”. Al respecto A09 responde: “el menos cuatrocientos
ocho”. La investigadora le dice: “jel menos cuatrocientos ocho! ese cuatrocientos ocho,
(lo vemos en la expresion dada?” Y los estudiantes responden a la vez: “no”. Luego la
investigadora expresa: “ino, verdad! Es un elemento extrafio pudiéramos decir ;si?”.
A06 levanta la mano y la investigadora le da la participacion. A06 dice: “es la diferencia
que hay entre el resultado del primer miembro y del segundo”. La investigadora pide a

13

este alumno que explique con detalles lo que ha dicho. A06 procede a explicar: “el
resultado de la segunda daria x+ 408, por eso para que sea real tendria que restarle los
cuatrocientos ocho que le falta o que le sobra”. Llegado a este punto la investigadora
insiste en que atiendan a la estructura de las expresiones dadas e intenten buscar formas

de corregir las sentencias con el minimo de modificaciones.

Al discutir la tercera sentencia de la lamina, la estudiante A13 sefiala: “es incorrecta
pues no sale el mismo resultado”. Se cierra la discusion sobre esta sentencia indicando

que la modificacion més adecuada es la primera.
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La investigadora presenta otra lamina con la sentencia
(3-5)2 —10% =(3-5+10)(3-5-10) y cuestiona a los estudiantes sobre la posibilidad de

opinar sobre su veracidad sin la necesidad de hacer célculos. Algunos estudiantes
responden que es verdadera y otros que es falsa. Ante este dilema la investigadora
insiste en que quiere que intenten establecer la veracidad o falsedad sin hacer célculos,
pero observando que los estudiantes reclaman poder calcular se les facilita papel. Tras
un breve tiempo de trabajo individual varios estudiantes dicen a la vez: “es verdadera,
es verdadera”. La investigadora aprueba la respuesta y a continuacion sefiala: “jpero
tuvimos que hacer los calculos!”. A04 dice: “no...yo no”. Luego la investigadora
sugiere e indaga: “debemos intentar no hacer los célculos, a ver, ;qué podemos entonces
observar alli? ¢Hay alguna relacion? ¢Qué relacion podemos detectar en esa

estructura?”.

A09 responde: “que tres por cinco al cuadrado, es lo mismo que aqui tres por cinco
mas...”. La investigadora le indica que lo explique en la pizarra. AQ9 pasa a la pizarra y
dice: “que esto es lo mismo que esto” (Indica con gestos que el resultado del cuadrado
del producto de tres por cinco en el miembro izquierdo de la igualdad es igual a los
productos de los primeros términos que se dan en el miembro derecho de la misma).
Luego continfia: “y esto es igual a esto” (sefiala con gestos que 107 es igual al producto
de los segundos términos que aparecen en los binomios que aparecen multiplicandose
en el miembro derecho). Aqui se observa que A09 ha percibido la estructura que guarda

la sentencia dada, aunque tiene dificultades para expresar su razonamiento.

La investigadora coloca una quinta lamina en la pizarra (Figura 5.4) e inicia
preguntando a los estudiantes respecto a la sentencia indicada con la vifieta. Los
estudiantes responden a la vez “es falsa”. Ante la solicitud de una justificacion por parte
de la investigadora A06 levanta la mano y dice: “porque trece mas diecisiete al
cuadrado es igual a trece al cuadrado mas diecisiete al cuadrado, o sea que el mas diez

por diecisiete, sobra”.

>  132+410-17+ 172 = (13 + 17)2

132 + 172 = (13 + 17)?2 1°
(13 +17)2 = 132+ 172 4+2-13-17 2
1324+ 10-17 + 172 = (13 + 17)2 — 272 3¢

Figura 5.4. Modificaciones propuestas por los estudiantes a la sentencia indicada.
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La investigadora pregunta al resto de estudiantes por la veracidad de la primera
modificacion. El grupo indica a la vez: “es correcta”, a lo cual la investigadora sugiere
al grupo hacer los calculos. A04 indica: “es incorrecta” y A06 sefiala: “es correcta”.
A12 explica “es falsa, porque el trece mas diecisiete al cuadrado seria trece al cuadrado
mas diecisiete al cuadrado, mas dos por trece por diecisiete”. La investigadora aprueba
que la primera igualdad es falsa y pasa a preguntar a All sobre la veracidad de la
segunda igualdad. A1l dice: “yo creo que es correcta”, al preguntarle por qué, es A06
quien responde: “es correcta, porque el cuadrado de una suma es igual al cuadrado del
primero mas el cuadrado del segundo mas el doble producto del primero por el

segundo”.

Aqui podemos observar que aunque previamente A06 habia sustentado que la primera
igualdad era correcta (utilizando una nocién primitiva de la propiedad distributiva),
ahora sustenta la veracidad de la segunda igualdad basandose en la regla de la identidad
notable y la enuncia correctamente. Creemos que este hecho se debe a que ha observado
la respuesta dada por A1l que le sirve para recordar la relacion en la identidad notable y

reconocerla en la sentencia numérica.

Luego la investigadora pregunta al grupo sobre la veracidad de la tercera sentencia
propuesta en la ldmina de la Figura 5.4. A04 indica que es incorrecta y A06 que es
correcta. La investigadora cuestiona a A01 quien responde que es correcta. A16 y A03
ratifican la respuesta de A01. La investigadora confirma la veracidad de esta sentencia e
insiste a los estudiantes en que atiendan a la estructura de las expresiones: “si queremos
elegir una de estas tres” (sefiala las tres igualdades enumeradas) “;con cudl nos
quedariamos?”. Ante el interrogante A06 responde inmediatamente: “con la segunda”.

La investigadora aprueba la respuesta y finaliza la puesta en comun.

Realizacion de las tareas del cuaderno de trabajo n° 2

Se da inicio a la segunda parte de la sesion 2. La investigadora indica a los estudiantes
que van a realizar unas nuevas tareas. La profesora del grupo y la asesora ayudan a la
investigadora a repartir el cuaderno de trabajo n° 2 a los estudiantes. La investigadora
procede a dar las instrucciones para realizar la primera parte de las mismas diciendo:
“en la primera actividad ustedes van a completar las cajas que aparecen en blanco, las
van a completar con aquellos nimeros que ustedes consideran que hacen correcta esa
igualdad. Luego, en el espacio que corresponde alli debajo van a explicar como ustedes

lo han hecho”.
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Ante esta explicacion los estudiantes plantean algunos interrogantes como el que se

muestra en el siguiente extracto de didlogo:

A04: Y... ;si no sabemos hacerlo?

S: Hay que buscar nameros, para rellenar las cajas y puede que los
numeros de las distintas cajas sean diferentes o puede que sean iguales,
vale...

A04: ¢Pero tengo que poner muchos numeros?

S: No, piénsalo un poco antes de probar para que no tengas que probar
con muchos ndmeros.

I: A ver, ustedes analicen, si, analicen un poco la estructura, y a ver ¢qué
nUmero yo puedo ubicar alli? ... que la igualdad sea correcta.

Un Alumno: Probar... ;si tu pones un numero va en los dos lados?

AXX: Probar... ;si tu pones un numero va en los dos lados?

I: Es posible, mira es posible que pongas un nimero y a lo mejor va en
los dos lados, pero en otros casos es posible que no resulte poder

ubicar el mismo niimero, si.

La investigadora les insiste en que traten de completar las tareas de forma individual,
que intenten explicar con sus propias palabras, no importa la forma como expresen el

porqué de sus respuestas.

K Si ustedes ubican un numero, por ejemplo el veinte, pues... ;por qué yo
ubiqué este nimero? ¢ Por qué?... es decir el nimero que ubican en la
caja explicar ¢por qué usted ubico ese numero?

A04:  Pero... ;qué es ubicar?
I: Colocar o rellenar las cajas. Si alguien tiene alguna duda, por favor
levante la mano.
Otras interrogantes que surgen son las siguientes:

AQ7: ¢Puedo usar calculadora? La investigadora le responde
afirmativamente.

AXX: ¢Es del uno al nueve?
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Profesora  Puedes poner cualquiera, pero... Usen el lapiz probando que asi

del grupo: le veis alguna légica ¢no?
AXX: ¢Es del uno al nueve?

Profesora Puedes poner cualquiera, pero... Usen el lapiz probando que asi

del grupo:  le veis alguna légica ¢no?
Al0: ¢ Es obligatorio explicarlo?

K Si lo pueden explicar, mucho mejor, porque nos van a ayudar
mucho a nosotras, recuerden que esto es una investigacion, si...
queremos averiguar ;jcomo ustedes aprenden... jcomo ustedes
trabajan?... y cuantos mas detalles ustedes nos den de cémo
hicieron el trabajo, pues mas nos van a ayudar.

Profesora Pero hacedlo individualmente, porque sabéis que esto cuenta en

del grupo: la actitud, y la actitud es hacer el trabajo con interés y hacerlo

individual.

Los estudiantes trabajan cada uno en su cuaderno de trabajo durante el tiempo que
queda de clase. Una vez que toca el timbre de finalizacion de la hora de clase, los

estudiantes entregan su cuaderno de trabajo y se retiran del aula.

5.2.3 Toma de decisiones después de la sesion 2
Tras analizar las producciones de los estudiantes y la puesta en comun realizadas en la

sesion 2, se acuerda iniciar la siguiente sesion con la puesta en comun de las sentencias
2,4y 5 de la primera tarea del cuaderno n° 2, cada una de las cuales esta basada en una
identidad notable diferente: propiedad distributiva-factor comun, diferencia de
cuadrados y cuadrado de una suma. Se discutirian en la pizarra aquellas tareas de
respuesta Unica, dado que son mas sencillas y, posteriormente, las tareas con respuesta

multiple.

Se decidio dedicarle menos tiempo a la sentencia 2 dado que la mayoria de los
estudiantes encontraron menos dificultades en esta sentencia. El proposito con la
discusion de esta sentencia era que, por una parte sirviera de motivacion para aquellos
estudiantes que la habian resuelto adecuadamente y, por otra parte, dirigir la atencion de
los estudiantes que no la resolvieron correctamente o simplemente no le dieron

respuesta, a la estructura de la misma.
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Para la discusion de esta sentencia se mostrarian en la pizarra las cuatro variaciones de
resultados dados por los estudiantes: (4 y 0); (2 y 2); (20 y 1); (20 y 7%); colocando de
Gltima aquella cuyos niimeros son correctos (20 y 72) con el propésito de mantener a los
estudiantes en expectativa sobre cudl es la forma correcta. En las tres primeras
respuestas parece que los estudiantes han ignorado el paréntesis que ademas de preceder
a la caja en el miembro izquierdo también precede al nimero 4 en el derecho. El
objetivo con la discusion de estas respuestas es que los estudiantes expliquen como las
obtuvieron e incidir en que no es necesario hacer operaciones y en que el uso de la

estructura evita realizar calculos engorrosos.

La sentencia 4 es elegida para la puesta en comun dado que también habia sido resuelta
correctamente por un elevado numero de estudiantes. La sentencia 5 fue resuelta por
pocos estudiantes y, entre los que la resuelven, algunos confunden el 2 del término
compuesto 2-7 que figura como raiz cuadrada en el binomio del miembro izquierdo con
el 2 del doble producto en el tercer término del miembro derecho. Por tanto al confundir
el uno por el otro, sélo completan la caja con un 7. Consideramos que esta confusion
puede deberse a que la igualdad dada presenta términos compuestos con producto, lo
que da a la expresion cierta complejidad. Por todo ello se acordd interrogar a aquellos
estudiantes que no la habian hecho, para ver qué dificultades habian tenido y discutir

con aquellos que habian cometido errores sobre el proceso realizado.

Pocos estudiantes abordaron las tareas segunda y tercera (s6lo 4 estudiantes intentaron
dar respuestas a las mismas y las respuestas no fueron correctas). Consideramos que
esto puede ser debido a que no se les explicaron verbalmente, como si se hizo en la
primera tarea. Decidimos que en las siguientes sesiones se presentarian verbalmente
todas las tareas al repartirles el cuaderno de trabajo, con el propdsito de no interrumpir

una vez en marcha la sesion de trabajo.

Se establece que en la puesta en comun de la sesion 3 se propondrian a los estudiantes la
resolucion de las sentencias 1 y 2 de la segunda tarea de la sesion 2, con el propdsito de
que observen la diferencia entre las dos tareas propuestas. En este sentido se prepararia
la respuesta correcta por si se presentase el caso que los estudiantes no llegasen a ella.
En dltima instancia se les presentaria la respuesta diciendo que habia sido propuesta por
un estudiante. Con esta parte de la puesta en comun se pretendia provocar la percepcion
y anélisis de la estructura de las expresiones.
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Al observar que los estudiantes A04 y A06, ubicados en puestos delanteros en el aula,
participaban con mucha frecuencia en las puestas en comun, casi impidiendo la
participacion de los demés compafieros, se acordd que en sucesivas sesiones se llamaria

a participar a otros estudiantes.

Por otra parte, habiendo observado que algunos estudiantes tienen dificultades para
expresar sus razonamientos, se decide incorporar en la siguiente puesta en comdn la

lectura de las expresiones y sentencias antes de iniciar el trabajo con las mismas.

5.3 Tercera sesion
Como en las sesiones previas, recogemos aqui la descripcion de la preparacion e
implementacién de la sesion 3 e informacion relativa a la toma de decisiones para la

siguiente sesion.

5.3.1 Preparacion de la sesion 3

Objetivos de investigacion

Oil. Indagar en la capacidad de los estudiantes para establecer paralelismo
estructural entre expresiones/igualdades numéricas y algebraicas basadas en
identidades notables.
Oi2. Explorar el uso que hacen los estudiantes de variables y cuasivariables en la
generalizacién de patrones numericos.
Oi3. Analizar el tipo de estructuras que reproducen los estudiantes.
Oi4. Identificar los errores que cometen los estudiantes en la resolucion de las tareas
propuestas.
Oi5. Identificar fortalezas y debilidades de las tareas propuestas.

Tipos de Tareas
En el cuaderno de trabajo n® 3 propusimos dos tareas, las dos se refieren a la
construccion de expresiones 0 sentencias con la misma estructura que otras dadas,
Ilegando a hacer una generalizacion de las mismas. Las acciones concretas a realizar
son dos:
Generalizar expresiones y sentencias numericas a algebraicas.
Generar expresiones y sentencias, tanto numéricas como algebraicas, con la misma
estructura que una dada.

Expectativas de aprendizaje
Eal. Identificar patrones en la estructura externa y relaciones internas de expresiones
y sentencias numeéricas dadas.
Ea2. Generalizar patrones encontrados. Reproducir estructuras externas y relaciones
internas de expresiones y sentencias numéricas y algebraicas.
Ea3. Expresar los patrones en lenguaje algebraico.
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Tareas para la tercera sesiéon

Tarea 1. En esta tarea se espera que los estudiantes realicen generalizaciones a partir de
la estructura externa y relaciones internas que presentan, y comparten, tres expresiones
0 igualdades. En su disefio se consideran las cuatro identidades notables y expresiones
simples y compuestas, tanto con productos y potencias como con sumas Y restas.

El enunciado de esta primera tarea es como sigue:

Las expresiones que hay en cada uno de los recuadros tienen la misma estructura.
Debajo de cada recuadro escribe tres expresiones que tengan la misma estructura que

las dadas: dos s6lo con nimeros y una sélo con letras.

Estructura 1:
(5-3)(5+3)
(7-4)(7+4)
(24-19)(24+19)

IN implicada: Producto de una suma por una diferencia.
Tipo de expresion: simple.

Estructura 2:

4+ 7°42.4.7
6° +10*+2-6-10
23? +15% +2-.23-15

IN implicada: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresion: simple.

Estructura 3:

162 -2-16-2+2% = (16-2)
42-2.4.3+3 =(4-3)
112 -2.11-4+4% = (11- 4’

IN: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: simple.
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Estructura 4:

2

(10-4)" —2-(10-4)
(17-5)"-2-(17-5)
(12-7)"-2-(12-7)

.5+52

.8+8°

.31+31°

IN implicada: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta, con resta 10—4,17-5,12—-7

Estructura 5:

5.12+5.3°
7-20+7-5°
10-12+10-22

IN implicada: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresion: compuesta, con potencia 3°,5%,2°.

Estructura 6:

12(10-3)=12-10-12.3
24(15-8)=24.15-24-8
36(20-5)=36-20—36-5

IN: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresion: simple.

Estructura 7:

(3-5+2)" =(3:5)" +22+2.3.5.2
(4-7+3)" =(4-7) +3*+2-4.7-3
(10-11+7)° =(10-11)° +72 +2.10-11.7

IN: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresion: compuesta, con producto 3-5,4-7,10-11
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Estructura 8:

[3+5+2][3-(5+2)]=3"~(5+2)
[17+10+1][17-(10+1) | =172 ~(10+1)’
[8+3+4][8—(3+4)]=8"~(3+4)’

IN: Diferencia de cuadrados

Tipo de expresion: compuesta, con suma (5+2) , (10+1) , (3+4).

Tarea 2. En esta tarea se trata de generar expresiones o igualdades algebraicas que
cumplan la condicion de tener la misma estructura que otra dada, entendiendo como tal
la misma estructura externa y relaciones internas. La indicacion dada a los estudiantes
queda redactada asi: “De las igualdades que has escrito antes, elige una que tenga
letras y copiala aqui: ... Escribe otras igualdades que tengan la misma estructura,

’

inventadas por ti, utilizando letras, numeros y operaciones.’

Esta tarea se preparé para que aquellos estudiantes que acabaran la tarea 1 antes del
tiempo indicado, tuvieran trabajo para seguir haciendo y asi evitar que distrajeran a sus

comparieros.

5.3.2 Implementacion
La sesion 3 fue realizada durante la segunda hora de clases de 9:15 a 10:15 del viernes 1

de abril de 2011. Asistieron 17 estudiantes. La sesion comenzé con la puesta en comun
del cuaderno de trabajo de la sesion previa, seguida del trabajo individual en el
cuaderno de trabajo n° 3.

Puesta en comun del cuaderno de trabajo n° 2

Esta puesta en comun tuvo una duracion de 28 minutos y conto con la participacion de
10 de los 17 estudiantes que asistieron a la misma. La investigadora inicia la sesion
colocando en la pizarra una lamina (Figura 5.5) con algunas de las respuestas propuestas
por los estudiantes a la segunda sentencia de la tarea 1, del cuaderno de trabajo n° 2.
Tras recordar en que consistid el trabajo realizado en esta tarea, se pide a los estudiantes
leer la sentencia sefialada con la vifieta, con el proposito de que se familiaricen con la
lectura de los términos contenidos en la misma. La investigadora inicia leyendo la
expresion del miembro izquierdo: “a ver aqui tenemos siete al cuadrado que multiplica

(a quién?”. Los estudiantes responden: “a veinte”. Les sugiere leer la igualdad inicial:
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“siete al cuadrado que multiplica una caja... menos cuatro es igual ;a qué cosa?”. AO4y
AO06 responden: “a siete cuadrado por veinte menos algo”. La investigadora contintia:

“menos algo por cuatro, muy bien”. Aqui “algo” se refiere a la caja vacia.

> 72-([:]—4):72-20—[3-4
7 (4 ] -0=7"20-[0 |-
7 (2 )-o=7220-[2 ]
72-(—4):72-20—@-
72‘(—4)=72-20—-

12
2a
32
42

o N -

Figura 5.5. Valores utilizados por los estudiantes para completar la sentencia indicada.

La investigadora llama a AO5 y le pregunta sobre la veracidad de la primera respuesta
recogida en la ldmina. AQ05 responde que no asistié el dia anterior y se niega a decir
nada relacionado con la pregunta. La investigadora interroga al grupo. Algunos
estudiantes sefialan que es correcta, otros que es incorrecta, y otros intentan opinar pero
no culminan su planteamiento. La investigadora propone a los estudiantes verificar la
veracidad sin realizar los calculos, y les pregunta: “;cémo podriamos hacerlo? ;Como
se puede lograr esto... sin hacer los céalculos?”. A04 responde: “intentando que las dos
partes salgan lo mas iguales posibles”. La investigadora aprueba la respuesta de A04 y
sefiala que la expresion debe tener la misma estructura de la igualdad dada y que los
nameros que se les ha dado en la igualdad indicada en la vifieta deben figurar en la
igualdad que ellos proponen. Al indagar a los estudiantes sobre la veracidad o falsedad
de las siguientes sentencias propuestas en la lamina los estudiantes no muestran
dificultad.

La investigadora coloca una segunda lamina en la pizarra (Figura 5.6) y pregunta a los
estudiantes sobre la veracidad de las sentencias que ellos han propuesto. Al respecto de
la primera, los estudiantes sefialan que es falsa. La investigadora con el proposito de que
se centren en la estructura de las sentencias pregunta: “;qué ocurre con los numeros 12,
14 y con el 3 que aparecen en la primera igualdad propuesta en la [amina?”. A10 y A06
responden: “no estan en ningun lado” e igual respuesta proporcionan cuando se les

indaga por la segunda sentencia.
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> [ )pr-12=( J-1)-@8+ [ )
2_112=(—11)-(8+) 12
2_112=(—11)'(8+) 2
(8 )?—112=(g | -1D)-B+[11)) 3

Figura 5.6. Resoluciones de los estudiantes a la sentencia indicada.

La investigadora sugiere que un estudiante lea la sentencia propuesta en la vifieta, de
esta manera les ayuda a familiarizarse con el lenguaje empleado en una expresion
algebraica. A04 se ofrece voluntaria y lee: “un numero al cuadrado menos once al
cuadrado es igual a un nimero menos once por ocho mas un ntimero”. La investigadora
aprueba la participacion de A04 y cuestiona a los estudiantes: “;cual de las tres es la
correcta?”. Los estudiantes responden a la vez: “la tltima”. La investigadora sugiere a
A09 que justifique esa respuesta, para lo cual A09 responde: “porque los nimeros estdn
arriba”. La investigadora concluye que efectivamente es la correcta por contener los

nameros apropiados para la expresion dada.

La asesora de la investigacion interviene y propone la siguiente sentencia en la pizarra

8%+11*=(8-11)-(8+11) a su vez comenta y pregunta a los estudiantes: “en ésta

también tengo los mismos niimeros, menos los signos ;sigue siendo verdadera?”. Los

13

estudiantes responden a la vez: “no”. La asesora les pregunta: “;por qué no?”. Los
estudiantes participan todos a la vez, pero no perciben el porqué. La asesora les sugiere:
“probadlo y haced la cuenta, confirmadlo a ver, ;tenéis papel y tenéis boligrafo?”. A04
responde que obtiene igual resultado. Luego la profesora del grupo sugiere utilizar

nimeros mas pequefios como el uno y dos para que lo hagan con mayor facilidad.

La asesora modifica la expresion intercambiando los nimeros ocho por el nimero dos y

el once por el uno, quedando la sentencia de la siguiente forma 2°+1* =(2 —1)-(2+1).

La asesora pregunta entonces si se obtiene el mismo resultado. A04 y A06 responden a
la vez: “no, no sale lo mismo”. La asesora les dice: “;qué tengo que cambiar aqui para
que si sea lo mismo?”. AO1 responde: “el signo”. La asesora indaga “A01, ;qué signo

3

tendria que cambiar?”. A0l responde: “el mas”. Luego la asesora indaga: “;cual?...
(éste de aqui?” (Refiriéndose al signo del segundo binomio de la expresion derecha).
AO01 dice: “no”. La asesora vuelve a indagar, “;éste de aqui?” (Refiriéndose al signo del

binomio de la expresion izquierda). A01 ahora dice: “si”. La asesora cambia el signo a

la expresion de la izquierda, por tanto queda la igualdad 2°—1*=(2—1)-(2+1). Luego
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la asesora continda indagando tal como se muestra en el siguiente extracto de puesta en

comun:

S: ¢Cuanto me sale ahi?

Un alumno: Dos por dos, cuatro, menos uno, tres
AXX: Dos por dos, cuatro, menos uno, tres.
S Tres... ;{no? ahora sigue igual.

Axx [a coro]: Si.

De esta manera la asesora hace la observacion que ademas de precisar si los nimeros
son iguales en los dos lados, tal como habia sefialado la investigadora, también es
importante observar los signos contenidos a ambos lados de la igualdad para conservar

la estructura de la igualdad propuesta.

La investigadora da las gracias a la asesora y coloca otra lamina sobre la pizarra (Figura
5.7) con cuatro sentencias propuestas por los estudiantes como respuestas a la quinta
sentencia del cuaderno de trabajo n° 2, y pide un voluntario que la lea. AO4 se ofrece y
lee: “dos por siete mas un namero al cuadrado es igual a dos por siete al cuadrado mas

once al cuadrado mas dos por un niimero por once”.

> (2-7+ 0 P=0@-7*+112+2- () -11

(2-7+(1 ) =@ 7*+112+2-[ 7 | -11 12
(2-7+)2=(2-7)2+112+2-@<11 22
(2:7+(11) =@ -72+112 4214 ] -11 3
(z-7+(0 ) =@ n2+112+2- (11 J-11 4

Figura 5.7. Formas de como los estudiantes completan la sentencia indicada.

La investigadora cuestiona a los estudiantes sobre la veracidad o falsedad de la primera
respuesta. A continuacion se da el didlogo siguiente:

A04: Bueno, los nimeros son iguales.

I: iLos numeros son iguales!, entonces, ¢coOmo podemos comprobar que
es falsa si los nimeros son iguales?

A06: Porque el cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primer... del
primero mas el cuadrado del segundo mas el doble producto del
primero por el segundo.

K Muy bien, muy bien.

Danellys Clementina Vega-Castro 143



Capitulo 5. Descripcion de la Planificacion, Desarrollo y Andlisis Preliminar...

S: ¢Entonces que habria que cambiar?

A04 indica que no comprende y A06 vuelve a repetir la regla del cuadrado de una suma.
La investigadora sugiere a A06 que pase a la pizarra a explicar con detalle lo que ha
expresado. A06 pasa a la pizarra y dice: “el resultado de esto (sefiala la expresion de la
izquierda), que es el cuadrado de una suma, seria igual al cuadrado del primer nimero
(sefiala el primer término de la expresion de la derecha); méas el cuadrado del segundo
namero (sefiala el segundo término de la expresién de la derecha); méas el doble
producto del primer nimero por el segundo (sefiala el tercer término de esta Ultima

expresion)”.

La investigadora no se detiene en la dificultad mostrada por los estudiantes de omitir el
namero dos como uno de los nimeros que completa la segunda caja de la igualdad,
dada la confusion que han mostrado con el dos del doble producto.

Al indagar sobre la veracidad de la segunda sentencia los estudiantes responden que es
falsa dado que en la misma aparece un cero que no se encuentra en la igualdad
propuesta. Con respecto a la tercera sentencia, la investigadora pregunta a A12 sobre la
veracidad de la misma. A12 sefala: “la tercera es la correcta”, y al ser interrogado por
qué, responde: “porque en la segunda caja pone 14, que es dos por siete, el doble

producto del primero por el segundo”.

La investigadora pasa a averiguar qué opinan de la cuarta igualdad. A06 sefiala que es
falsa y dice: “porque si el ultimo niimero... si el doble producto del primero por el
segundo es una caja por once, entonces once es el segundo nimero, no puede ser el

nueve”.

Realizacidn de las tareas del cuaderno n® 3

La investigadora coloca una lamina en la pizarra (Figura 5.8) e indica a los estudiantes
que se les va a repartir el cuaderno de trabajo de este dia donde se les presenta tres
igualdades o expresiones que tienen una misma estructura. En ellas hay nimeros que se
estan operando, paréntesis, suma, restas, y en algunos aparecen potencias. Ellos deben
escribir con numeros dos expresiones con la misma estructura que las dadas, pero
inventadas por ellos y, a continuacion, han de escribir otra expresion pero ya no solo

con numeros sino también con letras, es decir, con simbolos algebraicos.
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> | 6-3)(5+3)
(7-DH(T7T+4)
(24 —19)(24 +19)

Con numeros

Con simbolos algebraicos (letras):

Figura 5.8. Ejemplo utilizado para realizar el cuaderno de trabajo n° 3.

Se dan las siguientes indicaciones a los estudiantes: a) para realizar estas tareas, no
tienen que hacer célculos, simplemente han de fijarse en la expresion y poner otro
ejemplo con otros nimeros y con la misma estructura que la expresion dada; b) pueden
utilizar letras desde la “a” a la “z”, la que a ellos mas les guste; c) el trabajo ha de ser

individual.

De inmediato surgen interrogantes, A06 dice: “;Hay que resolverlo?” La investigadora
le responde: “No, no tienes que resolver nada, nada mas construir las expresiones tal
como las que aparecen alli”. A su vez la asesora, la profesora del grupo e investigadora
distribuyen a los estudiantes el cuaderno de trabajo n° 3. La investigadora sugiere a los
estudiantes que se separen un poco, dado que la actividad escrita se requiere que sea

individual.

Los estudiantes realizan el trabajo de forma individual y en silencio hasta que finaliza la

hora de clase. En total el tiempo dedicado al trabajo individual es 23 minutos.

5.3.3 Toma de decisiones después de la sesion 3
Decidimos que para la puesta en comun se dedicaria mas tiempo a las partes donde los

estudiantes habian tenido maés dificultades.

Tanto al construir expresiones/igualdades numéricas como algebraicas en las que estan
involucradas el cuadrado de una suma o cuadrado de una diferencia, los estudiantes
cometian el error de no preservar el 2 como invariante en el doble producto. Ante este
error decidimos que al iniciar la puesta en comun de la sesion 4 se pondria los dos
ejemplos que se muestran en la Figura 5.9, uno para que la investigadora lo explicase y
otro para que ellos lo hicieran, con el objetivo de que ayudaran a hacer explicita la
invarianza del ndmero dos en el doble producto. También se haria énfasis en los
componentes y caracteristicas de las expresiones o igualdades que se mantienen como
por ejemplo producto de paréntesis, potencias, signos, con el objetivo de que perciban y

conserven la estructura.
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(5—3)(5+3)+ 8 42 + 77+ 2-4-7
(7—4)(7+4)+ 8 6° + 10°+ 2-6-10
(24 —19)(24+19) +8 237+ 157+ 2-23-15

Figura 5.9. Modelos para ejemplificar la invarianza del nimero 2.

Posteriormente se presentaria a los estudiantes varias de las igualdades trabajadas que
comparten la estructura del cuadrado de una diferencia, junto a cuatro ejemplos de
igualdades numéricas y algebraicas que presentaban algunos errores (ver Figura 5.10).
Dos de dichas igualdades, la primera y la tercera habian sido construidas por dos de los

estudiantes.

165—2-16-2+ 2% = (16 — 2)*
42 2.4.3 + 32 = (4-3)°
1112-2-11-4 + 42 = (11 - 4)?

22-1-2-1 +13=(2-1)° 12
52— 2.8-5+ 22=(52-6)* 23
l.E _ _'I-'- l.'-_'|.' + },2 _(1 —_'I.':IZ 33

at=h-a-c+¢* =(a-h)? 4a

Figura 5.10. L&mina para ilustrar la invarianza del nimero 2.

Durante la sesién 3 se mostro6 a la profesora de matematicas del grupo los cuadernos de
trabajo disefiados para las sesiones 4 y 5. La profesora hizo la observaciéon de que son
estudiantes de tercer afio de educacion secundaria, que aunque en los dos cursos previos
han trabajado las identidades notables, no dejan de resultarles ain complicadas. Dice
estar sorprendida de que al trabajar las identidades en las primeras sesiones ellos no las
recordaran®. Por tanto, considera que presentaran muchas dificultades para resolver las
tareas pensadas para el cuaderno de trabajo n° 4, en el cual se incluyen expresiones
algebraicas fraccionarias las cuales pueden ser demasiado abstractas para los

estudiantes.

Considerando la opinién de la profesora del grupo se decidié modificar el disefio inicial
del cuaderno de trabajo n° 4. De manera que las cuatro primeras sentencias algebraicas

sean enteras y otras cuatro sean fraccionarias. Ademas se decide que al menos la mitad

® Recordamos que en las primeras sesiones las identidades notables se trabajaron en expresiones
numéricas.
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de las expresiones de cada una de las tareas sean simples, para que no haya
discontinuidad con el cuaderno de trabajo anterior en el que todas las expresiones e
igualdades eran enteras.

5.4 Cuarta sesion
En este apartado recogemos la descripcion de la preparacion e implementacion de la

sesion 4 asi como informacion relativa a la toma de decisiones para la ultima sesion.

5.4.1 Preparacion de la sesion cuatro

Objetivos de investigacion

Oil. Analizar la percepcion que muestran los estudiantes de la estructura de
expresiones algebraicas basadas en identidades notables cuando estan ocultos algunos
de sus elementos.
Oi2. Indagar el reconocimiento que hacen los estudiantes de la estructura de
identidades notables en sentencias que presentan elementos algebraicos compuestos,
viéndolos como “un todo”.
Oi3. Identificar los errores que cometen los estudiantes en la resolucion de las tareas
propuestas.
Oi4. Identificar fortalezas y debilidades de las tareas propuestas y de la gestion del
aula en el disefio instruccional implementado.

Tipos de Tareas

El cuaderno de trabajo n° 4 esta compuesto por dos tareas. La primera incluye
expresiones algebraicas enteras. La segunda requiere trabajar con expresiones
fraccionarias.
Las acciones a realizar son:
Completar expresiones llenando los espacios en blanco de forma que las sentencias
propuestas sean verdaderas.
Generar igualdades algebraicas fraccionarias.

Expectativas de aprendizaje

Eal. Encontrar, en igualdades algebraicas incompletas que involucran identidades
notables, los elementos necesarios para que sean equivalentes.

Ea2. Obtener igualdades algebraicas, incompletas, a partir del reconocimiento de la
estructura de identidades notables.

Ea3. Hacer uso de lenguaje algebraico.

Tareas para la cuarta sesion

Tarea 1. En la tarea aparecen las cuatro identidades notables atendiendo a los diversos
niveles de complejidad: simple y compuesta. Las compuestas con producto o potencia y

con suma o resta. Esta es una actividad analoga a la primera tarea del cuaderno de
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trabajo de la Sesidn 2, pero trata con expresiones algebraicas en lugar de numéricas, se
introducen ademas expresiones fraccionarias. Las cuatro primeras sentencias de la tarea
constan solamente de una caja para completar, todas estdn expresadas en su forma
entera y algebraica. Las cuatro sentencias siguientes constan de dos cajas para

completar, y estan expresadas en su forma fraccionaria y algebraica.

La tarea se formula de la siguiente manera:
Completa cada caja con aquellas expresiones que hacen que la igualdad sea correcta.
Indica como sabes que lo que has hecho esta bien.

Sentencia 1:

(3x+1)"(7x-1) =(9x* +1+6x){__]

IN: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresion: compuesta, con producto 3x

Sentencia 2:

2x° -(x2 —2x+1): 2x° -\;|2

IN: Cuadrado de una diferencia.
Tipo de expresién: simple

Sentencia 3:

(x=7)-(x+7)- ] =(x"-49)-(5x* -1)

IN: Producto de una suma por una diferencia-diferencia de cuadrados.
Tipo de expresion: simple.

Sentencia 4:
IN: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresion: compuesta, con producto y potencia 4x?

Sentencia 5:

(7% +3)- (x*+1) _ (7+3)___|

IN: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresion: compuesta con potencia x°
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Sentencia 6:

-2m*  2m'.(2m-1)
2m(2m-1) -(2m-1)

IN: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresion: compuesta, término compuesto con producto y potencia 2m*

Sentencia 7:
() (¢ -)(x +)
(x+1)(x-1) -1

IN: Producto de una suma por una diferencia-diferencia de cuadrados.

Tipo de expresion: simple.

Sentencia 8:

x*+25-10x _(x-5)___|
(x-5)(x-3) (x—5)-|;|

IN: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: simple.

Tarea 2. También en este caso se propone una tarea para que los estudiantes que sean
mas rapidos haciendo la tarea previa, no se queden parados y puedan distraer al resto de
comparieros. Proponemos a los estudiantes una tarea similar a la ya planteada en las
sesiones 1 y 2, implicando en este caso la construccion de igualdades fraccionarias. El

enunciado de la tarea es el siguiente:

Escribe igualdades correctas inventadas por ti, en las que aparezcan fracciones que

tengan expresiones algebraicas tanto en el numerador como en el denominador.

5.4.2 Implementacion
La sesién 4 fue realizada durante la tercera hora de la mafiana, horario de clase de 10:15

a11:15, del martes 5 de abril de 2011. A la misma asistieron 16 estudiantes.

Puesta en comun del cuaderno de trabajo n° 3

Esta puesta en comun tuvo una duracién de 22 minutos. En ella participaron 12 de los
16 estudiantes que asistieron. La investigadora inicia colocando una lamina en la pizarra

con algunas expresiones numeéricas (Figura 5.11) y recordandoles el trabajo realizado en
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el cuaderno de trabajo n° 3, en donde se les pedia que observaran las expresiones o
igualdades dadas y que construyeran otras con igual estructura. Tras esta introduccion,
la investigadora les solicita que observen las expresiones de la lamina, las cuales son
una modificacion de las primeras expresiones contenidas en la tarea 1 (se ha afiadido
+8 a todas ellas), e indiquen si observan algo que no varia en ellas. Al instante A05
responde: “el ocho”. La investigadora aprueba la respuesta dada por A0S y continta
indagando: “;El ocho!, muy bien, el ocho no varia ;qué otra cosa no varia?”’. A0l
responde: “los signos”; la investigadora aprueba nuevamente e indaga: “muy bien, los
signos ;qué mas?”. A04 dice: “los paréntesis”; la investigadora aprueba la respuesta de

A04: “muy bien los paréntesis” y luego A05 complementa: “y que se multiplican”.

(5—3](5+3]+E
(7—-4)(7+4)=+8
(24-19)(24+19)+8

Figura 5.11. L&mina para ejemplificar la invarianza de un namero.

La investigadora sefiala que estos elementos los pueden observar si miran las
expresiones en columna o verticalmente. Pero ahora les sugiere que observen cada
expresion en si y pregunta: “;hay alguna relacion entre los nimeros que aparecen en
ella?”. A04 y A06 responden: “son los mismos”. La investigadora afirma e interroga
nuevamente: “son los mismos, jmuy bien! ;Pero quiénes son los mismos?”. A0S
responde: “El primer nimero del primer paréntesis méas el primer numero del segundo

paréntesis”.

La investigadora sugiere a A05 que lo repita, pero es A04 quien lo repite. La
investigadora aprovecha la oportunidad para indicar que esta relacion es observable en
todas las expresiones alli propuestas y pide que, una vez que han observado la
estructura, un voluntario pase a la pizarra y escriba un ejemplo con nimeros.

S6lo A04 levanta la mano, la investigadora le dice que pase a la pizarra. A04 escribe la

expresién (4—10)-(4+10)+1. De inmediato A06 y AO1 indican que no es correcto,

luego A04 cambia el ‘1’ por ‘8°, y queda la expresion (4-10)-(4+10)+8. La

investigadora aprovecha para recordar que deben conservar la estructura de las

expresiones dadas y sugiere otro voluntario para que escriba un ejemplo con letras.
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A06 levanta la mano y la investigadora le dice que pase a la pizarra. A06 escribe la

expresion (a—b)-(a+b)+c. La investigadora le sugiere que observe nuevamente y

recuerde que hay cosas que no deben variar. A04 expresa: “pero el ocho no lo puede

poner, tiene que ser con letras”. Al respecto A09 responde: “no, pero no varia”. A06

corrige la expresion quedando como sigue (a—b)-(a+b)+8 . La investigadora

aprovecha la situacion para recordar a los estudiantes que si un nimero se mantiene en
todas las expresiones, entonces debe mantenerse, aunque se esté trabajando con letras,

aquello que se mantiene se debe conservar.

La investigadora coloca otra lamina en la pizarra (Figura 5.12), en la que se muestran el
segundo grupo de expresiones de la tarea 1. Pide a los estudiantes que observen las
expresiones por columnas y que sefialen qué cosas no varian. Los estudiantes inician su

(13

participacion, A09 indica: “el cuadrado”; A10 senala: “el dos”; Al7 indica: “el
cuadrado y los signos”. La investigadora contintia indagando: “;qué mas?”’; los alumnos
responden a la vez: “los signos”; A18 indica: “que se multiplican los mismos niimeros”;
la investigadora aprueba la participacion de los estudiantes: “muy bien, muy bien” y
continua indagando. A10 expresa “que el segundo niumero del cuadrado esta al final”, al
respecto la investigadora le sugiere a A10 que pase a la pizarra y explique a sus

compafieros lo que acaba de expresar.

42+ 7 42.4.7
6° + 10°+2-6-10
237 +15°+2.23.15

Figura 5.12. Lamina para ejemplificar a los estudiantes la invarianza del numero 2.

A10 pasa a la pizarra y expresa “este nimero estd aqui y este otro también esta”. A10
hace gestos con la mano indicando que el 4 esta en el primer término y luego esta en el
tercer término, y luego sefiala que de igual manera el 7 esta en el segundo término y
luego esta en el tercer término. Aprueba lo hecho hasta ese momento y sugiere a A07

pasar a la pizarra a construir un ejemplo como los indicados en la lamina.

AQ7 pasa a la pizarra y pregunta si lo construye con nimeros o con letras, la asesora le

responde con nimeros. AO07 inicia escribiendo 6° +8>+2, luego quita el 2 y pone un

3, quedando la expresion 6°+8>+3-6-8. La investigadora le sugiere que recuerde

observar bien la estructura. Al respecto A07 pregunta: “;siempre se debe dejar el dos

Danellys Clementina Vega-Castro 151



Capitulo 5. Descripcion de la Planificacion, Desarrollo y Andlisis Preliminar...

del doble producto?”. La investigadora indicando el dos del doble producto dice: “en
este caso se mantiene constante, es invariante, no varia, si... entonces debemos
mantenerlo”, y luego pregunta a los estudiantes: “;y por qué debemos mantenerlo?

(Alguien conoce por qué debemos mantener ese dos?”. A07 inmediatamente corrige la

expresion y cambia el tres por el dos 6°+ 8°+2-6-8. Ante la interrogante de la
investigadora A10 expresa: “porque sale en todo” y A12 expresa: “por los cuadrados”.

La investigadora sugiere otro voluntario, llama a A18. A18 pasa a la pizarra y
escribe 7> +9>+2-7-9. Ahora la investigadora sugiere hacer un ejemplo con letras,

A01 levanta la mano, pasa a la pizarra y escribe a* + b®+2-a-b.

En este momento la investigadora coloca otra lamina en la pizarra (Figura 5.13). Esta
lamina contiene las sentencias correspondientes a la tercera estructura incluida en la
Tarea 1, junto a cuatro sentencias, dos de ellas propuestas por los estudiantes. Estas
cuatro sentencias se utilizan para cuestionar a los estudiantes sobre la veracidad o
falsedad de las mismas y sobre si conservaban la estructura de las igualdades
contenidas en el cuadro que se indica con la vifieta. A07 sefiala que no conserva la
misma estructura, dice: “porque el dos se repite en todos los casos y el primer
coeficiente que ha puesto, ha puesto un uno”. Luego, la investigadora le sugiere que
pase a la pizarra y le pregunta donde esta el error. A07 pasa a la pizarra e indica el
primer nimero del segundo término en la primera igualdad, es decir el uno, luego

escribe la igualdad en su forma correcta: 2> —2-2-1+1° = (2—1)2.

162 —-2-16-2 + 22 = (16 — 2)2
42-2.4.3 + 38 = (4-3)2
117 -2-11- 4+ 42 = (11 - 4)°

-

22-1-2-1 +13=(2-1)° 12
52— 2.8-5 4+ 22 =(52-6)* 23
‘.2 _ _'I-'- l"_'l.' + _"."2 _(1 —_'I.':IZ kil

2 =(a-b)? 4

at=bh-a-c+ec

Figura 5.13. Lamina para afianzar la invarianza del nimero 2.

Observamos que A07, después de las dudas tratadas previamente en la puesta en comdn,
ha percibido los elementos que componen la estructura de las igualdades propuestas.

A04 interviene diciendo: “pues yo creo que estd mal”. La asesora le indica a A04 que
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explique por qué estd mal, A04 dice: “;el uno no s¢ de donde sale?” y A18 le responde:
“porque estad puesto en lo de arriba”. A04 acepta que la modificacion que ha hecho A07
es correcta y dice “pero a ver se supone que tenia que cambiar todos los nimeros, si los
va a cambiar, los va a cambiar bien”. Nuevamente A18 le responde: “a ver, a ver, no
tiene que cambiar todos los nimeros, lo que tiene que hacer es poner otro de esos pero
que tenga la misma estructura de la de arriba, entonces si en la estructura de arriba

tienen todos esa parte, tienen todos un dos, pues abajo también tiene que dejar un dos”.

Aqui observamos como A18 refuta un planteamiento que considera incorrecto y
defiende la idea que para ella es la correcta. Esta accion de Al18 permite a sus
compafieros visualizar con mas claridad el error en el que algunos de ellos habian

incurrido en el cuaderno de trabajo.

La investigadora cuestiona ahora sobre la segunda igualdad. AO2 indica que es
incorrecta. Al ser preguntado por qué, dice: “porque después del igual en el paréntesis
lleva un cuadrado el cinco y no lo debe llevar”. La investigadora continta indagando
“muy bien, y ;qué mas?”. Algunos estudiantes dan sus aportes, A02 dice: “hay que
averiguar... otros numeros”; A04 dice: “que el ocho es un cinco”; A06 dice: “y el cinco
es un seis”. En ese instante, la asesora pregunta por qué pero la investigadora no

continta indagando sobre las razones de los estudiantes para realizar estos cambios.

La investigadora continta indagando qué otras razones hacen falsa la igualdad. A10 y
A06 dicen a la vez: “es que esta mal todo”. La asesora sugiere un voluntario que la
corrija. A04 levanta la mano, pasa a la pizarra e inicia escribiendo la forma correcta de
la igualdad diciendo en voz alta lo que va a hacer. A10, A09 y A06 participan

indicandole los numeros que debe ir colocando. AO04 escribe la igualdad
52— 2.5.6 + 6° =(5—6)2. Los estudiantes A10 y A09 aprueban la correccion que ha
hecho A04.

La investigadora indaga a Al6 por la veracidad de la tercera igualdad. A16 responde
que es correcta. Los estudiantes comentan en voz alta, algunos dicen que es correcta y
otros dicen que es incorrecta. AQ7 pasa a la pizarra donde explica: “ahi se pone un dos,
en esta estructura siempre hay que poner un dos”. Sefiala la columna formada por el
namero dos en los segundos términos de las tres igualdades recogidas en el recuadro,
indicando que las cuatro igualdades abajo planteadas deben mantener el nimero dos

iniciando los segundos términos. Luego escribe el nimero dos debajo de la primera ‘y’
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que aparece en la tercera igualdad. La investigadora le dice: “escribela toda para saber

que estd toda correcta”. A07 escribe la igualdad X*—2-X-y+y® =(x— y)2 .

La investigadora indaga ahora por la veracidad de la cuarta igualdad propuesta. A06
dice “es incorrecta, porque la primera ‘b’ tiene que ser un dos”. La investigadora le
sugiere que pase a la pizarra y la corrija, A06 pasa a la pizarra y corrige la
igualdad az—b-a-c+02:(a—b)2 escribiendo a2—2-a-b+b2:(a—b)2 aunque A10
le hace la observacidn siguiente: “pero la ‘b’ ha cambiado mas, hubieras cambiado nada
mas que la ‘c’, la ‘b’ ultima le ponia una ‘c’”. En este caso A10 se refiere a cambiar el
segundo término del binomio que compone la expresion del miembro derecho, para
tener que hacer menos modificaciones en la igualdad. La investigadora aprueba la

correccion realizada por A06 y le recuerda nuevamente a los estudiantes atender a la

estructura.

Realizacién de las tareas del cuaderno de trabajo n° 4

Esta actividad tiene una duracion de 30 minutos. La investigadora coloca una lamina en
la pizarra (Figura 5.14) con el proposito de presentar las tareas que se quiere que los

estudiantes realicen durante el tiempo restante de esta sesion 4.

> (Bx+1)2% (7x—1D = (9x2+1+6x)- ()

Sé que estd bien porque

(7x243) (x2+1) _ (7x2+3)-
xt+1+2x2 2

Figura 5.14. Ejemplos utilizados para ilustrar el trabajo a realizar en la sesion 4.

Las instrucciones concretas dadas son las siguientes: “Algunas de las expresiones con
las que vais a trabajar son lineales y otras son fraccionarias, ustedes van a observar la
parte izquierda, y van a observar la parte derecha, y ver qué van a escribir en las cajas,
es decir, van a escribir aquella parte que hace falta para completar la igualdad, es decir
para que las partes de la igualdad sean equivalentes”. Sefiala que tanto en las igualdades
lineales como en las fraccionarias, tienen que analizar muy bien ambas partes y ver si
hay alguna expresion que guarda relacion con la otra. Ademas deben decir: “sé que esta

bien porque...”. Es decir, por qué consideran que lo que han hecho esta bien.

La asesora comenta: “intentad hacedlo y si tenéis algin problema nos llamais y os

ayudaremos”. Luego A0S dice: “esto es dificil”. La asesora dice: “no es tan dificil como
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parece al principio, es necesario pensar un poco”. Luego A06 pregunta qué hacer con la
caja. La investigadora le responde: “en esta caja tienes que poner lo que hace falta para

completar esta igualdad”, refiriéndose a la primera igualdad.

La asesora y la profesora del grupo distribuyen el cuaderno de trabajo a los estudiantes.
Los estudiantes inician su labor y se mantienen trabajando. Algunos hacen céalculos,
otros enuncian las reglas de los binomios, otros cuestionando pequefias dudas, algunas

de las cuales refieren a la denominacion de los términos con los que estas trabajando:

Al7: Profesora, ¢como se llamaba esto?

S: A que te refieres con ¢,cémo se llamaba esto?
Al7: Al cuadrado.
S: Ah, ya, el cuadrado de una suma.

5.4.3 Toma de decisiones
Una vez analizado lo acaecido en la sesion, se acordd que para la ultima puesta en

comun en la que se trataria el cuaderno de trabajo n° 4, habria que hacer énfasis y
recordarles a los estudiantes todas las identidades notables. Este recordatorio les seria
atil para trabajar el cuaderno de trabajo n° 5 y serviria de sintesis de las estructuras
trabajadas a lo largo de las sesiones previas. No se les repetiria la regla, sino que el
objetivo es que se trataran por medio de las estructuras de las sentencias trabajadas en el
cuaderno de trabajo n° 4.

Se reflexiona sobre las Gltimas tareas a proponer a los estudiantes, en las cuales han de
reconocer estructuras y se anticipa las posibles formas en que los estudiantes pueden
“ver” la estructura de las expresiones: detectando conexiones entre numerador y
denominador o percibiendo por separado partes de la estructura y tratando las

estructuras del numerador y denominador como independientes.

5.5 Quinta sesion
En este apartado recogemos la descripcion de la preparacion e implementacion de la
ultima sesion. Al tratarse de la ultima sesion no se produce ninguna toma de decisiones

para llevar a la practica en la sesion posterior.
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5.5.1 Preparacion de la sesion 5

Objetivos de investigacion

Oil. Analizar la percepcion que muestran los estudiantes de la estructura de
igualdades algebraicas lineales y fraccionarias.

Oi2. Indagar el reconocimiento que hacen los estudiantes de la estructura de
identidades notables, en igualdades algebraicas enteras y fraccionarias que presentan
elementos algebraicos compuestos, viéndolos como “un todo”.

Oi3. Identificar los errores que cometen los estudiantes en la resolucion de las tareas
propuestas.

Oi4. Identificar fortalezas y debilidades de las tareas propuestas y de la gestion del
aula en el disefio instruccional implementado.

Tipos de Tareas
En el cuaderno de trabajo n° 5 se incluyen dos tareas. La primera requiere generar
expresiones con la misma estructura que otras dadas y la segunda tarea se refiere a
completar fracciones algebraicas. Las acciones son:
Generar igualdades algebraicas fraccionarias
Completar igualdades algebraicas fraccionarias.
Expectativas de aprendizaje

Eal. Generar expresiones algebraicas nuevas con igual estructura que otras, no
familiares, dadas,

Ea2. Completar los huecos de sentencias algebraicas no familiares para obtener
igualdades.

Tareas para la Sesion 5

Tarea 1. En la tarea aparecen las cuatro identidades notables atendiendo a los diversos
niveles de complejidad: simple y compuesta. Las compuestas con producto o potencia.
Las expresiones dadas son todas ellas igualdades algebraicas fraccionarias. Se facilita a

los estudiantes la siguiente indicacion:

Al simplificar varias fracciones algebraicas se han obtenido las siguientes igualdades.
Analiza estas igualdades y construye otras igualdades que tengan la misma estructura

pero con diferentes numeros y letras.

2
lgualdad 1. & —14a+49 _ 1

(a-7)-(a-7) a-7

IN: Cuadrado de una diferencia.
Tipo de expresién: simple.

x?-(11x-1) 11x-1
X—6x2  Xx—6

Igualdad 2:
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IN: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresion: compuesta, con potencias x°

(9% -1)-(7x+1)

Igualdad 3:
gualda (3x+1)-(3x—1)

=7x+1

IN: Producto de una suma por una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta, con producto 3x

(5a2—1)(5a2+1f
25a* +1+10a®
IN: Cuadrado de una suma.

=5a° -1

Igualdad 4:

Tipo de expresion: compuesta con producto y potencia 5a*.

Tarea 2. En esta parte se pretendia que los estudiantes colocaran una misma expresion
tanto en el numerador como en el denominador. Las sentencias 1 y 4 es posible
completarlas sin necesidad de aplicacion de las identidades. En la sentencia 4, se da la
situacion de que cualquier nimero es valido para rellenar ambas cajas, es decir se puede

colocar nimero, letra 0 expresion, que debe ser la misma en ambos espacios faltantes.
La indicacion de la tarea dice:

Completa cada caja de forma que la parte derecha de la igualdad se obtenga al hacer

una simplificacion de la parte izquierda.

11x-
Sentencia 1: i === =1
_ |(x=+3)

No conlleva aplicacion de IN.

Tipo de expresion: simple.

2

Sentencia 2: =——= _2x-4
3x-(2x—4) 3x

IN: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta, con producto.
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Sentencia 3: (X—Jrg
-

IN: Producto de una suma por una diferencia.

=x-1

Tipo de expresion: simple.

X2 . 2
Sentencia 4: —;—z X 1

(x-1) X

No conlleva aplicacion de IN.

Tipo de expresion: simple.

5.5.2 Implementacion
A la sesion 5 asistieron 19 estudiantes, fue realizada durante la segunda hora de clase

del viernes 8 de abril de 2011, de 9:15 a 10:15.

Puesta en comuin del cuaderno de trabajo n° 4

Esta puesta en comin tuvo una duracion de 22 minutos y cont6 con la participacion de
10 de los 19 estudiantes presentes. La investigadora coloca una ldmina en la pizarra
(Figura 5.15) con un resumen de las cuatro identidades notables que han estado
inmersas en las tareas realizadas en las sesiones de trabajo correspondientes a la
investigacion. El objetivo es que las tengan presentes y puedan recurrir a ellas si las

necesitan en cualquier momento y no las recuerdan.

v (a+Db)? = a®> +b?+2ab
v (a—b)? = a®+b?-2ab
v (a+b)(a—bh)=a?*—- b?
v k(a+b) = ak + bk

Figura 5.15. Resumen de las identidades notables utilizadas en las sesiones.

La investigadora recuerda a los estudiantes el trabajo realizado con las sentencias de la
sesion anterior como la indicada con la vifieta en la ldmina que se muestra en la Figura
5.16.

F@Bx+ 12 (Ix—1) = 9x2+1+6x)- [ |
GBx+12 Tx—1)=Ox*+1+6x) [ 1 | 12
Bx+1)2-(7x —1) = (9x? +1 +6x) - 22

Figura 5.16. Formas de completar igualdades propuestas por los estudiantes.
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Pregunta a AQ9 si las expresiones ubicadas en las cajas son correctas o incorrectas. A09
dice que la primera no es correcta, pero la segunda si lo es. La investigadora indaga en
los estudiantes preguntando: “;por qué la primera es incorrecta?”’. A18 dice: “porque al
final de la..., de eso”, refiriéndose a la expresion 9x* +1+6X, “tiene que poner también
siete equis menos uno (7x-1)”. La investigadora pregunta: “siete equis menos uno, y
(por qué siete equis menos uno?”’. A10 dice: “para completar la igualdad”. Luego A06
complementa la intervencion de A10 y dice: “si, que el cuadrado de tres equis mas uno

es igual a nueve equis cuadrado mas uno mas seis equis”, refiriéndose a la igualdad

(3x+1)° =9x% +1+6x.

La investigadora pregunta si estan de acuerdo con el aporte de A06 y pide que algln
estudiante repita lo que ha dicho A06. A10 repite diciendo: “que el tres equis mas uno
elevado al cuadrado es igual a eso”, refiriéndose a la expresion 9x* +1+6x. Algunos
alumnos hablan en voz alta, por lo que la investigadora pide silencio e indica a A10 que
repita nuevamente. A10 desde su puesto dice: “que tres equis mas uno al cuadrado es
igual a eso”. Luego la investigadora pregunta cuél es la igualdad correcta de las dos que
estan propuestas en la lamina. Los estudiantes responden que la correcta es la segunda
igualdad. Se observa aqui que tanto A18 como Al0 llaman ‘eso’ a la expresiéon o
trinomio cuadrado 9x* +1+6x, ellos conocen la identidad notable pero se les dificulta
nombrar la misma. Este puede ser el motivo por el cual pocos estudiantes justificaron

sus respuestas en el cuaderno de trabajo.

La investigadora coloca otra lamina (Figura 5.17) en la pizarra con la sentencia 2 del
cuaderno de trabajo n°® 4 y dos respuestas, y pregunta a los estudiantes la veracidad de
las igualdades propuestas en la misma. Ademas les dice que observen bien la igualdad e
indiquen “qué tienen en el miembro de la izquierda que no esta en el miembro de la

derecha”.

o2 (XP-2x4+ 1) =223 [ )2
260 (x2—2x+1)= 2x°- 2 12

2x3 - (k2 =2x+1)= 2x3-[ x—-1 |* 2

Figura 5.17. Respuestas de los estudiantes a la sentencia indicada.

A04 responde: “pues el equis cuadrado menos dos equis mas uno”, es decir la expresion

[x2—2x+1]. La investigadora dice: “entonces ¢cémo yo sé la forma como debo
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completarlo?”. La interrogante de la investigadora no es respondida. A07 dice creer que
la segunda es la correcta, luego, A18 y otros alumnos a la vez dicen que la segunda es
correcta. La investigadora cuestiona a los estudiantes: “;y como sabemos que la
segunda es la correcta?”. A18 responde: “porque es el cuadrado del primero mas el
cuadrado del segundo menos el doble producto del primero por el segundo”. La
investigadora le sugiere a A18 relacionar lo que ha dicho con alguna de las identidades

notables puestas en el resumen. Los estudiantes dicen: “con la segunda”.

La investigadora coloca otra lamina en la pizarra (Figura 5.18). La misma contiene la
sentencia 6 propuesta en el cuaderno de trabajo y dos de las respuestas proporcionadas
por los estudiantes a esta sentencia. Les pide que la analicen y digan cuél de las dos es

la correcta.

-2m* _ 2m*(2m-1)
2m(zm-1) [ J-(2m-1)
-2m* _ 2m*(2m-1)
2m(2m—1) - - (2m-1)

4am* | —2m*  2m*(2m-1)

2m(2m-1) o (C2m ) G@m-1)

Figura 5.18. Respuestas de los estudiantes a la sentencia indicada.

Al18 seguido de A09 responden que la primera es la correcta. Luego AQ9 parece
analizar nuevamente la veracidad, A0l seguido de A09 y del grupo a la vez, dicen que
la correcta es la segunda. La investigadora pregunta como hacer para saber que la
segunda es la correcta. AO8 levanta la mano y la investigadora le da la palabra. AO8
responde: “deshaciendo el factor comun, que si multiplica ‘dos eme’ elevado a la cuarta
por ‘dos eme’ es ‘cuatro eme’ elevado a cinco”. La investigadora pregunta qué resultado
da este producto y AO8 responde: “cuatro eme elevado a cinco”. La investigadora
aprueba la participacion de AO08. Todos los estudiantes habian completado

correctamente el denominador.

Luego la investigadora pregunta a los estudiantes si alguien tiene alguna duda hasta el
momento y les dice: “en caso de no saber como rellenar las cajas de esta igualdad
propuesta, ¢con cuél de las cuatro identidades notables que tiene el resumen la podrian
relacionar?”. A10 seguido de A06 y el grupo de estudiantes dicen: “con la ultima”, la
cual corresponde a la propiedad distributiva-factor comdn. La investigadora les aprueba
la respuesta.

160 Depto. de Diddctica de la Matemdtica. UGR



Perfiles de Alumnos de 32 E.S.O. Relacionados con el Sentido Estructural...

La investigadora coloca otra lamina en la pizarra (Figura 5.19) con la sentencia 8 del
cuaderno de trabajo n° 4, indicando que la igualdad es muy similar a la anterior, dado
que incluye fracciones algebraicas. También indica que en la misma se tienen dos
respuestas proporcionadas por ellos y de nuevo deben decir si son correctas o
incorrectas. A09 seguido de AO1 dicen que la segunda es la correcta. La investigadora
pregunta a Al12. A12 responde: “la segunda es la correcta”. Al ser preguntado por qué,
dice: “Porque en el numerador que pone equis menos cinco por equis menos ¢inco es
equis menos cinco al cuadrado que es lo que vale el numerador de la otra. Y abajo se

pone equis menos cinco por equis menos tres”.

x%+25-10x _ (x-5)-[ ]

(x—5)-(x—3) (e-5)-[_ ]
x2425—-10x _ (x—5)- |[x*+5—2x
(x=5)-(x-3)  (x-5) [ (x-3)

x?425-10x _ (x-5)-
(x=5)(x-3) (x-5)-

Figura 5.19. Respuestas de los estudiantes a la sentencia indicada.

La investigadora aprueba la respuesta de Al2 y pregunta al grupo con cuél de las
identidades notable recogidas en la pizarra relacionan la sentencia sefialada con la

vifieta. A17 responde: “con la segunda”.

La investigadora nuevamente pregunta a los estudiantes si tienen alguna duda con las
igualdades tratadas y luego pregunta: “si yo quisiera simplificar esta expresion”,
refiriéndose a la expresion del miembro derecho de la segunda igualdad propuesta en la
lamina, “;qué me quedaria?, ;alguien puede venir a la pizarra y escribir qué queda una
vez que se simplifique esta expresion de aqui?”’. Se produce un silencio entre los
estudiantes. Luego A18 responde: “se quedaria equis menos cinco partido por equis

menos tres”.

La investigadora aprueba la respuesta: “muy bien, A18”, le sugiere que pase a la pizarra
y lo escriba. Comenta a los estudiantes que en una igualdad las expresiones estan muy
relacionadas unas con otras, que en las igualdades fraccionarias se relaciona el
numerador con el denominador, y que por tanto deben tener muy en cuenta las

estructuras de las fracciones algebraicas.

La asesora pregunta si hay algun estudiante capaz de explicar por qué lo que dijo y

escribi0 A18 es correcto. Al8 de inmediato responde: “porque al tener en el
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denominador equis menos cinco y arriba tener equis menos cinco, pues se va [...] queda

equis menos cinco arriba y equis menos tres abajo”.

Tarea escrita del cuaderno de trabajo n°5

Dando por concluida la puesta en comun de las tareas del cuaderno de trabajo n° 4, la
investigadora procede a explicar las tareas a realizar en el cuaderno de trabajo de la
ultima sesion. Coloca una lamina en la pizarra (Figura 5.20) y dice a los estudiantes que
en la hoja de trabajo de este dia se les va a presentar igualdades como las mostradas en
la ldamina. Por tanto, tienen que observar qué ocurre en ellas, dado que la expresion de la
derecha en la igualdad es una expresion que resulta de simplificar la fraccién algebraica
que se tiene en la parte izquierda. En el cuaderno de trabajo deben construir otra

igualdad de igual estructura a la dada, pero con distintos nimeros y distintas letras.

a*+14a+49 1
(a=7)2-(a=7) a-7

JZ 2x — 4
> = 22
3x -(2x—-4) 3x

Figura 5.20. Ejemplos para ilustrar el trabajo a realizar en la sesion 5.

A04 pide a la investigadora que repita la explicacion, dado que no ha comprendido qué
tiene que hacer. La investigadora repite nuevamente y afiade que también deben
observar la estructura ya que si observan la lamina con el resumen de las identidades
notables se tienen cuatro identidades notables con estructuras distintas. A04 continda
haciendo interrogantes: “;no hay que ponerlo igual”, la investigadora le responde: “no,
igual no, le vas a cambiar nimeros y letras”; A04 pregunta: “pero, ;con los mismos
signos?”, la investigadora le responde: “si con los mismos signos, eso es, lo demas, vas
a mantener la misma estructura”. A04 pregunta: “pero, ;pongo lo que yo quiera?”, la
investigadora le responde: “es posible que puedas poner lo que ta quieras, pero de tal
manera, que esa expresion que tu vas a construir, en un momento dado la puedas
simplificar y puedas llegar a una expresion como ésta”, la investigadora sefiala la
fraccion derecha de la primera igualdad, “es decir hay que pensarla un poquito”. Luego
la asesora afiade: “y la igualdad que escribas tiene que ser verdad, copiando esa
estructura, tu escribes otra igualdad cambiando los numeros y las letras, pero lo que

escribas debe ser verdad también porque esa igualdad es verdadera”.
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A04 parece haber comprendido y dice ahora: “o sea que tengo que poner con distintos
nameros y distintas letras una igualdad que tiene que cumplir que lo de la derecha tenga
el mismo significado”. La investigadora le aprueba lo que ha expresado: “muy bien,

muy bien eso es A04, es decir ta la vas a inventar, ta la vas a crear, si”.

La investigadora pasa ahora a dar las instrucciones para la resolucion de la segunda
tarea del cuaderno de trabajo. Les dice a los estudiantes que observen qué ocurre en la
segunda sentencia de la ldmina. Indica que deben completar las cajas para que la
expresion que tienen a la derecha del signo igual sea el resultado de haber simplificado
la expresion de la izquierda. A0O4 y AO07 indican que no han comprendido y la
investigadora repite nuevamente la instruccion. A07 y A04 expresan que ahora si han

comprendido.

La asesora y la profesora del grupo ayudan a la investigadora a distribuir los cuadernos
de trabajo a los estudiantes. La investigadora se dirige al grupo para indicarles que
pueden iniciar el trabajo en sus cuadernos, que si tienen alguna duda pueden preguntar,
ademas se les pide que traten de trabajar de forma individual como en las sesiones
previas. Luego la asesora les sefiala que esta es la Ultima actividad que se les pide que

realicen y que se les agradecera el esfuerzo realizado.

Finalizado el tiempo de clase, habiendo dedicado 30 minutos al trabajo individual, se
recogen los cuadernos de trabajo y se les agradece a los estudiantes su participacion en

esta investigacion.
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Capitulo 6. Analisis retrospectivo
de las sesiones y resultados

En este capitulo se describe el andlisis retrospectivo de los datos recogidos en las
sesiones de aula de la experimentacion realizada y los resultados que se extraen del

mismo. Para cada una de las sesiones se sigue la siguiente estructura:

1) se describen las categorias utilizadas en el analisis de las respuestas de los estudiantes
a las tareas propuestas en el cuaderno de trabajo,

2) se recogen algunas observaciones generales referentes al desarrollo de la sesion,

3) se recuerdan las indicaciones dadas a los estudiantes en relacion a las tareas cuyas

respuestas son aqui objeto de analisis,

4) se presenta el andlisis de los datos correspondiente a cada sentencia o expresion

incluida en las tareas, y los resultados que se desprenden del mismo, y finalmente,
5) se sintetizan los resultados de la sesion.

En la discusion del analisis y resultados incluimos ejemplos ilustrativos que
corresponden a aquellas actuaciones que consideramos presentan mas detalles sobre la

resolucion de dicha parte de la tarea.

En el analisis de las producciones de los estudiantes, las explicaciones dadas relativas a
la justificacion de sus respuestas, son utilizadas para complementar la informacion que
se obtiene del trabajo escrito realizado por el estudiante para dar la respuesta. Para este
analisis hemos elaborado una serie de categorias que persiguen capturar el grado en que
el estudiante hace uso de sentido estructural. En la denominacién de las categorias
utilizamos codigos de una escala numérica (ver Tabla 6.1.1) que aluden al grado en que
el estudiante hace uso de la estructura para atender a la resolucion de las tareas
propuestas. Esta numeracion se aplica a todas las categorias excepto a la categoria RET

que refiere a si el estudiante resuelve o no correctamente la sentencia o expresion,
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independientemente de la forma como lo hace. Esta categoria no esta en relacion
directa con el sentido estructural, sino que complementa la informacion que aportan las
otras categorias. Permite atender a los errores que cometen los estudiantes al trabajar y

realizar las diferentes acciones que las tareas propuestas demandan.

Tabla 6.1.1. Cédigo numeérico en la denominacidn de categorias para el analisis.

Cadigo Descripcion general
numeérico
1 Corresponde a casos en los que el estudiante utiliza las relaciones

internas de la expresidn para resolver la tarea propuesta haciendo
uso de la estructura de la misma.

2 Corresponde a casos en los que el estudiante utiliza algunas de las
relaciones internas de la expresion dada para resolver la tarea
propuesta.

3 Corresponde a casos en que el estudiante no utiliza ninguna de las

relaciones internas de la expresion dada en la resolucién de la tarea.

Para el caso en que el estudiante no hace lo que se le solicita, y lo deja en blanco,
utilizamos la codificacion “no responde” (NR). Si responde pero su respuesta no puede
clasificarse mediante ninguna de las categorias establecidas o nos falta informacion para

clasificar la respuesta, le hemos designado la etiqueta “no codificable” (NC).

6.1 Sesion 1

En la sesidn 1 se proponen dos tareas a los estudiantes. En este capitulo atendemos a las
doce sentencias propuestas en la primera tarea. La segunda tarea no se aborda en este
analisis debido a que s6lo dos de los trece estudiantes asistentes a la sesion intentaron

resolverla.

6.1.1 Categorias utilizadas para el analisis de la 12 tarea. Sesion 1
Para analizar los datos correspondientes a la resolucion de las sentencias trabajadas en

la primera tarea de la sesidn 1, utilizamos tres categorias: RIN, MED y RET. Estas tres
categorias, junto con sus correspondientes subcategorias, se definen en la Tabla 6.1.2.
Las dos primeras estan ligadas al estudio del sentido estructural de los estudiantes.
Respecto a la subcategoria MED.2, si bien se ha considerado al realizar el analisis,
ninguna produccion de los estudiantes ha sido codificada de este modo por lo que
hemos optado por no consignarla en las tablas que utilizamos mas adelante para

presentar los resultados. La tercera categoria se centra en aquellos aspectos relacionados
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con errores y dificultades mostradas por los estudiantes, que nos permite realizar un

seguimiento del trabajo realizado.

Tabla 6.1.2. Categorias para analizar el desempefio de los estudiantes en la Sesion 1.

Categorias Subcategorias
RIN RIN.1
Reconocer la No se opera, se da la respuesta correcta basandose en el
estructura reconocimiento de la estructura interna de una identidad notable
internade una  en la expresion.
identidad RIN.2
notablglen la Se reconoce la estructura interna de una identidad notable en parte
expresion. de la expresion, y se aplica la identidad notable para operar en uno
de los miembros.
RIN.3
Se opera (o realiza operaciones) sin tomar en consideracion la
estructura interna de las expresiones, ni las relaciones internas.
MED MED.1
Modificar Se modifica la expresion aplicando una identidad notable.
una expresion MED.2
en fgncmp de Se modifica parte de la expresion aplicando una identidad notable.
una identidad
notable. MED.3
Se modifica sin reconocer relaciones internas entre los miembros.
RET RET.1
Realizar Se realiza correctamente la sentencia.
correctamente RET .2
la sentencia Se realiza parte de la sentencia correctamente y parte se realiza
dada incorrectamente.
RET.3
Se realiza incorrectamente la sentencia.
N NR
No realizar o No se realiza la sentencia.
no poder NC
codificar la No codificable.
respuesta
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6.1.2 Observaciones sobre la sesion 1
En esta sesion se da la asistencia de trece estudiantes, si bien no todos responden todas

las sentencias propuestas en la tarea 1. A continuacion se detalla para cada sentencia el

numero de estudiantes que la realizan.

6.1.3 Indicacion parala 12 tarea de la sesion 1
En la primera tarea de esta sesion se pide al estudiante: “Comprueba realizando las

operaciones, si las igualdades siguientes son correctas o incorrectas. En el caso de las

incorrectas modifica la igualdad para que sea correcta”.

6.1.4 Actuaciones de los estudiantes en la 12 tarea de la sesion 1
En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al clasificar las producciones de

los estudiantes utilizando las categorias anteriormente descritas. Se muestran ejemplos
de las distintas actuaciones y finalmente se recoge una pequefia conclusién de los
hechos més relevantes ocurridos en relacion con dicha sentencia. Solo en los casos en
que los estudiantes realizan modificaciones de sentencias (independientemente de si la

sentencia dada es o no verdadera) se presentan resultados relativos a la categoria MED.
Sentencia 1

(3-5)° -10* =(3-5+10)(3-5-10)

Esta igualdad se conforma en el miembro izquierdo de una diferencia de dos nimeros
elevados al cuadrado. En el miembro derecho aparece el producto de la suma de dichos
nameros por la diferencia de los mismos.

IN: Producto de una suma por una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta, con producto 3-5

Valor de verdad: verdadera.

Resultados

La sentencia 1 es resuelta por 13 estudiantes. La Tabla 6.1.3 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias bajo las que caen las respuestas de los
estudiantes. A continuacion se describen y comentan estos resultados atendiendo

separadamente a cada categoria.
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Tabla 6.1.3. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 1

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
0 2 11 0 0 11 2 0 0 0

Categoria RIN

Ningun estudiante da una respuesta sin operar a partir del reconocimiento de la
estructura interna de la expresion. Dos de los trece estudiantes (A03 y A07) aplican la
identidad notable para operar en uno de los miembros (RIN.2), mostramos ejemplos de
ello en la Figura 6.1.1. Por la utilizacion erronea que hacen de la identidad notable,
tendemos a pensar que poseen un conocimiento procedimental asociado a una regla

memoristica de actuacion que confunden.

(3:5)%-10*=(3-5+10)(3:5-10 : 3.5+10)(3-5~-10)
A+ 10+ 15- g =25+ 5 ) =36 * ALS - A0 = (9 15440} LIS O
/!CD S 25 &
- 160 = (IS
Es_uiconecta porque_las odneces oo s S ponee_0D 30N e\eA
auoles xS?-.QY_' TR
Ejemplo a. Estudiante A03 Ejemplo b. Estudiante A07

Figura 6.1.1. Desarrolla el cuadrado de un producto como el cuadrado de una suma.

El resto de los estudiantes (A01, A02, A04, A05, A06, A08, Al2, Al3, Al4, Al5y
A19) realizan operaciones sin tomar en consideracion las relaciones internas de las
expresiones que componen la sentencia ni la estructura interna de las mismas (RIN.3).

La Figura 6.1.2 muestra a modo de ejemplo la respuesta de uno de dichos estudiantes.

(3:5)2 =102 =(3-5+10)(3-5—10)
(ASP— 400 (45 140) (45-40)
Estudiante A14 225~40v = (25) (5)
A25 = 425 \
Es R \/" porque S‘J& Qb midme

Figura 6.1.2. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

Las justificaciones dadas a sus respuestas son del tipo siguiente; “los nimeros no son

iguales”, “sale el mismo resultado” (ver ejemplos de Figura 6.1.1 y 6.1.2). Los trece
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estudiantes basan sus justificaciones en el resultado de los calculos realizados y no en el

reconocimiento de estructura de ninguna identidad notable.

Categoria RET
De los trece estudiantes que resuelven, once lo hacen operando correctamente la

sentencia propuesta. Es de observar que todos estos estudiantes operan el miembro

derecho (3-5+10)(3-5-10) de forma similar conservando la jerarquia de operaciones:
25.5=125 (ver Figura 6.1.2). En el miembro izquierdo los estudiantes operan el
primer factor de distintas formas. Algunos escriben (3-5)2:(15)2 respetando la

jerarquia de operaciones (ver Figura 6.1.2). Otros estudiantes distribuyen la potencia de

un producto, aplicando dicha relacién entre estas operaciones, Yy escriben

(3-5)2 =3%.5%(ver Figura 6.1.3).

3:-52=102=(3-5+10)(3:5-10)
A (A& +40 ) ( 2+5 =~ A0\

Q . Sia A0 S 2R ¢ &
Estudiante A04 5 100

Es SKeerAa,  porque_ O Ive 1 ooty
B J

ol oA reuld Q¢

Figura 6.1.3. Distribuye la potencia de un producto.

Dos estudiantes (A03 y A07) resuelven de forma incorrecta parte de la sentencia (Figura

6.1.1). Uno de ellos expande la expresién (3-5)2 como 9 + 30 + 25 (ejemplo a) y el

otro como 3°-5°+2-3.-5 (ejemplo b). Entendemos que ambos estudiantes tienen

confusion con el desarrollo del cuadrado de una suma y el cuadrado de un producto.

Conclusion

Se observa que la subcategoria basada en el reconocimiento y aplicacion
de identidades notables, con identificacion de su estructura interna, RIN.1
estd ausente en la resolucion de esta sentencia y la presencia de RIN.2 es
baja (ver Tabla 6.1.3). Los trece estudiantes desarrollan y justifican
basandose en datos obtenidos de las operaciones realizadas. En estos casos
preservan jerarquia de operaciones o utilizan relaciones adecuadas entre

operaciones.
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Ademas de la complejidad de la estructura de la expresién motivada por la
presencia de términos compuestos, consideramos que una de las
principales causas de que la mayoria de los estudiantes opere es la
formulacion de la tarea en la que se les indica “comprueba realizando
operaciones”. Esta forma de proponer la realizacion de la tarea es un punto
débil de la misma; para posteriores estudios habria que modificar y
comparar si la tendencia de los estudiantes es la misma o cambia con la
modificacion de la formulacion de la tarea a “Comprueba si las sentencias
son verdaderas”. El factor sorpresa que supone ser la primera tarea y
seguir exactamente la orden dada, en la hoja de trabajo, puede llevar a que
ningun estudiante haga otra cosa diferente a “operar” de primer intento y a

que muy pocos utilicen relaciones en el proceso de resolver esta sentencia.

Sentencia 2

132 +10-17+172 =(13+17)°

En esta igualdad el primer miembro estd formado por la suma de tres sumandos; el
primero y el tercero son numeros elevados al cuadrado, el segundo sumando es el
producto del primer y tercer sumando, sin cuadrado. EIl segundo miembro de la igualdad
se compone del cuadrado de la suma de los dos sumandos primero y tercero, del primer
miembro, sin cuadrado.

IN: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresion: simple.

Valor de verdad: falsa.

Presenta una variacion en la que radica su falsedad: en el segundo término del miembro

izquierdo se ha suprimido el dos del doble producto y en lugar de 10 aparece 13.

Resultados
La sentencia 2 es resuelta por 13 estudiantes. La Tabla 6.1.4 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias en las que se codifican las respuestas de los

estudiantes.
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Tabla 6.1.4. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 2

RIN MED RET N
RINI RIN2 RIN3  MED.1 MED3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
1 7 4 5(3) 3 4 6 2 0 1

Nota 2. De los cinco estudiantes que modifican aplicando una identidad notable (MED.1), tres
modifican aplicando distributividad del cuadrado respecto de una suma.

Categoria RIN
El estudiante A13 no opera, da la respuesta correcta basandose en que ha reconocido la
estructura interna de una identidad notable en la expresion (RIN.1, ver Figura 6.1.4).

Este estudiante ha percibido una estructura que con alguna modificacion puede ser la de
una identidad notable, escribe el desarrollo de (13+17)2 y esto le permite responder al

valor de verdad de la sentencia.

132 4+10-174+ 172 = (13 + 17)?
(434430 = (¥4 1% 2-12- A

Estudiante A13

- 1
Es intossecta  porque_(a 4b)t - alab 4 200

Modificacion:_(43 +A)* = 13 LA+ 2 .42

Figura 6.1.4. Reconoce la estructura interna de una identidad en la expresion.

Siete estudiantes (A01, A03, A04, A06, A07, Al2 y A15) muestran reconocer la
estructura interna de la identidad notable en parte de la expresion, y la utilizan para
operar en uno de los miembros (RIN.2, ver recuadro en miembro derecho de Figura
6.1.5).

P 132 410-17 4177 A (134 17)7 et
A%y A B L3 (215 B) vt

Estudiante A12 13"y 1o .n"(ﬂ’ NCTTE YT

o om0k )

Modificacion:__ 13 & 201 4 43 = (\3447)°

Figura 6.1.5. Reconoce la estructura interna de una identidad en parte de la expresion.

De estos siete estudiantes, tres de ellos (A03, A07 y Al2) transforman el
binomio (13+17)2 en 13*+17°+2-13-17. De ellos, Al12 inicia trabajando

operacionalmente partes especificas de la igualdad dada y deja algunos términos sin
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desarrollar, por ejemplo, el cuadrado de 13 y 17 en ambos miembros. Finalmente

expresa su resultado indicando que son distintos sin necesidad de obtener un valor

numérico para cada miembro, escribe 13° +170+17° #13” +442+17°. Este estudiante
muestra capacidad para comparar expresiones numeéricas sin necesidad de desarrollar
todos los términos. Los otros dos estudiantes (A03 y AO07) desarrollan todos los
términos de la expresion y operan hasta obtener el valor numérico de ambos miembros

(ver recuadro en miembro derecho de la Figura 6.1.6).

» 13241017+ 172 = (13 + 17)?

(3410 iy 4 (32 (B At 2.0 =R

Estudiante A07 : N { cc
{é}" f’/.(/ 9 )7 1[2" [ lf,(l .- &L‘[ L Lf")L
L ] e 206 4 S0 2
L/ B porque_ ,’)...)—u 70 50 ;,SV‘( 4 f’.r\

; Lo SWe A0 €St S
Jee s ‘70\) Madificacion

Figura 6.1.6. Reconoce la estructura interna de una identidad en parte de la expresion.

De los siete estudiantes en mencion, cuatro (A01, A04, A06 y Al5) aunque muestran
reconocer la estructura interna de una identidad notable en parte de la expresion, aplican
de forma errénea la propiedad distributiva al cuadrado de una suma (ver recuadro en
Figura 6.1.7), lo que nos hace pensar que se trata de un conocimiento procedimental,

regla que no recuerda correctamente.

132 4+10-17 + 17?2 = (13 + 17)?
1324 10°4% 4 A2 .~ (122 t 1T
ACS 4 ] D)+ «_’;’,,‘_’v ;,.-‘ { :\_‘_)_,
£ bueEe
Estudiante A04 e
Es ,ceCO0tECko porque_[ne Ao aunldanes +énel)
D AL rerCin i las  re oS
Modificacion: NAnASro nad (e al siSiehra @D 20

Figura 6.1.7. Reconoce parte de la estructura interna de una identidad en la expresion.

Cuatro estudiantes (A02, A08, Al4 y A19) operan sin tomar en consideracion las
relaciones internas ni la estructura de las expresiones (RIN.3). En el caso que se recoge
en la Figura 6.1.8, el estudiante opera dentro del paréntesis para obtener el valor

numérico del miembro derecho, aplica jerarquia de operaciones.
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13241017 +17% = (13 + 17)?

Estudiante A02

Es Lrcococka,  porque_ony €\ ol ones CONeono
S\ casoltado ox 62K .y eq o\ Jegauoda €5 Qoo
Modificacion: A 2% 4 1Q " = (3 4 \1)

Figura 6.1.8. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

Entre las justificaciones proporcionadas acerca del porqué de la respuesta dada,
observamos que de trece, s6lo un estudiante (A13) se basa en el conocimiento de las

reglas de identidad notable (ver Figura 6.1.4). Lo expresa escribiendo en simbolismo
algebraico dicha identidad: (a+b)2 =a’+b”+2ab. Once estudiantes basan sus

justificaciones en el desarrollo operacional de la sentencia. Emiten justificaciones como
“las dos igualdades tienen una diferencia en los resultados” (ver Figura 6.1.6, 6.1.7 y

6.1.8). Un estudiante no da justificaciones del porqué de su respuesta en esta sentencia.

Categoria MED
Cinco estudiantes (A02, A06, A12, A13 y Al4) modifican la expresion aplicando una
identidad notable (MED.1). Dos de ellos (A12 y A13) modifican correctamente la

sentencia propuesta escribiendo: (13+17)2 =13*+17°+2-13-17 (ver Figuras 6.1.4 y
6.1.5). Los tres estudiantes restantes (A02, A06 y Al4) aplican distributividad del
cuadrado respecto de la suma: escriben (13+17)2 =13% +17 (ver Figura 6.1.8).

Tres estudiantes (A04, A08 y A15) modifican la sentencia dada sin reconocer relaciones
internas entre los miembros de la sentencia y no utilizan ninguna identidad notable. El
estudiante A04 propone como modificacion: “afiadiendo al sistema segundo 707
(MED.3, ver Figura 6.1.7). Para comprobar la veracidad de la sentencia A04 utiliza un
conocimiento que tiene sobre identidad notable, no obstante no lo emplea para

modificar.

Categoria RET

De los trece estudiantes, cuatro (Al2, A13, Al4 y A19) resuelven correctamente,
independientemente de la forma como lo hagan, (ver Figuras 6.1.4 y 6.1.5). Seis
estudiantes (A02, A03, A06, A07, A08 y Al15) resuelven solo parte correctamente (ver
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Figuras 6.1.6 y Figura 6.1.8). Dos estudiantes (AO1 y A04) no resuelven correctamente
(ver Figuras 6.1.7) y los datos de un estudiante (A05) se consideran no codificables.
Entre los errores que se observan, mencionamos los siguientes. En el recuadro del
miembro izquierdo de la Figura 6.1.6, el estudiante AO7 después de desarrollar las
potencias cuadradas de 13 y 17, distribuye el producto del segundo término entre el
primer y tercer término, sumando 10 a 169 y 17 a 289. El estudiante A02 (Figura 6.1.8)
comete un error de célculo al multiplicar como sigue 10-17=70.

Cuatro estudiantes (A01, A04, A06 y A15) transforman el miembro derecho como sigue
(13+l7)2 =13*+17%: aplican la supuesta propiedad distributiva del cuadrado respecto

de la suma, lo que les conduce a verificar errébneamente la veracidad de la sentencia

propuesta (ver Figura 6.1.7).

Conclusion

Para esta sentencia un estudiante (A13) trabaja basandose en la estructura
interna de la igualdad, a pesar de que la propuesta de operar sigue estando.
Once trabajan basando sus datos en resultados de operaciones y de ellos
siete muestran reconocer la estructura de parte de la expresion dada.
Parece que olvidan la indicacién de operar dada en la tarea.

Aunque al operar muestran que conservan jerarquia de operaciones,
algunos de los errores en esta sentencia 2, sobre todo en el miembro
izquierdo de la igualdad, los cometieron aquellos estudiantes que no
consideran la jerarquia de operaciones. Otros errores son de tipo aritmético
en célculos multiplicativos, de potencias y de suma. En el miembro
derecho los errores son resultado de aplicar de forma erronea la propiedad

distributiva al cuadrado de una suma.

Sentencia 3

30-20—-20-14=30-(20—-14)

El miembro izquierdo de la igualdad se compone de la diferencia entre dos productos,
ambos productos de dos factores, uno de esos factores es comun en los dos productos.
El miembro derecho es el producto de dos factores, uno de ellos es el primer factor del

primer producto del miembro izquierdo; el otro factor es la diferencia de dos nimeros,
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ambos corresponden a los segundos factores de los productos que se restan en el
miembro izquierdo.

IN: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresion: simple.

Valor de verdad: falsa.

Presenta una variacion en la que radica su falsedad: en el segundo término del miembro

izquierdo se ha colocado 20 en lugar de 30.

Resultados
La sentencia 3 es resuelta por 12 estudiantes. La Tabla 6.1.5 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias bajo las que caen las respuestas de los

estudiantes.

Tabla 6.1.5. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 3

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
0 8 3 ) 2 8 2 1 1 1

Categoria RIN

Ocho estudiantes (A01, A03, A04, A06, A07, A08, A12 y Al4) muestran reconocer la
estructura interna de una identidad notable en parte de la expresion, al aplicarla para
operar en uno de los miembros (RIN.2, ver Figura 6.1.9). Los ocho estudiantes

transforman la sentencia aplicando la propiedad distributiva tal como se sefiala mediante

un recuadro en dicha figura. En la expresion 30-(20—14), distribuyen el factor (30)

que precede el paréntesis por cada uno de los términos que contiene el mismo: escriben
30-20—-30-14 o0 600—420.

Estudiante A08

Es _jphcorreds porque A )

Modificacion: £ 3 - 5 (=3

Figura 6.1.9. Reconoce la estructura interna de una identidad en parte de la expresion.
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Tres estudiantes (A02, A15 y A19) realizan operaciones sin tomar en consideracion la
estructura ni las relaciones internas de las expresiones (RIN.3, ver Figura 6.1.10).
Observamos que los estudiantes hacen uso de la jerarquia de operaciones para

comprobar la veracidad de la sentencia: escriben 30-(20-14)=30-6.

30-20 —=20- 14 = 30 (20 - 14)

Estudiantz A02

Es (o qorrecko,  porque_sn o CLOOGe LA R w TR TR

oL ey A S
LS MOAS G 220 .0 00 S\ SOCaoANG e, (S0

Modificacion:__ %y - 20 200l 20 AT —a )

Figura 6.1.10. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

Los once estudiantes que resuelven la sentencia basan sus justificaciones en el
desarrollo operacional de la sentencia, dando explicaciones tales como “en el primer
miembro el resultado es 320, y en el segundo es 180” (ver Figuras 6.1.9 y 6.1.10) si
bien apreciamos que han usado, y por tanto percibido, algunas relaciones al hacer las

modificaciones.

Categoria MED

Cinco estudiantes (A02, A08, A12, Al4 y A19) modifican la expresion aplicando una
identidad notable al reconocer la necesidad de modificar algunas relaciones entre los
términos para conseguir igual estructura interna en ambos miembros de la sentencia
(MED.1, ver Figura 6.1.9 y Figura 6.1.10). Un estudiante (A08) propone una
modificacion diferente, que si bien es correcta, invierte el orden entre 30 y 20:

30-20—20-14 =20-(30-14) (ver Figura 6.1.9).

Dos estudiantes (A04 y A15) modifican sin reconocer relaciones entre los términos, lo
hacen atendiendo a las operaciones realizadas. Entre las justificaciones escriben:
“afiadiendo al segundo sistema 140” (MED.3, ver Figura 6.1.11).
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Estudiante A04

30-20-20-14= 30-(20-14)
&0 - ‘)\_'[:’ ‘.'-;’.\\ y - u20
ARy
o, porque_(as roun (dodes Lien or
difelencra _en SUS rewnliodde do 440
Modificacion:_anadroncsnle gl Soumb SEHewo QU]

Figura 6.1.11. Modifica sin reconocer relaciones internas entre los miembros.

Categoria RET

De los doce estudiantes que resuelven, ocho (A01, A02, A03, A04, Al2, Al4, Al5y

A19) lo hacen correctamente: el resultado obtenido les permite discernir correctamente

la veracidad de la sentencia dada (ver Figura 6.1.10). Dos estudiantes (A06 y A08)

resuelven parte de forma incorrecta y un estudiante (AQO7) resuelve incorrectamente.

Estos tres ultimos estudiantes (A06, A07 y A08) cometen errores en las operaciones de

suma y resta. En la Figura 6.1.9 se observa que A08 al restar 600 — 420 escribe que es

igual a 160. Un estudiante (A13) no resuelve y los datos de A05 se consideran no

codificables.

Conclusion

En la sentencia 3, la subcategoria RIN.1 vinculada al reconocimiento y

aplicacion de identidades notables estd ausente. Esto en la tercera

sentencia puede deberse a que en la misma aparece en el primer miembro

una expresion extendida la cual invita mas a la operacién que la expresion

contraida. Decimos esto porque la modificacién de la expresion es

realizada correctamente por cinco estudiantes y ocho muestran reconocer

la estructura interna en parte de la expresion (ver Tabla 6.1.5).

En esta sentencia, basada en la propiedad distributiva, s6lo un estudiante

no resuelve, los datos de un estudiante son no codificables y tres

estudiantes cometen errores al sumar o restar.
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Sentencia 4

(8-5-15)" =(8-5)" —2-8-5-15+15?

El miembro izquierdo de esta igualdad es el producto de dos numeros menos otro
numero, todo elevado al cuadrado. En el miembro derecho de la igualdad aparecen tres
términos: el minuendo y substraendo del miembro izquierdo elevados al cuadrado,
sumando, y un producto del nimero dos por el minuendo y substraendo del primer
miembro restando y situado entre los anteriores.

IN: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta, con producto 8-5

Valor de verdad: verdadera.

Resultados
La sentencia 4 es resuelta por 11 estudiantes La Tabla 6.1.6 muestra las frecuencias

absolutas obtenidas de cada una de las subcategorias bajo las que caen las respuestas.

Tabla 6.1.6. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 4

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
0 ) 6 0 3 5 3 3 2 0

Categoria RIN

En la resolucion de la sentencia 4, no aparecen respuestas que se puedan categorizar
como RIN.1. Cinco estudiantes (A01, A03, A04, A07 y Al2) muestran reconocer la
estructura interna de una identidad notable en parte de la expresion ya que aplican la
identidad notable para operar en uno de los miembros (RIN.2, ver recuadro en Figura
6.1.12).

(8-5—15)2=(8-S)z—2-8-5'15+152

(6 =15) = (10 = 420 + I

40 290-15 +18%k 4o* = 1200415
‘t()‘ ~1200 + 15" = L(()‘z-?()() Hg”

Estudiante A12

Es ({)[L(Ct-"\f porque

Figura 6.1.12. Reconoce la estructura interna de una identidad en parte de la expresion.
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En esta sentencia, el miembro izquierdo permite su extensién mediante la identidad

notable cuadrado de una diferencia, tal como lo hace el estudiante A12 (Figura 6.1.12).
Este estudiante primero escribe (8-5—15)2 = (40—15)2 (considera jerarquia de
operaciones) y luego desarrolla aplicando cuadrado de la diferencia.

Dos de los cinco estudiantes en mencion, (A03 y AQ07) aplican identidad notable en el
miembro derecho, al transformar la expresion, haciéndolo erréneamente al confundir la

expresion (8-5)2 con (84—5)2 (ver Figura 6.1.13).

(8:-5-15)2=(8-5)>-2-8-5-15+15%

('\..n' 2 ..‘.A"\'

1NN 17 S oo e AN

Estudiante A03 SO0 -1200 + 225 = -6 ;

. \ \ s
Es _(acottec\S porque_ \o con ool w oGS 00

Figura 6.1.13. Desarrolla el cuadrado de un producto como el cuadrado de una suma.

Tres de los cinco estudiantes (A01, A04 y A07), incluyendo nuevamente a A07, aplican

propiedad distributiva del cuadrado respecto de la suma (ver recuadro en Figura 6.1.14).

»(8:-5-15?=(8-5)*=2-8-5-15+ 157
8%.5% 1 o

Estudiante A04 T AT - 2.9 A‘l, ,.

N

Modificacion:_annnlicle 0 (o securah  (qualciad o

Figura 6.1.14. Reconoce parte de la estructura interna de una identidad en la expresion.

Seis estudiantes (A02, A06, A08, Al4, A15 y A19) realizan operaciones sin tomar en

consideracién las relaciones internas de las expresiones (RIN.3, ver Figura 6.1.15).

(8:-5—15)2=(8:5)%—2-8-5-15+ 152

Estudiante A02

Es _cocCcocye, porque_on \es clas  covednoant €\

cesakado oo ¢.29

Figura 6.1.15. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.
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Entre las justificaciones proporcionadas acerca del porqué de su respuesta, nueve
estudiantes se basaron en el desarrollo operacional de la sentencia (ver Figuras 6.1.13,
6.1.14 y 6.1.15). Ejemplo de esas justificaciones es el siguiente: “en los dos miembros

el resultado es 625”. Dos estudiantes no justifican el porqué de su respuesta.

Categoria MED

Esta sentencia es verdadera y no requiere de modificacion, no obstante tres estudiantes
(A04, A06 y A08) optan por modificarla dado que argumentan que la sentencia no es
correcta. La razén de esta conclusion errdnea sobre el grado de verdad de la sentencia
radica en que dos de ellos incurren en errores de calculos y el otro aplica de forma
errénea la propiedad distributiva al cuadrado de la diferencia. Modifican sin reconocer
relaciones entre los términos, lo hacen atendiendo a las operaciones realizadas y asi lo

justifican: “afiadiendo a la segunda igualdad 650” (MED.3, ver Figura 6.1.14).

Categoria RET

De los once estudiantes que resuelven, cinco (A02, A12, Al4, Al5, Al19) lo hacen
correctamente. De los seis estudiantes restantes, tres (A01, A03 y A08) resuelven sélo
parte correctamente (ver Figura 6.1.13) y tres estudiantes (A04, A06 y A07) no
resuelven correctamente (ver Figura 6.1.14). Dos estudiantes (A05 y A13) no resuelven.
Los errores en esta sentencia se produjeron en ambos miembros de la igualdad. En el

miembro izquierdo se deben a la aplicacion errénea de la propiedad distributiva al

cuadrado de la diferencia (ej., (8-5—15)2 =82.5°-15°. En el miembro derecho los

. ., 2
errores se deben al considerar la expresion (8-5) como el cuadrado de una suma y

desarrollarla como 64-+25+80. Otros errores son de calculo en la multiplicacion como
vemos en el miembro derecho de la Figura 6.1.14, donde el estudiante A04 al

desarrollar el producto del segundo téermino escribe que 2-8-5-15=140-15.

Conclusién

En la sentencia 4, observamos que la subcategoria basada en el
reconocimiento y aplicacion de identidades notables RIN.1 esta ausente.
Este dato nos lleva a pensar que todos los estudiantes trabajan basandose
en datos operativos en toda o en parte de la sentencia. Mirando la

frecuencia de RIN.2 vemos que casi la mitad de los estudiantes ha
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utilizado, en parte, el reconocimiento de cierta estructura. Esta expresion
tiene su parte extendida en el segundo miembro. Consideramos que el
término compuesto 8-5 puede haber dificultado a los estudiantes la
percepcion de la estructura.

Entre los errores mas notables, se encuentran: desarrollar erroneamente el
cuadrado de un producto como el cuadrado de una suma Yy aplicar

propiedad distributiva al cuadrado de una suma.

Sentencia 5
(12+8+15)(12+8-15)=(12+8)° ~15°

En el miembro izquierdo de la igualdad aparece el producto de dos factores, cada uno de
ellos contiene los mismos tres nameros; en el primer factor los tres nimeros estan
sumados, en el segundo factor, los dos primeros estan sumados y el tercero esta restado.
En el miembro derecho de la igualdad aparece la suma de los dos nimeros que se suman
en los dos factores del primer miembro, elevado al cuadrado, menos el nimero que se
resta en el segundo factor, también elevado al cuadrado.

IN: Producto de una suma por una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta, con suma 12+8

Valor de verdad: verdadera.

Resultados
La sentencia 5 es resuelta por 12 estudiantes. La Tabla 6.1.7 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias en las que se codifican las respuestas de los

estudiantes.

Tabla 6.1.7. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 5

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
0 5 7 0 2 8 4 0 1 0

Categoria RIN
En esta sentencia, cinco estudiantes (A01, A03, A04, A06 y A07) muestran reconocer la
estructura interna de una identidad notable en parte de la expresion, ya que aplican la

identidad notable para operar en uno de los miembros (RIN.2). Estos cinco estudiantes,
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resuelven de dos formas distintas: dos de ellos (A03 y AQ07) resuelven tal como se

observa en la Figura 6.1.16. A03 aplican la identidad notable cuadrado de la suma para
trasformar (12+8)2 en 144 + 64 + 192 . El estudiante AQ7 transforma la expresion

aplicando la identidad notable en la comprobacion de la sentencia, pero lo hace

incorrectamente (ver recuadro del ejemplo b en la Figura 6.1.16).

(12 +8+ 15)(12+8— 15) = (12+8)2 - 152 (12+8 + ]S)(12+8— 15) = (12 + 8)"— 152

2 WM+ 68 4\ |- 228 {‘7 .2 & (124024 2, \L-6 ~ &t
3S.S 4 M. \er Gl - 22§

(AS = MY- (-a)
1FS = - 2%

Es covtacie porque — ~ ee actad BEs____ porque_ U —crréonfofs— = =
PRI Lo W s o] Gt dde—(a—riveloled.

Ejemplo b. Estudiante A07

Ejemplo a. Estudiante A03

Figura 6.1.16. Reconocen la estructura interna de una identidad en parte de la
expresion.
Los otros tres estudiantes (AO0l, A04 y AO06) transforman la expresion (124—8)2

aplicando propiedad distributiva al cuadrado de una suma (ver recuadro en Figura
6.1.17).

(124+8+15)(12+ 8- 15) = (12 4 8)? — 152

(28 % 48)( 20 - 45 | 127 {

o =44y 4 oL

Estudiante A04 A4S - 208 .

Es incoererdn porque [0 retnll oadne de (@s
Aavnldanel ngfon € s —
Modificacion: Sopnoel 0 O 1 & bl {68

Figura 6.1.17. Reconoce parte de la estructura interna de una identidad en la expresion.

Siete estudiantes (A02, A08, Al2, Al3, Al4, A15 y A19) operan sin tomar en
consideracion la estructura interna de las expresiones, ni las relaciones internas (RIN.3,

ver Figura 6.1.18). Observamos que los estudiantes hacen uso de la jerarquia de

operaciones para comprobar la veracidad de la sentencia: escriben (12 +8)2 = 20%
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© (124 8+ 15)(12 + 8 — 15) = (12 + 8)2 — 152
- b !
(35 )(5 Y= 20*15
35N =220-15"

Estudiante A12 A1 5 = @@ wo -225
AFS = 475

Es _coovecho porque

Figura 6.1.18. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

En cuanto a la justificacion de la respuesta dada, diez estudiantes proporcionaron
respuestas tales como “los dos niameros son iguales”, (ver ejemplos en Figura 6.1.16 y
Figura 6.1.17), que aluden al resultado de la operatoria realizada y no al conocimiento
de la regla de identidad notable correspondiente. Dos estudiantes no justifican sus

respuestas.

Categoria MED

Esta sentencia es verdadera y por tanto no requiere de modificacién, sin embargo dos
estudiantes (A04 y A06) la modifican dado que no obtienen igual valor numérico en
ambos miembros. La razon de no obtener igual valor numérico se debe a que ambos
aplican de forma errénea la propiedad distributiva al cuadrado de la suma que figura en
el miembro derecho. Modifican sin reconocer relaciones entre los términos y lo hacen
atendiendo a las operaciones realizadas. Uno de ellos escribe “sumarle a la segunda
igualdad 158” (MED.3, ver Figura 6.1.17).

Categoria RET

De doce estudiantes que resuelven la sentencia, ocho (A02, A03, A08, Al2, Al3, Al4,
A15 y A19) lo hacen correctamente. Todos los estudiantes operan el miembro izquierdo
de igual forma, conservando la jerarquia de operaciones en este miembro, tal como
muestran los ejemplos presentados en todas las figuras previas correspondientes a esta

sentencia (Figuras 6.1.16, 6.1.17 y 6.1.18), donde transforman la expresion

(12+8+15)(12+8-15) en 35-5=175. La diferencia al operar esta sentencia se
encuentra en el miembro derecho donde algunos estudiantes conservan la jerarquia de
operaciones al expresar (12+8)2 =20° tal como muestra la Figura 6.1.18 y otros no la

conservan dado que aplican la propiedad distributiva al cuadrado de una suma.
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Cuatro estudiantes (A01, A04, A06 y AQ07) resuelven de forma incorrecta parte de la

sentencia. De ellos, tres (A01, A04 y A06) aplican de forma errénea la propiedad
distributiva al cuadrado de una suma: transforman (12+8)2 en 122 +8° (ver Figura
6.1.17). El otro estudiante (AQ7) desarrolla el cuadrado de la suma incorrectamente:
transforma la expresion (12+8)2 en 12°.8°+2-12-8 (ver ejemplo b en Figura 6.1.16).

Este ultimo estudiante muestra o bien no recordar la transformacién del cuadrado de una
suma o no conocer como se aplica la transformacion a un caso concreto. También

observamos que no aplica la jerarquia de operaciones. Un estudiante (A05) no resuelve.

Conclusién

Pocos estudiantes ven en esta sentencia las relaciones internas relacionadas
con la identidad notable implicada en el disefio de la sentencia. Los que lo
hacen es en un segundo paso; es decir después de haber hecho alguna
operacion (ver Tabla 6.1.7). Las transformaciones que realizan se centran en
desarrollar el miembro derecho de la igualdad. Este desarrollo les lleva a
cometer errores. La presencia de un término compuesto con suma en dicho

miembro es causa de error para cuatro de los doce estudiantes.

Sentencia 6

(15-12)" =15? +122 +2.15.12

El miembro izquierdo de esta sentencia es el cuadrado de la diferencia de dos nimeros,
y el miembro derecho es la suma de tres elementos, dos de ellos son los mismos
nameros que aparecen en el primer miembro de la igualdad, elevados al cuadrado, y el
tercero es el producto del namero dos por los dos numeros que han aparecido en el
primer miembro de la igualdad.

IN: Cuadrado de una diferencia en el miembro izquierdo.

IN: Cuadrado de una suma en el miembro derecho.

Tipo de expresion: simple.

Valor de verdad: falsa.

Presenta una variacion en la que radica su falsedad: en el tercer término del miembro

derecho se debe cambiar + a - para cumplir con el cuadrado de una diferencia, o se debe
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cambiar - a + el signo que separa los términos del binomio en el miembro izquierdo

para cumplir con el cuadrado de una suma.

Resultados

La sentencia 6 es resuelta por 12 estudiantes. En la Tabla 6.1.8 se recogen las
frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias en las que caen las respuestas de
los estudiantes.

Tabla 6.1.8. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 6

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
1 7 4 3 3 6 5 1 1 0

Categoria RIN

En esta sentencia se presenta solamente un caso (Al13) de doce, donde el estudiante no
opera para resolver; da la respuesta correcta basdndose en que reconoce que hay
diferencia en la estructura interna de cada miembro de la sentencia numérica (RIN.1,
ver Figura 6.1.19).

(15-12)? =152 + 12?2 +2-15-12
z

o, E i -
: (15-47) A5+ 1° - 2.16-172
Estudiante A13
. N - LR X
Es jacocsecta  porque_(ca - ‘) a to - oo
I\“O(’irIC:lCi(’)l)ZV(71}5__‘_;1_‘_)_’_‘{;;}__;;2:72,V‘_\“.h_‘__/__ -

Figura 6.1.19. Reconoce la estructura interna de una identidad en la expresion.

Siete estudiantes dan muestras de reconocer, en parte de la expresion, la estructura
interna de una identidad notable, ya que la aplican para operar en uno de los miembros.
De estos siete estudiantes, tres de ellos (A03, A07 y Al2) desarrollan la identidad
notable cuadrado de una diferencia, aunque s6lo dos (A03 y A12) lo hacen

correctamente (RIN.2, ver recuadros en ejemplos de Figura 6.1.20).
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COOF TS,

(15=-12)" =152 4+1224+2-15-12 *+(15=12)2 =152 4+ 122 4+2:15:12

__ A 4 3 [1$te 1%~ 20, )-225 2 My« 20
VLA (_é‘, - l\&\\ e 260 = ‘_‘i zo'
3l UO = F2S

Es _(N@irecde  porque no (\(,,.57 J__‘iélsz._, _.UL‘.(\‘L
5oy (lmgal S Lolatit e, & (c\x, '.’QAM_&

Ejemplo a. Estudiante A03 Ejemplo b. Estudiante A07

Figura 6.1.20. Reconoce la estructura interna de una identidad en parte de la expresion.

Los otros cuatro estudiantes (A01, A04, A06 y A15) resuelven aplicando la propiedad
distributiva al cuadrado de una diferencia: (15—12)2 =15*-12* (ver recuadros en

ejemplos de Figura 6.1.21).

(15-12)2 =152 4+ 122 +2-15-12 2 2 2
2 ¢ ~qq

22S = 2Uj= 223 + 24 410 « 43 1% —\lefl FI2 208012

204 < 228424 + 360 . 205 - (M43 2154 (U4 BEC

201 -~ GOy g{ = 729
Es \heottenla  porque_{ ps ranulta 09 o {as
wualdoudoe na mode.  coxcendo
Modificacion: recloe e a (o sogundn cauardod 08
Ejemplo a. Estudiante A04 Ejemplo b. Estudiante A01

Figura 6.1.21. Reconoce parte de la estructura interna de una identidad en la expresion.

Cuatro estudiantes (A02, A08, Al4 y A19) realizan operaciones sin tomar en
consideracion la estructura interna de las expresiones, ni las relaciones internas (RIN.3,
ver Figura 6.1.22). Estos estudiantes hacen uso de la jerarquia de operaciones para

comprobar la veracidad de la sentencia.

(15—-12)2 =152 +122+2-15-12

o =5 b4+ 300
Estudiante A14 q %_:[—ZC(

Es | porque__ \N\© Sd.%, A%’-“-&

Figura 6.1.22. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

Las justificaciones de los estudiantes a sus respuestas en esta sentencia, son como sigue:
solo uno de ellos (A13) basa sus justificaciones en el conocimiento de las reglas de la

identidad notable. El estudiante lo expresa utilizando simbolismo algebraico: “porque
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(a—b)zza2+b2—2ab » (ver Figura 6.1.19). Nueve estudiantes basan sus

justificaciones en el desarrollo operacional de la sentencia, dando explicaciones tales
como “en el primer miembro el resultado es 9, y en el segundo es 729 (ver ejemplos

Figura 6.1.20 y Figura 6.1.21) y dos estudiantes no justifican su respuesta.

Categoria MED

En la sentencia 6, tres estudiantes (A02, A12 y A13) modifican la expresion aplicando
una identidad notable, muestran reconocer la necesidad de modificar algunas relaciones
internas para conseguir igual estructura interna en ambos miembros (MED.1, ver Figura

6.1.19). Dos de dichos estudiantes (A12 y A13) modifican de acuerdo a la estructura del
cuadrado de una diferencia, es decir, escriben (15—12)2 =152 4122 -2.15-12. Y el
estudiante AO2 modifica atendiendo a la estructura del cuadrado de una suma: escribe
(15+12)° =152 +12? +2.15-12.

Tres estudiantes (A04, A06 y A15) modifican sin reconocer relaciones internas entre los
miembros. Realizan la modificacion atendiendo a datos numéricos, pero dado que
incurren en errores en el proceso de comprobacion, la modificacion es incorrecta. Por

ejemplo, un estudiante propone “restarle a la segunda igualdad 408” (MED.3, ver
ejemplo a, figura 6.1.21).

Categoria RET

De los doce estudiantes que resuelven, seis (A02, A03, A12, Al3, Al4 y A19) lo hacen
correctamente (ver Figura 6.1.19 y ejemplo a en Figura 6.1.20). Cinco estudiantes (A01,
A06, A07, A08 y A15) resuelven parte correctamente. Un estudiante (A04) comete
errores en ambos miembros (ver ejemplo a, Figura 6.1.21). Un estudiante (A05) no
resuelve.

Algunos de los errores detectados pueden ser debidos a la no consideracion de la
jerarquia de operaciones. Otros errores se atribuyen a la aplicacion incorrecta de la

identidad notable, donde un estudiante (AQ7) al transformar la expresion del cuadrado
de la diferencia (15—12)2 en lugar de restar las potencias cuadradas las escribe como
producto: 15%-12% —2.15.12. También se deben a la aplicacién de forma errénea de la

propiedad distributiva al cuadrado de una diferencia, al escribir (15—12)2 =15 -12%
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Aparece un tipo de error que podemos denominar error de potencia, que consiste en

interpretar elevar al cuadrado como multiplicar por dos (ejemplo a de la Figura 6.1.21).

Conclusion

En la sentencia 6, en su mayoria los estudiantes dan muestran de operar.
La mayor cantidad de respuestas caen en la subcategoria que conjuga el
calculo con el uso de algunas relaciones internas detectadas en la
sentencia, como muestran los datos de la Tabla 6.1.8. Si bien entre las
subcategoria RIN.1 y RIN.2 suman ocho respuestas, no sucede asi con la
suma de MED.1 y MED.3 que solo suman seis respuestas, lo que indica
que algunos estudiantes a pesar de haber visto alguna estructura para hacer
la comprobacion, no la han utilizado para la modificacion.

Los errores se dieron especificamente en el miembro izquierdo de la
igualdad, con motivo de aplicar la propiedad distributiva al cuadrado de

una diferencia.

Sentencia 7
[20-(5+7)] =207 ~2-20-(5+7)+(5+7)°

En esta igualdad, el miembro izquierdo contiene la diferencia de dos numeros elevada al
cuadrado; siendo el substraendo de la diferencia, a su vez, la suma de dos nimeros. El
miembro derecho esta formado por la suma de los cuadrados del minuendo y
substraendo que aparecen en el miembro izquierdo, a los que se resta el doble de su
producto.

IN: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: compuesta, con suma 5+7

Valor de verdad: verdadera.

La sentencia 7 es resuelta por 11 estudiantes. La Tabla 6.1.9 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias en las que quedan codificadas las respuestas
de los estudiantes.

Danellys Clementina Vega-Castro 189



Capitulo 6. Andlisis retrospectivo de las sesiones y resultados

Tabla 6.1.9. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 7

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
1 4 6 0 2 4 4 3 2 0

Categoria RIN
En esta sentencia solo A12 no opera para dar la respuesta. Muestra basarse en el

reconocimiento de la identidad notable en la expresion dada (RIN.1, ver Figura 6.1.23).

> 20— (5+7))? =20 - 2-20- 2
[20-(G+NFP =207 2-20- 5+ 7) + (5 +7)

ﬁ...!:ﬁ"t o k‘;‘;?b&- >
L )

Es l'ﬂ}j 1 fcﬁ'& porque

Figura 6.1.23. Reconoce la estructura interna de una identidad en la expresion.

~2o0)b + et

Estudiante A12

Los estudiantes (A01, A03, A07 y A15) muestran reconocer la estructura interna de una
identidad notable en parte de la expresion, ya que la aplican para operar en uno de los
miembros (RIN.2, Figura 6.1.24).

[20-(5+7)])?=202=2-20-(5+7)+(5+7)?
B~ -3 \A<| 200 4 25 4 U 4220

Estudiante A03 A = A0 = 2 A KB &R ANE AD

v VA

= A0

\,\'3!( 4

Es _\oraceecho porque_ \o»

3\

Figura 6.1.24. Reconoce la estructura interna de una identidad en parte de la expresion.

En ambos recuadros de la Figura 6.1.25 se observa que el estudiante transforma la

expresion (5+7)2 en 25+49, aplicando asi la propiedad distributiva al cuadrado de

una suma.
[20-(5+7)]?=202-2-20-(5+7)+(5+7)?
2 A . (% + ¥ et 2%
ZC_(Q';) - 2 2.20 {65+ 7 ‘
Estudiante A01 woo-(5+4q | P RO IL=28E Xy
ZH = Y00 =1FO+ B +Uq
G = \é

Es _\wico gfg(—‘("g_ porque

Figura 6.1.25. Reconoce parte de la estructura interna de una identidad en la expresion.
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Seis estudiantes (A02, A04, A06, A08, A14 y A19) realizan operaciones sin tomar en
consideracion las relaciones internas ni la estructura de las expresiones (RIN.3, ver

Figura 6.1.26). En este caso observamos que los estudiantes hacen uso de jerarquia de

operaciones para comprobar la veracidad de la sentencia. Escriben que [20—(5+7)]2

es igual a [20—12]2 =64.

[20-(5+7))2=202—=2:-20-(5+7)+(5+7)?

Estudiante A02

Es corcockca porque_<n i lom cles coneoniarnsS e\
Senulto Ao eos CA

Figura 6.1.26. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

Para justificar su respuesta, los estudiantes fundamentalmente se basan en el desarrollo
operacional de la sentencia, emiten justificaciones tales como “en los dos miembros el

resultado es 64” (ver Figura 6.1.26). Dos estudiantes no justifican.

Categoria MED

La sentencia 7 es verdadera y no requiere modificacién, no obstante dos estudiantes
(A04 y A06) la modifican dado que el valor numérico que obtienen en ambos miembros
no es el mismo. La razén de no obtener igual valor numérico se debe a que ambos
incurren en errores de calculo y, ademas, uno de ellos aplica de forma errénea la
propiedad distributiva al cuadrado de la suma. Modifican sin reconocer relaciones entre

los términos y lo hacen atendiendo a las operaciones realizadas. Uno de los estudiantes

modifica como sigue: [20—(5+ 7)]2 +158 =20%-2-20- (5+7)+(5+7)2 (MED.3).

Categoria RET

De los once estudiantes que resuelven, cuatro (A02, Al12, Al4 y A19) resuelven
correctamente (ver Figuras 6.1.23 y 6.1.26); cuatro (A03, A04, A08 y A15) resuelven
solo parte correctamente (ver Figura 6.1.24) y tres (A01, A06 y AQ7) no resuelven
correctamente (ver Figura 6.1.25). Dos estudiantes (A05 y Al3) no resuelven la

sentencia. Los errores en esta sentencia se atribuyen a que los estudiantes aplican de

forma errénea la propiedad distributiva al cuadrado de una suma (5+7)2

transformandola en suma de cuadrados 5° +72. Otros errores se atribuyen a la ausencia

Danellys Clementina Vega-Castro 191



Capitulo 6. Andlisis retrospectivo de las sesiones y resultados

de jerarquia de operaciones y/o aplicaciones incorrectas de la propiedad distributiva, tal

como se muestran en el primer recuadro de la Figura 6.1.24, donde el estudiante

transforma la expresion 2-20-(5+7)en 2-100-+140, olvidando multiplicar 140 por el 2

que precede el producto.

Conclusion

Observamos que en la sentencia 7, mas de la mitad de los estudiantes que
resuelvan lo hacen operando y sin considerar relacién alguna entre sus
términos. Las subcategorias basadas en el reconocimiento y aplicacion de
identidades notables RIN.1 y RIN.2 presentan un ndmero bajo de
aplicabilidad para el desempefio de los estudiantes (ver Tabla 6.1.9). De
los once estudiantes que resuelven sélo uno trabaja basandose en la
estructura interna de la igualdad y los diez restantes lo hacen basandose en
datos operativos. Tenemos en cuenta que esta sentencia es compuesta por
suma lo que puede complicar la percepcion de relaciones dependientes de
la identidad notable.

Los errores mas significativos se deben al aplicar la falsa propiedad
distributiva al cuadrado de la diferencia, expresandola como una diferencia
de cuadrados. Se atribuyen también a la aplicacion incorrecta de la
propiedad distributiva inmersa dentro de la identidad notable en uso, al

incumplimiento de la jerarquia de operaciones y a errores al sumar y

multiplicar cuando operan con la expresion (5+ 7) .

Sentencia 8
(2-5+20)" =(2-5)" +2-2-5-20+20°

Esta igualdad se compone en su miembro izquierdo del cuadrado de la suma del
producto de dos numeros y otro numero. En el miembro derecho se destacan dos
sumandos elevados al cuadrado, el primero de ellos coincide con el primer sumando del
cuadrado contenido en el miembro izquierdo, otro es el segundo sumando y un tercero
corresponde al doble del producto de ambos sumandos.

IN: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresion: compuesta, con producto 2-5

Valor de verdad: verdadera.
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Resultados
La sentencia 8 es resuelta por 9 estudiantes. En la Tabla 6.1.10 se muestran las
frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias bajo las que caen las respuestas

de los estudiantes.

Tabla 6.1.10. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 8

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
0 4 5 0 0 5 2 2 4 0

Categoria RIN
Cuatro estudiantes (A01, A03, A07, Al2) muestran reconocer la identidad notable
involucrada en parte de la expresion, o sea, reconocen la estructura interna de la misma.

Esto lo evidencian al utilizarla antes de operar (RIN.2).

(2:54+20)>=(2-5)+2-2-5-20+ 20?

Estudiante A03 \CC

Es _\ cLecha porque_ \e.- o . N ¢

Figura 6.1.27. Reconoce la estructura interna de una identidad en parte de la expresion.

Entre estos cuatro estudiantes, dos de ellos (A01 y A07), en el miembro izquierdo de la
sentencia aplican la propiedad distributiva al cuadrado de una suma, tal como se

muestra en la Figura 6.1.28.

(2:-54+20)2=(2-5)2+2-2-5-20+ 20°
: = . z S ~ 2 &
(2¢. 6" +26%] 2% 6%+ 2.2.5.70 v

.26 + MCO =2 -5 += YOO + oo
Estudiante AO1 (CO +HoO = (O + HoC + Hoo
L_)(‘\‘\ . GC‘C\‘

Es _fncczzecle, porque_ e -

Figura 6.1.28. Aplica propiedad distributiva al cuadrado de una suma.

Cinco estudiantes (A02, A08, Al4, A15 y Al19) realizan operaciones sin tomar en
consideracion la estructura interna de las expresiones, ni las relaciones internas.

Abordan el proceso de comprobacién realizando operaciones (RIN.3, ver Figura
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6.1.29). Estos estudiantes, hacen uso de la jerarquia de operaciones para comprobar la

veracidad de la sentencia, desarrollan (2-5+20)2 = (10+20)2 =900.

(2-54+20))=(2-5)%+2:2-5-20+ 20?

Estudiante A02

Es _cCocrecke,.  porque_co(y Lo cle

oo\ AD on CO |, 0

Figura 6.1.29. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

En la justificacion de su respuesta, seis estudiantes se basan en el desarrollo operacional
de la expresion (ver Figura 6.1.27 y Figura 6.1.29). Por ejemplo uno de ellos explica:

“en los dos miembros el resultado es 900”. Tres estudiantes no justifican la respuesta.

Categoria RET

De los nueve estudiantes que resuelven, cinco (A02, A12, Al4, A15y A19) lo hacen
correctamente (ver Figura 6.1.29). Dos (A03 y A08) resuelven solo parte correctamente
(ver Figura 6.1.27) y dos (A01 y AQ7) no resuelven correctamente (ver Figura 6.1.28).
Los errores que cometen se atribuyen en este caso a la aplicacion incorrecta de la

identidad notable y/o al incumplimiento de la jerarquia de operaciones. Algunos
desarrollan el cuadrado de un producto (2-5)2 como el cuadrado de una suma (ver
Figura 6.1.27). Otros estudiantes aplican la propiedad distributiva al cuadrado de una
suma, por ejemplo escriben(2-5+20)2 =2°.5°+20° =4-25+400 (ver Figura 6.1.28).

Otros incurren en errores de calculo en operaciones de suma, resta y multiplicacion.
Cuatro estudiantes (A04, A05, A06 y A13) no resuelven.

Conclusién

Son muy pocos los estudiantes que responden, suponemos que algunos
pueden estar cansados dado que esta es la octava sentencia en la que
trabajan. Posiblemente el hecho de ser una sentencia compuesta con
producto puede ser un elemento disuasorio. Observamos que los nueve
estudiantes que resuelven la actividad propuesta trabajan operativamente
(ver Tabla 6.1.10), la subcategoria basada en el reconocimiento y

aplicacién de identidades notables RIN.1 esta ausente.
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Los errores mas notables consisten en aplicar de forma errénea la

propiedad distributiva al cuadrado de una suma y desarrollar el cuadrado
de un producto como el cuadrado de una suma. La expresion (2-5) que es

un término compuesto con producto, inmersa en la identidad notable
cuadrado de la suma, es la causante de error en cuatro de los nueve

estudiantes que resuelven la sentencia propuesta.

Sentencia 9
2(202 —102)= 2.207 +2-10?

Esta igualdad recoge en su miembro izquierdo un producto de dos factores, uno simple
y otro formado por la diferencia de dos nimeros elevados al cuadrado. En el miembro
derecho aparece la suma de los productos resultantes del primer factor del miembro
izquierdo multiplicando a los niUmeros que componen la diferencia.

IN: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresion: compuesta, con potencias 20° y 102
Valor de verdad: falsa.
Presenta una variacion en la que radica su falsedad: para que se cumpla la igualdad el

signo del miembro derecho debe ser - o el signo del miembro izquierdo debe ser +.

Resultados
La sentencia 9 es resuelta por 9 estudiantes. La Tabla 6.1.11 recoge las frecuencias
absolutas correspondientes a la clasificacion de las respuestas de los estudiantes a esta

sentencia.

Tabla 6.1.11. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 9

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
1 3 2 2 0 6 0 0 4 3

Categoria RIN
Un estudiante (A13) da la respuesta correcta antes de operar, ha reconocido la identidad
notable involucrada en la expresion, la corrige y la escribe de forma que se mantiene la

estructura interna de la misma (RIN.1, ver Figura 6.1.30). Posteriormente hace los
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calculos indicados en la expresion lo que le permite confirmar la verdad de la identidad

utilizada.
> 2(202 —10%) = 2-20% + 2-10%
p3 ‘1_
|2_\ W =A0Y) = 2-20" - 2-10;
; A\ = 2AMOO = 2100
Estudiante A13 2100 - 1e0) o
2. 300 = SO0 - 2T, s

Es Zocouccla . porque

Mo«jiﬁc.‘tch‘m:_;7(,7_1)1 -40%) = 2. - IOZ - 2-40%

Figura 6.1.30. Reconoce la estructura interna de una identidad en la expresion.

Tres estudiantes (A01, A03 y A12) reconocen la identidad notable en parte de la
expresion, utilizandola al operar en uno de los miembros (RIN.2). Los tres aplican la
propiedad distributiva tal como muestra el recuadro del miembro izquierdo de la Figura
6.1.31.

2(202 —10%) = 2-20%+ 2-107?
2¢ ‘(co«\oc-‘)J’ZZ- S0 A% - 1RO

_ . O - 20
. goo - 10 7 BE
Estudiante A01 oo = 1 0O0

Es §m<>*z 7oc{¢~ porque

Figura 6.1.31. Reconoce la estructura interna de una identidad en parte de la expresion.

Dos estudiantes (A02 y Al14) realizan operaciones sin tomar en consideracion las
relaciones internas ni la estructura interna de las expresiones (RIN.3, ver Figura 6.1.32).

Resuelven las operaciones indicadas haciendo uso de la jerarquia de operaciones.

2(202=10%) =2-20%+ 2-10?

Es Lacorcoc o, porque_g Ll OO oneC oG CONKD, o\

(eunndc ¢ oo S0 O\ SO AL S A0 o

Estudiante A02

Figura 6.1.32. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

Las justificaciones dadas se basan en el desarrollo operacional de la sentencia,
proporcionando respuestas como “en el primer miembro el resultado es 600, y en el

segundo es 1000 (ver Figura 6.1.32). Tres estudiantes no dan justificaciones.
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Categoria MED

Sélo dos de nueve estudiantes (A12 y A13) modifican la expresion aplicando una
identidad notable al reconocer la necesidad de modificar algunas relaciones internas
para conseguir igual estructura interna en ambos miembros. Uno de estos estudiantes es

el mismo que comprueba sin operar (MED.1, ver Figura 6.1.30).

Categoria RET

De los nueve estudiantes que resuelven, seis lo hacen correctamente (ver Figuras 6.1.30,
6.1.31 y 6.1.32). Los datos de los tres estudiantes restantes se consideran no
codificables dado que sélo expresan el resultado numérico y no dan evidencias de la

forma en que lo han obtenido. Cuatro estudiantes se abstienen de resolverla.

Conclusion

Esta sentencia ha sido resuelta por muy pocos estudiantes; probablemente
acusa mas el cansancio de los estudiantes. Destaca el elevado numero de
respuestas no codificables. También destacamos que en las que es posible
codificar, el doble presentan uso de relaciones respecto de las que solo
hacen uso de operaciones (ver Tabla 6.1.11).

De los nueve estudiantes que resuelven, uno trabaja basandose en la
estructura interna y cinco estudiantes lo hacen basandose en datos
operativos. Cuatro de los trece estudiantes se abstienen de resolverla y los

datos de tres se consideran no codificables. No se aprecian errores.

Sentencia 10

30° —13% =(30-13)(30-13)

En esta sentencia se tiene en el miembro izquierdo la diferencia de dos nameros al
cuadrado. En el miembro derecho aparece el producto de dos factores iguales formados
por la diferencia de los nimeros que se operan en el miembro izquierdo.

IN: Diferencia de cuadrados en el miembro izquierdo.

IN: Cuadrado de una diferencia en el miembro derecho.

Tipo de expresion: simple.

Valor de verdad: falsa.
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Presenta una variacion en la que radica su falsedad: en el miembro izquierdo para su
veracidad se debe cambiar un signo - por un signo + en el miembro derecho. En el

miembro derecho para su veracidad el miembro izquierdo debe tener la forma
(30-13)’.
Resultados
La sentencia 10 es resuelta por 8 estudiantes. La Tabla 6.1.12 muestra las frecuencias

absolutas en que es usada cada una de las subcategorias para recoger las actuaciones de

los estudiantes en esta sentencia.

Tabla 6.1.12. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 10

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
2 0 6 2 0 7 1 0 5 0

Categoria RIN

Dos estudiantes (A12 y Al13) dan la respuesta correcta antes de hacer operaciones,
basandose en el reconocimiento de una identidad notable involucrada en la expresion.
(RIN.1, ver Figuras 6.1.33 y 6.1.34). El estudiante A13 (Figura 6.1.33) percibe desde un
inicio una identidad conocida, la desarrolla y compara la expresién obtenida con la
expresion extendida de la igualdad propuesta, hecho que le permite responder si es
correcta o incorrecta. A continuacion realiza los calculos para ratificar la veracidad de la

identidad notable escrita por el mismo.

> 30% —13% = (30 — 13)(30 — 13)
[ 236*-143% =(20-12)(20+3) ;

=

A0 - \&e8\ = AR 2 U3 3
Estudiante A13 2 A = DA

Es {acoccecta . porque

Modificacion:__ 3G - A3 % = (30 - 4 )C 20 4 12)

Figura 6.1.33. Reconoce la estructura interna de una identidad en la expresion.

El estudiante A12 (Figura 6.1.34) escribe la expresion geneérica de la diferencia de

cuadrados, lo que le permite responder al valor de verdad de la sentencia.
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¥ 307 — 132 f (30 = 13)(30 — 13)
E - LT SR F

Lt LA AR

Estudiante A12 a- L 6-b Yo+b)

Es ;1_1 ol ij [ h:

Modificacion: In =13 = (2013 L2300 414

Figura 6.1.34. Reconoce la estructura interna de una identidad en la expresion.

Seis estudiantes (A01, A02, A03, Al4, A15 y A19) realizan operaciones sin tomar en
consideracién la estructura interna de las expresiones (RIN.3, ver Figura 6.1.35). Estos
estudiantes, hacen uso de la jerarquia de operaciones para comprobar la veracidad de la

sentencia.

302 —-13% = (30—-13)(30 —13)

Estudiante AQ3

< \
L“\‘_‘_‘_(..‘__'_L(.‘._. porquc oo S SACCO (Ol oD O

€

Figura 6.1.35. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

En cuanto a las justificaciones de las respuestas dadas, cinco estudiantes las basan
unicamente en el resultado de las operaciones realizadas. Una de las justificaciones
proporcionadas por los estudiantes dice “los dos nimeros no son iguales”, (ver Figura

6.1.35). Tres estudiantes no dan detalles del porqué de su respuesta.

Categoria MED
Solo dos estudiantes (A12 y Al13) modifican la expresion aplicando una identidad
notable al reconocer la necesidad de modificar algunas relaciones internas para

conseguir igual estructura interna en ambos miembros. Modifican escribiendo la

igualdad 30? —13” =(30-13)(30+13) (MED.1, ver Figuras 6.1.33 y 6.1.34). Los otros

estudiantes no realizan modificacién alguna.

Categoria RET
De ocho estudiantes, siete (A0l, A02, Al2, Al3, Al4, Al5 y A19) resuelven

correctamente la sentencia (ver Figuras 6.1.33 y 6.1.34). Solo un estudiante (A03) de

ocho no resuelve correctamente dado que al efectuar (30—13)(30—13) lo expresa como
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15-17 (ver Figuras 6.1.35). Cinco estudiantes (A04, A05, A06, A07 y A08) no

resuelven la sentencia.

Conclusion

Podemos observar que el nimero de respuesta ha disminuido respecto a la
secuencia anterior. En este caso el mayor numero de estudiantes decide
sobre la veracidad de la sentencia haciendo operaciones. Los estudiantes
que modifican la expresién son los Unicos que resuelven utilizando las
relaciones internas entre los términos de las expresiones dadas (ver Tabla
6.1.12).

Solo un estudiante comete error en las operaciones que se puede atribuir a

un “despiste”.

Sentencia 11

5.(26—22)+5-16=5-(26—22-16)

En esta sentencia se tiene el producto de un nimero por la diferencia de dos, sumado
con el producto del mismo primer nimero por otro. En el segundo miembro se tiene el
producto del mismo namero por la diferencia consecutiva de los tres numeros restantes.
IN: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresién: compuesta, con resta 26 —22

Valor de verdad: falsa.

Presenta una variacion en la que radica su falsedad: En el miembro derecho el signo del

16 debe ser +.

Resultados
La sentencia 11 es resuelta por 8 estudiantes. La Tabla 6.1.13 muestra el nimero de

respuestas que caen bajo cada una de las subcategorias consideradas en el analisis.

Tabla 6.1.13. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 11

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
1 4 1 2 0 5 1 0 5 2
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Categoria RIN

Un estudiante (A13) da una respuesta basada en el reconocimiento de la estructura
interna de la identidad notable presente en la expresion (RIN.1, ver Figura 6.1.36). Este
estudiante cambia de antemano el signo menos del ultimo paréntesis por un signo mas,

como es necesario para que la sentencia sea verdadera.

5.(26—22)+5-16=5-(26—22—16)
(5. (6-22)4 6. 16 = 6 (26-22416);
Estudiante A13 S4Y + 6-16 = 5. 20
7/
20 + SO = (0O _ {oco0:=1i00

Es _¢ncexcoxta  porque

Figura 6.1.36. Reconoce la estructura interna de una identidad en la expresion.

Cuatro estudiantes (A01, A03, Al12 y Al4) reconocen la estructura interna de una
identidad notable en parte de la expresion, la utilizan y posteriormente operan (RIN.2,
ver Figuras 6.1.37 y 6.1.38).

5:(26-22)+5-16=5-(26—22-16)
130~

Estudiante A03 o i Q

Es \acaciecio porque_\os o ARCOS O

o~ \
-

Figura 6.1.37. Reconoce la estructura interna de una identidad en parte de la expresion.

Entre estos cuatro estudiantes, uno de ellos (A12) muestra en su desempefio relacionar y
comparar expresiones compuestas de operaciones, sin llegar a realizar las mismas (ver
Figura 6.1.38).

> 5-(26—22)+5-16=5-(26—22 — 16)
5% ~$-22 151 = s-(fs-:)? - 19
Estudiante A12 | SCQE"“??'}M‘)?{5-(.?5"?2_-.]6)]
’ 7

Es f'lf&[!((é_ porque

Modificacion:___ 5 -(26-203+ S-46 = 5 (24 -2 +18)
Figura 6.1.38. Capacidad para relacionar y comparar estructuras compuestas.
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Un estudiante (A02) realiza operaciones sin tomar en consideracion la estructura interna
de las expresiones, ni las relaciones internas (RIN.3, ver Figura 6.1.39). Este estudiante

aplica jerarquia de operaciones para comprobar la veracidad de la sentencia.

5:(26—-22)+5-16=5-(26—22-16)

Estudiante A02

Es_{ ncastecto. porque_eqn el OdoneC conGono G\
(esulroclo 5 \0 €0 S\ soounoao 5 ~CO

Figura 6.1.39. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

Al analizar las razones dadas para justificar sus respuestas vemos que: cinco estudiantes
basan sus justificaciones en el desarrollo operacional de la sentencia proporcionando
respuestas como “en el primer miembro el resultado es 100 y en el segundo es -60” (ver
Figura 6.1.39) y tres estudiantes no dan justificaciones del porqué de su respuesta en

esta sentencia.

Categoria MED

Dos estudiantes (A12 y A13) modifican la expresion aplicando una identidad notable al
reconocer la necesidad de modificar algunas relaciones internas para conseguir igual
estructura interna en ambos miembros (MED.1, ver Figuras 6.1.36 y 6.1.38). Los otros

estudiantes no realizan modificacion alguna.

Categoria RET

De los ocho estudiantes que resuelven, cinco (A01, A02, A12, A13 y Al4) lo hacen
correctamente (ver Figura 6.1.36 y Figura 6.1.38). Un estudiante (A03) resuelve
desarrollando el miembro izquierdo incorrectamente, su error es de calculo. Los datos
de A15 y A19 se consideran no codificables dado que solo expresan el resultado y no se
observa la forma como operan, por tanto se desconoce si han hecho uso de alguna
identidad notable en parte de la sentencia. Cinco estudiantes (A04, A05, A06, A07 y

A08) no resuelven.
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Conclusion

En la realizacion de la sentencia 11, de los ocho estudiantes que responden
tres reconocen la estructura de la identidad notable: solo uno al comprobar
y dos al modificar (ver Tabla 6.1.13). Cinco trabajan basandose en
operaciones, aungue cuatro de ellos hacen uso de algunas de las relaciones
internas de la expresion dada. S6lo un estudiante (A03) incurre en error

debido a célculos, en la operacion.

Sentencia 12
(13+17+10) = (13+17) +2-(13+17)-10+10°

En esta igualdad se presenta en el miembro izquierdo una suma de tres sumandos
elevada al cuadrado. En el miembro derecho aparece una suma de tres sumandos: (1) la
suma de los dos primeros sumandos del primer miembro, elevada al cuadrado, (2) el
producto del nimero dos por la misma suma anterior por el tercer sumando del miembro
izquierdo, y (3) el tercer sumando del miembro izquierdo, al cuadrado.

IN: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresién: compuesta, con suma 13+17 .

Valor de verdad: verdadera.

Resultados
La sentencia 12 es resuelta por 6 estudiantes. En la Tabla 6.1.14 se muestra las
frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias que recogen el desempefio de los

estudiantes en la sentencia 12.

Tabla 6.1.14. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 12

RIN MED RET N
RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
0 1 5 0 0 5 0 1 7 0

Categoria RIN
Un estudiante (A01) reconoce la estructura interna de una identidad notable en parte de

la expresion, que aplica para operar en uno de los miembros (RIN.2, ver Figura 6.1.40).
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(13417+10)2=(13+17)*+ 2-(13+17)-10 + 10?
13543410k 132+ 3z (13 F17) [O¢ 1OF

LY +269 ¢ 100|216 k2854 Lo+ 3 10 £ 100
S58 = 61O +Le0
558 = 5250

Estudiante AO1

Es _nce ‘zk-’c,(-. porque___

Figura 6.1.40. Aplica propiedad distributiva al cuadrado de una suma.

Cinco estudiantes (A02, A12, A14, A15 y A19) operan o realizan operaciones sin tomar
en consideracion la estructura interna de las expresiones, ni las relaciones internas
(RIN.3, ver Figura 6.1.41).

(134+17+10)2=(13+17)2+ 2-(13+17) - 10 + 10?

Estudiante A02

LG o5 \eoo

(AT N L

Figura 6.1.41. Opera sin considerar la estructura interna de la expresion.

Entre las justificaciones proporcionadas acerca del porqué de su respuesta, cuatro
estudiantes se basan en el desarrollo operacional de la sentencia con explicaciones tales
como “En los dos miembros el resultado es 1600” (ver Figura 6.1.41). Dos estudiantes

no justifican.

Categoria RET

De los seis estudiantes que resuelven, cinco (A02, Al12, Al4, A15 y A19) lo hacen
correctamente (ver Figura 6.1.41). Solo un estudiante (A01) no resuelve correctamente,
dado que comete error al aplicar distributividad del cuadrado respecto a la operacion
suma (Figura 6.1.40), tal como se observa en los dos primeros recuadros de la Figura
indicada y, ademas, no preserva jerarquia de operaciones tal como se observa en el
tercer recuadro de la misma figura. Siete estudiantes (A03, A04, A05, A06, A07, A08 y

A13) no resuelven.

Conclusion
Son pocos los estudiantes que resuelven esta sentencia, no incluyendo al
estudiante A13, y ninguna de las respuestas dadas corresponde a la

204 Depto. de Diddctica de la Matemdtica. UGR



Perfiles de Alumnos de 32 E.S.O. Relacionados con el Sentido Estructural...

subcategoria RIN.1 (ver Tabla 6.1.14). Los seis estudiantes que resuelven
trabajan basandose en datos operativos.

Los errores en los cuales incurre un solo estudiante se deben a aplicar de
forma errénea la propiedad distributiva al cuadrado de una suma y/o no

respectar la jerarquia de operaciones.

6.1.5 Analisis general de resultados de la tarea 12 de la Sesion 1
En esta seccion se realiza una recopilacion de los resultados del analisis de las

actuaciones mostradas por los estudiantes en la resolucion de las sentencias de la

primera tarea presentadas en el punto anterior.

La Tabla 6.1.15 recopila las frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias que
nos proporcionan detalles de las actuaciones de los estudiantes en el desarrollo de la
sesion 1. ElI 20.5% de las posibilidades de resolucién no tuvieron respuesta, son
codificadas como no responde (NR). El porcentaje de frecuencias se obtiene de un total

de 156 respuestas en las categorias RIN y RET y sobre 78 en la categoria MED.

Tabla 6.1.15. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sesion 1

RIN MED RET N
Sentencia

RIN.1 RIN.2 RIN.3 MED.1 MED.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC

1 0 2 11 0 0 11 2 0 0 0

) 1 7 4 5(3) 3 4 6 2 0 1

3 0 8 3 5 2 8 2 1 1 1

4 0 5 6 0 3 5 3 3 2 0

5 0 5 7 0 2 8 4 0 1 0

6 1 7 4 3 3 6 5 1 1 0

7 1 4 6 0 2 4 4 3 2 0

8 0 4 5 0 0 5 2 2 4 0

9 1 3 2 2 0 6 0 0 4 3

10 2 0 6 2 0 7 1 0 5 0

11 1 4 1 2 0 5 1 0 5 2

12 0 1 5 0 0 5 0 1 7 0

Frecuencias 7 50 60 19 15 74 30 13 32 7
% 45 320 385 244 19.2 474 19.2 8.3 205 45
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Una vez analizadas las actuaciones de los estudiantes en las doce sentencias y de
acuerdo a la Tabla 6.1.15, podemos observar que solo en el 4.5% de las resoluciones,
los estudiantes no operan, dan la respuesta correcta basandose en que han reconocido la
estructura interna de una identidad notable en la expresion. Los casos que dan lugar a
estos porcentajes son debidos a las actuaciones del estudiante A13 en cinco sentencias y
al estudiante A12 en dos sentencias. En el 32% de las resoluciones, los estudiantes
muestran reconocer la estructura interna de una identidad notable en parte de la
expresion y la aplican para operar en uno de los miembros. No reconocen algunas de las
relaciones internas de la expresion que les hubiera permitido relacionar la estructura
interna de ambos miembros. Estos dos porcentajes sumados se quedan por debajo del
correspondiente a las respuestas basadas en operaciones. En el 38.5% de las
resoluciones, los estudiantes muestran no tomar en consideracion las relaciones ni la

estructura interna de las expresiones.

En el 24.4% de las resoluciones los estudiantes modifican aplicando una identidad
notable al reconocer la necesidad de modificar algunas relaciones internas para
conseguir igual estructura interna en ambos miembros. En el 10.3% de las resoluciones,
los estudiantes modifican sin reconocer relaciones internas entre los miembros, por
tanto no utilizan ninguna identidad notable. Estas modificaciones estan basadas en datos
operativos. Al considerar las subcategorias MED, sumando los porcentajes de MED.1 y
MED.3, no se alcanza el valor de 36,5% que suman RIN.1 y RIN.2, lo que indica que
algunos estudiantes de los que se fijan en la estructura, en parte de las sentencias, no las

utilizan para realizar las modificaciones pertinentes.

En el 47.4% de las resoluciones, los estudiantes resuelven correctamente,
independientemente de si utilizan o no la identidad notable. En el 19.2% de las
resoluciones, los estudiantes resuelven de forma incorrecta en uno de los miembros de
la igualdad. Mientras que en el 8.3% de las resoluciones, los estudiantes resuelven
incorrectamente en ambos miembros de la igualdad. EI 20.5% de las posibilidades de
resolucion no tuvieron respuesta y el 4.5% se consideraron no codificables.

Entre los errores notables que hemos encontrado sefialamos desarrollar el cuadrado de
un producto como el cuadrado de una suma. Otros errores a destacar son desarrollar el
cuadrado de una suma como suma de cuadrados y el cuadrado de una diferencia como

diferencia de cuadrados.
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6.1.6 Fortalezasy debilidades de la sesion 1
Una de las fortalezas de esta sesion es el equilibrio con el que estan representadas las

diferentes identidades notables asi como el hecho de su valor de verdad: la mitad son
verdaderas y la otra mitad falsas. Ahora bien esto mismo se transforma en una debilidad
ya que cubrir todo el abanico exige la presencia de demasiadas sentencias. Hemos
comprobado que son excesivas; a partir de la sentencia 7, muchos estudiantes ya no

responden, bien por cansancio o por trabajar mas lentos que el resto.

En este experimento de disefio buscabamos que los estudiantes comprobasen haciendo
operaciones la veracidad o falsedad de expresiones numéricas basadas en identidades
notables para que llegasen posteriormente a la generalizacién de las verdaderas, sin
embargo esto acta asi mismo como una debilidad de la propuesta porque se induce a
los estudiantes a operar. Se sugiere que en una proxima intervencion se suprima esta

indicacion dejando solo “comprueba...”.
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6.2 Sesion 2

En la sesion 2 se proponen dos tareas a los estudiantes. A continuacion atendemos en
detalle al andlisis de las respuestas de los estudiantes a las siete sentencias propuestas en
la primera tarea. Sobre la segunda tarea solo se hace una breve mencion al final dado

que sélo cuatro de diecinueve estudiantes intentaron resolverla.

6.2.1 Categorias utilizadas para el analisis de la 12 tarea. Sesion 2
Utilizamos dos categorias para analizar el desempefio de los estudiantes en la resolucion

de las sentencias trabajadas en la primera tarea de esta sesion. Estas categorias se
detallan con sus correspondientes subcategorias en la Tabla 6.2.1; la primera esta ligada
al estudio del sentido estructural de los estudiantes y la segunda se centra en aquellos
aspectos relacionados con errores y dificultades mostradas por los estudiantes, que nos

permite realizar un seguimiento del trabajo realizado.

Tabla 6.2.1. Categorias para analizar el desempefio de los estudiantes en la sesién 2.

Categorias Subcategorias

COM COM.1

Completar expresiones para Se completa la expresion obteniendo una sentencia

obtener una estructura con igual estructura interna en ambos miembros, sin

interna y externa concreta realizar calculos al reconocer relaciones internas
entre los términos (aplica identidad notable).
COM.2

Se completa la expresion obteniendo una sentencia
con igual estructura interna en ambos miembros,
utilizando para ello parte de las relaciones internas
entre los términos. Se realizan calculos.

COoM.3

Se completa la expresion sin atender a la estructura
interna de ambos miembros, obteniendo en ambos
miembros expresiones con diferente estructura

interna.
RET RET.1
Realizar correctamente la Se realiza correctamente.
sentencia dada RET .2

Se realiza parte de la sentencia correctamente y
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parte incorrectamente.

RET.3
Se realiza incorrectamente la sentencia.

N NR
No realizar o no poder No se realiza.
codificar la respuesta NC

No codificable.

6.2.2 Observaciones sobre la sesion 2
A esta sesion asisten diecinueve estudiantes. Algunas de las sentencias no son resueltas

por todos los estudiantes y algunas respuestas dadas son consideradas no codificables
dado que algunos estudiantes so6lo completan parte de la sentencia dada. Aunque en
algunos casos la parte que completan lo hacen correctamente, el hecho de dejar alguna
caja vacia no nos permite clasificar sus respuestas de acuerdo a las subcategorias

establecidas. Los datos de esta sesion se recogen de forma resumida en el Anexo D.

6.2.3 Indicacion parala 12 tarea de la sesion 2
La indicacion dada a los estudiantes en la primera tarea de esta sesion es: “Completa
cada caja con aquellos numeros que hacen que la igualdad sea correcta. Justifica como

lo has hecho”.

6.2.4 Actuaciones de los estudiantes en la 12 tarea de la sesion 2
Como hicimos para la sesion 1, en esta seccion se recogen los resultados obtenidos al

clasificar las producciones de los estudiantes utilizando las categorias anteriormente
descritas. Para cada sentencia se recoge en una tabla las frecuencias con que las
respuestas de los estudiantes caen bajo una misma subcategoria. Se muestran ejemplos
de las distintas actuaciones de los estudiantes para ilustrar el discurso establecido y
finalmente se hace una pequefia conclusion de lo ocurrido y de lo que consideramos mas

relevante en cada sentencia.
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Sentencia 1

(5-[]) =5°~2:5- [ +%°

Se trata de una igualdad incompleta. En el miembro izquierdo de la igualdad aparece
una diferencia entre un ndmero y un valor oculto (caja), elevada al cuadrado. En el
miembro derecho aparece el minuendo del miembro izquierdo elevado al cuadrado, al
que se le resta un producto de tres factores —el dos, el minuendo ya mencionado y un
valor oculto—, y se le suma otro numero elevado al cuadrado.

IN: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: simple. Respuesta Gnica en ambas cajas.

Resultados

La sentencia 1 es resuelta por 17 estudiantes. La Tabla 6.2.2 muestra las frecuencias
absolutas asignadas a cada subcategoria tras codificar las producciones de los
estudiantes.

Tabla 6.2.2. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 1

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
11 2 1 13 0 1 2 3
Categoria COM

En la Sentencia 1, once estudiantes (A02, A04, A06, A07, Al12, Al13, Al4, Al5, Al7,
Al18, A19) completan la expresion obteniendo la estructura interna implicada, sin
realizar calculos. Por tanto creemos que han reconocido relaciones internas entre los
términos (COM.1). Estos estudiantes muestran a través de su justificacion haber
utilizado una identidad notable. Algunos lo expresan enunciando en palabras la regla de

la identidad y otros lo expresan simbdlicamente escribiendo la igualdad algebraica

a—b)* =a? +b? — 2ab (ver Figura 6.2.1).
(a—b) g
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(5-(3))=5"-2:5:(3)+%

Estudiante A13 4 b= :
l'-‘PhC"_Lkﬁ' Coedo el oo 5 baa 5
i'\_ﬁp&rhﬁln “‘.f (Ra'e AL%‘A‘!!‘"(‘.CL
(a=W)t:=ab-2.a-hsyht

Figura 6.2.1. Aplica identidad notable para obtener la estructura interna de la expresion.

Dos estudiantes (A09 y A16) completan la expresién obteniendo la misma estructura
interna en ambos miembros, realizando algunos calculos. Colocan los numeros
correctos pero de acuerdo a su justificacion se desprende que lo han hecho
operativamente dado que basan sus justificaciones en el procedimiento operacional de la
sentencia (COM.2, ver Figura 6.2.2). Entendemos que para informar su bisqueda de

valores posibles han atendido a algunas relaciones internas de la sentencia.

(54(3))2=52-2-5-(3} 3

Estudiante A16

Explica_¢ & _3_&_() !-4(&)\%(9«: s, [LO'L
I\Lkmﬂau

Figura 6.2.2. Utiliza calculos operativos para obtener la estructura interna.

Un estudiante (A05) completa la expresion sin atender a la estructura interna de ambos
miembros por lo que obtiene una sentencia que no responde a una igualdad (COM.3,

ver Figura 6.2.3).

Estudiante A0S (5-g)2=52—2'5°@+32

Figura 6.2.3. Completa sin atender la estructura interna de ambos miembros.

Categoria RET

De los diecinueve estudiantes trece resuelven correctamente (ver Figuras 6.2.1 y 6.2.2).
De los seis estudiantes restantes uno resuelve incorrectamente (ver Figura 6.2.3), dos
estudiantes (AO1 y A08) no resuelven y los datos de tres estudiantes (A03, A10 y All)

no son codificables dado que s6lo completan una caja y la otra la dejan en blanco.
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Conclusion

Si bien son mayoria los estudiantes que hacen correctamente esta actividad
de la 12 tarea de la sesién dos, atn son bastantes los que no lo hacen y
presentan alguna dificultad, no responden de forma correcta o no realizan
la actividad. Es posible que el tipo de actividad no habitual a lo que hacen
en el aula les haya sorprendido y por tanto les cueste identificar la accion a

realizar en la actividad.

Sentencia 2

72-(_ ~4)=7"20-[__]4

Esta sentencia en una igualdad incompleta. En el miembro izquierdo presenta un
producto de dos factores, el primero es un numero elevado al cuadrado, el segundo
factor es una diferencia entre un valor ausente y un nimero. EI miembro derecho de la
igualdad esta formado por una diferencia. EI minuendo estd compuesto por el producto
de dos factores, uno de ellos coincide con el primer factor del miembro izquierdo. El
sustraendo también esta compuesto por un producto de dos factores, en este caso uno de
ellos es un valor desconocido y el otro coincide con el sustraendo del segundo factor del

miembro izquierdo.

IN: Propiedad distributiva-factor comun

Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con potencia 7°. Respuesta tnica en
ambas cajas.
Resultados

La sentencia 2 es resuelta por 18 estudiantes. La Tabla 6.2.3 muestra las frecuencias
absolutas de uso de cada subcategoria de acuerdo a la clasificacion realizada de las

respuestas de los estudiantes.

Tabla 6.2.3. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 2

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
13 0 4 13 2 2 1 1
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Categoria COM

En esta sentencia trece estudiantes (A01, A03, A04, A06, A09, Al10, Al12, Al13, Al4,
Al6, Al7, A18, A19) completan la expresion obteniendo la estructura interna de la
misma Yy sin realizar calculos. Reconocen relaciones internas entre los términos dados.
Estos estudiantes confirman a través de su justificacion que han percibido la identidad
notable en uso, (COM.1, ver Figura 6.2.4).

7-((29 —H =720 . 4

Estudiante A01 e > [L P
Explica_&¢  csf G Se iy ‘,x;hc(
‘9 L(\: Puene t-(t{ %‘-'a‘_{("_\lﬂjb'_,;;:_(f_-!ﬁ‘-__&-_u

Ade les O oLl ) del I.w')(u‘{eg;y

Figura 6.2.4. Aplica identidad notable para obtener la estructura interna de la expresion.

Cuatro estudiantes (A05, A07, A08 y Al5) completan la expresién sin atender a la
estructura interna de ambos miembros. La igualdad obtenida no es verdadera. Colocan
ndmeros que no estan en relacién con los nimeros dados en la misma (COM.3, ver
Figura 6.2.5).

7([)-9=7"-2-(Q) - 4

Explica

Estudiante A05

Figura 6.2.5. Completa sin atender a la estructura interna de ambos miembros.

Categoria RET

De los diecinueve estudiantes, trece resuelven correctamente (ver Figura 6.2.4). Dos
estudiantes (A08 y A15) resuelven sélo parte correctamente, por ejemplo la actuacion
de AO8 se recoge en la Figura 6.2.6. En este ejemplo el estudiante escribe como
respuesta 20 en el miembro izquierdo de la sentencia y 1 en el miembro derecho. Siendo
incorrecto el miembro derecho. Entendemos que su error procede de una interpretacién
incorrecta de la expresion del miembro izquierdo pues no considera que el primer factor

multiplique a los dos términos que se operan en el paréntesis.
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?2-{ -4)=7%.20- . 4

Estudiante A0S

Figura 6.2.6. Completa sin atender la estructura interna de ambos miembros.

Dos estudiantes (A05 y A07) no resuelven de forma correcta (ver Figura 6.2.5). Un
estudiante (Al11l) se abstiene de resolver esta sentencia y los datos de un estudiante

(A02) se consideran no codificables, dado que no termina de completar las cajas.

Conclusion

Esta actividad ha proporcionado mayor nimero de actuaciones correctas
por parte de los estudiantes. Este hecho puede estar influenciado por mas
de un motivo. Por una parte, la identidad notable implicada (propiedad
distributiva-factor comun) es la que se muestra como mas familiar a los
estudiantes de entre las consideradas. Por otra parte, el factor sorpresa del

tipo de actividad puede haberse atenuado.

Sentencia 3

21-(3+

)=[_J3+21.

Igualdad incompleta que presenta en el miembro izquierdo el producto de dos factores,
uno de ellos es un nimero y el otro es la suma de un nimero y un valor desconocido. El
miembro derecho estd compuesto por la suma de dos productos de dos factores. El
primer producto lo forman un valor desconocido y el primer sumando de la suma
contenida en el miembro izquierdo. El segundo producto lo forma el primer factor del

miembro izquierdo y un valor desconocido.

IN: Propiedad distributiva-factor comun.
Tipo de expresion: Simple. La primera y tercera caja conllevan respuestas multiples

pero de igual valor para ambas cajas, la segunda caja conlleva respuesta Unica.
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Resultados

La sentencia 3 es resuelta por 17 estudiantes. La Tabla 6.2.4 muestra las frecuencias
absolutas obtenidas al codificar las respuestas de los estudiantes segin cada una de las

subcategorias.

Tabla 6.2.4. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 3

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
14 2 1 16 1 0 2 0

Categoria COM

En esta sentencia catorce estudiantes (A01, A03, A06, A07, A09, A10, Al2, Al3, Al4,
Al5, Al6, Al7, A18, A19) completan la expresion, antes de realizar calculo alguno,
obteniendo la estructura interna correspondiente. Entendemos que han reconocido
relaciones internas entre los términos y no necesitan realizar calculos. (COM.1, ver
Figura 6.2.7).

21-(3+ (B =(21) -3 + 21-

Explica_lde o \L‘\.\".Q_L‘\AAL\_;Lc___;A_.L\.QWL\._' 2o el
wr).\_‘:cd_'cc,,c_‘; Aniaen gue ,,u.\ék,f;uc-kdck‘(s LCO-
decis _L.k_ﬁ.,xL\u_’_SL,. = vodhplie palos <los
l\\)l\\\g W0s d(\ \-(.(("\'\(‘;\‘. »

Estudiante A13

-

Cnles otves cuedcos e \A'-'_.\'* e rheeero O
. 0O

2 BNl VN0 o . taucllecl eSS

( Poed v & G Le S 0Lt S

corvela wn Cuclique el

Figura 6.2.7. Aplica identidad notable para obtener la estructura interna de la

expresion.

Entre estos catorce estudiantes, tres de ellos (A13, A15 y A19) muestran capacidad para
generalizar datos numéricos, tal como lo hace el estudiante Al3. Estos estudiantes
aunque rellena las cajas, o espacios en blanco, utilizando un nimero concreto, justifican
diciendo “...la igualdad es correcta con cualquier numero”. El estudiante A12 muestra
capacidad para expresar con simbolismo algebraico la estructura de una expresion
aritmética generalizando a partir de datos numericos. Este estudiante al manipular la
sentencia numérica dada, traslada sus conocimientos de simbolismo numérico a

simbolismo algebraico, dado que rellena dos de los espacios en blanco utilizando la
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variable ‘x’ y justifica escribiendo “En la 1* y la 3* caja puede ser cualquier nimero”

(ver Figura 6.2.8).

“
21-(3+@)=-3+21-

Explica__€n_ 4o 7% 4 G 3° capn

—pudale  gen  cucdganl suimen.

Figura 6.2.8. Capacidad para generalizar datos algebraicos a partir de numéricos.

Estudiante A12

Dos estudiantes (A04 y A05) completan la expresidon obteniendo la misma estructura
interna en ambos miembros y utilizando para ello parte de las relaciones internas
existentes entre los términos. Ambos estudiantes realizan calculos, colocan ndmeros
variados que conservan la igualdad, han resuelto correctamente pero han realizado

ensayos con valores numéricos para comprobar la veracidad de la sentencia (COM.2,

ver Figura 6.2.9).
21-(+ (D) =(D) 3 + 21
Estudiante A04
Explica_i ¢ Que Al sunmele 4ces Ly
muilbpiicacl® ¢ 94 EreS ¢ Lnery
SLYCLEe (1 h ol DAL COO\TY :\L [ !
ca el Mmume resuttOAo

Figura 6.2.9. Utiliza calculos operativos para obtener la estructura interna.

Un estudiante (A08) completa la expresion sin atender a la estructura interna de ambos

miembros. La igualdad obtenida no es verdadera (COM.3, ver Figura 6.2.10).

23+ 3)=(17)-3+ 2 (3]

Explica &tg& A !Vd el ordoencls oS Somrerd

Figura 6.2.10. Completa sin atender la estructura interna de ambos miembros.

Estudiante AQE
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Categoria RET
De los diecinueve estudiantes, dieciséis resuelven correctamente (ver Figura 6.2.7, 6.2.8
y 6.2.9). Un estudiante (A08) resuelve solo parte correctamente. Dos estudiantes (A02 y

Al1l) se abstienen de resolver esta sentencia.

Conclusion

Como en la sentencia anterior, creemos que ha facilitado que los
estudiantes en gran mayoria hayan realizado la actividad de forma
adecuada el que la identidad notable implicada sea la propiedad
distributiva. En este caso, el ser la expresion simple, también ha podido

influir favorablemente.

Sentencia 4

-1 =([ 1) (8+[])

Igualdad incompleta cuyo miembro izquierdo es la diferencia de dos valores elevados al
cuadrado, el primero de dichos valores esta oculto. En el miembro derecho se presenta
un producto de dos factores, uno de ellos es una diferencia entre dos valores, uno
desconocido y otro coincidente con el nimero que aparece en el miembro izquierdo; el
otro factor, es una suma de dos valores estando el segundo oculto.

IN: Producto de una suma por una diferencia o diferencia de cuadrados.

Tipo de expresion: Simple. Las tres cajas conllevan respuestas Unicas.

Resultados

La sentencia 4 es resuelta por 16 estudiantes. La Tabla 6.2.5 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias en las que clasificamos las producciones de

los estudiantes.

Tabla 6.2.5. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 4

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
13 0 3 13 0 3 3 0
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Categoria COM

Trece estudiantes (A01, A02, A03, A06, A08, All, Al2, Al3, Al4, Al5, Al6, Al7,
A19) completan la expresion obteniendo la estructura interna de la diferencia de
cuadrados, sin realizar calculos previos. Creemos que reconocen las relaciones internas
entre los términos (COM.1, ver Figura 6.2.11). Las justificaciones proporcionadas, nos

confirman nuestra creencia sobre que los estudiantes han percibido la identidad notable.

(3)2- 112 =((§)-11)-6+ (1))

Estudiante A13

Explica_de pesto los nueseer R - M _gacie
o ; : ! K
< wodto ua o €S unG Sueno o (L ‘3\' Qe

a’ Y‘bl = (0(\ jb \(ft\h)

Figura 6.2.11. Aplica identidad notable para obtener la estructura interna de la
expresion.

Tres estudiantes (A04, A05 y A07) completan la expresion sin atender a la estructura
interna de la sentencia, dado que colocan numeros que no estan en relacion con los
nimeros dados en la misma, como el ejemplo que se muestra a continuacion. La

igualdad obtenida no es verdadera (COM.3, ver Figura 6.2.12).

Estudiante A05 ®z—llz=([ﬁ—ll)-(8+)

Explica

Figura 6.2.12. Completa sin atender la estructura interna de ambos miembros.

Categoria RET

De los diecinueve estudiantes, trece resuelven correctamente (ver Figura 6.2.11) y tres
estudiantes (A04, A05 y AQ7) no resuelven correctamente. Se observa que resuelven la
sentencia por ensayo Y error (ver Figura 6.2.12). Tres estudiantes (A09, A10 y A18) se

abstienen de resolver esta sentencia.

Conclusion

Se percibe, al observar los resultados de la tabla 6.2.5 que los estudiantes
que no perciben la identidad involucrada en esta expresion no llegan por

ensayo Yy error a encontrar los valores que hacen cierta esta sentencia. De
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este modo, el nimero de respuestas que caen bajo la categoria COM.1 es
el mismo que el que cae bajo la RET.1, siendo ademéas los mismos
estudiantes. Es decir en este caso percibir la estructura lleva asociado no

cometer errores al completar la expresion.

Sentencia 5

(2 7+|;|) (2.7 +11+2[__|11

Igualdad incompleta en la que aparece en el miembro izquierdo el cuadrado de una
suma, en la que el primer sumando es el producto de dos nimeros y el segundo
sumando es un valor oculto. EI miembro derecho es una suma de tres sumandos, uno de
ellos es el cuadrado del primer sumando del miembro izquierdo, otro es otro numero al
cuadrado Yy el ultimo es el producto del doble de un elemento oculto por un nimero que

coincide con el sumando que aparece elevado al cuadrado.

IN: Cuadrado de la suma
Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con producto 2-7 Respuestas

Unicas en ambas cajas.

Resultados

La sentencia 5 es resuelta por 10 estudiantes. La Tabla 6.2.6 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias en las que se clasifican las respuestas de los

estudiantes.

Tabla 6.2.6. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 5

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
4 0 5 4 4 1 9 1

Categoria COM

En esta sentencia cuatro estudiantes (A06, A12, A13 y Al5) completan la expresion
atendiendo a la estructura interna subyacente, sin necesidad de realizar calculos. En
estos casos los estudiantes han reconocido relaciones internas entre los términos, dado
que utilizan una identidad notable para justificar la forma de completar la sentencia
(COM.1, ver Figura 6.2.13).
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2.7+ =@ -72+112+2- B3] .11

2
Explica. (O F b) ¢ = OL‘Z'[- ‘JH 2&:\0

Figura 6.2.13. Aplican identidad notable para obtener la estructura interna de la
expresion.

Estudiante A12

Cinco estudiantes (A05, A08, A09, Al4 y A19) completan la expresion sin atender a la
estructura interna de ambos miembros. La igualdad obtenida no es verdadera. Colocan
en la misma ndmeros que no estan en relacion con los dados (COM.3, ver Figura
6.2.14).

q
Esudianteaos 27+ (@) =@ m2+112+2. (Y 11

Explica

Figura 6.2.14. Completa sin atender la estructura interna de ambos miembros.

Categoria RET

De los diecinueve estudiantes, cuatro (A06, A12, A13 y Al5) resuelven correctamente
(ver Figura 6.2.13). Cuatro estudiantes (A08, A09, Al4 y A19) resuelven parte
correctamente, colocan 7 en lugar de 2-7 en la segunda caja; parece que confunden el 2
del doble producto que esta fuera de la caja con el término compuesto 2-7 y lo omiten
(Ver Figura 6.2.15).

2-7+[#) p=@-n?+112 +2- 11

E:llprl p;zrﬁ Lo f; mzi#vﬁ: ﬂé f{:f p2fimtimy
e’x_’;“l_fm Hja?‘r

Figura 6.2.15. Resuelve parte correctamente.

Estudiante AQ8

Un estudiante (A05) resuelve incorrectamente (ver Figura 6.2.14). Nueve estudiantes se
abstienen de resolver esta sentencia y los datos de un estudiante (All) son no

codificables.

Conclusion
Esta sentencia ha sido realizada por un numero menor de estudiantes. Se
reduce drasticamente el nimero de aquellos que completan correctamente,

respecto a la sentencia anterior. Puede suceder que en este punto estén
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cansados y también es posible que esta sentencia les resulte menos familiar
que las anteriores, la presencia del nimero dos en el primer sumando
formando parte del elemento compuesto puede proporcionar cierta

complejidad al reconocimiento de la estructura interna.

Sentencia 6

(5_3.|;|)2=52—2-5-3-|_|+(3'|—|)2

Igualdad incompleta cuyo miembro izquierdo presenta el cuadrado de la diferencia de

un namero y el producto de otro numero por un valor oculto. En el segundo miembro
aparece el minuendo de la diferencia contenida en el miembro izquierdo, elevado al
cuadrado, menos el producto de tres nimeros y un valor oculto, coincidiendo dos de
dichos numeros con los que aparecen en el miembro izquierdo. A ello se le suma el
cuadrado del producto de dos factores uno de los cuales coincide con el numero
contenido en el sustraendo de la diferencia contenida en el miembro izquierdo.

IN: Cuadrado de la Diferencia

Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con producto 3-|;| donde uno de

los términos es una caja con valor desconocido. Respuesta multiple, de igual valor para
las tres cajas.

Resultados

La sentencia 6 es resuelta por 9 estudiantes. La Tabla 6.2.7 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias en las que caen las respuestas de los

estudiantes.

Tabla 6.2.7. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 6

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
7 0 1 7 1 0 10 1
Categoria COM

En esta sentencia siete estudiantes (A02, A06, A08, A12, A13, Al4 y A19) completan

la expresion obteniendo la estructura interna correspondiente. No realizan célculos por
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lo que suponemos que reconocen relaciones internas entre los términos (COM.1, ver
Figura 6.2.16).
Tanto el estudiante A12 como el A13 reconocen que cualquier numero es Gtil para

cumplir la igualdad (ver Figuras 6.2.16 y 6.2.17).

(5-3-(4)2=5"-2-53- (4])+@3-(%))?
Estudiante A13

oL O \(L

ggu;b’ >

sty ol sl W s

Explica \Ae £ \
i < Cocseela Con cunall

\
! -
oo to

Figura 6.2.16. Aplica identidad notable para obtener la estructura interna de la

expresion.

El estudiante A12 utiliza simbolismo algebraico para completar la igualdad mostrando
asi capacidad para expresar con simbolismo algebraico la estructura de una expresion

aritmética la cual generaliza a partir de datos numéricos (ver Figura 6.2.17).

(5-3:(x)P=5"-2-5-3- (x)+ @3- (%) )?

Estudiante A12

Explica ol 5 (%

Figura 6.2.17. Generaliza datos algebraicos a partir de datos numéricos.

Un estudiante (A16) completa la expresion sin atender a la estructura interna de ambos

miembros. La igualdad obtenida no es verdadera (COM.3, ver Figura 6.2.18).

(5-3-(2))=5"-2-5-3- [T)+3- (W) )?

Estudiante A16
Explica

Figura 6.2.18. Completa sin atender la estructura interna de ambos miembros.

Categoria RET

De los diecinueve estudiantes siete resuelven correctamente (ver Figura 6.2.16 y
6.2.17). Un estudiante (A16) resuelve sélo parte correctamente, dado que en la tercera
caja colocan un 11 en lugar de 2. Los datos de un estudiante (A15) se consideran no

codificables. Diez estudiantes se abstienen de resolver esta sentencia.
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Conclusion

Esta sentencia, en la que esta involucrado el cuadrado de una diferencia y que
presenta tres elementos ocultos, proporciona mejores resultados, por parte de los
estudiantes, que la anterior en la que estaba involucrado el cuadrado de una suma
y solo aparecian dos elementos ocultos. Sin embargo, el elemento compuesto no
Ileva el nimero 2 por lo que el elemento que creemos ha creado confusion en la

sentencia anterior ha desaparecido y con él uno de los obstaculos.

Sentencia 7

(a7)(«+ )= -2

En esta igualdad incompleta aparece en el miembro izquierdo el producto de dos

factores, una diferencia y una suma. Ambas tienen como primer término el cubo de un
namero. En la suma el segundo sumando se encuentra oculto. El segundo miembro de la

igualdad es la diferencia entre dos nimeros ocultos elevados al cuadrado.

IN: Producto de suma por diferencia.
Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con potencia 4° Las cajas conllevan

respuesta Unica.

Resultados

La sentencia 7 es resuelta por 10 estudiantes. La Tabla 6.2.8 muestra las frecuencias
absolutas de las subcategorias utilizadas en la organizacion de las respuestas de los

estudiantes.

Tabla 6.2.8. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 7

COoM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
6 1 0 6 1 0 9 3
Categoria COM

Seis estudiantes (A01, A06, All, A12, Al3, A14) completan la expresion obteniendo la
estructura interna implicita, no realizan calculos, por lo que entendemos que reconocen
relaciones internas entre los términos y aplican una identidad notable (COM.1, ver
Figura 6.2.19). Al rellenar las cajas con los nimeros correctos y hacer mencién de la
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propiedad que guarda la estructura interna de la misma, muestran que han reconocido la

estructura interna de la sentencia dada.

(#-7)-(#+@D)= @2- (D

Estudiante A13

Explica_We Ee=to \os ohioesos ,:&,_X_L 2
M‘C_s.t;mgum_hc__%\,uﬂ_ux-_sum
o e coee O

Figura 6.2.19. Aplica identidad notable para obtener la estructura interna de la

expresion.

Un estudiante (A08) completa la expresion atendiendo a algunas de las relaciones
internas presentes en la igualdad y por la justificacion dada parece no haber utilizado
calculos para resolver la sentencia, sin embargo la igualdad que obtiene no es verdadera
porque en la segunda caja coloca el nimero 4 en lugar de 4° (COM.2, ver Figura
6.2.20). Su dificultad parece asociada a la presencia de un término compuesto y no tanto

a la percepcion de la estructura de la igualdad dada.

(¢ -7)(+@)= (@B~ @

Estudiant= A0S

Figura 6.2.20. Completa atendiendo a algunas relaciones internas

Categoria RET

De los diecinueve estudiantes, seis resuelven correctamente (ver Figura 6.2.19). Un
estudiante (A08) resuelve parte correctamente (ver Figura 6.2.20). Las respuestas de tres
estudiantes (A02, A17 y A18) se consideran no codificables dado que no completan la

segunda y tercera cajas. Nueve estudiantes se abstienen de resolver esta sentencia.

Conclusion

Esta sentencia ha proporcionado pocas respuestas de los estudiantes, la
mayor parte de ellas correctas. Sucede como en otros casos que la
percepcién de la identidad notable presente en la expresion conlleva la

realizacion de la actividad sin errores.
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6.2.5 Analisis general de los resultados de la tarea 12 de la Sesion 2
En esta seccidén se realiza una recopilacion de los resultados del analisis de las

actuaciones mostradas por los estudiantes en la resolucion de las sentencias de la
primera tarea presentadas en el punto anterior. La Tabla 6.2.9 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias utilizadas para clasificar las producciones de
los estudiantes. Esta tabla nos proporciona informacion de las actuaciones de los

estudiantes en el desarrollo de la Sesion 2.

Tabla 6.2.9. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sesién 2.

COM RET N

Sentencia COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC

1 11 2 1 13 0 1 2 3

2 13 0 4 13 2 2 1 1

3 14 2 1 16 1 0 2 0

4 13 0 3 13 0 3 3 0

5 4 0 5 4 4 1 9 1

6 7 0 1 7 1 0 10 1

7 6 0 1 6 1 0 9 3

Frecuencias 68 4 16 72 9 7 36 9
% 51.1 3.0 12.0 54.1 6.8 5.2 27.1 6.8

En la Tabla 6.2.9 se observa que en el 51,1% de las sentencias, los estudiantes
completan la expresién obteniendo la estructura interna involucrada, sin realizar
calculos. Reconocen relaciones internas entre los términos, dado que hacen uso de la
identidad notable para la justificacion. Sélo en el 3,0% de los casos, los estudiantes
completan la expresion obteniendo la misma estructura interna en ambos miembros y
utilizando para ello parte de las relaciones internas entre los términos y algunos
calculos. En el 12% de las sentencias, los estudiantes no muestran atender a la

estructura interna de ambos miembros.

Las justificaciones de los estudiantes que refieren a la estructura interna de la expresién

son variadas. Algunos estudiantes escriben una igualdad algebraica para expresar dicha
estructura interna, por ejemplo escriben porque (a—b)2 =a’+b®—2ab, otros se

expresan refiriéndose a la propiedad de la identidad notable diciendo “lo he averiguado

utilizando las identidades notables, el primero al cuadrado menos el doble producto del
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primero por el segundo mas el segundo al cuadrado” o con el nombre que identifica la
propiedad diciendo “he puesto el 3 porque es el cuadrado de una diferencia”. Otros
estudiantes muestran dificultades para recordar o utilizar la terminologia propia de las
identidades notables que estan utilizando, por lo que se expresan a través de

indicaciones en las que con palabras propias describen el procedimiento empleado.

Una de las actuaciones relevantes en esta tarea se da en las sentencias 3 y 6, que son
sentencias que requieren ser completadas con un término multiple lo cual algunos
estudiantes realizan, mostrando capacidad para generalizar y expresar algebraicamente
relaciones numéricas. En estos casos justifican diciendo que cualquier nimero es (til

para cumplir la igualdad.

En cuanto a realizar o no correctamente la tarea, se percibe que un 54,1% de las
respuestas de los estudiantes fueron correctas, en un 6,8% de las sentencias encontraron
dificultades para completar alguno de los dos miembros de la sentencia y el 5,2% de las
sentencias fueron resueltas incorrectamente. Un 27,1% de las sentencias no fueron

resueltas y el 6,8% de las respuestas se consideran no codificables.

En esta sesion se han dado diferencias y similitudes entre algunas de las sentencias que
involucran la misma identidad notable. Por ejemplo, en la sentencia 4 y la sentencia 7
que involucran el producto de suma por diferencia, observamos que la primera es
resuelta correctamente por trece estudiantes, haciendo uso de la identidad notable,
mientras que la segunda sélo es resuelta por seis estudiantes. Consideramos que esta
diferencia puede deberse a que la sentencia 4 es un tipo de expresion simple mientras
que la sentencia 7 es un tipo de expresion que involucra términos compuestos con

potencia.

En cuanto a la sentencia 1 y la sentencia 6, ambas conllevan la identidad notable
cuadrado de la diferencia. Al comparar los resultados observamos que la sentencia 1 es
resuelta por once estudiantes que hacen uso de identidad notable, mientras que en la
sentencia 6, siete estudiantes resuelven correctamente haciendo uso de la identidad
notable. Consideramos que esta diferencia también se debe a que la sentencia 1 es un
tipo de expresién simple mientras que la sentencia 6 es un tipo de expresién que

involucra términos compuestos, en este caso con producto.
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Al contrastar las sentencias 2 y 3 que involucran la propiedad distributiva-factor comun,
observamos el mismo resultado aunque en este caso la diferencia es minima. La
sentencia 2 es resuelta correctamente por trece estudiantes que hacen uso de la
propiedad, la cual involucra términos compuestos con potencia. En la sentencia 3,
catorce estudiantes resuelven correctamente haciendo uso de la propiedad, la misma esta

en su forma simple.

La sentencia que mas dificultad ha presentado es la 5, en la cual sélo 4 estudiantes
resuelven correctamente haciendo uso de la identidad notable. Esta sentencia involucra
la identidad notable cuadrado de la suma y el tipo de expresion es compuesta con
producto. En este caso no se cuenta con una sentencia simple con la que contrastar
debido a la similitud de esta identidad con el cuadrado de la diferencia y a que no

queriamos hacer la tarea mas extensa.

6.2.6 Analisis y resultados de la 22 tarea. Sesion 2
La tarea 2 conlleva expresiones que sélo incluyen el miembro izquierdo, formadas por

nameros, cajas y signos operacionales, donde se debe completar la igualdad colocando
el miembro derecho con los respectivos niumeros, cajas y signos operacionales. En el
caso de la tarea 2, la caja actia como un simbolo que forma parte de la sentencia y no

como una incognita a averiguar.

Indicacion para la 22 tarea de la sesion 2

La indicacion dada a los estudiantes es: “Completa las igualdades con expresiones

equivalentes a las dadas. Utiliza para ello numeros, cajas y operaciones”.

Resultados de la Tarea 2

Dado que s6lo 4 estudiantes de diecinueve resolvieron la tarea 2, no hemos considerado

hacer la descripcidn detallada por categorias de estos resultados.

Por su forma de trabajar, entendemos que los cuatro estudiantes que han resuelto la
tarea interpretan la indicacion de formas diferentes. El estudiante A12 completa la
expresion faltante con la estructura interna que corresponde a la identidad notable
cuadrado de una diferencia (ver Figura 6.2.21).
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Estudiante A12 (D- 2.5) = 2___2_ QﬁD ..i.[?tj)

Figura 6.2.21. Completa la expresion faltante con la estructura interna de la misma.

El estudiante A06 completa la expresion obteniendo la misma estructura interna que en

el miembro izquierdo (ver Figura 6.2.22).

Estudiante A06 [:]2+2-7-[j+52 =‘f’/ !"[' 14 / ] +5-5

Figura 6.2.22. Completa la expresion obteniendo la misma estructura interna.

Los estudiantes A1l y Al4 completan la expresion faltante considerando que deben
poner solamente nimeros y signos operacionales. Por tanto dan valor a las cajas
completandolas en la expresion dada con los nimeros correspondientes y a partir de esta
expresion completan el miembro derecho de la misma (ver Figura 6.2.23).

- |
.
Estudiante A14 2'*‘2'7'+5‘)‘ =K’\( s )

Figura 6.2.23. Consideran que deben poner s6lo nimeros y signos operacionales.

6.2.7 Fortalezas y debilidades de la sesion 2
En esta sesién suponemos varias fortalezas. Una de ellas es el proponer tareas que

abarcan las diferentes identidades notables y otra el proponer en la tarea 2 una visién de
las mismas que creemos con grado de dificultad mayor que en la primera, ya que se

trata de completar con toda una estructura.

Consideramos como debilidad el haber supuesto que las tareas requeririan menos
tiempo a los estudiantes, lo que pudo ser la causa de que pocos estudiantes resolvieran
la tarea 2. Otra causa de este hecho pudo ser la mayor dificultad de la tarea. Esta idea
constituye una via para indagar si efectivamente el grado de la dificultad de estos dos
tipos de tareas hace a un gran nimero de estudiantes desistir de realizar las tareas del

tipo de la 2.

Pensamos que se podrian proponer mezcladas actividades de la 12 y 22 tareas para un

estudio posterior.
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Una debilidad que también confrontamos es que en la mayor parte de las actividades las
expresiones aparecen propuestas en el mismo orden en el que se aprenden las
identidades notables (ejemplo, expresiones contraidas de cuadrado de un binomio en
miembro izquierdo de la igualdad y expandida a la derecha), esto puede afectar en el
desempefio de los estudiantes. Proponemos que en un futuro estudio se equilibre esta
forma de presentar las expresiones, proponiendo una forma y su contraria, es decir

escribir la forma expandida antes que la contraida y viceversa.

6.3 Sesion 3

En la sesion dos se propusieron dos tareas. En este apartado se hace una descripcion
primeramente de cada una de las ocho actividades propuestas en la primera tarea de la
Sesién 3. A continuacién de ésta se realiza la descripcion de la tarea 2, la cual es una

tarea de ampliacion que fue resuelta por catorce estudiantes.

6.3.1 Categorias utilizadas para el analisis de la 12 tarea. Sesion 3
En la Sesion 3 hemos utilizado tres categorias para el andlisis de la resolucion de cada

actividad: REN, ESA y RET (ver Tabla 6.3.1). Las dos primeras categorias estan
ligadas al estudio del sentido estructural de los estudiantes. La tercera categoria, ya
utilizada en el analisis de los datos de las sesiones previas, se centra en aquellos
aspectos relacionados con errores y dificultades mostradas por los estudiantes y nos

permite realizar un seguimiento del trabajo realizado.

Tabla 6.3.1. Categorias para analizar el desempefio de los estudiantes en la Sesién 3.

Categorias Subcategorias
REN REN.1
Reproducir numéricamente Se reproduce totalmente la estructura en invariantes
la estructura dada y cuasivariables.
REN.2

Se reproduce la estructura solo parcialmente
REN.2a: Se reproduce invariantes numéricos y
no cuasivariables.

REN.2b: Se reproduce cuasivariables y no
invariantes numeéricos.

REN.3

Solo se reproduce la estructura externa.
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Tabla 6.3.1. Categorias para analizar el desempefio de los estudiantes en la Sesion 3.

Categorias Subcategorias

ESA ESA.1

Expresar Se expresa con simbolismo algebraico la estructura
en simbolismo algebraico la dada.

estructura dada ESA.2

Se expresa con simbolismo algebraico la estructura

considerada por el estudiante.
ESA.2a: Se expresan con simbolismo
algebraico invariantes y no cuasivariables.
ESA.2b: Se expresan con simbolismo
algebraico las cuasivariables, pero no
invariantes numéricos.

ESA.3

Solo se expresa la estructura externa

RET RET.1
Realizar la actividad dada Se realiza correctamente.
correctamente RET.2

Se realiza parte de la actividad correctamente y
parte incorrectamente.

RET.3

Se realiza incorrectamente la actividad.

N NR
No realizar o no poder No se realiza.
codificar la respuesta. NC

No codificable.

6.3.2 Observaciones sobre la sesion 3
A esta sesion asisten diecinueve estudiantes. En esta sesion se da la circunstancia de una

gran participacion en respuestas de los estudiantes.

6.3.3 Indicacion parala 12 tarea de la sesion 3

El enunciado de la primera tarea propuesta en esta sesion es: “Las expresiones que hay
en cada uno de los recuadros tienen la misma estructura. Debajo de cada recuadro,
escribe tres expresiones que tengan la misma estructura que las dadas: dos sélo con

numeros y una solo con letras”.
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6.3.4 Actuaciones de los estudiantes

Como en las sesiones anteriores, presentamos una descripcion de cada una de las
actividades propuestas a los estudiantes para su realizacion; se recoge la clasificacion de
las respuestas de los estudiantes en las subcategorias correspondientes; se describen las
actuaciones de los estudiantes segun dichas subcategorias, ilustrandose con ejemplos
que consideramos representativos de la descripcion y; finalmente, se hace una pequefia

conclusién de lo acaecido en cada actividad realizada.

Recuadro 1

(5-3)(5+3)
(7-4)(7+4)
(24-19)(24+19)

Invariantes y cuasivariables de las expresiones que aparecen en este recuadro:
1. La estructura externa es un invariante. Se trata del producto de la diferencia y de
la suma de dos numeros.

2. No hay invariantes numéricos, todos los nimeros son cuasivariables.

Resultados

La actividad correspondiente al recuadro 1 es resuelta por 17 estudiantes. La Tabla 6.3.2
muestra las frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias que recogen la

clasificacion de las actuaciones de los estudiantes en el desarrollo de esta actividad.

Tabla 6.3.2. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Actividad 1
REN ESA RET N

REN.1 REN.2a REN.2b REN.3 ESA.1 ESA.2a ESA.2b ESA3 RET.1 RET.2 NR

15 2 0 0 16 1 0 0 15 2 0

Categoria REN
Quince estudiantes (A01, A02, A03, A04, A05, A06, A07, A08, A10, All, Al2, Al3,
Al4, A15, A19) reproducen la estructura de las expresiones numéricas dadas en

invariantes y cuasivariables (REN.1) (ver Figura 6.3.1).
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Con niimeros (3 -2\ 3 % 2\
Estudiante A03 (24 -3)( v

Con simbolos algebraicos (letras):
(% =y )X ~-\;\
. > =

Figura 6.3.1. Reproduce la estructura numérica y algebraicamente.

Observamos que A03 en la primera expresion (7—2)(7+2) que ha propuesto, ha

colocado 7 como primer término de cada factor y 2 como segundo término de cada
factor, conservando asi la estructura externa de la expresion dada y las relaciones

internas entre los términos de la expresion.

Dos estudiantes (A09 y A20) no reproducen cuasivariables pero si el invariante de la
estructura externa (REN.2a). El estudiante A09 (Figura 6.3.2) ha generado el producto
de dos factores, cada uno de ellos es la operacion de dos nimeros, en el primer factor la
operacion entre los dos numeros es de resta y en el segundo caso es de suma, sin
embargo, no mantiene la relacion que existe entre dichos pares de nimeros en los dos

factores.

Con niimeros_ -2 ) A4 ‘\L\)

(8-6) (3+10)

Estudiante A09

Con simbolos algebraicos (letras):

(u‘—??)—(&v_ﬁ’?'] e {u -\'))(\7‘5@\)
(4 =) (x 1y

Figura 6.3.2. No reproduce cuasivariables pero si la estructura externa

Categoria ESA

Dieciséis estudiantes (A01, A02, A03, A04, A05, A06, A07, A08, A09, A10, All, Al2,
Al13, Al4, Al15, Al19) expresan con simbolismo algebraico la estructura presente en las
expresiones numéricas (ESA.1, ver Figura 6.3.1). El estudiante A03 (ver Figura 6.3.1)
ha expresado los primeros términos de los factores de cada expresion con un mismo
simbolo algebraico, en este caso, la variable x. De igual forma lo ha hecho para los
segundos términos de la expresion propuesta, expresandolos por un mismo simbolo

algebraico, en este caso la variable y.

Un estudiante (A20) preserva el invariante de la estructura externa pero no expresa

cuasivariables (ESA.2a, Figura 6.3.3). La expresion algebraica estd de acuerdo con la
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estructura externa de las expresiones pero no reconoce el patrén de relaciones internas

que se repite en las tres expresiones.

Con nameros( 8 ) ) (:r ""5)
Estudiante A20 (§-2)(5+4)

Con simbolos algebraicos (letras):
(o -b)c+)) |
=T/

Figura 6.3.3. Reproduce estructura externa de una de las expresiones, no expresa
cuasivariables.

Categoria RET

Quince estudiantes realizan la actividad correctamente. Reproducen la estructura dada
en expresiones numeéricas de forma exitosa y a continuacion la expresan en simbolismo
algebraico (ver Figura 6.3.1).

Dos estudiantes (A09 y A20) no realizan la actividad de forma correcta, dado que al
reproducir la estructura no reproducen cuasivariables. El estudiante (A09) no reproduce

de forma correcta la estructura en expresiones numéricas, pero si la expresa con
simbolismo algebraico (a—b)(b+a) . Si bien cambia en el segundo factor los

sumandos, creemos que esta aplicando la propiedad conmutativa.

Conclusion

Un gran numero de estudiantes reproduce la estructura externa que
hemos considerado un invariante, pues se mantiene en todas las
expresiones del recuadro 1. Al escribir la forma algebraica de la
estructura, los estudiantes que no logran hacerlo de forma correcta, han
expresado, no obstante, la misma de acuerdo con la falta de percepcion

gue han tenido de las cuasivariables.
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Recuadro 2

4 +7°42-4-7
6° +10°+2-6-10
23% +15%+2.23-15

Invariantes y cuasivariables de las expresiones que aparecen en este recuadro:
1. La estructura externa es un invariante. Es la suma de tres elementos, los dos
primeros son numeros al cuadrado, el tercero es un producto de tres nimeros, dos
de ellos son los mismos que los primeros sumandos, sin cuadrado.
2. El nimero dos es un invariante numérico, el resto de los numeros son

cuasivariables.

Resultados

La actividad 2 es resuelta por 17 estudiantes. La Tabla 6.3.3 muestra las frecuencias
absolutas correspondientes a la codificacion de las actuaciones de los estudiantes en esta

actividad.

Tabla 6.3.3. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Actividad 2
REN ESA RET N

REN.1 REN.2a REN.2b REN.3 ESA.1 ESA.2a ESA.2b ESA3 RET.1 RET.2 NR

11 0 2 4 10 0 3 4 10 7 0

Categoria REN
Once estudiantes (A02, A03, A05, A06, A07, A10, All, Al12, Al3, Al4, Al9)
reproducen la estructura de estas expresiones en cuasivariables e invariantes (REN.1,

ver Figura 6.3.4).

Connimeros X +~ B° + 2 - 1

=~ 2

Estudiante A02 8§+ &€+ 2. % -G

Con simbolos algebraicos (letras):
acys bt 4 2 -0 -

Figura 6.3.4. Reproduce la estructura numérica y algebraicamente.
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Dos estudiantes (A04 y A08) reproducen la estructura externa y las cuasivariables pero
no el invariante numérico (REN.2b, ver primer recuadro en Figura 6.3.5). El estudiante
A04 ha generado numeros que no conservan la invariancia del doble producto que
multiplica las raices cuadradas de los dos primeros términos. Sin embargo, las raices

cuadradas de los dos primeros términos si las conserva en el tercer término.

Connimeros A2 4 2% +|%-[1.9
Estudiante A04 S ar2Ag.16-3

Con simbolos algebraicos (letras):

AZ 42 4 ¢ 1o

Figura 6.3.5. No reproduce ni expresa el invariante numérico pero si las cuasivariables.

Cuatro estudiantes (A01, A09, Al5, A20) reproducen unicamente la estructura externa
(REN.3), no reproducen el invariante numérico ni cuasivariables (ver primer recuadro
de Figura 6.3.6). El estudiante AO1 al reproducir el tercer término de la expresion ha
generado numeros que no conservan la invariancia del doble producto, ni la relacién de

las raices cuadradas de este término con las potencias cuadradas de los dos primeros

términos.
" g™
Con niimeros '+ 2% Y -q4.5 |
Estudiante A01 23%s 2% ‘L; e 1 17_1,
Con simbolos algebraicos (letras):
(\z' i»'hl'olg ,b.(“
Figura 6.3.6. Reproduce solo estructura externa.

Categoria ESA

Diez estudiantes (A02, A03, A06, A07, A10, All, Al2, A13, Al4, Al19) expresan con
simbolismo algebraico la estructura externa de las expresiones numéricas (ESA.1, ver
Figura 6.3.4). Observamos que el estudiante AO2 al escribir la expresion
a’+b®+2-a-b con simbolismo algebraico ha expresado correctamente la estructura

dada conservando los patrones que la misma involucra.

Tres estudiantes (A04, A05, A08) no representan correctamente en simbolismo
algebraico el invariante numerico pero si las cuasivariables y la estructura externa

(ESA.2b, ver Figura 6.3.5). En la Figura 6.3.7 se muestra que el estudiante A05, en el
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tercer término, ha generalizado el doble producto que multiplica las raices cuadradas de

los dos primeros términos con una letra n.

L J

) Con nimeros \ A )
Estudiante A05 T e

I

p—
\‘_,‘

't

W/
o

Con?sunbolo\ algebraicos (letras):
)/ TR Y

Figura 6.3.7. No expresa invariantes con simbolismo algebraico.

Cuatro estudiantes (A01, A09, Al5, A20) solo expresan la estructura externa (ESA.3).
No expresan invariantes ni cuasivariables (ver Figura 6.3.6). El estudiante A0l al
generalizar lo hace de acuerdo con la percepcion de las cuasivariables y del invariante

numeérico que muestra en la realizacion de esta actividad.

Categoria RET

Diez estudiantes realizan la actividad correctamente. Reproducen la estructura dada en
expresiones numéricas de forma exitosa y la expresan en simbolismo algebraico (ver
Figura 6.3.4).

Siete estudiantes (A01, A04, A05, A08, A09, Al5, A20) no realizan la actividad de
forma correcta, dado que fallan al reproducir numéricamente y/o expresar con

simbolismo algebraico invariantes y/o cuasivariables.

Conclusion

En esta actividad la mayoria de los estudiantes reproducen la estructura
de las expresiones numéricas. Asi mismo muchos de ellos reproducen
en simbolismo algebraico la estructura de forma exitosa. En muy pocos
casos no se reproduce el invariante numérico, existente en la estructura,
aunque si el invariante de la estructura. Parece que resulta mas
complicado percibir un invariante numérico presente en un producto
con cuasivariables que los invariantes que presenta la estructura en

cuanto a operaciones y relaciones entre los nimeros.
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Recuadro 3

16*-2.16-2+2? = (16-2)°
42-2.4.3+3*=(4-3)
12 -2.11-4+4% = (11-4)’

Invariantes y cuasivariables de las expresiones que aparecen en este recuadro:

1. La estructura externa de las igualdades es un invariante. En el primer miembro
se suman dos numeros elevados al cuadrado y se le resta el producto de tres
nameros, dos de ellos coinciden con los sumandos anteriores sin elevar al
cuadrado. El segundo miembro es el cuadrado de la diferencia de los dos
nameros cuyos cuadrados que se suman en el primer miembro de la igualdad.

2. El dos es un invariante numérico, el resto de los nimeros son cuasivariables.
Resultados

La actividad 3 es resuelta por 16 estudiantes. La Tabla 6.3.4 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias en las que se codifican las actuaciones de los

estudiantes en la actividad 3.

Tabla 6.3.4. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Actividad 3
REN ESA RET N

REN.1 REN.2a REN.2b REN.3 ESA.1 ESA.2a ESA2b ESA.3 RET.1 RET.2 NR

10 0 3 3 10 0 3 3 10 6 1

Categoria REN
Diez estudiantes (A02, A03, A06, A07, A10, All, Al12, A13, Al4, Al9) reproducen la
estructura externa presente en las expresiones numéricas, incluyendo cuasivariables e

invariantes (REN.1, ver Figura 6.3.8).

Connimeros_ & -2 -8 ‘Y +

Estudiante A02 - -S4+ 0 et b

Con simbolos algebraicos (letras):

Figura 6.3.8. Reproduce la estructura numeérica y algebraicamente.
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Tres estudiantes (A05, A08, A09) no reproducen el invariante numérico pero si las
cuasivariables (REN.2b, ver Figura 6.3.9). El estudiante AQ09 al reproducir el segundo
término del miembro izquierdo ha conservado la estructura externa pero no el invariante

ndamero 2.

Con nimeros '2(74\) 18 ‘ZC r Gt 6 Z 3QF =G ) _
772¢tolmo. 01 02 -(27 ~0\2
Estudiante A09 22 [Rp22-R 4R :(22-8%)

Con simbolos algebrajcos (letras):

) A
Xty ley oy 4 ‘-1“'./%”,
| v | 4 1

Figura 6.3.9. No reproduce el invariante numérico pero si las cuasivariables.

Tres estudiantes (A04, A15, A20) solo reproducen la estructura externa (REN.3). No
reproducen invariantes numeéricos ni cuasivariables (ver recuadros en Figura 6.3.10). El
estudiante A20 al reproducir la igualdad dada numéricamente ha escrito cuadrados en el
primer y tercer término del miembro izquierdo cuyas raices no guardan relacion ni con
las raices cuadradas que multiplican el doble producto en el segundo término del

miembro izquierdo, ni con los términos que contiene el miembro derecho.

. — —
Con niimeros IZZ—J 3 Y-S H 3 :(“\f = 301
Estudiante A20 St2.8542%=(5%=6)*

Con simbolos algebraicos (Iclr._:s): 2
be—C- N-Z+or=(b—C)

Figura 6.3.10. Solo reproduce la estructura externa.

Categoria ESA
Diez estudiantes (A02, A03, A06, A07, A10, All, Al2, A13, Al4, Al9) expresan con
simbolismo algebraico la estructura de las expresiones numéricas dadas (ESA.1). Han

generalizado la estructura dada conservando los patrones que la misma involucra. En la
. . 2 . . .
Figura 6.3.8 se observa que la igualdad a®* —2-a-b+b* = (a—b) escrita en simbolismo

algebraico ha sido generada correctamente por A02.

Tres estudiantes (A05, A08, A09) no expresan invariantes numéricos pero si las
cuasivariables (ESA.2b, ver Figura 6.3.9). El estudiante AQ09 al expresar la igualdad
numérica dada en simbolismo algebraico ha generado en el segundo término del
miembro izquierdo, términos donde no se conserva la invariancia del doble producto

gue multiplica las raices cuadradas del primer y tercer término de la expresion generada.
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Tres estudiantes (A04, A15, A20) sblo expresan la estructura externa (ESA.3, ver
Figura 6.3.10). No expresan invariantes, ni cuasivariables. El estudiante A20 al generar
la nueva expresion en simbolismo algebraico no mantiene la invarianza del doble
producto en el miembro izquierdo ni conserva la relacion de las raices cuadradas del
primer y tercer término en el miembro izquierdo con los términos del binomio en el

miembro derecho.

Categoria RET

Diez estudiantes realizan la actividad correctamente. Reproducen la estructura dada
numéricamente de forma exitosa y la expresan en simbolismo algebraico (ver Figura
6.3.8). Seis estudiantes (A04, A05, A08, A09, Al5 y A20) realizan la actividad de
forma incorrecta. Algunos no reproducen numéricamente, ni expresan con simbolismo
algebraico la invarianza del doble producto en el segundo término del miembro
izquierdo. Y otros no reproducen numéricamente, ni expresan con simbolismo

algebraico invariantes, ni cuasivariables. Un estudiante (A01) no realiza la actividad.

Conclusion

La proporcién de estudiantes que realiza correctamente esta actividad,
que involucra el cuadrado de una diferencia en su forma simple, es
menor que en las actividades anteriores. Es mayor el numero de
estudiantes que no conserva la invariancia del nimero dos, asi como las
cuasivariables. Pareceria que el hecho de tratarse de una igualdad en
lugar de una expresion sin contener el signo igual, genera mas dificultad
a los estudiantes que en el otro caso. Se vuelve a producir el no
considerar el nUmero 2 invariante, a pesar de mantener el invariante de
la estructura externa y la concordancia entre la escritura de la expresion
con simbolismo algebraico con la expresion erronea de las

cuasivariables con simbolismo aritmético.
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Recuadro 4

(10-4)" —2-(10-4)-5+5?
(17-5)° —2-(17-5)-8+8?
(12-7)"-2-(12-7)-31+37

Invariantes y cuasivariables de las expresiones que aparecen en este recuadro:
1. La estructura externa es invariante en todas las expresiones. Las expresiones
estan formadas por dos sumando cuadrados, uno es el cuadrado de la diferencia de
dos numeros y otro es el cuadrado de un numero, y una diferencia que es el
producto de tres elementos: dos numeros y una diferencia; la diferencia coincide
con la primera diferencia que esta elevada al cuadrado y uno de los numeros
coincide con la raiz cuadrada del segundo nimero cuadrado que se suma.
2. El numero dos es un invariante numérico, el resto de los ndmeros son

cuasivariables.
Resultados

La actividad 4 es resuelta por 16 estudiantes. La Tabla 6.3.5 muestra las frecuencias
absolutas resultantes al clasificar las respuestas de los estudiantes segun cada una de las

subcategorias.

Tabla 6.3.5. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Actividad 4
REN ESA RET N

REN.1 REN.22 REN.2b REN.3 ESA.1 ESA.2a ESA2b ESA3 RET.1 RET.2 NR

10 1 4 1 9 1 5 1 9 7 1

Categoria REN
Diez estudiantes (A02, A03, A05, A06, A10, All, Al12, A13, Al4, Al9) reproducen la
estructura comun de las expresiones numéricas dadas (REN.1). Reproducen tanto

invariantes como cuasivariables (ver Figura 6.3.11).

—_——— .

Con numeros_ ( &

e e ————ee S -

Estudiante A02
Con simbolos algebraicos (letras):
: (

Figura 6.3.11. Reproduce la estructura numérica y algebraicamente.
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Un estudiante (A07) no reproduce cuasivariables pero si los invariantes de estructura

externa 'y numérica (REN.2a, ver Figura 6.3.12). En la expresion
(8—4)2—2-(8—4)-7+ 5° que AO7 reproduce se observa que en el segundo término

conserva el doble producto que multiplica las raices del primer y tercer término,

conserva la raiz del primer término, pero no conserva la raiz del tercer término.

7 B8
Con ndmeros_ ( ZS-H?‘ -L,(‘%—H\"TMS

(IS- B\ -1, (\3-(8)eG+3"

Estudiante AQ7

Con simbolos alg{bmcos (letras): a
-% L x—w\ a + W

Figura 6.3.12. No reproduce ni expresa cuasivariables pero si los invariantes.

Cuatro estudiantes (A04, A08, A09 y A20) no reproducen invariantes numeéricos pero si
las cuasivariables (REN.2b, ver recuadro de Figura 6.3.13). El estudiante AO4 en el
segundo término de la expresion ha generado nimeros que no conservan la invariancia
del doble producto que multiplica las raices cuadradas del primer y tercer término de la

expresion generada.

Connimeros_ (4 =30% (4 L (4 -2)-)}+2
Estudiante A04 (2-432 (- (2-1).4+¢4

Con simbolos algebraicos (letras):

(Y =8Y% A LEQ RN <« FapS

Figura 6.3.13. No reproduce ni expresa invariantes pero si las cuasivariables.

Un estudiante (A15) solo reproduce la estructura externa (REN.3, ver Figura 6.3.14).
No reproduce invariantes numericos, ni cuasivariables. El estudiante A15 al reproducir
la expresién con nimeros, los nimeros que componen el segundo término no conservan
relacién con las potencias cuadradas del primer y tercer término, ademas no reproduce

el invariante numérico.
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Y /[ 4
Con numcm_\_’(Z(‘ 7$) > {o LI o ) e §

Estudiante A15 U3-9 =6 . f42-2)-94Y?
Con simbolps algebraicos (letras)
(L‘T)Z __,\, {T"L) . P+ MZ R

Figura 6.3.14. Reproduce solo la estructura externa.

Categoria ESA

Nueve estudiantes (A02, A03, A06, A10, All, Al2, Al13, Al4, Al19) expresan con
simbolismo algebraico la estructura de expresiones numericas (ESA.1, ver Figura
6.3.11). El estudiante A02 ha generado correctamente la expresion algebraica dado que

- 2 ,
al escribir (a—b)" —2-(a—b)-c+c?, estd conservando la estructura externa de la

expresion dada incluyendo cuasivariables e invariantes.

Un estudiante AO7 no expresa cuasivariables pero si los invariantes (ESA.2a). A07 al

expresar la estructura con simbolismo algebraico ha generado la expresion
(x—y)2—2-(x—y)-a+ h?> . Cinco estudiantes (A04, A05, A08, A09 y A20) no

expresan invariantes numeéricos pero si las cuasivariables (ESA.2b, ver Figura 6.3.15).

) » :
/ - C‘ o } _ -b
' Con m'lmcros( \/‘ 5) - 2 ‘ { () c) 545
Estudiante A0S 1'\11 2 Yol >1C L): bl & 4
LG T IR O R ~TRA\ VS N S I S

Con six)\bo!psalgchmicos(lclms): . )
¥ /\\ N 4| X 7) 9 B2

Figura 6.3.15. No expresa invariantes pero si cuasivariables.

Observamos en este ejemplo que A05, en el segundo término, ha representado el dos
que multiplica las raices cuadradas de los dos primeros términos como una variable

mas, con la letra n.

Un estudiante (A15) solo expresa la estructura externa (ESA.3). No reproduce
invariantes numéricos, ni cuasivariables (ver Figura 6.3.14). El estudiante al reproducir
la expresion ha generado potencias cuadradas en el primer y tercer término cuyas raices
cuadradas no guardan relacion con las variables que multiplican el doble producto en el

segundo término y ha generalizado el doble producto por una letra A.
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Categoria RET

Nueve estudiantes realizan la actividad correctamente, reproducen la estructura
numerica dada de forma exitosa y la expresan en simbolismo algebraico (ver Figura
6.3.11). Siete estudiantes (A04, A05, A07, A08, A09, Al5 y A20) no realizan la
actividad de forma correcta, dado que al generar las nuevas estructuras no reproducen
y/0 no expresan invariantes numericos ni cuasivariables. Un estudiante (A01) no realiza

la actividad.

Conclusion

Nueve estudiantes realizan correctamente la actividad 4 que involucra
el cuadrado de una diferencia, apareciendo sélo el miembro extendido y
que conlleva términos compuestos con resta. Este numero de
estudiantes es alto si consideramos que la expresion presenta elementos
compuestos. De nuevo el numero de estudiantes que no reproduce el
invariante numérico es mayor que el nimero de los que no lo hacen con
las cuasivariables. Cuando se trata de escribir las expresiones con
lenguaje simbodlico, se hace de acuerdo con la no percepcion de las

cuasivariables y del invariante numérico.

Recuadro 5

5.12+5-3?
7-20+7-5°
10-12+10-22

Invariantes y cuasivariables de las expresiones que aparecen en este recuadro:
1. La estructura externa es un invariante. Las expresiones son la suma de dos
productos en los que coinciden los dos primeros factores, en el segundo producto el
segundo factor es un nimero cuadrado.

2. Todos los numeros se pueden considerar cuasivariables.

Resultados

La actividad 5 es resuelta por 17 estudiantes. La Tabla 6.3.6 muestra las frecuencias
absolutas de las actuaciones de los estudiantes que caen en cada una de las

subcategorias de la actividad 5.
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Tabla 6.3.6. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Actividad 5
REN ESA RET N

REN.1 REN.2® REN.2b REN.3 ESA.1 ESA.2a ESA2b ESA3 RET.1 RET.2 NR

15 2 0 0 15 2 0 0 15 2 0

Categoria REN

Quince estudiantes (A01, A02, A03, A04, A05, A06, A07, A08, A09, A10, All, Al2,
Al13, Al4, A19) reproducen la estructura de las expresiones numéricas del recuadro
(REN.1, ver Figura 6.3.16).

Con niimeros > - 9 + 3 N
: > SRR — (R L. - NP~ )
Estudiante A03 8+ § <\

Con simbolos algebraicos (letras):
M.y =+ ¥- 2=
> ]

Figura 6.3.16. Reproduce la estructura numérica y algebraicamente.

Dos estudiantes (A15 y A20) reproducen la estructura externa pero no consideran
cuasivariables (REN.2a). El estudiante A20 ha generado expresiones numéricas cuya

suma de productos no presentan factor en comdn.

Con nameros 6 - 15 'H’ =1

. . &<
Estudiante A20 =} F +ﬁ 2

S

Con simbolos algebraicos (letras):

b -ZHC {1 A*

Figura 6.3.17. No reproduce ni expresa cuasivariables pero si los invariantes.

Categoria ESA

Quince estudiantes (A01, A02, A03, A04, A05, A06, A07, A08, A09, Al10, All, Al2,
Al13, Al4, A19) expresan con simbolismo algebraico la estructura de las expresiones
numéricas (ESA.1). En la Figura 6.3.14 puede observarse como el estudiante A03 ha
escrito una expresion algebraica que conserva una suma de dos productos las cuales

tienen un factor en comun.

Dos estudiantes (A15 y A20) no expresan cuasivariables pero si los invariantes de la

estructura externa (ESA.2a, ver Figura 6.3.17). El estudiante A20 ha generado la

expresion algebraica b-Z +C - A% cuya suma de productos no presenta factor en comun,
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de acuerdo con la falta de percepcion de las relaciones que se dan entre las

cuasivariables que componen las expresiones dadas.

Categoria RET

Quince estudiantes realizan la actividad correctamente. Reproducen la estructura dada
numéricamente de forma exitosa y la generalizan en simbolismo algebraico (ver Figura
6.3.16). Dos estudiantes (A15 y A20) no realizan la actividad correctamente, no

reproducen ni expresan cuasivariables numérica ni algebraicamente.

Conclusion

En esta actividad que involucra el miembro extendido de la propiedad
distributiva-factor comun y que presenta un término compuesto con
potencia, una mayoria de estudiantes, quince de diecisiete, logran
realizarla exitosamente. No hay invariante numerico en esta expresion;
los fallos de los dos estudiantes que no logran realizar con éxito la tarea

se deben a la no percepcion de las cuasivariables.

Recuadro 6

12(10-3)=12-10-12-3
24(15-8)=24.15-24-8
36(20-5)=36-20—36-5

Invariantes y cuasivariables de las expresiones que aparecen en este recuadro:

1. La estructura externa es un invariante. Es una igualdad. En el miembro izquierdo
presenta el producto de dos factores, el segundo de ellos es la diferencia de dos
nameros. En el miembro derecho aparece la diferencia de dos productos de dos
factores: en los dos casos el primer factor coincide con el primer factor del
miembro izquierdo. El segundo factor coincide en el primer caso con el
minuendo de la resta contenida en el miembro izquierdo y en el segundo caso
con el sustraendo de dicha resta.

2. Todos los nimeros pueden considerarse cuasivariables, no contiene invariantes

numeéricos.
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La actividad 6 es resuelta por 16 estudiantes. La Tabla 6.3.7 muestra las frecuencias
absolutas de las subcategorias utilizadas en la clasificacion de las actuaciones de los

estudiantes en esta actividad.

Tabla 6.3.7. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Actividad 6
REN ESA RET N

REN.1 REN.2*® REN.2b REN.3 ESA.1 ESA.2a ESA2b ESA3 RET.1 RET.2 NR

15 1 0 0 15 1 0 0 15 1 1

Categoria REN

Quince estudiantes (A01, A02, A03, A04, A06, A07, A08, A09, Al10, All, Al2, Al3,
Al4, A19, A20) reproducen la estructura comun de las expresiones numéricas (REN.1,
ver Figura 6.3.18).

Con nimeros_ |2 ( ¢

Estudiante A02 S o .

Con simbolos algebraicos (letras)

QO (o-Cl=-Q -0 "o - C

Figura 6.3.18. Reproduce la estructura numérica y algebraicamente.

Solamente un estudiante (A15) no reproduce cuasivariables pero si los invariante de la
estructura externa (REN.2a, ver Figura 6.3.19). Este estudiante ha generado expresiones
numéricas donde los factores del miembro izquierdo son distintos de los que contienen
los productos del miembro derecho, construyendo sentencias que no son verdaderas.

Con n"aﬂ:m_\_g_ (f e ‘f ) k'\'—li‘ rﬂﬁ

m r

Estudiante A15 #1-3)26:% - 9.

| A »
Con simbolos algebraicos (iras):

T = o2 et

Figura 6.3.19. No reproduce cuasivariables pero si los invariantes.

Categoria ESA
Quince estudiantes (A01, A02, A03, A04, A06, A07, A08, AQ9, Al0, All, Al2, Al3,
Al4, A19, A20) expresan con simbolismo algebraico la estructura de las expresiones

numéricas (ESA.1, ver Figura 6.3.18). El estudiante A02 ha generado correctamente la

igualdad algebraica a(b—c)=a-b—a-c.
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El estudiante restante (A15) expresa simbolicamente conservando los invariantes
(ESA.2a, ver Figura 6.3.19). Ha generado una expresion algebraica acorde con la
percepcion de la estructura externa y la no percepcion de las cuasivariables que pone de

manifiesto cuando construye las expresiones numéricas.

Categoria RET

Quince estudiantes realizan la actividad correctamente, dado que reproducen la
estructura dada numéricamente de forma exitosa y la generalizan en simbolismo
algebraico. Un estudiante (A15) no realiza la actividad correctamente: al reproducir la
estructura numérica dada no reproduce las cuasivariables y hace lo mismo con la

expresion en simbolismo algebraico. Un estudiante (A05) no responde.

Conclusion

Las expresiones de la actividad 6 es una igualdad que involucra la
propiedad distributiva-factor comun. Conlleva un término compuesto
con resta y no presenta invariantes numéricos. La respuesta de los
estudiantes ha sido mayoritariamente exitosa. Sélo un estudiante no
reproduce ni expresa cuasivariables y otro estudiante se abstiene de
realizarla. Pensamos que la no aparicion de invariantes numéricos en la

expresion la hace mas asequible a los estudiantes.

Recuadro 7
(3-5+2)" =(3-5)" +22+2.3.5.2
(4-7+3)" =(4-7) +3*+2-4.7-3

(10-11+7)° =(10-11)° +7%+2-10-11-7

Invariantes y cuasivariables de las expresiones que aparecen en este recuadro:
1. La estructura externa es un invariante. Es una igualdad que en el miembro
izquierdo presenta el cuadrado del producto de dos nimeros mas otro numero. En el
miembro derecho presenta la suma de tres sumandos: los dos primeros coinciden
con los sumandos de la suma contenida en el mimbro izquierdo pero elevados al
cuadrado, el otro es el doble del producto de dichos sumandos.
2. El nimero dos del tercer sumando del miembro derecho es un invariante

numeérico, el resto de nimeros se consideran cuasivariables.
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Resultados
La actividad 7 es resuelta por 16 estudiantes. La Tabla 6.3.8 muestra las frecuencias

absolutas de las actuaciones de los estudiantes de acuerdo a cada subcategoria.

Tabla 6.3.8. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Actividad 7
REN ESA RET N

REN.1 REN.2a REN.2b REN.3 ESA.1 ESA.2a ESA2b ESA3 RET.1 RET.2 NR

11 0 4 1 11 0 4 1 11 5 1

Categoria REN
Once estudiantes (A01, A02, A03, A06, A07, A10, All, Al12, Al3, Al4, Al9)
reproducen la estructura en expresiones numéricas (REN.1). Al construirla conservan la

estructura externa, invariantes numeéricos y cuasivariables (ver Figura 6.3.20).

- . -\ & Z T S
Con niimeros_( 2 349) = Qz. AY =95 4+ 2:2:-3:'S
(G- ey)2= (0-3)*aq*42 634

Estudiante A02
Con simbolos algebraicos (letras):

= 71
(\{‘ o s(_\’"'- (‘(\,-bll* C At 2N C

Figura 6.3.20. Reproduce la estructura numérica y algebraicamente.

Cuatro estudiantes (A04, A08, A09, A20) reproducen la estructura externa, también las
cuasivariables, pero no el invariante numérico (REN.2b) En la Figura 6.3.21 se observa
que el estudiante A04, al reproducir el tercer término del miembro derecho, no atiende a

la invariancia del nimero dos.

_ Con nimeros | 2. - 3 tH)’L: l?_-})z'x L{)*LZJZS')L(
S (:543)2 - (A4:8)2 ¢ 3243.5.

Con simbolos algebraicos (letras): g
(0-83¢\2: (A -R)2% c4C iR B¢

Figura 6.3.21. No reproduce ni expresa invariantes pero si las cuasivariables.

Un estudiante (A15) sélo reproduce la estructura externa (REN.3). No reproduce
invariantes ni cuasivariables (ver Figura 6.3.22). El estudiante A15 al reproducir la
igualdad dada numéricamente ha generado potencias cuadradas en el primer y segundo

término del miembro derecho de la misma cuyas raices cuadradas no guardan relacién
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ni con los términos que contiene el binomio cuadrado del miembro izquierdo de la
expresion que ha generado, ni con las raices cuadradas que multiplican el doble
producto en el tercer término del miembro derecho de la misma. No mantiene la

invariancia del nUmero dos.

z o . 7)2 23L.€..2
: (‘onninncros(s- &+ g -M" ‘//_ f'gr l§,g.(,l
Estudiante A15 = x — : |
(9.7 + 1)° :(‘{, 3) 474 0. 9.3
Con simbolos alggbraicos Yclr,ls):

(8.B4C)* =024 F +6.H.I.7 wmer

v a

Figura 6.3.22. Solo reproduce la estructura externa.

Categoria ESA
Once estudiantes (A01, A02, A03, A06, A07, A10, All, Al2, Al3, Al4, Al9)

expresan con simbolismo algebraico la estructura externa de las expresiones numéricas
(ESA.1, ver Figura 6.3.20). La igualdad (a-b+c)2 :(a-b)2+c2+2-a-b-c generada
por AO2 es un ejemplo de sus producciones.

Cuatro estudiantes (A04, A08, A09, A20) no expresan invariantes numéricos pero si las
cuasivariables (ESA.2b). En la Figura 6.3.21 se observa que al expresar la estructura de
la igualdad dada con simbolismo algebraico A04 adapta al mismo la percepcién de las

cuasivariables y la no percepcidn del invariante numeérico.

Un estudiante (A15) s6lo expresa la estructura externa (ESA.3). No expresa invariantes,
ni cuasivariables (ver recuadros en Figura 6.3.22).

Categoria RET

Once estudiantes resuelven correctamente. Reproducen de forma exitosa la estructura
numérica dada y la expresan en simbolismo algebraico (ver Figura 6.3.20). Cinco
estudiantes (A04, A08, A09, A15 y A20) no realizan la actividad de forma correcta,
dado que al reproducir numéricamente y al expresar con simbolismo algebraico no

expresan invariantes, ni cuasivariables. Un estudiante (A05) no responde.

Conclusion
En esta actividad cuyas igualdades involucran el cuadrado de la suma
que presenta un término compuesto con producto, once de diecisiete

estudiantes logran realizarla correctamente. Es la percepcion del
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invariante numerico el que impide la correcta realizacion de la tarea en

el resto de casos.

Recuadro 8

[3+5+2][3-(5+2)]=3"~(5+2)’
[17+10+1][17 - (10+1) | =17° (10 +1)’
[8+3+4][8-(3+4)]|=8"~(3+4)

Invariantes y cuasivariables de las expresiones que aparecen en este recuadro:

1. La estructura externa es invariante. Se trata de una igualdad. En el miembro
izquierdo presenta el producto de dos factores; estos factores se forman con dos
operaciones entre los mismos tres numeros, en el primer factor los nimeros se
suman todos, en el segundo factor, al primero se resta la suma de los otros dos. En
el miembro derecho de la igualdad aparece una diferencia de dos numeros elevados
al cuadrado, el primero de ellos coincide con el primer sumando del miembro
izquierdo de la igualdad y el segundo cuadrado con el sustraendo de la diferencia en
el miembro derecho de la igualdad.

2. Todos los numeros se consideran cuasivariables y no hay invariantes numéricos.

Resultados

La actividad 8 es resuelta por 14 estudiantes. La Tabla 6.3.9 muestra las frecuencias
absolutas resultante al clasificar las producciones de los estudiantes de acuerdo a cada

una de las subcategorias.

Tabla 6.3.9. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Actividad 8
REN ESA RET N

REN.1 REN.22 REN.2b REN.3 ESA.1 ESA.2a ESA2b ESA3 RET.1 RET.2 NR

13 1 0 0 13 1 0 0 13 1 3

Categoria REN

Trece estudiantes (A01, A02, A03, A07, A08, A09, Al10, All, Al2, Al3, Al4, Al9,
A20) reproducen la estructura en expresiones numéricas (REN.1; ver Figura 6.3.23).
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“on pimero: [y + 4
Con numeros_|_ 4+ &

_.."_ B (=R, | = A& _ a2\ *
Estudiante A02
Con simbolos algebraicos (letras)

L’C,_ -‘v:’—-‘-‘»‘—li G =\D4 )\‘ ol -5 A ‘;'

Figura 6.3.23. Reproduce la estructura numérica y algebraicamente.

Solamente un estudiante (A04) no reproduce cuasivariables pero si los invariantes

estructurales (REN.2a, ver Figura 6.3.24). Por ejemplo, en la primera expresion
[2+3+4][6—(3+4)] =2° —(3+4)2 que se reproduce numéricamente se observa que el

primer nimero del segundo factor en el miembro izquierdo es distinto tanto del primero

como de la raiz de la primera potencia cuadrada que aparece en el miembro derecho.

Con nismeros[ 7 & A oqjlli_(_o) TR 2~l(3\ L)?‘
Estudiante A04 LiR4QITHO-(8F911 =32-(8 £Q)2

Con simbolos algebraicos (letras):

(A4R+cIIDF (Bye)lzp>-(Bre)?

Figura 6.3.24. No reproduce ni expresa cuasivariables pero si los invariantes.

Categoria ESA

Trece estudiantes (A01, A02, A03, A07, A08, A09, Al10, All, Al2, Al13, Al4, Al9,
A20) expresan con simbolismo algebraico la estructura de las expresiones numéricas
dadas (ESA.1, ver Figura 6.3.23). Solamente un estudiante (A04) no expresa
cuasivariables pero si los invariantes de la estructura (ESA.2a, ver Figura 6.3.24). El
estudiante A04 ha generado una expresion algebraica en la que muestra la no
percepcion de las cuasivariables pero que concuerda con la estructura de las expresiones

numéricas que €l construye.

Categoria RET

Trece estudiantes realizan la actividad correctamente. Reproducen la estructura dada en
expresiones numéricas y la expresan en simbolismo algebraico de forma exitosa (ver
Figura 6.3.23). Un estudiante (A04) no realiza la actividad correctamente. Al reproducir
la estructura dada tanto de forma numeérica como algebraica no reproduce ni expresa

una de las cuasivariables. Tres estudiantes (A05, A06 y A15) no responden.
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Conclusion

Trece de diecisiete estudiantes logran realizar exitosamente esta

actividad en la que aparece una igualdad que involucra la identidad

producto de la suma por la diferencia y que conlleva términos

compuestos con suma. Lo mas llamativo en este caso es el “alto”

namero de estudiantes que no realiza la actividad, en comparacion con

las anteriores, probablemente por ser la Ultima actividad de esta tarea.

6.3.5 Analisis general de los resultados de la 12 tarea-Sesion 3

En esta seccion se realiza un resumen de las principales actuaciones mostradas por los

estudiantes en la resolucion de cada una de las actividades de la tarea 12 de la Sesion 3.

La tabla 6.3.10 recoge de forma conjunta los datos que hay en las tablas particulares de

cada tarea.

Tabla 6.3.10. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sesion 3

REN ESA RET N
Actividad S

REN.I REN.2a REN.2b REN.3 ESA1 ESA2a ESA2b ESA3 RET.I RET.2 NR

1 15 2 0 0 16 1 0 0 15 2 0

2 11 0 2 4 10 0 3 4 10 7 0

3 10 0 3 3 10 0 3 3 10 6 1

4 10 1 4 1 9 1 5 1 9 7 1

5 15 2 0 0 15 2 0 0 15 2 0

6 15 1 0 0 15 1 0 0 15 1 1

7 11 0 4 1 11 0 4 1 11 5 1

8 13 1 0 0 13 1 0 0 13 1 3

Frecuencia 100 7 13 9 99 6 15 9 98 31 7

% 735 51 9.6 6.6 728 44 110 6.6 721 228 51

Analizadas conjuntamente las actuaciones de los estudiantes en las ocho actividades,

observamos, de acuerdo a la Tabla 6.3.10, que en un 73.5% de las resoluciones, los

estudiantes reproducen la estructura de las expresiones numéricas, incluyendo

invariantes numéricos y cuasivariables. Consideramos este resultado muy positivo ya

que independientemente de la expresion considerada: identidad notable completa, o solo

parte de ella, expresion simple o compuesta, con o sin invariante numérico, ha sido

realizada con éxito por un numero alto de estudiantes.
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La informacion del resto de los datos corrobora lo que hemos recogido en las
conclusiones de las diferentes actividades. En un 5,1% de las resoluciones, los
estudiantes no reproducen cuasivariables pero si los invariantes numéricos y de
estructura, y en un 9.6% de las resoluciones los estudiantes no reproducen el invariante
numérico. Considerando que no todas las expresiones presentan invariante numérico
pero si cuasivariables, es mayor el nimero de estudiantes que no reproduce el invariante
numerico que las cuasivariables, de ahi que nos inclinemos a decir que la presencia de
un invariante numérico es un obstaculo para la realizaciéon correcta de la tarea. Las
relaciones que hay que establecer entre los nimeros de las expresiones para
considerarlos cuasivariables también presentan un obsticulo, pero a un nimero menor
de estudiantes que la invariancia numérica. En un 6.6% de las resoluciones, los
estudiantes sélo reproducen la estructura externa. No reproducen invariantes numericos,

ni cuasivariables.

Enel 72.1 % de las resoluciones los estudiantes reproducen numéricamente y expresan
algebraicamente de forma correcta. En el 22.8% las resoluciones de los estudiantes son
resueltas parte correctamente y parte de forma incorrecta. En esta sesiobn no se

consideran resoluciones totalmente incorrectas.

Un alto porcentaje de estudiantes muestran percibir la estructura de las expresiones vy,
casi en su totalidad, la escritura con lenguaje simbdlico de la estructura de las
expresiones dadas coinciden con la de las expresiones numeéricas que ellos construyen.

Al contrastar las distintas actividades que involucran una misma identidad notable en
esta sesion, se observa en la Tabla 6.3.11 que en todas salvo la primera identidad se
mantiene la similitud de datos para las diferentes subcategorias en cuanto al nimero de
respuestas correctas proporcionadas por los estudiantes y en el caso de la primera

identidad la diferencia es muy leve.

Tabla 6.3.11. Contrastacion entre las actividades de la sesion 3

Identidad involucrada Actividad Tipo Respuestas
correctas
Producto de la suma por la 1 INI Simple 15
diferencia-diferencia de cuadrados 8 INC Compuesta 13
Cuadrado de la suma 2 INI Simple 11
7 INC Compuesta 11
Cuadrado de la diferencia 3 INC Simple 10
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Tabla 6.3.11. Contrastacion entre las actividades de la sesion 3

Identidad involucrada Actividad Tipo Respuestas
correctas
4 INI Compuesta 10
Propiedad distributiva-factor 5 INI Simple 15
comdn 6 INC Compuesta 15

INC: Identidad notable completa

INI: Identidad notable incompleta, solo un miembro

Observando esta tabla se puede ver en las dos Ultimas columnas que parece no tener
influencia en la resolucion correcta de la tarea, el que esta sea simple 0 compuesta ni
que la estructura externa corresponda o no a una igualdad (en otras palabras que la
identidad notable esté involucrada completa o incompleta). Por otra parte, las
identidades cuadrado de una suma y cuadrado de una diferencia son las que parecen
ofrecer mayor dificultad a los estudiantes, son las que menos respuestas correctas
proporcionan, en comparacion con las otras identidades consideradas. Entendemos que
viene a ratificar lo que intuiamos en al analisis parcial de las respuestas a cada actividad
sobre la presencia del invariante numeérico: en las identidades cuadrado de la suma y
cuadrado de la diferencia interviene un nimero 2 en el doble producto. Por otra parte
aquellas expresiones en las que aparece la propiedad distributiva-factor comdn y las que
involucran el producto de una suma por una diferencia son las que muestran haber

presentado menos dificultad para los estudiantes.

6.3.6 Resultados de la Tarea 2- Sesion 3

La indicacion dada a los estudiantes es: “De las igualdades que has escrito antes, elige

una que tenga letras y copiala aqui:

Escribe otras igualdades que tengan la misma estructura, inventadas por ti, utilizando

letras, numeros y operaciones”.

Esta tarea fue resuelta por catorce de diecisiete estudiantes. En esta segunda tarea el
estudiante tiene la eleccion de reproducir o expresar igualdades siguiendo como patron
una de las que ha generado en la tarea 1, por tanto puede elegir el tipo de identidad

notable con la cual desea trabajar.

254 Depto. de Diddctica de la Matemdtica. UGR



Perfiles de Alumnos de 392 E.S.O. Relacionados con el Sentido Estructural...

Resultados de la Tarea 2

En la Tabla 6.3.12 mostramos los resultados de la forma como los estudiantes
reproducen las expresiones en esta tarea. Los catorce estudiantes efectian la misma de
forma diferente. Dos estudiantes A13 y A14 reproducen igualdades haciendo uso de tres

identidades notables, mientras el resto reproduce haciendo uso de una identidad notable.

Tabla 6.3.12. Tipo de complejidad de expresion elegida por los estudiantes

Identidad notable

EIECCiéﬂ de Propiedad Producto de Cuadrado Cuadrado de
complejidad Distributiva- una suma por una
, . . de una suma ) .
Factor comun una diferencia diferencia
Simole A01, A02, Al13, AO8y Al3 Al3
P Al4, A20 Al4
Compuesta A03, Al2 Al4, A04y
con producto A09
Compuesta A07, Al10
con suma

Los estudiantes A08 y Al4 confunden la identidad. AO04 y A09 no conservan la invarianza del doble
producto.

Seis de los catorce estudiantes reproducen igualdades basadndose en la propiedad
distributiva. Los seis estudiantes (AO01, A02, A03, Al2, Al4 y A20) realizan
reproducciones correctamente atendiendo a la propiedad en mencién. De estos seis
estudiantes, cuatro de ellos (A01, A02, Al4 y A20) reproducen haciendo uso de

igualdades simples. Por ejemplo el estudiante AO02 escribe la igualdad
d(e—f)=d-e—d-f. A continuacién explica con sus palabras que “En la expresion
d(e— f)=d -e—d- f : he deducido que serfa asi porque un ndmero (d) multiplicado
por una resta (e— f) seria igual al producto del nimero (d) por el primer miembro de la

resta (e), menos el producto del namero (d) por el segundo miembro de la resta (f)”.

Mientras que dos estudiantes (A03 y A12) reproducen haciendo uso de igualdades

compuestas. Por ejemplo el estudiante A03 escribe 2xy+3xy+7y = y(2x+3x+7). Y
el estudiante A12 escribe igualdades como 8y(5x—6y) = 40xy —48y*. Ademés afiade

a lo que escribe: “Para escribir igualdades con esta estructura: a(b—c)za-b—a-c

sustituyo cada letra por un nimero u otra letra y dejo los mismos simbolos”.
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Cinco estudiantes (incluyendo Al4 que reprodujo utilizando la propiedad distributiva)
reproducen igualdades basadndose en la identidad producto de una suma por una
diferencia. De los cinco estudiantes, tres (A07, A10 y A13) realizan reproducciones
correctas atendiendo a la identidad notable. Dos estudiantes (A08 y A14) no reproducen
correctamente. El estudiante A08 reproduce considerando que el producto de una suma

por diferencia es igual al cuadrado de una diferencia, escribe (x—y)(x+y)=(x- y)2.

Mientras que el estudiante Al4 que ha reproducido correctamente una igualdad
haciendo uso de la propiedad distributiva, reproduce escribiendo que la suma de los
cuadrados de dos cantidades es igual al producto de una suma por

diferencia A’ + B* =(A+B)(A—B). De estos cinco estudiantes, tres (A08, A13 y Al4)

reproducen haciendo uso de igualdades simples. Mientras que dos estudiantes (A07 y
A10) reproducen haciendo uso de igualdades compuestas con suma siguiendo los

patrones de las igualdades del recuadro 8.

Cuatro estudiantes realizan reproducciones haciendo uso de la identidad notable
cuadrado de una suma. Dos de ellos (A13 y Al4) expresan correctamente y en forma
algebraica haciendo uso de estructuras simples. Dos estudiantes (A04 y AQ9)
reproducen haciendo uso de estructuras compuestas, pero no reproducen correctamente,
dado que no expresan la invarianza del doble producto, dicho error es un arrastre de la
igualdad que han generado al expresar en forma simbdlica las igualdades dadas en el

recuadro 7.

Solo un estudiante (A13) realiza reproducciones haciendo uso de la identidad notable
cuadrado de una diferencia. Este estudiante utiliza igualdades en su forma simple. Los
datos de dos estudiantes se consideran no codificables dado que uno de ellos (All)
reproduce correctamente pero luego tacha lo que ha escrito y realiza reproducciones que
no son correctas. Otro estudiante (A19) solo copia la igualdad que la toma de las
igualdades que ha expresado algebraicamente en la reproduccion del recuadro 7, pero

no reproduce nuevas igualdades a partir de la seleccionada.

Resumen

De los catorce estudiantes que reproducen creando nuevas expresiones, nueve
estudiantes (A01, A02, A03, A07, A10, Al2, A13, Al4 y A20) expresan la igualdad
conservando los patrones de las estructuras basadas en identidad notable. Dos

256 Depto. de Diddctica de la Matemdtica. UGR



Perfiles de Alumnos de 392 E.S.O. Relacionados con el Sentido Estructural...

estudiantes (A04 y A09) al reproducir igualdades que involucran la identidad notable
cuadrado de la suma no conservan la invariancia del doble producto. Dos estudiantes
(A08 y A14) confunden el producto de una suma por una diferencia con el cuadrado de
una diferencia o desarrollan el producto de una suma por una diferencia como la suma
de cuadrados de dos cantidades. Los datos de dos estudiantes (All y Al9) se
consideran no codificables.

Se observa que al tener en sus manos la eleccién de la identidad notable con la cual
puedan crear una nueva estructura, seis de los catorce estudiantes eligen la propiedad
distributiva, cinco estudiantes eligen la identidad producto de suma por la diferencia,
cuatro estudiantes eligen la identidad cuadrado de la suma y sé6lo un estudiante elige la
identidad cuadrado de una diferencia (los estudiantes A13 y A14 estan incluidos en la
resolucion de tres identidades notables).

6.3.7 Fortalezas y debilidades de la sesion 3
Respecto de la primera tarea, consideramos como fortalezas tanto el tipo de tarea

propuesta a los estudiantes, como la forma de presentar la misma, dado que han
permitido que los estudiantes muestren la percepcion de la estructura de expresiones
numéricas. El trabajar con expresiones numeéricas preparando el camino para un trabajo
posterior con expresiones algebraicas, se convierte en una debilidad por el excesivo
namero de actividades propuestas. Proponemos en este caso se disminuya el nimero de
actividades en una proxima investigacion.

Consideramos como fortaleza de la segunda tarea la libertad dada al estudiante para
elegir la expresion a reproducir en cuanto a identidad notable y complejidad en los
términos a utilizar se refiere. También es una fortaleza en el sentido que nos permite ver

hasta donde es capaz un estudiante de avanzar con respecto a una determinada tarea.

6.4 Sesion 4

Bajo este epigrafe se presenta una descripciéon del analisis de los datos y resultados
obtenidos en relacion con cada una de las ocho sentencias propuestas en la primera tarea
de la sesion 4. La tarea de ampliacion no se describe dado que fue resuelta solo por 4

estudiantes.
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6.4.1 Categorias utilizadas para el analisis de la 12 tarea. Sesion 4
Para recoger las respuestas de los estudiantes a cada una de las sentencias de la Tarea 1

hemos utilizado dos categorias: COM y RET. Estas categorias se detallan con sus
correspondientes subcategorias en la Tabla 6.4.1. La primera categoria estd ligada al
estudio del sentido estructural de los estudiantes. La segunda categoria es semejante a la

considerada en sesiones anteriores con igual denominacion.

Tabla 6.4.1. Categorias para analizar el desempefio de los estudiantes en la Sesion 4.

Categorias Subcategorias
COM COM.1
Completar Se rellena la caja obteniendo una sentencia con igual

expresiones para
obtener una estructura
interna concreta

RET

Realizar
correctamente la
sentencia dada

N
No realizar o no poder
codificar la respuesta

estructura interna en los dos miembros de la igualdad.
COM.2

Se rellena la caja obteniendo una sentencia cuyos
miembros mantienen la estructura interna solo
parcialmente.

COM.3

Completa la expresion sin mantener la estructura interna.

RET.1

Se realiza correctamente.

RET.2

Se realiza parte de la sentencia correctamente y parte
incorrectamente.

RET.3

Se realiza incorrectamente la sentencia.

NR

No se realiza.
NC

No codificable.

6.4.2 Observaciones sobre la sesion 4

A esta sesion asiste un total de dieciséis estudiantes. Las primeras cinco sentencias son
respondidas por casi todos los estudiantes, mientras que mas de un cuarto de la clase se

abstiene de resolver las tres ultimas sentencias de la primera tarea.

En las sentencias 1 y 3 el estudiante no necesita transformar expresion alguna. De igual

forma en las cuatro Gltimas sentencias que se requiere completar dos cajas, en una de las
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cajas el estudiante necesita realizar alguna transformacion sobre las expresiones dadas
aplicando igualdades notables, mientras que en la otra caja no requiere transformar
ninguna expresion. Por tanto distinguimos en esta sesion, si lo que hace el estudiante en
la sentencia es factorizar/desarrollar la identidad notable o en cambio lo que hace es
solo reconocer la equivalencia entre dos miembros de una identidad notable. En el
primer caso, aplicar una identidad notable es utilizar un conocimiento que se tiene para
hacer una transformacion a una expresion o sentencia dada. En el segundo caso se
refiere solamente a reconocer o percibir estructuras y relaciones, no implica accion.
Algunos estudiantes resuelven correctamente pero no justifican su respuesta, sin
embargo, dado que han completado adecuadamente, se considera que han reconocido la

equivalencia de la expresion basada en la estructura interna de la misma.

6.4.3 Indicacion parala 12 tarea de la sesion 4
La indicacién de la sentencia dice: “Completa cada caja con aquellas expresiones que

hacen que la igualdad sea correcta. Indica como sabes que lo que has hecho esta bien”.

6.4.4 Actuaciones de los estudiantes en la 12 tarea de la sesion 4
De forma similar a las sesiones anteriores, en esta seccion se recoge una descripcion de

cada clasificacion de las actuaciones de los estudiantes en cada una de las sentencias. Se
muestran ejemplos ilustrativos de las distintas actuaciones y al final de la descripcion,
para cada sentencia se hace una pequefia conclusién de los datos méas relevantes

ocurridos en la misma.

Sentencia 1

(3x+1)"-(7x-1) —(9xt+1+6x) |

Es una igualdad cuyo miembro izquierdo presenta el producto de dos factores, el
primero es el cuadrado de un binomio y el segundo es una binomio formado por una
diferencia. EI miembro derecho presenta también el producto de dos factores, el primero
es la expresion extendida del primer factor del miembro izquierdo, el otro factor es
desconocido.

Identidad notable: Cuadrado de la suma.

Tipo de expresion: Compuesta, con producto 3x.
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Resultados

La sentencia 1 es resuelta por quince estudiantes. En la Tabla 6.4.2 se recogen las
frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias que detallan la clasificacion de

las actuaciones de los estudiantes en el desarrollo de esta sentencia.

Tabla 6.4.2. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 1

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
12 0 3 12 0 3 1 0
Categoria COM

En esta sentencia, doce estudiantes (A01, A02, A03, A04, A05, A06, A09, A10, Al6,
Al7, A18 y A20) completan la expresion de forma que en los dos miembros se obtienen

expresiones equivalentes, esto es con la misma estructura interna (COM.1, ver Figura

6.4.1). Al colocar la expresion (7x—1) en la caja en blanco entendemos que muestran

. . . . 2 -z
reconocer la equivalencia del binomio (3x+1)° con la  expresion

(9x2 +1+ 6x)

Bx+1)2- (7x=1)= (922 +1+6x) - D

Estudiante A0 g¢ que estd bien porque )

\
/ 4 1
AR I Lo

Figura 6.4.1. Completa la expresion obteniendo la estructura interna.

Tres estudiantes (A07, Al1l, A15) dan muestras de no reconocer la equivalencia entre
las expresiones dadas, dado que rellenan la caja con datos como 1 6 -1 lo que hace que
en la expresion obtenida los miembros de la igualdad no sean equivalentes. Completan

la expresion pero no mantienen la estructura interna (COM.3) (ver Figura 6.4.2).

2. AN s 2 By
Eetudiante Al GX+D?: (Fx=1) = (9x* +1+62)

Sé que esta bien porque

Figura 6.4.2. No mantiene la estructura interna ni la externa.

En referencia a la justificacion, cinco estudiantes se basan en el conocimiento de las

reglas de identidad notable dado que dan explicaciones tales como: “El resultado de
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(3X+1)2 es igual a (9X2 +1+ 6X). El cuadrado de una suma” (ver Figura 6.4.1). Un

estudiante basa su justificacion en el procedimiento operacional de la sentencia, emite la
siguiente justificacion: “si sale un resultado al hacer las antiguas operaciones se le
multiplica por (1) y se queda igual” y nueve estudiantes no dan justificaciones del

porqué de su respuesta en esta sentencia (ver Figura 6.4.2).

Categoria RET

De los dieciséis estudiantes, doce resuelven correctamente (ver Figura 6.4.1). Tres
estudiantes (A07, All, Al5), los mismos que no muestran percibir la estructura interna;
resuelven de forma incorrecta. Un estudiante (A08) se abstiene de resolver esta

sentencia.

Conclusion

En esta sentencia, la cual han resuelto con éxito un nimero elevado de
estudiantes, es necesario “mirar” la igualdad conjuntamente, no ver los
miembros de la misma por separado, y percibir que el primer factor del
producto del miembro izquierdo coincide en estructura interna con el primer
factor del miembro derecho (es su version extendida), por lo que el “hueco”
a rellenar coincide con el segundo factor del miembro izquierdo. Aquellos
estudiantes que lo perciben, realizan la actividad correctamente y caen bajo
la categoria COM.1, los que no lo perciben caen directamente en la
categoria COM.3, es decir, no se presentan respuestas intermedias. Los
errores que se cometen son de falta de percepcion de la equivalencia de las
expresiones extendida y desarrollada contenidas en ambos miembros y

basadas en la identidad notable cuadrado de una suma.
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Sentencia 2

2% -(x2 —2x+l)= 2% -|;|2

Igualdad cuyos dos miembros presentan un producto de dos factores. El primer factor
de los dos miembros es el mismo. En el miembro izquierdo el segundo factor es un
trinomio de segundo grado y en el miembro derecho el segundo factor es una caja
elevada al cuadrado.

Identidad notable: Cuadrado de la diferencia.

Tipo de expresion: Simple
Resultados

La sentencia 2 es resuelta por quince estudiantes. La Tabla 6.4.3 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias que detallan la clasificacion de las
actuaciones de los estudiantes en la sentencia 2.

Tabla 6.4.3. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 2

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
9 1 5 9 0 6 1 0

Categoria COM
En esta sentencia nueve estudiantes (A02, A03, A04, A06, A10, A16, Al7, A18 y A20)

completan la expresion obteniendo la estructura interna de la misma (COM.1). Dado
que la expresion (x2—2x +1) requiere ser transformada en una equivalente con
estructura externa que corresponde a una expresion al cuadrado, al colocar la expresion
(x—l) en la caja en blanco, muestran que han reconocido la estructura interna de la

identidad notable (ver Figura 6.4.3).

28 (-2x+1)=2¢ - [%=]) )’

Estudiante A18 $¢ que estd bien porque_a_exresicn (x*-2x14) es (o difeceuca do wodmdo qué

) L
[ \D}Q(\D € ("' 'ﬂ

Figura 6.4.3. Completa la expresion obteniendo la estructura interna.

Un estudiante (A05) completa la expresion pero no reconoce o utiliza la estructura

interna del trinomio del miembro izquierdo (COM.2). El estudiante tacha el exponente
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que aparece fuera de la caja y rellena esta con (x2 —2X +1), la cual es una expresion

igual a la dada en el miembro izquierdo. Muestra haber reconocido algunas relaciones
internas entre ambos miembros de la sentencia asi como semejanza en estructura

externa (ver Figura 6.4.4).

26 (@ -2+ 1) = 28 - (KT

Estudiante A0S

Sé que esta bien porque §’ ;

Figura 6.4.4. No reconoce alguna de las relaciones internas de la expresion dada.

Cinco estudiantes (A01, A07, A08, A09, All) completan la expresiobn pero no

mantienen la estructura interna (COM.3); completan con respuestas como (x—2—1)

(ver Figura 6.4.5).
2. (@-2x+1)=2x" - 2
Estudiante A0S X ( * ) m

Sé que estd bien porque

Figura 6.4.5. No mantiene la estructura interna ni la externa.

En lo que se refiere a las justificaciones, seis estudiantes se basan en el conocimiento de

las reglas de identidad notable al proporcionar justificaciones como las siguientes: “La
expresion (x2 —2X +1) es la diferencia de cuadrado que es igual a (x—l)z” (ver Figura
6.4.3). Tres estudiantes basan su justificacién en procedimientos operacionales, por
ejemplo un estudiante completa la caja con la expresion (x2 —2+12) y explica “porque

al multiplicar esos numeros por los anteriores, sale una igualdad”.

Seis estudiantes no dan justificaciones del porqué de su respuesta en esta sentencia; tres

de ellos (A04, A10 y A20) resuelven correctamente.

Categoria RET
De los dieciséis estudiantes nueve resuelven correctamente (ver Figura 6.4.3). Seis
estudiantes (A01, A05, A07, A08, A09, All) no resuelven correctamente (ver Figura

6.4.4y 6.4.5). Un estudiante (A15) se abstiene de resolver esta sentencia.

Conclusion
En esta sentencia un numero menor de estudiantes han reconocido la

estructura interna de la expresion extendida del cuadrado de un binomio en
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el miembro izquierdo. Este resultado puede interpretarse como que pasar de
una expresion contraida a su extendida, en una identidad notable ofrece
menos dificultad de percibir por los estudiantes que el proceso inverso. Otra
posible interpretacion es que es mas facil reconocer dicha estructura cuando
tanto la expresion extendida como la factorizada se encuentran presentes.
Como ocurre para la sentencia anterior, las respuestas de los estudiantes que
no se pueden codificar en la subcategoria COM.1 coinciden también en
resolver incorrectamente. Los errores vuelven a ser de no percepcion de

estructura interna de la expresion basada en la identidad notable.

Sentencia 3

(x=7)-(x+7)-[____]=(x* -49)-(5x* 1)

Esta igualdad presenta en el miembro izquierdo el producto de tres factores: dos de ellos
son binomios con los mismos elementos, uno con suma y otro con resta, el tercer factor
es una caja o elemento oculto. EI miembro derecho presenta el producto de dos factores,
el primero de ellos es un binomio equivalente al producto de los dos primeros factores
del miembro izquierdo. El segundo factor es un binomio cuyos elementos y operacion
no guarda relacién con los anteriores.

Identidad notable: Producto de la suma por la diferencia-diferencia de cuadrados

Tipo de expresion: Simple

Resultados
La sentencia 3 es resuelta por dieciséis estudiantes. En la Tabla 6.4.4 se muestra las
frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias en las que se clasifican las

actuaciones de los estudiantes en la sentencia 3.

Tabla 6.4.4. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 3

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
12 0 4 12 0 4 0 0
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Categoria COM

En esta sentencia, doce estudiantes (A01, A02, A03, A04, A05, A06, A08, A10, Al6,
Al7, A18 y A20) completan la expresion obteniendo la misma estructura interna en los

dos miembros de la igualdad (COM.1). Los estudiantes que han reconocido la

equivalencia de la expresion (x—7)(x+7) con la expresion (x2 —49), deducen que la

expresion (5x2—1) es la que falta para completar el espacio en blanco (ver Figura

6.4.6).

(x=7): c+7)- Sk4) J= (22 -49)- (5x*-1)
Estudiante A18

i ’ "0, % x ™)
S¢é que estd bien porque o Pomern PARMESION G Q_(A-ﬂ‘(ﬂﬂ €S ok

a & expreyon (X%-u4)

Figura 6.4.6. Completa la expresion obteniendo la estructura interna.

Cuatro estudiantes (A07, A09, Al11, A15) completan la expresion pero no mantienen la

estructura interna ni la externa (COM.3). No sustituyen la expresion (5x2—1) del

miembro derecho en el espacio correspondiente en la caja del miembro izquierdo. La

Figura 6.4.7 muestra un ejemplo de este tipo de respuesta.

Estudiante A15 (x=7): (x+7): = (x2-49) - (5x2-1)

Sé que esta bien porque

Figura 6.4.7. No mantiene la estructura interna ni la externa.

En referencia a la justificacion en la sentencia, cinco estudiantes se basan en el

conocimiento de las reglas de identidad notable. Al cuestionarles el porqué de su
respuesta emiten respuestas como “la primera expresion que es (x—7)(x+7) es igual a
la expresion (x2 —49)” (ver Figura 6.4.6). Cuatro estudiantes basan su justificacién en

calculos realizados con las expresiones. Siete estudiantes no dan justificaciones del

porgué de su respuesta en esta sentencia.
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Categoria RET
De los dieciséis estudiantes, doce resuelven correctamente (ver Figura 6.4.6). Cuatro
estudiantes (A07, A09, All, Al5) resuelven de forma incorrecta.

Conclusion

En esta sentencia, producto de la suma por la diferencia, se vuelve a dar una
alta tasa de actuaciones de los estudiantes en las que aprecian la identidad
notable distinguiendo las partes de la misma en cada uno de los miembros
de la igualdad aln a pesar de estar acompafiados del producto de otros
factores. No aparecen respuestas codificables en la subcategoria COM.2.
Todas las respuestas que caen en COM.1 son correctas. Los errores son de
percepcion de la estructura interna de las expresiones dadas, en las
categorias codificadas dentro de COM.3 también se detectan errores
causados por falta de dominio de las reglas sintacticas que rigen la

manipulacion del simbolismo algebraico.

Sentencia 4

El miembro izquierdo de esta igualdad es un binomio de orden cuatro. EI miembro
derecho de la igualdad estd compuesto por un producto, el primer factor de dicho
producto estd oculto (caja) y el segundo factor es un binomio con diferencia cuyos
elementos son los elementos del primer miembro divididos por x2.

Identidad notable: Propiedad distributiva-factor comin

Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con producto y potencia 4x*

Resultados

La sentencia 4 es resuelta por dieciséis estudiantes. La Tabla 6.4.5 detalla las
frecuencias absolutas de las subcategorias en las que caen las actuaciones de los

estudiantes en esta sentencia.
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Tabla 6.4.5. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 4

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
10 0 6 10 0 6 0 0

Categoria COM

En esta sentencia diez estudiantes (A03, A04, A05, A07, A08, Al10, Al5, Al6, Al7y
A20) completan la expresion obteniendo la estructura interna de la misma (COM.1).

Para realizar esto han de percibir que la expresion 4x*—x> es equivalente a

X2 o(4x2 —1) por lo que entendemos que los estudiantes que colocan X en el espacio en

blanco son conocedores de dicha equivalencia (ver Figura 6.4.8).
w-n=(F_ ] @y

Estudiante A08 /.
Sé que cstd bien porque 14{ ,mgé,g [Eo~ 4 £ pe Sece L 4 zé L Lo

Figura 6.4.8. Completa la expresion obteniendo la estructura interna.

Seis estudiantes (A01, A02, A06, A09, All, Al18) completan la expresion pero no

mantienen la estructura interna (COM.3) dado que rellenan la caja con datos como

(x2 +1) (ver Figura 6.4.9).

Estudiante A02

Sé que estd bien porque_si o\l plicocony (_,C‘_._i\__\f (- R) . el

(esurada seaa W% - %

Figura 6.4.9. No mantiene la estructura interna ni la externa.

Referente a la justificacion, cuatro estudiantes se basan en el conocimiento de las reglas
de identidad notable. Los estudiantes al cuestionarles el porqué de su respuesta
proporcionaron justificaciones como las siguientes “se multiplica y se saca factor
comun” (ver Figura 6.4.8). Cinco estudiantes basan su justificacion en el procedimiento

operacional de la sentencia, emiten justificaciones tales como “si multiplicamos Xx*+1

y 4x* -1 el resultado seria 4x>—x* ” (ver Figura 6.4.9). Siete estudiantes no dan

justificaciones del porqué de su respuesta en esta sentencia.
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Categoria RET

De los dieciséis estudiantes, diez resuelven correctamente (ver Figura 6.4.8). Seis
estudiantes (A01, A02, A06, A09, All, A18) no resuelven de forma correcta (ver
Figura 6.4.9).

Conclusion

En esta sentencia que involucra propiedad distributiva-factor comun con
términos compuestos con producto y potencia, y que requiere la necesidad
de reconocer y transformar una identidad notable, mas de la mitad de los
estudiantes que realizan la actividad lo hacen de forma correcta. De nuevo
no aparecen respuestas codificables en la subcategoria COM.2. Todas las
respuestas que coinciden en la subcategoria COM.1 son correctas por tanto
los errores son de percepcion de la estructura interna de las expresiones

dadas.

Sentencia 5

(7x2 +3)- (x2 +1) - (7x2 +3)-|;|

Igualdad entre dos fracciones algebraicas. La fraccion del miembro izquierdo de la

igualdad presenta en el numerador dos binomios de segundo grado con suma, en el
denominador un trinomio de cuarto grado. La fraccion del miembro derecho presenta en
el numerador el producto de dos factores, el primero coincidente con el primero de la
fraccion de la izquierda y el segundo factor es un hueco o caja; en el denominador
presenta una caja elevada al cuadrado.

Identidad notable: Cuadrado de la suma

Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con potencia x

Resultados

La sentencia 5 es resuelta por quince estudiantes. En la Tabla 6.4.6 se recoge las
frecuencias absolutas de las actuaciones de los estudiantes en cada subcategoria en la

sentencia 5.
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Tabla 6.4.6. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 5

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
5 3 7 5 9 1 1 0
Categoria COM

En esta sentencia, cinco estudiantes (A0l, A06, A10, Al6 y Al8) completan la

expresion obteniendo la estructura interna de toda la fraccion (COM.1). Para resolver

adecuadamente, la expresion x*+1+2x* requiere ser sustituida por su equivalente.
Entendemos que aquellos estudiantes que colocan la expresion (x2 +1) en ambas cajas

en blanco han reconocido la estructura interna de la expresion basada en la identidad
notable (ver Figura 6.4.10).

(7x243) (x*+1) _ (7x%43). (G4

3 xt+1+2x2 2 2
Estudiante A18 Ged) )
Sé que estd bien porque o iq})”_&_\;h_“_f_qj At es m

4 cxdmdo de wn Save Gue e (and o (LAY o @ expresdd de
A v v \;

Qieday Newe  qre auedacse gl

Figura 6.4.10. Completa la expresion obteniendo la estructura interna.

Tres estudiantes (A07, A17 y A20) completan la expresion pero fallan en reconocer
toda la estructura interna de la sentencia (COM.2). Por ejemplo en la Figura 6.4.11 se
muestra el caso de A17 quien completa la caja con la expresion dada en el denominador

del miembro izquierdo.

(722+3)- (x?+1) _ (7x%+3) -
xb+1+2x2 T 132
Estudiante A17 M’

Sé que esté bien porque

Figura 6.4.11. No reconoce alguna de las relaciones internas de la expresion dada.

Siete estudiantes (A02, A03, A04, A05, A08, A09 y A1l) completan la expresién pero
no mantienen la estructura interna (COM.3). Rellenan las cajas en el numerador con
expresiones que sugieren que no han percibido la estructura interna de la expresion (ver
Figura 6.4.12).
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(72243)- (2+1) _ (72243)-x - )
x*+142x2 (b

Estudiante A11
S¢ que estd bien porque_ e _gque xF fti&;i)ﬁt,m“klzz’\l&\!&i X.¥ .
n : - 3
w Yo mieme posa cue waelle »Y( 7. X 1) . lt,';\»-.-_:_.ﬁ:, pisie stenco
1 @ mef | 4 l., o2 ol woetede secia 1y l?f. - ;‘\ z

Figura 6.4.12. No mantiene la estructura interna ni la externa.

En referencia a la justificacion, dos estudiantes basan sus justificaciones en el

conocimiento de las reglas de identidad notable dado que proporcionaron justificaciones

como las siguientes “La expresion x* +1+2x” es el cuadrado de una suma que es igual
2 .y . . : b3 H
a (X2 +1) y la expresion de arriba tiene que quedarse igual” (ver Figura 6.4.10).

Cuatro estudiantes basan su justificacién en procedimientos operacionales al emitir
justificaciones como sigue “para que x> resulte multiplicas x-x Yy lo mismo para que

resulte x“(xz-x2)+12 que seguiria siendo 1 y luego 1+1x al cuadrado seria

1+1x* = 2x* (ver Figura 6.4.12). Nueve estudiantes no dan justificaciones del porqué de

Su respuesta en esta sentencia.

Categoria RET

De los dieciséis estudiantes cinco resuelven correctamente (ver Figura 6.4.10). Nueve
estudiantes (A02, A03, A04, A05, A07, A08, A09, Al7 y A20) completan parte
correctamente y parte incorrectamente. En este caso distinguimos si lo que se hace en la
expresion dada es solo ver lo que esta desarrollado en el numerador o si lo que se hace
es transformar la expresion del denominador haciendo uso de la identidad notable.
Todos los estudiantes rellenan correctamente la caja del numerador, donde no habia que
reconocer identidad notable (ver Figura 6.4.11). Un estudiante (Al1l) no resuelve

correctamente y un estudiante (A15) no responde.

Conclusion

En esta sentencia que consideramos compleja, ya que hay que percibir la
igualdad de dos fracciones lo que obliga a establecer relaciones entre
numerador y denominador en cada una de las fracciones y a su vez,
relaciones entre numeradores y denominadores de ambas fracciones, es bajo
el nimero de estudiantes que la resuelve con éxito. En este caso aparece la
posibilidad de que las relaciones establecidas sean solo en parte de la

igualdad lo que hace que surjan respuestas que coinciden en la subcategoria
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COM.2. Sigue coincidiendo el numero de respuestas de la categoria COM.1
con la de respuestas correctas RET.1. Los errores son de percepcion de

estructura interna de las expresiones basadas en la identidad notable.

Sentencia 6

-2m*  2m*(2m-1)

2m(2m-1) -(2m-1)

Igualdad de dos fracciones algebraicas. La primera fraccion presenta en el numerador
una caja (elemento culto) menos un monomio con potencia cuatro y en el denominador
el producto de dos factores, un monomio y un binomio, los dos de grado uno, el
binomio con la operacién de resta. La segunda fraccion presenta en el numerador el
producto de un monomio de grado cuatro (el mismo que el del numerador de la fraccién
del miembro izquierdo) y un binomio de grado uno con operacion de resta (el mismo
que el del denominador de la fraccion del miembro izquierdo). En el denominador
incluye un producto de dos factores, el primero desconocido y el segundo coincidente

con el binomio de grado uno del numerador.

Identidad notable: Propiedad distributiva-factor comun.

Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con producto y potencia 2m*

Resultados

La sentencia 6 es resuelta por doce estudiantes. La Tabla 6.4.7 muestra las frecuencias
absolutas de las subcategorias que informan acerca de las actuaciones de los estudiantes

en el desarrollo de esta sentencia.

Tabla 6.4.7. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 6

COoM RET N
CcoM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
3 1 6 3 6 1 4 2
Categoria COM

En esta sentencia solo tres estudiantes (A05, A06 y A10) completan la expresion

llegando a una igualdad cuyos miembros presentan la misma estructura interna
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(COM.1). Estos tres estudiantes muestran que han reconocido la equivalencia de las
expresiones del numerador basadas en la identidad notable (ver Figura 6.4.13).

-2m* 2m*(2m-1)
" 2m(2m-1) = v |- (2m=1)
Estudiante A06

S¢ que estd bien porque

Figura 6.4.13. Completa la expresion obteniendo la estructura interna.

Un estudiante (A16) completa la expresion sin percibir alguna de las relaciones de los
elementos de la misma y cambia un signo para obtener igualdad en los dos miembros.
(COM.2) (ver Figura 6.4.14).

[(ZW\ '“' ¥2m* 2m*(2m-1)
Estudiante A16 2m(2m-1) = - (2m-1)

Sé que esta bien porque

Figura 6.4.14. No reconoce alguna de las relaciones internas de la expresion dada.

Seis estudiantes (A03, A04, A07, A09, A1l y A20) completan la expresion pero no
mantienen la estructura interna (COM.3). Aunque en el denominador han reconocido
que la expresion a completar es 2m, en el numerador dan muestras de no reconocer la
equivalencia de las expresiones basadas en la identidad notable, dado que transforman

la expresion 2m*(2m—1) en expresiones como por ejemplo (+2m—1)—2m*(ver Figura

6.4.15).

(F2n-\) -2m* _ 2mieem-1) !
Estudiante A09 2m(2m—-1) = m - (2m-1)

Sé que estd bien porque_\"\@ (N0 T gpg\‘ R(do (@ cg#g&

Figura 6.4.15. No mantiene la estructura interna ni la externa.

En lo que se refiere a la justificacion, sélo un estudiante se basa en el conocimiento de
las reglas de identidad notable dado que justifica como sigue “En el numerador es el
producto de un nimero por un paréntesis” (ver Figura 6.4.13). Tres estudiantes basan su
justificacion en el procedimiento operacional de la sentencia. Ocho estudiantes no dan

justificaciones del porqué de su respuesta en esta sentencia.
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Categoria RET

De los dieciséis estudiantes solo tres resuelven correctamente (ver Figura 6.4.13). Seis
estudiantes (A03, A04, A07, A09, A16 y A20) completan parte correctamente y parte
incorrectamente. Estos seis casos se deben a que los estudiantes rellenan correctamente

la caja del denominador pero no la del numerador.

Un estudiante (A11) no resuelve correctamente. Cuatro estudiantes (A02, A08, Al5 y
Al18) no responden. Dos estudiantes (A0l y Al7) resuelven parte de la sentencia
correctamente y parte la dejan incompleta, por tanto se consideran no codificables.

Conclusion

Esta sentencia ha resultado la mas complicada hasta ahora, una de las
razones puede estar en que las “letras” usadas como variables no son las
habituales x e y, sino que se ha tomado m y este hecho ha podido confundir
a algunos estudiantes. En esta sentencia las relaciones se pueden percibir
entre numeradores y denominadores, no obstante aparece el binomio 2m-1
en el denominador de las dos fracciones y en el numerador del miembro
derecho, lo que ha podido actuar de distractor a la hora de encontrar
relaciones entre las cuatro expresiones que forman la sentencia. Por otra
parte, es necesario ver la aplicacion de la propiedad distributiva en el
numerador de la fraccion del miembro derecho y no es esto lo usual, sino
gue se usa mas a menudo operar en el miembro izquierdo para llegar al
miembro derecho, en una igualdad. La presencia de términos compuestos
con producto y potencia también ha podido afadir dificultad a la tarea. Los
estudiantes que reconocen la estructura también resuelven correctamente por

lo que en este caso también los errores se deben a no reconocer la estructura.

Sentencia 7
I I e LS
(x+1)(x-1) -1

El miembro izquierdo de esta igualdad esta formado por una fraccion algebraica: en el
numerador aparece un producto de elemento desconocido (caja) por un binomio de
grado dos con suma, y en el denominador un producto de dos binomios de grado uno,

uno con suma y otro con resta, con el mismo término independiente que el del
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numerador. La fraccién del miembro derecho esta formada en su numerador, por un
producto de dos binomios de grado dos, uno con suma y otro con diferencia,
coincidiendo el de suma con el binomio que aparece en el numerador de la fraccion del
miembro izquierdo; en el denominador contiene un binomio formado por una caja y el
mismo término independiente comun al resto de los binomios de toda la sentencia.
Identidad notable: Producto de la suma por la diferencia- diferencia de cuadrados

Tipo de expresion: Simple

Resultados

La sentencia 7 es resuelta por doce estudiantes. En la Tabla 6.4.8 se recogen las
frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias que nos informan de las

actuaciones de los estudiantes en esta sentencia.

Tabla 6.4.8. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 7

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
5 0 6 5 5 1 4 1
Categoria COM

Cinco estudiantes (A03, A06, A10, A18 y A20) rellenan las cajas de manera que
obtienen la misma estructura interna en los dos miembros de la igualdad (COM.1). En
este caso los cinco estudiantes identifican que la expresion del numerador se completa

con el factor que aparece en el numerador del miembro de la derecha que no esta en el
miembro de la izquierda y que la expresién (x+1)(x—1) corresponde a la identidad
producto de una suma por diferencia, por tanto aplican el desarrollo de la misma a dicha

expresion, escribiendo x> en el espacio en blanco del miembro derecho (ver Figura
6.4.16).

< (x%+1) _ (x%=1): (x%41)

Estudiante A18 (108 -1

S€ que estd bien P«wquc_{‘ﬁﬁup@ oS _que Liny, o Uy devauinodors
S0 iwaler scfo e 0 epoau de d€ecade  Gexoe,

Figura 6.4.16. Completa la expresion obteniendo la estructura interna.
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Seis estudiantes (A01, A04, A07, A09, All y A16) completan la expresion pero no

mantienen la estructura interna en la misma (COM.3) (ver Figura 6.4.17).

(x* -0 ) (x2+1) _ (x2-1)- (x2+1)
Estudiante A01 (x+1)-(x-1) W -1

Sé que estd bien porque

Figura 6.4.17. No mantiene la estructura interna ni la externa.

En cuanto a la justificacién, sélo dos estudiantes se basan en el conocimiento de las
reglas de identidad notable dado que justifican como sigue “El producto de una resta por
una suma es igual a la diferencia entre el cuadrado del primero y el cuadrado del
segundo”. Tres estudiantes no permiten ver en su justificacion lo que han pensado para
dar su respuesta “Los he puesto iguales”. Siete estudiantes no dan justificaciones del

porqué de su respuesta en esta sentencia.

Categoria RET
De los dieciséis estudiantes, asistente a la sesion, cinco resuelven correctamente (ver
Figura 6.4.16). Cinco estudiantes (A01, A04, AO07, A09 y Al16) completan parte

correctamente y parte incorrectamente. En estos cinco casos los estudiantes rellenan

correctamente la caja del numerador, sin embargo la expresion (x+1)(x—1) en el

miembro izquierdo del denominador requiere ser identificada para posteriormente
transformarla en diferencia de cuadrados. Un estudiante (All) no resuelve

correctamente.

Conclusion

Como ocurre en la sentencia 5 hay un grupo de estudiantes que la resuelve
correctamente. Se trata de una sentencia en la que la variable se expresa con
la letra x. La comparacion entre numeradores permite ver el elemento que
falta, y en los denominadores, en el del miembro izquierdo aparece el
producto de dos binomios (suma por diferencia) por lo que el seguimiento
de la regla les lleva a que en la derecha ha de aparecer una diferencia entre
los elementos de los binomios elevados al cuadrado. Por otra parte la
expresion no presenta elementos compuestos y no es necesario relacionar

los numeradores con los denominadores. Los errores que cometen los
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estudiantes son debidos a no tomar expresiones apropiadas para obtener la

misma estructura interna en los dos miembros de la igualdad.

Sentencia 8

X*+25-10x (X—5)-\;|
(x=8)(x-3) (x-5)_]

En esta igualdad de fracciones algebraicas la primera de dichas fracciones, sin
elementos ocultos, presenta en el numerador un polinomio de segundo grado (version
extendida del binomio elevado al cuadrado) y en el denominador el producto de dos
binomios de grado uno, con resta, uno de dichos binomios coincide con la version
extendida de su cuadrado que aparece en el numerador. En el miembro derecho, la
fraccion presenta numerador y denominador con la misma composicion, el producto del
binomio cuyo cuadrado, en version extendida, aparece en el numerador de la fraccion
del miembro izquierdo, y una caja que representa una expresion oculta.

Identidad notable: Cuadrado de la diferencia

Tipo de expresion: Simple

Resultados

La sentencia 8 es resuelta por nueve estudiantes. La Tabla 6.4.9 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias que detallan las actuaciones de los

estudiantes en esta sentencia.

Tabla 6.4.9. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 8

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
1 0 6 1 5 1 7 2
Categoria COM

Un estudiante (A06) completa la expresion obteniendo la estructura interna que le
corresponde (COM.1). Este estudiante percibe que x*+25-10x es equivalente al

producto  (x—5)(x—5) pues se trata del binomio elevado al cuadrado (ver Figura

6.4.18).
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x%+25-10x _ (x=5) - (2
Estudiante A06 (x-5)-(x=3) ~ (x=5) - -

Sé que estd bien porquc. el

Figura 6.4.18. Completa la expresion obteniendo la estructura interna.
Seis estudiantes (A01, A04, A07, A09, A10 y All) completan la expresion pero no
mantienen la estructura interna (COM.3). Rellenan la caja del denominador

correctamente con la expresion (x—3) pero no asi la del numerador (ver Figura

6.4.19). Al no justificar sus respuestas no se percibe como ven las relaciones entre las

expresiones.

x2+25-10x _ (x-5) -
Estudiante AO1  (x=5)-(x-=3)  (x-5) -

S¢ que estd bien porque

Figura 6.4.19. No mantiene la estructura interna.

En lo que concierne a la justificacion, sélo un estudiante basa sus justificaciones en el
conocimiento de las reglas de identidad notable, dado que explica diciendo: “Es el
cuadrado de una resta” (ver Figura 6.4.18). Dos estudiantes basan su justificacion en el
procedimiento operacional de la sentencia y seis estudiantes no dan justificaciones del
porqué de su respuesta en esta sentencia.

Categoria RET

De los dieciséis estudiantes s6lo uno (A06) resuelve correctamente (ver Figura 6.4.18).
Es el mismo que clasificamos en la subcategoria COM.1. Cinco estudiantes (A01, A04,
A07, A09 y AI10) completan parte correctamente y parte incorrectamente, las
incorrecciones se producen al escribir expresiones algebraicas que no permiten que los

dos miembros de la igualdad sean equivalentes.

Conclusion

Esta sentencia, por las respuestas de los estudiantes, ha resultado aun de
mayor complejidad que la nimero 6 de esta sesién. Los términos son
simples, la variable estd representada por x y la caja del denominador
coincide con un factor del denominador de la fraccion del miembro

izquierdo, en esto coincide con otras sentencias anteriores que obtienen
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mejor rendimiento de los estudiantes. Lo especial en esta sentencia creemos
verlo en que presentan el mismo aspecto numerador y denominador, ademas
de que en la fraccion del miembro izquierdo presenta la expresion del
cuadrado de una diferencia de forma extendida. Como ocurre en otros casos
de la sesion 2, los estudiantes perciben con mayor facilidad la equivalencia

cuando la expresion contraida se presenta antes que la extendida.

6.4.5 Analisis general de los resultados de la 12 tarea- Sesion 2
En esta seccion se recoge un resumen general de las principales actuaciones mostradas

por los estudiantes en la resolucion de las sentencias de la primera tarea presentadas en

el punto anterior.

La Tabla 6.4.10 recoge de forma conjunta los datos conjuntos que se han ido

recogiendo parcialmente para cada sentencia.

Tabla 6.4.10. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sesion 4

COM RET N
Sentencia
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC
1 12 0 3 12 0 3 1 0
2 9 1 5 9 0 6 1 0
3 12 0 4 12 0 4 0 0
4 10 0 6 10 0 6 0 0
5 5 3 7 5 9 1 1 0
6 3 1 6 3 6 1 4 2
! 5 0 6 5 5 1 4 1
8 1 0 6 1 5 1 72
Frecuencia 57 5 43 57 25 23 18 5
% 44.5 3.9 33.6 445 195 180 140 3.9

Al analizar las actuaciones de los estudiantes en las ocho sentencias y de acuerdo a la
Tabla 6.4.10, se observa que en el 44.5% de las sentencias los estudiantes completan la
expresion obteniendo la estructura interna correspondiente a la identidad notable
inmersa. Muestran reconocer relaciones internas entre los términos, dado que hacen uso
de la identidad notable para transformar alguna expresion (COM.1, ver Figura 6.4.3).
En el 3.9% de las sentencias, los estudiantes completan la expresién obteniendo la
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estructura interna pero no reconociendo o utilizando alguna de las relaciones internas de
las expresiones dadas (COM.2, ver Figura 6.4.4). En el 33.6% de las sentencias, los
estudiantes completan la expresion pero no mantienen la estructura interna ni la externa
(COM.3, ver Figura 6.4.5).

Un 44.5% de las sentencias realizadas por los estudiantes fueron correctas. En el 19.5%
de las sentencias los estudiantes completan parte correctamente y parte de forma
incorrecta y el 18% de las sentencias fueron resueltas de forma incorrecta. Un 14% de

las sentencias no fueron resueltas y el 3.9% se consideran no codificables.

En esta sesion se han dado diferencias entre las resoluciones de las primeras cuatro
sentencias en las cuales tenian que completar una caja y las cuatro Gltimas sentencias
donde tenian que completar dos cajas. En las primeras cuatro sentencias los estudiantes
completan en su gran parte correctamente, no se registran datos no codificables y s6lo
en dos resoluciones hay abstinencia al resolver. Mientras que en las cuatro Gltimas
sentencias que involucran dos cajas a completar es bajo el nimero de respuestas
correctas, es mayor el nimero de respuestas no codificables y se observa mayor nimero

de respuestas no respondidas (ver Tabla 6.4.10).

En la Tabla 6.4.10 se observa que entre las cuatro primeras sentencias que incluyen
completar una caja, en la sentencia 2 que involucra la identidad notable cuadrado de la
diferencia es donde se presenta menor nimero de respuestas correctas. Igual ocurre en
las 4 Gltimas sentencias donde se puede observar que de las cuatro identidades notables
presentadas es en la sentencia 8 que involucra el cuadrado de la diferencia donde el

namero de respuestas correctas es mas bajo.

6.4.6 Fortalezas y debilidades de la sesion 4
En esta sesién sefialamos como fortaleza el haber propuesto unas actividades

algebraicas que al tener una Unica salida, como en este caso es el completar la igualdad,
estimula el uso del pensamiento en el estudiante dado que les promueve la busqueda de
entre sus conocimientos de la identidad notable que corresponde a la expresion oculta o
faltante (incluyendo las sentencias 1 y 3 en las cuales se requiere que reconozcan la

equivalencia entre partes de la identidad notable implicita en la igualdad).

Como debilidad podemos sefialar que para aquellos estudiantes que aun no tienen el

dominio de las identidades notables se les dificulta la percepcion de la estructura con la
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cual se debe completar la caja 0 expresion oculta, obteniendo asi respuestas no

satisfactorias al no tener una segunda opcion de resolucion para la tarea.

Otra de las fortalezas que podemos sefialar es que la primera parte de la tarea guarda
equilibrio respecto a si las expresiones a transformar estan en su version contraida o
extendida. Mas sin embargo, para la segunda parte de la tarea tres de las cuatro
sentencias estan propuestas para transformar de su version extendida a la contraida,
ademaés de estar en forma fraccionaria lo cual se convierte en una debilidad para esta

parte de la tarea.

6.5 Sesion 5

Esta es la ultima sesion del experimento de ensefianza. En la misma se proponen dos
tareas que conllevan diferentes acciones que han sido trabajadas en sesiones anteriores
(no se asigna ninguna tarea de ampliacion). En esta seccion del capitulo se atiende a
cada una de las cuatro igualdades propuestas en la primera tarea de la sesion 5. Posterior
a ésta se describen los datos y resultados de cada una de las cuatro sentencias propuestas

en la segunda tarea.

6.5.1 Categorias utilizadas para el analisis de la 12 tarea- Sesion 5

Hemos utilizado dos categorias REP y RET en el analisis de la resolucion de cada una
de las igualdades de la Tarea 1. La primera categoria esta relacionada con el sentido
estructural de los estudiantes. La segunda categoria es la que consideramos para todas
las sesiones y recoge otros elementos de interés de las respuestas de los estudiantes

relacionados con las dificultades y errores que se ponen de manifiesto (ver Tabla 6.5.1).

Tabla 6.5.1. Categorias para analizar el desempefio de los estudiantes en la Sesion 5.

Categorias Subcategorias
REP REP.1
Reproducir la estructura Se reproduce la estructura tanto externa como interna
dada en ambos miembros de la igualdad.
REP.2

Se reproduce la estructura externa y no la interna. Las
relaciones internas de la expresidn se conservan solo
parcialmente.
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Tabla 6.5.1. Categorias para analizar el desempefio de los estudiantes en la Sesion 5.

Categorias Subcategorias

REP.2a No se reproduce (o solo lo hace
parcialmente) las relaciones internas
“intramiembros™’ pero si las “entremiembros”.

REP.2b No se reproduce (o solo lo hace
parcialmente) las relaciones internas
“entremiembros” pero si las “intramiembros.

REP. 3
Sélo se reproduce la estructura externa.

RET RET.1

Realizar correctamente la Se realiza la reproduccion de la igualdad
reproduccion de la igualdad correctamente.

dada RET.2

Se realiza parte de la reproduccion de la igualdad
correctamente y parte incorrectamente.

RET.3
Se realiza la reproduccion de la igualdad de forma
incorrecta.

N NR

No realizar o no poder No se realiza.

codificar la respuesta NC

No codificable.

6.5.2 Observaciones sobre la Sesion 5
A esta sesion asiste un total de diecinueve estudiantes. La sesidn transcurre con

normalidad, los estudiantes se muestran animados.

6.5.3 Indicacion para las tareas de la Sesion 5
En la primera tarea de esta sesion se pide al estudiante: “Al simplificar varias

fracciones algebraicas se han obtenido las siguientes igualdades. Analiza estas

"En las igualdades entre fracciones algebraicas utilizadas, llamamos relacion intramiembros a la relacién
existente entre numerador y denominador de la misma fraccion, en un mismo miembro de la igualdad y
relacion entremiembros a aquellas relaciones entre componentes de las diferentes fracciones de la
igualdad.
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igualdades y construye otras igualdades que tengan la misma estructura pero con

diferentes numeros y letras”.

6.5.4 Actuaciones de los estudiantes en la 12 tarea de la Sesion 5

En esta seccion se presenta una descripcion de los resultados obtenidos al clasificar las
producciones de los estudiantes utilizando las categorias anteriormente descritas. Se
muestran ejemplos que ilustran las distintas actuaciones de los estudiantes y se finaliza

con una pequefia conclusion de los datos mas relevantes suscitados en cada igualdad.

Igualdad 1

a’—14a+49 1

(a-7)"-(a-7) a-7

En esta igualdad de dos fracciones algebraicas, la fraccion del miembro izquierdo esta
formada en el numerador por un polinomio de segundo grado, desarrollo del binomio de
una diferencia al cuadrado; en el denominador un producto de dos binomios iguales,
uno de ellos al cuadrado, coincide con la expresién contraida del polinomio del
numerador. La fraccion del miembro derecho estd compuesta por una fraccion donde el
numerador es un nimero y el denominador es un binomio con resta de grado 1.

Identidad notable: Cuadrado de una diferencia

Tipo de expresion: Simple
Resultados

La igualdad 1 es resuelta por 19 estudiantes. La Tabla 6.5.2 muestra las frecuencias
absolutas de cada una de las subcategorias que nos informan acerca de las actuaciones

de los estudiantes en el desarrollo de esta igualdad.

Tabla 6.5.2. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Igualdad 1

REP RET N

REP.1 REP.2a REP.2b REP.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC

13 3 0 2 13 3 2 0 1

Categoria REP
Trece estudiantes (A01, A02, A03, A04, A06, AQ09, A10, All, Al2, Al13, Al4, Al6y

A18) reproducen la estructura en ambos miembros de la igualdad estableciendo relacién
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entre los mismos (REP.1). Los estudiantes muestran reconocer las relaciones internas
entre el numerador y denominador del miembro izquierdo y su relacion con la expresion
del miembro derecho, dado que la igualdad que generan presenta conexiones entre las
subestructuras de la expresion fraccionaria del miembro izquierdo y de éstas con las del
miembro derecho (ver Figura 6.5.1). En la figura indicada el estudiante justifica de la

siguiente forma: “En la primera fraccion algebraica el numerador es el cuadrado de una

diferencia que es igual a (a—?)2 que hay en el denominador, por lo tanto se simplifica

a’—14a+49 con (a—7)2 por eso lo que he hecho ha sido hacer una diferencia de

cuadrado”. Suponemos que el estudiante en este caso aunque finaliza diciendo una
diferencia de cuadrados lo que quiere decir es una diferencia al cuadrado o lo que es

igual, el cuadrado de una diferencia.

alel4a+49 _ 1 :
@-7%(a=7) a=7 'b-bb»,zs :&
Estudiante A18 —-—-——#-‘(b_nl. ) ————--S

Construye:

.

T 3 i TG g Tamereor ¢ ARg d

' mdot;k m‘"&,@&m‘&% u;?nm\ od “(a-3N "drqwe Loy J
daownador, pr o tande ® W Smp o G - o 3 U3 con V(a-7) g 05 bo g
lo lecko Lo Sdo Later wa difereudic & wadcads, 8

Figura 6.5.1. Reproduce la estructura conservando relaciones internas y relacionando
ambos miembros.

Tres estudiantes (A05, A07 y AO08) reproducen parcialmente las relaciones
“intramiembros” 'y reproducen totalmente las “entremiembros” (REP.2a). Dichos
estudiantes generan correctamente el producto de binomios en el denominador.
Posteriormente, en el numerador reproducen la estructura del polinomio de segundo
orden, pero no establecen la relacion interna entre los coeficientes del mismo ni de éstos

con el término independiente de los binomios del denominador (ver Figura 6.5.2).

a’sel4a+49 _ 1
(a=7)%2-(a—7) a—7

Estudiante A0S

r iy . ,

9 ) ’ (R f; ’1

Construye: b° —‘__[\Li a. =+ %d‘ J 2 '
T 7, ] \ —

XNz | . 2
Up -3)" .| b- D) | K
v o

Figura 6.5.2. Reproducen parcialmente las relaciones internas (intramiembros).

Dos estudiantes (A15 y A20) sélo reproducen la estructura externa, dado que no

relacionan numerador con denominador en el miembro izquierdo, ni perciben la relacion
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entre los términos del miembro izquierdo con los del miembro derecho (REP.3, ver
Figura 6.5.3).

Estudiante A15 a® + 140+ 49 . | 4 I 515 =
(@a=7%(a=7 a=7 AR - i

(c-9%(-9) D-71

Figura 6.5.3. SAlo reproduce la estructura externa.

Categoria RET

Trece estudiantes (A01, A02, A03, A04, A06, A09, A10, All, Al12, Al3, Al4, Al6,
A18) realizan la reproduccion de la igualdad dada correctamente (RET.1, ver Figura
6.5.1).

Tres estudiantes (A05, A07 y A08) realizan parte de la reproduccion correctamente y
parte incorrectamente (RET.2, ver Figura 6.5.2). En este caso reproducen correctamente
los binomios de los denominadores, en los cuales no se requiere actuar utilizando la
identidad notable, no obstante en el numerador del miembro izquierdo si se requiere el
reconocimiento de la identidad notable para generar la estructura interna que

corresponde al cuadrado de una diferencia (ver Figura 6.5.2).

Dos estudiantes (A15 y A20) no realizan la reproduccion de forma correcta (RET.3, ver
Figura 6.5.3) dado que no relacionan el polinomio de segundo grado del numerador con
los binomios de los denominadores en el miembro izquierdo ni relacionan los términos
de los factores en los denominadores de la igualdad o no conservan términos invariantes

de la igualdad dada. Los datos de un estudiante (A17) se consideran no codificables.

Conclusion

En la resolucion de esta igualdad se obtiene que todos los estudiantes han
realizado la tarea y en todos los casos han mantenido la estructura externa
de las expresiones (se ve en las sumas de REP.1, REP.2a y REP.3). La
estructura interna es percibida por un nimero elevado de los 19 estudiantes
asistentes a pesar que la expresion inicial es el miembro extendido de una
identidad notable (situacion ésta que creemos ha creado algunas dificultades
en sesiones anteriores), cuya expresion contraida aparece en el

denominador. La reproduccion de la estructura interna exige que el
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estudiante perciba la igualdad globalmente y a su vez cada fraccion
separadamente también sea contemplada en su totalidad.
Igualdad 2

x*-(11x-1) 11x-1
X*—6x2  x—6

Esta igualdad entre dos fracciones algebraicas, presenta en el numerador del miembro
izquierdo de la igualdad, el producto de dos factores, uno de ellos es un monomio de
segundo grado y el otro es un binomio de primer grado con resta; en el denominador
contiene un binomio de tercer grado sin termino independiente. En el miembro derecho
de la igualdad, el numerador esta formado por un binomio que coincide con el segundo
factor del numerador de la fraccion del miembro izquierdo y en el denominador un
binomio de primer grado con resta que coincide con uno de los factores que se obtiene

al sacar factor comun en el denominador del miembro izquierdo.

Identidad notable: Propiedad distributiva-factor comun

Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con potencias x*

Resultados

La igualdad 2 es resuelta por 18 estudiantes. La Tabla 6.5.3 muestra las frecuencias
absolutas de cada subcategoria en las que se recogen detalles de las actuaciones de los

estudiantes en el desarrollo de esta igualdad.

Tabla 6.5.3. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Igualdad 2.
REP RET N

REP.1 REP.2a REP.2b REP.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC

15 0 2 0 15 2 0 1 1

Categoria REP
Quince estudiantes (A01, A03, A04, A06, A07, A09, A10, All, Al2, Al3, Al4, Al5,
Al16, A18 y A20) reproducen las estructuras de ambos miembros de la igualdad

relacionandolas (REP.1). Dichos estudiantes conservan la relacion entre el factor comun

x* del numerador con el denominador, en el cual ejerce de factor comdn. Como
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también conservan las relaciones entre los numeradores y denominadores por separado
(Figura 6.5.4).

x?-(11x-1) _ 11x-1
Estudiante A20 x3 = 6x2 x—-6

Construye: b%.(13b-2) _ \3b-—2

= o e 2
b>—-0Cb b-%]

Figura 6.5.4. Reproduce la estructura conservando relaciones internas y relacionando
ambos miembros.

Dos estudiantes (A05 y AO08) reproducen parcialmente las relaciones internas
“entremiembros” dado que AO05 no conserva la relacion interna entre el binomio del
numerador del miembro derecho con el segundo factor del numerador en el miembro
izquierdo y A08 no conserva la relacion interna entre los coeficientes de los segundos
términos en los denominadores (ver recuadros en Figura 6.5.5), sin embargo si
reproducen las “intramiembros” (REP.2b). Es decir, no relacionan el miembro izquierdo

con el miembro derecho, pero conservan las relaciones dentro de cada miembro. En el

caso de A08, al factorizar la expresion y*—4y? en el denominador izquierdo obtendria
la expresion y*-(y—4) donde (y—4) figuraria como el denominador en la expresion

del miembro derecho.

x?-(11x-1) _ 11x-1

= -
Y = “(24-3) _ -
Estudiante A0S X -6x x=6 #—Qj’—ﬂ- —%‘ _

Construye: ,54} = ?’Efz y b

Figura 6.5.5. Reproducen parcialmente las relaciones internas (entremiembros).

Categoria RET

Quince estudiantes (A01, A03, A04, A06, A07, AQ9, Al10, All, Al2, Al3, Al4, Al5,
Al16, A18 y A20) realizan la reproduccion de la igualdad correctamente (RET.1, ver
Figura 6.5.4). Dos estudiantes (A05 y AO08) realizan parte de la reproduccion
correctamente y parte incorrectamente (RET.2). AO08 realiza la reproduccion de los
numeradores en los cuales no se requiere actuar utilizando la identidad notable, no
obstante no realiza la reproduccion entre los denominadores de la igualdad que genera
en las cuales si se requiere la aplicacion de la identidad notable. Mientras A05 no

conserva la relacion interna entre binomios de los numeradores, es decir no relacionan
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el miembro izquierdo con el miembro derecho, pero conservan las relaciones dentro de
cada miembro (ver Figura 6.5.5). Los datos de un estudiante (A17) se consideran no
codificables. Un estudiante (A02) no responde (NR).

Conclusion

La actividad con esta expresion algebraica formada por una igualdad de dos
fracciones ha sido realizada correctamente por un nimero elevado de los
estudiantes asistentes a la sesion. Las fracciones componentes de la
igualdad estan relacionadas tanto entre como intra miembros, lo que exige
una contemplacion de conjunto para la percepcién de estas relaciones. La
propiedad distributiva estd presente en su doble sentido lo que puede haber
facilitado el reconocimiento de la aplicacién de la misma en el momento de
reproducir la estructura en una nueva expresion. Los errores que cometen
los estudiantes estan relacionados con la falta de reconocimiento de

relaciones entre las expresiones.

Igualdad 3

(9x2 —1)-(7x+l)

EECE

Esta igualdad presenta en su miembro izquierdo una fraccion algebraica y en su
miembro derecho un binomio de primer grado. La fraccion estd formada en el
numerador por el producto de dos factores cada uno de ellos es un binomio, el primero
es de grado dos y con resta, el segundo es de grado uno con suma, coincide con el
miembro derecho de la expresion. EI denominador es un producto de dos factores,
binomios los dos, con los mismos elementos, uno con suma y el otro con diferencia.

Dicho producto es equivalente al primer factor del numerador.

Identidad notable: Producto de suma por diferencia-diferencia de cuadrados.

Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con producto 3x.

Resultados

La igualdad 3 es resuelta por 19 estudiantes. La Tabla 6.5.4 detalla la frecuencia
absoluta de cada una de las subcategorias que tratan de las actuaciones de los
estudiantes en esta igualdad.
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Tabla 6.5.4. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Igualdad 3.
REP RET N

REP.1 REP.2a REP.2b REP.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC

11 6 0 1 11 6 1 0 1

Categoria REP
Once estudiantes (A01, A02, A03, A06, A09, All, Al12, Al13, Al4, Al7 y Al8)
reproducen las estructuras de ambos miembros de la igualdad (REP.1). En la igualdad

que generan dichos estudiantes se conserva la equivalencia entre los factores binomios
del denominador (3x+1)(3x—1) y el primer factor del numerador (9x2—1). El
estudiante de la Figura 6.5.6 justifica de la siguiente forma: “Son iguales ya que el

(4x* 1) esta desarrollado en el denominador y al simplificar queda el (3x+1)”.

EEoonsn_ g, e TR
. (3x+1)3x-1 (M % A ) \3 >
Estudiante AQ2 T T S T T - L
= — 9 A ( x-1)
Construye:  ——
W Sen Laualbs VOU QU @\ (M= 5) gl AgIOTONOOC Q0 @l dAlocinniy XY

N ol sonailuac guedo e\ (3x v 1)

Figura 6.5.6. Reproduce la estructura conservando relaciones internas y relacionando
ambos miembros.

Seis estudiantes (A04, A05, A07, A08, Al6 y A20) reproducen parcialmente las
relaciones internas “intramiembros” no obstante si reproducen las “entremiembros”
(REP.2a). Los estudiantes generan correctamente el producto de binomios en el
denominador, sin embargo, en el numerador no muestran reconocer la diferencia de
cuadrados que conlleva el primer factor ni muestran percibir la relacion interna entre los
coeficientes de los términos de este binomio y los coeficientes de los términos de los

factores binomios del denominador (REP.2a, ver Figura 6.5.7). En el ejemplo indicado

se observa que al producto de binomios (4a+2)(4a—2) no se le hace corresponder la

diferencia de cuadrados (16a2 —4).

(::D\L = L\ o QC"L_L X2 \ p }
Estudiante A07 (x*-1)-(x+1) _ .. ., - ‘ ‘ s B
(3x+1)(3x-1) (Ma+ 2)e (La=2)

Figura 6.5.7. Reproducen parcialmente las relaciones internas (intramiembros).

288 Depto. de Diddctica de la Matemdtica. UGR



Perfiles de Alumnos de 392 E.S.O. Relacionados con el Sentido Estructural...

Un estudiante (A15) s6lo reproduce la estructura externa. No muestra percibir la
relacion entre los términos del segundo factor en el numerador del miembro izquierdo
con los términos del binomio en el miembro derecho, no relaciona los términos de los
factores en el denominador de la fraccidn ni establece relacion entre los términos de los
factores que componen el denominador del miembro izquierdo con el primer factor del
numerador en este miembro (REP.3, ver Figura 6.5.8).

(f"'..- \“-(:

. < . {

Estudiante A15 (932 = 1)- (7x +1) ) ,
——— = Tx + 1 {5y o N '

(3x+1)(3x-1) ‘ ( '

Figura 6.5.8. SAlo reproduce la estructura externa.

Categoria RET

Once estudiantes (A01, A02, A03, A06, A09, All, Al12, Al13, Al4, Al7 y Al8)
realizan la reproduccién de la igualdad correctamente (RET.1, ver Figura 6.5.6). Seis
estudiantes (A04, A05, A07, A08, Al6 y A20) realizan parte de la reproduccién
correctamente y parte incorrectamente (RET.2, ver Figura 6.5.7). Reproducen
correctamente los binomios en el denominador, sin embargo en el primer factor binomio
del numerador, que involucra la identidad notable diferencia de cuadrados, no
reproducen correctamente. Un estudiante (A15) no realiza la reproduccion de forma

correcta (RET.3). Los datos de un estudiante (A10) se consideran no codificables.

Conclusion

Las respuestas dadas por los estudiantes a esta sentencia situadas en la
subcategoria de nivel 1 han sido menos frecuentes que en las dos sentencias
anteriores. Ademas de presentar con las anteriores la diferencia propia de la
identidad notable, otra diferencia entre ellas es que el miembro derecho
contiene una expresion no fraccionaria. La relacion entre sus elementos,
centrada en la identidad notable, exige percibir en el numerador de la
fraccion una diferencia de cuadrados cuya equivalencia, producto de un
binomio suma por otro binomio de resta entre los mismos numeros, esta en
el denominador. Los errores en esta igualdad se producen,
fundamentalmente, al reproducir el numerador de la primera fraccion y no

establecer relaciones intramiembros entre los elementos de la fraccion.
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Igualdad 4

(5a2-1)-(5a% +1)
25a* +1+10a?

En esta igualdad, como en la anterior se tiene el miembro izquierdo formado por una

=5a° -1

fraccion y el miembro derecho de la igualdad formado por un binomio, en este caso de
segundo grado con resta. En la fraccion aparece en el numerador un producto de dos
factores, el primero coincide con el miembro derecho de la igualdad; el segundo factor
es un binomio de segundo grado, con suma, elevado al cuadrado. En el denominador de

la fraccion hay un polinomio de cuarto grado, cuadrado del binomio del numerador.

Identidad notable: Cuadrado de una suma.

Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con producto y potencia

5a°.

Resultados

La igualdad 4 es resuelta por 19 estudiantes. La Tabla 6.5.5 muestra las frecuencias
absolutas de cada subcategoria en las cuales se detalla las actuaciones de los estudiantes
en esta igualdad.

Tabla 6.5.5. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Igualdad 4.
REP RET N

REP.1 REP.2a REP.2b REP.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC

11 5 0 3 11 5 3 0 0

Categoria REP

Once estudiantes (AO01, A02, A03, A04, A09, All, Al12, A13, Al4, Al7 y Al8)
reproducen la estructura relacionando ambos miembros de la igualdad asi como
numerador y denominador de la fraccion algebraica del miembro izquierdo (REP.1). En

la Figura 6.5.9 se observa que A02 ha generado en el numerador el binomio cuadrado
2 . .z , -/
(3x2 +1) y en el denominador la expresion (9x4 +1+ 6x2) conservando asi la relacion

interna inmersa en la estructura del miembro izquierdo. De igual forma conserva el

binomio 3x*—1 en ambos miembros de la igualdad. El estudiante justifica de la
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siguiente forma: “Aqui esta desarrollado en el denominador el (3X2 +1)2 y al simplificar

queda 3x* 1.

(5a? - 1)(5a* +1)° S » ’ A
Estudiante A2 R o ol ki S
3 [N A NG <=
Construye:
*Aqul eskd. demosrolada an el As NEANMOGOT N (Bx s 2)* b,

o\ wlon '—4\-\\\"( W Qlado. Ly &

Figura 6.5.9. Reproduce la estructura conservando relaciones internas y relacionando
ambos miembros.

Cinco estudiantes (A07, A08, A10, A16 y A20) reproducen parcialmente las relaciones
internas “intramiembros” no obstante si reproducen las “entremiembros” (REP.2a). Los
cinco estudiantes reproducen correctamente el producto de binomios en el numerador,
sin embargo en el denominador no muestran reconocer el polinomio de cuarto grado
como un trinomio cuadrado compuesto, ni muestran percibir la relacion interna entre los
coeficientes de este trinomio y los coeficientes de los factores binomios de ambos

numeradores (ver Figura 6.5.10).

(5a% - 1)-(5a? + 1) -

5a? — 1
Estudiante A20 25a* + 1+ 10a?

_L g g~
Construye: (3 b *— 2)- (8 b* ) :,_C./_l_’/d;z
>ObM 24 \lo®

Figura 6.5.10. Reproducen parcialmente las relaciones internas (intramiembros).

Tres estudiantes (A05, A06 y A15) s6lo reproducen la estructura externa. No relacionan
numerador con denominador en el miembro izquierdo, ni muestran percibir la relacion
entre los factores binomios del miembro izquierdo con el binomio del miembro derecho
(ver Figura 6.5.11).

Estudiante A15

(502 - 1)(5a® + 1)° <’

—— = 5a°* -1
25a* + 1 + 10a?

Figura 6.5.11. Sélo reproduce la estructura externa.
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Categoria RET

Once estudiantes (AO01, A02, A03, A04, A09, All, Al2, Al13, Al4, Al7 y Al8)
realizan la reproduccion de la igualdad correctamente (RET.1, ver Figura 6.5.9). Cinco
estudiantes (A07, A08, Al1l0, A16 y A20) realizan parte de la reproduccion
correctamente y parte incorrectamente (RET.2). Reproducen correctamente los
binomios de los numeradores, sin embargo, la reproduccion del denominador que
requiere el uso de la identidad notable cuadrado de la suma, la reproducen de forma
incorrecta (ver Figura 6.5.10). Tres estudiantes (A05, A06 y A15) no reproducen

correctamente dado que no conservan las relaciones intramiembros ni entremiembros

(ver Figura 6.5.11).

292

Conclusion

El desempefio de los estudiantes es similar en las dos Gltimas actividades de
esta tarea. La comparacion establecida entre las cuatro actividades
propuestas en esta sesiébn nos muestra que las dos coinciden en ser
compuestas, pero también la sentencia tercera es compuesta y de ella se
obtiene mejores resultados. En las dos sentencias ultimas el miembro
extendido se encuentra en el denominador, lo cual no es lo habitual en las
reglas dadas a los estudiantes. Los errores se producen al no encontrar
relaciones entre numerador y denominador de la fraccion. En las dos
sentencias a las que hacemos referencia la igualdad esta formada por
miembro izquierdo fraccionario y derecho entero.

Por toda esta reflexion entendemos que afecta en la percepcion de la
estructura interna de las expresiones algebraicas en las que hay involucradas
identidades notables, el orden en que se den las mismas siendo mas facil de
percibir si el primer término con el que se encuentran es la version contraida
de las mismas, se trataria de buscar la parte extendida. Otra de las
dificultades, en lo que a las fracciones algebraicas se refiere, es la forma
global en que las sentencias se presenten siendo més favorable si los dos

miembros de la igualdad son fracciones que si lo es uno y el otro no.
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6.5.5 Analisis general de los resultados de la tarea 12 de la Sesion 5
En esta seccidn se hace un resumen general de las principales actuaciones mostradas por

los estudiantes en la reproduccion de las igualdades de la primera tarea presentadas en el

punto anterior.

La Tabla 6.5.6 nos informa de las producciones de los estudiantes, recogidas en las

frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias en el desarrollo de la Tarea 1.

Tabla 6.5.6. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Tarea 1- Sesion 5.

REP RET N
Igualdad

REP.1 REP.2a REP.2b REP.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR NC

1 13 3 0 2 13 3 2 0 1

2 15 0 2 0 15 2 0 1 1

3 11 6 0 1 11 6 1 0 1

4 11 5 0 3 11 5 3 0 0

Frecuencias 50 14 2 6 50 16 6 1 3
Porcentaje 65.8 18.4 2.6 7.9 65.8 21.1 7.9 1.3 3.9

Al analizar las producciones de los estudiantes en las cuatro igualdades que
corresponden a la primera tarea y de acuerdo a la Tabla 6.5.6 se observa que en el
65.8% de las igualdades reproducidas, los estudiantes reproducen la estructura en ambos
miembros de la igualdad conservando las relaciones internas entre los mismos (REP.1,
ver Figura 6.5.1). En el 18.4% de las igualdades que escriben, los estudiantes
reproducen parcialmente las relaciones internas “intramiembros” no obstante si
reproducen las “entremiembros” (REP.2a, ver Figura 6.5.2). En el 2.6%, los estudiantes
reproducen parcialmente las relaciones internas “entremiembros” sin embargo si
reproducen las “intramiembros” (REP.2b, ver Figura 6.5.5). En el 7.9% s6lo reproducen
la estructura externa, dado que no relacionan numerador con denominador en el
miembro izquierdo, ni perciben la relacion entre los términos del miembro izquierdo

con los del miembro derecho (REP. 3, ver Figura 6.5.8).

En lo que concierne al porcentaje de igualdades reproducidas correcta e
incorrectamente, un 65.8% de las producciones realizadas por los estudiantes fueron

correctas. En el 21.1% de las producciones los estudiantes reproducen parte
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correctamente y parte de forma incorrecta (dado que reproducen intramiembros pero no
entremiembros o viceversa) y el 7.9% de las producciones fueron hechas de forma
incorrecta. Un 1.3% de las igualdades no fueron resueltas y un 3.9% se consideran no

codificables.

6.5.6 Categorias para el analisis de la 22 tarea- Sesion 5
En el anélisis de la resolucién de cada una de las sentencias de la Tarea 2 hemos

utilizado dos categorias COM y RET. La primera de ellas esta relacionada con el
sentido estructural de los estudiantes y la segunda categoria, como en sesiones previas,
responde a nuestro interés investigador por realizar el seguimiento de las dificultades y
errores que encuentran los estudiantes. En la Tabla 6.5.7 se detallan estas categorias con

sus correspondientes subcategorias.

Tabla 6.5.7. Categorias utilizadas para la recogida de informacion en la Tarea 2.

Categorias Subcategorias
COM COM.1
Completar expresiones para obtener Se completa la expresién obteniendo la
una estructura interna y externa relacién de equivalencia entre los miembros
concreta. de la igualdad.

COM.2

Se completa la expresiébn obteniendo
equivalencia en parte de la igualdad.

COM.3

Se completa la expresion sin atender a
ninguna equivalencia entre ambos miembros

de la igualdad.
RET RET.1
Realizar correctamente la sentencia Se resuelve completando la sentencia
dada. correctamente.

RET.2

Se resuelve completando parte de la sentencia
correctamente y parte incorrectamente.

RET.3

Se resuelve completando la sentencia de
forma incorrecta.

294 Depto. de Diddctica de la Matemdtica. UGR



Perfiles de Alumnos de 392 E.S.O. Relacionados con el Sentido Estructural...

Tabla 6.5.7. Categorias utilizadas para la recogida de informacion en la Tarea 2.

Categorias Subcategorias
N NR
No realizar o no poder codificar la No se realiza.
respuesta NC

No codificable.

6.5.7 Indicacion para la 22 tarea de la Sesion 5
La indicacién de la tarea es: “Completa cada caja de forma que la parte derecha de la

igualdad se obtenga al hacer una simplificacion de la parte izquierda”.

6.5.8 Actuaciones de los estudiantes en la 22 tarea de la Sesion 5
Mostramos a continuacion una descripcion de los resultados obtenidos al analizar las

respuestas de los estudiantes a la segunda tarea de esta sesién. Como en los casos
anteriores se muestran ejemplos que ilustran las distintas actuaciones de los estudiantes
y se finaliza con una pequefia conclusion de los datos més relevantes que se dan en la

resolucion de cada sentencia.

Sentencia 1

11x- 1
_ |(x+3)

Esta sentencia presenta en el miembro izquierdo del signo igual una fraccion y en el

miembro derecho un numero. La fraccion del miembro izquierdo presenta en el
numerador el producto de dos factores, uno de ellos es un monomio de grado uno, el
otro es una caja o elemento ausente; en el denominador presenta un producto de dos
factores, uno de ellos estd ausente y el otro un binomio de grado uno. Para que al
simplificar la fraccion se obtenga el numero 1 (miembro derecho de la igualdad) es
preciso que en el numerador y denominador de la fraccion sean expresiones
equivalentes.
Identidad notable: No es necesaria

Tipo de expresion: Simple
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Resultados

La Tabla 6.5.8 muestra las frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias
relacionadas con el tipo de actuacion de los estudiantes en el desarrollo de esta

sentencia.

Tabla 6.5.8. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 1.

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR
13 0 5 13 0 5 1

Categoria COM

Trece estudiantes (A01, A02, A04, A06, A07, A08, A09, A10, All, Al12, Al13, Aldy
A18) completan la expresién obteniendo una igualdad (COM.1, ver Figura 6.5.12). El
estudiante (A18) percibe la simplificacion que se debe realizar en el miembro izquierdo
para obtener la expresion del miembro derecho, lo explica con la siguiente justificacion:
“Para que de uno tendrian que irse denominador con el numerador por lo tanto se ponen

los mismos ntimeros y se simplifica toda la fraccion algebraica”.

Para qus dg wo  eudon queirse dwewinader
Estudiante A18 = 1 @ d nomgoder bt R pouen (e
b Mistnes NOMecos So(se & 57"?“‘(0. e (c\

roccioh algdoriiea

Figura 6.5.12. Completa la expresion obteniendo relacion de equivalencia entre los
miembros de la igualdad.

Cinco estudiantes (A03, A15, A16, A17 y A20) completan la expresion sin atender a la
equivalencia entre ambos miembros de la igualdad (COM.3). Muestran no percibir el
proceso de simplificacion en los datos propuestos para que se dé la igualdad como
relacién de equivalencia, por tanto la igualdad obtenida no es verdadera (ver Figura

6.5.13).

Estudiante A03 11x | ‘\\ % |_ 1
Gy &

Figura 6.5.13. Completa la expresion sin atender a la equivalencia de la igualdad.
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Categoria RET

Trece estudiantes (A01, A02, A04, A06, A07, A08, A09, Al10, All, Al2, Al13, Aldy
A18), los mismos que en la categoria COM.1 resuelven completando correctamente
(RET.1). Cinco estudiantes (A03, Al5, Al6, Al7 y A20), los mismos que en la
categoria COM.3, no resuelven de forma correcta (RET.3) dado que al colocar las
expresiones en los espacios faltantes tanto en numerador como denominador, colocan
pares de expresiones como por ejemplo (1, x+8); (1,x—3); (1,0); (5+8,x—3) que no

conservan la equivalencia de la igualdad. Un estudiante (A05) no resuelve (NR).

Conclusién
En esta sentencia los errores radican en que algunos estudiantes no perciben los valores

que conllevan a la simplificacidn para obtener la equivalencia de la igualdad.

Sentencia 2

2

2X—4

3x-(2x-4) 3«

Esta sentencia esta planteada como igualdad de dos fracciones algebraicas. La fraccion
del miembro izquierdo de la igualdad, presenta el elemento desconocido en el
numerador, al cuadrado. EI denominador esta formado por un producto de dos factores,
un monomio y un binomio, ambos de grado uno. La fraccion del miembro derecho
presenta en el numerador el factor binomio del denominador del miembro izquierdo, y
en el denominador el factor monomio del mismo miembro.

La equivalencia de los dos miembros de esta sentencia exige que el elemento
desconocido sea 2x - 4, con lo que se obtiene un binomio con resta al cuadrado, que no
hay que transformar ni considerar su expresion extendida.

Identidad notable: Cuadrado de una diferencia.

Tipo de expresion: Compuesta, término compuesto con producto 2X.

Resultados
La Tabla 6.5.9 muestra las frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias
relacionadas con el tipo de actuacion de los estudiantes en el desarrollo de esta

sentencia.
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Tabla 6.5.9. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 2.

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR
12 2 5 12 2 5 0
Categoria COM

Doce estudiantes (A01, A02, A03, A04, A06, A07, A09, A10, Al12, Al13, Ald y Al8)
completan el elemento faltante en la expresion, obteniendo equivalencia en los dos
miembros de la igualdad (COM.1, ver Figura 6.5.14). Estos estudiantes perciben la
simplificacion que se debe realizar en el miembro izquierdo para obtener la expresion

del miembro derecho. Esto se observa en la justificacion que emiten. Por ejemplo, A13

dice “He puesto (2x—4) porque estd elevado al cuadrado y se simplifica con el de

abajo y luego solo queda un (2x—4)".

3x -(2x-4) 3x
Estudiante A13 He mesto (22-9) page esid devedo ol caadcodo f
‘.-"“F‘l\':‘:“‘ o el ooy ¢ ' W0 Scile ':;*“-kc
un ) A ‘1\

Figura 6.5.14. Completa la expresion obteniendo relacion de equivalencia entre los
miembros de la igualdad.

Dos estudiantes (A16 y A17) completan la expresion viendo alguna relacion entre los
componentes de ambos miembros de la igualdad sin llegar a reconocer completamente
la equivalencia entre ellos (COM.2, ver Figura 6.5.15). EI estudiante A17 completa el
espacio en blanco con la expresion que le corresponde, sin embargo tacha el exponente

que figura fuera de la caja.

Q
Estudiante A17 ex -4 l 2x — 4

3x +(2x—4) T 3x

Figura 6.5.15. Completa la expresion obteniendo la relacion de equivalencia en parte de

la igualdad.
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Cinco estudiantes (A05, A08, All, A15y A20) completan la expresion sin atender a la
equivalencia entre ambos miembros por lo que la igualdad obtenida no es verdadera
(COM.3). Muestran no percibir la relacion de equivalencia que se ha de dar en la
igualdad. Por ejemplo, el estudiante A08 (ver Figura 6.5.16) completa con una

expresion de estructura interna diferente a la necesaria

2
Estudiante A0S 2% ~7) 2x - 4

Figura 6.5.16. Completa la expresion sin atender a la equivalencia de la igualdad.

Categoria RET

Doce estudiantes (A01, A02, A03, A04, A06, A07, A09, A10, Al12, Al3, Al4 y Al8)
resuelven completando correctamente (RET.1, ver figura 6.5.14). Dos estudiantes (A16
y A17) resuelven completando parte correctamente y parte incorrectamente, dado que
colocan correctamente la expresion que corresponde a la caja pero suprimen el
exponente que figura fuera de la misma (RET.2, ver Figura 6.5.15). Cinco estudiantes
(AO05, A08, All, Al15 y A20) no completan de forma correcta (RET.3, ver figura
6.5.16) dado que no perciben la simplificacion que se debe llevar a cabo para conservar

la equivalencia en la igualdad. Completan con expresiones como xX—2; x—4;

2x(2x—4)—-4.

Conclusion

Como ocurre en la sentencia anterior el nimero de respuestas no correctas
proporcionadas por los estudiantes coincide con los que no completan la
expresion siguiendo la estructura de la misma. Los errores se deben a que
algunos estudiantes perciben la equivalencia sélo en parte de la igualdad y
no en su totalidad, mientras que otros estudiantes no perciben ninguna

equivalencia en la igualdad.
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Sentencia 3

(GSEV M
I

En esta sentencia el miembro izquierdo de la igualdad pretende ser una fraccion

amn

algebraica cuando se coloquen los elementos desconocidos, el miembro derecho es un
binomio de grado uno con resta. EI numerador de la fraccion es un producto de dos
factores uno de ellos es un binomio de grado uno con suma (coincide con el binomio del
miembro izquierdo salvo en el signo), el otro factor es una caja o elemento deconocido;

el denominador de la fraccion es una caja.
Identidad notable: No es necesario considerar ninguna

Tipo de expresion: Simple

Resultados
La Tabla 6.5.10 muestra las frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias

relacionadas obtenidas al clasificar las respuestas de los estudiantes en esta sentencia.

Tabla 6.5.10. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 3.

COM RET N

COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR

15 0 3 15 0 3 1
Categoria COM

El nimero de estudiantes que completan la expresion obteniendo equivalencia entre los
miembros de la sentencia ha sido quince (A01, A02, A03, A04, A06, A07, A09, Al0,
All, Al2, Al13, Al4, Al6, Al7 y Al8) (COM.1) Por ejemplo, en la Figura 6.5.17 se
observa como el estudiante AQ7 percibe la simplificacion que se debe realizar en el
miembro izquierdo para obtener la expresion del miembro derecho vy justifica diciendo

“Porque al simplificar se eliminan el primero de arriba y el de abajo entonces se queda

soloel (x—1)”.
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Figura 6.5.17. Completa la expresion obteniendo relacion de equivalencia entre los
miembros de la igualdad.

Tres estudiantes (A08, A15 y A20) completan la expresion sin atender a la equivalencia

entre ambos miembros de la igualdad (COM.3). En el ejemplo se observa que el

estudiante percibe alguna relacion en la igualdad, por tanto coloca un (—l) en el

numerador con la intencion de cambiar el signo al término independiente del factor

binomio en el miembro izquierdo, y mientras en el denominador coloca un (+1),

mostrando con esta actuacion que se requiere cambio de signo para obtener la expresion
de la derecha, sin embargo muestra no percibir la distributividad del signo que coloca
(ver Figura 6.5.18).

Estudiante A0S (x+1) - E |

Figura 6.5.18. Completa la expresién sin atender a la equivalencia de la igualdad.

Categoria RET.

Quince estudiantes (A01, A02, A03, A04, A06, A07, A09, A10, All, Al2, Al3, Al4,
Al6, Al7 y A18), los mismos estudiantes que en la categoria anterior, resuelven
completando correctamente (RET.1, ver Figura 6.5.17). Tres estudiantes (A08, Al5 y
A20) no resuelven de forma correcta dado que no perciben los binomios a simplificar

para que se dé la relacion de equivalencia. El estudiante A15 escribe los pares de

expresiones (+1),(x+6) y A20 escribe los pares (7+5),(9-5) (RET.3, ver Figura
6.5.18). Un estudiante (A05) no resuelve (NR).

Conclusion

Similar a las sentencias anteriores el nimero de respuestas no correctas
proporcionadas por los estudiantes coincide con los que no completan la

expresion, de acuerdo con la estructura de la misma. Los errores cometidos
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por los estudiantes se deben a que no muestran percibir los términos Unicos
que deben completar las cajas de manera tal que realizada la simplificacion

se conserve la equivalencia.

Sentencia 4

X2 . X2

T ——

Esta igualdad muestra fracciones algebraicas en los dos miembros. En el miembro

izquierdo tanto numerador como denominador estan formados por el producto de dos
factores, en ambos casos el segundo factor es una caja, el primer factor es un monomio
de orden dos, en el numerador, y un binomio de grado uno con resta, en el
denominador. EI miembro derecho coincide con el miembro izquierdo salvo que no
tiene cajas. Cualquier expresion es valida con la condicidn de que en las dos cajas se
coloque la misma.

Identidad notable: No exige la utilizacion de identidad notable alguna.

Tipo de expresion: Simple

Resultados
La Tabla 6.5.11 muestra las frecuencias absolutas de cada una de las subcategorias que

informan del tipo de actuacion de los estudiantes en el desarrollo de esta sentencia.

Tabla 6.5.11. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Sentencia 4.

COM RET N
COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR
14 0 4 14 0 4 1

Categoria COM

Catorce estudiantes (A01, A02, A03, A06, A08, A09, A10, All, Al2, Al13, Al4, Al6,
Al17 y A18) realizan esta actividad completando las cajas y obteniendo expresiones
equivalentes en los dos miembros de la igualdad. Perciben que se deben completar las
cajas con un mismo valor, de forma que al efectuar la simplificacion en el miembro
izquierdo se pueda obtener la expresion del miembro derecho. Esto se corrobora en la

justificacion que emiten. Por ejemplo el estudiante A12 dice: “Se puede poner cualquier
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nimero o expresion pero debe ser la misma en las dos cajas (COM.1, ver Figura
6.5.19).

e
(x—1)- [_:4_] T x=1
Estudiante A12 A
LR g Ae PoN”? cane ¢ Qeei el NMAGEND ¢
e eSS N 37 Aolb = den "(;(
| |
YA M 2fn VoA Kot o =l

Figura 6.5.19. Completa la expresion obteniendo relacion de equivalencia entre los
miembros de la igualdad.

Como hecho relevante, observamos que algunos estudiantes completan las cajas con
simbolos algebraicos y otros completan con nimeros concretos (ver Figura 6.5.20).

r TR |
o, DO WYY e

(x=1) [ )*‘ x=1

Estudiante A13 = S o o ol seedlbade

oS |

Figura 6.5.20. Completa la expresion obteniendo relacion de equivalencia entre los
miembros de la igualdad.

Cuatro estudiantes (A04, A07, A15 y A20) completan la expresién sin atender a la
equivalencia de ambos miembros de la igualdad por tanto la igualdad obtenida no es
verdadera (COM.3, ver Figura 6.5.21).

xz,(3+'8) _ x?
D ]

Figura 6.5.21. Completa la expresion sin atender a la equivalencia de la igualdad.

Estudiante A20

Categoria RET
Catorce estudiantes (A01, A02, A03, A06, A08, A09, Al10, All, Al12, Al3, Al4, Al6,

Al17 y A18) resuelven completando correctamente (RET.1, ver Figuras 6.5.19 y 6.5.20).
Cuatro estudiantes (A04, A07, A15 y A20) no resuelven de forma correcta al no percibir
que las cajas deben ser completadas con un mismo valor, para que al realizar la
simplificacion en el miembro izquierdo puedan obtener la expresion del miembro

derecho (RET.3, ver Figura 6.5.21), entre algunos pares de expresiones gque colocan

tenemos (x—1),(x+1); (xz),(x—l) y (3+8),(x+1). Un estudiante (A05) no resuelve.
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Conclusion

Al igual que en las sentencias anteriores el nimero de respuestas no
correctas proporcionadas por los estudiantes coincide con los que no
completan la expresion siguiendo la estructura de la misma. Los errores se
deben a que algunos estudiantes no perciben que las cajas deben ser
completadas con un mismo valor para que llevada a cabo la simplificacion
en el miembro izquierdo dé como resultado la expresion del miembro

derecho.

6.5.9 Analisis general de los resultados de la 22 tarea de la Sesion 5
En esta seccion se recoge un resumen general de las principales actuaciones mostradas

por los estudiantes en la resolucién de las sentencias de la segunda tarea de esta sesion.

La Tabla 6.5.12 nos informa de las frecuencias absolutas en cada una de las
subcategorias en las que se clasifican las producciones de los estudiantes en el

desarrollo de la Tarea 2.

Tabla 6.5.12. Frecuencias absolutas de cada subcategoria en la Tarea 2-Sesion 5

_ COM RET N
Sentencia

COM.1 COM.2 COM.3 RET.1 RET.2 RET.3 NR

1 13 0 5 13 0 5 1

2 12 2 5 12 2 5 0

3 15 0 3 15 0 3 1

4 14 0 4 14 0 4 1

Frecuencias 54 2 17 54 2 17 3

Porcentaje 71.1 2.6 22.4 71.1 2.6 22.4 3.9

Una vez analizadas las actuaciones de los estudiantes en las cuatro sentencias de la
Tarea 2 y de acuerdo a la Tabla 6.5.14, se observa que en el 71.1% de las sentencias, los
estudiantes completan el espacio faltante de forma exitosa, obteniendo equivalencia
entre los miembros de la igualdad (COM.1, ver Figura 6.5.14). En el 2.6% de las
sentencias, los estudiantes completan la expresién no reconociendo o utilizando alguna

de las relaciones internas de las expresiones dadas que se requiere para obtener la
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equivalencia (COM.2, ver Figura 6.5.15). En el 22.4% de las sentencias, los estudiantes
completan la expresion sin atender a la equivalencia entre ambos miembros por lo que
la igualdad obtenida no es verdadera (COM.3, ver Figura 6.5.16).

En cuanto al porcentaje de respuestas correctas e incorrectas en un 71.1% de las
resoluciones a las sentencias los estudiantes completan correctamente. En el 2.6% de las
resoluciones a las sentencias los estudiantes completan s6lo parte correctamente y en el
22.4% de las resoluciones a las sentencias los estudiantes resuelven de forma incorrecta.

Un 3.9% de las sentencias no fueron resueltas.

6.5.10 Fortalezas y debilidades de la sesion
Con respecto a la primera tarea de esta sesion, entre las fortalezas que podemos sefialar

son las igualdades algebraicas propuestas en la misma. Estas igualdades promueven en
el estudiante la busqueda de relaciones entre los términos y expresiones que las
componen, permitiéndoles asi fijar o afianzar sus conocimientos acerca de cada una de
las estructuras que componen las identidades notables. Ademas, en esta Gltima sesion el
haberles permitido a los estudiantes contar con el resumen de las identidades notables
en una lamina a la vista en el aula, les ayudd a percibir de mejor forma la estructura de
las identidades notables inmersas en las primeras cuatro igualdades de la primera tarea.
Para aquellos estudiantes que aun no estan familiarizados con la estructura de las
identidades notables, el trabajo con este tipo de expresiones algebraicas que incluyen
fracciones algebraicas se convierte en una debilidad dado que se les dificulta establecer
relaciones entre las partes que componen las igualdades dadas.

En lo que respecta a la segunda tarea de esta sesion una de las fortalezas es promover
las relaciones entre los términos de los espacios ocultos y los componentes de una
expresion. Como debilidad podemos sefialar que algunos estudiantes al no establecer
relaciones entre los componentes de la expresion dada, presentan la dificultad de no

percibir la equivalencia inmersa en la igualdad.
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Capitulo 7. Analisis individual del
desempeno de los estudiantes

En este capitulo se muestran los perfiles de comportamiento de los estudiantes en el
experimento de ensefianza que hemos llevado a cabo. En primer lugar se recoge una
justificacion de la presencia de diferentes descriptores del sentido estructural en las
tareas de las cinco sesiones de trabajo. Posteriormente, y para cada perfil, incluimos
representaciones gréficas que ilustran el desempefio de cada estudiante y ayudan a la
caracterizacion de cada uno de ellos. Dichas graficas aparecen en tamafio pequefio por
dos motivos: a) para no ocupar mucho espacio, y b) para que se vean conjuntamente
todas las gréficas del perfil. Para ver las graficas con mas detalle se puede consultar el
Anexo K. También se presentan una reflexion global de la forma de trabajar de los

estudiantes en las diferentes sesiones y los errores que cometen.

7.1 Presencia de los descriptores en las diferentes sesiones

Los estudiantes, participantes como sujetos en esta investigacion, trabajan en las
sesiones llevadas a cabo en la misma, sobre diferentes descriptores del sentido
estructural (ver apartado 3.16.1) si bien no son todos los recogidos en el capitulo 3.
Tratamos de sefialar y relacionar con cada una de las cinco sesiones aquellos
descriptores que consideramos mas significativos de la misma, lo cual no quiere decir

que hayan sido los unicos descriptores sobre los que se ha trabajado.

En la primera tarea de la Sesion 1 el estudiante ha de comprobar si son 0 no igualdades
varias sentencias, en el caso de serlo la sentencia es verdadera y en caso contrario sera
falsa, la tarea plantea que calculen para comprobar. Posteriormente, una vez dilucidado
las que son verdaderas y las que son falsas, habrd de modificar las falsas para

transformarlas en verdaderas.

Estas acciones que han de realizar los estudiantes nos llevan a considerar que reconocer
relaciones (descriptor A) esta presente en la sesion 1. La justificacion para esta

consideracién es la siguiente: en el caso de que el estudiante cumpla lo indicado en la
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tarea y opere, al menos al modificar la expresion, para hacerlo correctamente, ha de
establecer la relacion de igualdad entre los dos miembros de la expresion dada; si no
opera, es que directamente ha percibido la relacion de igualdad o desigualdad entre los
dos miembros de las expresiones.

Por su parte, la misma tarea indica que se realicen modificaciones, por lo que el
descriptor J también esta presente. Ahora bien en el descriptor se indica que la
modificacion se hara con el objetivo de obtener una estructura externa o interna
concreta. Puede haber estudiantes que modifiquen sin tener en cuenta estructura alguna
sino que lo hagan numéricamente, en este caso se dejara constancia de ello.

Se podria considerar que reconocer estructura interna (descriptor C) también esta
presente en esta sesion 1, pero creemos que queda contemplado en los descriptores A
(ya que las relaciones pueden basarse en las estructura de las expresiones) y en el J (las
modificaciones pueden apoyarse en la estructura de las expresiones) por lo que no se

consigna el descriptor C.

En la primera tarea de la Sesion 2, en la que se ha de conseguir igualdades completando
valores ausentes, entendemos que el descriptor principal presente es el reconocimiento
de estructura interna (C) por encima de reconocer relaciones que quedaria inmerso en el
anterior. Completar expresiones es un descriptor (I) que se exige desde la tarea.

El descriptor (K) que hace referencia a identificar subestructuras dentro de una
expresion y tratarlas como una sola entidad... estd presente en esta sesion toda vez que

en algunos casos se trabaja con expresiones compuestas.

En la primera tarea de la sesion 3, se proporciona a los estudiantes tres expresiones de
igual estructura externa, y ha de escribir dos expresiones numéricas y una algebraica
con la misma estructura externa. El estudiante puede fijarse en una sola de las
expresiones dadas y reproducir su estructura externa. Si bien para crear dicha estructura
externa se requiere percibir alguna relacion entre los nimeros, las operaciones entre
ellos, los paréntesis; entendemos que la relacion mas fuerte que se puede reconocer no
son esas sino la que se percibe al contemplar las tres expresiones a la vez y distinguir la
regularidad que presentan. El descriptor A sefialado en S3 hace referencia a dicho

reconocimiento.
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Al solicitar en la tarea que se reproduzca la estructura externa, consideramos el
descriptor B que hace referencia al reconocimiento de la estructura y el descriptor H que
hacer referencia a la reproduccion de estructura.

Dado que se ha de escribir la misma expresion con simbolismo algebraico,
consideramos adecuado sefialar el descriptor G.

También consideramos el descriptor (K), identificar subestructuras dentro de una
expresion y tratarlas como una sola entidad... esta presente en esta sesion ya que se

trabaja con algunas expresiones compuestas.

Para la segunda tarea de esta misma sesion son validas las mismas reflexiones hechas

para la primera tarea.

En la primera tarea de la sesion 4 se proporciona a los estudiantes sentencia con
expresiones ocultas y se les solicita que las completen de manera que las sentencias se
transformen en una igualdad. Entendemos que en esta sesidn el descriptor con mayor
presencia es reconocer estructura interna (C), los estudiantes han de rellenar las cajas
con expresiones algebraicas equivalentes a las dadas. El establecer relaciones quedaria
inmerso en este descriptor. También se considera el completar expresiones, si bien estas
pueden ser completadas sin percibir la estructura interna de las expresiones, en cuyo
caso creemos que el resultado no llevaria a la igualdad. Para la 22 tarea de esta sesién

siguen siendo validas las mismas reflexiones.

En la sesion 5, en la primera tarea cuyas actividades presentan igualdades entre
fracciones algebraicas, los estudiantes han de construir otras expresiones conservando la
misma estructura. En la 22 tarea, también se presentan igualdades con fracciones
algebraicas en uno o los dos miembros de la igualdad y con elementos ocultos. Los
estudiantes han de completar esos elementos de tal forma que las igualdades se
mantengan y sean expresiones verdaderas. En esta sesion el descriptor reconocer
relaciones (A) esta muy presente pues las igualdades han de verse como un todo,
relacionando los numeradores y denominadores de cada una de las fracciones y a su vez

las dos fracciones entre si.

A su vez se han de reconocer estructura interna (C) de diferentes expresiones para poder

rellenar las cajas.

Dado que en algunos casos las cajas admiten una respuesta multiple, consideramos

presente el descriptor (G).
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Los descriptores reproducir estructura (H) y completar expresiones (1) estan presentes

por la exigencias de las tareas.

También consideramos el descriptor (K) que ligado a la identificacion de subestructuras

en esta sesion en la que la mitad de las expresiones son compuestas.

De forma resumida recogemos en la Tabla 7.1 los descriptores, que creemos mas

significativos, trabajados en cada una de las sesiones.

Tabla 7.1. Descriptores utilizados en cada una de las sesiones
Descriptores S1 [S2 |S3|S4 |S5

Reconocer Relaciones...

Reconocer Estructura Externa...

Reconocer Estructura Interna...

Expresion Simbolismo Algebraico...

I ®O O W >

Reproducir Estructura...

I | Completar Expresiones...

[

Modificar Expresiones...

K | Identificar subestructuras en expresion ...

Se aprecia que el reconocer relaciones, se considera significativo en tres de las sesiones,
asi como reconocer estructura interna e identificar subestructuras, son los descriptores
que entendemos mas influyentes, desde el punto de vista conceptual, en nuestro
experimento. Asi mismo completar expresiones aparece en tres sesiones, este es desde
el punto de vista procedimental el descriptor més influyente. Reconocer estructura
externa y modificar expresiones son los descriptores presentes pero menos
representativos, el primero de ellos mas ligado a lo conceptual y el segundo a lo

procedimental.

7.2 Perfiles

Consideramos perfil de comportamiento a la tendencia que muestra un estudiante o un
grupo de estudiantes ante las tareas que se les han propuesto en las diferentes sesiones
del experimento de ensefianza. Para llegar a estos perfiles se han construido varios tipos
de representacion grafica con los datos del desempefio de los estudiantes, utilizando su

codificacion por medio de las categorias elaboradas para tal fin (presentadas en el
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capitulo 6 de esta memoria). Estas representaciones se han realizado con la ayuda del
Programa de Andlisis cualitativo MAXQDA10, a partir de la suma ponderada de las
frecuencias con que han aparecido los valores de las diferentes categorias utilizadas
para describir el desempefio en las tareas. Los factores de ponderacion han sido 1 para
las frecuencias que corresponden a las subcategorias de nivel 1 (ejemplo RIN.1 de la
primera sesion) y 0,5 para las que corresponden a las subcategorias de nivel 2 (ejemplo
RIN.2 de la primera sesion). Cuando se produce la falta de datos en una sesion debido a
que el estudiante no ha asistido a la misma se prescinde de ella en la representacion
gréfica lo que provoca, en ocasiones, que no se aprecie a simple vista la coincidencia en
la tendencia de la gréfica. Hemos decidido hacerlo asi para que entrasen en juego todos
los estudiantes participantes, ya que suprimir los que han faltado a alguna sesién reducia

drasticamente el nimero de los mismos que ya de por si no es elevado.

Los perfiles identificados son caracterizados de forma cualitativa en una tabla que
recoge aquellos elementos comunes al desempefio de los estudiantes, de acuerdo con los
descriptores mas representativos considerados en cada sesion, (presentados en el punto
anterior). Esta caracterizacion es resultado del analisis comparado del desempefio de
cada estudiante descrito en términos de los descriptores que se recogen en el apartado
3.16.1 de esta memoria. Dichos listados corresponden a la segunda columna de las
tablas que aparecen en el Anexo J. El analisis conjunto de la tendencia percibida por
medio de las gréaficas y de esta informacion cualitativa nos lleva a considerar siete
perfiles de comportamiento de estos estudiantes.

7.2.1 Perfil 1
El perfil 1 estad formado por los estudiantes A06, A12, A13, Al4 y A19, de los cuales

A19 no asiste a las dos sesiones Gltimasy Al12, A13, Al4 no asisten a la cuarta sesion.
La representacion grafica de la Figura 7.1 muestra una tendencia comun en el
desempefio de estos estudiantes: en la primera sesién presentan un valor bajo, 0 muy
bajo, respecto a su trabajo relacionado con un descriptor del sentido estructural,
alcanzando un valor alto en el caso de la segunda o tercera sesion y manteniéndose, o

siendo ligeramente inferior como es el caso de A06, en las sesiones siguientes.
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Graficas del perfil 1
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Figura 7.1. Representacion gréfica de los estudiantes del Perfil 1.

Caracterizacion del perfil 1

Tabla 7.2. Caracterizacion del perfil 1. Elementos comunes

Expresiones numéricas

Expresiones algebraicas

Reconocen estructura interna
Completan todas las expresiones
Reconocen estructura externa

Reproducen estructura

Utilizan simbolismo algebraico

Reconocen estructura interna
Completan todas las expresiones
Reproducen estructura interna

Identifican todas las subestructuras
presentes en la tarea
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En la tabla 7.3 se muestran las variaciones del perfil 1 presentadas para cada tipo de

expresion.

Tabla 7.3. Variaciones del perfil 1

Tipo de Variacion 1 Variacion 2 Variacion 3
expresion
No muestra No muestra Muestra reconocer
reconocer relaciones  reconocer relaciones relaciones
No modifica Modifica cambiando  Modifica segln
Numeéricas datos numéricos identidad notable.
Identifica todas las Identifica Identifica todas las
subestructuras subestructuras subestructuras
presentes en latarea  producto, potencia presentes en la tarea.
Reconoce relaciones  Reconoce relaciones  Reconoce relaciones.
en algunos casos
Algebraicas No expresa con Expresa con No expresa con
simbolismo simbolismo simbolismo
algebraico algebraico algebraico

Como se aprecia tanto en las representaciones graficas como en la comparacion
cualitativa de los resultados, las respuestas de estos estudiantes muestran adecuarse

tanto en expresiones aritméticas como en algebraicas, a la mayoria de los descriptores.

Las variantes en este perfil, en expresiones numéricas, se deben a tres elementos: a) al
reconocimiento de relaciones en donde alguno de los estudiantes no da muestras de
percibir las mismas y otros si.; b) al hecho de modificar las expresiones falsas para
transformarlas en verdaderas que o no se modifica; o se hace cambiando datos, o se
hace aplicando las relaciones percibidas basadas en identidades notables; y c) la
identificacion de subestructuras que en unos casos se trabaja adecuadamente en todas
las expresiones con subestructuras presentes y en otros casos solo con parte de ellas. Por
lo que se refiere a las expresiones algebraicas, las variantes estan en: a) reconocer
relaciones en todos los casos o en parte de los mismos; b) expresar o no con simbolismo

algebraico en expresiones que lo requerian®.

® Este descriptor se refiere, en todos los perfiles, a la percepcion y emisién de una
respuesta generica en actividades que asi lo requieren.
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7.2.2 Perfil 2

El grupo de estudiantes que conforman el perfil 2 es A01, A02, A03, A04. Como se
aprecia en la Figura 7.2 su caracteristica principal es presentar una baja moderada en la
sesion cuarta. Este perfil presenta similitud con el perfil 1 en la parte correspondiente a
las tres primeras y ultima sesiones. De la primera a la tercera sesion se registran
ascensos. No obstante, reconocer estructuras de identidades notables, en el proceso de
completar expresiones numéricas, y ver una respuesta genérica como solucién a una
actividad, ha resultado ser una dificultad para este grupo de estudiantes. A su vez, les
resulta de mayor facilidad reconocer estructuras externas, reproducirlas y utilizar
simbolismo algebraico para expresar la generalizacion de las mismas. Cambia la
tendencia ascendente en la cuarta sesion, en la que se pone de manifiesto un bajo
rendimiento en la tarea. En esta sesion es necesario reconocer estructuras internas de
identidades notables en expresiones algebraicas y reconocer subestructuras. Finalmente,
en la quinta sesién remontan, mostrando niveles altos en relacion a los descriptores
presentes en dicha sesion, tres de ellos presentes en la sesidn anterior como reconocer

estructura interna de identidades notables e identificar subestructuras.

Gréficas del perfil 2
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Figura 7.2. Representacion grafica de los estudiantes del Perfil 2.
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Caracterizacion del perfil 2

La Tabla 7.4 recoge los elementos comunes que caracterizan a los estudiantes del perfil
2.

Tabla 7.4. Caracterizacion del perfil 2. Elementos comunes
Expresiones numericas Expresiones algebraicas

No muestran reconocer relaciones Reconocen relaciones

Reconocen estructura interna en menos Reconocen estructura interna en parte de

. . la mitad de las expresiones
de la mitad de las expresiones P

Completan menos de la mitad de las Completan todas las expresiones, la mitad

. de forma incorrecta
expresiones

Reconocen estructura externa Reproducen estructura interna
Reproducen estructura Expresan con simbolismo algebraico
Expresan con simbolismo algebraico Identifican todas las subestructuras

presentes en la tarea

En la Tabla 7.5 se muestran las variaciones del perfil 2 presentadas para cada tipo de
expresion.

Tabla 7.5. Variaciones del perfil 2

Tipo de Variacion 1 Variacion 2 Variacion 3

expresion

Numeéricas Modifica cambiando No modifica Modifica solo una

la estructura expresion

Identifica Identifica todas las
subestructuras subestructuras
producto, potenciay  presentes en la tarea
suma

Este perfil 2 muestra gran homogeneidad entre la presencia de sus componentes en las
respuestas de los estudiantes, las variaciones se producen solo en las expresiones
aritméticas. A partir de los descriptores correspondientes a reconocer estructura interna
y completar expresiones se observa que en la sesion cuatro las evidencias de sentido

estructural en el desempefio de los estudiantes se reducen a la mitad. De ahi el descenso
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en la sesion cuarta que se percibe en la representacion grafica de este perfil. En cuanto
a los elementos comunes, se aprecia que la percepcion de relaciones no es persistente,
en una tarea no se aprecian y en otra tarea se aprecian algunas en parte de las
expresiones de la tarea; el reconocimiento de estructuras internas se produce en la mitad
de los casos tanto en expresiones aritméticas como en algebraicas: reconocen estructura
externa y la reproducen y utilizan simbolismo algebraico para designar una situacion
genérica y trabajan con las expresiones compuestas mostrando que identifican
subestructuras.

Las variaciones se dan en no modificar expresiones aritméticas falsas o en la forma de

hacerlo y en el nimero de actividades en las que reconoce relaciones.

7.2.3 Perfil 3
El perfil 3 queda determinado por las actuaciones de los estudiantes A07, A08, A09,

All. Las graficas que representan la actuacion de estos estudiantes (ver Figura 7.3)
tienen cierta semejanza con las del perfil 1 y las del perfil 2. Con las de perfil 1 guardan
similitud en que se incrementan el desempefio exitoso en las diferentes tareas desde un
valor bajo en su desempefio en la primera sesion a valores que crecen en las otras dos
sesiones siguientes, hasta la tercera. Con el perfil 2 tienen en comun, tanto lo dicho
anteriormente como la bajada en la sesion cuatro (ya comentada en el perfil 2). La
diferencia estriba en lo siguiente: con el perfil 1 en que éste no presenta caida en el
desempefio de la tarea en la sesién 4 y con el perfil 2, en que las variaciones son mas

fuertes en este caso que en el perfil 2.

En este grupo de estudiantes, tres de ellos asisten a todas las sesiones y uno de ellos no

asiste a la primera sesion.
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Gréficas del perfil 3
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Figura 7.3: Representacion grafica de los estudiantes del Perfil 3.

Caracterizacion del perfil 3

Tabla 7.6. Caracterizacion del perfil 3. Elementos comunes

Expresiones numéricas

Expresiones algebraicas

No muestran reconocer relaciones
No modifican expresiones

Expresan con simbolismo algebraico
Reconocen estructura externa

Reproducen estructuras

Reconocen relaciones

No reconocen estructura interna de las

expresiones

Completan las expresiones de forma

incorrecta

Identifican todas las subestructuras
presentes en la tarea

En la tabla 7.7 se muestran las variaciones del perfil 3 presentadas para cada tipo de

expresion.

Tabla 7.7. Variaciones del perfil 3

Tipo de Variacion 1
expresion

Variacion 2

Variacion 3

No reconoce
estructura interna
Numeéricas

No completa
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Reconoce estructura
interna en mas de la
mitad de las
expresiones

Completa mas de la

Reconoce estructura
interna en menos de
la mitad de las
expresiones

Completa menos de
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Tabla 7.7. Variaciones del perfil 3

Tipo de Variacion 1 Variacion 2 Variacion 3
expresion
expresiones mitad de las la mitad de las
expresiones expresiones
Identifica Identifica todas las  Identifica
subestructura subestructuras subestructuras
(potencia, suma) presentes en latarea  (potencia, suma)
Reconoce estructura  Reconoce estructura  Reconoce estructura
interna internaen mas de la  interna
mitad de los casos
Completa todas las Completa todas las Completa todas las
Algebraicas expresiones expresiones, algunas  expresiones
incorrectamente
Expresa con No expresa con No expresa con
simbolismo simbolismo simbolismo
algebraico algebraico algebraico

En este perfil 3 los elementos comunes correspondientes a las expresiones numericas
que le caracterizan son menos, en nimero, que en los perfiles anteriores. Por ejemplo,
no aparece entre lo comdn del grupo el reconocimiento de estructura interna, que si
aparece en la caracterizacion de los perfiles 1 y 2. Ocurre otro tanto con el
reconocimiento de estructura interna en expresiones algebraicas, registrandose una falta
de reconocimiento. EI comportamiento que se percibe mirando los elementos comunes
del perfil en las expresiones algebraicas justifica el descenso que presenta el perfil en la
sesion 4.

Las variantes en este perfil 3 se deben a un nimero de factores mas elevado que en los
casos anteriores. En el reconocimiento de la estructura interna de expresiones numéricas
gue puede suceder en pocas ocasiones, en la mayoria de los casos 0 en ningin caso.
También en expresiones algebraicas oscila entre no reconocer, reconocer en algunos
casos y en todos los casos. La expresion del simbolismo algebraico en la tarea de

completar con una variable es otro factor de discriminacion para estas.
7.2.4 Perfil 4
Grupo de estudiantes que delimitan este perfil: A05, A20.

En este grupo hemos considerado dos estudiantes que coinciden en su trayectoria en las

tres Ultimas sesiones. El estudiante A20 no ha asistido a las dos primeras sesiones.
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En la sesion primera el estudiante AO5 tiene un comportamiento similar a la mayoria de
los que realizan la tarea. En la sesion tercera los dos estudiantes del perfil tienen un
comportamiento similar en sus resultados los cuales son bajos, mejoran su desempefio
en la cuarta sesion, y bajan en la Gltima y quinta sesion. Su comportamiento es atipico
comparado con el resto de los comparfieros que no bajan la puntuacion en la sesién

tercera respecto de la cuarta.

Su comportamiento mostrado en las tres ultimas sesiones se aleja de sus compafieros.
En este caso lo especial es que hasta la cuarta sesion se produce aumento en los
resultados de los estudiantes respecto a los descriptores del sentido estructural (en este
caso podria AO5 estar en el perfil 1), pero en la sesién quinta hay una bajada en su
desempefio, evidenciado en la sesién quinta; este descenso es lo que consideramos

cuanto menos “extrafio” respecto al resto de compaifieros (ver Figura 7.4).

Gréficas del perfil 4
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Figura 7.4: Representacion grafica del Perfil 4.

Caracterizacion del perfil 4

Tabla 7.8 Caracterizacion del perfil 4. Elementos comunes

Expresiones numericas Expresiones algebraicas

Reconoce estructura interna en menos de  Reconoce estructura interna de algunas de
la mitad de las expresiones las expresiones

Completa mas de la mitad de las
expresiones

Identifica subestructura (suma, potencia)  Identifica subestructura (producto,
potencia)
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En la tabla 7.9 se muestran las variaciones del perfil 4 presentadas para las expresiones
numéricas. No presentan variaciones en las expresiones algebraicas.

Tabla 7.9. Variaciones del perfil 4

Tipo de expresion Variacion 1 Variacion 2

Reconoce relaciones No reconoce relaciones

Reconoce estructura externa  Reconoce estructura externa
en dos expresiones

Reproduce estructura No reproduce estructura
Numericas Identifica todas las Identifica subestructura

subestructuras presentes en la  (suma, potencia)

tarea

Expresa con simbolismo No expresa con simbolismo

algebraico algebraico

En las tres sesiones comparadas en el desempefio de estos dos estudiantes se aprecia que
las variaciones en cuanto a las expresiones numéricas se deben al reconocimiento de
relaciones y de estructura externa que influye en la reproduccién de la misma. También
en la cantidad de expresiones que completan y en la manera de hacerlo que en un caso

es de forma incorrecta.

7.2.5 Perfil 5
Perfil obtenido a partir de los datos de los estudiantes A16, A17 y A18.

Este perfil se obtiene comparando los desempefios de tres estudiantes que no han
asistido a la primera y tercera sesiones. Las graficas presentan en estos casos un aspecto
ligeramente ascendente (Figura 7.5) en las sesiones a las que asisten. Se percibe en A16
y Al7 un ascenso leve que llega a ser constante en los valores de las dos ultimas
sesiones, siendo mas alto el valor presentado, en la sesion quinta, por el estudiante A18

que llega a alcanzar la cota méxima en dicha sesion.
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Gréficas del perfil 5
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Figura 7.5: Representacion grafica del Perfil 5

Caracterizacion del perfil 5

Tabla 7.10. Caracterizacién del perfil 5. Elementos comunes

Expresiones numéricas Expresiones algebraicas

Reconoce estructura interna en menos de  Reconocen estructura interna de algunas
la mitad de las expresiones expresiones

Completa las expresiones que reconoce

Identifica algunas subestructuras Identifican subestructuras (producto y
(potencia) potencia)

En la tabla 7.11 se muestran las variaciones del perfil 5 presentadas solamente para las
expresiones algebraicas, dado que no se presentan variaciones en las expresiones
numéricas.

Tabla 7.11. Variaciones del perfil 5
Tipo de expresion Variacion 1 Variacion 2
Numeéricas

Completa menos de la mitad ~ Completa expresiones

de las expresiones

Reconoce estructura interna  Reconoce estructura interna
en parte de las expresiones

No expresa con simbolismo ~ Expresa con simbolismo
algebraico algebraico

Algebraicas
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En la tabla 7.11 se percibe que no hay variaciones en este perfil en cuanto a los
elementos que aparecen en las expresiones numéricas (solo han asistido a una sesion de
las tres en las que se trabaja con estas expresiones). Las variaciones se producen en las
expresiones algebraicas. En cuanto a completar las expresiones, en un caso se reconoce
estructura interna en mas expresiones que en el otro y el reconocer que una expresion se

puede completar con una variable, no es reconocido en un caso y en el otro si.

7.2.6 Perfil 6
Grupo unitario formado por el estudiante A10.

Este perfil se ha obtenido sobre los resultados de un solo estudiante. El estudiante A10
no asiste a la primera sesién, como varios de sus compafieros. Sin embargo, el
comportamiento de este estudiante no se corresponde con ninguno de los de otros
compafieros que no asisten a la misma sesion que él. A10 presenta un desempefio muy
bueno en la tercera sesion y mas bajo en la cuarta, en lo cual si coincide con muchos de
ellos, pero el menor valor registrado en los resultados de la quinta sesién no es
coincidente con otros, salvo con los estudiantes del perfil 5, con los cuales tampoco
coincide en las sesiones anteriores (ver Figura 7.6).

Gréfica del perfil 6
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Figura 7.6. Representacion gréafica del Perfil 6

Caracterizacion del perfil 6

Por tratarse de un solo estudiante, la caracterizacién coincide con los resultados de su
desempefio.
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Tabla 7.12. Caracterizacion del perfil 6

Expresiones numericas

Expresiones algebraicas

No reconoce estructura interna

Completa algunas de las
expresiones

Identifica subestructura (potencia)

Reconocen estructura interna de expresiones
Completan todas las expresiones

Identifica todas las subestructuras presentes en
la tarea.

Reconoce relaciones
Reconoce estructura externa

Reproduce estructura

Identifica todas las subestructuras
presentes en la tarea.

Utiliza simbolismo algebraico

Reconoce relaciones

Reconoce estructura interna en la mitad de los
Casos.

Completa todas las expresiones

Identifican todas las subestructuras presentes en
la tarea

No expresa con simbolismo algebraico

7.2.7 Perfil 7

El perfil 7, como el 6, también queda determinado por un solo estudiante Al5. Se

percibe en la comparacion de su comportamiento entre las diferentes sesiones, que su

desempefio es bajo en cuatro de las sesiones, siendo un poco mas alto en la segunda.

Presenta un rendimiento bajo en identificar estructura interna tanto en expresiones

numéricas como algebraicas, no muestra reconocer relaciones ni estructura externa. Al

no percibir relaciones, cuando generaliza lo hace de acuerdo a una sola de las

expresiones, sin considerar el resto. Por lo general en el trabajo que realiza su sentido

estructural es bajo (ver Figura 7.7).

Danellys Clementina Vega-Castro

323



Capitulo 7. Andlisis Individual del Desemperio de los Estudiantes

Gréfica del perfil 7
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Figura 7.7. Representacion gréafica del Perfil 7

Caracterizacion del perfil 7

Por tratarse de un solo estudiante, la caracterizacién coincide con los resultados de su
desempefio.

Tabla 7.13. Caracterizacion del perfil 7

Expresiones numéricas Expresiones algebraicas

No muestra reconocer relaciones. No reconoce estructura interna de expresiones
No modifica, cambia datos Completa tres siete sentencias, dos
numéricos. erroneamente

Reconoce estructura interna en la Identifica subestructura (potencia)

mayor parte de las expresiones.

Completa el mayor nimero de No reconoce relaciones

expresiones
Identifica subestructura (producto y  No reconoce estructura interna en la mayoria de

potencia). los casos

No reconoce relaciones No completa expresiones correctamente.
Reconoce estructura externa Identifica subestructura (potencia)
Reproduce estructura de acuerdo a

lo percibido

Expresa con simbolismo algebraico

Identifica todas las subestructuras
presentes en la tarea
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7.3 Anadlisis de otros datos no contemplados desde los descriptores
Miramos conjuntamente los resultados en las diferentes sesiones, las formas diferentes
de abordar las diferentes tareas y algunos errores que nos han llamado la atencién por

no haberlos encontrado en la literatura consultada.

7.3.1 Sobre las sesiones
Las gréficas muestran que a la mayor parte de los estudiantes, la sesion tres ha sido la

que menos dificultad les ha causado, en ella la tarea fundamental propuesta se relaciona
con reproducir la estructura externa de tres expresiones con dicha estructura comun. Si
el estudiante considera las expresiones aisladas, se trataria de aplicar un conocimiento
mas cercano a lo procedimental. Si se relacionan entre si las expresiones presentadas se
aleja algo de lo procedimental acercandose a lo conceptual. En este caso la mayoria han

establecido relaciones y han conseguido una alta tasa de éxito en dicha sesion.

Por el contrario la sesion 42 ha sido la que, por lo general, ha resultado de menos éxito,
creemos que se debe a que en esta sesion se produce un cambio de trabajo, en las tres
anteriores se trabajan solo expresiones numéricas y aqui Se presentan expresiones
algebraicas con elementos ocultos y si bien en la sesién anterior hay elementos ocultos
en las expresiones numéricas, estas pueden ser completadas por tanteo, ensayo y error,
cosa que no es posible hacer en las algebraicas donde hay que colocar la expresion

encontrando la equivalencia entre los dos miembros.

La primera sesion ha dado rendimiento bajo a pesar de que la accion a realizar era
comprobar si los dos miembros de una igualdad eran o no equivalentes. La gran
mayoria de los estudiantes opera, quiza guiados por la presentacion de la tarea, algunos
se dan cuenta de que no necesitan operar, pues lo pueden hacer mas rapidamente
razonando. Al operar muchos no lo hacen siguiendo el camino méas corto utilizando
nameros pequefios (se consiguen si hay una resta) sino realizando inicialmente

productos y potencias que les lleva a operar con nimeros muy altos.

7.3.2 Sobre la forma de abordar las tareas

Los datos que aparecen en la primera columna del Anexo J muestran otra informacién
que consideramos relevante, se refiere a la manera particular de abordar las tareas. Nos
referimos a las formas de operar, las dificultades que tienen segun la identidad notable

inmersa en la sentencia, entre otros.
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Entre los estudiantes que operan para comprobar si una sentencia es o0 no correcta, la
forma de hacerlo no es la misma. Los hay que respetan la jerarquia de las operaciones y
por ejemplo en un binomio suma elevado al cuadrado, primero suman y posteriormente
elevan el resultado al cuadrado. Una gran parte de ellos, actian operando todo si la
expresion esta en su forma extendida (o desarrollada) y extendiéndola inicialmente si
esta en su forma contraida, esto a veces les lleva a cometer errores ya que en el
cuadrado de un binomio suma o resta aplican falsa distributividad. En ningln caso se ha
dado que una expresion extendida la contraigan (a pesar de que los célculos hubiesen

resultado mas sencillos por trabajar con nimeros mas bajos.

De entre las identidades notables trabajadas la que les ha resultado mas familiar es la
que refleja la propiedad distributiva, desarrollando siempre, en menor medida si hay que
sacar factor comun. Por el contrario las que han mostrado mas dificultad ha sido el
cuadrado de un binomio suma o diferencia, la presencia del doble producto, entendemos
que es la causa de ello. Ademas de la utilizacion de la falsa distributividad indicada
anteriormente, al generalizar expresiones en las que aparece el binomio suma o
diferencia elevada al cuadrado, el nimero dos del doble producto es considerado como

una variable.

De las expresiones compuestas trabajadas han sido mas asequibles aquellas en las cuales
presentan un término con producto o potencia y menos aquellas en las que aparece

algun término con suma o resta.

En mas de una ocasion, los estudiantes han escrito dos expresiones con la misma
estructura pero con diferentes letras para la generalizacion, una para cada una de las

expresiones numeéricas construidas.

Entre las tareas menos resueltas o que han presentado mas error se encuentra sacar
factor comun en una expresion compuesta con producto y suma. Muy pocos estudiantes

la abordan y algunos de los que lo hacen no logran hacerlo correctamente.

Indicar que muy pocos estudiantes justifican las respuestas que dan, no estan

acostumbrados a escribir y expresar o razonar sobre el porqué de sus actuaciones

7.3.3 Sobre errores
Sefialamos algunos errores que nos han llamado la atencion, ademas de los errores de

calculo a los cuales no nos vamos a referir y la falsa distributividad que ya hemos
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referido. Por Gltimo recogemos una comparacion de errores y dificultades sefialados por
diferentes investigadores y los que se han producido al trabajar los estudiantes con
identidades notables.

En un par de estudiantes se ha dado el multiplicar una fraccion algebraica por ella

misma para igualar a la unidad.

En algunos casos, multiplicar por -1 cambiando de signo solo el termino independiente

de la expresion multiplicada.

Considerar que en el cuadrado del binomio suma o diferencia el cuadrado de un numero
es ese mismo numero a semejanza de lo que ocurre en el binomio si el término

numeérico es -1.

A continuacion proporcionamos en la Tabla 7.14 un resumen de las dificultades
sefialadas por algunos investigadores citados en este trabajo y su relacion con las
dificultades presentadas por los estudiantes en el trabajo con las identidades notables en

esta investigacion.

Tabla 7.14. Dificultades y errores en el trabajo con las identidades notables

Dificultades sefialadas Dificultades con Identidades Notables
por los Investigadores

Falta de comprension de - Desarrollar el cuadrado de un producto como el
la estructura de las cuadrado de una suma (sesion 1).

expresiones (Sfard, - Dificultad para completar expresiones compuestas
1991; Kirshner, 2001, con producto y potencia (sesién 2).

Molina, 2010). - Transforman sin aplicar identidad notable.

- En caso de reproducir o generalizar expresiones no
reproducen el invariante numérico (sesion 3).

- Dificultad para tratar con el cuadrado de un
binomio (sesion 4).

- El orden en que se den las expresiones: version
contraida para buscar la parte extendida o version
extendida para buscar la parte contraida (todas).

- No percepcion de la equivalencia de una igualdad.

Comprensién - Desarrollar el cuadrado de una suma como suma
insuficiente  de  las de cuadrados y/o el cuadrado de una diferencia
propiedades de como diferencia de cuadrados (sesion 1).
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Tabla 7.14. Dificultades y errores en el trabajo con las identidades notables

Dificultades sefaladas Dificultades con Identidades Notables
por los Investigadores

asociatividad y
distributividad (Kirshner,
2001; Castro, 2012)

Convenciones del orden - Estudiantes que al operar no conservan la jerarquia
de operaciones (Arcavi, de operaciones (sesién 1).

Pierce y Stacey, 2001;

Booth, 1982, 1984).

Dificultad para tratar - Estudiantes que no perciben ni establecen
expresiones con muchos

TS relaciones entre numerador y denominador, no
terminos como una sola

entidad (Wagner perciben la estructura interna de algunas
Rachlin y Jensen 1984, expresiones (sesion 5).
Hoch, 2003). - Dificultad para establecer equivalencia si los

miembros de la igualdad uno es fraccion y el otro

no.
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Capitulo 8. Conclusiones y aportes
de investigacion

En este capitulo presentamos las respuestas a las interrogantes y objetivos planteados
para llevar a cabo esta investigacion, fruto de nuestro interés por el tema que concierne al
estudio de las dificultades para con expresiones algebraicas que involucran identidades
notables y la relacion de éste con el constructo sentido estructural. Consideramos que con
el estudio realizado respondemos en gran parte a las interrogantes propuestas y a los
objetivos planteados, no obstante alin queda un nimero considerable de lineas abiertas
que permitiran continuar indagando en esta tematica en la cual apenas se empieza a
comprender las dificultades que los estudiantes de educacion secundaria y niveles

superiores presentan en el trabajo con ese tipo de expresiones.

8.1 Respuestas a preguntas y objetivos de Investigacion

En este apartado vamos sefialando respuestas tanto a preguntas de investigacion como a
los objetivos planteados. En muchas de las ocasiones hacemos referencia al apartado o
seccién donde se puede ver la respuesta con mayor extension, ya que en los trabajos de

disefio los resultados se extienden a lo largo del documento.

8.1.1 Respuestas a preguntas planteadas
P1. ¢Las dificultades que muestran los estudiantes con el algebra, sefialadas en

numerosas investigaciones, se reflejan en el trabajo con identidades notables?

La respuesta a esta primera interrogante es afirmativa. En investigaciones realizadas se
han percibido dificultades de los estudiantes en el estudio de ecuaciones y expresiones
algebraicas como las sefialadas en el Capitulo 2. En nuestro caso, hemos tratado el
estudio de las dificultades con expresiones que llevan inmersas las identidades notables, y
hemos podido corroborar el tipo de dificultades que en este topico se presentan, y que se
indican al finalizar el analisis de cada tarea en el Capitulo 6. En el Capitulo 7 hacemos

una reflexién sobre las dificultades presentadas por los estudiantes en las cinco sesiones
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de trabajo y presentamos una tabla donde las mismas se ponen en paralelo con las
dificultades sefialadas por algunos investigadores que se citan. Se evidencia en este
trabajo, como caso especial, la dificultad que tienen algunos estudiantes en considerar la
constante dos como integrante de la expresion desarrollada de una suma o resta, elevada
al cuadrado (cuadrado de suma o diferencia), asi como la tendencia a no pasar una forma
desarrollada (o extendida) de una identidad notable a su forma contraida. También se
detecta mayor facilidad para utilizar la propiedad distributiva que el resto de identidades

notables utilizadas.

P2. ¢Los estudiantes trabajan con las identidades notables considerandolas como un
todo, percibiendo su estructura, o necesitan de un proceso operatorio en el

tratamiento de las mismas?

La respuesta de forma general es negativa. Algunos estudiantes poseen la percepcién de
las identidades notables como un todo, pero en su mayoria de acuerdo al experimento
realizado requieren de un proceso operatorio para familiarizarse con ellas y percibirlas
como un todo. Esto se puede observar en las sesiones realizadas en el experimento de
investigacion, en las cuales, en la sesion 1 sélo dos de trece estudiantes perciben la
estructura dada como un todo (aungue ignoran en este caso la indicacion de comprobar
haciendo célculos, solo lo hacen en algunas de las sentencias), mientras que al finalizar el
experimento en la sesion 5, un promedio de dieciséis estudiantes de veinte muestran
percibir las estructuras como un todo. Al respecto, Sfard (1991) sefiala que para muchos
estudiantes la concepcién operacional representa un primer paso en la adquisicion de
nuevos conocimientos matematicos y subraya que la evolucion desde una concepcion de
proceso hacia una concepcion de objeto no se logra ni rapidamente ni sin esfuerzo. Lo
cual implica que para que los estudiantes perciban las identidades notables como un todo
se requiere de pasos graduales como los sefialados por Sfard (1991) en el capitulo tercero

de este trabajo.

P3. ¢El desempefio en expresiones numéricas y algebraicas desde una perspectiva

estructural presenta similares resultados en los estudiantes?

La respuesta que podemos dar es que no. Los estudiantes, por lo general, no perciben
las identidades notables en expresiones numéricas de manera espontanea, y tiende a
operar. El desempefio si es similar cuando la tarea solo requiere tratar con estructuras
externas. Cuando se ha desarrollado algin trabajo con expresiones algebraicas, el

reconocimiento de estructuras en las mismas les resulta mas familiar y lo llevan a cabo.
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Por lo que nos atrevemos a asegurar que no es frecuente el trabajo con expresiones
numéricas bajo el punto de vista de considerar la estructura de las expresiones. En este
sentido Kieran (1998) indica que la experiencia previa de los alumnos con la estructura
de las matematicas, y especialmente con la estructura de expresiones aritméticas, debe

tener un efecto importante en la capacidad de los alumnos en dar sentido al algebra.

P4. ¢Una ensefianza centrada en las relaciones internas, numéricas y algebraicas,
presentes en identidades notables fortalecera la comprension de las estructuras de

dichas identidades?

No estamos en condiciones de dar respuesta a esta cuestion. No hemos culminado la
investigacion de disefio implementada con una evaluacion del aprendizaje de los
estudiantes, sino que hemos ido sefialando en cada sesién queé ha pasado y las
posibilidades de aprendizaje que tenian los estudiantes tanto en la realizacién de las tareas
como en su puesta en comun. Si bien es cierto, la Gltima sesion se disefid6 como un
compendio de lo trabajado en las sesiones anteriores y en los perfiles presentados se

observa que la mayoria de los estudiantes presentan en esta sesion un rendimiento mayor.

P5. ¢Una ensefianza donde las expresiones sean gradualmente introducidas, desde
mas simples a algo mas complejas llevara a ver identidades notables en expresiones

con elementos no simples (compuestos)?

Por lo general los estudiantes, en la mayoria de los casos han considerado los elementos
compuestos como si se tratara de “un todo”. Esto puede ser debido a la forma de
organizar las tareas desde la mas sencilla a mas complicada o puede haber sido por otros
elementos ajenos a nuestro control. Sfard (1991) sefiala que la comprension estructural de
una nocion abstracta (como pueden ser las expresiones algebraicas) puede ser adquirida
de forma automatica a través de mucha practica operacional. En nuestro caso dado que a
los estudiantes se les inici6 el experimento con el tratamiento de estructura de
expresiones aritmeticas, en las dos primeras sesiones y parte de la tercera sesion de
trabajo, consideramos que este tratamiento ha actuado como un preambulo para que
dichos estudiantes puedan acceder mas facilmente a tratar con la estructura de
expresiones algebraicas. En este sentido citamos también a Booth (1989) quien
manifiesta que nuestra capacidad para manipular simbolos algebraicos exitosamente
requiere comprender primeramente las propiedades estructurales de las operaciones y

relaciones matematicas.
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8.1.2 Respuestas a objetivos planteados
Objetivo O1. Avanzar en la clarificacion del constructo Sentido Estructural y sus

descriptores.

El primer de los objetivos generales lo hemos subdividido en dos objetivos parciales

para llevar a cabo la resolucién del planteamiento:

O1.1. Realizar una busqueda exhaustiva sobre la literatura existente referida al
constructo sentido estructural, analizarla y aportar nuevas ideas sobre el constructo
sentido estructural, fruto de nuestra reflexion.
En el segundo capitulo de este trabajo incluimos una extensa literatura que parte desde
las teorias de Wagner, Rachlin y Jensen en 1984 y que concierne a los origenes del
constructo sentido estructural ain sin ser utilizado con este nombre. En dicho capitulo
mostramos el recorrido realizado por Hoch y Dreyfus de 2003 a 2007 en cuanto a lo que
la definicion del mismo se refiere. Recogemos un resumen de las diversas
investigaciones que estos autores realizan en educacion secundaria y los aportes que
proponen para mejorar el sentido estructural en los estudiantes.
Posteriormente, en el tercer capitulo presentamos como aporte nuestra definicién de
dicho constructo, basada en la experiencia realizada tanto en el trabajo fin de master
(Vega-Castro, 2010) como en la realizacion de este experimento, que nos ha permitido
observar de cerca el sentido estructural mostrado por un grupo de estudiantes.
Sin animo de ser reiterativos reproducimos aqui dicha definicion, no lo hacemos con los
descriptores.
Entendemos por sentido estructural a una competencia cognitiva 0 un conjunto de
capacidades necesarias para el trabajo flexible con las expresiones algebraicas, mas

alla de la aplicacion mecanica de procedimientos de transformacion de las mismas.

01.2. Contribuir con nuevos descriptores sobre el sentido estructural a los ya

aportados por otros autores, en el empefio de la caracterizacion de dicho constructo.

Para nuestro estudio partimos de los descriptores propuestos por los investigadores
Hoch y Dreyfus en el afio 2006, los cuales han sido de orientacion para guiar nuestro
trabajo. No obstante, dado nuestro interés por investigar nuevos campos de tareas que
involucran el sentido estructural hemos propuesto nuevos descriptores para llevar a cabo

nuestros objetivos. En el Capitulo 3 proponemos un listado de los descriptores del
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sentido estructural, los cuales se originan de nuestra reflexion a partir de la literatura
revisada y del trabajo de investigacion que hemos venido realizando durante estos afios
con dicho constructo. Este listado de descriptores los hemos clasificado de acuerdo a la
accion que estan implicadas en los mismos: analizar, construir, modificar o transformar
expresiones. Consideramos que nuestra contribucion con estos descriptores a la
Educacion Matemaética ayudara a otros investigadores a ahondar en el conocimiento del

sentido estructural que presentan los estudiantes.

Objetivo O2. Estudiar el procedimiento de elaboracion, puesta en practica y analisis
de una intervencion en el aula para trabajar las identidades notables desde una

perspectiva centrada en la estructuras de estas expresiones.

Para el cumplimiento de este objetivo partimos de la implementacion de una
investigacion de Disefio (Molina et al., 2011) que nos ha guiado en la elaboracion,
puesta en practica y analisis de intervenciones en el aula para dar efectividad al

proyecto. Este objetivo lo hemos subdividido en otros de caracter particular y objetivo:

02.1. Seleccionar una coleccién de tareas, que involucren identidades notables,

cuya ejecucion haga posible el uso de la estructura de las mismas.
Para lograr este objetivo, hemos realizado una busqueda exhaustiva de tareas en libros
de Matematica de Educacidn Secundaria (ver Anexo A) e investigaciones realizadas por
otros autores. En el capitulo 4 presentamos una descripcion detallada de las variables
que intervienen en las tareas propuestas y que nos ayudaron en la delimitacion de esta
parte del trabajo: las identidades notables a utilizar, las acciones de las tareas haciendo
uso de las identidades notables y la justificacion de porqué las hemos utilizado, asi

como el tipo y complejidad de las expresiones involucradas en cada tarea.

02.2. Organizar y distribuir las tareas en secuencias de aprendizaje ordenadas por
la complejidad que puedan presentar a los estudiantes.
En el capitulo 5 presentamos la organizacion y distribucion de las tareas en secuencias
de aprendizaje tomando como referencia los objetivos de investigacion asi como las
expectativas de aprendizaje propuestas para el desarrollo de cada sesion. Vamos
aumentando gradualmente el nivel de complejidad de las tareas, pasando asi del
tratamiento con expresiones numéricas a expresiones algebraicas, asi como del manejo

con expresiones enteras a expresiones fraccionarias. Cada sesion constituye una
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capacitacion para la siguiente de modo que al finalizar la quinta sesion los estudiantes
estén preparados para reconocer la presencia de una identidad notable dentro de una
igualdad dada y actuar sobre la misma aplicando la estructura interna correspondiente.

Ademas, dentro de cada sesion las tareas asignadas estan gradualmente elaboradas en
cuanto a la complejidad que nos permite analizar el sentido estructural puesto de
manifiesto por los estudiantes en las mismas. También, las sentencias de cada tarea
estan compuestas por las distintas identidades notables en estudio, difiriendo en estan

formadas por términos simples 0 compuestos.

02.3. Preparar un sistema de categorias con las que analizar el desempefio de los
estudiantes.

Partiendo de las tareas propuestas a los estudiantes para las distintas sesiones
establecimos nueve categorias que son las que nos han permitido analizar el desempefio
de los estudiantes en cada una de las sesiones de trabajo. Las nueve categorias, en
mencién, se han subdividido dando lugar a un total de veintisiete subcategorias, por
medio de las cuales hemos realizado el estudio del sentido estructural desempefiado por
un grupo de estudiantes al trabajar expresiones numeéricas y algebraicas en las que hay
inmersas identidades notables. En el capitulo 6 se describe, al iniciar el analisis de cada
sesion, cada una de las categorias utilizadas en la misma. También se describe para cada
sentencia 0 expresion en cada tarea el rendimiento de los estudiantes en cada una de

estas categorias tomando como referencia los descriptores del sentido estructural.

Objetivo O3. Investigar como se desenvuelven los estudiantes en el trabajo con

identidades notables desde la perspectiva estructural.

Las identidades notables son igualdades o expresiones algebraicas que por la
composicion estructural que llevan implicitas, han actuado como plataforma para este
trabajo. Son estructuras especiales que requieren no de memorizacion para el dominio
de las mismas, sino de una familiarizacién con ellas que permita paso a paso percibirlas
0 reconocerlas para la correcta utilizacién y anticipacién de pasos en el trabajo con
ellas. Consideramos que por las caracteristicas que poseen Yy al introducidas a los
estudiantes de la forma como lo hemos hecho, les ha permitido a muchos de los
estudiantes participantes en el estudio, percibir la forma como estdn compuestas, su

utilidad y como aplicarlas en los distintos contextos de las matematicas. Su utilizacién
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nos ha permitido fijar y acotar la tematica sobre la que los estudiantes debian trabajar

para llevar a feliz término esta investigacion.

Ademaés las tareas de completar, crear, reproducir y generar nuevas expresiones han
actuado como fortaleza para despertar el interés de los estudiantes por el trabajo con las

identidades notables.

Respecto al objetivo O3 consideramos
03.1. Caracterizar el sentido estructural puesto de manifiesto en cada una de las
tareas que realizan los estudiantes.
En el Capitulo 6 presentamos la caracterizacion que hemos dado al sentido estructural
puesto de manifiesto por los estudiantes en cada una de las tareas. En este capitulo se
describe cada una de las caracterizaciones apoyandonos en el uso de las categorias
definidas que nos permiten analizar el desempefio de los estudiantes asi como la
potencialidad de las tareas propuestas para hacer emerger manifestaciones de sentido
estructural. Los perfiles que se recogen en el capitulo 7 muestran de manera mas
eficiente dicha caracterizacién y el hecho de que la misma es coincidente en grupos de

estudiantes.

03.2. Analizar para cada una de tareas el desempefio de los estudiantes en relacion

con los descriptores del sentido estructural.

En el capitulo 6 y sobre todo en el capitulo 7 se han realizado analisis de las actuaciones
y producciones de los estudiantes por sentencia en cada tarea de cada sesion y tomando
como referencia los descriptores del sentido estructural. Estos analisis permiten ver

coémo ha sido el desempefio de los estudiantes a lo largo de las cinco sesiones.

03.3. Analizar los errores cometidos en el desempefio de las tareas por los

estudiantes.

En el Capitulo 6, al final del analisis del desempefio de los estudiantes en cada
expresion o sentencia propuestas en cada tarea, se recoge un resumen de los errores
cometidos por los estudiantes en la misma. En el capitulo 7 también se incluyen errores
que nos han llamado la atencion del desempefio de los estudiantes y presentamos una
tabla comparativa entre los errores que apuntan otros investigadores y los que hemos

encontrado relacionados con las identidades notables.
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Objetivo O4. Construir un Perfil de Sentido Estructural de un grupo de alumnos de
Educacion Secundaria al trabajar tareas sobre Expresiones Algebraicas que involucran
Identidades Notables.

Este objetivo lo hemos subdividido en los siguientes para su obtencion:

O4.1. Determinar si hay patrones comunes de comportamiento en los estudiantes al
enfrentarse a las tareas propuestas.
En el Capitulo 7 se recogen los distintos perfiles que hemos encontrado después de ver
que habia patrones de comportamiento similares, entre grupos de estudiantes, en cuanto
al desempefio en las tareas realizadas. Se han detectado, y determinado desde sus
elementos, siete perfiles entre los cuales los tres primeros consideramos son mas

consistentes que el resto.

O4.2. Caracterizar cada patron obtenido como un perfil de sentido estructural.

Detallamos los patrones comunes que presentan los perfiles.

Perfil 1: Un grupo de cinco estudiantes presenta en la representacion de sus resultados
un comportamiento similar y determinan un perfil que por la evolucién de la grafica se
percibe que, salvo en la primera sesién, en el resto han desarrollado satisfactoriamente
su trabajo en casi la totalidad de las tareas propuestas. Han subido en la segunda sesion
hasta un nivel maximo y se mantienen en el mismo en el resto de las sesiones. Uno de
ellos muestra unos resultados algo méas bajos pero analizando su trabajo se aprecia que
se trata de actuaciones que pueden atribuirse a “despistes”. Su caracterizacion viene
dada por: reconocimiento de parte de las relaciones en expresiones aritméticas,
reconocimiento de estructura tanto externa como interna de las identidades notables y

aplicacion para transformar y complementar expresiones.

Perfil 2: En este caso, el perfil estd determinado por cuatro estudiantes. El
comportamiento de estos estudiantes es algo similar al del grupo anterior en cuatro
sesiones y difiere en la sesion cuarta. En dicha sesidn el trabajo a realizar cambia
significativamente respecto de las anteriores al requerir trabajar con expresiones
algebraicas, hasta la sesion anterior el trabajo habia sido mayoritariamente con
expresiones numéricas. Si bien las acciones a realizar coinciden en gran parte con las
anteriores, el ambito de trabajo es diferente. El refuerzo alcanzado mediante el trabajo

de la sesion cuatro les hace presentar una buena actuacién en la sesion quinta.
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Perfil 3: Este perfil queda determinado por cuatro estudiantes, es similar en sus
tendencias al perfil 2 pero los extremos de bajada y subida, en los resultados de sus
actuaciones, son mas acusados. En la sesion tres, que es en la que mejores resultados
presentan, en general, tres de ellos han mostrado alto desempefio, y han mostrado bajo
desempefio (en una ocasion nula) en la tarea con expresiones algebraicas en la sesion
cuarta.

Perfil 4: EI perfil 4 queda determinado por dos estudiantes uno de ellos (A20) solo
asiste a las tres Gltimas sesiones. Este perfil presenta un aumento en las cuatro sesiones
primeras, bajando en la quinta sesion. EI comportamiento de las dos ultimas sesiones es
lo que hace especial a este perfil. En los dos casos difiere de la mayoria de los

comparfieros.

Perfil 5: Esta delimitado este perfil por tres estudiantes que solo asisten a las tres
ultimas sesiones. Presentan la caracteristica de tener un desempefio muy similar en las

sesiones, si bien uno de ellos destaca por su desempefio en la Gltima sesion.

Perfil 6: Este es un perfil que viene dado por un solo estudiante. Es atipico su
desempefio en la comparacion de las sesiones cuarta y quinta con el resto, se produce
una suave bajada desde el valor obtenido con sus respuestas en la sesion cinco respecto
a la cuatro. El refuerzo que para otros estudiantes ha supuesto el trabajo con expresiones
algebraicas en la sesion cuarta no le ha ayudado para mantenerse o mejorar su

desempefio en la sesidn quinta.

Perfil 7: Perfil determinado por un solo estudiante. Su comportamiento no coincide con
ninguno de sus comparfieros, como ocurre con el perfil 5. Si bien en la tarea de encontrar
nameros ocultos en expresiones numericas de la segunda sesion, muestra un alto
desempefio, baja en la sesion tres, asi como en la sesion cuatro, alcanzando valores muy

bajos en las Gltimas dos sesiones.

8.2 Conclusion

Como ocurre en los experimentos de ensefianza las conclusiones no aparecen solo al
final, sino que se van anotando a lo largo de diferentes capitulos. En nuestro caso dado
que algun objetivo esta relacionado con el aspecto tedrico del sentido estructural y otros
estan relacionados con el trabajo empirico, en este punto recogeremos alguna reflexién

sobre las dos partes sefialadas
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Ha sido necesaria una amplia revision de la literatura para realizar un informe sobre el
constructo sentido estructural y sus descriptores. Lo hemos hecho, y hemos avanzado en
el mismo. Los descriptores los consideramos una guia a considerar por futuros
investigadores. Los descriptores no deben de considerarse variables de tarea y preparar
la intervencion tomandolos como tales, sino que han de servir de referencia para lo que
se pretende llegar a conseguir en el experimento y en las sesiones. En nuestro caso
hemos tratado de dar coherencia al estudio enfocando una parte del andlisis de los datos

de los estudiantes en funcion de los descriptores.

En relacion al trabajo empirico, mediante los andlisis entre tareas, como el analisis
retrospectivo del grupo en general y el andlisis individual de los estudiantes, creemos
haber dejado patente en los capitulos 6 y 7 lo que ha sucedido en el aula durante las
cinco sesiones de nuestro experimento, como se ha desarrollado el mismo y algunas
explicaciones sobre lo acaecido. Dicha informacion es la respuesta a los tres
interrogantes que se plantean en este tipo de estudios ¢qué sucede? en el aula ;,como

sucede? y ¢ por qué sucede? en torno a un aprendizaje concreto.

8.3 Limitaciones de este trabajo

Este estudio, como sucede en los de su tipo, ha estado orientado a servir de mejora del
trabajo en el aula. Hemos dedicado al mismo cinco sesiones, pero seria necesario un
trabajo sistematico con mas sesiones y mas espaciadas en el tiempo para que el sentido
estructural se fuese fijando en los estudiantes de manera paulatina y constante, forma

gue entendemos es mas eficaz en la consecucidn de la formacion matematica.

Por otra parte hemos tratado de controlar en todas nuestras posibilidades las variables
intervinientes en el experimento, pero al ser una investigacion desarrollada en un aula
natural no es posible hacerlo con aquellas variables relacionadas con el desarrollo del
trabajo empirico. Por ejemplo, en algunos casos aparecen resultados de estudiantes que
por su trayectoria, bien habrian podido copiar de algin compafiero sentado en una
posicion cercana. Copiar el trabajo de un compafiero ocurre normalmente en el trabajo

habitual de los estudiantes.

Dada la gran cantidad de datos recogidos, hemos tratado de hacer un analisis sistematico
de los mismos, pero entendemos que aun se puede profundizar sobre ello. Por ejemplo,

seria interesante reflexionar mas sobre los datos, mirando individualmente el
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comportamiento de los estudiantes para ver como ha sido su aprendizaje a lo largo de

estas sesiones.

En la preparacion de las sesiones se introdujeron expectativas de aprendizaje para cada
una de las sesiones, pero al no hacer una prueba escrita en la que evaluar el
conocimiento de los estudiantes, no poseemos evidencias sobre las mismas y no
podemos decir si se han cumplido dichas expectativas. Podemos pensar que la
insistencia, en la puesta en comin de cada una de las tareas, sobre la manera de trabajar
las mismas desde un punto de vista relacional, haya dado pie a que algunos estudiantes

hayan alcanzado los objetivos que nos proponiamos como expectativas de aprendizaje.

Respecto a los perfiles, si bien hemos delimitado siete perfiles, se ha hecho estudiando
un ndmero muy reducido de sujetos participantes, con la limitacion afiadida de que

algunos no asisten a todas las sesiones de estudio.

8.4 Lineas abiertas de investigacion con posibilidades de
continuacion
Algunas tareas pendientes y que se pueden retomar en otros estudios consideramos que

son.

Continuar en la reflexion y ampliacién desde el punto de vista tedrico del constructo

sentido estructural.

Realizar una reproduccion del trabajo, que no una réplica, (no se trata de hacer un
estudio completamente similar, que no seria posible) incorporando las mejoras que se
han ido sefialando a lo largo de los analisis realizados tanto entre sesiones como en el
analisis retrospectivo, con objeto de pulir el modelo elaborado y repetirlo en otros

contextos.

Tomar un mayor nimero de estudiantes y estudiar sus perfiles de modo que se puedan

contrastar los resultados obtenidos para los siete perfiles.

Realizar un analisis pormenorizado de los datos proporcionados por los estudiantes que
han estado en todas las sesiones desarrolladas en este experimento, para determinar

como ha sido durante el mismo su evolucion en lo que al sentido estructural se refiere.

8.5 Principales aportes de la investigacion
El trabajo que hemos realizado, presentado en esta memoria, ha permitido enlazar las
dimensiones tedrica y practica de la investigacion en Didactica de la Matematica en el
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ambito del algebra escolar. Los aportes cientificos de nuestra investigacion los vemos,

por tanto desde dos vertientes, la educativa y la investigadora.

Por el tipo de estudio realizado consideramos que constituye un aporte para los
profesionales de la educacién tanto de primaria como de secundaria. Hemos realizado
un disefio de una unidad de actuacion relacionada con el desarrollo en los estudiantes
del sentido estructural y se ha implementado bajo una metodologia compuesta por
trabajo individual y puesta en comun (metodologia no habitual en el grupo de
estudiantes participante). La preparacion del disefio ha llevado a la busqueda de tareas
con diferente grado de dificultad, tanto en el campo numérico como en el algebraico.
Los profesionales de educaciéon secundaria pueden aprovechar el tipo de tareas y
trabajar en estas y otras similares con sus estudiantes. El analisis de los datos obtenidos
ha mostrado que es necesario trabajar el sentido estructural en contextos aritméticos,
cosa que se puede hacer en los niveles de educacion primaria. Por su parte, la lista de
descriptores del sentido estructural elaborada les sera util a dichos profesionales, ya que
proporciona una guia para conocer donde centrar la ensefianza para que los estudiantes

puedan desarrollar sentido estructural.

Por si mismo los perfiles de estudiantes encontrados pueden permitir a los profesionales
de la ensefianza en secundaria entender el comportamiento de sus estudiantes cuando

trabajen en algebra.

Trataremos de dar visibilidad a este trabajo en congresos Y revistas, de forma que llegue

a los profesionales a los que estamos haciendo referencia.

En cuanto a la vertiente investigadora entendemos que nuestro trabajo aporta, dentro de
los estudios realizados sobre la ensefianza/aprendizaje del algebra escolar, una parte
novedosa que viene a rellenar un hueco dentro de la misma, tanto por el tipo de estudio
realizado como por la temdatica. Hemos avanzado “algo” en el constructo del sentido
estructural, fundamentalmente con la elaboracion del conjunto de descriptores del
mismo Yy la delimitacion de perfiles en los alumnos creemos que otros investigadores
puedan tomar como punto de partida, tanto el aporte tedrico, que se ha mejorado, como

los resultados del experimento para impulsar nuevos experimentos.
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