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UNA APROXIMACION A CUATRO
CUESTIONES GENERALES SOBRE EL
PROFESOR DE MATEMATICAS

Qué matematicas aprenden los escolares y como las aprenden depende de la ins-
truccion que ellos reciben en la escuela (Ball, Lubienski y Mewborn, 2001, p. 435;
Wood, 2002, p. 202). El profesor de matematicas es el principal responsable de
esta instruccion. El es quien, con sus conocimientos y sus creencias y dentro de
unos contextos culturales, sociales, politicos, curriculares e institucionales, decide
qué tipos de experiencias matematicas viven sus estudiantes en el aula (Kilpatrick,
Swafford y Findell, 2001, pp. 314-315). Durante un tiempo, la investigacion en
educacion matematica centr6 su atencion en los procesos cognitivos de los escola-
res y en los aspectos curriculares de la ensefianza y el aprendizaje de las matema-
ticas. Sin embargo, el reconocimiento de la importancia del papel del profesor en
el aprendizaje de los escolares explica, al menos parcialmente, el intenso desarro-
llo que, durante los ultimos quince afos, ha tenido la investigacion sobre el profe-
sor de matematicas (Sfard, Hashimoto, Knijnik, Robert y Skovsmose, 2004). El
conocimiento del profesor y los programas en los que €l se forma o se desarrolla
profesionalmente han sido dos de los focos de atencién dentro de la literatura de
investigacion (Ball, 2004, p. 441). Y, aunque se argumenta que la formacion ini-
cial de profesores tiene poco impacto en sus creencias y conocimiento (Johnston,
1992; Zeichner y Tabachnick, 1981)', los programas de formacion inicial y per-
manente de profesores de matematicas se estan convirtiendo en un punto central

! Otros estudios muestran lo contrario (e.g., Darling-Hammond, 2000, p. 166). Por ejemplo, Ensor
(2001, p. 316) muestra que los futuros profesores recontextualizan en la practica lo que aprenden
en su formacion inicial.

Gomez, P. (2007). Desarrollo del conocimiento didactico en un plan de formacion de
profesores de matemadticas de secundaria. Tesis doctoral no publicada, Universidad de
Granada, Granada.
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del interés en la investigacion sobre el profesor (15th ICMI Study, 2005, pp. 280-
282).

1. CUATRO CUESTIONES GENERALES SOBRE EL
PROFESOR DE MATEMATICAS

(Cuales son las principales cuestiones que, sobre el profesor de matematicas, se
han abordado desde que Shulman (1986, pp. 9-10) introdujo la nocion de conoci-
miento pedagodgico de contenido y puso de manifiesto que no bastaba con el cono-
cimiento profundo de la disciplina (y algun conocimiento de pedagogia) para tener
¢éxito como profesor? A continuacion, presento una vision general de las inquietu-
des que algunos investigadores en formacion de profesores de matematicas han
formulado en los ultimos diez afos. Al final de este apartado, recojo, en cuatro
preguntas generales, aquellas cuestiones que son mas relevantes para el proyecto
que presento en este documento y que me permiten ubicar y justificar sus prop6si-
tos en el contexto de la investigacion en educacion matematica.

Cooney (1994), en su articulo de revision, pregunta: “;Qué tipos de conoci-
mientos necesitan los profesores para ser eficientes? ;Qué tipos de experiencias
deben vivir los profesores para construir ese conocimiento?” (p. 608)% “;Qué
perspectivas teodricas nos pueden permitir comprender las experiencias que viven
los profesores? ;Qué perspectivas tedricas nos pueden permitir desarrollar pro-
gramas de investigacion y desarrollo que empujen nuestros esfuerzos hacia ade-
lante?” (pp. 627-628).

Por su parte, Simon (2000, pp. 335-336) argumenta que se requiere una “base
de conocimientos” sobre diferentes aspectos relacionados con el profesor:

Se necesita una base de conocimientos que guie los programas de for-
macion de profesores noveles y eficaces. Esta base de conocimientos de-
be incluir la identificacion de los aspectos claves del conocimiento y las
habilidades del profesor (los objetivos de la formacion de profesores),
esquemas que permitan describir como se desarrollan ese conocimiento
v esas habilidades y modelos utiles del tipo de intervencion que pueden
promover ese desarrollo.

Jaworski (2002, p. 90) detalla estas cuestiones al formular las siguientes pregun-
tas:

¢;Cuando y como aprenden matemadaticas nuestros estudiantes y cudl es la
naturaleza de su conocimiento y comprension matemadaticos? ;jComo se
desarrolla el conocimiento pedagogico? ;De qué manera los futuros
profesores enlazan sus conocimientos de matematicas y pedagogia para
planificar eficazmente la ensenianza en el aula? ; En qué momentos o eta-
pas ellos comienzan a relacionar su conocimiento de estas dreas con una
conciencia del pensamiento y comprension matemdticos de los escolares
y con las situaciones y cuestiones sociales que rodean las aulas?

% Excepto que indique lo contrario, las citas de documentos cuyos originales no estan en espaiol
han sido traducidas por mi.
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En este sentido, Ball (2001, p. 437) argumenta que

el desarrollo profesional carece de un curriculo para el aprendizaje de
los profesores, un curriculo que considere las practicas que se espera
que ellos desarrollen, el conocimiento matematico que requieren tales
practicas y la atencion a lo que ellos ya conocen y creen —es decir, lo
que ellos traen a la formacion.

Kilpatrick (2003a), en su propuesta para un centro para la competencia (“profi-
ciency”) en la ensenanza de las matematicas, identifica seis prioridades, formula-
das como preguntas:

1. ;Donde y como los profesores usan las matemdticas en su trabajo?

2. ;Qué conocimiento matematico, habilidades y disposiciones estan in-
volucrados en la ensefianza competente de las matemadticas?

3. ;Como pueden los profesores, en formacion y en ejercicio, desarrollar
su conocimiento matemdtico y usarlo mds eficazmente en la ensenianza?

4. ;Qué constituye una oportunidad de aprendizaje profesional en ma-
temdaticas, de tal forma que la prdactica de la instruccion y su desarrollo
sean centrales en ese aprendizaje?

5. ¢Cudles son las caracteristicas de las oportunidades de desarrollo
profesional eficaces, de alta calidad y perdurables para profesores de
todos los niveles?

6. ;/Qué se necesita para desarrollar alianzas y colaboraciones produc-
tivas en las comunidades que puedan contribuir al aprendizaje profesio-
nal de los profesores de matematicas?

Hay, por lo tanto, una variedad de preguntas no resueltas en relacién con el profe-
sor de matematicas. Estas cuestiones tienen que ver, de manera general, con la
ensefanza que el profesor realiza en el aula, con el conocimiento y habilidades
que pone en juego al hacerlo, con los procesos de aprendizaje en virtud de los cua-
les ¢l desarrolla esos conocimientos y esas habilidades, y con los contextos de
formacion en los que se crean las oportunidades de aprendizaje para ello. Desde la
perspectiva de la formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria,
identifico, por lo tanto, cuatro cuestiones sobre las que hay interés en el contexto
de la investigacion en educacion matematica:

1. ;/Qué caracteriza la actuacion eficaz y eficiente’ del profesor en el aula de ma-
tematicas?

’ La literatura sobre ensefianza utiliza el término “effectiveness” o “effective teaching” (e.g.,
Cheng, Mok y Tsui, 2001; Grouws y Cooney, 1988; Kinach, 2002; Loughran, 2002). Aunque el
término se origind en la tradicion de los estudios de “proceso-producto” que buscaban identificar
los comportamientos caracteristicos de los buenos profesores, se ha continuado utilizando para
describir una ensefianza de calidad que logra los objetivos que se propone. Esta es la acepcion ge-
neral del término “eficacia” (como la capacidad para obrar o para conseguir un resultado determi-
nado), mientras que la eficiencia se refiere a la capacidad para lograr un fin empleando los mejores
medios posibles.
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2. (Cuales deben ser los conocimientos, capacidades y actitudes de un profesor
que actua eficaz y eficientemente?

3. (Como se deben disefiar e implantar los programas de formacién inicial de
profesores de matematicas de secundaria de tal forma que se apoye y fomente
el desarrollo de estos conocimientos, capacidades y actitudes?

4. ;Qué caracteriza los procesos de aprendizaje de los futuros profesores de ma-
tematicas de secundaria que participan en este tipo de programas de formacioén
inicial?

2. ROLES, PERIODOS Y CONTRIBUCIONES

Este trabajo se enmarca dentro del contexto de estas cuatro preguntas generales.
Es un trabajo sobre diseno de programas de formacion inicial y sobre aprendizaje
de futuros profesores de matematicas de secundaria. En €I, propongo avances para
la conceptualizacion de la formacion inicial de profesores de matematicas de se-
cundaria dentro del contexto espafiol y exploro qué y como aprende un grupo de
futuros profesores que particip6 en un programa de este tipo. Se tratd de la asigna-
tura Diddctica de la Matematica en el Bachillerato que se ofrecid a estudiantes de
matematicas de quinto afio de la Universidad de Granada durante el curso 2000-
2001 (Rico y Segovia, 1999).

Yo asumi diversos roles a lo largo de este proyecto. Mi primer rol fue de di-
sefiador de curriculo. Asisti a la asignatura durante la mayor parte del curso ante-
rior a aquel en el que se recogid la informacidn para la indagacion empirica. Du-
rante ese tiempo, trabajé en dos actividades. Por un lado, produje una propuesta
para modificar el disefo curricular de la asignatura. Por el otro, desarroll¢é las pri-
meras ideas de una conceptualizacion de la formacion inicial de profesores de ma-
tematicas de secundaria que permitiera justificar ese nuevo disefio. Mi segundo rol
fue de formador. Comparti la responsabilidad del disefio y desarrollo de la asigna-
tura con mi director de tesis, Luis Rico. Estuve a cargo, entre otras cosas, de aque-
lla parte de la asignatura sobre la que se hizo la indagacién empirica. Finalmente,
mi tercer rol fue como investigador. Disefié y llevé a cabo un proyecto con el pro-
posito de comprender el aprendizaje de los grupos de futuros profesores que parti-
ciparon en la asignatura. Este es, por lo tanto, un proyecto de investigacion sobre
mi préctica profesional (Ponte, Serrazina, Sousa y Fonseca, 2003) y la de mi di-
rector de tesis”.

Desarrollé el proyecto en tres periodos, que corresponden a los tres roles que
acabo de describir. En el primer periodo, produje avances en la conceptualizacion
de la asignatura como fundamento para su disefio curricular. En el segundo perio-
do, tuvo lugar el desarrollo de la asignatura y el proceso de recoleccion de infor-
macion para la indagacion empirica. Y, en el tercer periodo, analicé esa informa-
cion, produje unos resultados y redacté el reporte correspondiente.

Mis contribuciones a las preguntas que formulé al comienzo de este capitulo
se construyeron a partir de tres dimensiones:

* Por esta razon, acorde con la posiciéon de Burton (2002) y siguiendo las guias del Manual de la
Sociedad Americana de Psicologia (2001), en el que me baso para escribir este documento, utiliza-
ré la voz activa como estilo de redaccion.
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4 una aproximacion a la conceptualizacion de la formacion inicial de profe-
sores de matematicas de secundaria dentro del contexto espafiol;

4 una propuesta de disefio curricular para la asignatura Didactica de la Mate-
matica en el Bachillerato de la Universidad de Granada; y

4 la descripcion y caracterizacion de algunos aspectos del aprendizaje de los
grupos de futuros profesores que participaron en la asignatura’.

A continuacion, presento el proceso que dio lugar a la problematica de inves-
tigacion de la que me ocupé y que es objeto del proyecto que resefio en este do-
cumento. El proceso se inicia con el encuentro de dos vertientes en la investiga-
cion en formacion de profesores de secundaria: la linea de investigacién en
formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria que se venia desa-
rrollando en el seno del Grupo Pensamiento Numérico de la Universidad de Gra-
nada (Rico, 2004a) y mi experiencia como formador e investigador en los pro-
gramas de formacion permanente de profesores de matematicas de secundaria en
“una empresa docente", en Bogotd, Colombia (Gomez, Perry, Valero, Castro y
Agudelo, 1998; ued, 2004). Como resultado de este encuentro y del analisis de los
proyectos de investigacion que se venian realizando en Granada, disefi¢ una pers-
pectiva para la exploracion de la formacion inicial de profesores de matematicas
de secundaria, que describo mas adelante en este capitulo. Este proyecto se articu-
la dentro del contexto de esa perspectiva.

3. ENCUENTRO DE DOS VERTIENTES EN LA FORMACION
DE PROFESORES DE MATEMATICAS DE SECUNDARIA

El problema que abordo en este proyecto surge del encuentro de dos vertientes en
la formacion de profesores de matematicas de secundaria que se venian realizando
durante el final de la década de los ochenta y la década de los noventa. La primera
vertiente tenia lugar en Granada, Espafia, en el contexto de la formacion inicial de
los futuros profesores de matematicas en la Universidad de Granada. La segunda
vertiente tenia lugar en Bogota, Colombia, en el contexto de los proyectos de for-
macion permanente de profesores de secundaria que desarrolld “una empresa do-
cente", centro de investigacion en educacion matematica de la Universidad de los
Andes. A continuacion, describo cada una de estas vertientes.

Luis Rico imparti6 por primera vez la asignatura Didéctica de la Matematica
en el Bachillerato en 1987. El la describe en detalle en su proyecto docente (Rico,
1992, p. capitulo III). Como es natural, el disefio de la asignatura ha evolucionado
en el tiempo®. El propésito de la asignatura es el de contribuir a la formacién del
futuro profesor de matematicas de secundaria en dos dimensiones: el inicio de su
participacion en las practicas de la comunidad de educadores matematicos y el

> Estas cuestiones seran descritas en detalle en otros capitulos de este documento. No obstante,
vale la pena aclarar que la conceptualizacion y el disefio curricular que se mencionan aqui involu-
cran una posicidon con respecto al aprendizaje de los futuros profesores. Por otro lado, en el tercer
punto (i.e., la indagacion empirica) me refiero a la descripcion y caracterizacion del aprendizaje de
los grupos de futuros profesores que tuvo lugar con motivo del desarrollo de la asignatura.

% Describiré en detalle el disefio curricular de la asignatura para el curso 2000-2001 en el capitulo
5.
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desarrollo de los conocimientos y capacidades necesarios para la planificacion de
unidades didacticas. En el curso 1999-2000 se consideraron los siguientes temas:
historia de las matematicas y de la educacion matematica en Espafa, la nocion de
curriculo y andlisis de proyectos curriculares, los fundamentos de las matematicas
escolares (matematicas, aprendizaje y ensefianza) y los organizadores del curri-
culo. Los organizadores del curriculo hacen referencia a “aquellos conocimientos
que adoptamos como componentes fundamentales para articular el disefio, desa-
rrollo y evaluacion de unidades didacticas™ (Rico, 1997c¢, p. 45). La nocion de sis-
temas de representacion es un ejemplo de un organizador del curriculo. El analisis
de un tema matematico especifico (e.g., la funciéon cuadratica) desde la pers-
pectiva de los sistemas de representacion permite recabar y organizar informaciéon
sobre uno de los multiples significados de este tema, dentro del contexto de las
matematicas escolares. Otros organizadores del curriculo son la historia, la feno-
menologia, los errores y dificultades o los materiales y recursos. La articulacion
de los organizadores del curriculo como herramientas conceptuales y metodologi-
cas para el andlisis de un tema matematico y la organizacion de la informacion
que surge de ese analisis para el disefio de unidades didacticas se denominaba en
ese momento el “modelo de los organizadores del curriculo”, al que haré referen-
cia mas adelante en este capitulo. Este modelo era la pieza central del disefio de la
segunda parte de la asignatura’. En esta parte, los futuros profesores se organiza-
ban en grupos, escogian un tema matematico especifico, recogian y organizaban
informacion sobre ese tema, y producian el correspondiente disefio de una unidad
didéctica.

Durante varios afios antes del comienzo de este proyecto, yo trabajé en “una
empresa docente". Alli ejerci funciones de director, investigador y formador de
profesores. Como investigador y formador de profesores de matematicas, parti-
cipé, con mis colegas, en varios proyectos de formacion permanente de profesores
de matematicas de secundaria. En ellos, fuimos paulatinamente disefiando, llevan-
do a la practica y evaluando esquemas de trabajo que centraban su atencion en el
analisis de temas de las matematicas escolares, el disefio de actividades a partir de
esos andlisis, la puesta en juego de esos disefios y la evaluacion de los resultados
(Gémez, 1999; Gémez y Carulla, 2001a, 2001b; Gémez et al., 1998; Perry, Vale-
ro, Castro, Gomez y Agudelo, 1998).

En estos proyectos de investigacion y formacion trabajabamos con profesores
de matematicas de secundaria en ejercicio. Los profesores se organizaban en gru-
pos. Cada grupo estaba compuesto por profesores de una misma institucioén. Las
directivas de la institucidon apoyaban y participaban en el trabajo de sus profesores
(Valero, Perry y Gomez, 1997). Todos los grupos trabajaban sobre un mismo tema
matematico y utilizaban herramientas conceptuales y metodologicas de analisis de
las matematicas escolares que denomindbamos, en conjunto, analisis didactico.
Cada grupo realizaba un proceso ciclico de analisis, disefio curricular, desarrollo
curricular y evaluacion, y presentaba sistematicamente su trabajo en clase durante
cada una de las fases del ciclo. Adicionalmente, realizdbamos reuniones periodi-

7 También era el foco de interés de la linea de investigacion que se estaba desarrollando en ese
momento y que describiré en el siguiente apartado.
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cas de asesoria con cada grupo por separado en las que formadores y profesores
discutiamos sobre el avance de los trabajos.

Llegué, por lo tanto, a Granada con una cierta experiencia en formacion per-
manente de profesores de matematicas de secundaria. Pero, jera esta experiencia
valida en la formacion inicial de profesores? ;Qué aspectos de los dos tipos de
formacion eran comunes? ;Cémo compaginar mi experiencia como investigador y
formador en Colombia con la linea de investigacion que se venia desarrollando en
Granada? Como un primer paso para responder estas preguntas, describo a conti-
nuacioén las principales caracteristicas de dicha linea de investigacion, tal y como
se encontraba en el momento en que comencé a trabajar en mi proyecto y, por lo
tanto, a formar parte de ella.

4. EVALUACION DE UN MODELO DE FORMACION

En el apartado anterior me referi al “modelo de los organizadores del curriculo”
dentro del contexto de la asignatura Didactica de la Matematica en el Bachillerato.
Al final de la década de los noventa, Luis Rico habia iniciado una linea de inves-
tigacion en formacion de profesores cuyo foco principal era la “evaluacion de ese
modelo” (Bedoya, 2002, pp. 58-63; Ortiz, 2002, p. 39; Rico, Goémez, Moreno,
Romero, Lupianez, Gil ef al., 2003). Dado que la idea de “evaluar el modelo” era
bastante compleja y general, se disefio y desarrolld una estrategia de concrecion
que se utilizo en las tesis doctorales de Evelio Bedoya (2002) y José Ortiz (2002).
A continuacion describo esta estrategia, dado que ella se constituy6 en el punto de
partida de mi trabajo. La delimitacion del problema se ejecutd en las siguientes
dimensiones:

Se selecciona una parte del modelo. Estos dos proyectos de investigacion se cen-
traron en aspectos especificos del modelo. Evelio Bedoya trabajo con calculadoras
graficas (como recurso) y sistemas de representacion, en el contexto de la funcion
cuadratica. Por su parte, José¢ Ortiz utilizd también las calculadoras graficas, pero
centrd su atencion en los procesos de modelizacion en el area del algebra lineal.
Los dos proyectos exploraron el papel del organizador del curriculo corres-
pondiente en el desarrollo de competencias de disefo curricular. De esta manera,
no habia necesidad de abordar la globalidad de los organizadores del curriculo y la
atencion se podia centrar en el trabajo de los futuros profesores en algunos as-
pectos particulares del modelo.

La experiencia se realiza por fuera del contexto de la asignatura. En los dos pro-
yectos de investigacion a los que me refiero, se disefid un programa de formacion
de profesores especifico y de corta duracion que se realizé en al menos dos oca-
siones. En ellos participaron una variedad de alumnos —en el caso de Ortiz (2002,
p. 156), por ejemplo, participaron tanto licenciados en matematicas, como estu-
diantes de matematicas de diferentes especialidades y diferentes cursos—.

Objetivos y disenios de investigacion especificos. Los dos proyectos buscaron ex-
plorar y caracterizar las competencias didacticas desarrolladas por los participan-
tes durante los programas de formacion correspondientes. En los dos estudios se
hizo un andlisis detallado de las actitudes de los participantes hacia el uso de la
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tecnologia y los resultados de este andlisis guiaron una parte importante de las
conclusiones.

5. ANALISIS DE LA ESTRATEGIA DE DELIMITACION

La evaluacion de programas de formacion que involucran la tecnologia es un pro-
ceso complejo (Howland y Wedman, 2004, p. 259) y estos dos proyectos hicieron
contribuciones importantes dentro del contexto de la educacién matematica. Su
disefio y sus contribuciones me permitieron reflexionar sobre el problema general
de la “evaluacion del modelo de los organizadores del curriculo”, con el propdsito
de disefiar mi proyecto. En este apartado, presento algunas reflexiones que, reco-
nociendo las aportaciones de estos trabajos, sirven de base para la estrategia con la
que abord¢ el mismo problema.

El modelo de los organizadores del curriculo forma parte de un disefio curri-
cular global dentro de la asignatura. Este modelo involucra una variedad de ele-
mentos que interact@ian entre si conceptual y metodolégicamente. Por ejemplo,
desde el punto de vista conceptual, los organizadores del curriculo, como herra-
mientas de analisis de un tema matematico y de disefio de unidades didacticas, se
relacionan directamente con la nocién de curriculo y con los fundamentos de las
matematicas escolares (ver capitulo 2). Por otro lado, el modelo de los organiza-
dores pretende ser el nucleo de un procedimiento de disefio curricular. Para que
tenga sentido, este disefio debe involucrar idealmente todos los elementos del mo-
delo (Gomez, 2002a, pp. 347-349). En el caso de los dos estudios a los que me
estoy refiriendo, y dados sus propdsitos y su extension temporal, no se pretendia
hacer referencia a todos estos elementos, ni a las bases conceptuales sobre las que
se fundamenta el modelo. Tampoco se buscaba realizar un trabajo de disefio curri-
cular en toda su extension.

Como mencioné arriba, quienes participaron en estos programas de formacion
provenian de diversos ambitos y tenian diversas formaciones y experiencias do-
centes que no necesariamente correspondian a la formacion y experiencia de los
alumnos de la asignatura Didactica de la Matematica en el Bachillerato, dentro la
que se habia desarrollado y se utilizaba el modelo. Por lo tanto, sus resultados se
referian a esos participantes, y no se pretendia extenderlos al contexto de la asig-
natura.

Los estudios tuvieron que enfrentar las restricciones naturales de un proyecto
de grado en cuanto a la amplitud de sus objetivos de investigacion. En este as-
pecto, se enfocaron en el andlisis de algunas de las producciones y actuaciones de
los participantes. Por un lado, la pregunta “;cémo aprenden los profesores?” no
formaba parte de sus objetivos. Por otro lado, y, de nuevo, teniendo en cuenta las
restricciones naturales dentro de las que se realizaron los estudios, el analisis de la
informacion recogida en ellos se restringid también a algunos aspectos especificos
del aprendizaje de los participantes. Por ejemplo, se enfatizé el estudio de las acti-
tudes de los participantes hacia la tecnologia y se focalizo la investigacion al tema
matematico tratado en los cursos. En este sentido, el énfasis estuvo mas en el
aprendizaje de un tema matematico, del manejo de un recurso didactico (la tecno-
logia) y del uso de una herramienta conceptual y metodoldgica (sistemas de repre-
sentacion o modelizacion).
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Finalmente, los dos estudios se enfrentaron al problema de darle significado a
la frase “evaluacion del modelo de los organizadores del curriculo”. Mientras que
Evelio Bedoya no centro6 su atencion en el significado de la evaluacion, José Ortiz
abordo este problema desde la perspectiva de la evaluacion de programas de for-
macion (Ortiz, 2002, pp. 195-196). Sin embargo, como he mencionado en los pa-
rrafos anteriores, el problema de la evaluacion del modelo de los organizadores
del curriculo deberia idealmente tener en cuenta los objetivos para los que el mo-
delo se desarroll6 y el contexto dentro del cual se pretendian lograr esos objetivos.
Por el otro lado, la idea del “modelo de los organizadores del curriculo” no era, en
ese momento, una idea completamente desarrollada conceptualmente y esto im-
plicd que, en cada estudio, se propusiera una interpretacion de la misma. En otro
proyecto de investigacion que estamos desarrollando en la actualidad nos hemos
enfrentado a este mismo problema (Rico et al., 2003, p. 294). El “modelo de los
organizadores del curriculo” se utiliza en diversos &mbitos y con diferentes inter-
pretaciones®.

6. OTRA PERSPECTIVA EN LA EXPLORACION DE LA
FORMACION INICIAL DE PROFESORES DE MATEMATICAS
DE SECUNDARIA

Yo entré a trabajar en esta linea de investigacion cuando Evelio Bedoya ya habia
recogido la informacion de su proyecto y se encontraba analizandola, y Jos¢ Ortiz
estaba disefiando el curso de formacion en el que iba a recoger la informacion de
su estudio. En principio, yo debia trabajar dentro del mismo esquema de estos dos
proyectos. Sin embargo, antes de aproximarme a la definicion de mi problema de
investigacion y teniendo en cuenta los comentarios que presenté en el apartado
anterior, me parecio importante reflexionar sobre dos cuestiones:

¢ ,Qué es el modelo de los organizadores del curriculo y qué papel juega

dentro de la asignatura?
¢ Como evaluar este modelo?

Como resultado de estas reflexiones, decidi abordar el problema desde una pers-
pectiva diferente a la de los estudios de Evelio Bedoya y José Ortiz. Debe ser cla-
ro que esta nueva perspectiva no habria sido posible sin las contribuciones de es-
tos dos estudios. Ellos abrieron el camino en el que pude enfocar mi investigacion
por lineas diferentes. Las principales caracteristicas de esta perspectiva fueron las
siguientes:
¢ concretar un significado para la nocién de “modelo de los organizadores
del curriculo™;
4 centrar la investigacion en el aprendizaje de los grupos de futuros profeso-
res;
¢ focalizar el trabajo en el analisis de contenido;
¢ cstudiar los procesos de aprendizaje, mas que los resultados;

¥ En particular, ademas de la Universidad de Granada, el modelo se utiliza explicitamente en la
Universidad de Almeria (Moreno, 1998, pp. 51-62) y en la Universidad de Cantabria (Gonzalez,
2002, pp. 97-102).
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¢ explorar el aprendizaje de los grupos de profesores;
4 asumir una posicion con respecto al aprendizaje de los futuros profesores;

y
4 realizar la investigacion dentro del contexto de la asignatura.

A continuacion, explico brevemente cada una de estas cuestiones.

Concretar un significado para la nocion de “modelo de los organizadores del cu-
rriculo”. Al abordar este problema y comenzar a revisar la literatura de investiga-
cion sobre formacidon y conocimiento de profesores de matematicas, cai en la
cuenta de que, para darle un significado a la idea del modelo de los organizadores
del curriculo, era necesario abordar el problema de organizar y estructurar el dise-
no de la asignatura. El modelo en cuestion era una de las piezas de dicho progra-
ma de formacion. Mi respuesta a este problema consistid en un ejercicio de revi-
sion de la conceptualizacion de la asignatura en el que identifiqué, basado en la
literatura, las principales cuestiones que se deben abordar en un plan de formacion
inicial de profesores de matemadticas de secundaria e indiqué como se abordan
esas cuestiones dentro de la asignatura (capitulos 2, 3 y 5). Este ejercicio me per-
miti6, por un lado, hacer una descripcion estructurada del disefio curricular de la
asignatura y, por el otro, avanzar en el fundamento de este disefo. Adicionalmen-
te, en este ejercicio de conceptualizacion, hice explicita con caracter operativo la
idea de andalisis didactico como descripcion del procedimiento que idealmente
deberia realizar un profesor de matematicas a la hora de disenar, llevar a la practi-
ca y evaluar unidades didacticas (Gémez, 2002b, pp. 261-285, capitulo 2). Intro-
duje entonces el analisis didactico como un nuevo nivel para la nocidon de curricu-
lo (Rico, 1997b, pp. 408-410) en el que se enfatiza el proceso de disefio curricular
a nivel local. La nocién de andlisis didactico me permitié entonces construir una
definicidn funcional de la idea de conocimiento diddctico, dentro de este contexto
local, como el conocimiento que el profesor pone en juego y desarrolla cuando
realiza el analisis didactico (Gomez, 2002b, pp. 285-287, capitulo 3).

Centrar la investigacion en el aprendizaje de los grupos de futuros profesores.
Para dotar de significado a la idea de evaluacion dentro del proyecto, decidi que el
foco de atencion de la investigacion fuese el aprendizaje de los futuros profesores
que participaron en la asignatura. Seria una evaluacion del desarrollo de la asigna-
tura, desde el punto de vista del logro de sus objetivos. En términos de la nocion
de calidad, la investigacion se centraria en la eficacia del plan de formacion, te-
niendo como telon de fondo las nociones de relevancia y eficiencia (Rico et al.,
2003, pp. 291-292). El proposito era entonces el de explorar qué aprenden los fu-
turos profesores en la asignatura y cémo lo aprenden. Este era, por supuesto, un
proyecto ambicioso. Por esa razon, decidi centrar mi atencion en uno de los temas
que componen los contenidos de la asignatura.

Focalizar el trabajo en el andlisis de contenido. El andlisis de contenido es uno de
los cuatro analisis que componen el andlisis didactico (Gomez, 2002b, pp. 262-
271, capitulo 2). Decidi escoger esta parte del contenido de la asignatura como
foco de atencidn por varias razones. Estudiar el aprendizaje de los futuros profeso-
res sobre todo el contenido de la asignatura habria implicado un nivel de explora-
cion que no me habria permitido profundizar en las caracteristicas especificas del
conocimiento y las competencias que desarrollaron los futuros profesores en ella.
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Era necesario enfocar la atencidén sobre una parcela especifica de ese contenido.
Teniendo en cuenta los avances que habia hecho en la conceptualizacion de la
asignatura, no se trataba de escoger algunos organizadores del curriculo para rea-
lizar la investigacion. Dentro de esta conceptualizacion, el andlisis de contenido
tiene una coherencia interna que lo hacia apropiado para su exploracioén. Por otro
lado, el analisis de contenido es el primer andlisis que se trabaja en la asignatura y
resultaba natural escogerlo como principal foco de atencidon dentro de esta nueva
estrategia de investigacion. Finalmente, mi interés se centraba en tomar el analisis
de contenido como contexto y herramienta para explorar y caracterizar el aprendi-
zaje de los grupos de futuros profesores, al buscar responder a dos preguntas: ;qué
aprenden? y ;como lo aprenden?

Estudiar los procesos de aprendizaje, mas que los resultados. Los estudios de
Evelio Bedoya y José Ortiz estudiaron en profundidad los resultados de un plan de
formacion relativamente corto. En estos estudios, se describe y caracteriza en de-
talle una “foto” del conocimiento didactico de los participantes en los planes de
formacion. Por mi parte, yo me interesé€ en el caracter evolutivo de esos procesos
de aprendizaje. Siguiendo la metafora, yo queria llegar a describir y caracterizar
una “pelicula”, mas que una foto. Yo pensaba que, de esta manera, seria posible
explorar, no solamente las dificultades que los grupos de futuros profesores tenian
que afrontar en el tiempo, sino también describir y caracterizar los procesos en
virtud de los cuales estas dificultades se consolidaban o se superaban y en qué
medida ellos lograban los objetivos de la asignatura.

Explorar el aprendizaje de los grupos de profesores. En el nuevo disefio de la
asignatura, los futuros profesores trabajan en grupos la mayor parte del tiempo
(capitulo 5) y son los principales actores de su propio proceso de aprendizaje. En
este sentido, el nuevo diseno de la asignatura redujo la importancia de las sesiones
expositivas por parte de los formadores e incremento la importancia de la exposi-
cion en publico del trabajo de los grupos y de la discusion y critica conjunta de
esas presentaciones. Aunque hubo algunos trabajos que se realizaron de manera
individual, el grueso de las presentaciones y los documentos fueron el producto
del trabajo en grupo de los futuros profesores. Este aspecto del disefio de la asig-
natura tenia que ver con la importancia que los formadores le dimos (y le damos)
a la colaboracion y al desarrollo de comunidades de practica como aspecto central
de las competencias de un profesor de matematicas. Por lo tanto, en vez de poner
el foco de la investigacion en el aprendizaje de los futuros profesores individuales,
decidi centrar mi atencion en el aprendizaje de los grupos de futuros profesores.

Asumir una posicion con respecto al aprendizaje de los futuros profesores. Mi
interés en los procesos de aprendizaje de los futuros profesores implicaba la nece-
sidad de asumir una posicidon explicita acerca de como ellos aprenden en el con-
texto de un plan de formacioén. Mientras que el disefio y el desarrollo de la asigna-
tura se realizaron, en su momento, con una posicion de corte de constructivismo
social (e.g., Nuthall, 2002, pp. 43-75), pero esta posicion no se hizo explicita en el
disefio de la asignatura, en el caso del proceso de investigacion que iba a realizar,
era necesario asumir explicitamente una posicion. Por razones que se explican en
el capitulo 4, decidi aproximarme al aprendizaje de los grupos de futuros profeso-
res desde la perspectiva de la teoria social del aprendizaje de Wenger (1998). Para
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ello, selecciong, interpreté y adapté los aspectos mas relevantes de esta teoria a las
caracteristicas y propositos del estudio.

Realizar la investigacion dentro del contexto de la asignatura. Los puntos anterio-
res hicieron evidente la necesidad de realizar la investigacion dentro del contexto
mismo de la asignatura, en cambio de disefiar un plan de formacion alternativo,
como fue el caso en los estudios de Evelio Bedoya y José Ortiz. Decidi que la
esencia de la informacién que utilizaria en mis andlisis seria aquella que surge na-
turalmente dentro de la asignatura. Seria una investigacion de corte naturalista
(Erlandson, Harris, Skipper y Allen, 1993).

7. CUATRO PREGUNTAS GENERALES, UNA
APROXIMACION CONCRETA

Al comienzo de este capitulo, sugeri cuatro preguntas generales sobre la actua-
cion, el conocimiento, la formacion y el aprendizaje del profesor de matematicas.
Basandome en la literatura reciente, mostré la relevancia de estas preguntas en el
contexto actual de la investigacion en educacion matematica, en particular, y en
educacion, en general. Estas son preguntas de investigacion con implicaciones
practicas evidentes, al menos desde la perspectiva del disefio y desarrollo de pro-
gramas de formacion de profesores de matematicas. Las preguntas eran las si-
guientes:

1. (Qué caracteriza la actuacion eficaz y eficiente del profesor en el aula de ma-
tematicas?

2. (Cuales deben ser los conocimientos, capacidades y actitudes de un profesor
que actua eficaz y eficientemente?

3. (Como se deben disefiar e implantar los programas de formacion inicial de
profesores de matematicas de secundaria de tal forma que se apoye y fomente
el desarrollo de estos conocimientos, capacidades y actitudes?

4. ;Qué caracteriza los procesos de aprendizaje de los futuros profesores de ma-
tematicas de secundaria que participan en este tipo de programas de formacion
inicial?

Este trabajo se enmarca dentro de la esfera de accion de estas preguntas generales.

Para cada una de ellas determino un contexto concreto de trabajo, que describo a

continuacion.

Con respecto a la primera pregunta, propongo, desde una perspectiva concep-
tual, una descripcion del procedimiento ideal que el profesor de matematicas de-
beria realizar a la hora de disefar, llevar a la practica y evaluar unidades didacti-
cas (el analisis didactico). La propuesta se restringe a la problematica de abordar
un tema matematico especifico y estudiar las implicaciones de tener en cuenta esta
especificidad para efectos del disefio y desarrollo curricular. Esto significa que no
abordo temas como la gestion de clase o la problematica del disefio curricular
“global” en el que participa el profesor de matematicas (tanto el de una asignatura,
como el que tiene lugar dentro de la institucion educativa) (Rico, 1997b, p. 409).
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En segundo lugar, establezco los conocimientos y capacidades que el profesor
deberia tener y desarrollar para realizar el analisis didactico (el conocimiento di-
dactico). Por lo tanto, esta interpretacion del conocimiento didactico no tiene en
cuenta en detalle aquellas competencias del profesor de matematicas que, siendo
necesarias, no son especificas a un tema matematico particular. Esto significa, por
ejemplo, que no profundizo en temas como el conocimiento pedagogico general,
las actitudes o el pensamiento del profesor en la practica.

En lo que respecta a los objetivos de un plan de formacion, centro la atencion
en el desarrollo de los conocimientos y capacidades necesarios para planificar
unidades didacticas. Adicionalmente, circunscribo el trabajo al entorno de la asig-
natura Did4actica de la Matematica en el Bachillerato de la Universidad de Grana-
da. Esto implica poner el foco de atencion en la formacion inicial de profesores de
matematicas de secundaria en el contexto espafiol.

Finalmente, estudio y caracterizo el aprendizaje (desde una perspectiva evolu-
tiva) de los futuros profesores que cursaron esta asignatura durante el curso 2000-
2001. De estos grupos de futuros profesores, exploro y caracterizo (basado en la
teoria social del aprendizaje de Wenger) el proceso en virtud del cual uno de ellos
constituy6, desarrolld y consolidé una comunidad de practica. En este contexto,
describo sus procesos de negociacion de significado’.

En otras palabras, abordo unas preguntas generales con una aproximaciéon
concreta, con la intencion de contribuir a la reflexion sobre ellas. En el contexto
que he delimitado, establezco dos objetivos generales para este proyecto:

1. avanzar en la conceptualizacion de las actividades del profesor de matematicas
de secundaria, de su conocimiento didéctico y del disefio de planes de forma-
cion inicial, y

2. describir y caracterizar el desarrollo del conocimiento didactico de los grupos
de futuros profesores que participaron en la asignatura Didactica de la Mate-
matica en el Bachillerato del curso 2000-2001 con respecto a los organizado-
res del curriculo correspondientes al analisis de contenido.

Parto de la conjetura de que es posible lograr el primer objetivo a partir de una
vision funcional de la formacion inicial de profesores de matematicas de secunda-
ria y de su conocimiento didactico. Establezco los siguientes objetivos especificos
que desarrollaré con mas detalle a lo largo de este documento:
¢ introducir y caracterizar un significado de la expresion andlisis didactico,
como conceptualizacion de la actuacion del profesor en sus actividades de
disefio, desarrollo y evaluacion de unidades didacticas;
¢ incorporar un significado del término conocimiento diddctico, como una
herramienta conceptual para abordar la problematica del conocimiento del
profesor de matematicas; y
¢ avanzar en la conceptualizacion y la fundamentacion del disefio curricular
de la asignatura Didactica de la Matematica en el Bachillerato de la Uni-
versidad de Granada.

? Los términos “comunidad de practica” y “procesos de negociacion de significado” forman parte
de la estructura conceptual de la teoria social de aprendizaje de Wenger (1998) que describo en el
capitulo 5.
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Para el planteamiento empirico que establezco en el segundo objetivo general,
parto de dos conjeturas. La primera, que es posible organizar y caracterizar el de-
sarrollo del conocimiento didactico de los grupos de futuros profesores que parti-
ciparon en la asignatura. La segunda, que es posible abordar el aprendizaje de un
grupo de futuros profesores desde la perspectiva sociocultural. Establezco enton-
ces dos objetivos especificos:
¢ describir, caracterizar y explicar el desarrollo del conocimiento diddctico
de los grupos de futuros profesores que participaron en una version de la
asignatura 'y
¢ describir y caracterizar las actividades por fuera del aula de un grupo de
futuros profesores cuando preparan su trabajo para la asignatura.

Hasta ahora, he demarcado una problematica de investigacion en relacion con el
profesor de matematicas (las cuatro preguntas generales) y he justificado la rele-
vancia de este trabajo en el contexto de esa problematica. Por otro lado, he descri-
to el proceso que dio lugar al disefio del proyecto como consecuencia del encuen-
tro de dos vertientes de investigacion en formacion de profesores de matematicas
y he presentado las principales caracteristicas de este disefio. Finalmente, he enu-
merado los objetivos que pretendo acometer, como estrategia concreta para abor-
dar las cuatro preguntas generales que delimitan la problematica de investigacion
anterior. A continuacion, describo el contenido de este documento.

8. DOS RELATOS ENTRELAZADOS

Mis contribuciones en este proyecto se refieren a dos dimensiones de la problema-
tica de la formacion de profesores: por un lado, la fundamentacion, disefio y desa-
rrollo de un plan de formacidn inicial de profesores de matematicas de secundaria;
por el otro, la exploracion del aprendizaje de los grupos de futuros profesores que
participaron en una version de ese plan. Este documento se organiza alrededor de
esas dos dimensiones y tiene tres partes.

8.1. Fundamentacion, Disefio y Desarrollo de la Asignatura Didactica de la
Matematica en el Bachillerato

En esta parte del documento, abordo cuatro cuestiones. En primer lugar, describo
el analisis didactico, como procedimiento que un profesor de matematicas de se-
cundaria deberia idealmente realizar a la hora de disefiar, desarrollar y evaluar
unidades didacticas, y el conocimiento didactico, como el conocimiento que el
profesor pone en juego y desarrolla cuando realiza el analisis didactico. En segun-
do lugar, asumo una posicion con respecto al aprendizaje de los futuros profesores
en formacion. En tercer lugar, presento los avances realizados en la conceptuali-
zacion de la asignatura Didactica de la Matematica en el Bachillerato, como fun-
damento para su disefio curricular. En cuarto lugar, expongo el desarrollo curricu-
lar de esta asignatura durante el curso 2000-2001. Cada una de estas cuestiones
corresponde a un capitulo del documento.
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8.2. Aprendizaje de los Grupos de Futuros Profesores que Participaron en la
Asignatura

La segunda parte se refiere al proyecto de indagacion empirica sobre el aprendiza-
je de los grupos de futuros profesores. Propongo inicialmente el disefio de investi-
gacion. El proyecto esta compuesto por cuatro estudios.

En el primer estudio, identifico y caracterizo cuatro estados de desarrollo del
conocimiento didactico de los grupos de futuros profesores. En este estudio, anali-
7o las transparencias utilizadas por los grupos de futuros profesores en sus presen-
taciones en clase, utilizando un esquema de corte cuantitativo que me permitio
comparar el trabajo de los grupos y, por lo tanto, no tenia en cuenta la especifici-
dad de los temas de cada uno de los grupos.

En el segundo estudio, parto de los resultados del primer estudio para caracte-
rizar el aprendizaje de los grupos de futuros profesores, teniendo en cuenta la es-
pecificidad de los temas trabajados por ellos. En este estudio analizo, con una
aproximacion cualitativa, las transparencias utilizadas por los grupos de futuros
profesores, las transcripciones de las grabaciones de audio de las sesiones de clase
y las transcripciones de entrevistas que realicé a algunos de los grupos.

En el tercer estudio, exploro y caracterizo la puesta en practica del conoci-
miento didactico de los grupos de futuros profesores, al analizar los trabajos fina-
les presentados por ellos.

Finalmente, en el cuarto estudio, caracterizo los procesos de negociacion de
significado del grupo de futuros profesores que trabajo en el tema de la funcion
cuadratica, al analizar las transcripciones de las grabaciones de audio de sus reu-
niones por fuera de clase cuando producian los trabajos para la asignatura.

8.3. Resultados, Implicaciones y Conclusiones

Finalmente, en la tercera parte del documento recojo los resultados de las dos pri-
meras partes con el proposito de exponer y justificar mis contribuciones a las cua-
tro preguntas generales con las que se inicia este capitulo. En los dos ultimos
capitulos incluyo un resumen ejecutivo de este documento y su traduccioén al in-
glés.






ANALISIS DIDACTICO. UNA
CONCEPTUALIZACION DE LA
ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

“;Como organizar la instruccion matematica? Esta es una de las cuestiones mas
importantes que se deben tratar en la educacion matematica” (Krainer, 1993, pp.
66-67). En este capitulo abordo esta cuestion. Para ello, propongo, desde una
perspectiva conceptual, una descripcidon de un procedimiento ideal, el andlisis di-
dactico, que el profesor de matematicas puede utilizar a la hora de disefiar, llevar a
la practica y evaluar unidades didacticas. La propuesta se restringe a la problema-
tica de abordar temas matematicos especificos y de estudiar las implicaciones de
tener en cuenta esta especificidad para efectos del disefio y desarrollo curricular.
Por lo tanto, no abordo temas como la gestion de clase o la problematica del dise-
o curricular “global” en el que participa el profesor de matematicas (tanto el de
una asignatura, como el que tiene lugar dentro de la institucion educativa). De esta
manera, propongo una respuesta parcial a la primera de las cuatro preguntas que
formulé en el capitulo 1: ;Qué caracteriza la actuacion eficaz y eficiente del pro-
fesor en el aula de matematicas?

La reflexion que presento en este capitulo se fundamenta en los trabajos de
Luis Rico y sus colaboradores (Rico, 1992; Rico, 1995a, 1998a, 1998b, 1997¢;
Rico, Castro, Castro, Coriat, Marin, Puig et al., 1997a) y de Martin Simon (Si-
mon, 1995a; Simon, 1995b, 1997; Simon y Tzur, 2004). Estos investigadores han
desarrollado dos herramientas para la planificacion de clase (los organizadores del
curriculo y la trayectoria hipotética de aprendizaje, respectivamente) con las que
buscan abordar dos problemas relacionados con esta actividad del profesor: la
brecha entre el disefo curricular global y la planificacion local (Rico) y la parado-
ja de la planificacion (Simon). Con el analisis didactico, pretendo organizar y

Gomez, P. (2007). Desarrollo del conocimiento didactico en un plan de formacion de
profesores de matemadticas de secundaria. Tesis doctoral no publicada, Universidad de
Granada, Granada.
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adaptar esas herramientas en el contexto de la planificacion local y de la forma-
cion inicial de profesores de matematicas de secundaria y propongo un avance en
la reflexion sobre esos dos problemas.

1. LA PLANIFICACION DE CLASE. UN PROBLEMA DIARIO
DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

La planificacion y la gestion de clase son dos de los problemas que el profesor
debe resolver en su actividad docente. Los estandares nacionales e internaciona-
les, las directivas gubernamentales y la planeacion estratégica de la institucion
educativa determinan los contextos social, educativo e institucional en los que se
produce el disefo curricular global de cada asignatura. Sin embargo, este disefio
curricular global no aporta necesariamente pautas especificas para el dia a dia de
la practica docente de los profesores. Usualmente los profesores planifican y rea-
lizan sus clases con ayuda de su experiencia y de los documentos y materiales de
apoyo disponibles, y, muchos de ellos, se basan exclusivamente en las propuestas
de los libros de texto. Si esperamos que los profesores de matematicas aborden su
trabajo diario de manera sistematica y reflexiva, basandose en un conocimiento
profesional, entonces ellos deberian conocer y utilizar principios, procedimientos
y herramientas que, fundamentados en la didactica de la matematica, les permitan
disefiar, evaluar y comparar las tareas y actividades de ensefianza y aprendizaje
que pueden conformar su planificacion de clase.

Rico (1997a) y Segovia y Rico (2001) han identificado esta problemadtica al
poner de manifiesto las dificultades de los profesores con la nociéon de curriculo
en el nivel de la planificacion global. En este nivel, el profesor debe identificar
unos objetivos, unos contenidos, una metodologia y un esquema de evaluacion
con los que pretende describir el curriculo como plan de formacion para una asig-
natura o para una porcion amplia de una asignatura. Hay que diferenciar entre los
problemas de disefio curricular global (para la totalidad de una asignatura, por
ejemplo) y los problemas de disefio curricular local (para una unidad didactica o
una hora de clase sobre una estructura matematica especifica o uno o mas aspectos
de ella). Si tiene en cuenta unicamente los problemas de disefio curricular global
(con el esquema de objetivos, contenidos, metodologia y evaluacion), entonces el
profesor tiende a ver la planificacion como la secuenciacion de contenidos mate-
maticos y a considerar la ensefianza como el “cubrimiento” de estos contenidos.
Al no considerar las problematicas conceptuales, cognitivas y de instruccion de
las estructuras matematicas especificas, el profesor se ve obligado a describir los
objetivos, la metodologia y la evaluacion en términos generales. Por lo tanto, lo
que diferencia a las distintas parcelas del disefio curricular global son los conteni-
dos (Rico, 1997¢, pp. 40-41). Cuando tratamos a nivel local los problemas de di-
sefio curricular y nos concentramos en una estructura matematica especifica, es
posible ampliar esta vision de la planificacion y de la ensenanza (p. 55). El andli-
sis didactico, introducido por Rico (Rico, 1997¢c, p. 55) y que desarrollo en este
capitulo, es una conceptualizacion de ese nivel de la planificacion. Es un proce-
dimiento con el que es posible explorar, profundizar y trabajar con los diferentes y
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multiples significados del contenido matematico escolar, para efectos de disefiar,
llevar a la practica y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje'’.

La brecha entre la planificacion global (de una asignatura) y la planificacién
local (de una unidad didactica o una hora de clase) no es el unico problema al que,
desde el punto de vista de la planificacion, se debe enfrentar el profesor. Si el pro-
fesor asume una posicion constructivista del aprendizaje de los escolares, como,
en principio, se espera que lo haga de acuerdo con la mayoria de las directivas cu-
rriculares, entonces €l se enfrenta a lo que Simon y Tzur (2004, p. 92), citando a
Ainley y Pratt (2002, p. 18) denominan la “paradoja de la planificacion”. Esta pa-
radoja sefala que, si el profesor asume una posicidon constructivista con respecto
al aprendizaje de los escolares, entonces ¢l se enfrenta a una disyuntiva entre:

4 su intencion de lograr unos objetivos de aprendizaje y cubrir un contenido
previamente establecidos; lo que implica disefiar tareas en las que el con-
tenido matematico que se trabaja sea claro y los escolares puedan saber
qué es lo que tienen que hacer, y

¢ sudeseo de atender a, y sacar partido de las actuaciones de los escolares al
abordar la tarea; lo que implica disefiar tareas que los induzcan a crear sus
propias construcciones y que fomenten un ambiente de negociacion en el
aula, en el que exista una cierta ambigiiedad sobre lo que hay que hacer,
como se debe hacer y como se determina si lo que se hace es valido.

Analizaré en detalle las implicaciones de la “paradoja de la planificacion™ en los
apartados 8 y 9. En este capitulo, también considero algunas de las cuestiones que
mencioné en Goémez (2000) con relacion al “modelo de los organizadores del cu-
rriculo” propuesto por Rico et al. (1997a). En particular, presento una estructura
conceptual que organiza y relaciona las nociones de la educacion matematica que
estos autores proponen. En este sentido, una parte importante del capitulo se basa
en los trabajos que Rico ha desarrollado en este tema (ver, por ejemplo, Rico,
1995a, 1998a, 1998b, 1997¢; Rico et al., 1997a). Este esfuerzo de sistematizacion
también surge de la experiencia que he vivido al tener la oportunidad de compartir
con Luis Rico la responsabilidad docente en la asignatura Didactica de la Mate-
matica en el Bachillerato durante tres anos y de discutir con él, con José Luis Lu-
piafiez'', Maria José Gonzalez'? y con otros colegas sobre la problematica de la
formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria. A continuacion,
describo brevemente algunas de las caracteristicas de la nocion de curriculo, con
el propoésito de dar un marco conceptual al proceso de planificacion del profesor.
Después abordo la nocion de significado en la educacion matematica como

1% La expresion “analisis didactico” es genérica. Yo utilizaré esta expresion con un significado
concreto, relacionado con el proceso de planificacion local, que me propongo describir en este
capitulo. En la linea de investigacion en la que se enmarca este trabajo, Gonzalez (1998) utiliza
esta expresion para referirse a un método de revision de antecedentes en la investigacion en didac-
tica de la matematica. Una buisqueda en Google en septiembre de 2005 con los términos “didacti-
cal analysis” y “analisis didactico” produjo mas de 9.300 resultados, siendo éste un indicativo de la
necesidad de concretar el significado de esta expresion genérica. El uso de esta expresion en el
contexto de la investigacion en educacion matematica en Espafia se ha discutido recientemente
(ver Gallardo y Gonzalez, 2006; Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006; Gémez, 2006a; Gon-
zalez, 2006).

! Profesor ayudante de Didactica de la Matematica en la Universidad de Granada.

12 Profesora Titular de Universidad de Didéctica de la Matematica en la Universidad de Cantabria.
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preambulo a la descripcion del analisis didactico. Presento los cuatros analisis que
lo componen: de contenido, cognitivo, de instruccidon y de actuacion. Termino el
capitulo con unas reflexiones sobre las contribuciones del analisis didéctico a la
reflexion sobre la planificacion en matematicas.

1.1. Analisis Didactico como Nivel del Curriculo

En Rico (1997b) se estudian cuatro niveles de reflexion sobre el curriculo. Para
cada uno de estos niveles, es posible determinar unas componentes que corres-
ponden a cada una de las dimensiones, como se muestra en la Tabla 1"

Dimensiones del curriculo

1* dimension |2* dimension | 3* dimension | 4* dimension
Cultural/ con- | Cognitiva o | Etica o for- .
. Social
ceptual de desarrollo mativa
Teleologico o| Fines cultura- | Fines forma- | Fines politi- | .. .
. Fines sociales
de fines les tivos cos
Disciplinas Epllstemlologla Teorias del , . .
- e Historia de la . Pedagogia | Sociologia
académicas - aprendizaje
Matematica
Niveles | Sistema edu- o
Siste . cdu Conocimiento| Alumno Profesor Aula
cativo
Planificacion
para los pro- | Contenidos Objetivos | Metodologia | Evaluacion
fesores
Andlisis di- | Analisis de |Analisis cog-| Analisis de | Analisis de
dactico contenido nitivo instruccion actuacion

Tabla 1. Componentes del curriculo segun los niveles y dimensiones (Rico, 1997b,
p. 409)"

Los primeros dos niveles son tedricos. El primero considera las finalidades para la
educacion matematica. El segundo nivel considera las disciplinas que fundamen-
tan la nocion de curriculo y que aportan la informacion necesaria para el estudio
del curriculo de matematicas. El tercer nivel representa la reflexion curricular
cuando el ambito de actuacidn es la institucion educativa y el encargado es la ad-
ministracion. El nivel de planificacién para los profesores representa la version
mas conocida del curriculo. Es el esquema con el que tradicionalmente se descri-
ben los planes de formaciéon a cargo de un profesor o grupo de profesores en el
espacio de un aula. El analisis didactico, que desarrollo en este capitulo y que in-
sintio en la ultima fila de la Tabla 1, se constituye en otro nivel del curriculo, co-
mo procedimiento de planificacion local de los profesores.

3 La tabla en Rico (1997b, p. 409) incluye los primeros cuatro niveles, cuyo orden he invertido
para efectos de claridad en la introduccion del anélisis didactico como tltimo nivel.
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1.2. Nocion de Curriculo y Trabajo del Profesor

La nocioén de curriculo es una herramienta bésica para el trabajo del profesor. Los
documentos curriculares que sirven de guia y condicionan el trabajo del profesor
estan, en general, estructurados a partir de esta nocion. En estos documentos, para
cada asignatura se enumeran los contenidos y se describen los objetivos, la meto-
dologia y los esquemas de evaluacion. En este sentido, la nocion de curriculo es
un elemento central de la comunicacion entre la administracion educativa y el pro-
fesor. Para efectos de concretar su trabajo dentro los contextos educativos e insti-
tucionales, el profesor debe conocer y manejar adecuadamente esta nocion (al
menos al nivel denominado “planificacion para los profesores” en la Tabla 1). Por
lo tanto, esta nocidon debe formar parte fundamental de los planes de formacion de
profesores. No obstante, como se argument6 en el apartado anterior, este nivel del
curriculo no es necesariamente eficaz cuando el profesor aborda el problema de
planificar unidades didacticas:

Necesitamos un nuevo nivel de reflexion curricular conectado con la
programacion y, por tanto, nuevas herramientas conceptuales con las
que trabajar en este nivel y mediante las que abordar las tareas de dise-
fio, desarrollo y evaluacion de unidades diddcticas en el area de mate-
maticas. La caracterizacion operacional del curriculo mediante objeti-
vos, contenidos, metodologia y evaluacion, no es inadecuada, solo lo es
su empleo en tareas de disenio y planificacion del trabajo para el aula,
sin criterios de referencia. (Rico, 1997c, p. 42)

Por esta razon incorporo un nuevo nivel en la Tabla 1. En este nivel, el de la plani-
ficacion local, las componentes de la nocion de curriculo incluyen las herramien-
tas que le permitirdn al profesor abordar la planificacion de unidades didécticas
para cada tema, teniendo en cuenta la especificidad del mismo. Con ellas, el pro-
fesor podra concretar (y diferenciar) los objetivos, el contenido, la metodologia y
la evaluacion de cada tema en su planificacion. Al dar lugar a este nivel de con-
crecion, la nocion de curriculo adquiere mayor potencia como herramienta de co-
municacién y critica entre los profesores, la administracion educativa y los mate-
riales curriculares. El profesor puede dialogar con sus colegas mas alla de la
discusion tradicional sobre los contenidos; analizar, evaluar y seleccionar otras
propuestas de planificacion; y abordar los contenidos de los libros de texto de una
manera sistematica.

1.3. Consideracion Funcional de las Matematicas Escolares

Este trabajo se enmarca dentro de una linea de investigacion en el que se asume
una consideracion funcional de las matematicas como modo de interpretar el cu-
rriculo (Rico, Castro, Castro, Coriat y Segovia, 1997b, p. 284). Esta vision fun-
cional y pragmatica de las matematicas escolares también se subraya en el proyec-
to de evaluacion PISA 2003 de la OCDE. Rico (2005) al referirse a las variables
que configuran la estrategia para seleccionar las tareas de evaluacion en este estu-
dio", sefiala que (p. 17):

15 Contenido matematico al que se refieren los problemas, competencias para resolver los proble-
mas y situaciones y contextos en los que se localizan los problemas.
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Estas tres variables responden a un modelo funcional sobre el aprendi-
zaje de las matemadticas, que postula unas tareas, unas herramientas
conceptuales y un sujeto que, al tratar de abordar las tareas mediante
las herramientas disponibles, moviliza y pone de manifiesto su compe-
tencia en la ejecucion de los procesos correspondientes.

La consideracion funcional del curriculo de matematicas afecta al modo en que se
consideran los fines prioritarios que sustentan el curriculo e impregna a las distin-
tas componentes curriculares; también afecta al modo de entender los roles y las
funciones de profesores y alumnos y al modo de interpretar el contenido de las
matematicas escolares. En particular, esta posicion funcional con respecto al cu-
rriculo me servira de marco de referencia cuando, en el siguiente apartado, carac-
terice los significados de un concepto en las matematicas escolares.

2. PLANIFICACION, ESPECIFICIDAD DEL CONTENIDO Y
PLURALIDAD DE SIGNIFICADOS DE LAS MATEMATICAS
ESCOLARES

La nocion de planificacion que utilizaré en este capitulo va mas alla de aquélla
que se expresa en un documento en el que se describe un plan. Me intereso por la
planificacion a nivel local. Esta es una actividad que el profesor no estd, en gene-
ral, obligado a compartir o justificar formalmente. Por lo tanto, en la mayoria de
las ocasiones el profesor no produce un documento para su planificacion local y,
si lo produce, éste s0lo contiene un esquema no necesariamente articulado de la
leccion. Me refiero, mas bien, a lo que Schoenfeld (2000a, p. 250), citando a Mo-
rine-Dershimer (1979), denomina imagen de una leccion:

La imagen de una leccion de un profesor incluye todo lo que el profesor
se imagina que puede suceder en la leccion —la secuencia del dia, las
formas de interaccion con los estudiantes, qué es flexible y qué no lo es
(e.g., “comenzaré recogiendo las tareas del dia anterior, y, en ese mo-
mento, atenderé, durante diez minutos, a todas las preguntas que quieran
hacer”), y su sensacion de como se puede desarrollar la discusion. En
situaciones normales, la mayor parte de la imagen de la leccion del pro-
fesor no esta articulada... (p. 250)

La planificacion es una de las actividades mas importantes en el trabajo del profe-
sor (Ball, 2003, p. 3; Van Der Valk y Broekman, 1999) y es una de sus competen-
cias (Kilpatrick et al., 2001, p. 380; Recio, 2004). Pero, como senalé en el aparta-
do anterior, el profesor debe abordar diferentes tipos de planificacion. Cuando la
planificacion es local, el foco de atencion del profesor es un tema (concepto o es-
tructura matematica) matematico especifico. La especificidad del contenido ma-
tematico es una variable central en la actividad diaria del profesor (Timmerman,
2003, p. 155). En este nivel, la planificacion del profesor debe tener en cuenta la
complejidad del contenido matematico desde diversos puntos de vista: “cuando
las matematicas se ensefian desde una perspectiva pluralista, entonces se pueden
ver desde multiples perspectivas —perspectivas que motivan a los profesores a
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considerar no solamente los diferentes significados de las matematicas, sino tam-
bién su diversidad en su ensefianza” (Cooney, 2004, p. 511). De hecho, la nego-
ciacion y construccion de esta multiplicidad de significados debe ser uno de los
propésitos centrales de la interaccion en el aula. Esta es la posicion que, desde
comienzos de la década de los noventa, Rico y sus colaboradores han propuesto
como aproximacion a la planificacion de unidades didacticas en Espafia (Rico,
1992; Rico, 1995a, 1998a, 1998b, 1997¢; Rico et al., 1997a). Esta propuesta se
centra en la idea de que la planificacion de una unidad didéctica o de una hora de
clase se debe fundamentar en la exploracion y estructuracion de los diversos signi-
ficados de la estructura matematica objeto de esa planificacion. Los “organizado-
res del curriculo” propuestos por Rico (1997a, p. 44) son herramientas conceptua-
les y metodologicas que le permiten al profesor recabar, organizar y seleccionar
informacidn sobre estos multiples significados'®. Para efectos de abordar la des-
cripcion del andlisis didactico y su relacion con los organizadores del curriculo,
considero a continuacion la interpretacion que hacemos de la nocion de significa-
do en educacion matematica.

3. SIGNIFICADO Y EDUCACION MATEMATICA

La extension y profundidad de los significados que construyen los escolares en el
aula (y, por consiguiente, la calidad de su aprendizaje) se realiza atendiendo a los
distintos modos de expresion y de uso con que se manejen los conceptos, a la ca-
pacidad para conectar diversas estructuras y utilizar diferentes procedimientos, a
la diversidad de los problemas que pueden interpretarse, abordarse y resolverse,
en definitiva, considerando la riqueza de conexiones —de significados— que se
establecen para un determinado concepto o conjunto de conceptos matematicos.
En otras palabras, parte relevante del aprendizaje matematico de los escolares se
lleva a cabo en el aula, cuando ellos negocian y construyen significados con moti-
vo de las actividades propuestas por el profesor (Biehler, 2005, pp. 61-62; Brom-
me y Steinbring, 1994, p. 218). ;Cuéles son los significados de un concepto ma-
tematico que pueden ser objeto de la interaccion en el aula? ;Cuales son los
significados que se considera relevante desarrollar? En este apartado, abordo estas
preguntas y asumo una posicion con respecto a ellas. Mi proposito es mostrar la
utilidad de abordar la nocién de significado en las matematicas escolares desde
una perspectiva amplia que vaya mas alld del significado simbodlico con el que
tradicionalmente se identifican las matematicas académicas o disciplinares'’. Des-
de esta perspectiva, postulo que, en el ambito escolar, un concepto matematico
puede ser estudiado desde una variedad de significados. En este apartado, intro-

' Se puede considerar a Wittmann (1984) como un precursor de la idea de organizador del curri-
culo. El introdujo la nocion de “unidad de ensefianza”, compuesta por objetivos, materiales, pro-
blemas matematicos y trasfondo matematico y psicoldgico (p. 30). “Las unidades de ensefianza
permiten organizar el conocimiento didactico de manera eficaz para la ensefianza” (p. 33).

17 Con “matematicas académicas”, me refiero a las matematicas que se ensefian y aprenden en las
licenciaturas de matematicas. Por su lado, las “matemadticas disciplinares” aluden a la actividad de
los matematicos profesionales y las “matematicas aplicadas” al uso de las matematicas en activi-
dades profesionales o disciplinas cientificas. Finalmente, las “matematicas escolares” se refieren a
las matematicas cuando se consideran con la finalidad de ser ensefiadas y aprendidas en la escuela.
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duzco una seleccion de estos significados que desarrollaré en el resto de este capi-
tulo.

3.1. Nocion de Significado'®

Los lingiiistas consideran el lenguaje organizado mediante términos y conceptos y
estructurado en oraciones. La filosofia analitica, el positivismo légico y otros filo-
sofos que se han ocupado del lenguaje han prestado atencion especial al significa-
do lingliistico de términos y sentencias, de oraciones, conceptos y relaciones, es
decir, al modo en que el lenguaje se relaciona con la realidad. Lugar destacado
ocupa el estudio de las condiciones que establecen la veracidad o falsedad de las
oraciones en cuestion, que en filosofia, se plantea desde Socrates.

En filosofia del lenguaje, el significado de una palabra la relaciona externa-
mente con el mundo e internamente con otras palabras. Una teoria semantica trata
de explicar esta doble conexidn externa e interna de palabras y conceptos, catego-
rizar las expresiones del lenguaje y describir las condiciones para la veracidad de
las oraciones (Honderich, 2001, p. 609).

El lenguaje consta de palabras, que se ordenan en secuencias o sentencias.
Con las palabras expresamos nuestras ideas y pretendemos comunicar con los
otros. A causa de nuestras convenciones, las palabras se refieren a cosas o tienen
significados. Una sentencia completa expresa una proposicion, que puede ser ver-
dadera o falsa. La verdad o falsedad de una sentencia dependera de que el mundo
satisfaga alguna condicion, conocida como la condicién-de-verdad de la sentencia.

3.2. Nocion de Significado en Frege

Frege establece la diferencia entre signo y significado y, dentro del significado de
un término, distingue entre sentido y referencia. Esta distincion la enuncia, en pri-
mer lugar, para los términos o nombres propios y la extiende, posteriormente, a
enunciados, proposiciones y conceptos. Con las nociones de sentido y referencia
Frege marco los fundamentos de la moderna teoria semdntica hace mds de un si-
glo. La primera precision la establece para los nombres propios u objetos (Frege,
1998c, § 27):

Es natural entonces que a un signo (nombre, union de palabras, signo
escrito), ademas de lo designado, que podria llamarse la referencia del
signo, va unido lo que yo quisiera llamar el sentido del signo, en el cual
se halla contenido el modo de darse... Un nombre propio expresa su sen-
tido, se refiere a su referencia o la designa. Con un signo expresamos su
sentido y designamos su referencia.

Asi pues, Frege establece un primer tridngulo semantico Signo-Sentido-
Referencia, para los objetos (Ver Figura 1), en el cual por nombre o signo entien-
de cualquier designacién que represente un nombre propio, cuya referencia sea un
objeto determinado, pero no un concepto o una relacion. Actualiza asi toda una

'8 Debo a Luis Rico la aclaracion de que, para efectos del analisis de contenido —que describiré
mas adelante—, no es necesaria una aproximacion social a la nocion de significado. Basta con una
extension de las ideas originales de Frege. Por esta razon, en estas secciones utilizo la primera per-
sona del plural en la redaccion.



Analisis Didactico 25

tradicion, que inicia Aristoteles, segun la cual las palabras son los signos de las
ideas y las ideas son los signos de las cosas.

Sentido
Expresa Determina
Signo Designa ——— Referencia

Figura 1. Tridngulo semdntico (término)”

Con posterioridad, Frege extiende la distincion semantica entre sentido y referen-
cia a los enunciados o proposiciones. Comienza por afirmar que un enunciado
completo contiene un pensamiento, es decir, es una frase con contenido objetivo,
apto para ser propiedad comun de muchos, y sostiene que el pensamiento que ex-
presa un enunciado es su sentido, no su referencia. Puesto que la buisqueda de la
verdad es lo que incita a avanzar del sentido a la referencia, y de acuerdo con su
preocupacion por el fundamento 16gico, argumenta y establece que la referencia
de un enunciado es su veracidad o falsedad y su sentido es el pensamiento que ex-
presa (§ 34):

La busqueda de la verdad es la que incita a avanzar del sentido a la re-
ferencia. El valor veritativo de un enunciado es su referencia... Cada
enunciado asertivo, en el que tenga importancia la referencia de las pa-
labras, debe ser considerado, pues, como un nombre propio, y su refe-
rencia, caso de que exista, es o bien lo verdadero o bien lo falso.

La referencia, lo que marca la objetividad para un enunciado, es su veracidad. Es-
tablecida esta importante distincion, Frege extiende el tridangulo semantico a todo
término conceptual, ya que en la ciencia interesa la pregunta por la verdad y, por
ello, es necesario asociar una referencia a los términos conceptuales. Al igual que
la referencia de un nombre propio es el objeto que designa, un término conceptual
se refiere a un concepto, si se emplea del modo conveniente en logica.

Frege establece la referencia de los términos conceptuales en el propio con-
cepto, que suele venir dado por su extension, es decir, por los objetos que caen
bajo el concepto ya que son éstos los que le proporcionan valor veritativo; igual-
mente, establece el sentido del concepto en su contenido o intensiéon (compren-
sion, en sentido conjuntista) (Frege, 1998a, § 133):

Aquello a lo que se refieren dos términos conceptuales es lo mismo si y
solo si las extensiones de concepto correspondientes coinciden. La ex-
tension de los conceptos es preferible a su contenido (intension) ya que
lo esencial para la logica es la referencia de los términos y no su senti-
do... Para cada objeto debe poderse determinar si cae bajo un concepto

19 Frege no dio ningtin nombre para la relacion entre sentido y referencia. Nosotros la denomina-
mos “determina” siguiendo a Oldager (2004, p. 21).
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0 no; un término conceptual que no satisfaga este requisito carece de re-
ferencia.

Asi pues, Frege establece las nociones de sentido y referencia para un término
conceptual; de estas nociones afirma: “El término conceptual debe tener un senti-
do y, para su uso cientifico, una referencia” (§ 135). Extiende asi a los conceptos
el tridangulo semantico.

En la nocién de Frege para significado de un término conceptual, el tridngulo
semantico viene dado por el signo o término con el que se expresa, por su referen-
cia o concepto propiamente tal, y por su sentido o modo en que vienen dados los
objetos que caen bajo el concepto.

Frege utiliza frecuentemente las matematicas como ejemplo para sus defini-
ciones y nociones teoricas. Por ejemplo, cuando caracteriza el baricentro como la
interseccion de las medianas a y b de un tridngulo, y luego como interseccion de
las medianas b y ¢, dice que se trata de dos sentidos distintos para una misma re-
ferencia, ya que se trata de dos modos de darse lo designado con el término bari-
centro (Frege, 1998c, § 26).

También distingue el signo “7”, los sentidos “2 + 5y “3 + 4” y la referencia
o “concepto de numero siete” (Frege, 1998b, § 3). Para entender la idea de con-
cepto de un numero adopta la vision: “Uno es cardinal {&}”, “Uno” es el término;
su referencia es el concepto de uno. Pero hay distintos sentidos para este término:

¢ S;: menor nimero natural

¢ S;: divisor de cualquier nimero

¢ S;: mitad de dos, etc.

Estos distintos sentidos son modos de referirse al “concepto de uno”. Frege esta-
blece que el significado de un término conceptual, para una proposiciéon y un uso
determinados, viene dado por la conexion entre el término, su referencia o con-
cepto y el sentido en que se usa.

3.3. Tres Dimensiones del Significado de un Concepto en las Matematicas
Escolares

El triangulo semantico propuesto por Frege identifica los elementos constitutivos
del significado de un término conceptual desde una perspectiva estrictamente 16-
gica y formal. Dado que nuestro interés por el significado de los conceptos mate-
maticos esta centrado en el dmbito de la matematica escolar, adaptamos las ideas
de Frege para considerar un sistema de relaciones mas amplio.

Nuestra propuesta interpreta las ideas de Frege al enfatizar el hecho de que
los sentidos en los que se usa un término conceptual matematico implican, por un
lado, los modos en los que se establecen relaciones con otros términos conceptua-
les matematicos, y, por el otro, las diferentes formas en las que el término concep-
tual y estas relaciones se pueden representar. Adicionalmente, y siendo coherentes
con nuestra posicion con respecto al curriculo de matematicas, adoptamos un pun-
to de vista funcional, en virtud del cual el sentido en el que se usa un término con-
ceptual matematico también incluye los fendémenos que sustentan el concepto. En
la matematica escolar, los fendémenos se presentan mediante un contexto o situa-
cion en que el concepto toma sentido, o también mediante un problema que se
aborda y da sentido al concepto.
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Nuestra posicion atiende a algunas de las ideas de Steinbring (1997, pp. 51-
52) y su propuesta de “tridngulo epistemoldgico”, en el sentido de admitir “la
creencia de que los dominios de aplicacion (el uso de un concepto dentro y fuera
de las matematicas) son constitutivos de lo que podemos llamar el significado del
concepto” (Biehler, 2005, p. 69).
En definitiva, nuestra propuesta aborda el significado de un concepto mate-
matico atendiendo a tres dimensiones que denominamos sistemas de representa-
cion, estructura conceptual y fenomenologia (Ver Figura 2):
¢ En los sistemas de representacion incluimos las diferentes maneras en las
que se puede representar el concepto y sus relaciones con otros conceptos.

¢ En la estructura conceptual incluimos las relaciones del concepto con
otros conceptos, atendiendo tanto a la estructura matematica de la que el
concepto forma parte, como a la estructura matematica que dicho concepto
configura.

¢ En la fenomenologia incluimos aquellos fenomenos (contextos, situaciones

o problemas) que pueden dar sentido al concepto.

Estructura conceptual

Sistemas de
representacion

Fenomenologia

Figura 2. Las tres dimensiones del significado de un concepto en la matematica
escolar

Analizaré y describiré en detalle cada una de estas dimensiones mas adelante
(apartado 7 de este capitulo).

3.4. Significado de un Concepto Matematico y Planificacion de Clase
Las tres dimensiones del significado de un concepto en la matematica escolar que
hemos propuesto en el apartado anterior ponen en evidencia una de las cuestiones
centrales de la problematica de la planificacion de clase: la multiplicidad de signi-
ficados de un concepto en las matematicas escolares. Un concepto matematico
tiene una multiplicidad de significados porque:
¢ su estructura conceptual es compleja, dando lugar a una pluralidad de rela-
ciones con otros conceptos matematicos;
4 hay una diversidad de modos en los que el concepto y sus relaciones con
otros conceptos se pueden representar; y
¢ hay una variedad de fendmenos que le dan sentido.

Esta multiplicidad de significados de un concepto matematico implica que, para
efectos de planificar una hora de clase o una unidad didactica, el profesor debe:

1. recabar la informacion necesaria que le permita identificar dichos significados;
2. organizar esta informacidn de tal forma que sea util para la planificacion; y

3. seleccionar, a partir de esta informacion, aquellos significados que ¢l considera
relevantes para la instruccion.
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En los primeros dos pasos, el profesor debe asegurarse de la completitud y cohe-
rencia de la informacion recogida: por un lado, esta informacion debe incluir to-
dos los significados que puedan ser relevantes para la reflexion sobre y la realiza-
cion de la planificacion y, por el otro, debe ser valida con respecto al
conocimiento matematico establecido para las estructuras matematicas involucra-
das. Mostraré mas adelante (apartado 7 de este capitulo) que la informaciéon que
resulta de los dos primeros pasos puede llegar a ser excesiva para los propdsitos
de la planificacion de la instruccion. Por esta razon es necesario que se realice el
tercer paso: la seleccion de los significados de referencia®.

Este proceso de seleccion de significados estd condicionado por diversos fac-
tores. En primer lugar, la programacion de comienzo de curso determina lo que
denominaré el contenido propuesto’ que establece una primera delimitacion de
los significados de un concepto dado que se consideran relevantes a nivel institu-
cional. En segundo lugar, a lo largo del desarrollo de la asignatura y a la hora de
planificar una hora de clase o una unidad didéctica, el profesor debe realizar un
segundo proceso de seleccion. En este momento, el profesor debe seleccionar los
significados de referencia que, de hecho, seran objeto de la instruccion y, por lo
tanto, la base para la determinacion de los objetivos de aprendizaje correspondien-
tes. Esta seleccion de significados debera ser coherente con el contenido propues-
to, y, ademas, debera atender al desarrollo mismo de la asignatura hasta ese mo-
mento. En este sentido, el profesor, al seleccionar los significados de referencia,
debera tener en cuenta su percepcion sobre las capacidades que los escolares ya
han desarrollado y su prevision sobre como los escolares pueden desarrollar las
capacidades involucradas en los objetivos de aprendizaje al abordar las tareas ob-
jeto de la instruccion. En otras palabras, en el contexto concreto de la planifica-
cion de una hora de clase o una unidad didactica, la identificacion y seleccion de
los significados que seran objeto de dicha planificacion y la determinacion de los
objetivos de aprendizaje que se basen en ellos, debe ser consecuencia de cuatro
andlisis que describiré en detalle mas adelante en este capitulo:

1. el analisis de contenido, como el procedimiento en virtud del cual el profesor
identifica y organiza la multiplicidad de significados de un concepto;

2. el analisis cognitivo, en el que el profesor describe sus hipotesis acerca de co-
mo los escolares pueden progresar en la construccion de su conocimiento sobre
la estructura matematica cuando se enfrenten a las tareas que compondran las
actividades de ensefianza y aprendizaje;

3. el andlisis de instruccion, en el que el profesor disefia, analiza y selecciona las
tareas que constituirdn las actividades de ensefianza y aprendizaje objeto de la
instruccion; y

* Denomino a estos significados de referencia, para diferenciarlos de los significados que, en la
interaccion en el aula, los escolares negocian y construyen con motivo de las actividades propues-
tas por el profesor. De esta manera, distingo, pero también relaciono, dos problematicas: el proce-
so de seleccion de los significados de referencia y el proceso de aprendizaje de los escolares. Pro-
fundizaré en este ultimo en el capitulo 4.

?! Daré un significado concreto a la nocion de contenido propuesto en el apartado 7.
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4. el andlisis de actuacion, en el que el profesor determina las capacidades que
los escolares han desarrollado y las dificultades que pueden haber manifestado
hasta ese momento.

Denomino andlisis didactico al procedimiento compuesto por estos cuatro analisis
y en virtud del cual el profesor puede disenar, llevar a la practica y evaluar unida-
des didacticas. Como ya lo argument¢ antes y las reflexiones anteriores sustentan,
el andlisis didactico, como procedimiento de planificacion local, es un nivel del
curriculo y se organiza de acuerdo con las dimensiones del mismo (Ver Figura 3).

De contenido

Cognitivo De instruccion

De actuacion
Figura 3. Analisis que componen el andlisis didactico

En este apartado he querido enfatizar varias cuestiones:

¢ cl papel central de la nocidn de significado de un concepto matematico en
el contexto de las matematicas escolares y, en particular, en el proceso de
planificacién de clase™;

¢ la multiplicidad de significados de un concepto matematico;

¢ la necesidad de que el profesor identifique y organice esa multiplicidad de
significados; y

¢ la importancia de que el profesor, teniendo en cuenta el contexto en el que
tiene lugar la instruccion, seleccione los significados que considera rele-
vantes para la planificacion de clase.

Pero, ;como puede el profesor identificar, organizar y seleccionar los significados
relevantes de un concepto matematico para efectos de disefar, llevar a la practica
y evaluar unidades didacticas? El necesita herramientas conceptuales y metodolo-
gicas que le permitan realizar los cuatro analisis que componen el analisis didacti-
co. Rico, quien ha sugerido en diversas ocasiones la importancia de la multiplici-
dad de significados de un concepto matematico, ha acufiado el término
organizadores del curriculo para referirse a estas herramientas. Estas son las
herramientas con las que el profesor puede, en primer lugar, en el analisis de con-
tenido, identificar, organizar y explicitar los diversos significados de un concepto
matematico y, en segundo lugar, con motivo de los andlisis cognitivo, de instruc-
cion y de actuacion, seleccionar los significados que considera relevantes para la
instruccion y disefar y evaluar las actividades de ensefianza y aprendizaje objeto
de la planificacion de clase. Describiré en detalle estas herramientas a continua-
cion en la presentacion del andlisis didéctico.

2 Ver Kilpatrick, Hoyles y Skovsmose (2005) para una reflexion reciente y variada sobre la pro-
blematica de la nocidn de significado en las matematicas escolares.
2 Ver por ejemplo, (Rico, 1992, Capitulo III, pp. 35-36; Rico, 1997¢).
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4. ANALISIS DIDACTICO: UN PROCEDIMIENTO PARA
ORGANIZAR LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

En lo que sigue, describo un procedimiento, que denomino andlisis didactico, y
que representa mi vision ideal de como el profesor deberia disefiar, llevar a la
practica y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje. El andlisis didactico se
ubica en un nivel local del curriculo (ver la Tabla 1). Mi preocupacion se centra
en el procedimiento en virtud del cual el profesor planifica, lleva a la practica y
evaltia una unidad didéctica, una hora de clase o una porcidon de una clase. Entien-
do por unidad didéctica “una unidad de programacion y actuacion docente consti-
tuida por un conjunto de actividades que se desarrollan en un tiempo determinado
para la consecucion de unos objetivos especificos™” (Segovia y Rico, 2001 p. 87).
Por lo tanto, el contenido matematico que es objeto de la instruccion es una es-
tructura matematica especifica o uno o mas aspectos de una estructura matematica
para la que hay unos objetivos de aprendizaje determinados. El periodo de tiempo
en el que tiene lugar la instruccion es limitado y la especificidad del contenido
permite profundizar en sus multiples significados. Esta vision local de la ensefan-
za es similar a la adoptada por Simon (1995a), quien también se centra en las acti-
vidades que conciernen un periodo limitado de tiempo y un contenido matematico
especifico, y constituye una reflexion curricular diferente de aquella que corres-
ponde a la planificacion global para los profesores.

La descripcion de un ciclo del analisis didactico seguird la secuencia propues-
ta en la Figura 4, a la que haré referencia permanentemente en lo que sigue.

** Mas adelante haré un analisis sobre el uso del término “objetivos™ en el procedimiento del anéli-
sis didactico. Aqui destaco el hecho de que el profesor puede determinar unos objetivos especificos
para una unidad didactica o una hora de clase y que estos objetivos especificos, estando relaciona-
dos con los objetivos generales definidos en el disefio curricular global, se refieren a sus expectati-
vas con respecto al aprendizaje de los escolares para la estructura matematica objeto de dicha uni-
dad didactica u hora de clase (Ver la discusion sobre las metas del profesor en el siguiente
apartado).
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Determinacion de:
Comprension de los estudiantes 15 Disefio curricular
O

Contenidos global
Objetivos f
T Contextos:
Social
Metas Edu.cati'vo
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contenido

Disefio de

Conocimiento
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actividades K]

didactico

Anah'S}s ) \ Anahsls‘ c}e
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Puesta en practica
de actividades

Figura 4. Ciclo de analisis didactico

En los diferentes apartados de este capitulo describiré cada uno de los elementos y
de las relaciones que se presentan en la Figura 4. Describiré los procedimientos y
las herramientas conceptuales y metodologicas que el profesor debe poner en jue-
go para realizar el andlisis didactico, y haré énfasis en las multiples relaciones en-
tre los analisis que lo componen y las herramientas que se ponen en juego. A con-
tinuacion, hago una breve descripcion del ciclo. El anélisis didéactico se inicia con
la determinacion del contenido que se va a tratar y de los objetivos generales de
aprendizaje que se quieren lograr, a partir de la percepcion que el profesor tiene de
la comprension de los escolares con motivo de los resultados del anélisis de actua-
cion del ciclo anterior y teniendo en cuenta los contextos social, educativo e insti-
tucional en los que se enmarca la instruccion (cuadro 1 de la Figura 4). A partir de
esta informacion, el profesor inicia la planificacion con el anélisis de contenido.
La informacion que surge del andlisis de contenido sustenta el andlisis cognitivo.
A su vez, la realizacion del analisis cognitivo puede dar lugar a la revision del
analisis de contenido. Esta relacion entre los analisis también se establece con el
analisis de instruccion. Su formulacion depende de y debe ser compatible con los
resultados de los andlisis de contenido y cognitivo, pero, a su vez, su realizacion
puede generar la necesidad de corregir las versiones previas de estos analisis
(cuadro 2). La seleccion de tareas que componen las actividades debe ser coheren-
te con los resultados de los tres analisis y la evaluacion de esas tareas a la luz de
los analisis puede llevar al profesor a realizar un nuevo ciclo, antes de seleccionar
definitivamente las tareas que componen las actividades de ensefianza y aprendi-
zaje (relacion entre cuadros 2 y 3). El profesor pone en practica estas actividades
(cuadro 4) y, al hacerlo, analiza las actuaciones de los escolares para obtener in-
formacion que sirve como punto de inicio de un nuevo ciclo (cuadro 5). El cono-
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cimiento didactico (cuadro 6) es el conocimiento que el profesor pone en juego
durante este proceso™.

Como ya lo insinué, el término “analisis didactico” es una expresion genérica
utilizada en muchos campos con diferentes significados. Por ejemplo, Freud
(1981) lo utiliz6 cuando se refiri6 a la formacion de psicoanalistas. En la didactica
de la matematica, varios autores utilizan el término con diferentes propositos (e.g.,
Gallardo y Gonzalez, 2006; Godino et al., 2006; Gémez, 2006a; Gonzalez, 2006;
Puig, 1997). Yo atiendo a la interpretacion de Puig (1997), quien lo define de la
siguiente manera: “el analisis didactico de las matematicas, esto es, el analisis de
los contenidos de las matemadticas que se realiza al servicio de la organizacion de
su ensefianza en los sistemas educativos” (p. 61). En el contexto general de esta
descripcion, en este capitulo buscaré dar un significado concreto al término “ana-
lisis didactico”.

Algunos autores han hecho propuestas que guardan cierta similitud con el
analisis didactico. Por ejemplo, Ball, Lubienski y Mewborn (2001), cuando se
preguntan sobre lo que estd matematicamente involucrado en la actividad de ense-
flar matematicas, sugieren una aproximacion que

implica el andlisis matematico de las actividades que estan en el niicleo
de la enserianza de las matematicas. Esas actividades incluyen cuestio-
nes como la exploracion de lo que los estudiantes saben, la evaluacion,
seleccion y modificacion de libros de texto; la decision acerca de dife-
rentes posibilidades de accion, y la direccion de una discusion producti-
va (p. 453).

Estos autores sefalan que el trabajo del profesor en el aula es matematico, mas
que simplemente pedagodgico, porque:

implica el disefio y enunciado de una pregunta, la reaccion a las pregun-
tas de los escolares o la identificacion de una incongruencia o una co-
nexion. Que éste es un razonamiento matematico y no simplemente pe-
dagogico es algo que resulta claro cuando se mira con cuidado (p. 453).

Las propuestas de Cooney (Cooney, 2004; Cooney y Wiegel, 2003) sobre el plu-
ralismo en la enseflanza de las matematicas, que mencioné mas arriba, también
presentan similitudes con el procedimiento que describiré mas adelante.

Por otro lado y desde un punto de vista metodolédgico, si se observa que el
analisis didactico se inicia en la constatacién de un estado inicial y pasa por una
planificacion, con base en la cual tiene lugar una actuacion (de profesores y esco-
lares) que es observada y evaluada con el proposito de dar lugar al inicio de un
nuevo ciclo, entonces es posible relacionar este procedimiento con los pasos pro-
puestos en la investigacion-accion: planificacidon, accidon, observacion y reflexion
(Kemmis y McTaggart, 1988). Shulman (1987) detalla mas estos pasos, desde la
perspectiva del profesor, en su modelo de razonamiento y accidon pedagogicos. En
este modelo, ¢l sugiere las fases de comprension, transformacion, instruccion,
evaluacion, reflexion y nueva comprension (p. 15). De la misma manera, el mode-
lo del ciclo de ensenanza de las matematicas de Simon (1995a, 1997), partiendo
de una visidn constructivista del aprendizaje, sugiere un procedimiento similar, en

3 Describiré en detalle la nocion de conocimiento didactico en el capitulo 3.
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el que se determina un objetivo de aprendizaje, se realiza un plan de actividades,
se formulan hipotesis sobre el proceso de aprendizaje, se ponen en practica las
actividades y se evalua el conocimiento de los escolares. Con la descripcion deta-
llada del analisis didactico que haré en este capitulo busco dotar de un significado
especifico, desde la perspectiva de las matematicas escolares, a este esquema ci-
clico que ya ha sido sugerido de diferentes maneras en la literatura.

La realizacion de un ciclo del andlisis didactico se encuentra condicionada
por las creencias y las metas del profesor y por los contextos social, educativo e
institucional (relaciones a, b, ¢ y d de la Figura 4). Inicio la descripcion del ciclo
con una reflexion sobre estas condiciones para después describir las diferentes fa-
ses y analisis que se proponen en la Figura 4.

5. CREENCIAS, METAS Y CONTEXTOS

Las metas y las creencias del profesor, por un lado, y los contextos institucional,
educativo y social, por el otro, condicionan la practica docente. En este apartado,
hago algunas consideraciones sobre el papel del contexto y de las metas y las
creencias del profesor en sus decisiones y actuaciones, como factores que influyen
en y condicionan la manera como €l aborda el anélisis didactico de una estructura
matematica. También me referiré a la relacion entre las caracteristicas de la micro-
cultura del aula y el proceso de planificacion de la instruccion.

Schoenfeld (2000a), en su propuesta para construir un modelo del profesor de
matematicas, describe de la siguiente manera la relacion entre las creencias, las
metas, el conocimiento del profesor y su practica docente:

Postulamos que, sea el profesor consciente o no de sus creencias, metas
y conocimiento, estos son factores claves en el proceso de toma de deci-
siones y tal proceso toma en cuenta esos factores... El modelo de un pro-
fesor particular contendra representaciones de metas, creencias y cono-
cimiento atribuidos a ese profesor y un mecanismo de toma de decisiones
que sugiere como, en unas circunstancias dadas, esas metas, creencias y
conocimiento configuran la decision del profesor con respecto a qué
hacer “después”. (pp. 248-249)

Las metas son aquellos propositos que el profesor se propone alcanzar. Las metas
pueden ser globales con respecto a los estudiantes en periodos largos de tiempo,
en las lecciones, en partes particulares de la leccion y locales a una interaccion
particular. Pueden estar orientadas social o epistemologicamente (con respecto al
contenido). Pueden estar predeterminadas o pueden ser emergentes. Usualmente
hay varias metas operativas en un momento dado (p. 250). “Las creencias del pro-
fesor (sobre los estudiantes, el aprendizaje, la ensefianza, las matematicas...) con-
figuran lo que el profesor ve como creible, posible o deseable. Por lo tanto, las
creencias configuran la seleccion de metas y planes de accion” (p. 253).

Existe un cuerpo importante de literatura sobre las creencias del profesor de
matematicas y sobre el papel que estas creencias pueden tener en su actuacion en
el aula (e.g., Cooney y Wilson, 1993; Frykholm, 1999; Thompson, 1984, 1992;
Wilson, 1994). “Las creencias son la base de un ‘mapa conceptual’ que guia las
decisiones de instruccion que realiza el profesor” (Magnusson, Krajcik y Borko,
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1999, p. 122). Cooney, Shealy, y Arvold (1998) hacen un analisis detallado de la
estructura de las creencias de los profesores de matematicas y las conceptualizan a
partir de la nocion de autoridad. Gil y Rico (2002) y Flores (Flores, 1998) descri-
ben y caracterizan las concepciones y creencias que, sobre la ensefianza, el apren-
dizaje y la evaluacién, mantienen los profesores de matematicas andaluces. Ball
(1991, p. 1) encontré que el conocimiento de los profesores sobre el contenido
interactia con sus supuestos y creencias explicitos sobre la ensefanza y el apren-
dizaje, sobre los estudiantes y sobre el contexto. Estos supuestos y creencias con-
figuran las maneras como ellos ensefian matematicas a los escolares:

como sucede en las demds dreas, las creencias configuran la percepcion
que el individuo tiene de su experiencia. Ellas configuran las metas que
el profesor se impone para la interaccion en el aula, las opciones que el
profesor cree que estan disponibles para lograr esas metas, y la manera
en que estos recursos (en este caso, diferentes tipos de ensefianza y de
contenido matematico, rutinas de clase, etc.) se pueden emplear.
(Schoenfeld, 2000a, p. 248)

En este documento, me intereso concretamente en las creencias del profesor sobre
las matematicas (disciplinares, académicas y escolares), y sobre la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas escolares. El profesor puede y debe tener un cono-
cimiento sobre las diferentes posturas que es posible asumir en estos temas y asu-
me consciente o inconscientemente una de ellas. Su posicion sobre estas cuestio-
nes afecta y condiciona la manera como ¢l aborda las diferentes fases del ciclo del
analisis didactico.

Pero, las creencias del profesor son solamente uno de los factores que deter-
minan su actuacioén (Lerman, 2001):

las creencias de los profesores dependen del contexto. de la situacion en
la que se recoge la informacion; de la relacion con la entrevista y el en-
trevistador, de la localizacion del aula, laboratorio y otro lugar; del
grupo particular de estudiantes; y asi sucesivamente. Las creencias de
los profesores se relacionan con su prdctica y con las creencias sobre la
practica, pero no se pueden identificar una con otra. (p. 37)

Lerman (2001) mantiene que, teorias como el constructivismo, con su énfasis en
la abstraccion reflexiva y la construccion de las estructuras cognitivas, no pueden
aplicarse al aprendizaje de los futuros profesores y que los estudios sobre creen-
cias son demasiado estaticos y mentalistas para describir las relaciones entre la
teoria y la practica. El sugiere que las teorias que tienen en cuenta la complejidad
de las practicas sociales son mas apropiadas para el estudio de la formacion de
profesores (pp. 48-49). Por lo tanto, al reflexionar sobre la actuacion del profesor,
debemos también tener presentes los contextos en los que se realiza esa practica.
El contexto social, educativo e institucional también condiciona la instruc-
cion. Este contexto determina las normas y valores que rigen social e institucio-
nalmente y determina aquello que se valora como deseable en el proceso educati-
vo (Eisenhart, Borko, Underhill, Brown, Jones y Agard, 1993, pp. 28-29). De esta
manera, el contexto restringe las opciones que el profesor tiene disponibles para
realizar su practica docente (Carlsen, 2001, p. 140). Por ejemplo, los estandares
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nacionales o internacionales pueden influir en la reflexion y delimitacion de las
normas legales. Estas normas pueden determinar unas finalidades de la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas, mientras que el proyecto educativo del centro
puede promover modelos de evaluacion particulares. Adicionalmente, el profesor
debe tener en cuenta los intereses, conocimientos y capacidades de sus estudiantes
y reconocer las diferencias entre ellos (Adler, 2003). Estos y otros factores forman
parte del contexto social, educativo e institucional que conforma el marco en el
que el profesor realiza su trabajo’. Freitas (2004), haciendo referencia a Apple
(1999), senala que documentos curriculares como los del NCTM no abordan las
realidades institucionales de la escuela. Por lo tanto, los esfuerzos en formacion de
profesores se estrellaran con la realidad diaria de los profesores si “no tienen en
cuenta las fuerzas estructurales que establecen y mantienen dindmicas especificas
de poder institucional” (p. 259).

Por otro lado, el contexto del aula es el entorno estructurado dentro del cual
tiene lugar la construccidon del conocimiento matematico por parte de los escola-
res. Este contexto es el espacio en el que se puede constituir y desarrollar una co-
munidad de practica (Graven y Lerman, 2003). Este contexto se negocia y se con-
forma conjuntamente entre profesor y estudiantes y, por consiguiente, no
restringe, a priori, la instrucciéon. No obstante, ese proceso de negociacion cons-
truye paulatinamente un conjunto de normas sociales y socio-matematicas que
caracterizan la micro-cultura del aula y que el profesor debe tener en cuenta a la
hora de abordar la instruccion (Yackel y Cobb, 1996).

6. INICIO DEL CICLO

En este apartado, describo el comienzo de un ciclo del analisis didactico a partir
de las condiciones iniciales que acabo de formular. Me refiero al cuadro identifi-
cado con el nimero 1 (en la Figura 4). En los apartados siguientes examinaré su-
cesivamente cada uno de los cuadros en el orden en el que aparecen en el esque-
ma.

El caracter local del analisis didactico implica que éste se realiza en una asig-
natura que se encuentra en marcha y que tiene definidos, en su disefio curricular
global, unos objetivos y unos contenidos. Debemos entonces imaginar que, como
profesores, acabamos de terminar el tratamiento de un tema (e.g., la funcién li-
neal) y vamos a comenzar un nuevo tema (e.g., la funcion cuadratica), tal y como
se indica en el disefio curricular global de la asignatura. El ciclo se inicia con la
determinacion, por parte del profesor, de la comprensioén que los estudiantes tie-
nen en ese momento sobre las bases o nociones necesarias para abordar el nuevo
tema, de los contenidos que se pretenden tratar y de los objetivos de aprendizaje
que se quieren lograr. Es decir, el profesor debe determinar, desde la perspectiva
del aprendizaje de los escolares, el punto inicial (lo que los escolares ya saben an-
tes de comenzar el ciclo) y el punto final (lo que el profesor espera que los escola-
res sepan después de la instruccion).

%% Analizaré con mas detalle estos factores en el siguiente apartado, cuando considere los diferen-
tes significados de la nocién de “contenido” en las matematicas escolares.
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El disefio curricular global delimita inicialmente los objetivos de aprendizaje
y los contenidos. Pero, la determinacion de los objetivos de aprendizaje especifi-
cos que se deben buscar y de los contenidos matematicos particulares que se de-
ben tratar también depende del resultado del ciclo anterior del andlisis didactico.
Por ejemplo, si en el ciclo anterior se trabajo la funcion lineal, entonces los esco-
lares habran desarrollado conocimientos y habran mejorado ciertas capacidades (y
contribuido al desarrollo de algunas competencias) que son relevantes para el es-
tudio de la funcion cuadratica. El andlisis de actuacion (cuadro 5 de la Figura 4)
proporciona al profesor informacidon sobre las actuaciones y producciones de los
escolares al final del ciclo anterior”’. Con esta informacion, y basado en su expe-
riencia y en su conocimiento de la literatura, el profesor debe hacer una descrip-
cion de la comprension de sus estudiantes sobre la estructura matematica en cues-
tion. En esta descripcion, el profesor deberd establecer en qué medida, y con
motivo de las tareas propuestas, se lograron los objetivos de aprendizaje del ciclo
anterior, al identificar qué capacidades se pusieron en juego y, en su caso, en qué
medida estas capacidades contribuyeron a las competencias que consideraba per-
tinentes.

Describiré con mayor detalle este procedimiento cuando considere, mas ade-
lante, los analisis cognitivo, de instruccion y de actuacion. Esta informacion sobre
logros y carencias cognitivos es central para adaptar y revisar con suficiente espe-
cificidad los objetivos de aprendizaje y los contenidos de la unidad didactica o de
la hora de clase que se pretende planificar. La manera como el profesor recoja,
analice, organice, seleccione e interprete esta informacion dependera de sus cono-
cimientos y sus creencias y estara condicionada por los contextos (cultural, social,
institucional y del aula) en los que realiza su labor. Como resultado de esta etapa
inicial del analisis didactico el profesor puede seleccionar los significados de refe-
rencia del concepto matematico objeto de la instruccion y delimitar los objetivos
de aprendizaje que desea lograr con respecto a dicho concepto. Por ejemplo, el
profesor puede decidir que centrard su atencion en las relaciones entre los siste-
mas de representacion simbolico y grafico de la funcioén cuadratica y que buscara
desarrollar en sus alumnos las capacidades necesarias para resolver problemas que
involucran el significado grafico de los parametros de las diferentes formas sim-
bolicas de esa funcion. La siguiente etapa del andlisis didactico es el andlisis de
contenido, que describo a continuacion (cuadro 2 de la Figura 4).

7. ANALISIS DE CONTENIDO

En este apartado, describo el anélisis de contenido. Este es el primero de los anali-
sis que componen el analisis didactico. En la primera seccion, identifico y descri-
bo los diferentes usos del término “contenido” en las matematicas escolares. En la
segunda, establezco los propdsitos del analisis de contenido. Y, en las tres seccio-
nes siguientes, caracterizo el andlisis de contenido como la exploracion de las tres
dimensiones del significado de un concepto matematico que introduje en el apar-
tado 3 de este capitulo: los signos o sistemas de representacion que se utilizan, la
referencia formal, dada por la estructura conceptual y el sentido con que se traba-

7 Describiré el analisis de actuacion en el apartado 10 de este capitulo.
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jan los diversos conceptos o fenomenologia. En estas tres secciones también des-
cribo y ejemplifico las herramientas —organizadores del curriculo— que le per-
miten al profesor recabar, organizar, y seleccionar los significados de referencia
que seran objeto de la instruccion.

7.1. Usos del Término “Contenido” en las Matematicas Escolares®
La nocion de contenido es una nocion curricular y se utiliza con distintos niveles
de precision y distintos sentidos, que conviene diferenciar y describir. En primer
lugar, tenemos, como responsabilidad de la administracion educativa, el Curriculo
Oficial que marca el contenido basico o programa oficialmente establecido por
gobiernos u organismos responsables. El programa es un documento que incluye
una descripcion global escueta de temas y delimita unos bloques de contenidos;
este documento técnico tiene caracter normativo, esta integrado en la correspon-
diente propuesta curricular y su elaboracion corresponde a la administracion edu-
cativa. Para el caso de las matematicas, sus funciones son enumerar las estructuras
matematicas que deben ensefiarse y aprenderse, delimitar su extension, establecer
prioridades, secuenciar su desarrollo, enfatizar conexiones y destacar procedi-
mientos. En definitiva, el programa marca los conceptos y procedimientos de refe-
rencia que constituyen la formacion matematica basica de todos los ciudadanos de
un pais o comunidad, socialmente compartidos y cuyo dominio es objeto de eva-
luacion institucional. Los contenidos del programa o contenidos prescritos se pre-
sentan en el curriculo conectados con los objetivos, orientaciones metodologicas y
criterios de evaluacion

La cultura nacional o local y la comunidad de educadores matematicos dispo-
nen de diversas interpretaciones y desarrollos del programa, bien por las propues-
tas realizadas por distintos grupos o escuelas, bien por el conocimiento acumulado
a lo largo de la historia local de la ensefianza de las matematicas, bien por el co-
nocimiento experto adquirido mediante la innovacién y la investigacion, o bien
por la comunicacion establecida con otras comunidades. Cada una de estas apor-
taciones suele presentar una opcion singular, una interpretacion particular sobre
unos contenidos pero, conjuntamente, muestran la globalidad del conocimiento
establecido sobre un topico matematico para unos niveles y unas edades determi-
nadas. En la Tabla 1 presentamos los distintos niveles y dimensiones de nuestra
nocion de curriculo. Sobre la dimension Cultural/Conceptual sefialamos que el
Sistema Educativo gestiona conocimientos, y que dichos conocimientos se con-
cretan en unos contenidos cuando pasamos al nivel de la planificacién para los
profesores. Al igual que hemos llamado matematicas escolares a las matematicas
cuando se consideran con la finalidad de ser ensefiadas y aprendidas, a los efectos
que nos ocupan en este trabajo el conocimiento se refiere al conocimiento mate-
madtico escolar sobre un tema determinado. Este conocimiento es amplio y diver-
sificado, abierto y, a veces, contradictorio; abarca multitud de facetas teodricas y
practicas, formales y aplicadas, e incluye multitud de referentes histdricos, socia-
les, cientificos y culturales sobre el tema. Incluye cualquier conocimiento que
permita concretar la ensefianza y aprendizaje de las matematicas del tema en el
aula. Incluye, a su vez, una descripcion particularizada de los distintos temas del

% En esta seccion utilizo, de nuevo, la primera persona del plural dado que buena parte de ella
contiene las ideas y la redaccion de Luis Rico.



38 Capitulo 2

programa y presenta distintas organizaciones y desarrollos para cada uno de ellos.
Estamos en el nivel general del Sistema Educativo. Este conocimiento no suele
concretarse en un documento especializado, sino que abarca toda una literatura
que comprende libros de texto, guias didacticas, documentos orientativos, infor-
mes de investigacion, resultados de innovaciones, articulos y otros documentos
redactados por profesores y expertos en educacion matematica con influencia lo-
cal; constituye el nucleo de la biblioteca del departamento de matematicas de cada
centro.

Sobre esta base, acufiamos la nocidon de contenido matemdatico escolar para
referirnos a las posibilidades de interpretacion que pueden darse para los conteni-
dos del programa en términos del conocimiento matematico escolar. En particular,
el contenido matematico escolar se sustenta sobre el conocimiento relativo a los
significados de cada tema matematico del programa. El contenido matematico es-
colar expresa un marco general que se puede singularizar por temas; marca la ex-
periencia adquirida por cada comunidad de educadores matematicos, nacional o
local. Se refiere al saber acumulado respecto a los significados de los temas del
programa y establece un marco de referencia sobre el cual disefiar, llevar a la
practica y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje en el aula. Estos conte-
nidos son conocimientos necesarios para los profesores; no se contemplan como
contenidos para el alumnado, sino como una amplia fuente de documentacion e
informacion para el trabajo del profesorado.

En comunidades educativas maduras y con tradicion, la cantidad de informa-
cion disponible para el profesorado puede ser abrumadora y desbordar sus posibi-
lidades de manejo individual. Por ello es usual la elaboracion de documentos de
sintesis, que establecen un canon, ya que suponen una propuesta institucional re-
dactada por equipos de prestigio y respaldada por sociedades profesionales de
educadores matematicos. Ejemplo de canon reconocido es el de los Estandares
Curriculares del NCTM (Sociedad Andaluza de Educacion Matematica Thales,
2003), con otro origen, el documento Adding It Up (Kilpatrick et al., 2001), y re-
cientemente los Puntos Focales del Curriculo (Beckman, Charles, Clements,
Duckett, Lewandowski, Schielack et al., 2006). Estos documentos tienen por fina-
lidad hacer una revision amplia de los contenidos de las matematicas escolares,
marcar prioridades en los significados para la seleccion de temas y tareas, ofertar
criterios tedricos para su organizacidon y puesta en practica, asi como mostrar al-
gunos ejemplos de aplicacion de las ideas que lo orientan. Los disefios de unida-
des didacticas para temas especificos tratan de cubrir la misma finalidad.

Hay un tercer nivel en la determinacioén de los contenidos, que es aquel que
ofrecen las programaciones realizadas por equipos de profesores de matematicas y
otros expertos educativos, o bien los libros de texto escolar, que van a servir para
un nivel y cursos determinados. Concebimos asi aquella parte de la documenta-
cién y material que elaboran los profesores o que, al menos, adoptan después de
reflexionar sobre la planificacion de la materia. Constituye el guién que preparan
sobre los contenidos matematicos, con el que explicitan el contenido que se pre-
tende presentar a los alumnos, es decir, es el contenido propuesto para la asigna-
tura. No se considera un documento de referencia, sino que es la expresion de los
contenidos que van a presentarse a los alumnos, son los contenidos que se propo-
ne enseniar, y en ellos se ha tenido que hacer una seleccion para escoger una op-
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cion prioritaria por unos significados concretos de los temas de la asignatura. Este
es el contenido del diserio curricular global al que hago referencia en la Figura 4
y forma parte del contexto institucional que condiciona la actividad docente del
profesor al que me referi en el apartado 5 de este capitulo. En general, el semina-
rio de matematicas de cada institucion se encarga, al comienzo de cada curso, de
revisar y establecer este plan de formacion para cada asignatura. La funcion del
contenido propuesto para la asignatura consiste en determinar, en un contexto ins-
titucional, qué estructuras o conceptos matematicos van a ser objeto de las activi-
dades de ensefanza y aprendizaje en el aula y con cuales significados concretos.
Estamos en el nivel de planificacion del profesor de la Tabla 1. En bastantes ca-
sos, los grupos de profesores aceptan las propuestas que hacen las editoriales, de-
jandose llevar por su intuicidon o por sus creencias, siempre que se ajusten de ma-
nera general al curriculo prescrito por las administraciones educativas.
Idealmente, este disefio curricular deberia realizarse con suficiente detalle, de tal
forma que sus propuestas tengan en cuenta la especificidad de cada uno de los te-
mas correspondientes. En este caso, los grupos de profesores habran tomado una
serie de decisiones al seleccionar unos significados especificos para cada tema.
No obstante, y como ya lo he argumentado, en muchas ocasiones el disefio curri-
cular global se limita a sugerir unos esquemas de caracter general para los objeti-
vos, la metodologia y la evaluacion y a enumerar ordenadamente las opciones que
se han adoptado para los temas matematicos que se deben considerar en la asigna-
tura.

El cuarto nivel de la determinacion de los contenidos tiene lugar cuando, a lo
largo del desarrollo de la asignatura, el profesor debe abordar la planificacion de
una hora de clase o de una unidad didéctica para un tema o concepto matematico
determinado. El profesor debe entonces tener en cuenta la especificidad de ese
tema matematico (objeto de la unidad didéactica y que ha sido establecido en el
contenido propuesto para la asignatura), las capacidades que sus estudiantes han
desarrollado hasta ese momento y los condicionantes que surgen del contexto del
aula, para reflexionar sobre el disefio de un plan de formacion a nivel local. Este
es el nivel de planificacion local que corresponde a la ultima fila de la Tabla 1. El
contenido propuesto para un tema o concepto matematico concreto es el resultado
del trabajo y de la reflexion que el profesor hace cuando, a partir de su conoci-
miento y creencias, identifica y organiza los multiples significados de dicho tema,
para efectos de seleccionar aquellos significados que considera relevantes para la
instruccion. Este el proposito del analisis de contenido.

Las distinciones anteriores son necesarias para evitar la falacia de identificar
el contenido prescrito con los contenidos propuestos. El contenido propuesto, en
sus dos niveles (para una asignatura y para un concepto), es una opcion singular
de las multiples que pueden concretar el contenido prescrito, y esta eleccion sola-
mente se puede llevar a cabo mediante el andlisis y discusion de los diversos sig-
nificados de los conceptos que se manejan y su posterior delimitacion. Implica, en
principio, que el profesor tome decisiones al identificar y seleccionar los signifi-
cados que considera relevantes para la instruccion. Sus opciones pasan por seguir
las indicaciones generales establecidas en el disefio curricular global o los libros
de texto, o por realizar una consideracion detallada, evaluacion y toma de decisio-
nes basada en un trabajo sobre las matematicas escolares, tarea a la que he llama-
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do anélisis de contenido. No hay un modo univoco de dar significado a los conte-
nidos prescritos; se necesita el analisis sobre el contenido matematico escolar,
como parte del analisis didactico, para optar por unos significados de referencia
que lleven a un contenido propuesto concreto™ .

7.2. Propésitos del Analisis de Contenido

El proceso de determinar un contenido matematico escolar singular para un con-
cepto o unidad didactica es el eje central y el objeto del anélisis de contenido. El
proceso de andlisis se lleva a cabo utilizando el conocimiento matematico escolar
disponible sobre el tema en cuestion. La toma de decisiones tiene lugar cuando, a
partir de las distintas opciones de contenido, se establecen criterios para seleccio-
nar un modo singular, complejo y concreto de entender el significado del conteni-
do matematico escolar en cuestion. Este proceso de andlisis y toma de decisiones
lo realizan los grupos de profesores (contenido propuesto para la asignatura) y ca-
da profesor (contenido propuesto para un concepto) teniendo como referencia el
contenido prescrito y atendiendo a las circunstancias especificas de la institucion
en la que tiene lugar la instruccidn, a las caracteristicas de la cultura del aula que
se ha construido a lo largo de la asignatura y a los logros y carencias de los escola-
res que el profesor percibe a la hora de realizar la planificacion. Estos son los con-
textos sociales, institucionales y de aula que, junto con el conocimiento y las
creencias de los profesores, condicionan las opciones que ellos adoptan cuando
seleccionan aquellos significados de un concepto que seran objeto de la planifica-
cion.

En este proceso de andlisis de contenido de las matematicas escolares el pro-
fesor puede utilizar unas herramientas conceptuales y metodoldgicas que describo
en las secciones siguientes. Con estas herramientas, el profesor puede recabar y
organizar los diferentes significados de un concepto matematico escolar en las tres
dimensiones que propuse en el apartado anterior: sistemas de representacion, es-
tructura conceptual y fenomenologia. La informacion sobre estos significados del
concepto se caracteriza por no depender necesariamente de las circunstancias de la
interaccion en el aula. Estos son los significados propios del concepto matematico
desde la perspectiva de las matemadticas escolares y en el marco del contenido
prescrito. Por ejemplo, los fendmenos que involucran espejos parabolicos y su re-
lacion con la propiedad optica de la pardbola, o las diferentes formas simbolicas
de la funcion cuadratica son elementos constitutivos del significado de este con-
cepto que no dependen de si el profesor los conoce o no, si ¢l los propone como
parte de la interaccion en clase o si los escolares pueden desarrollarlos con motivo
de la interaccion. Esto no quiere decir que fodos los significados de un concepto
matematico que un profesor llegue a identificar y organizar deban ser incluidos en
el disefio y el desarrollo curricular de la unidad didactica correspondiente. El de-
bera hacer una seleccion e identificar, de acuerdo con las caracteristicas del con-
texto del aula en el momento en que tendra lugar la instruccion, los significados

% Para una reflexion alternativa sobre los diferentes usos del término contenido y su relacién con
los significados de un concepto matematico, ver “Meanings of Meaning” (2005). En ese mismo
volumen, Biehler (2005, p. 62) se refiere a las “didactically reconstructed intended mathematics
for schools”, como el resultado de un proceso con caracteristicas similares al que he propuesto en
este apartado.
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que ¢l considera relevantes (los significados de referencia), para delimitar el con-
tenido matematico escolar de la unidad didactica singular que quiere disenar. El
estudio de la diversidad de significados posibles que surgen mediante el analisis
de contenido es garantia que la opcion finalmente elegida para determinar el con-
tenido matematico escolar del tema en cuestion se ha hecho con suficiente cono-
cimiento y atendiendo a criterios explicitos. El disefio y posterior desarrollo de la
unidad didéctica tienen su fundamento inicial en el analisis de contenido.

El analisis de contenido es, por tanto, el procedimiento en virtud del cual el
profesor puede identificar, organizar y seleccionar los significados de un concepto
o estructura matematica dentro del contenido de las matematicas escolares. El tér-
mino “analisis de contenido”, tal y como lo utilizo aqui y como lo sefiala Maz
(Maz, 2005b, pp. 33-36), se relaciona con las técnicas de investigacion conocidas
como ““andlisis conceptual” (Rico, 2001) y “anélisis de contenido” de textos (Be-
relson, 1952). Sin embargo, en el contexto del andlisis didactico que desarrollo en
este capitulo, el término “andlisis de contenido” adquiere un significado concreto
que se circunscribe al andlisis de un concepto matematico dentro de las matemati-
cas escolares®’. A continuacién presento el sentido que le daré a las tres dimensio-
nes del significado de un concepto matematico y describo y ejemplifico las
herramientas con las que el profesor puede explorar dichos significados.

7.3. Sistemas de Representacion

Recordemos que, segun Frege, “2 + 5” y “4 + 3” son sentidos del signo “7” para
la referencia “concepto de niimero siete”. El reconoce que puede haber una varie-
dad de signos que tengan como referencia el mismo objeto (concepto): “a una re-
ferencia (objeto) no le pertenece solo un signo” (Frege, 1998c, § 27). Por otro la-
do, cuando decimos que “4 + 3” es un sentido del signo “7” y, por lo tanto, nos
basamos en ‘“‘el concepto de nimero 4” y en “el concepto de nimero 3” para ello,
utilizamos signos cuya referencia son esos conceptos. Por consiguiente, los signos
son elementos constitutivos centrales del significado de un concepto matematico:
son los elementos que relacionan el sentido y la referencia y se requieren para ex-
presar las relaciones internas entre los conceptos. En matematicas, estos signos se
organizan en ‘“‘sistemas” que es posible caracterizar. Siguiendo una de las tradi-
ciones de la literatura en didéctica de la matematica utilizaré de aqui en adelante
la expresion “sistemas de representacion” para referirme a los sistemas de signos
por medio de los cuales se designa un concepto. La importancia de los sistemas de
representacion en el analisis de contenido radica en que’':

3 Desde una perspectiva relacionada, Chaiklin (2002) utiliza la expresion “subject-matter analy-
sis” para denotar un cierto tipo de analisis del contenido. Su preocupacion se centra en disefios y
desarrollos curriculares que sean coherentes con las teorias de Vygotsky. Su propuesta de analisis
de contenido se restringe a las relaciones entre los conceptos. Alrg y Skovsmose (2004, pp. 253-
254) critican esta aproximacion al desarrollo curricular puesto que, desde su perspectiva, acepta
como dado el conocimiento cientifico sin cuestionarlo.

3! La nocién de sistema de representaciéon ha adquirido gran importancia en la educacion matema-
tica en los ultimos quince afios. Por ejemplo, en los nuevos estandares para las matematicas escola-
res, el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de Estados Unidos ha introducido un nuevo
estandar sobre representaciones (NCTM, 2000, p. 67). En este caso se incluye el dominio de dis-
tintos sistemas de representacion para cada concepto como una de las competencias que deben
alcanzar los alumnos. En 1998, el Journal of Mathematical Behaviour le dedicé dos de sus nime-
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4 los sistemas de representacion organizan los simbolos mediante los que se
hacen presentes los conceptos matematicos;

¢ los distintos sistemas de representacion aportan distintos significados para
cada concepto; y, por lo tanto,

4 un mismo concepto admite y necesita de varios sistemas de representacion
complementarios.

Puesto que para reflexionar sobre las relaciones entre un concepto matematico al
interior de la estructura matematica de la que forma parte, es necesario poner en
juego al menos un sistema de representacion, abordo primero, en esta seccion, la
discusion sobre esta dimension del significado de un concepto, y, en la siguiente,
profundizo sobre la estructura conceptual del mismo. Dado que, aun dentro de la
educacion matematica, el término “sistema de representacion” tiene diferentes
significados (Goldin y Janvier, 1998, pp. 1-2; Kaput, 1998, p. 265; Rico, 2000, p.
219), es necesario adoptar una posicion al respecto. En este trabajo utilizo la defi-
nicién de Kaput (1992), en virtud de la cual, un sistema de representacion es “un
sistema de reglas para (i) identificar o crear signos, (i1) operar sobre y con ellos y
(ii1) determinar relaciones entre ellos (especialmente relaciones de equivalencia)”
(p. 523)*.

La definicion de Kaput enfatiza el carécter sistémico de la nocion. Un sistema
de representacion estd compuesto por signos que se cifien a unas reglas. Estas re-
glas determinan como crear un signo que pertenezca al sistema, como reconocer si
un signo dado pertenece a ¢l, y como transformar unos signos en otros, estable-
ciendo relaciones entre ellos. Para que las reglas y signos que caracterizan a un
sistema de representacion adquieran un sentido concreto, deben referirse a una
estructura matematica particular. Por ejemplo, podemos considerar el plano carte-
siano como un sistema de representacion. Su utilizacion implica una reglas basi-
cas que incluyen, por ejemplo, la disposicion de unos ejes, la determinacion de
unas unidades de medida para ellos y el procedimiento para identificar y caracte-
rizar un punto del plano en funcién de su posicion con respecto a los ejes. Pero,
las reglas que determinan qué signos pertenecen a dicho sistema dependen de qué
estructura matematica pretendamos representar en €l, dado que nuestro propoésito
es representar los objetos matematicos que configuran dicha estructura matemati-
ca. Por lo tanto, el sistema de representacion grafico de las funciones en el plano
cartesiano implica un conjunto de reglas (para la creacion y operacion de signos
en €l) que es diferente del sistema de representacion grafico de los nimeros com-
plejos en el plano cartesiano.

Dado que un mismo concepto o estructura matematica se puede representar
en diferentes sistemas de representacion, es posible agrupar y caracterizar, en cua-

ros a este tema. En estos niimeros se publicaron articulos de algunos de los participantes en el gru-
Po que, sobre representaciones, se reunié en el PME de 1990 a 1993 (Goldin, 1998b).

*2 Kaput utiliza el término “characters” que yo he traducido por “signos”. La definicion de Duval
(1999) es similar, aunque, en ella, él enfatiza la dimensioén cognitiva. Para que un sistema semidti-
co pueda ser un registro de representacion debe permitir tres actividades cognitivas: 1) formacion
de una representacion identificable (las reglas de formacion del registro semiotico); 2) tratamiento
de una representacion dentro del mismo registro; 3) conversion de un registro a otro. La conver-
sion y el tratamiento son independientes como actividades cognitivas (p. 178).
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tro categorias, las operaciones que se pueden realizar sobre los signos que perte-
. -, 33
necen a esos sistemas de representacion”:

1. Creacion y presentacion de signos o expresiones. Esta operacion permite de-
terminar expresiones validas e invalidas ((x) f = 3x” + 2 es un ejemplo de una

expresion invalida en el sistema de representacion simbolico para las funcio-
nes).

2. Transformacion sintdctica invariante. Esta operacion se refiere a la transforma-
cion de un signo en otro, dentro de un mismo sistema de representacion, sin
que el objeto matematico designado por esos signos cambie. Es el caso, por
ejemplo, de los procedimientos de completacion de cuadrados, expansion y
factorizacion que se muestran en la Figura 5.

3. Transformacion sintactica variante. Esta operacion se refiere a la transforma-
cioén de un signo en otro, dentro de un mismo sistema de representacion, en la
que el objeto matematico designado cambia. Es el caso, por ejemplo, de las
traslaciones horizontal y vertical que se muestran en la Figura 5.

Traslacién horizontal
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Factorizacion

Figura 5. Operaciones en los sistemas de representacion

4. Traduccion entre sistemas de representacion. Esta operacion se refiere al pro-
cedimiento en virtud del cual se establece la relacion entre dos signos que de-
signan un mismo objeto pero que pertenecen a diferentes sistemas de represen-
tacion. Por ejemplo, las relaciones entre los parametros de las formas

33 He adaptado la propuesta de Kaput (1992, pp. 524-525) sobre las actividades mateméticas que
tienen lugar en el discurso del aula, al contexto de los sistemas de representacion como dimension
del significado de un concepto matematico.

Traslacion vertical

<
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simbolicas de la funcion cuadratica y sus representaciones graficas en la para-
bola de la Figura 5°*.

La Figura 5 presenta tan s6lo algunos de los multiples aspectos que componen la
complejidad de representaciones (significados) de un concepto como la funcion
cuadratica. Incluyo s6lo algunos de los conceptos y procedimientos que confor-
man esta estructura matematica, en dos de sus sistemas de representacion: grafico
(plano cartesiano) y simbdlico. Mostraré mas adelante que hay significados im-
portantes de este concepto relacionados con los sistemas de representacion nume-
rico y geométrico. Los sistemas de representacion permiten apreciar la compleji-
dad del sistema de significados de los conceptos en las matematicas escolares.
Esta complejidad tiene su origen en el caracter estructural de los conceptos mate-
maticos: cada concepto configura una estructura matematica y forma parte de
otras estructuras matematicas. Considero en la siguiente seccion esta dimension de
los significados de un concepto.

7.4. Estructura Conceptual
En este apartado abordo la cuestion de los significados de un concepto en las ma-
tematicas escolares desde la perspectiva de su relacion con otros conceptos.
Cuando, siguiendo a Frege, decimos que “4 + 3” es un sentido del signo “7” cuya
referencia es el “concepto de niimero siete”, establecemos, a través de los corres-
pondientes signos y sentidos, relaciones entre “el concepto de nimero siete”, “el
concepto de numero 4” y “el concepto de nimero 3”. Como mostraré¢ en esta sec-
cion, éste es uno de los tipos de relaciones que se establecen en la estructura con-
ceptual de un concepto. Para realizar la exploracion de estos significados, asumiré
una vision estructuralista “informal” de las matematicas. El estructuralismo es una
vision de las matematicas que resalta la importancia de las relaciones estructura-
les, independientemente de la naturaleza intrinseca de los objetos que se relacio-
nan. Esta vision surgio del desarrollo del método axiomatico y fue concretada en
el siglo XX por Bourbaki, desde la perspectiva de la teoria de conjuntos (Hellman,
2006). Actualmente existen diferentes tipos de estructuralismo en la filosofia de
las matematicas (Hellman, 2005). Mi posicion sera “informal” en el sentido de
que:

¢ cl interés de la exploracion se centra en el contenido matematico escolar,

4 csta exploracion enfatiza las relaciones que se establecen en las estructuras

matematicas relacionadas con un concepto y
4 se trabaja con un significado no formal para la expresion “estructura ma-
tematica”.

Pero, ;qué es una estructura matematica? Desde un punto de vista formal, una es-
tructura matematica se determina cuando se especifica el conjunto de objetos que
la sustenta, algunas operaciones (funciones) significativas, algunas relaciones sig-
nificativas y algunos elementos significativos (Marker, 2000, p. 15). Por ejemplo,
el grupo aditivo ordenado de los enteros tiene a Z como conjunto que lo sustenta y

3 Kaput (1992, p. 525) incluye una quinta operacion: la consolidacién o cristalizacion de relacio-
nes y procesos en objetos conceptuales o “entidades cognitivas” que pueden ser usadas en relacio-
nes y procesos de un orden mds alto de organizacion. Me referiré a esta operacion en el apartado
siguiente.
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podemos distinguir la operacion binaria +, la relacion binaria < y el elemento
identidad 0.

En este documento utilizaré la expresion “estructura matematica” con un sig-
nificado mas amplio del que se infiere de la definicion anterior. Por esa razon uti-
lizaré la expresion estructura conceptual para referirme a tres aspectos de todo
concepto matematico del contenido matematico escolar:

1. Estructuras matematicas involucradas. Supondré que todo concepto matema-
tico esta relacionado con al menos dos estructuras matematicas:
¢ la estructura matematica que el concepto configura y
¢ las estructuras matematicas de las que €l forma parte.

Por ejemplo, el concepto funcidon cuadratica configura una estructura matematica
en la que se establecen relaciones estructurales entre conceptos como ecuacion
cuadratica, parametro, foco y vértice. Adicionalmente, el concepto funcion cua-
dratica forma parte de la estructura matematica correspondiente al concepto fun-
cion.

2. Relaciones conceptuales. Resaltaré las relaciones que se establecen entre el

concepto y

4 los conceptos de la estructura matematica que dicho concepto configura
(e.g., larelacion entre la funcidn cuadratica y la ecuacion cuadratica),

4 los objetos que son casos particulares de dicho concepto (en términos de
Frege, los objetos que saturan el predicado; e.g., f(x)=3x>-4 como ca-
so particular de las funciones cuadraticas de la forma f(x)=ax’+c),y

¢ los conceptos que pertenecen a la estructura matematica de la que el con-
cepto forma parte (e.g., la relacion entre la funcioén cuadratica y las funcio-
nes continuas).

3. Relaciones de representaciones. Como mostré en la seccidon anterior, la explo-
racion de los significados de un concepto requiere de los sistemas de represen-
tacion, puesto que con ellos es posible identificar los modos en que el concep-
to se presenta. Mostré que, al tener en cuenta los sistemas de representacion,
se pueden destacar varias relaciones (que surgen de las operaciones en los
sistemas de representacion que presenté anteriormente):

4 la relacion entre dos signos que designan el mismo objeto o concepto, den-
tro de un mismo sistema de representacion (transformacion sintactica inva-
riante),

4 la relacion entre dos signos que designan el mismo objeto o concepto per-
tenecientes a sistemas de representacion diferentes (traduccion entre sis-
temas de representacion) y

4 la relacion entre dos signos que designan dos objetos o conceptos diferen-
tes dentro de un mismo sistema de representacion (transformacion sintacti-
ca variante).

Por lo tanto, cuando exploramos la estructura conceptual de un concepto en las
matematicas escolares, debemos tener en cuenta tres tipos de “elementos” y dos
grupos de relaciones entre esos elementos.

Podemos clasificar los elementos en:
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¢ los objetos, como casos particulares de un concepto y que conforman la
extension del concepto,

¢ los conceptos, como predicados que son saturados por los objetos y, a su
vez, conforman estructuras matematicas, y

¢ las estructuras matematicas, que estan conformadas por conceptos.

Por otro lado, las relaciones descritas en los puntos 2 y 3 anteriores se pueden
agrupar en dos categorias que denomino relaciones verticales y relaciones hori-
zontales. Las relaciones verticales se refieren a las relaciones entre los tres tipos
de elementos: Objeto <> Concepto <> estructura matemadtica. Por otra parte, las
relaciones horizontales se refieren a las relaciones entre los signos en sus diferen-
tes sistemas de representacion (relaciones entre representaciones)’.

Abordar los significados de un concepto desde la perspectiva de su estructura
conceptual, implica identificar y organizar los elementos (objetos, conceptos y
estructuras matematicas) y las relaciones (horizontales y verticales) correspon-
dientes a ese concepto. Este es un trabajo matemdtico en el contexto del contenido
matematico escolar. Biehler (2005, pp. 69-71), por ejemplo, se aproxima a este
tipo de procedimiento cuando, en un esquema y en una tabla, presenta lo que ¢l
denomina “el paisaje semantico” del concepto de funcion. No obstante, las dos
herramientas que ¢l utiliza (un esquema en el que se ubican en el plano los ele-
mentos y una tabla en la que se clasifican estos elementos) son insuficientes: nin-
guno de los dos permite hacer explicitas las relaciones entre estos elementos. Para
ello, se necesita una herramienta mas potente. Los mapas conceptuales es una
herramienta que se adapta para este propésito’®. Esta es la herramienta que pro-
pongo para que el profesor recoja, organice, represente y comparta la informacion
correspondiente a los significados de un concepto matematico. Existe siempre el
riesgo de confundir “estructura conceptual” y “mapa conceptual”. Los mapas con-
ceptuales son herramientas para representar aspectos de la estructura conceptual
de un concepto.

La Figura 6 muestra una version inicial del significado del concepto matema-
tico escolar funcion de segundo grado donde se presentan los distintos sistemas de

3 Esta descripcién de una estructura conceptual en términos de elementos y relaciones tiene su
contraparte desde el punto de vista cognitivo en las nociones de conocimiento conceptual y cono-
cimiento procedimental en matematicas (Hiebert y Lefevre, 1986), que Rico (1997a, p. 31) clasifi-
ca en hechos, conceptos y estructuras conceptuales para el conocimiento conceptual y destrezas,
razonamientos y estrategias para el conocimiento procedimental. El analisis que propongo aqui es
matematico y no atiende, por ahora, a cuestiones cognitivas. Sin embargo, se aprecia la relacion
entre la clasificacion del conocimiento conceptual y los tres tipos de elementos de una estructura
conceptual, por un lado, y el conocimiento procedimental y las dos categorias de relaciones entre
dichos elementos.

36 «“Un mapa conceptual es una forma especial de diagrama para explorar el conocimiento y reca-
bar y compartir informacion... Un mapa conceptual esta compuesto por nodos o celdas, que con-
tienen un concepto, un asunto o una pregunta, y enlaces. Los enlaces se rotulan y su direccion se
denota con una flecha. Los enlaces explican la relacion entre los nodos. La flecha describe la di-
reccion de la relacion y se lee como una oracion” (Novak, 1998, p. 1). La construcciéon de mapas
conceptuales es también un catalizador de la reflexion y la discusion entre pares (ver, por ejemplo,
Sutherland y Katz, 2005, p. 257).
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signos, los fenomenos y las distintas definiciones, cada una de ellas asociada con
un modo de representacion (Gomez y Carulla, 2001b, p. 40)*.

Funcion cuadratica

Diversas Representaciones Fenomenos
|
[ \ \ \
| Simbdlica | Grafica Numérica Geométrica
Forma estandar Elementos || Valores de la | | En el plano ‘ ‘ En el espacio
funcién
Forma multiplicativa Familias

Forma canodnica

Forma del foco

Figura 6. Mapa conceptual general para la funcion de segundo grado (Gomez y
Carulla, 2001b, p. 40)

En este esquema se identifican y organizan las categorias en las que se incluiran
los correspondientes elementos y relaciones. Por lo tanto, ain no aparecen los
conceptos. Para ello, tenemos que entrar en mayor detalle. La Figura 7 muestra
algunos aspectos de la representacion simbolica de la funcion cuadratica.

37 En este mapa conceptual y los que siguen se incluye ya la fenomenologia, dimension del signifi-
cado que trataré en la siguiente seccion.
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Representacion simbolica

Forma estandar Forma multiplicativa Forma canonica Forma del foco
fx) = axPHbxte () = a(xer))(xty) () = aeh) >k f(x) = Ldp)(x-xg) >y,
a7|é0 aTO aTO p TO
a,b,c a,r,Iy a,h k P-Xp>¥Y
l | | |
[ [
Submapa 1 Submapa 2

Diversas caracteristicas de la funcion

cuadratica que se pueden expresar en  Transformacion de una

funcion de los pardmetros de cada representacion en otra
representacion simbolica

Figura 7. Mapa conceptual general de la representacion simbdlica de la funcion
cuadrdtica

En este caso, aparecen los parametros de las diversas formas simbolicas. Cuando
podemos identificar conceptos dentro de un mapa conceptual de una estructura
matematica, vemos la necesidad de establecer relaciones entre estos conceptos y
sus representaciones. En la Figura 7 se insintan relaciones entre los parametros de
las formas simbolicas.

La Figura 8 muestra un ejemplo de diferentes conexiones (enlaces) que es po-
sible establecer en una parte del mapa conceptual de la funciéon cuadratica. Desde
la perspectiva del contenido matematico escolar, en un mapa conceptual se pue-
den identificar diferentes tipos de conexiones que se corresponden parcialmente
con las relaciones verticales y horizontales que describi arriba®® (ver también la
Figura 5):

4 conexiones que establecen relaciones entre diferentes elementos de la es-
tructura matematica (por ejemplo, entre las diferentes formas simbolicas y
sus parametros),

¢ conexiones que asocian las diferentes representaciones de un mismo ele-
mento (por ejemplo, los parametros de la forma multiplicativa y las raices
de la parédbola),

4 conexiones que muestran transformaciones de un elemento en otro dentro
de un sistema de representacion (por ejemplo, el procedimiento de factori-
zacion para pasar de la forma simbolica estandar a la forma simbolica mul-
tiplicativa), y

3 Utilizo los términos “relaciones” y “conexiones™ con el primero, me refiero a las relaciones
entre los elementos de la estructura conceptual, mientras que, con el segundo, hago referencia a la
representacion de esas relaciones en el mapa conceptual que organiza los significados del concepto
en términos de su estructura conceptual, sus representaciones y los fendmenos asociados a él.
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4 conexiones que muestran la relacion entre categorias de fenomenos y las
subestructuras con las que es posible organizarlos (por ejemplo, la relacion
entre las propiedades del foco de la paradbola y los fenomenos de oOptica
que utilizan estas propiedades —que no se muestra en la figura)™.

Funcion cuadratica
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Figura 8. Conexiones entre elementos de un mapa conceptual

Cuando se profundiza en el detalle, el analisis y descripcion de una estructura ma-
tematica en términos de su estructura conceptual y sus sistemas de representacion
permite apreciar la complejidad del contenido matematico escolar. Esta compleji-
dad se puede constatar, para el caso de la funcion cuadratica, en los mapas con-
ceptuales que presento en el Anexo A y que produje con Cristina Carulla (2001b,
pp- 32-39). En estos mapas conceptuales incluimos los sistemas de representacion

3% En la seccion que sigue a ésta, presento la fenomenologia como tercera dimension de los signifi-
cados de un concepto en las matematicas escolares. Incluyo aqui esta conexion, sin mucha expli-
cacion, para efectos de describir aqui las caracteristicas de los mapas conceptuales y centrarme,
mas tarde, en la complejidad del andlisis fenomenologico. Por lo tanto, explicaré después la co-
nexion entre subestructuras y fenomenos.
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simbolico, grafico, geométrico, numérico, junto con un mapa conceptual para la
fenomenologia, en una organizacion similar a la que presenté en la Figura 6. En el
sistema de representacion simbolico, incluimos las cuatro formas simbdlicas de la
funcién cuadratica. Para cada una de ellas, identificamos sus elementos y estable-
cemos sus conexiones. Por ejemplo, en este mapa conceptual establecemos la re-
lacion entre la funcidn cuadratica y la ecuacion y la formula cuadratica. También
describimos simbdlicamente caracteristicas de crecimiento de la funcion. En otros
mapas conceptuales representamos, por ejemplo, las relaciones (a través de los
procedimientos de transformacion sintdctica) entre las cuatro formas simbélicas,
los principales elementos de la pardbola, en el contexto del plano cartesiano, y las
caracteristicas graficas de las familias de funciones cuadréticas.

La descripcion detallada de los significados de un concepto matematico en
términos de sistemas de representacion y estructura conceptual permite identificar
y delimitar subestructuras de la estructura matematica representada. A continua-
cion muestro que, al explorar la tercera dimension de los significados de un con-
cepto matematico, la fenomenologia, es posible establecer relaciones entre esas
subestructuras y los fenomenos para los que ellas sirven de modelo.

7.5. Fenomenologia

La fenomenologia es la tercera de las dimensiones con las que organizamos los
significados de un concepto en las matematicas escolares. Como lo postulamos en
el apartado 3, la consideracion de la fenomenologia como elemento constitutivo
del significado de un concepto surge de una vision funcional del curriculo, en vir-
tud de la cual los sentidos en los que se usa un término conceptual matematico
también incluyen los fendmenos que sustentan el concepto™.

La fenomenologia se entiende comtiinmente como un campo disciplinar de la
filosofia y como un movimiento en la historia de la filosofia. En su significado
basico, la fenomenologia es el estudio de los fendémenos. Su desarrollo en la pri-
mera parte del siglo 20 se debe, entre otros, a los trabajos de Husserl (Smith,
2003). En la disciplina de la educacion matematica, la nocion de fenomenologia
adquiri6 una particular relevancia con motivo de los trabajos de Freudenthal. No
obstante, y como lo sefiala Puig (1997, pp. 62-63), la relacion entre las ideas de
Freudenthal y la tradicion filoséfica correspondiente es débil:

Freudenthal comienza indicando que le ha dado a su método de andlisis
de los contenidos matematicos el nombre de ‘“fenomenologia” porque
parte de la contraposicion establecida en la tradicion filosofica entre lo
que se expresa en esa tradicion con los términos ‘‘fenomeno” y “noume-
no”. Esa contraposicion, cuyo cardcter de antitesis pone en duda, la es-
tablece en las matematicas entre los conceptos o estructuras matemdti-
cas, que serian noumenos y los fenomenos que esos conceptos
organizan... Freudenthal es de poca ayuda [para aclarar la relacion en-
tre sus ideas y la tradicion filosofica] ya que apenas va mas alla de dar
una caracterizacion negativa: taxativamente afirma que cuando usa el

* Desde una perspectiva social de la nocion de significado, este punto se destaca en “Meanings of
meaning” (2005). Sus autores afirman que dos de los aspectos centrales del significado de un con-
cepto matematico son las situaciones que nos permite describir y los problemas que nos permite
resolver de manera eficiente y fiable.
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término ‘‘fenomenologia” no se refiere al sentido que le dan Hegel, Hus-
serl o Heidegger, pero tampoco acomparnia esta negacion de una afirma-
cion de adscripcion, sintonia o simpatia con otros filosofos.

Freudenthal (1983) define fenomenologia y fenomenologia didactica de la si-
guiente manera (p. ix):

La fenomenologia de un concepto matemdtico, estructura o idea consiste
en describirlo en relacion con los fenomenos para los que fue creado y
con aquellos a los que se extendio en el proceso de aprendizaje de la
humanidad. Cuando esta descripcion tiene que ver con el proceso de
aprendizaje de una generacion joven, es entonces fenomenologia didac-
tica: una manera de mostrarle al profesor aquellos lugares en los que los
aprendices pueden involucrarse en el proceso de aprendizaje de la
humanidad.

Puig (1997) utiliza el término andlisis fenomenologico, en el contexto del andlisis
didactico, de la siguiente manera (p. 63):

El analisis fenomenologico de un concepto o de una estructura matema-
tica consiste entonces en describir cuales son los fenomenos para los que
es el medio de organizacion y qué relacion tiene el concepto o la estruc-
tura con esos fenomenos.

Por su parte, Segovia y Rico (2001) distinguen entre fenomenologia (como una
agrupacion de fendmenos) y andlisis fenomenologico (como la descripcion de
esos fenomenos y su relacion con el concepto) y resaltan que los conceptos orga-
nizan y también describen los fenomenos (p. 89):

La fenomenologia de un concepto matemdatico la componen los fenome-
nos para los cuales dicho concepto constituye un medio de representa-
cion y organizacion.... Un andlisis fenomenologico consiste en describir
fenomenos asociados a los conceptos matematicos asi como la relacion
que existe entre ellos.

En estas descripciones de la fenomenologia (o del andlisis fenomenologico) hay
tres cuestiones que hay que aclarar:

1. ;Qué queremos decir con fendémenos para los que un concepto es un medio de
representacion y organizacion?

2. ;Qué queremos decir con que un concepto matematico organiza o describe un
fenémeno?

3. (Como se caracteriza la relacion entre concepto y fendmeno?

La primera cuestion se refiere al significado del término “fenomenologia”, en el
contexto de este capitulo y, en particular, en relacién con el analisis de contenido.
Utilizaré el término fenomenologia, como dimension del significado de un con-
cepto, para referirme a los fenomenos que dan sentido a dicho concepto. El con-
cepto permite describir situaciones relevantes vinculadas con el fendémeno o con-
tribuye a enunciar cuestiones que plantean interrogantes sobre el fendémeno.
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Para abordar la segunda y la tercera cuestion utilizaré la nocion de modelo
matematico. Lesh y Doerr (2000) abordan la nociéon de modelo de la siguiente
manera (p. 362):

;Qué es un modelo? La siguiente respuesta (de primera iteracion) es fa-
miliar a aquellas personas en campos como las matemadticas, fisica, qui-
mica y otras ciencias fisicas. Un modelo es un sistema compuesto por (a)
elementos, (b) relaciones entre los elementos, (c) operaciones que
describen como interactuan los elementos, y (d) patrones o reglas, como
la simetria, la conmutatividad, o la transitividad que se aplican a esas
relaciones y operaciones. Sin embargo, no todo sistema funciona como
un modelo. Para que un sistema dado sea un modelo, éste debe ser usado
para describir otro sistema, o para pensar sobre él, o para comprender-
lo, o para explicarlo, o para hacer predicciones sobre él. También, para
que el modelo sea matemdticamente significativo, debe centrarse en las
caracteristicas estructurales del sistema que pretende describir.

La funcion cuadratica incluye varios modelos matematicos de fendmenos natura-
les, sociales y matematicos que permiten describir situaciones y plantear interro-
gantes, que pueden dar lugar a problemas, cuya solucion se efectia mediante un
modelo. El prever y describir la trayectoria de una pelota de golf o del obtlis de un
cafnon, el optimizar el area de un terreno que debe tener un perimetro fijo, el dise-
fo de antenas de satélite o de lentes, y el hallar pares de nimeros que cumplen
ciertas condiciones con respecto a su suma y producto, son ejemplos de este tipo
de situaciones y cuestiones’'. En general, el proceso de identificar modelos de es-
tas situaciones utiliza s6lo algunos de los elementos y propiedades de la estructura
matematica que conocemos como funcioén cuadratica. Por ejemplo, el disefio de
antenas de satélite o de lentes utiliza propiedades del foco de la pardbola, mientras
que optimizar el area de un terreno con un perimetro dado utiliza el hecho de que
el vértice de una parabola con dilatacion negativa es su punto maximo. En otras
palabras, la identificacion y caracterizacion de un modelo de una situacion implica
la puesta en juego de una subestructura de la estructura matematica en cuestion.
Por otro lado, los ejemplos que he presentado muestran que una misma subes-
tructura se puede relacionar con diversos fenomenos. Por ejemplo, la subestructu-
ra que permite describir la trayectoria de una pelota de golf, es un modelo de to-
dos aquellos fendémenos que se refieren al movimiento de cuerpos en un campo de
fuerza uniforme. La descripcion de los fendmenos se puede hacer en tres niveles:

1. identificar un fenémeno especifico (el experimento de Galileo en la torre Pisa
para la caida libre de cuerpos, cuyo modelo es x = gt°);

2. agrupar fenémenos especificos en un cierto tipo de fenomeno (los fendémenos
de caida libre de cuerpos en la tierra, con  modelo

1
X=Xx,+v,(t-1,)+ Eg(t — 1))y

*I En el Anexo A presento mapas conceptuales detallados de un anélisis fenomenoldgico de la fun-
cion cuadratica.
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3. agrupar tipos de fenomenos en categorias (los fenomenos de movimiento de
cuerpos en un campo de fuerza uniforme, con un modelo como

X=Xx,+v,(t—t,)+ %a(t —1,)°).

Podemos, por lo tanto, establecer una relacion entre subestructuras y fenomenos
en la que a cada fenomeno le asignamos la subestructura que le sirve de modelo.
Se pueden establecer parejas (Subestructura;, Fendmeno;), en las que la Subestruc-
tura; es un modelo del Fenomeno;. La Figura 9 muestra un esquema de estas rela-
ciones.

Subestructuras en la Fenomenos
estructura matematica

Naturales
Sel 0(</1’).F1
><//>.F2
| Sociales

Se, < | k3

| >OF,
><\ Matematicos
Ses .(< | eFs

‘“).F6

Figura 9. Analisis fenomenologico y modelos

Entonces, el andlisis fenomenoldgico de una estructura matematica implica la
identificacion de:

1. las subestructuras correspondientes a esa estructura,
2. los fendmenos organizados por cada una de ellas y
3. larelacion entre subestructuras y fenomenos.

De esta manera se puede establecer una relacion de equivalencia en la que cada
clase de equivalencia, representada por una subestructura dada, organiza todos
aquellos fendmenos de los cuales es un modelo. En el ejemplo que acabo de pre-
sentar, se observa que la subestructura es un “medio de organizacion” de los fe-
noémenos en el sentido de que caracteriza una categoria de fenomenos que incluye
una variedad de tipos de fendmenos. A los ojos de un fisico, categoria y modelo
matematico son equivalentes.

Denomino modelo matematico, en el contexto de las matematicas escolares, a
la tripla (subestructura, fendémeno, relacion) en la que la subestructura es un mo-
delo del fenomeno de acuerdo con una relacion. Esta relacion identifica aquellas
caracteristicas estructurales del fendbmeno que se pueden representar con elemen-
tos y propiedades de la subestructura en cuestion. Utilizo el término modelo ma-
tematico no solamente para referirme a una tripla que involucra un fenomeno es-
pecifico, sino también a un conjunto de triplas correspondientes a un tipo de
fendmenos o a una categoria de fendémenos. Por lo tanto, al utilizar el término
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“modelo matematico” es necesario identificar la subestructura, los fendomenos co-
rrespondientes y la relacion entre estos fendmenos y la subestructura.

El andlisis fenomenologico no consiste tnicamente en identificar y enumerar
fendmenos vinculados con un concepto, establecer la relacién entre subestructuras
y fendmenos y clasificar los fenomenos de acuerdo con las subestructuras con las
que estan relacionados. En el andlisis fenomenoldgico, se debe también describir
esas relaciones. En esta descripcion, se deben caracterizar los aspectos relevantes
del fenomeno (o del interrogante que da lugar a un problema cuya solucién se
puede obtener mediante el modelo) que pueden asociarse con elementos y propie-
dades especificas de la estructura matematica. Por ejemplo, en el caso de los re-
flectores parabolicos, se pone en juego una propiedad de la parabola, por un lado,
y un principio de la fisica, por el otro (ver Figura 10). La propiedad de la parabola
establece que la tangente en cualquier punto de la parabola forma angulos iguales
con el segmento que une el punto con el foco y con la recta que pasa por el punto
y es paralela al eje de simetria de la parabola. El principio de la fisica afirma que
cuando un rayo choca con una superficie reflectora, el dngulo de incidencia es
igual al angulo de reflexion.

Figura 10. Propiedad optica de la pardabola y principio de la fisica

Por lo tanto, en el andlisis fenomenologico se identifican, por un lado, aquellas
caracteristicas del fendmeno (o de una situacion o cuestion relacionada con el fe-
noémeno) que son relevantes desde el punto de vista matematico y, por el otro la-
do, se relacionan con elementos y propiedades de la estructura matematica en uno
0 mas sistemas de representacion (ver Figura 11).
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Figura 11. Anadlisis fenomenologico

He basado las nociones de fenomenologia y andlisis fenomenoldgico en la nocion
de modelo matematico. De esta manera, he establecido el significado, que dentro
de este trabajo, le doy a la idea de que los sentidos en los que se usa un término
conceptual matematico (o modos de referir un concepto matematico) también se
pueden establecer mediante los fendmenos que sustentan el concepto. El concepto
adquiere sentido con respecto a un fendémeno o conjunto de fenomenos, cuando es
posible establecer un modelo matematico (tripla subestructura-fenémeno-relacion)
que los relaciona. Es decir, cuando los fendmenos estan vinculados con situacio-
nes que el concepto permite describir o con cuestiones que el concepto permite
plantear.

El término “modelo”, e inclusive el término “modelo matematico”, pueden
tener diferentes significados dentro de la educacion matematica. He utilizado (y
utilizaré) el término “modelo” en el sentido de “modelo matematico” tal y como
lo he definido en este apartado. Esta distincion es importante porque dichos térmi-
nos se usan de diferentes maneras en la didactica de la matematica. Por ejemplo,
Castro y Castro (1997, pp. 106-108) utilizan los dos términos, asignando el si-
guiente significado a modelo matematico: “modelo matematico es una estructura
matemdtica que aproxima o describe ciertas relaciones de un hecho o fenomeno”
(p. 107, en cursivas en el original). Por otro lado, utilizaré el término “modeliza-
cién” solamente para referirme a una fase de la resolucion de problemas. Més ade-
lante, en el apartado correspondiente al andlisis de instruccion de este capitulo
(apartado 9), consideraré con mas detalle el proceso de modelizacion que aqui se
insintia. La modelizaciéon es un proceso que realizan profesor y escolares. Su pro-
posito no es unicamente el de describir matematicamente (en uno o mas sistemas
de representacion) aspectos relevantes de un fendmeno. La potencia de la modeli-
zacion surge de la capacidad que nos da el modelo matematico (y las propiedades
de la estructura matematica en la que se representa) para plantear cuestiones rela-
cionadas con el fenémeno, que dan lugar a problemas que no se podrian resolver
en el contexto no matematico del mismo.
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8. ANALISIS COGNITIVO

En el analisis cognitivo, “el profesor describe sus hipotesis acerca de como los
estudiantes pueden progresar en la construccion de su conocimiento sobre la es-
tructura matematica cuando se enfrenten a las tareas que compondrén las activida-
des de ensefianza y aprendizaje” (Gomez, 2002b, p. 271). Para ello, ¢l tiene que
tener en cuenta su percepcion de la comprension de los estudiantes al final del ci-
clo anterior del andlisis didactico, los objetivos especificos que se ha propuesto
para el siguiente ciclo, el contenido que pretende tratar, y el contexto, entre otros.
El analisis cognitivo que aqui considero es un analisis a priori. Con él, el profesor
pretende prever las actuaciones de los escolares en la fase posterior del ciclo en la
que se ponen en juego las actividades de ensefianza y aprendizaje que ¢l habra di-
sefiado. Estas hipdtesis deben estar sustentadas por una descripcion de aquellos
aspectos cognitivos que se relacionan directamente con la estructura matematica
sobre la cual se trabaja en dichas actividades. Por lo tanto, el analisis de contenido
sirve de punto de partida y de punto de referencia para el analisis cognitivo. Por su
parte, el andlisis cognitivo debe proveer la informacion necesaria para realizar el
analisis de instruccion y utiliza la informacion que surge del analisis de actuacion
del ciclo anterior. Estas relaciones se muestran en la Figura 12.

De contenido

Cognitivo De instruccion

De actuacion
Figura 12. Analisis cognitivo en el analisis diddctico

Shulman (1986) resalt6 la importancia del “conocimiento de los estudiantes” co-
mo parte del conocimiento pedagogico de contenido (pp. 9-10). Varios autores
han insistido en este punto recientemente. Por ejemplo, este aspecto de la planifi-
cacion y la instruccion forma parte de la vision pluralista propuesta por Cooney
(2004), mientras que Ball, Lubienski y Mewborn (2001) consideran que “explorar
lo que los escolares saben” (p. 453) es uno de los analisis matematicos que deben
incluirse en la instruccion. Aunque Krainer (2004) insiste en la importancia de
darle prioridad al conocimiento previo de los escolares y de comprender su formas
de pensamiento, Robert (2000, pp. 284-285) muestra que son pocos los formado-
res y los profesores en formacidon que tienen en cuenta este aspecto. Por su parte,
Kilpatrick, Swafford y Findell (2001, p. 9) resaltan la necesidad de valorar la de-
manda cognitiva que pueden requerir las tareas que se proponen a los escolares.
En resumen, algunos investigadores han resaltado la importancia de la exploracion
del conocimiento, capacidades y pensamiento de los escolares como actividad
central del profesor cuando ¢l planifica y lleva a la practica esa planificacion. No
obstante, son pocas las propuestas conceptuales y metodoldgicas que sugieran,
con algtn detalle, como el profesor puede recabar y organizar esa informacion con
propositos practicos. La nocion de trayectoria hipotética de aprendizaje (Simon,
1995a) es uno de los intentos mas importantes para aproximarse a esta cuestion.
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Sin embargo, en su propuesta original, Simon (1995a) no incluye ninglin proce-
dimiento concreto que permita establecer los elementos que la componen. Un nu-
mero reciente del Mathematics Thinking and Learning ha sido dedicado exclusi-
vamente a la discusion sobre esta nocién (Clements y Sarama, 2004),
reconociendo su importancia en las actividades de investigadores en educacion
matematica y profesores de matematicas.

En este apartado, comienzo revisando las diferentes interpretaciones que, de
la nocidn de trayectoria hipotética de aprendizaje, se han propuesto recientemente.
Concluyo que el papel que esta nocion puede jugar en la formacion inicial de pro-
fesores de matematicas de secundaria no es claro y me pongo como propdsito
adaptarla para ese contexto. Para ello, presento dos procedimientos con los que el
futuro profesor de matematicas de secundaria (y los profesores de matematicas en
general) pueden realizar el analisis cognitivo. El primero, desarrollado por Lupia-
fiez y Rico (2006, 2005), permite organizar las capacidades en términos de com-
petencias, y describir y caracterizar el conocimiento y pensamiento matematico de
los escolares antes y después de la instruccion. El segundo, los caminos de apren-
dizaje, es un procedimiento que le permite al profesor describir sus hipotesis acer-
ca de los caminos por los que el aprendizaje se puede desarrollar. Estos significa-
dos cognitivos de las matemadticas escolares se basan en tres nociones:
competencias, capacidades y dificultades. Concreto los significados que utilizaré
para estas nociones en el andlisis cognitivo. Mostraré, con algunos ejemplos, c6-
mo estos significados cognitivos de las matematicas escolares y los procedimien-
tos correspondientes permiten al profesor describir sus conjeturas acerca de como
el aprendizaje se puede desarrollar cuando los escolares aborden las tareas que ¢l
les proponga en el aula.

8.1. Trayectoria Hipotética de Aprendizaje

(Como puede el profesor describir sus hipotesis acerca de las actuaciones de los
escolares cuando ellos se enfrenten a las actividades de ensefianza y aprendizaje
que ¢l les va a proponer? ;Cual es la informacién mas relevante que el profesor
debe recabar y organizar en el andlisis cognitivo para que esta informacion sea
pertinente en el analisis de instruccion? (Como se relaciona la informacion que
puede surgir del analisis cognitivo con los objetivos de aprendizaje del profesor
para la unidad didactica que quiere disefiar y con el disefio de esa unidad didécti-
ca? Simon (1995a) sugiri6 algunas respuestas a estas preguntas cuando propuso la
idea de trayectoria hipotética de aprendizaje (ver Figura 13).
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Figura 13. Ciclo de la ensenianza de las matematicas abreviado (Simon, 1995a, p.
136)

Simon describe su modelo de la siguiente manera (p. 135):

El objetivo de aprendizaje que tiene el profesor indica la direccion de la
trayectoria hipotética de aprendizaje. Utilizo el término “trayectoria
hipotética de aprendizaje” para referirme al camino por el que puede
proceder el aprendizaje. Es hipotética en el sentido que la verdadera
trayectoria de aprendizaje no se puede conocer de antemano. Caracteri-
za una tendencia esperada. El aprendizaje individual de los escolares
recorre caminos idiosincraticos, pero frecuentemente similares. Esto su-
pone que el aprendizaje de un individuo presenta ciertas regularidades
(cf. Steffe, von Glasersfeld, Richards y Cobb, 1983, p. 118), que la co-
munidad de la clase condiciona la actividad matematica de maneras fre-
cuentemente predecibles, y que muchos de los escolares en la misma cla-
se pueden beneficiarse de la misma tarea matematica. Una trayectoria
hipotética de aprendizaje le proporciona al profesor criterios para se-
leccionar un diseno instruccional particular, por lo tanto, yo tomo mis
decisiones de diserio basado en mi mejor conjetura acerca de como pue-
de suceder el aprendizaje.
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Simon aclara que la descripcion de los componentes de la trayectoria hipotética de
aprendizaje de la Figura 13 no significa que el profesor persigue siempre un tinico
objetivo o que considera solamente una trayectoria hipotética de aprendizaje. Por
el contrario, pretende enfatizar el caracter hipotético del pensamiento del profesor
durante la planificacion y la relacion simbiotica entre las hipotesis del profesor
sobre el aprendizaje de los escolares y el desarrollo de actividades de aprendizaje:
“la generacion de ideas para las actividades de aprendizaje depende de las hipote-
sis del profesor sobre el desarrollo del pensamiento y el aprendizaje de sus estu-
diantes; la generacion posterior de hipdtesis sobre el desarrollo conceptual de los
estudiantes depende de la naturaleza de las actividades que se prevén” (p. 136).

Mas recientemente, Simon y Tzur (2004, p. 93) identifican las principales ca-
racteristicas de la nocioén de trayectoria hipotética de aprendizaje de la siguiente
manera (p. 93):

Una trayectoria hipotética de aprendizaje (THA) consiste en los objeti-
vos para el aprendizaje de los estudiantes, las tareas matemdaticas que se
usaran para promover el aprendizaje de los estudiantes, y las hipotesis
acerca del proceso de aprendizaje de los estudiantes (Simon, 1995a).
Mientras que el objetivo del profesor para el aprendizaje de los estu-
diantes proporciona una direccion para las otras componentes, la selec-
cion de las tareas de aprendizaje y las hipotesis acerca del proceso de
aprendizaje de los estudiantes son interdependientes. Las tareas se se-
leccionan con base en hipotesis acerca del proceso de aprendizaje; las
hipotesis sobre el proceso de aprendizaje se basan en las tareas propues-
tas. Este constructo se fundamenta en los siguientes supuestos:

1. La construccion de una trayectoria hipotética de aprendizaje se basa
en la comprension del conocimiento actual de los estudiantes que recibi-
ran la instruccion.

2. Una trayectoria hipotética de aprendizaje es el vehiculo para planifi-
car el aprendizaje de unos conceptos matematicos concretos.

3. Las tareas matematicas proporcionan las herramientas para promo-
ver el aprendizaje de unos conceptos matematicos concretos y, por lo
tanto, son un elemento clave del proceso de instruccion.

4. Dada la naturaleza hipotética e inherentemente incierta de este proce-
so, el profesor se vera obligado a modificar sistematicamente cada as-
pecto de la trayectoria hipotética de aprendizaje.

Steffe (2004) resalta la relevancia de esta nocidon dentro de la educaciéon matema-
tica (p. 130):

La construccion de trayectorias de aprendizaje de los nifios es uno de los
desafios mas urgentes a los que se enfrenta actualmente la educacion
matematica. Es también uno de los problemas mds apasionantes porque
es alli donde podemos construir nuestra comprension de las matematicas
de los nifios y como nosotros, como profesores, podemos influir en esas
matemdaticas.
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No obstante, y aunque mayoria de los investigadores reconocen los tres elementos
centrales de la trayectoria hipotética de aprendizaje (objetivos de aprendizaje, ta-
reas matematicas e hipotesis sobre el proceso de aprendizaje), y aceptan los cuatro
supuestos mencionados arriba, cada quien interpreta y usa la nocién con proposi-
tos y de maneras diferentes.

En el nimero del Mathematics Thinking and Learning al que hice referencia
mas arriba, se perciben dos usos claramente diferenciados: como herramienta de
investigacion y como herramienta para la planificacion. Los trabajos de Steffe
(2004), Lesh y Yoon (2004) y Clements, Wilson y Sarama (2004) son trabajos
esencialmente de investigacion en los que se explora la trayectoria hipotética de
aprendizaje para temas concretos. Por otro lado, los trabajos de Gravemeijer
(2004) y Simon y Tzur (2004), aunque exploran también trayectorias hipotéticas
de aprendizaje, se preocupan con mayor énfasis por su uso en la planificacion del
profesor. Finalmente, el trabajo de Battista (2004) se centra en la evaluacion. En
todos los trabajos, se desarrollan ejemplos de trayectorias hipotéticas de aprendi-
zaje en temas matematicos concretos. Para ello, los investigadores asumen el pa-
pel de profesores en aulas concretas. Aunque hay profesores que participan en al-
gunos de los proyectos, ellos no son quienes producen los resultados de las
exploraciones. De hecho, algunos de estos trabajos, como el de Steffe (2004) y el
de Gravemeijer (2004) ven la construccion de trayectorias hipotéticas de aprendi-
zaje como un trabajo del investigador, cuyos resultados pueden apoyar el trabajo
del profesor.

Una de las principales diferencias en la interpretacion de la nocién tiene que
ver con el nivel de concrecidon con el que se usa: desde la planificacion de varias
sesiones de clase, hasta el trabajo con actividades especificas en una parte de una
sesion de clase. Por ejemplo, Gravemeijer (2004) indica que su propuesta de feo-
rias locales de instruccion es “la descripcion y fundamentacion para la ruta de
aprendizaje prevista en su relacion con una coleccion de actividades de instruc-
cion para un tema” (p. 107). Steffe (2004) y Lesh y Yoon (2004) también utilizan
la nocion para describir el aprendizaje de los escolares a lo largo de varias sesio-
nes. Por su parte, Simon y Tzur (2004) ven la trayectoria hipotética de aprendizaje
como una herramienta para la planificacion de actividades de instruccion en el dia
a dia de un aula. Finalmente, Baroody, Cibulskis, Lai y Li (2004) sugieren que la
nocién de trayectoria hipotética de aprendizaje se puede utilizar para promover el
“desarrollo micro-conceptual” (p. 234), siendo ésta la actividad central de la ins-
truccion en el aula.

(Qué relacion hay entre la actividad diaria del profesor y la nocion de trayec-
toria hipotética de aprendizaje? En este punto encuentro ciertas discordancias en
las propuestas de algunos de los investigadores a los que he hecho referencia. Por
un lado, una de las caracteristicas centrales de la nocion tiene que ver con su ca-
racter reflexivo: “hay una relacion reflexiva en la que la trayectoria hipotética de
aprendizaje es el trasfondo de los juicios y decisiones locales que, a su vez, modi-
fican la trayectoria hipotética de aprendizaje” (Gravemeijer, Cobb, Bowers y
Whitenack, 2000, pp. 249-250). Simon y Tzur (2004, p. 93), en el cuarto supuesto
que indiqué mas arriba, enfatizan también el papel del profesor en la construccion
y revision permanente de la trayectoria hipotética de aprendizaje. Pero, ;como
hacer compatible el propdsito de que sea el profesor quien construya y revise la
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trayectoria hipotética de aprendizaje con el hecho de que la totalidad de los ejem-
plos que se tienen de trayectorias hipotéticas de aprendizaje han sido desarrollados
por investigadores que han asumido el papel de profesores? De hecho, propuestas
como las de Steffe (2004) y Lesh (2004) son tan complejas y técnicas que resultan
poco practicas para la mayoria de los profesores. Por otro lado, las propuestas de
Simon (2004) y Gravemeijer (2004) tienen un caracter esencialmente preceptivo.
Finalmente, Baroody, Cibulskis, Lai y Li (Baroody et al., 2004, p. 233) nos re-
cuerdan que la validez ecologica se logra a costa de la falta de universalidad: si se
comprueba que una trayectoria hipotética de aprendizaje es valida en una circuns-
tancia particular (en un contexto y con unos estudiantes y un profesor concretos),
esto no quiere decir que esa trayectoria hipotética de aprendizaje tenga sentido en
otras circunstancias. Esta observacion resalta la necesidad de que sea el profesor,
con el conocimiento que tiene de sus alumnos, quien construya o adapte la trayec-
toria hipotética de aprendizaje que corresponde al objetivo que se ha impuesto,
teniendo en cuenta las caracteristicas del contexto concreto en el que tiene lugar la
instruccion®.

Gravemeijer 2004 (2004, p. 107) aborda estas cuestiones y reconoce la difi-
cultad que tendrian los profesores para construir trayectorias hipotéticas de apren-
dizaje como las que producen los investigadores. Pero, esto no quiere decir que lo
tinico que se les pueda entregar sean secuencias de instruccion listas para usar. El
sugiere dos elementos que pueden ser ttiles para los profesores:

4 un marco de referencia y

¢ secuencias de actividades que les sirvan de ejemplo.

Pero, ;qué puede hacer un profesor con esta informacion? ;Como puede €l usarla
para producir y revisar sistematicamente su propia trayectoria hipotética de apren-
dizaje para un tema, un contexto y unos escolares concretos?

Para responder a estas preguntas, a continuacion, profundizo en uno de los
componentes de la trayectoria hipotética de aprendizaje: las hipotesis del profesor
sobre el proceso de aprendizaje. El analisis cognitivo se puede caracterizar como
el procedimiento en virtud del cual el profesor identifica, describe y organiza sus
hipotesis sobre el proceso de aprendizaje de los escolares ;Qué caracter deben te-
ner estas hipotesis? ;Como debe el profesor identificarlas y describirlas? ;Qué
herramientas puede utilizar el profesor para recabar y organizar la informacion
que le permitirad formular sus conjeturas? Si, como argumenta Steffe (2004), “de-
ben ser los profesores, al participar directamente en las actividades de construc-
cion de los nifios, quienes deben producir sus trayectorias hipotéticas de aprendi-
zaje” (p. 155), (qué capacidades debe tener el profesor para ello? ;Qué se puede
hacer en la formacién inicial de profesores de matematicas de secundaria para
desarrollar esas capacidades?

La formacion inicial debe ser la ocasion en la que los futuros profesores co-
miencen a desarrollar capacidades para construir trayectorias hipotéticas de
aprendizaje que les permitan disefiar actividades de instruccion. Sin embargo, los
futuros profesores que participan en este tipo de programas no tienen experiencia

2 Si se asume una posicion sociocultural con respecto al aprendizaje, entonces el contexto en el
que éste tiene lugar es trascendental. Ver, por ejemplo, Valero (2002, p. 546) y Gravemeijer (2004,
p. 246).
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docente y, en general, no tienen acceso a la practica en aulas de matematicas. Por
consiguiente, ellos no pueden “participar directamente en las actividades de cons-
truccion de los nifios”. En lo que sigue, sugiero una adaptacion de la nocioén de
trayectoria hipotética de aprendizaje que tiene en cuenta estas restricciones. Para
ello, considero tres niveles de expectativas del profesor con respecto al aprendiza-
je de sus escolares. Introduzco, en primera instancia, las nociones de competencia
y capacidad, para después caracterizar el concepto de objetivo de aprendizaje en
términos de estas nociones.

8.2. Expectativas del Profesor: Nocion de Competencia

Analizo a continuacién dos aproximaciones a la nociéon de competencia: la pro-
puesta de Kilpatrick, Swafford y Findell (2001) sobre la idea de pericia matemati-
ca® y la elaboracién que, en el proyecto PISA de la OCDE (OCDE, 2004; OECD,
2000; Rico, 2004b), se hace de las nociones de alfabetizacion matematica y
competencia.

Pericia Matematica: el Reporte Adding—it Up

Kilpatrick, Swafford y Findell (2001) utilizan la expresion “pericia matematica”
para capturar el significado de aprender exitosamente matematicas. La pericia ma-
tematica tiene cinco fibras (p. 5):

1. Comprension conceptual: comprension de los conceptos matematicos, las ope-
raciones y relaciones.

2. Fluidez procedimental: habilidad para realizar procedimientos de manera flui-
da, precisa, eficiente y apropiada.

3. Competencia estratégica: habilidad para formular, representar y resolver pro-
blemas matematicos.

4. Razonamiento que se adapta: capacidad para el pensamiento logico, la re-
flexion, la explicacion y la justificacion.

5. Disposicion productiva: inclinacion para considerar las matematicas como al-
go sensible, util y que vale la pena, conjuntamente con la creencia de ser dili-
gente y eficaz.

La pericia matematica esta entonces definida en términos de cinco fibras entreteji-
das que se deben desarrollar al unisono. En el reporte en cuestion, la pericia ma-
tematica se utiliza para definir los objetivos para todos los escolares en el area de
numeros, y para hacer una critica a la investigacion. Observamos que la definicion
de pericia matematica tiene un caracter cognitivo y se basa (en sus tres primeras
fibras) en las nociones de conocimiento conceptual, conocimiento procedimental
y resolucion de problemas.

Alfabetizacion Matematica y Competencias: el Reporte Pisa 2003

En el proyecto PISA de la OECD (OCDE, 2004; OECD, 2000; Rico, 2004b) se
utiliza la nocidén de alfabetizacion matematica o formacion matematica, como la
capacidad de los escolares para utilizar las matematicas con el proposito de afron-
tar los desafios del futuro. Esta nocion se define como (Rico, 2004b, p. 41):

* He traducido el término “proficiency” como pericia.
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la capacidad individual para identificar y entender el papel que las ma-
tematicas tienen en el mundo, hacer juicios bien fundados y usar e impli-
carse con las matemadticas en aquellos momentos en que se presenten ne-
cesidades en la vida de cada individuo como ciudadano constructivo,
comprometido y reflexivo.

Por otro lado, la alfabetizacion matematica “se asocia a la capacidad del alumno
para analizar, razonar y comunicar ideas de manera efectiva mediante el plantea-
miento, la formulacion y la resolucion de problemas matematicos en diferentes
areas de conocimiento y situaciones” (OECD, 2000, p. 71).

En el proyecto, se identifican cuatro aspectos (dos principales y dos secunda-
ri0s) que organizan el area de conocimiento (matematicas). Los principales son las
competencias matematicas y las grandes ideas matematicas. Los aspectos secun-
darios son los temas matematicos del curriculo y las situaciones y contextos. Las
situaciones se refieren al entorno en el que se presentan los problemas matemati-
cos. Por otro lado, se identifican y caracterizan siete competencias matematicas
generales que “deben ser relevantes y pertinentes en todos los niveles de la educa-
cion” (OECD, 2000, p. 74). En el contexto del proyecto PISA, Niss (2003) pre-
senta la nocion de competencia como la habilidad para comprender, juzgar, hacer
y usar las matematicas en las situaciones en las que ellas pueden jugar un papel (p.
189):

Poseer una competencia matematica consiste en estar preparado y ser
capaz de actuar matematicamente sobre la base de conocimiento y pers-
picacia44. Las acciones en cuestion son, tanto fisicas, como de compor-
tamiento (incluyendo lingiiisticas) y mentales. Por lo tanto, la evaluacion
de las competencias matematicas de un individuo debe fundamentarse en
la identificacion de la presencia y rango de sus competencias en relacion
con las actividades matematicas en las que estd o ha estado involucrado.

Niss resalta las siguientes caracteristicas de la nocion de competencia (pp. 188-
189):
4 tiene que ver con la actuacion del individuo: se refiere a actividades, pro-
cesos y comportamientos mentales o fisicos;
4 cs especifica a las matematicas;
4 su foco se centra en lo que los individuos pueden hacer; y
4 tiene una doble naturaleza: analitica, en el sentido de comprender, inter-
pretar, examinar o evaluar; y productiva, en el sentido de su puesta en jue-

go.

En el informe final del proyecto PISA se establecen las siguientes siete competen-
cias (Rico, 2004b, pp. 48-49): (a) pensar y razonar, (b) argumentar, (¢) comunicar,
(d) modelar, (e) plantear y resolver problemas, (f) representar, y (g) utilizar el len-
guaje simbolico, formal y técnico y las operaciones.

Andlisis de las Aproximaciones
Resulta natural observar que las aproximaciones que he presentado tienen caracte-
risticas comunes. No obstante, también se aprecian algunas diferencias. El proyec-

* “Insight", en inglés.
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to Adding—it Up propone una vision de la pericia matematica que resalta aspectos
cognitivos, al incluir explicitamente referencias al conocimiento conceptual y pro-
cedimental. Por su parte, la propuesta del proyecto PISA focaliza la atencion en
las actuaciones de los escolares. Se habla de competencias y capacidades para rea-
lizar tareas.

En los dos proyectos, las competencias se introducen como aspectos de la
formacion matematica de los escolares que “deben ser relevantes y pertinentes en
todos los niveles de la educacion” (OECD, 2000, p. 74). Por lo tanto, la nocién de
competencia sirve como guia para las decisiones que, a nivel institucional, se to-
men sobre el disefio curricular de una asignatura o un ciclo de asignaturas. Este es
un aspecto del contexto dentro del cual el profesor debe abordar el problema de
planificacion. Las competencias establecen el vinculo entre el diserio curricular
global que sigue el profesor y la planificacion local que él debe realizar. Por lo
tanto, a la hora de disefiar una unidad didéactica o una hora de clase, el profesor
debe valorar la medida en la que las actividades que propone contribuyen a las
competencias que se enfatizan en ese disefio curricular global.

8.3. Expectativas del Profesor: Nocion de Capacidad
En el contexto de las matematicas escolares, utilizo el término capacidad para re-
ferirme a la actuacion exitosa de un individuo con respecto a cierto tipo tarea.
Afirmaré que un individuo ha desarrollado una cierta capacidad cuando ¢l pueda
resolver las tareas que la requieren™. Por lo tanto, las capacidades:

4 son especificas a un tema concreto;

¢ pueden incluir o involucrar otras capacidades*’; y

4 estan vinculadas a tipos de tareas.

Por ejemplo, diré que un escolar ha desarrollado la capacidad para ejecutar, co-
municar y justificar el procedimiento de completacion de cuadrados cuando haya
evidencia de que ¢l puede resolver las tareas que implican ese aspecto. Este signi-
ficado del término capacidad esta basado en la concepcion funcional de las mate-
maticas escolares, ya que esta nocion relaciona aspectos cognitivos (un individuo
desarrolla y manifiesta una capacidad al responder a requerimientos o demandas
cognitivas), de contenido (es especifica a un nticleo de contenido concreto) y de
instruccion (se refiere a tipos de tareas) (Ver Figura 14).

* De esta manera, adapto, de acuerdo con una vision funcional de las matematicas escolares, una
de las acepciones para este término: “aptitud, talento, cualidad que dispone a alguien para el buen
ejercicio de algo” (Real Academia Espaiiola, 2006).

* Dependiendo del nivel de concrecién y del conocimiento previo del individuo al que se refiere la
capacidad, una capacidad dada se puede caracterizar en términos de otras capacidades mas especi-
ficas. Por ejemplo, la capacidad para completar cuadrados se puede caracterizar en otras capacida-
des mas concretas que involucran procedimientos algebraicos. En este caso, como lo explicaré a
continuacion, “completar cuadrados” debe adquirir el estatus de objetivo de aprendizaje.
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Cognitivo

el individuo desarrolla
y manifiesta una capacidad

Capacidad
se manifiesta mediante el uso se pone en juego
de unos contenidos concretos al abordar tareas
Contenido Contexto

Figura 14. Nocion de capacidad

Utilizaré la nocion de capacidad como unidad basica de analisis. Una capacidad se
caracteriza por un tipo de tareas y depende del nivel de conocimiento de los indi-
viduos a los que hace referencia. En el contexto de la planificacion, el profesor
puede formular “completar cuadrados” como una capacidad para escolares de ba-
chillerato, si ¢l considera que ellos deben conocer el procedimiento que se requie-
re para resolver las tareas que la caracterizan. Para otros escolares, de un nivel in-
ferior, el profesor puede formular “completar cuadrados” como un objetivo de
aprendizaje. Capacidades y objetivos son dos niveles de las expectativas del pro-
fesor. Profundizaré en su relacion en secciones posteriores. El profesor también
expresa expectativas de aprendizaje cuando enuncia, al comienzo de un ciclo del
analisis didactico, los objetivos de aprendizaje de una unidad didactica y cuando,
al comienzo del curso, negocia con sus colegas los objetivos de aprendizaje de la
asignatura, en el seminario de matematicas. Por lo tanto, hay al menos tres contex-
tos en los que se puede utilizar el término objetivo de aprendizaje. De aqui en ade-
lante, utilizaré¢ dicho término para referirme a un objetivo de aprendizaje de una
unidad didactica. Este es el nivel en el que el profesor es, en principio, auténomo
para decidir qué objetivos quiere lograr, como los formula y cémo los caracteriza.
Por otro lado, la formulacion de estos objetivos de aprendizaje puede estar condi-
cionada por otras expectativas de aprendizaje. Por ejemplo, los objetivos que se
establecen en el programa (regional o nacional) delimitan las opciones disponibles
a los profesores a la hora de formular objetivos de aprendizaje para una asignatu-
ra. Finalmente, el proyecto de centro u otros documentos (como estandares nacio-
nales e internacionales) pueden establecer expectativas con respecto a la forma-
cion matematica de los escolares a lo largo su paso por la institucion escolar.

Mi planteamiento para adaptar la nocion de trayectoria hipotética de aprendi-
zaje a la formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria y propor-
cionar una herramienta que pueda ser utilizada por los profesores se basa en las
nociones de capacidad y competencia. El procedimiento que propongo para des-
cribir el progreso de los escolares con respecto a un objetivo de aprendizaje con-
creto se fundamenta en la identificacion, descripcion y relacion de cinco elemen-
tos:
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las capacidades que los escolares tienen antes de la instruccion®’;
el objetivo de aprendizaje que el profesor espera que los escolares logren;
las tareas que conforman la instruccion;

las dificultades que los escolares pueden encontrar al abordar estas tareas; y

A e

las hipotesis sobre los caminos por los que se puede desarrollar el aprendizaje.

El caracter reflexivo de la trayectoria hipotética de aprendizaje se expresa en este
procedimiento en la relacion simbiotica entre los puntos 3 y 5 y que exploraré en
detalle al final de este apartado y en el siguiente. Los primeros dos puntos del pro-
cedimiento que sugiero requieren que el futuro profesor organice informacion so-
bre: (a) lo que los escolares son capaces de hacer antes de la instrucciéon y (b) lo
que se espera que ellos sean capaces de hacer después de la instruccion. Lupianez
y colaboradores (Lupiaiez y Rico, 2006, 2005) han desarrollado un procedimiento
para organizar esta informacion, basado en la nociones de capacidad y competen-
cia, que presentaré en la seccion 8.5.

8.4. Objetivos de Aprendizaje y Nucleos de Contenido de una Unidad
Didactica

Mi propuesta, siguiendo a Simon y Tzur (2004), parte de la identificacioén, por
parte del profesor, de un objetivo de aprendizaje que €l espera que los escolares
logren. En el marco de la nocion de trayectoria hipotética de aprendizaje, supongo
que el objetivo de aprendizaje al que se refiere Simon es uno de estos objetivos de
aprendizaje de la unidad didactica para la que el profesor esta disefiando una pla-
nificacion. Este objetivo de aprendizaje es el marco de referencia que delimita y
condiciona los procedimientos que el profesor debe realizar para formular sus
conjeturas sobre como se puede desarrollar el aprendizaje de los escolares en rela-
cion con las actividades que €l les proponga.

En lo que sigue, utilizaré como ejemplo uno de los posibles objetivos de una
unidad didéctica sobre la funcion cuadratica: “reconocer, diferenciar y utilizar el
significado grafico de los pardmetros de las formas simbdlicas de la funcion cua-
dratica y comunicar y justificar los resultados que obtenga de su aplicacion”. Para
efectos de simplificar la redaccion, me referiré, en algunas ocasiones, a este obje-
tivo como “manejar el significado grafico de los parametros de las formas simbo-
licas de la funcion cuadratica”.

Desde la perspectiva curricular, un objetivo de aprendizaje concreto delimita
una parcela del contenido. La Figura 5 representa (de manera parcial) los principa-
les aspectos del contenido de la funcion cuadratica que corresponde al objetivo
que formulé en el parrafo anterior. Utilizo el término niicleo de contenido para
referirme a la parcela de contenido que corresponde a un objetivo concreto y dife-
renciarlo del término “tema matematico” que he utilizado hasta ahora para refe-
rirme al contenido de una unidad didactica (e.g., la funcion cuadratica).

Un objetivo de aprendizaje es un constructo complejo. Si el profesor quiere
disefiar tareas que promuevan en sus escolares el logro de un objetivo, es necesa-
rio caracterizarlo de tal forma que sea posible conjeturar de qué manera y en qué

7 Aunque Simon no incluye este elemento en la propuesta original de la trayectoria hipotética de
aprendizaje, si enfatiza su importancia en su elaboracion posterior (Simon y Tzur, 2004, p. 93).
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medida una tarea (o una secuencia de tareas) pueden contribuir a su logro. Utiliza-
ré, a continuacidn, las nociones de capacidad y competencia como constructos que
permiten caracterizar, desde dos perspectivas complementarias, un objetivo de
aprendizaje.

8.5. Caracterizacion de un Objetivo de Aprendizaje: Capacidades y
Competencias

En esta seccion pretendo mostrar como las nociones de capacidad y competencia
permiten caracterizar un objetivo de aprendizaje. Esta caracterizacion es necesaria
si el profesor quiere disenar tareas (y secuencias de tareas) que induzcan a los es-
colares a lograr el objetivo de aprendizaje y a contribuir al desarrollo unas compe-
tencias previamente establecidas. Para caracterizar un objetivo de aprendizaje,
desde esta primera perspectiva, el profesor debe: (a) identificar y formular las ca-
pacidades cuya puesta en juego puede contribuir al logro del objetivo y (b) esta-
blecer en qué medida el objetivo de aprendizaje contribuye a una lista de compe-
tencias.

(Como identificar las capacidades cuya puesta en juego puede contribuir al
logro del objetivo? Este es el punto en el que, dentro del anélisis didactico y a par-
tir de una vision funcional de las matematicas escolares, se establece el vinculo
entre el andlisis de contenido y el andlisis cognitivo. Dado que un objetivo de
aprendizaje delimita un nucleo de contenido, la identificacion de las capacidades
que contribuyen a ese objetivo se puede realizar a partir del analisis de contenido
que corresponde a dicho ntcleo®.

Tomemos como ejemplo el objetivo que formulé al comienzo de este aparta-
do: “reconocer, diferenciar y utilizar el significado grafico de los parametros de
las formas simbolicas de la funcién cuadratica y comunicar y justificar los resul-
tados que obtenga de su aplicacion” y el nacleo de contenido correspondiente que
se representa parcialmente en la Figura 5. Al analizar, interpretar y complementar
esta informacion, el profesor puede identificar las capacidades que presento en la
Tabla 2, como aquellas cuya puesta en juego puede contribuir al logro del objetivo
en cuestion.

Ejecutar, comunicar y justificar los procedimientos de transformaciones
simbolicas

Cl Completacion de cuadrados
C2 Expansion

C3 Factorizacion

Identificar, mostrar y justificar los parametros
C4 Forma canonica (a, h, k)

C5 Forma foco (p, h, k)

Co6 Forma estandar (a, b, c)

C7 Forma multiplicativa (a, rl, r2)

* Este no es el unico vinculo entre el analisis de contenido y el anélisis cognitivo. La informacion
que surge del analisis de contenido de un tema (e.g., la funcion cuadratica) puede usarse para esta-
blecer y formular los objetivos de aprendizaje para este tema. No profundizo aqui en este procedi-
miento.



68 Capitulo 2

Identificar, mostrar y justificar los siguientes elementos graficos

C8 Coordenadas del vértice

C9 Puntos de corte con el eje Y
C10 Puntos de corte con el eje X
Cll1 Coordenadas del foco

Cl12 Ubicacion de la directriz
C13 Ubicacion del eje de simetria

Ejecutar, comunicar y justificar los procedimientos de transformaciones grdficas
Cl4 Translacion horizontal

C15 Translacion vertical

C16 Dilatacion

Tabla 2. Capacidades para el objetivo “manejar el significado grdfico de los
parametros de las formas simbdlicas de la funcion cuadratica”™

No hay una tinica manera de caracterizar un objetivo en términos de capacidades.
El profesor toma decisiones al interpretar, de acuerdo con su conocimiento, metas
y creencias, la informacion que surge del anélisis del ntcleo de contenido. Ade-
mas, una vez identificado un aspecto del nticleo de contenido, la capacidad co-
rrespondiente se puede formular de diversas maneras, dependiendo de las acciones
que el profesor supone que los escolares son capaces de realizar con respecto a ese
nucleo™.

El segundo procedimiento, establecer en qué medida el objetivo de aprendiza-
je contribuye a una lista de competencias, le permite al profesor verificar y refor-
mular, si es el caso, las capacidades cuya puesta en juego puede contribuir al logro
de dicho objetivo. Con este procedimiento, desarrollado por Lupiafiez y Rico (Lu-
piafiez y Rico, 2006; Lupiafiez et al., 2005), el profesor relaciona capacidades y
competencias. Para cada capacidad que corresponde a un objetivo de aprendizaje,
el profesor decide a qué competencias contribuye, construyendo una tabla de do-
ble entrada Capacidades-Competencias en la que, para cada celda, el profesor es-
tablece si una capacidad dada contribuye o no a una competencia (ver Tabla 3)*°.
La informacion que surge de esta tabla le permite al profesor establecer en qué
medida (relativa) el conjunto de capacidades (cuya puesta en juego puede contri-
buir al logro de un objetivo de aprendizaje) contribuye a cada una de las compe-
tencias (sombreados que aparecen en la segunda fila de la Tabla 3). El andlisis de
este resultado, en términos de su conocimiento, metas y creencias y de las condi-
ciones que le impone el contexto, puede inducir al profesor a revisar su eleccion y
formulacion de capacidades. Por ejemplo, como resultado de este analisis, el pro-
fesor puede identificar que se contribuye débilmente a la competencia de argu-

* En este documento no profundizo en esta problematica. El profesor puede referirse a una gran
variedad de acciones como reconocer, identificar, mostrar, recordar, interpretar, ejemplificar, clasi-
ficar, generalizar, comparar, ejecutar, implementar, diferenciar, organizar, atribuir, verificar, criti-
car, conjeturar, comunicar y justificar.

0 Los codigos que aparecen en la primera fila corresponden a las siete competencias PISA que
enumere en la seccidn anterior.
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mentacion y puede decidir reformular algunas de las capacidades de tal forma que
incluyan acciones que contribuyan al desarrollo de esa competencia®'.

PRIA|C|M|RP|R|LS

CARACTERIZAR Y RECONOCER FUNCIONES
CUADRATICAS

Construir ejemplos de funciones cuadrdticas, X | x

simbélica y grdficamente.

Proporcionar argumentos para justificar porqué X | x
una funcién es cuadrdtica 6 no.

Argumentar porqué una funcion cuadrdtica tiene
siempre un extremo.

Ejemplificar funciones cuadrdticas con un X
extremo dado, simbélica y grdficamente.

X x| X XX

Identificar el vértice y el eje de simetria de una
pardbola.

P o I Al

Identificar elementos en la expresion simbdlica:
variable, exponente, coeficiente, ...

Usar términos habituales: funcién cuadrdtica (2°
grado), igualdad, valores, grdfica,...

Interpretar y manejar convenios habituales de

u_u

representacion: f(x)=, uso de “=", variables, ...

Describir verbalmente situaciones asociables
matemdticamente con una funcion cuadrdtica.

e T e

Describir situaciones y contextos en los que se

10 encuentran formas u objetos parabélicos.

Tabla 3. Capacidades correspondientes al objetivo “Caracterizar y reconocer
funciones cuadraticas” (Lupianez, 2005, p. 8)

La reflexion sobre las nociones de competencia y capacidad me permite regresar a
los primeros dos puntos del procedimiento de analisis cognitivo que propuse en la
seccion 8.3: la descripcidn y caracterizacion, en términos de capacidades, del co-
nocimiento previo de los escolares y del objetivo de aprendizaje que el profesor
pretende que logren. Me he basado en la nocidén de capacidad para describir y ca-
racterizar estos puntos extremos de la instruccion®. Por un lado, a partir de los
resultados del andlisis de actuacion, el profesor puede construir una tabla de Ca-
pacidades-Competencias en la que registre aquellas capacidades que son relevan-
tes para el tema que va a planificar y que considera que los escolares ya han desa-
rrollado. Adicionalmente, el profesor puede también identificar las competencias a
las que esas capacidades han contribuido. Por el otro lado, el profesor puede cons-
truir una segunda tabla, del mismo tipo, en la que registre las capacidades que ¢l
espera que los escolares hayan desarrollado con motivo de la instruccién y sus co-
rrespondientes competencias. El nticleo de la informacion en estas tablas es la lista
de las capacidades que caracterizan el objetivo de aprendizaje.

! La decisién de a qué competencias contribuye una capacidad es una decision que el profesor
debe ser capaz de justificar.
52 Esta es la expresion que utiliza Gravemeijer (2004, p. 22).
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8.6. Caracterizacion de un Objetivo: Caminos de Aprendizaje

Me queda por describir el modo en el que el profesor puede realizar los puntos 3,
4y 5 del procedimiento de la seccion 8.6. Dada una tarea, ;cémo puede el profe-
sor prever el aprendizaje de los escolares cuando ellos la aborden?, ;cémo puede
la formulacion de estas hipdtesis afectar el analisis y seleccion de las tareas?, ;qué
papel puede jugar el conocimiento del profesor sobre las dificultades de los esco-
lares relacionadas con el objetivo de aprendizaje en cuestion? Abordaré estas pre-
guntas basandome en la nocién de camino de aprendizaje.

Un camino de aprendizaje de una tarea es una secuencia de capacidades que
los escolares pueden poner en juego para resolverla. Siguiendo con el ejemplo del
objetivo “manejar el significado grafico de los pardmetros de la formas simbolicas
de la funcion cuadratica” y, a partir de las capacidades que enumer¢ en la Tabla 2,
supongamos la siguiente tarea T,: “dado que 2 y 6 son los cortes con el eje X de
una parabola con dilatacion 1, encontrar las coordenadas del vértice”. Un camino
de aprendizaje para esta tarea es C10 — C7 — C2 — C6 — C1 — C4 — C8 (ver
Tabla 2).

Los caminos de aprendizaje de una tarea se pueden representar en un grafo en
el que se agrupan las capacidades correspondientes al objetivo de aprendizaje y se
establece la secuencia de capacidades mediante vinculos entre ellas. La Figura 15
muestra un camino de aprendizaje para la tarea T): reconocer los cortes en el eje X
como elemento grafico (C10), reconocer que esos cortes corresponden a los valo-
res de r; y r; en la forma multiplicativa de la funcion cuadratica (C7), utilizar el
procedimiento de expansion (C2) para obtener la forma estdndar y reconocerla
(C6), utilizar el procedimiento de completacion de cuadrados (C1) para obtener la
forma candnica e identificar y reconocer sus parametros /4y k (C4) y reconocer los
valores de esos parametros como las coordenadas del vértice en la representacion
grafica (C8).

Transformaciones simbolicas Transformaciones graficas
P c3 5 T cie -
S0l a1,
N St
g ":"(':'5""; EC9 C10 Cl1
----------------- ementos graficos
A El orafi

Figura 15. Camino de aprendizaje para la tarea T

El camino de aprendizaje para la tarea T, que represento en la Figura 15 informa
al profesor sobre una secuencia ideal de capacidades que los escolares podrian
poner en juego al abordar la tarea. La denomino ideal porque es la secuencia que
surge de las condiciones que imponen la tarea y el nicleo de contenido que co-
rresponde al objetivo de aprendizaje. Por ahora no he tenido en cuenta las dificul-
tades que pueden manifestar los escolares al abordar la tarea o las estrategias al-
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ternativas que ellos pueden utilizar y que ponen en juego capacidades que no co-
rresponden al nucleo de contenido. Abordaré estas cuestiones mas adelante. Desde
esta perspectiva ideal, es posible hablar de los caminos de aprendizaje que corres-
ponden a un objetivo de aprendizaje. Para ello, el profesor puede definir el con-
junto de tareas (o tipos de tareas) que caracterizan el objetivo. Un conjunto de ta-
reas T caracteriza un objetivo dado si el profesor considera que un individuo ha
logrado el objetivo cuando es capaz de resolver las tareas incluidas en T>. Los
caminos de aprendizaje de un objetivo son entonces aquellos que corresponden a
las tareas de T. Resulta confuso representar en un grafo los caminos de aprendiza-
je de un objetivo. No obstante, en la Tabla 4 presento los vinculos que pueden
constituir estos caminos de aprendizaje para el caso del objetivo del ejemplo que
estoy considerando®*. Una flecha en una celda dada indica que es posible (desde el
punto de vista del ntcleo de contenido) vincular la capacidad que se encuentra en
esa fila con la capacidad que se encuentra en esa columna. Los caminos de apren-
dizaje del objetivo del ejemplo, desde la perspectiva ideal, son las secuencias de
capacidades que se pueden construir a partir de la informacion de la Tabla 4.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 — —

2 —

3 —

4 — — _ - —
5 — - - —

6 — — — — —
7 — —

8 — — —

9 —

10 -

11 -

12 -

13 -

14 - -

15 — — —

16 — —

Tabla 4. Vinculos posibles entre capacidades para el objetivo “manejar el
significado grafico de los parametros de las formas simbdlicas de la funcion
cuadratica”

Un objetivo de aprendizaje se concreta en aquellos caminos de aprendizaje que
corresponden a un conjunto de tareas tales que el profesor considera que los esco-
lares han logrado el objetivo si son capaces de resolverlas. Un camino de aprendi-

>3 Me refiero aqui a tareas o rutinarias para las que los escolares, antes de la instruccién, no cono-
cen procedimientos preestablecidos. Por lo tanto, en el contexto de una planificacion concreta, las
tareas que caracterizan un objetivo son, desde la perspectiva de los escolares, diferentes de las ta-
reas que caracterizan las capacidades. Estas tltimas son tareas rutinarias.

> La representacion con un grafo de los caminos de aprendizaje permite agrupar las capacidades
correspondientes. En la representacion en una tabla esta posibilidad desaparece.
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zaje es mas que las capacidades que lo componen: es la secuencia de capacidades
que permiten resolver un cierto tipo de tareas. Por lo tanto, un individuo ha logra-
do un objetivo si, para los tipos de tareas que lo caracterizan, es capaz de recono-
cer el camino de aprendizaje que corresponde a cada tipo de tarea y ejecutarlo con
éxito.

El andlisis y caracterizacion de un objetivo de aprendizaje desde el punto de
vista de sus caminos de aprendizaje (en esta perspectiva ideal) pone de manifiesto,
desde un punto de vista cognitivo (las posibles demandas cognitivas a las que de-
ben responder los escolares), la complejidad propia del nucleo de contenido.
También informa al profesor sobre los tipos de tareas que se pueden enunciar con
respecto a ese objetivo y ese nucleo. Un tipo de tarea, en este contexto, se caracte-
riza por una o mas secuencias de capacidades que las tareas que lo componen
pueden requerir para su solucion.

8.7. Caminos de Aprendizaje y Dificultades

Existe una estrecha relacion entre las nociones de camino de aprendizaje y dificul-
tad. Son las dos caras de una misma moneda. Cuando afirmamos que un escolar
“puede ejecutar un camino de aprendizaje...”, estamos mirando una cara de la
moneda. La otra cara corresponde a la afirmacion “el escolar tiene una dificultad
al...”. Tanto el camino de aprendizaje, como la dificultad se evidencian cuando el
escolar aborda una tarea. Decimos que el escolar tiene una dificultad, cuando in-
curre en un error al abordar la tarea. Si resuelve la tarea exitosamente, afirmamos
que esto puede ser evidencia de que sabe reconocer y ejecutar el camino de apren-
dizaje.

Al caracterizar un objetivo de aprendizaje en términos de sus caminos de
aprendizaje, el profesor debe tener en cuenta su conocimiento sobre los errores y
dificultades de los escolares. Por ejemplo, el profesor puede saber que sus estu-
diantes tienen dificultades para obtener la forma canodnica de la funcion cuadratica
dadas sus raices y su dilatacion. En el caso del objetivo de aprendizaje que he to-
mado como ejemplo, el profesor debe tener en cuenta las dificultades a las que se
enfrentan los escolares cuando abordan tareas relacionadas con el significado gra-
fico de los parametros de la funcion cuadratica. Su experiencia le debe permitir
identificar algunas de ellas. También las puede encontrar en la literatura. Por
ejemplo, Zaslavsky (1997) identifico varios obstaculos™ relacionados con la fun-
cion cuadratica. En Goémez y Carulla (1998) identificamos las siguientes dificulta-
des originadas en la instruccion:

4 Reconocimiento de dos unicas formas simbdlicas (estandar y multiplicati-

va).

¢ Desconexion entre las formas simbolicas.

¢ Desconexion entre los diferentes sistemas de representacion.

El profesor puede entonces incluir esta informacion en su analisis de los caminos
de aprendizaje para un objetivo. Esto lo puede hacer, por ejemplo, marcando en la
tabla de caminos de aprendizaje aquellas capacidades que corresponden a esas di-
ficultades. Para el caso de la primera dificultad, esto implica resaltar las capacida-

> No entro aqui en el analisis de la relacion entre obstaculos, dificultades y errores en el aprendi-
zaje de las matematicas (ver, por ejemplo, Radatz, 1979; Rico, 1995b; Socas, 1997).
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des C4 y C5 y sus vinculos (ver la Tabla 4). De esta manera, ¢l puede decidir que
tiene que favorecer aquellas tareas que involucren esas capacidades y los vinculos
correspondientes.

La enumeracion y descripcion de dificultades tiene sentido cuando ya se han
identificado y caracterizado las capacidades correspondientes al nucleo de conte-
nido al que se refiere el objetivo de aprendizaje para el que el profesor desea pro-
ducir una planificacion. El andlisis de las dificultades indica las cuestiones claves
que hay que tener en cuenta dentro de ese proceso. Son secuencias de capacidades
de la red de caminos de aprendizaje sobre los que el profesor debe insistir. En
principio, las tareas que ¢l disefie deben buscar poner en juego aquellas secuencias
de capacidades que involucran dificultades de los escolares.

La experiencia también puede informar al profesor sobre las dificultades de
los escolares. Algunas de estas dificultades pueden llevar al profesor a ampliar el
nucleo de contenido y la lista de capacidades correspondientes. Por ejemplo, es
posible que el profesor sepa que, al abordar la tarea T que enuncié antes, algunos
escolares, una vez que han obtenido la forma estandar de la funcion, hacen la gra-
fica de esta funcidn (por procedimientos graficos —transformaciones— o numéri-
cos) y estiman las coordenadas del vértice a partir de dicha grafica. Si el profesor
considera que ésta es una dificultad de los escolares, debe tenerla en cuenta y
hacerla explicita en su andlisis de los caminos de aprendizaje. Para ello, debera
por ejemplo, tener en cuenta las capacidades necesarias para producir la grafica de
una funcién con procedimientos numéricos.

8.8. Seleccion de Tareas

Hasta ahora he sugerido procedimientos para identificar y organizar las capacida-
des de los escolares antes y después de la instruccion y para tener en cuenta las
dificultades de los escolares en la descripcion de los caminos a lo largo de los cua-
les se puede desarrollar el aprendizaje. Pero, esta reflexion no ha incluido el anali-
sis y la seleccion de las tareas. Qué caminos pueden recorrer los escolares depen-
dera de las tareas que se les proponga. La descripcion de las capacidades y de los
caminos de aprendizaje le permiten al profesor producir conjeturas sobre esos ca-
minos y, al hacerlo, revisar las tareas que puede proponer en su disefio. Dado que,
en el caso de la formacion inicial, las tareas no se llevaran a la practica, el proceso
es hipotético. En la Figura 16 describo el procedimiento que un futuro profesor
puede realizar para seleccionar las tareas que formaran parte de su propuesta de
planificacion.
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Capacidades Dificultades Capacidades que
ya desarrolladas | se desea desarrollar
| - |
C
Punto inicial ———— aminos —» Objetivo de aprendizaje

de aprendizaje

Tareas 1

'

Caminos de
——— > aprendizaje para la
Tareas 1

Tareas 2 4———J

Figura 16. Ciclo de planificacion local

Como lo describi en la seccidn anterior, la caracterizacion del objetivo de aprendi-
zaje en términos de su contribucion a las competencias y de sus caminos de
aprendizaje, le dan luces al futuro profesor sobre las secuencias de capacidades
que seria deseable que los escolares pusieran en juego al realizar las tareas. Con
esta informacidn, €l puede disefar y seleccionar una primera version de esas ta-
reas (Tareas 1 en la Figura 16). Una vez que tiene identificadas unas tareas, ¢l de-
be verificar cudles son las secuencias de capacidades que ellas requieren y aque-
llas que los escolares pueden poner en juego al abordarlas. Esta revision le dara
luces para revisar su propuesta de tareas y podra producir una nueva version de
ellas®® (Tareas 2 en la Figura 16). Profundizaré en este procedimiento en el si-
guiente apartado.

8.9. Dos Significados Cognitivos de las Matematicas Escolares

Comencé este apartado enunciando que, en el analisis cognitivo, “el profesor des-
cribe sus hipdtesis acerca de como los estudiantes pueden progresar en la cons-
truccion de su conocimiento sobre la estructura matematica cuando se enfrenten a
las tareas que compondran las actividades de ensefianza y aprendizaje” (Gémez,
2002b, p. 271). La revision de la literatura mostré que la nocion de trayectoria
hipotética de aprendizaje puede facilitar ese propdsito. Con esta revision, puse de
manifiesto la importancia de esa nocion en la actuacion docente del profesor de
matematicas cuando disefa actividades de ensefianza y aprendizaje. No obstante,
tal y como se presenta en los diversos trabajos analizados, la nocidon no se adapta a
las condiciones y propoésitos de la formacion inicial de profesores de matematicas
de secundaria. Por esa razdn, basdndome en los principios que estructuran la idea
de trayectoria hipotética de aprendizaje y en una vision funcional de las matemati-
cas escolares, he presentado un procedimiento con el que el futuro profesor puede

%% Este es el punto en el que el procedimiento que propongo aqui se diferencia de los procedimien-
tos que se basan en la nocidén de trayectoria hipotética de aprendizaje. En el caso, de la trayectoria
hipotética de aprendizaje, ésta se revisa con motivo de la actuacién en el aula de los escolares al
abordar las tareas.
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realizar el analisis cognitivo. Este procedimiento requiere que el profesor identifi-
que y formule las capacidades de los escolares cuya puesta en juego puede contri-
buir al logro del objetivo de aprendizaje que el profesor pretende lograr. El profe-
sor puede caracterizar el objetivo de aprendizaje desde dos perspectivas. En la
primera, ¢l puede establecer en qué medida el objetivo de aprendizaje contribuye a
una lista de competencias, al utilizar la tabla Competencias-Capacidades. En la
segunda, ¢l puede identificar los caminos de aprendizaje del objetivo en cuestion.

La nocion de trayectoria hipotética de aprendizaje y el procedimiento que he
propuesto en este apartado resaltan la relacion simbiotica entre el andlisis cogniti-
vo y el andlisis de instruccion. Si pretendemos atender a las actuaciones y cons-
trucciones de los escolares en el aula, al formular conjeturas sobre los caminos a
lo largo de los cuales se puede desarrollar el aprendizaje, entonces las tareas que
disefiemos o seleccionemos tienen que tener en cuenta esos caminos de aprendiza-
je y su contribucién a las competencias. Simultaneamente, una vez que seleccio-
namos unas tareas, podemos prever aquellos caminos que son favorecidos por
ellas y en qué medida contribuyen a las competencias (ver Figura 17). En este
apartado, he centrado mi atencion en la primera parte de esta relacion, al presentar
dos procedimientos que permiten caracterizar un objetivo de aprendizaje en tér-
minos de sus caminos de aprendizaje y su contribucion a las competencias. En el
siguiente apartado, abordo la segunda parte de la relacion.

Ca rr|1 inos l
de aprendizaje y Seleccion
contribucion a las de tareas
competencias

t

Figura 17. Caminos de aprendizaje y
seleccion de tareas

9. ANALISIS DE INSTRUCCION

9.1. Planificacion de la Instruccion

En este apartado, introduzco el anélisis de instrucciéon como el procedimiento en
virtud del cual el profesor puede analizar y seleccionar las tareas disponibles para
el disefio de las actividades de ensefanza y aprendizaje. 