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PRESENTACION DEL TRABAJO

La memoria de investigacion que presentamos en este documento, surge de la
investigacion realizada por la autora para obtener el titulo de doctora en
Matematicas por la Universidad de Granada, en el Programa de Doctorado del
Departamento de Didactica de la Matematica correspondiente al bienio 2000-
2002.

Tras la realizacion del periodo docente (cursos de doctorado), durante el curso
2000-2001, llevamos a cabo el Periodo de Investigacion Tutelada. Dicha etapa dio
lugar al Trabajo de Investigacion Tutelada cuyo titulo es *“Razonamiento
inductivo puesto de manifiesto por alumnos de Secundaria” (Cafiadas, 2002),
trabajo que constituye un estudio piloto de la investigacion que ahora
presentamos. En dicho trabajo se analiza el proceso de razonamiento inductivo
que llevan a cabo estudiantes de Educacion Secundaria cuando se enfrentan a unas
tareas concretas. Lo presentaremos con mas detalle en los antecedentes del trabajo
actual.

Esta investigacion ha sido dirigida desde sus inicios por la Dra. Encarnacion
Castro Martinez, incorporandose posteriormente en las tareas de direccion el Dr.
Enrigue Castro Martinez. Se ha llevado a cabo dentro del grupo de investigacion
“FQM-0193: Didactica de la Matematica. Pensamiento Numérico” del 11l Plan
Andaluz de Investigacion de la Junta de Andalucia, cuyo director es el Dr. Luis
Rico Romero. El trabajo queda enmarcado en el Proyecto de Investigacion
“Representaciones, nuevas tecnologias y construccién de significados en
educacion matematica-SEJ2006-09056” cuyo director es el Dr. Enrique Castro
Martinez.

La investigacion llevada a cabo para la realizacion de la Tesis Doctoral, se ha

desarrollado en el periodo en el que la doctoranda ha trabajado como Profesora
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Ayudante del Departamento de Matematicas de la Universidad de Zaragoza. La
concesion de diversos permisos de investigacion para la realizacion de tesis
doctoral por parte de dicha universidad ha facilitado el progreso del trabajo en los
plazos que se detallaran mas adelante.

Para desarrollar la parte empirica de la investigacion, hemos contado con la
participacion activa de 359 estudiantes, 211 de 3° y 148 de 4° curso de Educacion
Secundaria Obligatoria (ESO). Estos estudiantes eran alumnos de uno de los
cuatro centros publicos espafioles siguientes: IES Dionisio Aguado (Madrid), IES
Francés de Aranda (Teruel), IES Severo Ochoa (Granada) e IES Arabuleila
(Cullar Vega, Granada). Estos centros, asi como los profesores de matematicas de
los estudiantes participantes han accedido a colaborar en nuestra investigacion,
dandonos permiso y cediéndonos una hora de su tiempo lectivo para realizar una
prueba que nos ha permitido recoger la informacion para el estudio empirico del
trabajo que presentamos.

Una vez recogidos y organizados los datos, hemos realizado un andlisis de los
mismos mediante tratamiento estadistico, para ello hemos contado con la
inestimable ayuda de la Dra. Nuria Rico Castro, profesora del area de Estadistica e

Investigacion Operativa de la Universidad de Granada.

TEMA DE INVESTIGACION Y ANTECEDENTES MAS PROXIMOS

El tema de investigacion por el que nos interesamos es el Razonamiento Inductivo
y se enmarca dentro de la linea de investigacion de Pensamiento Numérico. Dicha
linea se ocupa de estudiar los procesos cognitivos y culturales con que los seres
humanos asignan y comparten significados utilizando diferentes estructuras
numeéricas (Castro, 1995). En el seno de dicho grupo se han realizado diferentes
investigaciones relacionadas con el razonamiento inductivo, lo que pone de
manifiesto el interés de los integrantes del grupo por este tema. Repasando dichos
trabajos, se aprecia que la preocupacion se inicia con Ortiz (1993), el cual realiza
un estudio piloto sobre el comportamiento inductivo de alumnos de educacion
primaria en tareas de continuacion de series numéricas basicas, trabajo que tuvo
continuacion en la tesis doctoral realizada y defendida en 1997, e hizo que otros

miembros del grupo también se interesan en el tema. Los trabajos realizados, a los
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que estamos haciendo referencia sobre razonamiento inductivo, han sido
realizados con estudiantes de varios niveles educativos por diferentes
investigadores: en educacion infantil por Fernandez (2001), en su tesis doctoral;
en educacion primaria por Ortiz (1997), en su tesis doctoral; en educacion
secundaria por Castro (1995), en su tesis doctoral; Cafiadas (2002), en el Trabajo
de Investigacion Tutelada; y en niveles universitarios por Barrera (2004), en el
Trabajo de Investigacion Tutelada.

En el Capitulo 4 describiremos cada uno de estos trabajos como antecedentes del
nuestro. Por ahora, adelantamos que la investigacion que presentamos es
continuacion del Trabajo de Investigacion Tutelada (Cafadas, 2002) y que, como
en este caso, esta centrado en estudiar la utilizacién que hacen los estudiantes de
3°y 4° curso de Educacion Secundaria Obligatoria del razonamiento inductivo al
resolver problemas en los que este proceso puede ser empleado.

En los trabajos del grupo de Pensamiento Numérico anteriormente citados, la
resolucion de problemas, los sistemas de representacion y la estructura numérica
son elementos constantes que aparecen asociados al proceso de razonamiento
inductivo.

En lo referente al contenido matematico, en capitulos sucesivos de esta memoria
se expondran las razones que nos han llevado a centrar en las sucesiones de
nameros naturales, el contenido matematico sobre el que trabajen los alumnos con
el fin de observar su razonamiento inductivo. En el Capitulo 4, en el que se
recogen los antecedentes de nuestro trabajo, se aprecia que las sucesiones son el
contenido matematico empleado habitualmente para trabajar el razonamiento
inductivo, particularmente, las sucesiones lineales y cuadraticos estan presentes en
estudios dirigidos a los niveles medios. El estudio mas detallado de las sucesiones,
que se presenta en el Capitulo 3, a su vez, nos lleva a seleccionar las sucesiones de
nimeros naturales cuyos términos generales se pueden expresar mediante
polinomios de grado uno o de grado dos, sucesiones de numeros naturales
lineales y cuadraticas o, equivalentemente, progresiones aritméticas de nimeros
naturales de 6rdenes uno y dos, como contenido matematico adecuado para

conseguir los objetivos que perseguimos.
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Asi mismo, tanto los antecedentes (Capitulo 4) como la propia naturaleza del
razonamiento inductivo presentada en el Capitulo 2, aconsejan la resolucion de
problemas como contexto adecuado para recoger datos acerca de las
manifestaciones de los estudiantes en relacion con el razonamiento inductivo.
Nuestro interés esta centrado en analizar las producciones de los estudiantes al
resolver unos problemas concretos y observar si utilizan procesos inductivos en el
sentido de Polya (1945) y si dichos procesos son regulares entre los estudiantes o
presentan variaciones.

Como ocurriera con los trabajos de nuestros comparieros del grupo de
Pensamiento Numérico, vamos a considerar que los problemas planteados recojan
situaciones susceptibles de ser modelizadas mediante una sucesion, la estructura
numérica asociada a los mismos sea la de los nimeros naturales, y vamos a

contemplar la presencia de diferentes sistemas de representacion.

CALENDARIO DE LA INVESTIGACION

En este apartado recogemos nuestro calendario de investigacién, que se resume en
la Tabla 0 - 1. El inicio lo situamos en los cursos de doctorado, continuando con el
Trabajo de Investigacion Tutelada. Se sefialan las fechas més significativas para el
desarrollo de la investigacion, asi como las diferentes fases por las que ésta ha ido

evolucionando.

Tabla 0 - 1. Calendario de la investigacion

FECHA FASE
Octubre, 2000-Julio, 2001 Cursos de doctorado
Julio, 2001-Agosto, 2002 Periodo de Investigacion Tutelada
Septiembre, 2002 Presentacion del Trabajo de Investigacion Tutelada
Octubre, 2002-Agosto, 2003 Revision bibliografica
Septiembre-Diciembre, 2003 Determinacion de los objetivos de investigacion
Enero-Septiembre, 2004 Disefio general de la investigacion
Octubre, 2004-Diciembre, 2004 |Elaboracion del instrumento de recogida de datos
Enero-Marzo, 2005 Recogida de datos
Abril-Diciembre, 2005 Andlisis de datos
Diciembre, 2005 Presentacion proyecto de tesis doctoral
Diciembre-Febrero, 2006 Revision del andlisis de datos
Marzo, 2006-Mayo,2007 Redaccion de la Memoria de Tesis Doctoral
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APORTACIONES DE INVESTIGADORES EXTERNOS

A lo largo de esta investigacion hemos tenido la oportunidad de debatir el estado y
la evolucion de nuestro trabajo con reconocidos investigadores en Educacion
Matematica. Hacemos mencion a los grupos de investigacion y a los encuentros,
que nos brindaron la oportunidad de estar en contacto con la comunidad
investigadora y que permitieron dar a conocer y debatir nuestro trabajo con

investigadores experimentados externos al mismo.

Grupos de Investigacion

La pertenencia a dos grupos de investigacion ha sido un factor importante a tener
en cuenta en el desarrollo de este trabajo. Por un lado, el grupo de investigacion
“FQM-0193: Didactica de la Matematica. Pensamiento Numérico” del 11l Plan
Andaluz de Investigacion de la Junta de Andalucia, coordinado por el Dr. Luis
Rico de la Universidad de Granada, nos ha brindado la oportunidad de estar en
contacto con profesores de las universidades de Almeria, Cordoba y Granada, y
poder contar con sus aportaciones. En los Gltimos afios, se han realizado diversos
encuentros en los que se han expuesto diferentes trabajos de investigacion en
curso y se han llevado a cabo seminarios especializados sobre temas de interés
para los investigadores de nuestro grupo. Los temas tratados han sido: Analisis
didactico en el seminario celebrado en Malaga, en Diciembre 2005; Guias y
normas para la publicacion de articulos, celebrado en Granada, en Febrero de
2006; y Metodologias de investigacion de trabajos en curso, celebrado en
Almeria, en Diciembre 2006. Estos seminarios especializados se han caracterizado
por la exposicion de trabajos por parte de algunos miembros del grupo sobre el
tema especifico del seminario y por el posterior debate sobre el contenido de la
exposicion.

Por otro lado, mencionamos el grupo de investigacion “EMA. Educacion
Matematica en Aragon”, de la Diputacién General de Aragoén, y coordinado por el
Dr. José Maria Gairin. A los miembros de este grupo debemos diversas
sugerencias para la mejora de nuestro trabajo en diversas reuniones mantenidas en
los ultimos afios a las que han asistido profesores de la Universidad de Zaragoza
pertenecientes a los campus de Huesca, Zaragoza y Teruel.
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Profesores Visitantes en el Departamento de Didéactica de la Matematica de
la Universidad de Granada

La realizacién del doctorado en el Departamento de Didactica de la Matematica
de la Universidad de Granada, nos ha permitido asistir a seminarios ofrecidos por
los profesores Jeremy Kilpatrick de la Universidad de Georgia de Estados Unidos
(Octubre, 2001); Teresa Rojano del CINVESTAV-IPN de México (Abril, 2005);
Luis Radford de la Université Laurentienne de Canada (Abril, 2005) y John
Mason de la Open University de Inglaterra (Abril, 2006). Estos investigadores,
invitados por el citado departamento, han dirigido seminarios en los que se han
presentado parte de los trabajos en los que estaban inmersos en el momento de la
visita y se ofrecieron para debatir los trabajos de investigacion en curso de los
doctorandos del Grupo de Pensamiento Numérico. Esto nos dio la oportunidad de
contar con sus opiniones y sugerencias sobre nuestra investigacion. Entre sus
aportaciones, destacamos:

1. Informacién sobre trabajos de investigacion en curso relacionados con el
nuestro que se estan llevando a cabo en otras universidades y centros de
investigacion.

2. Opiniones personales sobre las aportaciones que consideraban que nuestro
trabajo puede hacer a la investigacion en educacién matematica.
Recomendaciones sobre referencias bibliogréaficas.

4. Sugerencias generales para la elaboracion y la redaccion de la memoria de

investigacion.

Presencia en Congresos Nacionales e Internacionales

La presentacion de nuestro trabajo en diferentes congresos nos ha permitido
obtener opiniones y participar debates con otros investigadores. Entre estos
congresos, destacamos a nivel nacional los encuentros de la Sociedad Espafiola de
Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM). Por un lado, asistimos a los
siguientes simposios generales:

-V Simposio de la SEIEM (Almeria, 2001).

- VII Simposio de la SEIEM (Granada, 2003).

- VIII Simposio de la SEIEM (A Corufia, 2004).
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- X Simposio de la SEIEM (Huesca, 2006).
Por otro lado, se han celebrado seminarios del grupo de investigacion de
Pensamiento Numérico y Algebraico de la SEIEM. En ellos, se han debatido
cuestiones especificas sobre temas de investigacion mas relacionados con los
intereses de este grupo. Destacamos nuestra asistencia a los siguientes seminarios:

-V Seminario de Investigacion en Pensamiento Numérico y Algebraico

(Palencia, 2001).
- VII Seminario de Investigacién en Pensamiento Numérico y Algebraico
(Madrid, 2006).

A nivel internacional, destacamos dos congresos que fueron enriquecedores para
nuestra investigacion: el PME 26 y el IV CERME.
El PME 26 se llevo a cabo en Norwich (Inglaterra), en Julio de 2002. En él
iniciamos contacto con investigadores que habian trabajado sobre el razonamiento
inductivo y la justificacion o prueba. Destacamos a David Reid y Larry Sowder,
con los que tuvimos ocasion de comentar algunas cuestiones relativas al
razonamiento inductivo, los procesos de validacion y la induccion matematica.
El VI CERME se celebrd en Sant Feliu de Guixols (Espafia), en Febrero de 2005.
Nuestra investigacion se enmarco en el grupo de trabajo sobre demostracion y
argumentacion. En este grupo se debatieron, entre otros, nuestro trabajo, dentro
del nucleo dedicado a conjeturas y razonamiento. La discusion se centrd en la
propuesta de pasos para el proceso de razonamiento inductivo en estudiantes de
educacion secundaria. Los participantes en este grupo de trabajo fueron: Richard
Cabassut, Jordi Deulofeu, Viviane Durand-Guerrier, Lourdes Figueiras, Hans
Niels Jahnke, Christine Knipping, Dietmar Kichemann, Clas Léfwall, Maria
Alexandra Mariotti, Kirsti Nordstrom, David Reid, Suzane Thiry, Shlomo Vinner

y Oleksiy Yevdokimov.

NUESTRAS APORTACIONES PREVIAS

Durante la realizacion de esta investigacion, hemos presentado diferentes
aportaciones en diversos foros relacionados con la Didactica de la Matematica,
previas a la redaccion de este documento. Algunas de dichas aportaciones han

sido presentadas y debatidas en los encuentros mencionados en el epigrafe
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anterior. En la Tabla 0 - 2, recogemos los titulos de estas aportaciones, la fecha y

el foro en el que se dieron a conocer.

Tabla 0 - 2. Nuestras aportaciones previas

TITULO

ANO

FORO

El valor de la demostracion en la
Educacién Secundaria.

2000

Jornadas de Investigacion en el aula de
matematicas. Retos de la educacién matematica
del siglo XXI.

Demostraciones del Teorema de
Pitagoras para todos.

2001

Jornadas de Investigacion en el aula de
matematicas. Atencion a la diversidad.

Didactical reflections about some
proofs of the Pythagorean
proposition.

2002

26 th Conference of the International Group for
the Psychology of Mathematics Education.

Razonamiento inductivo puesto
de manifiesto por alumnos de
Secundaria.

2002

Trabajo de Investigacion Tutelada.

Errores en la resolucion de
problemas matematicos de
caracter inductivo.

2002

Jornadas de Investigacion en el aula de
matematicas. Resolucion de problemas.

Algunas reflexiones sobre la
resolucion del “Problema del
Tablero de Ajedrez”.

2003

X1 Jornadas de Aprendizaje y Ensefianza de las
Matematicas.

Justificando el resultado de la
suma de dos numeros pares.
Dificultades y Errores.

2003

X1 Jornadas de Aprendizaje y Ensefianza de las
Matemaéticas.

Evaluacion en un proceso de
razonamiento inductivo.

2003

Jornadas de Investigacion en el aula de
matematicas. La evaluacion.

La importancia del razonamiento
inductivo en la formacion inicial
de profesores.

2003

Jornadas sobre El préacticum en la formacion
inicial del profesorado de Magisterio y
Educacion Secundaria: Avances de
Investigacion, fundamentos y programas de
formacion.

Razonamiento inductivo de 12
alumnos de secundaria en la
resolucién de un problema
matematico.

2004

VIl Simposio de la Sociedad Espariola de
Investigacion en Educacién Matematica.

Un procedimiento para la
caracterizacidn de estrategias en
problemas de sucesiones que
involucran el razonamiento
inductivo.

2006

Revista Indivisa, 1V.

A proposal of categorisation for
analysing inductive reasoning.

2007

Revista PNA, 1(2).
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ESTRUCTURA DE LA INVESTIGACION Y DE LA MEMORIA

En este apartado destacamos los principales pasos que hemos seguido en el
desarrollo de nuestro trabajo y que quedaran recogidos en los diferentes capitulos

de esta memoria.

Estructura de la Investigacion

Tras la determinacién del razonamiento inductivo como tema de investigacion, la
contextualizacién y el encuadre del mismo, junto con nuestro interés personal,
Ilegamos a definir el objetivo general de investigacion, que queda expresado en la
Figura O - 1. En el objetivo general, se identifican cuatro elementos clave:

1. Razonamiento inductivo.

2. Estudiantes de 3°y 4° curso de ESO, espafioles.

3. Progresiones aritméticas de nimeros naturales de 6rdenes 1y 2.

4. Resolucidn de problemas.
Cada uno de estos elementos clave ha sido descrito en detalle en diferentes
apartados de esta memoria de investigacion. La relacion entre estos elementos, asi
como la relacion entre ellos y el objetivo general de investigacion han permitido
determinar unos objetivos especificos y unas preguntas de investigacion
concretas. Estos objetivos y preguntas de investigacion, junto con los antecedentes
a este trabajo, han permitido disefiar el instrumento de recogida de informacion
para recoger informacion de los estudiantes de la muestra. El andlisis de las
producciones de estos estudiantes ha permitido responder a los interrogantes de
investigacion propuestos, a la vez que se han conseguido otros hallazgos que
mencionaremaos.

En la Figura 0 - 1 resumimos estas ideas.
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TEMA DE INVESTIGACION:

Razonamiento Inductivo

Interés personal

OBJETIVO GENERAL DE INVESTIGACION:
Describir y caracterizar el razonamiento inductivo empleado por estudiantes de 3°y 4° cursos de ESO, al resolver problemas que pueden ser
modelizados mediante una progresion aritmética de nimeros naturales cuyo orden sea 1 0 2

Contextualizacién
y encuadre

PROGRESIONES
ARITMETICAS DE
NUMEROS
NATURALES

RAZONAMIENTO
INDUCTIVO

|

Proceso Cognitivo

ESTUDIANTES DE
3°Y 4° DE ESO

|

Variables de Sujeto

RESOLUCION DE
PROBLEMAS

A 4
ANTECEDENTES

Criterios para la
Seleccion de
Problemas
-

Contenido Matematico

ELEMENTOS CLAVE |

investigacion EMPIRICO investigacion
- ¢El modelo elaborado a partir del estudio piloto realizado es
adecuado para caracterizar el razonamiento inductivo que llevan a
cabo los estudiantes en la resolucién de problemas de sucesiones de

numeros naturales lineales y cuadraticas?

- ¢ Qué estrategias inductivas emplean los alumnos en la resolucion de
los problemas planteados?

- ¢Existen diferencias en el proceso de razonamiento segin las
variables de sujeto o de problema?

- ¢ Se pueden identificar diferentes perfiles entre los estudiantes segin
la resolucion que realizan?

Prueba con broblemas

Objetivos especificos de
investigacion

Otros
hallazgos

Figura 0 - 1. Estructura de la investigacion
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Estructura de la Memoria de Investigacion

Las ideas descritas en el epigrafe anterior son desarrolladas en esta memoria, que
se encuentra estructurada en capitulos. A continuacion presentamos un resumen
del contenido de cada capitulo.

Dedicamos el Capitulo 1 a la presentacion del problema de investigacion.
Partiendo de la importancia del razonamiento inductivo en la adquisicion de
conocimiento y, en particular del conocimiento matematico, nos centramos en los
niveles de secundaria y planteamos el objetivo general de investigacion: describir
y caracterizar el razonamiento inductivo que emplean estudiantes de 3°y 4° curso
de Educacién Secundaria Obligatoria. Finalmente, desglosamos este objetivo en
doce objetivos especificos.

Los capitulos 2 y 3 constituyen el marco teérico de este trabajo. En el Capitulo 2
describimos el razonamiento inductivo desde sus origenes. Comenzamos con las
perspectivas que ofrecen disciplinas generales de las que se nutre la Didactica de
la Matematica, como son la Filosofia, la Psicologia o la Matematica. Concluimos
este recorrido con algunas consideraciones para nuestra disciplina, que tratan el
razonamiento inductivo desde el contexto de la resolucion de problemas y tienen
el cuenta la importancia del contenido matematico especifico y otros aspectos
relacionados con éste. En el Capitulo 3 nos centramos en el contenido matematico
seleccionado para esta investigacion, las progresiones aritméticas de ndmeros
naturales de orden 1y 2. Recogemos un analisis basado en dos pilares centrales.
Uno referente al propio contenido, basado en la estructura conceptual, los
sistemas de representacion y algunos aspectos histéricos y fenomenologicos. Y
otro, relativo a los procedimientos que se pueden realizar en las tareas
seleccionadas en esta investigacion.

Como pilares fundamentales del marco teodrico del trabajo, destacamos la
consideracién de un modelo tedrico de razonamiento inductivo compuesto por una
serie de pasos, y de las estrategias inductivas como un tipo particular de estrategia
de resolucion de problemas que se puede utilizar en contextos donde la induccién

puede ser una estrategia general. Tanto el mencionado modelo como las
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estrategias inductivas, son expresados en términos del contenido matematico
seleccionado para esta investigacion.

El Capitulo 4 incluye los principales antecedentes de esta investigacion.
Destacamos investigaciones relacionadas con el modelo tedrico de razonamiento
inductivo que hemos considerado y los resultados obtenidos en investigaciones
que abordan diferentes pasos de este modelo. Concluimos este capitulo con
algunas reflexiones sobre los disefios de los trabajos relacionados con el
razonamiento inductivo y presentamos algunos interrogantes que se suscitan tras
la revision realizada.

En el Capitulo 5 presentamos el marco metodologico de esta investigacion.
Partiendo del objetivo general y del marco tedrico del trabajo, detallamos el
estudio exploratorio y el disefio de la investigacion definitiva. Describimos las
variables, la muestra, el instrumento de recogida de datos, asi como el modo en
que se codifica y se organiza la informacion para el posterior analisis de datos.
Los capitulos 6, 7 y 8 contienen los analisis de datos que permiten dar respuesta a
nuestros objetivos de investigacion. Combinamos diferentes técnicas estadisticas,
que incluyen el analisis de frecuencias y diversos tipos de contrastes de hipotesis
cuyos objetivos son el andlisis de independencia y los efectos de los tipos de
problemas, el curso y el centro de los estudiantes en el razonamiento inductivo
que llevan a cabo los estudiantes en la resolucion de problemas.

En el Capitulo 6 recogemos la primera parte del analisis de datos, que esta
centrada en los Pasos de Razonamiento Inductivo y que permite dar respuesta a
los objetivos especificos relativos a éste. Se realiza una descripcion de los pasos
gue se observan en las producciones de todos los estudiantes en los diferentes
tipos de problemas propuestos en la prueba. Posteriormente, presentamos un
analisis de cada uno de los problemas sobre frecuencias y relaciones de
dependencia entre los diferentes pasos considerados dentro del proceso inductivo.
Finalizamos este capitulo con un analisis de los Pasos segun el curso y el centro a
los que pertenecen los estudiantes.

El Capitulo 7 se centra en las estrategias inductivas, lo cual nos debe permitir dar
respuesta a los objetivos especificos de investigacion relativos a ellas. Para ello,

recogemos los resultados referentes a las estrategias inductivas empleadas por los
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estudiantes en cada uno de los problemas. Tras la determinacion de las estrategias
inductivas predominantes en cada uno de ellos, pasamos a la comparacion de las
frecuencias de empleo de cada estrategia segun el curso y el centro al que
pertenecen los estudiantes.

En el Capitulo 8, a partir de las estrategias inductivas predominantes,
seleccionamos a siete estudiantes para hacer una descripcion en profundidad de
sus producciones con base en los pasos del razonamiento inductivo y en las
estrategias inductivas empleadas. Finalmente, presentamos un proceso para la
determinacion de los perfiles de estos estudiantes y cdmo, en funcion del modelo
teorico de razonamiento inductivo utilizado en esta investigacion, se puede
determinar si los perfiles son mas o menos completos.

El Capitulo 9, el ultimo de esta memoria de investigacion, recoge la informacion
que permite dar respuesta a nuestros objetivos especificos de investigacion,
presentamos la relacion con los antecedentes de esta investigacion, algunas
implicaciones que pueden tener los resultados presentados para la ensefianza vy, a
partir de las limitaciones reconocidas en este trabajo, dejamos abiertas algunas

lineas de investigacion para su continuacion en un futuro.
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CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En la teoria de los numeros sucede con
bastante frecuencia que las verdades
mas bellas brotan por induccion.
(Gauss)

El razonamiento es un proceso de pensamiento que permite a los sujetos obtener
conclusiones a partir de premisas establecidas previamente. A este proceso
también se le denomina inferencia y se suele distinguir entre razonamiento
deductivo e inductivo. En el razonamiento deductivo la conclusion se infiere
necesariamente de las premisas y la verdad de las conclusiones depende de la
verdad de las premisas. Sin embargo, en el razonamiento inductivo sélo se pueden
extraer conclusiones probables, pues la verdad de las premisas no garantiza la
verdad de la conclusién. El razonamiento inductivo permite obtener reglas
generalizando lo observado en unos pocos casos concretos.

El razonamiento inductivo es un proceso cognitivo que se inicia con el trabajo de
casos particulares con la pretension de llegar a nuevas conclusiones. Tambiéen
permite evaluar conclusiones ya formuladas comprobandolas con nuevos casos
particulares (Johnson-Laird y Byrne, 1993; Pdlya, 1966). Pdlya, uno de los
autores mas influyente en el campo de la resolucion de problemas en educacion
matematica, considera que para llevar a cabo un proceso de razonamiento
inductivo de manera adecuada, se debe iniciar el proceso trabajando con casos
particulares y, pasando por la formulacion de conjeturas, se debe llegar a la

comprobacidn de la conjetura con nuevos casos particulares.
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La importancia del razonamiento inductivo, tanto en Matematicas como en
Educacion Matematica ha sido destacada, al menos, desde el trabajo de Pdlya de
1945. Sin embargo, Ortiz (1993) sefiala el poco eco que tiene el tema en
Educaciéon Matematica como objeto de investigacion. Esta escasez de
investigaciones es mencionada por Smith (2002), al asegurar que las
investigaciones que se centran en el proceso de razonamiento inductivo en
Educacién Matematica son insuficientes. Parece que la tendencia puede estar
cambiando, ya que en los ualtimos afios, se han llevado a cabo diversas
investigaciones en el ambito de la Did4ctica de la Matemaética relacionadas con el
tema que nos ocupa.

El razonamiento inductivo (también el deductivo) esta en el centro de la labor del
guehacer matematico y cientifico en general y, como todo proceso de
generalizacion, tiene gran importancia en la vida cotidiana de los seres humanos
(Garcia y Carretero, 1986). Asi mismo, el estudio del razonamiento inductivo esta
justificado por las dos grandes aplicaciones que se le atribuyen y que tienen
implicaciones en la Educacion Matematica. En primer lugar, el razonamiento
inductivo permite el descubrimiento de conocimiento nuevo mediante la
formulacién de conjeturas basadas en casos particulares y, en segundo lugar, el
razonamiento inductivo se puede utilizar para validar conjeturas con base en casos
particulares.

A continuacién nos centramos en estas dos aplicaciones del razonamiento
inductivo (descubrimiento y validacion) para fundamentar la justificacion del
interés de nuestro trabajo desde las perspectivas que ofrecen diversos autores.
Resefiamos la importancia del tema en la investigacion psicoldgica y en el
aprendizaje y, por ultimo, recogemos la importancia que se le esta dando al
razonamiento inductivo en el ambito curricular, resaltando la presencia de dicho
razonamiento en documentos curriculares de varios paises, entre los que se

encuentra Espafia.

INDUCCION Y ADQUISICION DE CONOCIMIENTO MATEMATICO

Brown (1999), citando a Russell, considera que la actitud inductiva es necesaria

para el avance del conocimiento en todas las ciencias. EI razonamiento inductivo

16



Capitulo 1. Planteamiento del Problema

es el razonamiento natural que da lugar al conocimiento cientifico a través del
descubrimiento de leyes generales a partir de la observacion de casos particulares
(Neubert y Binko, 1992; Polya, 1945, 1962-1965, 1966). Segun esta concepcion,
la evidencia inductiva juega un papel primordial en el descubrimiento de leyes
generales.

Matematicos clasicos de prestigio como Hermite (véase Polya, 1962-65), Poincaré
(1902) o Pdlya, 1945, 1962-1965, 1966); autores de textos matematicos (Jones,
1969), y asociaciones profesionales como la National Council of Teachers of
Mathematics (2003) argumentan sobre la trascendencia e importancia de la
induccidn y del razonamiento inductivo para el quehacer matematico. Consideran
que la induccién es un medio potente para la adquisicion de conocimiento, para
realizar descubrimientos matematicos y para poner a los alumnos en una situacion
semejante a la de un matematico en su quehacer cientifico.

Pdlya (1966) critica la consideracion de la matematica como una disciplina formal
y deductiva, defendiendo la necesidad de la actitud inductiva, en la que se requiere
saber ascender de las observaciones a las generalizaciones. Da tal importancia a la
actitud inductiva, que considera que uno se encuentra ante un cientifico cuando
éste trata de extraer de una experiencia determinada las conclusiones mas
correctas y acumular las experiencias mas utiles para establecer la mejor linea
de investigacion respecto a una cuestion dada (p. 26). Por su parte Poincaré
(1902) considera la induccién como la via para llegar al conocimiento en
cualquier ciencia y por extension al conocimiento matematico, hay que partir de
situaciones particulares, observar las regularidades para alcanzar la
generalizacién, las matematicas pueden, pues, como las otras ciencias, proceder
de lo particular a lo general (p. 38).

La induccion es el término rescatado por Poincare al responder a la pregunta de la
verdadera naturaleza del razonamiento matematico. Poincaré defiende que el
interés de lo deductivo radica precisamente en que participa de la naturaleza del
razonamiento inductivo y que por eso es fecundo (p.15). La generalizacion es la
intencion de las matematicas y se presenta en estas como generadora de

conocimiento (Lakatos, 1978).
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El descubrimiento se reconoce, en el caso de las matematicas, como uno de sus
principales compromisos y
aunque los matematicos se complacen en publicar su materia como
desarrollos de ciencia deductiva, admitiran sin reservas que detras de sus
postulados y teoremas existen métodos de descubrimiento que son, en su
mayor parte, de orden inductivo. (...) el descubrimiento de los resultados
correctos a menudo sigue la secuencia: una suposicion sobre la base del
experimento, un intento en la prueba que falla, pero sugiere una
suposicion modificada, que lleva a otro intento de prueba, y asi
sucesivamente. Una de las atracciones de la matematica es el espiritu
profundo de descubrimiento (Jones, 1969, p. 5).
Vislumbrar mas allad de lo que se percibe, ver alguna regularidad y plantear
conjeturas es el “corazén” de la induccion, hacer mateméticas implica descubrir,
y la conjetura es el principal camino para el descubrimiento (National Council of
Teachers of Mathematics, 2003, p. 60).
Aunque el razonamiento inductivo no es exclusivo de las matematicas, si ocupa
un lugar destacado dentro de esta ciencia, donde la actitud inductiva es
fundamental para la construccion del conocimiento matematico debido a que
permite establecer relaciones entre diferentes elementos a través del
descubrimiento.
En matematicas, los logros recaen en la evidencia deductiva, aunque la practica
matematica se basa directamente en la evidencia inductiva (Brown, 1999). Pero
incluso las demostraciones deductivas estan basadas en axiomas o primeros
principios, cuyo origen desconocemos y que no tenemos porqué creer. La
evidencia en si misma puede ser una posible justificacion de los axiomas pero no
hay mas. Brown (1999) rescata las ideas de Russell y afirma que
tendemos a creer las premisas porque podemos ver que sus consecuencias
son verdad, en vez de creer las consecuencias porgque conocemos que las
premisas son verdad. Pero la inferencia de premisas a partir de
consecuencias es la esencia de la induccion; asi el método de

investigacion de los principios matematicos es realmente el método
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inductivo y sustancialmente es el mismo método de descubrimiento de
leyes generales en cualquier otra ciencia (pp. 273-274).
El trabajo con casos particulares, la busqueda de patron, la generalizacion y la
justificacion de conjeturas son algunas de las tareas que Pdlya (1945) considera
asociadas al razonamiento inductivo y que permiten cumplir uno de los

principales compromisos de las matematicas: el descubrimiento.

EL RAZONAMIENTO INDUCTIVO DESDE LA PSICOLOGIA

La vision del razonamiento inductivo como descubrimiento de conocimiento esta
estrechamente ligada a las investigaciones psicoldgicas que plantean experimentos
dirigidos a conocer como las personas realizan inferencias con base en el
conocimiento de ciertas premisas.

Klauer (1996) subraya que desde los trabajos de Spearman, en 1923, los
psicélogos han estado interesados en el razonamiento inductivo o en alguna de sus
componentes. Spearman le otorga un papel destacado al razonamiento inductivo
en su factor de inteligencia general. Posteriormente el enfoque factorial de la
inteligencia recoge también algunos componentes relacionados con el
razonamiento inductivo. En la década de 1970-80 los psicdlogos cognitivos
comenzaron a investigar los procesos mentales que ocurren cuando los sujetos
resuelven problemas inductivos. Los autores de esta corriente, mas proximos a la
inteligencia artificial, trataron de construir y testar programas de ordenador
capaces de resolver ciertos tipos de problemas de razonamiento inductivo.
Sternberg (1986) llega a considerar que Ssi una persona recupera automaticamente
una solucién a un problema, ahi no se lleva a cabo un proceso de razonamiento
desde el punto de vista psicoldgico. En este sentido, la resolucion de problemas se
debe analizar desde la perspectiva del proceso y no exclusivamente de la solucion
que se presenta.

Aunqgue nuestro enfoque responde a una aproximacion psicolégica muy concreta,
gueremos hacer mencion a otras aproximaciones existentes que consideran el
importante papel que juega el razonamiento en general, y el razonamiento
inductivo, en particular. Se trata de algunas aproximaciones en las que no

entraremos en este trabajo pero que han sido relevantes en Psicologia.
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El razonamiento es tratado desde la Psicologia en la teoria del pensamiento, una
rama que se preocupa por el estudio del proceso de inferencias, donde el
razonamiento se investiga relacionado con otros aspectos como el aprendizaje, la
memoria, la comprension o el lenguaje (Gonzalez, 1998). En la teoria del
pensamiento, al razonamiento se le pueden asignar procesos de pensamiento
diferentes, segun sean las proposiciones desde las que se parta, la inferencia que
se realice y el objetivo de la misma (Duval, 1999).

En una psicologia cada vez mas especializada, cuando se alude a los procesos de
pensamiento se hace referencia, generalmente, a procesos de inferencia en tareas
de razonamiento deductivo e inductivo y al marco més global en el que se insertan
estas inferencias como son la toma de decisiones y la resolucion de problemas
(Gonzélez, 1998).

Gilhooly (2005) considera que el razonamiento comporta procesos de
pensamiento secuenciales explicitos que son equivalentes a la aplicacion de una
secuencia de reglas de algun sistema formal. Los sistemas formales proporcionan
conjuntos de reglas generales para lograr conclusiones correctas a partir de
afirmaciones dadas. Entre los principales sistemas formales que Gilhooly
menciona, se encuentran la légica deductiva y, entre aquéllos menos formalizados
esta la logica inductiva.

En las perspectivas mencionadas en este epigrafe, destacamos una fuerte
componente légica basada en la légica de las proposiciones y en el tipo de
premisas de las que parte el proceso inductivo, que se ponen explicitamente de

manifiesto en los trabajos de Espino (2004) y Johnson-Laird y Byrne (1991).

RAZONAMIENTO INDUCTIVO Y APRENDIZAJE

El papel del razonamiento inductivo en los procesos de aprendizaje ha sido
reconocido por diversos autores (De Koning y Hamers, 1999; Holland, Holyoak,
Nisbett y Thagard, 1986; Klauer, 1996; Sternberg, 1998; Sternberg y Gardner,
1983). Este enfoque destaca la importancia del razonamiento inductivo en el
aprendizaje de los escolares. Esta importancia viene justificada por razones
relacionadas con el desarrollo de la inteligencia, la resolucion de problemas, la

lectura o la escritura y ha llevado a considerar el proceso de razonamiento
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inductivo como un dominio especifico de conocimiento (De Koning, Hamers,
Sijtsma y Vermeer, 2002).

Diversos estudios han puesto de manifiesto que la puesta en practica de programas
de entrenamiento sobre el razonamiento inductivo, han llevado a producir mejoras
en el trabajo de los estudiantes (Christou y Papageorgiou, en prensa;
Manavopoulos y Tzouriadou, 1998; Klauer, 1996; Tomic y Kingma, 1997). De
Koning, Hamers, Sijtsma y Vermeer (2002) llevan a la practica un proceso de
ensefianza de razonamiento inductivo en educacién primaria y destacan los
avances que pusieron de manifiesto los estudiantes en diferentes areas del
curriculo al finalizar la instruccion. Estos investigadores resaltan el interés de
realizar investigaciones sobre el razonamiento inductivo en los Ultimos cursos de
educacion primaria y en educacién secundaria que ofrezcan informacién del
proceso y que se pueda utilizar para desarrollar programas y elaborar materiales
didacticos para el trabajo del razonamiento inductivo.

Trabajos como los de Heller, Heller, Henderson, Kuo y Yerushalmi (2001),
Kinshuk, Lin y McNab (2006) y Wexler (1999) ponen de manifiesto la
aplicabilidad especifica del razonamiento inductivo a variados contextos como la
resolucion de problemas en fisica o la adaptacion de los estudiantes a los modelos
de aprendizaje virtuales y que pueden resolver algunas dificultades del proceso de

ensefianza y aprendizaje.

RAZONAMIENTO INDUCTIVO Y PROCESOS DE VALIDACION EN
DIDACTICA DE LA MATEMATICA

En las Gltimas décadas se ha producido en Didactica de la Matematica un cambio
en la visién de los procesos de validacién'. En la actualidad se consideran
diferentes procesos de validacion a los que se le pueden asignar diferentes

funciones.

! Hacemos referencia aqui a los procesos de validacion que considera Balacheff (2000), quien hace
una distincién entre la explicacion, la prueba y la demostracidn. Esta distincidn es necesaria en el
campo de la investigacion aunque se lleguen a considerar sinénimos en otros &mbitos.
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La demostracion ha sido, en los Gltimos tiempos, el Unico proceso de validacion
admitido. Sin embargo, autores como De Villiers (1993) y Hanna (2000) han
identificado otras funciones para los procesos de validacion, entre los que tienen
cabida los procesos inductivos. De Villiers considera la funcion de
verificacion/conviccion, junto con la explicacion, la sistematizacion, el
descubrimiento y la comunicaciéon. Hanna afiade tres funciones mas al modelo
presentado por De Villiers y considera las siguientes funciones para los procesos
de validacion:

- Verificacion

- Explicacion

- Sistematizacion

- Descubrimiento

- Comunicacion

- Construccién de una teoria empirica

- Exploracién del significado de una definicion

- Incorporacion de un hecho conocido a una nueva estructura de

conocimiento

Una de las funciones del razonamiento inductivo es la verificacion o la
explicacion mediante casos particulares de una determinada conjetura. Este tipo
de razonamiento parece adecuado introducirlo y trabajarlo como modo de
validacion previamente al razonamiento deductivo propio de los procesos de
validacion formal. Parece razonable y natural que la fase inductiva preceda a la
fase demostrativa. Primero intuir; luego probar (Polya, 1966, p. 125).
Desde esta perspectiva sefialada por Pdlya, algunos investigadores destacan el
interés de trabajar el razonamiento inductivo para ayudar a desarrollar ciertas
capacidades y habitos de trabajo que faciliten a los estudiantes el avance en la
utilizacion y manejo de los procesos de validacion formales.
Resultados de algunas investigaciones centradas en los procesos de validacion
formal (Baker, 1996; Battista y Clements, 1995; Fischbein, 1982; Martin y Harel,
1989; Martinez, 2000; Radford, 1994; Ron y Dreyfus, 2004) indican la existencia
de dificultades en la realizacion de estos procesos por parte de los estudiantes de

los niveles medios. Algunas de esas dificultades se han atribuido a que los

22



Capitulo 1. Planteamiento del Problema

estudiantes no pueden adquirir las habilidades de razonamiento necesarias para
Ilegar a hacer y comprender una demostracion matematica formal de repente, sino
que los alumnos necesitan un periodo de tiempo para adaptarse y es conveniente
gue sigan una progresion ldgica en el desarrollo de su razonamiento desde los
razonamientos cotidianos hasta los razonamientos matematicos formales
(Almeida, 1996a; Bell, 1976; Jones, 1996). Algunos de los autores citados
sugieren la importancia de trabajar con procesos de validacion informales como
puente hacia las demostraciones formales.

Para potenciar esta evolucion desde los tipos de procesos de validacién informales
a otros formales, se aconseja preparar situaciones basadas en la resolucién de
problemas que utilizan el razonamiento inductivo (Allen, 2001; Bell, Burkhardt,
Crust, Pead y Swan, 2004; Fernandez y Anhalt, 2001; Mason, Graham, Pimm y
Gowar, 1985; Miyazaki, 2000; Shell Centre for Mathematical Education, 1984;
Stacey y Groves, 1999).

Sin embargo, pese a la importancia reconocida del razonamiento inductivo como
proceso de validacion informal, no estd clara la relacion entre este tipo de
razonamiento y el avance respecto a los procesos de validacion formal.
Investigaciones como las de Allen (2001) y Callejo (2004) ponen de manifiesto
dificultades en la realizacion de demostraciones formales, mas concretamente, en
la induccion matemaética, aunque los estudiantes hayan trabajado previamente el

razonamiento inductivo.

UNA PERSPECTIVA CURRICULAR INTERNACIONAL DEL
RAZONAMIENTO INDUCTIVO

La importancia que se da en los curricula al razonamiento inductivo, queda
reflejada en los documentos curriculares de diferentes paises, donde el
razonamiento inductivo suele aparecer, de una manera transversal, vinculado a los
niveles educativos medios.

La progresion natural en el trabajo de los procesos de validacion, como ya se ha
mencionado en el epigrafe anterior, es comenzar por el razonamiento inductivo y
los procesos de prueba basados en lo empirico, para llegar a la generalizacion y a

la demostracion de la misma. En algunos paises como Francia e Italia, se sigue

23



Maria Consuelo Cafiadas Santiago

esta progresion natural, se introduce la explicacion o la justificacion en educacion
primaria por medio de razonamientos basados en los casos particulares y se llega
a trabajar la demostracion formal en la educacion secundaria no obligatoria
(Mariotti, 2006).

En Taiwan, por ejemplo, se observa un enfoque méas préctico. Los estudiantes
aprenden a generalizar trabajando con patrones a partir de las series numeéricas y
trabajan en algebra la resolucion de ecuaciones, mediante problemas verbales. En
este pais, la exploracion de patrones geométricos juega un papel fundamental y no
siempre aparece vinculada a un tema matematico concreto ni a una actividad
curricular determinada (Fou-Lai y Kai-Lin, 2004).

En otros paises como Alemania, Espafia o Suiza se observa una falta de precision
curricular en el tipo de razonamiento y de procesos de validacion que se trabajan
en la educacion secundaria. Esto significa que no existe una obligacion de trabajar
cierto tipo de razonamiento en un nivel educativo determinado. El tipo de
razonamiento y los procesos de validacion que se trabajan se vislumbran de
manera difusa’.

En el Reino Unido, desde la publicacién del Informe Cockcroft (1982), el
aprendizaje de la demostracion formal transmitido por los profesores fue
reemplazado por la implicacion del aprendiz en investigaciones y tareas de
resolucion de problemas como catalisis de la que deben emerger procesos de
conjeturar, generalizar y justificar (Almeida, 1996a).

Prestamos especial atencion a los Estandares Curriculares de Estados Unidos,
referencia obligada cuando se trata de documentos curriculares desde una
perspectiva internacional. La importancia del razonamiento en la ensefianza y el
aprendizaje de las mateméticas se pone de manifiesto de manera especifica
mediante el estandar Razonamiento y Demostracion, y aparece de manera
transversal en otros estdndares como el de Resolucion de Problemas.

El razonamiento sisteméatico es una de las caracteristicas que definen a las

matematicas. Se encuentra en todos los contenidos y, con distintos grados de

? Estas ideas surgen de los debates que se llevaron a cabo con investigadores de diferentes paises
en el Grupo de Trabajo de Demostracién y Argumentacion del CERME V.
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rigor, en todos los niveles (National Council of Teachers of Mathematics, 2003, p.
60). Los programas de ensefianza de todas las etapas deberian capacitar a todos
los estudiantes para:
1. Reconocer el razonamiento y la demostraciébn como aspectos
fundamentales de las matematicas
2. Formular e investigar conjeturas matematicas
3. Desarrollar y evaluar argumentos matematicos y demostraciones
4. Elegir y utilizar varios tipos de razonamiento y métodos de
demostracion
(National Council of Teachers of Mathematics, 2003, p. 59)

Se considera fundamental que los estudiantes realicen algunas tareas propias del
razonamiento inductivo como son: (a) la formulacion de conjeturas apoyadas en
evidencias, (b) la elaboracion de argumentos sobre la validez de una conjetura y
(c) la generalizacion de ideas matematicas. Los patrones juegan un papel
destacado en el proceso de razonamiento de los estudiantes, ya que proporcionan
oportunidades importantes para formular conjeturas y dar razones de su validez.
La descripcién y representacion de patrones geométricos y numéricos aparecen
asociadas a la generalizacion y al lenguaje algebraico y verbal como formas de
expresar las generalizaciones.
En educacion secundaria, los Estdndares Curriculares consideran que los alumnos
deberian agudizar y ampliar sus destrezas de razonamiento para profundizar en
las valoraciones de sus afirmaciones y conjeturas, y utilizar los razonamientos
inductivo y deductivo para formular argumentos matematicos (National Council
of Teachers of Mathematics, 2003, p. 266). El razonamiento matematico en estos
niveles se asocia a tareas como:

1. Examen de regularidades y estructuras para detectar patrones

2. Formulacion de generalizaciones Yy conjeturas acerca de las

regularidades observadas

3. Evaluacion de conjeturas

4. Construccion y evaluacion de argumentos matematicos
En los primeros cursos de educacion secundaria, el estandar de Razonamiento y

Demostracién incluye algunas caracteristicas propias del razonamiento deductivo
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en las tareas de comprobacion, aunque el argumento matematico en estos niveles
carece del formalismo y el rigor frecuentemente asociados a la demostracion
matematica (National Council of Teachers of Mathematics, 2003, p. 268).
Posteriormente, las oportunidades para razonar y demostrar matematicamente
impregnan el curriculo de la escuela secundaria (National Council of Teachers of
Mathematics, 2003, p. 348). Mientras que en cursos anteriores, las tareas que
pretenden fomentar el razonamiento de los estudiantes se centran en la teoria de
nameros, propiedades de las figuras geométricas y la probabilidad; en los Gltimos
cursos de la educacion secundaria, el razonamiento y la demostracion no son
actividades especiales reservadas para momentos determinados o temas
especificos del curriculo (National Council of Teachers of Mathematics, 2003, p.
348).

EL RAZONAMIENTO INDUCTIVO EN EL CURRICULO ESPANOL

El razonamiento inductivo se puede trabajar en diferentes niveles del sistema
educativo espafiol. Las investigaciones que se han llevado a cabo dentro de
nuestra linea de investigacion dejan constancia de ello. En cuanto a su presencia
en el curriculo, en Espafia se hace referencia a las posibilidades de razonamiento y
de aprendizaje que posean los alumnos en los distintos niveles de su desarrollo
evolutivo (Ministerio de Educacién y Ciencia, 1989). Se considera fundamental la
necesidad de partir del nivel de desarrollo del alumno y, por lo tanto, es
importante conocer las capacidades que caracterizan al alumno de cada nivel.
Los objetivos generales que propone el Disefio Curricular Base para educacion
secundaria (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1989) consideran que los
alumnos:
- Habrén incorporado al lenguaje y modos de argumentacion habituales las
distintas formas de expresion matematica (numérica, grafica, geométrica,
I6gica, algebraica) con el fin de comunicar los pensamientos propios de
una manera precisa y rigurosa.
- Mostrardn actitudes propias de la actividad matematica tales como la
exploracion sistematica de alternativas, tenacidad y perseverancia en la

busqueda de soluciones, flexibilidad para cambiar de punto de vista, gusto
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por la precision del lenguaje, etc.), percibiendo el papel que juegan como
lenguaje e instrumento en situaciones muy diversas.

- Utilizaran las formas de pensamiento logico para formular y comprobar
conjeturas, realizar inferencias y deducciones, relacionar y organizar
informaciones diversas relativas a la vida cotidiana y a la resolucién de
problemas.

En general, queda reflejada la importancia del razonamiento inductivo y del
razonamiento deductivo pero no de una manera directa, sino por medio de tareas
como la formulacién y la comprobacion de conjeturas. Ambos tipos de
razonamiento deben ser vistos como unidades relacionadas que permiten avanzar
en la capacidad de razonamiento matematico.
El tratamiento que recibe el razonamiento tanto inductivo como deductivo en
Espafia, en los diferentes niveles educativos, es variado. Se observa un cambio
significativo desde los primeros niveles educativos, donde la mayor parte del
aprendizaje de la matematica elemental esta condicionada a los argumentos
inductivos utilizados por los alumnos (Castro, 2002; Ortiz, 1997), hasta el
bachillerato, donde la asignatura de matematicas requiere
alcanzar el grado de madurez necesario, en el manejo del lenguaje formal
y de los procesos logicos deductivos que les permitan, por ejemplo, seguir,
interpretar y desarrollar demostraciones que no sean excesivamente
complicadas, plantear conjeturas, analizar procesos logicos y obtener
conclusiones y generalizaciones (Ministerio de Educacién y Ciencia,
2003, p. 26098).
El nivel de educacion secundaria aparece como periodo de transicion entre lo
inductivo y lo deductivo, donde la finalidad fundamental de la ensefianza de las
matematicas es el desarrollo de la facultad de razonamiento. Esta transicion pone
de manifiesto el proceso l6gico que se apuntaba en algunas investigaciones en el
paso de lo inductivo a lo deductivo y sigue el desarrollo histérico de la
construccion del conocimiento matematico (Ministerio de Educacion y Ciencia,
2004).
Entre los objetivos generales de la educacion secundaria se encuentran referencias

al razonamiento, al pensamiento I4gico y a la resolucion de problemas. Se buscan
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problemas que estimulen la curiosidad y la reflexion de los alumnos, facilitando el
desarrollo de ciertos habitos de trabajo que les permitan desarrollar estrategias
para defender sus argumentos. La introduccion de los conceptos se debe hacer de
forma intuitiva y buscar poco a poco el rigor matematico, adecuando siempre la
metodologia utilizada a la capacidad de formalizacion que a lo largo de la etapa

ird desarrollando el alumno (Ministerio de Educacién y Ciencia, 2004).

PLANTEAMIENTO DE LOS OBJETIVOS DE INVESTIGACION

En los epigrafes anteriores de este capitulo se deja constancia de la importancia
del razonamiento inductivo desde el punto de vista de las matematicas, en general;
y de la educacion matematica, en particular. El razonamiento inductivo se
considera fundamental en la construccion del conocimiento matematico a traves
del descubrimiento de patrones que pueden llevar a la formulacion de propiedades
y leyes generales. También se ha puesto de manifiesto que el razonamiento
inductivo se puede considerar como un proceso de validacion informal.

El razonamiento inductivo ha jugado un papel importante y activo en la
generacion de nuevo conocimiento. Mediante el razonamiento inductivo, al igual
que los investigadores matematicos, los estudiantes pueden actuar por tanteo,
tomar ejemplos y contra-ejemplos, buscar regularidades y llegar a la formulacion
de leyes generales.

Los documentos curriculares actuales resaltan la importancia del razonamiento
inductivo en la adquisicion del conocimiento matematico, partiendo de lo
particular hasta llegar a lo general. Ademas, en la planificacion de la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas, se deben tener en cuenta tanto las capacidades
de los alumnos, como la naturaleza del conocimiento matematico, su caracter
constructivo y su vinculacién con la capacidad de abstraer relaciones a partir de la
propia actividad matematica (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1989).

Conocer y tomar conciencia de la etapa evolutiva en la que se encuentran los
alumnos puede guiar a los educadores a hacer que sus alumnos avancen en los
procesos de razonamiento (Balacheff, 2000).

Gran parte de las investigaciones previas sobre razonamiento inductivo se han

realizado en el campo de la psicologia pero, en muchos casos, desligadas del
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aprendizaje escolar. Es preciso realizar investigaciones sobre el razonamiento
inductivo cuyo enfoque lo contemple formando parte del aprendizaje escolar de
las matematicas.

Por las razones que se han expuesto en este capitulo, consideramos de interés
abordar un trabajo para describir y caracterizar el razonamiento inductivo que
emplean estudiantes de 3° y 4° de Educacion Secundaria Obligatoria. Las
progresiones de orden 1 0 2, como se tratara en el capitulo 3 de esta memoria, son
tareas apropiadas para que los estudiantes de secundaria pongan en préactica y
manifiesten aspectos relacionados con el razonamiento inductivo. Como se
justificara, la resolucion de problemas es un método acorde con nuestras
pretensiones investigadoras.

Con base en estas razones enunciamos el objetivo general del trabajo como sigue.

Objetivo General

Describir y caracterizar el razonamiento inductivo empleado por estudiantes de 3°
y 4° de Educacion Secundaria Obligatoria, al resolver problemas que pueden ser
modelizados mediante una progresién aritmética de nimeros naturales cuyo orden
sealo?2.

Objetivos Especificos

Para la descripcion del razonamiento inductivo de los estudiantes, se requieren
instrumentos que permitan la observacion de la forma de actuar de los alumnos.
Para ello, utilizamos un modelo tedrico que elaboramos con los datos obtenidos
en el estudio piloto (Cafadas, 2002), compuesto por una serie de pasos®. En
relacion con el estudio de estos pasos que pueden seguir los estudiantes,
determinamos los objetivos siguientes:

- Oy Detectar la existencia de regularidades en el empleo de los pasos del

razonamiento inductivo por parte de los estudiantes.

% Damos el nombre de pasos a los diferentes elementos individuales que se pueden diferenciar en
todo el proceso del razonamiento inductivo
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- 0O, Identificar si existen, 0 no, relaciones de dependencia entre la
realizacion de los pasos del modelo tedrico del razonamiento inductivo,
por parte de los estudiantes.

Como instrumento de recogida de informacién, hemos elaborado una prueba
constituida por diferentes problemas con los que pretendemos analizar el
razonamiento inductivo de los estudiantes. Los siguientes objetivos surgen de este
hecho y se concretan en:

- O3 Estudiar las estrategias empleadas por los estudiantes en los problemas
planteados en la prueba.

- Og4 ldentificar y describir, en caso de que existan, tendencias en el
razonamiento inductivo que emplean los estudiantes en la resolucion de
los diferentes problemas y si éstas dependen del tipo de problema que
resuelven.

Nuestro interés por estudiar la influencia de la representacion en el trabajo de los
alumnos al resolver problemas, nos ha conducido a considerar diferentes sistemas
de representacion para el contenido matematico sobre el que se sustenta este
trabajo. La determinacién de estrategias inductivas, entendidas como posibles
estrategias que pueden utilizar los estudiantes en la resolucion de los problemas,
permite determinar los objetivos siguientes:

- Os. Analizar el uso que hacen los sujetos de las diferentes representaciones
posibles para los problemas planteados, asi como las relaciones y las
transformaciones que efectdan entre las mismas.

Os. Analizar si la estrategia de resolucion se presenta influenciada por el
sistema de representacion en el que se trabaja.
La descripcion del razonamiento inductivo de los estudiantes con base en el
modelo teorico de pasos considerado, asi como de las estrategias inductivas que
utilizan en la resolucion de los problemas, nos permite determinar el siguiente
objetivo:
- Oy Estudiar la existencia de diferentes tipologias o perfiles de alumnos en

la resolucion de problemas utilizando procesos inductivos.

Para el trabajo empirico, hemos considerado un grupo de estudiantes espafioles de

dos cursos diferentes, 3° y 4° de ESO, y pertenecientes a diferentes centros.
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Queremos conocer si el desempefio de los alumnos de uno y otro curso, y de
alumnos de uno y otros centros es significativamente diferente o si, por el
contrario, las respuestas no dependen del curso ni del centro. De aqui que
consideremos los siguientes objetivos:

- Og. Analizar si existen, entre las producciones de los estudiantes,
diferencias significativas, por cursos, en la realizacion de los pasos del
razonamiento inductivo.

- Q. Analizar si existen, entre las producciones de los estudiantes,
diferencias significativas, por cursos, en la utilizacién de estrategias
inductivas.

- Og. Analizar si existen, entre las producciones de los estudiantes,
diferencias significativas, por centros, en la realizacién de los pasos del
razonamiento inductivo.

- On. Analizar si existen, entre las producciones de los estudiantes,
diferencias significativas, por centros, en la utilizacion de estrategias
inductivas.

Detectamos, en el estudio piloto, que pese al interés dado al tema del
Razonamiento Inductivo en el ensefianza de las matematicas (esta idea se pone de
manifiesto al hablar de la racionalidad de la investigacion tanto en el Trabajo de
Investigacion Tutelada como en éste) no habia un modelo de actuacion
(satisfactorio para nosotros) que permitiera contrastar el desempefio de los sujetos.
Tal situacion nos llevé a la identificacion de unas componentes, 0 pasos, y a la
organizacion de los mismos en una estructura algoritmica que llamamos modelo
para desarrollar el proceso se razonamiento inductivo. Del interés por contrastar
este modelo con el comportamiento de un ndmero mayor de alumnos, para
validarlo o seguir refinandolo, surge un nuevo objetivo.

- Og. Estudiar la adecuacion del modelo tedrico elaborado sobre el proceso
de razonamiento inductivo para el analisis de las producciones de los
estudiantes, con objeto de validarlo o modificarlo para afinarlo y ajustarlo

a dicho proceso.

31






CAPITULO 2

FUNDAMENTACION TEORICA

Las soluciones mas sencillas son las mas
comunes y este es el fundamento en que
descansa la induccion. (Laplace)

En este capitulo ofrecemos una vision general del razonamiento inductivo desde
distintas perspectivas y tratamos aspectos relacionados con €l que son importantes
en esta investigacién. Comenzamos por los origenes de la induccion y hacemos
una revision desde diferentes disciplinas en las que aparece la induccién o el
razonamiento inductivo y que estan relacionadas con la Educacion Matematica
como son la Filosofia, la Matematica y la Psicologia. En la segunda parte de este
capitulo nos centramos en las aportaciones de estas disciplinas que atafien a la
Educacion Matematica y aquéllas que, desde el seno de nuestra propia disciplina,
estdn relacionadas con el razonamiento inductivo. Entre estos aspectos,
destacamos la resolucion de problemas y las representaciones.

Dedicamos la tercera parte del capitulo a la determinacion de dos pilares
fundamentales de esta investigacion. Por un lado, presentamos una primera
aproximacion a un modelo tedrico de razonamiento inductivo basado en pasos.
Por otro lado, identificamos las estrategias inductivas como los procedimientos
especificos a un contenido matematico que llevan a cado los estudiantes en la
resolucion de problemas y que se enmarcan dentro de la induccion como
heuristico.

Concluimos el capitulo con la ubicacion de nuestro interés investigador dentro del

contexto de la resolucion de problemas que hemos considerado.
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ORIGENES DE LA INDUCCION

La induccion aparece con Aristoteles (384-322 a.C.), quien habld de la induccion
con una significacion precisa e insistio en la importancia de establecer la
diferencia entre silogismo e induccién. En esta distincion, el silogismo se mueve
de lo més universal a lo menos universal, y la induccion se mueve en el sentido
opuesto (Ferrater, 1988).

La induccion proviene del término griego epagoge, creado por Aristételes para
denotar al establecimiento de proposiciones universales mediante la utilizacion de
casos particulares que pudieran estar contenidos en ella. En una primera
definicion, se considero que la induccion es un transito de las cosas individuales a
los conceptos universales. Esta definicidn fue criticada puesto que no contiene los
casos en los que un argumento inductivo puede llevar de casos particulares a
casos particulares o de lo menos general a lo mas general. Se plantea entonces,
otra definicion por negacion de lo considerado como argumento deductivo en la
época. Dicha definicion considera el argumento inductivo como aquel que no es
de carécter demostrativo. Por su carécter negativo, esta definicion de argumento
inductivo, fue nuevamente criticada y se llegd a aceptar una nueva definicion que
define la inferencia inductiva como la que permite ir de lo conocido a lo
desconocido. En este sentido, mediante la induccion se obtiene mas informacion
de la contenida en las premisas.

Aristoteles distingue dos formas de razonamiento inductivo:

1.  El razonamiento inductivo perfecto como el caso limite del razonamiento
inductivo general. Solo es posible con objetos que pueden ser
enumerados por entero y con propiedades facilmente obtenibles por
abstraccion. Se establece una conexion racional efectiva entre un
concepto y otro inferido por este concepto.

2. El razonamiento inductivo imperfecto, que expresa los razonamientos
inductivos habituales. Opera a base de una especie de “mediacion
psicoldgica” hecha posible por una revision de los casos particulares.

(Ferrater, 1988)

Para Aristoteles, llegar a una induccion perfecta requiere de una induccion

imperfecta previa. Este filosofo establecié analogias entre la induccion y la
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abstraccion y anticipo algunas de las conclusiones que mas tarde se recogerian en
el empirismo, acentuando la necesidad de complementar la metodologia inductiva
por medio de la experimentacion activa.

Aristételes concedio un papel preponderante al papel del razonamiento deductivo
como forma de adquisicién de conocimiento, ya que es el camino seguro para
llegar a la verdad. Sin embargo, también considera la importancia del
razonamiento inductivo como otra forma de llegar al conocimiento que agrada
mas al sentido comun.

A lo largo de los siglos, desde que Aristoteles estableciera la diferencia entre el
silogismo y la induccidn, han aparecido diferentes concepciones relacionadas con
el proceso inductivo. Una de ellas, la mas destacada entre las que han considerado

la importancia de lo inductivo, es la liderada por Francis Bacon.

BACON Y LA FILOSOFIA INDUCTIVA

Para la escolastica medieval, que consideraba a Aristoteles la maxima autoridad
filoséfica, el proceso inductivo parte de entes singulares para llegar a lo universal.
Sin embargo, no todos los pensadores posteriores fueron seguidores de
Aristoteles. Un ejemplo significativo de los opositores de Aristoteles es Roger
Bacon (c. 1214-1294), quien se posiciono en contra de esta filosofia y cuestiono el
tipo de enumeracién que debia considerarse propio del proceso inductivo
cientifico. Con Bacon se inicia el esfuerzo por codificar en canones o patrones
formales los procedimientos que seguimos en el razonamiento inductivo (Black,
1979, p. 18). La importancia del trabajo de Bacon no esta en descubrimientos
concretos, sino en la interpretacion del hacer cientifico con su método inductivo,
como una ldgica del descubrimiento.

El método inductivo de Bacon parte de los casos particulares para llegar a los
axiomas. Primeramente, se pasa de los casos particulares a lo que Bacon llama
axiomas menores. Posteriormente, pasa de éstos a los axiomas medios v,
finalmente, a las proposiciones mas generales. Los pasos deben ser sucesivos, de
forma que no haya interrupciones o pasos vacios y se lleve a cabo un proceso
sistematico. Para ello, el autor fundamenta el trabajo de lo que él llama la

verdadera induccion en la utilizacion de la tabla de presencia, la tabla de
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ausencia y la tabla de grados. El objetivo de estas tablas es seleccionar los casos
particulares que sean realmente representativos de lo que se pretende generalizar.
El trabajo de Bacon es uno de los mas influyentes en la vision actual del

razonamiento matematico.

RAZONAMIENTO MATEMATICO

En la actualidad, se reconoce que el andlisis del razonamiento matematico es
inaccesible para la silogistica tradicional. Los trabajos de Bacon, Descartes y
Galileo destacan la existencia de otros tipos de argumentos en matematicas,
ademas de los deductivos.

Desde la época de Descartes, el razonamiento matematico no se puede reducir a
una deduccién puramente formal. En el trabajo de Descartes se observa la
introduccidn de una fase intermedia entre las premisas y la conclusion, consistente
en la contemplacion de un objeto individual (Piaget y Beth, 1980). Esta fase
intermedia apela a la intuicién y es la que planted el problema de introducir un
objeto concreto para obtener una generalizacion. Este problema ha sido
ampliamente debatido por autores como Locke, Berkeley, Hume y Kant, quienes
se esfuerzan en aclarar el significado del objeto concreto considerado y su papel
en la induccion. La concepcion de Kant constituye una fusion de las soluciones de
Descartes y de Locke con la de Berkeley. Kant considera que el objeto individual
es la expresion de una nocion que, a priori, se trata de una nocién universal puesto
que requiere de una intuicién no empirica del objeto, de forma que no se perjudica
su generalidad.

Descartes y Kant estdn de acuerdo en colocar, junto al razonamiento formal o
silogistico, un tipo nuevo de razonamiento llamado razonamiento intuitivo o
constructivo (Piaget y Beth, 1980, p. 25).

La nueva ldgica surge de la aplicacion de los métodos matematicos a la légica
antigua. Se puede decir que se abre un nuevo periodo cuando las matematicas se
convierten en objeto de la Légica, donde lo deductivo vuelve a primar sobre lo

inductivo.
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Razonamiento en la Ldgica Matematica

Peano (1858-1932) es el primero en utilizar la expresion l6gica matematica
porque vio en la logica un instrumento para lograr la sistematizacion y
fundamentacion de las matematicas, ya que se ocupa de estudiar la validez de los
razonamientos que se llevan a cabo. Esta logica se inicia con Boole, quien indica
como la légica aparece como un célculo algebraico y desarrolla la l6gica de clases
y la logica proposicional. El calculo que crea Boole (1815-1864) es totalmente
artificial. Se utilizan lenguajes formales que permiten enunciar practicamente
todas las tesis principales de las matematicas modernas.
El objeto principal de estudio en la légica mateméatica comprende: (a) lenguaje
formal del célculo, (b) axiomas del célculo y (c) reglas de deduccién (Ershov y
Paliutin, 1990). La logica se preocupa por perfeccionar lo deductivo y destruye lo
inductivo (Lakatos, 1978). Estudia las estructuras formales del razonamiento, que
consisten en una serie de proposiciones o enunciados, normalmente conectados
mediante expresiones auxiliares, en el que uno de ellos llamado conclusion se
supone que se sigue o se infiere de los restantes llamados premisas. Las reglas de
inferencia son las expresiones del metalenguaje, que constituye la logica, que
ayudan a comprobar la validez del razonamiento. Estas reglas son:

- Regla de Conjuncion.

- Regla de Simplificacion.

- Regla de la Doble Negacion.

- Regla del Absurdo.

- Regla del Modus Ponens.

- Regla del Modus Tollens.

- Regla del Silogismo Disyuntivo.

- Regla del Silogismo Hipotético.
Mas tarde, Peirce hard aportaciones: la l6gica de relaciones, el método de matrices
(o tablas de verdad) y nuevos desarrollos de la logica proposicional. Aunque
realizd notables contribuciones a la légica matematica considerada, para Peirce la
I6gica es més teoria del razonamiento y se dedicd principalmente a lo que él

llama la I6gica de la ciencia.
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Ldgica de la Ciencia

Dentro de la légica de la ciencia, Peirce incluye dos de los tres modos de
inferencia que considera: la induccion y la abduccion (la deduccién es para este
autor parte de la logica matematica). Su intento de aplicar las reglas de la
deduccion para explicar la induccion le sugiere un tercer tipo de inferencia, la
inferencia abductiva (Peirce, 1918).
La abduccidn constituye la preferencia por una hipétesis sobre otras, previa a todo
conocimiento de su verdad y a cualquier examen a que pueda ser sometida. La
abduccion requiere de la formulacion y comprobacion de conjeturas basadas en
casos particulares. Incluso cuando la regla y el caso particular del que se parte
sean verdad, el caso particular inferido es una de las posibilidades, no es
definitivamente verdadero.
Segun Peirce, la validez del proceso mental por el que el hombre llega a construir
teorias correctas sobre el universo, lo inferimos por induccion y todas ellas fueron
en su origen meras conjeturas abductivas. Peirce considera cuatro pasos en el
razonamiento abductivo para constituir una “logica de descubrimiento™:

1. Observacion de una anomalia.

2. Abduccion de hipotesis con la intencion de explicar la anomalia.

3. Prueba inductiva de las hipétesis en experimentos.

4. Confirmacion deductiva de que la hipoétesis seleccionada predice la

anomalia original.

Estas reglas tienen sentido para el razonamiento deductivo pero, sin embargo, no
es posible encontrar unas reglas similares para el razonamiento inductivo, lo cual

representa el aspecto logico del problema de la induccion.

EL PROBLEMA DE LA INDUCCION

El problema de la induccion tiene dos aspectos, el ldgico y el epistemoldgico.
Desde la perspectiva logica el problema surge de la necesidad de justificar las

inferencias inductivas, o bajo qué condiciones estan justificadas.
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Planteamiento de Hume

El aspecto epistemoldgico del problema de la induccion es planteado por David
Hume en 1739 y se centra en la justificacion de las conjeturas. EI argumento de
Hume, obligaria a rechazar una de las tres premisas siguientes:

1. Laciencia (caso de ser verdadera) proporciona creencia justificada.

2. Laciencia usa inferencias ampliativas.

3. Lajustificacion preserva la verdad.

El argumento seguido por Hume rechaza la primera premisa. Tras refutar la
doctrina logica de la induccion, se enfrentd con el problema de ;como obtenemos
realmente nuestro conocimiento, como hecho psicoldgico, si la induccion es un
procedimiento que carece de validez légica y es racionalmente injustificable?
Hume da dos respuestas posibles:

1. Obtenemos nuestro conocimiento por un procedimiento no inductivo.

2. Obtenemos nuestro conocimiento por repeticién e induccion vy, por lo
tanto, por un procedimiento que carece de validez ldgica y es
racionalmente injustificable.

Hume defiende que todo el conocimiento procede de impresiones recibidas por
los sentidos o que surgen internamente en nosotros en forma de sentimientos. El
punto de vista de Hume duda de la capacidad del hombre para conocer las causas
de una manera racional (Diez y Moulines, 1997). Hume identifica la experiencia
como la base del razonamiento inductivo y acepta que la ciencia proceda
inductivamente, sin embargo, lo considera insuficiente para justificar las
inferencias (Holyoak y Morrison, 2005).

La respuesta de los logicos al problema de la induccion se basa en la distincion
entre dos tipos de argumentos: deductivos e inductivos. Los argumentos
inductivos se califican de fuertes o débiles, en funcion de la verificacion que
produzcan. Una proposicion es verificable en sentido fuerte si su verdad se
establece concluyentemente mediante la experiencia; el sentido débil se da si es
posible para la experiencia hacerla probable.

El planteamiento de Hume ha sido rechazado, por su tercera premisa por algunos
filésofos. Popper rechaza la segunda de las premisas es el Unico filésofo influyente
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que rechaza, o dice rechazar, que la ciencia es inductiva (Diez y Moulines, 1997,
p. 407).

Falsacionismo de Popper como Respuesta a Hume

Popper aborda el problema de la induccidén a través de las argumentaciones
presentadas por Hume y afirma que es superfluo todo principio de induccion, y
que lleva forzosamente a incoherencias (incompatibilidades) l6gicas (Popper,
1985, p. 28).

Al parecer, y segun Popper (1967), Hume no consideré seriamente la primera
alternativa y admitié humildemente la induccion por repeticion. Esto implicaria
que hasta el conocimiento cientifico es irracional, de modo que el racionalismo
seria absurdo y deberia ser abandonado (Popper, 1967).

Lo que propone Popper es invertir la teoria de Hume: en vez de explicar nuestra
propension a esperar regularidades como resultado de la repeticion, propone
explicar la repeticion para nosotros como el resultado de nuestra propension a
esperar regularidades y buscarlas. La idea es tratar activamente de imponer
regularidades al mundo, saltar a conclusiones sin esperar el descubrimiento de
premisas. Se trata de una teoria de ensayo y error, de conjeturas y refutaciones.
Las conjeturas deben ser eliminadas si entran en conflicto con observaciones que
seran elegidas con la intencidn de someter a prueba una teoria para obtener, si es
posible, una refutacion decisiva. El lema del falsacionismo de Popper es que el
método cientifico no es inductivo, el método de la ciencia es el de conjeturas y
refutaciones. De este modo, da respuesta al problema de la induccién y propone
una metodologia de validacion basada en la falsacion (Diez y Moulines, 1997).

La induccion presenta, por tanto, un problema desde la perspectiva filosofica. A
este problema se le trata de dar solucion desde la matemética mediante la
introduccién de una variable estadistica que aporte una medida de la fiabilidad del

razonamiento, se habla de razonamiento probabilistico.

Razonamiento Probabilistico

En el siglo XX se introduce una variable estadistica al estudio de la induccion, ya

que se vincula con esta ciencia y, mas concretamente, con el campo de la
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probabilidad y la inferencia. Existen dos escuelas: para una de ellas, el problema
de la induccion debe tratarse desde el punto de vista de la teoria frecuencial de la
probabilidad y las inferencias inductivas son inferencias estadisticas. Para la otra,
a la que pertenecen la mayor parte de los autores (Keynes, Carnap, Hempel y
Goodman, entre otros), la probabilidad es un grado de confirmacion (Ferrater,
1988). Actualmente, la induccion sigue apareciendo vinculada con la probabilidad
(Espino, 2004).

El razonamiento probabilistico se considera un tipo de razonamiento no deductivo
(Bueno y Pérez, 2006; Espino, 2004) y se basa en el uso de la informacion
probabilistica para realizar buenas predicciones o tomar decisiones correctas
(Stenning y Monaghan, 2005). El razonamiento probabilistico se considera de
gran importancia en muchos aspectos de la rutina diaria, algunos de los cuales
estan vinculados a la toma de decisiones (Fisk, 2005).

Espino (2004) sitda el inicio de la investigacion psicologica sobre la emision de
juicios bajo incertidumbre en los afios 60. Los investigadores parten de que, con
frecuencia, la mayoria de nuestras decisiones y conductas se articulan a partir de
juicios probabilisticos mas que a partir de juicios certeros. En la actualidad, hay
diferentes modelos de razonamiento probabilistico con percepciones tedricas
totalmente diferentes. Se asume que nuestro sistema cognitivo no realiza los
calculos estadisticos tal y como se prescribe en los libros de texto, aunque dispone
de procedimientos, que permiten al sistema comportarse de forma competente.

El razonamiento probabilistico, asi como otros tipos de razonamiento
mencionados hasta el momento, se han visto relacionados con procesos cognitivos
y, en general, con investigaciones psicoldgicas. Dedicamos el siguiente apartado a

la vision del razonamiento que ofrece la Psicologia.

RAZONAMIENTO EN PSICOLOGIA

El razonamiento es un proceso tratado desde la Psicologia en la rama que estudia
el pensamiento. Esta rama trata el proceso de inferencias y este proceso
comprende muchos aspectos del campo de la investigacion psicolégica como el
razonamiento, el aprendizaje, la memoria, la comprension o el lenguaje
(Gonzalez, 1998).

41



Maria Consuelo Cafiadas Santiago

En este contexto, al razonamiento se le asignan procesos de pensamiento
diferentes. Por una parte, los procesos que conllevan una inferencia explicita, son
aquellos en los que de una o varias proposiciones se infiere otra y que estan
intrinsecamente ligados al lenguaje. Por otra parte, los procesos inherentes a un
acto de exploracion se efectlian con objeto de adaptar una situacion nueva, se trata
de problemas para cuya solucion es suficiente una manipulacion, bien de objetos o
de instrumentos (Duval, 1999).

En general, cuando los estudios psicolédgicos tratan el razonamiento deductivo,
suelen aparecer experiencias relacionadas con la resolucion de problemas vy,
cuando tratan el razonamiento inductivo, suelen aparecer ligados a la toma de
decisiones, a la formacion de conceptos, a la adquisicién de conocimiento, al

aprendizaje o al razonamiento informal (Santamaria, 1998).

Razonamiento Inductivo y Adquisicion de Conocimiento

La adquisicion del conocimiento ha sido una cuestion que ha preocupado a
diferentes investigadores desde hace siglos. John Stuart Mill (1806-1873) plantea
en su principal obra, Sistema de Ldgica Racional e Inductiva, un método
inductivo para llegar al conocimiento cientifico. La operacién central en el
sistema de Mill es la induccion (va méas alla de la mera induccion enumerativa),
que descansa en el principio fundamental de la uniformidad de la naturaleza.
Postula que lo ocurrido una vez, ocurrira cuando las circunstancias sean
suficientemente semejantes (Mill, 1858). El autor describe para ello, los cinco
canones de la induccidn sobre los que se basan los métodos para la investigacion
experimental:

1. Canon 1. Método de Concordancia.
Si dos 0 mas casos de un fendmeno investigado poseen una sola circunstancia en
comdun, esta Unica circunstancia, presente en todos los casos, es la causa (o el
efecto) del fendmeno mencionado.

2. Canon 2. Método de Diferencia.
Si un caso en el que ocurre un fendmeno en investigacion, y otro caso en el que no

ocurre, poseen todas las circunstancias en comudn excepto una, que sélo se
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presenta en la primera situacion, entonces esta circunstancia es el efecto, la causa
0 una parte indispensable de la causa del fendmeno mencionado.

3. Canon 3. Método Combinado: Concordancia + Diferencia.
Si dos 0 mas casos en los que el fenédmeno ocurre muestran una sola circunstancia
en comun, mientras que dos o mas situaciones en las que el fendmeno no ocurre
solo comparten la ausencia de la circunstancia mencionada, entonces esa unica
circunstancia en que difieren los casos, es el efecto, la causa, 0 una parte
indispensable de la causa del fendmeno estudiado.

4. Canon 4. Método de los Residuos.
Cuando se resta o sustrae de cualquier fendmeno la parte que por inducciones
previas se sabe que es el efecto de ciertos antecedentes, el residuo del fendmeno
es el efecto de los antecedentes restantes.

5. Canon 5. Método de las Variaciones Concomitantes.
Cuanto un fenémeno varia de alguna manera particular, es causa o efecto de otro
fendmeno que varia de la misma manera, pero concomitantemente.
Mill (1858) describe en detalle como se puede utilizar este método en todas las
ciencias y, especialmente en Psicologia.
Pese a la presencia del razonamiento en los estudios psicologicos, ha sido un
proceso cognitivo al que se ha prestado atencion mas como objeto de
investigacion experimental (Espino, 2004). Se suelen citar como pioneros, los
trabajos de Spearman y de Hull. Spearman obtuvo el llamado Factor g de
inteligencia, partiendo de una serie de tareas de caracter inductivo.
La investigacion de Clark Leonard Hull (1884-1952) se considera el primer
intento sistematico de estudiar los procesos inductivos. Pese a que es el primer
antecedente en el que se aproximan los procesos de pensamiento al area de
psicologia experimental, fue un avance ignorado por el ambito acadéemico de la
época. Hull utilizé una serie de caracteres chinos en los que se encontraban,
repetidos, 12 radicales (conceptos) diferentes. La experiencia consistia en
enfrentar al sujeto a los simbolos con el objetivo de que identifique los simbolos
que comparten un mismo radical, denominandolos de una misma forma. La
conclusion de Hull es que los sujetos, tras una serie de ensayos, abstraen los

radicales (conceptos) a partir de detectar los elementos comunes en las distintas
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presentaciones de caracteres chinos. A partir de observaciones particulares, se
identifican patrones. Segun esta teoria, los conceptos (lo general) se adquieren
por abstraccion de rasgos comunes tras una serie de experiencias particulares.
Posteriormente, en los afios 50, destacamos los trabajos de Jerome Bruner,
Jacqueline Goodnow y George Austin. A partir de sus experiencias, estos
investigadores afirman que el proceso de adquisicion de conceptos es producto de
un proceso de comprobacion de hipétesis que tiene estrecha relacion con una
forma de induccion llamada induccion enumerativa. A partir de estos trabajos
resaltamos, por un lado, la consideracion de un tipo de induccién (la “induccion
enumerativa”) que permite al sujeto recopilar datos a partir de casos particulares
para llegar a una generalizacidn que se querra poner a prueba. Por otro lado, estos
trabajos incorporan las nociones de hipdtesis y estrategia.

Piaget y sus colaboradores consideran la generalizacion como un proceso
fundamental en la construccion del conocimiento, distinguiendo entre la
generalizacion inductiva o extensional y la generalizacion constructiva o
completiva. La generalizacion inductiva es un proceso que conduce de la
constataciéon de hechos singulares repetidos a nociones, conceptos o leyes
generales. La generalizacidn constructiva consiste en un progresivo reemplazo de
constataciones de hechos y de sus resultados, obtenidos a través de abstracciones
empiricas, por reconstrucciones que implican inferencias y ponen en juego nuevas
formas de organizacion que concluyen en un conjunto de relaciones encadenadas
deductivamente. La reconstruccion exige una reflexion en un nivel superior
(representativo o conceptual) al del dato empirico (Garcia, 2000).

Desde el cognitivismo, se considera que el razonamiento inductivo es un
instrumento que da sentido a la teoria de la discontinuidad como teoria del
aprendizaje de conceptos. El procedimiento inductivo consiste en determinar una
regla de forma activa y considerarla valida mientras funciona, y abandonarla
cuando no funciona. De esta forma, la regla va tomando fuerza cuando aumenta el
nimero de casos particulares para los que funciona. En esta interpretacion se

destaca la importancia del analisis de estrategias (Mayer, 1986).
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Resolucion de Problemas y Razonamiento

Las tareas de razonamiento deductivo, en Psicologia, se han visto relacionadas
con la resolucion de problemas. Uno de los problemas mas conocidos en esta
disciplina es la tarea de las tarjetas de Wason. Esta tarea consiste en mostrarle a
una persona una pila de tarjetas que presentan, por un lado, letras (vocales o
consonantes) y por el otro, nimeros (pares o impares). De la pila, se separan
cuatro tarjetas y se las coloca sobre la mesa, de manera que se vea una sola de las
caras de las tarjetas. Las cuatro tarjetas tienen en su lado visible una vocal, una
consonante, un namero par y un nimero impar. El jugador debe indicar la tarjeta
(o tarjetas) que es necesario dar vuelta (para ver su lado oculto) como forma de
saber si la siguiente regla es verdadera o falsa: “Si una carta tiene una vocal en un
lado, entonces tiene un numero par en el otro”. Los resultados ponen de
manifiesto que sélo el 10 % de las personas que aceptan solucionar el
rompecabezas se da cuenta de cuéles son las tarjetas que hay que dar vuelta para
resolver el problema (Wason, 1966, Legrenzi, 1998). Una de las razones que se
utilizan para justificar estos resultados es que la mayoria de las personas no se
percatan de la utilidad de la falsaciéon frente a la verificacion. En el caso de la
tarea de las tarjetas es necesario plantearse qué ocurre con las caras ocultas de las
tarjetas. Por lo tanto, en esta tarea, se pone de manifiesto la utilidad de la falsacion
como meétodo de validacion.

Otra caracteristica de la tarea de las tarjetas es que, pese a que su utilizacién
original fue enfocada al estudio del razonamiento deductivo (Evans, 1982), otros
autores como Gilhooly (1983) incluye la experiencia con este problema dentro de
la induccion. No significa esto que sean planteamientos opuestos. Por el contrario,
una posible interpretacion es que en la tarea de Wason implique procesos tanto

deductivos como inductivos.

Dificultad Practica en la Diferenciacion Inductivo-Deductivo

Auln cuando pudieran establecerse fronteras filosoficas claras entre lo inductivo y
lo deductivo, desde el punto de vista funcional bien podria suceder que las
manifestaciones etiquetadas como inductiva o deductiva respondieran a procesos

subyacentes analogos que lleven a la confusion (Santamaria, 1995). Duval (1999)
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apoya esta idea y trata de explicar la dificultad practica de distinguir entre lo
inductivo y lo deductivo desde un punto de vista que auna lo psicologico y lo
didactico y apunta la posibilidad de que los dos tipos de razonamiento participen
de procesos cognitivos comunes. En este mismo sentido y desde la investigacion
en Educacién Matematica, Ibafies (2001) corrobora la imposibilidad practica de
separar los esquemas de trabajo inductivos y deductivos. Este investigador
muestra que, frecuentemente, se trata de diferenciar y separar claramente entre
razonamiento inductivo y razonamiento deductivo y, tal y como algunos
resultados indican, los esquemas inductivos y deductivos existen
simultdneamente. Entre las tareas donde se pueden dar tanto procesos inductivos
como deductivos, como hemos visto en el ejemplo de las tareas de Wason, es en
la resolucion de problemas, una de las actividades mas importantes asociadas al
pensamiento que los psicologos estudian.

En Psicologia, ademas de los razonamientos inductivo y deductivo, con frecuencia
encontramos referencias al razonamiento analdgico que, como veremos, tiene
algunas caracteristicas comunes con el razonamiento inductivo, lo cuél ha llevado

a que algunos lo consideren como un tipo particular de razonamiento inductivo.

Razonamiento Analdgico

La analogia, en términos generales, es entendida como una actividad que permite
comprender un dominio de conocimiento parcial o totalmente desconocido, en
funcion de un dominio conocido o familiar (Espino, 2004, p. 147).

El razonamiento analdgico tiene como finalidad la obtencion de una conclusion a
partir de premisas en las que se establece una comparacion o analogia entre
elementos o conjuntos de elementos distintos. Esto hace que los razonamientos
analogicos sean altamente probables cuando van de la causa al efecto o del efecto
a la causa. También son altamente probables cuando la propiedad de la premisa
no es causa ni efecto de la propiedad de la conclusion, pero ambos son efectos de
la misma causa (Copi, 1953, p. 408).

La analogia ha tenido un papel importante en matematicas (Pask, 2003) y en la
resolucion de problemas (Novick y Basokk, 2005). En un problema en el que se

ponga de manifiesto el razonamiento analdgico, se trata de resolver el andlogo-

46



Capitulo 2. Fundamentacién Teorica

objetivo mediante nuestro conocimiento del analogo-base. Sierra (1995) distingue
cuatro fases en una tarea de razonamiento analdgico desde el punto de vista
psicoldgico:
1. Fase correspondiente al formato representacional en el que se expresan
ambos analogos.
2. Fase correspondiente a los procesos implicados en la busqueda y
recuperacion del analogo-base.
3. Fase implicada en los procesos de transferencia o proyeccién del analogo-
base sobre el analogo-objetivo.

4. Fase de aprendizaje a partir de la resolucion del analogo.

Holyoak (2005) recoge los principales elementos del razonamiento analdgico en

la Figura 2 - 1.
Retrieval
Mappin
TARGET < PPIng
___________________ SOURCE
Transfer
INFERENCES |«

Figura 2 - 1. Principales componentes del razonamiento anal6gico (Holyoak, 2005, p. 118).

Generalmente, una situacion objetivo (target) sirve para dar pie a la utilizacion de
una herramienta de analogia atil (source). Es entonces necesario establecer un
mapa 0 un conjunto de correspondencias sistematicas (mapping) entre las dos
partes de la analogia, que sirve para organizar los elementos de la situacion

objetivo y de la herramienta.
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Este proceso de establecimiento de conexiones se basa en la formacion de
alineaciones de elementos por pares, uno de cada una de las dos situaciones
(target y source) (Gick y Holyoak, 1980; Markman y Gentner, 2000).

Del proceso de realizacion de correspondencias sistematicas pueden derivarse
nuevas inferencias sobre la situacion objetivo, elabordndose sus representaciones.
Como consecuencia de un proceso de razonamiento analdgico sobre un par de
casos, es posible que se lleven a cabo generalizaciones, consiguiendo un esquema
para una clase de situaciones, de las que la herramienta y la situacién objetivo son
casos particulares. El establecimiento de estas generalizaciones es el principal
punto en comun que comparte el razonamiento analégico con el razonamiento
inductivo.

Tanto al hablar de razonamiento analégico como de los razonamientos inductivo y
deductivo, han aparecido vinculaciones con la resolucién de problemas. Las
personas ponen en juego diferentes tipos de razonamientos cuando se enfrentan a

la resolucién de problemas como tarea.

RESOLUCION DE PROBLEMAS

Inicialmente la Psicologia considera la resolucion de problemas en relacion con el
razonamiento deductivo. Mas adelante, la resolucion de problemas cobra
importancia como contexto para el estudio del razonamiento inductivo. Esto se
debe a dos razones. Por un lado, se considera la dificultad practica de distinguir
entre ambos tipos de razonamiento y, por otro lado, se utilizan tareas cada vez
menos rutinarias, en el avance del conocimiento sobre los procesos inductivos.

Desde que la resolucion de problemas se constituyera como un campo de
investigacion para los psicélogos, se identifican varios enfoques tedricos
utilizados en diferentes investigaciones y que han dado lugar a resultados
relevantes. Una de esas teorias es la Teoria del Procesamiento de la Informacion,
en la que existe una preocupacion por la representacion del problema y por la

busqueda de soluciones.
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Representacion del Problema

La importancia de las representaciones en la resolucion de problemas ha sido
recogida desde diferentes enfoques psicoldgicos. En la resolucion de problemas,
se suelen identificar dos fases generales: la representacion del problema y la
solucion del mismo (Mayer, 1985; Newell y Simon, 1972). Esto refleja la
importancia de la representacion en la resolucion de problemas. En ocasiones, el
trabajo primordial en un problema se centra en encontrar la mejor representacion
para el mismo (Novick y Basokk, 2005).

Desde el enfoque del procesamiento de la informacion, la resolucion de un
problema se ve determinada tanto por la representacion empleada, como por la
calidad y la forma de representacion elegida (Lester, 1977; Newell y Simon, 1972;
Silver, 1987). Desde otros enfoques de la psicologia cognitiva, Mayer (1986) y
Bruner (1998) reconocen la importancia de las representaciones y el papel que
juegan en la resolucién de problemas.

En actividades de razonamiento y resolucion de problemas es donde se observa
con mayor claridad la interdependencia entre representaciones y procesos
cognitivos, mas aun cuando se requiere de las representaciones externas
(Carretero y Garcia, 1984).

Busqueda de Solucion. Estrategias y Heuristica

La busqueda de soluciones a un problema, desde el enfoque del procesamiento de
la informacidn, necesita de un procedimiento al que llaman estrategias generales.
Una estrategia general muy importante es la busqueda de los operadores. Lindsay
y Norman (1972) distinguen dos tipos de operadores en resolucion de problemas:
algoritmos y heuristicos. En esta investigacion, nos centramos en los heuristicos,
que hacen referencia a procedimientos de tanteo en la blasqueda de soluciones
cuando no se conocen reglas para la resolucion de un problema, en el proceso que
guia del estado inicial al estado final del problema.

Desde el punto de vista de la educacion, la heuristica busca comprender el método
que conduce a la solucion de problemas de cualquier tipo, su intencion es estudiar
los métodos y las reglas del descubrimiento y la invencion (Polya, 1945). Puig

(1996) sefiala que cualquier descripcion de la resolucion de problemas desde la
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heuristica, debe tener en cuenta los trabajos de Pdlya hasta los afios sesenta y los
de Schoenfeld en los afios ochenta.

En los trabajos de Polya, destaca su preocupacion por la ensefianza de la
resolucion de problemas y se plantea la identificacion de fases que siguen las
personas en la resolucion de problemas. Otras investigaciones posteriores como
las de Carrillo (1998), Cruz y Carrillo (2004), Fernandez (1997), o Long y De
Temple (2002) se han dirigido en ese sentido.

Schoenfeld, aunque con unos intereses relacionados con la resolucién de
problemas, estd mas vinculado a la investigacion. Schoenfeld (1985) se refiere a
los procedimientos que Pdlya Ilama heuristicas como estrategias heuristicas y
Ilega a considerar ademas una cantidad de subestrategias dentro de ellas, que son
diferentes entre si. Este autor fijé su principal objetivo en el significado de
“pensar matematicamente” y en cdmo se puede ayudar a los estudiantes a hacerlo.
Con esta intencion, introduce cuatro categorias para el analisis del conocimiento y
del comportamiento de una persona cuando se encuentra ante una situacion
matematica (recursos, heuristicos, control y sistemas de creencia). En esta
categorizacién, Schoenfeld (1985, p. 44) considera que los heuristicos son

estrategias para progresar en problemas dificiles o que no son familiares.

Induccion como Heuristico

Para Polya (1966), la induccion es una heuristico que trata de proporcionar
regularidad y coherencia a los datos obtenidos a través de la observacion y su
principal finalidad es el descubrimiento. Segun este autor, los procedimientos que

utiliza la induccion son la analogia, la generalizacion y la particularizacion.

Analogia

Dos situaciones se dice que son andlogas si comparten un patrébn comun de
relaciones entre sus elementos constituyentes incluso si los elementos mismos
difieren en ambas situaciones (Holyoak, 2005). En el caso particular de la
resolucion de problemas, se puede utilizar la analogia para resolver un problema
porque comparta puntos comunes con la resolucion de otro problema, la cual es

conocida por el resolutor.
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Generalizacion

Pélya (1945) toma la generalizacion como una actividad empirica inductiva en la
que se acumulan ejemplos y se detecta y se sistematiza una regularidad. llustra
esta idea con el siguiente ejemplo sobre el descubrimiento de una propiedad en la
que se trata de mostrar la suma de los siguientes nimeros naturales elevados al
cubo y a qué es igual:

13+ 23+ 33+43 = 102
La pregunta inmediata es: ¢sucede en otras ocasiones que la suma de numeros
naturales consecutivos elevados al cubo sea el cuadrado de un numero? O sea
(sera cierto que 13 + 23 + 33 + 43 +.....+ n3 es un numero natural elevado al
cuadrado? ;Cual es dicho nimero?
Vemos con otros casos particulares sencillos, los casosn =2y n = 3:

13+28=32

13+23+3F=62
La propiedad, se observa, se cumple para estos dos valores también. Ademas
parece gque en el segundo miembro de la igualdad va a aparecer la suma de las
bases que aparecen elevadas al cubo en el primer miembro de la igualdad, elevada
al cuadrado.
Luego hay ya muchas posibilidades de que sea cierta la siguiente igualdad, que
constituye la generalizacion para las expresiones anteriores:

13+ 234+ 33+ 43+ 53, n3= (1+ 2+ 3+ 4+ 5... n)?

Krutestskii (1976) habla de la habilidad para generalizar un contenido matematico
(objetos, relaciones y operaciones) y distingue dos niveles: la habilidad personal
para ver lo general y conocido en lo que es particular y concreto, y la habilidad
para ver algo general y todavia desconocido en lo que es particular y aislado.
El trabajo con lo particular es un paso fundamental en la generalizacion. El tipo de
trabajo con los casos particulares que se realice puede ayudar a caracterizar la
generalizacion (Cafadas, 2002). Una situacion particular es la generalizacion, que
parte de un Unico ejemplo en el que, con la indicacién que corresponda e
ignorando algunas caracteristicas no relevantes, sirve de ejemplo genérico donde
se puede leer lo general. Esto se aproxima méas al modo en que actGan los

matematicos en el sentido de que se estd considerando un ejemplo especifico
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como representante de su clase (Marrades y Gutiérrez, 2000; Mason y Pimm,
1984).

El proceso de generalizacion en las matematicas escolares ha sido analizado por
Mason, Graham, Pimm y Gowar (1985), quienes identifican los siguientes pasos
que conforman el ciclo de generalizacion: (a) percibir la generalidad, (b) expresar
la generalidad, (c) elucidar una regla general, verbal o numérica para generar una
secuencia, (d) expresar simbolicamente la generalidad, y (e) manipular la

generalidad.

Particularizacion

Se trata del paso de una clase total a un objeto contenido en la misma. Es el caso
de pasar de la consideracion de una serie determinada a una serie menor contenida
en la anterior. Un ejemplo que propone Pdlya (1966) de particularizacion es dar
una propiedad de los nimeros pares y comprobar dicha propiedad con algunos

pares.

La Heuristica y el Contenido del Problema

El contenido del problema ha sido considerado en ocasiones como elemento
diferenciador entre términos relacionados con la heuristica. Asi, Puig (1996, p.
38) recoge que lo que es propio de la heuristica es el estudio de los modos de
comportamiento al resolver problemas y los medios que se utilizan en el proceso
de resolverlos que son independientes del contenido y que no suponen garantia de
que se obtenga la solucion. Se deja de lado el contenido para que su presencia no
oculte otros elementos. Sin embargo, una descripcion de los elementos que
intervienen en el proceso de resolucion de problemas, debe contener todos los
elementos. Por tanto, Puig recoge la idea de heuristica de Polya al definir la
herramienta heuristica como un procedimiento independiente del contenido del
problema que lo transforma en otro. Cualquier herramienta heuristica transforma
el problema original en otro u otros (Puig, 1996, pp. 46-47 y 50).

El contenido es, por tanto, un factor a tener en cuenta en la heuristica ya que la
estrategia depende del dominio especifico de conocimiento (Newell y Simon,
1972). Segun recoge De Guzman (1999, p. 237), no se puede pensar que el

conocimiento de estrategias generales de pensamiento, por sofisticado que sea,
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puede suplir al conocimiento puntual del campo concreto (De Guzman, 1999, p.
237). Mas concretamente, Rico (1997a, p. 31) hace referencia al contenido
matematico al afirmar que las estrategias son formas de actuacién o ejecucion de
tareas matematicas, se ejecutan sobre representaciones de conceptos y
relaciones. Las estrategias operan dentro de una estructura conceptual y suponen
cualquier tipo de procedimiento que pueda ejecutarse, teniendo en cuenta las
relaciones y los conceptos implicados.

Una vez que se llega a la solucion del problema, por medio de la heuristica que se
haya considerado oportuna, se debe validar la solucién que se propone, lo cual

constituye el Gltimo paso del proceso de resolucion (Pélya, 1945).

Validacion de la Solucién. Razonamiento Demostrativo y Razonamiento

Plausible

Pblya (1966) considera dos tipos de razonamientos asociados al trabajo
matematico en general y a la resolucion de problemas, en particular: el
razonamiento demostrativo y el razonamiento plausible. El primero asegura el
conocimiento matematico y el segundo permite apoyar las conjeturas que se
formulan. EI razonamiento demostrativo es seguro, definitivo, estd mas alla de
toda controversia y tiene modelos rigidos, codificados y aclarados por la légica,
que es la teoria del razonamiento demostrativo. El razonamiento plausible es
azaroso, discutible, provisional y es la Unica clase de razonamiento que se utiliza
en la vida cotidiana. Ambos tipos de razonamiento se complementan el uno al otro
y mientras que aseguramos nuestro conocimiento matematico mediante el
razonamiento demostrativo, apoyamos nuestras conjeturas por medio del
razonamiento plausible (Pdlya, 1966).

En la comparacion de las diferentes concepciones relacionadas con la induccion,
se encuentra una fuerte vinculacion entre el razonamiento plausible y el
razonamiento inductivo, y entre el razonamiento demostrativo y el razonamiento
deductivo. Las dos formas alternativas de argumentacion que aparecen
implicitamente son la deduccion y la induccion (Bakker y Clark, 1998). Pero esta

vision de la induccién como modo de argumentacion no es la que se sigue desde
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la disciplina matematica, donde el significado de la induccién tiene unas

connotaciones diferentes al presentado en este epigrafe.

LA INDUCCION MATEMATICA

Desde la Matematica, la induccion se relaciona con el Principio de Induccion
Matematica. La induccién matemética o induccion completa es considerada como
una forma de demostrar propiedades matematicas y, por lo tanto, sélo se utiliza en
la ciencia Matematica (Pdlya, 1945). Segun dicho autor, la coincidencia en el
nombre se debe a que, a menudo, se llega a propiedades matematicas por un
proceso de induccion y, posteriormente, se demuestran por el método de
induccion completa. Esta puede ser la causa de que en los problemas matematicos
se encuentren ambos procedimientos ligados a una misma tarea, la induccion
previa a la generalizacion y la induccion matematica para probar la veracidad de
la misma. La induccion matematica es un procedimiento util, a menudo, para
verificar conjeturas matematicas, a las que hemos llegado por algun
procedimiento inductivo (Polya, 1966, p. 159). Se situaria asi la induccién
matematica como el dltimo grado o la fase final de una investigacion inductiva.
Esta Gltima fase, en la que predomina el razonamiento deductivo con frecuencia,
utiliza sugerencias que habian aparecido en fases precedentes.

El principio de la induccion completa o induccién matematica fue descubierto por
Pascal (Piaget y Beth, 1980). Este principio se apoya en el principio de
razonamiento por recurrencia. Se trata de un modo de inferencia que afecta a
todos los individuos de una clase, C — donde C puede ser la serie de nimeros
naturales —. El primer paso de la inferencia constituye el paso O, y en él se afirma
que O tiene la propiedad P. Dado un nimero natural cualquiera, la inferencia
permite afirmar que el sucesor de N tiene la propiedad P. Puesto que todo
namero natural tiene un sucesor, se concluye que todo numero natural tiene la
propiedad P (Ferrater, 1988, p. 1677).

Desde el punto de vista matematico, la demostracion por induccion matematica se
basa en dos lemas y se presenta de la siguiente forma: sea una proposicion P(n) en
donde n indica que la proposicion toma valores para un nimero infinito de casos,

todos ellos ordenados. EI primer lema indica que la proposicion es verdad para el
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primero de dichos casos. Si n hace referencia al conjunto de los numeros
naturales, el primer caso es cuando n = 1. Este lema tiene una comprobacion facil.
El segundo lema afirma que si la proposicion es verdad para un elemento
cualquiera de dichos casos, ha de ser verdad para el valor siguiente. En la
situacion de los nimeros naturales que estamos considerando, si suponemos que
la proposicion es cierta para n, entonces, ha de ser cierta para n + 1. Este lema
requiere apoyarse en propiedades matematicas que lleven a su comprobacion. A
veces hay que realizar un razonamiento deductivo basado en propiedades que no
son evidentes. Polya considera que el razonamiento en la demostracion por
induccion matematica puede ser simplificado. Es suficiente saber dos cosas sobre
la conjetura:

1. Esciertaparan=1.

2. Siendo cierta para n, lo es igualmente paran + 1

(Polya, 1966, p. 156).
La induccion matematica se considera una forma muy potente cuando se trata de
demostrar propiedades en las que interviene el conjunto de los nUmeros naturales
u otro conjunto de caracteristicas similares. Esto se debe a que permite conocer el
comportamiento de los infinitos elementos de dicho conjunto utilizando un
“aparato” poco sofisticado en cuanto a los elementos implicados, si bien es cierto
que se deben tener en cuenta dos observaciones. La primera es que la
comprobacidon del segundo lema puede resultar altamente dificultosa. La segunda
es que se deben cumplir una serie de condiciones para que una propiedad
matematica se pueda demostrar por induccion completa:

1. La propiedad a demostrar se ha de conocer de antemano de una forma

precisa.
2. La propiedad debe depender de los nimeros naturales.
3. Debe estar explicitada de tal manera que permita verificar que permanece
cierta cuando se pasa de un namero natural n al siguiente n + 1.

Pero en matematicas, no todo lo relacionado con la induccion esté relacionado con
el razonamiento deductivo. Lo que ocurre es que debemos diferenciar entre

induccion (matematica) y razonamiento inductivo en la disciplina matematica vy,
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como mostraremos a continuacion, el panorama es acorde con las consideraciones

hechas en otras disciplinas.

RAZONAMIENTO INDUCTIVO EN MATEMATICAS

Hacia la mitad del siglo XIX, la Ldgica y la Matematica se consideran ciencias
auxiliares en el avance del conocimiento mediante la formulacion de conjeturas y
la justificacion de las mismas. Prestamos atencion a dos aspectos que han sido
resaltados en el razonamiento inductivo desde diferentes disciplinas y en
diferentes épocas. Por un lado, el papel del razonamiento inductivo en la
adquisicién de conocimiento, en particular del conocimiento matematico. Por otro
lado, la funcién del razonamiento inductivo en la validacion del conocimiento

matematico.

El Razonamiento Inductivo en la Adquisicion de Conocimiento Matematico

Uno de los hallazgos culturales decisivos del S. XIX fue el descubrimiento de que
la matematica no es una ciencia natural, sino una creacion intelectual del hombre
(Boyer, 1999, p. 741). A finales del siglo XIX se reconocia la matematica como
una forma de pensamiento axiomatico. Russell identifica la matematica con la
I6gica y sigue tendencias formalizadoras iniciadas por Boole, Dedekind y Peano.
Russell (1973) considera que toda la matematica se deduce de la légica simbdlica.
Los logicistas, encabezados por Bertrand Russell, siendo seguidores de Frege y
opositores de Peirce, identifican la matematica con la Iégica. Sin embargo, estas
tendencias no eran compartidas por otros matematicos como Silvester o Poincare,
quienes se inclinaron més hacia una concepcion intuicionista de la matematica,
considerando como el objetivo de la matematica pura el “desvelamiento de las
leyes de la inteligencia humana” (Boyer, 1999, p. 742). Poincaré distingue dos
fases en el proceso de invencion matematica y, entre ambas, existe una fase
intermedia inconsciente (Piaget y Beth, 1980). Un analisis profundo de la
naturaleza del razonamiento matematico muestra que es fecundo gracias al
razonamiento inductivo (Poincaré, 1902). La induccion es el término rescatado
por Poincaré al responder a la pregunta de la verdadera naturaleza del

razonamiento matematico. Poincaré defiende que el interés de lo deductivo radica
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precisamente en que participa de la naturaleza del razonamiento inductivo y que
por eso es fecundo. La generalizacion es la intencion de las matematicas y se
presenta en éstas como generadora de este conocimiento (Lakatos, 1978)

Los matematicos seguidores de Poincaré identifican la importancia de la intuicion
y defienden al razonamiento inductivo en matematicas (Smith, 2002). Uno de
ellos es Hadamard, quien distingue cuatro fases en la invencion de la matematica:
(a) preparacion, (b) incubacion, (c) iluminacion y (d) verificacion o comprobacion
(Piaget y Beth, 1980).

Para Peirce, la induccion es una de las tres modalidades de razonamiento que se
emplean en la ciencia, junto con la abduccion y la deduccion. En concreto, la
induccion desempefia un papel fundamental en el método cientifico (Peirce,
1918).

Desde mediados del siglo XX, se ha ido imponiendo la sensacion... de que lo que
hay que hacer es avanzar en el desarrollo de la matematica (Boyer, 1999, p. 757),
sin que exista preocupacion por la concepcion a la que se es fiel desde la
perspectiva matematica.

En la actualidad, la Mateméatica combina lo inductivo y lo deductivo. Las
matematicas y la ciencia estan, de modo importante, inspiradas por los hechos,
por las generalizaciones facticas y luego por este imaginativo analisis deductivo
(Lakatos, 1978, p. 137). En mateméticas, los logros recaen en la evidencia
deductiva, aunque la practica matemaética se basa directamente en la evidencia
inductiva (Brown, 1999). El razonamiento inductivo ocupa un lugar destacado
dentro de la Matematica, donde la actitud inductiva es fundamental para la
construccion del conocimiento.

El trabajo con casos particulares, la busqueda de patrén, la generalizacion y la
justificacion de conjeturas son algunas de las tareas que Pdlya (1945) considera
asociadas al razonamiento inductivo y que permiten cumplir uno de los

principales compromisos de las matematicas: el descubrimiento.

El Razonamiento Inductivo en los Procesos de Validacion

La inseguridad acerca de la validez de las conclusiones obtenidas mediante
procesos inductivos ha hecho que el razonamiento deductivo se haya considerado
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la forma de razonamiento matematico preferente, lo cual no deja de ser una
simplificacion (Rico, 1997b). En este epigrafe ponemos de manifiesto que el
razonamiento inductivo juega un papel importante, y complementario al
razonamiento deductivo dentro de los procesos de validacion. Este papel se pone
de relevancia en la aparicion de este tipo de razonamiento como caracteristica de
los procesos de validacion previos a la demostracion o incluso como componente
de la primera parte de la induccion matematica, como demostracion, tal y como
sefiala Pdlya (1966). La funcion de justificacion de las conjeturas formuladas es
atribuida al razonamiento inductivo, aunque sobre él no recae la justificacion de
las generalizaciones, en la que el rigor es fundamental.

Los cambios en el criterio de rigor de la prueba han propiciado grandes
revoluciones en matematicas. Las formas que se han considerado adecuadas para
validar las conjeturas han sido de diferente naturaleza a lo largo de la historia. Un
ejemplo de ello son las pruebas geométricas. Los pitagoricos sostenian que las

pruebas rigurosas debian ser aritméticas. Cuando descubrieron una prueba

rigurosa de que \/Eera irracional, se cambio el criterio, ocupando su lugar la
prueba geometrica. En el siglo XVIII, algunas figuras que llevaron a confusion,
contribuyeron a la mala reputacion de las pruebas geométricas y en el siglo XIX
se volvid a cambiar el criterio de rigor (Poincaré, 1905, citado por Lakatos, 1976).
El tipo de razonamiento empleado es un criterio de rigor que utilizan los
investigadores en Didactica de la Matematica, quienes asignan diferentes
funciones a los procesos de validaciéon. Los distintos niveles que establecen
diversos investigadores (Balacheff, 2000; Blum y Kirsch, 1991; Gutiérrez, 2001,
Jaffe y Quinn, 1993; Martinez, 2000; Movshovitz-Hadar, 1996; Simpson, 1995;
Van Asch, 1993; Van Dormolen, 1977), atienden al tipo de razonamiento
empleado. En la Tabla 2 - 1 presentamos estos trabajos junto con la terminologia

que utilizan asociada a los procesos de validacion.
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Tabla 2 - 1. Expresiones relacionadas con los procesos de validacion

DOS NIVELES TRES NIVELES

Capitulo 2. Fundamentacién Teorica
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@) Quinn -Hadar (2000) (2001) Dormolen| y Kirsch Asch (2000)
R (1993) (1996) (1977) | (1991) (1993)

E
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En general, se puede concluir que cuanto mas razonamiento deductivo existe en
un proceso de validacion, mayor es el rigor atribuido a la validacion y, cuanto mas
razonamiento inductivo requiere, menor rigor matematico aporta la validacion
(Cafiadas, Castro y Gomez, 2002).

En este contexto, los procesos de validacion, en los que predomina el
razonamiento inductivo y que son considerados menos rigurosos, estan ligados al
trabajo con ejemplos y casos particulares.

Segun lo recogido en este epigrafe, el razonamiento inductivo puede atender a la
verificacion de conjeturas mediante la comprobacion de nuevos casos particulares
como a la falsacion de las mismas mediante contraejemplos que permitan rechazar

una conjetura determinada.

CONSIDERACIONES PARA LA EDUCACION MATEMATICA

En los epigrafes anteriores hemos encontrado diferentes aspectos relacionados con
el razonamiento en general y con el razonamiento inductivo en particular.
También se ha puesto de manifiesto que el razonamiento inductivo y la resolucién

de problemas estan fuertemente relacionados y se consideran elementos
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fundamentales en el avance del conocimiento y, en concreto, del conocimiento
matematico. Por ello, en este apartado apareceran elementos relacionados tanto
con el razonamiento inductivo como con la resolucion de problemas, que

constituyen dos elementos clave de esta investigacion.

Razonamiento

Desde la Psicologia, el razonamiento estd ligado al pensamiento humano, el
razonamiento es estudiado en la rama de la Psicologia que estudia el pensamiento
(Santamaria, 1995). El razonamiento, a partir de los trabajos sobre la Teoria del
Procesamiento de la Informacién, se considera un proceso que conlleva la
realizacion de inferencias explicitas: de una o varias proposiciones se infiere otra.
Dichos procesos, a su vez, estan intrinsecamente ligados al lenguaje. Por otra
parte, dichos procesos son inherentes a un acto de exploracion, que se efectua con
objeto de adaptar una situacion nueva, se trata de problemas para cuya solucién es
suficiente una manipulacion, bien de objetos o de instrumentos (Duval, 1999).
Duval (1999) apunta hacia una falta de reflexion teorica sobre la pregunta ¢qué es
el razonamiento? en los estudios psicoldgicos y didacticos que tratan del propio
razonamiento. Critica, que se supone por lo general, que la logica y la practica de
las matematicas proporcionaran respuestas evidentes a dicha pregunta.
Reconocemos la importancia y la necesidad de esta cuestion que apunta Duval,
pero no vamos a entrar en dicha reflexion tedrica porque consideramos que queda
fuera de los limites de este trabajo.
Desde la Educacion Matemaética, Balacheff considera que el razonamiento es una
actividad intelectual no completamente explicita que se ocupa de la manipulacion
de la informacion dada o adquirida, para producir una nueva informacion
(Balacheff, 2000, p. 13). Rico destaca el aspecto conceptual que forma parte del
razonamiento en esta disciplina y define el razonamiento como

la capacidad para establecer nuevas relaciones entre las unidades de

informacion que constituyen un concepto y se expresa mediante una

secuencia argumental. El razonamiento es la forma usual de procesar

conceptos, es decir, de derivar unos conceptos de otros o implicar una
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nueva relacion sobre la base de las relaciones ya establecidas (Rico, 1997,
p. 33).
En esta investigacion consideramos el razonamiento como un proceso cognitivo
mediante el que se encadenan o manipulan ideas o conceptos que llevan a una

conclusién.

Tipos de Razonamiento

Recogemos diferentes tipos de razonamiento que se han trabajado en
investigaciones vinculadas a la Educacion Matematica. Como se detallara, en
ocasiones se trata de tipos de razonamiento ya mencionados a los que se les asocia
una terminologia diferente, con ciertas connotaciones especificas. Comenzamos
por la distincion clasica entre razonamiento inductivo y deductivo y continuamos

por otros tipos de razonamiento que han surgido posteriormente.

Razonamiento inductivo y razonamiento deductivo

La distincion entre lo inductivo y lo deductivo se viene haciendo desde la filosofia
clasica. Para esta distincion, se han considerado diferentes criterios. EI mas
conocido de ellos es el modo de trabajo, herencia de la filosofia. Mientras que lo
inductivo va de lo particular a lo general, lo deductivo opera a la inversa.

Otro criterio para distinguir entre estos dos tipos de razonamiento es atender al
tipo de conclusién que se alcanza. Si en la conclusion queda incluida la
informacion que viene dada, la inferencia sera deductiva y la conclusion tendra
valor de verdad. Un razonamiento deductivo es valido solo si es imposible que su
conclusion sea falsa mientras que sus premisas sean verdaderas. Por el contrario,
si la conclusion va mas alla de lo dado, la inferencia es inductiva. El razonamiento
inductivo tiene un caracter aumentativo en el sentido de que la conclusion
contiene méas informacion que las premisas de las que se parte (Bisanz, Bisanz y
Korpan, 1994; Diez y Moulines, 1997). Un razonamiento inductivo es fuerte solo
si es improbable que su conclusion sea falsa cuando sus premisas sean verdaderas.
El razonamiento inductivo depende del apoyo empirico que le prestan las
premisas para alcanzar la conclusion.

Aunque sea frecuente la separacion entre lo inductivo y lo deductivo, existen

dudas respecto a una separacion drastica de estos dos tipos de razonamiento,
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como ponen de manifiesto Pedemonte (2001) y Simon (1996) desde la Educacion
Matematica. Estos trabajos advierten de la imposibilidad de hacer una clara
distincion entre los razonamientos inductivo y deductivo debido a que los limites
entre lo deductivo y lo inductivo no estan claramente definidos. Por esta razon,
dichos autores han visto necesaria la diferenciacion entre tres tipos de
razonamiento porque, aunque en la literatura de investigacion se observa una
continua referencia a los razonamientos deductivo e inductivo y se distinguen
tedricamente, en el trabajo con los alumnos, no es tan evidente (Ibafies, 2001,
Marrades y Gutiérrez, 2000). El tercer tipo de razonamiento que incluyen
Pedemonte y Simon son el razonamiento abductivo (que ya fue considerado por
Peirce anteriormente) y el razonamiento transformacional, respectivamente. Se
trata de razonamientos intermedios entre el inductivo y el deductivo que se han

tratado desde la Educacién Matemaética y que describimos a continuacion.

Razonamiento abductivo

Diversos autores retoman el razonamiento abductivo sugerido por Peirce en
relacion con la Educacion Matematica. El razonamiento abductivo se relaciona
con la construcciéon del conocimiento matematico mediante la resolucion de
problemas (Burton, 1984; Cifarelli, 1997; Mason, 1995). Sin embargo, tanto
Mason como Anderson (1995) estan de acuerdo en lo transitorio y poco estable de
este tipo de razonamiento, su dificultad para promoverlo en los estudiantes y la
imposibilidad de ensefiarlo.

La caracterizacion mas general de la abduccion como inferencia que conduce
hacia la mejor explicacion ha sido una interpretacion posterior a la que se extrae
directamente del trabajo de Peirce. Dentro de esta interpretacion, Pedemonte
(2001) llega a considerar la abduccién como un proceso natural que surge en los
alumnos durante la formulacion de conjeturas y que es necesaria y previa a la

demostracion formal en la que prevalece la argumentacion deductiva.

Razonamiento transformacional

Simon (1996) afiade el razonamiento transformacional a la distincion tradicional
entre razonamiento inductivo y deductivo. Este autor entiende por razonamiento

transformacional las promulgaciones mentales o fisicas de una operacion o
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conjunto de operaciones sobre un objeto o conjunto de objetos. Estas operaciones
le permiten a uno prever las transformaciones que esos objetos sufren y el
conjunto de resultados de esas operaciones (p. 201). Simon considera central en
el razonamiento transformacional la habilidad de considerar el razonamiento
como un proceso dinamico por el que se genera un estado nuevo por medio de
estados continuos.

Este autor presenta las siguientes caracteristicas para el razonamiento
transformacional:

1. Como ocurre con otros tipos de razonamiento, los casos de razonamiento
transformacional pueden abarcar desde los relativamente triviales hasta
los extremadamente potentes.

2. El razonamiento transformacional no involucra solo la habilidad de
producir promulgaciones fisicas 0 mentales particulares, sino también el
ver si ese proceso se adecua a una situacion matematica particular.

3. El razonamiento transformacional no s6lo produce un camino diferente de
pensar en situaciones matematicas, también involucra un conjunto
diferente de preguntas
(Simon, 1996, pp. 202 - 203).

Harel y Sowder (1998) destacan que, aunque las operaciones entre los objetos que
se llevan a cabo mediante razonamiento transformacional se realizan dejando fijas
ciertas relaciones del objeto, el sujeto es capaz de anticiparse a posibles cambios y
ademas conoce las operaciones que se pueden aplicar para compensar €sos
cambios.

En otras ocasiones, desde la Ecuacion Matemaética se hace una reformulacion de
los tipos de razonamiento ya existentes, a los que se les asocian nuevas

connotaciones, como exponemos en el siguiente epigrafe.

Razonamiento plausible y razonamiento basado en experiencias previas

Partiendo de la distincion que hace Polya (1966) entre razonamiento estricto y
razonamiento plausible, Lithner (2000) distingue entre razonamiento plausible y
razonamiento basado en experiencias previas. Considera razonamiento plausible a

toda argumentacion que verifique las dos condiciones siguientes:
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1. Se basa en propiedades matematicas de los elementos que aparecen en el
razonamiento.
2. Pretende guiar hacia lo que probablemente es verdad, sin que
necesariamente se haya terminado o sea cierto.
La demostracion queda incluida como caso particular de razonamiento plausible
y requiere un grado de certeza en la segunda condicién (Lithner, 2000, p. 166).
Por otro lado, Lithner define el razonamiento basado en experiencias previas
como la argumentacion que verifica las dos condiciones siguientes:
- Se basa en nociones y procedimientos de experiencias individuales previas
- Pretende dirigirse hacia lo que probablemente es verdad, sin que
necesariamente sea completa o correcta dicha verdad.
No se trata de aprender algo de memoria, sino de relacionar la eleccion de una
estrategia y su implementacion a algo familiar (Lithner, 2000, p. 167).

Relaciones entre los Tipos de Razonamiento Identificados

Los trabajos sobre los tipos de razonamiento consultados dejan constancia de los
esfuerzos de diferentes autores por indagar sobre diversos tipos de razonamiento,
partiendo de la clasificacion general entre razonamiento inductivo y razonamiento
deductivo. Sin embargo, las delimitaciones de cada tipo de razonamiento no estan
claramente establecidas, no son exhaustivas y, por tanto, no siempre es facil
discriminar o separar claramente razonamiento inductivo y razonamiento
deductivo (Stenning y Monaghan, 2005).

En general, los tipos de razonamiento identificados a lo largo de este capitulo se
pueden considerar dentro del razonamiento inductivo o del razonamiento
deductivo, excepto el razonamiento transformacional y el razonamiento
abductivo, que son diferentes y complementarios a los anteriores.

Una forma de clasificar los razonamientos es atendiendo al contexto en el que se
ponen de manifiesto. Los razonamientos inductivo y deductivo se pueden llevar a
cabo fuera del contexto cientifico, en la Ciencia y, méas especificamente, en
Matematicas. Pierce considera la abduccion como un tercer tipo de razonamiento
en la ciencia y algunos investigadores en Educacion Matemaética han considerado

el razonamiento transformacional en matematicas, un razonamiento diferente y
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complementario a los razonamientos inductivo y deductivo (Harel y Sowder,
1998; Simon, 1996).

Los demaés tipos de razonamientos a los que hemos hecho referencia en los
epigrafes anteriores de este capitulo se pueden ubicar dentro de los razonamientos
inductivo o deductivo, con ciertas caracteristicas que los identifican. Por ejemplo,
el razonamiento demostrativo es un tipo de razonamiento deductivo que se utiliza
en matematicas y que queda caracterizado por el rigor y el formalismo propio de
la matematica formal. Mientras que el razonamiento analdgico se puede
considerar un tipo de razonamiento inductivo que se utiliza en cualquier situacion,
propia de la ciencia o no.

Pese a la variedad de razonamientos y a la dificultad practica de diferenciar entre
ellos, se ha puesto de manifiesto una tendencia generalizada a establecer la
diferencia entre lo inductivo y lo deductivo. En esta investigacion nos hemos
centrado en el razonamiento inductivo.

Una hipotesis inductiva suele obtenerse a partir de un gran nimero de situaciones
gue apoyan la plausibilidad de la formulacion de la conjetura para el caso general.
Sin perder de vista las posibles interferencias que se puedan producir entre
diferentes tipos de razonamiento, centramos nuestra atencion en el razonamiento
inductivo como proceso que permite avanzar en el conocimiento mediante la
obtencion de mas informacion que la que aportan los casos particulares con los
que se inicia dicho proceso, en el sentido en el que Pdlya (1945) habla de

induccion.

Razonamiento Inductivo

Para ubicar el razonamiento inductivo en nuestra disciplina, recurrimos a algunos
aspectos presentados en epigrafes anteriores de este capitulo. En la Figura 2 - 2
recogemos los dos tipos generales de razonamiento que se suelen distinguir y las
disciplinas en las que se consideran, segun lo mostrado en este capitulo.
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Figura 2 - 2. Razonamiento inductivo en diversas disciplinas

La importancia que se ha dado al razonamiento inductivo (o induccién) en la
adquisicion del conocimiento ha variado segun las épocas y las disciplinas en las
que se considere. Esta importancia ha dependido de la dudosa validez que se le
atribuye, el problema de la induccién ha ido asociado a este tipo de razonamiento
y en ocasiones, ha llevado a rechazarlo. Esto es puesto de manifiesto por Bisanz,
Bisanz y Korpan (1994), de quienes tomamos tres caracteristicas del
razonamiento inductivo, que resumen las ideas fundamentales que se consideran
asociadas al mismo:

- Dalugar a una red de conocimiento que va aumentando segun se producen

procesos inductivos.
- Es arriesgado, ya que puede ser, o no, verdad incluso cuando las premisas
sean verdad.

- Debe ser contrastado para que produzca conclusiones validas.
El razonamiento inductivo se considera un elemento clave en la construccion de
conocimiento. Es significativa la afirmacion de Klein al sefialar que, en cierto
sentido, las matematicas han progresado més gracias a las personas que se han
distinguido por la intuicion, no por los métodos rigurosos de demostracion (citado
por Perero, 1994). Este sentido intuitivo necesario para avanzar en el
conocimiento matematico es el que Polya (1966) defiende en su trabajo al hablar
de la importancia de una actitud inductiva. La induccion en el sentido que sefiala
este autor, la consideramos equivalente al razonamiento inductivo ya que expresa
el proceso cognitivo que comienza con el trabajo de casos particulares y, pasando
por la formulacién de conjeturas, llega a la comprobacion de éstas. Siguiendo el

trabajo de Pdlya, en nuestra investigacion, consideramos equivalentes el
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razonamiento inductivo y la induccion. La induccion matematica haré referencia a
la demostracion, de caracter deductivo, que permite validar por completo las
proposiciones en las que se aplica. EI razonamiento inductivo Unicamente permite
la comprobacion de conjeturas para ciertos casos particulares.

Segun la definicién de induccién heredada de la Filosofia, consideramos que
mediante el razonamiento inductivo se realiza una inferencia ampliativa debido a
que la conclusién tiene informacion nueva con respecto a las premisas, se produce
un paso de lo particular a lo general.

Aceptamos que el razonamiento inductivo es un proceso que permite avanzar en
el conocimiento mediante la obtencion de méas informacidn que la que aportan los
datos iniciales con los que se inicia el proceso.

En el enfoque tedrico presentado, hemos mostrado la resolucion de problemas en
relacion con diversos tipos de razonamiento, en particular con el razonamiento
inductivo. EI motivo que nos ha movido a ello ha sido que, para nuestra
investigacion, consideramos la resolucién de problemas una tarea apropiada sobre

la que investigar el proceso de razonamiento inductivo.

Resolucion de Problemas

La importancia dada a la resolucién de problemas en Psicologia y en Matematicas
trasciende a la Educacion Matematica, donde la resolucion de problemas es
considerada una actividad altamente formativa que pone de manifiesto distintos
modos de razonamiento (Cafadas y Castro, 2002; Segovia y Rico, 2001).

Diversos autores (Kilpatrick, 1985; Lester, 1980; Schoenfeld, 1992) se han
preocupado por realizar revisiones de trabajos sobre la resolucién de problemas
matematicos. En sus conclusiones, ponen de manifiesto la evolucion de la
resolucion de problemas como tema de investigacion en Educacion Matematica,
desde sus inicios en los afios setenta.

Actualmente, la resolucion de problemas es un tema de investigacion en auge en
nuestro pais desde diferentes perspectivas. Ha sido trabajado por diversos autores
como Carrillo (1994), Cruz y Carrillo (2004), Puig (1996), Socas, Hernandez y

Noda (1998) y, en el grupo de investigacion Pensamiento Numérico en el que se
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enmarca este trabajo por Castro (1995), Castro (2002); Castro, Morcillo y Castro
(1999), Espinosa (2005), Fernandez (1997) o Rico (1988).

Por lo general, una situacion se considera problema cuando un individuo o
resolutor no conoce a priori algoritmos 0 métodos que permitan la obtencion de la
solucion de manera inmediata.

El resolutor es un elemento fundamental para caracterizar un problema. En este
sentido, la consideracion de Schoenfeld (1985, p. 74) es significativa: ser un
problema no es una propiedad inherente de una tarea matemética. Mas bien es
una relacion entre el individuo y la tarea lo que hace la tarea un problema para
esa persona. Para Yevdokimov (2003) es fundamental tener en cuenta el
conocimiento previo del sujeto para que una tarea pueda decirse que es un
problema para un resolutor determinado.

El proceso de resolucion de problemas es la actividad mental desplegada por el
resolutor desde el momento en que, siéndole presentado un problema, asume que
lo que tiene delante es un problema y quiere resolverlo, hasta que da por acabada
la tarea (Puig y Cerdéan, 1988, p. 21). Esta actividad comienza con la percepcion
del problema y finaliza con la solucion del mismo. Puig (1996) considera que
resolucion del problema es todo aquello que conduce desde el planteamiento a la
conclusion. La comprension del método que conduce a la solucion de problemas

de cualquier tipo es el objeto de la heuristica.

Razonamiento y Representacion

Desde el punto de vista psicologico, el razonamiento se ve relacionado con la
resolucion de problemas y con las representaciones que hacen los sujetos en el
proceso de resolucién (Stenning y Mohanghan, 2005). Diferentes procesos
cognitivos se encuentran asociados a las representaciones. Esto se debe a que
dichos procesos se explican en relacién a las representaciones que son, al tiempo,
su producto y su base (Carretero y Garcia, 1984, p. 59).

El razonamiento, como actividad cognitiva, requiere de la utilizaciéon de sistemas
de expresion y de representacion distintos a los del lenguaje natural o de las
imagenes como por ejemplo, variados sistemas de escritura para los numeros,

notaciones simbdlicas para los objetos, escrituras algebraica y ldgica, figuras
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geométricas, representaciones en perspectiva, graficas cartesianas, redes,
diagramas o esquemas (Duval, 1999).

El concepto de representacion ha evolucionado y se ha modificado adecuandose a
las teorias del conocimiento de cada época. Hay acuerdo en que para pensar y
razonar sobre ideas matematicas es necesario hacerse una representacion interna
de las mismas, de forma que la mente tenga posibilidad de operar con ellas. Para
comunicar estas ideas es preciso representarlas externamente para que sea posible
dicha comunicacion (Castro, 1995, Hiebert y Carpenter, 1992; Riviere, 1980). En
general, consideramos que los procesos cognitivos son aquellos que manipulan
representaciones (Rico, Castro y Romero, 1997). Dado que la comunicacion de
es0s procesos requiere que la representacion sea externa (Hiebert y Carpenter,
1992), seran éstas en las que nos centremos para el analisis del razonamiento que

perseguimos con nuestra investigacion.

Representaciones externas

Rico (2000) caracteriza la nocién de representacion de un modo practico para la
Educacion Matematica como todas aquellas herramientas - signos o graficos —
gue hacen presentes los conceptos y procedimientos matematicos y con las cuales
los sujetos abordan e interactGan con el conocimiento matematico, es decir,
registran y comunican sus conocimientos sobre las mateméticas (Rico, 2000, p.
2).
Las representaciones internas y las representaciones externas no pueden verse
como dos dominios diferentes desde el punto de vista genético. Las
representaciones externas actlan como estimulo para los sentidos en los procesos
de construccion de nuevas estructuras mentales y permiten la expresion de los
conceptos e ideas a los sujetos que las utilizan (Duval, 1993). Para Duval (1999)
las representaciones externas son, por naturaleza, representaciones semioticas,
estan ligadas a un estado de desarrollo y dominio de un sistema semiético, y son
accesibles a todos los sujetos que conocen el sistema semidtico utilizado. Duval
no considera que exista una correspondencia directa entre las representaciones
mentales y las semidticas, sino una interaccion cuya complejidad aun escapa a
los métodos de investigacion y a las teorias de que se dispone (Duval, 1999, p.
36).
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Nos estamos refiriendo a las representaciones externas como aquellas que tienen
una traza o soporte fisico tangible aun cuando dicho soporte puede tener grados de
abstraccion elevados (Castro y Castro, 1997).
Las representaciones externas, como son los enunciados en el lenguaje
natural, las formulas algebraicas, las graficas, las figuras geomeétricas,
entre otras muchas, son el medio por el cual los individuos exteriorizan sus
imagenes y representaciones mentales haciéndolas accesibles a los demas
(Rico, 1997Db, p. 101).
La comunidad matematica, en la comunicacion y transmision de ideas, suele
identificar cada concepto con una de sus representaciones prioritarias y
simplificar las conexiones entre los diversos sistemas de representacion,
dificultando asi la comprension de los aprendices (Gairin, 1998, p. 13).
Pese a este hecho, se debe tener en cuenta que
cada uno de los modos distintos de representar un mismo concepto
matematico proporciona una caracterizacion diferente de dicho concepto;
no hay un Unico sistema capaz de agotar en su totalidad la complejidad de
relaciones que cada concepto matematico encierra (Castro y Castro, 1997,
p. 103).
Las distintas formas de representacion y las diferentes formas de expresar un
mismo concepto matematico, permiten hablar de estructuras mas generales que
contienen a las representaciones, entre las que destacamos los sistemas de

representacion.

Sistemas de Representacion

Junto a la nocion de representacion encontramos diferentes términos relacionados.
Skemp (1980) habla de simbolos y, posteriormente, se han utilizado términos
como sistemas matematicos de signos (Kieran y Filloy, 1989), sistemas de
notacion (Kaput, 1992), sistemas de registros semidticos (Duval, 1993), objetos
ostensivos (Bosch, 1994; Bosch y Chevallard, 1999) o sistemas de representacion
(Castro y Castro, 1997; Gairin, 1998).

Debido a que las representaciones constituyen sistemas para expresar un

determinado concepto matematico, son notaciones, reglas y convenios que
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expresan determinados aspectos y propiedades de un concepto (Castro y Castro,
1997). Siguiendo el trabajo llevado a cabo en nuestro grupo de investigacion,
Ilamaremos sistemas de representacion al conjunto de simbolos, graficos y reglas
que permite representar una estructura matematica y que sigue cierta
sistematizacion. En el caso de estructuras numéricas, Castro, Rico y Romero
(1997) definen el sistema de representacion como el modo de expresar y
simbolizar determinadas estructuras numéricas mediante unos signos, unas reglas
y unos enunciados. Ninguno de los posibles sistemas de representacion de un
concepto agota por si solo a dicho concepto.

Cada sistema de representacion estd sujeto a un conjunto de reglas que estan
condicionadas por las matematicas, en general, y por el concepto matematico
especifico, en particular (Goldin y Shteingold, 2001). Un sistema de
representacion es un sistema de reglas para: (a) identificar o crear caracteres, (b)
operar sobre y con ellos; y (c) determinar relaciones entre ellos (especialmente
relaciones de equivalencia) (Kaput, 1992, p. 523).

Como ya se ha mencionado, los objetos matematicos pueden expresarse mediante
diferentes sistemas de representacion. Esto provoca que un mismo objeto pueda
estar dado mediante representaciones diferentes. Janvier (1993) Illama
representaciones sindnimas a las representaciones validas para expresar un mismo
objeto matematico. Cada representacion proporciona una caracterizacion distinta
del objeto, y no hay ninguna que recoja todas las relaciones que cada objeto
matematico encierra. Ademas, los procesos de traduccion entre distintos sistemas
de representacién de un mismo concepto no son una cuestion trivial, como
parecia entenderse hasta fechas recientes (Castro y Castro, 1997, p. 104).

Skemp (1980) y Duval (1999) sefialan el error en que se incurre con frecuencia al
confundir los objetos matematicos con sus representaciones. Esto puede ser el
resultado del hecho denunciado por Gairin (1998) sobre el uso de un Unico
sistema de representacion para trabajar un concepto determinado. Por ejemplo, en
el contexto numérico, el concepto un medio se puede confundir con una de sus
representaciones 1/2. Sin embargo, existen diferentes sistemas de representacion

para este concepto, tal y como se ejemplifica en la Figura 2 - 3.
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Figura 2 - 3. ““Un medio™ en diferentes sistemas de representacion (Castro y Castro, 1997, p. 103)

Transformaciones en los sistemas de representacién

Las diferentes representaciones y las traducciones, o conversiones, que se pueden
establecer entre ellas son fundamentales en la adquisicién de conceptos y en la
resolucion de problemas, como sefialan Cifarelli (1998), Garcia (2000), Lesh, Post
y Behr (1987) o Schultz y Waters (2000). Segun estos autores, las
representaciones proporcionan medios para analizar, interpretar y tratar la
informacidn, asi como para establecer un plan de solucion, ejecutarlo y llegar a la
solucion del problema.

La conversion entre representaciones no siempre es evidente (Fernandez, 1997).
La consideracion de los diferentes sistemas de representacion y la habilidad en la
traduccion (o la falta de esta) es un factor que afecta al rendimiento en la
resolucion de problemas (Villegas, 2002).

Representaciones en la Resolucion de Problemas

Las representaciones han jugado un papel importante en la investigacion sobre
resolucion de problemas. Greeno (1977), por ejemplo, enfatiza esta relacion. Para
este autor, la comprension es una de las componentes mas importantes de la
resolucion de problemas y la diferencia entre la comprensién y la no comprension
esté en la naturaleza de la representacion... la buena comprension lleva consigo
la realizacion de representaciones coherentes (Greeno, 1977, p. 44).
En la resolucion de problemas, segun Lesh, Post y Behr (1987, p. 34)
los distintos sistemas de representacion no sélo son importantes por méritos
propios, sino que las traducciones entre ellos y las transformaciones dentro
de ellos también son importantes. Estos autores afirman que los buenos
resolutores de problemas tienden a ser suficientemente flexibles en el uso de

sistemas de representacion relevantes, de modo que instintivamente
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conectan la representacion mas conveniente para enfatizar cualquier punto

determinado del proceso de solucion.
Se considera, ademas, que el uso coordinado de mas de un sistema de
representacion facilita la plena comprension de ideas matematicas (Lesh, 1997).
La investigacion en resolucion de problemas ha evolucionado desde la
investigacion sobre los principios generales de la representacion y la resolucion,
por separado, a considerarlos conjuntamente y a tener en cuenta la importancia de
un dominio especifico de conocimiento. Actualmente, una representacion de un
problema es un modelo del problema construido por el resolutor para resumir su
comprension de la naturaleza esencial del problema (Novick y Basokk, 2005, p.
322).
Una de las caracteristicas que se consideran relevantes en la comprension de un
problema, en relacion con la representacion, es la visualizacion. Esta es una de las

nociones asociadas a las representaciones de un concepto.

Visualizacion

Tall (1991) presenta una concepcion de la visualizacion en la que considera la
simultaneidad de las representaciones grafica y mental de un concepto
matematico.

Desde la perspectiva psicologica, la visualizacion se suele asociar a la imagen
mental; mientras que desde la perspectiva matematica, se suele referir a la
habilidad para interpretar y entender informacion figurativa y manipularla
mentalmente; representar sobre un soporte material cualquier concepto
matematico o problema y usar diagramas para representar conceptos
matematicos y resolver problemas (Castro, 1995, p. 44). Considerando ambas
perspectivas, la visualizacion se puede considerar como un medio que permite
manipular las representaciones de un concepto matemaético en el proceso de
resolucion de problemas.

Tras las consideraciones hechas desde la Educacion Matematica, nos centramos
en algunas ideas que son la base de nuestro trabajo, en relacion a un modelo

tedrico de razonamiento inductivo y a las estrategias inductivas.
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UN MODELO TEORICO DE RAZONAMIENTO INDUCTIVO

Pdlya (1966) considera la necesidad de una actitud inductiva en matematicas y la
importancia de la generalizacion como paso de la observacion de un objeto al
examen de un conjunto de objetos, entre los cuales figura el primero; o bien, pasar
del examen de un conjunto limitado de objetos al de un conjunto mas extenso que
incluya al conjunto limitado. Para un resolutor de problemas ideal, Pdlya
identifica que el proceso de induccidn se inicia trabajando con casos particulares y
concretos, se pasa por la formulacion de una conjetura, llegando a la
comprobacion de la conjetura con nuevos casos particulares. Polya (1945)
considera que se suele llamar induccidn al procedimiento que usan los cientificos
para tratar con la experiencia. La induccion es un método para descubrir
propiedades tras la observacion de los fenémenos, la regularidad que presentan
dichos fendmenos y la coherencia que se les supone a los mismos. La induccién
empieza frecuentemente con alguna observacion.
A partir del trabajo de Pdlya extraemos lo que hemos Ilamado la primera
aproximacion a un modelo ideal a seguir en el proceso de razonamiento inductivo.
Este modelo consta de los siguientes pasos: (a) trabajo con casos particulares, (b)
busqueda de patrones basados en la regularidad observada en los casos
particulares, (c) formulacién de una conjetura de acuerdo con el patron, y (d)
comprobacion posterior.
El modelo anterior fue utilizado en el estudio piloto previo a éste, que constituyd
el trabajo de investigacion tutelada. La reflexion sobre las producciones de
aquellos alumnos en las entrevistas, unido a la ampliacion de nueva informacion,
tanto por la fundamentacién tedrica como por investigaciones relacionadas, nos
lleva a elaborar una segunda aproximacion de modelo de razonamiento inductivo
compuesto por siete pasos, a saber:

1. Trabajo con casos particulares.
Organizacion de casos particulares.
Identificacion de patrones.
Formulacion de conjeturas.

Justificacion.

o g ~ wD

Generalizacién.
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7. Demostracion.

(Canadas y Castro, 2007)
Dedicamos los siguientes epigrafes a precisar el significado que le atribuimos,
desde el contenido presentado en este capitulo, a estos pasos y a algunos términos

con los que se relacionan.

Trabajo con Casos Particulares

Los casos particulares son los ejemplos o casos concretos con los que se inicia un
proceso inductivo. Los casos particulares juegan un papel fundamental como
punto de partida de la induccion. Ademas, los casos particulares pueden servir
para validar una conjetura de una manera informal, como se detallara en un paso

que se corresponde con los procesos de validacion.

Organizacion de Casos Particulares

Este paso se considera como parte del trabajo con los casos particulares. A partir
de los antecedentes de esta investigacion (Capitulo 4), se observa la influencia que
puede tener la disposicidn de los casos particulares en la identificacion de patréony

en otros pasos sucesivos.

Identificacion de Patrones

Los patrones se consideran como “algo” que se repite con regularidad (Castro,
1995; Stacey, 1989). Los patrones se refieren a representaciones internas y
externas. Las internas al individuo se encuentran relacionadas de manera
significativa con lo que observan en su entorno.

Cuando a partir de una regularidad observada, se busca un patron que sea valido
para mas casos, se ha hablado de generalizacion (Polya, 1966). EI reconocimiento
de patrones es, por tanto, esencial en el desarrollo de la habilidad para generalizar.
Pdlya defiende en sus trabajos el uso del razonamiento inductivo como método
para descubrir propiedades tras la observacion de los fendmenos, la regularidad
que presentan dichos fendmenos y la coherencia que se les supone a los mismos.
Los patrones tienen un lugar destacado dentro del razonamiento inductivo de

cualquier ciencia si se tiene en cuenta que el reconocimiento de patrones puede
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ayudar a alcanzar formulas y relaciones generales. Desde hace algunos afios, la
importancia de los patrones en matematicas ha sido tal, que ha habido un cambio
significativo en lo que la comunidad cientifica entiende por saber y hacer
matematicas. Los patrones matematicos se han considerado como la estructura
que permite modelizar las reiteraciones que se observan en el entorno. El
principal avance en esta reconceptualizacién es pensar en las matematicas como la
ciencia de los patrones (Devlin, 1994; Keith, 1994; Sawyer, 1963).
Las matematicas son una actividad inherentemente social, en la que una
comunidad de practicantes entrenados (cientificos matematicos) se ocupan
de la ciencia de los patrones —intentos sistematicos basados en la
observacion, estudio, y experimentacion, para determinar la naturaleza de
los principios de las regularidades en los sistemas definidos
axiomaticamente o tedricamente (matematica pura) o modelos de sistemas
abstraidos de objetos del mundo real (matemética aplicada). Las
herramientas de las matematicas son la abstraccion, la representacion

simbdlica y la manipulacion simbélica (Schoenfeld, 1992, p. 335).

Formulacion de Conjeturas

Pélya considera la formulacion de conjeturas como segundo paso en el proceso de
razonamiento inductivo. Este autor, asi como Lakatos (1978) consideran que una
conjetura es una proposicion que se preve verdadera pero que aun no ha sido
sometida a examen. Este examen puede tener como resultado su aceptacién o su
rechazo.

En caso de presentarse un ejemplo para el que la conjetura no sea valida, la
conjetura se rechaza. En términos de Popper (1967), se dice que la conjetura se
refuta, es eliminada si entra en conflicto con observaciones elegidas con la

intencion de someter a prueba una teoria.

Generalizacion

Cuando la conjetura se expresa de tal manera que se refiere a todos los casos de
una clase determinada, se habla de generalizacion. Este es el principal objetivo del

razonamiento inductivo, por el que se le considera generador de conocimiento, en
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particular de conocimiento matematico. Sin embargo, para poder saber si estamos
0 no ante nuevo conocimiento, antes de poder aceptar una nueva conjetura
(general o0 no) con plena certeza de su validez desde el punto de vista matematico,
es necesario llegar a demostrarla mediante un proceso de validacion formal.

Pero también existen otros procesos de validacion que pueden convencer de la
validez de una conjetura, aunque no con el rigor que precisa la ciencia

matematica.

Procesos de Validacion

Llegar a la conviccién de una conjetura requiere un proceso de validacion.
Balacheff (2000) sefiala la importancia de los procesos de validacion La
validacion y la justificacion comparten la finalidad de conviccion que sefialan
Marrades y Gutiérrez (2000).

En algunos procesos de validacion predomina el razonamiento inductivo, son
aquéllos que se basan en los casos particulares. Los procesos de validacion
informales son comprobaciones que se realizan con casos particulares o
falsaciones desde la perspectiva que presenta Popper. Mientras que la
comprobacion con casos particulares no asegura la validez desde el punto de vista
matematico, la falsacion si lleva directamente al rechazo de una conjetura con
total validez.

Para comprobar la validez de una conjetura desde el punto de vista de la
verificaciobn matematica, es necesario recurrir a procesos deductivos, a la
demostracion formal.

La naturaleza inductiva o deductiva de los procesos de validacion que emplean los
estudiantes es la que permite diferenciar el razonamiento inductivo del
razonamiento inductivo matematico, respectivamente (Reid, 2002b).

A continuacion especificamos los significados de algunos términos asociados a
los procesos de verificacion, relevantes para este trabajo.

Justificacion
Ferrater (1988) entiende el término justificacion en dos sentidos. Por un lado

considera la serie de operaciones que se llevan a cabo para reconstruir

I6gicamente teorias cientificas. Por otro lado, considera que son los
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razonamientos que, obedeciendo leyes ldgicas, se producen cuando se dan razones
—las llamadas a menudo “buenas razones”— para demostrar que la norma o el
imperativo moral son aceptables o plausibles.

El término justificacion aparece cuando se quieren analizar otros términos como
argumentacion, demostracion o prueba. Por ejemplo, Duval (1999) define la
argumentacion como una justificacion o refutacion espontanea de una
declaracion en una discusion o debate (Duval, 1999, p. 144). La conviccién es
reconocida como la principal funcion de la argumentacion por diversos autores
como Duval (1999), Fetisov (1980), Hanna, (1989), Lithner (2000), Tall (1989) y
Volmik (1990).

Marrades y Gutiérrez (2000) consideran que una justificacion es cualquier razon
dada para convencer a la gente (profesor a alumnos, estudiante a otros estudiantes,
por ejemplo) de la verdad de una afirmacion. Estos investigadores distinguen
entre las justificaciones empiricas y las justificaciones deductivas. Las
justificaciones empiricas usan los ejemplos como el principal (puede que el Gnico)
elemento de conviccion. En las justificaciones deductivas la validacion de las
conjeturas se hace de un modo genérico y los ejemplos, cuando se usan, es para
ayudar a organizar las argumentaciones.

En este trabajo nos referiremos a la justificacion en el sentido en el que Marrades
y Gutiérrez (2000) hablan de justificaciones empiricas, donde la validacion se

realiza por medio de casos particulares.

Explicacion, prueba y demostracion

Balacheff (2000) considera la explicacion, la prueba y la demostracion como
procesos que permiten llegar a la conviccidn sobre una conjetura. La diferencia
entre los tres procesos esta en el nivel en el que se establece la validacién. Esta
diferencia permite determinar el significado de algunos elementos relacionados
con la validacién.

En la explicacion, es el sujeto locutor quien establece y garantiza la validez de una
proposicion.

El paso de la explicacion a la prueba hace referencia a un proceso social por el
cual un discurso que asegura la validez de una proposicién cambia de posicion

siendo aceptada por una comunidad (Balacheff, 2000). La prueba, por su cualidad
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de mostrar, cae directamente en el campo de la educacion matematica (Hanna,
2000). Existen diferentes términos en esta disciplina para denominar lo que
Balacheff llama prueba. La demostracién informal (Movshovitz-Hadar, 1996) o la
demostracion empirica (Gutiérrez, 2001) son algunos de estos términos que hacen
referencia a un tipo de justificacion cuyos razonamientos se basan en casos
particulares.

La prueba no se expresa de forma general, tal y como la comunidad matematica
exige para una demostracion formal. Con estas consideraciones, una prueba es
una justificacion informal (justificacion empirica en términos de Marrades y
Gutiérrez, [2000]), no se realiza con la generalidad suficiente para ser considerada
una demostracion formal. En el caso de que la prueba siga un conjunto bien
definido de reglas reconocidas por la comunidad matematica, se hablara de
demostraciéon (Balacheff, 2000). La demostraciéon es un proceso de validacion
formal que no deja lugar a dudas sobre la validez de la conjetura que prueba. La
demostracion determina inequivocamente la validez de una afirmacién (Hanna,
1989). Aunque no deje de ser una simplificacion, la demostracion se suele asociar
al razonamiento deductivo. Sin embargo, en ocasiones, como ocurre con la
induccion matematica — reconocida como una demostracion formal —, también es
necesaria una actitud inductiva en la primera fase de la misma, basada en las
relaciones entre los pasos particulares, tal y como sefiala Polya (1945).

Por tanto, nos referiremos al término explicacion para aquellas validaciones
informales de conjeturas por las que el sujeto queda convencido de su respuesta.
En el caso de que utilice algunos casos particulares y justificara sus conjeturas
hablariamos de prueba. Finalmente, cuando la validacién se haga desde el punto
de vista formal que la matematica requiere, hablaremos de demostracion. La
induccion matematica es una de las formas de demostrar propiedades
matematicas.

Por lo dicho en este apartado, podemos deducir que la justificacién de conjeturas
se considera equivalente a la prueba de las mismas.

En la Figura 2 - 4 recogemos las ideas sobre los procesos de validacion que van a
ser objeto de andlisis en esta investigacion, segun la terminologia que hemos

determinado en este capitulo:

79



Maria Consuelo Cafiadas Santiago

Procesos de Validacién

Explicacion

RIGOR
MATEMATICO

Demostracion
+

Figura 2 - 4. Procesos de validacion

Prueba o Justificacion

ESTRATEGIAS INDUCTIVAS

La induccion o el razonamiento inductivo es uno de los heuristicos considerados
por Polya para la resolucion de problemas (Polya, 1945). El razonamiento
inductivo, forma parte, por tanto, de una descripcion general del proceso de
resolucion basada en la caracterizacion que hemos presentado del razonamiento
inductivo mediante una serie de pasos.

En Educacion Matematica, las estrategias tienen en cuenta los conceptos
implicados en la resolucion de problemas como elemento importante en la
descripcion de los procedimientos que siguen los estudiantes en el proceso de
resolucion. Las estrategias estan vinculadas al contenido matematico con el que se
trabaja (Rico, 1988). Nos referiremos a las estrategias para designar el
procedimiento especifico a de las estrategias que se consideran en la resolucién de
unos problemas concretos.

En este trabajo, utilizamos la expresion estrategias inductivas para referirnos a las
estrategias especificas que utilizan los estudiantes en la resolucion de unos
problemas, en el sentido de heuristico (no de algoritmo) que hemos identificado.
Como se describira en el Capitulo 3, al trabajar con las progresiones aritméticas
como contenido matematico especifico (que es el que se utiliza en los problemas
que planteamos a los estudiantes), el razonamiento inductivo es un heuristico
posible para su resolucion. Por tanto, las estrategias inductivas deben tener en

cuenta los elementos propios del contenido matematico, asi como las relaciones
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que se pueden establecer entre ellos dentro del proceso inductivo en el que se van

a analizar.

RESUMEN DE LA FUNDAMENTACION TEORICA

Hemos tenido en cuenta la resolucién de problemas como contexto para esta
investigacion sobre el razonamiento inductivo. En este contexto especifico, se
considera un heuristico. En particular, hemos definido las estrategias inductivas
como el tipo de estrategias que se emplean en la resolucion de los problemas
donde la induccion se puede emplear como heuristico.

Ademas, hemos presentado en diversos epigrafes de este capitulo, la relacién entre
los sistemas de representacion y la resolucion de problemas, por un lado; y entre
los sistemas de representacion y el razonamiento, por otro. Esto permite establecer
una relacion entre esos tres aspectos. Los sistemas de representacion permiten
manipular y expresar el razonamiento inductivo y llevar a cabo el proceso de
resolucion de problemas. En particular nuestro interés se centra en las
representaciones externas, que son las que nos permiten describir el razonamiento
que llevan a cabo los estudiantes.

En la Figura 2 - 5 recogemos estas conexiones y ubicamos en el contexto de la
resolucion de problemas nuestro interés por describir el razonamiento inductivo

mediante las representaciones externas que utilicen los estudiantes.
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Razonamiento

Heuristicos :- __________ -'
1 1

! Estrategias R.Ilnternas

 Inductivas — Representaciones

1 'R. Externas
1 \I
e ¢
\
RESOLUCION DE PROBLEMAS \

\ Analisis del razonamiento
inductivo mediante las
representaciones externas
utilizadas en la resolucién de
problemas

Figura 2 - 5. Razonamiento inductivo y resolucion de problemas en esta investigacion

En esta investigacion, la consideracion de las progresiones aritméticas de numeros
naturales de érdenes 1y 2 cobra un interés relevante porque para la expresion del
razonamiento inductivo, se requiere de unos sistemas de representacion
(especificos del contenido matematico seleccionado) como medio para

exteriorizar las representaciones internas (Castro y Castro, 1997).
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CONTENIDO MATEMATICO

Toda relacion entre numeros, funciones y
operaciones se hace diafana, generalizable y
realmente fructifera solo cuando se desliga de su
objeto concreto y se introduce en un contexto
general. (Van del Waerdem, caracterizando las
maximas de Emily Noether)

En este capitulo nos centramos en el contenido matematico de las progresiones
aritméticas de nimeros naturales de o6rdenes 1 y 2. Recogemos un breve apunte
histérico sobre la Teoria de Numeros, donde se insertan las progresiones.
Realizamos un andlisis de este contenido matematico siguiendo la propuesta de
organizadores curriculares planteada por Rico (1997b) centrandonos,
principalmente, en la estructura conceptual y los sistemas de representacion, la
fenomenologia entendida como situacidén y contextos en los que el contenido de
las progresiones tienen su campo de problemas, también se recoge en otro
apartado.

La informacién de este capitulo es de utilidad doble. Permite, por un lado,
identificar los elementos y los sistemas de representacion presentes en los pasos
del razonamiento inductivo y las estrategias inductivas en el contexto particular de
esta investigacion. Por otro lado, sirve como base sobre la que establecer los
criterios para la seleccion de problemas para el andlisis del razonamiento
inductivo de los estudiantes de secundaria, que se recogera en el Capitulo 5.

En la Figura 3 - 1 se presentan, de forma esquematica, estas ideas, que seran

desarrolladas a lo largo del capitulo.
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CONTENIDO MATEMATICO

ANALISIS DE CONTENIDO

— b

Estructura Sistemas de Fenomenologia
matematica representacion

Criterios de
contenido

ANALISIS DE PROCEDIMIENTOS

~ N

Estrategias Razonamiento Destrezas

Estrategias
inductivas

Figura 3 - 1. Analisis de contenido y analisis de procedimientos

CONCRECION DEL CONTENIDO MATEMATICO

Exponemos a continuacion las dos consideraciones que hemos hecho y que nos
han llevado a elegir las progresiones de nimeros naturales de 6rdenes 1 y 2 como
contenido matematico para el trabajo de los sujetos que intervienen en la parte
empirica de esta investigacion.

Por una parte, Polya (1966) destaca posibles contenidos matematicos con los que
se puede usar la induccidn. Si bien en principio, considera que las matematicas, en
general, son un medio idoneo para realizar este tipo de razonamiento por ser una
disciplina donde los patrones aparecen constantemente, sus ejemplos para mostrar
el proceso inductivo son tomados de la Geometria Sélida y de la Teoria de
Numeros, fundamentalmente. Utiliza los desarrollos de series, las aproximaciones

y los limites, y presenta numerosos ejemplos de teoremas y propiedades, algunos
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descubiertos por Euler, que se obtuvieron mediante induccion. La constante en
todos ellos estd en el procedimiento seguido en su tratamiento. Asi se percibe que
los resultados parciales pueden ser sistematizados mediante tabulacion, se hace
observacion de regularidades, busqueda de patrones que dé sentido a la
regularidad observada, formulacion de una conjetura y la comprobacidn posterior
de la misma. La Teoria de Numeros es considerada una rama de la matematica
que posee unas caracteristicas especiales que hacen que sus propiedades, teoremas
y problemas sean adecuadas para ser “descubiertos” mediante razonamiento
inductivo. Todo lo anterior nos invita a considerar dicha rama de la matematica y
a elegir un objeto matematico de la misma para nuestro trabajo de investigacion.
Por otra parte, las investigaciones anteriores a la nuestra, sobre razonamiento
inductivo, y que se presentan en el Capitulo 4, utilizan mayoritariamente
sucesiones para estudiar el desempeno que de ellas hacen los alumnos en lo que a
razonamiento inductivo se refiere.

Como consecuencia de las dos razones anteriores, seleccionamos las sucesiones
de numeros naturales para el trabajo de los estudiantes de educacion secundaria.
Sin embargo, es necesario concretar mas el tipo de sucesiones para desarrollar

nuestra investigacion. Por ello, revisamos el curriculo de educacion secundaria.

Situacion Curricular del Contenido Matematico

La busqueda que hicimos, cuando realizamos el Trabajo de Investigacion
Tutelada, para elegir el nivel escolar en el que deberian estar los estudiantes de
nuestra investigacion, nos llevo a la educacion secundaria. Se tuvo en cuenta, en
dicha buasqueda, que los estudiantes tuviesen ciertas capacidades que les
permitiesen resolver las situaciones problematicas con las que nos proponiamos
trabajar sobre razonamiento inductivo. Hemos vuelto a revisar de nuevo los
curricula y encontramos que, “oficialmente”, es en 3° y 4° de Educacion
Secundaria Obligatoria (Boletin Oficial del Estado, 2004) donde explicitamente
aparecen contenidos relativos a sucesiones de numeros naturales. Mas
concretamente, en esos cursos se habla de progresiones aritméticas y geométricas

como Unicos tipos de sucesiones a trabajar en este nivel educativo.
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En 3° de Educacién Secundario Obligatoria, aparece referencia explicita a las
sucesiones, en el bloque de aritmética y algebra. En los dos itinerarios que
reconocen los documentos curriculares en el sistema educativo espafiol para 3° y
4° de ESO (Boletin Oficial del Estado, 2004, p. 5714) se recoge este contenido
bajo el epigrafe de sucesiones numéricas. Elaboracion y utilizacion de estrategias
para buscar regularidades numéricas en sucesiones de numeros enteros y
fraccionarios. Iniciacion a las progresiones aritméticas y geométricas. Iniciacion
a las progresiones aritméticas (Boletin Oficial del Estado, 2004, pp. 5769-5770).
Ademas de este contenido, existe otro relativo al estudio de las funciones y sus
propiedades en sus diferentes sistemas de representacion. Este primer contacto
con las funciones comienza con las funciones constantes, sigue con las funciones
lineales y las cuadraticas y se pretende que el alumno maneje las diferentes formas
de expresar una funcién (aritmético, geométrico y algebraico) (Boletin Oficial del
Estado, 2004). Dado que, como se vera en el apartado dedicado al analisis de
contenido, la mayor diferencia entre dichas funciones y las sucesiones de niimeros
naturales estd en los conjuntos dominio e imagen de ambos objetos matematicos,
siendo el conjunto de los niimeros reales en las funciones y el de los numeros
naturales en las sucesiones de numeros naturales, se puede considerar que las
funciones son el contenido de la matematica continua homdlogo a las sucesiones
en la matematica discreta.

En 4° curso de Educacion Secundaria Obligatoria, se incluyen las funciones
polinébmicas de primer y de segundo grados, definidas en el conjunto de los
nimeros reales y teniendo en éste su conjunto imagen.

Un andlisis detenido de los documentos citados en lo que refiere contenidos
mencionados muestra que, si bien para las funciones se indica que se trabajen
diferentes sistemas de representacion, no ocurre asi para las sucesiones. Por otra
parte, en las funciones el orden de presentacion sefalado es: comenzar por las
funciones constantes y continuar con las lineales y las cuadraticas, o sea, se
apuesta por una secuenciacion de lo mas sencillo e intuitivo a algo mas complejo,
sin pasos bruscos. En las sucesiones, sin embargo, se comienza con sucesiones
sencillas e intuitivas, se continia con las progresiones aritméticas y se pasa a las

progresiones geométricas. Suponemos que este orden se hace para aprovechar la
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analogia, en cuanto a la estructura, entre ambos objetos matematicos progresiones
aritméticas y progresiones geométricas, ya que si se establece un paralelismo entre
sucesiones y funciones, el caso de las progresiones aritméticas se corresponden
con las funciones lineales y afines, mientras que las progresiones geométricas
tendrian su correspondencia con las funciones exponenciales. Todo esto nos hace
pensar que el tratamiento que reciben las sucesiones en el curriculum espafol de
educacion secundaria difiere del que reciben las funciones.

Debido a estas consideraciones y dado que se supone a los estudiantes estan
capacitados para el estudio de las funciones lineales y cuadraticas en tercer y
cuarto curso de Educacion Secundario Obligatoria, ratificamos lo que ya hicimos
en el Trabajo de Investigacion Tutelada (Cafiadas, 2002) y trabajamos con
estudiantes de este nivel educativo para desarrollar el trabajo empirico de esta
investigacion.

Asi mismo, aparecen razones para centrar el contenido matematico sobre el que
versaran los problemas que han de realizar los estudiantes del mencionado nivel
educativo: las sucesiones de numeros naturales, cuyos patrones se pueden
expresar mediante polinomios lineales y cuadraticos, esto es las progresiones
aritméticas de mimeros naturales' de drdenes 1 y 2, tomar en cuenta posibles
sistemas de representacion para dichas sucesiones y utilizar solamente aquellas
“operaciones entre elementos de las sucesiones” que, o bien han podido ser
trabajadas en el aula, o que siendo algo intuitivas, los estudiantes podrian realizar
algin desempefio en las mismas.

La Figura 3 — 2 ilustra como las progresiones quedan en la interseccion de la
materia recomendada para trabajar el razonamiento inductivo y el nivel sefialado

por los curricula oficiales.

1 .7 . Jon .r ,

En general, una progresion aritmética de orden p es una sucesion de numeros resultante de
calcular los valores numéricos de un polinomio de grado p para valores enteros consecutivos de
su variable (Garcia, 2005, p. 258).
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Figura 3 - 2. Concrecion del contenido matemdtico

RAZONAMIENTO INDUCTIVO

ANTECEDENTES ) SITUACION
Progresiones CURRICULAR

Sucesiones de aritméticas de
Numeros ordenes 3°y 4°de E.S.O.

Naturales ly2

ORGANIZADORES PARA EL CURRICULO DE MATEMATICAS

Rico (1997b) considera la pertinencia de los organizadores del curriculo de
matematicas como conocimientos de cardcter objetivo que ofrece un marco
conceptual para la ensefianza de las matematicas. Los organizadores permiten
planificar las unidades didacticas sobre diferentes topicos matematicos. Entre los
organizadores que Rico considera estan: (a) contenido matematico, (b) errores y
dificultades, (c) representaciones y modelizacion, (d) fenomenologia, (e)
materiales y recursos y (f) historia.
Con la pretensiéon de obtener criterios justificados para la seleccion de los
problemas a proponer a los estudiantes de la 3° y 4° de ESO nos centramos en los
organizadores:

1. Contenido matematico.

2. Representaciones.

3. Fenomenologia.
Estos organizadores son las tres dimensiones que conforman la propuesta de
Gomez (2002; 2007) sobre el analisis de contenido como componentes del
andlisis diddctico.
Comenzamos con una descripcion del contenido matematico, progresiones,

precedido de un resumen sobre historia relacionada con las mismas.

? La nocion andlisis diddctico ha sido utilizada con diferentes significados desde que Rico (1992)
la empleara en su proyecto docente. Presentamos la definicion de Gomez (2002, p. 252), quien
expresa que e/ andlisis diddctico es un procedimiento con el que es posible explorar, profundizar y
trabajar con los diferentes y multiples significados del conocimiento matematico escolar, para
efectos de diseriar, llevar a la prdactica y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje.
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Posteriormente incluiremos los sistemas de representacion en esta estructura

matematica y los aspectos fenomenoldgicos® relacionados.

APUNTE HISTORICO SOBRE PROGRESIONES

Los libros de historia muestran que el uso de las progresiones por el hombre
aparece tempranamente, muy cercano al resurgir de las diferentes civilizaciones.
Las progresiones aritméticas y geométricas son los primeros tipos de sucesiones y
los mas utilizados desde la antigiiedad por su cercania a problemas planteados en
la vida cotidiana, sirviendo como herramienta para la resoluciéon de ciertos
problemas matematicos.

El contenido de algunas tablillas mesopotamicas, que datan del S. IV a.C.,
muestra que en dicha época ya se conocian reglas de operaciones aritméticas,
tanto con niimeros enteros como con fracciones. Asi mismo utilizaban tablas de
cuadrados de los nimeros enteros, de cubos, de inversos (raiz cuadrada), tablas de
los numeros de la forma n®+ n’.

La civilizacion mesopotamica adquiri6 dominio en la potenciacion y en la
resolucion de ecuaciones cuadraticas, que les permitio desarrollar procedimientos
para calcular sumas de progresiones, tanto aritméticas como geométricas.
Conocian la suma de progresiones aritméticas, sumas de la forma:

Zn: k=24 (2" - 1);

k=0

n 1 1 n
; k2: (34‘57’1}2]{

(Rinikov, 1974)

Si bien se ignora cuales eran los procedimientos para hacer dichas sumas y las
derivaciones empleadas (Solis y Sellés, 2005), en los problemas resueltos por la
matematica babilonica aparecen progresiones aritméticas y geométricas; se

manejan ecuaciones lineales cuadraticas, clibicas y bicuadraticas. En algunos

3 Hacemos referencia aqui a los aspectos fenomenolégicos y no a fenomenologia porque nos
restringimos a la presentacion de algunos contextos en los que hemos identificado el uso del
contenido matematico.
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casos los problemas son sobre impuestos e intereses y sus reciprocos que
requieren — en lenguaje actual — el uso de logaritmos, para ello se usaban tablas de
potencias de la forma a", para n = 1,2,3,...asi como interpolaciones (Wussing,

1998).

La parte tedrica de las matematicas, tiene sus origenes en las escuelas cientificas y
filosoficas de la Grecia Antigua. En las matematicas de esta época, los problemas
practicos relacionados con la necesidad de calculos aritméticos, mediciones y
construcciones geométricas, juegan un gran papel, como en la época anterior. Lo
nuevo era que estos problemasse desprendieron, paulatinamente, en una rama
independiente de las matematicas que se denomind logistica. A la logistica fueron
atribuidas las operaciones con niimeros enteros, la extraccion numérica de raices,
el calculo con ayuda de dispositivos auxiliares como el abaco, el calculo con
fracciones, la resolucion numérica de problemas que conducen a ecuaciones de
grados 1 y 2, asi como problemas practicos de calculo para la arquitectura y la

agrimensura.

Los egipcios desarrollaron una aritmética predominantemente aditiva. Por
ejemplo, su tendencia para la multiplicacion era reducirla a adiciones reiteradas.
Los problemas eran simples, trataban de asuntos cotidianos como el grado de
concentracion del pan, el alimento de los animales o el almacenaje del grano.
Algunos problemas muestran un interés teodrico, como el caso de dividir 100
hogazas de pan entre cinco personas de tal manera que la parte recibida esté en
una progresion aritmética y que un séptimo de la suma de las tres partes mas
grandes sea igual a la suma de las dos mdas pequefias. O esta otra situacion
relacionada con una progresion geométrica: siete casas en cada una de las cuales

hay siete gatos, cada gato vigilado por siete ratones... (Struik, 1986).

En la escuela pitagorica se advierte ya una recopilacion de hechos numéricos
abstractos y la union de ellos en sistemas tedricos. Asi por ejemplo, de la
aritmética fue separada como una rama independiente, la teoria de numeros, es
decir el conjunto de conocimientos matematicos que se relacionan con las
propiedades generales de las operaciones con numeros naturales. En las

exploraciones aritméticas efectuadas por la escuela pitagorica se descubrieron
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diversas propiedades y se establecieron diferentes tipologias de nimeros como
son los numeros figurados (triangulares, oblongos, cuadrados...), cuyas
secuencias constituyen sucesiones cuadraticas.

Por medio de las figuras podian hallar casi de forma experimental las sumas de las

series:

Zn:v= 12(n+1)n; 2(21/—1) =n’ Z”:ZV =(n+1)n; Zn:(3v—2) =1/2 (3n -
v=l v=1

v=l v=1

In

(Wussing, 1998)

Euclides, que vivié alrededor del ano 300 a.C., es considerado el autor mas
importante de la Matematica Griega, su obra Los elementos, se compone, respecto
a su contenido, de tres bloques, el segundo de ellos se ocupa de la teoria de los
nimeros naturales. El contenido de este libros recoge la aritmética pitagdrica
sobre: pares, impares, primos, cuadrados, cubos, progresiones geométricas etc.
(Solis y Sellés, 2005). Por su parte Arquimedes, que exponia sus resultados
deductivamente con rigor euclideo, da una demostracion de la cuadratura de la
parabola utilizando la suma de n términos de una serie convergente, primero por
medios mecanicos y posteriormente realiza la demostracion matematica.
Arquimedes hace especial hincapié en que se trata de un problema que no habia
sido acometido hasta la fecha. (Wussing, 1998).

En la construccion de las teorias matematicas en la Grecia Antigua, muy temprano
se encontrd una clase especifica de problemas para cuya solucidn, era necesario
utilizar el paso al limite, los procesos infinitos, la continuidad. Algunos
cientificos, entre los que se destaca Demdcrito (nacido en torno al 460 a.C.),
buscan salida a estas dificultades y hacen aportaciones en esta rama de la
matematica. Los métodos infinitesimales obtenidos en la Antigua Grecia,
sirvieron de punto de partida para muchas otras investigaciones de los

matematicos de los siglos XVI y XVII.

Posteriormente vivid Diofanto (a mediados del siglo I1I d.C.), que es considerado
uno de los matematicos mas sobresalientes del periodo helenistico. En su obra, La

Aritmética, utilizaba abreviaturas propias para las potencias de las variables desde
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x” hasta x° y, por medio de procedimientos propios de calculo, estudiaba todo tipo
de ecuaciones cuadraticas, cubicas, ecuaciones con varias variables que
posteriormente se denominaron diofdnticas. A este caracter algebraico de la
aritmética, corresponde una técnica de transformacion de ecuaciones que incluye
sustituciones con variables auxiliares. La Aritmética de Diofanto constituyd, en
los siglos XVI y XVII, un impulso en la fundamentacion de la matemadtica

moderna (Wussing, 1998).

Entre los trabajos de los matematicos de la Edad Media, destacamos los de Abu
Kamil (850-930), quien aborda la suma de diferentes sucesiones aritméticas y
series de potencias (con intentos de demostraciones) como las siguientes:

S k2= (ik}[%#j L Yk [ika

k=1 k=1 3 3 k=1 k=1
El més antiguo manuscrito, especialmente matematico, que se conserva de la
Rusia medieval, es la inscripcion de Kirik, didcono de Novgorod, que data del afio
1134. En el citado manuscrito aparece un problema sobre calculo de progresiones,
formadas a partir de una situacion real de la cria progresiva de los rebafios
(Rinikov, 1974).
Desde la Edad Media, las sucesiones se denominaban series o progresiones,
nombre derivado del latin progressio. La palabra serie se utilizé por primera vez
por algunos autores britanicos del siglo XVII, al referirse a las series infinitas en
conexion con las secuencias infinitas utilizadas por los algebristas. En el ambito
latino, se utiliz6 el término progresion, que se ha mantenido hasta nuestros dias
(Smith, 1958).
En la actualidad, se usa la palabra sucesion o secuencia en lugar de progresion,
quedando este ultimo término asociado solo a ciertos tipos especiales de
sucesiones como las progresiones aritméticas, geométricas y armonicas. El

vocablo serie, se emplea en nuestros dias para designar las sucesiones que se

obtienen al ir sumando términos de una sucesion previamente dada.

La propiedad recurrente de las series ha sido valorada en diferentes épocas. Su
primera resefia importante proviene, en el siglo XIII, de los problemas planteados

por Leonardo de Pisa (1170-1250). Este matematico, conocido por Fibonacci,
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plante6 una coleccion de problemas sobre matematicas que involucraban la suma
de series recurrentes, como la serie de Fibonacci que ¢l descubri6 y que resulto al
trtar de dar respuesta a la cuestion (Cuantos pares de conejos pueden ser
producidos por un solo par en un aiio si cada par engendra un nuevo par cada
mes, el cual desde el segundo mes se convierte en productivo y si no ocurren
muertes? Estos problemas entrafiaron auténticos retos mentales para la época
(Struik, 1986). Su libro sobre el abaco contiene una parte dedicada al calculo con
nimeros enteros y problemas resolubles mediante sumas de progresiones
aritméticas, entre otros. En una de sus obras sobre la teoria de nimeros, se tratan

propiedades de los nimeros y sumas de la forma:
>k; >k > 2k +1) (Rinikov, 1974)
k=1 k=1 k=1

La propiedad recursiva vuelve a cobrar protagonismo en la formula que Pierre
Fermat (1601-1647). Descubri6é y dio el nombre de propositionem pulcherriman,
una férmula que hoy se conoce como los nimeros combinatorios. Fermat utilizo
esta formula recurrente para obtener expresiones de sumas de las primeras

potencias de nimeros naturales, de forma recursiva (Del Rio, 2005).

Con el desarrollo del precapitalismo de los siglos XIV y XV, aument6 la
necesidad de mayores conocimientos sobre los numeros y los calculos, llegando a
aparecer la profesion de maestro calculista. A menudo, estos maestros calculistas
ponian por escrito sus conocimientos que dieron lugar a manuales de célculo. Se
profundizé cada vez mas en la obtencion de algoritmos y se avanzd en la
formulacion tedrica de los procedimientos de calculo. Era un nivel intermedio
entre la aritmética pura y la algebrizacién que con Diofanto habia comenzado a
hacerse con los primeros simbolos. Los autores inventaban abreviaturas segun sus
propios criterios, y poco a poco se introdujeron diferentes simbolos de forma

obligatoria como los de las operaciones y las potencias (Wussing, 1998).

En el transito del siglo XVI al XVII, matematicos como Vieta, Fermat y Descates,
establecieron la distincion entre magnitudes constantes y variables. A partir de ahi

surge el concepto de funcion. En el siglo XVII los mayores resultados se deben a
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Fermat, en cuyas investigaciones ocupd un lugar importante el andlisis
indeterminado de Diofanto. Por su parte, en el afio 1665, Pascal formuld por
primera vez el principio de induccidon matematica (Rinikov, 1974).

A partir del siglo XVII, el trabajo realizado con series se restringid a la
convergencia y a los limites. Con la ayuda de los avances realizados en el algebra
y en el andlisis, en esta época y hasta el siglo XIX, se postularon los fundamentos
de las matematicas modernas. El andlisis matematico de este siglo se fundamento
en un conjunto de procedimientos y métodos de solucion de numerosos problemas
que crecian rapidamente. Con estos fundamentos, se lleg6 a lo que se conoce

como teoria de limites y de funciones, que fueron la gran aportacion de este siglo.

Hacia el siglo XVIII se habia acumulado en la ciencia matematica muchos hechos
tedrico-numéricos que no estaban sistematizados. Se produjeron durante el siglo
grandes avances, en este sentido, en el analisis matematico. Se desprendieron una
serie de disciplinas que tuvieron desarrollos independientes, recibiendo un serio
impulso la teoria de series, el calculo de las diferencias finitas, asi como la teoria
de las funciones especiales. Por su parte, el algebra se desarrolld sobre la
resolucion de ecuaciones algebraicas. El desarrollo de la teoria de ntiimeros
transcurrid muy lentamente. La mayoria de los descubrimientos logrados por
eminentes matematicos quedaban aislados. Las posibles razones de esto parecen
ser el cardcter especifico del objeto de la teoria de numeros, la abstraccion
creciente en el planteamiento de problemas de dicha teoria, la desusada dificultad
de su resolucion, que exigia un gran desarrollo de las matematicas; y cualidades

personales poco comunes del cientifico.

Después de Fermat y Pascal hubo una calma de casi medio siglo en relacion a la
teoria de nimeros como ciencia, hasta que Euler le dedicara 150 trabajos durante
su vida. En estos trabajos, Euler determin6 la problematica, la estructura y los
métodos de la teoria algebraica de los niimeros, o sea, aquella parte en la cual se
utilizan preferentemente los métodos de la aritmética y el algebra, y no se utiliza,
dentro de lo posible, el aparato de la teoria de las funciones y el analisis
infinitesimal. En dichos trabajos estan contenidas todas las premisas para la

creacion de un sistema de métodos algebraicos de la teoria de niimeros que
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sirvieron de base a otros matematicos en sus investigaciones. Por ejemplo, su
trabajo sobre la representacion de numeros por los valores de formas cuadraticas y
sobre los divisores primos, sirvieron como base a Gaus para su teoria general de
las formas cuadraticas (Rinikov, 1974). La teoria de numeros se convirtio en el
siglo XVIII en una rama independiente de las matematicas. Se definieron en la
misma todos los problemas fundamentales y lineas de investigacion. En las obras
de Euler, Lagrange y Legendre, entre otros, aparecen numerosos métodos en la
teoria de numeros, tanto algebraico-elementales, como analiticos. Toda esta
investigacion necesitaba sistematizacion, reducciéon a una estructura logica
armonica desde una posicion unica. Este trabajo lo comenzd Legendre a final del
siglo XVIII, en su libro Experiencia de la teoria de numeros, que supuso un
esfuerzo por sistematizar los resultados obtenidos sobre las propiedades de los
nimeros enteros.

La concepcion natural del andlisis como una ciencia matemadtica acerca de las
variables y las funciones parece expresamente formulada por Euler en su libro
Introducctio in analysin infinitorum. El desarrollo de diversos métodos
infinitesimales constituye una de las caracteristicas mas importantes de la
Revolucion Cientifica (apr. 1620-1730). La teoria de series fue uno de los temas
mas ampliamente estudiado durante el siglo XVIII. Ademas de Euler destacaron
los hermanos Bernouilli, en estos estudios, aportando numerosos resultados a la
misma. Se ampliaron los aspectos formales de la teoria de series que se convertiria
en uno de las componentes fundamentales del analisis, faltaba por desarrollar una
teoria sobre la convergencia.

Con la ampliacién y consolidacion de la matematica infinitesimal se abrié un gran
campo de aplicacion de las matematicas, o al menos se prepard el campo para su
posterior tratamiento matematico. Aparece asi un nuevo espectro de problemas
précticos mecénicos y astronomicos con los que los matematicos del siglo XVIII

pudieron contrastar con sus propias fuerzas las posibilidades del nuevo calculo.

A lo largo del siglo XIX, se conocieron y manipularon las primeras estructuras
algebraicas y se fijo el contenido conceptual de las estructuras algebraicas
fundamentales. Dedekind, quizd el matematico mas avanzado en este campo,

defini6 los conceptos actuales de ideal y de grupo abstracto y utilizé ampliamente
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el concepto de cuerpo. La orientacion de las investigaciones en la teoria de
numeros durante el siglo XIX, estuvo determinada por los trabajos de Gaus
(Rinikov, 1974). Junto a la teoria de numeros, las raices historicas de la formacion
del concepto de grupo abstracto se hallan también en la geometria y en el algebra

(Wussing, 1998).

El siglo XIX sefiala un nuevo periodo que ha recibido el nombre de periodo de las
matematicas modernas. Durante este tiempo se llevé a cabo una revision critica de
los conceptos primarios (definiciones) y afirmaciones (axiomas), se realizaron
intentos de construccion de un sistema riguroso de definiciones y demostraciones;
y se realizd una revision critica de los métodos 16gicos de las demostraciones
matematicas. La creciente atencion a los fundamentos se justifica, entre otros
motivos, por la exigencia de dar rigor matematico al gran volumen de hechos y
nuevas teoria matematicas surgidas. El desarrollo de la teoria de funciones de
Weierstras, la teoria de conjuntos de Cantor, transcurrié en los ultimos afios del
siglo XIX, en un ambiente de aguda critica y de profunda lucha. Especialmente
critico fue Kronecker con los fundamentos de la matematica, ¢l era partidario de
una aritmetizacion de la matematica (Rinikov.1974).

Por otra parte, la teoria de conjuntos ejercid una gran influencia en el desarrollo de
las matematicas, que sirvio de base a la teoria actual de funciones de variable real,
la topologia, el algebra y el andlisis funcional, entre otros. Las cuestiones de
fundamentacion de la teoria de conjuntos y la investigacion de los limites de su
aplicacion se convirtieron en el siglo XX en una ciencia especial, la logica
matematica, que forma una parte importante de los fundamentos de la matematica

moderna.

ANALISIS DE CONTENIDO DE LAS SUCESIONES DE NUMEROS
NATURALES

El contenido matematico lo planteamos desde dos dimensiones complementarias.
La primera dimension tiene como objeto delimitar las estructuras matematicas a

las que pertenece este concepto matematico y aquellas otras estructuras
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matematicas con las que se relaciona. La segunda dimension se centra en el
estudio de la estructura matematica que configura el propio concepto.

El concepto de sucesion, y todos los entes relacionados con las mismas, tienen en
la actualidad un significado matematico preciso. En las proximas lineas, tratamos
de exponer dicho significado y el de todos los elementos matematicos vinculados.
Las sucesiones, y las progresiones (sucesiones especiales sobre las que nos vamos
a centrar) forman parte de la Teoria de Numeros. Teoria fundamentada a partir de
la teoria de conjuntos, de aqui que el contenido matematico, tal como lo hemos

recogido, hable de estructuras y se base en las funciones como idea central.

Estructuras Matematicas Generales

Varios entes matematicos encontramos relacionados con las sucesiones y, a su
vez, relacionados entre si. Vamos a dar las definiciones de dichos entes

matematicos y sefialar la relacion que hay entre ellos.

Sucesién

Definiciones escuetas, encontramos de la sucesion, como la siguiente: Una
sucesion numérica es una aplicacion cuyo dominio es el conjunto de los numeros
naturales (Spivak, 1996, p. 613). Y otras que aportan mas datos como: Una
sucesion es un tipo especial de funcion donde el dominio consiste en un conjunto
de enteros consecutivos. El enésimo término se denota por c, o por C,, a n se le
denomina indice de la sucesion. Toda la sucesion se representa {s,} y se usa s
para denotar un solo elemento de la sucesion (Johnsonbaugh, 2005, p.104).

Otros autores son mas explicitos y dan mas detalles al proponer una definicion
como por ejemplo:

Un sucesion es una funcion del conjunto N = 1, 2, 3,... de numeros enteros
positivos en un conjunto A. Para indicar la imagen del entero n, se emplea el
simbolo a,.

Se puede decir de una sucesion que es una estructura discreta con la que puede
representarse una lista ordenada (Garcia, 2005, p. 226).

De acuerdo con esta definicion, una sucesion suele indicarse por:

aj ap as as as, ae a7 .por {a, VneN};opor {a,}
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Entonces, a, representara un determinado elemento de la sucesion {a,}. Los
valores de la funcion estdn subindizados o indexados por los enteros positivos
correspondientes, de forma secuencial, produciéndose el primer valor del conjunto
A, el segundo, el tercero...
La sucesion a, = a;, a, a3, a4, as, a6, a7 .. No es mas que una forma abreviada de
escribir una funcion como conjunto de pares ordenados

{(1, a), (2, a), (3, a3)),... }.
En algunas ocasiones el dominio de la sucesion es el conjunto de enteros no
negativos
{0, 1, 2, 3, 4...}. En tales casos, el primer valor de n es el 0 en lugar del 1.
En las definiciones anteriores hay unanimidad en que el dominio de la funcién o
aplicacion (se le denomina de ambas formas) es el conjunto de los niimeros

naturales.

Si {a;} 7, es una sucesion, se define:

n n
Zai=am+am+1+...+an. y ||ai=am.am+1. .o L Q.

i=m i=m
n n
El formalismo Zai se llama notacion de suma (o sigma) y H a;, se llama
i=m i=m

notacion de producto (Johsonbaugh, 2005, p. 107).

Funcion
Numerosos autores identifican funcion con aplicacion. Por ejemplo, en Pisot y
Zamansky (1996, p. 10) encontramos:
Sea un conjunto E, llamado conjunto de definicion. Sea F un conjunto
llamado conjunto de valores. Una correspondencia tal que a todo elemento
asocia un elemento y € F se denomina aplicacion de E en F.
El elemento x € E se denomina variable o argumento, el elemento y € F se
denomina valor o imagen.
Se denomina también funcion en lugar de aplicacion. Se le representa por

una letra f, y si ax € E corresponde y ¢ F, se escribe y = f(x).
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A veces se escribe x — f,, entonces la variable se llama indice. Se empleara
frecuentemente esta notacion cuando el conjunto de definicion E sea el
conjunto N de numeros de enteros naturales.
Algunos autores dan la definicion de funcion y presentan sus propiedades, sin
hacer referencia a aplicacion, como ocurre en las definiciones que presentamos a
continuacion.
Una funcion F de A en B es una relacion binaria con dominio en A y codominio
en B con la propiedad que para todo x € A hay exactamente un elemento y € B tal
que (x, y) € F (Ensley y Crawley, 2006, p.255). Estos autores presentan ejemplos
en los que se observan diferentes representaciones, tanto para las relaciones
binarias como para las funciones.
Las representaciones que utilizan para la funcion son: tablas de valores, diagramas
de flechas y pares ordenados de valores.
Por ejemplo, la tabla de valores que corresponde a la funcion f cuya regla es: a
cada numero se le asocia su cuadrado, cuyo dominio es el conjunto {1, 2, 3,4, 5}

y su codominio es el conjunto N.

Tabla 3 - 1. Ejemplo de tabla de valores (Ensley y Crawley, 2006, p. 251)*

entrada|l |2 |3 |4 |5

Salida |1 |4 |9 |16|25

Johsonbaugh utiliza inicamente la idea de funcién y no la de aplicacion:
Sean X e Y dos conjuntos. Una funcion f de X en Y es un subconjunto del
producto del conjunto cartesiano XxY que tiene la propiedad de que para
todo x € X, existe exactamente una y € Y, con (x, y) € f. El conjunto X se
denomina dominio de f. El conjunto de todas las y que cumplen que (x, y) €
1, se llama rango de f. El rango es un subconjunto de Y (Johsonbaugh, 2005,
p. 87).

Este autor presenta ejemplos de representaciones de las funciones. Una

representacion, en pares ordenados, viene dada por el conjunto f = {(1, a), (2, b),

* Ensley y Crawley (2006) realizan un estudio de las propiedades de las relaciones binarias asi
como de las funciones.
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(3, a)}. Es una funcion de X = {1, 2, 3} a Y {a, b, c}. Otra representacion que
aparece como ejemplo es el diagrama de flechas para dicha funcién, como en la

Figura 3 - 3.

Figura 3 - 3. Ejemplo de diagrama de flechas

Otro ejemplo de funcidén que propone Johsonbaugh, junto con un comentario y la
representacion de la misma, es el siguiente:
Sea f la funcién dada por la regla f(x) = x°, aunque con frecuencia se
encuentran funciones definidas de esta forma, la definicion en este caso esta
incompleta pues no se indica el dominio. Si se dice que el dominio es el
conjunto de todos los numeros reales, en la notacion de pares ordenados se
tiene:
7= {xx) [x es un nimero real }
La representacion en este caso se puede realizar mediante una grafica como la que

aparece en la Figura 3 - 4.

Y
g

-3-2-1 P12 3 X

Figura 3 - 4. Grdfica de la funcion cuadratica

Janvier, Girardon y Morand (1993) recogen las conversiones o traducciones
posibles entre las expresiones en las diferentes formas que admiten las funciones:
verbal, de tabla, de grafica y de formulas. Cada una de dichas conversiones le
asocian un verbo de accion que indica el aspecto que potencia dicha conversion.

Asi, cuando se pasa de una grafica a una descripcion verbal, se facilita la lectura.
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Si se pasa de descripcion verbal a expresion algebraica, o formula, se facilita la

modelizacion (Castro y Castro, 1997, p.105).

Aplicacién
Algunos autores, entre los consultados, definen aplicacion en vez de funcidn, y las
consideran andlogas, como le sucede a De Burgos (1980). Dicho autor llama
definicion “ingenua” de aplicacion a la siguiente: Sean A y B dos conjuntos; se
dice que se dispone de una funcion definida en A y con valores en B, o bien de
una aplicacion de A en B, cuando esta establecida una ley o correspondencia que
asocie a todo elemento a de A un, y sélo un, elemento b de B, que recibe el
nombre de imagen de a. El conjunto A se llama conjunto inicial, conjunto de
partida o campo de definicion, y el conjunto B recibe el nombre de conjunto de
llegada. Se llama variable o argumento al elemento genérico del conjunto de
partida. Este autor asegura que se puede observar que esta definicion no resiste un
analisis medianamente serio para que sea aceptada como valida, no se dice nada
de qué se entiende por “ley o correspondencia que asocie”. Sostiene que es una
definicién intuitiva que permite dar una idea grafica de lo que se quiere definir.
Para designar las aplicaciones se utiliza una letra como f, g, h, ...
Para indicar que f es una aplicacion de A en B, se escribe:

f: A > B,obien,a— b = f(a)
En general, f(A) no sera igual a B sino que estara contenido en ¢l. El conjunto
imagen se suele representar también por Im (f).
De Burgos sefiala que los términos aplicacion y funcion se han tomado con
idéntico significado. No obstante, se suele reservar la segunda de ellas para
cuando los conjuntos A y B son campos numéricos o, en general, cuando son

espacios del analisis matematico (De Burgos, 1980, p.14).

Grdfica o grafo de una aplicacion

Dada una aplicaciéon f: A — B, para cualquiera que sea el elemento a € A, 3 un
unico f(a) e B y, por tanto, tiene sentido decir que todo elemento a de A
proporciona un solo par (a, f(a)) € AxB. El conjunto G constituido por todos

estos pares recibe el nombre de grafica o grafo de la funcion f.
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fla) L - - — —

a A

Figura 3 - 5. Grdficade f={(a, fla)) /a € A} = G (De Burgos, 1980, p. 15)

La grafica de cualquier funcién f: A — B es entonces un grafo que goza de la
siguiente propiedad: para cualquiera que sea el elemento a € A, 3 un y solo un par

de la grafica G de f que tiene a a por primera componente.

Concepto de aplicacion

La propiedad anterior de las graficas permite dar una nueva definicion de funcion
pero no adolece, segin De Burgos, de la imprecision que tenia la dada
inicialmente. Dados dos conjuntos A y B y un grafo G, subconjunto de su
producto cartesiano AxB, que goce de la propiedad de que para todo elemento a €
A existe un, y solo un, par (a, b) de G que tiene a a por primera componente, se
dice que el grafo G define una aplicacion f de A en B; para cualquiera que sea el
elemento a € A se llama imagen de ¢l por f al tnico elemento b € B tal que (a, b) €
G, y se representa por f(a). Dicho de otro modo, una aplicacion es una terna (A,
B; G) en la que G es un grafo de AxB, cumpliendo que, para todo a € A, existe un

unico b € B tal que (a, b) ¢ G (De Burgos, 1980, p. 15).

Correspondencia

Si alguno de los requisitos exigidos a la aplicacion no se cumpliera, se dice que se
tiene una correspondencia.

Dados dos conjuntos A y B y un grafo G, subconjunto de su producto cartesiano,
se dice que G define una correspondencia f de A en B; se llaman imagenes, por f

de un elemento a € A, a todos aquellos elementos b € B, si es que existen, tales
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que (a, b) € G. Mediante una correspondencia, un elemento del conjunto de
partida puede carecer de imagenes, tener una sola imagen o tener varias imagenes.
El concepto de correspondencia es, entonces, mas amplio que el de aplicacion”.

La correspondencia es la relacion mas general que se puede encontrar entre dos
conjuntos de niimeros, esta determinada entre los elementos de dos conjuntos. Las
relaciones encontradas entre los objetos matematicos cuyas definiciones hemos
recogido se visualizan en la Figura 3 - 6. Consideramos que una correspondencia
se da cuando se establece cualquier tipo de relacién entre dos conjuntos, uno
inicial o de partida y otro final o de llegada. Para que dicha correspondencia
puede denominarse aplicacion o funcion es necesario que todos los elementos del
conjunto del que se parte tengan una y s6lo una imagen, reservando la expresion
funcidon cuando se trabaja en analisis matematico o cuando los dos conjuntos
considerados son conjuntos numéricos. Las sucesiones son un caso funciones
particulares donde el conjunto inicial es el de los nimeros naturales ordenado. Las
sucesiones de nimeros naturales exigen, ademas, que el conjunto final, o imagen,

sea asi mismo el conjunto de los nlimeros naturales.

CORRESPONDENCIA

APLICACION
FUNCION

SUCESION

Figura 3 - 6. Relaciones de inclusion entre conceptos matemdticos definidos

LAS SUCESIONES COMO ESTRUCTURA MATEMATICA

La segunda dimension del andlisis de contenido hace referencia a la estructura
matematica del propio objeto matematico, en este caso, las sucesiones.
Para realizar esta segunda parte del analisis de contenido centramos la atencidén en

los elementos de una sucesion, las relaciones que existen entre ellos, las diferentes

> Se puede obtener mas informacion sobre aplicaciones, propiedades y ejemplos de las mismas en
De Burgos (1980, p.17).
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propiedades que puede tener una sucesion (estas propiedades determinaran
diferentes tipos de sucesiones) y los sistemas de representacion en los que se

pueden presentar una sucesion.

ELEMENTOS PROPIEDADES

SUCESIONES

SISTEMAS

DE REPRESENTACION RELACIONES

Figura 3 - 7. Las sucesiones de numeros naturales como estructura matematica

Elementos de las Sucesiones

En toda sucesion, se destacan tres elementos fundamentales: el término general,
los términos k-ésimos (o términos particulares) y el limite.

Como ya se vio al definir sucesion, se denomina término de la sucesion a cada
uno de los valores que constituyen el conjunto imagen que la funcidon que la
define. Se suelen escribir a;, a, as..., donde el subindice indica el nlimero natural
al que esté asociado dicho término. En la correspondencia establecida, ax, donde &
toma un valor natural concreto, se refiere al término que estd en el lugar £ de la
sucesion.

La notacién mds frecuente para designar una sucesion numérica es {a,} (Spivak,
1996). El término general, notado por a, designa el elemento genérico del
conjunto imagen.

Se dice que un niimero p es el /imite de la sucesion {a,} cuando a cada numero
positivo € se puede hacer corresponder algun término de la sucesion, de tal
manera que él y todos los que le siguen en esa sucesion difieren de p menos que

£ (De Guzman y Rubio, 1990, p. 69).

Propiedades de las Sucesiones

Segun sus elementos, las sucesiones poseen unas propiedades que hacen posible
distinguir diferentes tipos de las mismas. Entre dichas propiedades se encuentran

la finitud, la monotonia, la acotacion, la convergencia y la recurrencia.
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Finitud

La finitud depende de los términos que tenga una sucesion. Si la sucesion tiene un
numero finito de términos, se llama sucesion finita. En caso contrario, se habla de
una sucesion infinita.

Por ejemplo, la sucesion de los numeros naturales que son menores que 10 es una

sucesion finita, mientras que la sucesion de numeros naturales es infinita.

Monotonia

Se dice que una sucesion {a,} es creciente si a, < ay,, V m > n. Al contrario ocurre
en las decrecientes, en las que a, > a,, V m > n. En cualquiera de los dos casos,
si la desigualdad es estricta, la sucesion se llama estrictamente creciente o
estrictamente decreciente, respectivamente. Una sucesion se llama mondtona si es
creciente o decreciente.

Por ejemplo, la sucesion definida por 1/n, donde n es un numero natural es una
sucesion estrictamente decreciente. La sucesion de los numeros naturales es
estrictamente creciente.

Una sucesion es estacionaria si existe np numero natural tal que V m, n mayores
que ng, ap = ap, .

Si a, = a, Vm, ne N se dice que la sucesion es constante. Asi, las sucesiones

constantes son un tipo particular de las sucesiones estacionarias.

Acotacion

Una sucesion {a,} estd acotada inferiormente cuando existe un nimero natural
que es menor o igual que todos los términos de dicha sucesion. De manera
analoga, una sucesion {a,} estd acotada superiormente cuando existe un niimero
natural que es mayor o igual que todos los términos de dicha sucesion.

Una sucesion se dice que esta acotada cuando estd acotada inferior y
superiormente.

Por ejemplo, la sucesion de los nimeros naturales estd acotada inferiormente pero

no superiormente, por lo que no esté acotada.
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Convergencia
Una sucesion {a,} es convergente si existe un nimero p que verifique que para

todo € > 0 existe un numero natural m (dependiente de ¢€) tal que, para todos los

numeros naturales n, si n > m, entonces

a, — p‘ < ¢. Ese numero p es a lo que se

llama limite de la sucesion. Se dice que una sucesidén es convergente si tiene
limite.
Se dice que una sucesion no es convergente cuando existe un € >0 tal que

VmeN existe un natural n>m tal que |an — p‘z €. Una sucesion que no es

convergente se llama divergente.
Por ejemplo, el limite de la sucesion 1/n, donde n es un nimero natural es 0, por

lo que es una sucesion convergente.

Recurrencia

Se dice que una sucesion numérica {a,} es recurrente si cada término, a partir de
uno de ellos en adelante, se puede obtener en funcidn de los anteriores. En caso de
no cumplirse esta condicion, la sucesion serd no recurrente.

Por ejemplo, la sucesion de los numeros naturales es una sucesion recurrente
(cada niimero se obtiene sumandole una unidad al término anterior) y la sucesion
de los numeros primos no lo es.

En la Figura 3 - 8 se presenta un mapa conceptual basado en las propiedades de
las sucesiones. Las flechas que unen dos propiedades indican que si una sucesion
tiene la propiedad en la que comienza la flecha, esa sucesion también tiene la
propiedad en la que la flecha termina. Los nlimeros sobre las distintas flechas son

etiquetas para distinguirlas.
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Estrict.
Decreciente

Constante
Recurrente

Recurrente
No recurrente

Estrict.
Creciente

Estacionaria

Decrecieﬁ

MONOTONIA

No
Recurrente

Creciente

RECURRENCIA

FINITUD

i

CONVERGENCIA Acotada
T : >
W LEALIEE0). superiormente
\_/
3
Divergente No acotada . Agotada
-~ inferiormente <
A p —— Acotada
5

Figura 3 - 8. Tipos de sucesiones segun sus propiedades
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Demostramos a continuacién las implicaciones entre algunas de las propiedades
indicadas con etiquetas numéricas en la Figura 3 - 8. Nos basamos en las propias
definiciones que hemos hecho anteriormente de las propiedades:

1. Constante = Recurrente lineal de orden 1.
{a,} constante = a, =a,V m, n € N = {a,} recurrente lineal de orden 1.

2. Constante = Acotada.
{a,} constante = a, =a,V m,n eN=a,—1<a, y a,+12>a, ={a,}
acotada inferior y superiormente = {a,} acotada.

3. Creciente = Acotada inferiormente.
{an} creciente = ay< apy; V n = a,— 1 <ap< ap V m = a, — 1 es cota
inferior de {a,}.

4. Decreciente = Acotada superiormente.
{an} decreciente = a, > a,. Vn=>a,+1>a,>a, Vn= a+1escota
superior de {a,}.

5. Convergente = Acotada.

{ay} convergente = V&>0,3 p (dependiente de &) tal que

an—p|<g:>V5>0,E| p (dependiente de ¢) tal que -¢ < a, —p< ¢

= Ve&>0,3 p (dependiente de &) tal que - +p <a <¢+p=>{ay
acotada.
6. Noacotada = Divergente.

Queda demostrada por el contrarreciproco del punto anterior.

Relacion de Recurrencia

Por la particular incidencia que tiene en este trabajo la relacion de recurrencia, le
dedicamos una atencidon especifica. Recogemos la definicién aportada por varios
autores, asi como las condiciones que se han de cumplir para que se de tal
relacion.

Dada una sucesion {a,}, una relacion de recurrencia es una expresion que facilita
el valor de un elemento cualquier a, en funcion de uno o mas términos previos de
la sucesion, es decir, de a; a,, ... ay.;, para todo entero » mayor o igual a ny, siendo

7o un numero entero no negativo.
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Una relacion de recurrencia para la sucesion ag, a;, a, ... €s una ecuacion que
relaciona a, con ciertos predecesores ao, a;, a2, a3, a4, ., an.1 (Johsonbaugh, 2005, p.
280).
Una relacion de recurrencia consta de dos partes: un conjunto de condiciones
iniciales y una regla de recurrencia. Por ejemplo, supongamos la relacion de
recurrencia expresada por a,; = 3a, con #n mayor o igual que 0 y sea ap=>5.
El conjunto de condiciones en este caso se reduce a ap= 5 y la relacion viene dada
por a1 = 3a,.
Las condiciones iniciales definen los términos de la sucesion que preceden al
primero donde la relacion de recurrencia tiene efecto.
La recurrencia anterior proporciona los siguientes valores:

ao= 5

a1=3xa0=3x5=15

p=3xa;=3x15=45

a3=3xa=3x45=135
que constituyen la sucesion solucion a la misma a,= {5, 15, 45, 135...}.
Constituye una aplicacion del conjunto de los numeros naturales, en el mismo
conjunto (N - N).
Una sucesion recibe el nombre de solucion de la relacion de recurrencia si sus
términos satisfacen dicha relacion’. EI principio de induccion asegura que por
este procedimiento queda definida la sucesion (De Guzméan y Rubio, 1990, p.
207).
En las sucesiones recurrentes Polya (1967) sefiala que para conocer cada uno de
los términos de una sucesion en funcion de los anteriores son necesarias dos
cosas. Una es que alglin término de la secuencia debe ser conocido. La otra es que
debe de haber una cierta relacion genérica que ligue cualquier término con los

términos precedentes.

® La relacion de recurrencia, en las sucesiones, es un caso particular de la funcion recursiva. Se
define funcién recursiva como aquella que se invoca a si misma (Johsonbaugh, 2005, p.177)
consta de unas condiciones iniciales y una relacion de recurrencia. Un ejemplo de funcion
recursiva es la sucesion de Fibonacci {f,,}, definida por las ecuaciones, f;=1, f,=1, =1, + f,_.
Las expresiones f; = 1, f, = 1 son las condiciones iniciales y f,= f,; + f,.; es la relacién de
recurrencia.
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Una de las razones para usar una relacion de recurrencia es que, en ocasiones, €S
mas sencillo determinar el n-ésimo término de una sucesion en términos de sus
predecesores que encontrar una férmula explicita para el mismo en funcién de n.

Las relaciones de recurrencia, los algoritmos recursivos y la induccion matematica
tienen una conexidén estrecha. En los tres se supone que se conocen casos

anteriores al caso con el que se trabaja (Johsonbaugh, 2005, p.281).

Recurrencia lineal homogénea

Entre las sucesiones recurrentes, se definen las sucesiones recurrentes lineales de
orden k cuando existen £y uj, Uy, us, ..., Uy, ... NUmeros tales que, desde un cierto »
y para todos los siguientes, se tiene que:
An+k = U1 Qntk-1 T U2 Apk2 T ... T Uk ap
A {a,} se le llama sucesion recurrente lineal de orden k y la relacion es la
ecuacion recurrente de orden k (Markushévich, 1974, p. 7).
Equivalente a la definicion anterior es la de Garceia (2005):
Recibe el nombre de recurrencia lineal homogénea de grado k, con
coeficientes constantes, una expresion del tipo:
Ap=Cran;* C2a,2+% ... Y crany ¢ eR;cr #0;
O bien en forma implicita:
coap,tcra,;tcranrt ... teranr=20
Recibe el nombre de /ineal porque el segundo miembro de la primera expresion
esta constituido por multiplos del término anterior al a,. Es homogénea porque no
contiene términos que no sean multiplos de los a;. los coeficientes c; son constantes
y, por tanto, no dependen de n. Se dice que el grado, u orden, es k puesto que a,

viene dado en funcidn de sus £ términos anteriores (Garcia, 2005, p. 232).

Recurrencia lineal de orden k vy sucesion

Una relacion de recurrencia lineal homogénea de grado k& con coeficientes
constantes, junto con k coeficientes iniciales

ap = Cp, 41 = C1, ... Ak-1 = Ck-1
define de manera inica una sucesion

a0, 41,2y, ... (Johsonbaugh, 2005, p. 292)
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Sobre esta misma idea, Garcia (2005, p. 235) presenta el teorema siguiente e
indica que se puede demostrar por un proceso inductivo:
Dada una relacion de recurrencia lineal general de orden k
con) a,+ ci(n) ay.; + ca(n) any+ ... +cn) anx=F,, n>k
siempre tiene una sucesion-solucion, y ésta es unica, si se dan las k
condiciones iniciales

a; = C], a = Cg, ey A = Ck

Solucion de una relacion de recurrencia

Resolver una relacion de recurrencia que implica una sucesion aop, a;, a, as aa....
significa encontrar una formula explicita para el término general a,. Johsonbaugh
(2005) presenta dos métodos para resolver la recurrencia, el de iteraciones y un
método especial que se aplica a relaciones de recurrencia homogéneas lineales con
coeficientes constantes. El autor indica que existen otros métodos mas poderosos
pero dada su complejidad, no los trata. Nosotros recogemos el método de

iteraciones.

Meétodo de iteraciones

Para resolver una relacion de recurrencia que implica la sucesion ag, a;, a;, aj, ...,
por iteracidon, se usa la relacion de recurrencia dada para escribir el término
enésimo a, en funcion de algunos de sus predecesores a,.j, ..., ap. Después se usa
la relacion de recurrencia dada de manera sucesiva para sustituir cada uno de los
an-1, ..., a9 por sus predecesores. El proceso continia hasta obtener una féormula
explicita. (Johsonbaugh 2005, p. 290).
De una forma general, supongamos que a, esta definida en funcion de a,.;:

An = ... Ap-1 «eey
Se comienza por esta ecuacion original sustituyendo a,.; por una expresion con
an., para obtener:

dn= ... dp2 ...y
Se continua hasta obtener ax (que puede ser ag), cuyo valor puede estar dado de
manera explicita como la condicidn inicial:

an: ees ak...
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sustituyendo el valor de ay se tendra resuelta la recurrencia (Johsonbaugh 2005, p.
290).

Un tipo particular de sucesiones recurrentes son las progresiones aritméticas.

PROGRESIONES ARITMETICAS

Recibe el nombre de progresion aritmética’ toda sucesion de numeros tales que
uno cualquiera de ellos es igual al anterior afiadiéndole un nimero fijo d, positivo
o negativo, denominado razon de la progresion. Una progresion aritmética se
indica mediante los elementos que la forman, asi:
a1, dp, 43,... Ap-1, Apy. ..

Estos elementos reciben el nombre de términos y la sucesion que forman puede
ser creciente o decreciente segin sea d > 0 o d < 0, también puede ser finita o
infinita.

Una progresion aritmética es una sucesion particular a las que también se les
conoce con el nombre de progresiones por diferencia en cuyo caso la razén d

recibe el nombre de diferencia.

Progresiones Aritméticas de Orden Superior

Un concepto mas general que el de progresion aritmética ordinaria, presentado en
el apartado anterior es el de progresion aritmética de orden superior, del que la
anterior es un caso particular.
Se denomina progresion aritmética de orden p a la sucesion de numeros
resultantes de calcular los valores numéricos de un polinomio de grado p para
valores enteros consecutivos de su variable (Garcia, 2005, p. 258).
El polinomio del cual surge la progresion es el término general de la misma, es
decir:

an=cox’+e X e xP 4L+ Cp-1 X + ¢p, siendo los ¢; ntimeros

conocidos.

7 La informacion recogida sobre progresiones aritmética procede de Garcia (2005). Dicho autor
presenta un tratamiento analogo para las progresiones geométricas. Nosotros nos centramos en las
progresiones aritméticas por ser el contenido matematico en el que se centra el trabajo que
presentamos.
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Las progresiones aritméticas de primer orden (orden 1), que son las progresiones
aritméticas ordinarias, tienen como término general a,= cox + c;. En efecto, si se
asignan a x los valores enteros consecutivos 0, 1, 2,... se obtiene:

C1, Cot €1, 2¢o + ¢1, 3¢o + ¢y... progresion aritmética ordinaria con

a=Cy d= Co

Las progresiones de segundo orden (orden 2) son las que tienen como término
general a, = C0X2 +cix+cs
De acuerdo con estas definiciones las progresiones aritméticas de niimeros
naturales de orden 1 son sucesiones de niumeros naturales cuyo término general se
corresponde con una funcion polindmica de primer grado. Andlogamente, las
progresiones aritméticas de niumeros naturales de orden 2 son las sucesiones de
nimeros naturales cuyo término general se puede expresar mediante una funcion
polindmica de segundo grado. Stacey (1989) las llama, de forma equivalente,
sucesiones de numeros naturales lineales y sucesiones de numeros naturales

cuadraticas.

Algoritmo de las Diferencias Finitas

Dada una sucesion de numeros cualesquiera, finita o infinita, de la forma:
Up, Ui, U2,..., Up, Up+i,...
podemos obtener otra sucesion, restando da cada término el anterior, como sigue:
up-up, Ux-uUj, ..., Uy = Up-1, Up+1 = Up,...
Usando el simbolo A para expresar la diferencia, podemos expresar:
Ag=ur-up,A;=ur-u;, An1= Uy - Upp, Ay = Unsp - Uy
La sucesion queda de la forma:
Ao, Aty oo Ant 5 An s Aperee.
Esta nueva sucesion se denomina sucesion de las primeras diferencias o sucesion
de diferencias de primer orden.
Aplicando el mismo proceso a esta tltima sucesion y llamando A%u, = A (Au,) = A
(Un+1 - Un) = AUp+q - AUy = Ups2 - Up+q - (Up+1-Un) = Ups2 - 2 Up+ + U, obtenemos la
nueva sucesion llamada de diferencias de segundo orden o de diferencias
segundas.

2 2 2 2
A"ug, Aup, A"uy,..., Au,, ...
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Procediendo de forma analoga se pueden obtener la sucesion de diferencias de
orden k donde:

Akun = Ak'lunﬂ - Ak'lun
Se observa que es necesario partir de una sucesion de n+1 valores para llegar a

) ) L 8
obtener las diferencias de orden n-ésimo°.

Diferencias finitas de un polinomio

Sea y = p(x) una funcién polindmica dada. Indicando por Ax = h el valor fijo del
incremento o intervalo de la variable independiente, se denomina diferencias
finitas de primer orden de y = p(x) a la expresion:

Ay =Ap(x)=p (x T Ax) - p(x) = p(x + h) - p(x)
las diferencia finitas de orden n se definen como:

A"y=A(A""y), con n=2,3, ...

Teorema sobre las diferencias finitas de un polinomio

Las diferencias finitas de un polinomio p, de grado n, constituyen un polinomio
de grado n - 1 y, en consecuencia, las diferencias n-ésimas de tal polinomio son

constantes iguales (Garcia, 2005, p. 263)’.

Diferencias finitas de progresiones de orden p

Dado que los términos de una progresion aritmética de orden p proceden de los
distintos valores que toma un polinomio de grado p segiin un intervalo constante
de la variable independiente, se puede afirmar que la tabla de diferencias de una
progresion aritmética de orden p tiene iguales sus diferencias p-ésimas. Y
reciprocamente, si las diferencias de orden p de la sucesion
Up, U1, U2, ..., Up, Up+i,...

son constantes, entonces los términos de esa sucesion constituyen una progresion
aritmética de orden p'®. El término general la progresion coincidird con dicho
polinomio y se puede llegar a €l si se conoce un numero adecuado de los primeros

términos de dicha sucesion. Se pueden ver dos ejemplos de la aplicacion de este

¥ A es un operador lineal. Las propiedades que hacen que sea asi, se pueden consultar en Garcia,
2005, p. 260).

? La demostracién de este teorema puede consultarse en Garcia (2005, p. 263).

' Mas informacion sobre este punto se encuentra en Garcia (2003, p. 264).
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teorema al final de este capitulo, en las estrategias de resolucion para hallar el

término general de las progresiones aritméticas de orden 1 y de orden 2.

Propiedades de las Progresiones Aritméticas de Ordenes 1y 2

En la Figura 3 - 9 presenta un esquema que refleja las propiedades especificas de
este tipo de sucesiones que son progresiones aritméticas de 6rdenes 1 y 2, como

particularizacion del esquema presentado en la Figura 3 - 8.

Recurr. Lineal
de orden?2 6 3

T
P Aritm.de

N. Naturales
de ordenes 1

ACOTACION

Figura 3 - 9. Caracterizacion de progresiones aritméticas de numeros naturales de ordenes 1y 2

Divergente

Las progresiones aritméticas de nimeros naturales de ordenes 1 y 2 quedan
caracterizadas desde el punto de vista de sus propiedades como sucesiones
estrictamente crecientes, infinitas, no acotadas, divergentes y recurrentes lineales
de ordenes 2 (sucesiones lineales) ! y recurrentes lineales de orden 3 (sucesiones

cuadraticas) 2

Operaciones entre los Términos de la Progresion Aritmética

1. Cdlculo de un término cualquiera

Sea la progresion ay, a, as, ..., an-1, an,...

11 . . .
Las sucesiones lineales son recurrentes lineales de orden dos ya que: a,. = 2a,+1 — ay.
12 : Jon) .
Las sucesiones cuadraticas son recurrentes lineales de orden tres ya que a,3 = 32,10 — 3a,.1 + ap.
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Por definicion se tiene: a,=a;+d,az=a+d, ..., ap=a,1+d
La suma miembro a miembro de las n-1 igualdades da como resultado
ataztas.ta,=a +tatazt...+a, +(n-1)d
igualdad que simplificada es esta otra:
apa=a;+(n-1)d
Esta expresion que permite obtener un término cualquiera, en funcion del primero,
del total de términos que le preceden, y de la razon.
2. Cdlculo de otros elementos
La expresion calculada en la primera operacion indicada, permite deducir estas
otras:
aj=a,-(n-1)d Calculo del primer término
d=(ay-a;)/(n-1) Calculo de larazon
n=(a,-a;)/d+1 Célculo del nimero de términos
3. Cdlculo de un término cualquiera en funcion de otro cualquiera anterior
Sean a, y ax dos términos cualquiera de una sucesion con k <n.
Sea la progresion aritmética ay, ay, as, ..., ax, ... an-1, an,
Utilizando la igualdad encontrada en el apartado 1, se tiene:
a,=a;+t(n-1)d
a=a+(k-1)d
ap-ak=nd-kd=(mn-k)d=a,=ay+(n-k)d

Si fuese k > n, es decir si se buscase un término en funcién de otro posterior,
bastaria hacer la sustraccion anterior de la forma ay - a,, obteniéndose entonces:
ap,= ax-(k-n)d
4. Suma de términos equidistantes de los extremos
Sea la progresion aritmética aj, aj+1, @142, .- A1k, o> nks An-2, An-1, An, €N 12 que
a1k Y ankx son dos términos equidistantes, respectivamente de a; y a,,.
La definicion de progresion permite escribir las expresiones:
aj = a; +kd
ank = a,-kd
Sumando estas expresiones, se obtiene: ajx + a,x = a; - a,, que indica que la suma
de dos términos equidistantes es igual a la suma de los dos extremos.

5. Suma de n términos de una progresion aritmética
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Si se designa por S, la suma de » términos de una progresion aritmética y teniendo
en cuenta la suma de términos equidistantes, se obtienen dos sucesiones que
sumadas y reducidas dan:

Ss=a;ta+...ta, +a,

Sh=apt+tap;+... ta +a;
Sumando estas expresiones, se obtiene: 2 S, = (a; + a,) + (ax + ap.1) + ... (a1t a2)
+ (a,t+ ap). Esdecir: 2 S,=(a;+a,) n
De donde:

Sh=(ajta,)n2yS,=[aj+at(n-1)d]n2=na;+n(n-1)d/2

6. Interpolacion de medios diferenciales

Interpolar uno o mas niimeros, llamados medios aritméticos o diferenciales, entre
dos dados, es hallar los términos que faltan en una progresion aritmética de la cual
uno de los numeros dados es el primer término y el otro, el ultimo.
Si se desea interpolar m medios diferenciales entre los datos a; y a,, bastara
calcular la razon de la progresion que van a formar esos m términos con los a; y
a, en total n, donde n = m+2.
Aplicando la formula que permite calcular la razon, se tiene

d=ay-a;/(m+2)-1=(ag-a;)/ (m+1)

Elementos de las Progresiones Aritméticas que consideramos en esta

Investigacion

Como hemos indicado, debido a intereses investigadores, hemos considerado
como contenido matematico las progresiones aritméticas de nimeros naturales de
ordenes 1 y 2. Respecto a ellas, nos hemos centrado en los términos concretos de
la sucesion y el término general de la misma. Denotaremos con ax cuando
hagamos referencia a los términos concretos, particulares de la sucesion (términos

k-ésimos) y con a, cuando hagamos referencia al término general de la misma.

Relaciones entre los Términos k-ésimos y el Término General

En el trabajo con las sucesiones, se pueden establecer diferentes relaciones entre
los elementos que hemos considerado. [lustramos graficamente estas relaciones en

la Figura 3 - 10.
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Términos k-ésimos — Término general

(&

Figura 3 - 10. Elementos y relaciones

De este modo, se obtendrian dos tipos de relaciones, representadas por las dos
flechas de la figura anterior. La primera relacion que se puede establecer es entre
los términos k-ésimos de la sucesion. La segunda, entre términos k-ésimos y el
término general. Teniendo en cuenta estas relaciones y el lugar que ocupan los
términos k-ésimos en la sucesion (Castro, 1995), identificamos un ntimero de
relaciones especificas mas amplio, entre estos elementos de la sucesion:
1. a. Entre los primeros términos consecutivos de una sucesion.
b. Entre términos k-ésimos consecutivos de una sucesion.
2. a. Entre los primeros términos no consecutivos de una sucesion.
b. Entre términos k-ésimos no consecutivos de una sucesion.
3. a. Entre los primeros términos de una sucesion y el término general de la
misma.
b. Entre términos k-ésimos de una sucesion y el término general de la
misma.
c. Entre el término general de una sucesion y los primeros términos de la
misma.
d. Entre el término general de una sucesion y los términos k-ésimos de la

misma

Operaciones entre los Términos k-ésimos y el Término General:

Continuacion, Extrapolacion, Generalizacion y Particularizacion

Las relaciones indicadas en el epigrafe anterior dan lugar a ciertas operaciones de
las consideradas entre términos cualquiera de una progresion aritmética (en el
apartado “Operaciones entre los Términos de la Progresion Aritmética”.
Recogemos estas operaciones en la Tabla 3 - 2 a partir de las relaciones que se

pueden establecer entre los términos.
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RELACIONES ENTRE:

OPERACIONES:

1. a. Primeros términos consecutivos

b. Términos k-ésimos consecutivos

1. a. Conocidos los primeros términos
consecutivos de una sucesién, obtener los

siguientes. (Continuacion 1)

1. b. Conocidos algunos términos consecutivos de
una sucesion, obtener los siguientes (Continuacion

2)

2. a. Primeros términos no consecutivos

b. Términos k-ésimos no consecutivos

2. a. Conocidos los primeros términos (no
consecutivos) de una sucesion, obtener otros

términos k-ésimos (Extrapolacion 1)

2. b. Conocidos algunos términos k-€simos (no
consecutivos) de una sucesion, obtener otros

términos k-ésimos (Extrapolacion 2)

3. a. Primeros términos y término general
b. Términos k-ésimos y término general
c¢. Término general y primeros términos

d. Término general y términos k-ésimos

3. a. Encontrar el término general conociendo los

primeros términos (Generalizacion 1)

3. b. Encontrar el término general conociendo

algunos términos k-ésimos (Generalizacion 2)

3. c. Obtener los primeros términos k-ésimos a

partir del término general (Particularizacion 1)

3. d. Obtener algunos términos k-ésimos a partir

del término general (Particularizacion 2)

En la Tabla 3 - 2 aparecen, entre paréntesis, los nombres dados a las operaciones

indicadas. Se puede observar que nos centraremos en las operaciones de:

continuacion, extrapolacion, generalizacion y particularizacion.

Las operaciones en las que se relacionan los términos k-€simos entre si

(continuacién y extrapolacion) se pueden llevar a cabo directamente o mediante la

generalizacion y particularizacion posterior, a partir del término general. En el

caso de que no se haga directamente, la generalizacion y la particularizacion

aparecen como estrategia para la resolucion de problemas. La Figura 3 - 11

resume esta idea (los numeros y letras que aparecen se refieren a las operaciones

que se han presentado en la Tabla 3 - 2).
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Términos 3.2 .| Término 3.c .| Términos
k-ésimos 3.b general 3.d k-ésimos
A A
1
2

Figura 3 - 11. Generalizacion como estrategia para la continuacion y extrapolacion

Sistemas de Representacion

Nos referimos a las representaciones externas en el sentido que se definieron en el
capitulo anterior, ya que las consideramos la forma de comunicar y expresar los
razonamientos que se llevan a cabo. A partir de ahora, cuando hablemos de
sistemas de representacion, de manera implicita nos estamos refiriendo a sistemas
de representacion externos.

Tanto los elementos de las sucesiones como las relaciones entre ellos, se pueden
expresar en diferentes sistemas de representacion. En el contexto numérico, cada
forma de representacion pone énfasis en algunas de sus propiedades y dificulta la
expresion de otras. Al igual que sucede con las funciones, se pueden tomar, al
menos, cuatro sistemas de representacion: tablas numéricas, representaciones
graficas (por lo general, pero no exclusivamente mediante diagrama cartesiano),
notaciones analiticas (por lo general algebraicas) y expresiones verbales de
dependencias funcionales (Castro, 1995; Verstappen, 1982'). Estos cuatro
sistemas de representacion — numérico, grafico, algebraico y verbal — pueden ser

utilizados en el trabajo con sucesiones de nimeros naturales.

Representacidon de una progresion aritmética de numeros naturales

Presentamos, como ejemplo, la sucesion de los nimeros impares expresada en los
diferentes sistemas de representacion que se han considerado — numérico, grafico,

algebraico y verbal —.

1 Verstappen (1982) distingue entre el lenguaje matematico y el no matematico en el trabajo con
las funciones. Dentro del lenguaje matematico considera el geométrico, el aritmético y el
algebraico; mientras que el lenguaje verbal es considerado lenguaje no matematico.
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Sistema de representacion numeérico

Los primeros términos de la sucesion de los nlimeros impares, en el sistema de

representacion numérico, pueden escribirse:

En su forma numérica simple: 1, 3, 5, 7,...
Mediante el desarrollo (o descomposicion) aritmético: 1, 1 +2,1+2 +2, 1
+2+2+2,..

En una tabla de valores (Tabla 3 - 3).

Tabla 3 - 3. Ejemplo de tabla de valores

N (12|34
a, |1 |35 17

Sistema de representacion grafico

Los primeros términos de la sucesion de los nimeros impares, se pueden

representar en la recta numérica:

—a—= L L

1 3 5 7
En el plano cartesiano, donde la variable independiente es el lugar que

ocupa un término en la sucesion y la variable dependiente es el término

mismo, segun aparece en la Figura 3 - 12.

Figura 3 - 12. Primeros términos de la sucesion de los numeros impares en diagrama cartesiano

Mediante una configuracion puntual, es un tipo particular de configuracion

discreta:
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Figura 3 - 13. Primeros términos de la sucesion de los numeros pares en configuracion puntual

Sistema de representacion algebraico

El término general de la sucesion de los niimeros impares se puede expresar

algebraicamente mediante la ley de recurrencia, en la que un término se expresa

en funcion del anterior: a,= a,.; + 2, con ap= 1.

O mediante la expresion polindmica funcional: a,=2n + 1.

Sistema de representacion verbal

El sistema de representacion verbal estd determinado por el lenguaje cotidiano. En

nuestro ejemplo, aparece “sucesion de los nimeros impares”.

En la Figura 3 - 14 se reflejan estos cuatro sistemas de representacion y los

diferentes tipos en que se puede manifestar dicha representacion.

S. REPRESENTACION DE LAS
SUCESIONES DE NUMEROS

NATURALES

Numérico |« »|  Grifico |«
—| Numérica simple | Recta
numérica
| | Desarrollo B
numérico - Jes
cartesianos
Tabl :
L at; ade | | Configuraciones
valores discretas

»| Algebraico

Ley de recurrencia

| polinémica

Forma

Figura 3 - 14. Sistemas de representacion de las sucesiones naturales

Términos y Sistemas de Representacion

Verbal

Como se ha puesto de manifiesto en el ejemplo, no todos los términos de las

sucesiones pueden expresarse en los cuatro sistemas de representacion que hemos
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considerado. Por el contrario, algunos sistemas de representacion son exclusivos
para ciertos elementos de las sucesiones.

El sistema de representacion algebraico se ha asociado al proceso de
generalizacion. Sin embargo, ésta no es la Unica forma de expresar el término
general, ya que también se puede hacer verbalmente.

Los sistemas de representacion numérico y verbal son utilizados también para el
trabajo con los términos k-ésimos.

El sistema de representacion grafico tiene una especial implicacion en los
procesos de generalizacion, ya que la visualizacion ha sido considerada un factor
importante en la busqueda de patrones y su generalizacion.

El esquema de la Figura 3 - 15 recoge los términos k-ésimos y el término general
de una sucesion relacionados con los sistemas de representacion en los que

pueden estar.

ELEMENTOS DE UNA SUCESION

Término ferrnd
L. Término general
k-ésimo
/\R\ﬁ
4 1 v T~aX
Numérico Grafico Algebraico Verbal

SISTEMAS DE REPRESENTACION

Figura 3 - 15. Sistemas de representacion usuales de los elementos de una sucesion

Transformaciones en la Expresion de los Elementos para Diferentes Sistemas
de Representacion

Los procesos de traduccion, o transformacion, entre distintas formas de expresion
de un mismo concepto matematico no son una cuestion trivial (Castro y Castro,
1997). Duval (2006) subraya el salto cognitivo que pueden suponer las
transformaciones entre sistemas de representacion.

Dado que los términos de una sucesion se pueden expresar en diferentes sistemas
de representacion, en el trabajo con estos términos se llevan a cabo una serie de

transformaciones. Las relaciones entre los términos (Tabla 3 - 2) y los diferentes

123



Maria Consuelo Cariadas Santiago

sistemas de representacion en los que se pueden expresar los mismos (Figura 3 -
15) permiten identificar los tipos de transformaciones que se pueden producir en
el trabajo con sucesiones:

1. Transformaciones entre sistemas de representacion, de un mismo elemento
(Kaput, 1992). Es a lo que Janvier, Girardon y Morand (1993) denominan
transformaciones sinonimas.

2. Transformaciones entre sistemas de representacion, de diferentes
elementos.

3. Transformaciones entre formas de expresar un mismo elemento dentro de
un mismo sistema de representacion. Kaput (1992) y Gomez (2002) se

refieren a estas transformaciones como transformaciones sintdcticas.

1. Transformaciones entre sistemas de representacioén, de un mismo elemento

En estas transformaciones, un elemento que estd expresado en un sistema de
representacion, pasa a ser expresado en otro sistema de representacion. Dado que
se han tenido en cuenta los términos k-ésimos y el término general de una
sucesion, como elementos notables, recogemos las posibles transformaciones que
se pueden identificar en dos tablas diferentes. En la Tabla 3 - 4 se pueden observar
las transformaciones para términos k-ésimos de la sucesion, y en la

Tabla 3 - 5 para el término general. A estas transformaciones las hemos llamado
Ti,coni=1,2,..., 6.

En estas tablas también se recogen las transformaciones que se pueden producir al
cambiar la forma de expresar un elemento (término k-ésimo o término general)
dentro de un mismo sistema de representacion. Estas transformaciones son las
transformaciones sintacticas numéricas (TSN), graficas (TSG), verbales (TSV) o

algebraicas (TSA), que més adelante trataremos.
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Tabla 3 - 4. Transformaciones entre representaciones de un término k-ésimo

Elemento Término k-ésimo
S. Representacion Numérico. | Grafico | Verbal
Numérico TSN T3 T5
Término
) Grafico T1 TSG T6
k-ésimo
Verbal T2 T4 TSV

Tabla 3 - 5. Transformaciones entre representaciones del término general

Elemento Término General
S. Representacion Algebraico| Verbal

Término Algebraico TSA T8

general Verbal T7 TSV

Siguiendo con el ejemplo de la sucesion de los nimeros impares que venimos
utilizando, una transformacion T1 se produce si hay una transformacion de los

términos k-ésimos, de la expresion en el sistema de representacion grafico al

sistema de representacion numérico, tal y como aparece en la Figura 3 - 16.

Figura 3 - 16. Tl para la sucesion de numeros impares

Otro ejemplo, se puede observar al pasar de expresar el término general de los
numeros impares de la forma 2n - 1 (sistema de representacion algebraico) a
expresarla mediante el sistema de representacion verbal, esto es decir o escribir:
cada término de la sucesion se obtiene restandole una unidad al doble de la
posicion que ocupa dicho término en la sucesion, se estara produciendo una

transformacion T8.
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2. Transformaciones entres sistemas de representacion, de diferentes elementos

En la Tabla 3 - 6 se reflejan las transformaciones, o cambios posibles, entre
sistemas de representacion, de diferentes elementos. Para diferenciar estas
transformaciones de las que se han tratado en el apartado anterior, hablaremos de
cambios. Si el cambio en el sistema de representacion se produce cuando se
obtiene el término general a partir de los términos k-ésimos los hemos denotado
por Ci, con i = 1,... 6. Si el cambio se produce cuando se obtienen términos k-
ésimos a partir del término general, se han denotado por CiB, i = 1,... 6 si el
cambio se produce del término general a los términos k-ésimos de la sucesion. En
la Tabla 3 - 6 se recoge todos los posibles cambios que se pueden identificar entre

términos k-ésimos y el término general de una sucesion.

Tabla 3 - 6. Cambios del sistema de representacion entre diferentes elementos

Elemento Término General
S. Representacion Algebraico Verbal
Numérico Cl | CIB | C4 | C4B
Término
) Grafico C2 | C2B | C5 | C5B
k-ésimo
Verbal C3 | C3B | C6 | C6B

Por ejemplo, si los primeros términos de la sucesion de los nimeros impares estan
expresados de forma grafica y de ellos se obtiene el término general expresado
verbalmente, se estd produciendo un cambio o transformacion en el sistema de

representacion C5. La Figura 3 - 17 recoge este caso.
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C5

Cada término de la sucesion estd compuesto por un niumero de puntos que es igual al
doble de la posicion que ocupa este término dentro de la sucesion menos la unidad

Figura 3 - 17. C5 para la sucesion de numeros impares

3. Transformaciones sintacticas

Las transformaciones sintacticas se producen al cambiar la forma de expresar un
mismo elemento dentro de un mismo sistema de representacion. Por tanto, pueden
presentarse al trabajar tanto con términos k-ésimos, como con el término general
de la sucesion. Considerando los sistemas de representacion en los que se pueden
expresar los términos k-ésimos y el término general (ver Figura 3 - 15), estas
transformaciones quedan recogidas en las celdas sombreadas de la Tabla 3 - 4
(para los términos k-¢ésimos) y de la

Tabla 3 - 5 (para el término general), respectivamente. Las hemos denotado por
TSN (Transformaciones Sintacticas Numéricas), TSG (Transformaciones
Sintacticas Graficas), TSA (Transformaciones Sintacticas Algebraicas) y TSV
(Transformaciones Sintacticas Verbales).

Por ejemplo, los primeros términos de la sucesion de los nimeros impares pueden
expresarse de diferentes formas dentro del sistema de representacion numérico. En
la Figura 3 - 18 se observa la transformacion TSN que se produce al cambiar la
expresion de los primeros términos k-ésimos en desarrollo numérico (del sistema
de representacion numérico) a esos mismos términos en su expresion numérica

simple (de sistema de representacion numérico).
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1,1+2,1+2+2,1+2+2+2, ...

TSN

Figura 3 - 18. TSN para la sucesion de numeros impares

Operaciones, Elementos y Sistemas de Representacion

En la Figura 3 - 19 recogemos los elementos que se relacionan en cada una de las
operaciones identificadas en el apartado sobre la estructura matematica de las
sucesiones y, segun los elementos que involucran, se han identificado las
transformaciones que se pueden dar entre los términos k-ésimos y el término

general de la sucesion.
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T. general
verbal

Generalizacion 17 l 1T8

T. general
algebraico

T. k-ésimo
numerlco

Y/

T. k-ésimo .~ T4 1 ke5|mo
grafico —> verbal

T. k-ésimo

numeérico
T3 T2
Continuacion/
Extrapolacion

T. k-ésimo _ T4 AT k-ésimo
grafico —> verbal
T6

Figura 3 - 19. Operaciones, elementos y sistemas de representacion

Aspectos Fenomenoldgicos

La fenomenologia de un concepto matemadatico, estructura o idea, significa
describirla en relacion a los fenomenos para la que ha sido creada, y para
aquellos a los que se ha extendido en el proceso de aprendizaje del hombre
(Freudenthal, 1983, p. ix).

El analisis fenomenoldgico de un concepto o de una estructura matematica
consiste en describir los fendmenos para los que es el medio de organizacion y
qué relacion tiene el concepto o la estructura con esos fendmenos (Puig, 1997).

En este apartado nos centramos en la presentacion de algunas consideraciones

generales sobre contextos en los que aparecen las progresiones aritméticas de
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numeros naturales de ordenes 1 y 2. Sin intencion de realizar un analisis
fenomenoldgico exhaustivo, identificamos situaciones en las que dicho concepto
matematico permite describir, caracterizar y clasificar fendmenos naturales,
sociales y matematicos, con el fin de que sirvan de referencia para la elaboracion
de los problemas a proponer a los estudiantes. Se dice que dichos fenémenos
pueden ser organizados (modelizados) por medio de esta estructura matematica
(Castro y Castro, 1997).

En general, el fendmeno que se puede organizar mediante las progresiones
aritméticas de numeros naturales de 6rdenes 1 y 2 es aquel en el que se identifica
un patron que se pueda expresar mediante una funciéon polindmica lineal o
cuadratica cuyos conjuntos dominio e imagen son los nimeros naturales. El orden
de los elementos del conjunto imagen es fundamental, como ya se ha descrito
desde un comienzo. Nuestro proposito es mostrar algunos ejemplos de situaciones
en diferentes ambitos o contextos que lleven implicitos patrones que se
corresponden con este tipo de sucesiones. Las situaciones a las que haremos
referencia se pueden traducir en problemas que el concepto matematico permite

resolver de manera eficiente y fiable (Kilpatrick, Hoyles y Skovsmose, 2005).

En la vida cotidiana

El concepto de secuencia numérica es muy primitivo, aparece asociado a la accion
de contar desde las primeras civilizaciones. La secuencia de los nimeros naturales
surge como una manera de establecer inconscientemente una biyeccion entre los
objetos considerados y una etiqueta que se emplea para diferenciarlos,
cuantificarlos o, bien, ordenarlos. Esta idea sigue presentandose en la actualidad
en nuestro entorno. Por ejemplo, podemos observar la secuencia numérica
convencional para diferenciar ordenadamente los portales de una calle. En el caso
de la numeracion de los portales, en Espafia se suelen numerar los portales de una
acera con los numeros impares y los de la acera de enfrente con los nimeros
pares. Las numeraciones de los portales de la primera acera y de la de enfrente se
corresponderian con dos sucesiones de numeros naturales lineales, la de los
numeros impares y la de los nimeros pares, respectivamente.

En los planes de entrenamiento, se pueden observar situaciones (ideales)
susceptibles de ser modelizadas mediante progresiones aritméticas de nimeros
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naturales de ordenes 1 y 2. Por ejemplo, un corredor que va aumentando sus
metros de carrera diariamente. Dicho aumento se puede expresar mediante una
progresion aritmética, donde el término general es el nimero de metros que
correra el dia n y los términos k-ésimos es el nlimero de metros que corre el dia .
En entrenamientos no deportivos, como puede ser la mecanografia o la
taquigrafia, si las pulsaciones por minuto que se adquieren con el paso de los dias
de practica aumentan de una forma regular, también pueden expresarse mediante
progresiones aritméticas de 6rdenes 1 o 2 en las que el término general es el
numero de pulsaciones para el dia n y los términos k-ésimos son el nimero de

pulsaciones que se consiguen un dia cualquiera.

En juegos

En diferentes juegos populares, aparecen patrones que se corresponden con
sucesiones cuadraticas de numeros naturales. Por ejemplo, el numero de cartas
necesarias para construir un castillo con un determinado niamero de pisos. Es facil
comprobar que para un piso se necesitan dos cartas; para dos pisos, 7; para tres

pisos, 15 ...

Eneste caso,a; =2,a,=7,a3=15,a,=26....

. . . . n(3n+1)
En general, para construir un castillo de cartas de n pisos se necesitan ———=

cartas.

Los juguetes articulados suelen tener un patron en las diferentes longitudes que se
pueden expresar mediante progresiones aritméticas de numeros naturales de orden
1. Por ejemplo, el mecano se caracteriza porque esta constituido por piezas que
tienen agujeros equidistantes, que pueden servir de unidén con otras piezas. La
longitud de cada pieza de este juego se puede saber conociendo la distancia entre
dos agujeros consecutivos y teniendo en cuenta que desde el principio y desde el
final de la pieza hasta el primer agujero hay esa misma distancia. Asi, si d fuera

esa distancia y n el nimero de agujeros, la longitud de la pieza seria (n + 1) d. De
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la misma forma, se puede calcular la longitud de cualquier figura construida con
varias piezas, sabiendo el nimero de agujeros que hay.

En juegos de entretenimiento, como el Monopoly por ejemplo, se observan
patrones que se pueden representar mediante progresiones aritméticas de numeros
naturales de orden 1. Existen una serie de casillas equidistantes. Suponiendo que
las casillas en las que se puede coger una tarjeta equidistan 5 casillas entre cada
dos consecutivas (d), conociendo el nimero de casilla en la que estamos (a;),
podemos calcular el numero de casillas que hay desde la casilla inicial hasta cada
una de las casillas donde puedo coger tarjeta (la primera casilla estard a a; + 5
casillas; la segunda estard a a; + 10 casillas... y asi sucesivamente). Asi, la casilla

que estd en la posicion z en la que puedo coger tarjeta estard a a; + nd casillas.

En contextos especificos

Diferentes tipos de sucesiones han estado asociadas al proceso de la resolucion de
problemas que se plantearon desde las primeras civilizaciones. Asi lo ponen de
manifiesto los papiros de la época egipcia y las tablillas de Mesopotamia (Boyer,
1999). Estas sucesiones aparecen expresadas en diferentes sistemas de
representacion. En la disciplina matematica, destacamos los patrones que se
encuentran en las formas y las figuras geométricas, algunos de los cuales se
pueden expresar mediante las sucesiones de numeros naturales lineales y
cuadréticas: espirales, nimeros poligonales o figuras escalonadas, entre otras.

En algunos de los patrones que se encuentran en diferentes contextos, se debe
recurrir a la discretizacion de los fendmenos continuos que se observan para la
obtenciéon de fendmenos cuyo comportamiento siga un patron que se pueda
expresar mediante sucesiones de numeros naturales lineales y cuadraticas.
Mostramos un ejemplo de lo que esto quiere significar para el caso de la orbita
que describe La Tierra alrededor del Sol. Si fijamos un punto en esta trayectoria,
pasara un afio hasta que este planeta vuelva al punto fijado. Tomamos el comienzo
del afio como el origen del movimiento. Eligiendo un dia cualquiera, por ejemplo
el 9 de enero de 1980 (el dia 10 de ese afo es el aj), La Tierra vuelve a esa
posicion un afio después. Asi, alguien que haya nacido en ay, cumpliria en 2000,
20 afios y el 10 de enero de 2000 es el término 20 de la sucesion numérica de
numeros naturales lineal (progresion aritmética).
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En el 4mbito de la economia también recurriendo a la discretizacion se obtiene un
fendmeno que puede ser modelizado mediante una sucesién. Se utilizan las
funciones lineales para expresar el capital que se obtiene al que se le aplica un
interés constante cada afio. De esa forma, si partimos de un capital inicia ¢y y un
interés i anual, el capital que tendremos en un afio 7 (c,), serd: ¢, = ¢o + Co n; = Cy
(1 +ny).

En otros ambitos especificos como la arquitectura, la meteorologia o la fisica se
pueden observar la presencia de progresiones aritméticas de o6rdenes 1 y 2 como
concepto matematico que los modeliza. Ejemplos de ello son las escalas en los
planos, la relacion existente entre las atmosferas y milibares, la propagacion de las
ondas en el agua o el movimiento uniforme y uniformemente acelerado,
respectivamente.

En cinematica, aparecen diferentes tipos de movimiento que se expresan mediante
relaciones funcionales polindmicas de primer y de segundo grado. Es el caso del
movimiento rectilineo uniforme (funcién polindomica lineal) y del movimiento
rectilineo  uniformemente acelerado  (funcidon polindmica cuadratica).
Discretizando estos fendmenos continuos, se obtienen fendmenos que se expresan
mediante sucesiones de niimeros naturales lineales y cuadraticas.

En informdtica, también aparecen sucesiones, recibiendo el nombre de ristra o
lista toda sucesion finita (Garcia, 2005).

Como se observa en este apartado, los patrones lineales y cuadraticos estan
presentes en ambitos variados y algunos de ellos se pueden expresar mediante las

progresiones aritméticas de 6rdenes 1y 2.

ANALISIS DE PROCEDIMIENTOS

Conocimiento Procedimental y Procedimientos

La resoluciéon de problemas obliga a la aplicacion de varios tipos de
conocimiento, incluyendo elementos del conocimiento procedimental 'y
conceptual. Tomando en cuenta que lo importante entre estos dos campos de
conocimiento son sus interrelaciones, y no la distincion entre ambos (Hiebert y

Lefevre, 1986; Rico, Castro, Ferndndez, Fortuna, Valenzuela y Valdaura, 1990),
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nos centramos en el conocimiento procedimental. Este conocimiento esta
constituido por reglas, algoritmos y procedimientos empleados para resolver una
tarea determinada. Siguiendo a los autores citados, consideramos los
procedimientos como las formas de actuacion o ejecucion de tareas matematicas.
Rico (1997) y Rico et al (1990) y distinguen tres niveles diferentes en el campo de
los procedimientos:

- Destrezas. Consisten en la manipulacion de una expresion simbodlica en
otra expresion, para ello hay que ejecutar una secuencia de reglas sobre
manipulacion de simbolos

- Razonamientos. Consisten en procesar relaciones entre conceptos, y
permiten establecer relaciones de inferencia entre los mismos

- Estrategias. Suponen cualquier tipo de procedimiento que pueda
ejecutarse, teniendo en cuenta las relaciones y los conceptos implicados
(Rico, 1997, p. 31).

Tomamos esta categorizacion para centrarnos en las tareas matematicas con el
contenido matemadtico descrito que podemos proponer a los estudiantes para
nuestro trabajo, con la intencion de identificar los diferentes procedimientos que

pueden emplear para resolverlas.

Tareas

Las tareas han sido identificadas de acuerdo con el analisis del contenido
matematico realizado, el cual ha permitido identificar operaciones que se pueden
llevar a cabo con los elementos de las sucesiones y los sistemas de representacion
que pueden verse implicados en las mismas. Se han traducido las operaciones con
los elementos de las progresiones de nimeros naturales (ver Tabla 3 - 2) en
términos de tareas matematicas. Debido a nuestros intereses investigadores,
hemos seleccionado las siguientes tareas:
- Continuacion: célculo de uno o varios términos de la sucesion que siguen
a unos términos k-ésimos dados.
- Extrapolacion: calculo de uno o varios términos de la sucesion que forman
parte de la sucesion, a partir de unos términos dados y que no siguen a los

dados.
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- Generalizacion: expresion del término general a partir de términos k-
€simos.
- Particularizacion: célculo de términos k-ésimos de la sucesion a partir del

término general de la misma.

Procedimientos en las Tareas Consideradas

Hemos identificado dos procedimientos que pueden seguir los estudiantes al
realizar las tareas de continuacidon, extrapolacion, generalizacion y
particularizacion

1. Mediante la generalizacion a partir de términos k-ésimos iniciales y la
posterior particularizacion a los términos k-ésimos finales.

2. Mediante el calculo de términos k-ésimos por los que se pregunta, a partir
de los iniciales (sin recurrir a la generalizacion).

Denominamos a cada uno de estos procedimientos como Procedimiento 1 'y
Procedimiento 2 para describir los tres niveles posibles identificados por Rico
(1997), a saber:

- Las estrategias’. En este apartado describimos los procedimientos que
pueden seguir los estudiantes en las tareas. En esta descripcion se han
utilizado los sistemas de representacion numérico y algebraico para mayor
comodidad en la redaccion. No se han considerado los diferentes sistemas
de representacion que pueden emplear y las transformaciones que se
pueden llevar a cabo entre ellos.

- La forma de actuacion que implica cada procedimiento permite la
descripcion del razonamiento que los estudiantes ponen de manifiesto. En
concreto, debido a nuestros intereses investigadores, nos hemos centrado
en el razonamiento inductivo. Para ello, hemos utilizado los pasos del
razonamiento inductivo considerados en esta investigacion.

- La descripcion de las destrezas incluye la relacion entre los elementos, los

sistemas de representacion de €stos y las transformaciones entre éstos.

!4 Hacemos notar que estas estrategias se refieren a estrategias relativas a un contenido matematico
especifico, en el mismo sentido en el que se indico en el Capitulo 2 cuando las mencionamos en la
resolucion de problemas. Igualmente, las estrategias inductivas que alli definimos son un tipo
particular dentro de éstas.
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Procedimiento 1

Estrategias

Un paso clave del Procedimiento 1 es la expresion del término general de la
progresion. Por ello, hemos centrado la descripcion de las estrategias en la
descripcion de éstas para obtener el término general de una progresion a partir de
sus términos k-ésimos.
Creemos conveniente aclarar que, pese a la importancia reconocida de los
sistemas de representacion en nuestra investigacion, para la redaccion del
siguiente epigrafe utilizaremos fundamentalmente los sistemas de representacion
numérico y algebraico porque resulta mas claro.

1. Progresiones Aritméticas de Orden 1
Los términos k-ésimos consecutivos de una progresion aritmética de orden 1 se
diferencian en una constante. Una de las estrategias consiste en la manipulacion
de algunos términos k-ésimos consecutivos de la sucesion y en la deteccion de esa
diferencia:

aj;, a2, a3, A4, ...

N\ N\
d d d

La identificacion de la diferencia constante hace que los términos de la sucesion
se puedan escribir como:

asa=a+td;az=a,t+d;az=az +d..
Asi, se puede llegar a conjeturar la siguiente expresion:

an=an +d
Se ha llegado a una expresion algebraica del término general mediante su ley de
recurrencia. Se puede demostrar por induccién matematica, que esta definicion es
correcta.
La expresion obtenida tiene el inconveniente de que siempre que se trate se
conocer algin término es necesario conocer el término anterior.
Este inconveniente se salva generalizando a partir de:

aay=a;+d;az=a; +2d;a;=a; +3d...
Asi:a,=a; +(n-1) d.
La segunda estrategia consiste en la utilizacion del Teorema de las Diferencias
Finitas, que permite asegurar que como las primeras diferencias son constantes, el
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grado del polinomio que define el término general de una sucesion lineal debe ser
uno (Ballieu, 1989). Por lo tanto, sabemos que existen b, ¢ € N tales que a, = bn
+ c. Asi, conociendo dos términos de la sucesion (a; y ajcon 1, j € N) se puede
plantear un sistema de ecuaciones formado por dos ecuaciones y dos incognitas:
aj=b;+tc
aj=bj+c
La resolucion del sistema permite obtener los valores de b y ¢, que llevan a la
expresion del término general de la sucesion.
La tercera estrategia para llegar a la expresion del término general de una sucesion
consiste en escribir a, como suma de términos de otra sucesion. Si {a,} es una
progresion aritmética de orden 1, segun indica del Teorema de las Diferencias
Finitas, quiere decir que 3 b, ¢ € N tales que a, = bn + c. Por tanto, se puede

definir:;

an = Z.‘/i con:y;=a;=b+c¢; yk=ax- a1 =bparak 22

i=1
Esta definicion es equivalente a la expresion de la funcidén polindmica de primer
grado que se obtenia con la estrategia anterior, como se comprueba a

continuacion:

n n n
an= Yy, =yit)y, =b+tc+ Y b=b+c+(ml)b=bn+c.
i=1 i=2 i=2
2. Progresiones Aritméticas de Orden 2
Para las sucesiones cuadraticas se presentan dos estrategias analogas a las
utilizadas en el caso de las sucesiones lineales. En las sucesiones cuadraticas, las
segundas diferencias son constantes luego, aplicando el Teorema de las
Diferencias Finitas, existe un polinomio de segundo grado que expresa su término
general. Por tanto 3b, ¢, d €N tales que a, = bn” + cn + d. Conociendo tres
términos cualesquiera de la sucesion aj, aj, ax con 1, j, k € N, se plantea un sistema
de tres ecuaciones con tres incognitas:
ai = biz +¢+d
a;= bj2 +c+d

ak=bk2+ck+d
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Resolviendo el sistema, se obtienen los valores de b, ¢ y d que llevan a la
expresion polindémica de segundo grado que representa el término general de la
sucesion cuadraticas.
La segunda estrategia para hallar la expresion del término general de una sucesion
cuadratica es expresarla como suma de términos de otra sucesion. Si la sucesion
es cuadratica, significa que b, ¢, d e N tal que a, = bn”> + cn + d. Asi, se puede
definir:

n
a, = Zyi coniy;=a;=b+c+d;yk=ax-a=2kb—-b+c,parak>2

i=1
Esta definicién, como serie, es equivalente a la expresion polinomica de segundo
grado por la que queda determinada la sucesion, tal y como se demuestra a
continuacion:

ap = Zyi=y1+2yi=b+c+d+ Z(2kb—b+c)=b+c+d+(n_1) (-btc) +

i=1 i=2 i=2
3 2ib=b+c+d-nb+nctb—c+2b [@—1}=d+2bnb+nc+b(nz
i—2

+n-2)=d+2b—nb+nc+bn’+bn—2b=bn’*+cn+d.

an:Zn:yi=1+iyi=1+i(8k—8)=1+(n-1)(-8)+"281=1—8n+8+8
i=1 i=2 2 2

{n(n;l)_l} —1—8n+8+4(m+n—2)=4n’—4n+1.

Razonamiento inductivo

Teniendo en cuenta que estamos describiendo el Procedimiento 1, los pasos que
hemos considerado para la caracterizacion del razonamiento inductivo que se
pueden realizar son:

- Observacion de términos k-ésimos.

- Organizacion de términos k-€simos.

- Busqueda de patrones.

- Formulacion de conjeturas.

- QGeneralizacion.
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Destrezas

Segun las estrategias y los pasos del razonamiento inductivo mencionados, los
estudiantes pueden poner de manifiesto una serie de destrezas que tienen en
cuenta los sistemas de representacion de los elementos de las progresiones con los
que los estudiantes trabajan y las transformaciones entre los mismos.

Extraemos en la Figura 3 - 20 la parte de la Figura 3 - 19 que recoge las destrezas
del Procedimiento 1. En ella se observan los elementos de las progresiones, las
tareas que se realizan (generalizacion y particularizacion) y las posibles

transformaciones entre las representaciones de los diferentes elementos utilizados.

T. general
verbal

Generalizacion 17 l 1T8

T. general
algebraico

T. k-ésimo Particularizacion
numerlco

T3 C1B
i C2B

T4 C3B
T. k- e3|mo T. k -ésimo C4B

grafico —» verbal C5B
C6B |

|

T. k-ésimo

4o

T. k-6simo _ T4 T k-ésimo
gréafico —» verbal
T6

Figura 3 - 20. Operaciones, elementos y sistemas de representacion del Procedimiento 1
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Procedimiento 2

Estrategias

En este procedimiento, las estrategias se restringen al calculo de términos k-

€simos a partir de los términos k-€simos iniciales.

Razonamiento inductivo

Teniendo en cuenta que los alumnos realizan las tareas de continuacién o
extrapolacion a partir de unos términos k-ésimos consecutivos dados, los pasos
considerados para el razonamiento inductivo que pueden dar son:

- Observacion de términos k-ésimos.

- Organizacion de términos k-€simos.

- Busqueda de patrones.

- Formulacion de conjeturas.

Destrezas

Segun las estrategias y los pasos del razonamiento inductivo del Procedimiento 2,
los estudiantes pueden poner de manifiesto una serie de destrezas que consideran
los términos k-ésimos, los sistemas de representacion en los que se pueden
expresar y las transformaciones que se pueden establecer entre estos.

En la Figura 3 - 21 extraemos la parte de la Figura 3 - 19 relativa al Procedimiento
2. En ella se recogen los elementos de las sucesiones, las tareas que se realizan
(extrapolacion y continuacion) y las posibles transformaciones entre las

representaciones de los diferentes elementos utilizados.
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T. k-ésimo

numerlco

T. k-ésimo o~ T4 T ke5|mo
grafico —> verbal

T. k-ésimo

numMérico
T3 T2
Continuacion/
Extrapolacion

T. k-ésimo _ T4 YT k-ésimo
grafico —> verbal
T6

Figura 3 - 21. Operaciones, elementos y sistemas de representacion del Procedimiento 2

Justificacion como Tarea Adicional

La componente de validacion no ha quedado recogida como parte de los
procedimientos que pueden seguir los estudiantes en la ejecucion de las tareas de
extrapolacion y continuacion. Sin embargo, al ser parte del procedimiento
inductivo y estar interesados en su descripcion, consideramos que la tarea de
justificacion se debe afiadir a la propuesta de trabajo.

La justificacion de conjeturas con términos k-ésimos puede ser un paso del
razonamiento inductivo de los dos procedimientos considerados. La demostracion
puede utilizarse también como modo de justificacion formal en el Procedimiento

1.
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CAPITULO 4

ANTECEDENTES

En este capitulo presentamos las principales investigaciones relacionadas con el
razonamiento inductivo. Las estructuramos segln el aspecto principal que tratan,
si bien algunas pueden estar relacionadas con varios de esos aspectos. En primer
lugar, hacemos mencion a trabajos que proponen modelos 0 marcos tedricos para
la descripcion o el aprendizaje del razonamiento inductivo que llevan a cabo los
estudiantes. En segundo lugar, recogemos los antecedentes que se relacionan con
algunas acciones del razonamiento inductivo, como son el reconocimiento de
patrones, la generalizacion y los procesos de validacion. En tercer lugar,
presentamos trabajos que se preocupan por la naturaleza y la evolucion del
razonamiento inductivo de los estudiantes. En cuarto lugar, hacemos mencion a
investigaciones que tratan el razonamiento inductivo como objeto de ensefianza y
propuestas didacticas en las que se trabaja el mismo. Finalmente, recogemos las
reflexiones sobre la metodologia de las investigaciones consultadas y planteamos

algunos interrogantes que se suscitan tras la revision de la literatura®.

1 En el Anexo A de esta memoria se pueden consultar los medios utilizados y las fuentes de
informacion que han sido relevantes para nuestra investigacion.
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MODELOS Y MARCOS TEORICOS PARA EL RAZONAMIENTO
INDUCTIVO

Klauer (1996) parte de su definicion de razonamiento inductivo como proceso en
el que se lleva a cabo la comparacion de objetos con la intencion de descubrir
regularidades e irregularidades. El autor distingue dos tipos de comparaciones:
entre atributos de los objetos y entre las relaciones de los objetos. Rescatamos la
Figura 4 - 1 de este trabajo, en la que se observa como a partir de la definicion de
razonamiento inductivo, obtiene los seis tipos de problemas de razonamiento

inductivo para educacion primaria.

El razonamiento inductivo consiste en descubrir regularidades e irregularidades detentando

- Semejanzas - Atributos
- Diferencias de - Relaciones

- Semejanzas y diferencias

con respecto a objetos o n-uplas de objetos

Figura 4 - 1. Definicion de razonamiento inductivo (Klauer, 1996, p. 38)

Klauer distingue entre problemas que se refieren a los atributos de los objetos y
los que se refieren a las relaciones entre los objetos. En cada tipo, distingue entre

problemas de semejanzas, de diferencias, y la combinacién de ambos.

El interés del modelo presentado se centra en la educacion primaria y en los
aspectos cognitivos que vinculan al razonamiento inductivo con el desarrollo de la
inteligencia. La investigacion que presentamos en esta memoria, Se centra en un
nivel educativo diferente, la educacion secundaria, y no se preocupa por el
proceso de ensefianza del razonamiento inductivo ni por el desarrollo de otras
habilidades que puede llevar asociado el trabajo con el razonamiento inductivo.
Por lo tanto, el enfoque debe ser distinto al presentado por Klauer. Destacamos a
Pdlya como el autor que méas ha influido en nuestro interés por el razonamiento
inductivo y que nos ha impulsado a realizar esta investigacion sobre dicho tema,
del modo en que lo hemos hecho. Su trabajo sobre resolucion de problemas
(Polya, 1945), nos sirvid de punto de partida y posterior referencia en el desarrollo
del trabajo que presentamos.
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Para un resolutor de problemas ideal, Polya identifica varios pasos en el proceso
de razonamiento inductivo, los cuales permiten la sistematizacion de este tipo de
razonamiento. Se inicia el proceso trabajando con casos particulares y concretos,
se pasa por la formulacién de una conjetura, llegando a la comprobacion de la
conjetura con nuevos casos particulares. Se puede vislumbrar en este trabajo una
aproximacion a un modelo ideal a seguir en el proceso de razonamiento inductivo.
Este modelo consta de los siguientes pasos: (a) trabajo con casos particulares, (b)
busqueda de patrones basados en la regularidad observada en los casos
particulares, (c) formulacion de una conjetura de acuerdo con el patrén, y (d)
comprobacion posterior.
Diversos investigadores han seguido las ideas de Polya para plantear sus
investigaciones sobre el razonamiento inductivo o sobre alguno de los pasos que
hemos extraido del trabajo de este autor. Reid (2002) parte del los pasos extraidos
del trabajo de Polya y propone otra reformulacion que permita describir el trabajo
que realizan los estudiantes en el proceso inductivo. Su propuesta se concreta en
los siguientes pasos:

1. Trabajo con casos particulares.

2. Observacion de un patron.

3. Formulacion de una conjetura para el caso general (con duda).

4. Generalizacion de la conjetura.

5. Utilizacion de la generalizacion como base para realizar comprobaciones.
La aportacion principal que supone el modelo de Reid, respecto al considerado
por Polya, se refiere al punto 3, sobre formulacion de conjeturas. Reid establece
una primera formulacién de conjetura para el caso general basada en los casos
particulares y en el patron que, hipotéticamente, se ha encontrado. Debido a que
no se sabe si el patron es valido para el caso general, el autor considera la
formulacién de una conjetura para el caso general con duda. Reid resalta el hecho
de que la ausencia de razonamiento deductivo en este proceso hace que este tipo

de razonamiento no se considere, estrictamente, razonamiento matematico.
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ACCIONES RELACIONADAS CON EL RAZONAMIENTO INDUCTIVO

Patrones

Los patrones estan presentes en contextos matematicos muy variados (Boyd,
1987; Phillips, 1992). Diferentes patrones numéricos y geometricos son utilizados
como herramienta para el anélisis de aspectos relacionados con el razonamiento
inductivo como puede ser la generalizacion y la validacion de conjeturas, por lo
que se consideran eje vertebrador del razonamiento inductivo. De ahi la
importancia que tienen para las matematicas (Sawyer, 1963).
Castro (1995) realiza su trabajo dentro del grupo de investigacion “Didéactica de la
Matematica. Pensamiento Numérico” y se centra en la exploracion de patrones
numéricos mediante configuraciones puntuales. Su objetivo general es
poner de manifiesto, analizar e interpretar la comprension que muestran los
escolares de 13 y 14 afios de edad sobre las nociones de estructura de un
namero, patrones y relaciones numéricas, sucesiones y términos general de
una sucesion cuando se incorpora un sistema ampliado de simbolizacion
para los numeros naturales (Castro, 1995, p. 16).
La metodologia empleada en dicha investigacion ha seguido una estrategia
cualitativa de investigacion-accion y una estrategia cuantitativa que se apoya en
un disefio cuasi-experimental para completar la informacion obtenida en el
proceso de investigacidn-accion.
En este estudio se puso de manifiesto que:
1. Respecto a la ensefianza, mas especificamente, en el discurso del profesor:
- Los términos de una sucesion numeérica se caracterizan por la posicion que
ocupan; expresar el término general se identifica con expresar la posicion
del término general.
- La comunicacion entre profesor y alumno establece que n representa un
valor general cualquiera lo cual lleva a los alumnos a confusion ya que
como el valor 5 es uno cualquiera se puede identificar con n.
2. Respecto al aprendizaje
- El andlisis del desarrollo aritmético que comparten los diferentes términos

de una secuencia, al hacerse en términos de la variable, facilita la
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expresion de su términos general dando el valor genérico n a dicha
variable

- Al representar varios términos de una secuencia mediante configuracion
puntual se pueden analizar sus términos mediante diferentes desarrollos
aritméticos y, por tanto, obtener expresiones algebraicas distintas, aunque

equivalentes, del término general de la sucesion.

En el trabajo de Castro (1995) se dejan lineas abiertas relativas a patrones
geomeétricos en otros niveles educativos y cuestiones respecto a la comprension de

los escolares sobre las estructuras numéricas y sus sistemas de representacion.

Patrones y generalizacion

Los patrones se han identificado como un factor importante en el proceso de
generalizacion (Fou-Lai y Kai-Lin, 2004; Haverty, Koedinger, Klahr y Alibali,
2000; Lee y Wheeler, 1987; Mason, 1996; Stacey, 1989).

Lee y Wheeler (1987) estudian la relacion que existe entre la identificacion de
determinado tipo de patrones y la generalizacion. En esta investigacion se utilizan
problemas que exigen la utilizacion de la generalizacion y que son planteados a
estudiantes de 15-16 afios. Los patrones que se podian identificar en los
problemas se correspondian con polinomios lineales o cuadraticos. Los autores
notaron una gran variedad en la percepcion de los patrones en cualquier cuestion y
encontraron dos categorias de estudiantes que tuvieron éxito: estudiantes que
dieron unas respuestas apropiadas a las tareas porque utilizaron una percepcion
del patron atil y agilizaron el trabajo; y estudiantes que fueron flexibles en la
percepcidn de patrones y podrian ver un nuevo patron cuando uno no era valido.
La deteccidn del patron se identifica como un paso fundamental para el proceso de
generalizacion posterior. La flexibilidad en el trabajo con los patrones constituye

una garantia de éxito en la resolucion de problemas de generalizacion.

El trabajo de Fou-Lai y Kai-Lin (2004) se centra en la deteccidn de patrones y en
la repercusion que tienen éstos en la posterior simbolizacién y comprobacion de

los mismos. Llevan a cabo un trabajo centrado en el razonamiento de un grupo de
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estudiantes de 7° y 8° curso en Taiwan. Sus objetivos principales de investigacion
son:

1. Comparar el razonamiento que hacen los estudiantes de 7° y 8° en los
patrones geométricos, tanto de rango lineal como cuadrético, cuando no
han aprendido estas tareas en clase.

2. Explorar las relaciones jerarquicas a través del razonamiento en los
patrones geométricos de los numeros, teniendo en cuenta la comprension,
la generalizacion, la simbolizacion y la comprobacion.

Los investigadores proponen una prueba escrita a mas de 3000 estudiantes de 7°,
8° y 9° curso. La prueba consta de dos problemas donde los casos particulares
estan expresados graficamente y se les proponen a los estudiantes tareas relativas
a la continuacion, extrapolacion y generalizacion de las secuencias implicitas,
junto con la comprobacion de sus respuestas.

Fou-Lai y Kai-Lin identifican diferentes patrones dentro del contexto matematico
especifico que presentan a los estudiantes. Estos patrones muestran la importancia
de considerar un contenido matematico especifico en la busqueda de patrones ya
que los elementos, las regularidades observadas y la forma de expresarlas son
aspectos fundamentales a tener en cuenta en la descripcion del trabajo que
realizan los estudiantes.

Tras el anlisis de las producciones de los estudiantes, los investigadores muestran
las diferencias encontradas en ambos niveles educativos en relacion con la
componente lineal o cuadratica de las secuencias geométricas utilizadas. Estas
diferencias se establecen teniendo en cuenta si los estudiantes llegan a identificar
un patron, el tipo de patron que identifican y si éste es correcto 0 no, asi como si
los estudiantes comprueban su respuesta y como lo hacen. En la comprobacion
que llevan a cabo los estudiantes, se han detectado diferencias en los patrones
lineales respecto de los cuadraticos

La relacion jerdrquica que Fou-Lai y Kai-Lin presentan tras la realizaciéon de su
investigacion para los patrones lineales y cuadraticos es diferente segin el
momento en el que entra en juego la componente de comprobacion:

1. En el caso de los patrones lineales, los estudiantes utilizan la

comprobacion, previa o simultaneamente al proceso de generalizacion, una
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vez que se ha producido la comprension. La Figura 4 - 2 recoge esta idea

Generalizacién
Comprobacion de patrones lineales

Figura 4 - 2. Jerarquia de los procesos en los patrones lineales (Fou-Lai y Kai-Lin, 2004, p. 463).

resumida.

Comprensién

Simbolizacion

2. En los patrones cuadraticos, la comprobacion se produce tras el proceso de

generalizacion. Estas ideas se presentan resumidas en la Figura 4 - 3.

Comprension Generalizacion
Comprobacion de patrones lineales

Figura 4 - 3. Jerarquia de los procesos en los patrones cuadraticos (Fou-Lai y Kai-Lin, 2004, p.
464).

Simbolizacion

Pese a la importancia que diferentes investigadores mencionados en este epigrafe,
conceden a la identificacion de patrones en el proceso de generalizacion,
destacamos una aportacion de Mason (1996) que, tras una revision de diferentes
trabajos que se han presentado hasta esa fecha, hace una mencién especial a
algunas circunstancias que pueden hacer que los patrones no ayuden a la
generalizacion. Entre estas circunstancias, el autor menciona el hecho de que la
identificacion de patrones puede suponer un estancamiento en lo trivial que no
facilite la generalizacion ni la comprobacién de las conjeturas o que los
estudiantes identifiquen un patron (aunque no sea el adecuado) que les conduce

directamente a una formula.

Patrones y validacion

Los estudiantes de educacion secundaria presentan algunas dificultades en el
reconocimiento, la aceptacion y la realizacion de los procesos de validacion
formal y algunas de estas dificultades son achacadas, en parte, a la escasez de
trabajo sistematico de los estudiantes sobre procesos informales de justificacion

de propiedades matematicas. En este sentido, Waring, Orton y Roper (1999)
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consideran que el trabajo con patrones motiva a los estudiantes a realizar algin
tipo de validacion de sus generalizaciones. Estos investigadores se interesan por la
relacion entre la identificacion de patrones, la generalizacion algebraica y la
demostracion, partiendo de la consideracion de que el trabajo con patrones motiva
a los estudiantes a realizar algun tipo de validacion de sus propias
generalizaciones. Llevan a cabo una investigacion con tres grupos de Grado 10
(14-15 afios) con capacidades similares. Uno de los grupos constituyd el grupo
experimental y los otros dos fueron grupos de control. Uno de los grupos de
control siguié Unicamente el libro de texto y el otro siguié un sistema de
ensefianza habitual de su profesor. Al grupo experimental se les propusieron
tareas en las que se trataba de fomentar el trabajo que les guiara hacia la
identificacion de patrones, el reconocimiento de la necesidad de demostrar y la
realizacion de pruebas y demostraciones. Para ello, los alumnos del grupo
experimental trabajaron en subgrupos, debatieron en clase y resolvieron preguntas
abiertas y cerradas en diferentes contextos matematicos.

Finalmente, se les pasd un post-test a los tres grupos participantes en la
investigacion y se les realizaron entrevistas a algunos de los alumnos. El resultado
principal de esta investigacion es que si existe una clara relacion entre el trabajo
adecuado con patrones y la motivacion para el aprendizaje de la demostracion ya
qgue hubo claras diferencias en el grupo experimental respecto a los otros dos
grupos.

El papel de la visualizacion

Los problemas relacionados con la busqueda de patrones y las secuencias
numéricas han sido planteados en ocasiones en contextos pictdricos para probar
con un formato alternativo a las listas de nimeros. Estas formas alternativas de
expresar los patrones numéricos afiaden al razonamiento una componente visual
que juega un papel crucial en el desarrollo del razonamiento, tal y como sefiala
Ben-Chaim (1989) e inspira para realizar descubrimientos creativos
(Zimmermann y Cunningham, 1991). Por lo tanto, la visualizacion puede actuar a

modo de catalizador para entender y producir razonamiento inductivo.
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Garcia (1998) se centra en la utilizacion de contextos numeéricos y graficos para
investigar el proceso de generalizacion de estudiantes de educacion secundaria y
bachillerato al introducir la componente grafica. Sus principales objetivos de
investigacion son:
1. Estudiar el proceso de generalizacion desarrollado de forma espontanea
por los alumnos al resolver problemas de generalizacion lineal.
2. Derivar indicaciones y sugerencias didacticas para la ensefianza vy
aprendizaje de las sucesiones lineales.
Los problemas de generalizacion lineal son el contenido matematico seleccionado
por el investigador para su trabajo, en el que se clarifican los papeles de los
ambitos numeérico y grafico en la resolucion de problemas de generalizacion lineal
y afirma que el dibujo juega un doble papel. Por un lado es el marco donde
algunos alumnos desarrollan acciones que conducen al establecimiento de un
invariante y ademaés, es el ambito donde varios de los alumnos que han
desarrollado acciones en el contexto numérico comprueban la validez de sus

estrategias.

Uno de los factores que influyen en el papel de la visualizacion es la accion
mental que realicen los estudiantes sobre la representacion grafica ante la que se
encuentren. La representacion grafica puede dirigir la accién mental de los
estudiantes y estos pueden llevarlos a una actividad fisica, o no, sobre el dibujo; lo
cudl lleva a una vision estatica o dindmica del mismo. Desde la vision estatica, los
estudiantes imaginan el objeto completo del tamafio requerido. Mientras que en la
vision dindmica, los estudiantes imaginan el objeto creciendo desde uno de los
tamanos que aparecen en el enunciado de la tarea hasta el tamarfio superior por el

que se le pregunta (Garcia y Martinon, 1999).

Los problemas relacionados con la busqueda de patrones y las secuencias
numéricas han sido planteados en posteriores ocasiones en contextos pictéricos
para probar con un formato alternativo a las secuencias numéricas (Orton, Orton y
Roper, 1999; Radford, 2000, 2002). Los autores de estos trabajos, desde la
perspectiva que tratamos ahora, se centran en analizar si las diferentes formas de

representar los patrones numéricos pueden conducir a los estudiantes a métodos
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de resolucion alternativos a los tradicionalmente empleados. Una de sus
conclusiones es que el sistema de representacion grafico es una opcion potente
cuando se trata de identificar estrategias utilizadas por los estudiantes en tareas
relacionadas con la generalizacion lineal, ya que han detectado que las imagenes
de los casos particulares son empleadas por los estudiantes para la identificacion

de patrones.

Lo mencionado en este apartado acerca del papel de la visualizacion en el proceso
de generalizacion, nos hace considerar las ideas que sefialan Booth y Thomas
(2000) y Van Essen y Hamaker (1990). Estos autores consideran fundamental el
hecho de que con la aparicion de las representaciones graficas, se necesita de la
interpretacion de un dibujo en una forma tal que pueda ser utilizada para la
resolucion de un problema. Por lo tanto, la forma en la que se considere el dibujo

para la identificacion de un patron, es un factor a tener en cuenta.

Sin embargo, no siempre la generalizacion encuentra un aliado en la visualizacion,
tal y como sefialan Orton y Orton (1994). En este sentido, hay estudiantes que
encuentran dificultades en las tareas de generalizacion en las que se requiere la
visualizacion del patron.

Orton y Orton (1994) presentan cuatro estudios cuyos objetivos eran proporcionar
evidencia sobre habilidades y competencias mostradas por los sujetos en
situaciones con patrones, ademas de sefialar algunos de los obstaculos para tales
habilidades y competencias. En este trabajo se utilizan mayoritariamente
problemas con patrones que se corresponden con sucesiones lineales vy
cuadréticas, acompafiados de diagramas ilustrativos. Uno de los estudios que
constituyen este trabajo se realizd con alumnos de entre 9 y 13 afios y se les
propuso un trabajo con palillos. Pese a que el manejo del material se supuso que
iba a ser una ayuda para los estudiantes, una vez que éstos obtuvieron los niUmeros
asociados a los diagramas, abandonaron el material concreto y se concentraron en

los patrones puramente numeéricos.

152



Capitulo 4. Antecedentes

Generalizacion

En el trabajo de Stacey (1989) se pretende analizar el proceso de generalizacion
en su totalidad. Destacamos la preocupacion de la autora por la forma de expresar
la generalizacion que utilizan los estudiantes, las estrategias que emplean y las
dificultades con las que se encuentran los estudiantes a lo largo del proceso de
generalizacion.

Stacey (1989) propone tareas sobre patrones que corresponden a sucesiones, bien
lineales o bien cuadraticas, a estudiantes de entre 9 y 13 afios. Una vez recogidas
las respuestas de estos estudiantes, presenta los patrones matematicos que ellos
seleccionaron, las estrategias utilizadas al implementarlos y las explicaciones que
dieron. Esta recogida de informacion fue llevada a cabo en unas sesiones sobre
resolucion de problemas, en las que se animo a los estudiantes a comprobar los
patrones, tratando de predecir valores mas lejanos y calculandolos
independientemente y que indicaran esta comprobacion explicitamente en su
trabajo. A los estudiantes también se les mostr6 como la organizacion de los casos
particulares podia facilitar la busqueda de patrones, asi como conteos sucesivos.
Las principales conclusiones que Stacey extrae de su investigacion son:

1. Se observan inconsistencias en la eleccién de los patrones.

2. Los estudiantes que empezaron una pregunta correctamente,
frecuentemente adoptaron un modelo mas simple pero inadecuado para
partes mas dificiles de la pregunta.

3. Los estudiantes que asistieron a un curso especifico sobre resolucion de
problemas comprenden, de forma mas completa, la relacion entre los datos
y la generalizacion.

4. La fijacion en enfoques recursivos puede obstaculizar el progreso hacia
una regla general.

5. No hubo un uso espontaneo de algebra para expresar la generalizacion,
aunque muchos estudiantes pusieron de manifiesto haber visto la
generalizacién en los numeros que estaban manipulando.

El trabajo de Stacey saca a la luz diferentes aspectos que deben ser tratados en el
proceso de generalizacion y que van en la linea de nuestro trabajo. Entre esos

aspectos, mencionamos la forma de expresar la generalizacion, la identificacion
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de patrones, la relacion entre los casos particulares y la organizacion de los

mMismos.

Expresién algebraica de la generalizacion

El interés por la investigacion de la relacién entre el algebra y la expresion de la
generalizacién cobra especial importancia a partir del trabajo de Mason, Graham,
Pimm y Gowar (1985), quienes consideran la generalizacion como una de las
raices del algebra y destacan la relevancia de trabajar la generalizacion para

fomentar en los estudiantes el empleo significativo del lenguaje algebraico.

Sin embargo, en la préctica, la conexion que establecen los estudiantes de
secundaria entre el algebra y la generalizacion no es tan directa como cabria
esperar. Lee y Wheeler (1989) se centran en el algebra y la aritmética que los
alumnos de secundaria (15-16 afios) utilizan en los procesos de generalizacion y
justificacion. Para ello, los investigadores suministraron un test a 350 estudiantes
de 15-16 afios y, posteriormente, realizaron una entrevista individual a 25 de ellos.
En general, se encuentran importantes lagunas entre la aritmética y el algebra, y se
llega a la conclusion de que la relacion entre el algebra y la generalizacion no es
tan clara como en ocasiones se sugiere. Ademas, existen una serie de obstaculos
que dificultan el paso de lo aritmético a lo algebraico que surgen en diferentes
tipos de tareas expresadas numérica, verbal, grafica o algebraicamente sobre los
que los autores dejan una linea de investigacion abierta.

Lee (1996) presenta los resultados de una investigacion en la que trata de avanzar
en el conocimiento del papel de la generalizacion en la introduccion del algebra 'y
complementa los resultados obtenidos en las investigaciones mencionadas
anteriormente. Lee propone un experimento de ensefianza a un grupo de
estudiantes adultos dentro de los cuales considera un grupo experimental, con el
que realiza una serie de actividades basadas en la generalizacion de nimeros y de
patrones numeéricos, fundamentalmente. Las diferencias entre el grupo
experimental y el grupo de control fueron claras. Los alumnos del grupo
experimental utilizaron habitualmente lenguaje algebraico en las tareas de
generalizacion, las series infinitas generadas a partir de las actividades propuestas

Ilevaron a los estudiantes a reflexionar sobre procesos infinitos. Sin embargo, la
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investigadora concluye que los procesos de validacion formal no surgen de forma

natural en la aproximacion al algebra como generalizacion de patrones.

Otras formas de expresar la generalizacion

El lenguaje algebraico no ha sido el Unico que se ha visto vinculado a la
generalizacién. Mason y Pimm (1984) consideran que el lenguaje natural juega un
papel fundamental en el proceso de generalizacion y que el empleo de éste puede
influir en la expresion algebraica de la generalizacién, tanto en contextos
matematicos como en otros ajenos a esta ciencia. Estos autores presentan
ejemplos que muestran la diferencia entre especifico, particular, genérico y
general; y términos como el, un o cualquier, que son los que marcan esa
diferencia en el lenguaje natural. En el trabajo de Mason y Pimm se destacan las
dificultades inherentes a las expresiones matematicas de generalidad y su relacion
con lo particular. Mason y Pimm mencionan el caso de los ejemplos genéricos.
Son un tipo de ejemplos expresados de tal forma que pueden conducir a la
generalizacion pero, desafortunadamente, es casi imposible saber si alguien ve en
él, o no, el camino hacia la generalizacion.

Unos afios después, Radford (2002) muestra como algunos estudiantes utilizan
formas verbales y gestuales como alternativa al sistema de representacion
algebraico para expresar la generalizacion. Parte del articulo en el que se presenta
este trabajo, se centra en el analisis de una tarea de generalizacién propuesta a
estudiantes de Grado 8 antes de que hayan aprendido la utilizacion de expresiones
algebraicas. En la tarea se presentan varios términos de una secuencia expresada
mediante una configuracion puntual y se les pregunta a los alumnos, que trabajan
en grupos de 3, por el nimero de puntos que habré en la figura n de esa secuencia.
Siguiendo la metodologia descrita en Radford (2000), el autor describe cdmo los
estudiantes llegan a resolver el problema e incluso a la generalizacion sin recurrir
a expresiones algebraicas. Para ello, el autor menciona la importancia del lenguaje

verbal y los gestos que emplean los estudiantes en sus intentos por generalizar.
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Estrategias de generalizacion

Hargreaves, Shorrocks-Taylor y Threlfall, Frosbisher (1998) consideran que las
estrategias de generalizacion son utilizadas por los estudiantes cuando buscan
conseguir un proposito especifico y éstas pueden englobar a diferentes procesos
(éstos pueden producirse sin que se persiga ningun objetivo determinado). Desde
esta perspectiva, los autores consideran importante conocer las estrategias que los
estudiantes llevan a cabo en la resolucion de problemas, y si a partir de los
patrones, consiguen una generalizacion, y si ésta es adecuada o no a la situacion
que se plantea. Tras una investigacion llevada a cabo con 315 estudiantes de entre
7'y 11 afos, los investigadores identifican diferentes estrategias utilizadas por los

alumnos en la identificacion de patrones numéricos, a saber:

Busqueda de diferencias.

- Busqueda de diferencias de las diferencias.

- Observacion de la naturaleza de los nimeros.

- Busqueda de relaciones con las tablas de multiplicar.

- Combinacion de términos para obtener otro término.

En un trabajo posterior, estos mismos investigadores (Hargreaves, Threlfall,
Frosbisher y Shorrocks-Taylor, 1999) proponen a 487 estudiantes de 7 a 11 afios
una serie de problemas donde aparecen patrones que se corresponden con
secuencias lineales o cuadraticas. Partiendo de un tipo de tareas que se consideran

adecuadas para los estudiantes de estas edades, les proponen:

Encontrar una regularidad para una secuencia dada.

Continuar una secuencia, conociendo algunos términos de la misma.

Decidir si, dado un listado de nimeros siguen un patron o no.

Construir una secuencia numérica.
Los resultados se centran en la determinacion de estrategias que los estudiantes
utilizan en la resolucién de las tareas relacionadas con las secuencias lineales y
cuadraticas. Para las secuencias lineales, los nifios emplean las siguientes
estrategias:

- Busqueda de diferencias.

- Observacion de la naturaleza de los nimeros.

- Busqueda de relaciones con las tablas de multiplicar.
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Y para las secuencias cuadraticas, ademas de las anteriores, emplean:
- Busqueda de las diferencias de las diferencias.

- Combinacion de los términos de la secuencia para conseguir otros.

Por lo tanto, se observa la incorporacion de diferentes estrategias en la
identificacion de patrones en las secuencias cuadraticas respecto a los patrones
correspondientes a los patrones lineales. Los investigadores encuentran algunas
diferencias en las resoluciones que llevan a cabo los alumnos de diferentes edades.
La frecuencia de aparicidn de estrategias variadas y la identificacion de estrategias
adecuadas aumenta con la edad. Sin embargo, incluso entre los alumnos mayores,
hay todavia muchos que confian en una estrategia concreta cuando trabajan

buscando una generalizacion de un patron dado.

Lannin (2003) se basa en las recomendaciones curriculares de los Estandares
(National Council of Teachers of Mathematics, 2000) y propone a los estudiantes
algunos problemas para examinar las estrategias que éstos utilizan en su intento de
generalizar situaciones numéricas y articular sus correspondientes justificaciones.
En primer lugar, se debate en clase el problema propuesto, se les deja trabajar a
los alumnos durante unos diez minutos y, finalmente, los estudiantes trabajan en
pequefios grupos en los que discuten la validez de las estrategias que cada uno ha
empleado. Finalmente, se debate en clase el trabajo llevado a cabo por los grupos.

Resumimos a continuacion las estrategias que Lannin identifica:

Recuento. Dibujan o construyen patrones para representar la situacion y

cuentan hasta llegar al término requerido.

- Recursién. Basandose en uno o varios términos de la secuencia, expresan
el siguiente término por recurrencia.

- Whole-object. Se asume que, considerando la funcion f, que representa el
patron presente en las tareas propuestas, los estudiantes asumen
implicitamente que f(mn) = m f(n). Se trata de un error debido a la
aplicacion de una razén de proporcionalidad.

- Contextual. Construyen una regla con base en una relacion que queda

determinada por el problema.
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- Calculo de la razon. Los estudiantes utilizan una razon como factor de
multiplicidad. Después hacen un ajuste sumando o restando una constante
para conseguir un valor particular de la variable dependiente.

- Conjeturar y comprobar. Conjeturan una regla sin considerar por qué la
regla puede funcionar. No hay conexion con el contexto o con el nimero
de secuencia generado. En este caso, aunque la regla sea la correcta, no
permite comprender la relacion entre la regla y el contexto y, por lo tanto,

es dificil de justificar.

RAZONAMIENTO Y PROCESOS DE VALIDACION

En los primeros niveles educativos, los estudiantes razonan de una manera
informal. Las primeras tentativas de los nifios en la justificacion implican
estrategias de ensayo y error o el tratamiento no sisteméatico de muchos casos
(National Council of Teachers of Mathematics, 2003, p. 62).

A una edad temprana, hay alumnos que estan capacitados para realizar pruebas
vinculadas a lo empirico. Maher y Martino (1996) muestran ciertos
comportamientos que se pueden considerar precursores de los procesos de
validacion. Se trabaja con una nifia desde el Grado 1 hasta el Grado 5 en diversas
tareas en las que se combina la metodologia de trabajo en pequefios grupos,
trabajos con toda la clase y mediante entrevistas individuales. Durante la
resolucion de las tareas, se trata de que la alumna desarrolle sus propias ideas. La
informacion recogida proporciona una vision del proceso que siguen los
estudiantes en el aprendizaje de la demostracion. El principal resultado hace
referencia al progreso de esta alumna en la clasificacion, la organizacion y

reorganizacion de datos.

Brocardo (2004) estudia los procesos de validacion que emplean un grupo de
alumnos portugueses de 8° quienes muestran no ser conscientes de la
provisionalidad de las conjeturas que no han sido sometidas a ningun proceso de
prueba. En este caso, los alumnos resuelven los problemas en presencia de la

investigadora, que ejerce como guia en el proceso de argumentacion y
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demostracion de hipdtesis. El anélisis de las respuestas permite concluir que los
sujetos participantes en esta investigacion tienden a considerar las propias
hipbtesis como conclusiones y no ven necesidad de ir mas alla en la validacion de

sus conjeturas.

Edwards (1999) se centra en las argumentaciones que presentan los estudiantes de
educacion secundaria. Con este objetivo, Edwards pregunto a diez alumnos de un
curso de algebra de este nivel educativo sobre la veracidad de algunas
afirmaciones que involucraban nimeros pares e impares y se les requirieron las
justificaciones de sus decisiones. Todos los estudiantes razonaron partiendo de
casos particulares. Cuando, por medio de entrevistas, se les preguntdé por
justificaciones mas completas, 7 estudiantes dieron argumentaciones no empiricas
y solo 3 dieron argumentaciones coherentes, aunque ninguno de esos 3 utilizo

notacion algebraica.

Lannin (2003) analiza las estrategias de validacion de los estudiantes y encuentra
que los estudiantes validan sus conjeturas mediante:

- Comprobacion mediante ejemplos.

- Explicaciones en relacion con el contexto del problema.

- Induccion matematica (Unicamente un alumno lo intenta).

En la educacidon secundaria, se produce un avance significativo en relacion con los
procesos de validacidon de conjeturas en comparacion con estudiantes de niveles
inferiores. El trabajo de Miyakawa (2002) pone de manifiesto que hay estudiantes
de niveles educativos medios que reconocen diferentes justificaciones como
validas y algunas de ellas no estan basadas Unicamente en los casos particulares.
Miyakawa realiza una investigacion en la que un grupo de estudiantes de
Grenoble de 14 afos deben decidir acerca de la veracidad de unas afirmaciones

matematicas relacionadas con la teoria de numeros y justificar su respuesta.

Sin embargo, en general, se destaca que los estudiantes de los niveles educativos
medios, no suelen realizar procesos de validacion formales para justificar sus
propias conjeturas. En este sentido, la mayoria de las investigaciones, cuyos

principales resultados mostraremos a continuacion, dejan constancia de la
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tendencia de los estudiantes al empleo de las justificaciones basadas en los casos
particulares y a la escasez de alumnos que ven la necesidad de realizar procesos

de validacién tras la formulacién de conjeturas.

Ledesma (1996) es un ejemplo claro de lo que acabamos de mencionar. Tras el
analisis de las respuestas dadas por alumnos de 13 a 18 afios que participan en un
concurso de matematicas, concluye que la mayoria de los estudiantes siguen un
proceso inductivo habiendo examinado pocos casos particulares, no justifican sus
conjeturas y no han sentido la necesidad de demostrar. Parecen no ser conscientes
de la provisionalidad de su solucion.

En bachillerato, Ibafies (2001) ha estudiado los procesos de validacion que
utilizan algunos estudiantes espafioles. Este autor trabaja sobre la utilizacion de la
demostracion por parte de estos estudiantes, planteandose los siguientes objetivos
de investigacion:
1. Los esquemas de prueba® que ponen de manifiesto alumnos de
bachillerato
2. El reconocimiento de procesos matematicos que llevan a cabo dichos
alumnos
3. La influencia que tiene la utilizacion de algunas expresiones en el
enunciado de los teoremas.
Ibafies concluye que los alumnos de bachillerato participantes en su investigacion
ponen de manifiesto estar en un estado de transicion entre los procesos de
validacion inductivos (esquemas de prueba inductivos) y los intuitivo-

axiomaticos.

En las investigaciones citadas se ha destacado que desde los primeros niveles del
sistema educativo, los procesos de validacion aparecen ligados a lo empirico y

van avanzando hasta que lo inductivo va compartiendo espacio con lo deductivo

2 Los esquemas de prueba que utiliza Ibafies en su investigacion provienen del trabajo de Harel y
Sowder (1998), que constituye un antecedente importante en su trabajo. Debido a que nuestra
investigacion no se centra especificamente en este aspecto, sino como la validacion como aspecto
del razonamiento inductivo, consideraremos estos esquemas equivalentes a los procesos de
validacion.
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en los ultimos cursos de la educacion secundaria. Las investigaciones presentadas
ponen de manifiesto que la educacion secundaria es un periodo en el que
comienzan a coexistir en el trabajo de los estudiantes las justificaciones basadas
en los casos particulares y las justificaciones para el caso general propia de los
niveles superiores.

Sin embargo, el avance hacia los procesos de validacion formal no es natural y los
estudiantes prefieren los argumentos empiricos (Edwards, 1999; Healy y Hoyles,
2000). En ocasiones, se ha llegado a la conclusion de que uno de los obstaculos
que tienen los alumnos para justificar sus conjeturas es no reconocer la
provisionalidad de las mismas (Ledesma, 1996; Brocardo, 2004). El
reconocimiento de la necesidad de realizar conjeturas y de demostraciones ya
hechas como justificaciones vélidas se considera un avance dentro de los procesos
de validacion (Miyakawa, 2002; Sowder y Harel, 2003).

NATURALEZA Y EVOLUCION DEL RAZONAMIENTO INDUCTIVO

Razonamiento Inductivo Numérico

El trabajo realizado por Ortiz (1993) sobre series numéricas y razonamiento
inductivo, fue el primero de los realizados dentro del grupo de investigacion en el
gue se lleva a cabo nuestro trabajo (“Didactica de la Matematica. Pensamiento
Numeérico™), sobre el tema que nos ocupa. Este estudio tuvo por objetivo
comprobar que las tareas de continuar series numéricas constituyen un buen
instrumento para detectar diferencias en competencias inductivas en el campo
numérico, tanto individuales como por niveles educativos. Alumnos de 9 a 12
afios de edad realizaron una prueba constituida por 16 items, cada uno de los
cuales proponia a los estudiantes que continuaran una serie. Las series estaban
categorizadas en cuatro bloques, de acuerdo con las operaciones de la aritmética
elemental.

El estudio llevado a cabo identifica la edad como un factor influyente en el trabajo
de razonamiento inductivo por los alumnos. En los escolares estudiados se

observan diferencias significativas, debidas a la edad, en los items multiplicativos
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y se confirma un dominio de la estructura aditiva respecto de la multiplicativa, en
estas edades.

Ortiz (1997) continda su trabajo anterior con una investigacion en la que se
plantea analizar la naturaleza y la evolucion del razonamiento inductivo
numérico en los escolares de Educaciéon Primaria (Ortiz, 1997, p. 39). Con este
objetivo, se plantea una investigacion de caracter transversal con estudiantes de 6

a 12 afos de edad en el que se pretenden estudiar:

las variaciones con la edad de las competencias de los estudiantes sobre
razonamiento inductivo numérico
- los diferentes niveles que aparecen en relacion con los cambios que se
producen en dichas competencias
- las caracteristicas generales de dicha evolucion
- la relacién de esta evolucion con la situacion real de los conocimientos y
destrezas aritméticas adquiridas por medio de la instruccidn escolar
(Ortiz, 1997, p. 45)
Ortiz identifica diferentes estrategias inductivas que permiten a los estudiantes de
educacién primaria completar con éxito tareas de continuar series de nimeros
naturales. Ello permitié establecen niveles de comportamiento para estos
escolares, segun las estrategias puestas de manifiesto por los mismos. Este trabajo
deja cuestiones abiertas referentes al razonamiento inductivo numérico en otros
niveles educativos. A su vez, deja pendiente la complementacion de la
investigacion mediante la utilizacion de diferentes sistemas de representacion de

las secuencias y de tareas diferentes a la continuacion de series numéricas.

Fernandez (2001) complementa el trabajo de Ortiz, en esta ocasion enfocado a la
educacion infantil. La investigadora analiza la naturaleza y la evolucion del
conocimiento légico-ordinal de la secuencia numérica en los escolares de
educacion infantil, como precursor del razonamiento inductivo numérico. La
investigadora indaga las capacidades, habilidades y estrategias cognitivas que
manifiestan los nifios de 3 a 6 afios de edad ante tareas que requieren del
conocimiento logico ordinal de la secuencia numérica basica o de los nimeros
para contar. Con esta investigacion se confirma la evolucion de las estrategias

ordinales de los escolares investigados (27 nifios en el estudio exploratorio y 47
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en el estudio empirico definitivo) en seis niveles de competencias ordinales ante
las tareas propuestas, confirmandose que existe una construccion ordinal de la
secuencia numérica. Ademas, se constata que no todos los alumnos de un mismo
curso estan en el mismo nivel de conocimiento l6gico ordinal de la secuencia

numeérica.

Estudios Longitudinales

Como se ha puesto de manifiesto hasta el momento, los procesos de validacion en
relacion con el tipo de razonamiento empleado en ellos han sido objeto de
investigacion en diferentes niveles educativos. Presentamos tres estudios
longitudinales que ofrecen una vision general de los tipos de razonamiento que
utilizan los estudiantes de diferentes niveles educativos en los procesos de
validacion que llevan a cabo. Se trata de tres proyectos reconocidos a nivel
internacional realizados en Canad4, el Reino Unido y en Estados Unidos, y
centrados en los procesos de validacion que los estudiantes utilizan para justificar
sus conjeturas, teniendo en cuenta los conocimientos previos y el trabajo que estos

estudiantes habian realizado.

Radford (2000) dirige un proyecto longitudinal en Canada, de tres afios de
duracion, siguiendo un enfoque antropoldgico que parte de la necesidad de
realizar mas investigaciones que permitan profundizar en la naturaleza del
pensamiento algebraico y en el modo en que éste se relaciona con la
generalizacion. La investigacion se inicia con cuatro clases de Grado 8 de dos
colegios de Ontario.

Los objetivos principales de este trabajo son:

1. Investigar el modo en que los estudiantes utilizan los signos y los dotan de
significado en su primer encuentro con la generalizacion algebraica de
patrones.

2. Proporcionar informes sobre el pensamiento algebraico emergente en los
estudiantes.

Radford considera las funciones como contenido matematico y plantea una

metodologia que tiene tres fases principales:
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Disefio de unidades didacticas. El investigador y los profesores llevan a
cabo la elaboracion de unas actividades que puedan ser trabajadas en
pequefios grupos de estudiantes. Estas actividades deben permitir que los
alumnos expongan y debatan posteriormente sus métodos de resolucion y
sus soluciones de modo que el profesor haga de guia en el proceso.

Implementacién de las unidades didacticas elaboradas. Se trabajaron las
actividades de la unidad didactica y se grabo la puesta en practica.

Analisis de la investigacion. Esta fase se centrd en la discusion de las
cintas grabadas de la implementacion de las unidades didacticas, su

trascripcion y su interpretacion.

Las principales conclusiones sobre los objetivos de investigacion planteados son:

1. Los estudiantes relacionan los patrones y la generalizacion pero no todos

dan el mismo significado a la variable n. Se percibe una doble vision de la
variable que hace referencia a los aspectos ordinal y cardinal del nimero.
Mientras que en la primera vision, n es un descriptor general del patron de
las figuras; en la segunda visidn, n es un numero genérico de una formula
matematica que puede tomar un valor numérico.

Aunque los estudiantes no llegaran a la expresion algebraica correcta de la
generalizacion del patron, algunos de ellos fueron capaces de expresarlo en
el lenguaje natural.

En general, los estudiantes no estan acostumbrados a trabajar en el aula la
generalizacion ni a expresar un término general mediante el lenguaje
algebraico, ya que es algo que no se requiere en los niveles educativos
inferiores, donde se trabaja el pensamiento aritmético. Cuando los
alumnos se encuentran con los problemas propuestos, cada estudiante
emplea una técnica diferente porque consideran los casos particulares de
una forma diferente y porque dan significados distintos a los simbolos

algebraicos que utilizan. Los deicticos® empleados por los estudiantes

% El autor se refiere a deicticos como los términos del lenguaje natural que emplean los estudiantes
en la resolucién de los problemas y los gestos que, en ocasiones, los acompafian.
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marcan las diferencias en la resolucion que llevan a cabo de las tareas
propuestas.

4. Radford (2000) asocia algunas de las dificultades detectadas en la
expresion algebraica de la generalizacion a dos rupturas que se producen
en la realizacion de este proceso. Estas rupturas tienen que ver con: (a) la
percepcion geométrica de los patrones y (b) las caracteristicas numéricas
de los patrones. Para la expresion algebraica de la generalizacion, los
estudiantes pueden y deben considerar los patrones observados en las
figuras y las caracteristicas numéricas de los patrones. Sin embargo, esto
no es suficiente para generalizar algebraicamente, deben ir mas alla y no se
pueden basar Unicamente en esos factores, tal y como hacian en las

ocasiones en las que expresan la generalizacion en el lenguaje natural.

El Longitudinal Proof Project fue un proyecto longitudinal del Instituto de
Educacion de la Universidad de Londres, encabezado por los investigadores
Healy, Hoyles y Kichemann. El interés principal del estudio se centra en la
evolucion del razonamiento matematico de los estudiantes ingleses a lo largo de
tres afios de formacién académica oficial. Para ello, se recogieron datos a traves
de un estudio anual de estudiantes con alto nivel de conocimiento de una muestra
aleatoria de centros de nueve regiones geograficas inglesas.

En Junio de 2000 se les paso un test a 2797 estudiantes de 8° curso (13 afios) de
63 centros diferentes. Los mismos estudiantes fueron examinados de nuevo en
Junio de 2001 utilizando un nuevo test que incluia algunas preguntas del anterior,
otras nuevas y otras con algunas modificaciones sobre las planeadas en Junio de
2000.

En total, 1984 estudiantes de 59 centros hicieron conjuntamente los tests en 8°y
9° curso. Estos mismos alumnos fueron de nuevo examinados en Junio de 2002
con items similares con la intencion de ver la comprension y el desarrollo en sus
respuestas. Todos los tests incluyen items relacionados con cuestiones numéricas,
algebraicas y geométricas. Unas preguntas eran de respuesta abierta y otras de
eleccion multiple.

Una primera fase del proceso consistio en revisar los items en la literatura de

investigacion para identificar los principales puntos que tratan los alumnos cuando
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aprenden a probar en cada tema matematico trabajado. Las siguientes fases se
dedican a discusiones con los profesores sobre los estudios pilotos realizados en
seis centros. Siguiendo este andlisis, item por item, cada afio, y de manera
longitudinal, la fase final de la investigacién consiste en sugerir tendencias
generales en las respuestas que dan los estudiantes a las preguntas de los dominios
numéricos, algebraicos y geomeétricos.

Una conclusion general de este estudio es que el planteamiento de cuestiones que
no son familiares para los estudiantes constituye un contexto rico para la discusion
en el aula y fomenta la argumentacion matematica. A continuacion presentamos
algunos resultados de la investigacion llevada a cabo en el Reino Unido:

1. El tipo de respuesta que dan a un item algebraico que les es familiar y que
estd vinculada con el algebra, estd relacionado con sus éxitos en
matematicas, pero también puede verse influenciado por la ensefianza y
por los libros de texto que utilicen.

2. Desde el importante énfasis que se hace en el curriculum inglés sobre la
geometria como un contexto para desarrollar el razonamiento, se han
conseguido mejores resultados en las preguntas sobre geometria (es decir,
los estudiantes introducen explicaciones logicas frente a las explicaciones
basadas en la percepcién). Esta mejora en los dominios geométricos si esta
mas vinculada al éxito de cada estudiante en matematicas de lo que lo
estaban las cuestiones algebraicas.

3. Incluso los estudiantes que han trabajado previamente la prueba, han
desarrollado dos concepciones diferentes del razonamiento matematico.
Asi, los estudiantes valoran mejor los argumentos que consideran validos
desde el punto de vista matematico, que aquéllos que consideran validos
para si mismos.

Una aportacion importante de este estudio fue que la mayoria de los estudiantes
de 10 afios, a pesar de seguir el curriculo inglés durante 6 afios, en el que se trata
de fomentar el aprendizaje de la demostracion, son incapaces de distinguir y
describir propiedades matematicas para la demostracion asi como tampoco

utilizan el razonamiento deductivo en sus argumentaciones. La mayoria tienden a
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utilizar verificaciones basadas en casos particulares (Healy y Hoyles, 1998; Healy

y Hoyles, 2000; Kiichemann y Hoyles, 2001; Kiichemann y Hoyles, 2001b).

El proyecto titulado Proof Understanding, Production and Appreciation fue
dirigido por los investigadores Harel y Sowder y se centra en la demostracion
como proceso de validacion, partiendo de la dificultad que supone la
demostracion para los estudiantes que inician sus estudios universitarios (Sowder
y Harel, 2003). En el trabajo realizado bajo este proyecto se analiza la
comprension, la apreciacion y el desarrollo de pruebas por parte de los estudiantes
de diferentes especialidades desde su ingreso en la universidad hasta que terminan
los estudios de matematicas en Estados Unidos. En este proyecto hay dos
objetivos principales:

1. Estudiar como las ideas y las habilidades que tienen estos estudiantes
sobre la demostracion evolucionan con el paso por las asignaturas de los
programas de matematicas.

2. ldentificar principios que puedan ser utiles para promover en los
estudiantes el aprendizaje y la realizacién de demostraciones.

Los investigadores se centran en la transicion de los procesos de validacion
basados en la comprobacién mediante casos particulares (esquemas de prueba
empiricos, segun la terminologia empleada por los autores) a los procesos de
validacion formal para lograr el primer objetivo. Para conseguir el segundo
objetivo, se llevaron a cabo experiencias de ensefianza en las asignaturas
semestrales que forman parte de los estudios de matematicas.

Los 36 estudiantes participantes en este proyecto formaban parte de programas de
matematicas universitarios, los cuales duran 4 afios aproximadamente y tienen 14
asignaturas semestrales en total. Durante los 2 primeros afios, a muy pocos
estudiantes se les exige que realicen demostraciones y, en la mayoria de los casos,
su experiencia personal haciendo demostraciones se reduce a la educacion
secundaria. La primera cohorte de estudiantes se eligi¢ aleatoriamente de las listas
de clase de los cursos de matematica discreta y algebra lineal.

Tras el segundo curso, se realizaron unas entrevistas semiestructuradas a la
primera cohorte y se siguio trabajando con ellos hasta que completaron todos los

cursos de matematicas. En estas entrevistas se les propusieron una serie de
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cuestiones entre las que se incluian preguntas relacionadas con sus asignaturas de
matematicas (que cursaban en el momento de la entrevista o que habian cursado
previamente). Los entrevistadores eran, en la mayoria de los casos, uno de los
investigadores y, ocasionalmente, un estudiante de doctorado. Las entrevistas
fueron grabadas en audio y transcritas posteriormente.

Como parte de este estudio, se presentan diferentes casos de estudiantes que
muestran diferencias en el desarrollo de habilidades necesarias para la realizacién
de la demostracién (estas habilidades son medidas en términos de comprension,
produccion y apreciacion de las demostraciones): (a) algunos estudiantes llegan a
la universidad con habilidades excelentes en demostracion y contintan siendo
exitosos en el ambito de la demostracion, (b) otros llegan con un desarrollo pobre
y se graddan sin cambios significativos en dicho dmbito y (c) otros estudiantes
inician sus estudios universitarios con deficiencias en ese sentido pero
evolucionan favorablemente durante los programas de matematicas. Estos
investigadores reportan los casos de tres estudiantes que representan los tres
comportamientos mencionados (Sowder y Harel, 2003).

Los investigadores parten del trabajo con demostraciones tangibles. Este tipo de
demostraciones, que se caracterizan porque son concretas, convencen a los
estudiantes porque son capaces de comprenderlas y son esenciales porgue los
estudiantes ven la necesidad de su utilizacidn, pueden ayudar a los estudiantes a
superar dificultades en el aprendizaje de la demostracion.

En este estudio se observa que incluso en los niveles educativos universitarios, la
mayoria de los estudiantes muestran esquemas de prueba empiricos, basandose en
el trabajo con ejemplos, aungue son conscientes de que eso no es suficiente para
justificar la validez de una afirmacion en matematicas. La identificacion y puesta
en practica de principios que pueden ayudar a los estudiantes en el aprendizaje de
la demostracion se ha basado en la consideracion de las demostraciones tangibles
y sus caracteristicas. Asi, se puede conseguir una mejora en las habilidades
relacionadas con la demostracion de algunos estudiantes (Sowder y Harel, 2003).
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RAZONAMIENTO INDUCTIVO Y APRENDIZAJE

En la dltima década se han realizado diversas investigaciones que centran su
interés en el razonamiento inductivo como objeto de ensefianza en diferentes
niveles educativos. Este interés estd justificado, principalmente, por la
importancia del razonamiento inductivo en el descubrimiento de nuevo
conocimiento y en su utilidad para aplicar el conocimiento adquirido en nuevos
contextos. Aunque nuestro objetivo de investigacion no se centra en la relacion
del razonamiento inductivo y el aprendizaje, recogemos las principales
investigaciones que se han hecho en esta linea porque constituyen aportaciones

importantes en nuestro tema de investigacion en la actualidad.

Csap6 (1997) parte de la idea de que el razonamiento inductivo se puede utilizar
para descubrir nuevo conocimiento pero también para hacer que el nuevo
conocimiento sea aplicable a nuevos contextos. A pesar de los esfuerzos
realizados desde la investigacion en ambos sentidos, Csap0 sefiala la existencia de
una brecha entre los estudios que tratan los dos aspectos. En esta ocasion, el
investigador se preocupa por evaluar el nivel de desarrollo de razonamiento
inductivo en cinco grupos de estudiantes de niveles educativos diferentes. Para
examinar el papel del razonamiento inductivo en el aprendizaje escolar, se centra
en el conocimiento que aprende en el colegio (conocimiento escolar) y el que se
puede aplicar en un contexto diferente de aquel en el que se ha aprendido
(conocimiento aplicable).

Csapd propone a mas de 2000 alumnos de 3°, 5° 7° 9°y 11° tareas sobre
analogias numéricas y verbales, series numéricas y verbales, codificacion y
exclusion. Los resultados indican que el desarrollo més rapido del razonamiento
inductivo se produce entre los cursos 5° y 9°; el desarrollo principal se detect6
antes de 5° y se observaron pequefios cambios despues de 9°. El investigador
concluye que hay una fuerte relacion entre los buenos resultados en las tareas de
razonamiento inductivo y el conocimiento cientifico aplicable. En general, Csap6
considera que el razonamiento inductivo es esencial en los diferentes cursos en los
que ha llevado a cabo su investigacion para que los estudiantes puedan poner en

practica el conocimiento adquirido.
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A partir del modelo propuesto en la investigacion de Klauer (1996), los trabajos
de Christou y Papageorgiou (En prensa), De Koning, Hamers, Sijtsma y Vermeer
(2002), y Tomic y Kingma (1997) ponen de manifiesto la utilidad de los
diferentes tipos de problemas considerados por Klauer para el desarrollo del

razonamiento inductivo en educacién primaria.

Tomic y Kingma investigan los efectos de un programa de entrenamiento en
razonamiento inductivo segun los resultados de los nifios en tests, el rango de
transferencia, los efectos a largo plazo después de cuatro meses de entrenamiento,
y la efectividad del grupo de entrenamiento. Participaron 47 nifios de tercer grado
de nivel medio. EI grupo de control sigui6 el curriculum ordinario. Se escogieron
a 23 de ellos de manera aleatoria como grupo experimental que sigue el programa
de entrenamiento, que se centra en seis tareas de razonamiento inductivo:

1. Generalizacion.
Discriminacion.
Clasificaciones cruzadas.
Reconocimiento de relaciones.

Relaciones discriminatorias.

o g~ w D

Formacion del sistema.
Los resultados indicaron que hubo un efecto significativo y positivo del
entrenamiento en la actuacion de los nifios en las tareas de razonamiento

inductivo.

Christou y Papegeorgious (En prensa) validan el modelo de Klauer con un grupo
de 135 estudiantes chipriotas de 5° curso. Los investigadores elaboran un test de
18 problemas de respuesta mdltiple (9 sobre agrupacion de objetos y 9 de
seriacion de objetos), estableciendo diferentes niveles para los problemas que
proponen tanto en lo referente a los atributos como a las relaciones. Christou y
Papegeorgious confirman que han identificado seis procesos cognitivos diferentes
cuando los estudiantes tratan de identificar las semejanzas, las diferencias, y
ambas conjuntamente en la resolucion de problemas con los atributos de
elementos o con la relacion entre diferentes elementos. Ademas, los

investigadores concluyen que los tres procesos cognitivos (semejanza, diferencia
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y ambos) generan una imagen coherente del razonamiento inductivo de los
estudiantes en cada nivel y que no es apropiado sugerir que el razonamiento
inductivo de los estudiantes sigue una progresion ordenada a través de los niveles

considerados en atributos y relaciones.

De Koning, Hamers, Sijtsma y Vermeer (2002) utilizan algunas de las tipologias
sefialadas por Klauer (1996) , apoyandose en materiales visuales y verbales para
construir dos programas de ensefianza del razonamiento inductivo a estudiantes de
3° y 4° de educacion primaria. En el primero de ellos (que se realiza en 3°) se
trabaja con materiales visuales y se centra en el razonamiento inductivo y en el
segundo con materiales verbales (para 4°), en los que se trata de ver la relacion del
razonamiento inductivo con la lectura comprensiva. El trabajo muestra un enfoque
original de la ensefianza que favorece el desarrollo del razonamiento inductivo por
parte de los estudiantes, en el que el papel de los profesores es fundamental para
crear un clima de debate tanto en el aula con los alumnos como entre profesores,

que se ve fortalecido por la implementacion de diferentes fases en el proceso.

La investigacion de Barrera (2004) se contextualiza en el mismo grupo de trabajo
en el que se enmarca nuestra investigacion sobre razonamiento inductivo. Barrera
analiza el cambio (supuestamente una mejora) que se produce en la utilizacion del
razonamiento inductivo por parte de maestros en formacién después del desarrollo
de un tema, en clase, en el que los alumnos se familiarizan con la induccién
completa mediante resolucién de problemas. Se trata de un trabajo de tipo
exploratorio que sigue un disefio de investigacion de tipo experimental con pre-
test y post-test. Los sujetos son un grupo de profesores, de educacion primaria, en
formacion inicial. Se detectd una mejora en el uso del razonamiento inductivo tras
el desarrollo del tema anteriormente indicado. El autor hace especial hincapié en
la utilidad de trabajar en el aula este contenido matematico asi como dedicar
atencion especial, en dicho trabajo, a los diferentes sistemas de representacion,
sefialando ademas la dificultad que entrafia para los estudiantes la obtencién del
término general de una secuencia numérica. En la actualidad, la investigacion de

Barrera, continda teniendo como base el mencionado estudio exploratorio.
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PROPUESTAS DIDACTICAS DE RAZONAMIENTO INDUCTIVO

Entre los trabajos vinculados al razonamiento inductivo, destacamos algunas
propuestas didacticas en las que se considera imprescindible el razonamiento
inductivo para la comprensién y construccion por parte de los escolares del
conocimiento matematico (National Council of Teachers of Mathematics, 2003) y
situaciones didacticas para que los alumnos trabajen el razonamiento inductivo.
En las propuestas que recogemos en este apartado, a diferencia de los trabajos
recogidos en el epigrafe anterior, el razonamiento inductivo no se considera objeto

de aprendizaje pero si se considera un elemento fundamental para éste.

En el libro del Shell Centre (1984) se presenta una forma de trabajar que presta
especial atencion a la eleccidn de estrategias para la resolucion de problemas, y la
posterior explicacion y discusién de resultados. Se plantean una serie de
problemas para trabajar con los estudiantes que comienzan con la consideracién
de casos particulares en contextos numeéricos o graficos y se plantea la busqueda
de un patrén y la formulacién de una regla general para ese patrén. Con esta
propuesta se persiguen los siguientes objetivos con los estudiantes:

- Comprension del problema.

- Organizacion sistematica de la informacion.

- Descripcion y explicacion de los métodos utilizados y de los resultados

obtenidos.

- Formulacion de una generalizacion (verbal o algebraicamente).

Mason, Graham, Pimm y Gowar (1985) consideran la generalizacion como una de
las ideas béasicas que puede guiar a los estudiantes a la utilizacién y manejo del
lenguaje algebraico. Desde esta perspectiva, los autores presentan una propuesta
de trabajo para estudiantes de los ultimos cursos de educacion primaria y
educacion secundaria. La propuesta se centra en una serie de problemas en
diferentes contextos en los que aparecen, de manera implicita, secuencias
numéricas y se propone trabajar con los estudiantes para que lleguen a:

- Ver un patrén.

- Decir un patrén.

- Escribir el patron.
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- Comprobar el patron.

Desde la misma perspectiva de la generalizacion y su relacion con el lenguaje
algebraico que se pone de manifiesto en el trabajo anterior, el Grupo Azarquiel
(1993) presenta una propuesta constituida por actividades encaminadas a expresar
lo general utilizando distintas estrategias. EI Grupo Azarquiel se centra en tres
tareas que considera necesarias para lleguen a expresar la generalizacion:

- Ver lo que es comun a todos los casos particulares presentados.

- Describir en el lenguaje natural la regularidad detectada.

- Escribir la regularidad mediante diferentes sistemas de representacion.

Mason (1996), desde la perspectiva que le da su participacion en trabajos como
Mason (1988), Mason (1991) y Mason, Graham, Pimm y Gowar (1985), muestra
y comenta diferentes tareas que han sido propuestas como ejemplos o ejercicios
en otros trabajos relacionados con la generalizacion (suyos y de otros
investigadores) y hace una reflexion sobre la utilidad que pueden tener dichas
tareas en funcion de los objetivos que se propongan y los estudiantes a los que se
dirijan.

La importancia concedida a los patrones dentro de la matematica a partir de la
década de los 90 (Smith, 2002) tiene su influencia en la Educacién Matematica y
esto se pone de manifiesto en el trabajo de Orton (1999), en el que se presta una
especial atencién a los patrones en la ensefianza de la matematica. Dentro de este
libro, destacamos la propuesta de trabajo que presentan Orton, Orton y Roper
(1999), donde los autores presentan los resultados de diversas investigaciones
previas para justificar la propuesta de diversos contextos pictoricos, como
formatos alternativos a las tradicionales secuencias de numeros, y que son
interesantes para el trabajo de los patrones. Entre los tipos de representaciones que
los autores utilizan para estos problemas, destacamos: las configuraciones
puntuales, los dibujos basados en figuras geométricas y las construcciones con
palillos de dientes. Para cada uno de esos tipos de problemas, se observan los
resultados obtenidos en diferentes investigaciones que ya se han mencionado con
anterioridad y las distintas formas en que los resolutores han llegado a la

identificacion de un patrén o, incluso a la expresion de la generalizacion.
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REFLEXIONES SOBRE LA METODOLOGIA DE LOS ANTECEDENTES

En general, se observan dos marcos metodoldgicos generales en la aproximacion a
los problemas relacionados con el razonamiento inductivo. Por un lado, hay
investigaciones que se interesan por los resultados tras la aplicacion de un proceso
de instruccion. Por otro lado, hay investigaciones que se centran en describir el
proceso de razonamiento que siguen los estudiantes mientras resuelven unas
tareas determinadas. Sobre este Gltimo tipo de investigaciones, algunos autores,
entre los que destacamos a Balacheff (2000), De Groot (2001) o Flores (2002),
[laman la atencion, ya que consideran la necesidad de conocer el proceso de

razonamiento de los alumnos, mas alla del resultado obtenido.

Los trabajos presentados en este capitulo, independientemente del marco
metodoldgico que empleen, comparten la resolucion de problemas como contexto
en el que los alumnos deben dar respuesta a unas tareas determinadas. A este
respecto, destacar que en esos problemas, la informacion de la que parten los
alumnos son uno o varios casos particulares expresados numérica o graficamente.
A partir de ellos se les plantea una propuesta de trabajo en la que deben continuar,

extrapolar, generalizar, particularizar, comprobar, justificar o demostrar.

Por el contrario, destacamos que no se han encontrado investigaciones en las que
se les presente a los alumnos una situacion contextualizada y los casos

particulares no se hagan explicitos.

INTERROGANTES QUE SE SUSCITAN

Los trabajos presentados en este capitulo ponen de manifiesto el interés de
considerar los siguientes interrogantes en esta investigacion:
1. ¢Qué tipos de patrones identifican con mas facilidad los estudiantes de 3°
y 4° de ESO?
2. ¢Tiene relacion la identificacion del patron con la generalizacion o la
validacion de conjeturas que llevan a cabo los estudiantes?

3. ¢Influye la visualizacién en la deteccion del patron?
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4. ¢Qué estrategias emplean los estudiantes espafioles en la resolucion de
problemas inductivos relacionados con patrones lineales y cuadraticos?

5. ¢Llegan los estudiantes a expresar la generalizacién? En caso afirmativo,
¢lo hacen algebraicamente o utilizan otra forma de expresarla?

6. ¢Llegan los estudiantes a justifican sus conjeturas? ¢Lo hacen basandose
en casos particulares? ¢ Lo hacen formalmente?

7. ¢Existen diferencias significativas en los pasos del razonamiento inductivo
gue emplean los estudiantes segun el curso que estudian? ¢Existen
diferencias significativas en el proceso de resolucion de los problemas
segun el curso?

8. ¢Existen diferencias significativas en los pasos del razonamiento inductivo
gue emplean los estudiantes segun el tipo de problema que se le plantea?

9. ¢Existen diferencias significativas en el razonamiento inductivo que
realizan los estudiantes en funcion del curso al que pertenecen?

10. ¢Existen diferencias significativas en las estrategias que emplean los
estudiantes en la resolucion de problemas inductivos en funcion del curso
al que pertenecen?

11. ¢Es adecuado el modelo teorico ideal para describir el trabajo de los
estudiantes cuando ponen de manifiesto el razonamiento inductivo? ¢Se
ajusta el trabajo de los estudiantes a dicho modelo teérico?

Pretendemos dar respuesta a estos interrogantes que, en la mayoria de los casos
son reformulaciones depuradas de algunos de nuestros objetivos especificos. Esto
permitird contrastar los resultados que obtengamos con algunos de los presentados

en este capitulo.
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CAPITULO 5

MARCO METODOLOGICO

En este capitulo presentamos la metodologia que utilizamos en el trabajo. Para
ello, comenzamos con la descripcion del disefio, que parte de nuestro objetivo
general y del estudio piloto como elementos fundamentales en el disefio de la
investigacion definitiva. En esta descripcion tratamos la muestra, las variables de
investigacion, la construccion de una prueba constituida por seis problemas para
la recogida de informacion y la elaboracién de unas hojas para registrar la
informacion que extraemos de las producciones de los estudiantes (hojas de
codificacion).

Finalmente, presentamos una forma de seleccionar a siete sujetos para una

descripcion especifica de sus producciones.

DISENO DE LA INVESTIGACION

Describimos el plan que desarrollamos para obtener la informacion que utilizamos
en la investigacion, partiendo del objetivo general de la misma.
Los cuatro elementos clave se aprecian en el objetivo general de investigacion y
sobre ellos se fundamenta el disefio de esta investigacion: razonamiento inductivo,
estudiantes de 3° y 4° de ESO, progresiones aritméticas y resolucion de
problemas.
1. El razonamiento inductivo es el proceso cognitivo que se pretende
describir y caracterizar en esta investigacion, y constituye una parte

fundamental del marco tedrico del trabajo.
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2. Los estudiantes de 3°y 4° de ESO son los sujetos en los que nos hemos
centrado para realizar el andlisis del razonamiento inductivo. La muestra
estd conformada por estudiantes de estos niveles educativos.

3. Las progresiones aritméticas de Ordenes 1 y 2 son el contenido
matematico que se va a utilizar para analizar el razonamiento de los
estudiantes de 3°y 4° de ESO. Los problemas presentes en el instrumento
de recogida de informacidn estan relacionados con este contenido.

4. La resolucion de problemas es un contexto adecuado para el estudio del
razonamiento inductivo de los sujetos. La recogida de informacion se hara
mediante una propuesta basada en la resolucién de problemas.

En la Figura 5 - 1 recogemos un esquema general que resume el disefio de esta

investigacion.

OBJETIVO GENERAL

MARCO

TEORICO

DE INVESTIGACION

y

Estudio Piloto

Muestra definitiva
Instrumentos
Variables Variables
Independientes Dependientes Recogida de | Observacion
VARIABLES Y VALORES Informacién
Aplicacion y
Exploracion Inicial
de Respuestas /
v

HOJAS DE
CODIFICACION

DELA
INFORMACION

Figura 5 - 1. Disefio de la investigacion
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Partimos del objetivo general de investigacion y realizamos el estudio piloto de
este trabajo (Cafiadas, 2002), el cual permitié concretar diferentes aspectos, entre
ellos, la muestra del estudio definitivo.

Considerando el marco tedrico y la muestra definitiva, identificamos las variables
que intervienen en los objetivos de este trabajo (dependientes e independientes).
Asimismo, a partir del marco tedrico construimos un instrumento para la recogida
de informacion, basado en la resolucion de problemas, y dos instrumentos para la
observacion de las producciones escritas de los sujetos de la muestra.

Tras la aplicacion del instrumento de recogida de informacion, realizamos una
primera exploracion de las respuestas de los estudiantes, que nos lleva a la
revision de los instrumentos de observacion de la informacion y a la elaboracion

de dos hojas para la codificacion de los datos.

ESTUDIO PILOTO

Nuestra primera aproximacion al razonamiento inductivo de los estudiantes de
educacion secundaria, la llevamos a cabo en el estudio piloto. En los siguientes

epigrafes presentamos algunos aspectos relevantes del mismo.

Objetivo de Investigacion

El objetivo general de investigacion fue estudiar la utilizacién que hacen los
individuos del razonamiento inductivo cuando se enfrentan a la realizacion de

unas tareas matematicas no rutinarias (Cafiadas, 2002, p. 5).

Metodologia

Se realiz6 un estudio de casos con 12 estudiantes de educacion secundaria y
bachillerato, a los que se les propusieron dos tareas matematicas cuya resolucién
permitia que se hiciera uso de razonamiento inductivo. Las dos tareas estaban
referidas a contenidos matematicos diferentes. En la primera tarea los estudiantes
debian de razonar sobre la paridad del resultado de la suma de dos nimeros pares.
En la segunda tarea se trataba de determinar el mayor nimero de regiones que se

obtienen al trazar un nimero de rectas sobre un plano.
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Las tareas propuestas fueron realizadas por los estudiantes en un contexto de

entrevistas semiestructuradas, que fueron grabadas en audio.

Resultados

Resultados tedricos

Un resultado tedrico de nuestro estudio piloto fue una aproximacion a un modelo
para la descripcion del razonamiento inductivo, que considera diferentes pasos del
mismo. Una vez concluida la fase empirica, se llegd a la construccion de un
modelo mas completo, al analizar el desempefio de los estudiantes en la
resolucion de las tareas sefialadas, y tomar en consideracion los pasos que
ejecutan en aquellos casos en los que utilizaron razonamiento inductivo. El
modelo que resultd consta de siete pasos, los cuales se describen del siguiente
modo:

1. Trabajo con casos particulares. El punto de partida es el trabajo con
ejemplos concretos, fundamentalmente aquellos casos que respondan a
situaciones iniciales, o valores pequefios, cuando se trata de situaciones
numericas.

2. Organizacion de la informacién obtenida con los casos particulares.
Empleo de estrategias para sistematizar y facilitar el trabajo con la
informacion obtenida a partir de la observacion de los casos particulares.
La organizacion se puede efectuar mediante graficos, tablas o cualquier
sistema que permita visualizar facilmente la relacion entre los diferentes
resultados obtenidos ordenadamente, a partir de los casos particulares
anteriores.

3. Busqueda y prediccion de patrones. La percepcion de una regularidad en
el trabajo con los casos particulares (organizados, o no) puede llevar a
pensar en otros casos no tratados y comprobar si se mantiene la misma
regularidad. En caso afirmativo, dicha regularidad constituye un patron
valido para todos los casos particulares observados. El patron, en este
caso, se basa en la idea de situacion repetida con regularidad.

4. Formulacion de conjeturas. Se formula una afirmacion, o conjetura, sobre

todos los casos, trabajados y no trabajados. Dicha afirmacion es valida

180



Capitulo 5. Marco Metodoldgico

para los casos tratados y esta basada en los mismos, pero que no ha sido
validada para los casos no tratados, por lo que existe un elemento de duda.

5. Prueba de conjeturas. Se trata de llegar a la conviccion sobre la verdad de
la conjetura formulada, tanto para los casos particulares tratados, que han
permitido llegar a ella, como para otros con los que no se ha trabajado. En
este paso, se valida la conjetura con nuevos casos particulares.

6. Generalizacion de conjeturas. Si la conjetura enunciada se cumple en
algunos casos particulares mas, la conjetura puede ser ampliada a nuevos
casos, se formula entonces la hipétesis de que esa conjetura es una
propiedad. El patron matematico se transforma en una regla general.

7. Demostracion de la conjetura. La confirmacion de una conjetura requiere
de su validacion (el rechazo surge de la imposibilidad de hacerlo) con
casos particulares. Pero esto no es suficiente para justificar una
generalizacion. Es necesario dar razones que expliquen la conjetura con la
intencion de convencer a otras personas. Se busca un examen mas justo de
esa conjetura y se recurre a la prueba formal como la dltima justificacion
que garantiza la veracidad de la conjetura formulada.

Los principales aportes de esta propuesta se refieren al trabajo con casos
particulares, se observa el tipo de trabajo que se lleva a cabo con ellos y la forma
en que los mismos se trabajan. Por otro lado, en el proceso de validacion, se
diferencia la comprobacién de las conjeturas generales mediante los casos
particulares, caracteristicos de la primera fase inductiva, de la induccién

matematica.

Resultados empiricos

En general, las respuestas a las preguntas de investigacion, tras el trabajo
empirico, fueron diferentes para las dos tareas propuestas. Mientras que la primera
tarea es comprendida por los alumnos; en la segunda, todos los estudiantes
plantean dudas y preguntas antes de iniciar el trabajo para dar una respuesta a la
misma. Estas diferencias se justifican por la distinta naturaleza de las dos tareas.

Una vez que los estudiantes entienden la propuesta, todos utilizan el razonamiento
inductivo para resolver ambas tareas, siguiendo algunos de los pasos que hemos

identificado a partir del trabajo de Pdlya (1945). Debido a que la mayoria de los
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alumnos conocen la respuesta de la primera pregunta, la informacion extraida de
la segunda tarea es mas enriquecedora para la descripcion del razonamiento
inductivo.

Respecto a la identificacion de patrones, la mayoria de los estudiantes lo
consiguen en las dos tareas. En la segunda tarea, siete de los doce estudiantes
detectan la relacion recurrente. Una de esas alumnas expresa algebraicamente la
generalizacion.

Los estudiantes que realizan alguna prueba de sus conjeturas, lo hacen basandose
en los casos particulares con los que trabajan. S6lo una de las alumnas (la misma
que expresa la generalizacion algebraicamente) pone de manifiesto la necesidad
de hacer algun tipo de demostracion formal.

El sistema de representacion verbal es el predominante en la resolucion de las
tareas. Dada la vinculacion geométrica de la segunda tarea, los alumnos también
utilizan el sistema de representacion grafico.

Las principales dificultades de los estudiantes, se presentaron en ambas tareas, al
tratar de expresar de forma escrita los patrones detectados.

No se han apreciado errores, de manera sistemética, en el trabajo de los
estudiantes.

Finalmente, no se llego al establecimiento de niveles en este estudio. Se constata
la necesidad de plantear otro tipo de investigacidn para conseguir dar respuesta a
esta cuestion.

En el estudio piloto (Cafiadas, 2002), al que estamos haciendo referencia, se
confirman algunos resultados sobre el razonamiento inductivo, obtenidos en
investigaciones previas realizadas con estudiantes de educacion secundaria y
bachillerato, en lo referente a los procesos de validacion. En estos niveles
educativos se observa una tendencia al trabajo con lo empirico. En cuanto al
proceso de razonamiento inductivo, no se identificaron diferencias significativas
en el razonamiento inductivo que llevan a cabo los estudiantes de diferentes
cursos de educacion secundaria obligatoria y bachillerato.

El estudio piloto, permitié hacer ciertas sugerencias respecto a la metodologia
empleada. Se trata de consideraciones que debemos tener en cuenta en la

investigacion posterior:
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- Laresolucion de problemas se confirma como una actividad adecuada para
analizar el razonamiento inductivo de los estudiantes de educacion
secundaria.

- La necesidad de concretar el contenido matemético que aparece en el
trabajo de los problemas y realizar un estudio detallado de ese contenido.

- La conveniencia de ampliar el nimero de estudiantes participantes en la
investigacion con objeto de conseguir mayor variedad en los datos.
Partiendo de los resultados y de las sugerencias metodoldgicas planteadas tras la
realizacion del estudio piloto, nos centramos en la descripcion de la metodologia

del estudio definitivo.

ESTUDIO DEFINITIVO

Dentro de los dos enfoques de investigacion que se distinguen en general:
cualitativo y cuantitativo (Cea D"Ancona, 1996; Hernandez, Fernandez y
Baptista, 2003), hemos adoptado un paradigma que combina lo cuantitativo y lo
cualitativo. Uno de los objetivos de este capitulo es la determinacion y el analisis
de unas variables relacionadas con el razonamiento inductivo de los estudiantes.
La intencidn es identificar con precision las variables que entran en juego y los
valores que pueden tener.

Por la naturaleza de nuestro objetivo general de investigacion, este trabajo es de
carécter descriptivo (Cea D"Ancona, 1995; Hernandez, Fernandez y Baptista,
2003; Ledn y Montero, 2000). Uno de los fines de la metodologia descriptiva es el
establecimiento de tipologias (Cea D" Ancona, 1995). Este es uno de los objetivos
especificos de investigacion, en el que nos proponemos identificar perfiles segin
el razonamiento inductivo de los estudiantes (objetivo 12, ver Capitulo 1).

La recogida de informacion se lleva a cabo en un momento concreto y participan
estudiantes de distinta edad, por lo que se trata de un estudio transversal. Es como
si realizaramos una fotografia instantanea en un momento determinado y luego se
busca describir lo que alli aparece (Cohen y Manion, 1990; Hernandez, Fernandez
y Baptista, 2003).
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MUESTRA

El grupo de estudiantes con los que se ha llevado a cabo el estudio empirico esta
conformado por sujetos que pueden ser considerados representativos de los
alumnos de centros publicos de 3° y 4° de Educacion Secundaria Obligatoria de
Espafia, puesto que no se ha considerado ninguna caracteristica especifica para su
seleccion, excepto el nivel educativo. La muestra la conforman los 359
estudiantes de 3°y 4° de Educacién Secundaria Obligatoria de cuatro centros a los

gue tuvimos acceso. En la Tabla 5 - 1 mostramos las edades de estos estudiantes:

Tabla 5 - 1. Edad de los sujetos

Edad Frecuencia  Porcentaje

13 1 .3
14 96 26,7
15 174 48,5
16 60 16,7
17 27 75
18 1 3
Total 359 100,0

Las edades de los de los sujeetos oscilan entre los 13 y los 18 afios, teniendo el
99,4% de ellos, 14, 15, 16 y 17 afios. Casi la mitad de los estudiantes tenian 15
afios en el momento de realizar la prueba. En cuanto a las capacidades de los
sujetos, no consideramos los alumnos con adaptaciones curriculares en
matematicas o con necesidades educativas especiales, ya que no forma parte de
los objetivos de esta investigacion.

Los sujetos pertenecen a cuatro centros de diversas zonas geograficas espafiolas:
Madrid, Granada, Teruel y Cullar-Vega (un pueblo de la provincia de Granada).
La intencion de la variedad geografica es tener un grupo de estudiantes
heterogéneo de 3°y 4° de ESO.

Los cuatro centros son publicos, mixtos e incluyen en su oferta educativa la
Educacidn Secundaria Obligatoria. Los estudiantes de estos centros pertenecen, en
general, a familias de clase media.

En la Tabla 5 - 2 se observan el nimero de alumnos de la muestra y su

distribucién segln curso y centro al que pertenecen.
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Tabla 5 - 2. Sujetos

Curso
W Frec.
Granada 76 38 114
Centro Madrid 51 39 90
Cullar-Vega 48 38 86
Teruel 36 33 69

211 148 359

Historial Académico de los Estudiantes Relacionado con el Razonamiento

Inductivo

Para conocer el trabajo previo realizado por los sujetos relacionado con nuestra
investigacion, recurrimos a varias fuentes:
1. Curriculo de educacién secundaria vigente en el curso en el que se llevé a
cabo el estudio empirico.
2. Entrevistas a los profesores responsables de los estudiantes, previas al
estudio empirico realizadas.
3. Libros de texto que emplean habitualmente los sujetos.
4. Cuadernos de trabajo de los estudiantes.
En cada una de las fuentes, centramos la atencién en la informacién relativa a los
aspectos relacionados con el objetivo de investigacion, que consideramos que
podian influir en las producciones de los estudiantes.

Curriculo de educacion secundaria

En el Capitulo 1 se ha hecho referencia al razonamiento inductivo en el curriculo
espafiol, destacando el trabajo de algunas tareas vinculadas a éste, como pueden
ser el reconocimiento de regularidades numéricas o el desarrollo de estrategias
para defender sus propios argumentos.

En el Capitulo 3 se ha puesto de manifiesto la situacion curricular del contenido
matematico. Concluimos, por tanto, que los estudiantes de los niveles educativos
considerados se suponen capacitados para abordar el trabajo con las progresiones
de numeros naturales de 6rdenes 1y 2.

En cuanto a la resolucion de problemas, otro de los elementos clave de esta
investigacion, el curriculo de 3 °©y 4° de ESO lo considera una practica habitual
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integrada en todas y cada una de las facetas que conforman el proceso de

ensefianza y aprendizaje (Boletin Oficial del Estado, 2004, p. 5766).

Entrevistas con los profesores responsables

Con la intencion de conocer de manera directa el trabajo previo realizado por los
sujetos, llevamos a cabo una entrevista, de caracter informal, con cada uno de los
profesores de matematicas de los grupos participantes en la investigacion. Las
entrevistas con los profesores de Cullar-Vega, Granada y Teruel fueron realizadas
de forma presencial por la doctoranda, mientras que la realizada a los profesores
del centro de Madrid se llevo a cabo telefonicamente.

La entrevista fue dirigida con el fin de obtener informacion sobre el trabajo
realizado en clase de matematicas que estuviera relacionado con nuestro trabajo:
razonamiento, progresiones, resolucion de problemas y, en general, la
metodologia que habitualmente siguen los estudiantes en el aula. En los siguientes

epigrafes presentamos la informacion que obtuvimos.

Informacioén sobre el razonamiento

Pese a que nuestro tema de investigacién es el razonamiento inductivo, no
hicimos referencia directa a él en las entrevistas con los profesores para que no
variaran sus clases previas a la realizacion de la prueba.

Al hablar del razonamiento de los estudiantes, todos los profesores coincidieron
en reconocer la importancia del mismo en matematicas y la dificultad que
constituye para los estudiantes razonar sobre las tareas matematicas que realizan.
Los profesores reconocieron haber trabajado tareas sobre generalizacion mediante
la resolucion de problemas y manifiestan su esfuerzo porque los estudiantes
justifiquen los pasos que dan en las tareas matematicas.

Los profesores comentan que los procesos que parten de casos concretos son los
que se trabajan en estos niveles (procesos inductivos) y que no ven capacitados a
los estudiantes para el trabajo de una matematica deductiva, por lo que las
demostraciones no tienen cabida en el trabajo que llevan a cabo los alumnos de 3°
y 4° de ESO.
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Las entrevistas con los profesores confirmaron que los estudiantes habian tenido
preparacion suficiente para poder enfrentarse a los problemas que se les iban a
proponer.

La revision de los libros de texto que emplean los estudiantes, asi como de

algunos cuadernos de clase corroboraron esta informacion.

Informacion sobre el contenido mateméatico

Durante la entrevista, no pusimos de manifiesto la atencion que prestamos a las
sucesiones como contenido matematico para que no existiera la posibilidad de que
los profesores variaran su programacion docente en los dias previos a la recogida
de informacion de nuestro estudio. A partir de las entrevistas, llegamos a la
conclusién de que todos los alumnos habian trabajado con sucesiones en el curso
en el que se encontraban los estudiantes o en el curso previo. Concretamente, los
profesores hicieron referencia a las progresiones aritméticas y geomeétricas (las
sucesiones que aparecen en el curriculum de ESO).

Los sujetos habian trabajado las funciones polindmicas y los diferentes sistemas
de representacion en los que se pueden expresar.

Los profesores no conocieron el contenido matematico utilizado en la prueba

hasta el dia en el que se les propuso a sus estudiantes.

Informacion sobre la resolucion de problemas

Informamos a los profesores de que la prueba se basaba en la resolucion de
problemas. A este respecto, todos los profesores nos informaron de que era parte
de la metodologia que llevaban a cabo con sus estudiantes en matematicas. En
unos casos utilizan los problemas propuestos en los libros de texto y, en otros,
recurren a problemas que constituyen parte de sus actividades de ampliacion.

Todos los profesores coincidieron en que habia pocos alumnos, en sus aulas, que
podrian ser calificados, desde su punto de vista, como buenos resolutores de

problemas.

Informacion sobre la metodologia de trabajo en el aula

Al preguntar a los profesores, reconocieron seguir una metodologia en el aula en

la que el libro de texto juega un papel fundamental. En algunos casos, justificaron
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el empleo de los libros de texto porque proporciona mejores resultados. Estos
profesores denuncian la falta de atencion de los estudiantes a las explicaciones del
profesor y ven en los libros de texto un material Gtil porque permite que los
estudiantes tengan las nociones tedricas escritas y que puedan trabajar sobre las
tareas propuestas en el mismo libro.

Los alumnos asisten a clase con sus libros de texto y, tras las explicaciones del
profesor, trabajan las actividades del libro u otras propuestas por el profesor. Las
actividades que propone el profesor son calificadas por algunos de ellos como de
ampliacidn o de refuerzo.

Dado que los libros de texto constituyen una parte importante de la metodologia
que siguen los profesores responsables de los sujetos en la clase de matematicas,

realizamos una revision de estos libros.

Libros de texto empleados por los estudiantes

Consideramos especialmente relevante esta revision porque el curriculo no hace
referencia explicita al razonamiento inductivo y porque, en algunos casos, 10s
libros de texto utilizados en las aulas fueron publicados antes que el Real Decreto
por el que se establece la ordenacion general y las ensefianzas comunes de la
Educacion Secundaria Obligatoria en Espafia (Boletin Oficial del Estado, 2004),
vigente en el curso en el que se pretendia hacer el estudio empirico. Por lo tanto,
esta informacion puede ser incluso més fiable, en algunos casos, que la aportada
por los documentos curriculares. En la Tabla 5 - 3 recogemos la ubicacién
geografica de los centros a los que pertenecian los sujetos, la editorial de los libros
de texto que emplean y el afio de edicion de los mismos:

Tabla 5 - 3. Centros, editorial del libro de texto y afio de edicion

CENTRO EDITORIAL ANO DE EDICION
Cullar Vega (Granada) Anaya 2004

Granada SM 2002/2003

Madrid Anaya 2004

Teruel Anaya 2004

Como se observa en la Tabla 5 - 3, los cuatro centros utilizan libros de texto de
dos editoriales espafiolas: SM y Anaya. Se trata de dos editoriales de las que

tienen mayor tirada nacional en libros de texto escolares.
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La revision de los libros mencionados muestra lo siguiente:

a) Editorial Anaya

El libro de texto de 3° de ESO de la editorial Anaya no presenta problemas ni
actividades que se relacionen con el razonamiento inductivo. En el libro de 4° de
ESO, el razonamiento inductivo aparece asociado a la resolucion de problemas y
sin relacion explicita a ningin contenido matematico concreto, como se observa

en el problema recogido en la Figura 5 - 2.

B EXPERIMENTA, TANTEA, PON EJEMPLOS...
CONJETURA Y COMPRUEBA...

Observa la figura formada por cuadrdos blancos y azules. Tiene siete cuadrados de anchura,

Si queremos hacer ana figura similar con 11 cuadrades de anchura, jsabes cudntos cuadrades
tentelrd en total?

Resolucién

Empezamos dibujando casos sencillos.

-n--:!:--@--@-

Contamos los cuadrados y los ordenamos en una tabla:

Para n cuadrados de ancho:

rul ( l]hn-+2ﬂ+1+ﬂz-2n+1=nz+]
2 4 2

Para n =11, ¢l total de cuadrados es: ] = 61 (o bien, 36 + 25 = 61).

Figura 5 - 2. Ejemplo 1 (Colera, Garcia, Gaztelu, y Oliveira, 2004, p. 14)

Se observa el planteamiento de una tarea de extrapolacion a partir de los primeros
términos y su posterior resolucién mediante la generalizacion-particularizacion,
una de las estrategias posibles para la resolucion del problema. En esta estrategia,

como parte del proceso del razonamiento inductivo, se indican los siguientes
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pasos a seguir, que forman parte del modelo tedrico de razonamiento inductivo

considerado:

Observacion de los primeros términos de la secuencia (a los que denomina
“casos sencillos™) en el sistema de representacion grafico y transforma su
representacion al sistema de representacién numérico.

Organizacion de los resultados obtenidos en el sistema de representacion
numérico. En el libro se observa una tabla con columnas numeradas y
ordenadas, para organizar los datos correspondientes a los primeros
términos numéricos, se relacionan los mismos con el ordinal que tiene su
columnay se generaliza para el lugar n.

Generalizacion. A partir de los datos numeéricos, se obtiene la expresion en
representacion algebraica que permite dar respuesta para la figura que
tenga n cuadrados de ancho, y se opera con expresiones en forma

algebraica.

Tras la resolucion de este problema, se presentan otros cuya resolucion se puede

realizar de manera analoga al anterior, mediante los mismos pasos del

razonamiento inductivo indicados. Mostramos algunos ejemplos en las tareas que

aparecen desde la Figura 5 - 3ala Figura 5 - 6.

Calcula la suma de los cien primeros ndmeros naturales: 1 +2 + 3+ 4 + ... + 99 + 100 =?

Observa primero estos casos:

Figura 5 - 3. Ejemplo 2 (Colera et al, 2004, p. 14)
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Calcula el nimero de blogues clbicos necesarios para construir una torre como la de la figura, pero

de 5 pisos. ;Y si tuviera 10 pisos?

¢ Cuéntos bloques necesitariamos para construir una torre de n pisos?

Figura 5 - 4. Ejemplo 3 (Colera et al, 2004, p. 15)

Corta una tira larga de papel y pliégala por la mitad, de derecha a izquierda. El doblez que aparece
en el papel, al abrirlo, es una marca “hacia abajo”. Dobla ahora dos veces la tira, siempre en el
mismo sentido, y después abrela de nuevo. Ahora veras tres marcas, una “hacia arriba” y dos

“hacia abajo”.

Sup6n que doblas la tira n veces y luego la desdoblas. ¢ Cudntas marcas habra? ;Cuéntas seran
“hacia arriba” y cuantas “hacia abajo”?

N° de pliegues 1 |12 |3 |4 |5 |.. n
N° de dobleces “hacia abajo”
N° de dobleces “hacia arriba”

Figura 5 - 5. Ejemplo 4 (Colera et al, 2004, p. 15)

191



Maria Consuelo Cafiadas Santiago

Observa el triangulo dibujado en esta trama cuadrada: su area es 12 unidades cuadradas. Tiene 12

puntos en el borde y 7 en el interior.

Elnidad de drea
El cuadrilétero tiene un area de 9,5 unidades cuadradas, 11 puntos en el borde y 5 en el interior.

¢ Qué relacion existe entre el area, el nimero de puntos en el borde (E) y del interior (I) en cada

poligono que dibujemos con sus vértices en nudos de la cuadricula?

Para encontrar la relacion, trabaja con |y E/2.

Figura 5 - 6. Ejemplo 5 (Colera et al, 2004, p. 15)

En cuanto al contenido matematico de las progresiones aritméticas y otras
estructuras numéricas relacionadas, este libro de texto dedica un apartado a las
progresiones en 4° de ESO vy, en particular, a las progresiones aritméticas y
geomeétricas, tal y como se observan en la Figura 5 - 7, que recoge el indice del

bloque de aritmética y algebra.

192



Capitulo 5. Marco Metodoldgico

RESOLUCION DE PROBLEMAS
Recomendacione para sealver peoblemis
En kos problemas peamsétricos, hax wn dibaje

Haz un esquema, an grifico o una mabla gue v apude o organizar los damos
Esperiments, tintes, pan gemplas. .. Comjetiera y camgpeseba

Crigansea b informasion, ve par pasic

| ARITMETICA ¥ ALGEBRA

EL MUMERC REAL
1. Mikmeros aprosimades

I, Moncidn cienclfica

4, BMlibmeras o racionals

4, Los mimeras reales

5. Represenmacian de mimeras sabre la reca real
fa Im¢m|-}s.:.r1.¢mirr¢¢m

7. Raice

& Propiedades de los radicales

PROGRESIONES
L. Sucesiones
2. Progreiiones anbméticas

3. Progresiones goamftricas
4. [nrerds compuesm v progresiones geomémricas

EOLR OO SR EP AR CE FONES TR IOERE N CRR

l. Sacar feceor comiln

3, Cociente de polenommios

3. Regla de Ruffini pary dividic un polinomiopor » - &
4. Farorizackin de polinamics

5, Dvalibilidad de pelinamios

L l"ra:dunqr-nlgtbnim

ECUACIOMES, INECUACIGMES ¥ SISTEMAS

1. Ecuaciones de segurdo grado

2. Chros tipos de ecuaciones

3. Sispemai de ccuaciones linml=

4, Sispemas de eouaciones no lincales
5. Inccuacionss

6. Inecuscioncs con un medpnita

AUTOEVALUACION 1. ARITMETICA ¥ ALGEBRA

B2

B4
B5
BH
a3
&1
O

Figura 5 - 7. Progresiones en 4° de ESO (indice de Colera et al, 2004)

En el apartado correspondiente a las progresiones, se explican y se explicitan los

elementos que aparecen en el trabajo con las mismas y la estrategia para llegar a la

expresion del término general de la sucesién a partir de términos k-ésimos,

conociendo la diferencia entre dos términos k-ésimos consecutivos. En el trabajo

con las sucesiones, aparecen algunos problemas relacionados con las progresiones
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aritméticas que se pueden resolver mediante un proceso de razonamiento
inductivo. Recogemos algunos de estos problemas en la Figura 5 - 8, la Figura 5 -
9y laFigura5 - 10.

Estos son castillos de naipes de:

1 piso 2 pisos

4 pisos

¢Cuantos naipes hay en cada piso de un castillo de 10 pisos? ;Y en el piso bajo de uno de n

pisos? Los naipes horizontales se cuentan como techo del piso correspondiente.

Figura 5 - 8. Ejemplo 6 (Colera et al, 2004, p. 48)

Observa las figuras en cada caso y busca la férmula que permita saber cuantos puntos tendra una
figura sabiendo el lugar que ocupa en la serie:
a) oo0 TIEY] seoe0ow
[ L] :
L]
L] s o
° °
™
L ]
b)
o seeee (YRR
® L -
@ L] .
o L
2 L
® .
8
[
o

Figura 5 - 9. Ejemplo 7 (Colera et al, 2004, p. 58)
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Averigua cuéntos palos y cuantas bolas son necesarias para hacer una estructura como la de la
figura A, pero de n pisos.

.Y para la figura B?

Figura 5 - 10. Ejemplo 8 (Colera et al, 2004, p. 58)

La aparicion de tareas relacionadas con el razonamiento inductivo en la editorial
Anaya estd asociada a la resolucion de problemas o al contenido matematico

especifico de las progresiones aritméticas.

b) Editorial SM

En esta editorial, el razonamiento inductivo aparece vinculado a la resolucion de
problemas. En la Figura 5 - 11 se observa un ejemplo en el que se plantea la
generalizacion. Para llegar a la resolucion de esta tarea, se proponen los siguientes
pasos que forman parte del modelo tedrico de razonamiento inductivo
considerado:

- Observacion de los primeros términos de la secuencia en el sistema de
representacion grafico y se transforma su representacion al sistema de
representacion numeérico.

- Organizacion de dichos términos en una tabla. Relacién entre los términos
de la tabla y el ordinal que ocupa.

- Generalizacion. A partir de los datos numéricos, se ha de obtener la

expresion que permite dar respuesta para la figura n-ésima.
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Los autores introducen un patron (en la observacion) relacionado con el numero

que indica la posicién del elemento de la secuencia.

(1) (2) (3) (4)
e - s T
LN R Y U YR L N NN

¢Cuantas cerillas se necesitan para formar la figura n-ésima?
Formamos la siguiente tabla:

Figura 1 2 3 4 ﬂ
N.°decerillas [3|5=3+2|7=3+2+2|9=3+2+2+2| ?’

Observa que para la figura 3.* se necesitan: 3 +2 +2 =3+ (3 — 1)2
para la figura 4.° se necesitan: 3 +2 +2 +2 =3+ (4 — 1)2
para la figura n-ésima se necesitan: 3 + (n — 1)2 = 2n + 1

Figura 5 - 11. Ejemplo 9 (Vizmanos y Anzola, 2003, p. 143)

En este problema aparece una secuencia lineal donde cada elemento esta
expresado mediante una representacion grafica hecha con cerillas y cada uno esta
asociado con su posicion ordinal. Se requiere el nimero de cerillas para la figura
n-ésima (término general de la secuencia). Se indica la posibilidad de organizar
los datos en una tabla y se da una pista sobre cémo varia la cantidad de cerillas
entre dos términos consecutivos, expresandolo en forma de desarrollo aritmético.
Este desarrollo puede llevar a la expresion del término general algebraicamente.

En cuanto al contenido matematico, en la editorial SM, aparecen las sucesiones de
naumeros naturales y las progresiones como tema del bloque de algebra para 3° de
ESO. En este tema, hemos identificado diferentes problemas cuyo patron
responde a sucesiones aritméticas. Aparecen propuestas del estilo del que se ha
mostrado en la Figura 5 - 11, que iran apareciendo en sucesivas figuras de este
epigrafe para ejemplificar otros aspectos relacionados con nuestra investigacion.

Se pueden encontrar ejemplos en los que el término general se corresponde con
una expresion polinémica de grado 2. Con unas preguntas similares a las
mostradas (se propone la tarea de generalizacion), en la Figura 5 - 12 se presenta

la siguiente secuencia.
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1) () @) o=,
T ‘. "“JLJ".
[ L]
RN R

Figura 5 - 12. Ejemplo 10 (Vizmanos y Anzola, 2003, p. 149)

En todos los problemas que se proponen en este libro de texto se observa la
invitacion a trabajar y organizar los términos k-ésimos de la sucesion y, a partir de
ellos, llegar a la generalizacion. Todo lo que se intuye en los ejemplos observados,
se recoge en un problema en el que los términos aparecen expresados verbalmente
y cuya resolucidn se presenta siguiendo los pasos caracteristicos del razonamiento

inductivo (ver Figura 5 - 13).
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

Para resolver un problema...

« Hacer un diagrama.
« Estudiar casos sencilios.
« Buscar regularidades.

T

PROBLEMA En un collar de perlas, la perla mayor se encuentra situada en el centro
y las demds van disminuyendo en tamano desde el centro a los extremos.

Cada una de las dos perlas mds pequenas situadas en los extremos
cuesta 100 €; cada una de las siguientes cuestan 200 €, la tercera perla
desde cada extremo cuesta 300 € y asi sucesivamente.

a) ¢Cudnto costard la perla central si el collar tiene n perlas?

b) ¢Cudnto costara el collar completo?
I, .

HACER UN DIAGRAMA ¢ Si el collar tiene 3 perlas serd: — -~ - hay una sola perla central.

Si el collar tiene 4 perlas sera: hay dos perlas centrales.

Por tanto debemos estudiar dos casos diferentes cuando n es impar y
cuando n es par.

O
ESTUDIAR CASOS ¢ a) Sea n impar
SENCILLOS N de Precio en cientos : ,
perlas Diagrama de euros — end;:e?;ﬁ; rde e
del collar de la perla central
3 1-21 2 1T+2+1=4
5 1-2-3-2-1 3 1+2+3+2+1=9
7 1-2-3-4-3-2-1 4 1+2+3+4+3+2+1=16
9 1-2-3-4-5-4-3-2-1 5 1+2+3+4+5+4+3+2+1=125
b) Sea n par
Ne de Precio en centos . .
perlas Diagrama de euros —— end;:e?;ﬁ;rde uros
del collar de la perla central
2 11 1 1+1=2=1-2
4 1-2-2-1 2 142+2+1=6=2"3
6 1-2-3-3-2-1 3 14243+34+2+1=212=3"4
8 1-2-3-4-4-3-2-1 4 142+43+444+43+2+1=20=4"5
.
BUSCAR REGULARIDADES ¢ a) Se observa que el precio del collar (4, 9, 16, 25, ...} coincide con @ cua-

drado del precio, en dentos de euros, de la perla central (2, 3, 4, 5, ...}
Si el collar tiene n perlas {n impar) el precio de la perla central es
n+1

. n+1
X 100 € y el precio del collar completo es: > X 100 €.

b) Razonando de igual modo, si el collar tiene n perlas (n par) el precio

de las dos perlas centrales es: -2 X 100 €, y el precio del coliar com-

n{n + 2)
7 x 100 €.

pleto es:

Figura 5 - 13. Ejemplo 11 (Vizmanos y Anzola, 2003, p. 150)

En este libro de texto, observamos la presencia de los sistemas de representacion

grafico, numérico y verbal. En los ejemplos anteriores hemos presentado
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problemas en los que los términos k-ésimos aparecian grafica y verbalmente. En
la Figura 5 - 14 presentamos otros dos ejemplos graficos (configuraciones
puntuales y nimeros poligonales) en los que se pide encontrar la regularidad y

expresar el término general de la sucesion.

Figura 5 - 14. Ejemplo 12 (Vizmanos y Anzola, 2003, p. 151)

El sistema de representacion numérico también es utilizado para proponer la
generalizacién a partir del trabajo con términos k-ésimos (que se pueden
corresponder 0 no con nameros naturales), como se observa en el ejemplo que

recoge la Figura 5 - 15.

Halla el término general de las siguientes suce;
siones:

a) 57,9 11,13,15, ...

b) -2, -4, -6, -8, —10, —12, ...
T 1 11

Figura 5 - 15. Ejemplo 13 (Vizmanos y Anzola, 2003, p. 151)

En ambas editoriales se proponen tareas con las que trabajar el razonamiento
inductivo. Se presenta una aproximacion al modelo de dicho razonamiento para la
resolucion de problemas. Por tanto, el razonamiento inductivo aparece vinculado a
la resolucién de problemas en todos los libros de texto con los que trabajan los

sujetos que participan en esta investigacion.
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En lo referente al contenido matematico, el razonamiento inductivo aparece
asociado a las sucesiones. En la editorial Anaya se trabajan las progresiones
aritméticas de orden 1 en 4° de ESO, mientras que en SM se han trabajado éstas y
Ilegan a propuestas de problemas en las que aparecen progresiones aritméticas de
orden 2 en 3° de ESO.

Los alumnos que siguen el libro de la editorial SM trabajan las sucesiones en 3° de
ESO. Los aspectos relacionados con este tema matematico que se estudian en el
siguiente curso son las funciones polindmicas (4° ESO, opcion A) y la
convergencia y los limites de sucesiones (4° ESO, opcion B).

En ambas editoriales aparecen funciones de primer y segundo grado dentro de los
contenidos de 3° y 4° de ESO. El tratamiento que reciben las sucesiones en estos
libros de texto se restringe a la definicion de sucesion y de su término general, y al
trabajo con las progresiones aritméticas y las progresiones geométricas. En la
resolucion de problemas se resalta el interés que tiene el razonamiento inductivo
para la obtencion del término general de manera experimental, a partir del trabajo

con casos particulares.

Cuadernos de los estudiantes

Para contrastar la informacién obtenida hasta el momento sobre el trabajo previo
de los sujetos, realizamos una revision de tres cuadernos de trabajo de
matematicas de sujetos de cada una de las clases en las que se realizo la recogida
de informacion.

La revision llevada a cabo corroboré la informacién recogida en las entrevistas
con los profesores en cuanto al trabajo previo de los estudiantes. Por un lado, los
ejercicios que los alumnos tenian en sus cuadernos de trabajo se correspondian
con los contenidos de sus libros de texto. Ocasionalmente, en los cuadernos
aparecian algunos problemas que habian trabajado en clase diferentes a los que se
observan en los libros de texto.

VARIABLES

Las caracteristicas de la muestra, nos llevan a considerar, en funcion de nuestros

objetivos de investigacion, el Curso y el Centro como variables independientes de
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esta investigacion. Los Pasos de Razonamiento Inductivo y las Estrategias
Inductivas son las variables dependientes, ya que son las que estamos interesados

en analizar.

Tabla 5 - 4. Variables

VARIABLES
Dependientes Independientes
Pasos del Razonamiento Inductivo  Curso
Estrategia Inductiva Centro

Describimos a continuacién cada una de las variables mencionadas en la Tabla 5 -
4. Todas las variables consideradas son variables cualitativas y cada una de ellas
tiene unos valores asociados, que también se determinaran en los epigrafes

siguientes.

Variables Dependientes

En esta investigacion consideramos dos variables dependientes: Pasos de

Razonamiento Inductivo (Pasos) y Estrategias Inductivas.

Pasos de Razonamiento Inductivo

La variable Pasos es una variable cualitativa nominal, donde los valores son cada
uno de los pasos del razonamiento inductivo considerados en el modelo tedrico de
este proceso cognitivo, que permiten describir el razonamiento inductivo que
siguen los estudiantes en la resolucion de problemas:

1. Trabajo con casos particulares.
Organizacién de casos particulares.
Identificacion de patrones.
Formulacion de conjeturas.

Justificacion de conjeturas (basada en casos particulares).

o g > w DN

Generalizacion.

7. Demostracion.
Cada uno de estos valores son variables cualitativas nominales dicotémicas ya que
les asignamos los valores 1 0 0 segln si un estudiante realiza 0 no un determinado

paso del modelo tedrico.
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Estrategia Inductiva

Se trata también de una variable cualitativa nominal cuyos valores son las
diferentes estrategias inductivas identificadas para cada problema. Estos valores
son, por tanto, especificos para cada problema y se obtienen a partir de la
informacién que se ha presentado en el Capitulo 3. La identificacion de los
elementos de las progresiones con los que los estudiantes trabajan y las
transformaciones en los sistemas de representacion que llevan a cabo, permiten
representar las estrategias mediante una secuencia, que se corresponde con
distintos caminos identificados en la Figura 3 — 19. Hemos registrado, cuales de
todas las posibles secuencias son las que utilizan los estudiantes (ver Anexo E) y
esos son los valores de la variable Estrategia Inductiva.

Por lo mencionado sobre la variable Estrategia Inductiva, los valores son
mutuamente excluyentes porque cada sujeto utiliza una estrategia, y sélo una, en

el proceso de resolucion de un problema.

Variables Independientes

El Curso y el Centro son variables cualitativas nominales y actian como variables

independientes en esta investigacion.

Curso

Los valores de esta variable son 3° de ESO y 4° de ESO, cursos a los que

pertenecen los estudiantes de la muestra.

Centro

Los valores de esta variable son los centros de: Granada, Madrid, Cullar-Vega y

Teruel, a los que pertenecen los estudiantes de la muestra.

CONSTRUCCION DEL INSTRUMENTO DE RECOGIDA DE
INFORMACION: PRUEBA ESCRITA

La seleccion de los problemas que conforman el instrumento, se ha realizado en
funcién de unas caracteristicas previamente fijadas. En la caracterizacion de los

problemas que constituyen el instrumento de recogida de informacién, tenemos en
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cuenta criterios de contenido, sintacticos y de contexto®. Partiendo de estos
criterios, presentamos los problemas que, finalmente, se han seleccionado para

formar parte del instrumento de recogida de informacion.

Criterios de Contenido

En el Capitulo 3 se ha presentado un andlisis de contenido de las progresiones
aritméticas de nameros naturales de 6rdenes 1y 2. A partir de esta informacion,
establecemos los criterios de contenido:

1. Elementos de las progresiones que aparecen implicados en el
razonamiento inductivo.

2. Operaciones que se pueden realizar con motivo de las relaciones que es
posible identificar entre los elementos considerados en este contenido
matematico.

3. Sistemas de representacion en los que se pueden expresar los elementos de
las progresiones y las transformaciones que se pueden producir entre ellos.

4. Contextos que no hayan sido trabajados previamente por los estudiantes.

Elementos de las progresiones

Nuestro interés por el razonamiento inductivo nos ha llevado a centrarnos en los
términos k-ésimos (o términos particulares) y en el término general de una

progresion aritmética.

Operaciones
En el Capitulo 3 identificamos cuatro operaciones diferentes a realizar con los
elementos considerados:  continuacion, extrapolacion, generalizacion 'y
particularizacion. Mas concretamente, las operaciones que extraemos de la Tabla
3-2son:

- Continuar la sucesion conociendo los primeros términos k-ésimos

(Continuacion 1)

! Nos hemos basado en la idea de variable de problema como cualquier caracteristica del
problema que asume un valor particular dentro de un posible conjunto de valores (Puig y Cerdan,
1988, p. 30). Los autores distinguen entre variables de contenido, variables sintacticas y variables
de contexto.
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Continuar la sucesién conociendo algunos términos  Kk-ésimos
(Continuacion 2)
- Extrapolar términos k-ésimos conociendo los primeros términos k-ésimos
(Extrapolacion 1)
- Extrapolar términos k-ésimos conociendo algunos términos k-ésimos
(Extrapolacion 2)
- Encontrar el término general conociendo los primeros términos k-ésimos
(Generalizacion 1)
- Encontrar el término general conociendo algunos términos k-ésimos
(Generalizacion 2)
- Obtener los primeros términos k-ésimos a partir del término general
(Particularizacion 1)
- Obtener algunos términos k-ésimos a partir del término general
(Particularizacion 2)
Las operaciones entre términos k-ésimos (continuacién y extrapolacion) se
pueden llevar a cabo directamente, entre términos k-ésimos; o mediante la
generalizacion y particularizacion posterior (ver Figura 3 - 11) ya que para el
calculo de términos los k-ésimos requeridos, se puede recurrir a la expresion del
término general y a la posterior particularizacion. En este sentido, la
generalizacién y la particularizacion son estrategias que se pueden utilizar para la
continuacion y la extrapolacién. Partiendo de esta relacion entre operaciones de
los elementos de las progresiones, consideramos la continuacion y la
extrapolacion como tareas que les proponemos a los estudiantes. De esta forma, la
generalizacion y la particularizacién no se proponen directamente, si no que los

estudiantes pueden recurrir a ellas para dar respuesta a las tareas seleccionadas.

Sistemas de representaciéon

Los elementos de las progresiones de numeros naturales que hemos considerado
(términos k-eésimos y término general) pueden estar expresados en los sistemas de
representacion: numérico, grafico, algebraico y verbal, tal y como se recoge en la
Figura 3 - 14 de esta memoria. Los tipos de elementos (términos k-ésimos y
término general) tienen asociados unos sistemas de representacion determinados,

como se observa en la Figura 3 - 15.
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Contexto del contenido

Hemos tenido en cuenta los contextos en los que se pueden trabajar las
progresiones aritméticas de dérdenes 1y 2 para seleccionar algunos de ellos que,
siendo adecuados para el nivel educativo de los estudiantes, no les resulten lejanos
de lo cotidiano pero no hayan sido trabajados previamente por ellos en el aula.
Para ello, consideramos los contextos presentados en el Capitulo 3 y el historial
académico de los estudiantes (recogido en un apartado previo de este mismo

capitulo).

Criterios Sintacticos

Los criterios sintacticos hacen referencia a caracteristicas del enunciado del
problema. Estos criterios pueden influir en la comprension del problema por los
sujetos y, por tanto, pueden ser determinantes para la informacion que se obtenga
de su proceso de razonamiento en la resolucion.

Dentro de las variables sintacticas, consideramos:

Terminologia empleada.

Homogeneidad del enunciado de los problemas.

Informacidn proporcionada en el enunciado.

Orden en el planteamiento de los problemas.

Terminologia empleada

Pretendemos evitar términos técnicos en el planteamiento de los problemas para
facilitar la comprension de éstos por parte de los estudiantes, tratando que la
respuesta de los sujetos no dependa de dificultades en la comprension del
enunciado.

Se han evitado los términos progresion aritmetica o sucesion para que no los
asocien directamente a los contenidos matematicos que hayan trabajado
previamente en el aula. A cambio, se ha utilizado el término secuencia, un
concepto mas general conocido por todos los sujetos pero que no necesariamente

tiene que ser asociado a un contenido matematico especifico.
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Al plantear los términos k-ésimos de los problemas, hacemos referencia a la
figura numero k para una figura concreta y no a la figura del lugar k-ésimo. Asi
pretendemos evitar la dificultad afiadida del aspecto ordinal del niamero.

Para la descripcion de la tarea de validacion que puede aparecer en el proceso de
razonamiento, hemos seleccionado justificacion como término méas adecuado para
evitar otros términos como prueba o demostracion, que pueden tener

connotaciones para los alumnos de 3°y 4° de ESO.

Homogeneidad del enunciado de los problemas

En el enunciado de los problemas, se busca facilidad de comprension para los
sujetos, con la intencion de evitar dificultades afiadidas a la tarea propuesta y
poder centrarnos en el razonamiento que llevan a cabo.

En la redaccién del enunciado final de los problemas, se ha tratado de conseguir la
mayor homogeneidad posible. Con este objetivo, se han planteado dos tareas en
cada uno de los problemas: primero, la tarea de continuacion o extrapolacion
después de ofrecer la informacion sobre los términos k-ésimos; y después la tarea
de justificacion.

Sin embargo, se observan ciertas diferencias en la redaccion de los problemas.
Estas diferencias son debidas a los distintos sistemas de representacion en los que
se expresan los términos k-ésimos. El enunciado trata de ser tan completo como
sea necesario para que cuenten con la informacion precisa para la resolucién de

los problemas.

Informacién proporcionada en el enunciado

La informacion que les proporciona el problema, es relativa a los términos k-
ésimos de una determinada progresion. Se trata de que, a partir de esos términos,
respondan a las tareas que les propone el problema. Para evitar diferencias
significativas entre los problemas que se deban al diferente tipo de informacion
que se les proporciona, se les presenta el mismo ndmero de términos k-ésimos en
problemas que siguen el mismo criterio de contenido. Por ejemplo, todas los
problemas donde los términos k-ésimos aparezcan expresados numéricamente,

deben tener el mismo nimero de términos dados en el enunciado.
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Criterios de Contexto

En cuanto al formato de presentacién del problema, se ha presentado por escrito y
utilizando la expresion verbal, numérica o grafica, en el sentido que se ha

explicitado en los criterios de contenido.

Seleccion de Problemas para la Prueba

Los criterios que hemos tenido en cuenta en la seleccion de los problemas, para el
analisis del razonamiento inductivo con las progresiones aritméticas de 6rdenes 1
y 2, partiendo del trabajo con términos k-ésimos son:

- Tipo de progresién aritmética: de orden 1 o de orden 2.

- Operacion: continuar o extrapolar.

- Sistema de representacion en el que expresa el enunciado del problema.
Teniendo en cuenta que el trabajo de los estudiantes debe partir de los
términos k-ésimos, el sistema de representacion en el que pueden aparecer
éstos en el enunciado puede ser: numeérico, grafico o verbal.

Combinando estos criterios, obtenemos 12 tipos de problemas diferentes, que son

los que se recogen en la Tabla 5 - 5.

Tabla 5 - 5. Tipos de Problemas

SISTEMA DE
REPRESENTACION

Verbal Numeérico Gréfico

Continuar/ Continuar/ Continuar/

PROGRESION | Orden 1 Extrapolar Extrapolar Extrapolar

ARITMETICA

DE ORDEN P Continuar/ | Continuar/ Continuar/
Orden 2

Extrapolar Extrapolar Extrapolar

De estos 12 tipos de problemas, decidimos seleccionar Unicamente seis, ya que
nos parecié el niamero adecuado para ser trabajados por los estudiantes de 3° y 4°
de ESO en una hora lectiva, que era del tiempo que disponian.

Por tanto, de los 12 tipos de problemas identificados, elaboramos una prueba
compuesta por seis problemas en los que se les propone la continuacién en tres de
ellos, y la extrapolacion en los otros tres (combinando estas tareas aleatoriamente
con los restantes criterios). En la Tabla 5 - 6 se recogen los tipos de problemas
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que se plantearon a los alumnos, teniendo en cuenta los valores de las variables

mencionados:

Tabla 5 - 6. Tipos de problemas

SISTEMA DE REPRESENTACION

Verbal Numeérico Grafico

PROGRESION |Orden1 |Continuar |Extrapolar |Extrapolar
ARITMETICA
DE ORDEN P Orden 2 |Extrapolar |Continuar |Continuar

Cada uno de los problemas contiene una tarea de extrapolacion o continuacion
(como se observa en la Tabla 5 - 6), y una tarea de justificacion para poder
analizar todos los pasos considerados dentro del proceso de razonamiento
inductivo.
Para la seleccion final de los problemas que conforman la prueba, tuvimos en
cuenta, ademas, la informacion recopilada acerca de:

- Aspectos fenomenolégicos del contenido matematico (ver Capitulo 3).

- Antecedentes de investigacion (ver Capitulo 4).

- Trabajo previo de los alumnos en el aula (ver el apartado sobre el historial

académico de los estudiantes de este capitulo).

Orden en el Planteamiento de los Problemas

Para evitar que las respuestas de los estudiantes a un problema se vean
influenciadas por el enunciado inmediatamente anterior, se ha elegido un orden tal
que dos problemas con similares caracteristicas, no sean consecutivos. El sistema
de representacion se ha considerado como el criterio principal para ordenar los
problemas, ya que puede influir en la percepcién que tengan los sujetos debido a
gue consideramos que la visualizacién puede jugar un papel determinante. Se han
propuesto los problemas en un orden en el que no haya dos consecutivos en los

que los términos k-ésimos se planteen en un mismo sistema de representacion.

Instrumento de Recogida de Informacion: la Prueba

Los problemas seleccionados para la prueba se corresponden con cada uno de los

tipos indicados en la Tabla 5 - 6. Cada problema consta de dos apartados. En el
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primer apartado se les propone la tarea de continuar o extrapolar. Estas dos tareas
provienen de las dos operaciones consideradas como variables de contenido. En el
segundo apartado se les plantea la justificacion de su respuesta. En la Tabla 5 - 7

mostramos los problemas que constituyeron la prueba.

Tabla 5 - 7. Contenido de la prueba

1. Un videoclub alquila 50 peliculas al dia. En este mes han observado que
aumentan sus alquileres de forma que cada dia alquilan 3 peliculas mas que el
anterior.

- ¢Cuantas peliculas alquilaran en los cinco dias siguientes al dia en el que se hizo
la observacion?

- Justifica tu respuesta.

2. Se tiene la siguiente secuencia de nimeros:
3,7,13,21,...
- Escribe los cuatro numeros siguientes de la secuencia.

- Justifica tu respuesta.

3. Imagina que tienes unas baldosas cuadradas blancas y otras baldosas cuadradas
grises. Las baldosas blancas y las baldosas grises son del mismo tamafio.
Hacemos una fila con las baldosas blancas:

[TTTT]

Rodeamos las baldosas blancas con baldosas grises, tal y como muestra el dibujo:

- ¢Cuéntas baldosas grises necesitarias si tuvieras 1320 baldosas blancas y
quisieras rodearlas de la forma que lo hemos hecho en el dibujo?

- Justifica tu respuesta.

4. Se esta organizando la primera ronda de un torneo. Cada equipo tiene que jugar
con cada uno de los equipos restantes dos partidos — uno en casa y otro fuera-. Si
la convocatoria es autondmica, participaran 22 equipos. Si la convocatoria es
nacional, habra 230 equipos.

- Calcula el numero de partidos que se jugaran en la primera ronda de ese torneo
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si la convocatoria es autondémica y cuantos se jugaran si la convocatoria es
nacional.

- Justifica tu respuesta.

5. Se tiene la siguiente secuencia de nimeros:
1,4,7,10,.
- Escribe el nimero que estara en el lugar 234 de esta secuencia.

- Justifica tu respuesta.

6. Observa las siguientes escaleras de uno, dos y tres pisos en las que cada
cuadrado que observas esta formado por cuatro palillos de dientes.
0 _ _
I

- Calcula los palillos que necesitas para construir las escaleras de 4, 5y 6 pisos.

- Justifica tu respuesta.

En la Tabla 5 - 8 recogemos los criterios con los que se corresponden cada uno de
los problemas que constituyen la prueba. En el Anexo B se puede observar la

prueba en el formato en el que se les present6 a los alumnos.

Tabla 5 - 8. Nimero de problema y criterio de seleccién

VALORES DE LAS VARIABLES
PROBLEMA Sistema de Progresion Aritmética de
Tareal | Tarea?2 -
Representacion orden n
1 Continuar |Justificar | Verbal 1
2 Continuar |Justificar | Numérico 2
3 Extrapolar|Justificar | Grafico 1
4 Extrapolar | Justificar | Verbal 2
5 Extrapolar | Justificar | Numérico 1
6 Continuar |Justificar|Grafico 2

En el Anexo C presentamos una resolucion de cada uno de los seis problemas que
conforman la prueba. La resolucion se ha llevado a cabo utilizando los pasos del

razonamiento inductivo considerados en esta investigacion, teniendo en cuenta
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patrones que se corresponden con progresiones aritméticas de oOrdenes 1 o 2

(segun el problema)..

PROCEDIMIENTO DE APLICACION DEL INSTRUMENTO DE RECOGIDA
DE INFORMACION

Antes de la aplicacién de la prueba, nos pusimos en contacto con los respectivos
profesores para que los sujetos de una misma clase pudieran resolver la prueba en

su aula habitual y en una hora lectiva.

Relacion con Centros y Profesores

De los cuatro institutos en los que se pasé la prueba, la doctoranda asistio a todos
los centros excepto al de Madrid. En este centro, fueron los propios profesores los
encargados de pasar la prueba, tras haber hablado personal y telefénicamente con
ellos antes, durante y después de la realizacion de la prueba. En todo caso, la
investigadora suministrd la misma informacion a todos los profesores.
La presentacion y realizacion de la entrevista con todos los profesores
responsables de los sujetos tuvo cuatro finalidades:

1. Obtener permiso para trabajar en el centro.

2. Proporcionar informacion sobre la realizacion de la prueba.
3. Informar sobre el objetivo de la prueba.
4

Obtener informacion sobre el trabajo previo de los alumnos.

Obtener permiso

Solicitamos y obtuvimos permiso para trabajar con los sujetos participantes en
una hora lectiva del centro. La peticion de colaboracion fue aceptada con agrado
en todos los centros donde propusimos trabajar. Antes de la realizacion de la
prueba en cada centro, explicamos a los profesores el tipo de investigacion que
estabamos llevando a cabo.
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Proporcionar informacion sobre la realizacion de la prueba

Se inform0 a los profesores de que la intencién era que sus alumnos realizaran una
prueba basada en la resolucion de problemas en la que no podian recibir ayuda

externa y que nuestro objetivo era analizar como los resolvian.

Informar sobre el objetivo de la prueba

Se informo a los profesores de que el interés de la prueba era evaluar el proceso
de la resolucidon de problemas, no si el problema estaba bien o mal resuelto. Se les
especificd que la intencion no era evaluar a los alumnos, ni a los profesores, ni al
propio centro. Esto sirvio para justificar la importancia de no guiar a los alumnos
durante la resolucion de los problemas. Pusimos asi de manifiesto la importancia
de que los profesores no intervinieran en el proceso de resolucién de problemas de
los alumnos

La tranquilidad de los docentes por la ausencia de evaluacion no debia ser
transmitida a los estudiantes, quienes al no ser evaluados, podian relajarse y no
mostrar interés en la realizacion de la prueba. Para evitar este efecto se explicd a
los alumnos la importancia de participar en una investigacion de este tipo que se

iba a llevar a cabo en centros educativos de diferentes lugares de Espana.

Obtener informacidn sobre el trabajo previo de los alumnos

Para conocer el trabajo previo que habian realizado los alumnos, los profesores
nos informaron del trabajo de éstos.

Una vez elaborada la prueba y momentos antes de que los alumnos se dispusieran
a resolver los problemas que la componian, confirmamos con los profesores que

no habian resuelto en clase ninguno de los problemas que se les planteaban®.

? Esta informacion ha quedado recogida en el epigrafe dedicado a las entrevistas previas de los
profesores.

* En caso de que los alumnos hubieran trabajado en clase alguno de los problemas propuestos en la
prueba, habriamos modificado el contenido del instrumento de recogida de informacion.
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Instrucciones dadas a los Sujetos

La informacion que se dio a los sujetos sobre la prueba que llevarian a cabo fue la
misma en todos los centros. Los encargados de suministrar dicha informacion
fueron los profesores y/o la propia investigadora. Todos los estudiantes recibieron
las mismas instrucciones. Estas instrucciones les fueron transmitidas oralmente y

son las que se explicitan en la Figura 5 - 16.

- Todos los estudiantes que respondan la prueba deben rellenar todos los datos que
aparecen al comienzo de la misma. Esto lo deben hacer independientemente de que
respondan o no a los problemas que se proponen.

- Es fundamental leer con detenimiento y comprender bien los enunciados. En caso de
gue haya términos o dificultades de comprension en el enunciado, pueden preguntarlo
durante el desarrollo de la prueba.

- No se pueden hacer preguntas sobre la resolucion de los problemas. Los problemas
estdn planteados adecuadamente y contienen la informacion necesaria para su
resolucion.

- Cada alumno debe realizar la prueba individualmente.

- Todas las respuestas deben estar en los folios grapados que se les entregan. Si
necesitaran mas espacio del que tienen a continuacion del enunciado de cada tarea,
pueden continuar en la cara de atras, poniendo a qué tarea responde la respuesta que
estan dando.

- Todas las operaciones que realicen deben estar escritas en los folios grapados que se
les entregan.

- Todas las respuestas deben estar en boligrafo.

- No se permite utilizar liquido corrector. Si necesitan hacer alguna correccion sobre lo
escrito en boligrafo, que tachen con una cruz y sigan con la resolucion de la tarea.

- No se permite utilizar calculadora ni ningln instrumento con el que se puedan realizar
operaciones.

- Todos los problemas tienen dos partes: continuacién o extrapolacion en la primera; y
justificacion en la segunda. Ambas partes tienen la misma importancia en la resolucion

del problema.

Figura 5 - 16. Instrucciones para los sujetos
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Recogida de Informacion

La recogida de la informacion mediante la prueba escrita se llevo a cabo en los
meses de Febrero, Marzo y Abril de 2005.

El escenario o marco en el que se aplica la prueba es el propio del aula en el que
los alumnos asisten a sus clases habitualmente en su centro educativo, en una de
sus horas lectivas de matematicas.

El profesor responsable de la asignatura de matematicas y la doctoranda
estuvieron presentes mientras los estudiantes trabajaban en todos los centros
excepto en el de Madrid, donde estuvo la profesora de matematicas.

Los alumnos debian trabajar individualmente en los problemas, sin interaccion
alguna. Para ello, se separaron las mesas y no se permitié que contaran con ningun

tipo de ayuda externa.

Informacién Recogida

Con la aplicacion de la prueba, que constituye el instrumento de recogida de
informacidn, hemos obtenido las producciones escritas de la resolucion de los seis
problemas de la prueba que llevan a cabo los 359 sujetos participantes en la

investigacion.

INSTRUMENTO DE OBSERVACION DE LA VARIABLE PASOS DE
RAZONAMIENTO INDUCTIVO

La observacion del razonamiento inductivo se basa en la identificacion de los
pasos del modelo considerado para este tipo de razonamiento que utilizan los
estudiantes en la resolucién de los problemas propuestos en la prueba. La
informacidn recogida de las producciones escritas de los sujetos son codificadas
segun los valores de la variable “Pasos de Razonamiento Inductivo”. Como
ejemplo, en la Tabla 5 - 9 hemos recogido los dos primeros problemas, a los
cuales les corresponden cada uno de los siete pasos considerados para el
razonamiento inductivo (1. Trabajo con casos particulares. 2. Organizacion de los
casos particulares. 3. ldentificacion de patron. 4. Formulacién de conjeturas. 5.
Justificacién de conjeturas basada en casos particulares. 6. Formulacion de

conjeturas para el caso general. 7. Demostracion de la generalizacion). Con esta
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tabla hemos registrado los pasos que emplea cada uno de los sujetos en los

diferentes problemas.

Tabla 5 - 9. Instrumento de observacion del razonamiento inductivo

PASOS PROB A PASOS PROR A

OER 1|2 |3(4|5|6|7|1|2|3|4|51|6 |7

INSTRUMENTO DE OBSERVACION DE LA VARIABLE ESTRATEGIA
INDUCTIVA

Para la elaboracion de la hoja de codificacion de la variable Estrategia Inductiva,
nos basamos en el procedimiento descrito para la identificacion de los diferentes
valores de esta variable.

Como ya se ha comentado, cada problema tendra asignado una serie de valores
para esta variable, en funcion del sistema de representacion en el que se hayan
presentado los términos k-ésimos de la progresion en el enunciado. Por ello, se
necesita un instrumento de observacion de la variable Estrategia Inductiva en tres
versiones diferentes, una para cada uno de los sistemas de representacion en los
que se expresan los términos k-ésimos (numérico, grafico y verbal).

En la Figura 5 - 17 mostramos, a modo de ejemplo, el instrumento para los
problemas en los que los términos k-ésimos estén expresados numéricamente, que

se extrae a partir de la Figura 3 - 19.

215



Maria Consuelo Cafiadas Santiago

1
(7p]
8 o
€ E
%)
B
v X
-
=
<
5 E
C wn
T D
O x
=
o S
=
.woe
L o0
T
T

T. k-ésimos-
T. General

Trabajo con términos k-ésimos

Figura 5 - 17. Instrumento de observacion de la variable Estrategia Inductiva partiendo de términos k-ésimos expresados en el sistema de representacion numérico
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A partir de la hoja de observacion presentada en la Figura 5 - 17, se pueden
sefialar las transformaciones que utilicen los estudiantes y el orden en el que se
dan. Esta identificacion permite establecer una secuencia que representa una
estrategia inductiva determinada. Cada una de las estrategias inductivas
identificadas constituyen un valor de la variable Estrategia Inductiva.

Los otros dos instrumentos para la observacion de la variable Estrategia Inductiva
son analogos al anterior, observandose las diferencias correspondientes al sistema
de representacion en el que se expresan los primeros términos de la progresién en
el enunciado del problema. Las tres versiones del instrumento se pueden observar

en el Anexo D.

EXPLORACION DE RESPUESTAS Y REVISION DE LAS HOJAS DE
CODIFICACION

Tras la construccion de las hojas de registro para la codificacion de la
informacidn, se llevé a cabo una exploracion de la resolucion de los problemas de
los sujetos con objeto de verificar si las variables determinadas se adecuaban a las
necesidades de esta investigacion. Revisamos, por un lado, que el analisis de las
variables nos permitiera dar respuesta a las preguntas de investigacién y, por otro
lado, que ninguna respuesta de los estudiantes quedara fuera de las variables y de
sus respectivos valores.

A continuacion, presentamos los aspectos que se identificaron tras la exploracion:

Respuesta

Consideramos la respuesta como otra variable dependiente a tener en cuenta.
Identificamos si los estudiante responden o no a los diferentes problemas

propuestos.

Deteccidn de patrones

Como parte de la descripcion de la identificacion de patrones, recogemos los tipos
de patrones que ponen de manifiesto los sujetos, ya que forma parte de la
descripcion del razonamiento que utilizan, considerando ademas si el patron

identificado es o no adecuado al problema planteado.
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Hemos observado que hay estudiantes que detectan la relacion recurrente, un tipo
de patron que se puede identificar en las progresiones aritméticas. Por lo tanto,
tuvimos en cuenta la recurrencia como un tipo de patron que forma parte de las
producciones de los estudiantes. La recurrencia ha sido una de las propiedades
que se ha destacado en el andlisis de contenido realizado en el Capitulo 4. Entre
otras cosas, se ha mencionado su utilidad para la expresion del término general.
Por tanto, para la identificacion de patrones, recogemos la siguiente informacion:

1. Tipo de patron.

2. Patron adecuado / no adecuado.

3. Relacion de recurrencia.

Regla de tres

Hemaos observado que hay estudiantes que utilizaron el sistema de representacion
algebraico sin que para ello hubieran realizado una generalizacién algebraica ni se
hubiera seguido ninguno de los pasos considerados para el razonamiento
inductivo. En todos estos casos respondieron con el planteamiento de una regla de

tres, por lo que decidimos registrar los sujetos que utilizaron este algoritmo.

Uso de la generalizacion

En la revision de las respuestas se observaron diferentes usos que los alumnos
daban a la generalizacion. Unos la utilizaban para calcular términos k-ésimos y
dar respuesta al problema, otros la expresan al tratar de justificar su respuesta. Por
ello, considerados el uso de la generalizacion como un aspecto a tener en cuenta

en aquellos estudiantes que llegan a expresar la generalizacion.

CODIFICACION DE LA INFORMACION

La codificacion de la informacion acerca de las variables dependientes se lleva a
cabo por medio de dos hojas que hemos elaborado para tal fin, a las que
denominaremos hojas de codificacion. En estas dos hojas se recoge la
informacién relativa a la variable Pasos del Razonamiento Inductivo y a la

variable Estrategia Inductiva, respectivamente.
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La respuesta ha sido registrada en la misma hoja de codificacion que los pasos del
razonamiento inductivo.

La utilizacion de la regla de tres se ha registrado independientemente de las
demas, ya que pese a no formar parte de nuestros intereses investigadores, la
consideramos como parte de la descripcion de las respuestas que dan los

estudiantes que no siguen ningun proceso inductivo.

Hoja de Codificacion de Respuesta y Pasos de Razonamiento Inductivo

Teniendo en cuenta la revision de las producciones de los estudiantes, afladimos la
informacién obtenida a las hojas de codificacion iniciales. Presentamos en la
Tabla 5 - 10, la hoja para la codificacion de informacion que consideramos

finalmente.
Tabla 5 - 10. Hoja de codificacidn de la variable Pasos del Razonamiento Inductivo

PROB A

Trabajo | Organiz Patron Gen.

Resp. Conjet | Justific.

C. Partic. | C. Partic. | Tjyo | Adecuado | Recurr Alg | Verb

Uso

Dem.

Informacidn codificada

Para cada sujeto, se registra la informacion relativa a la respuesta y a los pasos del
razonamiento inductivo que siguen en su resolucion del problema.

En el caso de que los sujetos identifiquen un patron, se toma nota del patron,
pudiendo describir asi si se trata de un patron adecuado y/o recurrente, lo cual
enriquecerd la descripcién posterior.

De manera analoga, en el caso de los estudiantes que lleguen a expresar la
generalizacion, anotaremos el tipo de generalizacion y el uso que le dan (si la
utilizan como justificacion de su conjetura o para calcular nuevos términos de la

progresion).
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Hoja de Codificacion de Estrategia Inductiva

A cada sujeto le corresponde una secuencia que representa una estrategia
inductiva determinada en cada uno de los problemas que constituyen la prueba.
Para codificar la informacion referente a la estrategia inductiva empleada, en
primer lugar, hemos identificado todas las estrategias inductivas que han utilizado
todos los estudiantes en cada uno de los problemas mediante el instrumento de
observacion correspondiente, segun el sistema de representacién en el que se
presenten los primeros términos en el enunciado del problema.

Por ejemplo, para el Problema 1, se han identificado las 13 estrategias inductivas,
que recogemos en el Figura 5 - 18 y que constituyen los valores de la variable
Estrategia Inductiva:

T2

T2-TSN

T2-T5

T2-TSN-TS

TSV

TSV-T2-TSN
T2-TSN-C1
T2-TSN-C1-C1B-TSN
T2-TSN-C1-TSA-C1B-TSN
T2-C1-C1B-TSN
T2-C1-TSA-C1B-TSN
T2-TSN-C4
C3-C1B-TSN-C4

Figura 5 - 18. Valores de la variable Estrategias Inductiva en el Problema 1

Los valores de la variable Estrategia Inductiva para cada uno de los problemas

quedan recogidos en el Anexo E.

Informacién codificada

A cada sujeto que responde a un problema, le corresponde un valor de la variable

Estrategia Inductiva determinado para ese problema concreto.
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Algunas Consideraciones para la Codificacion de la Informacion

Tras la construccion de las hojas de codificaciéon se llevd a cabo una nueva
revision de la resolucién de los problemas de los estudiantes previa al analisis de

datos.

Orden de los pasos del razonamiento inductivo

Los pasos del razonamiento inductivo se han presentado en un orden que
corresponde con el modelo ideal o tedrico del razonamiento inductivo,
considerando que comienza con el trabajo de los casos particulares y avanza hacia
la generalizacion. Esto no significa que se tengan que seguir todos y cada uno de
los pasos que se han identificado para este razonamiento. No se trata de un
proceso lineal y los estudiantes pueden volver sobre pasos que han realizado con

anterioridad.

Trabajo con casos particulares

Consideraremos que un alumno ha trabajado con términos k-ésimos de la
progresion, cuando haya dejado constancia de ello mediante los calculos o
explicaciones que realice sobre dos 0 mas términos de la secuencia presente en los
respectivos problemas. Los calculos directos sobre un término concreto por el que
pregunta un problema sin haber llevado a cabo una manipulacién u organizacién
de los términos del enunciado del problema, no se consideran trabajo con casos

particulares.

Patrén

La identificacion del patron se considera cuando se pone de manifiesto alguna
regularidad en los datos obtenidos en la resolucién del problema. La deteccion de
este patrén se relaciona con términos k-ésimos de la sucesién (en caso de que el
patron sea descrito de un modo general, hablaremos de generalizacion).

Para codificar si un patrén es adecuado o no para un problema concreto se ha
recurrido en primer lugar, a la resolucion del problema que se ha presentado en el
Anexo C . En segundo lugar, si no aparece en dicha resolucién, se ha hecho un

analisis del patrén concreto, sucediendo que en algunos casos han aparecido otro
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tipo de patrones validos que no se corresponden con progresiones de ordenes 1 ni
2.

Recurrencia

La ley de recurrencia es uno de los tipos de patrones que pueden aparecer en estos
problemas puesto que es una propiedad que permite identificar la regularidad en
las sucesiones de numeros naturales lineales y cuadréticas, tal y como se ha visto
en el marco conceptual. Es posible que una vez que los estudiantes encuentran la
relacion de recurrencia, avancen hacia la generalizacion o, por el contrario, den
respuesta a la pregunta utilizando ese patron para encontrar los términos k-ésimos

por los que pregunta el problema.

Regla de tres
La regla de tres no se ha considerado dentro del proceso de razonamiento
inductivo, ya que se trata de un algoritmo aplicado por los estudiantes de una

forma directa a partir de los datos que se dan en el enunciado de cada item.

Incompatibilidades entre valores de las variables

Existen algunas incompatibilidades entre diferentes valores de la variable Pasos
de Razonamiento Inductivo y entre algunos de esta variable con la variable
Estrategias Inductivas, a saber:
- Si un estudiante no ha trabajado con casos particulares, no ha podido
organizarlos.
- Si un estudiante no ha detectado un patrén, no ha podido detectar un
patron adecuado.
- Si la estrategia que emplea un estudiante se identifica con el 0, no ha

podido dar ninguno de los pasos del razonamiento inductivo.

Implicaciones entre valores de las variables

Hemos identificado algunas implicaciones entre diferentes valores de los pasos
considerados para el razonamiento inductivo y entre éstos y los valores de la

variable Estrategia Inductiva:
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- Si un sujeto ha identificado la relacion recurrente, también ha identificado
un patron.

- Si un estudiante expresa la generalizacion algebraicamente, también ha
generalizado.

- Si un estudiante llega a la generalizacion, su estrategia inductiva debe

contener una transformacion que incluya “C”.

Correccién de la prueba

Tras la elaboracion de las hojas de codificacion y las consideraciones expuestas en
los epigrafes anteriores, comprobamos la validez de la aplicacion de las mismas.
Para ello, la doctoranda selecciond un 5% de las pruebas trabajadas por alumnos
que hubieran respondido a todos los problemas y la directora de esta investigacion
hizo una correccion independiente a la de la doctoranda. La informaciéon recogida
en ambas hojas de codificacidn por parte de ambas investigadoras no presentaron

diferencias.

REGISTRO DE LA INFORMACION

Se organizaron los datos recogidos, mediante los instrumentos de observacion, de
forma que se pudiesen analizar los datos estadisticamente.

Para ello, construimos una tabla en la que las filas son los 359 alumnos de la
muestra y y cada uno queda identificado por un valor numérico (nimero de
identificacion, cuyo rango es 1 — 359). Las columnas las conforman las columnas
de la hoja de codificacién de la respuesta y los Pasos de Razonamiento Inductivo,
y en otra columna se recoge la estrategia inductiva determinada para cada
problema.

De cada alumno, registramos informacion referente a sus datos personales: el
centro en el que estudia y el curso. Se trata de variables cuyos valores oscilan
entre 1y 4 (a cada centro le hemos hecho corresponder uno de esos valores), y 3y
4 (dependiendo de si cursan 3° o0 4° de Educacion Secundaria Obligatoria),
respectivamente.

Dado que el analisis estadistico se lleva a cabo mediante el programa SPSS, los

valores de la primera hoja de codificacién (relativos a la Respuesta y a los Pasos
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del Razonamiento Inductivo) son codificados en el SPSS con un “1” si lo realizan
y con un “0” si no lo hacen, excepto en el tipo de patron, que serd analizado por
separado para cada caso.
Para la variable Estrategias Inductivas, hemos asignado un valor numérico a cada
estrategia dentro de cada problema. Asi, si un alumno sigue una estrategia
inductiva determinada, le correspondera el nimero que hemos asignado a esa
estrategia en el problema correspondiente (ver Anexo E). Por lo tanto, para cada
problema, hay tantos posibles valores como estrategias se hayan identificado en el
total de sujetos en ese problema. El “0” se corresponde con el hecho de que los
sujetos no hayan empleado ninguna estrategia inductiva.
Como se deduce de lo dicho hasta el momento, las variables dependientes se
repiten para los diferentes problemas. Para diferenciarlas, se ha antepuesto Px al
nombre de la variable correspondiente, donde x = 1,..., 6 es el numero del
problema al que hace referencia una variable determinada. Por ejemplo, P2patrén
es la variable de identificacion de patron para el Problema 2.
Para seguir un orden en la introduccion de los datos en el archivo, que ser util en
el analisis de los mismos, se ha seguido el mismo orden en el que se organizaron
las hojas de codificacion (Respuesta-Pasos de Razonamiento Inductivo-Estrategia
Inductiva) y se ha seguido el orden de los problemas que aparece en la prueba. De
esta forma, primero aparecen todas las variables del Problema 1, después las del
Problema 2, y asi sucesivamente.
Tras el procedimiento seguido en el registro de los datos, hemos introducido las
siguientes columnas que nos permiten obtener la informacion necesaria y que
provienen de los datos personales de los sujetos y de las variables de las hojas de
codificacion:

1. Numero de identificacion.

Curso.

Centro.

Trabajo con términos k-ésimos.

2

3

4. Respuesta.
5

6. Organizacion de términos k-ésimos.
;

Identificacion de patrones.
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8. ldentificacion de la relacion recurrente recurrencia.

9. Patrén Adecuado / No adecuado al problema.

10. Generalizacion.

11. Expresion algebraica de la generalizacion.

12. Justificacion (basada en términos k-ésimos).

13. Demostracion.

14. Estrategia Inductiva.
El tipo de patron que identifican los sujetos en cada problema, el uso que dan los
estudiantes a la generalizacion y la regla de tres ha sido una informacién recogida
al margen de la tabla elaborada para el andlisis con la herramienta estadistica
SPSS.
La expresion verbal de la generalizacion se obtiene de entre aquellos alumnos que
generalizan y no lo hacen algebraicamente (es la Unica forma que tienen los
sujetos de expresar la generalizacion por escrito si no lo hacen de manera
algebraica).
El resultado obtenido después de la introduccién de los datos en el archivo SPSS
ha sido una tabla con 359 filas y 84 (= 14 x 6) columnas.

Depuracién de Datos

Tras la introduccién de la informacidon en el SPSS, debemos tener en cuenta una

serie de factores para poder analizarla posteriormente de manera adecuada.

Aparicion de celdas en blanco

Todas las celdas deben tener asignado un valor numeérico.

Valor asociado a las variables

El valor numérico que corresponde a las diferentes variables ya ha sido tratado
con anterioridad y sabemos que existen unos valores permitidos para cada una de
ellas. Cada variable debe tomar valores dentro del rango en el que ha sido
definida. Por ejemplo, la respuesta y los valores de la variable Pasos pueden tomar
los valores 0 y 1. La variable Estrategias Inductivas puede tomar valores desde 0
hasta n, donde n es el nimero de estrategias diferentes identificadas para cada

ftem concreto.
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Incompatibilidades entre valores de la variable Pasos de Razonamiento Inductivo

Hay ciertas incompatibilidades entre diferentes valores de las variables, que se
han sefialado anteriormente. Para cerciorarnos de que se han tenido en cuenta y
verificar los datos, realizamos, mediante el programa Excel, las siguiente
comprobaciones:

- Si en la celda correspondiente a los casos particulares aparece un 0, en la
celda correspondiente a la organizacién de los casos particulares no puede
aparecer un 1.

- Si en la celda relativa al patron aparece un 0, en la correspondiente al

patrén adecuado, no puede aparecer un 1.

Implicaciones entre valores de la variable Pasos de Razonamiento Inductivo

Como indicamos anteriormente, existen ciertas implicaciones. Para comprobar
que se han registrado los datos correctamente, realizamos, en el programa Excel,
las comprobaciones siguientes:
- Si aparece un 1 en la celda correspondiente a la relacién recurrente, debe
aparecer un 1 en la celda referente a la identificacion de patron.
- Si la estrategia es 0, en todas las celdas correspondientes a los valores de
los Pasos de Razonamiento Inductivo debe haber 0.
- Si en la celda relativa a la generalizacion algebraica hay un 1, en la

correspondiente a la generalizacion algebraica debe haber otro 1.

SELECCION DE SIETE ESTUDIANTES

Para complementar la informacion sobre el razonamiento inductivo que ponen de
manifiesto los estudiantes de la muestra en la resolucion de los problemas,
proponemos una descripcién detallada del proceso inductivo que siguen algunos
estudiantes concretos de la muestra. Esto permite conocer el proceso de un mismo
estudiante en la resolucién de los seis problemas, permite comparar el proceso de
razonamiento inductivo real que siguen estos estudiantes con el modelo tedrico
considerado para el andlisis del razonamiento inductivo y, segun los
procedimientos que sigan en la resolucion de los problemas, se pueden identificar

diferentes perfiles.
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Describimos, a continuacion, el procedimiento de seleccion de esos estudiantes.

Procedimiento para la Seleccion de Estudiantes

Hemos decidido seleccionar a los estudiantes en funcion de las estrategias
inductivas predominantes® que utilicen en la resolucién de los diferentes
problemas.

El primer paso es, por tanto, identificar las estrategias inductivas predominantes
que emplean los alumnos. Para ello, necesitamos conocer las estrategias
inductivas que han empleado los estudiantes en cada problema. Consideraremos
que son predominantes las estrategias inductivas empleadas por mas de un 5% de
los alumnos que responden a un problema determinado.

A partir de las estrategias inductivas predominantes en cada problema,
seleccionamos a estudiantes que las utilicen. La finalidad es que haya, al menos,
un estudiante por cada una de estas estrategias, de tal forma que a ese estudiante
se le puede considerar representante de la estrategia inductiva predominante que
utiliza.

Segun el procedimiento descrito, detectamos que no habia un solo estudiante de la
muestra que cumpliera las condiciones requeridas. Debido a nuestros intereses
investigadores, afiadimos los siguientes criterios de seleccion:

1. Si hay dos estudiantes que utilicen la misma estrategia inductiva en un
mismo problema, seleccionamos a aquel que responda a todos los
problemas o, en su defecto, al que responda al mayor ndmero de
problemas. Con este criterio, conseguimos, por un lado, mas informacion
de un mismo estudiante y, por otro lado, aumenta la probabilidad de que
un mismo estudiante sea representante de mas de una estrategia inductiva
en diferentes problemas.

2. En caso de que haya méas de un estudiante en las condiciones mencionadas
hasta el momento, seleccionamos a los estudiantes que sean representantes

en el mayor nimero de estrategias inductivas.

* Consideramos estrategias inductivas predominantes a las estrategias inductivas a las que son
empleadas por un mayor ndmero de alumnos. Estas estrategias son identificadas en el Capitulo 7.
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En caso de que haya mas de un alumno segun los criterios mencionados en este
apartado, hacemos una seleccion aleatoria entre ellos.

Finalmente, la seleccion de estudiantes se concretd en siete estudiantes de la
muestra, cuyas respuestas fueron descritas de forma individual a través de sus
producciones en los problemas de la prueba, utilizando los pasos del razonamiento
inductivo considerados en el modelo tedrico y las estrategias inductivas que
utilizan (ver Capitulo 8).

Los siete estudiantes seleccionados segun el procedimiento descrito, tenian las
caracteristicas que recogemos en la Tabla 5 - 11.

Tabla 5 - 11. Sujetos seleccionados

SUJETO

(ndmero de identificacion) CURSO ~ CENTRO ~ EDAD

3 40 Granada 17
7 40 Granada 16
49 3° Granada 15
119 40 Madrid 15
325 30 Teruel 14
349 3° Teruel 15
356 3° Teruel 14
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CAPITULO 6

ANALISIS DE DATOS |

En este capitulo presentamos las indagaciones que hemos realizado con respecto a
los objetivos especificos de investigacion relativos a los pasos del razonamiento
inductivo que hemos considerado. Por ello, nos centramos en el analisis y
descripcion de la variable Pasos en el Razonamiento Inductivo (Pasos).
Comenzamos por un analisis global de la variable Pasos en los seis problemas que
constituyen la prueba, como primera aproximacion al objetivo primero de esta
investigacion (O,). Posteriormente, pasamos al analisis de los pasos en relacion
con el Orden de la progresion y el Sistema de Representacion de los problemas
como criterios que se tuvieron en cuenta en la seleccion de los problemas. Este
andlisis considera los efectos de cada una de las caracteristicas y las interacciones
existentes entre ellas y la realizacion de los pasos del razonamiento inductivo que
los estudiantes utilizan. Con esto, pretendemos dar respuesta al O, de esta
investigacion.

En la segunda parte del analisis, nos centramos en los pasos que emplean los
estudiantes en cada uno de los problemas. Para ello llevamos a cabo un anélisis de
frecuencias y un anélisis estadistico que permite describir las relaciones de
dependencia o independencia entre los pasos que utilizan los estudiantes en los
diferentes problemas que constituyen la prueba. A la luz de los resultados
obtenidos en el primer analisis, realizamos éste para cada uno de los seis
problemas. Nos basamos en tablas de contingencia y, dado que el nimero de

estudiantes que no responden a los problemas puede afectar al resultado obtenido,
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hemos utilizado Unicamente las frecuencias de los pasos de los estudiantes que
responden a los problemas. Con esto, abordamos el O, de esta investigacion.

Por ultimo, analizamos, globalmente, si existen diferencias significativas en los
Pasos segun los centros y los cursos a los que pertenecen los estudiantes de la
muestra. Llevamos a cabo un analisis que considera los Pasos, el Centro y el
Curso como factores que pueden influir en los pasos que realizan los estudiantes,
asi como los efectos debidos a la posible interaccion entre los factores. Con esto

tratamos de dar respuesta al Og y al Oy de esta investigacion.

FRECUENCIAS DE PASOS EN LOS PROBLEMAS

Como resultado de la observacién y recuento sistematicos de las producciones de
los estudiantes, recogemos en la Tabla 6 - 1 las frecuencias con las que han
aparecido cada uno de los pasos del razonamiento inductivo en las respuestas a los
problemas presentados en la prueba.

Tabla 6 - 1. Frecuencia de Pasos de Razonamiento Inductivo

Pasos

. Organiz.

Problema Tkra,bqjo T de T. k- Patron  Conjeturas Justificacion Gen  Dem
-6simos s

ésimos
1 186 128 212 322 2 17 0
2 283 91 275 285 64 14 0
3 7 0 125 297 0 60 0
4 4 2 174 272 0 70 0
5 227 28 222 249 10 83 0
6 244 114 140 310 9 8 0

Para facilitar la comparacion de la frecuencias de aparicion de cada uno de los
pasos, en la Figura 6 - 1 representamos graficamente los porcentajes de las

frecuencias recogidas en la Tabla 6 - 1.
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Figura 6 - 1. Gréfico de porcentajes de Pasos de Razonamiento Inductivo

En la Figura 6 - 1 podemos observar que hay discrepancias en la frecuencia de
aparicion de cada uno de los pasos. Asimismo, las graficas de los distintos
problemas siguen una tendencia general de actuacion de los alumnos en los seis
problemas, con una ligera alteracion de esa tendencia en los problemas 3y 4 en el
trabajo con términos k-ésimos. En general, en todos los problemas se produce una
disminucion en el nimero de alumnos que organizan los términos k-ésimos con
respecto a los que han trabajado con los mismos. A partir de este paso, se observa
un aumento en el numero de estudiantes que, pasando por la identificacidon de un
patron, llega a la formulacion de una conjetura. En todos los problemas existe un
maximo en este paso. En el otro extremo, se encuentran la justificacion de las
conjeturas y la demostracion de la expresion general, que son los pasos empleados
por el menor nimero de estudiantes en cinco de los seis problemas de la prueba.
En todos los problemas, excepto en el Problema 2, se observa un leve aumento en
el nimero de estudiantes que generalizan sus conjeturas. Finalmente, la

demostracion no es realizada por ningun estudiante en ninguno de los problemas.
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Tras esta descripcion general de la frecuencia de empleo de los distintos pasos del
razonamiento inductivo para los seis problemas, y puesto que en la tendencia
general se observan discrepancias entre los problemas en relacion a la frecuencia
de aparicion de los pasos en las soluciones dadas por los sujetos de la muestra,
pasamos al analisis de la variable Pasos segln el orden de la progresion de los
problemas y segun el sistema de representacion empleado para la presentacion de
los términos k-ésimos en los enunciados. Con ello intentamos dilucidar si estos
dos criterios inciden en la alteracién de las frecuencias observadas en los

diferentes problemas.

ANALISIS DE PASOS SEGUN ORDEN Y S. DE REPRESENTACION

En la Tabla 6 - 2 recogemos la correspondencia de los valores de Orden y Sistema

de Representacion con cada uno de los problemas.

Tabla 6 - 2. Problema, sistema de representacion y orden

Problema S. de Representacion* Orden**

1 Verbal 1
2 Numeérico 2
3 Grafico 1
4 Verbal 2
5 Numérico 1
6 Grafico 2

*Se refiere al sistema de representacién en el que aparecen expresados los términos k-ésimos en
los enunciados.

**Hace referencia al orden de la progresion mediante la que se puede generalizar el patrén
observable en el problema.

En lo sucesivo, hemos asignado cédigos numéricos a los tres sistemas de
representacion (“1” para el sistema de representacion verbal, “2” para el sistema
de representacion numérico y “3” para el sistema de representacion grafico), que
se utilizaran en el analisis de datos.

Trasladamos las frecuencias mostradas en la Tabla 6 - 1 a la Tabla 6 - 3, en la que
las presentamos asociadas a los diferentes problemas en funcién del orden y el

sistema de representacion correspondiente.
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Tabla 6 - 3. Distribucién de frecuencias de Pasos segun Orden y S. Repres

Pasos de Razonamiento Inductivo (Pasos)

S.

Orden ; ; Total

Repres. Trabajo T. Organiz. i Conjeturas Justificacion Gen Dem

k-ésimos  T. k-ésimos

1 1 186 128 212 322 2 17 0 867
2 2 283 91 275 285 64 14 0 1012
1 3 7 0 125 297 0 60 0 489
2 1 4 2 174 272 0 70 0 522
1 2 227 28 222 249 10 83 0 819
2 3 244 114 140 310 9 8 0 825
Total 951 363 1148 1735 85 252 0 4534
Dado que se trata de una tabla de contingencia con variables nominales, podemos
aplicar un modelo lineal logaritmico. Analizamos la Tabla 6 - 3 para determinar el
modelo que mejor predice la frecuencia de los datos. Para ello, partimos de un
modelo saturado que considera los efectos de todos los drdenes posibles con
Pasos, Orden y Sistema de Representacion (S.Repres), utilizando el método de
eliminacién hacia atras. El ajuste de modelo se comprueba mediante la razon de
verosimilitud. Hemos realizado los calculos mediante el programa SPSS.
El unico modelo lineal-logaritmico posible es el que incluye las interacciones de
las tres variables (Orden*S.Repres*Pasos), el modelo saturado, ya que los valores
residuales son nulos (ver Anexo F).
Para el estudio de las asociaciones parciales entre las caracteristicas de los
problemas (Orden y S.Repres) y los pasos, hemos utilizado la Chi-cuadrado
parcial como estadistico de contraste. En la Tabla 6 - 4 presentamos los resultados
obtenidos.
Tabla 6 - 4. Resultados de los test estadisticos de asociaciones parciales
Nombre de Efecto Grados libertad  Chi-cuadrado parcial Prob.
Orden*S. Repres 2 175,130 0,0000
Orden*Pasos 6 69,441 0,0000
S.Repres*Pasos 12 255,956 0,0000
Orden 1 7,469 0,0063
S.Repres 2 100,442 0,0000
Pasos 6 4222,179 0,0000

Segun se deduce de la Tabla 6 - 4, todos los efectos parciales son significativos
(prob < 0.05). Realizamos una interpretacion de todos los efectos, basandonos en

los parametros lambda estimados y en los valores de z.
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Efecto de Pasos

A los valores de la variable Pasos le hemos asignado valores numéricos del 1 al 7

para la realizacion del analisis mediante el SPSS.

Mostramos los valores de los parametros lambda estimados para los Pasos en la

Tabla 6 - 5. El valor de z indica si las diferencias con respecto a la media son 0 no

significativas.

Tabla 6 - 5. Parametros estimados para el efecto Pasos

Pasos Coeficiente Desviacién Valor 7 Intervalo Confianza 95%
Parametro (lambda) Tipica Extr. Inf. Extr. Sup.
1 1,0554082411 0,13645 7,73455 0,78796 1,32286
2 -0,2171082570 0,24511  -0,88575 -0,69753 0,26331
3 2,0555591379 0,10903  18,85296 1,84186 2,26926
4 2,5004168235 0,10786  23,18170 2,28901 2,71183
5 -1,781535205 0,32064  -5,55625 -2,40998 -1,15309
6 0,2451630867 0,13001 1,88567 -0,00966 0,49999
7 -3,857903827 0,49931  -7,72639 -4,83656 -2,87925

En la Figura 6 - 2 recogemos la representacion grafica de los parametros.
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Figura 6 - 2. Representacion de los parametros estimados para Pasos

A partir de los resultados obtenidos, interpretamos que:

- La frecuencia con la que los estudiantes trabajan con términos k-ésimos es

superior a la media de la frecuencia con la que los alumnos realizan los pasos (A =

1,055). Ademas, tal y como indica el valor de z (7,734), esta diferencia es

significativa.
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- La frecuencia con la que los estudiantes organizan los términos k-ésimos
en las producciones de los estudiantes no difiere significativamente de la
media (4 =-0,217 y z = -0,885).

- La identificacion de un patrén y la formulacién de conjetura son los pasos
utilizados por un mayor numero de alumnos y las diferencias son
significativas (4= 2,065 y z = 18853, y A= 25 vy z = 23,182,
respectivamente).

- El nimero de alumnos que generalizan sus conjeturas es algo superior a la
media de los alumnos que realizan los pasos del razonamiento inductivo.
Esta diferencia esta proxima a ser significativa pero no llega a serlo (A=
0,245y z = 1,885).

- La frecuencia de demostracion por parte de los estudiantes es

significativamente inferior a la media (4 =-3,858 y z = -7,726).

Efecto de S.Repres

Los tres sistemas de representacion empleados los hemos codificado como 1
(verbal), 2 (numérico) y 3 (gréafico). Presentamos los pardmetros estimados para el
efecto de Sistema de Representacion en la Tabla 6 - 6 y los representamos

graficamente en la Figura 6 - 3.
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Tabla 6 - 6. Parametros estimados para el efecto S.Repres

S.Repres Coeficiente Desviacion Intervalo Confianza 95%
X o Valor z
Parametro (lambda) Tipica Extr. Inf. Extr. Sup.
1 -0,2816138229 0,15276 -1,84350 -0,58102 0,01780
2 0,6472835316 0,13589 4,76314 0,38093 0,91364
3 -0,3656697088 0,15974 -2,28909 -0,67877 -0,05257
1 _

o
(63}
I

o
a1
I

Coeficiente (lambda)
o
Vai
Numérico
6-4

S. de Represenacion

Figura 6 - 3. Representacion de los parametros estimados para S.Repres
A partir de los resultados presentados, podemos extraer que:

- El sistema de representacion numérico estad asociado con una frecuencia
significativamente superior a la media (4= 0,647y z = 4,763).

- Los sistemas de representacion verbal y grafico estan asociados a una
frecuencia en la realizacion de los pasos inferior a la media. Mientras que
el bajo nimero de estudiantes que emplean el sistema de representacion
verbal esta préximo a ser significativo (41 =-0,282 y z = -1,843), el escaso
namero de estudiantes que siguen los pasos del razonamiento inductivo en
los problemas en los que aparece el sistema de representacion grafico es

claramente significativo (41 =-0,366 y z = -2,290).

Efecto de Orden

Los parametros lambda estimados obtenidos para el efecto Orden son los que se

observan en la Tabla 6 - 7.
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Tabla 6 - 7. Parametros estimados para el efecto Pasos

Orden Coeficiente Desviacion Intervalo Confianza 95%
, . Valor z
Parametro (lambda) Tipica Extr. Inf. Extr. Sup.
1 -0,0859428572 0,10593 -0,81135 -0,29356 0,12167
2 0,0859428572 0,10593 0,81135 -0,12167 0,29356

Representamos los valores de los parametros estimados en relacion a la media en
la Figura 6 - 4.

0,1+

0,05 +

Coeficiente (lambda)
o

-0,05 +

0,1 -
Orden

Figura 6 - 4. Representacion de los parametros estimados para Orden

El valor de z para el efecto Orden, indica que las diferencias no son significativas,
aungque como se observa en Figura 6 - 4, la realizacion de los pasos del
razonamiento inductivo se mantiene por debajo de la media de los parametros
estimados y, en los problemas donde aparece una progresion de orden 2, la

realizacion de los pasos del razonamiento inductivo es superior a la media.

Asociacion S.Repres*Pasos

Presentamos las frecuencias absolutas seguin S.Repres y Pasos en la Tabla 6 - 8.
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Tabla 6 - 8. Distribucién de frecuencias segln S.Repres y Pasos

Pasos
. ) ) Formulacion
Repres. Tra,bgjo T. Org,ar.nz. Patrén de Justificacion Gen Dem
k-ésimos  T. k-ésimos .
Conjeturas
1 190 130 386 594 2 87 0
2 510 119 497 534 74 97 0
3 251 114 265 607 9 68 0
Total 951 363 1148 1735 85 252 0

La asociacion S.Repres*Pasos es la mas fuerte de las interacciones de dos factores

(ver Tabla 6 - 4). Mostramos los parametros obtenidos para el efecto

S.Repres*Pasos en la Tabla 6 - 9 y los representamos en la Figura 6 - 5.

Tabla 6 - 9. Parametros estimados para el efecto S.Repres*Pasos

.. 1 0
Repre?’.‘Pasos C?eflcélgnte 1[_)'esl\,_ Valor 2 Intervalo Confianza 95%
Parametro (lambda) ipica Extr. Inf. Extr. Sup.

(1,1) -0,5722967470  0,21043  -2,71962 -0,98474 -0,15985
(1,2) 0,2200752513  0,31059  0,70856 -0,38869 0,82884
(1,3) 0,3217314033 0,15692 2,05026 0,01416 0,62930
(1,4) 0,3083112279 0,15541  1,98384 0,00371 0,61292
(1,5) -0,9900358432 0,50772  -1,94996 -1,98517 0,00510
(1,6) 0,4306008848 0,18239  2,36093 0,07312 0,78808
1,7) 0,2816138229 0,70677 0,39845 -1,10366 1,66689
(2,1) 0,6697327613 0,16229 4,12675 0,35164 0,98782
(2,2) 0,3381896084 0,26470  1,27763 -0,18062 0,85700
(2,3) -0,3558419511 0,14007 -2,54054 -0,63037 -0,08131
(2,4) -0,7256065297 0,13903  -5,21921 -0,99810 -0,45312
(2,5) 1,2285152671 0,34154  3,59704 0,55911 1,89792
(2,6) -0,5077056244  0,17020  -2,98296 -0,84130 -0,17411
(2,7) -0,6472835316 0,70332  -0,92033 -2,02579 0,73122
(3,1) -0,0974360143 0,20273  -0,48063 -0,49478 0,29991
(3,2) -0,5582648597  0,44039  -1,26765 -1,42143 0,30490
(3,3) 0,0341105478 0,16457 0,20727 -0,28845 0,35667
(3,4) 0,4172953018 0,16225  2,57198 0,09929 0,73530
(3,5) -0,2384794239 0,49236  -0,48436 -1,20351 0,72655
(3,6) 0,0771047396 0,19796  0,38950 -0,31090 0,46511
(3,7) 0,3656697088 0,70831 0,51625 -1,02263 1,75397
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—e— Verbal
—o— Numérico

—x— Gréfico

Coeficiente (lambda)

Trabajo T. k-
ésimos
Organiz. T.
késimos
Patrén
Conjetura
Justificacion
Generalizacién
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Pasos

Figura 6 - 5. Representacion de los parametros estimados del efecto S.Repres*Pasos

A partir de los resultados presentados, podemos observar que:

- La utilizacién del sistema de representacion verbal estd asociada a una
frecuencia significativamente baja en el trabajo con los términos k-ésimos
(A=-0,572y z =-2,719) en la justificacion de conjeturas (1 =-0,99y z =
-1,95). Por otro lado, este sistema de representacion esta asociado con una
frecuencia superior a la media de la identificacion de patron (4=10,32y z
= 2,05) y de la generalizacion (A= 0,43 y z = 2,36). Tal y como indican
los valores de las z correspondientes, estas diferencias son significativas.

- El sistema de representacion numérico esta asociado de manera
significativa con unas frecuencias bajas en la identificacién de un patron
en los problemas propuestos (4 =-0,356 y z = -2,54), en la formulacion de
conjeturas (A= -0,726 y z = -5,219) y en la generalizacion en los
problemas planteados (A= -0,507 y z = -2,983). Sin embargo, el sistema
de representacion numérico se asocia con una frecuencia superior a la
media en el trabajo con términos k-ésimos de manera significativa (1=
0,322 y z = 2,05) y en la justificacion de las conjeturas (A= 1,228y z =
3,597).

- La formulacion de conjetura es el Unico paso que se asocia de manera
significativa (z = 2,572) al sistema de representacion grafico. La

frecuencia de formulacion de conjeturas en los problemas en los que se
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utiliza el sistema de representacion grafico es superior a la media (4=

0,417).

En la Tabla 6 - 10 resumimos los comentarios hechos anteriormente sobre las

asociaciones significativas entre los valores de S.Repres y Pasos.

Tabla 6 - 10. Asociaciones significativas entre valores de S.Repres y Pasos

Pasos

Trabajo Organiz.

T.k-  Patrén Conjeturas Justificacion G