Departamento de Didactica de la Matematica
Facultad de Ciencias de la Educacion
Universidad de Granada

Tesis Doctoral

INVENCION-RESOLUCION DE
PROBLEMAS POR ALUMNOS DE
EDUCACION PRIMARIA

Maria Fernanda Ayllén Blanco

Granada, 2012



Departamento de Didactica de la Matematica
Facultad de Ciencias de la Educacion
Universidad de Granada

INVENCION-RESOLUCION DE
PROBLEMAS POR ALUMNOS DE
EDUCACION PRIMARIA

Memoria del trabajo de Tesis Doctoral realizado bajo la direccion de las Doctoras
Dfia. Encarnacion Castro Martinez y Dfa. Marta Molina Gonzélez, del
Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, que
presenta Maria Fernanda Ayllon Blanco para optar al grado de Doctor en la

especialidad de Didactica de la Matematica.

Fdo.: Maria Fernanda Ayll6n Blanco

V° B° de la Codirectora V° B° de la Codirectora

s 5 i =
(\S =

Fdo.: Encarnacion Castro Martinez Fdo.: Marta Molina Gonzalez




Esta investigacion se ha realizado en el marco de trabajo del Grupo de investigacion
“Didactica de la Matematica: Pensamiento Numérico” de la Universidad de Granada,
del Plan Andaluz de Investigacién de la Junta de Andalucia (FQM-193) y dentro del
proyecto de investigacion EDU2009-11337 “Modelizacion y representaciones en
educacion matematica” del plan Nacional de Investigacion, Desarrollo e innovacion

2010-2012 de Ministerio de Ciencia e Innovacion de Espafia.



A mi marido José y a mis
hijos Ignacio y Elena, por
ser mi alegria y hacerme
tan inmensamente feliz.
Por vuestro amor.



AGRADECIMIENTOS

Mi mas sincero agradecimiento a las profesoras Doctoras Dfia. Encarnacion Castro y
Dfia. Marta Molina, por permitirme compartir sus conocimientos y su experiencia
docente e investigadora. Les agradezco el apoyo recibido y su continua disponibilidad
para ayudarme. Sus aportaciones y comentarios han hecho que esta investigacion sea

finalmente una realidad.

Quiero dar las gracias a todas aquellas personas que han confiado en mi, que me han
alentado y animado en los momentos de desanimo, en especial a mis tres queridas
amigas y compafieras, Isabel Monge, Maribel Gémez y Ana Isabel Garralda, siempre

han tenido tiempo para escucharme y aconsejarme.

A los equipos directivos y profesores de los tres centros educativos que han participado
en este estudio, por su desinteresada y carifiosa acogida y por sus aportaciones para la
realizacion de las recogidas de datos. Y en especial a cada uno de los alumnos que tan

generosamente colaboraron para hacer posible este trabajo.
A Dhfa. Llenalia Garcia Fernandez por su eficaz trabajo estadistico y su ayuda prestada.

A mis padres y hermanas, que incondicionalmente me han dado su apoyo, ayudandome

y animdndome en todo momento.

A José por ayudarme a conseguir una vez mas un suefio y compartir conmigo los
sinsabores y alegrias de esta investigacion. Por entender mis ausencias haciendo que no

las notaran tanto nuestros hijos.






TABLA DE CONTENIDOS

PRESENTACION ...ttt sssessssens 1
0.1 ESTRUCTURA DEL TRABAJO DE INVESTIGACION.........ccooevveveireeerenin. 4
0.2 ESTRUCTURA DE LA MEMORIA DE INVESTIGACION .........coocevvvnrernnnn. 5

CAPITULO I. PROBLEMA A ESTUDIAR......c.oiieretereeeeses e tesieses s 9
I.1. MOTIVACION DEL TEMA A INVESTIGAR .....c.coooiiireereeeereeeneene s, 10
1.2. JUSTIFICACION DEL TEMA A INVESTIGAR ...cooovviveereeereeseeeeenesnnen, 11

1.2.1. Desde la investigacion en Educacion Matematica............ccccceveevvereerveennenn, 11
1.2.2. Desde un punto de ViSta CUMTICUIAN ..........cceriiiiiiiiiineceeecee s 13
1.2.3. Desde la linea de investigacion en la que se inCluye ..........c.coceovvvvennnnnne. 19
1.3. PREGUNTAS Y OBJETIVOS DE INVESTIGACION.......cc.coovverrerrerrnreeen, 20
L.3.1 PrEQUNTAS ... 20
1.3.2. ODJELIVOS ... s 22

CAPITULO 1. MARCO TEORICO .......oiiiiirirniieiieineiessesissssssesessssessessssssssssssneees 25

[1.1. NOCION DE PROBLEMA ..ottt enes s en s, 25
[1.1.1. Concrecion de Problema .........cccoeieiiiiiiise s 26
I1.1.2. Caracterizacién y componentes de un problema ............ccccceeviiiiveiecnnen, 28

11.2. TIPOS DE PROBLEMAS ........ooi ittt enes 31
[1.2.1. EJerciCio Y Problema..........coooiiiiiiiiiiicec s 31
11.2.2. Problemas de encontrar y de probar.............ccceecvevieieeiecie s 32
11.2.3. Problemas rutinarioS y NO FULINAITOS ......cc.ovververierieriiriesieie e 32
11.2.4. Problemas tradicionales y Creativos. ..........ccooeveririneiieieicsese e 34
11.2.5. Problemas bien estructurados y mal estructurados ............ccccccvevvevverneennenn. 35
11.2.6. Problemas bien y mal definidos..........cocooeiiiiiiiiiiniecee e 35
11.2.7. Problemas abiertos Y CErratos ..........cooereriererenenesieseeeeee s 36
11.2.8. Problemas de estructura inductora, de transformacion y de ordenamiento . 36
11.2.9. Otras clasificaciones de problemas............ccccccooviviiiiiicicc e, 37
11.2.10. Tipos de problemas aritmetiCOS ...........ccoerererereieneseeese s 37

11.3. PAEV: PROBLEMAS ARITMETICOS DE ENUNCIADO VERBAL ............ 40
11.3.1. Clasificacion de 10S PAEV ..ot 41
11.3.2. Clasificacion de los PAEV de estructura aditiva debida a su estructura
Tl A AL g oF: OSSP 41
11.3.3. Orden de dificultad de los problemas aditivos............cccceovveieniiencnnnene, 46
11.3.4. Clasificacion de los PAEV de estructura multiplicativa debida a su
ESEIUCTUIA SEMANTICA ..e.veveiveeiieiieie ettt ens 49
11.3.5. Orden de dificultad de los problemas multiplicativos ............cccccoevniiininnne. 55



[1.4. RESOLUCION DE PROBLEMAS........coooiieieeeieieeesesiesee e sesisses s, 56
I1.4.1. Diferentes consideraciones curriculares sobre la resolucion de problemas. 58

11.4.2. Etapas y estrategias en la resolucion de problemas............c.ccoceeviieincnnenn 59
11.4.3. Métodos para la resolucion de problemas............cccooveviiieiiciiccc i, 65
[1.4.4. BUENOS FESOIULOIES .....cveviiiecie sttt 67
11.5. INVENCION DE PROBLEMAS ESCOLARES. .......ccoovieveeiieeeseeeenesienen, 68
I1.5.1. Aspectos positivos de la invencidn de problemas para la educacion
LY (=] T L oF USSP 70
11.5.2. Escenarios para proponer problemas ...........ccccoeveiiieiieienenese e 72
11.5.3. Estrategias para proponer la invencion de problemas..........c.cccccccevvereennene. 74
[1.5.4. Invencidn de problemas en la ensefanza............cccooceveiinencinc e 77
11.6. A MODO DE CIERRE .......cciiiit ittt eneas 78
CAPITULO [11. ESTUDIOS PREVIOS .......oovveeiiieeeiieesesiesesesesss s ses s senessenssnensen, 79
[11.1. INVESTIGACION SOBRE INVENCION DE PROBLEMAS.........ccccceuue.. 79
[11.1.1. Invencion de problemas por SCOIAres...........coovvereneineneieise e 81
I11.1.2. Invencion de problemas por profesores y futuros profesores..................... 93
12,3, SINEESIS . ..eviieitreie ettt ettt e r e aesee e sreeneas 103
111.2. INVESTIGACION SOBRE RESOLUCION DE PROBLEMAS .................. 104
I11.2.1. Investigaciones sobre errores al resolver problemas aritméticos ............. 104

[11.2.2. Comprension del problema en relacion con las operaciones aritméticas . 108
111.2.3. Comprension del problema en relacion a la estructura semantica y la

POSICION de 12 INCOGNITA .......ccvveiiciieciece e 109
[11.2.4. Influencia de otros factores en la dificultad de los problemas ................. 112
I11.2.5. Aportaciones sobre perspectivas para la investigacion ................cccccoeu.... 114
12,6, SINEESIS...c.viitiitieieeiietiee ettt sbesneeneas 116
CAPITULO IV. METODOLOGIA.........ooiiiiiriniineieisisese st 118
IV.1. DECISION ..ot n s enes st s s 119
IV.2. DISENO ..ot 121
IV.2.1.Caracteristicas comunes a ambas partes de la investigacion..................... 122
IV.2.2. PODIACION Y MUESLIA .....cveeiecic s 123
IV.2.3. Enfoques MetodolOQICOS.........ccveiuviieieeiiecie st 124
IV.2.4. Instrumentos para la recogida de datos ...........ccccevvrerinieieiesc s 126
IV.2.5 Disefio de 18 eNtreVISa ......cc.evviiieiiiie e 128
IV.2.6. Disefio del cuestionario-prueba eSCrita...........ccccveveeiiievieiieesie e 137
IV.3. EJECUCION .....ooitiiiieieieie ettt 143
IV.3.1 ReCOgida de dat0S.........ccerueriiriiiiiriiiieieie e 144
IV.3.2 ANALISIS A8 10S AALOS .....cviveiiiiiiiieiesiieeee e 144
1V.3.3. Elaboracion de CONCIUSIONES .........cccouiiieiieieiiee e 146



IV. 4. Cronograma de 1a iNVeSLIGaCION ...........cccueieeieiiere e 146

CAPITULO V. ANALISIS CUALITATIVO DE LAS ENTREVISTAS ....cccovevvne. 151
V.1. ENTREVISTA JA.- R.L. (1I° CURSO) ...oooiiiiiieiie e 151
V.1.1. Creencias sobre problemas y su resolucion de JJA.-- R.L. ..cccccoevvennnnnn. 152
V.1.2. Enunciados y procesos de resolucion de JLA.-- R.L. ccccoovvevviieiieinsee, 153
V.1.3. Etiquetado de un problema como facil o dificil de J.A.-R.L........ccco....e. 154
V.1.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segun J.A.- R.L. ............ 156
V.1.5. Resumen correspondiente a la entrevista JLA.- R.L.....cccovevviieiieieinenn. 156
V.2. ENTREVISTA U.T.- J.N. (1° CURSOQ) ...oooiiiiiiieie e 157
V.2.1. Creencias sobre problemas y su resolucion de U.T.- J.N. .......cccccveivrinnen. 158
V.2.2. Enunciados y procesos de resolucion de U.T.- J.N. .....cccovevviieiieieinenn. 158
V.2.3. Etiquetado de un problema como facil o dificil de U.T.-J. N.........c........ 160
V.2.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segun U.T.-J. N. ........... 162
V.2.5. Resumen correspondiente a la entrevista U.T.- J. N. ...cccooovviieiicieinenn. 162
V.3. ENTREVISTA C.N. (1° CURSO)-F.T.-M.R. (2° CURSO) ...c...c0cevvrrrrrrrrrrene. 163
V.3.1. Creencias sobre problemas y su resolucion de C.N.- F.T.- M.R............. 163
V.3.2. Enunciados y procesos de resolucion de C.N.- F.T.- M.R. ..o 165
V.3.3. Etiquetado de un problema como facil o dificil por C.N.-F.T.- M.R. ....... 167
V.3.4. Elementos que caracterizan un problema dificil C.N.-F.T.- M.R.............. 170
V.3.5. Resumen correspondiente a la entrevista C.N.- F.T.- M.R.........ccccenee. 171
V.4, ENTREVISTA T.C.- J.I. (2° CURSO) ..ccuviiieieie e 172
V.4.1. Creencias sobre problemas y su resolucion de T.C.- J.l....cccovvevieininnnen. 172
V.4.2. Enunciados y procesos de resolucion de T.C.-J.l. .ccocoovveiiiiiiiciiciece, 172
V.4.3. Etiquetado de un problema como facil o dificil de T.C.-J.l. ......ccceeeee. 174
V.4.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segun T.C.-J.I................. 177
V.4.5. Resumen correspondiente a la entrevista T.C.-J.1. ...cccoovveiiiiiiiceie. 177
V.5. ENTREVISTA A J.L.-E.L. (3° CURSO) ...cceiiiiiiiieiieie e 178
V.5.1. Creencias sobre problemas y su resolucion de J.L.-E.L..........c..cccevvnnne. 178
V.5.2. Enunciados y procesos de resolucion de J.L.-E.L. .......cccccoevvvvveiviieiinnnn. 179
V.5.3. Etiquetado de un problema como facil o dificil de J.L.-E.L...................... 181
V.5.4. Resumen correspondiente a la entrevista J.L.-E.L. ........cccccovevieiiieninnne, 182
V.6. ENTREVISTA A.T.- C.R. (3° CURSO) ..cooiiiiiiriiiii i 183
V.6.1. Creencias sobre problemas y su resolucion de A.T.- C.R. ......ccecvevvvrnnee. 183
V.6.2. Enunciados y procesos de resolucion de A.T.- C.R. ...cccovveviiicieeciecee. 184
V.6.3. Etiquetado de un problema como féacil o dificil de A.T.- C.R................ 186
V.6.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segin A.T.- C.R. ........... 189
V.6.5. Resumen correspondiente a la entrevista A.T.- C.R....cccovevviieiicinieee, 189

XXI



V.7. ENTREVISTA C.L.-L.I. (4° CURSO) ....coiiiiiiinieisiseneeseeee e 190

V.7.1. Creencias sobre problemas y su resolucion de C.L.- L.l ......cccccccveirnnnnne. 190
V.7.2. Enunciados y procesos de resolucion de C.L.- L.l ..o 190
V.7.3. Etiquetado de un problema como féacil o dificil de C.L.- L.I..................... 192
V.7.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segun C.L.- L.I.............. 193
V.7.5. Resumen correspondiente a la entrevista C.L.- L.1. ..o 193
V.8. ENTREVISTA A C.T- S.V. (4° CURSO) ....cooiriiiiiiniiiieee e 194
V.8.1. Creencias sobre problemas y su resolucion de C.T- S.V.....ccccevvvevvinenen. 194
V.8.2. Enunciados y procesos de resolucion de C.T- S.V....cccocvvveviveinininennns 195
V.8.3. Etiquetado de un problema como facil o dificil de C.T- S.V. .....ccccee. 198
V.8.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segun C.T- S.V............. 199
V.8.5. Resumen correspondiente a la entrevista C.T- S.V. ..cooovvvvvviviicinien, 199
V.9. ENTREVISTA J.S.- P.H. (4° CURSO) ....ccuoiiiiiiiiiniceneee e 200
V.9.1. Creencias sobre problemas y su resolucion de J.S.-P.H............ccccceeneee. 200
V.9.2. Enunciados y procesos de resolucion de J.S.- P.H. ..o 201
V.9.3. Etiquetado de un problema como féacil o dificil de J.S.- P.H................... 203
V.9.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segun J.S.- P.H. ............. 205
V.9.5. Resumen correspondiente a la entrevista J.S.- P.H. ..o, 205
V.10. ENTREVISTA A M.T.-U.A. (5° CURSO) ..ccooitiiiiiiniiiieieieie e 206
V.10.1. Creencias sobre problemas y su resolucién de M.T.-U.A. .......cccceeveee. 206
V.10.2. Enunciados y procesos de resolucion de M.T.-U.A. ......cccoiviiiiieinenne 207
V.10.3. Etiquetado de un problema como facil o dificil de M.T.-U.A................ 208
V.10.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segin M.T.-U.A. ......... 210
V.10.5. Resumen correspondiente a la entrevista M.T.-U.A. ..o 210
V.11. ENTREVISTA L.G.- J.E. (5° CURSO)...cciiiiiiiiiiniieienieee e 211
V.11.1 Creencias sobre problemas y su resolucion de 1.G.- J.E.........ccccccoveneee. 211
V.11.2. Enunciados y procesos de resolucion de 1.G.- J.E.......c.cocevvivnineincns 212
V.11.3. Etiquetado de un problema como facil o dificil de I.G.- J.E. ................. 214
V.11.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segin 1.G.- J.E............. 216
V.11.5. Resumen correspondiente a la entrevista 1.G.- J.E ... 216
V.12. ENTREVISTA L.S.-L.R. (6° CURSO) .....ooiiiriiiiiieieieieie e 217
V.12.1. Creencias sobre problemas y su resolucién de L.S.-L.R..........ccccoeeee. 217
V.12.2. Enunciados y procesos de resolucion de L.S.-L.R. ......cccoevvviiiiinnnnnns 218
V.12.3. Etiquetado de un problema como facil o dificil de L.S.-L.R................... 220
V.12.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segin L.S.-L.R. ........... 222
V.12.5. Resumen correspondiente a la entrevista L.S.-L.R. ......ccccoooiiiininnnnns 222
V.13. ENTREVISTA R.R.- J.J. (6° CURSO).....cccuiiieiiiieiir e 223



V.13.1. Creencias sobre problemas y su resolucién de R.R.- J.J. .ccoovevveinnnnnnee. 223

V.13.2. Enunciados y procesos de resolucion de R.R.- J.J.4......cceovvieiieiecinennn. 224
V.13.3. Etiquetado de un problema como fécil o dificil de R.R.- J.J.....cccenee 226
V.13.4. Elementos que caracterizan un problema dificil segin R.R.- J.J............. 230
V.13.5. Resumen correspondiente a la entrevista R.R.- J.J...ccccoovevviiciicininenen. 230
V. 14. OBSERVACIONES FINALES DEL CAPITULO .....c.ooeveveieeeeereceeneans 232
CAPITULO VI. ANALISIS CUANTITATIVO DE LAS ENTREVISTAS. ............... 233
VI.1. CREENCIAS DE LOS ESTUDIANTES ACERCA DE PROBLEMA ......... 234
VI.1.1. Descripcion de problema..........cooeiiiieriniie e 235
VI1.1.2. Necesidad de que el enunciado del problema contenga datos numéricos 237
VI1.1.3. Utilidad de las operaciones en la resolucion de un problema................... 239
VI.1.4. Utilidad de saber resolver problemas............c.ccooviiiiiiinicieniiies 241
VI1.1.5. Lugares donde resuelven problemas ............cccovveveivieiieve e 243
VI.1.6. Justificacion sobre si es resoluble el enunciado inventado ...................... 245
VI1.1.7. Estrategias utilizables en la resolucion de problemas ...........c.cccccoveivncnnes 246
VI.2. ANALISIS DE LOS ENUNCIADOS PLANTEADOS..........ccoovvvreenrrirneen, 248
VI1.2.1. Tablas de analisis de los enunciados planteados.............ccccccevvevveierieenne. 249
V1.2.2. Recopilacion de los analisis de los enunciados planteados...................... 263
V1.3. ANALISIS DEL PROCESO DE RESOLUCION .......cccoovvrreiesiiesrnienien, 267
VI1.3.1. Tablas de andlisis de 1as reSOIUCIONES ..........cccvvirireeieriene e 268
V1.3.2. Recopilacion de los analisis de las resoluciones .............ccoceeeevveneicncns 284
VI.4. CREENCIAS DE LOS ESTUDIANTES SOBRE LA DIFICULTAD DE LOS
PROBLEMAS ... oottt sttt et et et nresneenaeneas 287
V1.4.1. Andlisis del etiquetado de problemas como féciles o dificiles................. 287
V1.4.2. Elementos que caracterizan un problema dificil ............cc.cccoovveviiennnn. 292
VI.5. A MODO DE RESUMEN .......cooiiiiiiccecce e 294
CAPITULO VII. ANALISIS DE LOS DATOS RECOGIDOS EN LA PRUEBA
CONFIRMATORIA ..ottt ettt sttt bt bennenneas 299
VII.1. CREENCIAS SOBRE LA UTILIDAD DE LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS ...ttt ettt bbb nesnenneas 302
VI1.1.1. Importancia de saber resolver problemas.............ccooevvviiinennininnnns 302
VI1.1.2. Razones por las que la resolucion de problemas es importante.............. 306
VI1.1.3. Lugares donde los estudiantes resuelven problemas.............cccceevevnnnne. 315
VI1.2. ENUNCIADOS PLANTEADOS ......ooioeee et 320
VI1.2.1. Coherencia del enUNCIAAO .........cceouviieiieiieie e 320
VI1.2.2. Caracteristicas de los enunciados inventados no coherentes .................. 326
VI1.2.3. Razones por las cuales el problema inventado era dificil ...................... 330
VI1.2.4. NUMEI0 08 PASOS ... eeuverveeeriirieitisieeiieieste sttt sttt sb et sbe e eneas 334



VI1.2.5. EStrUCLUra OPEIAtOFIaA.......veveiveeiieeiesiiesieeieeeesae e see e e see e e e sve e sneeneas 338

VI11.2.5.1. Estructura operatoria segun el nUmero de pasos..........c.cevvrvrerenereerenennenns 342
VI1.2.6. EStrUCtUra SEMANTICA .....eveiveiieiiietieieieie et 350
VI1.2.6.1. Estructura seméantica de los problemas aditivos .........c.cccccvveveiiecicne i, 350
VI11.2.6.1.1. Estructura semantica y nimero de pasos de los problemas aditivos..... 354
VI1.2.6.2. Estructura seméantica de los problemas multiplicativos.............ccccoevivennene. 363
VI1.2.6.2.1. Estructura semantica y nimero de pasos de los problemas multiplicativos
................................................................................................................................... 367
VI11.2.6.3. Estructura seméntica de los problemas aditivo-multiplicativos.................... 377
VI1L.2.7. NUMEr0 de CITraS.....civiiiiiiiiiiiiisieieie e 383
VI11.2.7.1 Anélisis por el nimero de cifras segun el nmero de pasos .........ccccevveeennn 388
V11.2.8. Conjunto numérico utilizado en 10s enunciados ..........c.cceevererereieniennns 390
VI1.2.8.1. Conjunto numérico y el NUMEro de PasoS.........ccoeveeeirerienenenieneesreeeneens 394
VI11.2.9. Numero de preguntas formuladas ............ccocoerrenenninienensese e 396
V11.2.9.1. Numero de preguntas formuladas segin el nimero de pasos..........c.cccceueuee 399
VI11.2.9.2. Problemas simples seguin el nimero de preguntas..........ccccoevevevveveseenennens 401
V11.2.9.3. Problemas compuestos segln el nimero de preguntas..........c.ccoeeevvereeennas 403
VI1.2.9.4. Estructura semantica aditiva segin el nimero de preguntas ...........c.ccccueunene 405
VI11.2.9.5. Estructura seméantica multiplicativa segun el nimero de preguntas............. 407

VI1.2.9.6. Estructura semantica aditiva-multiplicativa segln el nimero de preguntas. 409

V11.2.9.7. Numero de cifras segun el nUmero de preguntas...........ccoeevererenerenerenennas 413
V11.2.9.8. Conjunto numeérico segun el nUmero de preguntas...........ccoceecvverereeeeennenns 415
VI1.3. PROCESOS DE RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS PLANTEADOS . 417
VI11.3.1. Soluciones de los problemas inventados............coccevvrieienencnenesenens 417
VI1.3.2. Resoluciones incorrectas en la resolucién del problema mostradas en los
PIrOTOCONOS ...ttt bbbt 421
V11.3.3. Representacion grafica utilizada ..o 425
VIl4, RELAQIC’)N ENTRE LOS PROBLEMAS QUE CONSIDERAN FACILES Y
SU SOLUCTON ...ttt e et snesneenaens 426
VLS. RESUMEN ..ottt 439
CAPITULO VIHI. CONCLUSIONES ........oviiieeiieeteeiseesteeeseesesssesisssseeee s senesnees 449
VIII.1.RESPUESTAS A LOS OBJETIVOS ESPECIFICOS .......c.coovveveriereceeenns 450
VL1 OBJELIVO OL ..o et 450
V1.2 OBJELIVO O2 ...t 453
VL3 OBJELIVO O3 ...t 460
VLA, ODJELIVO O4 ..ottt eneas 461
VL5, ODJELIVO O5 ..ottt 463



VIL.2. OTROS HALLAZGOS ..o 467

VLS. SINTESIS oottt 469
VIII.4. NUEVAS PERSPECTIVAS DE INVESTIGACION........cc.ccoeverreeeinnne, 472
BIBLIOGRAFIA ..ottt 473

XXV



XXVI



INDICE DE TABLAS

TABLA I1.1. TIPOS DE PROBLEMAS DE CAMBIO. ...uuvviiiiieieiiiiiiiiiieeeeeeessssiisirseeeesesssssnssnsnens 42
TABLA I1.2. TIPOS DE PROBLEMAS DE COMBINACION. ....cooiiitiriiiiiiee e siriireee e e sisvneens 43
TABLA 11.3. PROBLEMAS DE COMPARACION. .....ccoutiiiiiieeeiiiiiiiriieeeee e e s sssssrssesesesssssssnsnens 43
TABLA [1.4. PROBLEMAS DE IGUALACION. ......ccciiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeee ettt 44
TABLA I1.5. NIVEL DE COMPLEJIDAD DE LOS PROBLEMAS DE CAMBIO, COMBINACION Y
COMPARACION. ..ottt 48
TABLA 11.6. ETAPAS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS PROPUESTAS POR DIFERENTES
AAUTORES. ...ttttttteteresesesssssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnens 61
TABLA IV.1. PRINCIPALES CARACTERISTICAS DE LAS DOS PARTES QUE COMPONEN LA
INVESTIGACION REALIZADA. ... uututtteteteresessssseresssssesesesssssessssssssssssressssssssrssess 122
TABLA IV.2. DISTRIBUCION DE CHICOS Y CHICAS POR CURSOS EN LA MUESTRA DEL
(o] =3\ 1 210 X O 123
TABLA IV.3. NUMERO DE ALUMNOS POR CURSO EN LA MUESTRA DE LA PARTE B DEL
ISy U] 0] [ F RPN 124
TABLA IV.4. PROBLEMAS QUE SE PRESENTARON A LOS ALUMNOS EN LAS ENTREVISTAS.
.............................................................................................................................. 136
TABLA IV.5. ANALISIS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS EN EL CUESTIONARIO-PRUEBA,
SEGUN ESTRUCTURA OPERATORIA, N° DE ETAPAS Y N° DE CIFRAS. ....ceovvrrvrrreereeenn, 139
TABLA IV.6. CRONOGRAMA DE LA INVESTIGACION REALIZADA. ......ocoovvvvvereieeeieiinnnnnen, 146
TABLA VI.1. CLASIFICACION DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES POR CICLO
EDUCATIVO SOBRE QUE ES UN PROBLEMA. ....uttiiiiieiiiiiiiirieneieeessssiisirseeessesssssssnsnens 236
TABLA V1. 2. CLASIFICACION DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES A LA CUESTION:
¢ ES NECESARIO QUE UN PROBLEMA CONTENGA DATOS NUMERICOS?......ccvviieiiiinns 239

TABLA VI. 3. CLASIFICACION DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES POR CICLO
EDUCATIVO RESPECTO A LA CUESTION SOBRE UTILIDAD DE LAS OPERACIONES EN LOS
(0] =] I =N, 240

TABLA V1.4, CLASIFICACION DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES POR CICLO
EDUCATIVO RESPECTO A LA UTILIDAD DE RESOLVER PROBLEMAS. ...ccvvvieeerirnnrenn. 242

TABLA VI1.5. CLASIFICACION DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES POR CICLO
EDUCATIVO RESPECTO A LOS LUGARES DONDE SE RESUELVEN PROBLEMAS. ......... 244

TABLA VI1.6. CLASIFICACION DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES POR CICLO
EDUCATIVO RESPECTO A S| EL PROBLEMA QUE HAN INVENTADO SE PUEDE RESOLVER.
.............................................................................................................................. 246

TABLA VI. 7. CLASIFICACION DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES POR CICLO
EDUCATIVO RESPECTO A SI LOS PROBLEMAS SE PUEDEN RESOLVER DE MAS DE UNA

FORMAL. .ot 247
TABLA V1.8. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR J.A. ...ttt 249
TABLA V1. 9. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR R.L....occvviiiiiiecei e, 249
TABLA VI1.10. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR U.T. .t 250
TABLA VI1.11. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR J.N. ....cooiiiiiiiiiii 250
TABLA VI1.12. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR C.N. ...cvtiiiiiiiiiiiiiiiiieee e, 251
TABLA V1.13. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR F.T. ..t 251
TABLA VI1.14. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR MLR. ...ovviiiiiiiiiiii e, 252
TABLA V1.15. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR T.C. .ttiiiiiieie it 252
TABLA VI1.16. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR J.L...coiiiiiiiiiiici e, 253
TABLA VI1.17. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR J.L.....ooovviiiiiiiiiii 253
TABLA V1.18. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR E.L.....cccvviiiiiiiiiiiiiiiienc i, 254
TABLA V1.19. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR A.T. ottt 254

XXVII



TABLA VI1.20. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR C.R. ....ooiiiiiiiiiiiiiii e 255

TABLA VI1.21. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR C.L. cviiiiiiiiiiieiee e, 255
TABLA VI1.22. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR L.1....oociiiieiiiiiiieee e, 256
TABLA V1.23. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR C.T. .ttt 256
TABLA V1. 24. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR S.V. ..ot 257
TABLA V1. 25. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR P.H....ovviiiiiiiiiiie e, 257
TABLA V1.26. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR J.S. ..ot 258
TABLA VI.27. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR U.A. ..ottt 258
TABLA V1.28. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR M. T ....cciiiiiiiiiiiiiiieieee e, 259
TABLA V1. 29. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR J.E....ccoviiiiiiiiiiiiieiee e, 260
TABLA V1.30. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR L.G. ...cccviieiiiiiii e, 260
TABLA VI1.31. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR L.S. ..., 261
TABLA V1.32. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR L.R. ..o, 261
TABLA V1.33. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR R.R. ..ttt 262
TABLA V1.34. TIPO DE PROBLEMA INVENTADO POR J.J. .oiiiiiiiiiiiiic i, 263
TABLA VIL.35.CLASIFICACION DE LAS PRODUCCIONES INVENTADAS POR LOS

ESTUDIANTES. ..iei it i iiittttttiteee e st e it bbb e e e e e e et s ie bbb e e e e s se s st e sb bbb b eeeseeesssabbbbaeeessesssesaabbarens 264

TABLA V1.36.CLASIFICACION DE LAS INVENCIONES POR CURSO SEGUN N° DE ETAPAS. . 265
TABLA VI1.37.CLASIFICACION DE LAS INVENCIONES POR CUSO SEGUN LA ESTRUCTURA

OPERATORIA Y AL NUMERO DE ETAPAS ......oiitiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et 266
TABLA VI1.38. RESOLUCION DE R.L. ..outtiiiiiiiiiiiiiiiiiie ittt 268
TABLA V1.39. RESOLUCION DE J.A. oottt n e e saareres 268
TABLA V1.40. RESOLUCION DE J.NL ittt 269
TABLA V.41, RESOLUCIONDE U.T..cooiiiiiiiii 269
TABLA V1.42. RESOLUCION DE C. N Loitiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie it aabarees 269
TABLA VI1.43. RESOLUCION DE MLLR...utiiiiii ittt 270
TABLA V.44, RESOLUCION DE F.T. ittt 270
TABLA VI1.45. RESOLUCION DE J.L. ccooviiiiii 272
TABLA VI1.46. RESOLUCION DE T.C.outttiiiiiiiiii ittt 272
TABLAVI.A47. RESOLUCIONDE .E.L ...cooooiiiiiii 273
TABLA VI1.48. RESOLUCION DE J.L. c.utttiiiiiiii ittt 273
TABLA V1.49. RESOLUCION DE C.R...ovtiiiiiii ittt 274
TABLA V1.50. RESOLUCION DE AT ..ottt saabares 274
TABLA VI.51. RESOLUCION DE L.l cccooviiiiiiie 275
TABLA VI1.52. RESOLUCION DE C.L. .otttiiiiiiiiiiiiiiiiiie ettt 275
TABLA VI.53. RESOLUCION DE S.V. ittt ettt 276
TABLA V1.54. RESOLUCION DE C.T . ..ttt saave e 277
TABLA VI.55. RESOLUCION DE J.S. .ottt 277
TABLA V1.56. RESOLUCION DE P.H. ..ouvviiiiiiiiii ettt 278
TABLA VI.57. RESOLUCION DE ML T . .ottt et 278
TABLA V1.58. RESOLUCION DE ULA. oottt ettt saaranes 279
TABLA V1.59. RESOLUCION DE LG ..outiiiiiiiiiiiiiiiiiie ettt 280
TABLA VI1.60. RESOLUCION DE J.E. ..ottt 280
TABLA VI.61. RESOLUCION DE L.R. .ottt 281
TABLA VI1.62. RESOLUCION DE .S oottt 281
TABLA VI.63. RESOLUCION DE J.J. . ititiiiiiiic ittt et saaba s 283
TABLA VI1.64. RESOLUCION DE R.R...outiiiiiii ittt 284
TABLA VI1.65. ANALISIS DEL PROCESO DE RESOLUCION EMPLEADO POR LOS ESTUDIANTES.

.............................................................................................................................. 284

TABLA VI..66. RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES SOBRE LA DIFICULTAD DE LOS

XXVII



PROBLEMAS PRESENTADOS. 11uuitttttttttttttssseeeteeesstsssseessesssstssseessesessrsmn e 288
TABLA VI..67. CLASIFICACION DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES POR CICLO

EDUCATIVO RESPECTO A LAS CARACTERISTICAS DE UN PROBLEMA DIFICIL ........... 294
TABLA VII.1. IMPORTANCIA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS. TOTAL. ....ccovvvvvreenen. 302
TABLA VII.2. IMPORTANCIA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS. POR CURSO. ............. 303
TABLA VI11.3. IMPORTANCIA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS. POR CICLO. .............. 305
TABLA VI1.4, JUSTIFICACION DE LA IMPORTANCIA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS.

POR CURSO. ..uuuuutiiiitiiiiiiiiiatatitar s ssrar bbb b ab s b ab bbb bbb bbb bbb s bbb b bbb e b b ba b e bbb b b bbebebabebsbnbeberen 307
TABLA VII1.5. RAZONES SOBRE LA IMPORTANCIA DE SABER RESOLVER PROBLEMAS. POR

(010 21l T 309
TABLA VII.6. JUSTIFICACIONES SOBRE LA IMPORTANCIA DE SABER RESOLVER

PROBLEMAS. POR CICLO. ..iiiiiiii ittt 312
TABLA VII.7. RAZONES SOBRE LA IMPORTANCIA DE SABER RESOLVER PROBLEMAS. POR

(o] [of 1o T 313
TABLA VI11.8. LUGARES EN LOS QUE RESUELVEN PROBLEMAS. POR CURSO................... 316
TABLA VI11.9. LUGARES EN LOS QUE RESUELVEN PROBLEMAS. POR CICLO. ........cvvueenne. 319
TABLA VI11.10. PROBLEMAS INVENTADOS SEGUN SU COHERENCIA. POR CURSO. ........... 323
TABLA VI11.11. PROBLEMAS INVENTADOS SEGUN SU COHERENCIA. POR CICLOS. .......... 325
TABLA VI1.12. RAZONES Si CUMPLIDAS DE LOS PROBLEMAS NO COHERENTES. POR CURSO.

.............................................................................................................................. 327
TABLA VI1.13. RAZONES Si CUMPLIDAS DE LOS PROBLEMAS NO COHERENTES. POR CICLO.

.............................................................................................................................. 329
TABLA VII.14. RESPUESTAS SEGUN LAS DISTINTAS CATEGORIAS DE DIFICULTAD DE SUS

INVENCIONES. POR CURSO. ...uuuuuvtreiiiiiererersrsseresessressreseseressrsseserssssesesesessss... 331
TABLA VII. 15. RESPUESTAS SEGUN LAS DISTINTAS CATEGORIAS DE DIFICULTAD DE SUS

INVENCIONES. POR CICLO. .1utvtutitiieiiiiiererererurerersrerereresersrerssesessssseresessssssss... 333
TABLA VII. 16. PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTOS. POR CURSO. ....cccvvvieeeeeeeiiiiiinnee, 335
TABLA VII. 17. PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTOS. POR CICLO. ....coovvvvvviieiiieiiieeee 337
TABLA VII. 18. PROBLEMAS SEGUN LA ESTRUCTURA OPERATORIA. POR CURSO. .......... 339
TABLA VII. 19. PROBLEMAS SEGUN LA ESTRUCTURA OPERATORIA. POR CICLOS .......... 341
TABLA VII. 20. PROBLEMAS SIMPLES SEGUN SU ESTRUCTURA OPERATORIA. POR CURSOS

.............................................................................................................................. 343
TABLA VII. 21. PROBLEMAS SIMPLES SEGUN SU ESTRUCTURA OPERATORIA. POR CICLOS.

.............................................................................................................................. 345
TABLA VII. 22. PROBLEMAS COMPUESTOS SEGUN SU ESTRUCTURA OPERATORIA. POR

(01013510 1SR 346
TABLA VII. 23. PROBLEMAS COMPUESTOS SEGUN SU ESTRUCTURA OPERATORIA. POR

(o] [0 I TP 348

TABLA VII. 24. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS. POR CURSO. 351
TABLA VII. 25. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS. POR CcICLO. 353
TABLA VII. 26. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS SIMPLES. POR

(0101310 T 355
TABLA VII. 27. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS SIMPLES. POR
(o] [0 1Ko TR 357
TABLA VII. 28. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS COMPUESTOS.
(] =01 U] 21T TR 358
TABLA VII. 29. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS COMPUESTOS.
(0] =N o o1 10 1S 360
TABLA VII. 30. PROBLEMAS ADITIVOS SIMPLES Y COMPUESTOS SEGUN SU CATEGORIA
SEMAINTICA. 1t ittttetit et e e et e bbb e e e e e s s e bbb e e e e e e s s s sa bbb b et e e e se e s s s s bbb b e e e e e sesssssabbbbbeeeeeeeas 362



TABLA VII. 31. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS. POR

CURSOS ...t 364
TABLA VII. 32. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS. POR
(o] [of I o F U 366
TABLA VII. 33. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS
SIMPLES. POR CURSO. ...ciiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeee e 368
TABLA VII. 34. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS
SIMPLES. POR CICLOS. ....cciiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeee e 370
TABLA VII. 35. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS
COMPUESTOS. POR CURSOS.......ciiiiiiieieieteeeeeee ettt 372
TABLA VII. 36. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS
COMPUESTOS. POR CICLO......cciiiiiiiiiieeeeeeeeeee et 374
TABLA VII. 37. PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS SIMPLES Y COMPUESTOS SEGUN SU
CATEGORIA SEMANTICA. ..ottt 375
TABLA VII. 38. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVO-
MULTIPLICATIVOS. POR CURSOS. ..uvuvuvururururursrursrsrsrsrssssssssssssssssssssssssssssssssesssss. 379
TABLA VII. 39. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVO-
MULTIPLICATIVOS. POR CICLOS ..uvvvuvururururerursrursrsrsrsrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse. 382
TABLA VII. 40. MAGNITUD DE LOS DATOS DE LOS ENUNCIADOS. POR CURSOS ............. 384
TABLA VII. 41. MAGNITUD DE LOS DATOS DE LOS ENUNCIADOS. POR CICLOS. ............. 387
TABLA VII. 42. PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTAS SEGUN EL NUMERO DE CIFRAS.... 388
TABLA VII. 43. CONJUNTO NUMERICO UTILIZADO. POR CURSOS........cccvvveiireeee e 391
TABLA VII. 44, CONJUNTO NUMERICO UTILIZADO. POR CICLOS........ccocvvviiiiee e, 393
TABLA VII. 45CONJUNTO NUMERICO DE LOS PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTOS...... 394
TABLA VII. 46. NUMERO DE PREGUNTAS FORMULADAS. POR CURSO. ....vvvveieieeiiiiinnnnee, 397
TABLA VII. 47. NUMERO DE PREGUNTAS FORMULADAS. POR CICLOS ......cooovvvvvviiiieeenn, 399

TABLA VII. 48. NUMERO DE PREGUNTAS DE LOS PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTOS 400
TABLA VII. 49. NUMERO DE PREGUNTAS DE LOS PROBLEMAS SIMPLES ADITIVOS Y

MULTIPLICATIVOS .. tttttiitt e e e et e sttbtree e s e e e s s seiabbbare e st e s s s s sbbbabeeeseeesssaabbbaaeessessssssasberens 402
TABLA VII. 50. NUMERO DE PREGUNTAS DE LOS PROBLEMAS COMPUESTOS ADITIVOS Y
MULTIPLICATIVOS . ttttteittee e et e ettberee e s e e e s s seab b b ar e e s s e e st e sbb b e b e e e s e eesssaabbbaaeessesssssasbarens 404
TABLA VII. 51. CATEGORIAS SEMANTICAS DE PROBLEMAS ADITIVOS SEGUN EL NUMERO
DE PREGUNTAS. ..oiiiiittttiiitiee e s s eittbere e et e e e s s se st b ar e e s s e e s s s sbb b e b e e e seeesssasbbbbaaeesseessesbbbebens 406
TABLA VII. 52. CATEGORIAS SEMANTICAS DE PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS SEGUN EL
NUMERO DE PREGUNTAS ...iteiiiiittttiettte e et s ieatbbareessesssesssbebesssesssssassbbbasesssesssssnsssssens 408
TABLA VII. 53. CATEGORIAS SEMANTICAS DE PROBLEMAS ADITIVO-MULTIPLICATIVOS
SEGUN EL NUMERO DE PREGUNTAS. ...cotiiiiieieieeeee ettt ettt ettt 411
TABLA VII. 54. PROBLEMAS POR EL NUMERO DE CIFRAS SEGUN EL NUMERO DE
PREGUNT AS. ..ceetttttiete e ettt eeettt e et e e e e e eeebab et eeeeeseee s et b e eseeeseees s bbb seeesesesstabannseeeeseennns 414
TABLA VII. 55. PROBLEMAS POR EL CONJUNTO NUMERICO SEGUN EL NUMERO DE
o T U | N N TP 415
TABLA VII. 56. SOLUCION PROPORCIONADA AL PROBLEMA. POR CURSOS. .........ccuvveee. 418
TABLA VII. 57. SOLUCION PROPORCIONADA AL PROBLEMA. POR CICLOS. ........ooeevvvieee. 420
TABLA VII. 58. RAZONES POR LAS QUE LA SOLUCION DEL PROBLEMA ES INCORRECTA.
0] =T o101 =110 1 PR 422
TABLA VII. 59. RAZONES POR LAS QUE LA SOLUCION DEL PROBLEMA ES INCORRECTA.
0] = o] [0 1@ 1S NPT 424

XXX



INDICE DE FIGURAS

FIGURA 0.1. ESTRUCTURA GENERAL DEL TRABAJO Y PRINCIPALES RELACIONES ENTRE LOS

ELEMENTOS CONSIDERADOS. . .uutttiiiiiieeiiiiiirireeeeessssiiissrssesssesssssssstssessssssssinssssssessses 5
FIGURA |.1.ORGANIGRAMA DEL CAPITULO L. weoiiiiiiiieiiteiiie ettt 10
FIGURA Il.1. ESQUEMAS ESTATICO Y DINAMICO DE LAS ETAPAS DE RESOLUCION DE

PROBLEMAS. ..o ittt 65
FIGURA Il1.1. COMPARACION DE LOS ARTICULOS SOBRE PROBLEM SOLVING Y PROBLEM

PosING APARECIDOS EN MATH-DI ENTRE LOS ANOS 1975 Y 2003......cccoeeevvinnnnen. 80
FIGURA IV.1.FASES DEL ESTUDIO. .1uueiiieiiiiiiitiieeieeeessieiitsbsseeseeessssssssrssssssessssssssssssssssens 119
FIGURA IV.2. PASOS EN LA ELABORACION DE LA ENTREVISTA. . iccvtieieeeie e eesiirriee e, 128
FIGURA VII.1. IMPORTANCIA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS. FRECUENCIAS

ABSOLUTAS POR CURSO. ...vvtvuvuvereseresssssssesesssssssssssesssesssessssssssssssssrsressss.. 304
FIGURA VII.2. IMPORTANCIA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS. PORCENTAJES POR

(010 21T T 304
FIGURA VII. 3. IMPORTANCIA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS. PORCENTAJES POR

(o] [0 1o T 306
FIGURA VII. 4. JUSTIFICACION DE LA IMPORTANCIA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS.

FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO. ...uuvuvvvurrrsrerrrsssssssrssssssssssssssssssssssssssssssssese. 308
FIGURA VI11.5. JUSTIFICACION DE LA IMPORTANCIA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS.

PORCENTAJES POR CURSO. ..uuuuuvutursrsrsssrsrsssrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 309
FIGURA V11.6. RAZONES SOBRE LA IMPORTANCIA DE SABER RESOLVER PROBLEMAS.

FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO. ....uvvvreiiiiieeeisiisreeeresesessssssssseesssesssssssssssens 310
FIGURA VII. 7. RAZONES SOBRE LA IMPORTANCIA DE SABER RESOLVER PROBLEMAS.

PORCENTAJES POR CURSO. ..uuuuuvuvursrusssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 311
FIGURA V11.8. JUSTIFICACIONES SOBRE LA IMPORTANCIA DE SABER RESOLVER

PROBLEMAS. PORCENTAJIES POR CICLO. ...cceiiiitvrrieiiieeeesseitrraeensseesssssssvsbeeesssesssenns 312
FIGURA V11.9. RAZONES SOBRE LA IMPORTANCIA DE SABER RESOLVER PROBLEMAS.

PORCENTAJES POR CICLO. 1uuuuuuururursrurussrsrassssssrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 315
FIGURA V11.10. LUGARES EN LOS QUE RESUELVEN PROBLEMAS. FRECUENCIAS

ABSOLUTAS POR CURSO. ....ciiiieitiiiieieeeieeeeete e s e e e e e e eaabaesseeeseseas bbb s seeesesessbaaanaeeens 317

FIGURA VII.11. LUGARES DONDE RESUELVEN PROBLEMAS. PORCENTAJES POR CURSO. 318
FIGURA VI11.12. LUGARES EN LOS QUE RESUELVEN PROBLEMAS. PORCENTAJES POR CICLO.

.............................................................................................................................. 320
FIGURA VI11.13. EJEMPLO 1 DE PROBLEMAS NO COHERENTES DE 1°CURSO......c.cvvveeeeee. 321
FIGURA VI11.14. EJEMPLO 2 DE PROBELMA NO COHERENTE DE 19 CURSO........cccvvvverernen. 322
FIGURA V11.15. PROBLEMA NO COHERENTE DE UN ALUMNO DE 4° CURSO .......ccvvveeeeenn. 322
FIGURA V11.16. PROBLEMAS INVENTADOS SEGUN SU COHERENCIA. FRECUENCIAS

ABSOLUTAS POR CURSO. ....uuutiieiiieietiiiititrteessee st s ssisbabeeesesessssssssbassessesssssssssssesssssens 323
FIGURA VI11.17. PROBLEMAS INVENTADOS SEGUN SU COHERENCIA. PORCENTAIJES POR

(0101310 T 324
FIGURA V11.18. PROBLEMAS INVENTADOS SEGUN SU COHERENCIA. PORCENTAJES POR

(o] [0 1Ko TR 325
FIGURA V11.19. RAZONES Si CUMPLIDAS DE LOS PROBLEMAS NO COHERENTES.

FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO. ....uvvtiiiiiiieeiiiiisirieeesesessssissrssessseesssssssssens 327
FIGURA V11.20. RAZONES Si CUMPLIDAS DE LOS PROBLEMAS NO COHERENTES.

PORCENTAJES POR CURSO.....ciiittttiiiiieeessiiitbteeesssesssssssbasesssssssssassbsbasesssesssssssssssens 328
FIGURA V11.21. RAZONES Si CUMPLIDAS DE LOS PROBLEMAS NO COHERENTES.

PORCENTAJES POR CICLO. ...cciiiitttiiiiiiee et s siitbbeiee s s e s s s s sabbrbenese s s s s ssssbbbaaesssesssssnssanens 329

XXXI



FIGURA V11.22. RAZONES POR LAS QUE ES DIFICIL LA INVENCION DE UN ALUMNO DE 1°

(010 21T T 331
FIGURA V11.23. RESPUESTAS SEGUN LAS DISTINTAS CATEGORIAS DE DIFICULTAD DE SUS
INVENCIONES. FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO. ....vvvvvvririierererereierenesesenenenen. 332
FIGURA V11.24. RESPUESTAS SEGUN LAS DISTINTAS CATEGORIAS DE DIFICULTAD DE SUS
INVENCIONES. PORCENTAJES POR CURSO. ..0uvuvuvetererirerersrersrersrerssssesesessssssssssssnesen. 332
FIGURA V11.25. RESPUESTAS SEGUN LAS DISTINTAS CATEGORIAS DE DIFICULTAD DE SUS
INVENCIONES. PORCENTAJES POR CICLO. .1uuuvuuurererereresersrersrsserssssssesesesssssssessssnersne 334
FIGURA V11.26. FRECUENCIAS POR CURSO DE LOS PROBLEMAS SIMPLES O COMPUESTOS.
.............................................................................................................................. 336
FIGURA VI1I.27. PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTOS. PORCENTAJES POR CURSO. ....... 336
FIGURA V11.28. PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTOS. PORCENTAJES POR CICLO.......... 338
FIGURA V11.29. PROBLEMAS SEGUN LA ESTRUCTURA OPERATORIA. FRECUENCIAS
ABSOLUTAS POR CURSO. ...vvtvuvuvereseresssssssesesssssssssssesssesssessssssssssssssrsressss.. 340
FIGURA V11.30. PROBLEMAS SEGUN LA ESTRUCTURA OPERATORIA. PORCENTAJES POR
(010 21T T 340
FIGURA V11.31. PROBLEMAS SEGUN LA ESTRUCTURA OPERATORIA. PORCENTAJES POR
CICLOS. i 342
FIGURA VII. 32. PROBLEMAS SIMPLES SEGUN SU ESTRUCTURA OPERATORIA.
FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO. ....cuvvtriiiiiieeeisiisreeeresessssssssssseesssesssssssssssens 343
FIGURA VII. 33. PROBLEMAS SIMPLES SEGUN SU ESTRUCTURA OPERATORIA.
PORCENTAJES POR CURSO. ..uuuuuvutursrsrsssrsrsssrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 344
FIGURA VII. 34. PROBLEMAS SIMPLES SEGUN SU ESTRUCTURA OPERATORIA.
PORCENTAJES POR CICLO. 1uuuuuuururursrurusursrsrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 345
FIGURA V11.35. PROBLEMAS COMPUESTOS SEGUN SU ESTRUCTURA OPERATORIA.
FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO. ...uuvuvuvurersrerrrsrsrsssrsrsssssssssssssssssssssssssssssssses 347
FIGURA V11.36. PROBLEMAS COMPUESTOS SEGUN SU ESTRUCTURA OPERATORIA.
PORCENTAJES POR CURSO. ..uuuuututussrursssssssssrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 348
FIGURA VI11.37. PROBLEMAS COMPUESTOS SEGUN SU ESTRUCTURA OPERATORIA.
PORCENTAJES POR CICLO. 1uuuuuuururursrurussrsrassssssrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 349
FIGURA V11.38. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS. FRECUENCIAS
ABSOLUTAS POR CURSO. ....ciiiieitiiiieieeeieeeeete e s e e e e e e eaabaesseeeseseas bbb s seeesesessbaaanaeeens 351
FIGURA V11.39. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS. PORCENTAJES
20T 01 0] S0 T, 352
FIGURA V11.40. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS. PORCENTAJES
20 = o1 [0 10 J ST TRRRN 353
FIGURA V11.41. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS SIMPLES.
FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO. ....uuttiiiiieieeiiiiitiriiereseeesssssissnseesssesssssssssssens 356
FIGURA V11.42. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS SIMPLES.
PORCENTAJES POR CURSO. .....iiitttiieiiieeesiiiitbreieessesssssssbesesesessssssssbabssesssessssssssssnens 356
FIGURA V11.43. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS SIMPLES.
PORCENTAJES POR CICLO.....ciiiittttieiiiee e s s iiitbbeeee s s e e s s s sabbrbeessesssssssbbabaaesssesssssnsssnens 358
FIGURA V11.44. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS COMPUESTOS.
FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO. ....uvvtieiiiiieeiiiiiiirerereseeessssssssrssesssessssssssssens 359
FIGURA V11.45. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS COMPUESTOS.
PORCENTAJES POR CURSO.....ciiittttiiiiieeessiiitbteeesssesssssssbasesssssssssassbsbasesssesssssssssssens 360
FIGURA V11.46. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS COMPUESTOS.
PORCENTAJES POR CICLO. ....ciiiitttiieiiiee e s s sttt betee s s e e s s s sabbabes s s e s s s s sssbbabaaessseessssnsbsnens 361
FIGURA VI11.47. PROBLEMAS ADITIVOS SIMPLES Y COMPUESTOS SEGUN SU CATEGORIA
SEMANTICA. FRECUENCIAS ABSOLUTAS. t1etiiiiiiiiiiitieiiieieeesssiinrreseesseesssssssssesssseens 362

XXXII



FIGURA VI11.48. PORCENTAJES POR CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS

ADITIVOS SIMPLES Y COMPUESTOS. ...uuuttttuurereressssserssssssersrsrsrsrsssrsrsrersrssersr. 363
FIGURA V11.49. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS.
FRECUENCIAS POR CURSO. ..uuututututstssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 365
FIGURA V11.50. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS.
PORCENTAJES POR CURSO . ..utuuutututssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 366
FIGURA VI11.51. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS.
PORCENTAJES POR CICLO. 1ututuuuturursrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 367
FIGURA VI11.52. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS
SIMPLES. FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO. ...cccoviiiiiiiiieieieieieeeeeeeeeieee e 369
FIGURA V11.53. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS
SIMPLES. PORCENTAJES POR CURSO. ....cciiiiiiiiiiieieieeeeeeeeeeeeee ettt 370
FIGURA VI11.54. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS
SIMPLES. PORCENTAJES POR CICLO. ..ciiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeee ettt 371
FIGURA V11.55. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS
COMPUESTOS FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO......ccooireirrreiiieeeeesssirvnieeeeeeens 373
FIGURA V11.56. DISTRIBUCION POR CURSO DE LAS CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS
PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS COMPUESTOS. ..vvvveiiieeeiiiiitrreieeeeeessssssssrenesssesssnsnns 373
FIGURA VI1.57. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS
COMPUESTOS. PORCENTAJES POR CICLO. ..ccciiiiiiieieieeeeeeeeeeeeeeee ettt 374
FIGURA V11.58. PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS SIMPLES Y COMPUESTOS SEGUN SU
CATEGORIA SEMANTICA. FRECUENCIAS ABSOLUTAS. ..ooeiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee e 376
FIGURA V11.59. PORCENTAJES DE LAS CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS
MULTIPLICATIVOS SIMPLES Y COMPUESTOS. .vvvveiiieeiieiirtrieieieeessssissrseesssessssssssssnens 377
FIGURA V11.60. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVO-
MULTIPLICATIVOS. FRECUENCIAS POR CURSO. ...uvvvvvvrerrrursrsrnssrsssrssssssssssssssssssssenens 380
FIGURA V11.61. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVO-
MULTIPLICATIVOS. PORCENTAJES POR CURSO. ..occeeiiiiirreieiiieeessssirvveeessse e s s sssvsnes 381
FIGURA V11.62. CATEGORIAS SEMANTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVO-
MULTIPLICATIVOS. PORCENTAJES POR CICLO...uuuuuuverruerrrerrrsrrssrssssssssssssssssesssssesenens 383
FIGURA VI11.63. MAGNITUD DE LOS DATOS DE LOS ENUNCIADOS. FRECUENCIAS
ABSOLUTAS POR CURSO. ...uvvvvvevereserererereresesesesesssssessreserssessssseserereserers ... 385
FIGURA V11.64. MAGNITUD DE LOS DATOS DE LOS ENUNCIADOS. PORCENTAJES POR
(010 21T T 386
FIGURA V11.65. DISTRIBUCION POR CICLO DE LA MAGNITUD DE LOS DATOS DE LOS
= N (U0 1Y 5 TP 387
FIGURA V11.66. PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTAS SEGUN EL NUMERO DE CIFRAS
FRECUENCIAS ABSOLUTAS. ....iiittttieiiiee et s iistbreree s s e e s s s sbbbares et e e s s s sssbbbbaaeesseessssasrerens 389
FIGURA V11.63. PORCENTAJES DEL NUMERO DE CIFRAS DE LOS PROBLEMAS SIMPLES Y
(0101 Y/ =10 =5y 0 1SR 389
FIGURA V11.68. CONJUNTO NUMERICO UTILIZADO. FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO
.............................................................................................................................. 392
FIGURA V11.69. CONJUNTO NUMERICO UTILIZADO. PORCENTAJES POR CURSO.............. 392
FIGURA VI11.70. CONJUNTO NUMERICO UTILIZADO. PORCENTAJES POR CICLO. .............. 393
FIGURA VI11.71. CONJUNTO NUMERICO DE LOS PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTOS.
FRECUENCIAS ABSOLUTAS. ..ot ittttieiitee e st ittt beeee s s e s s s s sbbbrreseseessssasbbbbasessseesssssssrssens 395
FIGURA VI11.72. PORCENTAJES DE LOS PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTOS SEGUN EL
CONJUNTO NUMERICO. ...t itttiieiiie e e seitbbttee s s e e e s s s eabbbaees s s e s s s s ssabbbaaeesseessssbbbabanseeeens 396
FIGURA VI11.73. NUMERO DE PREGUNTAS FORMULADAS. FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR
(0101510 TR 397

XXX



FIGURA VI11.74. NUMERO DE PREGUNTAS FORMULADAS. PORCENTAJES POR CURSO. .... 398
FIGURA VII.75. NUMERO DE PREGUNTAS FORMULADAS. PORCENTAJES POR CICLO. ..... 399
FIGURA VI11.76. NUMERO DE PREGUNTAS DE LOS PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTOS.

FRECUENCIAS ABSOLUTAS. ..uuuutututttstursrsssssssrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssr 400
FIGURA VII.77. PORCENTAJES DE LOS PROBLEMAS SIMPLES Y COMPUESTOS SEGUN EL
NUMERO DE PREGUNTAS. ..ututuuututusssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssen 401
FIGURA V11.78. NUMERO DE PREGUNTAS DE LOS PROBLEMAS SIMPLES ADITIVOS Y
MULTIPLICATIVOS. FRECUENCIAS ABSOLUTAS. ..uvuvuvureruiurrrsrsrsrsrsresssssssssssessssserene. 402
FIGURA V11.79. PORCENTAJES DE LOS PROBLEMAS SIMPLES ADITIVOS Y MULTIPLICATIVOS
SEGUN EL NUMERO DE PREGUNTAS. ...ciittiiiiiiiiiieieteeeeeeeee ettt 403
FIGURA V11.80. NUMERO DE PREGUNTAS DE LOS PROBLEMAS COMPUESTOS ADITIVOS Y
MULTIPLICATIVOS. FRECUENCIAS ABSOLUTAS. ..uvuvvtururrrurrrsrsrsrsrsrssssesssssssesssssesen. 404
FIGURA V11.81. PORCENTAJES DE LOS PROBLEMAS COMPUESTOS ADITIVOS Y
MULTIPLICATIVOS SEGUN EL NUMERO DE PREGUNTAS. ....uuvvveviririrsrrrsrsrereneresssenenen 405
FIGURA V11.82. CATEGORIAS SEMANTICAS DE PROBLEMAS ADITIVOS SEGUN EL NUMERO
DE PREGUNTAS. FRECUENCIAS ABSOLUTAS. w1vveiiiieeiiiiittreereie e e s s ssissreeessse e s s sssssnens 406
FIGURA V11.83. PORCENTAJES DEL NUMERO DE PREGUNTAS SEGUN LAS CATEGORIAS
SEMANTICAS DE PROBLEMAS .ADITIVOS. ....coeiiiiiiiiieieieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 407
FIGURA V11.84. CATEGORIAS SEMANTICAS DE PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS SEGUN EL
NUMERO DE PREGUNTAS FRECUENCIAS ABSOLUTAS. ....uuvvvvvrerrrersrerernrsrsresesrsnsesenen. 408
FIGURA V11.85. PORCENTAJES DEL NUMERO DE PREGUNTAS SEGUN LAS CATEGORIAS
SEMANTICAS DE PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS. ..vvvtviiiiieeeisiiirrreeeeeeee e s sssvsveeeeeees 409
FIGURA V11.86. CATEGORIAS SEMANTICAS DE PROBLEMAS ADITIVO-MULTIPLICATIVOS
SEGUN EL NUMERO DE PREGUNTAS. FRECUENCIAS ABSOLUTAS.......ccevvvieiiieieeeeeen 412
FIGURA V11.87. PORCENTAJES DEL NUMERO DE PREGUNTAS SEGUN LAS CATEGORIAS
SEMANTICAS DE PROBLEMAS ADITIVO-MULTIPLICATIVOS. ..cvvvreeiieieeesecirreieeeeeeens 413
FIGURA V11.88. PROBLEMAS POR EL NUMERO DE CIFRAS SEGUN EL NUMERO DE
PREGUNTAS. FRECUENCIAS ABSOLUTAS. ..cooiiiiieeeee ettt 414
FIGURA V11.89. PORCENTAJES DEL NUMERO DE PREGUNTAS SEGUN EL NUMERO DE
(o3 [ =1 7N TP 415
FIGURA V11.90. PROBLEMAS POR EL CONJUNTO NUMERICO SEGUN EL NUMERO DE
PREGUNTAS. FRECUENCIAS ABSOLUTAS. ..cooiiiii ettt 416
FIGURA V11.91. PORCENTAJES DEL NUMERO DE PREGUNTAS SEGUN EL CONJUNTO
NUMERICO. ..uuuuuuuururusususssssssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 417
FIGURA V11.92. SOLUCION PROPORCIONADA AL PROBLEMA., FRECUENCIAS ABSOLUTAS
POR CURSO . utttttiiiteeeiiiiiitibereeseess st sesbbbaeeessesssesbb b b bessaeeesssaabbbaaeasaeessssasbbbberesesesssaans 419
FIGURA V11.93. SOLUCION PROPORCIONADA AL PROBLEMA. PORCENTAJES POR CURSO.
.............................................................................................................................. 419

FIGURA V11.94. SOLUCION PROPORCIONADA AL PROBLEMA. PORCENTAJES POR CICLO. 421
FIGURA V11.95. RAZONES POR LAS QUE LA SOLUCION DEL PROBLEMA ES INCORRECTA.

FRECUENCIAS ABSOLUTAS POR CURSO. ....uuvtreiiiiieeiisiisreeeresesssssssssssssesssesssssssssssens 423
FIGURA V11.96. RAZONES POR LAS QUE LA SOLUCION DEL PROBLEMA ES INCORRECTA.
PORCENTAJES POR CURSO. ...uuuututursrurursssrsssrsssrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 423
FIGURA VI11.97. RAZONES POR LAS QUE LA SOLUCION DEL PROBLEMA ES INCORRECTA.
PORCENTAJES POR CICLO. .uuuuuvurutursrururussrsssssssrssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 425
FIGURA V11.98. EJEMPLO REPRESENTACION GRAFICA GEOMETRICA DE UN ALUMNO DE
SEXTO CURSOD ....cciiiiieieeeeeeeee ettt 425



FIGURA VI11.101. DIFICULTAD DE LOS PROBLEMAS PRESENTADOS EN SEGUNDO CURSO0. 430
FIGURA VI11.102. TIPO DE SOLUCION HALLADA A LOS PROBLEMAS FACILES EN SEGUNDO

FIGURA V11.103. DIFICULTAD DE LOS PROBLEMAS PRESENTADOS EN TERCER CURSO. .. 433
FIGURA V11.104. TIPO DE SOLUCION HALLADA A LOS PROBLEMAS FACILES EN TERCER

FIGURA V11.105. DIFICULTAD DE LOS PROBLEMAS PRESENTADOS EN CUARTO CURSO. . 434
FIGURA V11.106. TIPO DE SOLUCION HALLADA A LOS PROBLEMAS FACILES EN CUARTO

(0101350 TR PPPPPP 435
FIGURA V11.107. CREENCIAS SOBRE LA DIFICULTAD DE LOS PROBLEMAS PRESENTADOS EN
QUINTO CURSO. uttteiiiiieeiiiiittrireeeseeessseiissbsreeeseessssasabbbaseesseessssaabtbasesssesssasbbbbbeeeeeeens 436
FIGURA VI11.108. TIPO DE SOLUCION HALLADA A LOS PROBLEMAS FACILES EN QUINTO
(0101350 TR PPPP 437
FIGURA V11.109. CREENCIAS SOBRE LA DIFICULTAD DE LOS PROBLEMAS PRESENTADOS EN
SEXTO CURSO. uuuttttietieeeiiiiittttsetesessssiisssbssessseessssastbbaeesssessssssabbbasaeesesssasbbbbbeneseeens 438
FIGURA V11.110. TIPO DE SOLUCION HALLADA A LOS PROBLEMAS FACILES EN SEXTO
(0101350 J OO 438
FIGURA VI11.111. EJEMPLO DEL PROBLEMA DE UN ALUMNO ES DIFICIL DEBIDO AL TIPO DE
= N[00 1Y 5 L I PP 441
FIGURA VI11.112. EJEMPLO DE QUE EL PROBLEMA DE UN ALUMNO ES DIFICIL POR LA
MAGNITUD DE LOS NUMEROS ... .utttiiiiieeeiiiiiitiieieessesssssisibsresesessssssssssrssssssesssssssssssens 441

XXXV






PRESENTACION

Esta memoria recoge la investigacion realizada por la autora para obtener el titulo de
doctora por la Universidad de Granada, en el Programa de Doctorado “Didactica de la

Matematica” del departamento homénimo de dicha universidad.

Con la elaboracion de esta memoria y la defensa del trabajo de investigacion que aqui se
presenta, se trata de poner cierre a una etapa del proceso de formacion investigadora de
la doctoranda que fue iniciado en el curso académico 2002-2003, cursando el conjunto
de asignaturas del primer afio del programa de doctorado y que fue seguido en el curso
2004-2005 de un periodo de investigacion tutelada. En dicho periodo se produjo el
Trabajo de Investigacion Tutelada cuyo titulo es “Invencion de problemas con nimeros
naturales, enteros negativos y racionales. Tarea para profesores de educacion primaria
en formacion” (Ayllon, 2005); trabajo que constituye un primer estudio sobre el tema de
investigacion que se aborda en esta tesis doctoral. El objetivo de dicho Trabajo de
Investigacion Tutelada fue analizar la capacidad de invencién de problemas de futuros
profesores de educacion primaria. Entre los resultados de este trabajo se puso de
manifiesto que el conjunto numérico no influyo en el tipo de problemas inventados por
los estudiantes que participaron en la investigacion. Los problemas propuestos eran
problemas sencillos del tipo de los que aparecen en los libros de texto. Si se constato
que la invencion de problemas les obligdb a pensar, tanto en la redaccién de los
problemas, como en diferentes estrategias y procedimientos a utilizar para resolver los
problemas planteados y les permitié reflexionar sobre las componentes que han de

entrar a formar parte de un problema.
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Tras el estudio realizado nos plateamos varias vias de continuacion. Una de las lineas de
investigacion abiertas era centrarnos en la formacién sobre problemas y la invencién de
un grupo de futuros profesores y estudiar la influencia de dicha formacion en su
preparacion de materiales para un aula determinada. Otra posibilidad que se considerd
para proseguir la investigacion, consistia en estudiar en los escolares de educacion
primaria el proceso de invencion de problemas, relacionandolo con sus creencias sobre
problema, e indagar en el conocimiento aritmético que presentan al inventar los

problemas y el sentido numérico que ponen de manifiesto en dicha tarea.

Se optd por esta segunda opcidn para continuar el trabajo, si bien no era la prioritaria,
por motivos que quedaran expuestos mas adelante. En esta segunda linea se desarrolla
este trabajo cuyo objetivo fundamental es indagar en: el proceso de invencion-
resolucién de problemas que realizan estudiantes de educacion primaria. La
investigacion realizada consiste en un estudio exploratorio/confirmatorio, con un disefio
mixto que incluye dos etapas con enfoques diferentes, una centrada en la encuesta y otra
en una prueba, como herramientas de recogida de datos. La primera recogida de datos
fue realizada por el investigador Jorge Cazares para llevar a cabo su tesis doctoral, la
cual no pudo cumplimentar debido a su fallecimiento de forma accidentada’, la
herramienta utilizada en tal ocasion consistid en una entrevista semiestructurada
realizada a parejas de escolares del mismo curso de educacion primaria. La segunda
recogida de datos fue realizada por la autora de la presente investigacion, utilizando un
cuestionario individual que fue cumplimentado por una muestra mas amplia de
alumnos. En la realizacién de este cuestionario el alumnado debia de responder
preguntas y efectuar algunas tareas por lo que consideramos que el mismo tiene parte de

encuesta y parte de prueba.

En la primera etapa del estudio se obtuvieron unos resultados del analisis de los datos de
las entrevistas que, en parte, se han contrastado con los resultados del anélisis de los
datos obtenidos mediante el cuestionario que respondieron mayor cantidad de
estudiantes. En ambos casos las muestras han sido intencionales, procediendo de este

modo a confirmar o rechazar los hallazgos que consideramos de mayor interés.

1 E. castro y J.L. Lupidfez (Eds.) (2007). Investigaciones en Educacion Matematica: Pensamiento
Numérico. Libro homenaje a Jorge Cazares Sol6rzano Universidad de Granada.
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Presentacion.

Esta investigacion ha sido dirigida desde sus inicios por la Dra. Encarnacion Castro
Martinez dentro de un equipo que en todo momento ha contado, al menos, con tres
componentes. En su comienzo el equipo estuvo formado por los doctores Encarnacion
Castro Martinez y Luis Rico Romero y el doctorando Jorge Cézares Solorzano.
Posteriormente el equipo sufri6 un cambio, motivado por varias circunstancias,
quedando compuesto por las doctoras Encarnacion Castro Martinez y Marta Molina
Gonzélez y la doctoranda M? Fernanda Ayllon Blanco. Tanto las doctoras como la
doctoranda, son profesoras de Didactica de la Matematica. M2 Fernanda Ayllon Blanco
es profesora de la Escuela Universitaria de Magisterio “La Inmaculada” (centro adscrito
a la Universidad de Granada) y Encarnacion Castro Martinez y Marta Molina Gonzélez

lo son de la Facultad de Ciencias de la Educacién de la Universidad de Granada.
Grupo de investigacion en el que se ubica nuestro trabajo

Este estudio ha sido realizado en el seno del Grupo de Investigacion FQM-193
“Didactica de la Matematica. Pensamiento Numérico” de la Universidad de Granada del

Plan Andaluz de Investigacion de la Junta de Andalucia.

El trabajo que desarrollan las personas que componen este grupo se organiza dentro de
varias lineas de investigacion entre las que se encuentran la linea Pensamiento Numérico y
la linea de Resolucion de Problemas. El trabajo que aqui se presenta se enmarca en la
interseccion de dichas lineas.

En la linea de Pensamiento Numeérico y en el seno del grupo, se han realizado trabajos que
caen dentro del campo de las estructuras numéricas y tratan de fendmenos de
ensefianza/aprendizaje en los que intervienen conceptos numéricos. Castro (1994, p.13)
define las competencias de esta linea del siguiente modo: “Comprende el estudio de los
diferentes sistemas cognitivos y culturales con que los seres humanos asignan y comparten
significado utilizando diferentes estructuras numeéricas”, y justifica esta afirmacion
basandose en el hecho de que los conceptos huméricos bésicos, se trabajan en el medio
escolar y se presentan y utilizan en el medio social, por lo que pertenecen a la cultura de
los pueblos. El ambito matematico que se considera comprende las nociones basicas de
ndmero Yy sistemas numéricos de rango superior, relaciones numéricas que se establecen en
todos ellos, operaciones con dichos nimeros y utilizacién de las mismas para resolver o
proponer problemas (Rico, 1995). Se entiende aqui el conocimiento humerico como un

modo de priorizar y caracterizar determinadas ramas de la matematica mediante el uso
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prioritario de las estructuras numéricas como herramientas conceptuales.

Los trabajos realizados por el grupo en la linea de Resolucion de Problemas, tratan de
dilucidar y establecer relaciones entre los problemas y otros aspectos que condicionan el
proceso de planteamiento y resolucion de problemas matematicos en los distintos
niveles del sistema educativo. Se centran en problemas de contenido aritmético y
algebraico, preferentemente, poniendo el énfasis en la interrelacion cognitiva entre

caracteristicas de los sujetos y las tareas que se les proponen para resolver.

En el grupo se entiende la construccion del conocimiento matematico como un fendmeno
social y cultural y se considera que la educacion matematica desempefia un papel relevante

en la transmisidn de los significados y valores compartidos en nuestra sociedad.
0.1 ESTRUCTURA DEL TRABAJO DE INVESTIGACION

A continuacion describimos brevemente la estructura de esta investigacion con objeto
de facilitar la comprensién del proceso que se ha seguido en su realizacion y el producto

final que se presenta.

Una vez delimitado el tema de investigacion y predeterminado un objetivo para la
misma, procedimos al encuadre y contextualizacion del estudio aprovechando la
experiencia del trabajo previo realizado en esta misma tematica asi como la consulta de
literatura relativa a la misma. La revision bibliografica nos permitié conocer el estado
de la cuestion que centra nuestro interés, esto es, estar al tanto de la investigacion
realizada sobre el tema y qué resultados se habian alcanzado sobre el mismo. Nos dio
una base para identificar los elementos clave en los que profundizar para establecer el

marco teorico del trabajo, el cual gira en torno a los siguientes elementos:

1. Definicién de problema.

N

Tipos de problemas.

w

Clasificacion de los problemas matematicos segln sus estructuras semanticas y

operatorias, y el nUmero de pasos.
4. Resolucion de problemas aritméticos.
5. Invencion de problemas aritméticos.

De las lecturas surgen, asi mismo, preguntas e interrogantes que nos permitieron

2 Més informacion en http://fqm193.ugr.es/.
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precisar el problema de investigacion y establecer los objetivos concretos del trabajo.

Una vez establecidos los objetivos se disefid la recogida de datos en dos etapas. La
primera etapa corresponde a un estudio exploratorio realizado con pocos sujetos y la
segunda etapa es un estudio que permite reafirmar o refutar los hallazgos de la fase
exploratoria, utilizando un mayor numero de sujetos. Los instrumentos para la recogida
de datos en cada caso serian, entrevistas semiestructuradas para la primera etapa y
cuestionario para la segunda. Los enfoque metodoldgicos comparten enfoques
cualitativos y cuantitativos. La Figura 0-1 recoge el proceso que estamos describiendo.
Con la figura se pretende presentar la informacion de manera organizada, siendo
conscientes de que dicha organizacion puede dar la impresion de un proceso que ha
discurrido por caminos lineales, sin retrocesos, cuando en la realidad ha sido mas un

proceso de ida y vuelta entre las diferentes partes.

Tema de investigacion
Invencién/resolucién de problemas por sujetos de
Educacion Primaria

o .

Contextualizacién Interés del trabajo

! !

Objetivo de investigacién
Estudiar el proceso de invencion/resolucion de problemas
realizado por escolares de Educaciéon Primaria

r ~a
Establecimiento de ideas clave Elementos de la investigacién
- Nocion de problema - Interrogantes
- Tipos de problemas » |~ Objetivos especificos
- Resolucién de problemas - Disefio
- Invencion de problemas Sujetos

Instrumentos recogida de datos

Figura 0.1. Estructura general del trabajo y principales relaciones entre los elementos considerados.

0.2 ESTRUCTURA DE LA MEMORIA DE INVESTIGACION

El informe de esta investigacion, que se presenta a continuacion, esta estructurado en
ocho capitulos, seguido del listado de las referencias bibliogréficas utilizadas y de los

anexos.
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La estructura general del trabajo permite distinguir dos partes: una tedrica y otra
empirica. La parte tedrica se recoge en los capitulos I, II, 111 y 1V, la parte empirica en
los tres capitulos siguientes V, VI y VII estando el ultimo capitulo VIII dedicado a las

conclusiones. Resumimos brevemente el contenido de cada uno de estos capitulos.

En el Capitulo | se plantea el problema de investigacion que versa sobre la invencion y
resolucion de problemas por parte de alumnos de educacion primaria. Se detalla el
origen y motivacion de este trabajo doctoral, se muestra el lugar que ocupan la
invencion y resolucion de problemas en el curriculo de educacion primaria, se sefialan
algunos de los beneficios que aporta la invencion de problemas aritméticos en la
adquisicién y construccion del conocimiento matematico y se concluye indicando las
preguntas de investigacion con las que se inicid la investigacion y que dieron lugar a los
objetivos generales y especificos abordados. Entre estos objetivos se encuentran
analizar las capacidades de los alumnos de educacion primaria para inventar y resolver
problemas asi como los conocimientos aritméticos que revelan durante el proceso de

invencion, su nocion de problema y la consideracion que tienen de problema dificil.

El Capitulo Il presenta el marco tedrico de este trabajo. En él se realiza una revision
literaria de conceptos clave tratados en nuestra investigacion como problema, invencion
de problema, clasificacion de problemas segun su estructura seméantica y operatoria,
orden de dificultad que presentan los problemas aditivos y multiplicativos, resolucion
de problemas, estrategias, métodos y errores en la resolucién de problemas aritméticos.
Todo ello fundamentado en el estudio bibliografico realizado tras el cual se han establecido

relaciones e interpretaciones de los conceptos tratados.

El Capitulo 111 recoge una sintesis de los estudios sobre invencion y resolucion de
problemas consultados en la busqueda bibliografica realizada, que preceden a esta

investigacion.

En el Capitulo 1V se presenta el marco metodolégico de esta investigacion. Partiendo
de los objetivos generales, especificos y del marco teorico del trabajo, se detallan los
aspectos metodologicos particulares de este estudio: sus caracteristicas generales, los
sujetos participantes, las condiciones del estudio empirico y los instrumentos disefiados
para las recogidas de datos realizadas correspondientes a los dos partes diferenciadas
que se presentan en esta investigacion (partes A y B), entre otros. El capitulo se
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organiza en tres fases: de decision, de disefio, y de ejecucion, desarrollando en cada una

de ellas los elementos que las determinan.

Los Capitulos V y VI describen un analisis de los datos correspondientes a la primera
recogida de datos de la investigacion (parte A), en la que intervinieron 27 alumnos de
un colegio concertado de Granada, C2. En el capitulo V se analiza cada una de las
entrevistas semiestructuradas en las que participaron por parejas® alumnos de todos los
cursos de educaciéon primaria. En cada una de ellas se relatan las actuaciones y
comportamientos de los alumnos mostrados a lo largo de la tarea, prestandose especial
atencion a cuatro factores: 1) creencias que ponen de manifiesto los estudiantes acerca
de la nocion de problema y su resolucién, 2) las formulaciones de los problemas que
inventan los alumnos y los procesos de resolucion seguidos en la resolucion de los
problemas planteados por sus compafieros, 3) la clasificacion que hacen los estudiantes
como féciles o dificiles de un listado de problemas planteados por el entrevistador y 4)
los elementos considerados por los escolares para que un problema sea dificil.

En el capitulo VI, se lleva a cabo el estudio conjunto (global) de las respuestas dadas
por los escolares en las entrevistas. El analisis se ha realizado agrupando los datos en
los mismos cuatro bloques considerados en el capitulo V. En el primer apartado se
recogen las creencias de los estudiantes acerca de la nocion de problema, la necesidad
de que un problema contenga datos numéricos, la utilidad de las operaciones en la
resolucion de problemas, la importancia de saber resolver problemas, los lugares donde
resuelven problemas, la justificacion sobre si el problema inventado es resoluble, si un
problema se puede resolver de méas de una forma y cuando piensan que un problema es
dificil. EI segundo apartado presenta las producciones de los estudiantes en las que se
distinguen: coherencia de los enunciados, estructuras operatorias y semanticas del
problema, nimero de pasos presentes en el problema, conjunto numérico al que
pertenecen los numeros presentes en el problema y cantidad de cifras de los nUmeros
utilizados. El tercer apartado recoge y describe los procesos de resolucion que llevaron a
cabo los escolares. Dichos procesos de resolucién se han analizado desde tres
perspectivas: a) la propia resolucién del problema (si necesité ayuda para resolverlo, si
selecciond correctamente la operacion aritmética que resolvia el problema, si era

correcta la solucién hallada y si pensaban que habia otra forma alternativa de resolver el

¥ Con los 27 alumnos se hicieron 13 parejas y uno de ellos tuvo que realizar sélo la tarea al no presentarse
su compafiero el dia de la entrevista.
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problema); b) el célculo utilizado por los alumnos en dicha resolucion (la manera de
calcular de los alumnos, oral, escrita 0 mental, si comenten fallos en los célculos y si
ratifican las operaciones seleccionadas); ¢) una comparacién de dos esquemas, el tedrico
que presenta los pasos que requiere la resolucion del problema siguiendo el orden de la
historia que se describe en el enunciado y el esquema que los alumnos han seguido para
la resolucion. El ultimo bloque esté dedicado a las creencias de los estudiantes sobre la
dificultad de los problemas. Se les muestran a los escolares entrevistados una serie de
problemas para que los calificasen como faciles o dificiles y se analizan las razones que

dan para considerar a un problema dificil.

El capitulo VII atafie al analisis cuantitativo de los datos que corresponden a la parte B
de la investigacion. En esta segunda recogida de datos participaron un total de 351
alumnos de todos los cursos de educacion primaria de un centro concertado de la
provincia de Granada C3. Los resultados obtenidos se estudiaron y organizaron al igual
que en el capitulo VI en cuatro bloques que concernian a: 1) creencias que manifestaron
los alumnos sobre la utilidad de resolver problemas; 2) analisis de los enunciados
planteados en base a su coherencia (si es simple o compuesto, la estructura semantica y
operatoria a que corresponde), al nimero de cifras y al conjunto numérico que
utilizaban en los enunciados, al nimero de preguntas formuladas y si utilizan alguna
representacion grafica y la resolucién del mismo; 3) procesos de resolucién de los
problemas planteados (si resuelven adecuadamente o no sus invenciones, estudio de las
causas que dan lugar a resoluciones incorrectas y si utilizan alguna representacion
grafica en sus resoluciones) y 4) estudio de la existencia de relacién entre los problemas

que los alumnos consideran faciles y los que saben resolver.

El Capitulo VIII, el ultimo de esta memoria de investigacion, recoge la informacion
que permite dar respuesta, a modo de conclusiones, a nuestros objetivos especificos de
investigacion. Se exponen las aportaciones del trabajo, y se destacan las principales
cuestiones abiertas o perspectivas que se pueden investigar en un futuro como

continuacion de esta investigacion.

Esta memoria se cierra con un volumen de anexos, donde se recogen los cuestionarios-
prueba, las transcripciones de las entrevistas video grabadas, los datos de las distintas

pruebas y las tablas de contingencia obtenidas en la toma de datos confirmatoria.

8

Maria Fernanda Ayllén Blanco




CAPITULO |
PROBLEMAAESTUDIAR

El problema de investigacion que se aborda en este trabajo se enmarca en la tematica de
la invencion de problemas y la resolucion de los mismos por estudiantes de educacion
primaria. Fundamentalmente nos centramos en el estudio de las capacidades de dichos
estudiantes para inventar y resolver problemas, sus creencias acerca de lo que es un
problema y los elementos que consideran que ha de tener un problema para que sea
dificil. Si bien nuestro interés se centro, en principio, sobre la invencion, posteriormente
hemos unido la invencion a la resolucion debido a la influencia que sobre la invencion

tiene la resolucion de problemas y la riqueza de informacion que proporciona al trabajo.

En este capitulo describimos el problema de investigacion abordado en este trabajo.
Para ello detallamos en primer lugar nuestro interés por el mismo y justificamos su
pertinencia con argumentos sobre a) el papel que desempefia la invencion de problemas,
unida a la resolucién, en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, b) la
contribucion de este trabajo al conocimiento de la comunidad investigadora en
educacion matematica, c) el papel de la resolucion e invencion de problemas en el
curriculo escolar y d) su vinculacién a trabajos previos que vienen realizandose en el
seno del grupo de investigacion FQM-193. Finalmente detallamos las preguntas de
investigacion que nos planteamos y que dieron lugar a que iniciasemos este trabajo de
investigacion, y enumeramos los objetivos a conseguir con el mismo. El tema queda

organizado en tres apartados como muestra la Figura 1.1.



Invencion-Resolucién de problemas por alumnos de Educacion

10

Maria Fernanda Ayllén Blanco






Invencion-Resolucién de Problemas por Alumnos de Educacién Primaria.

Tema a estudiar
Invencion ¥ resolucion
de problemas

!

Motivacion Justificacion

Preguntas v

objetivos de
investigacion

por el tema de su eleccion

Figura 1.1.0rganigrama del capitulo 1.

I.1. MOTIVACION DEL TEMA A INVESTIGAR

Después de haber realizado un trabajo de investigacion previo relacionado con la
invencion de problemas en el que participaron como sujetos maestros en formacion
(Ayllon, 2005), a partir del cual la autora obtuvo la suficiencia investigadora, nuestro
interés por el tema continlia y se centra, en este caso, en estudiar un proceso similar en los

primeros niveles de la educacion obligatoria.

En el trabajo de investigacion tutelada se puso de manifiesto, ademéas de la capacidad
que tienen los profesores en formacion de educacion primaria para inventar problemas
matematicos, que la tarea de inventar problemas contribuye al desarrollo del

pensamiento. Este hecho nos animo a continuar en esta linea de trabajo.

Nuestro interés inicial por este tema se debe a varias creencias personales que recogemos a
continuacion. Por una parte creemos que los conceptos huméricos, junto con la resolucion
e invencion de problemas, constituyen el eje vertebrador de la mayor parte de los
conocimientos matematicos escolares. Tenemos también la creencia de que investigar
sobre invencion de problemas con nifios de educacion primaria permite indagar acerca
de las capacidades matematicas que poseen. Asi mismo consideramos que el trabajo con
problemas proporciona a los alumnos aprendizajes significativos sobre relaciones entre
conceptos y, por ende, dentro de las estructuras numéricas. Por otra parte, consideramos

primordial que nuestro trabajo de investigacion pueda revertir en la practica docente.

Indagar en las capacidades matematicas que ponen en juego los estudiantes de educacion

primaria en la tarea de inventar y resolver problemas, nos permitira (con conocimiento de
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causa) trasladar a los profesores que ejercen y a los que estan en formacion®, el beneficio
que supone trabajar la invencion ademas de la resolucion de problemas en el aula de

educacion primaria.
1.2. JUSTIFICACION DEL TEMA A INVESTIGAR

Justificamos la pertinencia de indagar en los procesos de invencion y resolucion de
problemas por alumnos de los diferentes cursos de la educaciéon primaria desde una
triple via. Por una parte desde la literatura en educacion matematica, desde la cual se
sefiala su potencial educativo y la pertinencia de realizar este estudio. Por otra parte
desde un punto de vista curricular, y en tercer lugar por quedar dentro de las lineas de

trabajo que se vienen desarrollando en el grupo de investigacion FQM-193.
1.2.1. DESDE LA INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

Es ampliamente aceptado por la comunidad de investigadores de educacion matematica
que el trabajo con problemas permite a los estudiantes construir conocimiento
matematico significativo. Asi lo consideran autores de reconocido prestigio como Polya
(1965), Freudenthal (1973) y Kilpatrick (1987), junto a muchos otros, apoyandose en
diferentes argumentos. Se destaca el potencial de la resolucion de problemas tanto como
metodologia de ensefianza como contenido de aprendizaje en si  mismo,
reconociéndosele diferentes funciones en el aprendizaje de las matematicas (ver
apartado 11.5.1.). En cuanto a la invencién de problemas se sefiala que cuando un
individuo inventa un problema ha alcanzado niveles de reflexién complejos, por tanto ha
llegado a una etapa de razonamiento que hace posible la construccion de conocimiento
matematico. Este hecho hace que la formulacién de problemas aporte grandes beneficios a
la ensefianza-aprendizaje de las matematicas. Todo ello lleva a proponer que se potencie
su trabajo en el aula. “El planteamiento y la resolucion de problemas ha sido y es uno de
los objetivos prioritarios de la Matematica. La resolucion de problemas es un tema
central en la construcciéon del conocimiento matematico y constituye una actividad
cognitiva béasica, que ha sido reconocida como esencial por la teoria y la practica
educativa” (Noda, 2000, p. I).

La resolucion e invencion de problemas constituyen una caracteristica notable de la

actividad matematica y un medio importante para desarrollar el conocimiento

* Recordamos que nuestra labor profesional consiste en formar profesores de educacién primaria desde el
area de conocimiento Didactica de la Matematica.
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matematico (NCTM, 2000). La actividad conlleva leer y examinar datos y pensar
criticamente, sefialan Davidson y Pearce (1988), y permite establecer conexiones entre
conocimientos que se pueden poseer separadamente (Whitin, 2004). En relacion con la
invencion se entiende que al generar un problema hay que adelantarse a la solucion del
mismo lo que requiere relacionar conceptos (Cifarelli y Sheets, 2009). Noda (2000)
también recoge en su trabajo reflexiones en este sentido al indicar que el estudiante que
enuncia sus propios problemas, basados en su interés y experiencia personal, evidencia

un aspecto importante de la actividad matematica y de la investigacion intelectual.

Si partimos de que desarrollar la inteligencia es un objetivo fundamental de la
educacién matematica y que tal desarrollo exige pensar y razonar, hemos de admitir que
tanto la invencion como la resolucion de problemas apoyan dicho desarrollo. Ambas
actividades obligan a pensar, examinando de forma critica el enunciado y los datos del
problema, y a utilizar diferentes estrategias y procedimientos para resolver la situacion

planteada ayudando ademas a afianzar lo aprendido.

En base a estas ideas postulamos que los alumnos deberian tener frecuentes
oportunidades de formular problemas complejos, asi como de resolverlos y estimularles

a reflexionar sobre sus acciones.

Castro (2008) apunta el esfuerzo que se esta realizando por parte de los investigadores
por mostrar las ventajas de incorporar la resolucion de problemas en innovaciones
curriculares. Sefiala que tanto la resolucion como la invencion de problemas son temas
que por su importancia han de quedar recogidos en los curriculos oficiales de educacién
primaria. La necesidad de esta inclusion en las propuestas curriculares viene
acrecentada por los resultados de investigaciones que evidencian la carencia de métodos
0 estrategias adecuadas, por los estudiantes, para la resolucion de problemas (Cércoles y
Valls, 2006; Harskamp y Suhre, 2007 y Santos, 2008). Pero solo dicha inclusién no
conllevaria al éxito en esta parcela de conocimiento, se recomienda ademas que los
profesores de matematicas cumplan las propuestas curriculares y proporcionen
abundantes y variadas oportunidades a sus estudiantes tanto para aprender a resolver

problemas, como a inventar o plantear problemas en una gran cantidad de situaciones.

El papel del profesor es crucial. La eleccion de tareas y las formas de llevarlas a cabo
contribuirdn de forma decisiva a que el alumnado adquiera, o no, formas de pensar y
habitos de perseverancia que lo conduciran a ser un buen resolutor de problemas. El
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profesor que fomenta en sus alumnos la invencion de problemas ayuda a que éstos
vivan y adquieran un aprendizaje matematico rico, aprendiendo a perseverar, a

realizarse preguntas sobre los problemas inventados y sus soluciones (Whitin, 2006).

La investigacion existente en relacién con la invencién y resolucion de problemas,
ademas de poner de manifiesto su potencial educativo, muestra la riqueza de este campo
como foco de investigacion. En este sentido destaca la escasa atencion prestada a la
invencion de problemas en comparacion con la resolucion (ver capitulo 111), lo que hace
especialmente pertinente su estudio. Los trabajos consultados, los cuales resumimos en
el capitulo 1l de este informe, han analizado el potencial de diferentes formas de
integrar la invencidn en la ensefianza, sus aportaciones a la resolucion de problemas, y
las diferentes habilidades que requiere el desarrollo de esta tarea, tanto con escolares
como con profesores en formacion y en ejercicio. La consulta bibliografica nos permite
dar una descripcidn general de la investigacion realizada en esta tematica, aln escasa y

aislada, mostrando la pertinencia y necesidad de estudios tales como esta tesis doctoral.
1.2.2. DESDE UN PUNTO DE VISTA CURRICULAR

Atendemos a continuacion a cdmo el tema de la invencion y la resolucién de problemas

esta considerada en diferentes documentos curriculares.

Nuestra primera referencia parte de la Ley Orgéanica de Educacion (LOE, 2006), que
establece en la actualidad el marco juridico en que se debe basar la organizacion y
accion educativa espafiola. En el Real Decreto 1513/2006, por el que se establecen las
ensefianzas minimas para la etapa de educacion primaria, se sefiala que las matematicas

se entienden como

“un conjunto de ideas y formas de actuar que conllevan no solo utilizar
cantidades y formas geométricas, sino, y sobre todo, hacerse preguntas, obtener
modelos e identificar relaciones y estructuras, de modo que, al analizar los
fendmenos y situaciones que se presentan en la realidad, se puedan obtener
informaciones y conclusiones que inicialmente no estaban explicitas. ” (BOE,
293, p. 43095).

Las competencias basicas hacen referencia explicitamente, en varias ocasiones, a la
resolucion de problemas aunque no a la invencion. Se recoge como parte de la

competencia matematica la interpretacion de informaciones, datos y argumentaciones,
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tanto en el ambito escolar como fuera de €l, asi como “la puesta en practica de procesos
de razonamiento que llevan a la solucién de los problemas”. Las estrategias de
resolucion de problemas y la interpretacion de la realidad a partir de la informacion que

se presenta en ellos dan sentido a la competencia matematica (BOE 293, p. 43059).

La resolucion de problemas aparece a lo largo de toda la etapa educativa como un eje
vertebrador de la actividad matematica, convirtiéndose en el principal soporte del

aprendizaje matematico.

En los objetivos que aparecen en el anterior decreto no se incluye, en ningun caso, el
tema de invencion de problemas. Sin embargo, si aparecen acciones relacionadas con la

resolucion de problemas en el segundo, tercero, cuarto y quinto objetivos.

2. Reconocer situaciones de su medio habitual en las que existan problemas para
cuyo tratamiento se requieran operaciones elementales de calculo, formuladas
mediante formas de expresion matematica o resolverlos utilizando los
algoritmos correspondientes, valorar el sentido de los resultados y explicar

oralmente y por escrito los procesos seguidos.

3. Apreciar el papel de las mateméticas en la vida cotidiana, disfrutar con su usoy
reconocer el valor de actitudes como la exploracion de distintas alternativas, la

convivencia de la precision o la perseverancia en la busqueda de soluciones.

4. Conocer, valorar y adquirir seguridad en las propias habilidades matematicas
para afrontar situaciones diversas, que permitan disfrutar de los aspectos

creativos, estéticos o utilitarios y confiar en sus posibilidades de uso.

5. Elaborar y utilizar instrumentos y estrategias personales de calculo mental y
medida, asi como procedimientos de orientacion espacial, en contextos de
resolucion de problemas, decidiendo, en cada caso, las ventajas de su uso y
valorando la coherencia de los resultados.

Por lo que al contenido se refiere, la invencién de problemas tampoco aparece en el
curriculo de educacion primaria, si aparece el contenido sobre procesos de resolucion de
problemas y tiene una especial importancia pues es considerado como “uno de los ejes
principales de la actividad matematica y deben ser fuente y soporte principal del
aprendizaje matematico a lo largo de la etapa, puesto que constituyen la piedra

angular de la educacion matemdtica”. Se propone que se trabaje en la escuela con
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situaciones que partan de la realidad de los estudiantes, para que provoquen su interés y
mantengan su atencion: “los contenidos de aprendizaje toman como referencia lo que
resulta familiar y cercano al alumnado y se abordan en contextos de resolucién de
problemas y de contraste de puntos de vista” (MEC, 2006, pp. 101-117).

Los blogques en los que se dividen los contenidos del curriculo de educacion primaria
plantean actividades para la comprension y resolucion de problemas, pero no para la
invencion de problemas. Sin embargo en los criterios de evaluacion del primer y tercer
ciclo vemos que la invencion de problemas se recoge junto con la resolucion de los

mismos que aparece a lo largo de toda la etapa:
Primer ciclo

1. Formular problemas sencillos en los que se precise contar, leer y escribir

ndmeros hasta el 999.

7. Formular y resolver sencillos problemas en los que intervenga la lectura de

graficos.

8. Resolver problemas sencillos relacionados con objetos, hechos y situaciones de
la vida cotidiana, seleccionando las operaciones de sumay resta y utilizando los
algoritmos basicos correspondientes u otros procedimientos de resolucion.

Explicar oralmente el proceso seguido para resolver un problema.
Segundo ciclo

2. Realizar calculos numéricos con nimeros naturales, utilizando el conocimiento
del sistema de numeracion decimal y las propiedades de las operaciones, en

situaciones de resolucion de problemas.

8. Resolver problemas relacionados con el entorno que exijan cierta planificacion,
aplicando dos operaciones con nimeros naturales como maximo, asi como los
contenidos béasicos de geometria, tratamiento de la informacion y utilizando

estrategias personales de resolucion.
Tercer ciclo

2. Realizacién de operaciones y calculos numéricos sencillos mediante diferentes
procedimientos, incluido el calculo mental, que hagan referencia implicita a las

propiedades de las operaciones, en situaciones de resolucién de problemas.
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8. En un contexto de resolucion de problemas sencillos, anticipar una solucion
razonable y buscar los procedimientos mateméticos mas adecuados para
abordar el proceso de resolucion. Valorar las diferentes estrategias y
perseverar en la busqueda de datos y soluciones precisas, tanto en la
formulacion como en la resolucion de un problema. Expresar de forma
ordenada y clara, oralmente y por escrito, el proceso seguido en la resolucion
de problemas.

En lo que respecta a la regulacion curricular que hace la Junta de Andalucia, el Decreto
230/2007 da a la resolucion de problemas gran protagonismo, siendo el primero de los
seis nlcleos tematicos en la propuesta de contenidos para esta etapa educativa. Con él se
pretende:

e Fomentar la autonomia e iniciativa personal.

e Promover la perseverancia en la basqueda de alternativas de trabajo.

e Contribuir a la flexibilidad para modificar puntos de vista.

e Fomentar la lectura comprensiva.

e Organizar la informacion.

e Disefiar un plan y ponerlo en practica.

o Interpretar y analizar los resultados en el contexto que se ha planteado.

e Tener habilidad para comunicar con eficacia los procesos y resultados seguidos.

El ndcleo temético de la resolucion de problemas se presenta como uno de los
contenidos mas relevantes donde el alumno debe de familiarizarse con estrategias
resolutorias como la basada en cuatro pasos: comprension del problema, incubacion de

ideas, ejecucion del plan y comprobacién de la solucion (BOJA, 2007, p. 19).

Se sugiere en el nucleo tematico 1, Resolucion de problemas, que un medio a través del
cual se introduzcan nuevos conceptos, sea la resolucion de problemas y con objeto de
facilitar la adquisicion del pensamiento abstracto, aconseja hacerles pasar a los alumnos
de situaciones problematicas sencillas (1° y 2° ciclo) a otras mas complejas (3° ciclo).
Para ello se presentaran los problemas teniendo en cuenta el nimero de pasos (pasando

de problemas de una etapa a dos o tres etapas) y las categorias semanticas, mostrando
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los problemas gradualmente en funcion de su dificultad.

Dentro del cuarto nucleo tematico: Desarrollo del sentido numérico. Medida de
magnitudes, tiene especial relevancia la resolucion de problemas en las aportaciones
metodologicas donde se sugiere que “los problemas aritméticos escolares no deben ser,
preferentemente, entendidos como un instrumento de comprobacion del manejo de las
operaciones elementales sino como un recurso fundamental para la comprension de los
conceptos de suma, resta, multiplicacion y divisién. En esta etapa se sabra sumar
cuando se sea capaz de resolver una situacion problematica en la que la suma sea la

operacion que deba usarse” (BOJA, 2007, p. 21).

En el nacleo temético 5, Las formas y figuras y sus propiedades, también se indica que
un recurso metodoldgico interesante es la resolucion de problemas “los conocimientos
geométricos deben relacionarse con la resolucion de problemas, a través de
planteamientos que requieran la construccioén de modelos o situaciones susceptibles de

ser representadas a través de figuras o formas geométricas” (BOJA, 2007, p. 21).

Respecto a la evaluacién de la resolucién de problemas (nlcleo tematico 1), el Decreto
230/2007 indica, que deben valorarse, méas que los resultados obtenidos, aspectos como
“la lectura comprensiva del enunciado, la formulacion e interpretacion de los datos que
intervienen, el planteamiento de la estrategia a seguir, la realizacion de las
operaciones o la ejecucién del plan, la validacion de los resultados obtenidos y la

claridad de las explicaciones”.

En este punto aparece la formulacién de datos aunque no la invencion de un
planteamiento, pero creemos es un primer paso para introducir al alumno en la

formulacién de problemas.

En la evaluaciéon del cuarto bloque tematico se recoge la resolucién de problemas
contextualizados y cercanos al estudiante como instrumento de valoracion. Se indica
que se eviten los planteamientos memoristicos a través de la evaluacion (quinto niacleo
tematico), donde en los criterios de valoracion del aprendizaje aparece de nuevo la
resolucion de problemas como instrumento evaluativo: ”ES conveniente fomentar y
valorar los procesos de investigacién y deduccién realizados para determinar las
caracteristicas y propiedades de las distintas formas planas y espaciales, a la vez que
se valoran los procesos seguidos en el analisis, planteamiento y resolucion de las

situaciones y problemas de la vida cotidiana” (BOJA, 2007, p. 22).
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Otros documentos considerados curriculares a distinto nivel, como los del NCTM si
consideran la invencion de problemas. En 1980 el NCTM ubica la resolucion de
problemas como primer objetivo de la ensefianza de las matematicas y elabora un
manual sobre este tema: Problema Solving in School Mathematics. Posteriormente los
Estandares Curriculares de NCTM (1989, 2000) presentan la resolucion de problemas
como uno de los contenidos principales que se ha de desarrollar en el curriculo escolar
de mateméticas. Se sefiala el interés por la resolucion de problemas como un foco de
atencion para la instruccion matematica y se propone que para desarrollar en los
estudiantes la capacidad de ‘“resolver problemas matematicos”, se les han de presentar
problemas abiertos, sin solucion Gnica, y ademés habran de formular otros.
Explicitamente sefialan que "Los estudiantes deberian tener alguna experiencia
reconociendo y formulando sus propios problemas, una actividad que es el corazén de
hacer matematicas" (NCTM, 1989. p.138).

Aqui si se menciona explicitamente la invencion de problemas como un elemento a
tener en consideracion en el trabajo de los alumnos relacionado con los problemas

matematicos.

Estos documentos curriculares ejemplifican una consideracién sobre la que existe
acuerdo internacional: la resolucion de problemas es un elemento curricular clave. Asi

se observa cuando se analizan documentos curriculares de otros paises (Santos, 2008).

En los Paises Bajos (Holanda), se le concede gran importancia a implementar un
curriculo orientado en problemas bajo los principios de la educacion matematica
realista. En China, los curriculos se orientan hacia los problemas tanto en contenidos
como en instruccion. También en Portugal, la investigacion ha influido en los disefios
curriculares oficiales. En Inglaterra la influencia de los problemas en el curriculo se
acrecienta a partir del informe Cockcroft (1985), en el que se propone la resolucién de
problemas como el tema principal en las clases de matematicas en educacién primaria
sefialandose que “Todos los alumnos han de adquirir cierta experiencia en la aplicacion
de las matematicas adquiridas a las situaciones cotidianas y a la resolucion de

problemas que no constituyan exactamente repeticion de los ejercicios ya practicados”
(p.116).

La investigacion que se ha ido realizando durante los ultimos tiempos sobre resolucion
de problemas, tiene de este modo su reflejo, con posterioridad, en la ensefianza de las
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matematicas y es a partir de finales de la década de los 70 cuando se toma conciencia de
la importancia que tiene la resolucion de problemas en el aprendizaje de las
matematicas y cobra fuerza la disposicién de tomar la resolucion de problemas como
centro de la ensefianza de las matematicas. Dicha disposicion viene apoyada por
publicaciones relevantes sobre el tema; sirvan como ejemplo el yearbook del NCTM de
1980 que se dedico a la resolucion de problemas. En ese mismo afio la Agenda for
Action, también del NCTM, se plantea como un objetivo que la resolucion de
problemas debe ser contemplada como el centro de la ensefianza y el aprendizaje de la
aritmética escolar. La corriente que se establece, considera que el nucleo del curriculo,
ha de venir determinado por los procesos de produccion de conocimiento y para esa
tarea la resolucién de problemas tiene un papel privilegiado (Puig y Cerdan, 1988).

Los ejemplos recogidos muestran la preocupacién por la resolucion de problemas pero
no por la invencion. Consideramos que tal ausencia se puede deber a la poca cantidad de
trabajos de investigacion relacionados sobre invencion de problemas y el poco tiempo
transcurrido desde que se ha considerado como tema de investigacion por los
investigadores del area, como ponemos mas delante de manifiesto en el capitulo 111 de
esta memoria. La justificacion que presentamos no estd abalada, por tanto, por la
presencia en el curriculo de la invencion de problemas unida a la resolucion sino por la

escasa aparicion de la misma.

Creemos necesaria la indagacion sistematica en esta parcela que se puede suponer un
apéndice del trabajo de resolucion, pero que se admite es importante y complementa
dicho trabajo (ampliaremos estas ideas en el capitulo siguiente dedicado al marco
tedrico).

1.2.3. DESDE LA LINEA DE INVESTIGACION EN LA QUE SE INCLUYE

En la presentacion se ha dicho que este trabajo se desarrolla en el Grupo de
Investigacion “Didactica de la Matematica. Pensamiento Numeérico” de la Universidad
de Granada del Plan Andaluz de Investigacion, Desarrollo e innovacion de la Junta de
Andalucia (FQM-193).

En lo concerniente a la investigacion sobre problemas, en la década de los ochenta el
grupo inici6 variados trabajos en los que se analizd la resolucién de problemas y la
invencion a partir de situaciones reales vividas por alumnos que en aquella época eran

alumnos de E.G.B. Fruto de esa investigacion son, entre otras, las publicaciones de
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Cobo, Ferndndez y Rico (1986): Las situaciones reales de los problemas aritméticos;
Garcia, Sevilla y Valenzuela (1986): Invencion y enunciado de preguntas que originan
problemas matemaéticos; y Gonzalez, Gutiérrez, Rico y Tortosa (1986): Relacion verbo-

operacion en los problemas de aritmética del tercer ciclo de E.G.B.

Posteriormente, se ha continuado esta linea de investigacion con diversos trabajos entre
los cuales destacamos, por su mayor vinculacion con esta investigacion, la memoria de
tercer ciclo y tesis doctoral de Castro (1991,1994): Estudio sobre resolucién de
problemas aritméticos de comparacion multiplicativa y Niveles de comprension en
problemas verbales de comparacion multiplicativa, respectivamente; la memoria de
tercer ciclo de Cazares (2000): La invencién de problemas en escolares de primaria. Un
estudio evolutivo; y el trabajo de suficiencia investigadora de Ayllén (2005): Invencion
de problemas con numeros naturales, enteros negativos y racionales. Tarea para

profesores de educacién primaria en formacion.

Este trabajo se justifica como continuacion de los ya sefialados que en cada uno de los

casos se han centrado bien en resolucion bien en invencion de problemas.
1.3. PREGUNTAS Y OBJETIVOS DE INVESTIGACION

Partiendo de los trabajos previos realizados en el seno del grupo FQM-193 y de una
revision bibliografica que nos ha permitido conocer el estado en que se encuentra en la
comunidad investigadora internacional, la investigacion sobre la temética que se aborda
en este trabajo, nos surgieron una serie de interrogantes que han guiado el planteamiento
y disefio de este trabajo. Dichas preguntas nos han conducido posteriormente al
planteamiento de objetivos de investigacion que precisan el problema de investigacion.

1.3.1 PREGUNTAS

Las interrogantes que a continuacion planteamos fueron surgiendo de la revision de los
textos escritos, informes de investigacion en su mayoria, relacionados con nuestro tema
de interés. En unos casos se trata de preguntas abiertas que quedaron en dichos trabajos,
en otras ocasiones han sido interrogantes que nos han surgido de las lecturas de los

mismos:

e ;Qué reaccién tendran los estudiantes de educacion primaria ante la tarea de

inventar problemas?
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e ;Qué dificultades encontraran dichos estudiantes de educacion primaria en la

tarea propuesta?

e ;Los enunciados que propongan incluirdn las componentes bésicas que

conforman un problema?

e ;Los enunciados inventados seran similares a los propuestos en los libros de

texto o se desviaran de los mismos?
e ;Los problemas inventados seran de una o varias etapas?
e Enel caso de que haya mas de una etapa ¢estaran unas subordinadas a otras?

e Alguna estructura operatoria sera utilizada de forma destacada en los problemas

generados por los estudiantes?

e Estardn representadas todas las estructuras semaénticas, conocidas, de los

problemas aditivos y multiplicativos?
e (Qué tipo de numeros utilizarén en la invencién de problemas estos estudiantes?

e (Encontraran dificultad para resolver los problemas planteados por ellos

mismos?
e (Qué tipos de errores cometeran al realizar la tarea propuesta?
e ;Qué caracterizacion harén de problema dificil?

e (Existira relacion entre sus conocimientos matematicos y la caracterizacion de

problema dificil realizada?

Excepto la primera pregunta que se refiere a la actitud de los estudiantes hacia la tarea,
el resto se relacionan con la realizacion misma de las tareas y sus producciones. Las
preguntas anteriores dieron pie a la formulacion de los objetivos planteados en este
trabajo de tesis.

21

Dpto. de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada.




Invencion-Resolucién de Problemas por Alumnos de Educacién Primaria.

1.3.2. OBJETIVOS

El objetivo general de este trabajo de investigacion, como se recoge en la introduccion,
es:

Estudiar el proceso de invencion/resolucion de problemas que realizan

estudiantes de educacién primaria.

Dicho objetivo general se particulariza en cinco objetivos especificos:

O1. Identificar las creencias de alumnos de educacion primaria sobre los problemas de

matematicas y su utilidad.

O2. Establecer la capacidad de estudiantes de educacion primaria para inventar

problemas.

O3. Establecer la relacion entre la capacidad de inventar y resolver los problemas

inventados de estudiantes de educacion primaria.

O4. ldentificar los conocimientos numéricos y aritméticos que estudiantes de educacion

primaria involucran en los problemas que inventan.

O5. Determinar la consideracion que tienen alumnos de educacion primaria de lo que es

un problema dificil.

La consecucion de cada uno de estos objetivos conlleva las siguientes acciones

concretas:
En relacion con O1:

(01, A). Analizar las respuestas de los escolares a interrogantes que versan sobre qué es
un problema; qué utilidad tienen los problemas; cuando y dénde se resuelven
problemas; la necesidad de los nimeros en los problemas y la posibilidad de que existan

distintas formas de resolver un problema.
En relacion con O2:

(02, A). Describir las reacciones de los estudiantes ante la tarea propuesta de invencion

de problemas.
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(02, B). Estudiar las producciones que proporcionan los escolares como respuesta a
dicha tarea de inventar problemas en base a su coherencia y originalidad; su estructura
semantica y operatoria; el nimero de preguntas formuladas; el nimero de operaciones
involucradas en la resolucion de los problemas inventados y el lugar que ocupa la

incdgnita en los problemas inventados.
(02, C). Estudiar las dificultades que encuentran en su realizacion.

(02, D) Valorar la capacidad de invencion de problemas de los estudiantes de educacion

primaria.
En relacion con O3:
(03, A). Analizar la resolucion de los problemas inventados.

(03, B). Analizar dificultades de los estudiantes para resolver los problemas inventados

por ellos.
En relacion con O4:

(04, A). Indagar sobre los tipos de nimeros involucrados en los problemas inventados,
asi como la cantidad de cifras de los mismos.

(04, B). Evaluar el dominio de los conocimientos algoritmicos de los estudiantes de
educacion primaria puesto de manifiesto en la tarea de invencion y resolucion de

problemas.
En relacion con O5:

(O5, A). Estudiar las caracteristicas que presentan los problemas que los escolares

califican de dificiles.

(05, B). Recopilar y clasificar las componentes de los problemas que los estudiantes
consideran que hacen que un problema sea dificil.
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CAPITULO II
MARCO TEORICO

En este capitulo se precisa el significado de los conceptos clave en esta investigacion,
entre ellos problema, invencion de problemas y resolucion de problemas. Atendemos a
aquellas clasificaciones y elementos que han sido destacados en la literatura relativa a la
invencion y resolucion de problemas, dedicando una especial atencion a los problemas
aritméticos de enunciado verbal por su papel destacado en este trabajo. La informacion
que aqui se recoge, junto al estado de la cuestion que se presenta en el siguiente
capitulo, permite delimitar el rea de estudio dentro de la cual se enmarca y fundamenta

este trabajo.
Estructuramos el capitulo en cinco apartados que van a desarrollarse a continuacion:
e Nocion de problema
e Tipos de problemas
e PAEV: problemas aritméticos de enunciado verbal
e Resolucion de problemas
e Invencién de problemas

11.1. NOCION DE PROBLEMA

En educacion matematica se ha dedicado mucho esfuerzo a investigar en el ambito de

los problemas escolares. Una de las implicaciones de dicha investigacion han sido las
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diversas definiciones que se han elaborado de problema, llegandose a ver los problemas
matematicos escolares desde diferentes puntos de vista y destacandose diferentes
elementos en su composicion. Esto ha dado lugar, a su vez, a diferentes clasificaciones
de los mismos a las que atendemos en un apartado posterior. Recogemos aqui las
principales definiciones y caracterizaciones de problema que hemos encontrado en la

literatura.
11.1.1. CONCRECION DE PROBLEMA

La expresion “problema” presenta varias acepciones si se indaga en diferentes
diccionarios. Asi en el de la Real Academia Espafiola se dice de problema: a) Cuestion
que se trata de aclarar; b) Proposicion o dificultad de solucion dudosa; ¢) Conjunto de
hechos o circunstancias que dificultan la consecucién de algin fin; d) Disgusto,
preocupacion; e) Planteamiento de una situacion cuya respuesta desconocida debe

obtenerse a través de métodos cientificos.

La acepcion d) es muy usual, y utilizada cominmente en la vida diaria, hace referencia
a situaciones adversas de la vida real. Asi se dice, por ejemplo, “tengo un problema
econdmico” para indicar la falta de dinero o “Pepito tiene un problema con la asignatura
de matemadticas” si Pepito no logra superar dicha asignatura. Otra acepcion, la e), hace
referencia a situaciones desconocidas que presentan la ciencia o la tecnologia. Esta
acepcion es la que vamos a considerar para nuestro trabajo, centrandonos en los
problemas matematicos escolares a los que referiremos mas brevemente como

problemas.

Por su parte, Moliner, (1986) precisa “problema” como una cuestion en la que hay algo
que averiguar o alguna dificultad. Seco y Ramos (1999) definen “problema” como una
“Cuestion a la que se busca una explicacion o respuesta adecuada”, y como una
“Proposicion en que se formulan una o mas preguntas que se han de contestar a partir de
unos datos determinados”. También en la enciclopedia Encarta (2004) se dice de
problema es una “cuestion que se trata de aclarar”, “conjunto de hechos o circunstancias

que dificultan la consecucion de algin fin”, o “planteamiento de una situacidon cuya

respuesta desconocida debe obtenerse a través de métodos cientificos”.

En el Diccionario de Filosofia de Ferrater (1981) se puede leer: “Por lo general un

problema es una cuestion que se trata de aclarar o resolver —o en algunos casos
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resolver aclarando—. (...) El problema suele tener explicita o implicitamente la forma

de una pregunta, pero no toda pregunta es necesariamente un problema”.

Por lo que a problema matemético se refiere, hemos detectado en la literatura

especializada las siguientes nociones sobre problema:

a)

b)

d)

f)

9)

Polya (1962) considera que se encuentra frente a un problema cuando se ha de
buscar, mediante una accion adecuada, un objetivo que no es inmediatamente

alcanzable.

Cuestion de la que se conocen algunos datos los cuales hay que manejar

convenientemente para encontrar otro que se busca (Bouvier y George, 1979).

Situacién para la que el individuo que se enfrenta a ella no posee algoritmo que
garantice una solucion. El conocimiento relevante de esa persona tiene que ser
aplicado en una nueva forma para resolver el problema (Kantowski, 1980 segun
citan Carrillo, 1996 y Espinosa, 2004).

Cuando una persona 0 grupo de personas estan ante una situacion que requiere
una solucién y aparentemente no hay un camino que conduzca a la misma, estan
ante un problema (Krulik y Rudnik, 1980).

“Siempre que haya una brecha entre donde uno esta en este momento y donde
uno quiere estar, y uno no sepa como encontrar el camino para cruzarla, uno

tiene un problema” (Hayes, 1981, p.1).

Schoenfeld (1985) defiende que un problema no es una propiedad inherente de
una tarea matematica. Mas bien es la relacién entre el individuo y la tarea, lo que
hace de la tarea un problema para esa persona. Espinosa (2004) interpreta que,
en esta defensa que realiza el investigador, la palabra problema se ha de
interpretar como una situacion dificil ante la que se encuentra el individuo, y que
trata de resolver. Ademas apunta que la dificultad ha de ser intelectual y no

algoritmica.

Una proposicion practica, en que se manda hacer alguna cosa, suponiendo ya
sabidas otras, que se requieren para su ejecucion (Bartolache, 1990, recogido en
Larios, 2000).
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h) Problema es una situacion que conlleva ciertas cuestiones abiertas que retan
intelectualmente a alguien que no posee inmediatamente métodos,
procedimientos o algoritmos directos y suficientes para responder (Blum y Niss,
1991).

i) De Guzméan (1991) hace referencia a verdaderos problemas en matematicas
cuando se encuentra en una situacion inicial desde la cual quiere llegar a otra

final y no conoce el camino que lleva de una a otra.

J) El concepto de problema, segun Carrillo (1996) debe asociarse a la aplicacion
significativa (no mecanica) del conocimiento matematico a situaciones no
familiares, la consciencia de tal situacion, la existencia de dificultad a la hora de
enfrentarse a ella y la posibilidad de ser resuelta aplicando dicho conocimiento.

k) Estamos ante una situacion problematica cuando tenemos una meta mas o menos
clara y no existe un camino inmediato y directo para alcanzarla; por lo tanto, nos
vemos obligados a elegir una via indirecta, a hacer un rodeo. Dicho de otro
modo, existe un problema siempre que queremos conseguir algo y no sabemos
coémo hacerlo, en cuanto que, los métodos que tenemos a nuestro alcance no nos
sirven (Abrantes, 2002).

Entendemos que lo comln de la nocién que proporcionan todos estos autores es que se
tiene un problema cuando existe una situacion en la que es necesario superar un obstaculo
para poder lograr una meta; a dicha situacién se considera un problema. Esta acepcion es la

gue adoptamos en este trabajo en el cual nos interesamos por los problemas matematicos.

En especial nos centraremos en problemas aritméticos, empleando la definicion dada por
Puig y Cerdan (1988). Segun estos autores un problema aritmético, en el contexto escolar,
consiste en un enunciado verbal o escrito en el cual la informacion proporcionada es
cuantitativa —Ilos datos suelen ser cantidades definidas numéricamente—, la condicion
contenida en el enunciado expresa relaciones entre los datos de tipo cuantitativo, y la
pregunta se refiere al descubrimiento o determinacion de una o varias cantidades o

relaciones entre las mismas.
11.1.2. CARACTERIZACION Y COMPONENTES DE UN PROBLEMA

Desde el punto de vista psicolégico Dorsch (1985) y Mayer (1986b) hacen una

caracterizacion de lo que es un problema identificando sus componentes. Ambos autores
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coinciden en su caracterizacion si bien existe alguna diferencia en la forma de expresar
la misma. Para Dorsch (1985) un problema es una especie de reto mental que, a

diferencia de las tareas en sentido estricto, se conforma de:
1. Estado inicial no deseado,
2. Estado final deseado,
3. Barrera que impide la transformacion de 1) a 2).
Mayer (1986b) entiende que un problema ha de tener las siguientes componentes:
e Datos, son las condiciones, objetos e informacion;
e Objetivos, lo que se supone que se quiere alcanzar;

e Obstaculos, son las secuencias correctas de comportamientos que resuelven el

problema pero que no son inmediatamente obvias.

En las diferentes definiciones que aparecen en la literatura hay situaciones en las que un
problema se caracteriza porque partird junto al resolutor y serd independiente del
contenido de la situacién, esto ocurre en las definiciones hechas desde la psicologia,
mientras que en matematicas un problema es independiente del resolutor, pero no del
contenido de la tarea o de la situacion problema. La Educacion Matematica busca un

término medio entre ambas posturas.

Un problema queda determinado, como tal, cuando reline en su enunciado una serie de
componentes. Si ademas despierta motivacion e interés en el resolutor, contiene los

requisitos necesarios para considerarlo un buen problema.

Desde la educacién matematica, destacamos las aportaciones de Castro, Gerofski,
Santos, Parra, Larios y Garcia quienes identifican componentes y requisitos de los

problemas.

Castro (1994) sefiala que un problema debe tener los siguientes componentes:
e una proposicion redactada mediante un texto oral o escrito,
e unos datos conocidos, que formaran parte de dicha redaccion,
e una intencion, movilizar una 0 mas personas para que averigien,

e una meta, obtener un resultado y
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e un proceso, el modo de actuacion para alcanzar el resultado.

Gerofski (1996), segun Fernandez (1997), destaca tres componentes de un problema. La
primera componente es la “puesta en escena”, que establece la contextualizacion, los
protagonistas y la localizacién de la historia que tiene lugar; aunque esta componente, a
menudo, no sea esencial para la solucion misma del problema. La segunda componente
es de “informacion”, que da los datos que se necesitan para resolver el problema. A
veces se da informacion irrelevante como sefiuelo para producir recelo en el resolutor
inseguro. La tercera componente es la cuestion o pregunta a la que hay que encontrar
respuesta, obtencion de un resultado. Las componentes segunda y tercera de Gerofski
corresponden a dos de las componentes que Castro considera necesarias para que exista

un problema: datos conocidos y meta.

Santos (1997) y Parra (1990), apoyandose en Polya (1965), describen los requisitos que
debe cumplir un problema. Sefialan los siguientes aspectos:

e Que sea considerado como un proceso y no s6lo como un resultado, y que

ademas tenga diferentes métodos de solucion y posibles resultados.

» Que despierte interés suficiente como para ser resuelto, que al alumno le interese
para que, como dice Polya (1965), se concentre y desee ansiosamente resolverlo,

que se entregue al problema "en cuerpo y alma".

e Que no exista garantia de que al aplicar un algoritmo se obtenga el resultado de

manera inmediata.

e Que permita el desarrollo del razonamiento matemético, promoviendo una

actitud positiva hacia la matematica.
e Que el error, al tratar de resolverlo, se convierta en una fuente de conocimiento.

Larios (2000) concluye que un problema obliga a los alumnos a establecer una
interaccion con situaciones en las que han de emplear sus propios conocimientos
viéndose forzados a revisarlos, modificarlos o rechazarlos, a fin de construir un

conocimiento nuevo.

Por su parte Garcia (2001) considera que un problema debe satisfacer los tres requisitos

siguientes:
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1. Aceptacion: El individuo o grupo debe aceptar el problema, debe existir un
compromiso formal, que puede ser debido a motivaciones tanto externas como

internas.

2. Bloqueo: Los intentos iniciales no dan fruto, las técnicas habituales de abordar el

problema no funcionan.

3. Exploracion: EI compromiso personal o del grupo fuerzan la exploracion de
nuevos métodos para atacar el problema.

11.2. TIPOS DE PROBLEMAS

La informacion sobre clasificaciones de problemas que encontramos en la literatura
especifica del area presenta algunas propuestas que llevan a clasificaciones muy simples
y a otras mas complejas; recogemos en este apartado una variedad de las mismas. En
primer lugar presentamos clasificaciones generales que no atienden a los contenidos
matematicos implicados en la resolucién del problema, pasando después a centrarnos en

clasificaciones especificas para problemas de tipo aritmético.
11.2.1. EJERCICIO Y PROBLEMA

Algunos autores distinguen entre “ejercicios” y “problemas”. Entre ellos se encuentran
Butts (1980), Swenson (1994), Santos, (1997) y Larios (2000). Por ejercicio se
considera la tarea rutinaria que requiere para su realizacion, fundamentalmente, de
capacidad memoristica. Swenson (1994) distingue los verdaderos problemas, de las
situaciones rutinarias que no entrafian dificultad alguna para el resolutor. De la misma
manera Butts (1980) establece distincién entre ejercicios y problemas. Entre los
ejercicios considera dos tipos: a) ejercicios de reconocimiento, en ellos el resolutor ha
de resolver, reconocer o recordar una definiciébn o proposicion y b) ejercicios de
algoritmos, los que demandan la ejecucion de un algoritmo, normalmente numérico. En
los problemas distingue tres tipos: a) problemas de aplicacion, aquellos que se formulan
en un enunciado concreto, normalmente escrito, donde se puede utilizar algin algoritmo
conocido por el resolutor; b) problemas de investigacion, aquellos cuyas proposiciones
no contienen ninguna estrategia para resolver el problema y c) situaciones problemas,

aquellas situaciones planteadas que puedan requerir soluciones matematicas.

Por su parte, Santos (1997) y Larios (2000) diferencian entre ejercicio y problema de la
siguiente forma. El ejercicio se refiere a una actividad que no supone un reto para la
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creatividad y para el desarrollo de las habilidades matematicas del individuo, mientras
que en el problema el individuo trata de realizar una tarea que le resulta dificil. En los
ejercicios, el resolutor, tras una breve reflexion, conoce si puede o no resolverlos
aplicando un algoritmo conocido. La resolucién de un problema requiere buscar un
camino a seguir gue en ocasiones no es evidente, apelar a conocimientos diferentes y a

establecer relaciones entre ellos.

Segun algunos autores, en la ensefianza actual, la mayor parte de las tareas propuestas a
los alumnos en las aulas son ejercicios de aplicacion de los algoritmos trabajados (Parra,
1990). En ellos, no se obliga al alumno a interactuar con situaciones que lo lleven a
comprometer sus conocimientos, a revisarlos, a modificarlos, o rechazarlos para formar
un conocimiento nuevo; condicién que, como hemos recogido previamente, algunos

autores consideran imprescindible para que una situacion constituya un problema.
11.2.2. PROBLEMAS DE ENCONTRAR Y DE PROBAR

Polya (1962) hace una clasificacion en problemas de encontrar, donde hay incognita,
datos y condicién (la meta es averiguar la incégnita) y problemas de probar, donde hay
hipétesis y condiciones (el objetivo es demostrar si una afirmacion es valida o no).
Estudiando esta clasificacion, Noda (2000) manifiesta que un problema de encontrar se
puede transformar en uno de probar en el momento en el que se hace una conjetura
sobre su resultado. Y reciprocamente, si en un problema de probar se delimitan los
objetivos, de manera que la conclusion tenga una relacion con otro objeto que se toma

como incognita, este problema se transforma en uno de encontrar.
11.2.3. PROBLEMAS RUTINARIOS Y NO RUTINARIOS

Una clasificacion de problemas en “rutinarios” y “no rutinarios” Se encuentra en
Verschaffel y De Corte (1996), si bien anteriormente Polya (1962) y posteriormente
Pehkonen (1991) establecen también esta distincion. Problemas rutinarios son aquellos
que se caracterizan porque: se resuelven de una Unica manera; en ellos el resolutor a
golpe de vista ve de forma inmediata el camino que requiere su resolucion; por medio
de una o varias operaciones aritméticas con los nimeros dados en el problema se llega
al objetivo propuesto; no se requiere de mucho tiempo para resolver el problema; y por
lo general presentan cuestiones cerradas. Estos problemas abundan en los libros de
texto. Los problemas no rutinarios se consideran cuando el modelo matematico

apropiado, o la solucion, no son obvios ni indiscutibles; en ellos el resolutor a primera
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vista no sabe como abordar el problema; no basta con aplicar un algoritmo rutinario
para resolver la situacion; seré la intuicion y las experiencias anteriores las que guien al
resolutor; su resolucion requiere de bastante tiempo; y presentan cuestiones mas o

menos cerradas o abiertas. Estos problemas escasean en los libros de texto.

Anteriormente Polya (1962) consider6 problemas rutinarios a aquellos cuya resolucion
se puede alcanzar sustituyendo nuevos datos en lugar de los de un problema ya resuelto,
por ejemplo, siguiendo paso a paso, sin ninguna originalidad, la traza de algin viejo
ejemplo. Este tipo de problemas los considera un caso particular de los verdaderos
problemas. Por tanto, se podrian asemejar a los ejercicios y no a los problemas, aunque

el autor no hace tal distincion.

A su vez Pehkonen (1991) considera que un sujeto no se encuentra ante un problema si
al enfrentarse a una tarea inmediatamente reconoce los requisitos que ha de utilizar para

resolverla. Esta situacion constituird una tarea rutinaria, pero no un problema.

En las ultimas décadas también se ha seguido considerando esta distincion por los
investigadores. Asi, Noda (2000) denomina problema rutinario a los que se refieren a
situaciones concretas, donde todos los datos del enunciado son necesarios para
resolverlo, la solucién es Unica, se resuelve aplicando un proceso de reglas, estan
presentes en los libros de texto y el contenido es el que se aprende en la escuela. Por
otro lado, llama problema no rutinario a los que se refieren a situaciones en los que la
informacidn hay que buscarla, la solucion no es obvia y para hallarla hay que relacionar
resultados o conceptos conocidos. La idea de que los problemas rutinarios son los
escolares aparecen en las consideraciones de otros autores como Jiménez (2008) que
identifica los problemas rutinarios con los que se enfrentan diariamente los nifios en la
escuela: “describen situaciones en las que hay que relacionar a través de una operacion
aritmética las cantidades que figuran en el enunciado” (p. 39). Dicho autor recoge
investigaciones en las que queda de manifiesto que la meta del problema rutinario es la

ejercitacion del ultimo algoritmo estudiado.

Noda (2000) considera problemas no rutinarios aquellos que no se pueden resolver bien
sin considerar las caracteristicas particulares de cada situacion. Entre ellos sefiala
problemas absurdos, problemas que describen situaciones de la vida real y problemas de
division con resto. Los problemas absurdos contienen varios datos numéricos, su
estructura semantica es correcta pero carecen de significado y son irresolubles
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matematicamente. Los problemas que describen situaciones de la vida real se pueden
resolver correctamente teniendo en cuenta consideraciones de la vida cotidiana. Los
problemas de division con resto corresponden a aquellos en los que su solucion no se

obtiene con la simple ejecucion de la operacion de la division.

Lago, Rodriguez, Enesco, Jiménez y Dopico (2008) profundizan en este tipo de
problemas argumentando que giran en torno al significado y el tamafio del resto, y que
requieren tener en cuenta el contexto en que son resueltos. Palm (2008) presenta un
estudio en el que se observa que el rendimiento de los alumnos en este tipo de
problemas mejora considerablemente cuando los enunciados se enmarcan en contextos

de la vida real y no en contextos escolares.

En relacion con los problemas no rutinarios, Jiménez (2008) sefiala lo poco adecuada
que resulta su denominacion como problemas realistas, por parte de investigadores de la
linea de investigacion Matematicas Realistas, pues por lo que se caracterizan estos
problemas es que se basan en situaciones de la vida real, atributo que también se cumple

en muchos problemas matematicos escolares.
11.2.4. PROBLEMAS TRADICIONALES Y CREATIVOS

Recogemos la clasificacion presentada por Craig (1995) que distingue entre “problemas
tradicionales” y “problemas creativos”. Para el autor, una situacion determinada puede
ser un problema para un individuo y no serlo para otro, dependiendo de si el individuo
ha encontrado la solucion antes, si la solucion es evidente, y si la situacion le motiva a
realizar alguna accidén para resolver el conjunto determinado de condiciones. La
resolucion de un problema tradicional es un intento individual de vincular las
condiciones dadas con el fin deseado, utilizando caminos conocidos para alcanzar el fin.
En cambio, el problema creativo tiene un conjunto conocido de condiciones, pero los
medios para lograr el fin deseado no son obvios y requiere una reflexion mas profunda,

siendo a veces posible dar mas de una solucidn al problema.
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11.2.5. PROBLEMAS BIEN ESTRUCTURADOS Y MAL ESTRUCTURADOS

Algunos autores (Kilpatrick, 1987; Voss, Tyler y Yengo, 1983) proponen la utilizacion
de las clasificaciones de Reitman (1965) o Simon (1973) quienes distinguen entre
problemas “bien estructurados” Yy “mal estructurados”. Los problemas bien
estructurados se encuentran frecuentemente en los textos escolares. En ellos, el
enunciado presenta la informacidn necesaria para resolverlos, las reglas para encontrar
la solucidn correcta son claras y se tienen criterios definidos para verificar la solucion.
En el otro extremo estan los problemas mal estructurados que son similares a los
problemas que nos encontramos en la vida diaria. Hay problemas mal estructurados que

pueden convertirse a lo largo de la resolucién en problemas bien estructurados.

Esta clasificacion la amplia Frederiksen (1984) abarcando mas variantes de la estructura

de un problema y propone las siguientes categorias:

a) problemas bien estructurados: su formulacion es clara, a través de un algoritmo
conocido se llega facilmente a su resolucion y para comprobar que ésta es correcta se

disponen de criterios;

b) problemas estructurados que requieren pensamiento productivo: se diferencian
de los problemas bien estructurados, en que el resolutor tiene que disefiar total o
parcialmente el procedimiento de resolucidn, es decir, el resolutor habra de afadir algo

gue no es inmediatamente aparente en el problema;

c) problemas mal estructurados: la formulacién del problema no es clara, no hay un
procedimiento que garantice la solucion, y el resolutor no tiene seguridad de que la

solucién conseguida sea la correcta.

Otros autores como Fredericksen (1984) y Simon (1973) sefialan la existencia de
problemas donde no hay suficiente informacién para la formulacion del problema y
otros en que habiendo una formulacién completa, el proceso de solucion no es posible
(Kilpatrick, 1987).

11.2.6. PROBLEMAS BIEN Y MAL DEFINIDOS
Otra clasificacion distingue entre problemas mal o bien definidos (Noda, 2000). Un

problema “bien definido” corresponde a aquel en el que hay consenso acerca del estado
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final al que hay que llegar y se considera resuelto cuando el individuo alcanza dicho
estado. Un problema “mal definido” es aquel en el que no hay un tnico estado final y
donde los estados final e inicial no estan bien especificados. Noda (2000) denomina
bien definido a un problema cuando consiste en un problema de encontrar, analogo a los
que se presentan en la escuela. Denomina problema mal definido al problema de
encontrar que no cumple esta condicion. Partiendo de esta caracterizacion los problemas
mal definidos seran los que no tienen datos, tienen datos en exceso o le faltan datos
(Noda, 2001).

11.2.7. PROBLEMAS ABIERTOS Y CERRADOS

Dependiendo de la descripcion de las situaciones de partida y llegada, Pehkonen (1991)
utiliza los términos “problema abierto” y “problema cerrado”. En un problema cerrado
ambas situaciones estan claramente explicadas. Si la situacion de partida y/o la de
llegada son abiertas, es decir, no estdn claramente formuladas, entonces tenemos un
problema abierto. Posteriormente, en 1995, este mismo autor presenta el uso del término
problema abierto, como una clase “paraguas” que incluye: problema abierto-cerrado,
planteamiento de problemas, situaciones de la vida real, campos o secuencias de

problemas, problemas sin cuestiones y variaciones de problemas.

De esta manera, el problema cerrado es aquél cuyas condiciones y metas estan
totalmente limitadas y explicadas.

A partir de los distintos significados que presenta el término problema abierto en
Matematicas, Silver (1995) recoge que dicho término se usa frecuentemente para
aquellos problemas que estan sin resolver. En el momento en que alguien encuentre una
solucién se provoca la clausura del problema (por ejemplo, hasta 1993, el llamado
“Ultimo Teorema” de Fermat era un problema abierto). Otros significados son los
siguientes: a) cuando el problema es susceptible de diferentes interpretaciones o
respuestas; b) cuando invita a métodos diferentes de solucién y c) cuando el problema

sugiere otros problemas o generalizaciones.

11.2.8. PROBLEMAS DE ESTRUCTURA INDUCTORA, DE TRANSFORMACION Y DE

ORDENAMIENTO

Greeno (1978) presenta una clasificacion propia de los problemas atendiendo a las

acciones que debe realizar el sujeto para resolver el problema. Distingue tres tipos:
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e Problema de “estructura inductora”: aquel en el que el individuo ha de descubrir

el patrén o el modelo implicito (por ejemplo, completar una serie).

e Problema de “transformacion”: el resolutor ha de buscar una secuencia de

operadores que le permita pasar del estado inicial al final.

e Problema de “ordenamiento”: el resolutor ha de ordenar todos los elementos que

se le dan para obtener la solucién.
11.2.9. OTRAS CLASIFICACIONES DE PROBLEMAS

Recogemos aqui las clasificaciones de problemas que presentan Borasi (1986) y Blanco
(1993). El primero clasifica los problemas en ejercicios, problemas verbales, enigmas,
prueba de una conjetura, problemas de la vida real, situaciones problematicas y
situaciones. El segundo investigador citado establece los siguientes tipos de problemas:
gjercicios de reconocimiento, ejercicios algoritmicos o de repeticién, problemas de
traduccion simple o compleja, problemas de procesos, problemas sobre situaciones
reales, problemas de investigacion matematica, problemas de puzzles e historias

matematicas.

Por su parte, Noda (2000) recoge otro tipo de problemas los denominados “Opennes”,
que asocia a dos enfoques: a) problemas de varias soluciones y b) problemas
planteados, donde los estudiantes reformulan problemas matematicos basados en uno
resuelto anteriormente (Shimada, 1977; Hashimoto y Sawada, 1984; Nohda, 1986 y
Hashimoto, 1987). Esta idea volverd a aparecer cuando tratemos la invencion de

problemas.
11.2.10. TIPOS DE PROBLEMAS ARITMETICOS

Algunas de las clasificaciones de los problemas atienden a los contenidos matematicos
0 métodos que se escogen o requieren en su resolucion. Esta situacion lleva a distinguir
entre problemas geométricos, problemas aritméticos y problemas algebraicos, entre
otros. En este apartado nos centramos en los problemas aritméticos. Para estos tipos de

problemas destacamos aqui tres clasificaciones.
Problemas aditivos y multiplicativos

Partiendo de la idea de los campos conceptuales de Vergnaud (1990), los problemas

aritméticos se clasifican dependiendo de la estructura operatoria que presenten. Si los
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mismos requieren las operaciones de suma o resta para su resolucion, se les llama de
estructura aditiva, y si requieren de multiplicacion o division se les llama de estructura
multiplicativa. En la investigacion tienden a considerarse de forma separada la
resolucion de problemas aditivos de los multiplicativos. Asi lo hacen, por ejemplo,
Castro (1994) y Puig (1998).

Problemas de una o mas etapas o problemas simples y compuestos

Los problemas aritméticos se clasifican también atendiendo al nimero de operaciones
necesarias para llegar a la solucion del problema. Puig (1998) distingue entre problemas
de una etapa, si es necesaria una operacion para resolverlo, y problemas de mas de una
etapa, si las operaciones necesarias son varias. En un problema de una etapa se distingue
la parte informativa y la pregunta del problema. Uno de los ejemplos que da el autor es

el siguiente:

Después llego a casa del detective un nifio que estaba preocupado. Le contd que tenia
27 coches de juguete y habia perdido 12. Le quedaban muy pocos, pero no sabia

cuantos. ¢ Cuéantos le quedaban?

La parte informativa corresponde a: tenia 27 coches... perdié 12, y la pregunta
corresponde a los que quedan. De las tres cantidades del problema, dos corresponden a
la parte informativa y una a la pregunta del problema (Puig, 1998). Esta composicion de
los problemas aritméticos de enunciado verbal, correspondiente a los problemas de una
etapa, es comun tanto para los de estructura aditiva como para los de estructura

multiplicativa.

Por su parte Castro (1994) distingue entre problemas simples y compuestos al
considerar que la clasificacion por etapas puede confundirse con los problemas que
necesitan varios pasos para obtener la solucion. Un problema simple sera aquel que
requiera realizar una sola operacion, de dos datos, para alcanzar el resultado. Cuando
sea necesario realizar mas de un tipo de operacion para llegar a la solucion diremos que
estamos ante un problema compuesto (Castro y Castro, 1996). Cuando se requiere
realizar varias veces una misma operacion no se considera que estemos ante un
problema compuesto. Este es, por ejemplo, el caso de los problemas multiplicativos, en
el conjunto de los numeros naturales, los cuales pueden resolverse mediante una serie de
sumas repetidas. En este caso no estaremos ante un problema compuesto, sino en uno

que requiere multiples pasos (de una misma operacion aritmética) para obtener la
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solucion. La diferencia entre pasos y operaciones se clarifica con este ejemplo: un

problema que requiera hallar la media de 11 nimeros, tiene 11 pasos y dos operaciones.

Distinguir entre operaciones y pasos es una tarea también presente en los trabajos del
grupo de la Universidad de Stanford (Suppes, Lotus y Jerman, 1969 y Jerman y Rees,

1972) si bien estos autores no distinguen entre problemas simples y compuestos.

Otros autores como Durel (1928) distinguen, de forma analoga, entre el nimero de tipos
diferentes de procesos de célculo y el nimero de pasos requeridos para resolver el
problema dado. Si los calculos necesarios para resolver un problema aritmético
consisten solo en adiciones y multiplicaciones, entonces es un problema de dos
procesos. Si la solucién consta de dos multiplicaciones y una adicién, entonces es un

problema de tres pasos y dos procesos.

Tomando combinaciones de los cuatro procesos basicos (adicidn, substraccion,
multiplicacién y division) de uno en uno, de dos en dos, de tres en tres y de cuatro en

cuatro se obtienen 15 tipos de problemas:
e Cuatro tipos de un proceso: (+), (-), (X), ().
e Seis tipos de dos procesos: (+,-), (+, X), (+, 3), (-, X), (=,2), (X,2).
e Cuatro tipos de tres procesos: (+,-, X), (+,-, 2), (+, X, 3), (-, X,2).
e Un tipo de cuatro procesos: (+,-, X, :).
(Castro, Rico, Castro y Gutiérrez, 1994).
Problemas encadenados y yuxtapuestos

Problemas encadenados son aquellos para cuya resolucién se requiere del
establecimiento de méas de una relacion entre los datos y, en consecuencia, la realizacion
de dos operaciones 0 mas (Castro y Castro, 1997). Aqui, el resultado final esta
supeditado al encuentro de un resultado parcial que se constituye en un dato necesario
para resolverlo. Esta clasificacion se asemeja a la de los problemas compuestos y los de

mas de una etapa, ya que requieren mas de una operacion para llegar a su solucion.

Céazares (2000) hace referencia a los problemas yuxtapuestos como aquellos que
parecen ser de dos o mas etapas, cuando en realidad se trata de varios problemas

simples o de una sola etapa que aparecen conjuntamente en el mismo enunciado y han
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de resolverse de forma encadenada, dependiendo el resultado final de la resolucion de

cada uno de ellos.

11.3. PAEV: PROBLEMAS ARITMETICOS DE ENUNCIADO
VERBAL

Se denominan problemas aritméticos de enunciado verbal, o problemas verbales,
(PAEV) aquellos en los que la informacién aparece redactada mediante una o varias
frases. Es decir, el enunciado de los mismos se presenta de forma verbal. Los problemas
aritméticos verbales se incluyen en el curriculo escolar con la finalidad, entre otras, de
facilitar al alumno un acercamiento entre aritmética y realidad, entre aritmética y
aplicaciones a la vida real, lo que hace mas significativo y valioso su estudio (Castro,
1994).

Se considera que

“El fin de la aritmética (escolar) es desarrollar el conocimiento de las relaciones
cuantitativas y la habilidad para resolver los problemas relativos a los niUmeros y
la cantidad que se presentan en las transacciones ordinarias de la vida.
Naturalmente, la aritmética no se estudia Unicamente por saber aritmética, ni por
la disciplina mental derivada de su estudio, sino por su aplicacion en ciertas
actividades esenciales de la vida. Cuadnto mas conocimiento tiene el alumno de
estas actividades y de los objetos con que trata la aritmética, mas significativa y

valiosa le resulta la materia” (Reed, 1949, p. 301).

De ahi la importancia de que los problemas aritméticos verbales estén presentes en la
formacion matematica de los alumnos. A través de ellos pueden contextualizar y
comprender los conceptos matematicos y percibir la matematica como una herramienta
préctica en la resolucion de situaciones problematicas cercanas a ellos y que estan
presentes en su dia a dia. La cercania a los estudiantes de los contextos y acciones que
se describen en los enunciados puede ser favorable a los estudiantes para identificar la
situacion descrita en los problemas y, con ello, las relaciones entre los datos y las
incognitas (Fernandez, 1997). Los profesores deben proponer a los estudiantes
problemas cercanos para que éstos se sientan comprometidos de alguna forma
(Kilpatrick, 1995).
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11.3.1. CLASIFICACION DE LOS PAEV

Distintos autores presentan una clasificacion de los PAEV como resultado del analisis
que realizan de su enunciado verbal. En algunos casos tienen en cuenta los aspectos
semanticos del problema, es decir, el significado de los conceptos y relaciones
implicadas en el problema. Este es el caso de los trabajos realizados por Carpenter,
Hiebert y Moser (1981), Carpenter y Moser (1982), Nesher (1982), Nesher, Greeno y
Riley (1982) y Vergnaud (1982, 1991), entre otros.

Otros autores centran el analisis en la estructura operatoria. En este sentido en relacion
con la estructura aditiva se encuentran los trabajos de Bermejo, Lago y Rodriguez
(1998), Briars y Larkin (1984), Caballero (2005), Carpenter et al (1981), Carpenter y
Moser (1982, 1983, 1984), Heller y Greeno (1979), Nesher (1980, 1982), Nesher et al
(1982), Puig y Cerdan (1988), Vergnaud (1982, 1997), entre otros. En cuanto a la
estructura multiplicativa sefialamos los trabajos de Anghileri (1989), Bell, Creer,
Grimison y Mangan (1989), Brekke (1991), Castro y Castro (1997), Fischbein, Deri,
Nello y Marino (1985), Huinker (1989), Kouba (1989), Levain (1992), Luke (1988),
Nesher (1988), Peled y Nesher (1988), Puig y Cerdan (1988), Schwarz (1981, 1988) y
Vergnaud (1983, 1988).

Estos estudios han aportado resultados determinantes para comprender la conducta del
sujeto a la hora de trabajar con problemas y han sido de utilidad para identificar las
dificultades que presentan en los resolutores asi como jerarquizar los problemas
atendiendo a su dificultad. En los siguientes apartados atendemos a estas

clasificaciones.

11.3.2. CLASIFICACION DE LOS PAEV DE ESTRUCTURA ADITIVA DEBIDA A SU

ESTRUCTURA SEMANTICA

El andlisis global del significado del texto del problema ha resultado ser de elevada
importancia para comprender los procesos utilizados por los nifios al resolver los
problemas. Dicho analisis lleva a establecer categorias de problemas. Heller y Greeno,
en 1979, presentan tres categorias en la clasificacion de los problemas aditivos: cambio,
combinacion y comparacion. Esta categorizacion coincide con la que presentan Nesher
y Katriel (1977) (recogido por Nesher, 1982, y Nesher et al, 1982). Més tarde,
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Carpenter y Moser (1982), afiaden a dicha clasificacion una categoria: la de igualacion,
coincidiendo con la clasificacion propuesta por Romberg y Collis en 1980. Por otro lado
Vergnaud (1982) realiza una clasificacion tomando en consideracion las relaciones que
se establecen entre cantidades de magnitud y sus medidas y utiliza diferentes

denominaciones para los mismos tipos de problemas.
Describimos, a continuacion, estos cuatro tipos de problemas.

Los problemas de cambio son aquellos en la que la situacion inicial se transforma en
una situacion final, debido a una accion que se produce. Aparecen tres momentos en
estos problemas, un momento en el que esta la situacion inicial, el momento en que se
produce el cambio y un tercer momento que corresponde a la situacion final. Tanto las
situaciones como el cambio vienen dadas por cantidades. Esta categoria coincide con la
que Vergnaud (1982) llama transformacion entre dos medidas: una transformacion
opera sobre una medida para asignarle otra medida. Nesher (1982) los denomina

problemas dindmicos.

Carpenter y Moser (1982) consideran que el cambio puede ser de unién o de separacion,
segun si produce aumento o disminucién en la cantidad inicial. Considerando que son
tres las cantidades que entran en juego en este tipo de problemas (inicial, cambio y
final), dos conocidas y una desconocida, los enunciados de estos problemas pueden
presentar 6 formas diferentes que recogemos en la Tabla 1.1 (Puig y Cerdan, 1988).

C.Inicial C.Cambio C.Final Aumento | Disminucién
Cambio 1 Conocida Conocida Desconocida X
Cambio 2 Conocida Conocida Desconocida X
Cambio 3 Conocida | Desconocida | Conocida X
Cambio 4 Conocida | Desconocida | Conocida X
Cambio 5 | Desconocida | Conocida Conocida X
Cambio 6 | Desconocida | Conocida Conocida X

Tabla I1.1. Tipos de problemas de cambio.

Los problemas de combinacidon no presentan ninguna accion, son problemas estaticos
donde se presenta una relacion entre un conjunto y dos subconjuntos disjuntos suyos, de
manera que su union es el conjunto total. Esta categoria coincide con la que Vergnaud

(1982) denomina composicion de dos medidas: dos medidas dan lugar a una nueva
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medida. Nesher (1982) los distingue como problemas estaticos. Carpenter et al (1981) y
Carpenter y Moser (1982) los consideran problemas donde hay relaciones parte-parte-

todo.

Se pueden presentar dos formas diferentes para estos problemas dependiendo de si la
cantidad desconocida es una de las partes (no influye la parte que sea ya que tienen

papeles analogos) o el todo como se recoge en le Tabla 11.2.

Parte Parte Todo
Combinacién 1 | Conocido Conocido Desconocido
Combinacién 2 | Conocido Desconocido | Conocido

Desconocido | Conocido Conocido

Tabla I1.2. Tipos de problemas de combinacién.

En los problemas de comparacién, al igual que en los de combinacién, no hay implicita
una accion, es decir presentan relaciones estaticas. Estos problemas implican la
comparacion de dos cantidades, donde una de ellas es el referente y la otra el referido.
La tercera cantidad sera el término de comparacion: las expresiones que en el texto del
problema expresan la comparacién son “mas que” y “menos que”. A esta categoria
Vergnaud (1982) la llama relacion estatica entre medidas: muestra la relacion entre dos

medidas.

Atendiendo a la cantidad desconocida en el problema (que puede ser una de las tres:
referente, referido o término de comparacion) y a que la comparacion se puede
establecer en términos de “mas que” o “menos que”, hay seis posibilidades para un

enunciado de problema de comparacién como se recoge en la Tabla 11.3.

Referente Referido T. Comparar | Mas que | Menos que
Comparal | Conocido Conocido Desconocido | X
Compara 2 | Conocido Conocido Desconocido X
Compara 3 | Conocido Desconocido | Conocido X
Compara4 | Conocido Desconocido | Conocido X
Compara5 | Desconocido | Conocido Conocido X
Compara 6 | Desconocido | Conocido Conocido X

Tabla 11.3. Problemas de comparacion.
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Una cuarta categoria corresponde a los problemas de igualacién que distinguen
Carpenter et al (1981) y Carpenter y Moser (1982). Estos problemas se consideran una
mezcla entre los de cambio y los de comparacién, ya que necesitan de una accion para
que una cantidad llegue a igualar o alcanzar la otra, y hay una comparacion a traves del

término “tantos como”.

Dado que comparte las caracteristicas de los problemas de cambio hay seis
posibilidades diferentes en el enunciado de problemas de igualacién, que coinciden con

las posibilidades de los de cambio, como se muestra en la Tabla 11.4.

Referente Referido T. Igualacion | Aumento | Disminucion
Igualacion 1 Conocida Conocida Desconocida X
Igualacion 2 Conocida Conocida Desconocida X
Igualacién 3 Conocida | Desconocida Conocida X
Igualacion 4 Conocida | Desconocida Conocida X
Igualacion 5 | Desconocida | Conocida Conocida X
Igualaciéon 6 | Desconocida | Conocida Conocida X

Tabla I1.4. Problemas de igualacion.

Respecto a esta categorizacion, Puig y Cerdan (1988) advierten que hay PAEV de una
etapa que presentan caracteristicas propias de varias de las categorias comentadas
anteriormente, los llaman hibridos. Por ejemplo el siguiente problema es un hibrido
entre cambio y combinacion: “En un autobus van 20 personas. En una parada bajan las

8 mujeres. ;Cuantos hombres quedan en el autobus?”.

Estas categorias semanticas se han aplicado a problemas sencillos que resuelve el
alumnado en los primeros afios de ensefianza obligatoria. Por lo tanto, el conjunto
numeérico sobre el que se trabaja es el conjunto de los nimeros naturales. Vergnaud

(1998) en sus categorias acoge también a los nimeros enteros.

La distincién que hace Nesher (1980) entre problema verbal estatico y dinamico es la
clave para diferenciar los problemas aditivos de cambio y combinacion, asi como los
problemas de igualacion y comparacion. Un problema sera estatico cuando sus

condiciones subyacentes se refieren a subconjuntos de un todo.
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Un problema sera dinamico si se distingue entre el estado inicial de la situacion, en un
tiempo Ty, un cambio provocado por una accion y ocurrido en un tiempo T, y un estado

final localizado en un tiempo Ts.

Por su parte Fuson (1992) entiende que las situaciones estaticas son aquellas en las que
las cantidades implicadas en el problema no cambian. Esta autora recoge 22 tipos de
problemas aditivos estructuralmente diferentes, los cuales clasifica atendiendo a tres
variables fundamentales: estructura semantica, tipo de relacion y posicion de la

incégnita. Presenta asi los siguientes casos:

- Cuatro estructuras semanticas alternativas: combinacion, cambio, igualacion y

comparacion.

- Dos tipos de relaciones: aumento o disminucion para el cambio, igualacion y
comparacion; y la disyuntiva entre una relacion estatica o dindmica para la

combinacion.

- Tres posibilidades para el dato desconocido, excepto en el caso de cambio que son

dos.

Caballero (2005), partiendo de la propuesta de Fuson (1992), clasifica los problemas
aditivos teniendo en cuenta dos aspectos: el tipo de operacion implicada, unitaria o

binaria, y la estructura, estatica o dindmica.

Bermejo, Lago y Rodriguez (1998) analizan la clasificacion de Carpenter y Moser
teniendo en cuenta el numero de individuos presentes en el problema. Distinguen dos

tipos:

a) cuando hay una sola persona en el problema. Aqui recogen dos situaciones, una
en la que haya accion (problema de cambio) y otra en la que no haya accion

(problema de combinacién, comparacion e igualacion), y

b) cuando hay dos sujetos en el problema. En este caso, la accion puede ser
consecuencia de un cambio interno (uno de los individuos modifica su dato y el
otro no), o un cambio externo en la que uno de los sujetos cambia su cantidad,
en la que puede haber relacion o no entre los sujetos, de ahi que definan una
categoria nueva “relacional”, que es aquella en la que existe una relacion inicial

de dos sujetos que mediante un cambio externo produce una relacion final.
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Ejemplo: Luisa tiene 4 cromos y Laura 5 méas que ella. Luisa se encontr6 en un

banco 3 cromos. ¢ Cuantos cromos tiene ahora Laura mas que Maria?

Para los problemas de més de una etapa se utilizan las mismas categorias seméanticas de
Carpenter y Moser. Vergnaud (1998) afiade una categoria para problemas aditivos de
mas de una etapa que denomina “composicion de transformaciones”, en la que no se
hace referencia a las cantidades inicial y final sino sélo a los cambios. (La idea

matematica que subyace en ellos es la del nimero entero como operador).
11.3.3. ORDEN DE DIFICULTAD DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS

Numerosos investigadores analizan el nivel de dificultad de los problemas en funcion de
su categoria semantica y de la identidad de la cantidad desconocida en el problema. Este
es el caso de Bermejo y Rodriguez (1987a, 1987b), Carpenter et al (1981), Carpenter y
Moser (1982, 1983, 1984), De Corte y Verschaffel (1985a, 1985b, 1987a), Kintsch y
Greeno (1985), Nesher (1982), Nesher et al (1982) y Riley, Greeno y Heller (1983).

Riley y otros (1983) presentan estas categorias por orden de dificultad: cambio,
combinacion y comparacion; aunque este orden se complica cuando interviene la
posicién de la incognita (ver las Tablas 11.1, 1I. 2, 11.3 y 11.4). En los problemas de
cambio hay mayor facilidad en aquellos en los que la cantidad final es la desconocida,
independientemente ya sean de aumento o disminucion; siendo més dificiles los que
presentan la incognita en la cantidad inicial. En los problemas de combinacion, los méas
faciles son aquellos en los que la incdgnita es la cantidad referida al conjunto total,
frente a aquellos en los que la incognita es una de las partes. En los problemas de
comparacion los del tipo mas dificil son aquellos en los que la cantidad desconocida es

la del referente.

Carpenter y Moser (1983) advierten que las categorias semanticas provocan en los
escolares distintos procesos de actuacion. También De Corte y Verschaffel y Pauwels,
(1990) observan diferentes dificultades entre las categorias semanticas. Su estudio
considera, entre otros elementos, los movimientos oculares de los nifios durante la

resolucion de este tipo de problemas.
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Otras investigaciones realizadas sobre problemas verbales de estructura aditiva (Briars y
Larskin, 1984; Carpenter et al, 1981; Carpenter y Moser, 1982, 1983, 1984; Nesher,
1982; Nesher et al, 1982; Vergnaud, 1982) indagan en como piensan los nifios cuando
resuelven problemas verbales que se resuelven con una suma o0 una resta. A partir de
estas investigaciones ademas de clasificar los problemas en funcién de su estructura

semantica, describen estrategias de solucion y las dificultades que presentan.

Puig y Cerdan (1988), basandose en Riley et al (1983), recogen catorce clases de
problemas, que comprenden los de cambio, combinacién y comparacion, clasificados en
cuatro niveles de complejidad que se corresponden con la dificultad mostrada en
investigaciones sobre la resolucién de este tipo de problemas. La Tabla 11.5 recoge esta
informacién. En el nivel 1 estan los problemas de cambio 1, cambio 2 y combinacion 1.
En el nivel 2 estan los problemas de cambio 3 y cambio 4. En el nivel 3 esta un mayor
ndmero de problemas: cambio 5, cambio 6, combinacion 2, comparacién 1 vy
comparacion 2, comparacion 3 y comparacion 1. En el nivel 4 estan los problemas de

comparacion 5y comparacion 6.

Caballero (2005) establece por orden creciente de dificultad la siguiente escala: cambio,
combinacién, igualacion y comparacion. Advierte que en algunas circunstancias la
nocion de cambio se adquiere a la vez que las de comparacion, combinacion e
igualacion. Explica que la dificultad afiadida que tienen los problemas de comparacién y
combinacion sobre los de cambio es que éstos establecen relaciones estaticas entre mas

de un poseedor, mientras que los de cambio tan s6lo afectan a uno de ellos.

En el capitulo 11 incluimos més informacion en relacion a este tema, procedente de

otras investigaciones.
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Tipo de Nivel | Nivel | Nivel Nivel
Problema 1 2 3 4
Cambio 1 X
Cambio 2 X
Cambio 3 X
Cambio 4 X
Cambio 5 X
Cambio 6 X
Combinacion 1 X
Combinacion 2 X
Comparacion 1 X
Comparacion 2 X
Comparacion 3 X
Comparacion 4 X
Comparacion 5 X
Comparacion 6 X

Tabla I1.5. Nivel de complejidad de los problemas de cambio, combinacién y comparacion.
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11.3.4. CLASIFICACION DE LOS PAEV DE ESTRUCTURA MULTIPLICATIVA DEBIDA A SU

ESTRUCTURA SEMANTICA

Aunque las clasificaciones seméanticas de los problemas multiplicativos no estan tan
claramente establecidas como las de los aditivos, cabe citar los siguientes investigadores
que han analizado esta cuestion: Anghileri (1989), Bell, Creer, Grimison y Mangan
(1989), Brekke (1991), Brown (1981), Caballero (2005), Carpenter, Fennema, Franke,
Levi y Epson (1999), Castro (1994, 2001), Fischbein, Deri, Nello y Marino (1985),
Hendrickson (1986), Huinker (1989), Kouba (1989), Levain (1992), Luke (1988),
Nesher (1988), Peled y Nesher (1988), Puig y Cerdan, (1988), Schwarz (1981, 1988) y
Vergnaud (1983, 1988, 1993).

Schwartz (1988) distingue entre cantidades de magnitud intensivas (I) y cantidades de
magnitud extensivas (E). Una magnitud extensiva es aquella que la unidad de referencia
es una unidad simple, por ejemplo, metros, y una magnitud es intensiva si su unidad de
referencia es el cociente de dos unidades, por ejemplo, kildbmetros por hora. A partir de
esta distincion clasifica los problemas multiplicativos en tres tipos: problemas con
estructura | x E = E’, problemas con estructura E x E = E" y problemas con estructura |
X | =1 (Caballero, 2005).

Vergnaud (1983, 1988) agrupa los problemas multiplicativos en tres grupos:
isomorfismo de medidas, producto de medidas y proporcion maltiple. En 1993 revisa
esta clasificacion, concluyendo la distincion de dos tipos de problemas de estructura
multiplicativa: isomorfismo de medidas y producto de medidas (célculo de éareas).
Reconoce que las estructuras multiplicativas se basan en las aditivas, pero los problemas
que le interesan son aquellos que no son reductibles a aspectos aditivos. En su analisis
agrupa los problemas multiplicativos en:

a) problemas simples, aquellos que conllevan operaciones de multiplicacion y division;
enmarcandolos en dos grandes estructuras: el isomorfismo de medidas y el producto de

medidas.

b) los problemas compuestos, es decir, problemas de proporcionalidad en los que

intervienen al menos tres magnitudes.
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El isomorfismo de medidas incluye los problemas referidos a repartos iguales (personas
y objetos), precios constantes (bienes y costos), movimiento uniforme (espacio y
velocidad) y densidades constantes a lo largo de una linea (arboles y distancias), en una

superficie o0 en un volumen.

Dado que la multiplicacion desde el punto de vista seméntico no es conmutativa se
distinguen tres posibles problemas en la clase de isomorfismo de medidas dependiendo

de cuél de las tres cantidades involucradas en el problema sea la incognita:
- IMZ1: laincognita es el resultado del producto.

- IM2: la incdgnita corresponde al factor cuya magnitud es la misma que la del

producto final.
- IM3: laincAgnita es el factor cuya magnitud no difiere de la del producto final.

El producto de medidas es una estructura que contiene tres magnitudes, de manera que
una de ellas es el producto cartesiano de las otras dos. Esta estructura contiene
problemas relativos a areas, volimenes y productos cartesianos discretos. Dado que en
este caso el producto es semanticamente conmutativo, caben solo dos posibilidades para

estos problemas:

- PM1: representa a aquellos problemas en los que la incdgnita es el producto

cartesiano.

- PM2: representa a aquellos problemas en los que el producto cartesiano es

conocido y la incdgnita esta en algunos de los espacios de medida originales.

El autor incluye en la categoria semantica de isomorfismo de medidas problemas de
mas de una etapa, los correspondientes a la regla de tres, y aporta una clasificacion en la
que solo tienen cabida problemas multiplicativos de mas de una etapa, los denominados
de proporcion multiple. Se trata de problemas en los que dos espacios de medida

independientes son proporcionales a un espacio de medida.

Estos problemas poseen caracteristicas comunes a los de isomorfismo de medidas y a

los de producto de medidas.

Vergnaud no habla de problemas de comparacién, clase que introducen otros autores y
que Brown (1983) llama de factor multiplicativo. Se trata de problemas en los que hay
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un factor escalar que compara dos cantidades extensivas de una misma magnitud (Puig
y Cerdan, 1988): una cantidad es el referente y la otra es el referido. Para estos
problemas hay tres posibilidades dependiendo de quién sea la incdgnita:

- CML1.: la incognita es el referido.
- CM2: la incognita es el factor escalar.
- CMa: la incognita es el referente.

Bell et al (1989) hacen una clasificacién similar a la de Vergnaud con diferente
denominacion. Categorizan los problemas multiplicativos en ‘“simétricos o no
simétricos”. Consideran problemas simétricos aquellos en los que las dos cantidades
juegan un papel que se pueden intercambiar (véase el caso de los problemas de areas
con las dimensiones ancho y largo). Este es el caso de los problemas de producto de
medidas. Sin embargo, en los problemas de isomorfismo de medidas los papeles no son

intercambiables y los denominan problemas asimétricos.

Bell y sus colaboradores sélo estudian los problemas asimétricos y los clasifican en
siete tipos: grupos mdltiples, medida repetida, razén, cambio de unidad (la misma
unidad o unidades distintas, mezcla con unidades iguales y mezcla con unidades
distintas (Castro, 1994).

A esta clasificacion le asignan dos tipos de problemas de dividir: uno correspondiente a
la division como particién, en las que se da la cantidad total y el nimero de partes,
habiendo que hallar el tamafio de cada parte; y otro de divisiébn como cuoticion, en el
que se dan como datos el total y el tamafio de cada parte, debiéndose hallar el nimero

de partes.

Castro (2001) apoyandose en la consideracion de Schwartz (1988) sobre magnitudes
extensivas e intensivas, propone una clasificacion de los problemas de estructura
multiplicativa que se resuelve a través de una sola operacion. Presenta tres clases:
proporcionalidad simple, producto cartesiano y comparacion. En los problemas de

proporcionalidad simple aparecen dos magnitudes extensivas y una intensiva.

En los problemas de producto cartesiano, se presentan dos cantidades extensivas y
componiéndolas generan una tercera también extensiva, pero de distinta naturaleza a las

anteriores. En los problemas de comparacion se establece una comparacion entre dos
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cantidades extensivas mediante términos como “tantas veces como/mas que/menos

29

que”.
El autor al que hacemos referencia, también considera la clasificacion siguiente:

a) problemas de grupos iguales: aquellos en los que se trata de repartir equitativamente

un conjunto de objetos;

b) de tasas: tratan de situaciones donde se adjudica una unidad de medida a un objeto o
grupo de objetos y se quiere averiguar lo que le corresponde a una cantidad determinada

de objetos;

c¢) de comparacion aumento-disminucion: donde se establece una comparacion entre dos

situaciones u objetos con los términos “tantas veces mas” o “tantas veces menos”;

d) de combinacion: aquellos problemas en los que se trata de establecer todas las

posibles situaciones distintas conjugando dos atributos de un conjunto de elementos y

e) de producto de medidas: donde se trata de averiguar el area o el ancho, alto, largo, de

una superficie.

Caballero (2005) completa la clasificacion presentada por Castro dividiendo los
problemas de razon en cuatro tipos: porcentaje, porcentaje precio, porcentaje velocidad

y porcentaje conversion monedas.

Nesher (1988), al igual que hizo con la estructura aditiva, busca las relaciones
semanticas subyacentes en el texto para realizar una clasificacion de los problemas

multiplicativos. Distingue tres categorias:

e Mapping rule, que Puig y Cerdan (1988) traducen como regla de
correspondencia, y que se corresponden con los problemas que Vergnaud
denomina isomorfismo de medidas. Esta categoria la clasifica en dos tipos, de
multiplicacion y division, y dentro de la division distingue dos tipos, cuotitivo y
partitivo.

e Problemas de comparacion multiplicativa que Vergnaud los engloba como
isomorfismo de medidas. Brown (1981) los llama de factor multiplicativo y

Breeke (1991) los llama problemas de factor escalar.
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e Problemas de multiplicacion cartesiana que estan incluidos en la categoria de
producto de medidas de Vergnaud y que Schwartz define como problemas con

estructuraExXE =E".
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Hendrickson (1986) distingue cuatro clases de estructura multiplicativa:

e Cambio: los defiende de forma similar que los problemas aditivos de cambio.
Hay un conjunto inicial que se transforma mediante un cambio numérico en un
conjunto final. A la vez los divide en tres clases dependiendo de cuél es el dato

desconocido, el producto total, el multiplicando o el multiplicador.

e Comparacion: son una extension de los problemas aditivos comparativos.
Contestan a preguntas como: ¢qué parte de? y ¢;cuantas veces tanto como? En
estos problemas interviene un conjunto referente y un conjunto comparado. De
igual manera que en la categoria anterior, subdivide estos problemas

dependiendo de la incognita que hay que hallar.

e Razdn: son problemas que presentan dos variables (una dependiente y otra
independiente) y una razén de proporcionalidad, como por ejemplo, kilbmetros
por hora. Los vuelve a dividir en tres categorias dependiendo de cuél sea la

cantidad desconocida.

e Seleccidn: incluye los problemas de tipo cartesiano, en los que hay que hallar el
nimero de combinaciones, o bien el cardinal de uno de los conjuntos

componentes.

Puig y Cerdan (1988) realizan una clasificacion de los problemas multiplicativos a
partir de la presentada por Vergnaud (1983) afiadiendo una categoria mas que el autor
citado no considera y que si lo hace Nesher (1987). Afiaden también el modelo de
operacion propuesto por Brown (1981) para poder hacer referencia méas facilmente a la

comprension de las operaciones. La clasificacién queda de la siguiente manera:

e Isomorfismo de medidas: Estos problemas corresponden a dos espacios de
medida entre los que hay una proporcion simple. En esta categoria hay tres
posibilidades dependiendo de cual es el dato desconocido. A esta categoria
Nesher la llama regla de correspondencia y Brown razén. Vergnaud (1983)
incluye en esta categoria los problemas de regla de tres, ya que tienen la misma

estructura, aunque corresponden a problemas de mas de una etapa.
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e Comparacion multiplicativa: Esta categoria semantica no fue considerada por
Vergnaud. Brown la denomina problemas de factor multiplicativo. En estos
problemas se comparan dos cantidades (del mismo tipo de magnitud) mediante
una funcidn escalar. También aparecen tres posibilidades dependiendo de cudl es

el dato que haya que calcular.

e Producto de medidas: En esta categoria se incluyen los problemas
correspondientes a volumenes, areas, o problemas combinatorios. Esta categoria,
por ser semanticamente conmutativa, sélo presenta dos posibilidades segun cual
sea el dato pedido. Nesher llama a esta categoria multiplicacion cartesiana y

Brown producto cartesiano.

Kouba (1989) clasifica los problemas atendiendo a la posicion de la incognita en tres
categorias: problemas de multiplicacion (la incognita es el producto), problemas de
division partitiva (la incognita es el nimero de elementos de cada conjunto) y los
problemas de division de medida (la incognita corresponde al nimero de conjuntos).

En 1999, Carpenter et al proponen la siguiente clasificacion de problemas
multiplicativos: problemas de agrupamiento y particion (aquellos que pueden ser
agrupados en grupos equivalentes), problemas simétricos (problemas de Aéreas,
combinacién y tablas) y los problemas no simétricos (problemas de razén, precio y

multiplicacién comparativa).

De todas las clasificaciones presentadas, para los problemas de estructura multiplicativa,
las més divulgadas son las de Nesher (1988), Schwarz (1981, 1988) y Vergnaud (1983,
1988). No obstante, a diferencia de lo que ocurre en los problemas de estructura aditiva,
no existe una clasificacion universalmente aceptada. Por tanto, no hay acuerdo en el

nombre de las clases de los problemas, aunque si en las categorias béasicas.
11.3.5. ORDEN DE DIFICULTAD DE LOS PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS

Las investigaciones han puesto de manifiesto que la estructura semantica es una
componente con un peso muy importante cuando se trata de determinar la dificultad de
un problema (Dopico, 2001). En cuanto a los problemas multiplicativos, diferentes
investigadores estan de acuerdo en que los problemas de grupos iguales son mas faciles
que los de comparacion (Bell, Fischbein, y Greer, 1984; Bell, Creer, Grimison y
Mangan, 1989; De Corte y Verschaffel, 1996; Fischbein, Deri, Nello y Marino, 1985;
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Kouba y Franklin, 1993; Mulligan y Mitchelmore, 1997; Nesher, 1992; Tirosh y
Graeber, 1989). Zweng (1964) que entre los problemas de dividion, son méas sencillos

los de division patitiva y que los de razon son més faciles que el resto.

La diferencia entre estos ultimos radica en la forma de expresar linglisticamente la
division.

Brown (1981) examina la comprension que tienen los nifios ingleses de las cuatro
operaciones aritméticas basicas, observando su capacidad para reconocer qué operacion
han de aplicar para resolver un problema aritmético verbal. Este analisis da como
resultado que el modelo de multiplicacion como adicion repetida es mas facil que el de
producto cartesiano y que los problemas de producto cartesiano que les resultan méas
sencillos son los de tipo partitivo. También concluye que el orden de dificultad de las
operaciones es adicion, substraccién, division y multiplicacion; resultado ratificado por
Valentin y Champ (2005). A estos resultados Christou y Philippou (1998) afiaden que

los problemas més dificiles de multiplicacidn son los que corresponden al tipo de tasas.

De Corte, Verschaffel y Van Coillie (1988) advierten que los problemas simétricos

tienen una mayor dificultad cuando el multiplicador es menor que la unidad.

La revision bibliogréfica llevada a cabo por Castro (1994) sobre las dificultades que

presentan los problemas multiplicativos le lleva a manifestar que:

a) no hay acuerdo en qué categoria es la mas facil. Nesher (1988) dice que es la
comparacion, Hart (1981) y Brekke (1991) la de adicion repetida;

b) el tipo de nimero, natural frente a decimal, es una variable importante a tener en

cuenta;

¢) no hay acuerdo sobre si la dificultad en un tipo de problema es resultado del tipo

de problema o de la ensefianza recibida.

Al igual que para los problemas de estructura aditiva, daremos mas informacion sobre
este tema en el capitulo siguiente que presentan resultados de investigaciones sobre

resolucion de problemas.
I1.4. RESOLUCION DE PROBLEMAS
De igual forma que la idea de “qué es un problema”, como hemos puesto de manifiesto

en apartados anteriores, es diferente para distintos autores, asi sucede con la idea de
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“qué es resolver un problema”. La expresion varia desde la consideracion de Puig
(1993) como “la actividad mental desplegada por el resolutor desde el momento en que,
siéndole presentado un problema, asume que lo que tiene delante lo es y quiere
resolverlo, hasta que da por acabada la tarea” (p. 21), hasta la consideracion de Agre
(1982) para quien la resolucion de problemas es el proceso de aplicacion de los
conocimientos previamente adquiridos a situaciones nuevas y no familiares, o la postura
intermedia que comenta Contreras (1998) que se refiere a la resolucion de problemas
como una tarea exclusivamente perceptiva y conceptual, en la que el sujeto que se
enfrenta a ella la puede comprender dado su aprendizaje previo, pero no conoce aun un
medio por el que la pueda resolver por lo que experimenta confusion, aunque no
excesiva, ante la situacion presentada. Partiendo de estas consideraciones este autor
sostiene que la resolucion de problemas es el proceso mediante el cual el individuo se

desembaraza de su problema.

El auge en el interés por el proceso de resolucién de problemas en el campo de la
investigacion en educacion matematica se produce a partir de la publicacion del libro de
Polya (1965) “How solve it”. Es aceptado por la comunidad de investigadores que este
libro motiva que el tema pase a ser considerado en el area como un campo de estudio
especifico el cual ha recibido gran atencion en las Gltimas décadas. Centrandose en el
punto de vista escolar, Castro (2008) recoge varios componentes que sefiala Kilpatrick
(1978) en la resolucion de un problema: el problema, interrogante o cuestion que se
plantea, el alumno (o los alumnos) a quien se plantea el problema para que lo resuelva y
la situacion en que resuelve el problema, que en el dmbito educativo es el aula,
manejada por el profesor. La consideracion de cada uno de ellos, por separado o
conjuntamente, en interaccion con los otros componentes, permite situar distintas lineas

de investigacion en resolucion de problemas en educacion matematica.

Estos estudios sobre resolucién de problemas han tratado desde cuestiones mas simples,
como la ejecucion de ejercicios, hasta la resolucion de problemas complejos con la
intencion de hacer matematicas como los matematicos profesionales (Schoenfeld,
1992). Los resultados de la investigacion han sido interpretados desde puntos de vista
variados. También ha sido diferente el nivel educativo elegido para realizar los estudios
de campo. Respecto a los primeros niveles, numerosas investigaciones, desde distintas

perspectivas, han explorado la resolucion de problemas aritméticos verbales (Baroody,
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1988; Carpenter et al, 1981; De Corte y Verschaffel, 1987b; Fuson y Hall, 1983;Nesher,
1982 y Vergnaud, 1991, entre otros). En este nivel educativo la investigacion sobre

resolucion de problemas ha sido mas compacta y sistemética que en otros casos.

11.4.1. DIFERENTES CONSIDERACIONES CURRICULARES SOBRE LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS

La resolucién de problemas puede ser introducida en el aula bajo diferentes propdsitos.
Schroeder y Lester (1989) distinguen entre ensefiar sobre resolucién de problemas, para
resolver problemas o via resolucion de problemas. La ensefianza sobre resolucion de
problemas se centra en trabajar estrategias de resolucion, con el objetivo de que los
estudiantes aprendan a resolver problemas. La ensefianza para resolver problemas se
centra en la aplicacion de conocimientos matematicos aprendidos anteriormente para
resolver problemas, con el objetivo de asentar los conocimientos matematicos
adquiridos por los estudiantes. La ensefianza via resolucién de problemas consiste en
tomar a éstos como medios a través de los cuales aprender nuevo conocimiento

matematico.

Se aprecia que los objetivos de estos propositos, son diferentes. EI objetivo asociado al
primer proposito es que los estudiantes aprendan a resolver problemas. El asociado al
segundo proposito es asentar los conocimientos matematicos adquiridos por los
estudiantes. El objetivo asociado al tercer propdsito es utilizar la resolucion de
problemas como mediador a través del cual se trate de hacer la ensefianza de las
matematicas, como metodologia de ensefianza; en tal caso el conocimiento matematico

va surgiendo a medida que se va dando solucidn a los problemas.

En este mismo sentido Carrillo (1996) manifiesta que la resolucion de problemas se
puede considerar de tres formas: como un objetivo a alcanzar, como un proceso 0 como

una destreza basica.

Enlazando con la idea de Carrillo, Noda (2000) sefiala que dependiendo de cémo se
considere la resolucion de problemas, el foco de atencién variard. Cuando la resolucion
de problemas se considera una meta, lo que importa es aprender a resolver problemas,
independiente de los problemas especificos, de procedimientos o métodos. Cuando se le
considera como un proceso, lo que importa son los conceptos, métodos, procedimientos
y estrategias puestos en juego. Cuando es considerada como una destreza bésica, se

requiere que los estudiantes, en general, adquieran destrezas en el enfrentamiento a
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problemas rutinarios, dejando el abordaje de verdaderos problemas a los alumnos mas
avanzados. Cuando se considera como una metodologia de ensefianza lo importante es

elegir aquellos problemas que permitan alcanzar el conocimiento matematico fijado.

En cuanto al potencial que ofrece la resolucion de problemas para el aprendizaje, Pozo
(1994) identifica dos tendencias generales de opinion: la que afirma que con la
resolucion de problemas el individuo adquiere estrategias que podra aplicar a otro tipo
de problemas, y la que sostiene que la resolucién de problemas y su instruccion se

abordan en las areas y contextos especificos a los que se refieren los problemas.

Desde otra vision Carrillo (1995) considera que la resolucion de problemas, como tarea
compleja que es, ofrece una posibilidad para organizar la diversidad de niveles
existentes en el aula, es un marco ideal para la construccion de aprendizaje significativo
y fomenta el gusto por la matematica y el desarrollo de una actitud abierta y critica. La
resolucion de problemas es el motor de la clase de matematicas, lo que pone al

estudiante ante el reto de hacer matematicas.

Polya (1965), Gagné (1965) y Brown (1978), entre otros, sefialan la estrecha relacion de
la resolucion de problemas con el aprendizaje, argumentando que da lugar a la
produccién de conocimiento nuevo y también permite la aplicacion de los
conocimientos adquiridos a situaciones nuevas, no familiares. Asi Polya (1962) situa la
resolucion de problemas como un indicador del conocimiento matematico de un
individuo. Gagné (1965) toma la resolucion de problemas como la forma mas elevada
del aprendizaje y Brown (1978) manifiesta que la resolucion de problemas puede ser un
tipo de aprendizaje matematico, al igual que la memorizacion simple, el aprendizaje
algoritmico y el aprendizaje conceptual, diferenciandose de éstos en que la resolucion
de problemas puede ser una via para la construccion de las estructuras anteriormente

mencionadas (conceptuales, algoritmicas y de memorizacion).
11.4.2. ETAPAS Y ESTRATEGIAS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

Diferentes investigadores han establecido etapas en el proceso de resolucion de
problemas. En algunos casos su definicion coincide aunque se utilicen diferentes
expresiones. Estas etapas conducen a los autores a sugerir estrategias de utilidad para la
resolucion de problemas. Son, por tanto, de interés para ensefiar a los alumnos a
resolver problemas. Recogemos en la Tabla 11.6 las propuestas de etapas hechas por

diferentes investigadores, aglutinando la informacién recogida al respecto por Castro y
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Castro (1996) y Espinosa (2004). A continuacion comentamos algunas de estas

propuestas.

Poincaré, 1908

1. Un periodo de trabajo consciente

2. Un periodo 