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Presentacion

1

El objeto de esta investigaciéon lo constituye el estudio de los fenémenos
relacionados con el limite finito de una sucesién. El limite es un “concepto
clave” del andlisis matematico y la dificultad de su ensefianza atrajo desde un
primer momento al equipo de investigacion formado por Moisés Coriat
Benarroch, Teresa Sanchez Compafia y Francisco Javier Claros Mellado, que
intentaron acercarse a él desde el punto de vista de las sucesiones (Claros) y

desde el punto de vista de las funciones (Sanchez).

El origen de este trabajo hay que situarlo un poco antes de la eleccién del
trabajo de investigacion. La memoria realizada por Claros (2000), sobre la
aproximacion en sucesiones de numeros reales, nos acerc6 al analisis no-
estandar, y al tratamiento que el limite y las aproximaciones reciben en dicho
andlisis, como constatamos leyendo a Robinson (1974). Al trabajar con la
definicion de limite desde esta perspectiva, es necesario manejar los
infinitésimos y los infinitésimos equivalentes, elementos que habian sido
desechados a lo largo de la historia, y que se recuperaban para intentar dar una

definicion mas accesible a todos.

Los infinitésimos que, en sus comienzos, ayudaron a manejar la definicion de
limite finito de una sucesion, nos parecia ahora que contribuian a oscurecerla,
debido sobre todo a la terminologia y expresiones, empleadas en el analisis no-
estandar (como suficientemente grande, suficientemente pequefio, tendencia,
proximidad o aproximacién, entre otros), asociadas a la definicion de

infinitésimo.

Después de muchas horas de conversaciéon en el seno del equipo de
investigacion arriba mencionado, en las que discutimos sobre la pertinencia de
seguir abordando el limite finito de una sucesién, optamos por no continuar en

la linea del andlisis no-estandar, ya que, para seguir en ella, tendriamos que dar



una definicién clara del papel que juegan las expresiones anteriores en la

definicion de limite, y esto abria un campo que no veiamos coémo abordar.

Nuestro interés, sin embargo, siguié centrado en analizar el limite, con dos
objetivos: tener una idea mas clara de todos los elementos puestos en juego por
la definicion y descubrir (en el sentido de destapar o desenredar) elementos

que facilitaran el acceso a la definicién de limite.

En nuestras revisiones bibliograficas habiamos observado que la mayoria de los
trabajos se habian ocupado del estudio del limite, sin distinguir entre
sucesiones y funciones. Surgio, por contraste, la idea de establecer diferencias y
analogias entre las definiciones de sucesiones y funciones, que pudiesen dar
lugar a la elaboracién de dos investigaciones distinguibles por su tema, pero
comunmente entroncadas en “el limite”. En el equipo de investigaciéon tenemos
la conviccion de que, a la presente memoria, le seguira otra, elaborada por la
investigadora Sanchez Compafa, que estudiara el limite finito de una funcién

en un punto.

El andlisis detallado de la definicién de limite finito de una sucesion y limite
finito de una funcién en un punto, nos dio bastante informacién y conseguimos
estructurar las diferencias y analogias observadas apelando a dos grandes

organizadores: el simbolismo matematico y la fenomenologia didactica.

2

El estudio del limite finito de una sucesiéon que presentamos, lo hemos

organizado mediante seis capitulos, que describimos brevemente.

Dada la abundante bibliografia existente sobre “el limite”, era necesario
comenzar por un estudio de antecedentes, que se describen en el capitulo 12
Para presentar un resumen (y, a veces, critica) de las lecturas realizadas, hemos
clasificado los trabajos segun los criterios siguientes: Desarrollo histérico del

concepto de limite; Infinito potencial e infinito actual; Propuestas didacticas



relativas a la ensefianza del limite; Dificultades, obstaculos y errores relativos al
limite; y Ubicacién del concepto de limite de una sucesién en el curriculo. Estos
criterios, por supuesto, no definen una clasificacion matematica en sentido

estricto.

En el capitulo 29, se expone el marco tedrico de nuestra investigacion, que se
nutre de tres grandes lineas de trabajo: fenomenologia, pensamiento
matematico avanzado y representaciones. En este marco, tienen cabida varios
enunciados: el de nuestro problema de investigacion, los objetivos perseguidos,

los métodos usados para llevarla a cabo y las hipdtesis que querriamos refutar.

Los fendmenos que, por nuestra investigaciéon, entendemos que son
organizados por una definicion de limite finito de una sucesidn, se presentan en
el capitulo 39 junto con diferentes perspectivas de ampliaciéon (al encontrar
que, fenomenoldgicamente, solamente hay dos tipos de definiciones de limite

finito).

Los fendmenos caracterizados en el capitulo 32, los hemos buscado en libros de
texto, como se explica en el capitulo 42. Esta bisqueda se realizé en un periodo
temporal que abarca unos 70 afios. Creemos que el método de estudio
cualitativo usado es replicable y, por tanto, puede ampliarse la muestra (en

numero de documentos y en extension temporal) practicamente a voluntad.

Por analogia, decidimos plantear la busqueda de esos fenomenos en las
producciones de alumnos; a ello se dedica el capitulo 52. Para hacerlo, hubimos
de disefiar un instrumento que permitiera recoger informacion sobre lo que
escriben los alumnos; la muestra elegida, desde luego, no es representativa,
pero los estudios de frecuencias que hemos realizado aportan abundante

informacion sobre este tépico.

El ultimo capitulo, el 62 resume algunas ideas desarrolladas, presenta
conclusiones y enumera algunas perspectivas de futuro para esta investigacion.
Hemos pasado revista al logro de objetivos y a la refutaciéon (o no) de las

hipotesis enunciadas.



Conviene resefiar algunas decisiones tomadas a la hora de estructurar el

presente documento.

Cada capitulo se inicia con un apartado de introduccién, no numerado, que da
una panoramica y, a la vez, lo resume. Con objeto de mantener un hilo
conductor en el desarrollo de cada capitulo, en muchas ocasiones hemos
remitido informaciones detalladas a los anexos. Por ejemplo, cuando hablamos
de una consulta a expertos (y lo hacemos por dos veces en esta memoria),

remitimos a anexos la informaciéon mas detallada sobre esa consulta.

Otra decision ha estado ligada a la posicion de los anexos. Dado que los
capitulos tienen una meta sencilla de enunciar, hemos preferido colocar los
anexos al final de cada capitulo (y no al final del texto). Asi, cada capitulo tiene

su propio contenido y se facilita el acceso para comprobaciones.

Pareci6 conveniente respetar la costumbre de ubicar la bibliografia al final del

documento.

Finalmente, en los anexos y en algunas partes de los capitulos, hemos usado el
interlineado sencillo, mientras que, como norma, éste ha sido de 1’5. Esto no
quiere decir que demos menos importancia al contenido de unos parrafos u

otros.



Indice

Capitulo 12: ANTECEAENEES ...coueeeeeeeeeeeeseeseesseesees s ssses s ss s s ss s s s s st sessssnens
Introducciéon
1.1. Desarrollo historico del concepto de HHMIte .....ooeeoreeermeerseeenseessmsesmsessseesseeenns
1.2 Infinito potencial e infinito actual

1.2.1 Desarrollo histérico del infinito; tipos de infinito
1.2.2 El infinito y la didactica de la matematica

1.2.3 "Posicién” del infinito: ; pensamiento matematico elemental o avanzado? 24
1.2.4 Ensefianza del concepto de infinito 25
1.3 Propuestas didacticas para la ensefianza del HHMIte .....cooenmenernnenneessesnneesssssesssesssesssssesens 28
1.3.1 Propuestas centradas en el trabajo con alumnos. Andlisis de respuestas obtenidas a cuestiones
relativas al concepto de limite. 28
1.3.2 Propuestas centradas en el trabajo con profesores. Analisis de su tarea docente. .........coueerrreeeennne 44

1.4. Dificultades en torno a la idea de limite
1.4.1 Dificultades respecto al analisis matematico
1.4.2 Dificultades especificas del concepto de limite
1.4.3 Dificultades en torno al lenguaje del limite

1.5 Ubicacion curricular del limite de Una SUCESION .......cceueeeueeemeeeseeesseessssssssssesssssesssesessesessesssseees

Capitulo 22: Campo de problemas y marco teérico

Introduccion

2.1 Fenomenologia
2.1.1 Idea de andlisis fenomenoldgico
2.1.2 Tipos de fenomenologia
2.1.3. Objetos mentales y conceptos
2.1.4 Objetos mentales y conceptos a lo largo de la historia de las matemaéticas
2.1.4. Limite, continuidad e infinito

2.2 Las representaciones en MateImMAtiCAS .....occeereeseersseessesseessssssssesssesssssssssssssesssesssssssssssssssssssssessseens
2.2.1 Representaciones y sistemas de representacion
2.2.2 Representacionalismo y antirrepresentacionalismo
2.2.3. Representacion y comprension
2.2.4 Visualizacion
2.2.5 Sistemas de representacion en la ensefianza del limite

2.3 Pensamiento matematiCo aVANZAA0 ...coeererereereeeniesseersesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss
2.3.1 Teorias cognitivas
2.3.2 Diferencia entre pensamiento matematico avanzado y elemental
2.3.3 Situacion del concepto de limite dentro del Pensamiento Matematico Avanzado.

2.4 Delimitacion del problema de inVestigacion......orerrssrsssssssssssssssssssssssssssesnes
2.4.1 Objetivos
2.4.2 Metodologia
2.4.3 Hipotesis

Capitulo 32: ESTUAIO tEOTICO .veueereeeeeneenseessecsseetssesseessees s ssss s s ssssssssssss s s sssasssesssnees
50U L (ool 1o o TP

3.1 Limite finito de UNA SUCESION cueereeerrreernresssessessssssssssssessssssss st sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss
3.1.1. Definicién seleccionada

3.2 Fen6menos organizados por la definicidn de limite finito de una sucesion..........cue




3.2.1 Aproximacién Simple Intuitiva 147

3.2.2 Retroalimentacién o Ida-Vuelta en Sucesiones 148
3.2.3 Relacion entre la aproximacion simple intuitiva, la retroalimentacién y el concepto de limite.149
3.2.4 Otras definiciones de limite de finito de una sucesién 151
3.2.5 Limite infinito de una sucesion 152
3.3 Fendmenos, sistemas de representacion ¥ formatos ......ceessessssssssssssssssssseses 154
3.4 Conocimiento implicito en la definicién de limite finito de una sucesion.........cerereneens 162
3.4.1 Enfoque simbdlico

- Dependencias

- Orden, valor absoluto y cota

- Procesos infinitos
-Tipos de infinitos

3.4.2 Enfoque fenomenolégico
3.5 Fenémenos presentes en la definicion de sucesion de Cauchy
3.5.1 Diferencias simbdlicas entre una definicién de limite finito de una sucesién y una definicién de

sucesion de Cauchy 168
-Acotacién en Def-Ly en Def-C 168
-Procesos infinitos en Def-L y en Def-C 168
-Tipos de infinito 169

3.5.2 Fendmenos observados en una sucesion de Cauchy 170
- Aproximacién simple intuitiva de Cauchy (ASIC) 170
-Fenémeno de Cauchy (IVSC) 171

3.5.3 Diferencias entre una definicion de limite finito de una sucesion y una definiciéon de sucesién de

Cauchy. 172
3.5.3.1 Comparacién entre la aproximacién simple intuitiva (asi) y la aproximacién simple intuitiva de
cauchy (asic) 172
3.5.3.2 Diferencias y analogias entre la retroalimentacion (ivs) y el fenémeno de cauchy (ivsc) ....couuumrurunne 173
Estudio de diferencias 173
Estudio de funciones “épsilon-N" y entornos asociados 173

3.6 Conclusiones del eStUAIO TEOTICO ...uurrreermeeierrersseessssssserssssses st ssssssssssss s sssssses s s sssasssssssseses 175
Anexo 3.1: Detalles de 1a cONSUIa @ EXPEITOS....crienerneesinieseersseesssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssanes 177

A3.1.1 Muestras 177

A3.1.2 Estudio de las respuestas de los expertos 179

A3.1.3 Comentarios sobre las definiciones presentadas 181

A3.1.4. Modelo de escrito a expertos y de cuestionario administrado 183

Anexo 3.2 Los fenémenos a.s.i e i.v.s en las definiciones del ANeX0 3.1 ...oveeereeveeeneersneeseeennns 186
Defl
Def2
Def4
Def5
Def6
Def7

Capitulo 42: Fendmenos a.s.i e i.v.s en libros de texto
IntroducCion .....ceeereeeeeeseeenee
4.1 Rasgos del estudio

4.1.1 Rasgos principales del estudio de libros de texto
4.1.2 Descripcién breve de la muestra de libros
4.1.3 Razén usada para excluir libros. Duda resuelta
4.2 Estudio empirico de libros de texto

4.2.1 Guidn estructurado para el analisis de los libros de texto 196
4.2.2 Explicacion de los cédigos de ubicacion 200
4.2.2.1. Cédigo asignado a los libros 200
4.2.2.1. Cédigo asignado a las unidades de informacién y a los fenémenos. Simplificacién de cédigos............ 202

4.3 Muestra de libros y plan del estudio
4.3.1 Muestra
4.3.2 Un ejemplo

LS97006. Ficha
LS97006.Secuenciacién

LS97006. Detalle de los fendmenos observados 206
LS97006. Cuadros-resumen 207

4.4 Los fendmenos a.s.i e L.v.s en la muestra de liDros ... sssessssessesssssessssssssssanes 208
4.4.1 Tabla de frecuencias del fendmeno a.s.i 208
4.4.2 Tabla de frecuencias del fenémeno i.v.s 210
4.4.3 Uso relativo de los fenémenos a.s.i e i.v.s en los sistemas de representacion ... 212

4.4.4 Relacién entre los fendmenos a.s.i e i.v.s 213




A4.1.2 Periodo 1960-1969

A4.1.3 Periodo 1970-1980

4.5 Estudio de los fenémenos por periodos. (12) “Décadas”
4.5.1 El fenémeno a.s.i en funcién de las décadas
4.5.2 Evolucién de los cédigos del fendmeno a.s.i segin las décadas

4.5.2.1 Representacion verbal (a.s.i v-e y a.s.i v-d) en las décadas

4.5.2.2 Representacion tabular (a.s.i t-e) en las décadas
4.5.2.4 Representacion grafica (a.s.i g-e) en las décadas

4.5.3 El fenémeno i.v.s en funcién de las décadas

4.5.4 Evolucidn de los codigos del fendmeno i.v.s segin las décadas

4.5.4.1 Representacién verbal (i.v.s v-e é i.v.s. v-d) en las décadas

4.5.4.2 Representacion tabular (i.v.s t-e € i.v.s. t-d) en las décadas
4.5.4.3 Representacion grafica (i.v.s. g-e é i.v.s g-d) en las décadas
4.5.4.4 Representacion simbolica (i.v.s. s-e é i.v.s s-d) en las décadas

4.5.5. Comparacion de fendmenos a.s.i e i.v.s en funcién de las décadas.

4.6 Estudio de los fendémenos por periodos. (22) “Periodos educativos” ........ceeemeeesmeesseeennes
4.6.1 Tabla de frecuencias del fendmeno a.s.i

215
216
217

218

219

219
220
221

222

222

222

4.6.1.1 Representacion verbal (a.s.i v-e y a.s.i v-d) en los periodos educativos
4.6.1.2 Representacion tabular (a.s.i t-€) en los periodos educativos
4.6.1.3 Representacion grafica (a.s.i g-e) en los periodos educativos
4.6.2 Tabla de frecuencias del fendmeno i.v.s en funcién de los periodos educativos.........cemeeeerennnns
4.6.2.1 Representacion verbal (i.v.s v-e é i.v.s v-d) en los periodos educativos
4.6.2.2 Representacion tabular (i.v.s t-e) en los periodos educativos
4.6.2.3 Representacion grafica (i.v.s g-e é i.v.s g-d) en los periodos educativos
4.6.2.4 Representacion simboélica (i.v.s s-e é i.v.s s-d) en los periodos educativos

4.7 Avances provisionales

224

226

Anexo 4.1 Fenémenos hallados en cada libro
A4.1.1 Periodo 1933-1959

LS93001Ficha

LS93001. Secuenciacion

LS93001. Fenémenos observados

LS93001. Cuadros-resumen

LS93002. Ficha

LS93002. Secuenciacion

LS93002. Fendémenos observados

LS93002.Cuadros-resumen

LS93002. Comentario

LS93003. Ficha

LS93003. Secuenciacion

LS93003. Fendémenos observados

LS93003. Cuadros-resumen

LS93004. Ficha

LS93004.Secuenciacion

LS93004.Detalle de los fendmenos observados.

LS93004. Cuadros-resumen

LS94001. Ficha

LS94001. Secuenciacion

LS94001. Detalle de los fendmenos observados

LS94001. Cuadros-resumen

LS96001. Ficha

LS96001. Secuenciacion

LS96001. Detalle de los fendmenos observados

LS96001.Cuadros-resumen

LS96002. Ficha

LS96002. Secuenciacion

LS96002.Detalle de los fendmenos observados.

LS96002. Cuadros-resumen

LS96003. Ficha

LS96003. Secuenciacion

LS96003. Detalle de los fendmenos observados

LS96003.Cuadros-resumen

LS96004. Ficha

LS96004.Secuenciacion

LS96004.Detalle de los fendmenos observados

LS96004. Cuadros-resumen

253

LS97001. Ficha

254

LS97001. Secuenciacion

255
255

LS97001. Detalle de los fendmenos observados

255

LS97001.Cuadros-resumen

256




LS97002. Ficha 257

LS97002.Secuenciacion 257
LS97002. Detalle de los fendmenos observados 257
LS97002.Cuadros-resumen 258
LS97003.Ficha 259
LS97003. Secuenciacion 259
LS97003. Detalle de los fendmenos observados 260
LS97003. Cuadros-resumen 263
LS97004. Ficha 264
LS97004. Secuenciacion 264
LS97004. Detalle de los fendmenos observados 264
LS97004.Cuadros-resumen 265
LS97005.Ficha 266
LS97005. Detalle de los fendmenos observados 266
LS97005.Cuadros-resumen 266
LS97006. Ficha 267
LS97006.Secuenciacion 267
LS97006. Detalle de los fendmenos observados 267
LS97006. Cuadros-resumen 268
A4.1.4 Periodo 1980-1989 270
LS98001. Ficha 271
LS98001. Secuenciacion 271
LS98001. Detalle de los fendmenos observados 271
LS98001. Cuadros-resumen 272
L.S98002. Ficha. 273
LS98002. Secuenciacion 273
LS98002. Detalle de los fendmenos observados 273
LS98002. Cuadros-resumen 276
LS98003. Ficha 278
LS98003. Secuenciacion 278
LS98003.Detalle de los fenémenos observados 279
LS98003. Cuadros-resumen 280
LS98004. Ficha 282
LS98004. Secuenciacion 282
LS98004. Detalle de los fendmenos observados 282
LS98004. Cuadros-resumen 283
LS98005.Ficha 284
LS98005.Secuenciacion 284
LS98005.Detalle de los fenémenos observados 284
LS98005. Cuadros-resumen 287
LS98006. Ficha 289
LS98006. Secuenciacion 289
LS98006. Detalle de los fendmenos observados 289
LS98006. Cuadros-resumen 290
LS98007. Ficha 292
LS98007. Secuenciacion 292
LS98007.Detalle de los fenémenos observados 292
LS98007.Cuadros-resumen 294
L.S98008. Ficha 295
L.S98008. Secuenciacion 295
LS98008. Detalle de los fendmenos observados 295
LS98008. Cuadros-resumen 296
A4.1.5 Periodo 1990-1999 297
LS99001.Ficha 298
LS99001. Secuenciacion 298
LS99001. Detalle de los fendmenos observados 298
LS99001. Cuadros-resumen 299
LS99002. Ficha 300
LS99002. Secuenciacion 300
LS99002. Detalle de los fendmenos observados 300
LS99002. Cuadros-resumen 300
LS99003. Ficha 301
LS99003. Secuenciacion 301
LS99003. Detalle de los fendmenos observados 301
LS99003. Cuadros-resumen 302
LS99004. Ficha 303
LS99004. Secuenciacion 303
LS99004. Detalle de los fendmenos observados 303
LS99004. Cuadros-resumen 304
A4.1.6 Periodo 2000-2005 305

LS00001. Ficha 306




LS00001. Secuenciacion 306

LS00001. Detalle de los fendmenos observados 306
LS00001. Cuadros-resumen 307
LS00002. Ficha 308
LS00002. Secuenciacion 308
LS00002. Detalle de los fen6menos observados 308
LS00002. Cuadros-resumen 309
LS00003. Ficha 310
LS00003.Secuenciacién 310
LS00003. Detalle de los fen6menos observados 310
LS00003. Cuadros-resumen 310
Capitulo 52 Fenémenos a.s.i € i.v.s en producciones de alumnos.........uenenennesssesseenns 313
Introduccion
5.1 Construccién del instrumento .
5.1.1 Primera Etapa: Borrador de cuestionario y consulta a expertos 317
5.1.1.1 Cuestionario inicial 317
5.1.1.2 Revision del cuestionario inicial por expertos 318
5.1.2 Segunda etapa: Prueba piloto 319
5.1.2.1 Decisiones 319
5.1.2.2 Disefio basico 319
5.1.2.3 Objetivos 320
5.1.2.4 Muestra 320
5.1.2.5 Preguntas 321
5.1.2.6 Categorias para el analisis de las respuestas 322
5.1.2.7 Resumen de las respuestas obtenidas 323
5.1.2.8. Conclusiones de la prueba piloto 324
5.1.3 Tercera etapa: Elaboracién del instrumento 326
5.2 Administracion del CUESTIONATIO .. ierereeesresserseisesessss s ssssssssessssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseses 328
5.2.1 La muestra y su estructura 328
5.2.2 Ejemplos de asignacidn de categorias 329
5.3 EStUAIO AESCIIPLIVO.uiiriesriesressessessssssessssssssss s ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssns 333
5.3.1 Criterios de presentacién y cédigos de etiquetas 333
5. 3.1 Resultados obtenidos en el IES “José Hierro” 334
5.3.1.1 Tablas de grupo y tabla agregada para el Centro. 334
5.3.1.2 Resultados del L.E.S “José Hierro” 336
5.3.2 Resultados obtenidos en el L.E.S “Celestino Mutis”. 337
5.3.2.1 Tablas de grupos y agregada para el Centro 337
5.3.2.2 Resultados del IES “Celestino Mutis” 338
5.3.3 Resultados obtenidos en el L.E.S “Damaso Alonso” 339
5.3.3.1 Tablas por grupo y agregada para el Centro 339
5.3.3.2 Resultados del IES “Damaso Alonso” 340
5.3.4 Comparacion de respuestas en el nivel de agregacion “institutos” 341
5.3.5 Ultima agregacién: los tres institutos 342
5.4 Las variables SECUNAATIAS ... wrererrreseersreessessssesssesssessssesssessesssssssssssssesssesssssssssesssesssssssssessesssssssseses 345
5.4.1. Variable sexo 345
5.4.1.1 Resultados obtenidos en el IES “José Hierro” 345
5.4.1.2 Instituto “Celestino Mutis” 347
5.4.1.3 Instituto “Damaso Alonso” 348
5.4.1.4 Comparacidén de respuestas por sexos e institutos 349
5.4.1.5 Agregacion de institutos 351
5.4.2 Variable edad 353
5.4.2.1 Resultados por edad, IES agregados. 353
5.4.2.2 Categorias y edades: comentarios adicionales 354
5.5 Producciones de alumnos y 1iDros de tEXL0 ... eeereeemsessseessssssssssssssssesssssessssssssssssssssssssssssans 356
5.6 Test de independencia de 1as variables.......eeeeeeeesssessssessesssessnns ..358
5.6.1 Resultados del test, por instituto y pregunta, en el par de variables categoria-edad.......cccccoouuueeee. 359
Instituto “José Hierro” 359
Instituto “Celestino Mutis” 360
Instituto “Damaso Alonso” 361
5.6.2 Resultados del test, por pregunta, en el par de variables categoria-edad 361
5.6.3 Resultados del test, por instituto y pregunta, en el par de variables categorias-sexo.......... 362
Instituto “José Hierro” 362
Instituto “Celestino Mutis” 362
Instituto “Damaso Alonso” 363
5.6.4 Resultados del test, por pregunta, en el par de variables categoria-sexo 363

5.7 Avances y conclusion del segundo estudio empPiriCo ... 364



Anexo 5.1 Cuestionario inicial ¥ reSpuestas de eXPertos ... emeeeessmesssssssesssessssessssssssessanes
A.5.1.1 Cuestionario inicial
A.5.2.2 Respuestas de los expertos
A5.1.3 Conclusiones de la consulta a expertos

Anexo 5.2 Cuestionario administrado € iNSTtrUCCIONES.........cuerreemrerereereerseessseessessseessessssessssessessnes

Anexo 5.3 Respuestas detalladas

Anexo 5.4 Respuestas por instituto y edad

Anexo 5.5 Test y2 de contingencia (Pearson): listados de ordenador

Parte 12: Variables Categoria y Edad
A5.5.1 Resumen del procesamiento de los casos en el IES “José Hierro”

A5.5.2 Resumen del procesamiento de los casos en el instituto “Celestino Mutis” 383
A5.5.3 Resumen del procesamiento de los casos en el instituto “Damaso Alonso” 385
A5.5.4 Variables categoria-edad (agregadas) 388

Parte 22: Variables Categoria y Sexo 390
A5.5.5 Resumen del procesamiento de los casos en el IES “José Hierro” 390
A5.5.6 Resumen del procesamiento de los casos en el instituto “Celestino Mutis” 392
A5.5.7 Resumen del procesamiento de los casos en el instituto Damaso Alonso. 394
A5.5.8 Variables categoria-sexo (agregadas).

Capitulo 62: Conclusiones y resimenes; PerSPeCtiVas ... eeesersnmessmeesseesseesesssessesssens
Introduccion .......eeeermeeeernnns

6.1 Problema de investigacion y objetivos
6.1.1 De los objetivos y su logro
6.2 Refutacién de las hipotesis
6.3 Perspectivas, expectativas
6.4 Reflexion final
A6.1 Resultados relacionados con 10s 0bjetivos 1 § 2: r@SUMEN......eeeeeemeeseersmeesseesssessssessseesnes
A6.2 Resultados relacionados con los objetivos 3, 4 y 5: resumen..
A6.3 Resultados relacionados con el 0bjetivo 6: TESUMEN .....c.eeeereerrmeessssessssessssssssssssssssssesees
A6.4 Resultados relacionados con el 0bjetivo 7: FESUMEN .....c.eeeereeermsesssssesssssessssssssssssssssssesens
A6.5 Tareas de difusién de la investigacién
1210 L0 =3 ¢ 1 - PSPPSRSO




Capitulo 12: Antecedentes

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. 1



Limite finito de una sucesion: fendmenos que organiza

2 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 12 Antecedentes

Introduccion

Este capitulo recoge investigaciones relevantes que han estudiado el concepto
de limite de una sucesién o el de limite de una funcién en un punto, porque en
ocasiones no han distinguido detalladamente ambas ideas. Hemos querido
también recoger ideas notables sobre la situacion actual del concepto de limite

en la didactica de las matematicas.

La informacién recogida de los trabajos que se han ocupado del estudio del

limite, 1a hemos organizado del siguiente modo:

Desarrollo histérico. En este apartado explicamos cémo ha evolucionado el
concepto de limite desde sus origenes ligados a la geometria hasta llegar a la
definicion actual de limite de una funcién de Weierstrass-Heine, pasando por
otras definiciones precursoras, como la de D’Alembert y la de Cauchy, que se
acercaron bastante a lo que consideramos como definicién actual de limite de

una funcion.

Infinito potencial e infinito actual, asi como los tipos de infinito. En este apartado

presentamos las diferencias existentes entre ambos tipos de infinitos y
sefialamos que estan presentes en el concepto de limite finito de una sucesion.
Se presenta brevemente el desarrollo histérico que ha sufrido el concepto de
infinito, mencionando a los principales matematicos que se han ocupado de él,
desde puntos de vista puramente matematico o didactico; en este segundo
campo, se sefalan investigaciones relevantes que se han ocupado de analizar
las dificultades relativas al concepto de infinito en los alumnos, asi como
investigaciones que tratan de mejorar la practica docente para que dicho
concepto resulte mas asequible al alumno. El apartado termina con una
reflexion relativa a la “posicion” del concepto de infinito con respecto al

pensamiento matematico elemental o avanzado.

Propuestas diddcticas relativas a la ensefianza del limite. En este apartado

trabajamos desde dos puntos de vista; por un lado, investigaciones que se han
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centrado en el trabajo con alumnos y, por otro, investigaciones que se han
centrado en el trabajo con profesores. Las primeras, después de establecer las
dificultades de los alumnos relativas al concepto de limite, disefian una
secuencia didactica que va desde el trabajo, por partes separadas, de la
definicion de limite antes de manejar la definicion completa (Mamona-Downs,
2001), hasta el trabajo con una nueva definiciéon de limite, como proponen

Blazquez y Ortega (2002).

Dificultades, obstdculos v errores relativos al concepto de limite. Las dificultades

relativas al concepto de limite han sido puestas de manifiesto por muchos
autores, como Tall (1992) o Sierra, Gonzalez y Lopez (1999). En este apartado
sefialamos las dificultades que presenta el campo matematico del andlisis para,
a continuacién, particularizar y centrarnos en el concepto de limite. Las
dificultades en torno al limite son de muy diferente indole y van desde las
dificultades propias de la definicion (cuantificadores, notacién, multiples
representaciones, entre otras) hasta dificultades relacionadas con el lenguaje

del limite (como tendencia o aproximacion).

Ubicacidn del limite de una sucesion en el curriculo. Nuestra investigaciéon sobre

el concepto de limite se inici6 en el afio 2000, y por lo tanto tres son las leyes
educativas que se han sucedido desde entonces: L.0.G.S.E, L.O.C.E (se aplicé solo
en la Comunidad Autonoma de Madrid) y L.O.E. En este apartado presentamos
las asignaturas de los diferentes planes de estudio correspondientes en las que
estd presente el concepto de limite de una sucesién. Citaremos tanto las
asignaturas en las que aparece el concepto de limite como el apartado del

curriculo referido al concepto de limite.

Esta estructura del capitulo es una de las muchas posibles, ya que algunos
trabajos podrian situarse en mas de un apartado. Al situarlos preferentemente
donde lo hemos hecho, creemos estar respetando la meta perseguida por el

autor (o autores) en su investigacion.
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1.1. Desarrollo historico del concepto de limite

En este apartado hemos recopilado los principales pasos seguidos a lo largo de
la historia hasta llegar a la definiciéon actual de limite. El periodo de estudio

abarcado ira desde la antigua Grecia hasta el siglo XIX.

Segun Boyer (1999) los origenes del concepto de limite los encontramos en la
antigua Grecia cuando Eudoxo emplea el método de exhauscion para calcular el
area de figuras planas. Segiin Arquimedes, Eudoxo dio el lema que ahora lleva el
nombre de lema de Arquimedes (mas conocido como método de exhauscion).
Este lema afirma que si tenemos dos magnitudes que tengan una razdn,
entonces se puede encontrar un multiplo de cualquiera de ellas que exceda a la
otra. Esta propiedad excluia el uso de los infinitésimos, segmentos indivisibles
de cantidad constante. La idea de infinitésimo parece estar presente en los
trabajos de Democrito, aunque su principal aportaciéon es la que afirma que
todos los fendmenos hay que explicarlos en términos de atomos infinitamente

pequeiios e infinitamente variados tanto en forma como en tamaro.

La definicion moderna de limite, tal como hoy la concebimos no se desarrollaria

hasta comienzos del siglo XIX.

En Boyer (1999, p. 567) encontramos recogida la primera definicion de limite

que D’Alembert escribid para la Encyclopédie:

Definicién 1. “Llama a una cantidad el limite de una segunda cantidad variable si
la segunda puede aproximarse a la primera hasta diferir de ella en menos que

cualquier cantidad dada (sin llegar nunca a coincidir con ella)”.

El concepto de limite habia sido abordado también por otros autores, como
Newton o Euler. Newton a través de su método de fluxiones y series infinitas
estuvo muy cerca de una definicion del concepto de limite, aunque emplease en
su terminologia expresiones tan imprecisas como “desvanecerse”. Euler, por su

parte, consideraba las cantidades infinitamente grandes como inversas de las
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infinitamente pequeinas, cosa que fue desechada cuando D’Alembert dio su
definicién de limite. A partir de ese momento lo infinitamente grande se

expresara en términos de limites.

Cauchy toma como punto de partida la definicién de limite dada por D’Alembert
aunque le impone un cardcter aritmético para hacerla mas precisa,
prescindiendo de la geometria, de los infinitésimos y de las velocidades de
cambio. Formula Cauchy la siguiente definicién de limite, casi tan precisa como

la definicién moderna (Boyer, 1999, p. 647):

Definicién 2. “Cuando los sucesivos valores que toma una variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo, de manera que terminan por diferir de él en tan

poco como queramos este ultimo valor se llama el limite de todos los demds”.

Segun Boyer, Cauchy hizo uso de expresiones tales como “valores sucesivos”,
“aproximarse indefinidamente” o “tan pequefio como uno quiera”. La
formalizacion en la que se estaban viendo envuelta las matematicas, hizo
necesario que se reformulara la definicién de limite de manera mas precisa.
Weierstrass y Heine son los que dan la definicién actual conocida como

“definicion epsilon-delta”, también reproducida por Boyer (1999, p. 696):

Definicion 3. “Si dado cualquier & existe un no tal que para 0<n<mny, la diferencia
f(xo + 1)- L es menor en valor absoluto que & entonces se dice que L es el limite de

f(x) para x=xo".

En esta definicion no se exige, como se hace en la definicidbn que manejamos
hoy dia, que € sea mayor que cero; también vemos que el simbolo 7 ha sido
sustituido por 8. Ademas, notamos cémo esta definicion se adapta a la
definicion de limite finito de sucesiones que conocemos hoy y que vulgarmente
llamamos “definicién ¢ - N”. No tenemos constancia en toda la bibliografia
revisada, de la evolucion histérica seguida por el concepto de limite de una
sucesion. Nuestra suposicion es que la definicién de limite funcional, fue
posteriormente adaptada al limite finito de una sucesién. Esto no es nada

extrafo ya que las sucesiones son funciones de N en R. A pesar de esto, tenemos
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que sefialar que existen diferencias significativas entre la definicién de limite de
una sucesion y la definicién de limite de una funcion. Claros, Sdnchez y Coriat
(2006) las agrupan en dos grandes campos: diferencias simbolicas y diferencias
fenomenolégicas. Las diferencias simbdlicas se organizan en torno a los
conceptos de dependencia, orden, valor absoluto, cota y procesos infinitos,
mientras que las diferencias fenomenoldgicas hacen referencia a los distintos

fendmenos presentes en cada una de las definiciones estudiadas.

Si prestamos atencion a las tres definiciones enunciadas, podemos destacar los

siguientes aspectos:

En las tres definiciones se utiliza como sistema de representacion el sistema
verbal, pero hemos de notar que la tercera aparece cargada de simbolismo
matematico. Esta definicion sera la que adquiera la forma actual de definicion
de limite de una funcion epsilon-delta. Los sistemas de representacion grafico,

tabular y simbdlico no aparecen en estas definiciones.

Las definiciones que se dan corresponden al caso de limite finito de una funcién
en un punto. De alguna manera, los diferentes autores entendieron que ése era
el problema que debian resolver y que el resto de situaciones serian solamente

variantes del primero.
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1.2 Infinito potencial e infinito actual

En este apartado presentamos dos de los sentidos atribuidos al infinito en
matematicas, el infinito potencial y el infinito actual, cuyo origen historico
situamos en la antigua Grecia. El interés por el concepto de infinito ha hecho
que sean muchos los autores que se ocupen de él, tanto desde un punto de vista
que podriamos llamar matematico puro, en el que citamos a autores tan
importantes como Dedekind o Cantor, como desde un punto de vista didactico
en el que citamos a autores como Tall o D’Amore entre otros. Desde este ultimo
punto de vista, la mejora de la ensenanza del infinito y su “posiciéon” en el
campo del pensamiento matemadtico avanzado han generado lineas de

investigacion.

1.2.1 Desarrollo historico del infinito; tipos de infinito

La relacion entre el concepto de limite finito de una sucesioén y el concepto de
infinito parece a priori estar claramente definida. En el concepto de limite finito
de una sucesion la variable independiente tiende a infinito, y el conjunto

formado por los elementos de una sucesion y su limite es un conjunto infinito.

Segin Boyer (1999), Wallis fue el primero en usar el simbolo infinito en el

calculo de limites. En concreto lo usé para calcular el limite de la sucesion:

1 1
—_ + —_—
3 6n
llegando a la conclusion de que el limite era 1/3. A este simbolo le llamo el “lazo

del amor”.

Asociados a la nocion de infinito estan el infinito potencial y el infinito actual. El
infinito potencial suele relacionarse con la idea de proceso infinito. La idea de
infinito potencial es bastante antigua y podemos situarla en la antigua Grecia

donde se consideraba que el tiempo no tenia final. Aristoteles empled en sus
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trabajos el concepto de infinito potencial e incluso llegé a plantearse el
concepto de infinito actual; en el libro III de la Fisica, se hallan evidencias del
rechazo que Aristételes mostré ante el infinito actual. En el fondo de este
rechazo se encuentra el caracter finito que Aristoteles empled en todos sus
razonamientos. Aristételes distingui6 dos tipos de infinitos: el infinito como un
proceso de crecimiento sin final o de subdivisién sin final y el infinito como una
totalidad completa. El primero es lo que denominamos infinito potencial
mientras que el segundo es lo que denominamos infinito actual. En este libro,
refuta la existencia del infinito actual, apoyandose en que, aunque el tiempo y el
movimiento son procesos potencialmente infinitos, nunca estan dados como

una totalidad infinita, hecho que daria sentido al infinito actual.

Boyer (1999, pagina 138) recoge la siguiente afirmacion referente a la

problematica entre el infinito potencial y el infinito actual:

“La discusion aristotélica sobre el infinito actual y potencial en la aritmética y en
la geometria ejercié una profunda influencia en muchos escritores posteriores

sobre los fundamentos de las matemadticas”.

Ortiz (1994), sefiala que la nociéon de infinito potencial se basa en las
operaciones reiteradas e interminables; por muy grande que sea n siempre
podemos concebir uno mayor, y uno mayor que este ultimo y asi
sucesivamente. Este tipo de infinito potencial sirve de base a la nocién de limite

del calculo infinitesimal.
El limite de una sucesion abarca dos tipos de infinitos.

El infinito potencial estd asociado al proceso que se produce cuando los
términos de la sucesion sometida a estudio, se van generando de manera

automatica. Esto se expresa de la siguiente manera:

“si para todo &0 existe un numero natural N tal que, para todos los nimeros

naturales n, sin> N “;
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“N” depende del epsilon que tomemos, y permitird avanzar en la comprobacién

de las condiciones de la definicion.

Por otro lado el infinito actual podemos observarlo si nos sentimos capaces de
abarcar conceptualmente todos los términos de un conjunto infinito. En el caso

del limite finito de una sucesion, el conjunto formado por los términos de la

sucesion y el limite forman un nuevo conjunto, con cardinal .

La idea de infinito actual ha seguido un camino mas dificil y complicado que la
de infinito potencial. Muchos autores negaron su existencia; ademas de

Aristételes, mas recientemente, D'Alembert también la negé.

Con Galileo Galilei se empieza a admitir la existencia del infinito actual, aunque

su definicién definitiva llegaria con Bolzano, Cantor y Dedekind.

Con Cantor se hace patente la diferencia entre infinito potencial e infinito
actual, y ademas la existencia de varios infinitos en la matematica (numerable,
no numerable,...). La teoria de conjuntos infinitos de Cantor supuso el inicio de
la formalizacion de conjuntos como R o Q; para demostrar la numerabilidad o
no numerabilidad de un conjunto numérico, Cantor emple6 la correspondencia
biyectiva. Sin embargo la formalizacién definitiva de los conjuntos numéricos N,

Q y Rllegaria de la mano de Dedekind.

Por lo tanto y teniendo en cuenta todo lo anterior, en el limite finito de una
sucesion encontramos la presencia de los dos tipos de infinito: potencial y
actual. El infinito potencial aparece cuando vamos calculando los términos de la
sucesion a través de un proceso infinito, mientras que el infinito actual se
presenta cuando consideramos a todos los términos de la sucesién y a su limite

como un conjunto que tiene infinitos elementos.

El infinito ha sido un tema que ha interesado no solo a matematicos, sino

también a fildsofos, y a investigadores en didactica de las matematicas.

La preocupacion existente a lo largo de la historia de las matematicas por el

concepto de infinito es permanente. Boyer (1999) recoge las afirmaciones
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aristotélicas sobre la distincién entre infinito actual y potencial, pero subraya
que la visién de Aristoteles es puramente potencial. Cafién (1993) recoge los
trabajos de Kant, en los cuales distingue entre infinito potencial e infinito

actual. La definicién dada por Kant al primer tipo de infinito es la siguiente:

“el infinito potencial no es mds que ese avance de la razon en su proceso

constructivo que avanza sin interrupcion y sin limite”,

Respecto al infinito actual, Kant lo sitiia no en el mundo de los conceptos, si es
que el infinito potencial puede considerarse concepto-limite, sino en el de las
ideas. El infinito actual es definido por Kant como la capacidad de la raz6n para

aprehender una totalidad infinita.

Hitt (2003) recoge también los trabajos de Kant sobre el concepto de infinito,
en los que se afirma que la distincién entre el infinito potencial y el infinito
actual, se establece en que el primero es construible y el segundo no. Kant
afirma también que la distincién entre uno y otro debe realizarse en torno a la
experiencia, segun la cual el infinito potencial se puede concebir mediante ella,
mientras que el infinito actual se debe construir mediante una reflexion. Hitt
considera a Kant como uno de los autores mas importantes, a lo largo de la
historia, que se han ocupado del concepto de infinito; afiade también los
nombres siguientes: Zendén de Elea, Bolzano y Cantor. Comentaremos a
continuacion las aportaciones realizadas por los autores anteriormente citados,
segun Hitt:

- La famosa paradoja de Aquiles y la tortuga, enunciada por Zendn de Elea,
muestra la presencia de los dos tipos de infinito: el potencial y el actual. El
infinito potencial lo observamos a través del hecho de que Aquiles no alcanzara
a la tortuga. El infinito actual se presenta en el caso de que concibamos la
opcion de que Aquiles alcance a la tortuga. En este caso estariamos tomando
conciencia de manera simultdnea de todos los elementos de un conjunto
infinito.

- Si el infinito actual habia tenido un caracter contradictorio, a partir de Bolzano
se define como se concibe actualmente. Bolzano ademas construye su teoria en

la que hace uso del concepto de infinito y define también por primera vez la
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idea de conjunto infinito. La demostracién de que un conjunto es infinito la

realiza de la siguiente manera:

“Sea A una proposicion verdadera, por ejemplo: “Existen verdades”. Si
consideramos la proposiciéon: “A es verdadera”, esta es distinta de la anterior; la
llamaremos B. Se puede ahora considerar la nueva proposicion C: “B es verdadera

y asi sucesivamente”

- A finales del siglo XIX, Cantor hace patente la diferencia entre infinito
potencial e infinito actual, y ademas sefiala la existencia de varios tipos de
infinitos en la matematica (numerable, no numerable,...). La teoria de conjuntos
de Cantor supuso el inicio de la formalizacién de los conjuntos de infinitos

como Ro Q.

Mas recientemente, tenemos que citar la aportacién de Fischbein (1982), para
quien el infinito potencial es intuitivo, responde a una interpretacion natural e

intuitiva del infinito, mientras que el infinito actual es contraintuitivo.

Alarelacion de autores anteriormente citados por Hitt (2003), D’Amore (1996)
afiade los siguientes: Euclides de Alejandria, Nicolds de Oresme, Galileo, René
Descartes y Dedekind. El primero, siguiendo los trabajos de Aristoteles, evita el
uso del infinito actual, ocupdndose unica y exclusivamente del infinito
potencial. Oresme estudi6 la serie S=1+1 /2 + 1/3+ .., llegando a demostrar
que el valor de la suma anterior es mayor que cualquier valor M que fijemos; en
este trabajo estan presentes ambos infinitos aunque no sabemos si el autor se
dio cuenta de este ultimo. Con Galileo se inicia la definicién de conjunto infinito
que concluye con Dedekind y Cantor. Por otro lado René Descartes, no toma
una posicién fuerte y propia en lo que respecta al infinito. Dedekind realiza una
demostracion de la existencia de conjuntos infinitos muy parecida a la de
Bolzano. Define el conjunto de los nimeros reales, a través de las cortaduras
que llevan su nombre. Mantuvo mucho contacto con Cantor, al que se le puede

considerar el autor mas brillante en este campo del infinito.
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1.2.2 El infinito y la diddctica de la matemadtica
En el campo de la didactica de la matematica, el interés despertado por el

concepto de infinito ha sido muy grande.

Garbin (2000) realiz6 una investigacion sobre el infinito actual de la que

destacamos los siguientes objetivos:

- Aproximarse a los esquemas conceptuales de los estudiantes asociados al
concepto de infinito actual cuando trabajan con problemas expresados en el

sistema de representacion: verbal, grafico, geométrico, algebraico y analitico.

- Disefiar un instrumento que mostrase la coherencia de las respuestas de los
estudiantes a los problemas planteados y establece lo que denomina “lineas de

coherencia”.

- Realizar la distincién entre incoherencia e inconsistencia y por lo tanto entre

coherencia y consistencia.

Para lograr estos objetivos realizé dos cuestionarios con preguntas relativas al
infinito, que se administraron a 80 alumnos con edades comprendidas entre 16
y 17 anos. En el segundo cuestionario se posibilito a los estudiantes reflexionar,
corregir o completar las respuestas dadas en el primer cuestionario. También
se realizaron 6 entrevistas con un intervalo de tiempo de 15 dias desde la

aplicacion del segundo cuestionario.
Respecto a las conclusiones de su estudio, podemos anotar lo siguiente:

- Los estudiantes no siempre respondieron teniendo en cuenta la infinitud del

proceso.

- Las respuestas de los estudiantes estuvieron influenciadas por el sistema de
representacion que se empled en los enunciados de las cuestiones presentadas
y por los esquemas conceptuales asociados a los conceptos que aparecen en el

enunciado de la cuestion presentada.
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- Un alumno podia tener diferentes respuestas y esto no daba lugar a ningin
conflicto. No hay consciencia de la inconsistencia interna que producen dos

respuestas diferentes a un mismo problema.

- Garbin establecio cinco categorias para describir la situacién de coherencia de
los estudiantes; las categorias fueron denominadas: categoria 1, categoria 2,
categoria 3, categoria Mixta (corresponderia a la cuarta categoria considerada)
y categoria 1/3 (corresponde a la quinta categoria considerada). En la categoria
1 estarian los alumnos que se muestran finitistas o que evaden la infinitud. En
la categoria 2, aquellos que muestran una concepcién actual en la mayoria de
sus respuestas, en la categoria 3, aquellos que se muestran potencialistas; en la
categoria mixta, aquellos en los que aparece o estd presente en las respuestas
de los alumnos, en mayor grado (excluyendo la categoria dos) el infinito actual.
En la categoria 1/3 se muestra un mayor arraigo de la concepcion potencial y

una ausencia, aunque débil, del infinito actual.

- Identific6 inconsistencias profundas en los alumnos. El término profundas fue
usado por Vinner (1990) para distinguir entre los niveles de inconsistencias

(superficiales o profundas)

- Consiguié clasificar a los alumnos en tres tipos: alumno coherente y

consistente, alumno coherente pero no consistente y alumno incoherente.

Otro autor que se ocup6 del estudio del infinito y su relacion con el concepto de
limite fue Fernando Hitt (2003), el cual sefiala la importancia del dominio del
concepto de infinito, tanto en su aspecto potencial como en el actual, para
aprender el concepto de limite. Las aportaciones de Hitt la estructuramos en

dos ideas bien diferenciadas:

19) Sefiala las dificultades que han estado presentes, a lo largo de la historia, en
la comunidad matematica, para llegar a establecer el concepto de infinito en sus
dos aspectos, potencial y actual. Hitt, siguiendo a Bachelard, emplea la
expresion obstaculo epistemoldgico para sefialar la superacion de la dificultad

de distinguir y admitir los diferentes tipos de infinito.
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29) Las dificultades que genera el concepto de infinito cuando se trabaja con el

limite (limite finito en el infinito o limites infinitos).

Respecto a la primera aportacion, Hitt realiza una investigacion exhaustiva, en
la que sefala los autores que se han ocupado del concepto de infinito a lo largo
de la historia de las matematicas. En esta lista cita y comenta las aportaciones

de los autores siguientes: Zenon de Elea, Kant, Bolzano y Cantor.

Respecto a la segunda aportacion, realiza un trabajo con profesores. Del andlisis
de este trabajo deduce que la ensefianza del concepto de limite presenta una
doble complejidad, una la del propio concepto y otra, la promovida por los
profesores, en concreto por la manera en que los profesores abordan dicho

concepto.

Teniendo en cuenta lo anterior Hitt sefiala la necesidad de iniciar una discusion
sobre el infinito potencial y el infinito actual, entre los profesores de
secundaria. También sefiala la necesidad de utilizar diferentes sistemas de
representacion en la enseflanza del limite y no restringirse unica y
exclusivamente al sistema de representacion algebraico. Dicho sistema deberia

ir acompafiado con graficas y tablas.

D’ Amore (1996) también se ha ocupado del concepto de infinito y su relacién
con el limite, estableciendo dos lineas: la primera, va enfocada a observar el
desarrollo historico del infinito y la segunda a realizar un breve resumen sobre

las investigaciones didacticas que se han ocupado del estudio del infinito.
Respecto a la primera linea D’Amore comenta los siguientes autores:

- Zen6n de Elea. Presenta la paradoja de Aquiles y la tortuga y concluye que hoy
dia algunos debaten sobre la paradoja para ver si Aquiles alcanza a la tortuga o

no.

- Aristoteles de Stagira. Concluye que el infinito actual no sirve y que a los
matematicos les basta con el potencial. La herencia de Aristételes fue recogida

por Euclides y sus sucesores.
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- Euclides de Alejandria. En su obra Los Elementos, evita el uso del infinito

actual y solo usa el potencial.

- Nicolas de Oresme. Se ocupé del estudio de la serie arménica (S=1 + % +
1/3+ ..) y demostrd que esta serie es mayor que cualquier valor M que fijemos,
teniendo por lo tanto un valor infinito. En el trabajo de Oresme estan presentes
dos resultados: el infinito potencial con el que se expresa el resultado de la
suma y el infinito actual, aunque no sabemos si el autor se dio cuenta de este

ultimo.

- Galileo. Inicia la definiciéon de conjunto infinito que concluye con Dedekind y

Cantor.

- René Descartes no toma una posicién fuerte y propia en lo que respecta al

infinito.
- Newton también se ocupd en sus trabajos del estudio del infinito.

- Leibniz. Toma una posicion recta y decisiva con respecto al infinito. Con él, el

infinito entra definitivamente en la historia de las matematicas.

- Berkeley, se opondra con ironia y desprecio y también con algo de razon a
todos aquellos que niegan la existencia de los infinitésimos. A continuaciéon

surgen cuestiones como la existencia de conjuntos infinitos.

- Bolzano, da una primera demostraciéon de la existencia de los conjuntos
infinitos de la siguiente manera: “Sea A una proposicién verdadera, por ejemplo:
“Existen verdades”. Si consideramos la proposicion: “A es verdadera”, esta es
distinta de la anterior; la llamaremos B. Se puede ahora considerar la nueva

proposicion C: “B es verdadera” y asi, sucesivamente”.

- Dedekind. Realiza una demostracion de la existencia de conjuntos infinitos
muy parecida a la de Bolzano. Mantuvo mucho contacto con Cantor, al que se le

puede considerar el autor mas brillante en este campo del infinito.
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- Cantor. Las intuiciones de Cantor se fueron concretando con el paso del
tiempo a medida que la técnica, el lenguaje y el rigor progresaban. A él debemos

el estudio de “los monstruos cardinales” y los “monstruos ordinales”.

Con respecto al concepto de infinito en la didactica de las matematicas,

D’Amore distingue dos lineas de investigacion:

La linea A, que estaria compuesta por todas aquellas investigaciones que
tienden a hacer mas faciles, mas atractivos, y mas simples los conceptos que

han sido considerados tradicionalmente mas dificiles para los alumnos.

La linea B, en la que estarian todas aquellas investigaciones que, segin el autor,
“se ponen de parte del alumno” y pretenden examinar cudles son los motivos
que hacen de la problematica del infinito una tematica tan dificil de entender.
Esta linea, en la que se engloban muchos trabajos de los actuales y en la que nos
encontramos nosotros en el tema referente al limite, suele ir acompafiada de

pruebas empiricas, de entrevistas, etc.

D’Amote sefiala que el infinito potencial estd presente en analisis, geometria y

aritmética, mientras que el infinito actual estd, ademas, presente en la logica.

Tsamir y Tirosh (1992), entre otros, han estudiado las dificultades en relacion

con la adquisicion del infinito.

Estos autores sefalan las numerosas investigaciones sobre las diversas
“escaleras” del infinito desde el no-numerable hasta el continuo. También
seflalan que un verdadero conocimiento sobre este tema solamente fue

alcanzado en el siglo pasado.

El infinito también se ha estudiado mucho en geometria, con el caso de la
infinitud de la recta o de los infinitos puntos de un segmento. Actualmente el
debate sobre el concepto de infinito contintia en el aula, con las dificultades que
presentan los alumnos para pasar desde la idea de conjunto denso hasta la de
conjunto continuo, en el que los alumnos tienen que pasar de un conjunto

numerable (Q) a un conjunto no numerable R. Este conjunto no numerable y
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sobre todo, la representacion de los numeros reales en la recta real,
instrumento que normalmente se suele usar cuando se presentan los conjuntos
numéricos en secundaria, presenta algunas dificultades para los alumnos que
hay que tener en cuenta. Estas dificultades ya fueron sefialadas por Coriat y

Scaglia (2000); aqui destacaremos las siguientes::

- La identificaciéon punto-nimero, necesaria para asignar a cada punto de la
recta real un numero real es esencialmente aproximada o exige un buen

conocimiento de R.
- Esta identificacidn, desde un punto de vista fisico, no es exacta.

- Para que la representacion sea completamente exacta es necesario que se dé
una condicion suplementaria, la cual exige que el nimero que se quiere
representar sea construible con regla y compds. Esta condiciéon puede ser
sustituida por otra que relacionaria los valores 0 y 1 con el nimero que se

quiere representar a través de una relacién explicita.

Teniendo en cuenta estas dificultades Coriat y Scaglia (oc) concluyen que la
representacion de los nimeros reales en la recta es mas compleja que otras
representaciones de los numeros reales. Por ello sugieren una serie de
precauciones, que sefialamos a continuacién, a tener en cuenta cuando se

ensefla ésta:

“«

stas precauciones atafien a la “naturaleza” de la recta y a las intuiciones que
soportan una concepcion de la recta geométrica, a las dificultades conceptuales y
procedimentales de la asignacién punto-ntiimero y a la imposibilidad de realizar
esta asignacién en su totalidad (salvo creencia soportada por una

generalizacion)” (P. 18.)

En un intento por solucionar los problemas que presenta el aprendizaje del
conjunto de los numeros reales, que es el primer constructo matematico en el
que los alumnos de secundaria se encuentran con un proceso infinito, Coriat,
Martinez y Baena (1993) idearon una estrategia didactica basada en la mezcla

de pigmentos de diferentes colores, la cual podria ser una buena aproximacion
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a la introduccion del conjunto de los nimeros reales. Esta estrategia didactica
utilizé términos como mezcla tonal o tamafio de la mezcla. La estrategia
consisti6 en mezclar, siguiendo determinados patrones, cantidades de
pigmentos azul y amarillo, dando lugar a diferentes tonalidades de verde (estas
tonalidades son cada vez mas indistinguibles entre si). Este hecho pretendio
hacer una equivalencia con el hecho de que la suma de los elementos, 1/2, %4,

1/8, .., da lugar a aproximaciones de 1 cada vez mejores.

Coriat, Martinez y Baena (1993) no recomiendan que se traslade esta estrategia
didactica directamente a clase, aunque consideran que ésta si que puede ser un
instrumento de ayuda para establecer condiciones que deben ser satisfechas en
clase. Por este motivo sugieren la encapsulacién como un buen método para
aunar la creencia sobre los numeros reales que los alumnos tienen o
desarrollan con el concepto matematico de numero real. La encapsulacion se
refiere, por un lado, a conceptos y, por otro, a creencias. La encapsulacion de
conceptos supone que para adquirir el concepto de niimero real los alumnos
tengan que pasar de un proceso finito a un proceso infinito. Estos autores
sugieren dos modos de hacer esto: afadiendo términos (los valores %2 + % +
1/8 + .., cada vez se acercan mas a 1) o dibujando (se dibujan lineas sobre la

recta que representan los distintos numeros reales)

La encapsulacion de creencias supone un proceso en el que a los alumnos se les
debe inducir a usar sus intuiciones infinitistas como una ayuda para generar
creencias matematicas que son nuevas para ellos. A este proceso los autores le
llaman exhauscion, (distinto del método de exhausciéon usado por Eudoxo) y
afirman que en un proceso infinito la exhauscion aparece dos veces: la primera

en un nivel manipulativo y la segunda en un nivel numérico.

El nivel manipulativo hace referencia a los limites percibidos y manipulativos
de una materia. En la actividad propuesta por estos autores en la que se usaron
pigmentos azules y amarillos, el nivel de manipulacién de la exhauscién es
alcanzado cuando un profesor es incapaz de distinguir un color de otro que él

mismo ha producido.
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El nivel numérico hace referencia al limite numérico o algebraico de los
individuos. En este caso no se puede continuar manualmente o no se distingue
un tono de otro (en el caso de los pigmentos), pero uno imagina lo que puede
ocurrir cuando mezcla dos pigmentos o cuando tiene que calcular el siguiente

numero de una sucesion.

La conclusién obtenida por Coriat, Martinez y Baena (1993) es que las
intuiciones de limite e infinito pertenecen a un proceso de encapsulacién

didactica que aparece en el aprendizaje del nimero real.

Siguiendo con las dificultades de los alumnos sobre el concepto de infinito
Tsamir-Tirosh cita el ejemplo en el que se afirma que hay el mismo numero de

puntos en un cuadrado que en uno de sus lados.

D’Amore sefnala que hay investigaciones sobre el infinito en todos los niveles:
primaria, infantil, escuela superior, sefialando que son interesantes en todos los

niveles pero sobre todo en la escuela superior.

La didactica del infinito ha atraido también a los psicélogos del aprendizaje,
sefialando que son cada vez mas los que se ocupan del concepto infinito, y lo
clasifican dentro de lo que denominamos Pensamiento Matematico Avanzado.
(PMA). Penalva (2001) afirmaba que las principales investigaciones, sobre el
desarrollo cognitivo del estudiante, relativas al concepto de infinito, se
centraron en analizar dificultades de tipo psicolégico debidas al conocimiento
intuitivo. A continuacion, Penalva aclara lo que entiende por intuicion y cuales

son las principales dificultades en el aprendizaje del infinito.

Penalva (2001) recogi6 el significado de intuiciéon que Fischbein dio en 1982,
calificAndola como el sentido comin elemental, una forma de conocimiento
primitiva, opuesta a interpretaciones y concepciones cientificas. También
sefiala que entre las dificultades de tipo psicolégico citadas anteriormente

estarian: la compartimentacion y el desdoblamiento.

La compartimentacion fue definida por Vinner (1990, 1994) como dos piezas

de conocimiento que son conocidas por el sujeto pero que permanecen sin
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relacionar en su pensamiento. Para superar esta compartimentacién Penalva
afirma que se debe insistir en el tindem uso-comprensién de los conceptos y no

solo en uno de estos aspectos.

Respecto al desdoblamiento como obstaculo de aprendizaje Penalva (2001)
recoge el trabajo de Duval (1983) que sefiala la dificultad que supone separar
significados distintos que estadn asociados a un mismo concepto y reconocer los
distintos significados que puede tener un concepto dependiendo del contexto

en el que se situe.

A dia de hoy el debate sobre el infinito actual continta. Tall, D. y Tirosh, D.

(2001) realizan un informe en el que recogen el estado de dicha cuestion.

En dicho informe manifiestan que los cardinales infinitos son aceptados
generalmente por la comunidad matematica, pero por otro lado hay
matematicos que adoptan completamente la teoria de los infinitesimales del
analisis no-estandar (Robinson, 1974), otros que niegan su existencia y afirman
la preeminencia del andlisis estandar, y un gran nimero de quienes no se
ocupan de los problemas de fundamentacién y simplemente tratan de usar las
matematicas con un propdsito practico. El andlisis no estandar de Robinson
(1974) se basa en el trabajo con una nueva estructura numérica denominada el
sistema de los numeros hiperreales. Este sistema numérico esta formado por
los nameros reales a los que se le han incorporado los infinitésimos e infinitos.
Estos numeros infinitésimos tienen sentido en el marco de una axiomatica
construida por Robinson, y que es mas amplia que la axiomatica de R aunque
sea compatible con ella. En esta nueva estructura no se satisface el axioma de
Arquimedes (véase mas arriba, al comienzo de 1.1 ), puesto que el producto de
un infinitésimo por cualquier nimero real estandar o por otro infinitésimo es

siempre menor que cualquier fraccidn ordinaria positiva.

Respecto a la relacién entre infinito, limite e intuicién, Fischbein (1982)
encontré que las concepciones intuitivas de los estudiantes sobre el concepto
de limite parecian centrarse mas en el infinito del proceso que en el valor finito

del limite.
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Plante6 la siguiente cuestién: Coge un segmento de longitud 1m. Anadele la
mitad mas, después la mitad de la mitad, y asi sucesivamente. ;Cuanto vale su

limite?

El 84 % de los estudiantes encuestados contempl6 que el proceso nunca podria
finalizarse mientras que el 14 % si consider6 que terminaria. Solamente un 6%
pensd que la suma de los segmentos podia ser 2, el 17% pensaba que seria
menos de 2 y el 51% crefa que daria infinito. Esta lucha sin fin con el concepto
de infinito potencial, llevd a identificar una serie de obstaculos en la

comprension del concepto del limite.

(1) Nuestros esquemas intelectuales son genuinamente construidos sobre
nuestra practica y la idea de que “el todo podria ser equivalente a las

partes” contradice nuestros esquemas mentales.

(2) La interpretacion intuitiva del infinito es de pura potencialidad, que
lleva a la conclusién de que todos los conjuntos infinitos tienen los

mismos elementos.

La extension de la idea de contar a los conjuntos infinitos da lugar a la teoria de
cardinales infinitos, mientras que la correspondiente extension de la idea de
medir da lugar a diferentes formas de infinitos denominados “medida infinita”
surgiendo asi una amplia gama de contextos tedricos incluyendo el analisis no

estandar.

Tall, D. y Tirosh, D. (2001) distinguieron entre infinitos “naturales”, que nacen
por extensidon de experiencias finitas al caso infinito, e infinitos “formales” ,
enmarcados en la moderna teoria axiomatica de las aproximaciones, mas
conocida como analisis no-estandar y que fue propuesto por Robinson en 1966

y desarrollada en 1974.

El analisis no estandar tiene una completa aritmética en la cual las cantidades
infinitas tienen inversos infinitésimos pero los cardinales infinitos no. Esto

revela no una contradiccion en si mismo del concepto de infinito, sino
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diferentes conceptos formales de infinitos, cada uno coherentes dentro de su

propio contexto.

Tall y Tirosh (2001) explicaron también cémo a través de la experiencia
(construida sobre imagenes que surgen de los conceptos definidos) aparecen
teoremas que pueden ser demostrados mediante la deduccién formal (usando

definiciones).

Fischbein (1982) volvié a ocuparse del concepto de infinito, relacionandolo esta
vez con la intuicion. Para ello establecid la siguiente diferencia entre el infinito
actual y el potencial: el infinito potencial responde a una interpretacién natural

e intuitiva del infinito, mientras que el infinito actual es contraintuitivo.

Klein (1911) se ocupd de la intuicién y distinguié entre lo que denominé “naive
and the refined intuition” (pag. 42); es decir distinguié entre las intuiciones
primarias y las intuiciones secundarias. Las primeras estdn muy presentes
durante el periodo de desarrollo del calculo diferencial e integral, mientras que
las segundas aparecen ya en los trabajos de Euclides el cual est4d basado en un
conjunto de axiomas bien formulados y en demostraciones de propiedades y

teoremas basados en esos axiomas.

Klein aclara la distincién entre las intuiciones primarias y secundarias
afirmando que las primeras no son exactas, y que las segundas no son

exactamente intuiciones y nacen del desarrollo légico de axiomas.

Klein sefiala el distanciamiento existente entre la matematica pura (centrada en
el establecimiento de axiomas y teoremas demostrados a partir de los axiomas
anteriores) y la matematica aplicada (menos preocupada por los fundamentos y
mas centrada en la utilidad de sus resultados), y se posiciona al respecto

sefialando la importancia de combinar la intuicién con la matematica pura.

Las diferencias existentes entre la matematica pura y la matematica aplicada se
manifiestan en los profesores de matematicas cuando tienen que ensefar un
determinado concepto. Klein cita el caso del calculo diferencial e integral, en el

cual un profesor, al ensefiar esta materia, se encuentra con el problema de
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confrontar dos posiciones completamente opuestas: por un lado el hecho de
que la mente de los estudiantes no esta lo suficientemente madura como para
comprender estos conceptos y ademas solo se interesan por sus aplicaciones
practicas y por otro lado el hecho de introducir todo el rigor y formalismo
matematico. Klein sefiala que este segundo punto de vista es en el que esta
presente en las universidades de Europa, y cita como texto modelo el Curso de
Analisis de Camille Jordan. Klein afirma que en la ensefianza de las matematicas
es necesario ser menos abstracto al principio y hacer constantes
consideraciones a las aplicaciones de lo que se explica, para a continuacion ir
introduciendo poco a poco el formalismo. De esta manera se consigue que los

alumnos vayan comprendiendo de manera mas facil lo que se explica.

1.2.3 "Posicion” del infinito: ;pensamiento matemdtico elemental o
avanzado?

En 1992 Tall afirm6é que el pensamiento matematico avanzado se debia
caracterizar por dos componentes: definiciones matematicas precisas y
deducciones légicas de teoremas basadas en ellas. Estas caracteristicas le
diferenciarian del denominado pensamiento matematico elemental, centrado
hasta ahora en conceptos mas basicos de las matematicas. Dicho autor sefiald
varios conceptos que debian situarse por su dificultad dentro del pensamiento

matematico avanzado, entre ellos el concepto de limite y el de infinito.

Tall(1992) sefial6é que la distincion historica realizada por los fil6sofos entre
infinito potencial e infinito actual, debia ahora ser interpretada en términos de
la teoria de los conjuntos infinitos de Cantor. Segun ésta, un conjunto es infinito
si puede ponerse en correspondencia biunivoca con un subconjunto propio.
Como ejemplo sefiala el conjunto de los nimeros naturales, que puede ponerse
en correspondencia biunivoca con el conjunto de los nimeros pares. Siguiendo
con el concepto de infinito Tall sefala la existencia de diferentes nociones de

infinito, las cuales clasifica en:
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- Infinito potencial. El simbolo infinito (), que cuando se usa en la expresion xn

tiende a x, tiene un caracter potencial.

- Infinito actual. El infinito actual puede dividirse en tres nociones diferentes:

cardinal infinito, ordinal infinito, medida infinita.

Respecto al cardinal infinito, Tall afirma que aparece cuando se extiende la
nociéon de contar a través de la comparacion de conjuntos mientras que el
ordinal infinito aparece a través de la comparaciéon de conjuntos ordenados.
Segun las ideas de Tall, la medida infinita surge cuando se amplia la nocién de

medir a un conjunto ordenado de cardinal mayor que el de los nimeros reales.

Tall sefiala, a la vista de los tipos de infinitos definidos anteriormente, la
necesidad de considerarlos cuando se estudian las intuiciones de los alumnos
referentes al concepto de infinito, y la de no caer en el error de que solo es

posible un tipo de infinito, el cardinal infinito.

En nuestro caso, el limite finito de una sucesioén, admitimos la existencia de los
dos tipos de infinitos considerados hasta ahora, el potencial y el actual.

El infinito potencial en el limite finito de sucesiones aparece cuando vamos
dando valores a n y obteniendo sus correspondientes f(n), mientras que el
infinito actual aparece cuando consideramos la sucesién y su limite como un
todo, formando de esta manera un conjunto que en nuestro caso sera
numerable. (Este conjunto es numerable porque existe una aplicacion biyectiva

entre el conjunto de los nimeros naturales y el de los términos de la sucesion.)

1.2.4 Enserianza del concepto de infinito

Respecto a la ensefanza del concepto de infinito, recogemos los trabajos de
Tsamir y Tirosh (1999), Mamona-Dawns, J. (2001), Hitt (2003) y Penalva
(2001).

En el primer trabajo, la ensefianza del infinito se realiza a través de la teoria de
cardinales, mientras que, en el segundo, la ensefianza del concepto de infinito

se aborda a través del concepto de limite de una sucesion. En el trabajo de Hitt
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se aborda el estudio del infinito a través de la relacién que mantiene éste con el
limite. Por otro lado en el trabajo de Penalva se aborda la comprensién de los

alumnos sobre los conjuntos infinitos.

Pessia Tsamir estudia el concepto de cardinal infinito. Ella demuestra que las
inconsistencias de los estudiantes responden a diferentes representaciones de
conjuntos infinitos, las cuales pueden ser usadas para eliminar contradicciones
en los diferentes razonamientos empleados y pueden guiar a los alumnos hacia
el uso de la correspondencia uno a uno como el Unico criterio para la
comparacién de cantidades infinitas. La principal aportacién de la autora es que
la decision de los estudiantes para afirmar si dos conjuntos tienen el mismo
numero de elementos estard basada en la especifica representacién de los

conjuntos infinitos presentados en el problema.

La autora describe también un estudio empirico en el que se usa una actividad
en la que los alumnos producen reacciones contradictorias ante ella,
observandose de esta manera su caracter problematico. Ademas de esto, la
mayoria de los participantes evita las contradicciones inherentes a través de
una aproximacion informal al concepto de cardinal infinito, usando Ia
correspondencia uno a uno como el Unico criterio de comparacion de conjuntos

infinitos.

Mamona-Dawns (2001) se ocupa del estudio de limite de una sucesién, en
concreto del estudio del limite finito de una sucesion. En dicho estudio dedica
un apartado al infinito, el cual aborda a través del ejemplo de una bola de ping-
pong, que es lanzada desde una determinada altura y da una serie de botes, de
manera que en cada bote, la altura que toma es la mitad de la altura que tomo
anteriormente. El infinito aparece en algunas de las respuestas de los alumnos,
respecto al nimero de botes que da dicha pelota. La autora sefiala que muchos
alumnos consideran el infinito como el numero que resulta de contar
indefinidamente; de esta manera una sucesion infinita de términos tendra un
término final que en nuestro caso sera cero. La autora sefiala también como un

elemento para manejar el concepto de limite, la necesidad de comprender el

26 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 12 Antecedentes

conjunto de los nimeros naturales. Afirma que si no se comprende bien dicho

conjunto, no se comprendera el concepto de una secuencia infinita.

Hitt (2003) abord¢ el estudio del concepto de infinito basandose en la relacion
que mantiene éste con el concepto de limite. Sefiala que, para aprender el
concepto de limite, es necesario no solamente manejar los procesos
algoritmicos asociados al mismo, sino también distinguir entre el infinito
potencial y el infinito actual en las actividades en las que aparecen procesos
infinitos. Hitt (2003) consideré al infinito un obstaculo, en términos de

obstaculo epistemolégico, que ha sido pasado por alto en el estudio del limite.

Hitt (2003) en relacidon con las dificultades observadas en los alumnos relativas
al limite (y, en concreto, al limite infinito), sefialé que estaban relacionadas con
las dificultades que los mismos profesores manifestaban. Por este motivo
sugirid una discusidon entre profesores sobre lo que es el infinito actual y el
infinito potencial, en un intento por solucionar los problemas que plantea el

concepto de limite en los alumnos, en particular el limite infinito.

Penalva (2001) trabajé en la ensefianza de los conjuntos infinitos. La
investigacion realizada aporta informacién sobre cémo evoluciona la
comprension de los alumnos, sobre los conjuntos infinitos, en relacién con las
diferentes concepciones mantenidas por los estudiantes. Para Penalva (2001)
es muy importante que los profesores conozcan los significados que los
estudiantes dan a los contenidos de matematicas con los que se esta trabajando,

asi como las dificultades que surgen en relacion con dichos conceptos.

Penalva (2001) considera necesario trabajar un amplio abanico de actividades
en funcion de las distintas concepciones detectadas, dando de esta manera un

tratamiento de la diversidad.
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1.3 Propuestas didacticas para la ensefianza del limite

En este apartado analizamos algunas investigaciones que se han ocupado de la
problematica de la ensefianza del concepto de limite. Tratamos este campo de
investigacion desde dos diferentes puntos de vista, segin que los sujetos
basicos sean alumnos o profesores.

En el primer caso presentamos investigaciones relevantes sobre propuestas
didacticas en la ensefianza del limite. Recogemos las dificultades que plantea la
definicion de limite en los alumnos, y cuales son sus reacciones ante ella, para, a
continuacién, establecer la secuencia didactica que guie la ensefianza del

mismo.

En el segundo caso trabajamos con investigaciones que se han ocupado de
analizar la practica docente, estableciendo cudles son los pasos seguidos por
ellos y cudles son sus estrategias didacticas, cuando tienen que enfrentarse a la

explicacion del concepto de limite.

1.3.1 Propuestas centradas en el trabajo con alumnos. Andlisis de
respuestas obtenidas a cuestiones relativas al concepto de limite.

Las dificultades para obtener una imagen del concepto de limite que sea fiable y
robusta han sido resefiadas por muchos autores tales como Mamona-Downs
(2001) o Vinner (1991). Este ultimo autor afiadia ademas que la solucion a esta

cuestion era algo dificil de conseguir.

Las dificultades con respecto a la nocion de limite son de muy diferente indole.
Mamona-Downs (2001) sefiala como fuente de dificultad las intuiciones previas
que los alumnos tienen sobre el concepto de limite, coincidiendo en ello con
afirmaciones previamente hechas por Cornu (1991). Cornu se refirio a
intuiciones previas que los alumnos tenian antes de la enseflanza del limite,

llamandolas concepciones espontaneas.
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Mamona-Downs establece diferencias entre los diferentes tipos de limites
(limite de una sucesion, limite de una funcién o derivadas entre otros), para a
continuaciéon centrarse en el andlisis del limite de una sucesién. En concreto,

analiza el limite finito de una sucesion.

El andlisis de la definicion de limite finito de una sucesion arroja la necesidad
de manejar una serie de conceptos, los cuales son denominados prerrequisitos
necesarios para manejar la definiciéon. Entre los citados por la autora se

encuentran:

-El nimero real, el cual es considerado como uno de los elementos mas
importantes. El estudio del numero real puede abordarse desde una
perspectiva estdndar o desde una perspectiva no-estandar. En esta ultima
estaria admitido el uso de infinitésimos, cuestion muy discutida a lo largo de la
historia de las matematicas. Algunos autores avalaron la existencia de los

mismos y defendieron su uso en la ensefianza del calculo (Robinson, 1966)

-La nocion de funciéon. A las sucesiones raramente se les considera como
funciones de N en R. Se les considera mas como proceso que como objeto

matematico.

Ademas de estos prerrequisitos, la definicién de limite exige una serie de

destrezas que son:
1) Arreglarselas con los cuantificadores
2) Comparacion de valores absolutos e inecuaciones.

Una vez observados estos prerrequisitos, la autora comienza a analizar la
definicion formal, la cual a pesar de considerarla un buen punto de partida,

genera una serie de problemas, entre los que cita.
1) El estilo minimalista en que se expresa
2) El contenido de la definicién (aspectos cognitivos y metacognitivos).

Ademas de estas dificultades sefiala las siguientes:
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1

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

La desigualdad |an - l|<g, la cual a pesar de ser un aspecto fundamental
de la definicién, ya que segin la autora toda la informaciéon va
encaminada a elaborar esta inecuacién, los alumnos la realizan sin saber

sil es el verdadero limite.

La lectura de la definicidn. Se plantea la cuestion de por qué se lee la
definicion de izquierda a derecha, cuando en realidad se trabaja con ella

empezando desde la derecha.

Intervalo en lugar de valor absoluto. Se plantea la posibilidad de
sustituir la desigualdad anterior por el intervalo (I-¢, 1 + €). Sin embargo

la desigualdad puede ayudar a manejar el concepto de distancia.

Variable, constante y parametro. En la definicion de limite, 1 es una
constante, an es variable y € es un parametro. No es una afirmacién de

verdad, sino que es la base de un proceso de decision.

Intuiciones previas. Se observa la presencia de experiencias intuitivas
en los alumnos, las cuales se mezclan con el nuevo formalismo dado a la

definicion.

Problemas con el valor N que aparece en la definicién. Estos pueden ser
superados usando el sistema de representacion verbal, como en la
expresion: “Dado €, hay una cierta posicion a partir de la cual, todos los

términos de la secuencia distan de L menos de €”. (P.277)

“w_n

Problemas con el simbolo “¢” y con el cuantificador “Ve” (para todo
épsilon). Epsilon es visto como algo que no tiene relacion con la

sucesion.

La comprension de la frase “para todo epsilon mayor que 0” tiene

aspectos cognitivos y metacognitivos.

Grafica de una sucesion. La grafica de una sucesion puede ayudar a

fortalecer el significado de la sucesion como una funcion. Un grafico
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puede sugerir un aspecto estdtico del limite mientras que lo que

deseamos es un aspecto dinamico

10) La definicién de limite sirve para comprobar si un valor es el limite o no
de una sucesion, pero no nos dice de antemano cual puede ser. Esto es

un problema que se soluciona con la experiencia.

11) Analisis del significado de €. En un principio parece independiente de la
sucesion, pero después se observa que & depende de N y se puede
construir la funcién g: e—> N que asigna a cada valor de € un valor de N.
(Esta funcién es comentada por Claros, Sdnchez y Coriat (2006) como
parte esencial de los fendmenos presentes en la definicion de limite

finito de una sucesion.)

Una vez sefialadas todas las dificultades anteriores, Mamona-Downs entra de
lleno en la elaboracién de una secuencia didactica para la ensefianza del limite
finito de una sucesién, cuya idea bdasica es la de permitir madurar las
intuiciones de los alumnos mediante una clase debate en la que estas

intuiciones ayuden a la comprensidon de la definicion formal.

La estrategia que se propone es identificar el corazén de la definiciéon y

construir por estadios desde ahi la definicion completa.
En concreto la secuencia didactica que desarrolla es la siguiente:

1) Iniciar y desarrollar la intuicion a través de ideas en el desarrollo de una

clase de discusion.

2) Introducir la definicidon formal y analizarla junto con las ideas que han
aparecido en la primera fase. Trabajar con una representacion particular

del concepto de limite finito de una sucesion.

3) Revisar las opiniones hechas en la clase de discusion, comparandolas
con la definiciéon formal, especialmente a través de la representacion

elegida para acompafiar o presentar la definicién formal
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Para llegar a la secuencia didactica planteada, la autora propone dos cuestiones,
las cuales desean simular con algin grado de posibilidad el camino en que los
estudiantes argumentan especialmente en un contexto social, acerca de
sucesiones y sus limites, como un problema para el cual no tienen ninguna

preconcepcion de tales objetos.

La regla de las cuestiones es inspirar debate sobre el problema planteado, mas

que llegar a dar ciertas respuestas.

Analizando las respuestas de los alumnos a las cuestiones, la autora afirma que
cuando un alumno se encuentra por primera vez con la definicién de limite,
intenta dar sentido al simbolismo y acomodar dicha definicién con sus ideas

sobre el concepto de limite.

Por otro lado, algunos alumnos captardn la definicion y otros tendran
problemas para comprenderla, llegando a no entenderla nunca. Pero si la
definicion es comprendida, es establecida como un camino apropiado para

describir el proceso de “paso al limite”.

Después de trabajar con los alumnos la autora no espera que los alumnos sean
capaces de construir por si solos la definicién formal. Esta afirmaciéon esta

sustentada en las dificultades que se han sefialado anteriormente.

Las estrategias pedagogicas sugeridas por la autora como consecuencia de su

trabajo con alumnos son las siguientes:

1) Se sugiere una primera aproximacion a la ensefianza del limite a través de
las sucesiones de Cauchy. El que una sucesion sea de Cauchy o no, es una
propiedad que una sucesion puede tener o no; el limite es entonces mostrado
como el Unico asociado a la propiedad que la sucesién mantiene. Esta primera
aproximacion a la ensefianza del limite es criticada por Claros, Sanchez y Coriat
(2009) que han puesto de manifiesto: (1) la equivalencia matematica entre la
definicion de limite finito de una sucesidn y la definicion de sucesion de Cauchy
no tiene una contrapartida fenomenolégica. Estos autores observaron que los

fendmenos asociados a cada una de las definiciones seleccionadas no son
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equivalentes. En el caso de los fendmenos de aproximacidn, los fendmenos a.s.i
(aproximacion simple intuitiva) y a.s.i.c (aproximacién simple intuitiva de
Cauchy) presentan diferencias notables; en el primer caso los valores de la
sucesion se aproximan al candidato a limite (que puede ser un numero
negativo, cero o positivo), si éste se eligié acertadamente, mientras que en el
segundo caso, son las diferencias entre los valores de la sucesion las que se
aproximan a un unico valor que tiene que ser cero para toda sucesion
convergente. (2) También hay algunas diferencias simbdlicas notables entre la
definicion de limite finito de una sucesion y la definicién de Cauchy. En el
primer caso hay un proceso infinito que asocia a cada valor de n un an, mientras
que en el segundo caso hay un proceso infinito que asocia a cada valor de ny m,
dos valores an y am. Este proceso infinito genera una sucesiéon que podriamos
llamar doble, ya que exige que se generen dos términos de la sucesion. (3) La
presencia de fenémenos diferentes en las dos definiciones consideradas abre
un camino para el estudio diferenciado de cada una de las definiciones de limite
de sucesiones que conocemos, ya que, como creemos haber establecido, cada

definicién de limite organiza fenémenos diferentes.

2) Otra aproximacion es la de desarrollar una imagen, a partir de la definicidn,
que altere las intuiciones originales que los alumnos tienen sobre el concepto

de limite finito de una sucesion.
3) Respecto a los sistemas de representacion sefiala que:

a) El sistema de representacion grafico puede ser considerado como un
sistema donde toda la informacién que conlleva la definicién puede ser
fielmente embebida, a pesar de los problemas que pueden surgir con las

sucesiones constantes.

b) Los argumentos hechos en la representaciéon grafica pueden ayudar a
persuadir a los estudiantes a abandonar creencias tales como: término
final existente en una sucesidn infinita de valores; limite que es valor y
posicion a la vez; y limite nunca puede ser alcanzado, porque es la tltima

posicion.
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<)

El uso de la representacion grafica puede ayudar a alejar la idea de que

el limite requiere un comportamiento mondtono.

Garbin Dall’Alba, S. y Azcarate, C. (2001) también se ocuparon de la didactica

del concepto de limite. Esas autoras afirman que el concepto de limite es un

concepto extremadamente dificil, debido a la diversidad de concepciones, y a la

riqueza y complejidad de nociones que dicho concepto lleva involucradas.

Resumimos sus estrategias, todas ellas relativas a la ensefianza del limite:

1

2)

3)

4)

5)

Antes de trabajar de lleno con el concepto de limite puede ser util
conocer las ideas espontdneas, imagenes, intuiciones y experiencias que
los alumnos tienen sobre dicho concepto. Esto hace que los alumnos
conozcan la variedad de significados sobre la palabra limite y tomen

conciencia del problema.

Un contexto apropiado para la ensefianza del limite es la resolucién de

problemas.

La introduccién del concepto de limite a través de su definicién formal, y
las deducciones légicas realizadas a partir de ellas, son insuficientes

para que los alumnos comprendan el citado concepto.

La descomposicion genética propuesta por Dubinsky puede ser una
buena herramienta didactica, pero para llevarla a cabo es necesario
introducir el concepto imagen y la secuencia, segin la cual los alumnos
van realizando sus construcciones mentales sobre el concepto de limite,
construcciones que son imprescindibles que los estudiantes hagan para

alcanzar la comprensién del mismo.

El trabajo con el ordenador puede proporcionar un entorno en el que los
estudiantes ganen apropiadas experiencias para construir el concepto
de limite. Esta forma de trabajar (con el ordenador) puede generar sus

propios obstaculos epistemologicos.
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Cornu (1991), después de haber identificado los obstaculos epistemoldgicos

que histéricamente ha debido superar el concepto de limite hasta llegar a su

definicion actual, y notar la posibilidad de que esos mismos obstaculos se den

en los alumnos, sefiala la importancia de las ideas previas que los alumnos

poseen sobre el concepto de limite, ideas que estan influenciadas por el

lenguaje usual y su propia experiencia. Para intentar superar estas dificultades

apunta una serie de sugerencias didacticas:

1)

2)

3)

Antes de comenzar con la ensefianza del concepto de limite es util
conocer las ideas previas, llamadas, por Cornu, concepciones
espontaneas: las imagenes, intuiciones y experiencias que los alumnos
poseen. Esto puede ayudar a que conozcan la variedad de significados
sobre la palabra limite y que tomen conciencia del problema con el que

se esta trabajando.

La resolucidon de problemas puede ser un contexto apropiado para la

ensefianza del limite

Una secuencia de enseflanza basada en definiciones y deducciones
logicas a partir de las definiciones dadas, parece no ser muy adecuada
para conseguir una comprension del concepto de limite por parte de los
alumnos. Como consecuencia de esto se producen diferentes
aproximaciones a la ensefianza del concepto de limite: Douady (1986)
propone su teoria tool-object en la que el concepto se usa en principio
como herramienta, para adquirir cierta experiencia, y a continuacion

trabajar con él como objeto matematico.

Cornu cita también a Dubinsky (1991), el cual propone la denominada
descomposicion genética del concepto de limite; para introducir el
concepto de limite de una sucesién, primero se debe introducir el
concepto imagen y la secuencia de las construcciones mentales que los

estudiantes han de elaborar necesariamente.
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4) El uso del ordenador cuando se trabaja con el concepto de limite puede
genera experiencias beneficiosas para los alumnos, aunque también
puede generar nuevas dificultades que deberiamos enunciar y tener en

cuenta.

Przenioslo (2005) reconociendo las dificultades que los alumnos de secundaria
y primeros cursos de universidad tienen en torno a la comprension del
concepto de limite propone nuevos métodos de introducirlo, prestando
atencion no solo a las concepciones particulares que los alumnos poseen sino a

algunos hechos y principios mas generales.
Entre estos hechos la autora sefiala los siguientes:

-Representaciones visuales, las cuales juegan un papel importante en el

aprendizaje de los conceptos matematicos.

-Desarrollo del concepto imagen, el cual puede estar considerablemente
influenciado por los primeros ejemplos que se plantean a los alumnos. La
autora aboga por la presentacion de una amplia gama de ejemplos a partir de
los cuales los alumnos puedan construir y desarrollar no solo la definicién sino

también situaciones apropiadas en las que se emplee el concepto de limite.

Teniendo en cuenta lo anterior la autora propone la ensefianza y aprendizaje
del concepto de limite de una sucesion a través de una clase guiada en la que se
fomenta la discusion alrededor de un conjunto amplio de ejemplos

provocativos, problemas y cuestiones.

Entre los problemas que se discuten, uno de ellos juega el papel de principal y,

el resto, esta disefiado con dos fines:

1) Enriquecer las discusiones alrededor del problema principal.

2) Dar al profesor la posibilidad de poner al descubierto, aquellos
aspectos de la convergencia de sucesiones, que estdn normalmente
ocultos o son malinterpretados a través de concepciones

espontaneas de los estudiantes.
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Para que esta nueva estrategia didactica tenga éxito la autora sefiala una serie
de requisitos previos que los alumnos deben tener. Estos requisitos ya fueron
sefialados por Mamona-Downs (1990); entre ellos estd el de comprender el
concepto de funcion y ver las sucesiones como un caso particular de funciones.
Los estudiantes también deberian estar familiarizados con el concepto de
subsucesion y proximidad. Ademas puede ser también necesario el manejo de

cuantificadores e inecuaciones con valor absoluto.
El desarrollo de la ensefianza del concepto de limite se produce en tres pasos:

- El primer paso corresponde al desarrollo de concepciones relativas al
significado de la frase “a partir de un cierto n”. Algunos de los problemas
propuestos se dedican a arrojar luz sobre esta frase. En este apartado se
discuten observaciones que provienen de los ejercicios que se presentan. Entre

estas observaciones podemos citar las siguientes (pagina 87):
“a partir de un cierto n los términos se aproximan a uno pero no exceden de 1”

“a partir de un cierto n los valores de la secuencia son no solo menos diferentes de

uno sino también que esta diferencia se va haciendo cada vez mds pequeiia”.

- El segundo paso supone comprender nociones relativas a la idea de entornos
de longitud arbitraria alrededor del valor del limite. En este apartado se fija un
entorno del limite y se dibujan los valores de la sucesién que quedan dentro de
la franja determinada por los extremos del entorno fijado alrededor del limite.
Se pretende en este estado que los alumnos sean capaces de reconocer que las
sucesiones que tienen limite cumplen que todos sus valores a partir de un

cierto lugar quedan dentro de una franja de valores determinada por el limite.

- El tercer paso pretende desarrollar conceptos relativos al término
“alrededores”. En este paso se favorece la discusion entre los alumnos en torno

a la siguiente cuestion:
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Cada entorno que tomamos alrededor del limite contiene casi todos los
términos de la sucesion. Esto acarrea una discusiéon respecto a cudntos

términos de la sucesién se permite que queden fuera de este entorno.

Después de que los estudiantes han desarrollado concepciones de sucesiones y
han conectado estas concepciones con la idea de franja y la idea de entorno
alrededor del limite, se puede introducir el término convergencia y limite de
una sucesion. Se les invita ademdas a que los propios alumnos den su propia

definicion de limite de una sucesion.

A continuacién se formula una definiciéon formal de limite. Esto se hace después

de haber trabajado con sucesiones convergentes concretas, cuyo limite era uno.

Przenioslo (2005) concluye que la enseflanza basada en las herramientas
didacticas anteriormente propuestas, permite desarrollar concepciones a los
estudiantes que poco a poco se van aproximando al significado del concepto de
limite de una sucesion. Los estudiantes pueden adquirir las concepciones en
torno al limite y llegar a adquirir la definicién formal porque los saltos entre

unas concepciones y otras no son muy grandes.

Otra autora (Navarro, 2002) propuso una estrategia metodolégica basada en el
uso del ordenador. Para ello trabajé con el programa Matlab 5.3, en el cual
realizd una serie de pasos, primero trabajé con los alumnos para que
alcanzasen una imagen visual del concepto de limite de una sucesién para que a
continuacion llegasen por si mismos a dar una definicion formal de limite de

una sucesion.
Los objetivos de la tesis de Navarro (2002) se pueden concretar en dos puntos:

a. Determinar los descriptores de los niveles de razonamiento del proceso de

convergencia de una sucesion.

b. Presentar una propuesta metodolégica que permita la comprension del

concepto de convergencia de una sucesion numérica y su introduccién en
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cursos tempranos donde los alumnos atn no tienen la madurez necesaria

que requiere la definicion formal.

Para la consecucion del primer objetivo se realizaron tres pasos que se

presentan a continuacion:

1) Se present6 el proceso de convergencia de una sucesion de una forma visual.
Este modo de presentacién hizo que el alumno se sintiera inclinado a manejar
por si mismo, de una forma intuitiva, nociones y razonamientos de tipo infinito

que generalmente suponen un obstaculo dificil de superar.

2) Se disefi6 una entrevista clinica, semiestructurada y de tipo socratico que
acompafia al alumno en su razonamiento y hace que éste vaya progresando,
pasando de un nivel a otro. Esta entrevista ha permitido determinar los
descriptores de los distintos niveles de razonamiento de acuerdo con Van Hiele

y situar a cada estudiante entrevistado en su correspondiente nivel.

3) Se disefié un test escrito para estudiar grupos de alumnos mas numerosos.
Los resultados obtenidos en este test corroboraron lo obtenido en la entrevista
individual y permitieron clasificar de manera automatica a cada alumno en su

nivel correspondiente.

Para la consecucion del segundo objetivo se empled la entrevista clinica
disefiada en el primer objetivo. La autora consideré esta entrevista como una
buena propuesta metodoldgica para la ensefianza del concepto de sucesion
convergente. Esta entrevista pretendi6 que el alumno fuese realizando la
construcciéon del concepto de sucesion convergente, de manera que al final
fuese capaz de expresar verbalmente su propia definicibn de sucesion

convergente y de limite de una sucesion.

Para conseguir esto, ademas de apoyarse en el uso del ordenador y del
programa Matlab 5.3, la autora rebaja el lenguaje matematico que se usa
habitualmente cuando se introduce el concepto de limite de una sucesidn.

Como ejemplo de esto usa expresiones como “nube de puntos” en lugar de limite
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de una sucesién o “proceso de estabilizacién” para referirse al proceso de

convergencia. (Navarro, 2002, p. 171.)

En la primera parte, la autora introduce el concepto de limite y solo pretende
que los alumnos observen las imagenes que se producen en el ordenador y
vayan razonando sobre ellas. En este primer momento los alumnos no conocen
la expresion simbolica de la sucesion con la que se trabaja. En la dltima parte de

la propuesta metodoldgica se presenta la expresion simbélica de la sucesion.

Los descriptores que la autora ha hallado y que permiten clasificar el nivel de

razonamiento de los alumnos, se detallan a continuacion.

- Descriptor de nivel 1. En este nivel los alumnos reconocen la nube de puntos
(esta nube de puntos representa los valores de la sucesiéon con la que se
trabaja) con todas sus propiedades pero no son capaces de usar datos o
elementos ajenos a la nube de puntos. A estos alumnos les basta observar un

numero grande de puntos para inducir cual es el valor del limite.

- Descriptor de nivel 2. Los alumnos que se encuentran en este nivel de
razonamiento reconocen que el conjunto de valores de la sucesion es infinito y
empiezan a fijarse, una vez que los valores de la sucesidn son representados, en

aquellas zonas que mas informacidn les pueden proporcionar.

- Descriptor de nivel 3. Los alumnos en este nivel son capaces, observando la
nube de puntos que representa la sucesion, de distinguir si la sucesion
presentada tiene limite o no, y ademas dar una definicion de limite de una

sucesion.

Navarro (2002) recoge el trabajo de Van Hiele, el cual reconocié cinco niveles
de razonamiento. A pesar de reconocer cinco niveles, consider6 mas
importantes los tres primeros. Respecto a los dos ultimos afirmé que eran
dificiles de distinguir y dejo para un trabajo posterior la determinacion del

nivel 4 en el caso de la convergencia de sucesiones.
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Estos niveles se han aplicado sobre todo a cuestiones geométricas y la forma
mas habitual a la hora de hablar de los niveles de razonamiento de Van Hiele es

la de distinguir cuatro niveles de razonamiento.!

Otra autora que estudio en detalle el concepto de limite fue Blazquez (2000).
Una de sus hipétesis de investigacion fue la siguiente (pagina 44):

La nocién de limite lleva consigo graves dificultades de comprension, sea cual sea
la presentacion que se haga. Conocer dichas dificultades, junto con las creencias
que los alumnos tienen sobre el limite es una herramienta eficaz para su

ensefianza.

La autora, ademas de sefalar las dificultades relacionadas con la ensefianza del
limite, propone la elaboracion de secuencias de ensehanza- aprendizaje para
detectar dificultades, ponerlas de manifiesto y superarlas para obtener un
aprendizaje significativo. Para ello defini6 las categorias de contenido
matematico como organizadores del contenido, los cuales controlan la relacién
del objeto de ensefianza con el profesor. Estas categorias son definidas como
los contenidos necesarios para desarrollar el concepto de limite funcional y
poder asi asegurar la comprension del mismo. Las categorias necesarias para
desarrollar el concepto de limite en una clase de bachillerato de ciencias
sociales (12 y 29), segin Blazquez (2000, capitulo 1V, pp. 26-27), son las

siguientes:

1 Nivel 1 (de reconocimiento visual). Los alumnos perciben las figuras geométricas como
objetos individuales, y no son capaces de generalizar las caracteristicas que reconocen en ellas
a otras de su misma clase.

Nivel 2 (de andlisis). Los estudiantes en este nivel presentan un avance en sus razonamientos
respecto al nivel anterior. Ellos han cambiado su forma de mirar las figuras que se les
presentan, son conscientes de que estas figuras estan formadas por partes y que tienen ciertas
propiedades. También son capaces de reconocer que las figuras con las que estan trabajando
son o pueden ser representantes de alguna familia.

Nivel 3 (de clasificacidn, de relacion). En este nivel los alumnos comienzan a desarrollar la
capacidad de razonamiento formal. Han adquirido la habilidad para conectar légicamente
diversas propiedades de la misma o de diferentes figuras.

Nivel 4 (Deduccién formal). Los alumnos que se encuentran en este nivel pueden entender y
realizar razonamientos légicos formales. Las demostraciones toman sentido y son el Unico
instrumento para verificar la verdad de una afirmacién. Los alumnos aceptan la posibilidad de
llegar al mismo resultado desde distintas premisa y también que existan definiciones
equivalentes de un mismo concepto.
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NA: Contenidos sobre numeros y aproximacion:
NAR: Numero racional y su representacion en la recta.
NAI: Existencia de numeros irracionales.
NAAR: Aproximacion de numeros racionales.
NAAI: Aproximacion de numeros irracionales.
NAE: Error absoluto de aproximacion.

NARE: Representacion en la recta del error y su aproximacion.

PI: Contenidos sobre procesos infinitos.
PICI: Conjuntos infinitos.
PISe: Series. Expresion decimal de un numero.
PID: Densidad de los numeros racionales.

PISu: Sucesiones.

F: Contenidos sobre funciones.
FC: Funcion como dependencia entre magnitudes.
FR: Representacion de funciones: grdfica, tabular, verbal, algebraica.
FCR: Paso de unos sistemas de representacion a otros.
FE: Funciones elementales.

FP: Caracteristicas bdasicas de las funciones: dominio, periodicidad,
simetrias, puntos de corte, monotonia, acotacion Y extremos, concavidad y

convexidad.

FL: Caracteristicas de las funciones relacionadas con el limite: tendencias,

asintotas, continuidad.

FO: Operaciones con funciones.
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LS: Contenidos sobre limites secuenciales.
LSN: Estudio tabular de las tendencias numéricas.
LST: Discriminacion entre tendencias finitas e infinitas.

LSC: Aritmética de limites.

LF: Contenidos sobre limite funcional finito e infinito.
LFN: Necesidad del limite.
LFI: Idea ingenua de limite funcional.
LFA: ldea precisa de limite como aproximacion optima.

LFIL: llustraciones del concepto en sus registros numérico, algebraico y

grafico.

LFT: Relacion tendencia y limite.
LFP: Propiedades de limites.

LFC: Cdlculo con limites finitos e infinitos.

Ademas de esto, Blazquez y Ortega (2002) propusieron trabajar con una nueva
definicién de limite, por ello consideran que la forma mas adecuada de
presentar el limite finito es a través de lo que denominan aproximacién optima.
Dicha presentacion del limite permite aprovechar el aspecto intuitivo y cercano
a la realidad sin reducir el limite a una simple aproximacién. El empleo de esta
definicion de limite implica que en principio la representacion a utilizar sea
numérica y un trabajo previo con aproximaciones y tendencias. Para estos
autores los términos aproximacidon y tendencia se definen de la siguiente

manera (pagina 14):

“Una variable, que toma sus valores en un conjunto numérico, puede aproximarse
a un cierto numero si los errores absolutos que se cometen, considerando los

valores de la variable como aproximaciones del nimero son cada vez menores.
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La variable tiende a un numero cuando los valores son aproximaciones del
numero y ademds se aproximan mas que cualquier otro valor, es decir, cualquier

aproximacion se puede mejorar con valores de la variable”.

Una vez trabajados con los alumnos estos términos y habiendo trabajado con
sucesiones, se pasa a trabajar con funciones, momento en el que se da una

nueva definicidén de limite finito de una funcién en términos de tendencias.

1.3.2 Propuestas centradas en el trabajo con profesores. Andlisis de su
tarea docente.

Espinoza, L. y Azcarate, C. (2000), presentan “la otra cara” en los problemas de
la ensefianza del limite: analizan la tarea de un profesor que tiene que ensefiar
el concepto de limite. Para ello se preguntan qué tipo de conocimiento moviliza
el profesor cuando se enfrenta con la tarea de ensefiar el concepto de limite de

una funcion y las dificultades con las que se encuentra.

Para llevar a cabo ese trabajo tuvieron que analizar dos aspectos: el
pensamiento del profesor, y el conocimiento de su practica en la ensefianza de

un conocimiento matematico determinado.

Las dificultades que surgen cuando se estudia el pensamiento del profesor son:
la primera, de naturaleza epistemologica, la segunda se relaciona con el modo

de analizar el pensamiento del profesor.

Para solventarlas, se apoyaron en el marco tedrico conocido como enfoque
antropolégico de lo didactico desarrollado por Yves Chevallard (1998), que se
enmarca dentro del programa de investigacion mas general conocido como la
didactica fundamental, iniciada por Guy Brousseau (1983). Esta se propone
analizar el saber matematico como via de acceso para el estudio de los
fenémenos didacticos, partiendo del supuesto basico de que todo fendmeno

didactico tiene un componente matematico fundamental.
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Se propone la necesidad de modelizar el conocimiento matematico a través de

un modelo construido por la propia didactica de las matematicas.

La nocion de organizacion matematica, que Chevallard denomina praxeoldgica
matemdtica u obra, permite modelizar el conocimiento matematico como

actividad humana.

Como toda actividad responde a unas razones de ser especificas, los tipos de
problemas y técnicas asociadas a una tarea determinada constituyen un “saber-
hacer” que hacen referencia a la practica o praxis de la actividad. Los discursos
que describen, justifican y explican estas técnicas se denominan tecnologia, y el
argumento formal que permite justificar rigurosamente dicha tecnologia, la
teoria. Tecnologia y teoria constituyen el logos para la praxis y se corresponde
con el “saber”. Praxis y logos se hallan intimamente relacionados y la
articulacién de ambos permite dar forma a la praxeologia matematica. Se trata

pues de una modelizacién estatica del trabajo

Se propone, ademads, un modelo dindmico o funcional de dicha actividad que
permitird contar el proceso de construcciéon de una obra matematica. El estudio
se refiere tanto al proceso de creacidn o recreacién de una organizacion

matematica como al producto de dicho proceso.

Proceso y producto aluden a dos aspectos distintos del trabajo matematico
pero inseparables. Existe una dialéctica entre ambos, siendo, de hecho, como
dos caras de una misma moneda. El proceso de estudio tendra distintas
dimensiones o momentos distribuidos de manera dispersa a lo largo del trabajo

que estamos comentando.

El proceso de estudio se organiza a través de seis momentos distintos:
Momento del primer encuentro, momento exploratorio, momento del trabajo
de la técnica, momento tecnoldgico-tedrico, momento de la institucion,

momento de la evaluacion. (Pagina 358).
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Una vez desarrollado el proceso de estudio sobre el concepto de limite, se entra
de lleno en el andlisis de la actividad del profesor. Espinoza y Azcarate

describen con cierto detalle sus opiniones sobre ella:

La actividad del profesor se puede describir como un conjunto de
organizaciones praxeoldgicas que conllevan un conjunto de tareas, alrededor
de las cuales se desarrollan y organizan técnicas, tecnologia y teoria. Se trata de
problemas didacticos, técnicas didacticas, tecnologia y teoria didactica, aunque
frecuentemente aparezcan implicitos o vagamente descritos dentro de dicha

actividad.

El profesor tiene una primera tarea de construir organizaciones matematicas,

pero esta limitado por el curriculo oficial.

El segundo tipo de tareas consiste en guiar la reconstruccién escolar de dicha
organizacion matematica. Esta reconstrucciéon puede variar de un profesor a

otro.

Una vez realizado el estudio tedrico sobre el concepto de limite y sobre el
trabajo del profesor en relacién con dicho concepto, se propone una
metodologia de investigacion que permita estudiar las técnicas didacticas que
utiliza el profesor para dirigir y gestionar el estudio del limite de funciones en
la ensefianza secundaria y el tipo de reconstruccion que realiza de la
organizacion matematica propuesta por los cuestionarios oficiales de esta
institucion escolar. Habria que describir las tecnologias que utiliza el profesor

para describir, justificar, dirigir y pensar su practica docente.

Las autoras introducen el término ‘epistemologia espontanea’ para describir
aquellos elementos que se emplean de manera natural en el ejercicio de la

actividad docente.

Aunque el proceso de estudio no empieza en el aula, si sera ésta el lugar donde

se centre la investigacion.
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La metodologia de investigacion que se llevd a cabo, se concreta en los

siguientes pasos:
1) Analisis de los libros de texto.

2) Trabajo con un profesor (“A”) que impartia matematicas de 22 B.U.P, que

acepto ser grabado, y entrevistado.

3) Trabajo con producciones de alumnos; las autoras recogieron apuntes de
clase, examenes sobre el tema de limites de funciones, y respuestas al

cuestionario elaborado por ellas mismas.

Después de todo ese proceso se eligié un segundo profesor (“B”) con el que se

siguieron los mismos pasos anteriores.
El andlisis didactico-matematico que se realiz6 fue el siguiente:

1) Se exploraron algunas organizaciones matematicas construidas en torno

al “limite” a lo largo de la historia de las matematicas.

2) Analisis del concepto de limite de una funcién desde el punto de vista

oficial.

3) Anadlisis de los libros de texto donde aparece el concepto de limite de

una funcion. (Dimensidn estatica.)

4) Andlisis de la dimensiéon dinamica del proceso: las grabaciones,

dispositivos didacticos y observaciones de campo realizadas.

5) Andlisis de las técnicas didacticas utilizadas por los profesores

observados para dirigir el proceso de estudio.
6) Analisis de la tecnologia didactica de los profesores: las entrevistas.
7) Sintesis, relacion de resultados y conclusiones del estudio.

Las conclusiones que pueden obtenerse del trabajo de Azcarate y Espinoza
(2000), en torno al concepto de limite de funcidon, es que hay dos

organizaciones matematicas incompletas y desconectadas entre si; la primera
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es denominada organizacién matemadtica relativa al algebra de limites, y
responde al calculo de limites de una funcién partiendo del supuesto previo de
su existencia, y la segunda es denominada organizacion matematica relativa a la
definicién del objeto limite de funcion y obedece a la cuestion de la ensefianza
del limite. En esta dltima encontrariamos la definiciéon -8, por entornos o

sucesiones.

Pese a tratarse de profesores distintos y de aulas diferentes, las autoras
constataron que las organizaciones matemadticas en torno a los limites de
funciones efectivamente construidas poseen en esencia las mismas
caracteristicas. Ambas obedecen a la Unica cuestion del calculo de limites de

funciones, partiendo de la base de que existe o es infinito.

La mayor dificultad a la que se vieron enfrentados ambos profesores fue la de
escoger los elementos tecnolégicos adecuados para el tipo de actividad que

proponian a la clase.

En resumen las autoras afirman que las reconstrucciones realizadas son dos
versiones de una misma organizacion matemadtica, debido a la gran influencia

que ejercen las restricciones institucionales.

Los dos profesores mostraron una serie de semejanzas entre las que se
destacan las siguientes: no describieron el concepto de limite ni al principio, a
modo de introduccién, ni al final como modo de sintesis. También se nota en

ambos una ausencia de momentos teoricos, exceptuando algunos casos.

La estrategia del profesor A es catalogada por Espinoza y Azcarate (2000) como
la del eterno “momento exploratorio” en la que el proceso de estudio se va

haciendo sobre la marcha.

La estrategia del profesor B es introducir el concepto de limite de funciones a
partir del concepto de limite de sucesiones. Es una técnica muy utilizada y
antigua. La estrategia del profesor B es catalogada por la del “eterno momento

de la institucionalizacién”. El profesor se convierte en un narrador.

48 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 12 Antecedentes

En este documento encontramos (pagina 365) la expresién “fendmenos
matemadticos locales”, relativos al estudio realizado en el aula. Entre estos
fendmenos se encuentran la contradiccion entre la tecnologia sabia y la practica
de calculo de limites o los efectos en la gestion del proceso didactico de la

ausencia de una tecnologia para el dlgebra de limites.
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1.4. Dificultades en torno a la idea de limite

El concepto de limite, presente en los programas del bachillerato espafol desde
los afios treinta hasta nuestros dias, se sitda por su importancia como un
elemento clave para el desarrollo de otros conceptos como puedan ser la
derivada o la integral. Sierra, Gonzalez y Loépez (1999) sefialan que los
profesores de enseflanza secundaria manifiestan las dificultades que surgen en
la ensefianza-aprendizaje de los conceptos de limite y continuidad, y que las
investigaciones, realizadas en educacién matematica fuera de nuestro pais, han
confirmado que los alumnos no adquieren una comprension clara de estos

conceptos.

1.4.1 Dificultades respecto al andlisis matematico
La palabra analisis tiene diferentes significados en diferentes paises. Tall

(1992) recoge los siguientes significados del término:

1) Analisis informal, caracterizado por ideas informales como la de tasa de
variacidn, reglas de diferenciacion y de integracion como proceso inverso a la
diferenciacion, y calculo de areas y volumenes como aplicaciones de la

integracion.

2) Analisis formal, ideas formales de completitud, definicion de limite ¢-9,

continuidad, integral de Riemann y deducciones formales de teoremas.

3) Analisis no-estandar, basado en las ideas de infinitésimos e infinitos, como

numeros inversos.

4) Aproximaciones en el ordenador, que usan manipulaciones numéricas,

graficas y simbolicas, con o sin programacion.

Tall sefiala que en muchos paises la primera acepcién del término se ensefia en

educacion secundaria, mientras que la segunda se ensefia en un nivel superior.
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A pesar de esto, observa casos en los que la segunda acepcion es enseflada en

secundaria, como es el caso de la Grecia actual (afios noventa).

Tall sefiala que es en el analisis donde los alumnos se encuentran por primera
vez con un concepto que involucra procesos infinitos, como es el caso del limite,
y que en los ultimos tiempos hay un descontento general con los resultados que
obtienen los alumnos en un curso de andlisis. Todo esto llevd a que se
produjera en los afios noventa en Estados Unidos un movimiento denominado
“Calculus Reform Movement” con un gran desarrollo en tecnologia pero con
poca inversidon en investigaciéon cognitiva. Este movimiento generé muchas
publicaciones en el campo del andlisis matematico y sobre todo muchas

publicaciones en torno al concepto de limite.

En torno a las dificultades que presenta el concepto de limite, Tall recoge las

siguientes:

- Dificultades suscitadas por la lengua: términos como Iimite, tender o
aproximarse tienen un significado ordinario que choca con el concepto
formal. Estas dificultades ya fueron sefialadas por Monaghan (1991) y Cornu

(1991)

- El proceso de limite no se puede transformar en una simple operaciéon

aritmética o algebraica, sino que involucra un proceso infinito.

- Una variable que se hace cada vez mas pequefia puede ser interpretada

como infinitésimo, que es una cantidad variable arbitrariamente pequeiia.

- La cantidad de N haciéndose arbitrariamente grande sugiere la idea de

numeros infinitos.
- Dificultades relacionadas con la idea de si el limite es alcanzado o no.
- Confusion sobre el paso de lo finito a lo infinito.

Ante esta serie de inconvenientes, Tall (1992) propone dos métodos para

actuar de los alumnos. El primero consistiria en reconciliar lo antiguo y lo
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nuevo mediante una reconstruccién de una nueva estructura coherente de
conocimientos; el segundo serfia mantener los elementos de conflicto en dos
compartimentos separados y de manera que no sean simultidneamente

evocados.

Los alumnos suelen decantarse por esta ultima postura manteniéndose de este

modo una separacion entre la teoria y la practica.

Otra aportacion de Tall referente al andlisis, es una critica de como se aborda el
concepto de limite en el programa francés y en el programa estadounidense. En
el programa francés, los libros dedican generalmente una leccién al concepto de
limite en el que se incluye una definicion formal, una afirmacién de su unicidad
y teoremas relativos a operaciones aritméticas. Los ejercicios sin embargo no se
concentran en el concepto de limite, sino que se concentran en operaciones
como limite de la suma, del producto y operaciones aritméticas. Este hecho es

constatado también por Cornu (1992).

En el programa estadounidense, sin embargo, se produce una division entre el
conocimiento procedimental (sustituir variables en funciones continuas,
factorizar y cancelar, usar la regla de I'Ho6pital para resolver indeterminaciones

que aparecen en el calculo de limites) y el conocimiento conceptual.

En Tall (1992) hallamos recogidas las afirmaciones de Ervynck, el cual concluia
que muchos estudiantes tienen una comprension prerrigurosa del concepto de
limite pero pocos alcanzan la comprension de la definicidn rigurosa, y las de
Davis y Vinner, que afirman que los ejemplos especificos, en particular, las
sucesiones monotonas, dominan el aprendizaje y esto hace que domine el

concepto imagen de los estudiantes sobre el limite de una sucesion.
Tall advierte las siguientes caracteristicas en los alumnos:

- Normalmente no emplean argumentos globales, sino que usan diferentes
argumentos dependiendo del caso, de manera que pueden aparecer

conflictos pero que estan en distintos compartimentos. Esto ocurre con el
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caso del limite en el que pueden aparecen dos ideas contradictorias

mantenidas por el mismo alumno.

- Aprenden las cosas que ellos necesitan para pasar el examen. Cuando la
técnica que usan para resolver un ejercicio falla, inventan una nueva que no

es casi nunca consistente con la antigua.

Teniendo en cuenta estas caracteristicas y los resultados que produce la
ensefianza del calculo, Tall sefiala que es posible que el énfasis puesto en la
ensefianza de procedimientos en secundaria condicione el desarrollo posterior

del andlisis.

Conciliar los aspectos formales e informales del andlisis no es tarea facil.
Algunos autores optaron por realizar esta conciliaciéon, como Williams (1991),
que realiz6 una experiencia en la que confrontaba el concepto imagen de limite
con la definicion formal. A través de entrevistas con los alumnos intentaba
confrontar los conocimientos que los alumnos tenian y producir un conflicto

entre los nuevos ejemplos que se presentaban y ese concepto imagen.

En la literatura referente al concepto de limite esto no siempre fue asi y algunos
autores optaron por desdefiar una aproximacién al concepto de limite en favor
de otra. Esto puede suceder incluso con la ensefianza propuesta por un pais;
por ejemplo en Grecia se hace uso de los métodos formales de la definicién de
limite €-3, lo cual lleva emparejado una reduccion de los métodos
infinitesimales. A pesar de esto se producen dificultades de comprension en los
alumnos respecto al concepto de limite. Como consecuencia de este uso, los
griegos conciben el limite como un objeto mas que como un proceso dinamico.
Ademas algunos autores griegos, sefialan la existencia de un conflicto entre la
aproximacion dinamica y la aproximacion estatica, sugiriendo que el primero es

mas natural a su intuicién original.

Una solucidn a lo anterior seria no guiar el analisis y el concepto de limite, hacia

el andlisis estdndar y formal, sino hacia el andlisis no estandar. Tall cita los
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estudios de Sullivan (1976), el cual dio evidencias del aparente éxito de tales

aproximaciones.

Para mejorar el aprendizaje de los estudiantes en lo referente al calculo, Tall
(1992) propones varias hipotesis de trabajo: Aprendizaje activo; Construccion
de intuiciones adecuadas para su futura formalizacion; Graficos en el
ordenador; Programas de ordenador; y Software de manipulaciéon simbédlica.

Pasamos a describir cada una de ellas.

-Aprendizaje activo. Tall (1992) recoge los trabajos de Cummins (1960), que
realizd6 una experiencia con alumnos basada en el uso de materiales. Los
resultados comparativos entre los estudiantes del experimento y los
estudiantes de un grupo de control, arrojaron las siguientes conclusiones: los
alumnos de uno y otro grupo obtienen los mismos resultados en el manejo de
las operaciones basicas, sin embargo obtienen mejores resultados en
cuestiones que requieren una mayor comprension conceptual, en el grupo en el

que se usaron materiales.

-Construccién de intuiciones adecuadas para su futura formalizacién. Tall recoge
también la aportaciéon de Dubinsky, el cual propone trabajar los conceptos del
analisis de una manera particularmente sofisticada. Segin Dubinsky los
alumnos deben trabajar en grupos y reflexionar sobre la construccion de
programas, en un lenguaje de programacion, los cuales deben estar disefiados
para mejorar el crecimiento del pensamiento matematico. Por ejemplo las
funciones pueden ser especificadas como procedimientos y entonces pueden
ser concebidas como objetos que se usan para introducir otras funciones. La
encapsulacién de la funcidén proceso como un objeto es vista como un paso
fundamental en el proceso de aprendizaje. La encapsulacion permite a un
proceso ser concebido como un proceso y como un objeto que podra ser
manipulado en un nivel superior. Este disefio es uno de los pocos en el
movimiento de la reforma del calculo que es consciente de las dificultades e

intenta resolverlas.
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-Grdficos en el ordenador. Muchas experiencias con ordenadores se disefian
para construir intuiciones que posteriormente deberan ser formalizadas. Las
graficas en el ordenador pueden hacer que ayuden a los alumnos a observar
algunas propiedades de las funciones como diferenciabilidad. A pesar de la
utilidad de las graficas, Tall (1986) afirma que la potencia de los graficos tiene
que ser completada con aproximaciones simbolicas y numéricas, y que el éxito
en calculo estd ligado a la versatilidad de representaciones y al movimiento

entre unas y otras.

-Programas de ordenador. Los programas de ordenador son vistos como un
problema extra que puede incrementar la dificultad de las matematicas, y por
otros es visto como una actividad constructiva que permite a los estudiantes
aprender cuando programas los algoritmos requeridos. En el trabajo de
Dubinsky con estudiantes, se les animaba a realizar sus construcciones
matematicas y a reflejar en ellas su comprension de las mismas. En una
comparacién con estudiantes que siguieron un curso tradicional, este autor fue
capaz de mostrar que los estudiantes podian transformar tan bien o mejor que
los estudiantes que recibieron una ensefianza tradicional. Sin embargo, también

comentaba que estas comparaciones tenian poco valor.

-Software de manipulacion simbdlica. Estuvo muy extendido en la ensefianza del
analisis; en la actualidad se manejan los siguientes programas: Derive, Cabri,
Geogebra, entre otros. Un ejemplo del uso del ordenador los encontramos en
Palmiter (1991), el cual usé el software Macsyma para ensefiar a un conjunto
de estudiantes de primer curso, calculo integral durante cinco semanas,
mientras que en paralelo se estudiaba durante 10 semanas con otro conjunto
de estudiantes. El examen conceptual fue llevado a cabo por ambos grupos bajo
idénticas condiciones, los estudiantes del grupo experimental usaron Macsyma
en el examen de ordenador pero solo durante una hora mientras que el grupo
de control tuvo dos horas. Los resultados extraidos fueron mejores en el grupo
experimental que en el grupo de control, tanto en el examen conceptual como

en el examen computacional.
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1.4.2 Dificultades especificas del concepto de limite

El concepto de limite, como hemos citado anteriormente, presenta dificultades
de comprension en los alumnos. En un sentido matematico podria ser
apropiado distinguir entre varios tipos de limites diferentes, por ejemplo, el
limite discreto de la secuencia (an) cuando n tiende a infinito y el limite
continuo de f(x) cuando x tiende a “a”. Sin embargo una investigaciéon empirica
muestra dificultades comunes para principiantes a través de varias categorias

matematicas.

La terminologia asociada con el proceso del limite matematico incluye frases
tales como tender a, aproximarse, o muy préximo a, las cuales otra vez tienen

un significado coloquial diferente del significado matematico.

De hecho, cuando estas frases son usadas en relaciéon con la aproximacién a un
limite, ello conlleva la invariable implicacién de que los términos de la sucesion

no pueden igualarse al limite. (Schwarzenberger & Tall, 1977.)

Davis y Vinner (1986) sugieren que hay una serie de concepciones erréneas
relacionadas con las nociones del limite, aparentemente inevitables. Una es la
influencia del lenguaje, por el cual los términos nos recuerdan las ideas que nos
introducen en las matematicas. Afiadidas a estas palabras, hay ideas que ellas

evocan, las cuales tiene sus origenes en experiencias tempranas.

Otra fuente de errores es la absoluta complejidad de las ideas, las cuales no
pueden aparecer de una manera instantdnea y completamente maduras. Asi
que algunas partes de las ideas conseguirdn adecuarse a la representacion que

en ese momento se esté usando antes que otras.

Tall (1986) afirmaba que la creencia de que algunas propiedades que
mantienen todos los términos de una sucesiéon son también mantenidas por el
limite, habia sido una creencia valida a lo largo de la historia, por ejemplo en el
“Principio de continuidad de Leibniz”. Esta idea advertida por Tall ha sido un

hecho constante a lo largo de la historia, donde encontramos el ejemplo de
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Cauchy de que el limite de las funciones continuas debia ser una funcién

continua.

Si todo lo anterior lo aplicamos al limite de una sucesiéon como la que se

presenta a continuacioén:
0.9, 0.99, 0.999, ..., 0.9(n veces repetido)9, ...

el limite de esta sucesién deberia ser menor que 1 ya que todos los términos

son menores que 1.

Tall (1991) englobaba todas las dificultades relativas al concepto de limite
dentro de lo que denominé dificultades del andlisis en general. Entre estas

dificultades citamos las siguientes:
- (12) Restriccidn excesiva de las funciones que se usan.

Las funciones que se suelen manejar no suelen causar muchas dificultades en
el andlisis elemental. Sin embargo, cuando los alumnos se encuentran con
funciones dadas por ramas o mediante valor absoluto suelen aparecer
dificultades. En el caso concreto del concepto de limite de una sucesion
nosotros afirmamos que en la mayoria de los libros de texto se usan
sucesiones que tienen limite y cuando aparece una sucesién que no tiene

limite los alumnos no saben qué contestar.
- (228) La notacion de Leibniz (una til ficcién o un genuino significado)

Muchos examenes de analisis se centran en la manipulaciéon simbdlica mas

que en la resolucion de problemas.
- (32) Traslacion de problemas reales dentro de la formulacién del andlisis.

Esta notacidn es casi indispensable en el analisis, sin embargo, causa serios
problemas conceptuales, hasta que los alumnos no saben aprenden que no es
una fraccion (o en qué sentido puede serlo) y si es un simple simbolo

indivisible.
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(428) Seleccion y uso de representaciones apropiadas.

Tall recoge los trabajos de Robert y Boschet (1984) los cuales afirmaban que
los estudiantes que tenian mas éxito en analisis eran aquellos que podian
flexibilizar el uso de una variedad de aproximaciones: simbélica, numérica y

visual.

(52) Manipulaciones algebraicas o carencia de ellas.

La manipulacién de simbolos algebraicos es el modo preferido para muchos

estudiantes.

(62) Absorcién de ideas complejas en un tiempo limitado.

Los individuos cambiamos nuestros conceptos con el paso del tiempo. Un
limite podria ser inicialmente un proceso intuitivo de “cada vez mas préximo”,
después una definicién “epsilon-delta”, pero después de que varios teoremas
hayan sido probados, la definicién es suprimida y se emplean solamente los
teoremas demostrados. De esta manera los estudiantes se van encarando con
distintas definiciones de un mismo concepto a lo largo de su desarrollo

escolar.

También Blazquez y Ortega (2001) sefalaron que la utilizacién de diferentes
registros (algebraico, numérico, grafico y verbal) mejoraba la comprension del
limite. Para comprobar esto realizaron una investigacion cualitativa
completando tres ciclos de investigacion-accidon en los que trabajaron sobre
una secuencia didactica, la cual aparece completa en Blazquez (2000). En
dicha investigacion incluyeron un considerable nimero de registros con el fin
de estudiar no so6lo la comprension en cada uno de ellos, sino de comprobar si
la imagen conceptual que el alumno tiene de limite se enriquece al considerar
éste desde diferentes perspectivas, aun siendo conscientes de las dificultades
que pueden generar las traducciones de un registro a otro. La secuencia se
centro, por tanto, en la identificacion de sistemas de representacion y en la
traduccion entre ellos, si bien en algunas tareas, ademads, se trabajo la

modelizacion. En el desarrollo de la secuencia didactica se observo que
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algunos sistemas de representacién eran madas acertados para una
determinada faceta de un concepto pero encerraban dificultades con respecto
a otras facetas. Por ejemplo se comentd que el sistema verbal mostraba una
concepcidn de limite dinamica, tan rigurosa y tan abstracta como la definicion
algebraica, pero sin el formalismo de ésta, mas vinculada a fenémenos reales,

y mas proxima al desarrollo cognitivo del alumno en educacién secundaria.

(72) Manejo de cuantificadores en definiciones miiltiplemente cuantificadas.

Los cuantificadores constituyen una parte formal e importante de la teoria
formalizada, pero causan una gran tensién en los estudiantes. Cuando a los
alumnos se les pide que completen la definicion de limite de una sucesién con
limite a (definicion formal), ninguno continda la definicién formal, porque no
la han usado en los ejemplos que se manejan habitualmente. Aquellos
alumnos que son mas versatiles en el uso de diferentes aproximaciones son
mas propensos a tener mas éxito en calculo. Deben tener un conocimiento
flexible para esto y ademas ser capaces de arreglarselas y cambiar de

representaciones eligiendo la que sea mas adecuada en cada caso particular.

(82) Preferencia en los estudiantes por métodos procedimentales frente a

métodos conceptuales.

Teniendo en cuenta todo lo anterior Tall sefiala que existe en los alumnos una
preferencia por el empleo de métodos procedimentales frente a los
conceptuales, los cuales suelen ocasionar muchas dificultades de

comprension.

Cornu (1983) también se ocupd de estudiar con gran detalle el concepto de
limite, encontrando una gama o coleccién de creencias, entre las que sefialamos

la siguiente:
La sucesion 0,9, 0,99, 0,999, 0,9999..., tiende a 0,99999 pero su limite es 1

Cornu (1981) ya habia distinguido varios modelos de limite: limite a no

sobrepasar, cota que uno se prohibe alcanzar, y otros mas que son utilizados en
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el lenguaje comun. Entre todos éstos predominaba el caracter inalcanzable del

limite.

Cornu (1991) sefial6 la importancia del lenguaje y los conocimientos informales
sobre el concepto de limite, que los alumnos poseen antes de la ensefianza por
parte del profesor. Los alumnos, antes de la ensefianza del concepto de limite,
tienen una serie de ideas que son denominadas “concepciones espontdneas”.
Estas se mezclaran con los nuevos conocimientos adquiridos por el alumno, de
manera que formen o afiancen sus concepciones personales. Por ejemplo, las
palabras “tender a” y “limite” tienen un significado antes de cualquier contacto
con el conocimiento formal de limite. Este significado es mantenido incluso

después de trabajar con la definicién formal.

Cornu cita una amplia gama de significados que puede tener la palabra tender:
- aproximarse (eventualmente lejos de él)

- aproximarse sin llegar a alcanzarlo

- aproximarse justamente alcanzandolo

- parecerse (el azul tiende a violeta)

Los significados atribuidos a la palabra limite son:

- Un limite “impasible” el cual es alcanzado.

- Un limite “impasible” el cual es imposible de alcanzar.

- Un punto al cual uno se aproxima sin llegar a tocarlo.

- Un punto al cual uno se aproxima y alcanza.

- Un limite por encima o por debajo.

- Un maximo o un minimo.

- Un intervalo que viene inmediatamente después y que puede ser tocado.

- Una restriccién, una prohibicién, una regla.
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- El final, lo altimo.

La expresion “término final” en lugar de limite de una sucesién, empez6 a ser
usada en un intento de ayudar a los estudiantes para entender el significado de

los limites. (Orton, 1983)

Ademas de la influencia de las nociones previas que los alumnos poseen, sobre
el concepto de limite, el propio concepto ha generado una serie de obstaculos
que se han ido superando a lo largo de la historia hasta llegar a la noci6én actual
de limite. Para Cornu (1983), la constitucién del concepto de limite en un
alumno no tiene por qué ser una recapitulacion historica de como se ha llegado
a formular actualmente el concepto de limite. Sin embargo, aparecen ciertas
semejanzas entre lo que le ocurre a un alumno y lo ocurrido en el desarrollo
historico del concepto. Entre estas semejanzas se sitiuan los obstaculos
encontrados a lo largo de la historia en el desarrollo del concepto. También
sefiala los obstaculos epistemoldgicos como ejemplos de obstaculos que
necesitan, para ser superados, mejorar ciertos conocimientos anteriores
defectuosos o erréneos. Una revision historica del concepto de limite puede
permitir descubrir estos obstaculos y conjeturar sobre su existencia en los

alumnos.

Los obstaculos historicos en el desarrollo de la nocién de limite son segin

Cornu (1991) los que se presentan a continuacion:
1) El limite, nocién metafisica.

El manejo por parte de los alumnos del concepto de limite supone la
necesidad de manejar el concepto de infinito, el cual lleva asociados dos
términos: infinito potencial e infinito actual. El autor sefiala las nociones de
infinito y de limite como nociones relevantes de la metafisica, mas que de las
matematicas, y sefiala las reticencias a incluirlos en el campo de las

matematicas.
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2) La nocidn de infinitamente pequerio y de infinitamente grande

La necesidad de manejar en la definicion de limite cantidades mayores que
cero pero muy proximas a él, sin llegar nunca a ser cero o el manejo de un
numero mayor que todos los demas, es actualmente una fuente permanente

de errores.
3) El limite puede ser alcanzado

El hecho de que el limite se alcance o no, es una dificultad historica. Antes de
que apareciera el concepto unificador de limite, los matematicos no podian
aclarar las nociones de “grandeza ultima”, “aproximacién ultima” y otras
semejantes. Los alumnos tienden a pensar en sucesiones mono6tonas que no

alcanzan el limite.
4) La transposicion numérica

El concepto de limite que, en sus origenes, apareci6 vinculado al campo
geométrico, fue posteriormente llevado a un dominio numérico. Este salto,
denominado “transposicién numérica”, es considerado por el autor como uno

de los obstaculos mas dificiles de superar.

El autor sefiala que estos obstaculos estdn también presentes hoy dia en el
alumno y que ocurren en parte debido a la naturaleza del concepto matematico.
Esta postura no es mantenida por Blazquez (2000, p. 9) la cual sefiala que “este
obstdculo no aparece en la actualidad en el proceso de ensefianza-aprendizaje
puesto que los alumnos estdn habituados a trabajar con numeros ciertas

situaciones que relacionan magnitudes”.

Segun Cornu (1991), los anteriores obstaculos epistemoldgicos se transmiten
en la ensefianza, lo cual denomina “transmision diddctica de los obstdculos
epistemoldgicos”. También sefiala que los intentos por simplificar demasiado la
ensefianza pueden llevar directamente a los obstaculos que han sido descritos

antes, los cuales son, de hecho, una parte esencial del proceso de ensefianza y,
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cuando aparecen, requieren una reconstrucciéon cognitiva, en la que cabe

observar periodos de conflictos y confusion.

Davis y Vinner (1986) sefalan, referente al concepto de limite, la completa
complicacién de nuevas ideas que lleva asociado este concepto, las cuales no
aparecen instantaneamente en una forma completa y madura. De hecho
algunas partes de la idea de limite conseguirdn representaciones adecuadas
antes que otras partes. El concepto imagen mas frecuentemente empleado por

los estudiantes es el de las sucesiones mondtonas.

Robert (1982) estudié como el concepto de limite de una sucesion era
percibido por 1380 estudiantes de varios niveles, en la escuela y la universidad.
Les pregunté como explicarian la definicion de una sucesidon convergente a
estudiantes entre 14 y 15 afios. Estos alumnos conocian la definicién formal de
limite de una sucesién, pero apenas la empleaban en sus justificaciones. La

autora clasifico las respuestas en cuatro categorias:

1. Monétona y dindmica monétona (12%). Una sucesiéon convergente es
una sucesion creciente delimitada superiormente 6 una sucesion
decreciente delimitada inferiormente. Una sucesion convergente es una

sucesion creciente o decreciente la cual se aproxima al limite.

2. Dinamica (35%). La sucesidn tiende al limite, la sucesidn se aproxima a
limite, la distancia entre los valores de la sucesion y el limite es cada vez
mas pequefia. Los valores se aproximan cada vez mas y mas a un

numero.

3. Estatica (13%). Los valores de la sucesion estan en un intervalo cerca
del limite, los valores de la sucesion estan agrupados alrededor del valor
del limite, los valores de la sucesién se aproximan tanto como uno

quiera al valor del limite.

4. Mixto (14%). Una mezcla de los casos anteriores.
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Ademas de estas respuestas mayoritarias, citamos otras respuestas dadas por
los alumnos: el 4% empled la definicién formal, el 5% no contesté a la pregunta
y el resto la dio de modo incompleto o incorrecto, diciendo, por ejemplo que los
valores de la sucesion no pasan por el valor del limite o que los valores de la

sucesion estan todos por debajo del valor del limite.

La peticion que Robert realizé a sus alumnos para que explicasen el concepto
de limite de una sucesion a chicos con edades comprendidas entre 14 y 15 afios
parece excluir la definicién formal porque les resulta muy dificil. Esta dificultad
ya fue confirmada por Tall y Vinner (1981) quienes pidieron a 70 alumnos, de
primer aflo de matematicas, que escribieran que la definiciéon de limite de una
funcion cuando x tiende a a, es igual a c. Ellos acababan de llegar del instituto y

se esperaba que dieran una definiciéon dinamica.

Los resultados que se obtuvieron fueron los siguientes: la mayoria de los que
usaron la definiciéon dindmica lo hicieron de forma correcta, mientras que la

mayoria de los que escogieron dar una definicion formal no lo hicieron bien.

Estos autores sefialaron que debido a la complejidad del concepto de limite, la
idea de facilitar la trayectoria de los estudiantes para intentar evitar
dificultades puede que no fuese la mejor medida a tomar; la simplificacién
excesiva produce conceptos imagenes inapropiados, los cuales sélo sirven para
acumular problemas que surgen mas adelante. Estas ideas informales sobre el
concepto de limite pueden ser resistentes y no acomodarse bien cuando la
definicién formal de limite es presentada. Un camino mas util podria ser
proporcionar una rica experiencia, necesaria para que los estudiantes intenten
confrontar las dificultades y negociar un concepto mas estable, siendo

conscientes de los posibles escollos que pueden aparecer.

Sierpinska (1987) se propuso crear situaciones didacticas que ayudaran a
superar los obstaculos epistemoldgicos relativos al limite. Para llevar a cabo
este proyecto trabajo con alumnos del bachillerato de humanidades, de 17 afios

de edad.
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Sierpinka (1985) ya habia presentado una lista de cuatro elementos que
consideraba eran fuente de obstaculos epistemolégicos relativos al concepto de
limite, a saber: conocimiento cientifico, infinito, funcién y nimero real. Estos a
su vez fueron organizados en dos grandes grupos: el obstaculo “heuristico” y el

obstaculo “riguristico”:

El obstaculo “heuristico”, era considerado por Sierpinska (1985, p. 372) como

carente de rigor:

“El paso al limite no es considerado como una operacion matemdtica sino un
método heuristico que guia al descubrimiento gracias al razonamiento basado en

una induccién completa”.

Este obstaculo Sierpinska lo divide en dos tipos de obstaculos: el estatico y el
cinético, segun que se refieran, a intuiciones alejadas de la idea de movimiento
o a intuiciones ligadas a esta idea, respectivamente. En el obstaculo estatico
heuristico, las aproximaciones son geométricas y numéricas, mientras que en el
obstaculo cinético heuristico, para encontrar el Ilimite, tenemos que

aproximarnos al infinito geométricamente o numéricamente.

El obstaculo “riguristico”, la autora lo divide en dos tipos de obstaculos: el
obstaculo Eudoxio y el obstaculo Fermat; los explicé, respectivamente, de la

siguiente manera (o.c., p. 372):

“El paso al limite no es una operacion matemdtica, sino un riguroso método de

demostrar ciertas relaciones entre cantidades”.

“El paso al limite es una operacién matemdtica que consiste en sustituir niimeros

variables y omitir valores no deseados con respecto a otros”.

Sierpinska (1987) consideraba necesaria la superacion de los obstaculos
epistemologicos relativos al concepto de limite para llegar a dominarlo. Para
superar un obstaculo epistemoldgico es necesario que se produzca en el

alumno un conflicto, pero si un obstaculo epistemolégico se enlaza con alguna
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convicciéon anterior que el alumno tenga, entonces la superaciéon de este

obstaculo no consistira en reemplazar esta conviccidn por otra opuesta.

Sierpinska trabajé con alumnos del bachillerato de humanidades de 17 afios de
edad, organizando cuatro sesiones de 45 minutos. El objetivo era explorar
posibles situaciones didacticas que ayudaran a los alumnos a superar los
obstaculos epistemoldgicos que el concepto de limite llevaba emparejado y que

ya han sido descritos anteriormente.

Para ello eligi6 el contexto de las sucesiones numéricas; una actividad en la que
trabajo con los alumnos fue 0,9999...=1. La autora esperaba que los alumnos
superasen al menos tres obstaculos: conocimiento cientifico, infinito y niumero

real.

El trabajo con la actividad anterior, hizo que aparecieran en algunos alumnos
los dos tipos de infinitos que conocemos: infinito potencial e infinito actual.

También apareci6 la nocion de infinitamente pequefio, entre otras.

La nocién de infinito fue fuente de grandes conflictos en los alumnos ya que por
un lado tenian la concepciéon primitiva de infinito como algo ilimitado, pero por
otro lado tenian la idea de que 0,999... era igual a 1, es decir, la sucesion se va

aproximando cada vez mas a uno y al final lo alcanza.
Para escapar de esta paradoja los estudiantes adoptaron diferentes soluciones:

(12) Se mantiene la concepcidn de infinito como algo ilimitado. Se distinguieron

cuatro actitudes hacia el infinito de acuerdo con esta primera solucién.

12,1) Actitud denominada intuitiva y definidora. Todas las secuencias son
finitas y el nimero de sus términos esta bien determinado. En este caso el
nimero 0,9999... denota una aproximacion del nimero uno, pero no es el valor

uno.

12,2) Actitud intuitiva, que mantiene la indefinicién. Las secuencias limitadas

son finitas. Se trata de un caso particular del anterior.
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12,3) Actitud discursiva definidora. Todas las secuencias son finitas pero
algunas veces es imposible determinar el nimero de términos; el verdadero
limite de una secuencia es su ultimo término. Si en algin caso no se puede

determinar este ultimo término, se puede dar una aproximacion de él.

12,4) Actitud discursiva indefinida. En el cuarto caso, todas las secuencias

limitadas son finitas. (P. 384.)

En estos modelos, el concepto de sucesion como funcién esta ausente, una
sucesion fue considerada como un conjunto bien ordenado. También echamos
de menos en las respuestas de los alumnos el hecho de no considerar el limite 1
como una suma infinita de términos de la forma 9-:10-" o como el limite de un

conjunto infinito de nimeros de la forma 0,9, 0,99, 0,999..., ...

(22) La implicacion “A infinito entonces A ilimitado” fue rechazada y se admitié

la existencia de dos tipos de infinitos: el infinito limitado y el infinito ilimitado.

Las actitudes relativas al conocimiento y el infinito hicieron que hubiese cuatro

modelos de concepciones de limites:

- Modelo potencialista, en el cual el limite no es alcanzado. La sucesion 0,999...

no llega a alcanzar el valor uno.

- Modelo potencial-actualista de limite, en el que después de un tiempo infinito

la sucesion infinita se completa y el limite es alcanzado.

- Modelo frontera del limite. Una sucesién es un conjunto, el cual puede ser
limitado o ilimitado. En este caso una sucesion puede tener dos limites y ser
ellos elementos de la sucesidn o tener un solo limite y no ser éste un elemento

propiamente dicho de la sucesion.

- Modelo infinitesimal del limite. Surge cuando, en la definicion de limite,
expresamos que la diferencia entre un valor que consideramos limite y el
conjunto de términos de la sucesion es infinitamente pequefia. Teniendo en

cuenta esto podemos llegar a admitir que 0,9999... = 1.
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Las consecuencias que obtiene la autora una vez realizado el estudio son dos:

Ninguno de los alumnos super6 de manera completa los obstaculos

epistemolégicos relativos al limite.

A pesar de no haberse producido la superacion de estos obstaculos si ha nacido
en los alumnos una serie de conflictos, que puede ser un punto de partida para

aprendizajes posteriores.

Sierra, Gonzalez y Lépez (1999) sefialaron las dificultades de los alumnos ante
los conceptos de limite y continuidad, mostrando que las concepciones que los
alumnos tenian sobre estos conceptos eran diferentes de las definiciones de
limite y continuidad. Estas concepciones mantenidas por los alumnos tenian
relacion con las concepciones que han aparecido a lo largo de la historia de las
matematicas sobre los conceptos de limite y continuidad. Para sefialar las
concepciones mantenidas por los alumnos ante los conceptos citados
anteriormente disefiaron un cuestionario que administraron a 145 alumnos de

bachillerato (alumnos de B.U.P y C.0.U).

Respecto al limite, los criterios de justificacion dados por estos autores fueron

(o.c., p. 79):

L1: Aproximarse. L2: El valor de la funcion en el punto. L3: Utilizacion de limites
laterales. L4: La funcidn es continua. L5: Utilizacion de la formula de la derivada.
L6: Utilizacion de funciones conocidas. L7: La funcion tiene ramas. L8: Concepto
de indeterminacion. L9: Visual. L10: Definicion formal. L11: Otras. Ademds se ha

considerado L12: Respuesta si/no sin justificacion y L13: Ausencia de respuesta.

Después de analizar las respuestas de los alumnos al cuestionario presentado
concluyeron, teniendo en cuenta la frecuencia con la que se emplean los
criterios, que el criterio mas usado fue L3, luego L1, seguido de L2, y que la

definicion formal fue utilizada esporadicamente.
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1.4.3 Dificultades en torno al lenguaje del limite

Monaghan (1991) investigé las dificultades que el lenguaje podia ocasionar en
la comprension del concepto de limite. Para ello analiz6 las ambigiiedades que
podian presentar los términos tender a, aproximarse, convergencia y limite,
cuyo significado en los alumnos podria ser distinto del significado matematico.
Para los matematicos los cuatro términos anteriores: tender a, aproximarse,

convergencia y limite habian sido intercambiables.

Monaghan (1991) presenté los resultados obtenidos al administrar dos
cuestionarios que construyé y que trataban de aclarar qué significado
asignaban los estudiantes a los términos indicados. El primer cuestionario se

administré a 27 estudiantes y el segundo, a 190.

Las conclusiones que obtuvo Monaghan se pueden resumir en los siguientes

puntos:

- El término aproximarse parece presentar pocas dificultades en los alumnos

debido a que es un término impreciso.

- Tender a es a menudo visto con un significado similar a aproximarse, aunque
en su uso diario no suele aparecer asociado a situaciones en las que aparece el

concepto de limite.

- Convergencia tiene un significado, en el uso diario, asociado con lineas que
convergen. Este hecho hace que muchos estudiantes no puedan ver cdmo una

sucesiéon de nimeros pueda converger.

- Limite es visto como un punto frontera, el cual no se puede sobrepasar.
También observa que, a veces, los alumnos tienen dificultades relacionadas con
el concepto de infinito. Por ejemplo en la sucesion 0,9, 0,99, 0,999... algunos
alumnos consideran que 1 es el limite mientras que otros tienen problemas

para admitir este hecho.

Monaghan sostiene, a pesar de obtener estas conclusiones, que lo

anteriormente sefialado no es algo que se pueda generalizar, ya que los
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resultados podrian variar seglin el contexto en el que se planteen las cuestiones

y depender de los estudiantes a los que les sean presentadas.

Monaghan sefial6 ademas que el lenguaje no es la unica fuente de dificultades
en torno al concepto de limite. Menciona otros factores, también importantes,
como los esquemas de razonamientos que se usan para tratar estos procesos
infinitos (sucesiones) o los problemas que pueden derivarse de una ensefianza

no bien dirigida

Monaghan no explicé como superar las dificultades debidas al diferente
significado que los cuatro conceptos tienen en matematicas y en la vida real. Sin
embargo, sugiri6 que los alumnos explorasen y discutieran sus propias
concepciones en torno a estos términos, para que se dieran cuenta de que el
significado usual les podia llevar a realizar interpretaciones erréneas en

contextos matematicos.

Blazquez y Ortega (2000) enumeraron las diferencias existentes entre
aproximacion y tendencia y propusieron una nueva definicién de limite como
aproximacion optima. Para llegar a esta definiciéon trabajaron una secuencia
didactica que constituyd el centro de su investigacion, a lo largo de tres ciclos. La
secuencia se centro en la definicion de limite como aproximacion Optima, en la que
se sefiald la propiedad que tiene el limite de ser, no una simple aproximacion de los
valores de la funcién en torno a un punto a, sino la mejor de todas, en el sentido de
que cualquier otra, distinta de ella, se puede mejorar. La definicién evoluciona, a lo
largo de los ciclos establecidos, al igual que la secuencia, de manera que en el
ultimo de ellos se perfecciona y se enuncia tras discriminar entre aproximacion y

tendencia.

Cornu (1991) ya habia sefialado las dificultades del lenguaje, sobre todo
debidas a las concepciones que los alumnos tenian sobre los términos tender,
aproximarse o limite antes de cualquier ensefianza. Estas dificultades podrian
mantenerse incluso después de cualquier enseflanza sobre el concepto de

limite.
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Tall (1992) dio un paso mas y sefial6 que no solamente la palabra limite podria
tener diferentes significados, sino que la palabra analisis también los tenia y

ademas dependia del pais en el que se estuviera trabajando.
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1.5 Ubicacion curricular del limite de una sucesion

La investigacion aqui resefiada se ha realizado entre los afios 2000 y 2010;
durante ese periodo, estando vigente la L.0.G.S.E, ley de ordenacién general del
sistema educativo, se han aprobado, sucesivamente, dos leyes educativas:
L.0.C.E y L.O.E. Muchos de los libros con los que hemos trabajado y muchos de
los contenidos de las leyes L.O.C.E y L.O.E derivan de la L.0.G.S.E. Nuestra
referencia a estas leyes se limita a la etapa del bachillerato, pues en ella se

define y trabaja el concepto de limite.

El 3 de octubre de 1990 se aprobd la ley de ordenaciéon general del sistema
educativo (L.0.G.S.E) que defini6 las caracteristicas basicas del bachillerato:
objetivos generales, organizaciéon en materias comunes, materias propias de
cada modalidad y materias optativas, y estableci6 también las materias
comunes. El Real Decreto 1700/1991, de 29 de noviembre, desarroll6 la
estructura del bachillerato, fijando las materias propias de sus distintas
modalidades y otros aspectos generales de la organizacién de sus ensefianzas;
destacd que el bachillerato debia de cumplir una triple finalidad, de formacién
general, de orientacion de los alumnos y de preparaciéon para estudios

superiores.

El Real decreto 1170/1992 del 2 de Octubre establecio6 las ensefianzas minimas
correspondientes al bachillerato. Estas ensefianzas debian de ser concretadas
por las comunidades auténomas en virtud del articulo 4 de la Ley Organica
1/1990. La comunidad de Madrid, en cuyo ambito geografico se ha desarrollado
la mayor parte de nuestra investigacion, establecid el curriculo de bachillerato a
través del decreto 47/2002 del 21 de marzo, que incluye cuatro asignaturas de
matematicas: matematicas [ y II (en las dos modalidades, Tecnoldgica y Ciencias
de la Naturaleza y de la Salud) y matematicas aplicadas a las ciencias sociales I

y II (en la modalidad de Ciencias Sociales).

En Matematicas I, en el bloque dedicado a funciones y graficas, en el cual se

suele introducir el concepto de limite de una sucesiéon como antesala al limite
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de una funcidén, no se menciona el estudio del limite de una sucesién, lo cual no
descarta que se incluya en la concreciéon que cada profesor realice después en el

aula.

En Matematicas II, en el bloque dedicado a analisis se incluye el concepto de
limite de una sucesion, como un concepto previo al estudio del concepto de

limite de una funcion.

En Matematicas aplicadas a las ciencias sociales I, no aparece de manera

expresa un apartado dedicado al calculo de limite de sucesiones.

En Matematicas aplicadas a las ciencias sociales II, en el bloque dedicado a
analisis, lugar donde habitualmente se suele estudiar el concepto de limite de

una sucesion, no aparece una mencion expresa de este concepto.

Posteriormente a la L.0.G.S.E se aprobd, la L.O.C.E (ley organica de calidad de la
educacion), la cual modificé algunos apartados de la L.0.G.S.E. La L.O.C.E tuvo

un periodo de vigencia muy limitado y solamente se aplicé en la C.A. de Madrid.

La L.O.C.E establecio la ordenacion del bachillerato a través del Real Decreto
832/2003. En dicho decreto se establecieron asignaturas de matematicas del

bachillerato con los mismos nombres que utilizé la LOGSE.

En la asignatura de matematicas aplicadas a las ciencias sociales I no se incluye
el concepto de limite de una sucesion, sin descartar, como ya sefialamos
anteriormente, que se impartan dichos contenidos cuando se trabaje con el
limite de una funcién. Este hecho dependera sobre todo de las programaciones
que cada departamento de matemadticas de cada instituto elabore. En la
asignatura de matematicas aplicadas a las ciencias sociales Il tampoco aparece

un apartado dedicado expresamente al estudio del limite de una sucesién.

En la asignatura de matematicas I, el concepto de sucesion quedo6 integrado en
el bloque de aritmética y algebra. En la asignatura de matematicas II, se dedica
un apartado dedicado al limite de una sucesién y otro al limite de una funcién,

ambos en el bloque de analisis.
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La L.O.E fue aprobada en 2006; el gobierno establecio, a través del Real Decreto
1467/2007, la estructura del bachillerato y sus enseflanzas minimas.
Posteriormente, la Comunidad Auténoma de Madrid a través del real decreto
67/2008, desarrolld el curriculo del bachillerato en el cual se imparten
actualmente las materias de matematicas con las mismas denominaciones que
en las anteriores leyes organicas: matematicas [ y Il y matematicas aplicadas a

las ciencias sociales [ y II.

En ninguna de estas cuatro asignaturas se menciona expresamente al concepto
de limite de una sucesion. Entendemos, sin embargo, que se abordarad cuando
se trabaje con el concepto de limite de una funcién; reconocemos que se trata

de una mera interpretaciéon

En Educaciéon Secundaria Obligatoria, la Comunidad Auténoma de Madrid, en su
resoluciéon del 27 de junio de 2007 (enmarcada, por tanto, en la LOE), establece
una serie de asignaturas optativas entre las que se encuentra “ampliaciéon de
matematicas”, en la que se observa un apartado dedicado al estudio de limite de
sucesiones. En concreto, aparece un apartado dedicado a sucesiones numeéricas,
al estudio del concepto del limite finito e infinito, y al calculo del limite de una

sucesion.

74 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 12 Antecedentes

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. 75






Capitulo 22: Campo de problemas y marco

teorico

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. 77



Limite finito de una sucesién: fenémenos que organiza

78 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 22: Campo de problemas y marco tedrico

Introduccion

El capitulo 2 se organiza en dos partes bien distintas; los tres primeros
apartados configuran, junto con algin material procedente del capitulo
anterior, el marco tedrico de esta investigacion; en cambio, el ultimo apartado

lo dedicamos a delimitar el problema de investigacion.

El marco tedrico de nuestra investigacion se articula en torno a cuatro palabras
clave que deben anadirse a las del capitulo anterior: fenomenologia,
representaciones, sistemas de representaciéon y pensamiento matematico

avanzado.

El primer apartado presenta lo que entendemos por fenomenologia, en el
sentido de Freudenthal (1983), analizando la aplicacién de ésta, en particular, a

los conceptos de limite, continuidad e infinito.

En el segundo apartado, dedicado a las representaciones en matematicas,
recogemos varias ideas relacionadas con la representacion, asi como los
sistemas de representacion. Veremos la diferente terminologia asociada y
establecemos la que hemos usado en esta investigacion: al repasar la estrecha
relacion que mantienen las representaciones con la ensefianza del limite,
concluimos que los sistemas de representacion grafico, simbdlico, tabular y

verbal son los mas usados en su ensefianza.

El tercer apartado resume la corta historia del campo de conocimientos
denominado pensamiento matemdtico avanzado, desde la creacion del grupo de
ese nombre dentro del PME, en los afios ochenta, hasta la actualidad;
observamos que las diferencias que se fijaron en su momento para distinguirlo
del pensamiento matematico elemental no estan tan claras hoy dia, sobre todo
en lo que se refiere al concepto de limite, donde un uso algoritmico de los
teoremas sobre el limite ha hecho que no sepamos muy bien dénde situar este
concepto, el cual habia sido siempre clasificado como un concepto tipico del

pensamiento matematico avanzado.
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La segunda parte del capitulo, es decir, el cuarto apartado, describe nuestro
problema de investigacion, centrado en el estudio de los fenémenos
relacionados con el limite finito de una sucesion. Junto con él, se enuncian los
objetivos perseguidos, la metodologia de trabajo adoptada para alcanzar dichos
objetivos y las hipdtesis que se tenian al principio de la investigacién. Estas
hipétesis seran revisadas en el Capitulo 6, donde revisaremos exhaustivamente

nuestros resultados.
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2.1 Fenomenologia

2.1.1 Idea de andlisis fenomenolégico

Freudenthal (1983) da el nombre de “fenomenologia”a su método de analisis de
los contenidos matemadticos, en el que parte de la contraposicién entre
“fendmeno” y “noumeno”. El término noumeno hace referencia a los conceptos o

estructuras matematicas, como organizadoras de fenémenos.
Puig (1997; p.63) siguiendo a Freudenthal sefiala que:

“El andlisis fenomenoldgico de un concepto o de una estructura matemdtica
consiste entonces en describir cudles son los fenémenos para los que es el medio
de organizacién y qué relacién tiene el concepto o la estructura con esos

fenémenos”.

La descripcion de los fendmenos para los que es un medio de organizacion debe
tener en cuenta las matematicas en su estado actual, pero también se debe
tener en cuenta para qué fend6menos se cred y a cuadles, si es caso, se extendid

posteriormente.

El analisis fenomenoldgico de Freudenthal tiene como objetivo servir de base
para la organizacion de la ensefianza de las matematicas y no pretende entrar a
valorar la naturaleza de las matematicas. Para Freudenthal no hay dos mundos
distintos (mundo de los conceptos matematicos, o mundo ideal, y mundo de las

experiencias), sino un solo mundo que crece con cada producciéon matematica.

Esta idea de fenomenologia de Freudenthal es distinta de la idea de Hegel,
Husserl o Heidegger. No aclara muy bien Freudenthal sus discrepancias con
estos autores y se limita a afirmar que “noumeno” es “objeto del pensamiento”,

mientras que “fendmeno” es algo de lo que tenemos experiencia.

Para Freudenthal los conceptos matemadticos no caen fuera del campo de
nuestra experiencia, ni estdn en un mundo distinto del mundo de los

fenomenos que organizan. Un concepto matematico que es el medio de

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. 81



Limite finito de una sucesién: fenémenos que organiza

organizacion de un fenémeno (o mas de uno), pasa a formar parte de un campo

de fendbmenos que son organizados por otro nuevo concepto matematico.

2.1.2 Tipos de fenomenologia

Freudenthal (1983) establece cuatro tipos de fenomenologia, todas ellas al
servicio de la didactica, pero s6lo una de ellas es denominada fenomenologia
didactica. Los tipos de fenomenologia son: Fenomenologia; Fenomenologia

didactica; Fenomenologia genética; y Fenomenologia historica.

Unas fenomenologias se diferencian de otras en funcién de los fenémenos que
se tienen en cuenta con respecto al concepto matematico del que se ocupan. En
el primer caso, hablamos de fenémenos que estdn organizados por las
matematicas en el momento actual y en su uso actual. El segundo caso se ocupa
de fendmenos que estan presentes en el mundo de la ensefianza. En el tercer
caso hablamos de los fenémenos que tienen en cuenta el desarrollo cognitivo
de los aprendices. En ultimo lugar hablamos de los fendmenos que son
organizados por el concepto matematico y como esta organizacion se extendio

a otros fenémenos.

El primer sentido del término fenomenologia (ver mas arriba) tiene una
diferencia notable con respecto a los otros tres sentidos del término, ya que en
él tenemos en cuenta las relaciones ya establecidas, mientras que en los otros
tres se tiene en cuenta, respectivamente, como se produjeron estas relaciones
en el sistema educativo, como se adquirieron dichas relaciones con respecto al

desarrollo cognitivo o como se han conformado a lo largo de la historia.

En nuestro trabajo, cuando hablamos de fenomenologia, nos referimos,
principalmente, a la fenomenologia en el primer sentido, ya que nos preocupan
las relaciones establecidas entre los fendmenos detectados y el concepto de
limite finito de una sucesiéon. Estos fendémenos los hemos denominado
aproximacion simple intuitiva (a.s.i.) y retroalimentaciéon o ida-vuelta en

sucesiones (i.v.s.). Estos fendmenos seran definidos y categorizados con todo
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detalle en el capitulo siguiente; sin embargo, vamos a establecer qué relacion
tienen estos fenémenos con el concepto de limite y como se relacionan ambos

entre si.

Nuestros fen6menos a.s.i e i.v.s son fendmenos que surgen directamente de la
definicidn de limite, por lo tanto son fendmenos organizados por la definicion
de limite. Ademas, el fendmenos i.v.s, por su propia naturaleza, organiza los
fenomenos de aproximacién intuitiva a.s.i. Esta relacién sera descrita con
mayor detalle en el capitulo tres. De esta manera hemos establecido una serie

de relaciones, las cuales ilustramos con la figura 2.1.

noumen

\ Concepto \ Limite finito de una sucesidn
Definicion

e

Organiza
fenémeno
Fenémeno de

retroalimentacion o
ida-vuelta. IVS

Fenémeno de
aproximacion
intuitiva. ASI

Figura 2.1

2.1.3. Objetos mentales y conceptos

Puig, siguiendo a Freudenthal, afirma que el objetivo de la acciéon educativa
debe ser en primer lugar la constitucién de objetos mentales y en segundo lugar
la adquisicion de conceptos. Esta posicién es pertinente para el andlisis
fenomenolédgico de los conceptos matematicos, sobre todo si se trata de
desarrollar una fenomenologia didactica sobre la cual se apoye una
organizacion de los conceptos en la ensefianza. El objeto mental es concebido
como lo que esta en la cabeza de las personas, y el concepto como lo que esta

establecido en las matematicas.
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Los conceptos matematicos, una vez definidos, organizan los fen6menos del
mundo real, donde hay productos de la cognicién humana y productos
propiamente matematicos. Ademas van a organizar las propiedades de esos
objetos y las acciones que hacemos sobre ellos, produciéndose la incorporaciéon
de los conceptos matematicos al mundo de nuestra experiencia en el que estan
como fendmenos, en una nueva relacion fendmenos / medios de organizacion,
en la que se crean nuevos conceptos matematicos y el proceso se reitera una y
otra vez. Esta progresion escalonada del par fenémeno / medio de organizaciéon

da lugar a una creacién de objetos matematicos cada vez mas abstractos.

La contraposicion entre objeto mental y concepto recuerda a la establecida por
Tall (1981) entre concept image y el concept definition. Concept image
corresponde a la imagen que los alumnos crean y mantienen de un
determinado concepto matematico, mientras que concept definition
corresponde al tdpico matematico en cuestion (la definiciéon de dicho tdpico

matematico).

En el lenguaje habitual no suele usarse el término objeto mental definido por
Freudenthal; es mas corriente que aparezcan expresiones como el concepto que

tiene una persona, o también que se use el término concepcidn.

Este término concepcion ya fue usado por autores como Cornu (1991; pp 153-
154) o Blazquez (2000; p.3). El primero usé expresiones como “concepcion
fundamental” o “concepciones espontaneas” en sus investigaciones, para
referirse, en el primer caso, a la idea de que adquirir un concepto es llegar a
tener una concepciéon fundamental de él y, en el segundo caso, a las ideas
mantenidas por los alumnos antes de la ensefianza de un concepto. Blazquez
considera la concepcion en el sentido sefialado por Vinner y Tall en su teoria de
la imagen conceptual, que describiremos en el apartado dedicado al

pensamiento matematico avanzado.

El objetivo de los sistemas educativos es, segin Freudenthal, la constitucion de

buenos objetos mentales, lo cual implica poder dar cuenta con ellos de todos los
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usos en todos los contextos o poder organizar todos los fendmenos

correspondientes.

La relacion entre un concepto matematico y su correspondiente objeto mental
es complicada, debe establecer como se relacionan la constitucién del citado
objeto mental y la adquisicion del concepto. La constitucion, por parte del
individuo, de un buen objeto mental, se determina gracias al analisis

fenomenolégico del concepto correspondiente.

2.1.4 Objetos mentales y conceptos a lo largo de la historia de las
matemadticas

El andlisis que permite distinguir los objetos mentales de los conceptos es el
analisis didactico. El analisis didactico que actda sobre el sistema educativo
debe tener en cuenta por un lado los objetos mentales que los alumnos
construyen y por otro lado los conceptos matematicos que los alumnos deben

aprender.

Para Freudenthal, en el sistema escolar se da la siguiente situacién: los
conceptos son anteriores a los fendmenos que los alumnos experimentan sobre
dicho concepto, y lo que pretende el sistema educativo es permitir la creaciéon
en los alumnos de objetos mentales que sean medio de organizacion de los
fendmenos relacionados con los conceptos, pero ademdas pretende que el
alumno acceda a los medios de organizacidn legados por la historia, es decir, a

los conceptos.

Esta situacion que se produce en el sistema educativo no refleja el desarrollo
histdrico de un concepto. En la historia de las matematicas los conceptos no son
previos a los fendmenos que organizan. Es mas, la distincién entre objeto
mental y concepto es diferente en el &mbito de la historia de las matematicas
que en el ambito educativo. En el ambito de la historia de las matematicas, el
objeto mental es anterior al concepto, y el concepto no es mas que la

cristalizacion de un objeto mental.
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Ademas, este hecho es una practica habitual en el campo de las matematicas, en
el que los matematicos crean nuevos conceptos matematicos a partir de un
analisis de objetos mentales, los cuales aparecen como medios de organizacion
de fenomenos. El fin de crear estos conceptos es incorporarlos al sistema de las

matematicas.

La relacién entre un objeto mental y un concepto no es la misma en la
perspectiva del sistema educativo que en la de las matematicas como disciplina

establecida.

La relacion entre objeto mental y concepto se torna entonces variada, de
manera que a veces la diferencia entre un objeto mental o el primer objeto
mental constituido a partir de un concepto, y el propio concepto puede ser muy
grande. Hay dominios de las matematicas en los que es posible avanzar mucho
sin definir conceptos, solamente empleando objetos mentales. Tal es el caso de
la geometria elemental en la que los objetos mentales son suficientes para
organizar una gran cantidad de fen6menos. Para la constitucién de los objetos
mentales a través de la ensefianza teniendo en cuenta los conceptos que hay
que ensefar, la distancia entre ellos y las distintas formas que adopta esa

distancia tiene entonces importancia.

Una fenomenologia didactica puede mostrar que los fendmenos organizados
por el concepto son tan variados que se constituyen objetos mentales
diferentes segtn el campo de fenémenos que se emplee. Para la adquisicion del
concepto es necesario integrar los diferentes objetos mentales en un dnico
objeto mental. La integracion de los diferentes objetos mentales no siempre es
facil; un ejemplo de ello lo constituye el concepto de area, el cual puede
generarse midiendo directamente la figura o a través del espacio limitado por
una curva. El problema se plantea al integrar los diferentes objetos mentales
generados al abordar la adquisicion del concepto area desde ambas

perspectivas.

Otras veces es dificil distinguir el objeto mental del concepto. Es decir se

producen diferentes objetos mentales que son dificiles de unificar en un solo

86 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 22: Campo de problemas y marco tedrico

objeto mental. Como ejemplo Freudenthal cita el concepto de funcién, el cual ha
evolucionado a lo largo de la historia hasta alcanzar su definicién actual. Las
funciones hicieron su aparicién como relaciones entre magnitudes variables
cuya variabilidad se comparaba en términos infinitesimales. A continuacién
surgieron los conceptos de composicion e inversidn de funciones, que hicieron
éste atin mas rico. La necesidad de distinguir entre variable dependiente e
independiente puso en primer plano las funciones. Estos usos de las funciones,
junto con su empleo como elementos esenciales del andlisis en Ia
representacion grafica, el calculo de limites, el calculo de derivadas o integral,
hacen que el campo de fen6menos sobre el que actda el concepto de funcién sea

tan amplio que no se pueda abarcar con un solo objeto mental.

Nosotros pensamos que el concepto de limite tiene tal amplitud que, al igual
que ocurre con el de funcién, como hemos visto, siguiendo a Freudenthal, da
lugar en los alumnos a varios objetos mentales. No es objetivo de esta
investigacion el determinarlos con precisiéon; sin embargo, la riqueza
fenomenolégica que hemos encontrado en el concepto nos conduce a pensar

que deberian realizarse investigaciones en dicho campo.

El concepto de limite de una sucesidn, al igual que el de limite de una funcion,
tiene emparejadas una serie de dificultades asociadas a la propia naturaleza del
concepto. Estas dificultades, y su superacion, dan lugar a la formacion de
diferentes objetos mentales. En concreto, en el limite de una sucesion aparecen
involucrados dos conceptos matematicos: el de funcién, ya que las sucesiones
son funciones de N en R, y el de limite. El trabajo simultaneo con ambos
conceptos da lugar a la creacién de diferentes objetos mentales, todos ellos
relacionados con las dificultades asociadas a ambos y con los distintos
fenémenos que el limite organiza, mas aun si distinguimos al menos los casos
en que el limite es finito o no. La variedad de situaciones y fen6menos que
surgen del concepto de limite, nos lleva a observar que parece necesario
distinguir entre limite de una sucesion y limite de una funcidn, e incluso
tratarlos en capitulos diferentes para que los alumnos o estudiantes lleguen a

formar sus propios objetos mentales, relativos a cada uno de los conceptos de

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. 87



Limite finito de una sucesién: fenémenos que organiza

limite considerados. A su vez el trabajo con una determinada definicién de
limite da lugar a la creacién de una amplia variedad de objetos mentales que a
continuacién deben ser unificados en un solo objeto mental, que debe constituir
el ultimo paso hacia la adquisicidon del concepto limite. Reconocemos que en
Secundaria no suele dedicarse tiempo suficiente al trabajo con los limites ni
suelen hacerse distinciones entre ellos, salvo la mencién de que, en que el limite

de sucesiones, la variable independiente siempre tiende a infinito.

2.1.4. Limite, continuidad e infinito

Puig (1997), siguiendo a Freudenthal (1983), sefiala que existe un abismo entre
los conceptos de limite, continuidad e infinito, los fenédmenos iniciales y los
primeros objetos mentales que se constituyen tanto en la historia de las
matematicas como en la historia de cada persona. Ademas, sefiala que los
fenémenos para cuya organizacion han elaborado los matematicos estos
conceptos pertenecen al mundo de las matematicas en el que hay objetos que
los producen o se predicen en contextos altamente matematizados. Asi, para

Puig (1997; p.39):

“una diddctica de estos conceptos también ha de tener en cuenta que sélo pueden
constituirse buenos objetos mentales de ellos a condicion de poder experimentar

los fenémenos que organizan”.

En nuestro caso y basandonos en la afirmacién anterior podemos conjeturar
que, si trabajamos con los alumnos los fenémenos de aproximaciéon simple
intuitiva e ida-vuelta en sucesiones (a.s.i e i.v.s), los cuales son organizados por
el concepto de limite, podemos hacer que los alumnos lleguen a constituir
buenos objetos mentales del limite. A continuacién, y siguiendo a Puig, los
diferentes objetos mentales se deben refundir para dar lugar a la adquisicion

del concepto de limite.
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2.2 Las representaciones en matematicas

2.2.1 Representaciones y sistemas de representacion
Las representaciones han jugado y juegan un papel fundamental en el
desarrollo de las matematicas y en su aprendizaje, por parte de los alumnos, a

lo largo de toda su historia como disciplina cientifica.
Castro y Castro (1997) aportan varias ideas:

- El conocimiento matematico se recibe y se transmite principalmente a
través de los sentidos auditivo y visual y de manera complementaria por el
tacto. Los enunciados verbales y las graficas son los principales elementos

usados en la emision, transmision y recepcion de conocimiento matematico.

- En el aprendizaje de las matematicas, las representaciones ayudan a
generar imagenes y objetos mentales, que colaboran en la formacién de
conceptos y procedimientos matematicos. Los medios principales para la
elaboracién de imagenes mentales y la potenciaciéon de la formacién del

conocimiento matematico son dos: representaciones y modelos.
Estos autores caracterizan asi las representaciones y los modelos:
Representaciones (oc., p. 96):

“las notaciones simbdlicas o grdficas, especificas para cada nocidon, mediante las
que se expresan los conceptos y procedimientos matemdticos asi como sus

caracteristicas mds relevantes”.
Modelos (oc., p. 96):

“esquemas o materiales estructurados, conectados mediante leyes o reglas, que
ofrecen una imagen isomorfa de un determinado concepto respecto a

determinadas relaciones y propiedades”.
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Se suelen calificar como “externas” las representaciones y modelos que
acabamos de definir, para distinguirlos de las llamadas representaciones
“internas”: imagenes mentales sobre los conceptos y operaciones que
queremos transmitir. En estas representaciones mentales juega un papel
importante la visualizacidn, la cual corresponderia a una representacion mental

en la que predominan los componentes figurativos o graficos.

Castro y Castro (1997) realizan un analisis conceptual de la nociéon de

representacion estableciendo:

- Los signos, graficos o notaciones, con soporte fisico tienen un
equivalente en la mente del sujeto que los utiliza, distinguiéndose asi dos

tipos de representaciones, internas y externas.

- Las representaciones externas juegan un doble papel: actian como
estimulo para la construccién de nuevas estructuras mentales y por otro

lado permiten la expresion de conceptos e ideas a los sujetos que las utilizan.

- Las representaciones externas se dividen en dos grandes familias:
representaciones  digitales, discretas, de caracter alfanumérico
(representaciones simbolicas) y representaciones analdgicas, continuas, de

tipo grafico o figurativo (representaciones graficas).

Castro y Castro analizan la relacidon entre representaciones y construccion de
conceptos estableciendo que, recientemente, se observa un creciente interés
por las representaciones; esta fundamentado en la creencia de que las
representaciones externas de los conceptos mejoran la comprension del mismo
o la visualizaciéon de un proceso o concepto matematico. Esto ha generado una
presencia masiva de representaciones en los libros de texto asi como un
aumento de la produccién investigadora orientada a precisar esa idea de
representaciéon y su influencia en la comprensiéon de los conceptos

matematicos. Ademas, recogen ideas como las siguientes:

- La conceptualizacién actual de las matematicas, basada en la nocién de

estructura, en la que los conceptos se adquieren a través de relaciones entre

90 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 22: Campo de problemas y marco tedrico

objetos, fendmenos y conceptos previos, da lugar a la formacién de entidades

abstractas que requieren el empleo de algin sistema de representacion.

- Se introduce el término sistema de representacion en lugar de
representacion para referirse al conjunto de simbolos, graficos y reglas que

permiten representar a una estructura matematica.

- (Cada sistema de representaciéon viene a destacar algunas de las
propiedades del concepto en cuestion, pero dificulta la comprensién de
otras. Ademas el uso de diferentes sistemas de representacién para un
mismo concepto puede afiadir un grado de dificultad a la adquisicion de

dicho concepto por parte de los alumnos.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, estos autores proponen una definicion de

lo que es dominar un concepto matematico (oc., p. 103):

“Dominar un concepto matemdtico consiste en conocer sus principales
representaciones, el significado de cada una de ellas, asi como operar con las
reglas internas de cada sistema; también consiste en convertir o traducir unas
representaciones en otras, detectando qué sistema es mds ventajoso para trabajar

determinadas propiedades” p. 103

En el caso que nos ocupa, para tener un dominio del concepto de limite finito de
una sucesion, se tendra que conocer sus principales representaciones, las
cuales consideramos que son: verbal, grafica, simbdlica y tabular. Estas cuatro
representaciones fueron consideradas por Janvier (1987) como las principales
en la representacion de variables. Otro aspecto a tener en cuenta en el dominio
del concepto de limite, es la capacidad para pasar de un sistema de
representacion a otro, empleando en cada caso el que mejor se adapte al

problema o situacién que se quiere resolver o comunicar.

Las representaciones aparecen en la enseflanza elemental, pero el nimero de
ellas y su importancia van aumentando en cursos cada vez mas avanzados

(secundaria obligatoria, bachillerato y universidad). Las representaciones,
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junto con la abstraccion, seran elementos imprescindibles en el desarrollo de

matematicas de mayor nivel.

Son muchos los autores que se han ocupado del estudio de las

representaciones, aportando ideas a este campo en expansion.

Dreyfus (1991) sefiala que los procesos relacionados con la representacion son:
a) Representaciéon
b) Cambio de representaciones y traduccién
c) Modelizacién

a) Representacion. La representacidon implica la generacién de un concepto,
muestra, o imagen de él. Las representaciones se clasifican en internas y
externas. Las primeras corresponden a las representaciones que el sujeto
puede tener en la mente, y que Dreyfus (1991; p. 31) denomina “a mental
representation of the object or process under consideration” y que puede variar
de un sujeto a otro, aunque trabajen sobre el mismo concepto y ademas no
tienen una equivalencia directa con la definicion. Una representacion mental, se
refiere a un esquema interno que el sujeto usa para interactuar con el mundo
exterior. Sobre las representaciones externas, Dreyfus afirma que una
representacion simbdlica es externa y puede ser escrita o hablada. La
visualizaciéon juega un papel esencial en el trabajo de mucho eminentes

matematicos.

Asociado al concepto de representacion aparece el de visualizacién, como un
proceso por el cual las representaciones mentales pueden ser generadas. El
acto de generar una representacion mental, descansa en un sistema de
representacion, concreto y externo que puede ser materialmente realizado. En
el caso de las funciones, los graficos, las formulas algebraicas, los diagramas de

flechas y las tablas de valores son algunos de los instrumentos usados.

Las representaciones mentales son creadas en la mente teniendo como

referencia estos sistemas de representaciones concretos. Asi, una persona

92 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 22: Campo de problemas y marco tedrico

puede crear una o varias representaciones mentales validas respecto al mismo

concepto matematico.

Para tener éxito en matematicas es deseable tener una rica representacion
mental de un concepto. Una representacion mental puede contener diferentes
aspectos de un concepto. Una representacion es pobre cuando tiene pocos

elementos que permitan flexibilizar la resolucién del problema.

Aunque tener diferentes representaciones de un mismo concepto matematico
puede resultar beneficioso, también puede ocurrir que algunas de ellas entren
en conflicto en un momento determinado. A pesar de esto, Dreyfus (1991; p.
32) senala que en la mayoria de los casos, el tener una mayor cantidad de

representaciones es mejor que tener pocas representaciones.

b) Cambio de representaciones y traduccién. Aunque es muy importante tener
muchas representaciones de un concepto, su existencia por si mismas no es
suficiente para permitir un uso flexible del concepto en la resolucién de
problemas. Se necesita la realizaciéon de cambios de una representacion a otra,
siempre que esta ultima sea mas eficiente para el paso que queramos hacer a

continuacion.

No es facil la ensefianza y aprendizaje de los procesos de cambio de una
representacion a otra y en muchos casos los estudiantes suelen trabajar con
una unica representacion. Una posible solucion segun Dreyfus es sistematizar el
uso de varias representaciones en la ensefianza y recalcar el proceso de cambio

de representaciones desde el comienzo.

Un proceso que estd proximamente conectado con el cambio de
representaciones es la traduccion. Un significado de traduccién es ir de una
formulacién de una afirmacién matematica o problema a otra equivalente o que
la contenga de alguna manera. Los problemas aplicados son un caso tipico de

esto.
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En el estudio del concepto de limite podemos trabajar facilmente con varios
sistemas de representacién: verbal, grafico, tabular y simbdlico, como ya hemos
comentado anteriormente. Sin embargo como ya expusimos (Claros, Sdnchez y
Coriat, 2007), el sistema de representacion simbolico se ha descartado en los
libros de texto en los ultimos tiempos (periodo aproximado 1990-2005 que
denominamos “periodo LOGSE”), pasando a utilizar, sobre todo, las
representaciones verbal, grafica y tabular. Por otro lado, los libros de texto
insisten poco en el cambio de un sistema de representacién a otro,

produciéndose explicaciones aisladas del concepto de limite.

Con respecto a la traduccién, en algunos libros de texto se produce una
traduccion directa de los conceptos aprendidos, a veces “demasiado” directa.
En el caso del limite, los ejemplos que aparecen en la teoria y los ejercicios que
se proponen se reducen, en muchos casos, a una aplicaciéon directa de la
definicion, sin que se pretenda que el alumno reflexione sobre el concepto de

limite estudiado ni que trabaje casos dudosos o discutibles.

c) Modelizacidén. La definicion que Dreyfus (1991; p.34) da de modelizacion es

la siguiente:

“Encontrar una representacion matemdtica para un objeto o proceso no
matemadtico. Ello significa la construccion de una teoria, proceso y sistema, el cual

incorpore hechos esenciales del objeto o proceso que es descrito”

Modelizacion y Representacion estan muy relacionadas: en la primera, la
situacion o sistema es fisico y el modelo es matematico, en la segunda, el objeto
representado es una estructura matematica y el modelo es una estructura
mental. De esta manera las representaciones mentales son relativas al modelo

matematico mientras el modelo matematico es relativo al sistema fisico.

Los sistemas de representacion se hallan muy extendidos en la literatura de
didactica de las matemadticas. Un campo en el que han adquirido especial
relevancia, aparte de los numeros reales, ha sido el del analisis, y mas
concretamente, el del concepto de limite. Blazquez y Ortega (2001) estudian la

influencia de los sistemas de representacion en la ensefianza del limite. Estos
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autores consideran cuatro sistemas de representaciéon: verbal, numérico,

grafico y simbdlico.

Romero y Rico (1999) usan la clasificacion de las representaciones externas,
realizada por Castro y Castro (1997), la cual como ya dijimos consideraba dos
grandes familias: las representaciones digitales y las representaciones
analégicas. Estas dos familias fueron denominadas sistemas de representacion

simbélica y sistemas de representacidn grafica.

Romero (2000) piensa que la idea de comprension esta ligada a los sistemas de
representacion y dicha comprension se caracteriza mediante una serie de
actividades asociadas a los sistemas de representacién, como las que se

enuncian a continuacion:

- Formacion de representaciones identificables en un sistema dado: Dentro
de un mismo sistema hay multitud de representaciones que caracterizan
cada uno de los sistemas de representacion. Dreyfus (1991) alerta de que las
distintas representaciones mentales podrian entrar en conflicto, si bien,
utilizando un proceso de abstraccidn, se consigue complementarlas e

integrarlas en una representacién mas simple.

- Transformacién dentro de un sistema de representaciéon: Puesto que
existen distintas representaciones dentro de un mismo sistema es necesario

considerar las transformaciones de unas a otras.

- Traduccién entre sistemas de representacion: Ademas de existir distintas
representaciones dentro de un sistema, existen pluralidad de sistemas de
representacion vinculados a un mismo concepto, con lo que la traduccién de
un sistema a otro se hace imprescindible. Por ejemplo, los cuatro sistemas
considerados (verbal, numérico, grafico y simbolico) representan el mismo

concepto, aunque algunos destacan unos aspectos mas que otros.

- Cristalizacién: Un paso mas general que la simple traducciéon entre
sistemas de representacion supone la formacion de relaciones entre objetos

de la estructura conceptual considerada. Una vez que se consigue la
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traduccion entre todos los sistemas de representacion asociados, el concepto
surgird como aquello que tienen de comun todas sus representaciones y el

campo conceptual de limite habra cristalizado.

- Modelizacién: Alin mas general es el hecho de traducir situaciones a uno
o varios sistemas de representacion, de utilizar la estructura conceptual

creada en la mente para modelizar determinadas situaciones.

Como indica Rico (2000), son muchos los investigadores que han puesto de
manifiesto la necesidad, ya indicada, de utilizar distintas representaciones de
un mismo concepto para captar la complejidad del mismo. Los sistemas de
representacion son limitados, necesitan unos de otros, porque unos muestran

distintos aspectos del concepto con mayor o menor claridad.

Duval (1999) afirma que las representaciones y la visualizacién son el corazén
de la comprensién en matematicas. Si esto es asi, tenemos que aclarar qué
entiende Duval por representaciones y por visualizaciéon y comprender cuales

son sus propuestas en estos campos.

En el caso de las representaciones Duval (1999) realiza las siguientes

aportaciones:

1) El caracter paradojico del conocimiento matematico. En matematicas, a
diferencia de otras ciencias, no hay otra forma de acceder a los objetos
matematicos, si no es a través de algunas representaciones semioticas. Por
otro lado no hay que confundir el objeto matematico en si con el uso de las

representaciones del mismo.

2) Significado ambiguo del término representacién. Este término es a
menudo usado para referirnos a entidades mentales: imagenes. También
tenemos la distincidn entre representacion mental y externa. Esta distincion
“se refiere a su modo de produccién y no a su naturaleza o su forma”. Los
signos no van a ser entidades ni mentales ni entidades externas.
Distinguimos dos clases de representaciones cognitivas: aquellas que son

intencionalmente producidas por el uso de cualquier sistema semiético:
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sentencias, graficos, diagramas y dibujos... Su produccién puede ser mental o
externa. Por otro lado tenemos aquellas que son producidas de manera
casual o automatica por un sistema organizado, (suefio o memoria visual) o
por un acto fisico como reflexiones o fotografias. La distincion no se produce
entonces entre representacion mental o representaciones externas, sino que
la distinciéon radica entre sistemas semioticos de representacion y

representaciones fisicas / organicas.

3) La necesidad de varios sistemas semidticos para el pensamiento
matematico. La historia muestra que el progreso en matematicas ha estado
enlazado al desarrollo de varios sistemas semiéticos desde la primitiva
dualidad de los modos cognitivos los cuales estdn basados en diferentes
sistemas sensoriales: lenguaje e imagen. Sea para el discurso (descripcidn,
explicacidn, razonamiento y calculo) o para la visualizacion, tenemos dos
clases de registros: los registros con una estructura triadica de importancia
(lenguaje natural, representaciones en dos dimensiones y en tres
dimensiones) y registros con una estructura diddica de importancia

(notaciones simbolicas, lenguajes formales, y diagramas).

Duval(1999) respecto a las operaciones cognitivas en el pensamiento

matematico sefiala lo siguiente:

- Los procesos matematicos se componen de dos clases de
transformaciones de representaciones: procesamiento y conversion. Las
primeras estan hechas dentro del mismo registro de representacién, como
calculo aritmético y algebraico. Por otro lado la conversidon descansa en el
cambio de registros: la representacion de un objeto es trasladada usando
una diferente representacion del mismo objeto en otro registro. Como
ejemplo se cita la transformacion de ecuaciones dentro de los graficos

cartesianos.

- La actividad matematica, en situaciones de resoluciéon de problemas,
requiere la habilidad para cambiar de registros, bien porque otra

presentaciéon de los datos encaje mejor con el modelo o bien porque dos
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registros deban entrar en juego a la vez, como las figuras, el lenguaje natural

o la notacién simbdlica en geometria.

- Las operaciones de conversion llevan asociadas una gran complejidad.
Cuando una conversion es congruente, la representacion del registro de
partida es transparente a la representacion del registro objetivo. En otras
palabras, la conversidon puede ser vista como una facil traslaciéon unidad a
unidad. La congruencia o no congruencia de cualquier conversiéon depende
de su direccion. Una conversion puede ser congruente en una direcciéon y no

congruente en la direccidn opuesta.

- En la ensefianza se presta poca atencidn a la diferencia natural entre
proceso y conversion. Estas dos clases de operaciones cognitivas son
agrupadas en la unidad de procesos matematicos para resolver problemas. Y
cuando un cambio de registro debe ser introducido en la ensefianza, uno
generalmente elige la direcciéon y los casos que son congruentes. Hay un
instinto natural para evitar las situaciones no congruentes que llevan a
dificultades reales, pero son imposibles de evitar cuando se requiere la

transferencia de conocimientos.

Los bloqueos y fallos que surgen en el proceso ensefianza-aprendizaje son
explicados como incomprension conceptual. En realidad el hecho de que los
estudiantes no reconozcan nada mas, cuando la direccién de conversion se
cambia, revela una carencia de coordinacion entre los registros que deben
ser traidos para jugar todos juntos. La coordinacion de registros no es una
consecuencia de la comprensién matematica, de lo contrario, es una

condicion esencial.

- El aprendizaje de las matematicas implica la construccion de la
arquitectura cognitiva. Esta arquitectura cognitiva requiere la conexién
entre registros segun la cual los estudiantes pueden reconocer el mismo
objeto a través de diferentes representaciones y pueden hacer conexiones
objetivas entre matematicas deductivas y empiricas. El punto de partida en

la coordinacion de registros es la visualizacion.
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A continuacién presentamos otras definiciones de representacion y sistemas de

representacion.

Janvier (1983) recoge tres diferentes acepciones para el término
representacion. La primera de ellas afirma que representacion significa una
organizacion material de simbolos como diagramas o graficos, los cuales se
refieren a otras entidades o sirve como modelo a algunos procesos mentales. El
segundo significado relaciona las representaciones con los conceptos, en
algunos casos identificando éstas con ellos y en otros casos afirmando que las
representaciones se forman a partir de los conceptos, siendo ésta la estructura
que los sustenta. Este segundo significado puede llamarse concepcion. El tercer

significado de representacidon relaciona éstas con las imagenes mentales.

Otro significado de representacion fue dado por Kaput (1983), el cual afirma
que cualquier concepto de representacion debe envolver las dos siguientes
entidades: la representacion del mundo y el mundo representado. Debe haber
ademads una correspondencia entre algunos aspectos del mundo representado y
la representacion del mundo. Kaput seflala que en matematicas la
representacion es independiente de los simbolos que se usen y es considerada
como una abstraccidon o idealizacién. A continuacidon sefiala algunas de las
representaciones mas comunes en matematicas: morfismos, construcciones
algebraicas genéricas, construcciones canonicas internas y externas,

aproximaciones, aislamiento de propiedades y modelos légicos.

2.2.2 Representacionalismo y antirrepresentacionalismo

Las representaciones que manejamos en nuestra investigacion (representacion
grafica, verbal, simbdlica y tabular del limite) admiten una doble lectura: la
representacionalista y la antirrepresentacionalista o no representacionalista.
Font (2005) se ocupa de describir las tesis de ambos modelos, los cuales

describimos a continuacion.
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El representacionalismo considera dos mundos diferentes: el mundo real de los
objetos exteriores al sujeto y el mundo mental del sujeto. Los objetos del
mundo real generan representaciones mentales internas, las cuales son

procesadas en la mente del sujeto.

El representacionalismo presenta dos versiones, denominadas débil y fuerte.
La primera hace referencia a la relacién entre objetos del mismo mundo, por
ejemplo cuando decimos que el objeto fisico B representa al objeto fisico A. Esta
version débil del representacionalismo es aceptada por las dos posiciones, la

representacionalista y la no-representacionalista.

La version fuerte del representacionalismo establece una relacion
homeomorfica entre objetos de mundos diferentes. La relacién homeomorfica
permite establecer una relacion de equivalencia entre ambos objetos. Esta

postura es criticada por los no-representacionalistas.

Los antirrepresentacionalistas resumen sus ideas en las siguientes

afirmaciones:

- No consideran que las representaciones internas sean la causa oculta de las

representaciones externas.

- Consideran que la manipulacion de representaciones materiales va
acompanada de “procesos psicologicos” y se produce en un contexto

determinado.

-Afirman que no tiene sentido segregar las representaciones internas de las
externas (supeditando las segundas a las primeras) ni tampoco segregarlas de

la situacion en que se producen.

El representacionalismo se suele relacionar con la metafora del espejo interior,
segun la cual los objetos del mundo exterior se reflejan en la mente del sujeto,
mientras que el no-representacionalismo o antirrepresentacionalismo se

relaciona con la metafora de la construccién que considera que las personas
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construyen y modelan su mundo de experiencia a través de las relaciones con

otras personas.

Las tesis representacionalistas han sido criticadas por algunos autores como
Gallardo (2004) el cual afirma que no estd claro como se realiza la conexion
entre las representaciones internas y las externas. A pesar de esto considera la
aproximacion representacionalista como una interpretacién teérica adecuada

para proporcionar ideas de caracter general relacionadas con la comprension.

2.2.3. Representacién y comprension
Font (2005) sefala que la nocién de representacion es ambigua, ya que se usa

con distintos significados y esta ligada con el concepto de comprension.

Font (2000; p. 24) presenta su propia visibn sobre la comprension
relacionandolas con las representaciones y los procesos mentales. Esto lo

expresa de la siguiente manera

“[...] diremos que un alumno ha comprendido un determinado contenido cuando
lo usa de manera competente en diversas prdcticas. Se entiende pues, la
comprension y el significado, bdsicamente, como una capacidad que tiene el
alumno y no tanto como un proceso mental que se produce en su mente cuando
usa el contenido matemadtico. La capacidad se traduce en prdcticas que son
evaluables publicamente, mientras que el proceso mental es una experiencia

privada de la persona.”

Para Font (2005) un alumno ha aprendido un concepto cuando ha desarrollado
una amplia variedad de representaciones internas y ha establecido relaciones
entre estas representaciones, de manera que le permiten producir
representaciones externas adecuadas, para la resolucion de tareas relacionadas

con el concepto en cuestion.

Una definicion mas perfilada de comprension la encontramos en Font (2005),
el cual relaciona la comprensién con las representaciones internas. Afirma Font

que la comprension esta relacionada con la construccion e integracién de
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representaciones internas las cuales hacen que los alumnos dominen los

sistemas de representacion externos, usados para resolver tareas.

El tema de comprension en matematicas ha sido muy trabajado por diferentes
autores, Sierpinska o Duval, entre otros. En los ultimos tiempos destaca el
trabajo de Gallardo (2005), el cual sefiala que no se ha resuelto la cuestion de
precisar cudl es el tipo de relaciéon entre los tres elementos: comprension,
representacion interna y representacion externa. Dicho autor afirma que una

de las posibles dificultades seria la de tratar con elementos no observables.

Gallardo (2005; p.122) propone su particular vision respecto a la relacion entre

comprension y representacion, que expresa de la siguiente manera

“Las afirmaciones en torno a la comprension de un sujeto debieran realizarse
exclusivamente a partir de, y en base a, los distintos usos observables dados por el
individuo al conocimiento matemdtico considerado. Asimismo, conviene que estos
usos sean establecidos y catalogados de antemano a partir de andlisis sobre el
conocimiento matemdtico tratado y sirvan de referencia para la posterior
interpretacion de acciones y respuestas. Conviene resaltar que en el estudio del
conocimiento matemdtico se incluiria como aspecto particular analizable las
distintas representaciones externas que pudiera adoptar dicho conocimiento, por
lo que la utilizacion de una representacion externa concreta seria vista como un
aspecto mds de un uso determinado dado al conocimiento matemdtico en una

situacion particular”.

En nuestro trabajo no emplearemos afirmaciones sobre cuadndo los alumnos
comprenden o no la definicion de limite finito de una sucesion, en virtud de las
respuestas que den. Nuestro trabajo no pretende evaluar la comprension de los
alumnos en torno al limite finito de una sucesién, solamente pretende mostrar
qué fenbmenos emplean los alumnos cuando responden a cuestiones relativas

al limite finito de una sucesion.
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Para nosotros, un alumno ha aprendido el concepto de limite finito de una
sucesion cuando es capaz de emplear los fendmenos definidos por nosotros en

los sistemas de representacion grafico, simbolico, tabular y verbal.

2.2.4 Visualizacion

El término visualizacién se emplea con referencia a figuras o representaciones
pictoricas, ya sean externas o internas, sobre soporte material (pantalla, papel)
o en la mente. La nocién de visualizacibon o pensamiento visual esta
fuertemente ligada a la capacidad de formaciéon de imagenes mentales, las

cuales pueden evocar un objeto sin estar presente.

Asociado al término visualizacion, aparece el término pensamiento visual, el
cual se usa para describir los aspectos del pensamiento matematico que estan

basados o se expresan en términos de imagenes mentales.

Castro y Castro (1997) consideran que el aprendizaje de un concepto debe
lograrse integrando la comprension alcanzada por el procesamiento de la
informacion visual y la que se consigue por procedimientos analiticos y que
ambos se complementan. Esta afirmacién tiene como base una hipdtesis que,
pensamos, se admite sin mucha discusién en la comunidad matematica, a saber:
la educacion visual mejora la intuicién y proporciona al sujeto una mayor

capacidad de entendimiento.

Un aspecto donde la visualizacion tiene especial importancia es en el

razonamiento deductivo e inductivo.

Ya hemos sefialado anteriormente que Duval (1999), considera las
representaciones y la visualizaciéon como dos elementos claves en el proceso de
comprension en matematicas. Sus aportaciones en el campo de la visualizaciéon

se detallan a continuacion:

- Vision. Hace referencia a percepciones visuales y por extensiéon a imagen

visual. La vision envuelve dos esenciales funciones cognitivas. La primera
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consiste en dar un acceso directo a cualquier objeto fisico. Esa es la razén
por la que la percepcién visual es siempre tomada como un modelo para la
nocién epistemologica de intuicidn. Vision es el opuesto de representacion,
incluso de “imagen mental”, porque representacion es algo que esta a pesar
de cualquier otra cosa. El autor llama a esta funcion: funcién epistemoldgica.
La segunda funcidén cognitiva es bastante diferente. Vision consiste en
aprehender simultdaneamente varios objetos o un campo entero. En otras
palabras, vision parece dar inmediatamente una completa aprehension de
cualquier objeto o situacion. En ese sentido, vision es el discurso opuesto, de
deduccién, la cual requiere una secuencia de focos de actuacién en una

cadena de afirmaciones. Nosotros llamaremos a ello la funcién sindptica.

- Percepcion visual y visualizaciéon. La percepciéon visual necesita una

exploracion a través del movimiento fisico porque nunca da una completa
aprehension de un objeto. La visualizacién puede conseguir de una sola vez
una completa aprehension de cualquier organizacion de relaciones. La
visualizacién estd basada en la producciéon de representaciones semioticas.
Una representacién semiotica muestra las relaciones o mejor dicho la
organizacion de relaciones entre unidades de representacion, que deben
estar bidimensionalmente conectadas, porque cualquier organizacion
requiere al menos dos dimensiones para convertirse en obvia. La
visualizacion se refiere a una actividad cognitiva que es intrinsecamente
semidtica, que no es, ni mental ni fisica. También expresiones como “imagen

mental”, “mental representacion” “imagen mental” son equivocas. Ellas solo

pueden ser extension de la percepcién visual.

- Visualizacién _y comprension. La verdadera comprension en

matematicas de los estudiantes exige que incorporen, en su arquitectura
cognitiva, los variados registros de las representaciones semioticas usadas
para hacer matematicas, incluso los de visualizaciéon. En la perspectiva del
aprendizaje, tres problemas son tenidos en cuenta acerca de la visualizacion:
el problema de la discriminacion, el problema del procesamiento y el

problema de la coordinacién con un registro.
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- Visualizacién y procesamiento de figuras. La idea clave para analizar

cualquier forma de visualizacién es la siguiente: la existencia de varios
registros de representacion proporciona un camino especifico para procesar

cada registro. Se distinguen tres operaciones para modificar una figura:

1) Dividir una figura completa en partes de varias formas distintas
(rectangulos, bandas, etc.)
2) Hacer una forma mds grande o mas estrecha, o girarla.
3) Cambiar la orientacién de la figura en el plano. Este es el cambio
mas débil.
Estas operaciones constituyen un proceso figurativo especifico que
proporciona figuras con una funcién heuristica. Una de estas operaciones

puede dar una idea para la solucién de un problema.

- Visualizacién transicional y desarrollo de la coronacién de registros de

representaciones. La introducciéon de graficos en la demostracion es bien

conocida. Entre las tareas que hacen que los estudiantes sean capaces de
comprender la demostracion mediante la visualizacion, citamos: construir
uno mismo el grafico completo o averiguar hacia delante o hacia atras los

caminos desde las hip6tesis hacia la afirmacion probada.

Bajo unas especificas condiciones, la demostracion grafica es una clase de
visualizacion que permite a uno explorar y chequear nuestra propia

comprension del razonamiento deductivo.

2.2.5 Sistemas de representacion en la ensefianza del limite
El concepto de representacién en Espafia ha sido trabajado por muchos autores
de relevancia en el campo de la didactica de las matematicas como: Rico, Castro

y Castro, u Ortega.

Rico (2000) senala que, a la hora de considerar los sistemas de representacion
en la ensefianza, hay que seleccionar los mas adecuados para cada concepto y

cada edad. Cornu (1991) ya habia sefialado las distintas concepciones que los
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alumnos tienen de tendencia y de limite, muchas de ellas influenciadas por su

uso en otros contextos.

En Educacion Secundaria el curriculo propone un tratamiento intuitivo de los
conceptos, en especial del concepto de limite. Sin embargo, para adquirir un
conocimiento completo del concepto de limite, es necesario manejar varios
sistemas de representacion. Se han ideado diferentes formas de presentar el
concepto de limite, de las cuales podemos encontrar ejemplos en los libros de
secundaria y bachillerato que se manejan actualmente; véase, por ejemplo, los
de las editoriales Anaya (2002) 6 Santillana (1997). El concepto de

representacion asociado al limite, ha sido trabajado en Espaia por Blazquez y

Ortega (2001), los cuales sefialan que:

- Las distintas investigaciones sobre el concepto de limite funcional
sugieren considerar los siguientes sistemas de representacion: verbal,
numérico, grafico y algebraico, representaciones que coinciden con las
representaciones de funcion.
- La utilizacion de representaciones verbales para trabajar el concepto de
limite chocan con las dificultades que entrafia la asociacién del término
limite con su significado en el lenguaje habitual. (El término lenguaje
habitual lo expresa Cornu (1991; p.154) con la expresién “the colloquial
meaning ot the terms being used”.). Emplear la palabra limite en el lenguaje
habitual, seria usar el significado coloquial de la palabra limite.
- Para definir el concepto de limite es adecuado presentar el limite finito
como aproximacion 6ptima, la cual, segtin estos autores, permite aprovechar
el aspecto intuitivo y cercano a la realidad sin reducir el limite a una simple
aproximacion. El empleo de esta definicion de limite implica que, en
principio, la representacion a utilizar deba ser numérica.
El marco curricular de Educacién Secundaria, establecido sucesivamente por la
LOGSE, la LOCE y la LOE, establece una serie de representaciones para el
concepto de funcién y, asimismo, explicita una serie de criterios para la
introduccién del limite. Uno de ellos es la introduccién intuitiva del concepto de

limite finito de una funcién en 12 de bachillerato con apoyo grafico y
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calculadora (LOE, decreto 67/2008, 19 de junio, BOCM) o también la
introduccién previa del limite de una sucesién para a continuacién introducir el

limite de una funcién (LOCE, decreto 832/2003, 27 junio, BOE).

Blazquez y Ortega (2000), proponen trabajar el concepto de limite, en
Secundaria, en los sistemas verbal, numérico, grafico y algebraico y en ellos se

consideran estas representaciones:

- En el sistema verbal, el concepto de limite de una funcién en un punto se
representa como la aproximaciéon 6ptima de los valores de la funcién en un

entorno del punto.

- En el sistema numérico, como un proceso de tendencia basado en una
tabla de valores e imagenes de estos, en la que cualquier aproximacion del
limite, distinta de él, se podria mejorar con las imagenes de valores cercanos

al punto de interés.

- En el sistema grafico, el limite se presenta como un punto del eje OY, tal
que: a todo segmento que le contiene le corresponde otro en torno al punto

de interés, que se proyecta dentro de él.

- Finalmente, en el sistema algebraico, aparece la definicion métrica de
limite en los términos usuales de ¢-3, que no son otra cosa que los controles

de las aproximaciones o la definicién topolégica de entornos.

Ademas de éstas, se han considerado otras representaciones sindnimas,
légicamente, siempre encaminadas hacia la concepcién de limite como
aproximacion 6ptima. El término representaciones sinénimas fue empleado por
Janvier y otros (1993) para referirse a representaciones diferentes de un

mismo objeto matematico.

La eleccion de estas representaciones en estos sistemas de representacion fue
el primer paso para llevar a cabo una investigacidon sobre la importancia de la
representacion del concepto de limite en el bachillerato de Matematicas

aplicadas a las ciencias Sociales.
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Los autores Blazquez y Ortega (2001; p.8) manejaron la siguiente hipdtesis:

“La utilizacion de distintos registros (algebraico, numérico, grdfico, verbal)

mejora la comprension del concepto de limite”.

Para comprobar esto realizaron una investigacion cualitativa completando tres
ciclos de investigacidn-accidn trabajando sobre una secuencia didactica, que
aparece completa en Blazquez (2000), incluyendo un considerable nimero de
registros con el fin de estudiar no so6lo la comprension en cada uno de ellos,
sino de comprobar si la imagen conceptual que el alumno tiene de limite se
enriquece al considerar éste desde distintas perspectivas, aun siendo
conscientes de las dificultades que pueden generar las traducciones de un
registro a otro. La secuencia se centrd, por tanto, en la identificacién de
sistemas y en la traduccién entre ellos, si bien en algunas tareas, ademas, se
trabajé la modelizacién. En el desarrollo de la secuencia didactica se observd
que algunos sistemas de representacién eran mdas acertados para una
determinada faceta de un concepto pero encerraban dificultades con respecto a
otras facetas. Por ejemplo se cita que el sistema verbal muestra una concepcién
de limite dinamica, tan rigurosa y tan abstracta como la definicién algebraica,
pero sin el formalismo de ésta, mas vinculada a fendmenos reales, y mas

proxima al desarrollo cognitivo del alumno en educacidn secundaria.

Las consecuencias que se obtuvieron de la investigacion llevada a cabo
permitieron enunciar dos conclusiones generales que resumimos. (Blazquez y

Ortega, 2001; pp 12-13)

La utilizaciéon de distintos sistemas de representacién a la hora de trabajar el
concepto de limite choca con las dificultades del cambio de sistema de
representacion, que puede ser, en parte, un obstdculo diddctico, puesto que en la
ensefilanza tradicional se ha abusado del registro algebraico y, ademds de
descuidar el resto de representaciones, no se ha incidido en los cambios entre
ellos. Esta dificultad se subsana, en gran parte, si se utiliza el ordenador para

traducir unos sistemas de representacion a otros.
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En la secuencia de ensefianza se puso de manifiesto cémo el uso de distintas
representaciones favorece el aprendizaje y lo hace de dos formas: por un lado
compensa las limitaciones de unas representaciones con otras, y por otro, permite
que los alumnos se formen una imagen conceptual mds rica, pudiendo escoger la

representacion mas apropiada para cada situacion.

Tall (1996) propone tres sistemas de representacion para trabajar con
conceptos de calculo (limite, derivadas, etc), relacionados directamente con la

utilizacién de los ordenadores como herramienta didactica:

- Representaciones interactivas, como la simulaciéon de las relaciones

entre espacio, tiempo y velocidad que proporciona el programa MathCars.

- Representaciones numéricas, simbdlicas y visuales. Todas ellas
muestran el funcionamiento proceptual (como proceso y como concepto) y

constituyen el calculo elemental.

- Representaciones formales donde los objetos se manipulan a través de

definiciones y no de descripciones y que constituyen el analisis matematico.

En cuanto a la traduccion entre distintas representaciones, Tall, en consonancia
con las representaciones anteriores, observa que, en las formales es donde se
produce el analisis conceptual mas intenso, que éste es mas profundo que el
simple formalismo simbdlico y que por tanto, implica construcciones

significativas y reconstruccion del conocimiento.

Mamona-Downs (2001) realiza una serie de aportaciones en relaciéon con los
sistemas de representacién presentes en la ensefianza del limite de una

sucesion:

1) El sistema de representacion grafico puede ser considerado como un
sistema donde toda la informacién que conlleva la definicién puede ser
fielmente embebido, a pesar de los problemas que pueden surgir con las

sucesiones constantes.
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2) Los argumentos hechos en la grafica dindmica pueden ayudar a
persuadir a los estudiantes a abandonar creencias tales como: término final
existente en una secuencia infinita, limite siendo valor y posicion a la vez, y

el limite nunca puede ser alcanzado, porque es la dltima posicién.

3) El uso de la grafica puede ayudar a alejar la idea de que el limite

requiere un comportamiento mondtono.

Engler, Vrancken, Hecklein, Miller y Gregorini (2007) realizan una propuesta
didactica de la ensefianza de limite finito de una funcién en un punto, del cual
se pueden extrapolar sugerencias para la ensefianza del limite finito de una
sucesidn, sobre todo en lo referente a los sistemas de representacién que se

deben usar en la ensefianza de uno y otro concepto.

Para ello analizan una secuencia de actividades en el aula de modo que los
alumnos gestionen con sentido el conocimiento matematico para que resulte un
conocimiento vivo (que pueda evolucionar) y ademas que sea funcional (que

permita resolver problemas).

Los sistemas de representacion formaron parte de las tareas que se usaron.
Disefiaron ademas una situacion didactica orientada a que los alumnos estén
suficientemente preparados para abordar el aprendizaje de limite finito de una
variable finita teniendo en cuenta el trabajo que realizaron con funciones,
considerando especialmente las distintas formas de representacion y algunas
cuestiones relacionadas con las aproximaciones. Se favorecié el trabajo en
forma verbal, tabular, numérica, analitica y grafica. Las actividades se
organizaron para favorecer el desarrollo de habilidades para poder pasar sin
inconvenientes de un sistema de representaciéon a otro buscando que el

estudiante entre en accion.

En nuestro trabajo emplearemos los siguientes sistemas de representacién:
verbal, grafico, tabular o numérico y simbdlico, porque tras intensas lecturas,
creemos que son los mas usuales en la ensefianza del limite. También

aceptamos que la palabra limite tiene unas connotaciones antes de la

110 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 22: Campo de problemas y marco tedrico

enseflanza del concepto matematico, pero no pretendemos entrar a cambiar
esas concepciones previas que los alumnos tienen, ya que no hemos disefiado
una secuencia didactica que llevar a cabo para la ensefianza del concepto en
cuestion. Consideramos que el manejo de diferentes sistemas de representacion
puede ser mas beneficioso que perjudicial y que puede llegar a mejorar la
comprension del concepto de limite finito de una sucesion. A pesar de esto,
nuestro trabajo no pretende analizar en qué grado un alumno comprende o no
el limite finito de una sucesiéon en funciéon de los distintos sistemas de
representacion y del numero de ellos que usa cuando realiza tareas

relacionadas con él.

Nuestro trabajo usa los sistemas de representacién como un elemento en el que
los diferentes fendmenos se expresan y son observados. Queremos, a lo largo
de la investigacion, observar la relaciéon entre los fendmenos observados y los
sistemas de representacion usados, estableciendo la frecuencia con que los

primeros aparecen en los segundos.
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2.3 Pensamiento matematico avanzado

En 1985, en el seno del PME, se cre6 un grupo de trabajo cuyo objetivo era
estudiar la naturaleza del “pensamiento matemadtico avanzado”. Pretendia
profundizar en los procesos cognitivos de ensefianza y aprendizaje de temas

relacionados con el calculo infinitesimal (Dreyfus 1990 y Tall, 1991).

El interés en didactica de la matematica se empieza a centrar en la
problematica del aprendizaje en términos de procesos cognitivos y no como
una simple adquisiciéon de competencias y habilidades. También se produce una
evolucion en las investigaciones, que empiezan a ocuparse de topicos que por
su naturaleza y complejidad se situarian dentro de una matematica superior

(limite, derivada, entre otros).

Entre los procesos involucrados en el pensamiento matematico avanzado

citamos en primer lugar, por su importancia, la abstraccién y la generalizacion.

La abstracciéon es definida como un proceso de construccién de objetos
mentales a partir de objetos matematicos (Dreyfus, 1991). Para este autor, la
generalizacion es definida como derivar o inducir de particulares, para

identificar generalidades y expandir los dominios de validez.

Tall (1991, p.12) distingue diferentes tipos de generalizacion de acuerdo con

los aspectos cognitivos que se observan:

- Expansiva: generalizacion en la cual el estudiante extiende su estructura

cognitiva pero sin producir cambios en las ideas corrientes.

- Reconstructiva: generalizacion en la cual se requiere una reconstrucciéon

de la estructura cognitiva.

Disyuntiva: generalizacidn en la que los estudiantes son capaces ahora

de operar en un amplio rango de ejemplos. No parece ser muy duradera.
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La abstraccién no se considera una caracteristica exclusiva de las matematicas
superiores, como tampoco otros procesos como analizar, categorizar,
conjeturar, generalizar, sintetizar, definir, demostrar o formalizar. Estos tres
ultimos, junto con la abstraccion adquieren mayor importancia en las
matematicas superiores. Los alumnos sefialan que una de las dificultades de la
enseflanza de las matemadticas avanzadas es que son demasiado abstractas,
creando éstos imagenes mentales a partir de las definiciones dadas por el
profesor, como ya observaron Tall (1981) y Vinner (1991), los cuales crearon
una teoria cognitiva sobre la forma en la que los alumnos aprendian los

conceptos matematicos.

2.3.1 Teorias cognitivas

El interés por estudiar la problematica del aprendizaje en términos de procesos
cognitivos da lugar a varias teorias del conocimiento como: concepto imagen y
concepto definicidn, la teoria de las concepciones de Sfard o la descomposicién

genética de Dubisnky.
- Concepto imagen y concepto definicion

Asociado a un concepto matematico Tall y Vinner (1981) sefialan los siguientes
términos: concepto imagen y concepto definicién, denominados por Vinner

(1991) dos diferentes celdas en nuestra estructura cognitiva.

El “concepto definicion” es definido como un conjunto de palabras usadas para
especificar el concepto. Enunciado por el profesor y trabajado por el alumno
tiene un camino personal hasta la asimilaciéon por parte del alumno. En este
camino un concepto definiciéon personal puede diferir de un concepto definicién

formal, siendo el ultimo el que es aceptado por toda la comunidad matematica.

Cada concepto definicién genera su propio concepto imagen el cual puede ser
llamado “concepto definicion imagen”. Esto es, de hecho, parte del concepto
imagen. El concepto imagen es algo mas amplio que puede producirse de varias

formas diferentes.
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Vinner(1991) sefiala que el concepto imagen es algo no-verbal asociado en
nuestra mente con el nombre de un concepto. Puede ser una representaciéon
visual de un concepto o una coleccion de impresiones o experiencias. El
término “concepto imagen evocado” es introducido para describir el contenido

de la memoria evocado en un contexto dado.

Garbin y Azcarate (2001) no exigen que el concepto imagen sea coherente en
todos los momentos. Al cambiar de registros, es decir al cambiar de una
representacién a otra, se pueden producir situaciones de congruencia o de
incongruencia. Las inconsistencias han sido estudiadas ampliamente por Tirosh

(1990).

Teniendo en cuenta lo anterior establecemos el siguiente diagrama.

Concepto definicién Dado por el profesor

(definicién formal) ———————— o explicado por el

alumno
Genera concepto Concepto
imagen definicion imagen

En nuestro caso, el concepto de limite finito de una sucesion, la definicién
formal epsilon-delta, constituye el concepto definicién, el cual es explicado
normalmente por el profesor en clase. La lectura, analisis e interpretacién de la
definicién da lugar a la creacién de los correspondientes ‘concepto imagen’ y
‘concepto definicién imagen’. El primero seria algo mas amplio que el segundo y
recogeria todas las imagenes mentales que formamos en torno al limite de una
sucesion. En estas imagenes mentales apareceran diferentes sistemas de
representacion como graficos, tablas, simbolos e incluso representaciones
verbales del concepto de limite de una sucesion. En el segundo caso “concepto
definicion imagen” la definicion produce un concepto definiciéon imagen que

pretende facilitar el uso y comprension del concepto de limite finito de una
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sucesion. Este concepto definicibn imagen estaria representado por
expresiones que usan los alumnos, tales como: “Sn tiene limite s, porque la

diferencia entre Sn y s puede hacerse tan pequefia como se desee.”

Estableciendo relaciones entre esta teoria y los fenémenos a.s.i e i.v.s, podemos

afirmar lo siguiente:

-El fen6meno a.s.i estarian relacionados con el concepto imagen o los conceptos
imagenes creados a partir del concepto de limite finito de una sucesiéon o como
preparacion del aprendizaje de éste, ya que tanto el fenémeno a.s.i como el

concepto imagen son aproximaciones al concepto definicion de limite.

-El fenémenos i.v.s estaria relacionado con el concepto definicién imagen y
también con el concepto definicién, ya que el fendmeno i.v.s nace de la
interpretaciéon de la definicién de limite finito de una sucesién y ademas es la
esencia de la definicién de limite, puesto que organiza todas las aproximaciones

posibles (véase la figura 2.1).
- Teoria de las concepciones de Sfard

Sfard (1991) habla de dos tipos de concepciones de un mismo concepto
matematico: concepciones operacionales, cuando se tratan las nociones
matematicas como procesos dinamicos, algoritmos y acciones, y concepciones
estructurales, cuando se consideran los conceptos matematicos como objetos
abstractos. Las concepciones operacionales preceden a las estructurales y

ambas son complementarias.

Concepciones para un mismo concepto

Operacionales Estructurales

- Procesos dindmicos
- Algoritmos - Objetos abstractos

- Acciones

Cuadro 2.1 Concepciones segun Sfard y ejemplos.
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Sfard (1991) distingue tres etapas que corresponden a tres grados de
estructuraciéon progresiva y que denomina: interiorizaciéon, condensacion y
cosificacion. Las dos primeras son procesos graduales y cuantitativos mientras
que la segunda es instantanea. La nueva entidad cosificada, el objeto, se
desprende del proceso que la ha producido y empieza a adquirir su significado
por el hecho de pertenecer a una cierta categoria. El estadio de cosificacion es el
punto de partida para la interiorizacién de conocimiento de un nivel superior,

que se originara a través de procesos sobre el objeto en cuestion
- Teoria APOS

La teoria APOS nace de una interpretacidon del constructivismo de Piaget en
1992 propuesta por Dubinsky. El paradigma de investigaciéon, denominado
teoria APOS es descrito de la siguiente manera. En primer lugar se realiza un
primer trabajo tedrico sobre el tépico que se desea trabajar. A continuacion
teniendo en cuenta como el concepto puede ser aprendido por los alumnos se
disefia e implementa la instrucciéon. Con los resultados obtenidos y las
observaciones realizadas durante el periodo de instrucciéon se realiza un
analisis tedrico, que lleva a una revisiéon de todo el proceso realizado. Todo esto,

queda reflejado en la figura 2.2:

Analisis tedrico

Datos Disefio e implementacion de la

A

empiricos instruccion

Figura 2.2: Esquema de la teoria APOS

Cottrill, Dubinsky y otros (1996; pp 171-172) realizan unas modificaciones a la
teoria APOS, introduciendo el concepto de esquema. Esta teoria concibe tres
tipos de conocimiento matematico: acciones, procesos y objetos. Estos tres

tipos de conocimientos estan organizados dentro de estructuras a las cuales
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nos referimos como esquemas. Una accién es definida como “una
transformacion fisica o mental de un objeto para obtener otros objetos. Ocurre
como reaccion a un estimulo que el individuo percibe como externo”. Un proceso
es “una transformacioén de un objeto u objetos”; en él, el individuo controla la
transformaciéon. La construccion de un objeto se define asi: “Un objeto es
construido a través de la encapsulacién de un proceso. Esta encapsulacion es
alcanzada cuando el individuo es consciente de la totalidad del proceso, realiza
esas transformaciones que pueden actuar en él y es capaz de construir tales
transformaciones”, El proceso inverso de la encapsulacién (denominado
desencapsulacién) permite pasar del objeto anteriormente obtenido a los
procesos de los que proviene. Esta reversibilidad entre un objeto y los procesos
de los que proviene es algo muy habitual y a la vez muy valorado en
matematicas. Finalmente, un esquema se define como una colecciéon de
acciones, procesos, objetos y otros esquemas que estan enlazados de algin
modo y son retomados para soportar una situacion problematica. Los
individuos pueden transformar los esquemas, producto generalmente de la
reflexion que han hecho sobre los mismos. Los objetos creados también pueden
ser transformados, llevando a nuevos procesos, objetos y esquemas. La

transformacién de estos objetos se realiza mediante acciones de alto nivel.

(Cottril, Dubinsky y otros, 1996; p.172)

Respecto a la percepcion de los objetos y a la posterior accion sobre ellos, Tall
(1995) explica la existencia de dos secuencias de desarrollo, distintas y
simultaneas: Los objetos se perciben en forma visuo-espacial, produciendo
posteriormente una descripcion verbal, una clasificacién y el inicio de
deducciones verbales. La accion sobre los objetos matematicos nos lleva a
considerar un tipo de desarrollo cognitivo distinto, relacionado con la dualidad
objeto-proceso y la nociéon de procepto. Gray y Tall (1994) definieron
“elementary procept” como “Un proceso el cual produce un objeto matemdtico y
un simbolo, el cual es usado para representar ¢ el proceso 6 el objeto” y el
procepto como una coleccién de proceptos elementales los cuales actiian sobre

el mismo objeto.
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Cottill, Dubinsky y otros (1996) analizaron el concepto de limite, desde la
perspectiva de la teoria Apos, afirmando que éste podria ser interpretado como
una coleccién coherente de acciones, procesos y objetos, lo cual reciba el
nombre de esquema. Ademas se podian aplicar acciones a esquemas. El limite
de una secuencia, de una funcién, de un conjunto y demas limites son esquemas

que son interpretados como objetos.

La descomposicidn genética y la teoria en la cual estd basada no pretende ser
una “verdadera” descripcién de lo que ocurre en la mente de los estudiantes.

Esta teoria, consideran los autores que:

- Proporciona un método para dar sentido a una amplia gama de datos

cualitativos.

- Proporciona un lenguaje para hablar acerca de la naturaleza del aprendizaje

de topicos particulares en matematicas.

- Puede permitir sugerir estrategias pedagogicas que pueden mejorar el campo

en el cual el aprendizaje tiene lugar.

Estos autores llevaron a cabo una descomposicion genética del concepto de
limite finito de una funcidn, disefiaron la instruccion basada en ella y después la
implementaron. A continuacidon realizaron entrevistas que sirvieron para

revisar la descomposicion genética realizada.

Una objecién a la teoria Apos, respecto a como se lleva a cabo la
descomposicion genética del limite finito de una funcién, es que realiza una
serie de pasos intermedios para llegar a manejar la definicién formal. Entre
estos pasos intermedios estdn la evaluaciéon de una funcién en varios puntos o
el trabajo con cuantificadores. Sin embargo, los autores no observan que hay
una serie de fendémenos implicitos en la definicién de limite que es necesario
conocer y con los que se debe trabajar. El dominio del concepto de limite, su
manejo, no se reduce a emplear con éxito la definicion formal en diferentes

problemas, exige también conocer los elementos subyacentes, entre los cuales

118 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 22: Campo de problemas y marco tedrico

situamos los fendmenos que hemos observado en nuestra investigacion y que

seran descritos con detalle en el capitulo 3.
- Teoria cognitiva de Duval

Duval desarrolld, entre 1996 y 1999, una teoria cognitiva que cuestiona si los
medios estructurales requeridos para acceder a un conocimiento matematico
son distintos de los necesarios para acceder a otro tipo de conocimiento. El
debate, andlisis y reflexion sobre esta cuestion llevé a obtener las siguientes
conclusiones: (1) los objetos matematicos no son reales y no son accesibles
fuera de un sistema semidtico; (2) no se debe confundir un objeto con su
representacion semiotica (un numero y su escritura, un objeto geométrico y la

figura que lo representa).

Ademas de esto, Duval considera dos caracteristicas esenciales de la actividad
matematica: el cambio y la coordinacién de los registros de representacion
semiédtica. Cambio se refiere al paso de un sistema de representacion a otro y
coordinacion se refiere a la necesidad de coordinar los diferentes registros de la

representacion

2.3.2 Diferencia entre pensamiento matemadtico avanzado y elemental

Tall (1985; 1991) afirma que el paso del Pensamiento Matematico Elemental
(PME) al PMA implica una transicion significativa que requiere una
reconstruccion cognitiva. Esta reconstruccién implica pasar, por un lado, de
“describir” a “definir” y, por otro, de “convencer” a “demostrar”. La franja de
edad de los alumnos que situaria en este tipo de pensamiento seria 16-20 afios.
Esta franja corresponde a los alumnos de 12 y 29 de bachillerato y 12 y 29 de

Universidad.

La transiciéon de las matematicas elementales a las avanzadas, supone trabajar
cada vez mas con entidades abstractas, las cuales se construyen a través de
deducciones de definiciones formales. El propio Tall (1991), sin embargo,

reconoce que no se ha definido con precision el paso del pensamiento
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matematico elemental al pensamiento matematico avanzado; Tall (1992)
enlaza la nocién de pensamiento matematico avanzado con las matematicas
formales. El pensamiento matematico avanzado se reconoceria, al menos, por
dos componentes: definiciones matematicas precisas y deducciones de

teoremas basadas en ellas.

Robert y Swarzenberger (1991) sefialaron una serie de diferencias entre el
pensamiento elemental y el avanzado: (1) En el pensamiento matematico
avanzado los alumnos tienen que aprender mas conceptos en menos tiempo y
ademas estos son presentados de manera formal. (2) Los conceptos ensefiados
llevan asociadas las siguientes propiedades: generalizacion, abstraccion y
formalizacion, propiedades que pueden entrar en conflicto con el conocimiento
anterior que se tenia sobre el concepto. (3) Los alumnos se enfrentan a una
amplia gama de problemas que nacen de una variedad de contextos, los cuales

no pueden ser discutidos en todo detalle.

Estas diferencias entre el pensamiento elemental y el pensamiento avanzado
propuesta por Tall (1991), Robert y Swarzenberger (1991) son rebatidas
actualmente, por Edwards, Dubinsky y McDonald (2005) los cuales, ademas de
proponer una definicién alternativa de pensamiento matematico avanzado,
sefialan que un concepto se considerara dentro del pensamiento matematico

avanzado dependiendo de los aspectos que se traten.

Edwards, Dubinsky, McDonald (2005; pp.17-18) proponen la siguiente

definicion de pensamiento matematico avanzado:

“Pensamiento que requiere deductivo y riguroso razonamiento acerca de
nociones matemadticas que no nos son enteramente accesibles a través de los cinco

sentidos”.

Estos autores sefialan que no hay un punto en el cual el pensamiento
matematico elemental termina y empiece el avanzado. Desde su punto de vista,
el pensamiento matematico avanzado forma parte de un continuo proceso de

pensamiento que parece trascender pero no ignora la experiencia
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procedimental o las intuiciones del pensamiento matemadtico elemental.
Ademas, estos autores proponen que un concepto que previamente puede ser
catalogado como si requiriera un pensamiento matematico avanzado, depende,
para esa catalogacion, del contexto en el que se esté trabajando. Para ello
enuncian el caso del concepto de limite en el analisis real, cuya comprension
completa requiere un razonamiento deductivo y riguroso acerca de un proceso
inaccesible. Este hecho no implica que lo que se realice con los limites se
integre siempre en el pensamiento matematico avanzado. Los estudiantes de
secundaria trabajan calculando limites, como un mero proceso algebraico y por
lo tanto esta actividad no necesariamente requiere pensamiento matematico

avanzado.

Harel y Sowder (2005) proponen otra definicion de Pensamiento Matematico
Avanzado, para la cual es necesario distinguir entre “formas de pensamiento” y
“formas de comprension”. Los significados particulares que los estudiantes dan
a un término, sentencia o texto, la solucién que ellos proporcionan a un
problema, o la justificacién que usan para validar o refutar una afirmacién son
formas de comprension, mientras que las teorias generales implicitas o

explicitas que subyacen a tales acciones son formas de pensamiento.

Teniendo en cuenta lo anterior, Harel y Sowder (2005; pp 34-35) proponen la
siguiente definicibon que afirma cuando un pensamiento matematico es

considerado como avanzado:

“Un pensamiento matemadtico es avanzado si su desarrollo envuelve al menos una
de las tres condiciones para que un obstdculo sea epistemoldgico. El nivel de
adquisicién para una forma de pensamiento por un individuo es determinado por

la amplitud con la cual ha superado estos obstdculos”,

Las tres condiciones para que un obstaculo sea epistemoldgico son: (1) Hay
trazas de él en la historia de las matematicas. (2) Un obstaculo epistemolégico
no es una ausencia de conocimiento, o una mala concepcién, sino que son
piezas de conocimiento o concepciones que producen respuestas satisfactorias

en un contexto determinado, y generan respuestas invalidas fuera de ese
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contexto. (3) Un obstaculo epistemolégico ocasiona contradicciones y establece
una mejor pieza de conocimiento. Esta mejor pieza de conocimiento no es

suficiente para que el precedente desaparezca.

2.3.3 Situacion del concepto de limite dentro del Pensamiento Matemadatico
Avanzado.

Teniendo en cuenta la distincién establecida por Tall (1991) segtn la cual la
definicion formal y la deducciéon distinguen al pensamiento matematico
avanzado del elemental, el concepto de limite de una sucesién estaria situado
dentro de los conceptos que requieren para su dominio un pensamiento

matematico avanzado.

Cornu (1991) situa también, por su dificultad, el concepto de limite, como un
concepto tipico del pensamiento matematico avanzado. Sefiala ademas que es
un punto fundamental del andlisis, presente en la teoria de aproximaciones,

continuidad, derivabilidad e integracion.

Cornu sefala que una de las dificultades en la ensefianza y aprendizaje del
concepto de limite no estd solamente en su riqueza y complejidad, sino que hay
aspectos cognitivos que no pueden ser generados puramente de la definicién
formal. Los alumnos son capaces de realizar ejercicios con limites pero no son
capaces de comprender completamente el formalismo de la definicion. Los
cuantificadores “para todo” y “existe” tienen significados diferentes en la vida

diaria y esto puede ser un obstaculo que ocasione muchas dificultades.

Ademas de las dificultades citadas anteriormente, tenemos que afiadir que los
alumnos, antes de la ensefianza del concepto de limite, tienen una serie de ideas
que son llamadas por el autor “concepciones espontdneas”, las cuales se
mezclan con los nuevos conocimientos adquiridos por el alumno, elaborando

éstos, asi, sus concepciones personales.

Edwards, Dubinsky y McDonald (2005) sefialan sin embargo que el concepto de

limite estara situado en el pensamiento matemadtico elemental o avanzado
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dependiendo del trabajo que se realice con él. Si solamente se trabaja calculo de
limites, no estariamos hablando de un concepto que requiera un pensamiento

matematico avanzado para realizar esta operacion.

Teniendo en cuenta los fendmenos asi e ivs, que presentaremos en el proximo
capitulo, consideramos que el concepto de limite estara dentro del pensamiento
matematico avanzado si los alumnos reconocen y emplean en sus
justificaciones los fenémenos a.s.i e i.v.s de manera conjunta. Por el contrario si
los alumnos emplean el fendmeno a.s.i en sus respuestas y justificaciones a
cuestiones relativas al concepto de limite, esta manera de actuar no deberiamos

incluirla dentro del pensamiento matematico avanzado. Véase figura 2.3.

Concepto de limite finito de una sucesion

Pensamiento
Matematico

Elemental

Pensamiento /

Matematico

Fenémeno

Fenémeno a.s.i

1.v.s

Avanzado

Figura 2.3 Fenémenos, Pensamiento Matematico y Limite de sucesiones
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2.4 Delimitacion del problema de investigacion

La linea-marco en la que se sitia nuestra investigacion sobre el limite de una
sucesion se articula en torno a los tres soportes que hemos considerado hasta
ahora: fenomenologia, representaciones y pensamiento matematico avanzado,
aunque no descartamos el pensamiento matematico elemental, como acabamos
de indicar (véase la figura 2.4). Con estas “herramientas teoricas” creemos que

es posible abarcar la complejidad del limite de una sucesién.

Esta investigacién se inici6 cuando nos preguntamos, como profesores de
secundaria, a qué se deben las dificultades que sufrimos para ensefiar
correctamente el concepto de limite de una sucesion y para conseguir que se

aprenda adecuadamente.

Nos dimos cuenta de que, si queriamos seguir a Freudenthal, tenfamos que
establecer los fendmenos organizados por la definiciéon y que, siguiendo otras
investigaciones en Educacién Matemadtica, era necesario tener en cuenta, las
representaciones usadas para presentar el limite, asi como la complejidad y
dificultad de éste, que el Pensamiento Matematico Avanzado, a pesar de sus

limitaciones, en nuestra opinién plantea y describe bien.

La meta principal de la investigacion es la de obtener informacion sobre los
fenomenos relacionados con el limite de una sucesion, caracterizarlos y
establecer las relaciones de éstos con los sistemas de representacion y el
pensamiento matematico avanzado. En el campo de la educacion matematica se
han realizado aportes significativos sobre el estudio del concepto de limite,
desde diferentes puntos de vista (estudios sobre dificultades, errores, practica
docente, trabajo con alumnos, entre otros) pero quedan aun cuestiones
pendientes como la de establecer qué relacion mantienen la fenomenologia, el
pensamiento matematico avanzado, los sistemas de representacion y el limite.

Véase la figura 2.4 (pagina siguiente).
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Fensamiento kate matico
Avanzado

Fenomenologia

Lirnite finito de

LA sucesion

iistemnas de representacion

Figura 2.4: Esquema del marco teérico

2.4.1 Objetivos
Objetivo 1: Revisar y analizar el campo de conocimientos actual en torno al
limite finito de una sucesion, poniendo de manifiesto los principales intereses,

problemas y limitaciones existentes.

El estudio del limite finito de una sucesién se puede abordar desde diferentes
puntos de vista. Asi podemos encontrar investigaciones centradas en las
dificultades y errores de los alumnos en torno al limite (Cornu, 1991), otras
dedicadas a disefiar una secuencia didactica que mejore la comprension del
concepto de limite (Blazquez, 2000) e incluso otras que investigan la evolucidn
del concepto de limite a lo largo de la historia y sus implicaciones o relaciones
con el concepto de infinito (Hitt, 2003). Esta amalgama de casos hace necesario
estructurar y analizar en qué punto se encuentra actualmente la investigacion

en torno al concepto de limite finito de una sucesién.

Objetivo 2: Describir dificultades asociadas a la presentacion del limite.
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El concepto de limite aparece en secundaria bajo diferentes sistemas de
representacion. Ademads, dicho concepto puede enunciarse empleando la
definicion formal (muchos libros de texto y muchos profesores plantean la
definicion formal de limite de una sucesidn, denominada usualmente definicion
epsilon-n,) o un acercamiento intuitivo, como se planted en el marco de la
LOGSE. Los enfoques intuitivos no son exclusivos del periodo LOGSE, y
encontramos evidencias de ellos en los afios sesenta, setenta y ochenta, e

incluso de manera ocasional antes de los afnos sesenta.

Las dificultades sobre el concepto de limite, en particular sobre cémo ir
acomodando los nuevos conocimientos con las ideas previas de los alumnos,
fueron trabajadas con mucho detalle por Cornu (1991). Dicho autor sefiala que
en el caso del concepto de limite las palabras “tender a“ y “limite” tienen un
significado antes de cualquier contacto con el concepto de limite. Tender puede
traducirse como: aproximarse (eventualmente lejos de él); aproximarse sin
llegar a alcanzarlo; aproximarse justamente alcanzdndolo; parecerse (el azul
tiende a violeta). Los significados atribuidos a la palabra limite son: un
“impasible” limite el cual es alcanzado; un “impasible” limite el cual es
imposible de alcanzar; un punto al cual uno se aproxima sin llegar a tocarlo; un
punto al cual uno se aproxima y logra alcanzar; un limite superior o inferior; un
maximo o un minimo; un intervalo que viene inmediatamente después que

pues ser tocado; una restriccion, una prohibicion, una regla; el final, lo dltimo.

Estos significados son mantenidos incluso después de trabajar con la definicién
formal, planteandose un campo problematico, necesario de considerar antes de

la explicacién del concepto.

Objetivo 3: Enunciar elementos necesarios para manejar el limite finito de una
sucesion y distinguir el limite finito de una sucesion de otros tipos de limite,

como el limite infinito de una sucesion o el limite de una funcion.

El concepto de limite de una sucesién ha aparecido en los libros de texto y ha
sido presentado a los alumnos, en la mayoria de los casos, como un paso previo

en la definicién de limite de una funcién. Es decir, se trabaja con los alumnos el
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limite de una sucesién y cuando tienen un cierto manejo de él se empieza a
trabajar con el limite de una funcién. El propio Tall (1981) reconoce que el
orden ldgico en la ensefianza del limite debe ser: limite de una sucesidn, limite
de una funcién y continuidad. Nosotros estamos de acuerdo con este orden
propuesto por Tall para la ensefianza del limite, pero queremos poner de
manifiesto que el paso del limite de una sucesion al limite de una funcién no es
algo tan evidente como muchos docentes piensan. Este salto, nuestra
experiencia nos dice que, generalmente, ocasiona muchas dificultades en los

alumnos.

Objetivo 4: Seleccionar una definiciéon de limite finito de una sucesién para su

estudio en profundidad.

De las distintas definiciones de limite finito de una sucesiéon (métrica,
topologica, intuitiva, entre otras) se hace necesaria la eleccién de una de ellas,
para su estudio exhaustivo. El trabajar con una definiciéon de limite y desechar
las demds supone una limitacién, pero también supone la ventaja de
profundizar y llegar a resultados mas especificos y relevantes sobre el limite

finito de una sucesion.

Objetivo 5: Caracterizar y definir, si los hay, los fen6menos organizados por

una definiciéon de limite finito de una sucesion.

La fenomenologia de Freudenthal (1983) es un instrumento que usamos como
guia en nuestro intento de reconocer las dificultades asociadas al concepto de
limite. Aunque no es un objetivo del presente trabajo el reconocimiento de
todos los fendmenos implicados en el concepto de limite de una sucesion,
entendemos que sera una importante ayuda para disefar, en el futuro,
situaciones de enseflanza-aprendizaje que permitan superar algunas de las

dificultades.

Objetivo 6: Detectar esos fendémenos en los libros de texto de secundaria y

organizar la informacién obtenida.
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Para lograr este objetivo se realizard un estudio de una muestra de libros de
texto que se usan o se han usado habitualmente en secundaria, estableciéndose

los siguientes objetivos especificos:

6.1. Construir tablas de frecuencias de los diferentes fenémenos observados.

6.2. Comparar las frecuencias de los fenémenos observados y establecer

relaciones entre ellos.

6.3. Calcular la “correlacion” entre las frecuencias de ambos teniendo en

cuenta el sistema de representacién usado.

6.4. Establecer periodos temporales al analizar los libros con el fin de

observar la evolucion de uso de los fendmenos en funcion de los afios.

6.5. Analizar las diferentes apariciones de los fen6menos en funcion de los

anos.

6.6. Estudiar la “correlaciéon” de los fendmenos encontrados teniendo en

cuenta los diferentes periodos de tiempo considerado.
El estudio de los libros de texto es una pieza clave en nuestro trabajo, pues a la
vez que confirma la presencia de los fendmenos considerados, informa sobre la
frecuencia de estos fendmenos a lo largo del tiempo. El analisis de los libros de
texto se ha hecho a través de una agrupacion por décadas y también a través de
una agrupacion por periodos educativos (entendemos por periodos educativos
los que han sucedido debido a las diferentes leyes de educacion acontecidas en
Espafia en los ultimos tiempos). En este analisis observamos como unos
fenomenos prevalecen muy por encima de otros, en lo que a frecuencia

absoluta se refiere.

Objetivo 7: Detectar esos fendémenos en las respuestas de los alumnos de

bachillerato a un cuestionario relativo al limite finito de una sucesion.
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Para lograr este objetivo se elaborara un instrumento, el cual se administrara a

alumnos de bachillerato. Se establecen los siguientes objetivos especificos:

Z.1. Observar si los sistemas de representacion usados en los enunciados de las
preguntas (verbal, grdfico y tabular), tienen alguna influencia en las
respuestas de los alumnos. Los sistemas de representacion mds usuales en el
limite son: verbal, grdfico, simbdlico y tabular o numérico. El sistemas de
representacion simbdlico es poco usado actualmente, debido al cardcter
intuitivo con el que se presenta la definicion de limite (marco este hecho por el
curriculo). Por este motivo dicho sistema de representacién es excluido del

estudio.

7.2. Observar la influencia de la variable “sexo” en las respuestas de los

alumnos al cuestionario sobre el limite finito de una sucesion.

Z.3. Observar la influencia de la variable “edad” en las respuestas de los

alumnos al cuestionario sobre el limite finito de una sucesion.

Queremos observar si estas variables secundarias tienen alguna influencia

en las respuestas de los alumnos y, en su caso, describir esa influencia.

La presencia de los fendmenos anteriormente sefialados en las respuestas de
los alumnos a un cuestionario sobre el limite finito de una sucesiéon, nos

permitird completar la secuencia metodolégica indicada en la figura 2.5:

Definicidon de limite Libros de

texto

finito de una
Alumnos

A
A 4

A 4

sucesion

Figura 2.5 Estudios realizados para esta investigacion

Se plantea una cuestion relevante al analizar el paso de los fenémenos
sefialados, de los libros de texto a los alumnos. El analizar este paso supone

estudiar como los profesores organizan sus ideas y cudles de ellas usan para
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explicar el concepto de limite de una sucesién. Este estudio no lo hemos

realizado.

2.4.2 Metodologia

Fue necesario diferenciar esta investigacion de otras que se habian ocupado del
estudio del concepto de limite, como la realizada por Blazquez (2000). Esta
autora se ocupa del concepto de limite en alumnos de bachillerato (modalidad
de ciencias sociales), y trabaja tanto el concepto de limite de sucesién como el
de funcién, no estableciendo diferencias significativas entre ambos conceptos

de limite.

Nuestro primer paso fue establecer diferencias significativas entre la definicién
de limite finito de una sucesion y la definicion de limite finito de una funcion en
un punto. Las diferencias se estructuraron en torno a dos grupos distintos:

diferencias simbdlicas y diferencias fenomenolégicas.

-Diferencias simbdlicas. Se establecieron diferencias entre ambas definiciones

sefialando tres campos de incidencia: acotacion (en la definicién de limite finito
de una sucesion la variable independiente no esta acotada), procesos infinitos y
tipos de infinitos. Entendemos por proceso infinito cada una de las formas
posibles de aproximacion experimentadas por las variables, independiente y
dependiente, presentes en las definiciones formales consideradas y, para el
analisis de los tipos de infinitos, manejamos el infinito discreto presente en el

limite de sucesiones.

Diferencias fenomenolégicas: Los fendmenos presentes en la definicion de

limite finito de una sucesién son en esencia distintos de los fendmenos que
encontramos en la definiciéon de limite de una funcion. En el concepto de limite
de una sucesion estan presentes dos enfoques completamente diferentes: un
enfoque informal, basado en una actitud de plena “confianza” en la sucesidn,
segln el cual los valores de la variable independiente siguen obedientemente
(por asi decir) una tendencia; el enfoque formal apela a una definicién de limite

y la aplica, antes de establecer cualquier conclusion.
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El enfoque informal no es matematicamente satisfactorio, pero en las relaciones
cotidianas suele aceptarse que conlleva informacion suficiente. De hecho, suele
usarse para fundamentar los aspectos formales. Raman (2002) observa que los
estudiantes tienen dificultades al coordinar los dos enfoques el informal y el
formal, sefialando entre las razones fundamentales de esta dificultad el poco
provecho, en términos de comprension, que se saca del enfoque informal y la
manipulacion de simbolos en el enfoque formal sin tener una profunda

comprension de lo que los simbolos significan.

También afirma que se ha discutido mucho sobre el tema y algunos educadores
matematicos afirman que: algunas presentaciones de libros de textos pueden

estar en desacuerdo a cdmo queremos que los alumnos aprendan.

Autores como Cottrill, Dubisnky y otros (1996), presentan dos posturas
respecto al concepto de limite de una funciéon en un punto: la concepcion
estatica y la concepcion dindmica. La concepcidn estatica es identificada con la
definicion formal epsilon - delta, mientras que la concepcién dindmica seria el
valor al que se aproximan los f(x) cuando x se aproximan a a. La dificultad para
alcanzar el dominio de la definicion formal es debida a no haber trabajado de

manera suficiente la concepcion dinamica.

La problematica sobre si es mejor trabajar sobre la definicion formal de limite o
sobre aspectos informales de ésta, ha sido considerada por varios autores.
Scharfer (1997) sefiala la conveniencia de trabajar sobre la definiciéon formal de
limite, siendo necesario para ello poner especial atencién en las palabras que
componen la definiciéon y en un cuidadoso andlisis del significado y propdsito
de cada parte de la definicién. La autora seflala que en ocasiones se crean
“definiciones simplificadas”, en las que se podria usar un lenguaje menos
formalizado y en la que aparecerian menos signos matematicos. Este hecho,
aparentemente, ayuda al manejo y comprension de la definiciéon, sin embargo
Tall y Schwarzenberger (1978) pusieron de manifiesto una serie de dificultades
provenientes de pasar a un lenguaje informal la definicion de limite secuencial

"s es el limite de s, si podemos tomar s, tan cerca de s como queramos
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haciendo n suficientemente grande". En esta definicién se muestra una pérdida
de precisién puesto que no se especifica cuanto, de cerca, se pueden tomar los
términos de la sucesion, ni se especifica la relacion entre epsilon y n. Ademas, la
palabra cerca se asocia a distinto, produciéndose serios problemas con

sucesiones que en un momento determinado se hacen constantes.

Scharfer (1997) sefiala las dificultades para definir con claridad, coémo y cudndo
se debe introducir la definicién formal de un concepto matematico. A pesar de
estas dificultades, resalta su importancia, como un paso previo para realizar

demostraciones formales.

Una vez establecidas las diferencias entre ambas definiciones, empezamos a
trabajar en la definicion de limite de una sucesidn, definiendo, los fenémenos

que aparecen en ella y la relacién que mantienen estos con la definicién.

En nuestro estudio asociamos, al enfoque informal (definiciones simplificadas
segin Scharfer), un fenémeno que hemos llamado de aproximacién simple
intuitiva (a.s.i) y, al enfoque formal, que se sustenta en la construccién de una
funcién de apoyo, un fendmeno de retroalimentacion que, por comodidad,
también designamos con la expresion “fenémeno de ida y vuelta en sucesiones”

(i.v.s).

Limite, fendmenos y representaciones en nuestra investigacion. La complejidad

del concepto de limite, requiere en primer lugar distinguir entre sucesion y
funcion. Esta distincion dara lugar a dos tesis doctorales con un cuerpo comun,
el concepto de limite (la tesis de la investigadora Sanchez, y la presente
investigacion). Ademas de la distincion anteriormente citada, necesitamos
considerar los sistemas de representacion mas usuales en los cuales aparecen
los fenomenos considerados en nuestra investigacion. Estos sistemas de
representaciéon aparecen habitualmente en la enseflanza secundaria y son:
verbal, grafico, simbdlico y tabular. Algunas autores sustituyen el nombre

tabular por numérico (Blazquez y Ortega, 2000).
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Los libros de texto, al igual que los docentes, usan esos sistemas de
representacion en dos circunstancias diferentes: en un ejemplo o en una
definicidn. El empleo de los anteriores sistemas considerados y de los formatos
ejemplos o definicion varia de un autor a otro, y también de un periodo
educativo a otro, entendiendo por periodo educativo, el periodo en el que tiene

vigencia una ley educativa.

Fen6menos v estudios experimentales. Una vez definidos los fen6menos se

realizaron dos estudios experimentales: el primero centrado en la observacién
de los fendmenos anteriores en los libros de texto, y el segundo dedicado a la
observaciéon de los citados fendmenos en las producciones de alumnos, los
cuales contestaron un cuestionario con preguntas relativas al concepto de

limite finito de una sucesion.

La observacién de los fendmenos en los libros de texto y en las respuestas de
los alumnos confirmara algunas de las hipétesis que manejamos durante todo

el proceso que duré la investigacion.

El analisis que vamos a hacer tanto de los libros de texto como del cuestionario
carece de significatividad estadistica, Realizamos inducciones, siempre
recordando que las muestras (libros de texto y alumnos que respondieron al

cuestionario) no son representativas.

Actuando como matematicos, la principal dificultad al estudiar los libros de
texto (a saber: la variedad de estilos y secuencias de presentacion de los
conceptos) obligd a depurar con mucho cuidado el estudio de los fragmentos e

incluso a justificar la seleccion de éstos.

Por otro lado hay que decir que la muestra de libros seleccionada fue
intencional, porque se analizaron los libros a los que tuvimos acceso en los
diferentes institutos en los que ejercimos como docente y, finalmente, se
completd la muestra con libros consultados en la Biblioteca Nacional. El analisis
de los libros de texto se organizd por periodos de diez afios (décadas), para

observar con mayor detalle la evolucion temporal de los fenémenos citados
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anteriormente. Dicho estudio de libros de texto se dividi6 en cuatro apartados:
(1) Caracteristicas del libro y de la ubicacion en él del concepto de limite. (2)
Secuenciacion del apartado o apartados elegidos. (3) Detalle de los fendmenos

observados. (4) Cuadros resumen.

La presencia de los fendmenos en los libros de texto, y el uso que habitualmente
los docentes realizan de los mismos, nos llevd a realizar el segundo estudio
experimental, centrado en los alumnos. Se trata de un estudio descriptivo,
exploratorio y transversal (Cohen y Manion, 1990). El término descriptivo hace
referencia a la descripcion de los fendbmenos que estan presentes en las
respuestas de los alumnos. El término exploratorio lo usamos para referirnos a
los estudios que tienen una idea mas o menos clara de lo que puede ocurrir y
tienden a encontrarla. El término transversal hace referencia al estudio de

diferentes grupos en diferentes momentos.

Hemos hecho un andlisis cualitativo de algunas respuestas obtenidas, con el fin
de establecer categorias, necesarias para tabular las respuestas abiertas,
aunque breves, de los alumnos, previstas en el instrumento de recogida de
datos que, en nuestro caso, fue un cuestionario que contiene preguntas
relativas al concepto de limite de una sucesion, utilizando diferentes sistemas

de representacion: verbal, grafico, tabular y simbélico.

Para la produccién de la prueba definitiva se tomaron algunas precauciones
habituales (Cohen y Manion, 1990), como son la revisién por expertos o la
realizaciéon y estudio de una prueba piloto, antes de realizar la prueba
definitiva. Se opt6 por las preguntas de respuesta abierta breve y se adopt6 la
decision de acercar la pregunta al sujeto apelando a un alumno (hipotético)
cuya respuesta habia que analizar. (Conocemos un precedente de esta decision;

véase Scaglia, 2000).

Ademas de recoger las respuestas de los alumnos respecto a las cuestiones
relativas al concepto de limite, recogimos unos datos secundarios para
observar su posible influencia en las respuestas; preguntamos la edad, el sexo,

la asignatura cursada y si repetia curso. De ellos, analizamos las variables
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“sex0” y “edad”, para buscar indicios sobre los siguientes asuntos (que no son

objetivos de esta investigacion):

-Las dificultades experimentadas por hombres y mujeres jovenes, ;son

diferentes cuando aprenden el concepto de limite de una sucesién?

-En la cabal comprensién del concepto de limite de una sucesioén, ;hay un efecto

de maduracién debido a la edad?

La metodologia llevada a cabo en la investigacion se concreta en la figura 2.6:

Control de los fendmenos

Estudio tedrico: P = Estudio empirico 1:
Los fendmenos que Reconocimiento de Estudio de libros de texto
organizan el limite problema de extraccion de en el periodo 1933-2005

finito de una sucesion la informacién

Estudio empirico 2:

Disefio y
realizacion Respuestas de alumnos
de bachillerato a un

cuestionario

Figura 2.6: Plan de la investigacién

2.4.3 Hipaétesis

Para elaborar las hipdtesis de la investigacion se han tenido en cuenta los resultados
de las investigaciones relacionadas con el concepto de limite, trabajos preliminares
publicados (Claros, Séanchez y Coriat, 2006; 2007), los supuestos tedricos
relacionados con ¢l (teorias descritas anteriormente, en este capitulo), la reflexion

realizada por el investigador sobre el problema, la experiencia docente del equipo
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investigador, el curriculo y el tratamiento curricular del concepto de limite en los

libros de texto durante un periodo relativamente amplio 1933-2005

Los objetivos que hemos enunciado admiten una concrecién en términos de las

siguientes hipotesis de investigacion.

(H1) El limite de una sucesion es distinto del limite de una funcién y por ello se

hace necesario un estudio pormenorizado de cada uno de ellos.

En toda la literatura observada, solamente Rey Pastor (1933) intent6 unificar
ambos conceptos. Una practica habitual en los libros de textos es presentar el
concepto de limite de una funcién a continuacién del limite de una sucesion, y
realizar un “paso natural” del segundo al primero, sin considerar las diferencias
existentes entre uno y otro. Veremos que los fenémenos asociados al limite de
una sucesién merecen una consideracion particular. Esto, unido a las
diferencias simbdlicas citadas anteriormente, hace que el llamado “paso
natural” no lo sea tal, produciéndose en los alumnos una serie de dificultades y

obstaculos, normalmente no considerados por el docente.

(H2) La definicion de limite finito de una sucesion organiza dos fendmenos: la
aproximacion simple intuitiva (fendmeno a.s.i) y la retroalimentacion o ida y

vuelta en sucesiones (fenémeno i.v.s).

(H3) Es posible detectar los fendmenos de aproximacién simple intuitiva y de
retroalimentacién, organizados por la definicion de limite finito de una

sucesion, analizando libros de texto de bachillerato.

(H4) Un muestreo de libros de texto basado en décadas permite observar de
manera suficiente la evolucion en el tiempo de los fendmenos organizados por

la definicion de limite de una sucesion.

(H5) Los fendbmenos de aproximacidn intuitiva aparecen con mayor frecuencia

en los libros de texto que los fendémenos de retroalimentacion.
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(H6) Es posible detectar los fendmenos de aproximacion simple intuitiva y de
retroalimentacién analizando las respuestas de los alumnos de Bachillerato a

un cuestionario relacionado con el limite finito de sucesiones.

(HZ) El fenémeno i.v.s esta presente en las respuestas de los alumnos en menor

medida que el fenémeno a.s.i.

(H8) El fenémeno i.v.s no esta presente en las justificaciones de los alumnos

cuando en la pregunta se emplea el fenémeno a.s.i.

(H9) El uso del fenémeno iv.s en el enunciado de las preguntas del
cuestionario, inducira a los alumnos a emplearlo como justificacion de sus
respuestas.

(H10)Los alumnos de bachillerato no dominan la definicién de limite.

Al enunciar estas hipdtesis, perseguimos diferentes metas; basicamente, se
trataria de acumular indicios para considerarlas como refutadas; sin embargo,
algunas de ellas (como H1, H2, H3 o H10), de no ser refutadas, enuncian “como
son” algunas cosas relacionadas con la fenomenologia didactica o la educaciéon

matematica.
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Introduccion

Este capitulo incluye todos nuestros resultados teodricos relacionados con los
fendmenos que organizan las definiciones de limite. Tras multiples ensayos, lo

hemos organizados en tres partes bien diferenciadas:

- La primera (3.1 a 3.4), se dedica al estudio de los fenémenos organizados por

una definicion de limite finito de una sucesion.

- La segunda parte (3.5), se ocupa de presentar los fendmenos analogos

organizados por una definicién de sucesion de Cauchy.

- La tercera parte (3.6), presenta las conclusiones, destaca los logros alcanzados

y las limitaciones que ain hallamos en nuestro estudio teorico.

Esta estructura ha resultado ser, a nuestro entender, la mas préxima a la
cronologia de nuestra investigacion: durante mucho tiempo, pensamos que
solamente era posible organizar dos fendmenos con ayuda de una definicion
arbitrariamente elegida. Cuando decidimos analizar otras definiciones,
establecimos que somos capaces de distinguir dos clases de definiciones de
limite finito por los fen6menos que organizan: la primera clase corresponde a
las definiciones que exhiben el limite de la sucesion mientras que la segunda
clase corresponde a las definiciones que exhiben el comportamiento de los
términos de la sucesion sin referencia a limite alguno. Ambas clases de
definiciones son matematicamente equivalentes (esta demostrado en los libros
de matematicas), pero no parecen equivalentes desde el punto de vista

fenomenoldégico, al menos, no lo son aun.

Los cuatro primeros apartados constituyen, por asi decir, el corazén de nuestra
investigacion en su primera etapa, cuando solamente manejabamos una
definicion. En ellos exponemos como hemos llegado a la observacidon de dos
fendmenos organizados por una definicion de limite finito de una sucesién, la
cual se obtuvo mediante una consulta a expertos, realizada en el afio 2000; los
detalles de esta consulta a expertos se hallaran en 3.1 y en A3.1. La observacion

de los fendmenos en la definicién seleccionada, supuso el primer paso para

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. 141



Limite finito de una sucesién: fenémenos que organiza

definir con detalle los fendmenos que se observaron, y que se denominaron:
fendmeno de aproximacion simple intuitiva o as.i y fenémeno de
retroalimentacion o i.v.s La definicion de estos fendmenos, asi como la relacion
que mantienen estos con la definicién de limite finito de una sucesion se detalla
en 3.2. Una continuacién natural de esto es una coleccion de ejemplos de tales
fenomenos, ejemplos extraidos de libros de texto; en 3.3 hemos estructurado
las posibles maneras de encontrar estos fenémenos apoyandonos en lo que se
viene llamando “sistemas de representacion elegidos” y lo que hemos
denominado “formatos” posibles. En 3.4 hemos retomado la definicién de limite
finito de una sucesién y la hemos considerado desde las esferas simbélica y

fenomenolégica.

Nuestro insatisfaccion por la relativa arbitrariedad de la definicion elegida
condujo a estudiar todas las definiciones que habiamos presentado a los
expertos (véase A3.1) y tratar de recuperar los fenémenos a.s.i e i.v.s en todas
ellas. Este estudio se ha descrito en el anexo A3.2. Result6 que la definicion de
sucesion de Cauchy parece fenomenolégicamente diferente, puesto que fuimos
capaces de detectar otros dos fendmenos que hemos denominado aproximacion
simple intuitiva de Cauchy (a.s.i.c) e ida-vuelta en sucesiones de Cauchy (i.v.s.c). A
la descripcion de estos fendmenos y al estudio de relaciones que mantienen

éstos con los fendmenos a.s.i e i.v.s, hemos dedicado el apartado 3.5.

El capitulo se cierra (3.6) con un balance de logros alcanzados y dificultades
detectadas que, confiamos, constituyen puntos de partida de futuras

investigaciones.
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3.1 Limite finito de una sucesion

En educacidon secundaria la ensefianza del concepto de limite finito de una
sucesion se suele presentar de dos maneras no excluyentes: empleando la

definicion formal o realizando un acercamiento intuitivo a la idea de limite.

El estudio de la definicién formal de limite finito de una sucesién, en
secundaria, se suele hacer empleando la definicidn métrica “épsilon-n” y suele

formularse después de realizar un acercamiento intuitivo.

Teniendo en cuenta esta informacidn, y considerando que la definicién de limite
finito de una sucesiéon puede enunciarse no solo a través de una definicion
métrica, sino también mediante consideraciones topoldgicas, parece
conveniente tomar como punto de partida una sola definicién y, con ella, (12)
analizar aproximaciones informales que le son asociadas, y (22) estudiar cuales
son los fendémenos que organiza, si los hubiera, y que podrian diferir de una

definicién a otra.

Esta eleccion responde a la necesidad de realizar un estudio particular, pero
minucioso, de la definiciéon de limite. Se podria haber realizado un estudio de
cada definicion que hemos encontrado, pero optamos por estudiar una, aunque
sabemos que queda pendiente la relacion entre la definicidon estudiada y las

demas.

Una vez definida la problematica en la que nos encontramos realizamos dos

pasos:

1) Elegir una definicion de limite finito de una sucesion, que esté avalada
por profesores que trabajan como matematicos en el campo de la ensefianza.

Nuestra investigacion parte de la definicién seleccionada.

2) Estudiar, analizar y revisar la definicién de limite seleccionada. El
andlisis de esta definicion dard lugar a la observacién de una serie de

fenomenos imprescindibles para nuestra investigacion.
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3.1.1. Definicion seleccionada
Como consecuencia de una consulta a expertos, la definiciéon de limite finito de

una sucesién que sirvié como punto de partida fue:

Sea x, una sucesion en R, decimos que x, converge a un niimero real x (o tiene
como limite el real x y escribimos lim x,= x) si para cada >0, existe un nimero

natural N tal que si n >N se cumple que [xa-x [<¢

En esta definicion, R es el conjunto de ntimeros reales y la convergencia en ‘R
se entiende como la convergencia en el espacio métrico R, con la distancia
usual d(x,y)=|x-y|. Esta definicién es conocida usualmente como “definicion

&N".

Los detalles de la consulta a expertos se describen en el Anexo 3.1.
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3.2 Fenoémenos organizados por la definicion de limite

finito de una sucesion

El concepto de limite es reconocido en Educacién Matematica como una de las
nociones clave en el desarrollo del pensamiento matematico avanzado de los
alumnos. Tal como se ha venido subrayando recientemente (Azcarate y
Camacho, 2003), las investigaciones desarrolladas en este ambito han
experimentado en los ultimos afios una evolucidn significativa en sus enfoques
y propdsitos, transitando de los estudios centrados en caracterizar las
dificultades y obstaculos existentes en la comprension del limite (Cornu, 1991;
Tall, 1992) a las investigaciones preocupadas por analizar las razones que
subyacen a tales dificultades y por proporcionar, en base al nuevo
conocimiento generado, soluciones efectivas en forma de propuestas didacticas
sustentadas en marcos tedricos operativos (Espinoza y Azcarate, 2000;
Mamona-Downs, 2001). Otros autores teniendo en cuenta las dificultades que
plantea la definicion formal de limite de una funcién en secundaria, han optado
por dar una nueva definicién de limite como “aproximaciéon 6ptima” (Blazquez
y Ortega, 2002). En general, desde la perspectiva de estos nuevos
planteamientos suele admitirse la relevancia que posee el andlisis de los
fendbmenos que organizan o dan sentido al limite para su comprension. De
hecho, la preocupaciéon por esta cuestion llega a reflejarse en procedimientos
especificos, como la descomposicidn genética planteada por Dubinsky (1991),
empleada en la actualidad con éxito en modelos tan influyentes como la teoria

APOS (Moreno, 2005).

Nuestro trabajo en este capitulo, a partir de ahora, se centra en el estudio
minucioso de la definicién seleccionada anteriormente, para observar los
fenOmenos que organiza y arrojar alguna luz, si es posible, acerca de lo que

conlleva el uso de la definiciéon anteriormente expuesta.

En nuestro estudio hemos encontrados dos fenémenos basicos, aunque, con el
transcurso de la investigaciéon, pensamos que la definicion formal que

manejamos organiza mas fendmenos de los descritos. Sirva como ejemplo de
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fenémeno que organiza la definicion de limite, el de la acotacién: una sucesion
que tenga limite estard acotada superior e inferiormente. Otro fenémeno que
observamos en las sucesiones que cumplen la definicion formal, es decir, las
sucesiones que tienen limite, es que las diferencias entre dos términos
consecutivos de la sucesion, a partir de un cierto orden, se van haciendo cada
vez mas pequefias y tienden a cero; esto ya fue observado por Cauchy y
disponemos de un teorema (véase, por ejemplo, Spivak, 1991) que conecta
ambas ideas: “una sucesiéon {an} converge si y solo si es una sucesion de

Cauchy”.

Sean cuales sean el nimero total y los respectivos enunciados de los fendmenos
organizados por la definicién seleccionada de limite finito de una sucesion, nos
centramos exclusivamente en los dos que hemos anunciado y que
denominamos, abreviadamente, fendmeno asi y fenémeno i.v.s. Nuestro trabajo
de investigacion se ha orientado a describirlos, a estudiar su presencia en la
enseflanza y el curriculo y a analizar su influencia en la comprensién de los
sujetos. En términos mas precisos, nuestra investigacion transcurre en torno a
los problemas didacticos generados por el uso de las distintas nociones, ideas y
definiciones que configuran el campo semantico vinculado al concepto de

limite.

Fenémeno de aproximacion simple intuitiva. Este fendmeno surge como
consecuencia de una lectura informal de la definiciéon de limite finito de una
sucesion. Por ejemplo cuando afirmamos: “A medida que n aumenta, los
términos de la sucesion se aproximan cada vez mds al numero real 2” (Vizmanos

y Anzola, 1998).

Fendémeno de retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones. Este fendmeno surge
de la propia estructura de la definicion de limite finito de una sucesion.
Constituye el siguiente paso, una vez que se ha realizado un acercamiento a la
idea de limite (normalmente, mediante la aproximacion simple intuitiva). Un
ejemplo de él lo constituye la siguiente afirmacion: “El niimero [ es el limite de la

sucesion ay si y solo si para cualquier entorno de | que se tome, por pequeno que
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sea, existe un término de la sucesién a partir del cual todos los términos

pertenecen a dicho entorno”. (Negro, Benedicto, Martinez y Poncela, 1997).

En la definicion de limite finito de una sucesién estan presentes ambos
fenomenos y, por lo tanto, se hace necesario coordinar el aspecto formal,
representado por el fenémeno i.v.s, con el aspecto informal representado por el

fenémeno a.s.i

Las dificultades sobre como coordinar aspectos informales de la continuidad ya
fueron comentados por Manya Raman (2002); extendemos estas dificultades al
concepto de limite, y en particular al limite finito de una sucesién. Teniendo en
cuenta lo anterior, se hace necesario dar una definicién precisa de lo que
entendemos por aproximaciéon simple intuitiva y por retroalimentacién o ida-

vuelta en sucesiones.

3.2.1 Aproximacion Simple Intuitiva

Con objeto de reducir en lo posible la complejidad de la exposicién y lograr un
mayor grado de precision en el analisis, en todo nuestro estudio se trabaja con
sucesiones simples y monodtonas. Hemos desechado sucesiones dobles (pueden
tener subsucesiones que converjan a distintos limites) y sucesiones que se

acercan al limite por valores superiores e inferiores.

La aproximacion intuitiva remite a los valores que van tomando los términos de

una sucesion de numeros reales con limite real.

Empleamos la expresién parecen acercarse para capturar, al usarla, cualquier
intuicidon para el limite finito de la sucesion; por ejemplo, como conjetura o
como resultado del reconocimiento de una pauta (explicita o no) en los valores

inspeccionados.

Aproximacion simple intuitiva (a.s.i.). Dados k términos ordenados de una
sucesion, generalmente consecutivos, (1, ai), (2, az), ..., (kax), caracterizamos la
aproximacion simple intuitiva como el fen6meno observado al inspeccionar la

secuencia de valores aj, az, .., ax cuando “parecen acercarse” a otro valor fijo.
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Modelo: En la sucesion (1,1), (1,1/2), (1,1/3),..., los términos 1/n, parecen

acercarse a 0 a medida que n crece.
En el apartado 3.4 veremos nuevos ejemplos.

Conjeturamos que el fendmeno de aproximacion simple intuitiva se podria
separar en dos fendmenos diferentes: la intuicién de la monotonia y la intuicién
de la convergencia; sin embargo, nos conformamos con acercarnos al estudio
de la aproximacién simple intuitiva, ya se pueda o no desagregar en fendmenos

mas elementales.

3.2.2 Retroalimentacion o Ida-Vuelta en Sucesiones

El andlisis de la definicion métrica seleccionada da lugar a la observacién de dos

procesos:

- El primer proceso, denominado de ida, se produce cuando en la definicion

aparece la expresion: “para cada £>0, existe un nimero natural N”

- El segundo proceso, denominado de vuelta, se produce cuando en la definicion

aparece la expresion: “si n >N se cumple que [xax [<€"

La observacion conjunta de estos dos procesos da lugar a lo que denominamos
retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones, que definimos de manera precisa

a continuacion.

La retroalimentacién se manifiesta al interpretar y aplicar las acciones
incluidas en la definicién formal de limite desde una perspectiva métrica, la
cual exige construir una funcién e-n para sucesiones. Dicho en términos
coloquiales y graficos, la retroalimentacion corresponde a un proceso de ida-
vuelta: una vez establecido el entorno en el limite con el ¢ dado “vamos” desde
éste hacia la variable natural para determinar el correspondiente n asociado,
segln sea el caso, y “volvemos” al entorno del limite para comprobar que las

imagenes asi obtenidas pertenecen al entorno considerado.
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En la retroalimentacion se lleva a cabo la construccion efectiva de una nueva
funcién que queda vinculada univocamente a la sucesién. De hecho, con el
apoyo de la propia sucesién de referencia, la definicién formal de limite finito
de una sucesion induce la construccion simbdlica de tal funcidn, o en su defecto
la demostracidon de su existencia, la cual sirve a su vez para establecer una

propiedad de la sucesiéon dada.

En el caso de las sucesiones, la definicién formal de limite hace surgir una
funcién de variable real con valores naturales (g n(¢)); esto es lo que nos

conduce a hablar del fenémeno de idea y vuelta en sucesiones (i.v.s).

Modelo: Partiendo de la sucesion (n, 1/n) se construye la funcién (g, E(1/¢) + 1)
donde E designa la funcién parte entera. Una vez fijado & tenemos que
determinar no a partir del cual |1/n|<g; resolviendo esta inecuacién tendriamos
que n debe ser mayor que (1/¢) + 1. Para asegurarnos que sea un ndmero

natural tomamos no=E(1/¢)+1.

3.2.3 Relacion entre la aproximacion simple intuitiva, la retroalimentacion

y el concepto de limite

Una vez definidos los fendmenos de aproximaciéon simple intuitiva y
retroalimentacidén que estan presentes en la definicién de limite finito de una
sucesion, interesa conocer las relaciones que mantienen entre si y con la

definicion. Estas relaciones las hemos reflejado en la figura 3.1.

Aproximacién simple A
Esfera intuitiva intuitiva

Definicion formal s
Esfera fenomenoldgica

Esfera formal <

Ida-vuelta en sucesiones

Figura 3.1
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Figura 3.1. Fendmenos a.s.i e i.v.s en el limite finito de sucesiones

Si leemos la figura anterior de izquierda a derecha, vemos que el ambito de la
intuicion es el que describe la idea mono6tona de acercamiento progresivo que
no es plenamente satisfactoria para garantizar que hablamos de un limite, pero
- =7 . . 7 : [ »
que genera la conviccidn o cierta conviccion sobre el posible “desenlace” de ese
acercamiento inacabable. No nos cabe duda de que estamos observando un
fenomeno y que, con esa observacion, las personas podemos establecer
acuerdos aunque no usemos los métodos de demostracion matematicamente
7

aceptados, ya que las cosas “parece que ocurren asi’, pero no estamos en

condiciones de garantizarlo salvo apelando a convicciones personales.

También observamos un fendmeno si consideramos el ambito formal, en cuyo
seno, el seguimiento estricto de lo indicado por la definicién genera la
necesidad de construir una funcién o, en su defecto, la de demostrar su
existencia, para asegurar no ya la idea intuitiva de que los valores de n, al
crecer, hacen que s, se acerque a I, sino que ese acercamiento es,
matematicamente hablando, seguro. El fendmeno, ahora, es estrictamente
matematico; esta gobernado por una funcién que, por asi decir, “ajusta”
cualquier distancia al supuesto limite con una secuencia infinita actual de
términos de la sucesiéon que distan de ese supuesto limite menos que la
distancia elegida. La definicion no garantiza que esa funcion exista, deja la
cuestion en manos del matematico que debe construirla o, al menos, demostrar

que existe.

Por todo lo anterior, pensamos que el &mbito fenomenolégico abarca los otros

dos ambitos o esferas, el intuitivo y el formal.

También hay una relacion “vertical” (con referencia a la figura 3.1) entre los dos
fenomenos que, no lo olvidemos, se refieren a la misma idea (al mismo
concepto), aunque lo encapsulan de manera diferente: el fendémeno a.s.i sugiere
el limite generando, a nuestro entender, también la necesidad de ser mas
convincente y esa necesidad la satisfara el fen6meno i.v.s. Este, en su
abstraccion, supone conocido el limite y no hace mas que aportar la

confirmacién de dicho conocimiento con los medios matematicos disponibles
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hoy dia; a pesar de sus limitaciones, el fendmeno a.s.i aporta esa “confianza
moral” de que el valor supuestamente aceptado se eligié con sensatez. Si la
eleccién se limita a ser sensata, usando solamente el fenémeno a.s.i, puede no
ser correcta. Si la definicion formal se aplica sobre un valor “cualquiera”,
elegido sin pensar, el fend6meno i.v.s no sera productivo, pero no “por culpa” de

la propia definicion, sino por la inadecuada y “ciega” eleccion.

3.2.4 Otras definiciones de limite de finito de una sucesion

Al comienzo de nuestra investigacion decidimos seleccionar una definicién de
limite, para trabajar extensamente con ella; sin embargo, cuando ya habiamos
realizado nuestros trabajos empiricos y conseguido cierta destreza en la
deteccidn de los fenémenos a.s.i e i.v.s, nos dimos cuentas de que, en todas las
definiciones que presentamos a los expertos (ver el anexo 3.1), se reconocen los
mismos fenémenos, en el sentido que iremos desarrollando a lo largo de este
mismo capitulo, justificando asi una cierta independencia entre éstos y la

definicion concreta de limite que se maneje.

Esto permite conjeturar que ambos fendmenos, sea cual sea el aspecto de la
definicion, estan en el meollo del concepto de limite finito de una sucesién en el
sentido de que, sin ellos, no sabriamos garantizar que un nimero es limite de la
sucesion: la aproximacién simple intuitiva da pistas sobre un posible candidato
a limite, mientras que la ida-vuelta en sucesiones asegura o desmiente que el
candidato sea, efectivamente, el limite de la sucesiéon con la que se esté

trabajando.

Por ello, creemos que somos coherentes con el pensamiento de Freudenthal
cuando decimos que ambos fendmenos, al estar organizados por cualquier
definicion de limite finito de una sucesion, organizan el concepto de limite finito

de una sucesion.
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Persuadidos de esta afirmacion, hemos incluido, en el anexo 3.2, las diferentes
definiciones presentadas en el anexo 3.1 y el reconocimiento de los

correspondientes fendmenos a.s.i e i.v.s que éstas organizan.

No pretendemos con ello haber realizado un estudio exhaustivo de todas las
definiciones de limite finito de una sucesién, aunque no descartamos una
continuacién por esta via en un trabajo futuro; el objetivo del anexo 3.2 es
mucho menos ambicioso; simplemente, en él acumulamos pruebas a favor de
una conjetura inicial: cualquier definicién formal de limite finito de una sucesion

organiza los fenémenos a.s.i e L.v.s.

Esta conjetura solamente falla, que sepamos, en el caso de la definiciéon de
Cauchy. Esta definicidon organiza otros dos fenémenos, uno intuitivo y otro de
ida-vuelta en sucesiones, que no es posible identificar con los fen6menos a.si. e
i.v.s, como veremos. Por esta razdén, nuestra conjetura la modificamos
definitivamente del siguiente modo: desde el punto de vista fenomenoldgico, hay
dos clases de definiciones ligadas al limite finito de una sucesion: Def-L y Def-C. La
primera clase conecta los términos de la sucesion con un niimero no perteneciente
a su conjunto de valores (el limite) con ayuda de los fendmenos a.s.i e i.v.s; la
segunda clase conecta los términos de la sucesion entre si con ayuda de otros dos

fenémenos diferentes, que denominamos a.s.i.c e Lv.s.c.

En 3.5 se estudian los fendémenos organizados por la definicién de sucesion de

Cauchy y se comparan los fendmenos que organizan ambas definiciones.

3.2.5 Limite infinito de una sucesion

Nuestro trabajo desde un primer momento se centré en el limite finito de una
sucesion. A pesar de esto, en algin momento, nuestra investigacion llevé a
preguntar sobre la posibilidad de que una definicién de limite infinito de una

sucesion organizara también los fen6menos a.s.i e i.v.s.
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Estudiamos la siguiente definicion de limite infinito de una sucesion: Se dice
que xn tiende a infinito si, para todo k>0 existe no € N tal que si n> no entonces

Xn>K.
El analisis de esta definicion arroja dos ideas relativas a los dos fenémenos:

(12) No se organiza ninguna aproximacién intuitiva al hacer una lectura
informal de la definicién anteriormente propuesta, ya que los valores de la
sucesion a medida que n aumenta no se acercan a un determinado valor. Esto lo

desarrollaremos en el apartado 3.5.1, mas abajo.

(22) En cambio, si, en la definicidn, seguimos considerando una “ida” desde la
variable dependiente y una “vuelta” desde la independiente, el fenémeno de
ida-vuelta en sucesiones si esta presente, aunque sin acotacion. El proceso de
ida se reconoce en el fragmento de definiciéon: “para todo k>0 existe no”,

mientras que el de vuelta corresponde al fragmento: “si n > ng entonces xn>k”.

Por lo tanto conjeturamos que existen diferencias significativas en cuanto a los
fendémenos organizados por las definiciones de limite finito y limite infinito de
una sucesion. Queda pendiente para un futuro, el detectar y enunciar la
intuicién simple asociada al limite infinito (si es que la hay) y la descripcion
exhaustiva del fendmeno de retroalimentacion y el estudio de las relaciones

que se establecen entre ambos fen6menos.
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3.3 Fendmenos, sistemas de representacion y formatos

En un trabajo, preparatorio de esta investigacion (Claros, Sanchez y Coriat,
2006), sobre la presencia de los fendmenos de aproximacion intuitiva y
retroalimentacién en libros de texto correspondientes al periodo LOGSE, se
observé una preponderancia de los fenémenos a.s.i sobre los fendmenos i.v.s.
En ese mismo trabajo se sefialaba que el desarrollo del concepto de limite de
una sucesion en los libros se solia hacer, empleando solo alguno de los sistemas
de representacién verbal, grafico, tabular o simbdlico, presentados en el

Capitulo 2°.

La tabla siguiente recoge las frecuencias totales de aparicién de los diferentes

fendmenos en los libros de texto del periodo LOGSE

Limite finito de una
sucesion
Fendmen . .
enomenos a.s.i iv.s
Er nci
ecuencia 26 10
Frec. Total
ec. Tota 36

Tabla 3.1. Comparacion entre fenémenos de aproximacién intuitiva y de
retroalimentacion
Dicho trabajo también deja constancia de que los fendmenos a.s.i e i.v.s podian
aparecer cuando se exponia un ejemplo o cuando se enunciaba una definicién.
Es mas los fenémenos a.s.i en el periodo LOGSE se observan, sobre todo, en
ejemplos, mientras que los fenémenos i.v.s se observan, en ejemplos o en
definiciones de los libros de texto, repartidos de una manera algo mas

equitativa.

Se sigue que, al presentar el limite finito de una sucesidn, los libros de texto
pueden recurrir a sistemas de representacion y a formatos. Para los primeros
hay cuatro posibilidades, que designamos con los términos grafico, verbal,
tabular y simbdlico, y para los segundos, dos, que designamos con los términos

ejemplo y definicion.
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Organizamos toda la informacién correspondiente en la tabla 3.2, que usaremos
extensamente en el préximo capitulo, aunque, para simplificar, excluiremos las
cabeceras exteriores: en las columnas situamos los diferentes sistemas de
representacion, mientras que en las filas situamos los fendmenos a.s.i e i.v.s. Los

formatos dividen las columnas en dos subcolumnas.

Sistemas de representacion

Verbal Tabular Simbdlico Grafico
(@
S |asi
g
Q
S
£ i.v.s
Ejemplo D.e,fml- Ejemplo D.e,fml- Ejemplo D.Piﬁm_ Ejemplo D.eiﬁm_
cion cion cion cion
Formatos Formatos Formatos Formatos

Tabla 3.2. Fendmenos, sistemas de representacion y formatos

La tabla 3.2 abarca todas las posibilidades que hemos considerado; creemos
que abarca todos los casos posibles. Con objeto de simplificar la notacidn,
usaremos una abreviatura que indicara sucesivamente el fen6meno, el sistema
de representacion y el formato, separados por un guion, como se describe y se
ejemplifica a continuacién. Los ejemplos que presentamos nos han parecido lo
suficientemente clarificadores y creemos que ayudan a comprender la variedad
de aspectos de los dos fendmenos que hemos presentado; dichos ejemplos
proceden de libros de texto y constituyen una pequeia submuestra del material
que se mostrara en el préoximo capitulo. Los codigos para los que no hemos
hallado ningin ejemplo se mencionan explicitamente con la frase “ejemplo no
disponible”; quiza la ausencia de ejemplos en los casos indicados sea un tema

de reflexion para el futuro.

- a.S.i-v-d Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fenémeno a.s.i en el

sistema de representacion verbal y con el formato definicion.

Ejemplo: “Diremos que el numero a es el limite de la sucesién (a,) cuando a medida
que n toma valores cada vez mayores entonces los términos de la sucesién se

aproximan cada vez mds al nimero real a”. (Vizmanos, Anzola y Primo, 1981).
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El autor afirma que los términos de la sucesion, a medida que se avanza en ella, se
acercan a un determinado valor. El sistema de representacion usado es el verbal y

aparece bajo el formato de definicion.

- a.s.i-v-e Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fendmeno a.s.i en el

sistema de representacion verbal y con el formato ejemplo.

Ejemplo. Dada la sucesién (an) = (1, 1,6, 1,66, 1,666, .., 1,666 o 6 .., ..,). Observa

n

que cada término es una mejor aproximacion que el anterior del nimero racional
10/6. Diremos que los términos de la sucesién (an) tienden al nimero 10/6 o que
10/6 es elo limite de la sucesidon (an). Si representamos los términos de esta
sucesion sobre un diagrama lineal, observamos que los sucesivos términos de la
sucesion se van aproximando cada vez mds al ndmero racional 10/6. (Vizmanos,

Anzola y Primo, 1981)

Se afirma que los términos de la sucesidon, a medida que se avanza en ella, se
acercan a 10/6: se trata de una aproximaciéon simple intuitiva. Se describe todo con

palabras y se trata de un ejemplo.

- a.s.i-g-d Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fenémeno a.s.i en el

sistema de representacion grafico y con el formato definicion.
Ejemplo no disponible.

- a.s.i-g-e Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fendémeno a.s.i en el

sistema de representacion grafico y con el formato ejemplo.

Ejemplo: (Bescos y Pena, 2002, p. 90)

=
wn

: .
——— < T

ol 7 2 10 1000 1000COC 100003000
Fiuns 93.
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Al inspeccionar la secuencia de términos a; = 0.55, 2, =0.72, a3 =1.99, as= 1.49, a5 =
1.499, as = 1,4999, los valores correspondientes parecen acercarse al valor 1,5;

ademas, se usa una representacion grafica y el autor la da como ejemplo.

- a.s.i-s-d Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fendmeno a.s.i en el

sistema de representacion simbolico y con el formato definicion.
Ejemplo no disponible.

- a.S.i.-s-e Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fendmeno a.s.i en el

sistema de representacion simbélico y con el formato ejemplo.
Ejemplo no disponible.

- a.S.i.-t-d Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fendmeno a.s.i en el

sistema de representacion tabular y con el formato definicién.
Ejemplo no disponible.

- a.s.i-t-e Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fendmeno a.s.i en el

sistema de representacion tabular y con el formato ejemplo.
Ejemplo no disponible.

- i.v.s-v-d Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fenémeno i.v.s. en el

sistema de representacion verbal y con el formato definicion.

“Sea a, una sucesion de niimeros reales y 1 un niimero, también real. Se dice que la
sucesion a, tiende a I, o tiene por limite | cuando para todo niimero &>0 es posible
encontrar un término a, de la sucesién tal que él y todos los términos que le siguen

difieren de |, en valor absoluto, en menos que &”. (Segura, 1973)

Se trata de un presentacion con palabras de la definicién, incluyendo la funcién &-No
y su objetivo. Se evita en lo posible el simbolismo, por eso lo incluimos como

sistema de representacion verbal

- i.v.s-v-e Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fenémeno i.v.s. en el

sistema de representacion verbal y con el formato ejemplo.

Ejemplo. (Caruncho Castro, y Gutiérrez, 1986)
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« En la primera figura s¢ ve gue si tomamos & = 0,5,
los dmicos puntos de la grafica gue no estin dentro
del entome de aproximacidn J1 — 0.5, 1 + 0,5 son
los correspondientes a pn=1 ¥ m=2.

Para = 2 se veriflica que:
a, el — 0,5, 1 +0.5]

For tanto, aqui ol valor de &, e5 my = 2.

Se construye, con palabras, un ejemplo de la funcidn &-No.Los simbolos matematicos
no nos parecen suficientes para inclinarnos por el sistema de representacion
simbolico. El fendémenos i.v.s surge al interpretar una grafica que representa, por
eso se leen expresiones como “en la primera figura” ¢ “los Unicos puntos de la
grafica”.

- i.v.s-g-d Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fenémeno i.v.s. en el

sistema de representacion grafico y con el formato definicién.

Ejemplo. (Vizmanos, Anzola y Primo, 1981)

Ao 7

N

Figura 11.4

R TR .

'
H
i
5

Se construye graficamente la funcién e-No con idea de definir el limite. Por eso
decimos que se trata de un fenémeno i.v.s-g-d. “Vemos” un entorno del limite al que

pertenecen los valores de la sucesion a partir de un cierto lugar (no) en adelante.

- i.v.s-g-e Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fenomeno i.v.s. en el

sistema de representacion grafico y con el formato ejemplo.

Ejemplo: (Caruncho Castro, y Gutiérrez, 1986)
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Esta grafica es muy parecida a la figura del caso anterior. La diferencia
principal estd en la informacién que suministran los ejes; en este caso, se
trata de un ejemplo: limite uno y entorno de radio 0,5, debiendo ser n>2.

Todo lo dicho en el caso anterior se aplica a este formato ejemplo.

- i.v.s-s-d Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fendmeno i.v.s. en el

sistema de representacién simbdlico y con el formato definicion.

Ejemplo: Ve > 0,3n, / Vn > ny = |a, — a| < . (Vives, 1980)

Se construye la funcién &-No. Esto se hace presentando la definicién y con pleno

dominio del simbolismo.

- 1.v.s-s-e Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fenémeno i.v.s. en el

sistema de representacién simbélico y con el formato ejemplo.

. . foea . 2n
Ejemplo. Averigua qué términos de la sucesion a, :—1 pertenecen al entorno
n+

con centro en 2 y radio igual a una centésima. Solucién. Como lim a, = 2 tendran que
pertenecer a Eopi1(2) = (1,99, 2,01) todos los términos desde uno en adelante. En
efecto, tanteando y utilizando una calculadora se tiene: ai99 = 398/200 = 1,99. Esta
justo al borde del entorno. azop = 400/201 = 1,9900498 ... € Eo01(2). Los elementos
que siguen a azoo contindan perteneciendo al entorno. Puede llegarse al resultado

mediante célculo y no por tanteo: a, € E;,(2) = 1,99<a, <2,01

199<a, = 1,99<%:>1,99<0,01-n — n>199
+

2n

a,<2,0l= 1 <2,01=-2,01<0,01-n= n>-201(*)
n+

La condicién (*) la cumplen todos los términos, luego basta con que n > 199. Es

decir, pertenecen al entorno los términos a partir de azoo. (Negro y otros, 1997, p.

218)

Se trata de un fendmeno i.v.s. porque se construye la funcién &-Ng_El sistema de
representacion utilizado es el simbdlico y el formato con el que se trabaja es un
2n

ejemplo, la sucesiéon a, = ——.
" n+l
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- i.v.s-t-d Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fenémeno i.v.s. en el

sistema de representacion tabular y con el formato definicion.
Ejemplo no disponible.

- i.v.s-t-e Este simbolo lo usaremos cuando detectemos el fenémeno i.v.s. en el

sistema de representacion tabular y con el formato ejemplo.

Ejemplo. (Vizmanos, Anzola y Primo, 1981)

[ 4 fy din, -
(LIl 9 &,
16~ P Tl
e 7 P
5 " @
10-1 @ ..,9 By T g

El autor explica una definicién dando varios ejemplos de valores de la funcién €-No
organizados en una tabla. En cada caso, se elige algin valor de épsilon, se determina
el valor de no correspondiente. Por eso consideramos que el fendmeno manejado es
la ida-vuelta en sucesiones en una representacion tabular y en un formato de

ejemplo.

Como resultado de este estudio, la tabla 3.2 la adaptamos como indica la tabla

3.3.

v t s G
a.s.i NO NO NO NO
i.v.s NO
E d e d e d e D

Tabla 3.3 Los casos efectivamente encontrados en la bibliografia consultada

Aceptamos que resulte dificil presentar simbdlicamente el fendmeno a.s.i, pero
nos extrafia no haberlo hallado expuesto con ayuda de una tabla, al menos, en el
formato de ejemplo. La investigacion que estamos relatando encontré aqui un
punto en el que habia que asumir una decisiéon: podiamos suponer que los casos

indicados como “NO” (ejemplos no disponibles) era imposible hallarlos o, en su
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lugar, podiamos suponer que esos casos ausentes se podian explicar por algin
sesgo inesperado e indeseado de las muestras que hemos manejado. Decidimos
inclinarnos por esta segunda suposicion y dejar para una futura investigacion el
estudio detallado de las ausencias indicadas. En ambas decisiones estabamos
interpretando un hecho empirico y nos inclinamos por la opcién menos
exigente, toda vez que nuestra investigacion no se hallaba cerrada. Por esta
razon, usaremos en lo sucesivo, como plantilla, la tabla 3.2 quitando las

referencias a fenémenos, sistemas y formatos.
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3.4 Conocimiento implicito en la definicion de limite

finito de una sucesion

La definicion formal de limite finito de una sucesiéon con la que estamos
trabajando ya ha sido presentada en 3.1.1; los detalles se han desarrollado en el
Anexo 3.1. Por otra parte, la figura 3.1 describe como dicha definicién esta
solicitada por las esferas simbodlica y fenomenolégica. El objeto de este
apartado es el de exponer, desde ambas perspectivas, los principales requisitos
para manejar dicha definicion. Interpretamos que los aspectos matematicos de
la definicién formal constituyen el foco de interés de la esfera simbdlica,
mientras que los fendmenos organizados por esta definicion, ya definidos en
3.2.1 y 3.2.2, constituyen el correspondiente foco de interés de la esfera

fenomenolégica.

3.4.1 Enfoque simbdlico

Para manejar diestramente la definiciéon formal en su aspecto simbdlico, es
necesario, previamente, estar en condiciones de coordinar cuestiones o asuntos
relacionados con orden, dependencia, acotacidn, procesos infinitos y tipos de
infinito. Estos conceptos matematicos subyacen en la definicién formal de

limite finito de una sucesion, en la cual se se hallan relacionados entre si.

Estos conceptos pueden estar presentes, o no, en otras definiciones de limite
finito de una sucesion distinta de la que hemos usado. Queda para un trabajo
posterior el observar la presencia de todos ellos en cualquier definicién de
limite finito de una sucesién con la que se trabaje. Un punto de partida para
abordar esta investigacion seria observar si estan presentes en algunas de las
definiciones de limite que se incluyeron en la consulta a expertos descrita en el

Anexo 3.1.

Otro estudio pendiente de abordar exige determinar si los conceptos de orden,
dependencia, acotacion, procesos infinitos y tipos de infinito estan presentes en

la definicién de limite infinito de una sucesién. Una lectura rapida de ésta da,
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como primera consecuencia, que el concepto de acotacién no se halla en dicha

definicion, pero si aparecen procesos infinitos.

- Dependencias

Observamos dos dependencia bien distintas: la dependencia {n=>x.} y la
dependencia {¢é>No}. La primera es obvia, pues define la sucesidon; la segunda,
debe construirse para asegurar que el candidato es el limite de la sucesion.
Estas dos de dependencia difieren en los respectivos conjuntos iniciales y
finales. En la dependencia {n—2>xx} el conjunto de partida es N y el de llegada R,
mientras que en la otra se intercambiar las funciones de estos conjuntos, pues

el de partida es R (estrictamente hablando: R*) y el de llegada, N.

- Orden, valor absoluto y cota

Cuando hablamos de orden, nos referimos a una relaciéon de orden total, en la
cual cualquier par de nimeros son comparables. Necesitamos el orden en N y el
orden en R. La relacion de orden es un prerrequisito necesario para manejar la
definicion de limite finito de una sucesion. La comparacidon de términos, esta
presente en ella a través de los siguientes simbolos “<”, “>” y “>".En la definicion

de limite de una sucesién todas las comparaciones se realizan entre niumeros

reales excepto la comparacién “n>N “, que ocurre entre dos numeros naturales.

Cuando hablamos de valor absoluto, nos referimos a una funciéon de R en R, que
cumple que x->|x|=max{x,-x}. Este prerrequisito se observa en expresiones

como |xn - a|, si a es el supuesto limite.

Cuando hablamos de cota superior (respectivamente, inferior), nos referimos a
numeros, si existen, que son mayores (respectivamente, menores) que todos
los valores de un subconjunto dado A de R; técnicamente, tendremos, para la
cota superior de A: “Sea AcR, diremos que A esta acotado superiormente si y
solo si 3k €R tal que V x € A = x<k”; andlogamente, para la cota inferior de A:
“Sea AcR, diremos que A esta acotado inferiormente si y solo si 3 k €R tal que
V x € A = x>k”. Si ambos numeros existen, el conjunto estd acotado. El

concepto de acotacién es necesario para comprobar que el candidato
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seleccionado como limite, es el verdadero limite. Esto se consigue cuando a
partir de un cierto n en adelante todos los términos de la sucesion cumplen que
a-€ < Xn < a+e. La traduccién de este prerrequisito es simple: la variable
dependiente de una sucesion que tiene limite estd acotada. La variable
independiente, sin embargo, no esta acotada, ya que n supera cualquier valor

imaginable.

- Procesos infinitos

Un proceso infinito es una de manera de indicar el cambio experimentado por
las variables, independiente y dependiente, presentes en la definicién formal
considerada; para el andlisis de los tipos de infinitos, recurrimos a Tall (1991).
En la definicién de limite de una sucesién se manejan y se coordinan dos
procesos infinitos basados en la idea de sucesién. El primer proceso se refiere a
la variable independiente, y se resume con la frase n—oo; se trata de un avance
inexorable, por lo cual, nos abstenemos de hablar de acercamiento o de
aproximacion. El segundo proceso infinito se genera al construir los sucesivos
valores de los términos de la sucesion. Si nos limitamos a las sucesiones
monotonas, en el segundo proceso infinito, la variable dependiente puede
evolucionar de una de estas dos maneras: bien sus valores se acercan a un valor
numérico concreto o bien se alejan de cualquier valor numérico 2. Los procesos
infinitos que hemos descrito para cada variable son, en todos los casos, proceso
infinitos discretos, ya que el cardinal de los conjuntos que manejamos tanto en

la variable independiente como en la variable dependiente es N.

-Tipos de infinitos

En el limite finito de sucesiones, el proceso infinito que aparece reflejado
cuando vamos dando valores a n y obteniendo sus correspondientes X, se

ajusta a la idea de infinito potencial. Por este motivo decimos que el infinito

2 Muchos dicen, en este segundo caso, que la variable dependiente “se acerca a infinito”. En esta
investigacion hemos procurado evitar la idea de acercamiento al infinito, ya que no hemos

sabido dar sentido a esa idea.
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potencial se halla presente en la definiciéon de limite finito de una sucesién. Si
consideramos la sucesién y su limite como un todo estaremos aludiendo a la
idea de infinito actual; el conjunto que forman la sucesion sometida a estudio y
su limite tiene cardinal numerable, ya que existe una aplicacién biyectiva entre

el conjunto de los ndmeros naturales y los términos de la sucesion.

Un resumen de todos los prerrequisitos matematicos de la definicién de limite

finito de una sucesién lo mostramos en figura 3.5.

Infinito potencial e infinito actual

Acotacion

Procesos infinitos
Limite finito de

............................................. . .z /
una sucesion

/ Dependencias

Valor absoluto

Figura 3.5 Prerrequisitos matemdticos en el enfoque formal

3.4.2 Enfoque fenomenoldgico

Los fendmenos de aproximacion simple intuitiva y de ida-vuelta en sucesiones
o retroalimentacion, son basicos para determinar si una sucesion tiene limite o

no y calcularlo usando la definicién formal de limite.

El candidato a limite se obtiene cuando se observan los sucesivos valores que
toma la sucesion estudiada, mientras que la comprobacién se realiza cuando se
aplica la definiciéon formal. En el primer paso, estamos poniendo en juego el
fendmeno a.s.i, incluso cuando observamos que los términos parecen acercarse

a un numero real; en el segundo, estamos poniendo en juego el fenémeno i.v.s.
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En el caso de la definicién de limite infinito de una sucesién, ya comentamos
anteriormente que solamente observariamos el fenémeno de ida-vuelta en

sucesiones, y no el fenémeno de aproximacion simple intuitiva.

Si comparamos esta definicion con la definicion de limite finito de una sucesién
podemos establecer las siguientes diferencias fenomenoldgicas que mostramos

a continuacién.

Lo anterior queda recogido en la tabla 3.3:

EL LIMITE DE UNA SUCESION ES

Finito Infinito

Aproximacion a.s.i (observado) | a.s.i (ausente)

FENOMENOS

Retroalimentacioén i.v.s (observado) | i.v.s (observado)

Tabla 3.3: Comparacion de fendmenos a.s.i e i.v.s en los casos de limite finito e infinito
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3.5 Fendmenos presentes en la definicion de sucesion

de Cauchy

Cuando se trabaja con el fendmeno a.s., no solamente se observa que los
términos de la sucesidn parecen acercarse a un cierto valor (que sera un
candidato al limite); también se observa que los términos de la sucesion parecen
acercarse mutuamente, cada vez mas. Por ello, parece necesario comprender las
relaciones existentes entre la definicion de limite finito de una sucesién y la
definicién de sucesion de Cauchy desde un punto de vista fenomenolédgico y

desde un punto de vista simbélico.

Las dos definiciones seleccionadas se indican a continuacidén y las designaremos,
respectivamente, como Def-L. y Def-C, donde la “C” recuerda el nombre de

Cauchy3:

Definicién de limite finito de una sucesién. “Def-L” (Spivak, 1991, p. 615.)

Una sucesién {an} converge hacia L (en simbolos L'LQan :IJ si para todo &0
existe un numero natural N tal que, para todos los nimeros naturales n, si n>

N entonces [a, - I[<e.

Definicion de sucesién de Cauchy. “Def-C” (Spivak, 1991, p. 624.)

Una sucesion {an} es una sucesién de Cauchy si para &0 existe un niimero

natural N tal que, para todo m y n, si m,n>N, entonces [an-am[<é&

(Esta condicion se escribe generalmente lim m,n—oo [ ap-am|=0)

3 Esta eleccidn se justifica por analogia con la eleccién realizada al principio del capitulo, véase
Anexo 3.1. Def-L es una definicién tipo “epsilon-N”, por ser la que recibié mas apoyo entre los
expertos. Querfamos usar una Def-C que hubiera sido enunciada de manera coherente (para
facilitar el establecimiento de la equivalencia formal, matematica, entre ambas); entre las

diferentes posibilidades, elegimos el texto de Spivak indicado.
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Estas dos definiciones son matemdaticamente equivalentes. Esto se demuestra
con ayuda del teorema de Bolzano-Weierstrass, que afirma que toda sucesion
acotada tiene una subsucesion convergente (Véase Spivak, 1991, pagina 623 y

624).

3.5.1 Diferencias simbdlicas entre una definicion de limite finito de una
sucesion y una definicion de sucesion de Cauchy

Compararemos simboélicamente las definiciones de limite finito de una sucesion
y de sucesion de Cauchy, estudiando tres aspectos: acotacion, procesos infinitos
y tipos de infinitos. En Claros, Sanchez y Coriat (2006) se describe con detalle la

técnica de estudio.

-Acotacién en Def-L y en Def-C

La acotacion de la sucesiéon se explicéd en 3.4.1; si una sucesion tiene limite, a
partir de un cierto n en adelante todos los términos de la sucesién cumplen que
a-e < xn < a+e. Esto significa que todos los valores de la sucesiéon quedan, a

excepcion de un numero finito, dentro del entorno de centro a y radio «.

El concepto de acotaciéon también se da en las sucesiones de Cauchy. La
demostracion de que una sucesion de Cauchy es acotada puede verse en Spivak

(1991, p. 624).

Observamos por tanto en las dos definiciones que de las dos variables que
manejamos n y ay, solo la variable dependiente esta acotada (an). La variable

independiente no esta acotada ya que n crece indefinidamente.

-Procesos infinitos en Def-L y en Def-C

En Def-L, se manejan dos procesos infinitos (véase 3.4.1). Uno, se refiere a la
variable independiente y se apoya en la nocién primitiva de sucesor; el otro, se
genera al construir el valor de los términos de la sucesidon; a cada valor de n le

hacemos corresponde un valor de an.
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En Def-C, se manejan también dos procesos infinitos. El primer proceso,
referido a la variable independiente, es idéntico al de la primera definicién. El
segundo proceso se genera, también, al construir el valor de los términos de la
sucesion pero en este caso, se seleccionan dos valores n y m, a los que

asociamos sus correspondientes valores an y am.

Las diferencias, en este segundo proceso infinito, se producen porque, en el
caso de Def-L, los valores de la sucesién se acercan a un determinado valor
denominado limite, mientras que en el segundo caso, los valores de la sucesion

se acercan entre si.

-Tipos de infinito

En Def-L, el infinito potencial se usa en el fragmento: “si para todo &>0 existe un
nimero natural N tal que, para todos los numeros naturales n, si n> N”. “N”
depende del epsilon que tomemos, y permitira avanzar en la comprobacion de

las condiciones de la definicion.

En Def-C, el infinito potencial se usa en el fragmento: “si para &0 existe un
numero natural N tal que, para todo my n, si m,n>N". El papel de “N” es el mismo
en ambas definiciones, aunque, de una a otra, cambie la condicién que debe

estudiarse.

Todos los procesos infinitos que hemos observado en Def-L y en Def-C son
discretos, ya que el cardinal de los conjuntos que manejamos tanto en la
variable independiente como en la variable dependiente es No. Merece la pena,
no obstante, resefiar una diferencia: en el caso Def-L, al conjunto de valores de
la sucesion se afiade un nuevo elemento, externo a ella: su limite; esto no
modifica la cardinalidad de los conjuntos infinitos implicados. En cambio en

Def-C el limite no es conocido.

Las analogias y diferencias simbdlicas halladas se concretan en la tabla 3.4

(pagina siguiente).
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Def-L: limite finito de una

iy Def-C: sucesion de Cauchy
sucesion

Variable independiente no acotada.

Acotacion Variable dependiente acotada.

- Aproximacion unilateral en la variable independiente.

- Las diferencias entre dos
términos cualesquiera de la
sucesion se van haciendo
cada vez mas pequeiias.

- Aproximacion al limite
Procesos infinitos mediante valores superiores
o inferiores.

-Procesos infinitos discretos

- Sucesor

- "existe un numero natural N
tal que, para todo m y n, si
m,n>N"

Infinito potencial - “existe un nimero natural N
tal que sin >N.”

Los valores de la sucesion y

.. Los valores de la sucesion
su limite, a: {an}{a}

Infinito actual (No)

Limite Conocido Desconocido

Tabla 3.4 Resumen de analogias y diferencias simbdlicas entre Def-L y Def-C

3.5.2 Fenémenos observados en una sucesion de Cauchy

En este apartado establecemos los fendémenos organizados por la definicion de
sucesion de Cauchy y los caracterizamos mediante un modelo. En la definicién
de sucesion de Cauchy elegida, establecemos la presencia de al menos dos
fenbmenos: Aproximaciéon Simple Intuitiva de Cauchy y Fendmeno de Cauchy

en sucesiones.

- Aproximacion simple intuitiva de Cauchy (ASIC)

Dados k términos ordenados de una sucesion, generalmente consecutivos, (1,
ai), (2, az), .., (kax), caracterizamos la aproximacidn simple intuitiva de Cauchy
como el fenémeno observado al inspeccionar cualquier secuencia de valores; a
medida que avanzamos en la sucesion, la diferencia entre dos valores /an — am/
“parece acercarse” a cero. Es decir a medida que avanzamos en la sucesion, las
diferencias existentes entre cualesquiera dos valores de la sucesiéon se hacen

cada vez mas pequenas.

Modelo: En la sucesiéon (1,1), (1,1/2), (1,1/3),..., las diferencias |1/n- 1/mj|,

parecen acercarse a 0 a medida que ny m crecen.
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Si calculamos las diferencias entre los términos consecutivos podemos
observar que en la sucesion anterior las diferencias entre los términos se van

haciendo cada vez mas pequeias: |1/2 -1| <|1/3-1/2| <|1/4-1/3]| < ...

-Fenomeno de Cauchy (IVSC)

En la definicion de sucesién de Cauchy se dan dos procesos:
(19) Si &>0 existe un N perteneciente al conjunto de los numeros naturales.
(22) Si n, m >N entonces |an - am| <e.

La observacion conjunta de estos dos procesos da lugar a lo que denominamos

fendmeno de Cauchy, que caracterizamos a continuacion.

El fenémeno de Cauchy se manifiesta al interpretar y aplicar las acciones
incluidas en la definicion de sucesion de Cauchy desde una perspectiva métrica,
la cual exige construir una funciéon e-N. Dicho en términos coloquiales y
graficos, el fendmeno de Cauchy corresponde a un proceso de ida-vuelta; este
fenomeno es distinto del proceso de ida-vuelta implicado en Ia

retroalimentacion o i.v.s organizado por Def-L.

En el fendmeno de Cauchy se lleva a cabo la construccidn efectiva de una nueva
funcion que queda vinculada univocamente a la sucesion. De hecho, con el
apoyo de la propia sucesion de referencia, la definicion de sucesion de Cauchy
induce la construccion simboélica de tal funcidn, o en su defecto la demostracion
de su existencia, la cual sirve a su vez para establecer una propiedad de la
sucesion dada. Esta nueva funciéon emergente, en el caso de las sucesiones de

Cauchy, resulta ser una funcién natural de variable real (g N(¢)).

Modelo: Partiendo de la sucesion (n, 1/n) se construye la funcién (g, E(1/¢) + 1)
donde E designa la funcién parte entera. Si fijamos ¢, tenemos que determinar N
de manera que si n, m pertenecen al conjunto de los nimeros naturales se

11 1 1 1

cumpla que nm <g. Sabemos que n m <H es una desigualdad que se
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cumple para todo n, m > 1 y n<m; ademas se cumple que o <&por la propiedad

11

<
E.
n m

arquimediana. Entonces tomando N= E(1/¢) + 1, aseguramos que

3.5.3 Diferencias entre una definicion de limite finito de una sucesion y una
definicion de sucesion de Cauchy.

La tabla 3.6 resume los fenémenos respectivamente organizados por Def-L y

por Def-C.
Fen6menos organizados por Def-L Fen6menos organizados por Def-C
a.s.i a.s.i.c
Los términos de la sucesion y su limite Los términos de la sucesion entre si
iv.s i.v.s.c
Desde cierto valorden, |an-a| <¢ Desde cierto valorden, m |gn - am| <&

Tabla 3.6 Fendmenos organizados por Def-L y Def-C

A continuacién vamos a comparar Def-L y Def-C desde un punto de vista
fenomenolégico; analizaremos, sucesivamente, la aproximaciéon simple y la
retroalimentacion en ambos casos. Tomaremos como idea directriz el hecho de
que en Def-L es necesario conocer el limite, mientras que en Def-C dicha

informacién no es necesaria.

3.5.3.1 Comparacién entre la aproximacion simple intuitiva (asi) y la
aproximacion simple intuitiva de cauchy (asic)

En los dos fenémenos se da una sola aproximacién; la consideramos “simple”
por afectar solamente a la variable dependiente. Analicemos las diferencias

entre ambas aproximaciones:

-En la aproximacién simple intuitiva, los valores de la sucesion se aproximan a
su limite, que puede ser positivo, negativo o cero; en cambio, en la
aproximacion simple intuitiva de Cauchy las diferencias entre los valores de la

sucesion se aproximan a cero.
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El fen6meno a.s.i.c se suele observar de una de estas dos maneras: (12) Se
calculan diferencias entre valores cualesquiera de la sucesion y se observa si
estas diferencias se van haciendo cada vez mas pequenas a medida que n crece;
(22) Se calculan diferencias entre valores consecutivos y se observa si estas

diferencias se van haciendo también mas pequefias a medida que n crece.

El acercamiento a cero de las sucesiones construidas de cualquiera de estas
maneras da una primera informacién sobre si la sucesion es de Cauchy. Este
hecho solo podra establecerse usando la definicién formal de sucesién de

Cauchy.

3.5.3.2 Diferencias y analogias entre la retroalimentacion (ivs) y el fenémeno de
cauchy (ivsc)
En cada fenémeno de ida y vuelta se dan dos procesos, pero el segundo proceso

toma un aspecto distinto en cada uno de ellos.

Estudio de diferencias

-En la retroalimentacién de Def-L, el segundo proceso (si n> N entonces |an - 1|
<g) implica una diferencia entre los valores de la sucesion y el candidato a
limite. Si dicha diferencia puede hacerse tan pequefia como queramos, es decir,

si se cumple que |an - 1| < € para todo ¢, entonces la sucesion an tiene limite 1.

-En el fendmeno de Cauchy el segundo proceso (si n, m >N entonces |an — am|
<g) implica una diferencia entre dos valores de la sucesidn. En este caso no es
necesario tener un candidato a limite. La comprobacién de la desigualdad |an -
am| <g para todo g, asegurara que la sucesion estudiada tiene limite, pero no
cudl es el limite de la sucesion. El candidato a limite tendra que salir de la
observacidén directa de la sucesidn; es decir tendremos que observar hacia qué

valor se acercan sus términos.

Estudio de funciones “épsilon-N”" y entornos asociados
Con ambas definiciones se construyen funciones (g N(¢)), que dependeran de la

sucesién a, que estemos manejando.
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En Def-L, explicitamente o no, se maneja un entorno de centro el limite | y radio

€.

En Def-C no se conoce el limite de la sucesion y no es posible apoyarse en un
candidato para construir un entorno: en su lugar, construimos algo asi como
una sucesion doble, calculando las diferencias entre dos valores de la sucesiéon
dada; obviamente, estas diferencias permanecen en un entorno de centro 0 y

radio €.
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3.6 Conclusiones del estudio teodrico

Anotamos lo que hemos establecido hasta ahora y lo que hemos dejado

pendiente, para una investigacion posterior.

- Hemos detectado y enunciado, en una definicion de limite finito de una
sucesion, dos fendmenos: aproximacién simple intuitiva (a.s.i) y la

retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones (i.v.s).

- Hemos aprendido a observar estos fendmenos cuando se usan diferentes
sistemas de representacion y formatos; se trata de situaciones extraidas de

libros de texto.

- Ademas, en las sucesiones convergentes, hemos observado el fenémeno de la
acotacion y también el que se produce por el hecho de que los términos
(consecutivos o no) se aproximan entre si cada vez mas a medida que

“avanzamos” en la sucesion.

- Creemos haber esbozado estos fenémenos, aunque mencionamos la necesidad

de avanzar en algunas lineas que hemos indicado.

- Queda pendiente, del mismo modo, la bisqueda de otros fendmenos cuya

posible deteccion simplemente sospechamos.

- Hemos ampliado nuestra deteccion de los dos fenémenos (a.s.i e i.v.s) a otras
definiciones de limite finito de una sucesién; suponemos que la variedad de
definiciones usadas en el anexo 3.2 constituye una muestra representativa de
las definiciones que podriamos encontrar en todos los manuales de
matematicas, por lo que nos atrevemos a conjeturar que hay dos clases de

definiciones ligadas al limite finito de una sucesion: Def-L y Def-C.

- Creemos haber hecho emerger la idea de que la equivalencia matematica
entre ambas clases de definiciones oculta diferencias fenomenologicas
notables. Las definiciones como Def-L conectan los términos de la sucesion con
un numero no perteneciente a su conjunto de valores (el limite) con ayuda de

los fendmenos a.s.i e i.v.s; en cambio, las definiciones como Def-C conectan los
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términos de la sucesion entre si con ayuda de otros dos fenémenos diferentes,

que denominamos a.s.i.c e i.v.s.c.

El estudio teorico, descrito en este capitulo, corresponde al primer recuadro de
la figura 2.6 (véase capitulo 22) y, por lo tanto constituye el punto de partida de
los estudios empiricos que presentaremos. El del proximo capitulo describe la
presencia de los dos fendmenos a.s.i. e i.v.s en los libros de texto, mientras que
el del capitulo 52 se dedica a buscar esos mismos fenémenos en las respuestas
textuales de alumnos de bachillerato a un cuestionario relativo al limite finito

de una sucesion.
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Anexo 3.1: Detalles de la consulta a expertos

A3.1.1 Muestras

La seleccion de una definiciéon se basé en una consulta a expertos. En dicha
consulta se presentaron, a ocho profesores de los departamentos de
matematica aplicada (escuela técnica superior de ingenieria informatica) y de
analisis matematico (facultad de ciencias), de la universidad de Malaga, siete
definiciones de limite finito de una sucesion, para que las ordenasen, dando a

cada una de ellas un valor comprendido entre uno y siete.

El cuestionario presentado a los expertos iba acompafiado de una hoja en la que
se explicaba que se estaba trabajando sobre el limite finito de una sucesion, y
que se les reclamaba su ayuda para anotar qué definiciones eran mas aceptadas

por ellos, como representantes de la comunidad matematica.

El cuestionario iba también acompafiado de una pequena explicacién de coémo
tenfan que contestar. En concreto, se apuntaba que los profesores que
participaran en el estudio, deberian asignar un nimero comprendido entre uno
y siete. El nimero uno, significaria, en su opinién, que se trataba de la mejor
definicion posible, mientras que el nimero siete corresponderia a la peor de
todas las que se presentaban. Se incluyé también una nota en la que se permitia
asignar la misma puntuacion a dos definiciones distintas, pero no dos
puntuaciones distintas para una misma definicion. También se pidié que si
consideraban que alguna definicion presentada no era adecuada, la tacharan y
explicaran por qué no era adecuada. Ademas de esto, se instaba a que si
conocian alguna definicion de limite de sucesiones, distinta de las anteriores, la
enunciaran. Los resultados referentes a los dos ultimos puntos: comentarios a
las definiciones presentadas y enunciado de otras definiciones diferentes a las
sefialadas, se presentaran en el siguiente apartado. A continuacién se presentan
las definiciones manejadas, en el mismo orden que aparecieron en el
cuestionario; se trata de reproducciones literales salvo en lo relativo a la

notacion, que hemos unificado.
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Definicién n ¢ 1: La condicién necesaria y suficiente para que se cumpla que:
a = lim, ., x,, , es que para cada contorno V de a, exista un entero np tal que la
relacion n>ng implique x» € V. (Dicho de otro modo, V contiene todos los x, con
excepcion de un numero finito de indices.) (Bartle y Sherbert, 1990, p. 86.

Notacién adaptada.)

Definicion n 2 2: Que un nimero X es limite de una sucesion xi, X, X3,.... significa
que a cada nimero positivo € se puede hacer corresponder algin término de la
sucesidn, de tal manera que él y todos los que le siguen difieren de x menos que

€. (Negro y Benedicto, 1987, p.10. Notacién adaptada.)

Definicién n 2 3: Sea xn una sucesion en R, decimos que x, converge a un nimero
real x ( o tiene como limite el real x y escribimos lim x, = x) si para cada &>0,
existe un numero natural N tal que si n > N entonces |xx - X|<e. (Novoa, 1991, p.

61. Notacién adaptada.)

Definicion n ¢ 4: La condicion necesaria y suficiente para que se cumpla que:
a =lim, ., x,, , es que para cada &>0, existe un nimero entero no tal que la
relacién n > no implique d(a, xn) < €. Este ultimo criterio se puede escribir
también de la siguiente manera: lim,_, d(a, x,) = 0. (Margalef y Outerelo,

1993, p. 315. Notacién adaptada.)

Definicion n 2 5: Se dice que una sucesion {xn} de nimeros reales tiende al limite
ay se escribe: lim,,_,, x, = a, cuando para todo numero &>0 existe un nimero
natural v que depende de ¢ tal que cualquiera que sea n>v, se verifica |xn - a|<e.

(Martinez Salas, 1985, p. 251. Notacién adaptada.)

Definiciéon n 2 6: La condicidn necesaria y suficiente para que una sucesion {xn}
sea convergente es que a todo nimero £>0 se puede asociar un nimero natural

v tal que, cualesquiera que sean p y q mayores que v, se verifique |xp - Xq|<e.

(Martinez Salas, 1985, p. 255.)
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Definicion n 2 7: Una sucesion {xn} converge hacia a y se escribe: lim, ., x, = a,
si para todo ¢>0 existe un nimero natural N tal que, para todos los nimeros
naturales n, si n>N, entonces |xn - a|<e. (Spivak, 1991, p. 615. Notacion

adaptada.)

Las definiciones que se han presentado fueron extraidas de manuales que se
emplean habitualmente tanto en la escuela superior de ingenieria informatica

como en la facultad de ciencias.

A3.1.2 Estudio de las respuestas de los expertos
En este apartado presentamos la definicibn que fue mas aceptada por los
expertos. Incluimos algunos comentarios recogidos, inspirados por algunas de

las definiciones anteriores.

Para la correccion del cuestionario se asigné un cddigo a cada uno de los
profesores que participaron, a fin de preservar el anonimato. Los cddigos
asignados fueron E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7 y E8. A cada definicion se le asign6 el
codigo respectivo Defl, Def2, Def3, Def4, Def5, Def6 y Def7. Cada codigo
correspondié a una definiciéon, en el orden en el que aparecieron en el
cuestionario. Asi Defl correspondi6 a la definicién niimero 1 que aparecio en el

cuestionario.

Cada experto asign6 un valor comprendido entre uno y siete a cada definicidn.
A continuacién nosotros invertimos ese valor asignado, a la hora de corregir, en
cada definicidn, y después sumamos los resultados obtenidos. De esta manera

la definicién con mayor puntuacién seria la mas aceptada.

Los resultados obtenidos se concretan en la siguiente tabla A3.1.1, pagina
siguiente. En esta tabla el valor “nada” hace referencia a una respuesta vacia
dada por alguno de los expertos, y le asignamos el valor de cero. El valor 1
significa que la definicion es situada en primer lugar, mientras que los valores
1/2,1/3,1/4, 1/5, 1/6 y 1/7, corresponden a definiciones colocadas en los

lugares segundo, tercero, cuarto, quinto, sexto y séptimo respectivamente.
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Observando la tabla notamos que las definiciones tres y cinco son las mas
puntuadas. De entre estas dos, que son bastante similares elegimos, después de

analizar ambas definiciones, la nimero tres.

El E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8

Deft|1/6 |1/7|1/6|1/6|1/6| 1 |Nada | Nada

Def2 | 1/2|1/4[1/5|1/4[1/3|1/7|Nada|1/7

Def3| 1 |1/3| 1 [1/2|1/3|1/3|Nada| 1

Defd |1/7 |1/2[1/4|1/3[1/7|1/4|Nada|1/5

Def5|1/3| 1 [1/2] 1 1 [1/3|Nada|1/3

Def6 | Nada [Nada |1/7|1/7|1/7|1/7|Nada|1/2

Def7|1/3| 1 [1/3]1/3|1/2|1/3|Nada|1/4

Tabla A3.1.1

Las razones que justifican esta eleccidn son las siguientes: (12) En la definicion
numero tres se emplea el concepto de convergencia en R, y se emplea el valor
absoluto como distancia. Este hecho distingue la convergencia que vamos a
usar de otras convergencias que se pueden usar en R. (22) La definicién ntimero
cinco es mas informal ya que emplea el concepto de tendencia en su enunciado.
Este concepto, como ya describié Cornu (1981,1983), puede tener unas
implicaciones para el alumno diferentes a las dadas por la definicion
(aproximarse sin alcanzarlo, aproximarse hasta alcanzarlo o parecerse, entre

otras) y pueden ser una fuente de dificultades para el alumno.

La definicion numero tres, que se presenta a continuacidn, fue la seleccionada, y

supuso el punto de partida de nuestra investigacién:

Sea x, una sucesion en ‘R, decimos que x, converge a un ntimero real x (o tiene
como limite el real x y escribimos lim x,= x) si para cada >0, existe un nimero

natural N tal que si n >N se cumple que [xax [<&

En esta definicion R, es el conjunto de nimeros reales y la convergencia en ‘R,

se entiende como la convergencia en el espacio métrico R, con la distancia
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usual d(x,y)=|x-y|. Esta definicién es conocida usualmente como definicion

&—N.

En el analisis de la definicién, ayudaron los comentarios que los expertos
realizaron en el cuestionario que se les administré. Estos comentarios se

recogen a continuacion.

A3.1.3 Comentarios sobre las definiciones presentadas

Un objetivo del cuestionario era desechar las definiciones que los expertos no
consideraran adecuadas, siempre que explicaran el porqué de dicho caso. Otro
objetivo era observar si se manejaban definiciones diferentes a las presentadas,
por lo que se incluy6 una pregunta al respecto. Presentamos los comentarios
realizados por los expertos, en los que suprimen algunas definiciones

propuestas por nosotros e incluyen otras definiciones que ellos emplean:
El encuestado E1, suprimio la definiciéon n? 6, y comento lo siguiente:

“La entiendo como definicién de sucesion de Cauchy, si bien los conceptos de
sucesion convergente y de sucesion de Cauchy son equivalentes en R, son

diferentes. De hecho aqui se habla solo de convergencia y no del limite”.

El encuestado E2, suprimi6 la definicion n? 1 por no utilizar la terminologia
apropiada. En la definicion presentada aparecié la palabra contorno, y el
experto la tach6 y la cambié por entorno. Ademas suprimio la definicidon
numero seis y sefiald lo siguiente. “es una condicion necesaria y suficiente pero

no es la definicion”.

Sobre la definicion n? 4 el encuestado E2, afirm6 que “la condicion necesaria y
suficiente no es propia de una definicion”. Sobre la definiciéon n? 5 afirmé que “es

casi idéntica a la anterior, solo cambia terminologia”.

El encuestado E3, suprimio la definicién n? 6 y afirmo que: “la definicion seis no
es una definiciéon de limite de una sucesién, sino una equivalencia, un criterio

(de Cauchy) para determinar la convergencia de una sucesién sin necesidad de
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conocer su limite. Por tanto no es aceptable como definicién de limite de una

sucesidn, sino mas bien como definicion de sucesion convergente”.
También senalé que las definiciones nimeros 3, 5 y 7 son similares y afiade:

“Diremos que una sucesion {x,} n € N de niimeros reales converge a un nimero
real a (o que el limite de {x,} es a) si para cada real >0 existe n € N tal que, para
cada n2>N se verifica [xn - a] <& En tal caso, escribiremos: limx, =a 6 x, —»a”
n—oo

El encuestado E4 suprimié las definiciones nimeros 1, 4 y 6 y afirmé lo
siguiente: “Las tres definiciones tachadas estdn enunciadas como una
caracterizacion, lo que presupone una definicién previa del concepto de limite o
de sucesion convergente. Ademds la sexta seria la definicién de sucesion de

Cauchy, que es un concepto diferente en un medio mds general”.

El encuestado E5 suprimié las definiciones nimeros 1, 4 y 6 y afirmé lo

siguiente:

“Las definiciones que he apuntado como 6y 7 creo que no son adecuadas para un
nivel de Bachillerato ya que manejan conceptos como “distancia” o “entornos” que
pueden resultar complicados en dicho nivel. En cualquier caso estas definiciones
deben ir acompaiiadas de dibujos o incluso animaciones grdficas realizadas con el

programa “Matemadtica” o “Matlab” (o similar) que aclaren el concepto.

Por otro lado, las definiciones tachadas no son propiamente definicién, son
caracterizaciones por estar enunciadas con un “si y solo si”. Esto supone que el
concepto de limite debe haber sido enunciado con anterioridad. La definicion
marcada con (*) (definicion 6) no es la definicién de limite sino de sucesion de

Cauchy que es un concepto un poco mds general.”

El encuestado E6 suprime la palabra contorno y la sustituye por la palabra
entorno y afiade “entonces” en la definiciéon n? 3. Ademas afirma que “muchas
definiciones no son posibles en R sin ninguna otra restricciéon. Estamos

tratando con un espacio métrico (R, || ||) 6 (R,d)
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También afirma lo siguiente: “supongo que junto a las definiciones, se les
presentard grdficamente el significado, y antes también, mediante tablas de
aproximacion, el sentido de limite. Todas las definiciones de limite son muy
abstractas y escapan al sentido del alumno. Creo que el alumno, no deber ver el
limite de una sucesién como una relacion entre ¢y naturales, sino en su sentido
geométrico. La definicion formal estd para darle formalidad a la clase de

matemadticas, no para aburrir al alumno”

El encuestado E7, no puntia las definiciones, pero si afiade una nueva

definicion a las planteadas por nosotros. En concreto sefiala lo siguiente:

“Diremos que | es el limite de una sucesion de numeros reales {xi, Xz....,Xn...} Si
fijado cualquier valor &>0, siempre podemos encontrar un término de la sucesién
tal que, a partir de el, los términos siguientes de la sucesion distan de | menos que

la cantidad &”

Dicho experto sefiala también la dificultad para comparar definiciones de una

misma cosa, sefialando el caracter subjetivo de la misma.

A3.1.4. Modelo de escrito a expertos y de cuestionario administrado

En las paginas siguientes se muestran estos. En la respuesta del experto se
observa que hemos eliminado datos personales, a fin de preservar el
anonimato. La reproducciéon no se hace a tamafno real (DinA4), con objeto de

incluir dos paginas en una sola.

Véase en las paginas siguientes.
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Carta de presentacién

Estimado compaiiero:

Actualmente estamos desarrollando un estudio sobre el limite de sucesiones de nimeros
reales, el cual pretendemos que se convierta en una tesis doctoral dirigida por el doctor
Coriat Benarroch, de la Universidad de Granada.

El objetivo general de este trabajo es mejorar el conocimiento de los elementos que

intervienen en la icion de limite de i de numeros reales, para intentar
establecer una mejor prension de dicho p ico por parte de los
alumnos de Bachillerato.

Para ello nos proponemos los siguientes objetivos:

1) Establecer qué definiciones de sucesion de nameros reales son mas aceptadas
por la comunidad matematica.

2) Estudiar ¢l desarrollo histérico que ha llevado a la definicion del concepto de

limite de sucesiones de nimeros reales, estableciendo las relaciones que ha

ido con otras i iticas como son la aproximacion y el

infinito.

3) las i que i entre si las noci de aproxi
infinito actual e infinito potencial y como se pasa de éstas al concepto de limite.
Seleccionar el campo en el que se mueve la definicion de limite de sucesion de
numeros reales.

5) Justificar la situacion del concepto de limite de sucesion de nimeros reales en el

4

=

P

Puesto que nuestro trabajo parte de la icion de limite de i de nameros
reales, hemos obtenido una seleccion de las diferentes definiciones que podemos
encontrar en los libros de calculo (7 ici di y solici vuestra
ayuda para elegir aquella que consideréis mas adecuada desde el punto de vista
matematico.

Gracias de antemano por el tiempo que puedas dedicar a ello y un cordial saludo.

Fdo: Francisco Javier Claros Mellado.

Nombre:

Dpto. al que pertenece:

1)De las siguientes definiciones de limites de sucesiones de nimeros reales
numera por orden de p ia las que id mas adecuadas. Hay siete
definiciones diferentes. Un “1” significa que, en tu opinion, se trata de la mejor
definicion posible, mientras que un “7” significa que, en tu opinion se trata de la
peor de todas las propuestas. (Puedes poner el mismo nimero a dos definiciones,
pero recuerda que “la peor” debe llevar el nimero 7). Por la estructura de la
encuesta podemos admitir la misma puntuacion para 2 preguntas distintas pero no
dos puntuaciones distintas para las misma pregunta.

eLa condicién necesaria y suficiente para que se cumpla que:

4]

a=limx,
e
[
AP AS ; 2
Es que para cada Sonterno V de a, exista un entero no tal que la relacion n>ng
implique

Xa € V (dicho de otro modo, V contiene todos los x, con excepcién de un niimero
finito de indicei

© Que un niimero x es el limite de una sucesion x;,xz,xs,.... significa que a cada [jj
namero positivo & se puede hacer corresponder algin término de la sucesion,
de tal manera que él y todos los que le siguen difieren de x menos que &.

© Sea x, una sucesion en R, decimos que X, converge a un nimero real X (o tiene

como limite el real x y escribimos lim x,=x) si para cada £>0, existe un numero

natural N tal que si xQN/ |,x,.-_>/( <e.
Potonids

e La condicion necesaria y suficiente para que se cumpla que:
a=limx,

n—w
es que para cada £>0, exista un entero no tal que la relacion n=ng implique

d(a,x,)<e. Este ultimo criterio se puede escribir también de la siguiente manera:

ikim d(a.x,)=0
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o Se dice que una sucesion {x,} de nimeros reales tiende al limite a y se escribe:
limx,=a
cuando para todo niimero £>0 existe un niimero natural v que depende de & tal
que cualquiera que sea n>v, se verifica Ixcal<e
o La condicion necesaria y suficiente para que una sucesion {x,} sea convergente
es que a todo niimero £>0 se puede asociar un nimero natural v tal
que, cualesquiera que sean p y q mayores que v, se verifique |x,,-x., |<e. ‘—_L—\
© Una sucesion {x,} converge hacia a y se escribe:
limx, =a
o
si para todo £>0 existe un nimero natural N tal que, para todos los niimeros
naturales n, si n>Ng entonces | x,-a | <e.
2) Si crees que alguna de las definiciones enunciadas no es adecuada tachala y di
por qué consideras que no es adecuada.
X 7 D g .
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3) Si crees que hay alguna definicion de limite de sucesiones de nimeros reales
que no hemos incluido, entinciala.
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Anexo 3.2 Los fenOmenos a.s.i e i.v.s en las definiciones

del Anexo 3.1

En este anexo detectamos los fendmenos a.s.i. e i.v.s. en las definiciones

indicadas.

En general, el fendmeno a.s.i se reconoce haciendo una lectura que va de la
variable independiente (n) a los valores de la sucesién (xn) y a su limite a. Por
su parte, el fendmeno i.v.s se reconoce analizando estructuralmente la

definicion en busca de dos procesos.

En lo que sigue, reproducimos cada definicion y, de forma resumida, ubicamos
en ellas los dos fendémenos indicados. La definicion n? 3 (Def3) es la que hemos
seleccionado y desarrollado extensamente desde el apartado 3.2, por ello no se

menciona ahora.

Defl

La condicién necesaria y suficiente para que se cumpla que: a = lim, ., x,, , s
que para cada entorno V de a, exista un entero no tal que la relacién n> ng
implique x» € V. (Dicho de otro modo, V contiene todos los x» con excepcion de

un ndmero finito de indices.)

En Defl, hemos corregido, como apreci6 uno de los expertos, la palabra

“contorno” por la de “entorno”.

Fendémeno a.s.i: los términos de la sucesion, a medida que n es cada vez mayor,
estan todos (excepto unos términos contados) dentro de un entorno centrado

en el valor a y se van acercando a a.

Fenémeno i.v.s: Un proceso de ida exige asociar un natural nga cada entorno de
a: “Para cada entorno V de a, existe un entero nyp”. Un proceso de vuelta se

reconoce en la afirmacién-conclusién: “La relacién n>no implique x, € V"
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Def2
Que un numero x es limite de una sucesioén X1, X2, X3,.... significa que a cada
numero positivo € se puede hacer corresponder algin término de la sucesion,

de tal manera que él y todos los que le siguen difieren de x menos que «.

Fendémeno a.s.i: La siguiente lectura es posible; la diferencia entre los valores de

la sucesion y x se va haciendo cada vez mds pequefia a medida que n va creciendo.

Fendmeno iv.s: Un proceso de ida lo hallamos en el fragmento “a cada niimero
positivo ¢ se puede hacer corresponder algiin término de la sucesion. El proceso
de vuelta asociado se reconoce en el fragmento final: “él y todos los que le siguen

difieren de x menos que &”.

Def4

La condicién necesaria y suficiente para que se cumpla que: a = lim,,_, X, , €s
que para cada &>0, existe un nimero entero no tal que la relacién n > no
implique d(a, xn) < €. Este udltimo criterio se puede escribir también de la

siguiente manera: limd(a, x,) =0
n—o0

Fenomeno a.s.i: La siguiente lectura es posible; los valores de la sucesion distan

cada vez menos del valor a, a medida que avanzamos en la sucesion.

Fenoémeno i.v.s: Un proceso de ida lo hallamos en el fragmento “para cada £>0,
existe un numero entero no”. El proceso de vuelta asociado se reconoce en el

fragmento final: “la relacion n >ng implique d(a, xn) < &”.

Def5
Se dice que una sucesion {xn} de numeros reales tiende al limite a y se escribe:
lim, ., X, = a, cuando para todo nimero &>0 existe un nimero natural v que

depende de € tal que cualquiera que sea n>v, se verifica |xn - a|<e.

Fendémeno a.s.i: Lectura informal de la definicién, A medida que avanzamos en la

sucesion la diferencia entre los valores de esta y el valor a, es cada vez menor.
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Fenémeno iv.s: Un proceso de ida lo hallamos en el fragmento “para todo
numero &>0 existe un numero natural v”. El proceso de vuelta asociado se

reconoce en el fragmento final: “cualquiera que sea n>v, se verifica [xn - a[<&”.

Def6
La condicidn necesaria y suficiente para que una sucesion {xn} sea convergente
es que a todo numero &€>0 se puede asociar un nimero natural v tal que,

cualesquiera que sean p y q mayores que Vv, se verifique |xp - Xq|<€.

Fenémeno a.s.i.c: La siguiente lectura informal es posible; la diferencia entre los
términos de la sucesion se va haciendo cada vez mds pequefia. Como
consecuencia, los términos de la sucesién se iran aproximando cada vez mas a
un valor determinado, pero desconocido. Esta dificultad es la que nos hizo

estudiar en profundidad la definicién de Cauchy (Def-C), véase 3.5.

Fenémeno i.v.s.c: Un proceso de ida lo hallamos en el fragmento “a todo niimero
&0 se puede asociar un numero natural v”. El proceso de vuelta asociado se
reconoce en el fragmento final: “cualesquiera que sean p y q mayores que v, se

verifique [xp - xq[<&".

Def7
Una sucesion {xn} converge hacia a y se escribe: lim,,_,., x, = a , si para todo
€>0 existe un namero natural N tal que, para todos los nimeros naturales n, si

n>N, entonces |xn - a|<e.

Fendémeno a.s.i: Lectura informal de la definicion, la diferencia entre los términos
de la sucesion y el valor a, se va haciendo cada vez mds pequeria a medida que n

crece.

Fendémeno i.v.s: Un proceso de ida lo hallamos en el fragmento “para todo &0
existe un numero natural N”. El proceso de vuelta asociado se reconoce en el

fragmento final: “si n>N, entonces [x, - a[<&”.
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Introduccion

Con el fin de reconocer los fendmenos descritos en el capitulo anterior, en éste
se analizan libros de texto de Matematicas de secundaria en los que se trata el

limite finito de sucesiones.

En 4.1 describimos los pasos seguidos hasta la obtencién de la muestra. Hemos
estructurado esta breve introduccion en dos partes; en la primera, exponemos
las principales razones que llevan a realizar un estudio de libros de texto,
mientras que en la segunda hacemos una esbozo de la muestra e indicamos la
razon que nos ha llevado a descartar libros consultados asi como el inico caso
que nos ha hecho dudar acerca de si debia quedar incluido o excluido de la

muestra.

El apartado 4.2 explica el guién de trabajo que planteamos para realizar un
andlisis sistematico, eficiente y replicable de los libros de texto. Se trata de un
guién complejo estructurado mediante 4 criterios principales. Para manejar los

resultados usaremos c6digos, que también se describen o fueron ya descritos.

El apartado 4.3 y el anexo A4.1 se dedican a presentar los resultados brutos de
nuestra busqueda, en los libros de texto, de los fendmenos descritos en 3.2.
Observamos la aproximacion simple intuitiva (a.s.i) y la retroalimentacion o ida-
vuelta en sucesiones (i.v.s) precisando el sistema de representacion y el formato
que los autores eligieron para expresarlos. (Los sistemas de representacion y
los formatos, asi como los cédigos de tipificacion correspondientes, quedaron

establecidos en 3.3.)

Con los resultados de este estudio, hemos podido realizar un analisis
descriptivo global (apartado 4.4). También hemos intentado describir la
evolucion de los fendmenos mediante dos criterios que permiten organizar la
muestra de libros de texto de manera diferente (apartados 4.5 y 4.6). El

capitulo se cierra (4.7) con unas breves consideraciones.
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El anexo A4.1 contiene el extenso contenido detallado de la busqueda y hallazgo
de los fen6menos en cada libro de texto. Ha sido separado de 4.3 con la

intencién de facilitar la secuencia de lectura del capitulo.

La conexidn entre los capitulos 3, 4 y 5 queda, de esta manera, bien definida. En
el capitulo 3 se observaron una serie de fendmenos relacionados con el
concepto de limite. Por la importancia que los libros de texto de secundaria
tienen en todos los sistemas educativos, en este capitulo observamos, en una
seleccion de libros de texto, los fendmenos indicados. En el capitulo 5,

buscamos los mismos fendmenos, en producciones de alumnos de secundaria.
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4.1 Rasgos del estudio

4.1.1 Rasgos principales del estudio de libros de texto

Los libros de texto, instrumentos de trabajo del profesor, han sido objeto de
estudios de caracter didactico por diferentes autores. Sierra, Gonzalez y Lopez
(1999) estudiaron la evolucion del concepto de limite de funciones en los libros
de texto de bachillerato y COU en el periodo 1940-1995. Manya Raman (2002)
utilizé libros de texto para analizar la ensefianza que los alumnos reciben en

pre-calculo y calculo.

En el capitulo anterior hemos destacado fenémenos relacionados con el
concepto de limite; los hemos denominado “fenémeno a.s.i” y “fenémeno iv.s”,
los hemos clasificado seglin el sistema de representacion (verbal, grafico,
tabular o simbdlico) en el que son expresados y hemos distinguido dos
formatos de presentacién (ejemplo o definicién); esto ha dado lugar a 8
posibles presentaciones para cada fen6meno, que se enumeraron en 3.3, junto

con las abreviaturas que usaremos para designarlas.

Con el estudio empirico de libros de texto de secundaria, ademas de observar,
como pretendiamos, los fendmenos a.s.i e i.v.s en diferentes representaciones y
formatos, creemos que estamos en condiciones de matizar cuestiones sobre la
enseflanza ofrecida a los alumnos a lo largo del tiempo, describiendo con algun
detalle la evolucion y cambios experimentados por la presentacion de los

fendmenos en los libros de texto.

4.1.2 Descripcion breve de la muestra de libros

Se han estudiado 30 libros publicados entre 1933 y 2005, intervalo que abarca
diferentes planes educativos en Espafia. Sierra y Gonzalez (1999) utilizaron un
criterio de division en periodos educativos que consideraron significativos por
basarse en diferentes leyes o épocas de nuestra historia reciente; hemos optado

por un criterio puramente temporal, las décadas, excepto en los periodos
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inicial, por la mayor dificultad de hallar libros relativamente antiguos, y final,
porque la ubicaciéon temporal de este trabajo impuso que se cerrase la
busqueda de libros a los publicados en el intervalo 2000-2005. Las décadas
constituyen un mero criterio organizador de la muestra. De hecho, en los
estudios correspondientes de los resultados (véase 4.3 y 4.4), hemos usado

ambos criterios.

La muestra usada es intencional: hemos analizado aquellos libros a los que
hemos tenido acceso en los diferentes institutos, donde hemos ejercido como
docentes y la hemos completado con libros de la Biblioteca Nacional, de manera
que tuviéramos al menos tres ejemplares en cada intervalo de tiempo

considerado (fuera década o fuera periodo de vigencia de una ley educativa).

La tabla 4.1 aporta una rapida descripciéon de la muestra, cuyo detalle se halla

en la tabla 4.7

Décadas | Periodo | N2delibros | N2 de editoriales diferentes
1’8 | 1933-1959 5 4
1’0 | 1960-1969
1’0 | 1970-1979
1’0 | 1980-1989
1’0 | 1990-1999
0’6 | 2000-2005

| Agregados 5,4 | 1933-2005 30 19

Tabla 4.1 Muestra de libros de texto. Descripciéon breve

W [0 |0 |
NSOV |V | W

4.1.3 Razon usada para excluir libros. Duda resuelta

Los datos de la muestra se refieren a los libros efectivamente usados. Se
estudiaron algunos libros mas, pero no hallamos elementos relacionados con el
limite de una sucesion, razén por la que no se mencionan en esta memoria. Se

trata de la Uinica razon que hemos aplicado para descartar algun libro.

El profesor Rey Pastor (1933) presentd, en su Cdlculo Infinitesimal, una
definicion unica para el limite de sucesiones y el limite de funciones. Para
conseguirlo, unificé previamente las definiciones de sucesion y de funcion,
interpretando la primera como funcién cuyo dominio es el conjunto de los

numeros naturales. La definicion de limite unificada apela al uso de
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infinitésimos, los cuales, una vez formalizados, nos obligan: (12) A manejar
conceptos del andlisis no estandar. (22) A renunciar a palabras como
“ : » «“ ”n : . : 4

aproximarse” o “acercarse”, que constituyen la base para definir los fenémenos

a.s.i e Lv.s.

Tenemos razones para pensar que la propuesta de unificacion que hace el
admirado profesor Rey Pastor podria no ser completamente coherente desde
un punto de vista formal, aunque en su redaccién no admita reproche alguno.
Por una parte, la unificacién propuesta no permite comprender bien las
diferencias fenomenolégicas y simbdlicas que hemos establecido entre el limite
finito de una funcién en un punto y el limite finito de una sucesién. Por otra, en
términos estrictamente matematicos, no parece haber compatibilidad entre las
ideas que se describen con las mismas frases. En particular, el limite de una
sucesion apela a un infinito numerable que no es equipotente con el conjunto
de los numeros reales. Asi, bajo la frase unificadora se engloban objetos

matematicos dificilmente equiparables.

Por otra parte, el libro incluye algiin fendémeno antes de presentar la definicion.
Este hecho es el que ha conducido a tomar la decisién de incluir el libro en la
muestra. Pensamos que es mucho mejor para la investigacion afrontar el
contenido significativo de un libro que desecharlo totalmente, incluso aunque
hemos expuesto buenas razones que darian respaldo a tal opcidn; solamente
descartaremos la definicion. En Claros, Sanchez y Coriat (2006) estudiamos las
diferencias simbdlicas y fenomenolégicas entre el limite finito de una funcion

en un punto y el de una sucesion.
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4.2 Estudio empirico de libros de texto

En 4.2.1 exponemos el plan de trabajo o guion estructurado que hemos seguido
para analizar los libros de texto y el criterio utilizado para clasificar los
fenbmenos que observamos en aquellos. En 4.2.2, explicamos, detalladamente,
pero también de manera aislada, los diferentes c6digos que hemos tenido que
introducir para desarrollar el plan de trabajo. El andlisis de los libros de texto
se hace en 4.3 y en A.4.1, siguiendo de manera sistematica el guién anterior. El
material de este apartado y el del anexo serviran para obtener los resultados

que seran enunciados y comentados en 4.4

4.2.1 Guion estructurado para el andlisis de los libros de texto

Al establecer el plan de trabajo o guién estructurado, hemos intentado
satisfacer las que nos parecen exigencias de replicacién de estudios. Lo esencial
no es que otro hipotético lector del mismo documento interprete exactamente
lo mismo que nosotros, sino que (12) tenga informacién que le permita
recuperar ese documento y (22) comprenda bien cémo hemos actuado. Tales
requisitos implican un guién complejo. Los cuatro criterios que estructuran el
guion, Ficha, Secuenciaciéon, Fenomenos y Resumenes, se describen a

continuacion.

Criterio 1°: Ficha del libro

Esta estructura de recogida de informacién ayuda a clasificar e interpretar los
datos obtenidos. Por ejemplo, el afilo de publicacién lo hemos usado para
estudiar la evoluciéon de los fendmenos observados a lo largo del tiempo,
mientras que el cédigo del libro ayuda a identificar de manera tnica el objeto
fisico del que estamos hablando con un estilo uniforme. Los criterios usados
para establecer el cédigo se explican en 4.2.2. La ficha contiene, a nuestro
entender, la maxima informacién objetiva posible. Hemos usado siete
subcriterios para componer cada ficha. El contenido detallado de estos criterios

se indica en la tabla 4.2 y se ira desarrollando en lo sucesivo.
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Tabla 4.2 Subcriterios correspondientes al Criterio 12: Ficha del libro

Denominacion Descripcion

Codico Identificador
g unico del objeto

Autor o autores Nombres

Titulo Titulo del libro
Editorial Nombre

Aio Cuatro digitos

Ubicacion Posicion fisica

Informacion sobre Capitulo /
el limite de Apartado y
sucesiones paginas

Criterio 22: Secuenciacion

Observaciones

Se ha usado una secuencia
cronoldgica, ver 4.2.2

Recogido(s) literalmente de la portada
o de la primera pagina

Recogido literalmente de la portada o
de la primera pagina. Si se trata de
una coleccioén, ésta no se indica, pero
si se trata de varios volumenes, si.

Recogido literalmente de la portada o
de la primera pagina

Fecha de del libro

manejado.

publicacion

Nombre de la biblioteca en la que
localizamos el libro

Se ha indicado si el libro tiene un
capitulo dedicado al limite de
sucesiones o si éste se halla inmerso
en un capitulo dedicado a otro asunto.

Hemos definido la unidad de informacién como el fragmento del libro en el que

el autor desarrolla un contenido matematico Unico o que resulta cémodo

desglosar. En un libro, normalmente, la presentaciéon y desarrollo de un

contenido matematico apela a varias unidades de informacion.

Tomamos la decision de buscar los fendmenos en las unidades de informacion.

Estas, por su parte, las hemos numerado correlativamente, desde 01 en

adelante. Esta numeracién correlativa forma parte de un c6digo, como se

explica en 4.3.

En las figuras 4.1 y 4.2 reproducimos dos unidades de informacidn sin codificar.

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada.

197



Limite finito de una sucesién: fenémenos que organiza

Ejemplo:
Fn la sucesidn de ntmeros impares del ejemplo anterior, ef término general es
a, =2n—1

Hay sucesiones en las que sus términos cada vez se acercan mas a un deter-
minado valor, conocido como limite de la sucesion; este valor lo expresa-
mos como fim @,, o simplemente como fim a

b b s &

Figura 4.1 Unidad de informacién - 1
El fragmento de la figura 4.1 constituye una unidad de informacién porque el

autor utiliza un ejemplo y, de él extrae una idea general.

Limite de una sucesion

Se dice que una sucesién indefinida de mimeros reales a,, a,, a5, -, &, ***, que representaremos
por a,, tiene por limite a, o converge hacia a, si la diferencia a, — 4, en valor absoluto, llega a ser tan
pequeiia come se quiera, tomando a, lo suficientemente grande.

Figura 4.2 Unidad de informacién - 2

El fragmento de la figura 4.2 constituye también una unidad de informacion;

aqui, el autor propone una definicién de limite. El mismo la ha recuadrado.

En los libros de texto de matematicas, las unidades de informacion suelen

presentarse secuenciadas.

Criterio 3% Fenomenos observados, detalle

Aceptamos que los fendmenos a.s.i e iv.s los encontraremos, o no, en las
unidades de informacion. Para describir estos fenémenos, decidimos usar dos

ideas:

(1) Ubicar el fenémeno dentro del libro de texto estudiado. Esto lo hemos hecho
mediante un codigo que procede de lo general a lo particular: si unimos el
codigo del libro, con el cddigo de la secuenciaciéon y con el nimero de orden del
fenomeno dentro de su unidad de informacién, tenemos un método de

etiquetado tnico para cada fenémeno.

(2) Asociar al coédigo anterior la descripcion detallada de lo observado.

Elaboramos, asi, una explicacién que incluye:

198 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 42 Fenémenos a.s.i é i.v.s en libros de texto

-Si ha lugar, la presencia del fenémeno en el libro y, en caso afirmativo,
presentamos un fragmento escaneado del libro en el que aparece el citado

fenomeno.

-Dos decisiones que el autor del libro ha podido tomar y que enunciamos
como preguntas: (a) ;Qué formato (definicion, ejemplo) ha usado el autor? (b)
(Qué sistema de representacién (verbal, grafico, tabular, simboélico) ha

elegido el autor?
El c6digo completo de los fendmenos observados se describe en 4.2.3.

Criterio 4°: Restimenes y comentario

Para cada libro, presentamos dos cuadros que resumen el trabajo de analisis
realizado y un breve comentario. En el primer cuadro-resumen, incluimos la
posicion del fenémeno en el marco del libro; en el segundo cuadro-resumen,
reubicamos los fendmenos observados en el marco de las dieciséis
posibilidades descritas en 3.3, adquiriendo un aspecto muy parecido a la tabla

3.3.
La tabla 4.3 describe los cuadros-resumen del primer tipo.

Tabla 4.3. Estructura del cuadro-resumen tipo 1
Capitulo Numero del capitulo
Pagina Numero de la pagina
Indica si se usé o no una figura.
En caso afirmativo, referencia en el libro?
Linea inicial Se usan dos digitos

Figura

Linea final Se usan dos digitos
Codigo El c6digo de ubicacién del fenomeno. (Véase 4.2.2.)
Fenémeno El cédigo de tipificacion del fend6meno. (Segun 3.3)

1 Para los propésitos de este cuadro, consideramos figuras tanto las graficas como las tablas.

La tabla 4.4 muestra un ejemplo de cuadro-resumen del primer tipo.

Tabla 4.4 Un ejemplo de cuadro-resumen del tipo 12

. . LINEA LINEA CcODIGO CODIGO
CAPITULO | PAGINA INICIO FIN FIGURA UBICACION FENOMENO
1 12 9 12 No LS97006.08.01 i.v.s s-e
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Conviene observar que la ultima columna del cuadro conecta la tediosa
descripcion anterior con el estudio tedrico realizado en el capitulo anterior.
Viene a resumir que, segin nuestro estudio, hemos observado un fenémeno
i.v.s s-e (ida-vuelta en sucesiones, sistema de representacion simbdlica-formato
ejemplo) en el capitulo 19, pagina 12, lineas 9-12, sin apoyo grafico o tabular; en
“codigo ubicacion”, hasta el primer punto se incluye el cédigo del libro
(LS97006) y, seguidamente, los codigos de secuenciacion (82 unidad de
informacién) y de numero de orden del fenomeno (el primero, en dicha

unidad).

Los cuadros-resumen del tipo 22 se explicaron y definieron en 3.3. Hemos
elaborado, como quedé dicho, un cuadro-resumen de este tipo para cada libro
estudiado. Como consecuencia de lo dicho en la tabla 4.4, el cuadro-resumen del
tipo 22 para libro estudiado se incrementara en un item que se indica en la

tabla 4.5:

Tabla 4.5 ftem que se afiade al cuadro-resumen del 22 tipo como resultado de lo
dicho en la tabla 4.4
\% T S g
a.s.i
i.v.s LS97006.08.01
e d e d e d e d

Como consecuencia del trabajo realizado, resulta posible retroceder a lo largo
del proceso seguido, o replicarlo, para establecer claramente el contexto de un

comentario o de una critica.

4.2.2 Explicacion de los cédigos de ubicacion
Sucesivamente, presentamos el cddigo asignado a los libros, a la secuenciacion

y a los fendmenos; los dltimos, son los que llamamos “cédigos de ubicacién”.

4.2.2.1. Cédigo asignado a los libros
El cédigo de los libros tiene por meta identificarlo plenamente; por ello,

construimos el cddigo del libro usando cuatro ideas. La primera indica el
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soporte, la segunda, el contenido matematico, la tercera, la década y la cuarta el

numero de orden, en la muestra, dentro de ésta.

La indicacion de que el soporte es un libro (abreviado L) no era realmente
imprescindible, ya que, en nuestra investigaciéon solamente hemos usado este
soporte; sin embargo, con el avance de los soportes electrénicos, entre otros,

hemos considerado que convenia incluir tal recordatorio.

Andlogamente, hemos usado una S para recordar que estudiamos, en ese

soporte, las sucesiones y no otra cosa.

La indicacion de la década no es completamente rigurosa porque el primer
periodo investigado y el ultimo no abarcan 10 afios, como se indica en la tabla
4.1. A pesar de ello, hemos incluido el primer afio de cada periodo (en su
mayoria, son décadas) y cometeremos, a menudo, el abuso de referirnos a todos

los periodos como “décadas”.

Por ultimo, dentro de cada década, hemos establecido un ndmero de orden que
consta de dos digitos: hicimos la suposicién de que en una década o periodo no
hallaremos mas de 99 libros diferentes de los que nos interesan, incluso si

pasamos de la muestra a la poblacidn, en el territorio de Espafia.

De esta manera, el cddigo de los libros es tnico en la muestra y, posiblemente,

lo es también en la poblacién. Se leerd como indica la tabla 4.6.

Tabla 4.6 Explicacién del c6digo de asignado a cada libro

Indicadores Soporte Contenido Década Orden, en la década
Codigo L S XYZ TU
Ejemplo L S 970 06

Tres digitos Dos digitos
El codigo LS97006 remite al sexto (06) libro (L), de la década que comenzo en
1970 (970), en el que hemos estudiado exclusivamente las sucesiones

numéricas (S).

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. 201



Limite finito de una sucesién: fenémenos que organiza

4.2.2.1. Cédigo asignado a las unidades de informacién y a los fenémenos.
Simplificacion de cédigos

Como ha quedado patente, la codificacion de las unidades de informacién
mediante dos digitos y en secuencia correlativa no es suficiente para
identificarlas. Para evitar cddigos muy largos, a estos cddigos les hemos
afiadido, por la izquierda, el codigo del libro, de manera que, con éste y con el
apoyo de los cuadros resumen del tipo 192, la unidad de informacién queda

perfectamente identificada.

Continuando con el ejemplo del libro anterior, un c6digo como LS97006.08
indica que nos estamos refiriendo a la 82 unidad de informacién del libro ya
indicado. Los detalles del fenémenos o fendmenos hallados en esta unidad de
informacién, se encontrardn en el “estudio detallado” y, brevemente, en el

cuadro-resumen del tipo 12.

Al cédigo de la unidad de informacién le hemos afiadido, por la derecha, el
cédigo con el nimero de orden del fendmeno hallado, si es que tal cosa ocurrid.
Por ejemplo, tendria sentido el siguiente codigo de ubicacion de un fenémeno:
LS97006.08.02. Significa que nos referimos al segundo de los fen6menos

hallados en la octava unidad de informacion del libro indicado.

Al estudiar muchos libros, notamos que, en suficiente nimero de casos, a cada
unidad de informacién seleccionada le correspondia exactamente un fenémeno.
Esto no ha sido algo voluntario, puesto que hay contraejemplos, pero si tiene la
suficiente frecuencia como para justificar el siguiente criterio de simplificacién
en la escritura de cédigos: cuando una unidad de informacion se asocia a un solo
fenomeno, omitimos el codigo de éste, decidiéndose, en este caso, por el
contexto, si estamos hablando de una unidad de informacion o del fenémeno
Unico que hemos observado en ella. Por razones obvias, si en una unidad de
informacién detectamos mas de un fenémeno, el criterio de simplificacion de

cédigos no se aplicara.

En el ejemplo de 4.3.1 se hallaran, entre otros, los siguientes coédigos de

ubicacién de fendmenos: LS97006.07, LS97006.08.01 y LS97006.08.02. En el
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primer codigo de ubicacién hemos aplicado el criterio de simplificacion, ya que
solamente hemos encontrado un fenémeno en la 72 unidad de informacién. En
la 82 unidad de informacién, evidentemente, dicho criterio no es aplicable, por

haber hallado en ella dos fenémenos.
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4.3 Muestra de libros y plan del estudio

4.3.1 Muestra

Codigo del
Libro

LS93001 Ruiz de Lara (Cuenca)

LS93002 Sucesores de Rivadeneyra (Madrid)

1933-1959 | LS93003 Ministerio de Educacién y Ciencia

LS93004 | Ministerio de Educacion y Ciencia

LS94001 Stylos (Madrid)

LS96001 Saeta (Madrid)

LS96002 Ministerio de Educacién y Ciencia

Periodo Editorial

1960-1969 11 596003 | Summa
L.S96004 Ministerio de Educaciéon y Ciencia
LS97001 U.T.E.H.A. (México)
LS97002 Magisterio Espafiol
LS97003 Tecniban S.A. (Madrid)
1970-1979 LS97004 Libreria General (Zaragoza)
LS97005 Everest (Ledn)
LS97006 | S.M (Madrid)
LS98001 Luis Vives (Zaragoza)
LS98002 S.M. (Madrid)
LS98003 | Teide (Barcelona)
LS98004 Alhambra (Madrid)
1980-1989 | | 598005 | santillana (Madrid)
LS98006 | Edunsa
LS98007 Alhambra (Madrid)
LS98008 | Alhambra (Madrid)
LS99001 Santillana (Madrid)
1990-1999 LS99002 Luis Vives (Zaragoza)

LS99003 SM (Madrid)

LS99004 | Oxford Educacién
LS00001 Oxford Educacion
2000-2005 | LS00002 Oxford Educacion
L.S00003 Anaya

Tabla 4.7 Muestra de libros estudiada
En esta tabla se presenta el periodo de estudio considerado, el cédigo asignado

a cada libro y la editorial que lo publicé. La relaciéon de libros estudiados se
presenta en la bibliografia.
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4.3.2 Un ejemplo

Presentamos el estudio del libro que ocupa el lugar 152 de la muestra (tabla
4.7), obtenido por sorteo. La totalidad del estudio se halla en el anexo A4.1. No
se han numerado las tablas, ya que solamente pretenden ilustrar el guién
presentado en 4.2. La misma informacion sobre este libro se reproduce también

en el anexo indicado.

LS97006. Ficha

Codigo LS97006
Autor Valentin Lépez, José Luis Sanchez Martin
Titulo Matematicas 2 Bachillerato
Aio 1977
Editorial S.M (Madrid)
Ubicacién L.LE.S “Pedro Espinosa” (Antequera, Malaga)

. o Capitulo I. Sucesiones de numeros reales. Limite de
Informacion sobre limites . L.

sucesiones. Paginas 7-21.

LS97006.Secuenciacion

1) Sucesidn de nimeros reales: “Se llama sucesion de nimeros reales a cualquier
aplicacién de N* en R”.

2) Término general de una sucesion: “es una expresion con la indeterminada en
n tal que al hacer n=1, 2, 3, ... se obtienen respectivamente los términos
primero, segundo, tercero, ... de la sucesion”

3) Dos maneras de determinar una sucesion: “Por el termino general” o “Por una
ley de recurrencia que permita obtener un término a partir de otros
anteriores”

4) Propiedades de las sucesiones. Las sucesiones de numeros reales con la
suma y el producto forman un anillo conmutativo y unitario.

5) Sucesion monotona creciente y monotona decreciente.

6) Sucesién acotada, y de sucesion acotada superiormente e inferiormente.

7) Limite finito de una sucesion. Véase LS97006.07

8) Ejemplos: se plantean a,=1/(2n) y b, = 2n/(n+1) y se demuestra que sus
limites valen cero y dos respectivamente usando la definiciéon de limite. .
Dado un épsilon €=1/1000 y dada la sucesién ¥, 4,1/6,...1/(2n), se
demuestra que el limite es cero hallando el no que hace que la diferencia
entre f, y cero sea menor que épsilon. En este caso el no=5. Véanse
LS97006.08.01 y LS97006.08.02

9) Se plantea la sucesion an,=n/(n+1) para que se razone que su limite es 1

10) Definicion de intervalos y entornos en la recta real.

11) Definiciéon de limite finito de una sucesién e interpretacion geométrica.
Véanse L.S97006.11.01 y LS97006.11.02
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LS97006. Detalle de los fen6menos observados

LS97006.07. i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”; usan la representacion
verbal y el formato definicidn. (Ver fragmento en la pagina siguiente.)

" Una iuc;snon de nimeras reales f,, b .1, tiene por limite el
mero L si ¢l va}or a‘bsoluto de la diferencia (f, = L) puede hacerse
menor que cualquier nimero positivo ¢ a partir de un cierto término b

LS97006.08.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion simbolico y el formato ejemplo.
| 0.

. 1 1 5 R
La succsidn A e duene por limite el ndmero 0O?
Solucidon
o 1 X %
En efecto, si suponemos ¢ = 77000 > partir ded término 4,4, se verifica:
1 1 1
fs0s — O] = -0 = ——— <
6500 | ||.ooz °| 1.002 ~ 7000
1 1 1
4 =0 = | o — - T —
302 — 0] ||oo4 °I 1.003 ~ 7000

Luego el nimero 0 cs ¢ limite.
LS97006.08.02 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”; usan el sistema de
representacion simbolico y el ormato ejemplo.
4 68 26

La sucesion 1, =+

3" 3" 2P0 e e dene par limite ¢l nGmero 27
Solucion
1 E
Si hacemos, por ejemplo, € = 10.000 & Partis del 1rmino 4 o00 e ticne:

40,000 { 2 1

f. -2 - - - S

If30 000 — 2| = \roems 2{ 20.001 — 10,000
40.002 2 1

L o - ) — D - g

20 000 — 2 = | 55555 20002 — 10,000

Lucgo el limite de la sucesion es 2.
LS97006.11.01 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion verbal y el formato definicion.

. Una §uccsi6n f, tienen por limite L si para cualquier nimero posi-

tivo & existe un término , tal que € y los siguientes pertenccen al

¢ntorno simetrico de L y radio ¢
LS97006.11.02 i.v.s g-d. Se trata de una “ida - vuelta”; usan el sistema de
representacion grafico y el formato definicion.

2 B 3 2 l !
J N e =R G
L-3 'p fp'l" L+3
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LS97006. Cuadros-resumen

, , . . Linea | Linea . 1 ,
Capitulo | Pagina | Figura Inicial | Final Codigo Fenémeno
11 No 24 26 LS97006.07 iv.sv-d
12 No 9 12 LS97006.08.01 |i.v.ss-e
[ 12 No 13 19 L.S97006.08.02 | i.v.ss-e
13 No 19 21 L.S97006.11.01 |i.v.sv-d
14 Si LS97006.11.02 |i.v.s g-d
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
asi
. LS97006.07 LS97006.08.01
VS| 1 1597006.11.01| |577006.11.02 1.597006.08.02
e d e D e | d E
Comentario

Solamente observamos fendmenos de retroalimentaciéon en este libro. Los
autores usaron tres sistemas de representacion, descartando las tablas.
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4.4 Los fenoOmenos a.s.i e i.v.s en la muestra de libros

Este apartado presenta un resumen estadistico global de los datos
presentados en el apartado en A4.1. Basicamente, hemos considerado toda la
muestra y, con ella, hemos elaborado una tabla de frecuencias del fenémeno
a.si (4.4.1), una tabla de frecuencias del fenémeno iv.s (4.4.2), hemos
estudiado el uso relativo de los fen6menos a.s.i e i.v.s en los sistemas de
representacion (4.4.3) y hemos establecido una relaciéon entre los fendmenos

a.s.ieiv.s (4.4.4).

Los subapartados dan una visién conjunta y detallada, aunque no exhaustiva,
de los dos fenémenos descritos, su evolucién, frecuencia y comparacion,

siguiendo un criterio basado en los periodos cronolégicos.

4.4.1 Tabla de frecuencias del fenémeno a.s.i

La tabla 4.8 (pagina siguiente) consta de tres campos: el primero corresponde
al codigo del fenémeno, el segundo, a la frecuencia asociada a la muestra y el
tercero, los coédigos de ubicacién que han permitido realizar el recuento.
Recordaremos que el cddigo del fendmeno se refiere a las variantes indicadas
en el capitulo 3, mientras que los cddigos de ubicacion se generaron en el anexo
4.1, como resultado del estudio detallado de la muestra. Las dos primeras

columnas se observan también en la figura 4.1 (pagina siguiente).

Las siguientes observaciones expresan con palabras algunas informaciones

presentadas en la tabla 4.8 y en la figura 4.1:

El fenémeno a.s.i, en el sistema de representacion grdfico y el formato

ejemplo, es el de mayor frecuencia absoluta.

Otros codigos de fendmeno sobresalen en frecuencia absoluta: a.s.i v-e y
a.s.i g-e, el cual, con una frecuencia absoluta de 36, constituye la moda de

la distribucion de frecuencias.
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De los 8 cédigos de fendmeno posibles, hay cuatro que no se observan en

ninguno de los libros estudiados: a.s.i t-d, a.s.i g-d, a.s.i s-e y a.s.i s-d.

Codigo Frecuencia . s
feném%no (Recuento) Codigos de ubicacién
LS97001.02, LS97003.01.01, LS97003.02.02,
LS97003.03.02, LS97003.04.02, LS9700308,
LS98002.01.01, LS98002.01.03, LS98002.01.05,
LS98003.08, LS98003.02.03, LS98004.06.03,
LS98005.01.01, LS98005.01.03, LS98007.04.02,
LS98008.01, LS98008.02.01, LS99001.02, LS99001.03.01,
LS99003.01.02, LS99003.02, LS99003.04, LS99003.05.02,
LS99004.02.07, LS00002.02.07, LS0004.01.02

a.s.iv-e 26

LS93002.01.01, LS98002.02, LS99002.04, LS99004.02.08,

asiv-d 7 1.S00001.03.07, LS00002.02.08, LS00003.03

LS98003.02.01, LS99003.01.01, LS99003.05.01,
LS99004.02.01, LS99004.02.03, LS99004.02.04,
LS00001.03.04, LS00001.03.05, LS00001.03.06,
LS00002.02.01, LS00002.02.03, LS00002.02.04

a.s.it-e 12

a.s.it-d 0

LS97003.01.02, LS97003.02.01, LS97003.03.01,
LS97003.04.01, LS97003.07, LS97003.08, LS98001.09.02,
LS98001.11, LS98002.01.02, LS98002.01.04,
LS98002.07.02, LS98003.02.02, LS98003.03, LS98003.10,
LS98004.06.01, LS98004.06.02, LS98005.01.02,

as.ig-e 36 LS98005.01.04 LS98007.02, LS98007.03, LS98007.04.01,
LS98008.01, LS98008.02.02, LS99001.03.03,
LS99003.05.03, LS99004.02.02, LS99004.02.05,
LS99004.02.06, LS00001.01, LS00001.03.01,
LS00001.03.02, LS00001.03.03,LS00002.02.02,
LS00002.02.05, LS00002.02.06, LS00003.01.01

a.s.ig-d 0
a.s.i s-e 0
a.s.is-d 0
Tabla 4.8. Recuento del fenémeno a.s.i
Figurad4.1 Fenémeno a.s.ienla
muestra de libros
40
35 1
0 | orrecuencas
25
20 4

15
10 -
5_

s LT

a.s.d asi asi asi asi asi asi asi
v-e v-d te td g-e g-d se sd

Cuando los autores de la muestra usan el formato definicion, siempre

presentan el fendmeno a.s.i usando la representacion verbal.
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No se observa el uso del fenémeno a.s.i en el sistema de representacion
simbdlico, da la impresion de que no tiene sentido para los autores de los

libros de texto estudiados.

Si en la tabla 4.8 sumamos las frecuencias absolutas asociadas al fenémeno en

cada sistema de representacidn, agregando los formatos, observamos:

Para presentar el fendmeno a.s.i, en los libros de texto de la muestra, se
usan, preferentemente los sistemas de representacion grdfica (36

ocurrencias) o verbal (33), seguidos, a distancia, por el tabular (12).

Si en la tabla namero 4.8 sumamos las frecuencias absolutas asociadas al
fenémeno en cada formato, agregando los sistemas de representacion,

observamos:

Para presentar el fendmeno a.s.i, en los libros de texto de la muestra, se
usa, preferentemente, el formato ejemplo (74 ocurrencias) y, en

ocasiones, el formato definicioén (7). La razén de ocurrencias es de 10:1.

4.4.2 Tabla de frecuencias del fenémeno i.v.s

La tabla 4.9 (pagina siguiente) es analoga a la tabla 4.8, pero referida ahora al
fenbmeno i.v.s. Recordaremos que el cdédigo del fendmeno se refiere a las
variantes indicadas en el capitulo 3, mientras que los cddigos de ubicacion se
generaron en el anexo 4.1, como resultado del estudio detallado de la muestra.
Las dos primeras columnas se observan también en la figura 4.2 (pagina

siguiente).

Las siguientes observaciones expresan con palabras algunas informaciones

presentadas en la tabla 4.9 y en la figura 4.2:

El fenémeno i.v.s, en el sistema de representacién simbdlico y el formato

ejemplo, es el de mayor frecuencia absoluta.
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Otros cddigos de fendmeno sobresalen en frecuencia absoluta: i.v.s s-d é
i.v.s v-d. La moda de la distribucion de frecuencias corresponde a i.v.s s-e,

con una frecuencia absoluta de 37.

Codigo Frecuencia L1 C
feném%no (Recuento) Codigos de ubicacién
LS93001, LS93002.01.03, LS93003.01, LS93003.02,
LS96003.04.02, LS97002.02, LS98005.03.01, LS98005.03.02,
LS98006.01, LS98007.05, LS98008.02.03, LS99001.03.02,
LS00001.03.01

LS93002.01.02, LS93004.01, LS93004.03, LS96001.02,
LS96003.04.01, LS96003.04.03, LS96003.04.04, LS97002.01,
LS97003.10.01, LS97004.01.01, LS97005.01, LS97006.07,
ivsv-d 25 LS97006.11.01, LS98001.08.01, LS98001.06, LS98002.06.01,
LS98002.14, LS98005.04.01, LS98007.06.01, LS98007.06.02,
LS98007.06.03, LS99001.04, LS00001.04, LS00001.05,

iLv.sv-e 13

LS00001.06

iv.ste 1 1.598002.07.03

iv.st-d 0

iv.s g-e 7 L.S98005.03.03, LS98005.03.04, L.§98006.04.02, LS98006.05.02,
1.598007.07.02, L.S00001.03.02, LS00001.07.01.

ivsgd ” LS94001.02, LS96002.08, LS97004.05, LS97006.11.02,
1.598002.06.02, L.S98005.04.04, LS98005.04.05
LS93004.02, LS96001.03.01, LS96001.03.02, LS96002.09,
LS96004.02, L.S97001.04.01, LS9701.04.02, LS97002.03.01,
LS97003.09, LS97003.10.03, LS97004.02, LS97006.08.01,
LS97006.08.02, .S98001.09.01,L.598002.04.01, LS98002.04.02,

VS see 37 L598002.05.01, LS98002.05.02, L.§98002.07.01, LS98002.07.04,

LS98002.07.05, LS98003.11, LS98003.12, LS98004.09,
LS98005.02.01, LS98005.02.02, LS98005.02.03, LS98005.02.04,
LS98005.02.05, LS98006.04.01, LS98006.04.03, LS98006.05.01,
LS98006.05.03, LS98007.07.01, LS98008.03, LS99001.05,
LS00001.07.01

LS93004.01, LS94001.01, LS96002.07, LS96004.01,
0LS97001.02, LS97003.10.02, LS97004.01.02, LS97004.04,
iv.ss-d 17 LS97005.02, LS98001.08.02, LS98002.06.03, LS98002.07.06
LS98004.07, LS98005.04.02, LS98005.04.03, LS98006.02,
L598008.02.04

Tabla 4.9. Recuento del fenémeno i.v.s

Figurad.2 Fenémenoiv.s en
la muestra de libros

o -
a0 - Frecuencias |

ﬁﬁ—ﬂ%ﬂ

Vs (WS Ivstivet ivs Ivs Wi v
weg vl B d ge gd e =d
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De los 8 cédigos de fenémeno posibles, uno, i.v.s t-d, no se observa en
ninguno de los libros estudiados; de hecho, la representacion tabular se

usa una sola vez con este fenémeno.

Si en la tabla 4.9 sumamos las frecuencias absolutas asociadas al fenémeno en

cada sistema de representacidn, agregando los formatos, observamos:

Para presentar el fendmeno a.s.i, en los libros de texto de la muestra, se
usan los sistemas de representacion en el orden que sigue, por niimero de

ocurrencias: simbdlico, verbal, grdfico y tabular.

Si en la tabla namero 4.9 sumamos las frecuencias absolutas asociadas al
fenémeno en cada formato, agregando los sistemas de representacion,

observamos:

Para presentar el fenémeno i.v.s, en los libros de texto de la muestra, se
usan, indistintamente, ejemplo (58 ocurrencias) o el formato definicién

(49). La razén de ocurrencias es, prdcticamente de 1.

4.4.3 Uso relativo de los fenomenos a.s.i e iv.s en los sistemas de
representacion

En el sistema de representacion verbal ocurre lo siguiente:

El fenémeno a.s.i es mds frecuente en el formato ejemplo, mientras que el

fenémeno i.v.s es mds frecuente en el formato definicion.
En cuanto al sistema de representacion tabular observamos:
Ambos fendmenos solamente se usan en el formato ejemplo.
En el sistema de representacion grafico observamos:

El fenémeno a.s.i se usa solamente en el formato ejemplo y el nimero de
ocurrencias es superior al del fenémeno iv.s, que se usa en los dos

formatos (ejemplo y definicion).
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En el sistema de representacidon simbolico observamos:

No consta que el fendmeno a.s.i se use en ninguno de los formatos; en
cambio, el fenomeno i.v.s se usa con los dos. Ademads, al cédigo i.v.s s-e la

corresponde la mdxima frecuencia registrada en las tablas 4.8 y 4.9.

Si agregamos todos los recuentos en cada una de las tablas 4.8 y 4.9, obtenemos

la tabla 4.10, que permite enunciar un resultado mas:

Fenémeno a.s.i iv.s
Frecuencias 81 107
Tabla 4.10. Frecuencias totales de los fendmenos

El cociente 107/81 estd proximo a la razon sencilla 4/3. Asociamos este
numero a la razon de uso de ambos fenémenos por los diferentes autores

de la muestra.

4.4.4 Relacion entre los fenomenos a.s.i e i.v.s
Definimos las siguientes variables X e Y, que son variables cualitativas discretas

y que consideramos también como variables aleatorias:

X = “Codigos del fendmeno a.s.i” = {a.s.i v-¢, a.s.i v-d, a.s.i t-e, a.s.i t-d, a.s.i g-e,
a.s.ig-d, a.s.i s-e, a.s.i s-d}. Asociamos a cada valor de X la frecuencia indicada en

la tabla 4.8. (Ver columnas 12 y 22 de dicha tabla.)

Y = “Codigos del fendmeno i.v.s” = {i.v.s v-g, i.v.s v-d, i.v.s t-e, i.v.s t-d, i.v.s g-e,
i.v.s g-d, i.v.s s-e, i.v.s s-d}. Asociamos a cada valor de Y la frecuencia indicada en

la tabla 4.9. (Ver columnas 12 y 22 de dicha tabla.)

Nuestro siguiente paso consiste en construir una tabla con los pares de
frecuencias (X, Y), con la condicién de que se emparejan los valores cuando

coinciden las respectivas dos dltimas letras de sus codigos. Véase la tabla 4.11.

v-e|v-d| t-e|t-d| g-e | g-d | s-e|s-d
asi|X|26| 7|12| 0{36| 0| O O
ilvs{Y] 9(20| 1| 0| 7| 6|37|17

Tabla 4.11. Emparejamiento de variables
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Por inspeccidn de la tabla 4.11 deducimos:

(12) A los fendmenos a.s.i e iv.s. considerados globalmente no les
corresponden frecuencias equilibradas; al contrario, al aumentar el valor
total en un sistema de representacion-formato (etiquetas de columnas de
4.11), disminuye el valor total en el mismo sistema de representacion-
formato del otro fendmeno. La tnica excepcién de esta afirmacion es la
pareja (0,0), correspondiente al sistema de representacion tabular y
formato definicién.

(29) Globalmente, el fenémeno a.s.i predomina en los sistemas de
representacion-formato v-e, t-e, g-e (es decir, bdsicamente, en el formato
ejemplo), mientras que el fenémeno i.v.s predomina en los formatos v-d.
g-d, s-e y s-d (es decir, bdsicamente, en el sistema de representacion
simbdlico, asi como en el formato definicion).

(32) Algo mds del 75% de las ocurrencias del fenémeno a.s.i se concentra
en dos sistemas de representacion-formato: verbal-ejemplo y grdfico-
ejemplo. En cambio, algo mds del 75% de las ocurrencias del fendmeno

i.v.s se reparte entre dos sistemas de representacién: simbdlico y verbal.
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4.5 Estudio de los fendmenos por periodos. (12)

“Décadas”

En este apartado estudiamos con mas detalle los fen6menos teniendo en cuenta
los cdédigos de fendmeno y los periodos establecidos en la tabla 4.7; por
comodidad, haremos un abuso de lenguaje y llamaremos “década” a cada uno
de esos periodos, aunque el primero la excede y el ultimo no la alcanza.
Sucesivamente, estudiaremos el fenémeno a.s.i en funciéon de las décadas
(4.5.1), la evolucion, con las décadas, de los cédigos del fenémeno a.s.i (4.5.2).
Subapartados andalogos corresponderdn al fendémeno iv.s (4.5.3 y 4.5.4).

Finalmente, compararemos ambos fen6menos (4.5.5).

4.5.1 El fenémeno a.s.i en funcion de las décadas

La gréfica 4.3 y la tabla 4.12 reflejan la evolucién del fenémeno a.s.i en los
diferentes sistemas de representacion y en los diferentes formatos, a lo largo de
los afios. Los libros se van a agrupar en los periodos indicados en las tabla 4.1 y
4.7. Excepto en los periodos inicial y final, manejamos décadas. Hemos usado el
siguiente convenio para hacer recuentos y escribir las correspondientes

frecuencias: sumamos las ocurrencias para todos los libros del mismo periodo.

1933- | 1960- | 1970- | 1980- | 1990- | 2000- | Recuento por

1959 | 1969 | 1979 | 1989 | 1999 | 2005 codigo de

fenémeno
a.s.iv-e 0 0 6 11 7 2 26
asiv-d 1 0 0 1 2 3 7
a.s.it-e 0 0 0 1 5 6 12
asit-d 0 0 0 0 0 0 0
a.s.ig-e 0 0 5 18 5 8 36
a.s.ig-d 0 0 0 0 0 0 0
a.s.is-e 0 0 0 0 0 0 0
a.s.is-d 0 0 0 0 0 0 0
Recuento 1 0 11 31 19 19 81

por década

Tabla 4.12 Cédigos del fenémeno a.s.i observados en libros, agregados por décadas

La figura recoge la evoluciéon de los cddigos del fendémeno a.s.i segun las

décadas indicadas.
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Figura4.3 Evolucion de los codigos
delfendomeno a.s.i
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El contenido de la tabla 4.12 y el de la figura 4.3 lo describimos asi:

En los libros de la “primera década”, el fendmeno a.s.i solamente se usa

una vezy, en los libros de la década 1960-1969, ninguna.
1980-89 es la década de apogeo del fenémeno a.s.i (31 ocurrencias).

El fenémeno a.s.i solamente se usa para definir el limite de una sucesién
en el sistema de representacién verbal. En los ultimos aiios de la “tltima

década’, se da con cierta frecuencia en los libros de texto.

El sistema de representacion grdfico se usa con el fendmeno a.s.i, por
primera vez, en la década 1970-1979, y desde entonces, ha estado
presente en mayor o menor medida en los libros de texto, conjeturando

que persiste hoy dia.

Las ocurrencias del cédigo a.s.i t-e han aumentado en los ultimos afios
analizados; han pasado de una prdctica ausencia en los libros de textos a

un valor comparable con el del cédigo a.s.i v-e

4.5.2 Evolucion de los cédigos del fenomeno a.s.i segun las décadas

Presentamos la evolucion de los codigos del fendmeno a.s.i en funcion de las

décadas, dando prioridad, en los comentarios, a los sistemas de representacion.

Solamente disponemos de registros correspondientes a cuatro c6digos, como se

observa en la tabla 4.12 y en la figura 4.3.
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4.5.2.1 Representacion verbal (a.s.i v-e y a.s.i v-d) en las décadas
La figura 4.4 da la evolucion del cédigo de fendémeno a.s.i v-e, segin nuestros

datos, a lo largo de las diferentes décadas.

Figura 4.4 Evolucidn del cadigo de fendmeno a.s.iv-e

10
£a
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periodos

El cédigo del fendmeno a.s.i v-e alcanza su frecuencia mdxima en la

década 1980-1989.

En los periodos 1933-1959 y 1960-1969, el cédigo del fenémeno a.s.i v-e

no se observa en ningtn libro estudiado.

En la década 1980-1989 (década de la reforma educativa, previa a la
promulgacion de la LOGSE), se produce, en los libros de texto, un
aumento de la frecuencia del cédigo de fenémeno a.s.i v-e. En los dos
periodos que siguen (1990-1999 y 2000-2005), el niimero de ocurrencias

se va reduciendo.

La figura 4.5 da la evolucion del codigo de fen6meno a.s.i v-d, segun nuestros

datos, a lo largo de las diferentes décadas.

Figura 4.5 Evalucidn del cadigo de fendmena a. 5.0 v-d
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El cédigo de fenémeno a.s.i v-d estd poco presente en los libros
analizados, ya que el nimero de ocurrencias por periodo, oscila entre 0 y

3.

El aumento de este cddigo de fenémeno parece coincidir con la
promulgacion e implantacién de la LOGSE, es poco significativo y, en todo

caso, ocurre lentamente.

Si comparamos la frecuencia total del cddigo a.s.i v-e (26) con la

correspondiente frecuencia del cédigo a.s.i v-d (7):
Observamos una razon de ocurrencias de 4:1, aproximadamente.

Estos resultados sugieren que, en el fendmeno a.s.i, la representacion verbal se

usa bdsicamente para presentar ejemplos de limites de sucesiones.

4.5.2.2 Representacion tabular (a.s.i t-e) en las décadas
La figura 4.6 da la evolucion del cédigo de fend6meno a.s.i t-e, segin nuestros

datos, a lo largo de las diferentes décadas.

Figura 4.6 Evolucidn del codigo de fendmeno a.s.it-e
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El cédigo de fendmeno a.s.i t-e comienza a observarse en los libros de
texto de la década 1980-1989, el nimero de ocurrencias aumenta
progresivamente, desde entonces, y parece bien integrado en los libros de

texto.

Pensamos que la promulgacion de la LOGSE genera el crecimiento indicado.
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4.5.2.4 Representacion grafica (a.s.i g-e) en las décadas

La figura 4.7 da la evolucion del cédigo de fenémeno a.s.i g-e, segin nuestros

datos, a lo largo de las diferentes décadas.
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Figura 4.7 Evolucidn del cédigo de fendmeno a.s.i g-e

] : A
] —+—a.sige | SN
/ 5
Vi AN
Vi iY ~
/ N
¥ v
. T f-"'/ T T T
1933 1960- 1970-  1980- 1990-  2000-
1959 1969 1979 1989 1999 2005
Periodos

El mdximo de ocurrencias del cédigo de fenémeno a.s.i g-e se registra en

la década 1980-89. Desde el periodo 1970-79, no deja de ser usado.

Aunque no es un dato de la figura 4.7, el cédigo lo hemos registrado en

todos los libros que hemos estudiado del periodo 2000-05.

4.5.3 El fenémeno i.v.s en funcion de las décadas

Presentamos la evolucion de los codigos del fendémeno a.s.i en funcién de los

periodos, dando prioridad a los sistemas de representacion. Ver la tabla 4.13 y

la figura 4.8 (en la pagina siguiente). En la figura, no se ha incluido el codigo

i.v.s. t-d.
1933- | 1960- | 1970- | 1980- | 1990- | 2000- | Recuento por
1959 | 1969 | 1979 | 1989 | 1999 | 2005 codigo de
fendmeno
i.v.sv-e 4 1 1 5 1 1 13
iLv.sv-d 3 4 6 8 1 3 25
L.v.s t-e 0 0 0 1 0 0 1
ivst-d 0 0 0 0 0 0 0
i.v.s g-e 0 0 0 5 0 2 7
i.v.s g-d 1 1 2 3 0 0 7
i.v.s s-e 1 4 8 22 1 1 37
iv.ss-d 2 2 5 8 0 0 17
Recuento | 4, 12 22 52 3 7 107
por década

Tabla 4.13 Cédigos del fenémeno i.v.s observados en libros, agregados por décadas
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Figura 4.8 Evolucion de los codigos
del fenomeno i.v.s
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El cédigo i.v.s t-d es el tinico que no registramos con nuestros datos. El

codigo i.v.s. t-e se observa en una sola ocasion.

1980-89 es el periodo de apogeo del fenémeno i.v.s. Hay coincidencia con

el periodo de apogeo del fenémeno a.s.i. (Véase tabla 4.12 o figura 4.3.)

El cédigo de fenémeno iv.s s-d deja de observarse a partir del periodo
que se inicia en 1990. Andloga evolucidn se observa en el cédigo i.v.s. s-e,

hallado esporddicamente entre 1990 y 2005 (2 ocurrencias).

Comparando globalmente los fenémenos a.s.i e i.v.s, observamos que, en
el periodo 2000-05 la razéon de ocurrencias se acerca 3:1 (19:7 en
recuentos); en el periodo 1960-69 la misma razon estda préxima a 3:5
(31:52 en recuentos). Con todas las cautelas necesarias, parece sensato
concluir que se constata un cambio en la presentacion del limite finito de
sucesiones en los libros de texto, que ha pasado de recibir un tratamiento

basado en el fendmeno i.v.s a estar basado en el fenémeno a.s.i.

4.5.4 Evolucion de los cédigos del fenémeno i.v.s segiin las décadas

Presentamos la evolucion de cada codigo de fendmeno i.v.s en funcion de las

décadas, dando prioridad a los sistemas de representacion. Disponemos de

registros correspondientes a siete codigos, como se observa en la tabla 4.13 y

en la figura 4.8, aunque, en algunos casos, el nimero de ocurrencias es

excesivamente bajo.
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4.5.4.1 Representacion verbal (i.v.s v-e é i.v.s. v-d) en las décadas

La figura 4.9 da la evolucion del codigo de fenémeno i.v.s. v-e, segiin nuestros

datos, a lo largo de las diferentes décadas

Figura4 5. El cadigo de fenameno iv.sv-e enlos periodos
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El cédigo de fenémeno, presente en casi todas las décadas, tiene escasa o

nula ocurrencia, excepto en el periodo 1980-89

La figura 4.10 da la evolucion del cédigo de fenémeno i.v.s. v-d, segin nuestros

datos, a lo largo de las diferentes décadas.

Figura 4.10 el cddigo de fendrmeno iv.sv-d en los periodos
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El cédigo de fenémeno se observa en todos los periodos y su frecuencia es

mdxima (8) en el periodo 1980-89.

Concluimos que la representacion verbal del fenémeno i.v.s parece de largo

alcance; recibi6é su maxima valoracién por los autores en el periodo 1980-89.
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4.5.4.2 Representacion tabular (i.v.s t-e é i.v.s. t-d) en las décadas
La tabla 4.13 permite observar que la representacién tabular no ha reclamado
el interés de los autores de libros de texto. Solamente se registra una

ocurrencia (cédigo de fendmeno i.v.s. t-e), en el periodo 1980-89.

4.5.4.3 Representacidn grafica (i.v.s. g-e é i.v.s g-d) en las décadas
El c6digo de fenémeno i.v.s. g-e ha sido poco utilizado, a juzgar por la tabla 4.13.
Solamente se observa en dos periodos (1980-89 y 2000-05) con las ocurrencias

respectivas de 5y 2.

La figura 4.11 da la evolucion del c4digo de fendmeno i.v.s. g-d, segiin nuestros

datos, a lo largo de las diferentes décadas.

Figura4.11 Cadigo de fendmeno i.v.s g-d en los periodos
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Hay tres décadas en las que el cédigo de fenémeno no se observa y otras
tres en que se observa, con un numero de ocurrencias que alcanza un
mdximo de 3 en el periodo 1980-89. En particular, no se observa su uso

desde 1990, aunque esto puede ser un efecto de la muestra.

Concluimos que la representacion grafica constituye una via explorada por los
autores de libros de texto; no parece que se considere un sistema de
representacion decisivo en la ensefianza del limite cuando la definicién

organiza el fenémeno i.v.s.

4.5.4.4 Representacion simboélica (i.v.s. s-e é i.v.s s-d) en las décadas
La figura 4.12 da la evolucién del c6digo de fendmeno i.v.s. s-e, segin nuestros

datos, a lo largo de las diferentes décadas.
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Figura 4,12 Cddigo de fendmenaiv.ss-e enlos periodos
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El cédigo de fenémeno i.v.s s-e se observa en todos los periodos, aunque
su frecuencia oscila desde 1 (en tres periodos) hasta mds de 20 (en el

periodo 1980-89).

La figura 4.13 da la evolucion del cédigo de fenémeno i.v.s. s-d, segiin nuestros

datos, a lo largo de las diferentes décadas.

Figura 4.13 Codigode fendmenoiv.s sd en los periodos
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Se detecta el cédigo en todas las décadas, hasta la que comienza en 1990,
a partir de la cual deja de ser usado en los libros de la muestra. La

mdxima frecuencia ocurre en el periodo 1980-89.
Comparando los cuatro sistemas de representacion entre si:

Observamos una presencia ininterrumpida del fenémeno i.v.s, si bien el
sistema de representacion simbdlico parece haber sido sustituida por el

sistema de representacion verbal.
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4.5.5. Comparacion de fendmenos a.s.i e i.v.s en funcion de las décadas.

Una primera observacion tiene que ver con la constancia de los maximos de
frecuencias en el periodo 1980-89, lo que hace pensar que fue un verdadero
periodo de experimentacion, por parte de los autores de libros de texto, de las

diferentes maneras de presentar los fenémenos a.s.i e i.v.s.

Si reunimos los recuentos por décadas de las tablas 4.12 y 4.13, obtenemos la
tabla 4.14. En ella se observa como, hasta la década 1980-1989, el fenémeno
i.v.s supera en frecuencia al fendmeno a.s.i; la preponderancia relativa se
invierte a partir de 1990 y perdura hasta 2005. Este cambio coincide en el

tiempo con la promulgacién de la LOGSE.

1933- 1960- 1970- 1980- 1990- 2000-

1959 1969 1979 1989 1999 2005
Fenoémeno a.s.i 1 0 11 31 19 19
Fenémenoi.v.s 11 12 22 52 3 7

Tabla 4.14 Recuentos totales por fendmeno en cada periodo

Si este resultado tiene alguin interés, lo hemos obtenido, evidentemente,

mediante un criterio de organizacion arbitrario: las décadas.
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4.6 Estudio de los fendmenos por periodos. (292)

“Periodos educativos”

La arbitrariedad del criterio basado en décadas, se pone mas de manifiesto si se
considera el trabajo de Sierra, Gonzalez y Lépez (1999). Estos autores
establecieron, en su estudio sobre el limite de funciones, tres periodos
educativos que abarcan desde 1940 hasta 1995. Con objeto de ajustar la idea de
estos autores con la muestra de libros manejados, consideraremos cinco
periodos educativos y hemos retocado algunos extremos de los periodos para

que cada libro quede incluido univocamente.

- Periodo 1930 y 1939. Desde los afios anteriores a la Guerra Civil Espafiola
hasta la terminacién de ésta. (Periodo introducido por nosotros.)

- Periodo 1940 - 1966. Desde el final de la Guerra Civil Espafiola hasta los
primeros textos piloto para la introduccion de la matematica moderna.

- Periodo 1967 - 1974. Desde la llamada “matematica moderna” hasta la
promulgacion del bachillerato unificado y polivalente (B.U.P)

- Periodo 1975 - 1994. Desde el B.U.P hasta el inicio de las modalidades de
bachillerato establecidas en la LOGSE.

- Periodo 1995 - 2005. Desde el bachillerato LOGSE hasta la LOCE (2004) y la
LOE (2005). (Periodo introducido por nosotros.)

Para reconfigurar la muestra con arreglo a estos periodos, hemos adaptado las
dos primeras columnas de la tabla 4.7, como se indica en la tabla 4.15. (Ver

pagina siguiente.)

Por analogia con 4.5, en este apartado estudiamos con mas detalle los
fendmenos teniendo en cuenta los cdédigos de fenémeno y los periodos
establecidos en la tabla 4.15. Sucesivamente, estudiaremos el fenémeno a.s.i en
funcién de los periodos educativos (4.6.1), 1a evolucion, con dichos periodos, de
los cddigos de fendmeno a.s.i (4.6.2). Subapartados analogos corresponderan al
fenomeno i.v.s (4.6.3 y 4.6.4). Finalmente, compararemos ambos fendmenos

(4.6.5).
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Periodos educativos | Cédigos de libros
1.S93001
LS93002
1.S93003
1.593004
1594001
1940-1966 LS96001
LS96002
L.S96003
1967-1974 L.S96004
LS97001
LS97002
1597003
LS97004
LS97005
LS97006
LS98001
1975-1994 LS98002
LS98003
LS98004
LS98005
LS98006
LS98007
LS98008
LS99001
LS99002
L.S99003
1995-2005 LS99004
LS00001
1.S00002
1.S00003
Tabla 4.15. La muestra de libros
estudiados, organizada por periodos
educativos.

1930-1939

4.6.1 Tabla de frecuencias del fenémeno a.s.i

La tabla 4.16 y la figura 4.14 (pagina siguiente) reflejan la evolucion del
fendmeno a.s.i en los diferentes sistemas de representacion y en los diferentes
formatos, a lo largo de los periodos educativos indicados en la tabla 4.15.
Hemos usado el siguiente convenio para hacer recuentos y escribir las
correspondientes frecuencias: sumamos las ocurrencias para todos los libros

que fueron publicados en el mismo periodo educativo.
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En los tres primeros periodos educativos considerados, el fenémeno a.s.i
es prdcticamente inobservable (2 ocurrencias). En cambio, en los dos

ultimos periodos, se observa “masivamente” (79 ocurrencias).

1930- | 1940- | 1967- | 1975- | 1995. | Recuento por
1939 | 1966 | 1974 | 1994 | 2005 | codigode
fendmeno
a.s.iv-e 0 0 1 16 9 26
a.s.iv-d 1 0 0 1 5 7
a.s.it-e 0 0 0 1 11 12
a.s.it-d 0 0 0 0 0 0
a.sig-e 0 0 0 23 13 36
asig-d 0 0 0 0 0 0
a.s.i s-e 0 0 0 0 0 0
a.s.is-d 0 0 0 0 0 0
Recuento por | 0 1 41 38 |81
periodos
Tabla 4.16 Codigos del fenémeno a.s.i observados en libros,
agregados por periodos educativos

Figura4.14 Evelucion de los codigos del fenomeno a.s.i
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El fendmeno a.s.i solamente se usa para definir el limite de una sucesion

en el sistema de representacién verbal.

El sistema de representacion grdfico se usa con el fenémeno a.s.i, por
primera vez, en el periodo 1975-1994, y desde entonces, ha estado
presente en mayor o menor medida en los libros de texto, conjeturando

que persiste hoy dia.

Las ocurrencias del cédigo a.s.i t-e han aumentado en los ultimos afios
analizados; han pasado de una prdctica ausencia en los libros de textos a

un valor comparable con el del cédigo a.s.i v-e
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Estas observaciones son muy similares a las realizadas en 4.4.1. Indicaremos a
continuacién las principales diferencias que observamos en los cddigos de
fenomeno (vistos por décadas o por periodos legislativos), cuando se da

prioridad a los sistemas de representacion.

4.6.1.1 Representacion verbal (a.s.i v-e y a.s.i v-d) en los periodos educativos.
La principal diferencia observada en los datos, cuando se agregan por periodos

educativos y no por décadas, es la siguiente:

Cuando se usa el sistema de representacion verbal para presentar el
fenémeno a.s.i, en todos los periodos educativos se observa una cierta

preferencia hacia el formato ejemplo, frente al formato definicién.

4.6.1.2 Representacion tabular (a.s.i t-e) en los periodos educativos
La principal diferencia observada en los datos, cuando se agregan por periodos

educativos y no por décadas, es la siguiente:

En el periodo 1995-2005, la representacion tabular, en el formato
ejemplo, ha recibido una considerable atencidn por parte de los autores,
para presentar con su ayuda el limite finito de una sucesién. Con

anterioridad, el interés recibido fue prdcticamente nulo.

4.6.1.3 Representacion grafica (a.s.i g-e) en los periodos educativos
La principal diferencia observada en los datos, cuando se agregan por periodos

educativos y no por décadas, es la siguiente:

Desde 1975, la representacion grdfica, en el formato ejemplo, se viene
usando con insistencia para presentar con su ayuda una definicion
intuitiva de limite. La reduccién experimentada en el periodo LOGSE con
respecto al periodo BUP induce a pensar que la representacion grdfica no
termina de considerarse una optima representacion para describir el

limite finito de una sucesion.
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4.6.2 Tabla de frecuencias del fenomeno i.v.s en funcion de los periodos

educativos.

La tabla 4.17 y la figura 4.15 (pagina siguiente) reflejan la evolucion del

fenomeno i.v.s en los diferentes sistemas de representacion y en los diferentes

formatos, a lo largo de los periodos educativos indicados en la tabla 4.15.

1930- | 1940- | 1967- | 1975- | 1995. | Recuento por
1939 | 1966 | 1974 | 1994 | 2005 | codigode
fendémeno
i.v.sv-e 4 0 1 6 2 13
iv.sv-d 3 1 3 14 4 25
iv.ste 0 0 0 1 0 1
iv.st-d 0 0 0 0 0 0
i.v.s g-e 0 0 0 5 2 7
i.v.s g-d 0 2 0 5 0 7
L.v.s s-e 1 3 2 29 2 37
i.v.ss-d 1 2 2 12 0 17
Recuento por
periodos 7 8 8 72 10 107
educativos
Tabla 4.17 Codigos del fenémeno i.v.s observados en libros, agregados por
periodos educativos
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Figura 4.14 Evolucion de los codigos del fenomeno i.v.s
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Se mantienen, con la debida adaptacion a los periodos educativos, las

observaciones enunciadas para las décadas. Las reproducimos, adaptando los

periodos.

El cédigo iv.s t-d es el tinico que no registramos con nuestros datos. El

codigo i.v.s. t-e se observa en una sola ocasion.
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1975-95 es el periodo de apogeo del fendmeno i.v.s. Hay coincidencia con

el periodo de apogeo del fendmeno a.s.i. (Véase tabla 4.16 o figura 4.13.)

El cédigo de fendmeno i.v.s s-d deja de observarse a partir del periodo

que se inicia en 1995. Andloga evolucién se observa en el cédigo i.v.s. g-d.

Comparando globalmente los fenémenos a.s.i e i.v.s, observamos que, en
el periodo 1995-2005 la razén de ocurrencias se acerca 4:1 (38:10 en
recuentos); en el periodo 1967-74 la misma razon estd préxima a 1:8 (en
recuentos). Con todas las cautelas necesarias, parece sensato concluir
que se constata un cambio en la presentacion del limite finito de
sucesiones en los libros de texto, el cual ha pasado de recibir un
tratamiento basado en el fenémeno iv.s a estar basado en el fenémeno

a.s.i.

Estas observaciones son muy similares a las realizadas en 4.4.2. Indicaremos a

continuacién las principales diferencias que observamos, en los cédigos de

fenémeno (vistos por décadas o por periodos legislativos) cuando se da

prioridad a los sistemas de representacion.

4.6.2.1 Representacion verbal (i.v.s v-e é i.v.s v-d) en los periodos educativos.

La principal diferencia observada en los datos, cuando se agregan por periodos

educativos y no por décadas, es la siguiente:

Cuando se usa el sistema de representacion verbal para presentar el
fenémeno i.v.s, desde 1940, en todos los periodos educativas se observa
una cierta preferencia hacia el formato definicién, frente al formato

ejemplo.

(Para establecer lo anterior, basta comparar las lineas homdlogas (i.v.s. v-e é

i.v.s v-d) de las tablas 4.13 y 4.17.)

Esto es lo contrario de lo que ocurre con el fendmeno a.s.i en el mismo

sistema de representacion.
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4.6.2.2 Representacion tabular (i.v.s t-e) en los periodos educativos
Al darse una sola ocurrencia, no consideramos relevante ninguna observacién

sobre ella, salvo la de anotar esa ausencia.

4.6.2.3 Representacion grafica (i.v.s g-e é i.v.s g-d) en los periodos educativos

La agregacidn por periodos educativos induce a pensar:

Cuando se usa la representacion grdfica para presentar el fendmeno i.v.s
hay una especie de “movimiento pendular” segiin el cual, cuando esta
representacion despierta el interés de los autores, se pone mds énfasis en
el formato definicion o en el formato ejemplo, pero sin “sequridad” en la
potencialidad educativa, como lo atestiguan los periodos en que hay

escasa o nula ocurrencia de estos cddigos.

4.6.2.4 Representacion simbdlica (i.v.s s-e é i.v.s s-d) en los periodos educativos
En esta representacion, la agregacion de cédigos de fendmenos por periodos
educativos no genera ninguna diferencia con las observaciones enunciadas en

4.5.4.4.
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4.7 Avances provisionales

Anotamos discrepancias de planteamiento del limite finito de una sucesion, por
parte de los autores de los libros consultados. Asi, frente a textos de orientacion
mas formal, como LS96001, LS94001 o LS98006, que emplean basicamente el
fenomeno i.v.s, encontramos otros textos de orientacién mas intuitiva como

LS99003, LS99004, LS0003, que emplean basicamente el fenémeno a.s.i.

El uso de estos dos fendémenos ha variado a lo largo del tiempo en los libros de
texto, pero no hemos encontrado diferencias significativas al realizar la
agrupacion de los libros entre los periodos que denominamos “décadas” y los

que denominamos “periodos educativos”.

Si nuestra muestra fuera representativa, lo esencial de lo observado en el
estudio de los libros de texto podria reducirse a tres etapas temporales que

pasamos a resumir.

(1) Hasta los afios 70, el fenémeno i.v.s fue el mas usual en los libros de texto;
muchos de éstos, ni siquiera apelaban a intuicién alguna. (Por ejemplo, en el
periodo 1933-1959, el fendmeno a.s.i se observa en uno solo de los cinco libros

analizados y con una sola ocurrencia.)

(2) Durante los afios 80, ocurren variadas experiencias que, vistas a posteriori,
evidenciaron o anunciaron el cambio que se iba a producir en los libros de texto
y que, en la practica, consiste en la sustitucion del fenémeno i.v.s por el
fenémeno a.s.i para presentar y definir el limite finito de una sucesion. El libro
que hemos codificado como LS98008 es, en nuestra opinidn, exponente del
problema de decision afrontado por los autores. En él, hallamos los fenédmenos

i.v.s y a.s.i con la misma frecuencia (3).

(3) Desde los afios 90, vamos observando un uso creciente del fendmeno a.s.i en
detrimento del fendmeno i.v.s, y una correlativa lenta reduccion de los sistemas
de representacion hasta detectarse la preponderancia del sistema de

representacion verbal.
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El enunciado de motivos por los que, a lo largo de los tltimos 80 afios, los libros
de texto pasan (o parecen pasar), en la presentacién del limite finito de una
sucesion, de un estilo formal a un estilo intuitivo en el que se usan diferentes
sistemas de representacion para enunciarlo, exigiria un estudio histérico del
lapso temporal, estudio que no hemos realizado; sin embargo nos permitimos
avanzar posibles explicaciones, no incompatibles entre si: las leyes educativas
aprobadas, la poca aplicacién extra escolar que los alumnos de Secundaria
hallan de la definicion formal y la dificultad inherente a la presentacion formal
de dicha definicidn. Si la ultima fuera aceptable, nos inclinariamos a explicarla
con ayuda de la fenomenologia: el conocimiento de los fen6menos organizados
por la definicién de limite finito de una sucesién posiblemente es anterior al
dominio de ésta. Sin embargo, nos limitamos a anotar el cambio producido y

descrito.

Por otro lado, no tenemos que perder de vista que nuestro objetivo en este
capitulo se ha visto cumplido. Queriamos observar la presencia de los
fendmenos a.s.i e i.v.s en los libros de texto y hemos tenido la oportunidad de
observar ambos fenémenos en diferentes sistemas de representacion y

formatos.

Nos preguntamos también si los alumnos usan estos fendémenos (y como lo
hacen, en su caso) cuando tienen que responder a cuestiones relacionadas con
el limite finito de una sucesion. De esta nueva cuestion se ocupa el capitulo 59,
en el que desarrollamos un estudio experimental realizado con alumnos de 12 y
22 de bachillerato de diferentes institutos de la comunidad de Madrid. Para
hacerlo, nos hemos visto inclinados a considerar con mas detalle las
presentaciones de los fendmenos a.s.i e i.v.s que observamos en los libros del
periodo 2000-2005, por ser los mas cercanos en el tiempo al estudio realizado

por los alumnos.
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Anexo 4.1 Fenomenos hallados en cada libro

Este inevitablemente extenso anexo, conectado con las explicaciones dadas en
los apartados 4.2 y 4.3, contiene el resultado de nuestra busqueda de

fenémenos a.s.i e i.v.s en libros de texto.

El desarrollo de los diferentes guiones constituye una secuencia cronolégica,

que hemos estructurado con ayuda de los periodos indicados en la tabla 4.7.

A4.1.1 Periodo 1933-1959

En este periodo se han analizado cinco libros de texto de los afios ‘30 y ‘40. Dos
de estos libros se encuentran ubicados en el IES “Pedro Espinosa” (Antequera,
Madlaga), el resto fueron localizados en la Biblioteca Nacional de Espafia
(Madrid). Queremos subrayar que la posibilidad de encontrar libros “antiguos”
en los IES es pequefia, dado que éstos son, en su mayoria, mucho mas recientes

que aquéllos.

Por razones organizativas, cada libro se inicia en una pagina nueva. Con objeto
de ganar espacio, el contenido se ha preparado a espacio sencillo. Hemos
modificado los colores de las reproducciones, que se dan aqui en blanco y negro

o escala de grises.
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LS93001Ficha
Cédigo LS93001
Autor Rey Pastor, J.
Titulo Curso Ciclico de Matematicas. Calculo Infinitesimal. Tomo II
Editorial Ruiz de Lara, Cuenca
Afio 1933
Ubicaciéon Biblioteca Nacional
Inform:':la.on Capitulo I. Limites e infinitésimos. Paginas 1-9
sobre limite

L.S93001. Secuenciacion

1) Numeros racionales: Paso de fraccion a decimal. Se seleccionan fracciones
que tengan una expresion decimal infinita (periddico puro y periédico mixto).
Vease 2.1

2) Numeros decimales con expresiones infinitas no periédicas: por ejemplo 7.
3) Presentacion de las funciones como “sucesiones continuas”.

4) Definicion general del limite en el caso de sucesiones y funciones. En un
intento por unificar la definicién de limite tanto para sucesiones como para
funciones, estas ultimas son definidas como sucesiones continuas, en la que los
valores de la sucesion estan ordenados en correspondencia con los puntos de
un segmento. Las sucesiones son definidas como “sucesiones discretas”. Cuando
se calcule el limite de una sucesién habra que indicar el valor al que tiende la
variable independiente que puede ser infinito (para sucesiones discretas) o un
valor concreto (para sucesiones continuas). Véase 2.4

5) Definicion de infinitésimos y propiedades de éstos

6) Calculo de limites: limite de la suma y del producto, utilizando infinitésimos.
7) Aplicaciones de los infinitésimos y del limite en las ciencias fisicas.

LS93001. Fendmenos observados

LS93001.01 i.v.s v-e. Se construye la funciéon e-No, se usa el sistema de
representacion verbal y el fendmeno aparece bajo el formato ejemplo.

Lsd

y cualquiera que sea el nimero de cifras 0,33...3 que se fomen,

el atimero decimal nunca vale exactamente .

.-,.I-

y pPEero se va

o . 1 : T I
aproximando a «—— y llega a diferir de —— tan poco como se
3p e 3
W

quiera. listo se expresa diciendo: el nimero variable 0,333
. - 1 - y . I 5 o A U .
ficnde hacia == 0 ticnde como (mile ——, 0 CONVErge hacia -] y se
3 3 g

escribe asi:

"
' N 1
Hm. 0,33..3 = T R

i ==
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LS93001. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura | Linea Inicial. | Linea Final. | Céddigo-ubicacién. | Fendmeno
I 1 No 9 15 1.593001.01 s
verbal ejemplo
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
asi
ivs | LS93001.01
e d e d e d e d

Comentario: Como se dijo mas arriba, Rey Pastor propuso unificar las
definiciones de limite de sucesion y de funciones.
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LS93002. Ficha

Cédigo LS93002

Autor Félix Alonso Misol
Elementos de Andlisis Matematico y sus

Titulo aplicaciones. Libro Primero: Teoria general de
funciones y derivadas

Editorial Sucesores de Rivadeneyra, Madrid

Afio 1934

Ubicacién .E.S Pedro Espinosa. Antequera (Malaga)

Informacion sobre limite

Capitulo IV. Elementos de la teoria de limites.
Paginas: 92-97

LS93002. Secuenciacion.

1)

2)

3)

Definicidon de limite finito de una sucesién. Comienza el apartado con una
definicion intuitiva de lo que se va a entender como limite de una variable y
a continuacién se prepara al lector para la definiciéon formal. Se puntualiza
en el apartado que se puede entender la aproximacion al limite tanto por la
derecha como por la izquierda o en ambos sentidos, y para ello se utilizan
ejemplos como el limite de las dreas de poligonos regulares inscritos en una
circunferencia, y las reducidas de una fraccién continua ilimitada. Para
terminar el apartado se toma un ejemplo en el que se calcula el limite
utilizando la definicién formal, y se propone otro pero que no se acompafia
de la demostracion. Véase LS93002.01.01, LS93002.01.02 y LS93002.01.03
Definicion de limite infinito y de limite cero de una sucesion, a los que
llamara infinitesimales.

Observaciones a la definicion de limite de sucesiones: el limite puede
pertenecer o no a la sucesion, nos acercamos al limite de manera continua o
dando saltos.

LS93002. Fenédmenos observados

LS93002.01.01 a.s.i v-d. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, no se

construye la funcién &-No, aparece en el sistema de representacion verbal y bajo
el formato definicion.

§ 55. Limite de una variable.—La definicion mas elemental de limite
de una variable x es la slguiente: Diremos que una cantidad constante
@ es el limite hacia el cual ¢iende o converge una varable = cuando
esta vaciable adquiere valores que cada vez se aproximon mas a la
constante & y desde un clerto momento, el valor absoluto de la dife-

rencia & — a concluye por tender definitivamente hacia cero. Ahota

1.593002.01.02 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, se usa el sistema de

representacion verbal y el fenémeno aparece bajo el formato definicion.

En =1{2.5 de los casos considerados, fmaginemos una sucesian in-
finira de clementos, que suponemos reafes, en un ocrden determinado,

3. XKp. Hge wveevs X gy vavee

Diremos que los muimeros de esfa sucesién tienden hacia un limite a,
cuando Ia diferencia
el

concluye por ser deflinitivamente menor gque cusalguier cantidad!asig-

nable ¢ & pactir de un valor convenientemente grande del Indice n. o sea
que dada una cantidad arbifrarismente pequedia = se pucde hacer co-
rresponder un entero IV tal gque sc tenga

| Xg——a|~<e
para todo wvalor de n superior a V.
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LS93002.01.03 i.v.s v-e. Se trata de una “ida - vuelta”, se usa el sistema de
representacion verbal y el formato ejemplo.

l « X

— ol p— A —

X=a 7n oS 3

Como la diferencia |x ~— @ termina por ser constantemente menor

que una cantidad arbitzarlamente pequeiia ¢ para un valar convenjen-
te de n, se ve que @ es, cn efecto, <l limite de x, y este limite lo al-

canza infinitas veccs.

LS93002.Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura IL;?S; EES? Codigo Fenomeno
92 (No) 1 6 LS93002.01.01 |a.s.iv-d
IV 93 (No) 1 12 LS93002.01.02 |iv.sv-d
95 (No) 1 4 LS93002.01.03 |iv.sv-e
Verbal Grafico | Tabular | Simbdlico
asi 1LS93002.01.01
ivs | LS93002.01.03 | LS93002.01.02
e d e |d |e |d |e D

LS93002. Comentario

En este libro observamos tres codigos de fendmenos: dos del tipo i.v.s y uno del
tipo a.s.i. Los tres se expresan de modo basicamente verbal; dos, en formato
definicién y uno en el formato ejemplo.
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LS93003. Ficha

Codigo LS93003

Autor Martin Robles, I.

Titulo Elementos de Matematicas (Cuarto Curso)
Editorial Ministerio de Educacidén y Ciencia

Afio 1936

Ubicacion Biblioteca Nacional

Informacion sobre limites Capitulo XI. Los numeros reales. Pp. 63-67.

L.S93003. Secuenciacion

1) Definicion de sucesién como numeros variables. Si los valores que toma la
sucesion hablaremos de variable creciente, mientras que en caso contrario
hablaremos de variable decreciente.

2) Definicién de sucesion que crece indefinidamente y sucesiéon que crece
infinitamente y ejemplos de las mismas.

3) Definicion de numero infinitamente pequeno y numero infinitamente
grande.

4) Definicién de limite de una sucesion, donde se excluye el caso de que la
sucesion sea constante. La definicion de limite que se presenta no es muy
clara.

5) Ejemplos de sucesiones que tienen limite Véase LS93003.01 y LS93003.02.

6) Definicién de limite superior y limite inferior. El limite superior es definido
como el limite que es mayor que todos los valores que toma la variable,
mientras que el limite inferior es definido como el limite que es menor que
todos los valores que toma la variable.

LS93003. Fendmenos observados

LS93003.01. i.v.s v-e. Se trata de una “ida- vuelta” porque se construye la
funcion e-No, se usan el sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

1, L& sucesion

0, 7; 077, O777;...

7

. pues la diferencia 0,777., 5

fiene por limite ")
fiende a ser menor que cualgquier numero finito por
pequeno que sea, pudiendo escribirse:

7 Wl 4 <

- Hmite O, (7)

LS93003.02. i.v.s v-e. Se trata de una “ida- vuelta” porque se construye la
funcion e-No, se usan el sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

2.%  l.a sucesion
| ! 1 i |
» N ‘2 » 4 . 8 -t ‘(2" e
fiene por limile O, pues la diterencia
i
On 0= Qu

P

puede hacerse fan pequerta como se qguiera:
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LS93003. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura | Linea Inic. | Linea Fin. | Cédigo-ubicacién | Fenémeno
65 No 21 23 .
LS93003.01 iLv.sv-e
Xl 66 No L 3
4 8 LS93003.02 i.v.s v-e
Verbal Grafico | Tabular | Simbdlico
asi
ivs LS93003.01
1.593003.02
e dle [d |e e d
Comentario

En este libro se observa solamente el fenémeno i.v.s expresado en el sistema de
representacion verbal. No se alude a la aproximacién intuitiva, ni siquiera en
los ejemplos. El hecho de que esto sea asi responde, pensamos, a la importancia
que en aquellos afios se dio al desarrollo formal de los conceptos matematicos.
Por otro lado, pensamos que la definicion de limite que se da es poco
clarificadora del concepto; la sucesion se define como nimeros variables y no
como aplicacién de N en R.
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LS93004. Ficha

Codigo L.S93004

Autor Baratech Montes, Benigno y Zalama Miguel Carmen
Titulo Matematicas sexto curso del bachillerato.

Editorial Ministerio de Educacidn y Ciencia

Afio 1938

Ubicacion Biblioteca Nacional

'Icziormacmn sobre limi- Capitulo I. Los niumero reales. Paginas 3-30.

LS93004.Secuenciacion

1) Definicion de sucesion con limite finito a, y se presenta un ejemplo tedrico de
sucesion con limite uno, que no se realiza con detalle. Véase L.S93004.01

2) Definicién de sucesion constante y calculo del limite de una sucesion
constante. A continuacion se presenta un ejemplo relativo a esto.

3) Definicién de infinitésimo como sucesién con limite cero y ejemplo de algin
infinitésimo. Véase LS93004.03

4) Definicién de sucesioén con limite +oo y -00. Se definen y sobre este ultimo se
realiza un ejemplo

5) Definicién de sucesion convergente, divergente, y oscilante.

6) Teoremas relativos al limite: unicidad, sucesiones mondétonas, etc.

7) Operaciones con limites: suma, resta multiplicacién y division.

LS93004.Detalle de los fendmenos observados.

LS93004.01. i.v.s v-d. Se trata de una “ida- vuelta” porque se construye la
funcion &-No, se usan el sistema de representacion verbal y el formato
definicion.

Asi, diremos:
De una sucesion indefinida de niimeros reales.

By gy Bay Byyvsvansnencvy O S eaaane

1’
se dice que tiende a un limite a, o que tiene por limite el niimero
real fijo a, cuando la diferencia a—a, puede ser, en valor abso-
luto, tan pequefia como se quiera desde un valor de n en adelante.
LS93004.03. i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta” verbal en definicién porque
se construye la funcién e-No, se usan el sistema de representacién verbal y el
formato definicion.
33. Infinitésimo.—-Iil limite de una sucesion seérd cevo cuando
en ella se pueda hallar un término, a partir del cual todos los restas-
tes son menores, en valor absoluto, que cualquier nimero positivo

dido.
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LS93004. Cuadros-resumen

. - . Linea Linea Codigo- .
Capitulo | Pagina | Figura Inicial. Final. ubicacion, Fenomeno
I 21 No 5 10 LS93004.01 iv.sv-d

22 No 9 12 L.S93004.03 iv.sv-d
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
asi

v LS93004.01

LS93004.03
eld d d e d
Comentario

En este libro se observa que el fendbmeno de ida-vuelta se presenta

verbalmente. No hay alusion a la aproximacién intuitiva, ni siquiera en los
ejemplos.
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LS94001. Ficha

Codigo LS94001

Autor F. Navarro Borras y Sixto Rios

Titulo Curso Preliminar de Analisis Matematico

Editorial Stylos (Madrid)

Ao 1944

Ubicacién L.E.S Pedro Espinosa. Antequera (Malaga)
Capfitulo I. Sucesiones numéricas, Apartado 7. Limites

Informacion sobre limites | 10-13. Apartado 8. Propiedades fundamentales de los
limites 13-15

L.S94001. Secuenciacion

1) Comienza el apartado calculando algunos términos de la sucesién a, = 2+1/n
y a partir de ésta se construye otra en la que cada término es el de la
sucesion anterior menos 2. Se presentan dos definiciones de limite de una
sucesion: la primera definicion emplea infinitésimos, y la segunda emplea &-
N. Véase LS94001.01

2) Se presenta una grafica en la que aparece la franja e-n,e+n y los supuestos
términos de una sucesién, desde un lugar en adelante, dentro de esa franja.

Esta grafica incluye una explicacién de lo que quiere representar. Véase
="

n

LS94001.02. Se da como ejemplo la sucesion y, =1+ ; se afirma que

tiene por limite 1.

3) El resto de los apartados estan dedicados a propiedades fundamentales de
los limites. (Criterio del sandwich, monotonia y acotacién) y ejemplos en los
que se aplican las propiedades fundamentales

LS94001. Detalle de los fendmenos observados

LS94001.01 i.v.s s-d. Se trata de una “ida- vuelta” porque se construye la
funcién €-No, se usan el sistema de representacién simbélico y el formato
definicion.

El niimero n se dird limite de la sucesidn | y, | si dado un
nimero >0 arbitrariamente pequefio, se puede determinar un
nimero N de modo que para n>N sea:

|ya—nl<e
LS94001.02 i.v.s g-d. Se trata de una “ida- vuelta” grafico en definicion porque
se construye la funcién &-No, se usan el sistema de representacion grafico y el
formato definicion.
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LS94001. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura }Jririlceizl Eng Codigo Fenomeno
I 11 No 12 15 LS94001.01 | i.v.s s-d
Si 16 21 1L5S94001.02 | i.v.s g-d
Verbal Grafico Tabular| Simbodlico
asi
ivs LS94001.02 LS94001.01
e |[d |eld e |d |e|d

Comentario
En este libro observamos solamente el fenémeno i.v.s en el formato definicion;

lo que cambia de una ocurrencia a la otra es el sistema de representacion
utilizado: grafico, en un caso y simbélico, en el otro.
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A4.1.2 Periodo 1960-1969

Hemos analizado cuatro libros de texto de los afios 1963 y 1969. Dos, se
hallaron en el IES “Pedro Espinosa” (Antequera, Malaga) y otros dos se
localizaron en la Biblioteca Nacional de Espafia. Queremos subrayar, como en el
periodo anterior, la dificultad para encontrar libros tan antiguos, ya que la
mayoria de los institutos en los que hemos trabajo como docentes tenian una
antigiiedad menor de 30 afios.
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LS96001. Ficha

Codigo LS96001

Autor J. Rey Pastor, A. De Castro Brzezicki

Titulo Elementos de Matematicas

Editorial Saeta. Madrid

Afo 1963

Ubicacién .E.S Pedro Espinosa. Antequera (Malaga)
Informacion sobre | Fasciculo II. Capitulo XI. Sucesiones numeéricas.
limites Paginas: 246-267

LS96001. Secuenciacion

1) El capitulo comienza con un primer apartado titulado “limite de sucesiones
de numeros reales”, en el que se define lo que es una sucesion y se dan
algunos ejemplos.

2) Definicidn de limite de una sucesion. Véase LS196001.02

3) Se presentan cinco ejemplos: § 1/n r, 11/2nt, 10.79, 0.799, 0.7999...¢ ,
{(n+1)/nt,{(-1) /nt. Véase LS196001.03.01 y LS196001.03.02

4) Propiedades de los limites finitos. Se presentan varios teoremas: teorema
fundamental, teorema de sandwich, etc.

5) Calculo de limites. En este apartado se presentan las siguientes propiedades
del calculo de limites: limite de una suma, limite de un producto, limite de un
cociente y limite de los logaritmos y potencias

LS96001. Detalle de los fendmenos observados

LS96001.02 i.v.s v-d. Se trata de una “ida- vuelta”, se usan el sistema de
representacion verbal y el formato definicion.
Una sucesién infinita | on { se dice que tiende al limite «, o tiene el limi-

fe @, 0 converge hacia , si la diferencia «n — « llega a ser tan pequeiia como

3¢ quiera en valor absoluto, tomando o, bastante avanzado. En términos
mas precisos:

. Se dice que « es el limite de la sucesion | on |, cuando dado un mimero posi-
' . : S
"o cualquiera <, existe un valor n = v tal, que para .. y todos los términos

viguientes, la diferencia on — o (0 la o. — o) es en valor absoluto menor que e.
Es decir:

lov—a|<g |top—a|<e |ope—o]|<e, ...

LS96001.03.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida- vuelta”, se usan el sistema de
representacion simboélico y el ejemplo.

1. La sucesién
1 1

b 1
RIS 30 3 g e

(1
( n
\igne por limite cero; pues la diferencia es —'lx— —0 = -’17 < g, tomando n > —:— Por ¢jemp

== 0,01 desde el término que ocupa el lugar 101 en adelante,

Escribiremos, pues: lim L = 0.
n-»co N

LS96001.03.02 i.v.s s-e. Se trata de una “ida- vuelta”, se usan el sistema de
representacion simbélico y el formato ejemplo. (Véase fragmento en la pagina
siguiente.)
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2. También tiene el limite 0 la sucesion
Pl e 4 X LB L
I zn . ’ 2 bl 4 Ll s ’ seey
" = 0 1 . - _ e 1
pues 77 — 0= —r puede hacerse tan pequefio como se quiera; por ejemplo, serd o <
< 0,001 desde el momento en que sea 2% > 1000, es decir, desde n = 10 en adelante. Por

tanto, lim -Tl,,— =0,
- n-»co

LS96001.Cuadros-resumen

, , . . Linea | Linea Y 1 ,
Capitulo | Pagina | Figura Inicial | Final Codigo Fen6meno
10 21 L.S96001.02 iv.sv-d
XI 246 No 30 31 LS96001.03.01 | i.v.s s-e
247 No 1 22 LS96001.03.02 | i.v.s s-e
Verbal Grafico | Tabular Simbdlico
asi

. LS96001.03.01
ivs LS96001.02 1S96001.03.02
e d e|d|e| d e d

Comentario

Solamente se observa el fenémeno i.v.s. Los sistemas de representacién usados
son el simbolico o el verbal, y los formatos, ejemplo o definicion, prevaleciendo,
no obstante, el primero.
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LS96002. Ficha

Codigo LS96002

Autor Sixto Rios, A. Rodriguez Sanjuan

Titulo Matematicas sexto curso de bachillerato. Nociones de calculo
infinitesimal y geometria analitica

Editorial Ministerio de Educacién y Ciencia

Ano 1966

Ubicacion Biblioteca Nacional

Informacion

(. Capitulo IV. Nociones sobre limites. Paginas 30-35.
sobre limites

LS96002. Secuenciacion

1) Se presentan dos ejemplos de sucesiones numéricas: una progresion
aritmética (an=2n-1) y una geométrica (a, = 2m1).

2) Definiciéon de sucesion de niimeros reales, como un conjunto de nimeros
reales que asocia a cada ndmero natural n otro nadmero yn.

3) Se presentan dos ejemplos de sucesiones de nimeros reales:

1 n
& = ona br n+1
4) Representacion en la recta real de dos ejemplos de sucesiones numéricas.
5) Definiciéon de sucesién infinitésima y presentacion de varios ejemplos que
1 1

ont YTy

6) Definicidn de sucesion convergente en término de infinitésimos

7) Definicion formal de sucesion convergente. Véase LS96002.07.

8) Representacion grafica de una sucesidon convergente e interpretacion de la
misma. Véase L596002.08.

9) Ejemplo de ejercicio en el que se emplea la definicion formal. Véase
LS96002.09.

son sucesiones infinitésimas: a,, =

L.S96002.Detalle de los fendmenos observados.

LS96002.07. i.v.s s-d. Se trata de una “ida- vuelta” porque se construye la
funcién €-No, se usan el sistema de representacion simbodlico y el formato
definicion.
El nimero b se dirdg limite de la sucesion y, si dado un nimero ¢ >0
arbitrariamente pequefio, se puede determinar un mimero N, de modo que
pare n=>=N sea [y.—b|<s.
LS96002.08. i.v.s g-d. Se trata de una “ida- vuelta”, se usa el sistema de

representacion grafico y el formato definicion.
b>-€ yw b b+€
LS96002.09. i.v.s s-e. Se trata de una “ida- vuelta”, se usan el sistema de

representacion simboélico y el formato ejemplo.
(= 1)~ l |

S

= v—Qg PRrR B > v
n | = .
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LS96002. Cuadros-resumen

] L . Linea Linea Codigo- .
Capitulo | Pagina | Figura Inicial. Final. ubicacion. Fenomeno
33 No 15 17 LS96002.07 i.v.s s-d
A% 33 Si LS96002.08 i.v.s g-d
34 No 3 3 LS96002.09 L.v.s s-e
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
asi
ivs LS96002.08 LS96002.09 | LS96002.07
el d|e d e | d e d
Comentario

Solamente se observa el fenémeno i.v.s, sin que haya alusién a la aproximacién
simple intuitiva. Suponemos que esto responde a la importancia que en
aquellos afios se daba al desarrollo formal de los conceptos matematicos.
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LS96003. Ficha

Codigo LS96003

Autor Pérez Carranza, Emilio

Titulo Matematicas. Sexto Curso.

Editorial Summa

Ano 1969

Ubicacion Biblioteca Nacional

Informacion sobre limites | Capitulo 4. Nociones sobre limites. Pags. 22-31.

L.S96003. Secuenciacion.

1) Definicién de sucesiéon de nimeros racionales. Se presentan varios ejemplos
en los que se deducen sus términos generales.

2) Definiciéon de sucesion con limite cero. Una sucesiéon con limite cero es
definida como un infinitésimo. A continuacién se presentan varios ejemplos de
sucesiones con limite cero. Se vuelve a aclarar qué se entiende por sucesiéon con
limite cero.

3) Propiedades de los infinitésimos o sucesiones con limite cero. Una vez
definido un infinitésimo, se enuncian varias propiedades de éstos: el producto
de un infinitésimo por un numero es otro infinitésimo, la suma general de
varios infinitésimos es otro infinitésimo, etc.

4) Definicion de sucesién con limite a. Se define por el hecho de que la
diferencia entre los términos de la sucesion y el limite tiende a cero y por lo
tanto es un infinitésimo. Se presenta, como aclaracién a la definiciéon de limite
presentada anteriormente una definicion mas formal de limite de una sucesion.
Dentro de este mismo apartado se presentan varios ejemplos de sucesiones que
tienen limite. Véanse LS96003.04.01, LS96003.04.02, LS96003.04.03 vy
LS96003.04.04

5) Propiedades de los limites. Se presentan varias propiedades relativas a los
limites, tales como la de que el limite de una sucesion es unico.

6) Definicion de limite infinito de una sucesién, y ejemplos de sucesiones con
limite +oo y -o0.

7) Ejercicios. Estan dedicados a continuar sucesiones y a calcular limites finitos
e infinitos.

LS96003. Detalle de los fendmenos observados

LS96003.04.01. i.v.s v-d. Se trata de una “ida- vuelta” verbal en definicién
porque se construye la funcién e-No, se usa el sistema de representaciéon verbal

y el fendmeno aparece bajo el formato definicion.
Infinitésimos.— Se dice que una sucesién indefinida

a , a, A5, vesass 4 Auiy.  sapeen

tiende a cero si los valores absolutos de sus términos son meno-
res que un ndmero positivo arbitrariamente pequeilo, desde uno
de dichos términos en adelante. También se dice entonces que
dicha sucesion tiene el limiite cero o que es un infinitésimo o un
infinitamente pequefio.
LS96003.04.02. i.v.s v-e. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de

representacion verbal y el formato ejemplo.
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EJEMPLOS: 1) La sucesién
1

t, = —— (supuesto que es n=1, 2, ...)
n
En efecto: dado un numero arbitrariamente pequeiio, tal como 0001,
bastarda que en g, pongamos 7 = 100i, 1002, ..., para que todos los tér-

minos que se obtengan sean menores que 0,001. Es decir:

2. < 0,001 para »n > 1000
»

Escribiremos, pues:

2, =0 (n—> ™)
"

LS96003.04.03.i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la
funcién &-No, se usan el sistema de representaciéon verbal y el formato

definicion. Véase la figura anterior, a partir de la cual, el autor continta asi:

_ En general, ,—0 6 lima, =0, si dado el nimero posi-

tivo ]p, arbitrariamente pequeiio, se verifica: |4.| < p, para to-

dos los valores de n, mayores que cierto ntimero natural ny,
LS96003.04.04 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de

representacion verbal y el formato definicion. Adn con referencia a la sucesiéon

1 L] e . . 7
Ay =~ el autor continua: “prefijado un nimero”
positivo p, arbitrariamente pequefo, se verificara:
|| =j@a—al < p

para todos los valores de n mayores que cierto namero M.

LS96003.Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura ?rll?ceizl. EE:‘E Codigo-ubicacion | Fendmeno
23 No 1 5 L.S96003.04.01 i.v.s v-d
v 23 No 10 17 L.596003.04.02 i.v.s v-e
23 No 28 30 LS96003.04.03 i.v.s v-d
26 No 1 9 LS96003.04.04 i.v.s v-d
Verbal Grafico | Tabular | Simbélico
dasl
LS96003.04.01
ivs | LS96003.04.02 | LS96003.04.03
L.S96003.04.04
e d e|d|e|d e d
Comentario

En este libro incluye solamente el fendmeno i.v.s y usa nada mas que la
representacion verbal

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. 251



Limite finito de una sucesién: fenémenos que organiza

LS96004. Ficha

Codigo LS96004
Pedro Abellanas Cebollero, Joaquin Garcia Ruda, Alfredo
Autor Rodriguez Labajo, Juan Casulleras Regas, Francisco Marcos
de Lanuza
Titulo Bachillerato superior, Matematica Moderna, 62 Curso
Editorial Ministerio de Educacidn y Ciencia
Ano 1969
Ubicacién .E.S Pedro Espinosa. Antequera (Malaga)
s (Inmerso en Capitulo I.) Complementos a la teoria del
Informaciéon . .. ., .
. numero real. Apartado IV. Limites de una sucesion Paginas
sobre limites 14-16

LS96004.Secuenciacion.

1) Definicion formal de sucesion con limite cero a la que llama sucesién nula. El
autor lo enuncia de la siguiente manera: “Elegido arbitrariamente un niimero
racional g existe un numero racional v, dependiente de & tal que todos los
numeros an de la sucesion posteriores a un lugar determinado n>v, verifican
[an/<g”. Véase LS96004.01

2) A continuacion se presenta un ejemplo de sucesion nula: 1, 2, 1/3, %,... El
autor lo enuncia de la siguiente manera: “1, %%, 1/3, %,..., es una sucesion nula,
puesto que basta tomar n>1/¢para que sea 1/n<¢g”. Véase LS960004.02

3) Propiedades de las sucesiones nulas. Propiedades del producto y de la suma
de dos sucesiones nulas.

4) Definicion de limite finito de una sucesion usando el concepto de sucesiones
nulas.

5) Ejemplo de sucesién. (n+1)/n con limite 1, basdndose en que 1/n es una
sucesion nula.

6) Demostracion: Si una sucesién a, tiene limite a, entonces la diferencia | an -
al <g

7) Definicidn de sucesion convergente.

8) Demostracion de que toda sucesion convergente es acotada.

9) Definicién de sucesiones convergentes equivalentes, como sucesiones que
tienen el mismo limite.

LS96004.Detalle de los fendmenos observados

LS96004.01 i.v.s s-d Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la
funcion &-No, se usan el sistema de representacion simbodlico y el formato
definicion.

Elegido arbitrariamente un niimero racional positivo ¢, existe un
nimeroc racional v, dependiente de ¢, tal que todos los niimeros aa
de Ia sucesion, posteriores a un lugar determinado # > v, verifican

|ae | <.

Tales sucesiones de nitmeros racionales se llaman sucesiones
nitlas.
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LS96004.02 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de
representacion simbélico y el formato ejemplo.

1 3 1

o] ] \
R "

5ia 1
es una sucesion nula, puesto que basta tomar # > - - pard que sea

< s,

X[

LS96004. Cuadros-resumen

Linea | Linea
Inicial | Final
12 15 LS96004.01 | i.v.s.s-d

Capitulo | Pagina | Figura Codigo Fen6meno

I 13 No 16 19 | LS96004.02 | iv.s.s-e
Verbal | Grafico | Tabular Simbdlico
asi
ivs L.S96004.02 | LS96004.01
e|ld|e|d|e|d e d
Comentario

En este libro solamente se observa el fenémeno iv.s. El Gnico sistema de
representacion empleado es simbdlico, aunque se observan los dos formatos.
Sierra, Gonzalez y Lopez (1999) sefialan que en 1962 se constituy6 la Comision
para el Ensayo Didactico sobre las Matematica Moderna en los institutos
Nacionales de Ensefianzas Medias, la cual edité en 1967 y 1969 dos textos
piloto para 52 y 62 de bachillerato.

Estos libros supusieron una ruptura con la etapa anterior; sirvieron de base
para los nuevos programas de matematicas basados en la teoria de conjuntos y
los enfoques bourbakistas.
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A4.1.3 Periodo 1970-1980

En este periodo se han analizado seis libros de texto: uno de 1974, cuatro
de1976 y uno de 1977. Los libros se encuentran ubicados en los institutos
“Cristébal de Monroy”, situado en la localidad sevillana de Alcala de Guadaira y
“Pedro Espinosa”, situado en la localidad malaguefia de Antequera. En 1975 se
produjo la implantacién del BUP (bachillerato unificado polivalente), que
perduro hasta la promulgacion de la LOGSE.
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LS97001. Ficha

Codigo LS97001

Autor Original: C.W. Lucas y R. T. James. Traduccion: Susana
Blumovicz de Siperstein y Santiago Alonso

Titulo Matematicas I

Editorial U.T.E.H.A. (México)

Afio 1974

Ubicacién .LE.S “Cristobal de Monroy” (Alcald de Guadaira, Sevilla)

Informacién sobre

limites Capitulo V. Paginas 97-109

LS97001. Secuenciacion

1) El capitulo comienza con dos problemas. El primero, trata de calcular la
velocidad en un instante determinado y el segundo, trata de hallar el area de
un circulo que esta contenido en un cuadrado de lado 2 y tiene en su interior
un cuadrado de lado V2.

2) Presentacion de varios ejemplos para introducir el concepto de limite. Véase
LS97001.02

3) Definicion de limite finito de una sucesion. Véase LS97001.03

4) Empleo de la definicién de limite finito en dos ejemplos: (1) Sn =2 - (1/2)1
(2) Su=(n+1)/n. Véanse LS97001.04.01 y LS97001.04.02

5) Se enuncian sin demostracion 4 teoremas que intentan simplificar los
calculos de limites. Se trabaja con Sny Ty, dos sucesiones, y Sy T, sus sumas, si
existen. C es una constante.

LS97001. Detalle de los fendmenos observados

LS97001.02 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, se usan el
sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.
G - {1 —13)"
i) Sis={(1,4%4 4 % ...} entonces §, = ——[——lt(i-)——]: 2= (Y™
El panorama es bastante distinto en iit). Cuanto mayo'r sea el valor de n,
tanto menor serd el valor de (4)™?, de modo que §, se acerca cada vez
més a 2. En este caso, decimos que la suma, S, de toda la sucesién (s) era 2,

o sea, que el limite de la suma parcial, S,, a medida que n se hace cada vez
mayor, era 2, En forma simbdlica esto puede expresarse

lim S, = 2.
LS97001.03 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de
representacion simbélico y el formato definicion.
Definicién 5.1

lim S, = S si, al tomar n suficientemente grande,
n-—soc

|Sa — S| < e, donde e>0,

pero tan pequeiio como se quiera.
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LS97001.04.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la
funcion &-No, se usan el sistema de representacion simbélico y el formato
ejemplo.

Ejemplo 1

Considérese la parte iii) nuevamente. Utilizando nuestra pequefia ra-
cién de sentido comiin podiamos haber clegido § = 2.

Por nuestra definicién debe ser posible, ya que

|S..—2|<s
P 22— —2{<»
> I L k.

Esto es cierto puesto que si & = i, n>6 la satisfard
si e= ()%, n»n> 11 la satisfard
si e= (§)'9 n > 101 ]a satisfard

y asi sucesivamente.

Por tanto, lim S, = 2.
N-se

LS97001.04.02 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de
representacion simboélico y el formato ejemplo.

fgempio 2

. . w41
Considérese otro ejemplo en que S, = ———r—
Sustituyendo n = 1, 2, 3, ctc. vemos que

=2, Sp=%, Sa=4, § =%, §s = £, y asf sucesivamente,
Se ve que conforme n aumenta, S, tiendec a 1. Esto se aclara mas si

escribimos atl == ] -4 %,

Supongamos que lim S, =1
e

SegGn la definicién, =

'Sn et | [ < =

P ll'f'i--ll<t
n
1
«> - << e.

"

Esto se verifica, porque si ¢ = 0.01, n > 101 la satisfara
si e = 10"°, n > 10* la satisfard.

En general, si e=e, n > L Ja satisfara.
=

Por tanto, el lim S, == 1.

n s

LS97001.Cuadros-resumen

, . . Linea Linea . 1 ,
Capitulo | Pagina | Figura Inicial | Final Codigo Fenémeno
19 22 LS97001.02 a.s.iv-e
99 No 5
v 29 31 LS97001.03 i.v.ss-d
100 No 6 12 LS97001.04.01 | i.v.s s-e
15 27 LS97001.04.02 | i.v.s s-e
Verbal Grafico | Tabular Simbdlico
asi | LS97001.02
. LS97001.04.01
ivs 1.597001.04.02 LS97001.03
e dlie|d]|e | d e d
Comentario

El fendmenos de retroalimentacién predomina sobre el de aproximaciéon simple
intuitiva, el formato ejemplo sobre el definicidn y la representacién simbolica
sobre la representacion verbal.
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LS97002. Ficha

Codigo LS97002
Javier Guillén Barona, Roberto Navarro, Juan Antonio
Autor ~ . .
Pefia y Sebastian Ferrer Martinez.
Titulo Matematicas 22 Bachillerato
Editorial Magisterio Espafiol
Afio 1976
Ubicaciéon L.LE.S “Pedro Espinosa” (Antequera, Malaga)

Informacion sobre limites | Capitulo I. Sucesiones de nimeros reales. Paginas 5-14

L.S97002.Secuenciacion.

1) Comienza el tema con una serie de definiciones: Sucesién de nameros reales,
sucesion acotada superior e inferiormente, monoOtona creciente y
decreciente.

2) Definicién de limite de una sucesion.. Esta definicién se acompafia de una
explicacion, véase LS97002.02

3) Aplicaciéon de la definicién formal a la resoluciéon del ejemplo 2n/(3n-1).
Véanse L.S97002.03.01 y LS97002.03.02

4) Definicion de sucesién nula.

5) Demostracion de varios teoremas: Si una sucesion tiene limito finito, éste es
Unico; si una sucesion esta comprendida entre otras dos que tienen el mismo
limite, la sucesidn situada entre las dos tiene el mismo limite que las otras.

6) Cuestiones y ejercicios

LS97002. Detalle de los fendmenos observados

LS97002.02 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de
representacion verbal y el formato definicion.
Diremos que una sucesion { ai, az, a3,...F tiene por limite el nimero real a, si

para todo numero positivo g por pequefio que sea, existe un entero
positivo np tal ,que siempre que se tenga n > ny, se tenga también |a - an| < €.
Es decir, no es un lugar de orden tal que, a partir de él, todos los términos
de la sucesion difieren de a en menos de lo que vale ¢

LS97002.03.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de

representacion simbolico y el formato ejemplo. (Véase el fragmento en la pagina
siguiente.)
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La existencia de un limite finito sc puedc justificar por via analitica. Por cjemplc
vamos a demostrar que la sucesion de la respuesta 1 tiene por limite 2/3. La dife
rencia entre 2/3 y un término cualquiera de la sucesiéon vale:

2n
3n-1

_6n—2-6n_ -2
9n -3  9n -3

2 _
3
Si n es entero positivo, 97 — 3 es positivo. De aqui que, si el valor absoluto de
ultimo miembro ha de ser menor que &, debe tenerse:

2
9n - 3

<e

y esta desigualdad cs cquivalente a las que siguen:

243

< <n
9

2

2<don -3 Z<om-3; %+3<9n;

LS97002.03.02 i.v.s v-e. Se trata de una “ida - vuelta”; representacion verbal y

formato ejemplo

Cuanto menor sca ¢, sicndo positivo, mayor sera 2/z, y mayor todo el primer

micmbro de la Gltima expresién. Pero,.por grande que llegue a ser, siempre habré
un valor de n, a partir del cual la desigualdad sea siempre cierta. Luego el limite
2/3 esta garantizado.

LS97002.Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura | Linea Inicial | Linea Final | Cédigo Fenémeno
8 No 27 31 1.597002.02 i.v.s v-d
I 9 No 3 11 1.597002.03.01 | i.v.s s-e
No 12 15 1.597002.03.02 | i.v.sv-e
Verbal Grafico | Tabular Simbélico
asi
ivs [LS97002.02 | L.S97002.03.02 1.S97002.03.01
e d e|d|e | d e
Comentario

Se observa solamente el fendmeno de retroalimentacion. En el sistema de
representacion verbal, el fen6meno i.v.s aparece tanto en ejemplo como en
definicion, mientras que en el sistema de representacién simbdlico aparece
solamente en ejemplo.
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LS97003.Ficha
Codigo 1.S97003
Angel Martinez Losada, Fernando Hernandez
Autor . . .
Aina, Francisco Lorenzo Miranda
Titulo Matematicas 22 B.U.P.
Editorial Tecniban S.A. (Madrid)
Afio 1976
Ly LLE.S “Cristobal de Monroy” (Alcala de Guadaira,
Ubicacién :
Sevilla)
Informaciéon sobre | Capitulo II. Limites de sucesiones. Paginas: 23-
limites 39.

LS97003. Secuenciacion.

1) Calculo de V5: Se acota su valor, dando una cota superior y una cota inferior.
Se van dando nuevas cotas superiores e inferiores que se aproximan mas al
valor V5. De esta manera el autor construye una sucesiéon que se aproxima a
\5 por exceso y otra que se aproxima a V5 por defecto. A partir de esto el
autor afirma que la sucesién construida: 2; 2,2; 2,23; 2,236..... “tiende a V5 0
que tiene por limite V5”. Véanse LS97003.01.01 y LS97003.01.02

2) Calculo de un area. Se representa una funcién y se pretende calcula el area A
encerrada entre la curva, el eje OX y dos puntos denominados M y N. Véanse
LS97003.02.01 y LS97003.02.02

3) Divisién de una cuartilla en partes cada vez mas pequeiias y calculo de las
areas correspondientes. Se dispone de una cuartilla de papel rectangular de
1dm2. A continuacion, se divide la cuartilla en dos partes iguales A1 y Bi.
Después se divide B; en dos partes iguales y asi sucesivamente. De esta
manera se va construyendo una sucesion: 1, ¥z, ¥, 1/16,.... A partir de esto el
autor afirma: “Observa que cuando n es muy grande, los términos de la
sucesion se aproximan o tienden cada vez mds a cero. Se dice que la sucesion
tiene por limite 0”. Véanse LS97003.03.01 y LS97003.03.02

4) Se presenta la sucesion 1, %2, 1/3, ...1/n. Se representan graficamente (sobre
una recta y sobre unos ejes cartesianos) los valores y se observa que dado un
numero, por pequefio que sea, existe un lugar a partir del cual todos los
términos de la sucesion son menores que ese valor. A partir de aqui el autor
afirma que la citada sucesion tiene por limite cero. Véanse L.S97003.04.01 y
LS97003.04.02

5) Se presenta la sucesion -4, -1, 4, 11, 20, n? -5, .., y se representan
graficamente (sobre recta y ejes cartesianos) los valores de la sucesion.

6) Se presenta la sucesion -2, -4, -6, -2n,.. y se representa graficamente (sobre
una recta y sobre unos ejes cartesianos).

7) Se presenta la sucesion: 1+ %, -1 - %, 1+ 1/3, -1 -1/8,... Se representa
graficamente sobre una recta y sobre unos ejes cartesianos. Véase
LS97003.07

8) Se presenta la sucesion 2, 3/2, 2/3, 4/3. Se representa graficamente sobre
una recta y sobre unos ejes cartesianos. Véase L.S97003.08
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9) Presenta la sucesion %, 2/3, 34,... El autor observa que, dado un nimero, por
pequefio que sea (denominado €), existe un término de la sucesidon de
manera que todos los que le siguen pertenecen al intervalo (1-¢,1+¢). Véase

L.S97003.09

10) Se presenta la definicion de limite finito de una sucesion. Se presenta
nuevamente la definicion de limite finito de una sucesién. Se usa para
comprobar que el limite de la sucesion (2n+1)/(3n +5) es 2/3. Véanse

LS97003.10.01, LS97003.10.02 y LS97003.10.03.

L.S97003. Detalle de los fenémenos observados

LS97003.01.01 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, se usan

el sistema de representacién verbal y el formato ejemplo.
Si deseamos calcular 1/5, procedemos asi:

1.¢r paso

Hallando las potencias 12, 22, 32, 42, .., se obtlene que 22 < 5 < 3% de
donde 2 < /5 <3y, portanto, \/5 = 2'...

2.° paso

Hallando las potencias 2'02, 2'12, 222, .., 2'92, 32, se obtliene que 2'2? <
<5 < 2'32 0 sea que 2'2 < /5 < 2'3y, por tanto, que \/5 = 2'2...

3.¢r paso

Calculando 2'20%; 2'21%; 2'222, ..., 2'292, 2'302, se obtiene que 2237 <
< 5 < 2'242; luego 2'23 < /5 < 2'24 y, por tanto, /5 = 2'23 ...

Continuando de igual forma, obtenemos sucesivamente /5 = 2236 ...,
YS = 2'2360 ... Esta sucesion de «pasos», que se puede continuar indefi-
nidamente, se llama un proceso Infinito; mediante &I, se obtienen las suce-
siones,

2, 2'2; 2'23; 2'236; 2'2360; ...
3 23 224 2237 221, .. M
y la sucesién de intervalos (2, 3), (2'2, 2'3), ... permite aproximar v§
tanto como deseemos, puesto que las amplitudes de los intervalos obteni-
dos son 1, 0'1, 0'01, 0001, ... y estas amplitudes, como ya sabemos, deter-
minan una cota del error de los nimeros aproximados que pertenecen a
esos intervalos.

LS97003.01.02 a.s.i. g-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, se usan
el sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

vg ______________________
2f-—e——zP-—AP__Ap _Ag AS "AF
> B T T T A S A
i - - ] : i i
1 ] 1 ! I - -
1 1 1 : | : !
i i i ‘ ] i 1
o| 1 2 3 4 s 6 7
-
< HoR
—ceo— .
2 vy 3

LS97003.02.01 a.s.i. g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, se usan
la representacion grafica y el formato ejemplo. (Ver pagina siguiente.)
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LS97003.02.02 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, se usan
el sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

Se ha definido asf un infini i
proceso infinito mediante el cual se h
sucesidn numérica wESALE

A.I A]' A). “ae Ah' -ap

De la observacién de las figuras formadas, «parece» que los nimeros

Ay, Ay, ... «tienden a aproxi = : )
érlea G proximarse» cada vez més al nGmero que designa el

LS97003.03.01 a.s.i. g-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, se usan
la representacidn grafica y el formato ejemplo.

. __-,Ag

1

oA
1
2
4 1
BR 7

0 a3 q ;‘ ) 1
LS97003.03.02 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, se usan

el sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.
Observa que cuando n es «muy grande», los términos de la sucesion
(3) se «aproximan» o «tienden», cada vez mas, a cero. Se dice que la
sucesién (3) tiene por limite 0. Si se escriben en forma decimal los térmi-
nos de (3) se obtiene

0'5; 0°25; 0°125; 0'0625; 0'03125; 0'015625;
0'0078125; 0'00390625; 0'001953125; 0'0009765625, ...

que, como se observa, se «acerca» (tiende) a 0.
LS97003.04.01 a.s.i. g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, se

muestra su representacion grafica en un formato ejemplo.

b R
]
1
: H ? b4 ? ¢
- G 95 a4 9, a, -y a,
0 11y X 1 1
65 &4 3 2

LS97003.04.02. a.s.i v-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva verbal
ejemplo porque sélo se esta utilizando una variable, es intuitiva en el sentido de
que no se construye la funcién e-No, aparece en el sistema de representacion
verbal y bajo el formato ejemplo. (Ver pagina siguiente.)
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' ¥ oweay ey

La sucesién 1, —— L L
2 n

es tal que sus términos «parece» que tienden a aproximarse, cada vez mas
a cera.

LS97003.07 a.s.i. g-e. Se trata de una aproximacidén simple intuitiva,
representada graficamente y en formato ejemplo.

a, GL& i‘ a
0 1 B
¢
i
| °
1 I @
————— N e S
I
1 . H T !
I 7 : ] ] 1 !
. i i
T oo by
[ [ i 1
I ] I i | | | |
] 1] 1 ] 1 ] 1 |
1 2 3 4 5 6 7 8

LS97003.08 a.s.i. g-e. Se trata de una aproximaciéon simple intuitiva, se usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

J _—-TAI
] ,A7 A A
: : Pt gfs % %y
1 2 3 L S 6 7
1.3 1,
D 3
0 a, a, a, ) 1

LS97003.09 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de
representacion simbdlico y el formato definicidn.

En general, si elegimos el nimero ¢ > 0, existe un término de la suce-
sién n’ tal que todos los que le siguen pertenecen al entorno (1 — ¢ 1 + ),
de 1.

En efecto, todos los términos que ocupan lugares dados por nimeros

n>n =E [_1- =Y ] = parte entera de (l- - 1), cumplen que
& &

E
E
13
i3

n

1
— e— 1] o
+1 n+1 i lueg

< & pero

el
1

luegon + 1 >—1-. o sea,
&

1
todos los términos que siguen al que ocupa lugar n paran > n’ o 1.

< ¢ 10 sea, pertenecen al entorno (1 —e 1+&h

son tales que -—-—n—-—1
a |n+l

de 1.
LS97003.10.01 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de

representacion verbal y el formato definicion.

Sedice quea,, a,..,a, ... iende al nimero /o que tiene por limite !,
sl para cada nimero ¢ > 0 existe un nimero o' tal que todos los términos
84 8-, - QUO Siguen a g, pertenacen al entomo (¢ - ¢, ¢ + ¢) o lo
LS97003.10.02 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de
representacion simbdlico y el formato definicion.

Tl para’i:ada numero ¢ > 0, existe un numero 1 tal qué para todo n> n', es
a,~!|l <e
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LS97003.10.03 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta” simbolico, se usan el
sistema de representacion simbélico y el formato ejemplo.

Por ejemplo: la sucesién 2n I ; tiene por Hmite—%—. pues la diferen-
- 2n + 1 2 . 7 -
cia 3n £ 5 — 3| <& siempre quen >n' = 915 £y cualquiera

que sea g > 0.

LS97003. Cuadros-resumen

. - : Linea Linea | Cédigo- .
Capitulo | Pagina | Figura Inicial. | Final. | ubicacion. Fenomeno
24 No 14 16 LS97003.01.01 a.s.iv-e
24 Si LS97003.01.02 a.s.ig-e
25 Si LS97003.02.01 as.ig-eo
26 No 9 11 LS97003.02.02 a.s.iv-e
27 Si LS97003.03.01 a.s.ig-e
27 No 10 13 LS97003.03.02 a.siv-e
1 28 Si LS97003.04.01 a.s.ig-e
28 No 5 6 LS97003.04.02 asiv-e
31 Si LS97003.07 a.s.ig-e
32 Si LS97003.08 a.s.ig-e
33 No 1 20 LS97003.09 i.v.ss-e
34 No 7 12 LS97003.10.02 i.v.s s-d
34 No 13 15 LS97003.10.03 i.v.ss-e
34 No 4 7 LS97003.10.01 ivsv-d
Verbal Grafico Tabular Simbélico
L597003.01.01; L597003.01.02;
LS97003.02.01;
LS97003.02.02;
: LS97003.03.01
asi | LS97003.03.02
LS97003.04.01;
LS97003.04.02;
1.S97003.08 LS97003.07;
] LS97003.08
. LS97003.09
ivs LS97003.10.01 1.S97003.10.03 LS97003.10.02
e d e dle| d e d
Comentario

Este libro muestra un cambio de tendencia respecto a los anteriores,
produciéndose un aumento considerable del fenémeno a.s.i (11 ocurrencias)
frente al fendmeno i.v.s (4 ocurrencias). Se observa un considerable repertorio
de codigos del fendmeno a.s.i (11) frente a los de retroalimentaciéon (4). El
Unico sistema de representacién que no se usa es el tabular; los dos formatos
estan presentes.
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LS97004. Ficha

Codigo LS97004

Autor Maria-Dolores Terrisse Jardi, Margarita Davila Garcia-Miranda
Titulo Matematica Curso 22 B.U.P

Editorial Libreria General (, Zaragoza)

Ano 1976

Ubicacién L.LE.S “Pedro Espinosa” (Antequera, Malaga)

Inform?a_on Capitulo L. Limite de sucesiones. Paginas:13-23

sobre limites

LS97004. Secuenciacion.

1) Definicion de limite finito de una sucesién. Véanse LS97004.01.01 y
LS97004.01.02

2) Aplicacién de la definicion para la resolucién de un ejemplo. Véase
LS97004.02

3) Definiciéon de sucesiéon convergente, como aquella que tiene limite y de
sucesién constante.

4) Definicién de sucesion nula. Véase LS97004.04

5) Representacion grafica del limite de una sucesion. Véase LS97004.05

LS97004. Detalle de los fendmenos observados

LS97004.01.01 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, se usan el sistema de

representacion verbal y el formato definicion.
Sucesiones convergentes

Sea {a,} una sucesién de numeros reales y ! un nimero, también real.

Se dice que la sucesién (a,} tiende a I, o tiene por limite ! cuando para todo
nimero ¢ > 0 es posible encontrar un término a, de la sucesién tal que €l y todos los
términos que le siguen difieren de [, en valor absoluto, menos quc ¢.

LS97004.01.02 i.v.s. s-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simboélico y el formato definicidn.

Ver0 3pavnzp  |e,—1|<¢
LS97004.02 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simboélico y el formato ejemplo.

tiene por limite 2, pues:

La sucesion a, = X
n+2
2n 2n—2n—4 4
L it n+2—2'—| n+2 T n+2
donde, si tomamos, por e¢jemplo, ¢ =001: = 7,

LS97004.04 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion simbdlico y el formato definicion.

Un caso interesante de succsiones convergentes lo constituyen aquellas cuyo limite
es cero. En este caso, para todo ¢> 0 debe existir un p tal que, si n > p se verifian~

6. —0|<ee=a,|<e
LS97004.05 i.v.s g-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion grafico y el formato definicién. (Véase el fragmento en la pagina
siguiente.)
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LS97004.Cuadros-resumen

; - . Linea | Linea L1 .
Capitulo | Pagina | Figura Inicial | Final Codigo Fenémeno
13 No 3 7 LS97004.01.01 |iv.sv-d
No 9 9 LS97004.01.02 |i.v.ss-d
[ 14 No 15 16 LS97004.04 i.v.s s-d
13 No 13 17 LS97004.02 i.v.s s-e
15 Si L.S97004.05 i.v.s g-d
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
asi
. LS97004.01.02
ivs LS97004.01.01 LS97004.05 LS97004.02 1.597004.04
d e d e | d e d

Comentario

En este libro solamente se observa el fenémeno i.v.s. No usan la aproximacion
intuitiva ni la representacion mediante tablas.
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LS97005.Ficha
Codigo L.S97005
Autor Manuel Calvo Escandén
Titulo Matematicas 22 B.U.P
Editorial Everest (Ledn)
Ao 1976
Ubicacién L.LE.S “Cristobal de Monroy” (Alcald de Guadaira, Sevilla)
Inform?a_on Capitulo II. Limite de sucesiones. Paginas:8-13
sobre limites

LS97005.Secuenciacién

1) Definiciéon de limite finito de una sucesién. Véase LS97005.01

2) Definicion de limite finito de una sucesién. Véase LS97005.02

3) Definicion de limite infinito de una sucesion.

4) Propiedades de los limites finitos (unicidad, acotacion, entre otros)
5) Operaciones con limites (suma, producto, cociente, etc.)

L.S97005. Detalle de los fendmenos observados

LS97005.01 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta” verbal; usan el sistema de
representacion verbal y el formato definicion.

Se q'iice que una sucesion indefinida de nimeros reales a,, ;, 23, ", &,, ***, qUe representaremos
por ,, tiene por limite a, o converge hacia a, si la diferencia a, — a, en valor absoluto, llega a ser tan
pequena como se quiera, tomando a, lo suficientemente grande,

LS97005.02 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simbdlico y el formato definicidn.

Mis concretamente, se dice que a es el limite de la sucesién ay, a3, as, ", a, ,*, cuando para todo niime-
ro real ¢ > 0 existe un niimero ye N, tal que:

la, —a] < g sin>y

L.S97005.Cuadros-resumen

, . . Linea | Linea Y 1 ,
Capitulo | Pagina | Figura Inicial | Final Codigo Fendmeno
I 8 No 1 3 LS97005.01 |iv.sv-d

4 7 LS97005.02 |iv.ss-d
Verbal Grafico | Tabular Simbolico

asi
ivs L.S97005.01 L.S97005.02

eld e |d |e |d |e d

Comentario

En este libro se observa solamente el fenémeno de retroalimentacién. Los
sistemas de representacion empleados son el verbal y el simbdlico, y en ambos
casos el fendmeno i.v.s se usa con el formato definicién
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LS97006. Ficha

Codigo LS97006
Autor Valentin Lépez, José Luis Sdnchez Martin
Titulo Matematicas 2 Bachillerato
Aio 1977
Editorial S.M (Madrid)
Ubicacion L.LE.S “Pedro Espinosa” (Antequera, Malaga)

s o Capitulo I. Sucesiones de numeros reales. Limite de
Informacion sobre limites . L.

sucesiones. Paginas 7-21.

LS97006.Secuenciacion

1) Sucesidn de nimeros reales: “Se llama sucesion de nimeros reales a cualquier
aplicacién de N* en R”,

2) Término general de una sucesion: “es una expresién con la indeterminada en
n tal que al hacer n=1, 2, 3, ... se obtienen respectivamente los términos
primero, segundo, tercero, ... de la sucesion”

3) Dos maneras de determinar una sucesion: “Por el termino general” o “Por una
ley de recurrencia que permita obtener un término a partir de otros
anteriores”

4) Propiedades de las sucesiones. Las sucesiones de numeros reales con la
suma y el producto forman un anillo conmutativo y unitario.

5) Sucesion monotona creciente y mondtona decreciente.

6) Sucesidn acotada, y de sucesion acotada superiormente e inferiormente.

7) Limite finito de una sucesion. Véase LS97006.07

8) Ejemplos: se plantean an=1/(2n) y by = 2n/(n+1) y se demuestra que sus
limites valen cero y dos respectivamente usando la definicion de limite. .
Dado un épsilon €=1/1000 y dada la sucesién ¥, 4,1/6,...1/(2n), se
demuestra que el limite es cero hallando el no que hace que la diferencia
entre f, y cero sea menor que épsilon. En este caso el no=5. Véanse
LS97006.08.01 y LS97006.08.02

9) Se plantea la sucesion an=n/(n+1) para que se razone que su limite es 1

10) Definicion de intervalos y entornos en la recta real.

11) Definicion de limite finito de una sucesion e interpretacion geométrica.
Véanse L.S97006.11.01 y LS97006.11.02

LS97006. Detalle de los fendmenos observados

LS97006.07. i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”; usan la representacion
verbal y el formato definicidn. (Ver fragmento en la pagina siguiente.)

' Una sucesion de nimeros reales f,, b [y, 1, tiene por limite el
numero L si el valor absoluto de Ia diferencia (f, ~ L) puede hacerse

menor que cualquier niimero positivo ¢ a partir de un cierto término L

LS97006.08.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simbdlico y el formato ejemplo. (Fragmento en pagina
siguiente.)
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1 % .
* 35 “Uenc por limite el ndmero 02

-
O -

" 1
La succsidn e =

Solucion

En efecto, si suponemos ¢ = a partir ded téemino l54, se verifica:

1
1.000

l“on e 0' —

Luego el namero O cs & limite.

LS97006.08.02 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”; usan el sistema de
representacion simbélico y el ormato ejemplo.

La sucesion |1, ;—: g- : - % ==+ eene par limite ¢l némero 27
Solucion
Si bacemos, por ejemplo, € = iifi')i:(l 3 partir del (Eemino (3¢ oo Se tiene
[f10 200 — 2| = ;‘)#:I_? - ,i - 20.;" < l(l.é’;j
20 000 — 2§ = ;_3385 =L bo ‘)302 000

Lucgo el limite de la sucesion es 2.

LS97006.11.01 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion verbal y el formato definicién.

& U-na sucesion f tienen por limite L si para cualquicr nimero posic

WO & existe un término , tal que ¢l y los siguientes pertenccen al

entorno simetrico de L y radio ¢
LS97006.11.02 i.v.s g-d. Se trata de una “ida - vuelta”; usan el sistema de
representacion grafico y el formato definicion.

1 P ‘ [
E | TN ~
L-3 fp fp+1 1+3
LS97006. Cuadros-resumen
, , . . Linea | Linea . 1 ,
Capitulo | Pagina | Figura Inicial | Final Codigo Fenémeno
11 No 24 26 LS97006.07 iv.sv-d
12 No 9 12 LS97006.08.01 |i.v.ss-e
[ 12 No 13 19 LS97006.08.02 | i.v.ss-e
13 No 19 21 L.S97006.11.01 |iwv.sv-d
14 Si L.S97006.11.02 |iv.sg-d
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
asi
. LS97006.07 LS97006.08.01
Vs |1597006.11.01| |597006.11.02 1.597006.08.02
e d e d e | d e d
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Comentario
Solamente observamos el fenémeno de retroalimentacién en este libro. Los
autores usaron tres sistemas de representacion, descartando las tablas.
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A4.1.4 Periodo 1980-1989

Se han analizado ocho libros de texto publicados en este periodo: uno, de 1980,
de 1981, de 1982, de 1985, de 1986 y de 1989 y dos de 1987. Los libros
proceden de varios IES y de nuestra coleccion personal de libros de texto.
Durante este periodo sigue vigente el bachillerato unificado polivalente, pero
también se experimenta, discute y prepara la promulgacién de la LOGSE.
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LS98001. Ficha

Codigo L.S98001

Autor Ignacio Lazcano Uranga y Paolo Barolo Babolin

Titulo Matematicas. Area Basica FP2

Editorial Luis Vives (Zaragoza)

Afio 1980

Ubicacién L.LE.S “Cristobal de Monroy” (Alcald de Guadaira, Sevilla)
Informacion sobre limites | Capitulo XV. Sucesiones, paginas 174-186.

L.S98001. Secuenciacion

1) Definicion de sucesiéon como “toda aplicacion del conjunto de los nimeros
naturales N en el conjunto de los nimeros reales R” y representacion de la
sucesion ap = (n2 + 1)/(2n+3).

2) Definicién de sucesion mondtona.

3) Operaciones con sucesiones: suma, resta, multiplicacién y division.

4) Conceptos topoldgicos de la recta real: Intervalos, Distancia en R y entorno
de un punto.

5) Cotas de una sucesion.

6) Definicién de punto de acumulacién usando entornos. Véase LS98001.06

7) Ejemplo de sucesion que tiene dos puntos de acumulacion. Se realiza la
representacion grafica sobre la recta real.

8) Limite de una sucesion usando entornos. Véanse LS98001.08.01 y
L.S98001.08.02

9) Se presentan dos ejemplos de sucesiones que tienen limite y en el segundo
de ellos se emplea la representacion grafica. Véanse LS98001.09.01 y
L.S98001.09.02

10)  Nueva definicién de limite usando entornos.

11) Ejemplo en el que se demuestra que una sucesion tiene limite 0, usando la
representacion grafica. Véase LS98001.11

12) Teoremas sobre sucesiones convergente.

LS98001. Detalle de los fendmenos observados

LS98001.06 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”; usan el sistema de
representacion verbal y el formato definicion.

Un ndmero real & se llama punto de acumulacion de una sucesion (a,)
si, para _cualquier nimero & positivo, tan pequefio como se quiera, el
entorno @(a, ) contiene términos de (a,) distintos de a.
L.S98001.08.01 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion verbal y el formato definicion.
Un nimero 2 es el limite de una sucesién (a.) si fijado un nimero
cualquiera, ¢, positivo y tan pequefio como se quiera, existe un tér-

mino &, de la sucesibn, a partir del cual todos los restantes distan
de @ menos que &:

LS98001.08.02 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”; usan el sistema de
representacion simboélico y el formato definicidn.

Ve=0, 3n/Yn>n, > |g, — a| <e.
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LS98001.09.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, se usa el sistema de
representacion simbdlico y el formato ejemplo.
1) La sucesién 3,9, 3,99, 3,999, 3.89999, ... tiene como limite 4.

Si fijamos z = 107%, a partir del término 7 se tiene:
|@n — 4| <1072
LS98001.09.02 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

3
2) La sucesién 1, 2 i 2, —i L , ... tiene como limite 3
5 7 n+42
(fig. 15.8).
. - R PRI
0 ! : $1%233 3

LS98001.11 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacidon simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

2:44 8 16 2\n
La sucesién (@) = —7 — 5 — ..., —-) , ... tiene como limite

39" 271" ® 3
el 0, ya que todo entorno de C contiene todos los elementos de la suce-
sién, salvo un ndmero finito.

0 32 16 8 LY 2 1
243 B1 27 9 3

LS98001. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura %rll?c?ZI Eng Codigo Fen6meno
180 9 11 L.S98001.06 i.v.sv-d
180 18 21 LS98001.08.01 | i.v.sv-d

XV 180 22 22 L598001.08.02 | i.v.s s-d
181 4 7 L.598001.09.01 | i.v.s s-e
181 Si 1.598001.09.02 | a.s.i g-e
182 Si LS98001.11 a.s.ig-e

Verbal Grafico Tabular Simbdlico
asi LS98001.09.02
LS98001.11
. LS98001.08.01 LS98001.08.0
ivs 1.598001.06 LS98001.09.01 2
e d e D|e | d e d
Comentario

Este libro incluye ambos fen6menos, a.s.i e iv.s. El dnico sistema de
representacion no usado es el tabular. El fendmeno a.s.i se ve solamente en el
formato ejemplo.

272 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 42 Fenémenos a.s.i é i.v.s en libros de texto

LS98002. Ficha.

Codigo LS98002
Autor Vizmanos-Anzola-Primo
. Funciones-2 Matematicas 2° B.U.P. Teoria y
Titulo
Problemas
Editorial S.M. (Madrid)
Afio 1981
Ly LE.S “Cristébal de Monroy” (Alcala de Guadaira,
Ubicacion .
Sevilla)
Informacion Capitulo XI. Sucesiones convergentes en R.
sobre limites Paginas 155-178.

L.S98002. Secuenciacion

1) Introduccion del concepto de limite de una sucesion mediante cuatro
ejemplos en los que se observa hacia doéonde tienden las sucesiones
presentadas. Véanse LS98002.01.01, LS98002.01.02, LS98002.01.03,
L.S98002.01.04 y LS98002.01.05

2) Definicion del concepto de limite finito de una sucesién. Véase L.S98002.02

3) Definicién de valor aproximado a uno dado. “Se dice que x es un valor

aproximado de a con error menor que ¢ si se verifica que a-e<x<a+e.

4) Dos ejemplos sobre valores aproximados a uno dado, usando sucesiones.

Véanse L.S98002.04.01 y LS98002.04.02

5) Presentacion de dos ejemplos para ilustrar la definicién de limite de

sucesiones usando entornos, (an)=(1/n) y (bn)=(n/n+1). Véanse L.S98002.05.01

y LS98002.05.02

6) Definicion de limite finito de sucesiones y representacion grafica del mismo.

Véanse LS98002.06.01, LS98002.06.02 y LS98002.06.03

7) Se realizan cinco ejemplos en los que se aplica la definicion de limite. Los que

se ocupan del estudio del limite finito son: ejemplo 1, ejemplo 4 y ejemplo 5.

Véanse LS98002.07.01, LS98002.07.02, LS98002.07.03, LS98002.07.04,

L.S98002.07.05 y LS98002.07.06

L.S98002. Detalle de los fendmenos observados

LS98002.01.01 a.s.i. v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva; usan el
sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

Dada la sucesion (a )= (1, 1,6, 1,66, 1,666, ..., 1,666 3 6 ..., ..., ).
Observa que cada término es una mejor aproximacién que ¢l anterior del ndmero racio-
nal 10/6,

Diremos que los términos de la sucesion (a ) tienden al nGmero 10/6 0 que 10/6 es el limite de
la sucesion (a ).

Si representamos los términos de esta sucesion sobre un diagrama lineal, observamos que los
sucesivos términos de la sucesién se van aproximando cada vez mds al nimero racional 10/6
(Fig. 11.1).

LS98002.01.02 a.s.i g-e.
Se trata de wuna aproximacién simple intuitiva, usan el sistema de

representacion grafico y el formato ejemplo.
18 1’67

az 23 Ja 2
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LS98002.01.03 a.s.i. v-e. Se trata de una aproximaciéon simple intuitiva, usan el
sistema de representaciéon verbal y el formato ejemplo.

Sea ahora la sucesién (b)) = (’—)- (l. l— § -l- . -'— 2 l )
n 2 3 4 n
Cada término es una mejor aproximacién que el anterior del nGmero cero, de tal manera que
para valores muy grandes de n la diferencia entre 0 y ln se hace muy pequeiia.
En estas condiciones diremos que los términos de la sucesién (1/n) tienden a cero o que ¢l
limite de la sucesién (1/n) ¢s cero.

LS98002.01.04 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva en el
sistema de representacién grafico y bajo el formato ejemplo.

g B ; ¥ 1

" a2, 8, 8, as 3,
LS98002.01.05 a.s.i. v-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva en el
sistema de representacion verbal y bajo el formato ejemplo.

Observamos que para un valor de n grande, sea, por ¢jemplo, n= 10° se tiene que
2100
10°+ 1

que es un valor muy proximo a 2. De tal manera que los términos de la sucesion (c,) para valores
de n muy grandes se van acercando cada vez mis al namero 2.
LS98002.02 a.s.i. v-d. Se trata de una aproximacién simple intuitiva en el

sistema de representaciéon verbal y bajo el formato definicidn.
Diremos que el niimero a es ¢l limite de la sucesion (a) cuando a medida que n {oma w‘zlores
cada vez mayores entonces los términos de la sucesion se aproximan cada vez mds al nimero

real a.
LS98002.04.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta” en el sistema de
representacion simbélico y bajo el formato ejemplo.

1. Enlasucesién (a)) = {1in) si e = 0,001, entonces el término 1/1001 esté préximo a cero, con error menor
que £ = 0,001. Ya que

= 1,999998

C =

1000 1001 1000

Andlogamente ocurre para todos los términos siguicntes a partir del término n - 1001,

LS98002.04.02 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simbolico y el formato definicion.

2n s i ; e
- ticne términos que s¢ aproximan a 2 con error menor que & = 107%, En efecto,

La sucesién

n
basta tomar'n de modo que:

lz-iao-'

n+l

Es decir,
2n+2—2n<|°_.° 2 = 1
n+1l n+l iy

2-1 <n+1=n>2-10°~ 1 »n>19999

Luego para todo n > 19999 se verifica que la diferencia entre cualquier'término a, de Ja sucesion y el
nimero 2 es menor que € = 10°%,

LS98002.05.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion simbdlico y el formato ejemplo.
La sucesién (a,) = (1/n) tiene limite 0, ya que paca todo ¢ que fijemos se puede determinar el término aw,
tal que a partir de é! todos los siguientes términos estén en el entorno J0 - ¢, 0+ ¢f.
Veamos mediante ejemplos que el término a,, depende del £ elegido.

1° Scas=- 0 15 , tiene que ocurrir que e OI~: L5 . Es decir, X < — ., n>10.
10 n 10 n 10

Luego ay =2,

-

2° Seats L
1000

1 1 1 1
— v (N — — L -—— .
n ol 000 " n < joo0 !

Lucgo 2, = 2,00

—'-ol<+.‘-.n>lo‘.

3° Seat=ms —s=

Luego a, = ap
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L.S98002.05.02 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion simbélico y el formato ejemplo.

2. Sea la sucesion (by) = (n/n + 1) que tiene limite 1, ya que para todo € que fijemos se puede determinar el
érmino a,, tal que a partir de €l todos los términos siguicntes estén en ¢l entorno J1 - ¢, 1 +el.

d 1

Veamos jemplos que a, depende del ¢ elegid

1.° Scaz-Lall—LI<—l- =4 ! !
10 n+ 10

n+l- nl
< - — ——
n+1 10 n+1 10
Luego n+ 1> 10= n>9. Por tanto &, = 3 a partir del término noveno, todos los términos de la
sucesion se encuentran en el entorno J1 - €, 1+ ¢{= )09, 1,1[.

= <

1000 a4+l 1000
Entonces g, = 2g5-

- n+ 1> 1000 = n=>99%9.

2° Seaew-

A la vista de los ciemplos anteriores se tiene que cuanto mds pequefio es ¢ mayor es el
nimero natural n,.

LS98002.06.01 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan la representacion

verbal y el formato definicidn.
Se dice que el limite de la sucesion (a,) es ¢l nimero real a y se escribe lim a_ = &, cuando para
todo nimero real positivo £ se puede determinar un nimero natural n, tal que para todo n > ny, se
verifica que a, pertenece al entorno de centro a y radio € que representamos por E(a, 2).
LS98002.06.02 i.v.s g-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion grafico y el formato definicion.

L.S98002.06.03 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”; usan el sistema de

representacion simbolico y el formato definicidn.
Se dice que la sucesion (a,) tiene por limite el nimero real a cuando para todo e > 0 existe

wr nimero natural n, tal que siempre que'n > n, se verifica

-

la, - a|<¢
LS98002.07.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta” presentado en el sistema
de representacion simbdlico y bajo el formato ejemplo.

2n

Demostrar que la sucesion de ntmeros reales {a) = ! . converge al nidmero real 2,

Sea £ un nimero real positivo cualquiera, tenemos que encontrar un nimero natural n, tal que:

2n+l_2]<! si n>ny
n+ 1|
Ahora bien:
2n+l_2|~ 2n+l--2n-2|_ -t} 1
n+l n+l n+1l n+1
Entonces:

<t e loende o |l ~c<en nr-l-l
n+l 3

LS98002.07.02 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el

sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

Grificamente (Fig. 11.5) resulta que a partir del érmino a, todos los términos siguientes estin en el
entorno 1,9, 2,1[.

8y A Ay I
3 el s P
1.5

O T H

LS98002.07.03 i.v.s t-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan la representacion
tabular y el formato ejemplo. (Ver fragmento en pagina siguiente.)
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c n, a,,
o-' 9 a,
10:; 99 Ayg
ol A I

> ’ ©
10-%0 99 8o

LS98002.07.04 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la
funcién e-No, usa el sistema de representacién simbolico y el formato ejemplo.

< ”n + I
Demostrar que el ifmite de la sucesion la,) — (—) es 1.
,

Se trata de ver que para todo ® > 0 cxiste un nGamero natural o, tal que:

-
“__'__.|<_,_
n

a-+ 1 i |nvl-n 1 1

" = n " n
- 1 1
Se tiene QUE — < € »= N > —

tuczo ny =[ L]+ 1. sicndo[ L] = parte entera L
LS98002.07.05 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simboélico y el formato ejemplo.
La sucesitn constante (b) = (5, 5, 5, ..., 3, ...) evidentemente tiene por limite ¢l nOmero real 5, ya que
cualquiera que sea ¢l nimero & » 0 se verifica b, = §| =[S = | =0 <e.
LS98002.07.06 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simbdlico y el formato definicidn.

sicmpre Que n > n,
Como

ima,<a= ve>0, 3ny € N*, vn>ny, o, —a|<e
= ve>0, 3n, € N*, vn>ny a € E@, ¢).
e ve>0, 3ng EN*, ¥n>nmy a-€<3 <att

LS98002. Cuadros-resumen

; - . Linea Linea | Cédigo- .

Capitulo | Pagina | Figura Inicial. | Final. ubicagcic')n. Fendémeno
156 No 14 15 1.598002.01.01 a.s.iv-e
156 Si L598002.01.02 a.s.ig-e
156 No 19 22 1.598002.01.03 a.s.iv-e
156 Si LS98002.01.04 a.s.ig-e
157 No 1 8 1.598002.01.05 a.s.iv-e
157 No 16 18 1.598002.02 a.s.iv-d
158 No 1 4 1.598002.04.01 i.v.s s-e
158 No 4 13 1.598002.04.02 i.v.s s-e
158 No 20 28 1.598002.05.01 i.v.s s-e

XI 158 No 28 33 1.598002.05.02 i.v.s s-e
159 No 11 13 1.598002.06.01 i.v.s v-
159 Si L.598002.06.02 iv.s g-d
160 No 1 7 1.598002.06.03 i.v.s s-d
160 Si LS98002.07.01 i.v.s s-e
160 Si 8 25 1.598002.07.02 a.s.ig-e
160 No 8 19 1.598002.07.03 ivst-e
161 No 12 22 1.598002.07.04 i.v.s s-e
161 No 23 24 1.598002.07.05 i.v.s s-e
161 27 29 LS98002.07.06 i.v.ss-d
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Verbal

Grafico

Tabular

Simbélico

as

LS98002.01.0
1
LS98002.01.0
3
LS98002.01.0
5

LS98002.02

LS98002.01.0
2
LS98002.01.0
4
LS98002.07.0
2

LS98002.06.0
1

LS98002.06.0
2

LS98002.07.0
3

LS98002.04.0
1
LS98002.04.0
2
LS98002.05.0
1
LS98002.05.0
2
LS98002.07.0
1
LS§98002.07.0
4
L5§98002.07.0
5

LS98002.06.0
3
LS98002.07.0
6

e

Comentario
En este libro observamos los fendmenos a.s.i e i.v.s, en 7 ocasiones y en 11,
respectivamente. Los autores usan los cuatro sistemas de representacion que
hemos considerado, aunque sobresale el interés que prestan al sistema
simbdlico;

el que menos se observa continda siendo el sistema de
representacion tabular (1 ocasion).
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LS98003. Ficha

Codigo L.S98003
Grupo Cero (Eliseo Borras Vesés, M2 Elisa Carrillo Quintela,

Autor Joaquin D’Opazo Alvarez, Francisco,Hernén Siguero, Magda
Morata Cubells, Luis Puig Espinosa, Angel Salar Galvez, Adela
Salvador Alcalde, Vicente Talens Oltra)

Titulo Matematicas de Bachillerato. Volumen 2

Editorial Teide (Barcelona)

Ano 1982

Ubicaciéon L.LE.S “Pedro Espinosa” (Antequera, Malaga)

{ir;rfl(i):érslaaon sobre Capitulo V. Sucesiones y limites. Paginas 226-271

L.S98003. Secuenciacion

1) Construccion de la sucesion ap= 2n. Realiza una tabla y una grafica a partir
del siguiente enunciado: “cierta clase de algas, se reproduce doblando su
niumero en 2 % horas” A continuacion el autor observa que a medida que
aumenta n, aumenta an

2) Construccion de la sucesion a, =1/(2). Andlogamente, se realiza una tabla y
una grafica y se observa que, a medida que aumenta n, disminuye el valor de
an, estando cada vez mas proximo a 0. Véanse LS98003.02.01, LS98003.02.02
y LS98003.02.03

3) Suma de una progresion geométrica, de razén menor que 1, cuyo valor es 1.
Realiza una tabla y una grafica en la que, para cada n, se suma 1/2" con el
valor que tenia la sucesién en el paso anterior. Véase LS98003.03

4) Se construye la sucesion de las areas de los poligonos regulares inscritos en
una circunferencia, y se comprueba que el limite de estas areas, corresponde
al area de la circunferencia.

5) Se define una sucesion de nameros reales como “una funcién de N en R”.

6) Ejemplo: se presenta la sucesion constante an = 3.

7) Ejercicios de manipulacion.

8) Introduccidon en la definicion de limite de sucesion: Los ejemplos procuran
abarcar situaciones que los alumnos se pueden encontrar a la hora de
calcular un limite (sucesion convergente, y sucesion no convergente). Véase
LS98003.08

9) Se presentan 4 ejemplos que inducen a plantear las siguientes cuestiones: “
Juna sucesion puede tener dos limites distintos?”, “;dos sucesiones distintas
pueden tener el mismo limite?” “;una sucesién puede converger a |
acercandose a l por arriba y por abajo?”

10) La sucesion an=n/(n+1) se representa graficamente y se demuestra,
usando la intuicién y la definicion de limite finito de una sucesion g-no, que
su limite vale 1. Véase LS98003.10

11) Se demuestra, usando la definicién formal &-no, que el limite de la
sucesion an=n/3(n+1) vale 1/3. Véase LS98003.11

12) Se demuestra, usando la definicién formal &-no, que el limite de la
sucesion an=(2n + 3)/(5n - 4) vale 2/5. Véase LS98003.12

278 Francisco Javier Claros Mellado




Capitulo 42 Fenémenos a.s.i é i.v.s en libros de texto

13) Se proponen ejercicios en los que, dado el limite, que se conjetura, y
dado ¢, se trata de hallar n.
14)  Definicion de limite finito de una sucesion. Véase LS98003.14

LS98003.Detalle de los fendmenos observados

LS98003.02.01 a.s.i t-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, se usan el
sistema de representacion tabular y formato ejemplo.

Suceso: 1 2 3 4 5 6 7 Y

Probabilidad: 1/2 1/4 1/8 116 132 1/64 1128 ..0/28..

LS98003.02.02 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva
presentada en el sistema de representacion grafico y bajo el formato ejemplo.

reosasiiLivac
.4 o
°
o
* 2 92 9

4 2 3 A4 5 € 3 WY Jo yECLS
Uy pue
LANZ AR,

LS98003.02.03 a.s.i v-e. Se trata de una aproximaciéon simple intuitiva

presentada en el sistema de representacion verbal y bajo el formato ejemplo.
Presta atencion al hecho de que

A medida que aumenta n. la probabilidad correspondiente, pln), es cada

vez mas pequefia. Concretamente:
LS98003.03 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

sorsTwtcle 2. PAPEL. DERXTAsA
SSa

St Lo mes

Bl
Y e ©
Ll

L 2 3 4 5 ¢ 3 NE L veoss
TOe  RECOETAN

LS98003.08 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

¢Por qué esta Gltima sucesién tiene como limite 0? Porque basta con tomar valores de n cada vez
para que !/ se acerque a 0 cuanto queramos.

LS98003.10 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el

sistema de representacion grafico y bajo formato ejemplo.
La gréfica de la sucesion ].._..._._..._.._:..._....................,...

. *
.
.
n

n+1 | 22 3 a5 ¢ 3 8 9 &0 4bi2
LS98003.11 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la
funcion &-No, usan el sistema de representacion simbolico y el formato ejemplo.
(Véase el fragmento reproducido en la pagina siguiente.)

n
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ror ejemplo, nos acercamos a 1 mas de 0°01 si t
; omamos desde n = 100 en i
acercarnos a 1 mas de 001 ha de ser aaelante. va que para

. L. W S n+1—n 7
PR e e
= — 1 1 s
n+ 1 100 100

cosa que se cumple para n = 100, n = 101, n = 102,

Nos acercamos a 1 mas de 00001 si tomamos desde n = 10.000 en adelante puesto que

n
1 — < 1 = é< 1

n+1 1@) n+1 10000
desigualdad que se cumple para n = 10.000, » = 10.001, n = 10.002, ...
LS98003.12 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usanel sistema de
representacion simbdlico y el formato ejemplo.
¢Por qué converge a 1/3 ?
At et el cfrcooinddipestivmisnlotoc g ALt
T TR (S |
3 3in+1) T100 Y:Poy:090
3,,13< 1:)0 =D 3+ 3>100 => 3> 97
- n> i
3
es decir, n = 33, 34, 35, ...
LS98003.14 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion verbal y el formato definicion.
DEriNiuiwN
e J REALES, SE DICE QUE TIENE COMO LIMITE EL
D el TG covviiae ida | COnNDO PARA DL NOMERD At PESIYE Y
%?N“c’ﬁi”’ﬁﬁ‘r’ﬁ'}"}? /;?)LDS (r%/s/al/slojgois&c%f}c‘fygﬁi DESDE a. EN ADELANTE, ES MENOR QUE ¢’
|a. —¢I< &
LS98003. Cuadros-resumen
Linea Linea Codigo-
Capitulo | Pagina | Figura .. . L2, Fenémeno
p 8 8 Inicial. Final. ubicacion.
228 Si LS98003.02.01 | a.s.it-e
228 Si LS98003.02.02 | a.s.ig-e
228 No 15 16 L.S98003.02.03 | a.s.iv-e
229 Si L.598003.03 a.s.ig-e
\% 262 No 15 16 L.S98003.08 a.s.iv-e
264 Si 1L.S98003.10 a.s.ig-e
265 No 1 8 L.S98003.11 i.v.s s-e
265 No 15 24 LS98003.12 i.v.s s-e
270 No 1 5 LS98003.14 iv.s v-d
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
LS98003.02.02
asi Eggggggg;og LS98003.03 LS98003.02.01
' LS98003.10
. LS98003.11;
ivs LS98003.14 1.598003.12
e d e d e d e d
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Comentario.

En este libro se produce un cambio de tendencia respecto a lo observado
anteriormente, ya que el fenémeno i.v.s pierde importancia y es sustituido por
fenomeno a.s.i. Esto queda reflejado en la frecuencia con la que aparece cada
uno: el segundo aparece en seis ocasiones mientras que el primero aparece en
tres. Los autores usan los 4 sistemas de representacidon, aunque no con la
misma frecuencia; también sobresale, en frecuencia, el formato ejemplo en
detrimento del formato definicion.

Para Sierra, Gonzalez y Lopez (1999), este libro supuso una ruptura con todo lo
anterior e influy6 en la configuraciéon del curriculo LOGSE. El texto del libro se
desarrolla de acuerdo con la fenomenologia de Freudenthal y con ideas
constructivistas (no de las matematicas constructivistas) segin las cuales se
espera que el alumno investigue, conjeture y rectifique para alcanzar
conocimiento y que el profesor gestione y aliente dicho aprendizaje.
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LS98004. Ficha

Cédigo LS98004

Autor Santiago Pérez Cacho Adolfo Negro

Titulo Matematicas 22 B.U.P

Editorial Alhambra

Ao 1985

Ubicacion Biblioteca personal

Informacion Inmerso en Capitulo I: Limites y continuidad
sobre limites paginas 1-51

L.S98004. Secuenciacion

1) Definicion de sucesion: “Una sucesién es una aplicaciéon de N en R”.

2) Ejemplos: se presentan las sucesiones f(n) = V2, g(n) = (-1) para todo n, y
a(n) = 1/n. Se calculan los cinco primeros términos y se observa la
imposibilidad de representar todos los términos de la sucesion. Para ello se
recurre a dar el término general o dar una sucesion de forma recurrente.

3) Ejemplos: se presenta la sucesion de Fibonacci y se calculan los primeros
términos.

4) Definicion de sucesion mondtona creciente y sucesion mondtona
decreciente.

5) Ejemplo: se presentan las sucesiones an=1/ny 1, -1, 1, -1,... De la primera, se
dice que es mondtona decreciente y de la segunda que no es ni decreciente ni
creciente.

6) Ejemplo: se representan graficamente las sucesiones an= 22/10 y b, = 1/2n1,
usando ejes cartesianos. Solo el segundo ejemplo va a tener limite finito. Se
representan graficamente las mismas sucesiones en la recta real. Véanse
LS98004.06.01, LS98004.06.02 y LS98004.06.03

7) Definicién de limite usando la definicién &-No. Véase LS98004.07

8) Definicién de limite infinito de una sucesién.

9) Uso de la definicion formal para asegurar que 1 es el limite de la sucesion an
= (n+1)/n. Véase LS98004.09

10)  Varios criterios de convergencia.

L.S98004. Detalle de los fendmenos observados

LS98004.06.01 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva; usan el

sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

A

wa) = (1/27°%)
LS98004.06.02 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacidn simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.
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EE l
0 ba bz
LS98004.06.03 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el

sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

nbxouo que «parece querer perderse cn el infinito», mientras quc. la sucesién
(b,), a pesar de ser decreciente, va «acercindose» a cero, sin llegar a tomar
valores negativos. ‘

LS98004.07 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simbolico y el formato definicion.
Una sucesion real (a,) tiene limite a, a € R

=¥ee R UheN/¥n > h ne N, la, — al < &

LS98004.09 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la
funcion e-No, usan el sistema de representacion simbolico y el formato ejemplo.

Compruébese que 1| es el limite de la sucesion

(@) = (;’)

n o+ 1 il
basta que
n + 1 —n |1
BE R
LS98004. Cuadros-resumen
. , . . Linea Linea L 1 ,
Capitulo | Pagina | Figura Inicial Final Codigo Fendémeno
15 Si LS98004.06.01 | a.s.i g-e
16 Si 1.598004.06.02 | a.s.i g-e
I 16 No 6 8 LS98004.06.03 | a.s.iv-e
16 No 13 14 L.S98004.07 iv.s s-d
17 No 1 14 L.S98004.09 i.v.s s-e
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
. LS98004.06.01;
asi | LS98004.06.03 1.598004.06.02
ivs LS98004.09 | LS98004.07
e dle dje |d |e d

Comentario.

En este libro aparecen tanto el fendmeno a.s.i como el fenémeno i.v.s, aunque el
primero es mas frecuente. No se observa el sistema de representacion tabular.
Sobresale el formato ejemplo (4, de 5 veces)
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Limite finito de una sucesién: fenémenos que organiza

LS98005.Ficha

Codigo LS98005

Autor José Caruncho Castro, Maria Gutiérrez de Sande
Titulo Matematicas 22 B.U.P

Editorial Santillana

Ano 1986

Ubicacién Biblioteca personal

Informf;la_on Capitulo X. Sucesiones convergentes. Paginas 106-111
sobre limites

LS98005.Secuenciacion
1) Introduccioén al concepto de limite de una sucesién usando los ejemplos: an=

3, 0,33, 0, wwr),  bn= y cp=2m1 éanse .01.01,
0,3, 0,33, 0,333 b nl 2nl Vé L.S98005.01.01
n+

LS98005.01.02, LS98005.01.03 y LS98005.01.04

2) Conceptos previos a la definicion de limite finito de una sucesién. Se definen
valor aproximado de un nimero con error menor que g, y entorno del limite.
Se trabaja con el ejemplo 1/n y dado el limite 0 y épsilon= 1/10 se busca el
no que verifica la definicion de limite. Véanse L.S98005.02.01, LS98005.02.02,
LS98005.02.03, LS98005.02.04 y LS98005.02.05

3) Se presenta el ejemplo ap= 1 + (-1)**1/n, y se afirma que su limite vale 1.
Véanse LS98005.03.01, LS98005.03.02, LS98005.03.03 y LS98005.03.04

4) Definicion de limite finito de una sucesion. Véanse LS98005.04.01,
LS98005.04.02, LS98005.04.03, LS98005.04.04 y LS98005.04.05

LS98005.Detalle de los fendmenos observados

LS98005.01.01 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el

sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.
En la sucesion

(a,)=(0.3, 0,33, 0,333, .__, 0.33 ~ L Rty [1)
sus términos se aproximan cada vez mads al nuimero

racional - S C - ;
3 Se sucle decir que los términos de esta

sucesion tlicnden o sc aproximan al nimero 1

LS98005.01.02 a.s.i. g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.
0331

1 T R

i S B
0.33¢ ey —————
0,321 f 4, a)
0.3 /
031 {1, a)

0.1
"

I 2 3 a4 & & -

LS98005.01.03 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion verbal y el formato ejemplo. (Ver el fragmento en la
pagina siguiente.)
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La sucesion (— & —)'——(-L—,--z« B S

) N+ 2 3 % g e 6"")

tiene por limite el nuimero 1. Si 2 se hace w»may
r - :

grande, — S¢ aproxima cada vez mas a 1 {ver

scgunda figura).

LS98005.01.04 a.s.i. g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el

sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.
T -

) I
ot —

LS98005.02.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la
funcion e-No, usan el sistema de representacion simbolico y el formato ejemplo.

En la sucesién (-—'l;-) . 81 €= 0,01, entonces ¢l

3 A,.l,-.
rmino o1
menor que 0,01, ya que

1 1 3

“T100 <101 <100

y lo mismo sucede para todos los siguientes a
partir del término de lugar n= 101,

LS98005.02.02 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simboélico y el formato ejemplo.
Sig=-

estd préximo a 0, con error

]--[0- » el término a, es a,,, va que

-1 1 1
I—O{"—n'— {? para todo n> 10

LS98005.02.03 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simbdlico y el formato ejemplo.

Sie =-—l-[‘ﬁ- » ¢l término a,, es @y, ya que
) B S para todo n > 100

100 "~ n 100
LS98005.02.04 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion simboélico y el formato ejemplo.
Sig= 10"", el término Q. TS @, 400000 YA QUE

—1 1 1
o6 < <—Tog Vo todo n = 1,000.000

LS98005.02.05 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion simbolico y el formato ejemplo.

La succsién ( 2
m+1

aproximan a | con error menor Que €= 10-*%.
Es dccir, todos los términos de la sucesion. a
partir de uno de ¢llos en adelante, se encuen-
tran en el entormo o

tiene términos quec sc

)
e e &
] T T
En efecto, basta tomar n de modo que

11— . <10-*
241

Esta desiguadad cs cquivalente a:

n4+l—n
n4+1

- "l)r ooz 1> 10% =

e n>10°—1

Por tanto, si n> 10 — I, la diferencia entre
cualquier t€érmino de la sucesion y ¢l nime-
ro 1 es menor que e= 10-%
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LS98005.03.01 i.v.s v-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion verbal y el formato ejemplo.
En la primera figura s¢ ve que si tomamos € = 0,5,
los unicos puntos de la grafica que no estin dentro
del entorno de aproximacién 1 — 0,5, 1 + 0,5( son

los correspondientesa n= 1y n=2.

Para uz > 2 se verifica que:
a,e]l — 05, 1 +0,5(
Por tanto, aqui ¢l valor de n, ¢s n, = 2.

LS98005.03.02 i.v.s v-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion verbal y el formato ejemplo.

En Ja segunda figura se obstrva que si tomamos
e=0,1, los Gnicos puntos que no estin dentro dcl
cntorno de aproximacion J1 - 0,1, 1 + 0,1[ son los
correspondientesa n=1, 2, ... 10.

Para n> 10 sc verifica que:
a,€]l ~0,1,1+0,1(
y aqui el valor de n, es n,= 10.
LS98005.03.03 i.v.s g-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion grafico y el formato ejemplo.

4+ NN NN
24 - R .
\ [\\ R \E‘\§
1+0,5 ' = >
’ '.\ a,
+ 1 - d =
1~054

LS98005.03.04 i.v.s g-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion grafico y el formato ejemplo.

123456789101

LS98005.04.01 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usa el sistema de
representacion verbal y el formato definicién.

El namero real a es el limite de la sucesin (a,) y se

escribe lim @, =a, lima,=a o a,— a cuando para

todo ndmero real positivo £ existe un término a, de la

sucesion a partir del cual todos los términos siguientes

estdn en ¢l entorno J@ — ¢, @ + gf del punto a.
LS98005.04.02 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simbdélico y el formato definicidn.

Se dice que la sucesién (aq,) tiens por Jimite a cuando
para cuoalquier £€> 0 existe un numero natural n, tal
aue siempre que z > A, se verifica la, —al <e&.

LS98005.04.03 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simbdlico y el formato definicion.

lim a, =aesVe> 0, 3n,e N*, Ia__—-aiqe.,"a"u> n,

LS98005.04.04 i.v.s g-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion grafico y el formato definicion. (Fragmento en pagina siguiente)
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L.S98005.04.05 i.v.s g-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion grafico y el formato definicion.

4t x i l ¥=a+ie ~
! 2 3 n,
LS98005. Cuadros-resumen
, , . . Linea Linea Y 1 ,
Capitulo | Pagina | Figura Inicial Final Codigo Fenomeno
106 No 1 4 LS98005.01.01 | a.s.iv-e
106 Si 1L.S98005.01.02 | a.s.i g-e
106 No 14 17 L.S98005.01.03 | a.s.iv-e
106 Si L.S98005.01.04 | a.s.i g-e
107 Si LS98005.02.01 | i.v.s s-e
107 No 25 27 L.S98005.02.02 | i.v.s s-e
107 No 27 29 L.S98005.02.03 | i.v.s s-e
107 29 31 LS98005.02.04 | i.v.s s-e
X 107 Si L.S98005.02.05 | i.v.s s-e
108 No 5 9 L.S98005.03.01 | i.v.s v-e
108 No 11 19 LS98005.03.02 | i.v.sv-e
108 Si LS98005.03.03 | i.v.s g-e
108 Si 1.598005.03.04 | i.v.s g-e
109 No 5 9 L.S98005.04.01 | i.v.sv-d
109 No 26 28 L.S98005.04.02 | i.v.s s-d
109 No 31 31 1.S98005.04.03 | i.v.s s-d
109 Si 1.598005.04.04 | i.v.s g-d
109 Si LS98005.04.05 | i.v.s g-d
Verbal Grafico T?:ru Simbdlico
LS98005.01.0 LS98005.01.0
as | 1; 2;
i |LS98005.01.0 LS98005.01.0
3 4
LS98005.02.0
1;
LS98005.02.0
LS98005.03.0 LS98005.03.0 | LS98005.04.0 2 LS98005.04.0
v | 1; LS98005.04. | 3; 4; L598005.02.0 | 2;
s | LS98005.03.0 | 01 LS98005.03.0 | LS98005.04.0 3 LS98005.04.0
2 4 5 L598005.02.0 | 3;
4
L598005.02.0
5
e d e d E|d]|e d
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Comentario

En este libro se observa que no se ha producido ningiin cambio respecto a la
década anterior, en la que prevalecia el fenémeno i.v.s sobre el fenémeno a.s.i.
En concreto, la relacion es de 14 a 4. El Unico sistema de representacion que no
se observa es la tabla. La relacion entre los formatos es de 5 (definicién) a 13
(ejemplo).
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LS98006. Ficha

Cédigo LS98006

Autor F. Gonzalez y J. Villanova

Titulo Curso practico de matematicas 22 B.U.P.
Editorial Edunsa

Ao 1987

Ubicacién L.E.S “Mayorazgo” (Malaga)

Informacion Capitulo III. Convergencia de sucesiones.
sobre limites Limites. Paginas 41 -52

L.S98006. Secuenciacion

1) Se desarrolla el ejemplo a,, = 2nn—+1 Véase LS98006.01

2) Definicién de limite finito de una sucesion. Véase LS98006.02

3) Teorema de la unicidad del limite; se definen las sucesiones convergentes,
divergentes y oscilantes Acotaciéon , monotonia y convergencia y teoremas.

4) Se propone demostrar que la sucesién an = (4n + 7)/5n tiene limite 4/5, y
que no tiene limite 3, usando la definicién &-no. Emplea la representacion
grafica. Véanse LS98006.04.01, LS98006.04.02 y LS98006.04.03

5) Se trabaja con la sucesion an= (3n -1)/(2n+3) y se ve que su limite no es ni 3,
ni 2, ni 1,4, y si que vale 3/2, usando la definicién formal. Emplea la
representacion  grafica. Véanse LS98006.05.01, LS98006.05.02 vy
LS98006.05.03

L.S98006. Detalle de los fendmenos observados

LS98006.01 i.v.s v-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion verbal y el formato ejemplo.

*« La distancia de los t&rminos de la sucesidn a 2 puede ha-
cerse tan pequefia como se desee , a partir de un término conve-
nientemente elegido . Por ejemplo , si se desea que tal distan-
cia sea inferior a 0'0001 , es evidente que ello ocurre a par-
tir del término que ocupa el lugar 10001, inclusive :

LS98006.02 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion simbélico y el formato definicion.
Definicidn de 1imite

Dada una sucesidn (a,) , diremos que el nGmero real L es el
1fmite de esa sucesidn, y escribiremos 1lim a =L, si se veri
fica la siguiente condicidn : "

Para cualguier nGmero real € > 0, puede hallarse un natu
ral np tal que
lan-L| <€ para todo n3Eng
LS98006.04.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la

funcion e-No, usan el sistema de representacion simbolico y el formato ejemplo.

b) Se trata de hallar términos que cumplan la condicidn

1

+ 28
Ia,,-%|<0'1 s, ©es5to es , 5

20n

1
€
10

Dichos términos corresponderfn a aquellos valores de n que
cumplan la Gltima inecuacidn escrita . Resolvimosla :

n+28 1 n+28
Come  @m>  20n-
20n 10 20n- Son

<20n-:—° > n+28<2n <> n> 28
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LS98006.04.02 i.v.s g-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema
representacion grafico y el formato ejemplo.

a3 a3 gy

° 0'%s 3 0'E5 5

LS98006.04.03 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema
representacion simbdlico y el formato ejemplo.

a) Debemos probar que la inecuacién an—% <0'01 no tiene
soluciones :
3 n+ 28 1
-=|<o0 <= € —— &= < 4>
an-7 0'01 >on 700 5n+ 140 n
4> 4n < -140 > n < -35

LS98006.05.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema
representacion simboélico y el formato ejemplo.

; {2 4
Esto puede demostrarse resolviendc la inecuacidn an—-s-' <€
4dn+7 4 4n+7-4n
an-%- &4 Sn --S- <g <> T <g <>

7 7 7
— | € &> —< A 7<5€n <> n>—
|5n £ g ¥ 5¢

L.S98006.05.02 i.v.s g-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema
representacion grafico y el formato ejemplo.

0 1 2 2 3
R 5 1“““_1 — R
h_d(a'nb3)—,

LS98006.05.03 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema
representacion simboélico y el formato ejemplo.

C) Para saber ai 1im a - 2 , procedemos como sigue :
o

3n -1 |an -1 _4n+86| .

- — <
lan-2| <e '#Izna-; 2|<e ¥ |3nv3 Zn+3

=n =7 n+7

——— Xl ol S <

TS <E  a 3 < E o n+7 2gn + 3E
- n=2en < 38 =7 - ni1 -2} < 3 -7

LS98006. Cuadros-resumen

de

de

de

de

de

Capitulo | Pagina | Figura ILrllrilceizl EEE? Codigo Fendémeno
41 No 4 17 LS98006.01 i.v.sv-e
41 No 18 24 LS98006.02 i.v.s s-d
44 No 10 21 LS98006.04.01 |i.v.ss-e

3 45 Si LS98006.04.02 |i.v.s g-e
45 No 1 10 LS98006.04.03 | i.v.ss-e
46 No 4 20 LS98006.05.01 |i.v.ss-e
47 Si LS98006.05.02 | iv.s g-e
47 No 14 21 LS98006.05.03 | i.v.ss-e
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Verbal Grafico Tabular Simbdlico
asi
1.598006.04.01;
. 1.S98006.04.02; 1.598006.04.03:
ivs | 1598006.01 |1 ¢98006.05.02 1.598006.05.01; | >28006.02
1.598006.05.03
e d e dl e | d e d

Comentario.

Este libro sigue la tendencia de la década de los setenta, en la que prevalecia el
fenomeno i.v.s (8) por encima del fenémeno a.s.i (0). Como en libros anteriores,
observamos la ausencia de fen6menos en el sistema de representacion tabular.
El formato ejemplo prevalece sobre el formato definicion.
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LS98007. Ficha

Cédigo LS98007

Autor César Benedicto y Adolfo Negro

Titulo Matematicas 2 2B.U.P

Editorial Alhambra

Ao 1987

Ubicacion L.E.S “Mayorazgo” (Malaga)

Informaciéon sobre | Capitulo I. Sucesiones. Limite de sucesiones.
limites Paginas 1-18

L.S98007. Secuenciacion

1) Empieza con dos ejemplos de sucesiones. A continuacion, da la definicion de
sucesion de numeros reales.

2) Se presenta la sucesién an= 1/n y se afirma que la manera mas adecuada de
representar las sucesiones es mediante diagramas lineales y diagramas
cartesianos. Se realiza la representacion grafica utilizando las dos tipos de
representaciones. Véase LS98007.02

. .z n e .
3) Se estudia la sucesion a, = — Se calculan unos cuantos términos y se

representan graficamente. Véase LS98007.03

4) Ejemplo. Se vuelve a estudiar la sucesion anterior y se afirma que 1 es el
limite de la sucesién. Véanse L.S98007.04.01 y LS98007.04.02

5) Se vuelve a estudiar la sucesién an= 1/n y se demuestra que su limite es 0.
Véase LS98007.05.01

6) Definiciones de limite finito de una sucesién. Una, en términos de distancia,
otra, en términos de entorno y otra, usando la definicién &-no. Véanse
LS98007.06.01, LS98007.06.02 y LS98007.06.03

7) Se presenta el ejemplo an= 1/n y se demuestra que su limite es cero, usando
la definicién e-no. También se usa el sistema de representacion grafica.
Véanse LS98007.07.01 y LS98007.07.02

LS98007.Detalle de los fendmenos observados

LS98007.02 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

LS98007.03 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.
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LS98007.04.01 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

&
a, a; 8y 4 ag g e
. il
i . - . _"

u . r
LS98007.04.02 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el
sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

Parece que ¢l namero al que se va acercando la sucesion es 1.

1 va a scr ¢l limite de la sucesion a, (la sucesion a, tiende al nimero 1).
LS98007.05 i.v.s v-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion verbal y el formato ejemplo.
iPor qué es | el limite? Porque vamos a ver que 1 cumple que:
4. Tomando cualquier distancia por pequeiia que sea, todos los términos de la
sucesién a partir de uno de ellos, distan del limite menos de la distancia tomada.

LS98007.06.01 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion verbal y el formato definicion.

El nimero L es el limite de la sucediéon a,, cuando para cualquier dis-
tancia & * Que tomemos, por pequena que sea, existe un término de la
sucesion, a partir del cual la distancia de todos los siguientes términos a L,
oS menor que £,
LS98007.06.02 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la
funcion e-No, usan el sistema de representacion verbal y el formato definicidn.
lim a, = L cuando para cualquier entorno de L que tomemos, por pe-
quefio que sea su radio &, existe un término de la sucesion, a partir del
cual, todos los siguientes términos pertenecen a dicho entorno.

LS98007.06.03 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion verbal y el formato definicion.
lim a, = L siy solo si para cualquier nimero positivo ¢ que tomemos,
existe un término @, a partir del cual todos los términos a,, siguientes a
a; cumplen que |a, — L] < &.

LS98007.07.01 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion simbélico y el formato ejemplo.

La sucesion a, = — parecia en el ejemplo 7 tener limite 0. Esto es cierto, ya que
n

si tomamos cualquicr distancia s, podemos conseguir siempre que |a, = 0 < &, para
todos los términos a, a partir de un término ay. Para saber cudl es ay, has de tomar

! .
K = — (en los ejercicios resueltos puedes ver como obtener K).
£

LS98007.07.02 i.v.s g-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion grafico y el formato ejemplo.

311 i u'@ a ]
I 1 11‘ \./
" il
-0, 0 0.1
| |
E,.,(0)
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LS98007.Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura }Jririlceizl Eﬁzf Codigo Fendmeno
7 Si 1.598007.02 a.s.ig-e
7 Si L.598007.03 a.s.ig-e
8 Si L.S98007.04.01 | a.s.ig-e
8 No 11 12 LS98007.04.02 | a.s.iv-e
I 9 No 3 5 L.S98007.05 a.s.iv-e
10 No 1 4 LS98007.06.01 |iv.sv-d
10 No 7 9 LS98007.06.02 | i.v.sv-d
10 No 13 15 LS98007.06.03 | i.v.sv-d
10 No 16 23 L.S98007.07.01 | i.v.ss-e
10 Si L.S98007.07.02 | a.s.ig-e
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
LS98007.02
asi | LS98007.04.02 LS98007.03
LS98007.04.01
LS98007.06.01
ivs | LS98007.05 LS98007.06.02 | LS98007.07.02 LS98007.07.01
L.S98007.06.03
e d e d{e | d e d

Comentario

Los fendbmenos estan repartidos (4, a.s.i, frente a 6, i.v.s). Sobresale el sistema
de representacion verbal y se corrobora la ausencia del sistema de
representacion tabular. Hallamos 7 veces el formato ejemplo frente a 3 veces el
formato definicidn.
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LS98008. Ficha

Codigo L.S98008
J. M. Belmonte, G. Montero, Adolfo Negro, Santiago
Autor . .
Pérez, Tomas Sierra.
Titulo Matematicas 2 Bachillerato
Editorial Alhambra (Madrid)
Ao 1989
Ubicaciéon L.E.S Pedro Espinosa. Antequera (Malaga)
Informacion sobre limites | Capitulo . Sucesiones y limites. Paginas 02 -15

L.S98008. Secuenciacion

1) Comienza el tema recordando la definicién de sucesiéon de niimeros reales
dando algunos ejemplos y definiendo lo que son sucesiones mondtonas.
Representa graficamente dos sucesiones de numeros reales. Véase
LS98008.01

2) Definicién de limite de una sucesion. Esta se da empleando la representacién
grafica. Véanse L1S98008.02.01, LS98008.02.02, LS98008.02.03 vy
1L.S98008.02.04

3) Se demuestra que el limite de la sucesiéon an= (n+1)/n vale 1, usando la
definicion &-No. Véase LS98008.03

L.S98008. Detalle de los fendmenos observados

LS98008.01 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

A

L * e N
1 2 3
o) =(1227=%

LS98008.02.01 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el

sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

Como puedes observar la sucesion de término general
a, = ljn parece que se acerca indefinidamente a cero, que se
puede aproximar tanto como qUEramos a cero.

LS98008.02.02 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

g gy By 3y
' TT .. 'l :
V] 04 05 01

LS98008.02.03 i.v.s v-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion verbal y el formato ejemplo. (Ver fragmento en pagina
siguiente.)
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Pero esto ocurre con cualquier distancia que yo tome. Es
decir, dada una distancia, que llamaré g, puedo encontrar un
término de la sucesion a partir deJ cual todos los términos
que le siguen se separan de cero menos que la distancia &.

LS98008.02.04 i.v.s s-d. Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la
funcién &-No, usan el sistema de representacion simbélico y el formato
definicion.

Dado un £=0, existe un me IN, tal que |a,— | <e, Vnzm.

LS98008.03 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion simboélico y el formato ejemplo.
Por tanto, si se demuestra que un elemento a, dista menos
que & de 1, los demas adn estaran mas cerca. Ahora bien,
para quc

basta quc

n+1—n|
n

z = |
Y esta desigualdad se cumple si = < n.

LS98008. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura }grilceizl EES? Codigo Fenomeno
4 Si L.598008.01 a.s.ig-e
4 No 7 9 L.S98008.02.01 | a.s.iv-e
I 5 Si L.S98008.02.02 | a.s.ig-e
5 No 5 8 LS98008.02.03 |i.v.sv-e
5 No 13 15 L.S98008.02.04 |i.v.ss-d
6 No 1 14 L.S98008.03 i.v.s s-e
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
asi LS98008.01;
1.598008.02.01 1.598008.02.02
ivs | LS98008.02.03 1.598008.03 | LS98008.02.04
e d e die| d e d

Comentario.

En este libro hallamos ambos fendmenos con la misma frecuencia: 3. No usaron
el sistema de representacion tabular. El formato se inclina basicamente hacia
los ejemplos (5 de 6).
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A4.1.5 Periodo 1990-1999

En este periodo analizamos cuatro libros: dos de 1997 y dos de 1998. Proceden
de los institutos “Pedro Espinosa”, de Antequera (Malaga) y “José Hierro”, de
Getafe (Madrid). Durante este periodo se promulga y desarrolla la LOGSE en
toda Espafia y se inician diferentes criticas que conduciran, sucesivamente, en
el siguiente lapso, a nuevas leyes organicas.
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LS99001.Ficha

Codigo LS99001
Adolfo Negro, Cesar Benedicto, Mariano Martinez y José

Autor Manuel Poncela. Grupo Azul 21

Titulo Matematicas 2.Ciencias de la Naturaleza y de la Salud.
Ao 1997

Editorial Santillana (Madrid)

Ubicaciéon .LE.S Pedro Espinosa. Antequera (Malaga)

Informaciéon | Bloque III. Tema XII. Apartado I. Limite de sucesiones.
sobre limites |Paginas 214 - 231; 217-218

L.S99001. Secuenciacion.

1) El tema comienza con la definicién de sucesién, progresién aritmética,
progresion geométrica, y sucesiones definidas por recurrencia. A
continuacion se realizan ejercicios relativos a ello.

2) Ejemplo manipulativo para la introduccién del limite finito de una sucesion.
Véase LS99001.02

3)Se presenta la sucesibn a,= 2n/(n+1). Véanse LS99001.03.01,
LS99001.03.02, y LS99001.03.03

4) Definicion de limite de una sucesién. Véase LS99001.04

5) La sucesiéon an= 2n/(n+1) tiene limite. Véase LS99001.05

LS99001. Detalle de los fendmenos observados

LS99001.02 a.s.i v-e. Se trata de una aproximaciéon simple intuitiva, usan el
sistema de representacion verbal y bajo el formato ejemplo.

Cada cuadrado tiene un area que es la mitad del
area anterior. La sucesién An de las dreas de los
cuadrades de la figura 1 tiende a un nimero finito
{cero). Se dice que su limite es 0 y se escribe que
lim An=0

LS99001.03.01 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

=5 zn 5
Veamos otro ejemplo. La sucesion a, = "-T l (fig. 2).
a=la=43=130=6=15a=85=16..ay= 3820 = 1,9
Con ayuda de la calculadora se obtienen términos avanzados:
200 2.000.000

a;:'? = ’.OT = ‘.980]08 P tlumom = T(—K-X)W = 1,999998 et

LS99001.03.02 i.v.s v-e. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de

representacion verbal y el formato ejemplo.

2 es ¢l limite porque tomando cualquier distancia, porApcqucnaoque. sea, dv.oum
los términos de la sucesin, a partir de uno de cllos, distan de 2 menos de esa
distancia, O dicho de otra manera: porque lanando cualquier entorno Tr pe-
quefio que sea con centro en 2, todos los términos de la sucesion a partir de uno

de cllos pertenecen al entomo. 7,
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LS99001.03.03 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple, usan el sistema de
representacion grafico y el formato ejemplo.

Ffon Thom
- -3 *‘\H/ +—
r [ BF 1 19 227
Im
n+i
LS99001.04 i.v.s v-d. Se trata de una “ida - vuelta”, usan el sistema de
representacion verbal y el formato definicion.

El ndmero L es €) Vimite d¢ )a sucesién a, si ¥ solo si para cualquier entor-
no de L que se tome, por pequeiio que sea, existe un térmm_o de la sucesi6n a
partir de) cua) fodos los siguientes términos pertenecen a dicho entorno [1].

Fig. 2. Sucesitn a., =

LS9900105 i.v.s s-e. Se trata de una “ida - vuelta” porque se construye la
funcion e-No, usan el sistema de representacion simbélico y formato ejemplo.

Averigua qué términos de la sucesion a, =
n

rienecen al entorno
e &

centro en 2 y radio igual a una centésima,
Solucién

Como lim a, = 2 tendrén que pertenecer a Eyg (2) = (1,99, 2,01) wodos log'@
minos desde uno en adelante. .

En efecto, tanteando y utilizando la calculadora se tiene:

ayee = 398200 = 1,99. Esif justo al borde del entormo.
Qg = 400201 = 19900498 ... € Ejy, (2).

Los elementos que siguen a ayy contindan pertenccicndo al entomo.
Puede llegarse al resultado mediante cdlculo y no por tanteo:
a, € By (2) = 199 <a, <201

2
19 <a, =5 1,99 < v =3 199<001 -2t = n>199
n+1

a, <201 = 2"l-<2,m = =201 <001 n = n>-201(*)

n+

LS99001. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura ILrllrilceizl EE:? Codigo Fenémeno
No 5 6 L.5S99001.02 a.s.iv-e
No 12 16 LS99001.03.01 | a.s.iv-e
X1 217 No 27 31 LS99001.03.02 |i.v.sv-e
Si LS99001.03.03 | a.s.ig-e
No 33 35 LS99001.04 i.v.sv-d
218 No 1 16 L.S99001.05 L.v.s s-e
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
asi | LS99001.02; LS99001.03.01 1.599001.03.03
ivs | LS99001.03.02 L5S99001.04 1.599001.05
e d e djie | d e d

LS99001. Comentario.

En este libro hallamos ambos fenémenos con la misma frecuencia: 3. Entre los
sistemas de representaciéon usados no figura la representacién tabular. Sobre
sale el uso del formato ejemplo frente al formato definicién (5 a 1).
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LS99002. Ficha

Codigo 1599002

Autor M2 Trinidad Camara Meseguer, M2 Felicidad
Monteagudo Martinez, Jesus Paz Fernandez

Titulo Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |

Ao 1997

Editorial Luis Vives

Ubicacién L.LE.S. “José Hierro” (Getafe, Madrid)

Informaciéon sobre Inmerso en Capitulo VII. Limite de funciones.

limites Continuidad

L.S99002. Secuenciacion.

1) Definicién de sucesién de nimeros reales.

2) Se presenta la sucesion an = n'y se calculan algunos términos.

3) Se afirma que la sucesién de términos impares del ejemplo anterior es 2n-1

4) Definicién de limite de una sucesién. Véase L.S99002.04

5) Se presenta la sucesiéon a, = 1/n y se afirma que su limite es cero.

6) Operaciones con limites: Suma, resta, producto, cociente y producto por una
constante.

LS99002. Detalle de los fendmenos observados

LS99002.04 a.s.i v-d. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el

sistema de representacion verbal y el formato definicion.
Hay sucesiones en las que sus términos cada vez se acercan mas a un deter-
minado valor, conocido como limite de la sucesion; este valor lo expresa-

LS99002. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura ILrlllilceiZl EES? Codigo Fen6meno
VII 128 No 16 18 L.S99002.04 | a.s.iv-d
Verbal Grafico | Tabular | Simbdlico
asi 1.599002.04
ivs
e d e|d|e|d e d

Comentario.
Este libro solamente incluye un cédigo de fendmeno: a.s.i v-d.
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LS99003. Ficha

Codigo L.S99003

Autor J. R. Vizmanos y M. Anzola

Titulo Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |

Afio 1998

Editorial SM

Ubicacién L.LE.S. “José Hierro” (Getafe, Madrid)

Inform:'m_on Inmerso en Capitulo X. Tendencia y Continuidad. Pp. 149-166.
sobre limites

LS99003. Secuenciacion.

1) Se presenta la sucesion a, = 1/n. Se realiza una tabla de valores y se observa
que su limite es cero. Véanse LS99003.01.01 y LS99003.01.02

2) Se presentan tres ejemplos de sucesiones con limite 0. Véase LS99003.02

3) Definicion de sucesiéon nula.

4) Ejercicio resuelto. Se presentan tres ejemplos en los que se afirma que tienen
limite 0. Véase LS99003.04

. . 2 .
5) Ejemplo. Se presenta la sucesién a, = ﬁ Se realiza una tabla de valores y

se observa que su limite es 2. Se emplea la representacion grafica. Véanse
LS99003.05.01, LS99003.05.02 y LS99003.05.03
6) Definicion de sucesion con limite 1, basandose en la sucesién nula.

L.S99003. Detalle de los fendmenos observados

LS99003.01.01 a.s.i t-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion tabular y el formato ejemplo.

n 10 100 1000 10000 1000000 tiende a + =

a, 0,1 0,01 0,001 0,0001 0,000001 o tiendea 0

LS99003.01.02 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el

sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

A medida que n aumenta, lo que equivale a decir que n tiende a
+ <o y se lee mas infinito, los términos de la sucesién se hacen cada
vez mas pequenos y se aproximan cada vez mas al nimero real 0.

Este nimero hacia el cual tienden se llama limite de la sucesion.
LS99003.02 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el

sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.
b) Si n se hace cada vez mayor, {a qué numero se aproximan los
términos de las siguientes sucesiones?
1 1 1

n + 2 l)"=n+3 “=n xra

a, =

Dando valores a n cada vez mayores se obtienen términos de la
sucesion que se aproximan cada vez mas a 0.

LS99003.04 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el

sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.
LA qué valor tienden los términos de las siguientes sucesiones?

o — 2 b o 3 . _ 4
Uy e 2 " n + 3 " n + 477

A medida que n va tomando valores cada vez mayores, lo mismo sucede con
el denominador; en cambio, el numerador permanece constante. Por tanto, &
cociente se aproxima a 0. El limite de estas sucesiones es 0.
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LS99003.05.01 a.s.i t-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion tabular y el formato ejemplo: ver pagina siguiente.

n | 1 f 0 i
a, | 1 |,8'|7..:

LS99003.05.02 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacién verbal y el formato ejemplo.

A medida que n aumena, los términos de la sucesién se aproximan
cada vez més 2l numero real 2, El limite de ssta sucesidn es 2.

LS99003.05.03 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

100 10000 1000 000

1,99999...

tiende a + =

1,98...

1,999... |
£ i

tiendea 2

- a’ o
z_{ a, - e a,% S Scoo
; a® a, o
By e
< B <
o "a,
4+ o a3
z
11+ -
'
2 A et
o123 10 100 1000

Representacion de los términos de la
sucesién

2N
s n + 1
LS99003. Cuadros-resumen
, , . ) Linea Linea . s ,
Capitulo | Pagina | Figura Inicial Final Codigo Fen6meno

150 Si LS99003.01.01 | a.s.it-e
150 No 7 10 L.S99003.01.02 | a.s.iv-e
150 No 11 15 L.S99003.02 a.s.iv-e
X 150 No 20 24 L.S99003.04 a.s.iv-e
151 Si LS99003.05.01 | a.s.it-e
151 No 7 8 L.S99003.05.02 | a.s.iv-e
151 Si LS99003.05.03 | a.s.ig-e

Verbal Grafico Tabular Simbdlico

LS99003.01.02;
.| LS99003.02; LS99003.01.01;
511 1,599003.04; 1599003.05.03 | 1} 599003.05.01
L.S99003.05.02
ivs
e d e d e d| e d
Comentario

Este libro incluye solamente el fen6meno a.s.i, hecho que parece confirmar una
tendencia empezada ya en los afios 80, época en la que se inicia el aumento de
la importancia relativa de la intuicién con respecto a la definiciéon formal. Los
sistemas de representacion empleados son el verbal, el grafico y el tabular. Los
autores usan solamente el formato ejemplo.
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LS99004. Ficha

Codigo LS99004
Autor Esther Bescos, Zoila Pena
Matematicas 12 BachILLERATO (Ciencias de la

Titulo Naturaleza y de la Salud)

Editorial Oxford Educacion

Aio 1998

Ubicaciéon LLE.S. “José Hierro” (Getafe, Madrid)

Informacion sobre limites | Capitulo IX. Limite y continuidad. Pp. 204-243

LS99004. Secuenciacion

1) Definen el término general de una sucesion, las progresiones (aritméticas y
geométricas), y plantean ejercicios.

2) Limite finito de una sucesién. Se emplean graficas y tablas en ejemplos para
introducir la definiciéon de limite. Véanse LS99004.02.01, LS99004.02.02,
LS99004.02.03, LS99004.02.04, LS99004.02.05, LS99004.02.06,
LS99004.02.07 y LS99004.02.08

3) Sucesion divergente. Actividades.

4) Operaciones con sucesiones, calculo de limites y nimero e.

L.S99004. Detalle de los fendmenos observados

LS99004.02.01 a.s.i t-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion tabular y el formato ejemplo.
1 2 10 1000 1000000 100000000 ... A

S |-

1 05 01 0,001 0000001 0,00000001

LS99004.02.02 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

1

08
06
04
0.2

S aE LA e iyt —_—
ol 12 10 1000 1000000 100000000

LS99004.02.03 a.s.i t-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el
sistema de representacion tabular y el formato ejemplo.

n 1 2 10 1000 1000000 10000 000 0 o2

4n

=y 08 13 2857 39840 3999984 3999599984 ... 4
LS99004.02.04 a.s.i t-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el
sistema de representacion tabular y el formato ejemplo.

n 1 2 10 1000 100000 100000000 N—» 00

EL oo 07 126 1AOKIS8 14995675 14999995 .. 15
Wn+5

LS99004.02.05 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo. (Ver fragmento en
pagina siguiente.)
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- N W o»

- e -

o112 W l‘?CO IVCOC:COJ 100000000
LS99004.02.06 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

-

T it Rt R

as

o T 2 10 1000 10030000 103000020
LS99004.02.07 a.s.i v-e. Se trata de una aproximaciéon simple intuitiva, usan el

sistema de representacién verbal y el formato ejemplo.
En todas las representaciones anteriores se puede observar que los términos

de la sucesion se van acercando a un determinado valor constante al que, sin

embargo, no acaban de llegar nunca. Este valor al que se acercan indefinida-

mente los rérminos de la sucesion recibe el nombre de limite de la sucesién.
L.S99004.02.08 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el
sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

Si una sucesién cualquiera a, tiene de limite un nimero real L se escribe:

Iima,=L(
Una sucesion tiene limite L si, cuando n tiende a infinito, eéxiste un n, tal que, para
todo n = n, la diferencia entre g, y L es cada vez menor

Es decir, cuandon — ==, la, ~ (1 -0

LS99004. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura | Linea Inicial | Linea Final | Cédigo Fenémeno
208 Si LS99004.02.01 | as.it-e
208 Si LS99004.02.02 | a.s.ig-e
208 Si LS99004.02.03 | as.it-e
IX 208 Si LS99004.02.04 | as.it-e
208 Si LS99004.02.05 | a.s.ig-e
208 Si LS99004.02.06 | a.s.ig-e
208 No 13 14 LS99004.02.07 | a.s.iv-e
208 No 18 19 LS99004.02.08 | a.s.iv-d
Verbal Grafico Tabular Simbélico
LS99004.02.02; LS99004.02.01;
asi | LS99004.02.07 | LS99004.02.08 | LS99004.02.05 LS99004.02.03
LS99004.02.06 LS99004.02.04
ivs
e d e d e d| e d
Comentario.

Unicamente observamos el fendmeno a.s.i; este libro sigue la tendencia del
anterior. El sistema de representacion simbolico es el inico ausente y sobresale
el formato ejemplo frente al formato definicion.
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A4.1.6 Periodo 2000-2005

De este periodo hemos analizado tres libros de texto, todos publicados en el
afio 2002. Proceden del “El Mayorazgo”, de Malaga, y nuestra biblioteca
personal.

Durante este periodo se promulgan la LOCE (2004) aunque su vigencia sera
muy corta, y la LOE, actualmente en vigor. Sin embargo, los libros estudiados
solamente reflejan, como mucho, las criticas recibidas por la LOGSE.

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. 305



Limite finito de una sucesién: fenémenos que organiza

LS00001. Ficha

Codigo LS00001
Autor Esther Bescos, Zoila Pena
. Matematicas 12 BachILLERATO (Humanidades y
Titulo . .
Ciencias Sociales)
Editorial Oxford Educacion
Afio 2002
Ubicaciéon LE.S. “Mayorazgo” (Malaga)

Informacion sobre limites | Capitulo IV. Limite y continuidad. Pp. 86-119

L.S00001. Secuenciacion

1) Definicion de sucesion (como una aplicaciéon de N en R ) y de término general
de una sucesién. Se presentan varias sucesiones en las que se calcula el
término general.

2) Se definen las progresiones aritméticas y geométricas. Se calcula la
expresion que da el término general de cada una de ellas y a continuacién se
realizan algunos ejemplos. Se proponen actividades y se resuelven.

3) Definicién de limite usando tablas de valores y representaciones graficas. Se
da también la definicién de limite usando la representacién verbal. Véanse
LS00001.03.01, LS00001.03.02, LS00001.03.03, LS00001.03.04,
LS00001.03.05, LS00001.03.06 y LS00001.03.07

LS00001. Detalle de los fendmenos observados

LS00001.03.01 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

A
13 .

0,2 1+
o
A Lo, >

ol 7 3 70 1000 1000000 100060000

LS00001.03.02 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacidn simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

s

3 -

.

BB A

A A
N A e

) l: 2 TG TO0C 71600G0006 30D000000
LS00001.03.03 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo. (Véase fragmento en la
pagina siguiente.)
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0‘ 1 '2 1;3 1000 71000000 100000000
LS00001.03.04 a.s.i t-e. Se trata de una aproximaciéon simple intuitiva, usan el
sistema de representacion tabular y el formato ejemplo.

fad 1 2 10 1000 1000000 100000000 ... nA—>oo

1 05 0,1 0,001 0,000001 Q00000001 ... ¢

S|

LS00001.03.05 a.s.i t-e. Se trata de una aproximaciéon simple intuitiva, usan el

sistema de representacion tabular y el formato ejemplo.
2 R 2 10 1000 1000000 100000000 .. N>

proESERE

s 03 13 28571 39840 3999984 3999999984 ... 4

LS00001.03.06 a.s.i t-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el

sistema de representacion tabular y el formato ejemplo.

s 2 10 1000 1000000 100000000 . ... o

FESNIO ST Y
%,; 05T 07 124 1496758 149999675 14999999 .. 18
-

LS00001.03.07 a.s.i v-d. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el

sistema de representacion verbal y el formato definicion.
Si una sucesion cualquiera de término general a, tiene por limite un nimero real, L,
se escripe:

lima,=1L

Nesw

Una sucesion tiene limite L si, cuanda n tiende a infinito, la diferencia entre a, y L es
cada vez menar,
Es decir, cuando n — <o, l a,-L | =0

LS00001. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura ILriIilcE;:l EES? Codigo Fenomeno
90 Si L.S00001.03.01 | a.s.ig-e
90 Si L.S00001.03.02 | a.s.ig-e
90 Si L.S00001.03.03 | a.s.ig-e
IV 90 Si L.S00001.03.04 | a.s.it-e
90 Si LS00001.03.05 | a.s.it-e
90 Si L.S00001.03.06 | a.s.i t-e
90 No 11 16 LS00001.03.07 | a.s.iv-d
Verbal Grafico Tabular Simbélico

LS00001.03.01; LS00001.03.04;
asi LS00001.03.07 | LS00001.03.02; LS00001.03.05;
LS00001.03.03 LS00001.03.06

ivs

e d e d E D| e d

Comentario.

Contintda la tendencia observada en libros anteriores: mayor importancia de la
intuicion respecto a la definicion formal: solamente aparece el fenémeno a.s.i.
Se descarta en este caso el sistema de representacion simbolico. El formato
ejemplo se cuenta 6 veces, frente a una sola vez el formato definicion.
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LS00002. Ficha

Codigo L.S00002

Autor Esther Bescos, Zoila Pena

Titulo Matematicas 12 Bachillerato (Ciencias de Ia
Naturaleza y de la Salud. Tecnologia)

Editorial Oxford Educacion

Ao 2002

Ubicacién LE.S. “Mayorazgo” (Malaga)

Informacion sobre limites | Tema IX. Limite y continuidad. Paginas: 202 - 229

LS00002. Secuenciacion

1) Término general de una sucesion, las progresiones (aritméticas y
geométricas); ejercicios.

2)Limite finito de una sucesion. Graficas y tablas en ejemplos para introducir la
definicion de limite. Véanse LS00002.02.01, LS00002.02.02, LS00002.02.03,
LS00002.02.04, LS00002.02.05, LS00002.02.06, LS00002.02.07

3) Sucesién divergente. Actividades.

4) Operaciones con sucesiones, calculo de limites y nimero e.

LS00002. Detalle de los fendmenos observados

LS00002.02.01 a.s.i t-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el

sistema de representacion tabular y el formato ejemplo.
;I-:) 1 b 3 4 5 6 n

—ro0

: AL 0,25 0 0,625 0,04 0,027 0
ol 2

LS00002.02.02 a.s.i ge Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el

sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.
- AN

9,2 £,
T G
T

-1 T

LS00002.02.03 a.s.i t-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el

sistema de representacion tabular y el formato ejemplo.
4n
La figura 9.2 es la representacién grifica de la sucesién b, = id

m 1 2 0 1000 1000000 100000000 .. A==
iy 4n 08 130 28571 39840 3999984 3990959984 ... 4
ntAd

LS00002.02.04 a.s.i t-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el
sistema de representacion tabular y el formato ejemplo.

In+1l
La figura 9.3 es la representacién gréfica de la sucesién ¢, = TN

1 2 10 1000 1000000 100000000 ... A==

! 0S4 07 124 1496758 1,49999675 149999999 ... 15
Fan 5

LS00002.02.05 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo. (Ver pagina siguiente.)
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3 1‘ [ Do P R SIS T T R ol =t
L 178 B OO B S8 0 N0 ) I
o i O O A T
$.. : H ‘..'...4:, ' P ot |
v G S A . I Y
21 l- S8 o 1 i
ESERRannN z

. A AR A A -
ol-1 21071000 1000000 100000000

LS00002.02.06 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.
A

15—~

0.5+

‘o 000
LS00002.02.07 a.s.i v-e. Se trata de una aproximacién simple intuitiva, usan el
sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.
En todas las representaciones anteriores se puede observar que los términos
de la sucesion se van acercando a un determinado valor al que, sin embargo,
no acaban de llegar nunca. El valor al que se acercan indefinidamente los tér-
minos de una sucesién recibe el nombre de lfmite de la sucesi6n.

LS00002.02.08 a.s.i v-d. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion verbal y el formato definicion.

si el Ifmite de una sucesion de término general g, es, L, se escribe:
lima,=L

L]
Una sucesién, a,, tiene limite L si,cuando n tiende a infinito, la diferencia entre a, ¥
L es cada vez menor.

Es decir, cuando n —» s, |a,, - L| — 0.

LS00002. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura ILrllrilcizl EE:? Codigo Fenémeno
206 Si LS00002.02.01 | as.it-e
206 Si LS00002.02.02 | as.ig-e
206 Si L.S00002.02.03 | a.s.it-e
IX 206 Si LS00002.02.04 | as.it-e
206 Si LS00002.02.05 | a.s.ig-e
206 Si LS00002.02.06 | a.s.ig-e
206 No 13 14 1L5S00002.02.07 | a.s.iv-e
206 No 18 19 1.500002.02.08 | a.s.iv-d
Verbal Grafico Tabular Simbdlico
LS00002.02.02; LS00002.02.01;
asi | LS00002.02.07 | LS00002.02.08 | LS00002.02.05 LS00002.02.03
1.S00002.02.06 1.S00002.02.04
ivs
e d e e e d
Comentario.

Analogo a los libros recientes: fendmeno a.s.i. No hay representacion simbdlica;
en la practica totalidad de casos se usa el formato ejemplo.
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LS00003. Ficha

Codigo LS00003

Autor J. Colera, R. Garcia y M. J. Oliveira

Titulo Matematicas |

Editorial Anaya

Ao 2002

Ubicacién Biblioteca personal

Informacion sobre limites |Inmerso en Capitulo Il Sucesiones. Paginas 50-67

LS00003.Secuenciacion

s ., 5n
1) Se representa graficamente la sucesion a, =5y se hacen algunas
n

observaciones sobre la grafica representada. Véanse LS00003.01.01 y
LS00003.01.02
2

e .z n .
2) Se representa graficamente la sucesion a,, = o 4n, que diverge.

3) Definicion de limite de una sucesion. Véase LS00003.03
4) Se enuncia como expresar el hecho de que una sucesion tiene limite L. “Si se
acerca a un numero L, decimos an— 1 o bien lim a, ="

LS00003. Detalle de los fendmenos observados

LS00003.01.01 a.s.i g-e. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion grafico y el formato ejemplo.

VALORES DE @,

! : LS
..:',E ‘--:t ....ol?"""?”l"'i’il.i—:-
L HE "3"‘.’ - 51 o
IENERP Y i s a, - ——— 411 -
= i va.lll- lv;. -y n+3 | l’ i
2 44 o33 , 4 .1‘Ar 71‘_ —r N 4
o I | Lo ll .,.4}67 HH i?i" ..?t.i
A AEnaMmEEEERREmEmEmSEE HEE
R R PR
=<3 hb%_ 10 15 20 25 30 VALORES DE 2

LS00003.01.02 a.s.i v-e. Se trata de una aproximaciéon simple intuitiva, usan el
sistema de representacion verbal y el formato ejemplo.

Observamos que los elementos de la sucesion se acercan cada vez
mis a 5. Eso lo expresamos asi:

" A Sn
fim a,, = Itm
g n+3

LS00003.03 a.s.i v-d. Se trata de una aproximacion simple intuitiva, usan el
sistema de representacion verbal y el formato definicion.

El limite de una sucesién es su comportamiento para Erminos muy
avanzados, cuando 7 toma valores cada vez mayores.

-0

LS00003. Cuadros-resumen

Capitulo | Pagina | Figura IL:ilceizl ;Ezi Codigo Fendémeno
57 Si LS00003.01.01 | a.s.ig-e
(ID 57 No 8 9 LS00003.01.02 | a.s.iv-e
57 No 16 17 LS00003.03 a.s.iv-d
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Verbal Grafico Tabular | Simbodlico
asi | LS00003.01.02 | LS00003.03 | LS00003.01.01
ivs
e d e d{ e | d e d
Comentario.

En este libro, como en los anteriores, solamente incluyen el fenémeno a.s.i (3
ocurrencias). Los sistemas de representacion usados son el verbal y el grafico,
mientras que los formatos estan todos: formato ejemplo (2) y formato
definicidon (1).
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Capitulo 5% Fendmenos a.s.i é i.v.s en producciones de alumnos

Capitulo 52: Fenomenos a.s.i € i.v.s en

producciones de alumnos
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Capitulo 5% Fendmenos a.s.i é i.v.s en producciones de alumnos

Introduccion

En este capitulo exponemos nuestra busqueda de los fenémenos a.s.i e i.v.s en

las producciones de los alumnos.

En 5.1 explicamos los pasos seguidos para la elaboracién de un instrumento de
recogida de informacion y la resolucion de las dificultades encontradas. En un
primer paso, elaboramos un cuestionario previo y lo sometimos al juicio de
expertos, profesores de instituto, cuyas aportaciones permitieron valorar la
pertinencia o relevancia de las preguntas y ayudaron a construir un
cuestionario piloto. Este se administr6 a un grupo de alumnos de 2° de

bachillerato, del instituto “José Hierro” (Getafe, Madrid).

En la correccion de las respuestas al cuestionario piloto, vimos la necesidad de
disefar con cierto cuidado unas categorias de andlisis de las respuestas que
sirvieran para futuras actuaciones orientadas a reconocer los fenémenos a.s.i e

i.v.s en las producciones de los alumnos.

Tras el estudio de las respuestas, estuvimos en condiciones de elaborar un

instrumento.

El apartado 5.2 se orienta a describir el proceso de administracion del
cuestionario, incluyendo la busqueda de Institutos para administrarlo, muestra,
personas que colaboraron y fechas. Los cuestionarios se corrigieron usando las
categorias aludidas, de manera que cada respuesta dada por un alumno a cada

pregunta quedd asociada a una sola categoria.

El analisis de los resultados lo hemos llevado a cabo segun tres ideas diferentes.
En la primera (apartado 5.3), hemos estudiado las categorias observadas en los
diferentes grupos que participaron en el estudio, sin considerar ninguna otra
variable distintiva. Esto lo hemos hecho considerando agregados cada vez mas
amplios; en primer lugar, estudiamos separadamente los grupos de cada
Instituto que participaron en el estudio; en segundo lugar, agregamos los
grupos participantes del mismo instituto; en tercer lugar, estudiamos de

manera global las categorias obtenidas en las respuestas de los alumnos de los
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tres institutos estudiados. Para facilitar la lectura e interpretacién, hemos
usado un mismo criterio de organizacién de la informacién en los tres niveles

de agregacion.

En la segunda (apartado 5.4), hemos estudiado las respuestas (mas
precisamente, las categorias asociadas a las respuestas), teniendo en cuenta las
variables “sexo” y “edad”, que fueron preguntadas en el cuestionario. Hemos
mantenido, obviamente, los tres niveles de agregacion mencionados mas arriba
y hemos mantenido, en todos ellos, la misma estructura de la informacién; no
obstante, cuando no ha sido necesario no hemos presentado todos los

resultados.

Antes de iniciar la tercera parte, el breve apartado 5.5 presenta una
comparacién entre lo estudiado para los libros de texto del periodo 2000-2005

y las respuestas obtenidas de los alumnos.

Parecié totalmente natural dedicar un apartado (5.6) a estudiar la relacién de
independencia o dependencia existente entre las variables categorias y edad y
las variables categorias y sexo. Este estudio se apoya en el test chi-cuadrado de
contingencia (Pearson) y lo hemos hecho teniendo en cuenta cada instituto,

tanto separada como conjuntamente.

Un apartado de conclusiones (5.7) resume brevemente el trabajo realizado

hasta ahora.
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5.1 Construccion del instrumento

Para la construccidn del instrumento, hemos seguido tres etapas.

Primera etapa: Elaboracion de un cuestionario inicial para su revisién por

expertos (en este caso, profesores de institutos).

Segunda etapa. Elaboracion de una prueba piloto; Administracién de esta
prueba con un grupo de ensayo. Estudio de las respuestas de los alumnos para
tomar decisiones sobre el instrumento: redaccidn definitiva del cuestionario y

de las categorias de andlisis.

Tercera etapa. Elaboracion efectiva del instrumento: cuestionario y categorias

de analisis asociadas.

5.1.1 Primera Etapa: Borrador de cuestionario y consulta a expertos

En el capitulo anterior hemos estudiado los fendmenos a.s.i e i.v.s en libros de
texto y hemos observado que, en el periodo 1990-2005, se da una mayor
frecuencia, en la definicién de limite, del primero con respecto al segundo. Por
ello, una primera decision consistié en estudiar, en las producciones de los
alumnos, las diferentes presentaciones del fendmeno a.s.i y elegimos los
siguientes codigos de fenomeno: a.s.i v-e. a.s.i g-e y a.s.i t-e; descartamos el
cddigo a.si. s-e porque no se observa en los libros analizados del periodo

LOGSE.

5.1.1.1 Cuestionario inicial
El cuestionario inicial se compuso de 12 preguntas y tuvo en cuenta las

siguientes variables:

19) Se distinguié entre sucesidon creciente y sucesion decreciente, porque
consideramos que el caracter creciente o decreciente de una sucesion influiria
en las respuestas obtenidas. Pretendiamos, por lo tanto, detectar casos como el
siguiente: un alumno dice que la sucesiéon 1/n decrece siempre y su limite por
lo tanto es “-0”, mientras que la sucesion 3-1/n crece y su limite es 3 porque

nunca llega a pasar de 3.
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29) Se distingui6 entre enunciado matematico y enunciado de la vida cotidiana,
porque los enunciados del ultimo tipo ayudan a los alumnos a ver la aplicacion
de los conceptos matematicos y esto puede hacer que se impliquen mas en sus

respuestas.

392) Se presentaron cuestiones en las que se emplearon los sistemas de

representacion verbal, grafico y tabular.

42) Solamente presentamos sucesiones convergentes con limite finito,

excluyendo situaciones atipicas, como las llamadas sucesiones dobles.
El cuestionario inicial se reproduce en el anexo 5.1.

5.1.1.2 Revisién del cuestionario inicial por expertos

Para avanzar en la prueba piloto, se suministré una copia a 5 profesores del
Departamento de Matematicas del IES “José Hierro” (Getafe, Madrid), donde
ejerciamos como docente. El departamento estd formado por mas profesores,
pero solamente hay 5 que se han ocupado en algiin momento de ensefar el

concepto de limite de una sucesion.

A la entrega del cuestionario se hizo la aclaracion de que no se trata de
examinarlos a ellos, sino de ver si las preguntas del cuestionario son
“adecuadas” para el estudio del limite finito de una sucesion. Se les pide que
anoten sus sugerencias en el propio cuestionario. En ningin momento se
explicé nada relativo a los fendmenos que deseamos observar, sélo se pidi6 la

“adecuaciéon” de las cuestiones enunciadas.

El término “adecuada” es usado de manera intencionadamente genérica, para
dejar un campo abierto a sus posibles criticas. Las principales recomendaciones
de los expertos se indican a continuacién, al justificar las decisiones que
condujeron a la prueba piloto. Se recibieron cuatro respuestas, que se incluyen

en el anexo 5.1.
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5.1.2 Segunda etapa: Prueba piloto

5.1.2.1 Decisiones
Como consecuencia de las consideraciones de los expertos, tomamos las

siguientes decisiones:

(1) Supresion de los “problemas de la vida real”. Estos ponen en juego
connotaciones que no parecen necesarias para nuestro estudio. Por ejemplo: en

un problema sobre economia, el enunciado comenzaba asi:

El enriquecimiento de una persona sigue la siguiente sucesion, medida en millones

de euros: 89,8799, 8999, 89999, ...

Seglin este ejemplo deberiamos manejar infinitas cifras decimales, pero no
tiene sentido hacer esto, ya que las cifras a partir de un cierto orden decimal no

se consideran en economia.

(2) Supresiéon de la distincion entre sucesidn creciente y decreciente. Los
profesores expertos consideraron que las tareas en las que se distinguia en un
mismo sistema de representacidon entre sucesion creciente y decreciente, no

discriminaban sobre la definicién de limite, propiamente dicha.

(3) Eliminacioén, cuando se daba en alguna pregunta, del término general de la
sucesion. Se evita asi que los alumnos empleen teoremas sobre el calculo de
limites, en lugar de usar el sistema de representaciéon que a continuacidn se les

presentaba.

(4) Introduccion “liviana” del fenémeno i.v.s para buscar una cierta semejanza

con lo que suele explicarse en algunas clases.

5.1.2.2 Disefio basico

Teniendo en cuenta estos resultados el cuestionario piloto se redujo a tres
cuestiones: una, para el cédigo de fend6meno a.s.i g-e, otra, para el cédigo de
fendmeno a.s.i t-e; la ultima, estuvo dedicada a la representacién verbal, y la
estructuramos en dos partes, una, para el cédigo de fendmeno a.s.i v-e y otra,

para el cédigo de fenémeno i.v.s v-e.
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5.1.2.3 Objetivos

Los objetivos generales de este cuestionario son:

1) Detectar el fendmeno a.s.i en las respuestas de los alumnos

2) Confirmar nuestra conjetura (como docentes) de que los alumnos no
manejan el fendmeno i.v.s

3) Observar si los sistemas de representacién usados en los enunciados de las
preguntas (verbal, grafico y tabular), tienen alguna influencia en las
respuestas de los alumnos.

4) Detectar errores debidos a la mala elaboracién del cuestionario.

Ademas de estos objetivos generales, cada pregunta tenia un objetivo especifico

bien delimitado que ayudaba a la consecuciéon de los objetivos generales

definidos anteriormente:

Preguntas 12, 22 y 32, en su primera parte) Observar la “visién intuitiva” del
limite finito de sucesiones por los alumnos y reconocer los cddigos de

fendmenos empleados en la justificacidn de la respuesta.

Pregunta 32, en su segunda parte) Observar el grado de manejo de la funcién

épsilon-No al decidir si una sucesion tiene determinado limite finito.

5.1.2.4 Muestra

La prueba piloto se administré a ocho alumnos de 2° de Bachillerato de
Ciencias Sociales del IES “José Hierro” (Getafe, Madrid). El criterio de selecciéon
de la muestra fue el siguiente: “se eligieron aquellos alumnos que estaban
trabajando en clase de manera individual”. Con ello, quedaron fuera (de la
seleccién) 7 alumnos que estaban sentados en grupos de tres y de dos; asi,
creemos, conseguimos no alterar el ritmo de la clase: un grupo de 8 alumnos
realizé un cuestionario, que no era un examen, porque no lo hacian todos, y los
otros hicieron los ejercicios de clase mandados por el profesor. Se pretendi6
crear ante la prueba un clima de naturalidad, como si se tratara de un ejercicio

de clase.

La clase estaba compuesta por 15 alumnos y hay que resefiar el interés que

mostraron sobre las cuestiones presentadas.
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Se pidié que rellenaran unos datos adicionales, necesarios para conocer su
trayectoria escolar: nombre, curso, centro, nota de matematicas en el curso
anterior, edad, sexo, asignatura de matematicas que cursan, y libro de texto que

estaban manejando; también se pregunt6 si repetian curso o no.

He aqui una descripcidon superficial de esta muestra de ocho alumnos: Dos
alumnos no dieron esos datos personales; hay solamente un repetidor que no
se presento el afio anterior a ningiin examen de Matematicas; manejan el libro
Anzola Gonzalez, M. y Vizmanos Buelta, J. (2002); el rango de notas es el

intervalo [5, 7].

5.1.2.5 Preguntas

Las cuestiones tuvieron la siguiente estructura: El profesor preguntaba a la
clase si la sucesion presentada tenia limite. A continuaciéon un alumno ficticio
daba una respuesta. Se pedia, a los sujetos, si estaban de acuerdo con la
respuesta del alumno y ademas que justificasen su propia respuesta. Todas las

sucesiones presentadas tenian limite finito.

Cuestion n? 1: Se representa grdficamente una sucesion El profesor pregunta a la
clase: ;Tiene Iimite la sucesion? Un alumno responde: “El limite es 1 porque a
medida que n crece los valores de la sucesion se van acercando cada vez mds a 1”

¢Estds de acuerdo con él? Justifica tu respuesta.

25

2

*

14 4

1 bl * * -
05
0 . . . . J
u] ] 10 15 20 25
valoresn
Cuestion n2 2: Dada la siguiente sucesidén:
n an
1 1.9
2 1.99
3 1.999
4 1.9999
5 1.99999
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6 1.999999
7 1.9999999
8 1.99999999

El profesor pregunta a la clase: ;Tiene limite la sucesién? Un alumno responde:
“El limite es 2, porque a medida que n crece los valores de la sucesion se van

acercando cada vez mas a 2” ;Estas de acuerdo con é1? Justifica tu respuesta.

Cuestién n? 3: La sucesidn siguiente cumple: su primer término vale 3.9, su

segundo término vale 3.99, su tercer término vale 3.999, su cuarto término
3.9999, su quinto término 3.99999, su sexto término 3.999999, su séptimo
término 3.9999999, su octavo término 3.99999999 y asi, sucesivamente.
Un alumno afirma: “Esta sucesion tiene limite 4, porque a medida que avanza
n su valor va acercandose cada vez mas a 4” ;Estas de acuerdo con élI?
Justifica tu respuesta
Otro alumno afirma: “Esta sucesion tiene limite 4, porque para cualquier
entorno de 4 que tomemos, se cumple que existe un término de la sucesién a
partir del cual todos los términos de la sucesién quedan dentro de ese

entorno” ;Estas de acuerdo con é1? Justifica tu respuesta.

5.1.2.6 Categorias para el andlisis de las respuestas
Las seis categorias que se presentan fueran extraidas inductivamente de las

respuestas dadas a las cuestiones presentadas en el estudio piloto.

Categoria C1: “Justifica empleando la respuesta dada en el enunciado”.
Categoria C2: “Contesta erroneamente”.

Categoria C3: “Identifica la afirmaciéon que aparece en el enunciado de la
cuestidon como la definicion de limite”.

Categoria C4: “Responde bien y justifica su respuesta”.

Categoria C5: “Plantea la necesidad de conocer mas valores de ‘x’ o ‘f(x)".
Algunos alumnos emplearon esta respuesta, en algunas de las preguntas
del cuestionario. En este caso los alumnos usaron la variable x, para

«_n

referirse a los valores 1,2,3,.... En general suele usarse la variable “n” para
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“_n

sucesiones, en las que el dominio es N y “x”, para las funciones reales, en
las que el dominio es R.

Categoria C6: “No sabe / No contesta”.

5.1.2.7 Resumen de las respuestas obtenidas
La tabla 5.1 resume los resultados obtenidos. Cada respuesta dada por un

alumno ha sido anotada con el simbolo “X”.

Cuestion n® | Cuestion n? | Cuestiéon | Cuestién n® .
1 2 ne 3, “a” 3, “b” Observaciones

Cl|X,X X X X X% X, X, X, X, X X1 indica una respuesta a
X, X la cuestibn n? 1 que
C2 | X X X X puede corresponderse

C3 | X con las categorias 1y 5.
C4 | X X X X2 indica una respuesta a
C5 | xt X2 la cuestibon n? 2 que
XX X X X puede corresponderse

Co X X, X X, X, X con las categorias 1y 5.

Tabla 5.1 Resumen de las respuestas a la prueba piloto.

A fin de aclarar las marcas X! y X2, presentamos los siguientes ejemplos:

Ejemplo de X!. Esta respuesta se corresponde con la categoria C1, ya que el
alumno emplea en la frase “pues se van acercando los valores cada vez mas a 17,
la misma justificaciéon que el alumno ficticio que aparece en el enunciado de la
primera pregunta del cuestionario. También cabe en la categoria C5, ya que el
alumno plantea la necesidad de conocer mas valores de la sucesién en la frase
“para estar completamente seguro deberia conocer mds valores de x o mejor atin

cudl es la funcion”.

2 4 X A ’ / 2 J / \ 9 Y
{ vanile a sl M vt lor®s P ”n ) /e Sm s va Feaime Mad e~ v (&
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Ejemplo de X2. Esta respuesta se corresponde con la categoria C1, ya que el
alumno emplea en la frase “pues los valores se acercan cada vez mds a 2”, la
misma justificacion que el alumno ficticio que aparece en el enunciado de la
segunda pregunta del cuestionario. También cabe en la categoria C5, ya que el
alumno plantea la necesidad de conocer mas valores de la sucesion en la frase
“siempre y cuando al resto de valores de n se le anada un decimal mds con valores

9"

La tabla 5.2 reune las frecuencias asociadas a cada una de las categorias
resefladas. Observamos que C1 es la categoria mas frecuente (13 ocurrencias) y

C3 es la menos frecuente (1).

Categorias Frecuencias
C1 13
C2 4
C3 1
C4 3
C5 2
Cé6 11
Tabla 5.2 Prueba piloto: frecuencias de las categorias

5.1.2.8. Conclusiones de la prueba piloto
De las respuestas de los alumnos en la prueba piloto extraemos las siguientes

conclusiones:

(1) Los alumnos no manejan el concepto de entorno. Esto hace que no
entiendan el enunciado dado en la pregunta n ¢ 3, apartado b y que contesten
todos “no sabe / no contesta”. Esto obliga bien a evitar o bien a explicar la
palabra ‘entorno’ cuando empleemos el fendmeno de retroalimentacidén. Si la
evitamos, habra que sustituirla por otra suficientemente descriptiva, que

permita conocer si los alumnos reconocen y emplean el fendmeno.

(2) La categoria C1, en la que el alumno emplea la respuesta dada por el alumno
ficticio, es la mas frecuentemente asociada a las respuestas dadas por los
alumnos, principalmente, en las preguntas 12 y 22. Esto condujo a adoptar un

cambio en la redaccion de las condiciones de la prueba, que implicé incluir la
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siguiente recomendacion: “preferimos que, en las respuestas, uses tus propias

frases para explicar si la solucién tiene limite o no.

(3) Por una parte, los alumnos emplean las respuestas del alumno ficticio como
justificacion de que la sucesion presentada tiene limite y, por otra, dicha
justificacion se apoya en el codigo de fendbmeno a.s.i v-e. Esto lleva a conjeturar
que los alumnos podrian identificar este cédigo de fenémeno con la propia
definicion de limite finito de la sucesion. (Se trata de una mera conjetura;

encontramos evidencia escrita en el texto de un solo alumno.)

(4) Solamente un alumno contesté correctamente a las tres preguntas (con la
excepcion del apartado b de la pregunta n 2 3), y justificé sus respuestas de
manera correcta. Este hecho lleva a suponer que seran pocos los alumnos que
tengan un conocimiento exhaustivo y bien delimitado del limite finito de una

sucesion.

(5) En la primera cuestiéon hay una respuesta erronea, en la segunda cuestiéon
hay una respuesta errénea y una respuesta “no sabe / no contesta” y en la
tercera cuestion, apartado “a”, hay dos respuestas errdneas y dos respuestas
“no sabe / no contesta”. Teniendo en cuenta estos datos y que cada cuestiéon
correspondia a un sistema de representacién distinto: grafico, tabular y verbal,
conjeturamos que, al usar el sistema de representacidon grafico, se produce el

mayor porcentaje de éxito.

(6) Solamente hay un alumno que se plantea la necesidad de conocer mas
valores de la sucesion para asegurar con certeza cual es su limite. Esta peticion
se enfrenta a una de las sugerencias de los expertos; resolveremos la
contradiccion indicando, en las condiciones de la prueba, que quienes necesiten
mas valores de la lista podran pedirselos al investigador, el cual dara la
informacion. Ademas de esto se decidi6 que la informacidén se daria solamente a
aquellos alumnos que planteasen la necesidad de conocer mas valores de la

sucesion y no a todos en general.
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(7) No hemos comprobado si se ha cumplido el objetivo general 12 (véase
5.1.4.2), ya que no sabemos si los alumnos emplean de manera espontanea los
fendmenos de aproximacion intuitiva, o si lo hacen por contaminacion de la

respuesta del alumno ficticio.

(8) No tenemos argumentos para afirmar que los alumnos manejen los
fenbmenos de retroalimentacion en sucesiones, ya que no manejan la idea de
entorno, palabra empleada en el enunciado de la cuestiéon como elemento de los

fené6menos de retroalimentacion.

(9) Creemos haber logrado el objetivo general 3¢, ya que hemos observado un
mayor porcentaje de éxito en la cuestion en la que se empleaba el sistema de
representacion grafico, estableciéndose asi diferencias entre éste y los sistemas

de representacion verbal y tabular.

(10) Creemos haber logrado el objetivo general 42, ya que hemos detectado que
al dar una posible respuesta a la cuestion presentada (respuesta de un alumno

ficticio), ésta se emplea en las respuestas de los alumnos.

(11) Los sujetos justificaron sus respuestas empleando las respuestas
atribuidas al alumno ficticio. Esto ha impedido detectar los fenémenos que
emplearian los alumnos si hicieran sus propias justificaciones. En consecuencia,

no hemos podido lograr los objetivos especificos mencionados en 5.1.4.2.

5.1.3 Tercera etapa: Elaboracién del instrumento

El cuestionario definitivo tuvo en cuenta las conclusiones obtenidas en el
apartado anterior, asi como las observaciones realizadas por los investigadores
presentes en la reunion del grupo de Pensamiento Numérico y Algebraico de la
SEIEM (2007), al documento “Fen6émenos que organizan el limite: disefio de un

instrumento” (Claros, Sdnchez, y Coriat, 2007), realizado en Aravaca (Madrid).

El cuestionario definitivo consta de tres preguntas, la primera, relativa al

codigo de fendémeno a.s.i g-e, la segunda, relativa al cédigo a.s.i t-e y la tercera
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(dividida en dos apartados) relativa al c6digo a.s.i v-e y al codigo i.v.s. v-e. Los
enunciados no coinciden con los de la prueba piloto, pero mantienen la
estructura de ésta. Las instrucciones para la realizacién se suministraron con el

propio cuestionario.
El cuestionario y sus instrucciones se reproducen en el anexo 5.2.

Para la correccion del cuestionario establecimos las categorias definitivas

siguientes:

Categoria CO: “Calcula correctamente el limite de la sucesion presentada y emplea la
justificacién dada por el alumno ficticio”.
Categoria C1: “Calcula correctamente el limite de la sucesion presentada y emplea
algiin fendmeno en sus justificaciones”.

Categoria C1.1 Emplea el codigo de fendmeno a.s.i g-e.

Categoria C1.2 Emplea el codigo de fendmeno a.s.i t-e.

Categoria C1.3 Emplea el cdédigo de fenémeno a.s.i v-e.

Categoria C1.4 Emplea el cédigo de fenémeno i.v.s v-e.
Categoria C2: “Calcula correctamente el limite de la sucesion presentada, pero no
emplea ningtin fendmeno en sus justificaciones”.

Categoria C2.1 Justifica su respuesta de alguna manera, sin emplear ningin

fen6meno.

Categoria C2.2 No justifica su respuesta.
Categoria C3 No calcula correctamente el limite.

C 3.1 Usa una idea de infinito potencial.

C 3.2 No usa una idea de infinito potencial.

(Ejemplo: Si el alumno contesta que la sucesion 0,9, 0,99, 0,999... tiende a

0,99999...=0, 9, y no tiende a 1, ha calculado incorrectamente el limite y maneja
una idea de infinito potencial.)
Categoria C4: “Plantea la necesidad de conocer mas valores de la sucesion”
Categoria C5: “No sabe / No contesta”.

Tabla 5.3 Categorias para la correccion de las respuestas al cuestionario

El cuidado en la definicién de las categorias era imprescindible porque, a
diferencia de los libros de texto, no podiamos garantizar que las respuestas a
nuestras preguntas fueran matematicamente correctas. Por esta razon, en el
estudio descriptivo nos referimos a las categorias, aunque solamente cuatro de
ellas corresponden, efectivamente, a cédigos de fendmenos definidos en el

capitulo 3¢.
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5.2 Administracion del cuestionario

5.2.1 La muestra y su estructura

El cuestionario se administré en tres IES: “José Hierro” (Getafe, Madrid),
“Celestino Mutis” y “Damaso Alonso”, ambos de Madrid. El segundo se halla en
una zona donde predomina lo que sociolégicamente se denomina clase media-
baja; los otros dos se hallan en zonas de clase media-alta. Se eligieron estos
Centros porque en cada uno de ellos habia un antiguo compafero de trabajo
que estaba dispuesto a colaborar en el estudio. Antes de administrar el
cuestionario nos reunimos con cada uno de ellos y les hicimos una pequefia
entrevista, en la que preguntamos, entre otras cosas, si habian explicado este
afio el concepto de limite en alguno de los grupos que tenian, y qué grupos
tenfan asignados. A continuacién les comentamos que queriamos observar las
respuestas de los alumnos ante un cuestionario en el que aparecian cuestiones
relativas al limite de una sucesion. Después de fijar los dias en los que podia

acudir a sus respectivos centros, recibieron una copia del cuestionario.

De los 143 alumnos que participaron, 64 fueron hombres y 79 mujeres. Las
edades oscilaban entre 16 y 20 afios. Hay que sefialar el interés que mostraron
los alumnos ante las instrucciones del cuestionario y en la realizacion de la

prueba.

La participacion por Centro y grupo se describe en la tabla 5.4

Institutos Grupos Subtotales
1¢ Bachillerato A | 14
sy N 12 Bachillerato B | 20
Jose Hierro 22 Bachillerato B |12 a7
2° Bachillerato C |11

,, . ., | 12 Bachillerato A | 22
Celestino Mutis 1¢ Bachillerato B | 28 50

1¢ Bachillerato X | 21

Damaso Alonso” g illerato Y |15 | S0

Tabla 5.4 Distribucién de sujetos por Centro y grupo
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Estos eran los grupos en los que los profesores impartian docencia. El
cuestionario se administré a un grupo de 22 de bachillerato de ciencias sociales
del IES “José Hierro”, donde el investigador imparte actualmente docencia, pero

en el cual no se explicé el concepto de limite de una sucesiéon durante ese curso.

En el proceso de recogida de datos estovo presente en todo momento el
investigador, que observé como los alumnos realizaban el cuestionario. En cada
IES, también estuvo presente el profesor colaborador en el estudio. El
calendario de administracién se indica en la tabla 5.5; las fechas se eligieron a

conveniencia del investigador

IES Fecha de administracion
“José Hierro” 19/abril/2007
“Celestino Mutis” 10/mayo/2007
“Damaso Alonso” 14/junio/2007
Tabla 5.5. Calendario de administracion del cuestionario

Los resultados de las respuestas obtenidas se han corregido siguiendo las
categorias de la tabla 5.3. A continuacidn, hicimos el recuento de cada categoria

en los tres niveles de agregacion indicados: Grupo, Centro y Global.

Se han obtenido conclusiones por institutos y conclusiones globales. Se han
relacionado las respuestas con algunas variables secundarias, como edad y

Sexo.

5.2.2 Ejemplos de asignacién de categorias
Este apartado presenta ejemplos de respuestas de alumnos y la asignacién de

categorias (ver tabla 5.3) que hemos realizado.

19) Ejemplo de la categoria CO asignada a una respuesta a la cuestiéon n ¢ 1.
( jemp g g p

(IES “Damaso Alonso”, 12 de bachillerato X)

Transcripcion: Si, el limite es 3. La
justificacién es la que el alumno ficticio
explica en todas las preguntas
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Consideramos la respuesta como ejemplo de la categoria CO, ya que emplea la
misma justificaciéon dada por el alumno ficticio. (En este caso, el empleo

corresponde a darla por buena.)

29) Ejemplo de la categoria C1.1, asignada a una respuesta a la pregunta n 2 3,
( jemp g g p preg

b. (IES “José Hierro”, 22 de bachillerato C)

- - Transcripcion: Hace una dibujo. “Si. En la
. grdfica se va acercando cada vez mds al
3 valor 3”

Consideramos la respuesta como ejemplo de la categoria C1.1; emplea el

fenémeno a.s.i, usa la representacion grafica y el formato ejemplo.

Anotamos que no presentamos ejemplo de la categoria C1.2 porque ningun

alumno ha empleado el fendmeno de aproximacion intuitiva tabular ejemplo

(39) Ejemplo de la categoria C1.3, asignada a una respuesta a la pregunta n 2 1.

(IES “Damaso Alonso”, 12 de bachillerato X)

Transcripcion: “Es verdadera, ya que
cuando n se va haciendo mds grande, la
sucesion se va acercando a 3.”

Consideramos la respuesta como ejemplo de la categoria C1.3 porque maneja el

fendmeno a.s.i, usa la representacion verbal y el formato ejemplo.

(42) Ejemplo de la categoria C1.4, asignada a una respuesta a la preguntan 2 3,

b. (IES “José Hierro”, 22 de bachillerato B)

Transcripcion: “Teniendo en cuenta que
una sucesion de niimero reales a, tiene por
limite el numero real a, cuando para todo
numero real positivo ¢ existe un niimero
natura n* tal que para todo n>n* se
verifica que [an-af<e

Estoy de acuerdo con la afirmacion,
siempre que el nimero al que se reduzca
sea menor que el numero &”

Consideramos la respuesta como ejemplo de la categoria C1.4 porque surge el

fenémeno i.v.s, usa el sistema de representacion el verbal y el formato ejemplo
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(59) Ejemplo de la categoria C2.1, asignada a una respuesta a la pregunta n 2 2.

(IES “José Hierro”, 12 de bachillerato B)

Transcripcion: “Si porque la a, tiende 1 y
nunca va a pasar de 1,5 por lo tanto es un
limite”

Consideramos la respuesta como ejemplo de la categoria C2.1 porque calcula
correctamente el limite de la sucesion y justifica su respuesta de alguna manera

sin emplear ninguno de los fendmenos que manejamos (a.s.i e i.v.s)

(69) Ejemplo de la categoria C2.2, asignada a una respuesta a la pregunta n 2 2.

(IES “José Hierro”, 12 de bachillerato B)

51, r=toy Je  awverdo Transcripcion: “Si, estoy de acuerdo”

Consideramos la respuesta como ejemplo de la categoria C2.2 porque el alumno
calcula correctamente el limite de la sucesién presentada pero no justifica su

respuesta.

(72) Ejemplo de la categoria C3.1, asignada a una respuesta a la pregunta n ¢ 1.

(IES “José Hierro”, 22 de bachillerato B)

Transcripcion: “La solucién es incorrecta
dado que a pesar de sea cierto que el limite
de esta sucesion, y que cuando n crece los
valores de la solucién se van acercando a
ese ntimero, sin embargo nunca va a llegar
al nimero 3”

Consideramos la respuesta como ejemplo de la categoria C3.1 porque no calcula
correctamente el limite y ademas en su respuesta aparece el infinito potencial

expresado a través de la frase “nunca va a llegar al nimero 3".

(82) Ejemplo de la categoria C3.2, asignada a una respuesta a la preguntan 2 1.

(IES “Celestino Mutis”, 12 de bachillerato B)

Bo et e nesarin e ™ Hiene inie are € Boihe w oz | 1TANScripcion:  “No estoy de acuerdo;
vira iskeie porque no tiene limite pero el limite no es
3 sino infinito”

Consideramos la respuesta como ejemplo de la categoria C3.2 porque el alumno
no calcula correctamente el limite de la sucesion presentada; afirma,

erroneamente, que no es 3. Ademas no usa el infinito potencial.
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(99) Ejemplo de la categoria C4, asignada a una respuesta a la pregunta n 2 1.

(IES “Celestino Mutis”, 12 de bachillerato A) (Pagina siguiente.)

Transcripcion: “No, solo con esta grdfica
no podriamos afirmar que el limite de esta
sucesion sea 3, habria que dar valores
mucho mas altos que 10 para saberlo”

Consideramos la respuesta como ejemplo de la categoria C4, porque el alumno
plantea la necesidad de conocer mas valores de la sucesion. Asi interpretamos

su texto “... habria que dar valores mucho mds altos...”.

(109) Ejemplo de la categoria C5, asignada a una respuesta a la pregunta n ¢ 3.

(IES “Celestino Mutis”, 12 de bachillerato B)

L Transcripcion: “a) (St—porgue) No

entiendo su pregunta”
b) No entiendo su pregunta”

Consideramos la respuesta como ejemplo de la categoria C5 porque el alumno

no contesta nada.
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5.3 Estudio descriptivo

Este apartado presenta los resultados obtenidos, una vez corregidas las

respuestas a los cuestionarios administrados.

En la correccién, asignamos una sola categoria por respuesta y alumno.
Seguidamente, hicimos un recuento de categorias distinguiendo los tres niveles
anunciados: grupo, centro y global; el nivel de centro se obtiene por agregacion
de los grupos de ese centro y el nivel global por agregacién de los centros.
Hubiera sido deseable estudiar las modalidades de bachillerato separadamente,
pero no tuvimos grupos de ambos cursos en todas ellas, como indica la tabla

5.4.

5.3.1 Criterios de presentacion y cédigos de etiquetas
La informacién obtenida la presentamos, basicamente, en dos soportes: tablas y

resultados - explicaciones.
El titulo de cada tabla para cada grupo lo hemos codificado asi: Ixy Buv Ct Gs

Ixy: La I, significa “IES”; la xy remite a las iniciales del nombre del Instituto; xy

toma los valores JH, CM y DA.

Buv: La B, significa “modalidad de bachillerato”; uc toma los valores CS

(Ciencias Sociales) y NS (Ciencias de la Naturaleza y de la Salud).

Ct: La C, significa “curso”; t toma los valores 1, para Primer Curso, y 2, para

Segundo Curso.
Gs: La G, significa “grupo”; s toma los valores A, B, C, X o Y.

Por ejemplo: el codigo “IJH BCS C2 GC. Resultados” en el encabezado de una
tabla significa: “Resultados para el IES “José Hierro”, Bachillerato de Ciencias

Sociales, Curso 29, grupo C”.

A cada pregunta del cuestionario le hemos asociado tres campos: CAT,

correspondiente a las categorias asignadas, FRABS, contiene la frecuencia
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absoluta, obtenida como recuento de ocurrencias de la categoria, y %, muestra
la misma informacién como tanto por ciento. La abreviatura “NHD” significa “no
hay ocurrencia de la categoria; cuando esto ocurre para todas las preguntas,
hemos tachado la linea, para enfatizarlo. En cada categoria y pregunta, el

porcentaje se ha redondeado a la cifra de las unidades.

Terminada cada tabla, enunciaremos resultados de su estudio; cada resultado
va precedido de una informacién identificadora formada por el cédigo del IES
seguido de una letra R (por “resultado”) y de un nimero de orden de dicho
resultado. Por ejemplo: el codigo “JHR3” remite al tercer resultado enunciado
para el IES “José Hierro”. Andlogamente, cada intento de explicacién va
precedido por el cdédigo del IES seguido de una letra E:(por “explicacion
propuesta”) y de un nimero de orden de dicho intento. A veces, un intento de
explicacidn sera un simple comentario. Cuando agreguemos los tres institutos,
usaremos las letras A3 (por “agregaciéon de los tres centros”) en lugar de las

iniciales de los respectivos nombres.

5. 3.1 Resultados obtenidos en el IES “José Hierro”

5.3.1.1 Tablas de grupo y tabla agregada para el Centro.

Presentamos los resultados obtenidos en cada uno de los cuatro grupos que
participaron en el estudio. Hemos incluido una tabla final que incluye la
agregacion de los grupos del mismo instituto. Ver tablas 5.6 a 5.10, paginas

siguientes.
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Tabla 5.6: IJH BCS C2 GC. Resultados
CAT | Pregunta 12 Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta 32b
FRABS| % |FRABS| % |FRABS| % |FRABS| %
Co 1 9 NHD | NHD 1 9 NHD | NHD
C1.1] NHD | NHD| NHD | NHD| NHD | NHD 1 9
Cl2] NHb |NHPb| NHP |NHP| NHD |NHB| NHb |NHB
C1.3 6 54 7 64 6 54 2 18
Cl4]| NHb |[NHPb| NHP |NHP| NHD |NHD| NHDb |NHD
C2.1 1 9 2 18 1 9 2 18
C2.2 2 18 1 9 NHD | NHD 2 18
C3.1 1 9 NHD | NHD 1 9 NHD | NHD
C3.2| NHD | NHD 1 9 2 18 3 27
C4 | NHD ([NHD| NHD |NHD| NHP |NHD| NHPD | NHB
C5 NHD | NHD| NHD | NHD| NHD | NHD 1 9
TOT 11 100 11 100 11 100 11 100
Tabla 5.7 IJH BCS C2 GB. Resultados
CAT | Pregunta 12 Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta 32 b
FRABS | % |FRABS| % |FRABS| % | FRABS| %
CO |NHPD |NHP|NHB NHD | NHD | NHP | NHB NHB
Cll1|NHD |NHP|NHB NHD | NHD | NHP | NHB NHB
Cl2Z| NHBD | NHP | NHB NHDb | NHD | NHP | NHB NHB
C13]7 58 7 58 4 33 2 17
Cl4]1 8 1 8 NHD NHD | 2 17
C2.113 25 2 17 6 50 1 8
C2.2 | NHD NHD | 1 8 NHD NHD | NHD NHD
C31]1 8 NHD NHD | NHD NHD | NHD NHD
C3.2 | NHD NHD | 1 8 2 17 4 33
C4 | NHD NHD | NHD NHD | NHD NHD | 1 8
C5 NHD NHD | NHD NHD | NHD NHD | 2 17
TOT | 12 100 | 12 100 | 12 100 | 12 100
Tabla 5.8 [JH BNS C1 GA. Resultados
CAT | Pregunta 12 Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta 32 b
FRABS| % | FRABS| % |FRABS| % |FRABS| %
Co NHD NHD | NHD NHD | 1 7 NHD NHD
Cl1|NHD | NHP|NHB NHb |NHD |NHD|NHD | NHB
Cl2| NHD | NHP | NHB NHb |NHD |NHD|NHD | NHB
C131]4 29 5 36 2 14 1 7
Cl4 | NHP | NHB | NHb NHB |NHD |NHD |NHPD | NHB
C2.1]8 57 7 50 7 50 3 21
C2.2 | NHD NHD | 1 7 2 14 1 7
C31]1 7 NHD NHD | 1 7,14 | NHD NHD
C32]1 7 NHD NHD | NHD NHD | 6 43
C4 |NHD |NHP|NHB NHb |NHD |NHD|NHD | NHB
C5 NHD NHD | 1 7 1 7 3 21
TOT | 14 100 | 14 100 | 14 100 | 14 100
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Tabla 5.9 IJH BNS C1 GB. Resultados

CAT | Pregunta 12 Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta32b
FRABS| % | FRABS| % |FRABS| % |FRABS| %
CO | NHD NHD | 1 5 1 5 NHD NHD
Cll1|NHPD |NHPD|NHD |NHD|NHD |NHD|NHD |NHP
Cl2|NHPD |NHD|NHD |NHPD|NHD |NHD|NHD |NHP
C131]7 35 6 30 6 30 1 5
Cl4|NHPD |NHPD|NHD |NHPD|NHBD |NHB|NHP |NHB
C2117 35 6 30 6 30 4 20
C2211 5 2 10 1 5 1 5
C3.11]3 15 1 5 1 5 1 5
C3.21]2 10 2 10 3 15 5 25
C4 | NHD NHD | 1 5 NHD NHD | NHD NHD
C5 | NHD NHD | 1 5 2 10 8 40
TOT | 20 100 | 20 100 | 20 100 | 20 100

Tabla 5.10 IJH Agregados. Resultados

CAT | Pregunta 12 Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta 32 b
FRABS | % |FRABS| % |FRABS| % | FRABS| %
COo 1 2 1 2 3 5 NHD NHD
C1.1 | NHD NHD | NHD NHD | NHD NHD | 1 2
Cl1.2 | NHB NHD | NHDB NHD | NHB NHD | NHD NHD
Cl1.31] 24 42 25 44 18 32 6 11
Cl41]1 2 1 2 NHD NHD | 2 4
C2.1]19 33 17 30 20 35 10 18
C2.213 5 5 9 3 5 4 7
C3.1]6 11 1 2 3 5 1 2
C3.213 5 4 7 7 12 18 32
C4 NHD NHD | 1 2 NHD NHD | 1 2
C5 NHD NHD | 2 4 3 5 14 25
TOT | 57 100 ] 57 100 | 57 100 | 57 100

5.3.1.2 Resultados del I.E.S “José Hierro”

Respuestas mas frecuentes.

JHR1. La categoria C1.3. El porcentaje esta proximo al 50%. Se da en las

preguntas 12y 22,

JHRZ2. La categoria C2.1, en la pregunta 32 (a)

JHR3. La categoria C3.2 en la pregunta 32 (b)
Respuestas menos frecuentes. Por definicion, las respuestas observadas menos
frecuentes tienen una ocurrencia. Solamente indicamos la frecuencia cuando es
mayor que 1.

JHRA4. Las categorias COy C1.4 en la pregunta 12.

JHRS5. Las categorias C0, C1.4, C3.1y C4 en la pregunta 22

JHRG. Las categorias C0, C2.2 y C3.1 en la pregunta 32 (a). (3 ocurrencias.)
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JHR7. Las categorias C1.3, C2.2. y C3.1en la pregunta 32 (b).

Porcentaje de respuestas correctas
Decimos que una respuesta es correcta si cae en una de las categorias C0, C1 o C2.
Para dar el porcentaje sin decimales, usamos la funcién parte entera.
JHRS. En la pregunta 12, 84%. En la pregunta 2?2, 86%. En la pregunta 32 (a) 77%.
En la pregunta 32 (b) 40%.

Intentos de explicacion
IJHEL. En JHRS8, hay una disminucion dréstica del éxito en las respuestas dadas
por los alumnos a la pregunta 3?2 (b); en el enunciado de esta pregunta hemos usado
el fendbmeno de ida-vuelta en sucesiones, representacion verbal, formato ejemplo,
que los alumnos no conocen.
IJHE2. Todo lo recogido sobre las preguntas 12 y 22 induce a afirmar que no
existen diferencias notables entre ellas. Consideramos que los alumnos conocen y
manejan los codigos de fendbmeno a.s.i g-e y a.s.i t-e
IJHE3. Al analizar las respuestas de los alumnos hemos encontrado frecuentemente
el cddigo de fenémeno a.s.i v-e, como lo comprueba el hecho de que la categoria
C1.3 es la mas frecuente. Sin embargo, cuando la pregunta la enunciamos usando
ese codigo de fendmeno, el porcentaje de respuestas correctas desciende con
respecto a aquellas preguntas en las que se emplea el fenémeno a.s.i g-e 0 a.s.i t-e.

5.3.2 Resultados obtenidos en el LE.S “Celestino Mutis”.

5.3.2.1 Tablas de grupos y agregada para el Centro
Presentamos los resultados obtenidos en los dos grupos que participaron en el
estudio, tablas 5.11 y 5.12. La tabla 5.13 incluye la agregacion de los grupos del

mismo instituto.

Tabla 5.11 ICM BNS C1 GA. Resultados

CAT | Pregunta 12 Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta 32 b
FRABS| % |FRABS| % |FRABS| % |FRABS| %
CO |NHP |NHBD|NHPD |NHB|NHD |NHB|NHB |NHP
Cl1|NHPD |NHBD|NHDPD |NHB|NHD |NHB|NHBD |NHP
Cl2|NHD |NHPD|NHD |NHD|NHD |NHBD|NHP |NHB
C1.31] 13 59 12 55 12 55 9 41
C1.4 | NHD NHD | NHD NHD | NHD NHD | 1 45
C2.1]2 9 7 32 6 27 1 45
C2.214 18 2 9 1 5 4 18
C3.1 | NHD NHD | NHD NHD | 2 9 NHD NHD
C32]1 5 1 5 NHD NHD | 3 14
C4 |2 9 NHD NHD | NHD NHD | NHD NHD
C5 | NHD NHD | NHD NHD | 1 5 4 18
TOT | 22 100 | 22 100 | 22 100 | 22 100
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Tabla 5.12 ICM BNS C1 GB. Resultados

CAT | Pregunta 12 Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta32b
FRABS| % | FRABS| % |FRABS| % |FRABS| %
CO |NHPD |NHPD|NHPD |NHD|NHD |NHD|NHD |NHD
Cll1|NHPD |NHPD|NHD |NHD|NHD |NHD|NHD |NHP
Cl2|NHPD |NHPD|NHD |NHD|NHD |NHD|NHD |NHP
C1.31]13 46 12 43 10 36 6 21
C1.4 | NHD NHD | NHD NHD | 1 4 NHD NHD
C2119 32 5 18 3 11 5 18
C2211 4 1 4 3 11 4 14
C3.1 | NHD NHD | NHD NHD | 3 11 NHD NHD
C3.2]4 14 3 11 4 14 5 18
C4 |NHP | NHD|NHDPD |[NHB|NHD |NHB|NHBD |NHP
C5 1 4 7 25 4 14 8 29
TOT | 28 100 | 28 100 | 28 100 | 28 100

Tabla 5.13 ICM Agregados. Resultados
CAT | Pregunta 12 Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta 32 b

FRABS | % |FRABS| % |FRABS| % |FRABS| %
CO |NHP | NHB|NHB NHB |NHB | NHB | NHP | NHP
Cl1 | NHP | NHB | NHB NHB |NHB | NHB | NHP | NHP
Cl2 | NHP | NHB | NHB NHB | NHB | NHB | NHP | NHP
C1.3] 26 52 24 48 22 44 15 30
C1.4 | NHD NHD | NHD NHD | 1 2 1 2
C2.1]11 22 12 24 9 18 6 12
C2215 10 3 6 4 8 8 16
C3.1 | NHD NHD | NHD NHD | 5 10 NHD NHD
C3.2]5 10 4 8 4 8 8 16
C4 |2 4 NHD NHD | NHD NHD | NHD NHD
C5 1 2 7 14 5 10 12 24
TOT | 50 100 | 50 100 | 50 100 | 50 100

5.3.2.2 Resultados del IES “Celestino Mutis”.

Respuestas mas frecuentes
CMR1. La categoria C1.3, en todas las preguntas del cuestionario. El porcentaje
desciende progresivamente, desde el 50 hasta el 30 %.
Respuestas menos frecuentes
CMR2. La categoria C5 en la pregunta 12.
CMR3. La categoria C2.2 en la pregunta 22. 3 ocurrencias.
CMRA4. La categoria C1.4 en la pregunta 32 (ay b).
Porcentaje de respuestas correctas
CMRs. En la pregunta 12, 84%. En la pregunta 22, 85%. En la pregunta 32 (a),
77%. En la pregunta 32 (b), 40%
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Intentos de explicacidn
CME1. En CMRS5, hay una disminucién drastica del éxito en las respuestas
dadas por los alumnos a la pregunta 32 (b); en el enunciado de esta pregunta
hemos usado el fendmeno de ida-vuelta en sucesiones, representacion verbal,
formato ejemplo, que los alumnos no conocen.
CMEZ2. Todo lo recogido sobre las preguntas 12 y 22 induce a afirmar que no
existen diferencias notables entre ellas. Consideramos que los alumnos
conocen y manejan los codigos de fendémeno a.s.i g-e y a.s.i t-e
CME3. Al analizar las respuestas de los alumnos hemos encontrado
frecuentemente el cddigo de fend6meno a.s.i v-e, como lo comprueba el hecho
de que la categoria C1.3 es la mas frecuente. Sin embargo, cuando la pregunta
la enunciamos usando ese cédigo de fendmeno, el porcentaje de respuestas
correctas desciende con respecto a aquellas preguntas en las que se emplea el
fendmeno a.s.i grafico ejemplo o tabular ejemplo.

5.3.3 Resultados obtenidos en el LE.S “Damaso Alonso”

5.3.3.1 Tablas por grupo y agregada para el Centro
Presentamos los resultados obtenidos en los dos grupos que participaron en el
estudio, tablas 5.14 y 5.15. La tabla 5.16 incluye la agregacion de los grupos del

mismo instituto.

Tabla 5.14 IDA BNS C1 GX. Resultados

CAT | Preguntal? Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta32b

FRABS| % |FRABS| % |FRABS| % |FRABS| %
Co |2 10 |2 10 |2 10 | NHD | NHD
C1.1 | NHB NHD | NHD NHB | NHB NHD | NHD NHB
C1.2 | NHB NHD | NHD NHD | NHB NHD | NHD NHB
C13]7 33 12 27 |5 24 |2 10
Cl4|NHD | NHBD|NHBD |NHD|NHPD |NHB|NHB |NHD
C2.1]2 10 1 5 1 5 2 10
c2.2]2 10 |4 20 |6 29 5 24
C31]1 5 NHD NHD | 1 5 NHD NHD
C3.2|7 33 2 10 1 5 3 14
C4 NHB NHD | NHD NHD | NHB NHD | NHD NHB
C5 | NHD NHD | NHD | NHD |5 24 19 43
TOT | 21 100 | 21 100 | 21 100 | 21 100
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Tabla 5.15 IDA BNS C1 GY. Resultados
CAT | Pregunta 12 Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta32b
FRABS| % | FRABS| % |FRABS| % |FRABS| %
CO |NHP |[NHP|NHD |NHP|NHBD |NHB|NHP |NHB

C1.1 | NHD NHD | 1 7 NHD NHD | NHD NHD
Cl.2 | NHP | NHB | NHB NHD |NHD |NHD | NHPD | NHB
C1.3] 13 87 9 60 7 47 4 27
Cl4 | NHP | NHB | NHB NHD | NHB | NHD | NHP | NHP
C21]1 7 4 27 4 27 3 20
C2211 7 1 7 2 13 2 13

C3.1 | NHP | NHB | NHbB NHD | NHBD | NHD | NHP | NHP
C3.2| NHPb | NHB | NHB NHB | NHB | NHB | NHP | NHP
C4 |NHP | NHB|NHB NHD |NHD |NHD|NHPD | NHB
C5 NHD NHD | NHD NHD | 2 13 6 40

TOT | 15 100 | 15 100 | 15 100 | 15 100

Tabla 5.16 IDA Agregados. Resultados
CAT | Pregunta 12 Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta 32 b

FRABS| % | FRABS| % |FRABS| % |FRABS| %
CO 2 6 2 6 2 6 NHD NHD
C1.1 | NHD NHD | 1 3 NHD NHD | NHD NHD
Cl2 | NHP | NHB | NHB NHB | NHB | NHB | NHP | NHP
C1.3] 20 56 21 58 12 33 6 17
Cl4 | NHP | NHB | NHB NHD |NHD |NHD | NHPD | NHB
C2113 8 5 14 5 14 5 14
C2.213 8 5 14 8 22 7 19
C31]1 3 NHD NHD | 1 3 NHD NHD
C3.217 19 2 6 1 3 3 8
C4 |NHP | NHB|NHB NHB |NHB | NHB | NHB | NHP
C5 NHD NHD | NHD NHD | 7 19 15 42
TOT | 36 100 | 36 100 | 36 100 | 36 100

5.3.3.2 Resultados del IES “Damaso Alonso”

Respuestas mas frecuentes
DARI1. La categoria C1.3 en las preguntas 12, 22 y 32 (a), con porcentajes
respectivos del 55, 58 y 33 %.
DARZ2. La categoria C5 en la pregunta 32 (b), con porcentaje de 41 %.
Respuestas menos frecuentes.
DARA4. La categoria C3.1, en la pregunta 12. La categoria C1.1, en la pregunta
22, Las categorias C3.1 y C3.2 en la pregunta 32 (a).
La categoria C3.2 en la pregunta 32 (b), con frecuencia 3.
Porcentaje de respuestas correctas
DARS. En la pregunta 12, 77%. En la pregunta 22, 94%. En la pregunta 32 (a)
75 %. En la pregunta 32 (b), 50%.
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Intentos de explicacidn
DAE1. En DAR5, hay una disminuciéon drastica del éxito en las respuestas
dadas por los alumnos a la pregunta 32 (b); en el enunciado de esta pregunta
hemos usado el fendmeno de ida-vuelta en sucesiones, representacion verbal,
formato ejemplo, que los alumnos no conocen.
DAEZ2. Todo lo recogido sobre las preguntas 12 y 22 induce a afirmar que no
existen diferencias notables entre ellas. Consideramos que los alumnos
conocen y manejan los codigos de fendémeno a.s.i g-e y a.s.i t-e
DAE3. Al analizar las respuestas de los alumnos hemos encontrado frecuentemente
el codigo de fendmeno a.s.i v-e, como lo comprueba el hecho de que la categoria
C1.3 es la mas frecuente. Sin embargo, cuando la pregunta la enunciamos usando
ese codigo de fendmeno, el porcentaje de respuestas correctas desciende con
respecto a aquellas preguntas en las que se emplea el fenémeno a.s.i g-e 0 a.s.i t-e.

5.3.4 Comparacion de respuestas en el nivel de agregacion “institutos”
Mostramos analogias y diferencias observadas. Las primeras, las etiquetamos,

respectivamente, como An y Dm, donde n m son ndmeros de orden.

Analogias entre las respuestas mas frecuentes.
A1l. En los tres institutos estudiados, la respuesta mas frecuente a la pregunta
12 corresponde a la categoria C1.3; frecuencias respectivas: en el instituto
“José Hierro”, 24; en el instituto “Celestino Mutis”, 26 y en el instituto “Damaso
Alonso”, 20.
A2. La respuesta mas frecuente a la pregunta 22 corresponde a la categoria
C1.3. Frecuencias respectivas: 25, 24 y 21, respectivamente.

Analogias entre las respuestas menos frecuentes
A3. La categoria C1.4 esta practicamente ausente; totalmente, lo esta en el
instituto “Damaso Alonso”.
A4. La categoria C4 esta practicamente ausente en las respuestas de todos los
[ES.

Diferencias
D1. En el instituto “José Hierro”, la respuesta mas frecuente a la pregunta 32
(a) corresponde a la categoria C2.1, con una frecuencia de 20. En cambio, en
los otros dos institutos la respuesta mas frecuente corresponde a la categoria
C1.3, con frecuencia de 22 (instituto “Celestino Mutis”) o de 12 (en el instituto
“Damaso Alonso”)
D2. En la pregunta 32 (b) los resultados relativos a la respuesta mas frecuente
varian de un instituto a otro. En el instituto “José Hierro”, corresponde a la
categoria C3.2 (frecuencia: 18), en el instituto “Celestino Mutis”, corresponde
a la categoria C1.3 (frecuencia: 15) y en el instituto “Damaso Alonso”, a la
categoria C5 (frecuencia: 15)
D3. Los alumnos del instituto “Celestino Mutis” no emplean la categoria CO en
sus respuestas. Si lo hacen los alumnos de los otros dos IES.
D4. Los alumnos del instituto “Damaso Alonso” no emplean la categoria C4 en
sus respuestas. Si lo hacen los alumnos de los otros dos IES.
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Las figuras 5.1 a 5.4 muestran, por categorias e institutos las ocurrencias de
todas las respuestas. De algunas categorias no salen las correspondientes
barras; por ejemplo en la figura 5.1, categoria C5, no hay barras asociadas a los
IES “José Hierro” y “Damaso Alonso”; la ausencia de barras significa frecuencia
nula, es decir, que ningin alumno respondié de manera que asignasemos esa

categoria a su respuesta.

30

Resultados preguntan®

25

20

W |.E.5José Hierma
B|.E.S Celestino Mute

W|.E.SDamaso Alonso

Respuestas pregunta n®2

WI.E.S José Hierra

B1.E.S Celesting hutis

BI.E.5 Damaso Alonso

co0 14 €13 C14 C24 C22 OC3M1 C32 C4 C3

coooC13 C14 C21 C2.2J C31 C32 C4 Cs Categorias
Categonas
Respuestas preguntan°3 {a) Respuestas preguntan®3 (b)
a0 30 =
m| E 5 JoséHierro
75 ulE S.JoseHierro I 25 ) )
m| E 5 Celestino Mutis
20 mlE.SCelestino Mutis 0 R
— m| E=Damaso Aonso
ml.E.5Damaso Alonso
15 15

co

1.3 14 Cc21 22

categorias

c3z2 Ch

c1.1 1.3 C14 €21 C22 3 Cc32 4 ca
Categorias

Figuras 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4, de izquierda a derecha y de arriba abajo

5.3.5 Ultima agregacion: los tres institutos

Tabla 5.17 Los tres IES agregados. Resultados

CAT | Preguntal? Pregunta 22 | Pregunta 32a | Pregunta32b

FRABS | % |FRABS| % |FRABS| % | FRABS| %
COo 3 2 3 2 5 3 NHD NHD
C1.1 | NHD NHD | 1 1 NHD NHD | 1 1
Cl1.2 | NHB NHD | NHb NHD | NHB NHD | NHP NHD
C1.3]70 49 170 49 |52 36 |27 19
Cl4]1 1 1 1 1 1 3 2
C2.11] 33 23 34 24 34 24 21 5
C2.2]11 8 13 9 15 10 19 13
C3.11]7 5 1 1 9 6 1 1
C3.2115 10 10 7 12 8 29 20
C4 2 1 1 1 NHD NHD | 1 1
C5 |1 1 9 6 15 10 |41 29
TOT | 143 100 | 143 100 | 143 100 | 143 100
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La tabla 5.17 (pagina anterior) incluye los resultados agregados de los tres IES
que participaron en el estudio. Los siguientes comentarios interpretan la la

informacién mostrada.

Respuestas mas frecuentes
A3R1. A la pregunta n? 1. La categoria C1.3, con una frecuencia de 70, seguida
la categoria C2.1, con una frecuencia de 33.
A3R2. A la pregunta n? 2. La categoria C1.3, con una frecuencia de 70, seguida
de la categoria C2.1 con una frecuencia de 34.
A3R3. A la pregunta n? 3 (a). La categoria C1.3, con una frecuencia de 52,
seguida de la categoria C2.1, con una frecuencia de 34.
A3R4. A la pregunta n? 3 (b). La categoria C5, con una frecuencia de 41,
seguida de la categoria C3.2 con una frecuencia de 29.

Respuestas menos frecuentes
A3R5. Ala pregunta n? 1. Las categorias C1.4 y C5, ambas con frecuencia 1.
A3R6. A la pregunta n? 2. Las categoria C1.1, C1.4, C3.1 y C4, todas con
frecuencia 1.
A3R7. Ala pregunta n? 3 (a). La categoria C1.4, con frecuencia 1.
A3R8. A la pregunta n® 3 (b). Las categorias C1.1, C3.1 y C4, todas con una
frecuencia 1.

Otros resultados
A3R9. No existen diferencias notables en las respuestas de mayor frecuencia
relativas a las preguntas 12 y 22 y 32 (a). La respuesta mas frecuente relativa a
la pregunta 32 (b), en cambio, deja al descubierto el menor conocimiento
relativo de la definicion formal de limite finito.
A3R10. El fenémeno a.s.i parece ayudar a los alumnos a establecer
correctamente el limite de la sucesion, a juzgar por los altos porcentajes de
acierto (82, en la pregunta 12y 85, en la pregunta 22 y 74, en la pregunta 32
(a). Cuando se ven abocados a usar el fendmeno i.v.s, el porcentaje de aciertos
se reduce: 49% en la pregunta 32 (b).
A3R11. La categoria C5 va aumentando su frecuencia a medida que
avanzamos en la prueba; pasa, sucesivamente, por los valores 1, 9, 15 y 41,
para las preguntas en el orden de presentacion. Sobre este resultado cabe
enunciar dos consideraciones: (12) La comprension del enunciado no parece
implicar una respuesta correcta; asi, en la pregunta 12, con una sola
ocurrencia de la categoria C5, hay un porcentaje menor de respuestas
correctas que en la pregunta 22, a pesar de que, en ésta, la misma categoria se
dio 9 veces. (22) La representacion grafica podria ser la que mas sirvio a los
alumnos para comprender el enunciado. (Ver también A3R13.)
A3R12. El fenémeno i.v.s (categoria C1.4) es casi inexistente en las respuestas
de los alumnos. Su frecuencia es de 1 (pregunta 12, pregunta 22, pregunta 32
(a)) y de 3 (pregunta 32 (b)); esto corresponde a 6 respuestas de un total de
572. En todos estos casos, usaron el sistema de representacion verbal y el
formato ejemplo.
A3R13. En la pregunta 32 (b) la respuesta mas frecuente corresponde a la
categoria C5.
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A3R14. El fenémeno a.s.i (categorias C1.1, C1.2 y C1.3) supera al fenbmeno
iv.s (C1.4). Si, por argumentos de equidad, estimamos la razén de uso
esperada en 3:1, las que efectivamente observamos son: 70:1 (pregunta 12),
71:1 (pregunta 22), 52:1 (pregunta 32 (a)) y 28:3 (pregunta 32 (b)).

A3R15. La categoria C1.3 es la mas frecuente (219 de 572). Deducimos que el
coddigo de fendémeno a.s.i v-e es el mas usado por los alumnos en sus
respuestas.
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5.4 Las variables secundarias

En este apartado analizamos las variables: sexo, edad, curso, y su relaciéon con
las categorias que aparecen en las respuestas de los alumnos. Los datos se han

reunido en tablas con los resultados individuales. Véase el anexo 5.3

5.4.1. Variable sexo
La tabla 5.18 incluye el reparto de hombres y mujeres por grupo y centro. Bajo

cada cantidad por instituto y sexo incluimos el detalle por grupo de alumnos.

Tabla 5.18. La muestra, por sexos
IES Hombres Mujeres Subtotales
23 34
JH 6/4]4]9|5]8]10]11 S
29 21
M 9 | 20 [ 13 ] 8 S0
12 24
DA 9o | 3 | 2] 12 36
Subtotales 84 79 143

5.4.1.1 Resultados obtenidos en el IES “José Hierro”

Presentamos los resultados obtenidos relativos a la variable sexo en el instituto
“José Hierro”, distinguiendo el sexo de los alumnos, grupos agregados. Se
indican las categorias y las frecuencias absolutas de cada pregunta, habiéndose
omitido, para facilitar la lectura, los porcentajes correspondientes (Ver tabla
5.19, pagina siguiente.)

Junto con la tabla 5.19, enunciamos resultados estructurados de modo analogo
a lo hecho hasta ahora, a saber: respuestas mas frecuentes, respuestas menos
frecuentes, porcentajes de respuestas correctas e intentos de explicacion. Los
resultados los hemos organizados mediante cédigos de 4 o mas simbolos
(ABXD...), donde AB son las iniciales del IES, X representa la variable sexo. Les
sigue un namero de orden para cada resultado.

Respuestas mas frecuentes
JHX1. En las mujeres, C1.3 es la categoria mas frecuente en las preguntas 12,
22 y 32 (a), con porcentajes respectivos 50%, 53% y 44%. La categoria C3.2 es
la mas frecuente en la pregunta 32 (b) con una frecuencia del 21%.
JHX2. En los hombres la categoria C1.3 es la mas frecuente en la pregunta 12 y
22 con porcentajes idénticos (30%), inferiores a los porcentajes obtenidos por
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las mujeres. C3.2 es la categoria mas frecuente en las preguntas 32 (a) y 32 (b),
con porcentajes 26% y 48% respectivamente.

Tabla 5.19 IJH Resultados por sexos (M, H)

Pregunta 12 | Pregunta 22 | Pregunta 32 a | Pregunta 32 b
oAt M H M H M H M H
CO |[NHD| 1 ([(NHD| 1 1 2 NHD | NHD
C1.1|NHD | NHD | NHD | NHD | NHD | NHD 1 NHD
Cl2|NHD |NHD (NHD |[NHD | NHD | NHD | NHD | NHB
C1.3| 17 7 18 7 15 3 6 7
Cl14| 1 |NHD| 1 |[NHD| NHD | NHD 1 1
C2.1| 12 7 11 6 15 5 6 4
cz22| 1 2 3 2 1 2 2 2
C31| 2 4 |INHD| 1 NHD 3 1 NHD
C32| 1 2 |NHD| 4 1 6 7 11
C4 |NHD|NHD| 1 |[NHD| NHD | NHD 1 NHD
C5 |NHD |NHD|NHD| 2 1 2 9 5
TOT| 34 23 34 23 34 23 34 23

Respuestas menos frecuentes
JHX3. En las mujeres C1.4, C2.2 y C3.2 en la pregunta 12, C1.4 y C4 en la
pregunta 22, C0, C2.2, C3.2 y C5 en la pregunta 32 (a) y C1.1, C1.4,C3.1 y C4 en
la pregunta 32(b) con una frecuencia de uno.
JHX4. En los hombres en la pregunta 12 C0, C2.2 y C5, en la pregunta 22 CO y
C3.1, en la pregunta 32(a) CO, C2.2 y C5 y en la pregunta 32(b) C1.4.
Porcentajes de respuestas correctas
JHX5. En las mujeres los porcentajes de respuestas correctas son: en la
pregunta 12, 91%. En la pregunta 22, 97%. En la pregunta 32 (a) 96% y en la
32 (b) 73%
JHX6. En los hombres, los porcentajes de respuestas correctas son: en la
pregunta 12, 74%. En la pregunta 22, 69%. En la pregunta 32 (a) 53% y en la
32 (b) 31%
Intentos de explicacidn.
JHXE1. El porcentaje de respuestas correctas en las Mujeres es mayor que en
los Hombres, en todas las preguntas del cuestionario
JHXEZ2. El porcentaje de respuesta que usan la del alumno ficticio es algo
mayor en los Hombres que en las Mujeres. En los hombres 13% y en las
mujeres aproximadamente 3%.
JHXE3. Observando el porcentaje de respuestas correctas en las mujeres
podemos afirmar que no existen diferencias notables entre las preguntas 12,
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22 y 33(a) (correspondientes a los sistemas grafico, tabular y verbal). Por otro
lado en los hombres observamos que si observamos un mayor éxito de
respuestas cuando se usa el sistema de representacion grafico (12 pregunta)

5.4.1.2 Instituto “Celestino Mutis”
Presentamos los resultados obtenidos relativos a la variable sexo, siguiendo los

mismos pasos que en el instituto “José Hierro”. Ver la tabla 5.20.

Tabla 5.20 ICM Resultados por sexos (M, H)

Pregunta 12 | Pregunta 22 | Pregunta 32 a | Pregunta 32 b
M H M H M H M H
CO | NHD | NHD | NHD | NHB | NHD | NHD | NHD | NHD

CAT

Cl.l| NHb | NHD | NHD | NHD | NHD | NHD | NHPb | NHP

Cl2| NHD | NHD | NHD | NHD | NHD | NHD | NHD | NHBP

C1.3]| 12 14 1 13 11 11 6 9

C1.4| NHD | NHD | NHD | NHD | NHD 1 NHD 1

C21 3 8 6 6 4 4 2 5
C2.2 3 3 NHD 3 NHD 4 3 5
C3.1| NHD | NHD | NHD | NHD 1 4 NHD | NHD
C3.2 2 2 2 2 3 1 4 4
C4 1 1 NHD | NHD | NHD | NHD | NHD | NHD
C5 NHD 1 2 5 2 4 6 5

TOT| 21 29 21 29 21 29 21 29

Respuestas mas frecuentes
CMX1. En las mujeres la categoria C1.3 en todas las preguntas del
cuestionario.
CMX2. En los hombres también C1.3 es la categoria mas frecuente en todas las
preguntas del cuestionario.

Respuestas menos frecuentes
CMX3. En las mujeres las categorias menos frecuentes son: C4 en la pregunta
12, C5 en la pregunta 22, C3.1 en la pregunta 32 (a) y C2.1 en la pregunta 32
(b).
CMX4. En los hombres las categorias menos frecuentes son: .las categorias C4
y C5 en la pregunta 12, la categoria C3.2 en la pregunta 22, C1.4 y C3.2 en la
pregunta 32 (a) y C1.4 en la pregunta 32 (b).
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Porcentajes de respuestas correctas
CMXS5. En las mujeres se obtiene que en la pregunta 12 es aproximadamente del
86%. En la pregunta 22 es aproximadamente del 81 %. En la pregunta 32 (a), es
aproximadamente del 71%. En la pregunta 32 (b) apartado b, es aproximadamente
52%.
CMX®6. En los hombres se obtiene que en la pregunta 12 es aproximadamente del
86%. En la pregunta 22 es aproximadamente del 76 %. En la pregunta 32 (a), es
aproximadamente del 69%. En la pregunta 32 (b) apartado b, es aproximadamente
69%.

Intentos de explicacién
CMET1. Ni las mujeres ni los hombres emplean la respuesta dada por el alumno
ficticio para justificar sus respuestas
CMEZ. Una sola mujer emplea el infinito potencial en sus respuestas, mientras
que son cuatro los hombres que lo hacen.
CME3. Tanto los hombres como las mujeres tienden a justificar sus respuestas
de una u otra manera y son pocos los que no lo hacen

5.4.1.3 Instituto “Damaso Alonso”
Presentamos los resultados obtenidos, relativos a la variable sexo, siguiendo los

mismos pasos que en los otros dos IES. Ver la tabla 5.21.

Tabla 5.21 IDA. Resultados por sexos (M, H)

Pregunta 12 | Pregunta 22 | Pregunta 32 a | Pregunta 32 b

M H M H M H M H

CAT

Co 1 1 1 1 1 1 NHD | NHD

C1.1| NHD | NHD 1 NHD | NHD | NHD | NHD | NHD

Cl2| NHD | NHD | NHD | NHD | NHD | NHD | NHPb | NHP

Cl1.3]| 16 4 16 5 11 1 4 2

Cl4|NHD | NHD | NHD | NHb | NHD | NHD | NHP | NHb

C21 1 2 3 2 3 2 4 1

C2.2 1 2 2 3 5 3 4 3

C3.1 1 NHD | NHD | NHD | NHD 1 NHD | NHD

C3.2 4 3 1 1 1 NHD 2 1

C4 | NHB | NHBD [ NHD | NHP | NHD | NHD | NHB | NHb

C5 | NHD | NHD | NHD | NHD 3 4 10 5

TOT | 24 12 24 12 24 12 24 12
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Respuestas mas frecuentes
DAX1.En las mujeres la categoria C1.3 en las preguntas 12, 22 y 32(a) con
porcentajes aproximados de 67%, 67% y 46% respectivamente. En la
pregunta 32 (b) la categoria C5.
DAX2. En los hombres la categoria C1.3 en las preguntas 12 y 22 con
porcentajes aproximados del 33% y 42% respectivamente. En las preguntas
33(a) y 32(b) C5 es la categoria mas frecuente con porcentajes aproximados
del 33% y 42% respectivamente.

Respuestas menos frecuentes
DAX3. En las mujeres las categorias C0O, C2.1, C2.2 y C3.1 son las menos
frecuentes en la pregunta 12, con una frecuencia de uno. En la pregunta 22 CO,
C1.1 y C3.2 son las categorias menos frecuentes con una frecuencia de uno. En
la pregunta 32 (a) las categorias CO y C3.2 son las menos frecuentes con una
frecuencia de uno. En la pregunta 32(b) la categoria C3.2 es la menos
frecuente con una frecuencia de dos.

Porcentajes de respuestas correctas
DAX4. En las mujeres obtenemos los siguientes resultados: en la pregunta 12
es el 79%. En la pregunta 22 es el 88%. En la pregunta 32(a),es el 83%. En la
pregunta 32(b) es 50%
DAXS5. En los hombres obtenemos los siguientes resultados: En la pregunta 12
es el 75%. En la pregunta 22 es 82%. En la pregunta 32(a) es el 58%. En la
pregunta, apartado 32(b), es el 50 %.

Intentos de explicacién
DAE1. El fendmeno de ida-vuelta en sucesiones verbal ejemplo, representado
a través de la categoria C1.4, no aparece en ninguna de las respuestas de los
alumnos, ya sean hombres o mujeres.
DAEZ2. En el caso de las mujeres, una sola de ellas emplea el infinito potencial
en sus respuestas y lo hace en la pregunta 12, mientras que en el caso de los
hombres, aunque también lo emplea uno solo de ellos, lo hace en la pregunta
33(a).
DAE3. Ningun alumno plantea la necesidad de conocer mas valores de la
sucesion, (situacion representada por la categoria C4), ya sea hombre o mujer.

5.4.1.4 Comparacién de respuestas por sexos e institutos

Al considerar las respuestas a cada pregunta por ambos colectivos,
establecemos algunas analogias y diferencias.

Analogias entre las respuestas mas frecuentes (Mujeres)
Al. En las mujeres la categoria C1.3 es la mas frecuente en la pregunta 12 en
todos los IES. En el IES “José Hierro” la frecuencia es 17, en el “Celestino
Mutis”, 12 y en el “Damaso Alonso”, 16.
A2. En la pregunta 22, C1.3 es la categoria mas frecuente en los tres IES. En el
orden en que los presentamos, las frecuencias respectivas son 18, 11y 16.
A3. La categoria C1.3 es la mas frecuente en los tres IES estudiados: 15, 11y
11, respectivamente.
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A4. C5 es la mas frecuente en los tres IES estudiados: (9, 6 y 10).
Analogias entre las respuestas mas frecuentes (Hombres)
A5. En la pregunta 12, C1.3 es la mas frecuente: (7, 14, 4).
A6. En la pregunta 22, la categoria C1.3 es la mas frecuente: (7, 13, 5)
Analogias entre las respuestas menos frecuentes (Mujeres)
A7. En la pregunta 12 C1.4 no aparece en ninguno de los tres IES estudiados.
La categoria CO obtiene practicamente los mismos resultados en los tres IES
(0,0,1).
A8. En la pregunta 22, C1.4 no aparece apenas en las respuestas de los
alumnos, obteniéndose (1, 1, 0).
A9. En la pregunta 32 (a), la categoria C3.1 obtiene resultados similares en los
tres IES estudiados: (0, 1, 0).
A10. En la pregunta 32 (b), los resultados obtenidos por la categoria C1.1 son
muy similares en los tres IES: (1, 0, 0).
Analogias entre las respuestas menos frecuentes (Hombres)
A11. En la pregunta 12, la categoria C4 apenas aparece en las respuestas de los
alumnos. La frecuencia en IES “Celestino Mutis”, es 1.
A12. En la pregunta 22, apenas aparece la categoria C3.1 con frecuencias
respectivas (1, 0, 0).
A13. En la pregunta 32 (a), muy pocos alumnos emplean la respuesta dada por
el alumno ficticio como justificacién a sus respuestas: (2, 0, 1).
A14. La categoria C1.4 apenas es empleada en las respuestas de los alumnos:
(1,1, 0).
Diferencias (Mujeres)
D1. En la pregunta 12, C2.1 la tripleta de frecuencia es (12, 3, 1)
D2. En la pregunta 22, C2.1 se emplea con las frecuencias (11, 6, 3).
D3. En la pregunta 32 (a), la categoria C2.1 se reparte asi: (15, 4, 3).
D4. En la pregunta 32 (b), la categoria C2.1 es la que menos diferencias aporta:
(6,2,4).
Diferencias (Hombres)
D5. En la pregunta 12, a la categoria C3.1 le asociamos la tripleta de
frecuencias (4, 0, 0).
D6. En la pregunta 22, la categoria C5 se usa asi (2, 5, 0).
D7.En la pregunta 32 (a), la categoria C3.2 se reparte en (6, 1, 1).
D8. En la pregunta 32 (b), la categoria C3.2 muestra importantes oscilaciones:
(11,4, 1).

En las figuras 5.5 a 5.8 mostramos las frecuencias de respuestas, por preguntas,
para el colectivo de Mujeres. En las figuras 5.9 a 1.12 mostramos la informacion

correspondiente al colectivo de Hombres. (Véase la pagina siguiente.)
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Pregeuanta 2. Mujeres
2
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Figuras 5.5, 5.6, 5.7 y 5.8. Respuestas del colectivo de Mujeres

Fregunta 1. Hombres Pregunta 2*. Hombres
20 20
15 15
10 10
5 5
a - [
Cl €11 C13 C14 C21 C22 C3I1C3I2 G4 C5 Cl C11C13C14C21C22C31C32 C4 C5
Pregunta 32 {(a). Hombres 20 Preguanta 3* (b). Hombres
2
P 15
10 10
H M 5
0 0 4
CCl1ICI3ICI4C1C22C31CG32 ¢4 5 Ch CLIC13C14C21C22C31C32 C4 C5
Figuras 5.9, 5.10, 5.11 y 5.12. Respuestas del colectivo de Hombres

5.4.1.5 Agregacion de institutos

Presentamos las frecuencias resultantes al agregar los datos por institutos,
manteniendo la variable sexo como criterio para el andlisis de las respuestas.
Después de presentar la tabla 5.22 (pagina siguiente), anotamos resultados que
arrojan alguna luz sobre la informacion que en ella se muestra.

Para etiquetar los resultados, empleamos el cédigo A3XN donde A3 recuerda
que hemos agregado datos de tres IES, X remite a la variable sexo y N al numero

de orden del resultado.
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Tabla 5.22. Resultados por sexos (M, H)

Pregunta 12 | Pregunta 22 | Pregunta 32 a | Pregunta 32 b
M H M H M H M H
Co 1 2 1 2 2 3 NHD | NHD
C1.1|NHD |[NHD| 1 |NHD | NHD | NHD 1 NHD
Cl2|NHD |NHD (NHD |[NHD | NHD | NHD | NHD | NHB
C1.3] 45 25 45 25 37 15 16 11
Cl14| 1 |NHD|NHD |NHD | NHD 1 1 2
C2.1] 16 17 20 14 22 11 12 10

CAT

C22| 5 7 5 8 6 9 9 10
C3.1] 3 4 1 1 1 8 1 NHD
c3.z2| 7 7 3 7 5 7 13 16
C4 1 1 1 |NHD | NHD | NHD 4 NHD
C5 |[NHD| 1 2 7 6 10 25 15

TOT |79 64 79 64 79 64 79 64

Respuestas mas frecuentes
A3X1. Mujeres: en todas las preguntas del cuestionario, C1.3 es la categoria
mas frecuente. La frecuencia en cada una de las preguntas es 45, 45, 37 y 16.
A3X2. Hombres: en las preguntas 12 y 22 y 32 (a), C1.3 es la categoria mas
frecuente con 25, 25 y 15 ocurrencias. En la pregunta 32 (b), lo es C3.2 con
frecuencia 16.

Respuestas menos frecuentes
A3X3. Mujeres: solamente en la pregunta 32 (a) hay una categoria con 1
respuesta. En las demas preguntas, hay varias categorias con frecuencia 1.
A3X4. Hombres: las frecuencias minimas estan menos dispersas. En tres
preguntas hay una sola categoria con frecuencia 1, mientras que en la
pregunta 12 se dan dos categorias con esa puntuacion.

Porcentaje de respuestas correctas
A3X5. Mujeres: Pregunta 12, 86%; pregunta 22, 91%; pregunta 32 (a), 86% y
(b), 49%.
A3X6. Hombres: Pregunta 12, 80%; pregunta 22, 77%; pregunta 32 (a), 61% y
(b), 52%.

Intentos de explicacién
A3X7. En el fendmeno a.s.i, el sistema de representacion que parece de mas
ayuda para responder es el tabular (en las Mujeres) y el grafico (en los
Hombres). En ambos colectivos, el empleo del fenémeno i.v.s en el enunciado
de la pregunta parece generar una dificultad a la hora de responderla
adecuadamente.

352 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 5% Fendmenos a.s.i é i.v.s en producciones de alumnos

A3X8. En los dos colectivos, los cddigos de fendémeno a.si. g-e, a.s.i t-e y a.si v-e
(correspondientes a las categorias C1.1, C1.2 y C1.3, respectivamente) se usan
con mas frecuencia que el cdédigo de fendmeno i.v.s. v-e (categoria C1.4). La
razoén de frecuencias de uso de estos cddigos depende de las preguntas y de
los colectivos. Mujeres: (Preguntas 123, 28, 32 (a), 32 (b)) = (1:45, 0:45, 0:37,
1:16). Hombres: (Preguntas 12, 22, 32 (a), 32 (b)) = (0:25, 0:25, 1:25, 2:11). El
aspecto es el mismo en ambos colectivos. Suponemos que el aumento de
respuestas en el de Mujeres se debe al tamafio de esta submuestra.

5.4.2 Variable edad

Nuestro estudio de esta variable secundaria comenzara con la agregacion de los
tres IES, toda vez que, instituto-edad por instituto-edad, no hemos sabido hallar
evidencias de interés para esta memoria. Las tablas correspondientes de ese

detalle se muestran en el anexo 5.4.

5.4.2.1 Resultados por edad, IES agregados.

La tabla 5.23 corresponde a edades de 16, 17, 18, 19 y 20 afios. Un alumno no
indicé su edad. Dos alumnos han quedado excluidos; uno, de 20 afios, por ser el
Unico de esa edad; sus datos pueden consultarse en el anexo; otro, porque no
indicé su edad. El signo “/“ significa “No hay datos”. En los comentarios, a A3 le

sigue la edad considerada.

Tabla 5.23. Variable edad. Resultados por agregacidon de IES.
CAT Pregunta 12 Pregunta 22 Pregunta 32 (a) Pregunta 32 (b)
16 117|118 |19 |16 |17 |18 [19[16 |17 |18 |19 |16 |17 | 18|19
SV A /2 S A A < /A A A A< I S VA A VA A
O O ) A A A A A S /A A A A/ A A A A A Y
Cl2 | 4 | £ |4+ |+ [ £ 1A+ |+ [ FLFFFVFLEE S
C1.3|123(38|7 |2 [27[33|6 |2 |18|28|4 |1 9 (171 |/
Ci4| /| v/ |/ (/v / /(Y /0 |/ 112/ |/
c21/15(9 |7 |1 [18]10|5 |1 |14 |13|5 |1 |10 8 |2 |2
C22|1 4|51 |/ 31911 |/ 7181/ 1/ 6 (12 |/ |/
C3.1| 33|/ |1 / 121/ 1/ 51112 |1 11/ 1/ 1/
C32| 6 |72 |/ 2 162 |/ 31712 |/ [11]12]|5 |1
C4 (2 v/ /Y
C5 / /) ) 31114 |1 5|16 |4 |1 [15]14]10]|1
TOT |53 |66 |18 |4 |53 |66|18|4 |53 |66|18 |4 66 | 18 | 4

Respuestas més frecuentes.
A3161. La categoria C1.3 en las preguntas 1% 22 y 32 (a), con frecuencias
respectivas 23, 27 y 18. La categoria C5, en la pregunta 32 (b), (frecuencia: 15).
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A3172. La categoria C1.3 en todas las preguntas del cuestionario. Las frecuencias
respectivas son: 38, 33,28y 17
A3183. La categoria C1.3 en las preguntas 12 y 22, Las frecuencias respectivas son:
7y 6. La categoria C2.1, en la pregunta 32 (a), (frecuencia 5). La categoria C3.2, en
la pregunta 32 (b), (frecuencia 5).
A3194. La categoria C1.3 en las preguntas 1% 22 y 3* (a). Las frecuencias
respectivas son: 2, 2 y 1. La categoria C2.1, en la pregunta 3? (b), (frecuencia 2).
Deducimos que los alumnos de las cuatro edades prefirieron el codigo de
fendmeno a.s.i v-e.

Respuestas menos frecuentes
A3165. Pregunta 12, C4 (2); pregunta 22, C3.2 (2); pregunta 32 (a), C1.4; pregunta
3% (b),C1.4yC3.1.
A3176. Pregunta 1%, C1.4 y C4; pregunta 22, C1.1, C1.4 y C5; pregunta 32 (a), C3.1
y pregunta 32 (b), C4.
A3187. Pregunta 1%, CO y C2.2; pregunta 22, C2.2; pregunta 32 (a), CO y pregunta
32 (b), C1.3.
A3198. Pregunta 12 C2.1 y C3.1; pregunta 22, C2.1 y C5; pregunta 32 (a), C1.3,
C2.1, C3.1y C5y pregunta 3?2 (b), C5.

Porcentaje de respuestas correctas
A3169. Porcentajes, redondeados a la unidad, por orden de las preguntas: 79, 91,
75y 49.
A31710. 83, 86, 79 y 59.
A31811. 89, 67,56 y 17.
A31912. 75, 75, 50 y 50.

Intentos de explicacion
A31613. En la pregunta 3% (b) hay una disminucion notable de las respuestas
correctas. Esto puede ser un indicador del escaso interés hacia el uso del cddigo de
fendmeno i.v.s. v-e.
A31614. En la pregunta 22 se observa un aumento considerable de las respuestas
correctas. Esto puede ser un indicador del mayor interés hacia el uso del codigo de
fendmeno a.s.i t-e.
A31715. Todo lo recogido en las preguntas 12 y 22, induce a pensar que no existen
diferencias notables entre ellas. Los alumnos manejan lo que aqui llamamos
cddigos de fendmeno a.s.i g-e y a.s.i t-e.
A31716. Mismo comentario que A31613.
A31817. En esta edad, disminuye el uso del cddigo de fendmeno a.s.i v-e.
A31818. Mismo comentario que A31613.
A31919. Mismo comentario que en A31613, ampliado a la pregunta 32 (a).

5.4.2.2 Categorias y edades: comentarios adicionales

La categoria C1.3, parece ser de uso constante en todas las edades 16 a 19 afos,
aunque se registra un descenso en el grupo de 18.

Los alumnos del rango 17-18 emplearon, ocasionalmente, la respuesta atribuida al

alumno ficticio para justificar sus respuestas (categoria CO)
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La categoria C1.4, que nosotros asociamos al codigo de fenébmeno i.v.s. v-e, se
observo en el rango 16-17, exclusivamente.
Los alumnos de este rango plantearon ocasionalmente la necesidad de conocer mas

valores de la sucesion (categoria C4).

El porcentaje mas alto de respuestas “no sabe / no contesta” (C5), se observa en la

edad de 18 afios y en la pregunta 32 (b): 56%.
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5.5 Producciones de alumnos y libros de texto

En el capitulo anterior estudiamos y observamos los fenémenos a.si e i.v.s en
los libros de texto, mientras que en este capitulo estamos estudiando estos
fenbmenos en las respuestas de los alumnos a cuatro cuestiones relacionadas

con el limite finito de una sucesion.

En este apartado comparamos someramente los resultados obtenidos en los

dos capitulos estableciendo sus analogias y diferencias.

El codigo de fendmeno de mayor frecuencia es, en los libros de texto, a.s.i g-e,
(36 ocurrencias) mientras que, en las respuestas de los alumnos, lo es el a.s.i v-e
(26 ocurrencias). No sabemos explicar este cambio de la representacion grafica
a la representacion verbal ni creemos tener recogida informacién alguna que lo
explique. En las producciones de los alumnos, la representacion grafica se

observoé solamente en 2 de las 572 respuestas recogidas.

La categoria C.1.3 (cédigo de fenémeno a.s.i v-e) es la mas usada por los
alumnos en sus respuestas a las preguntas 12, 22 y 32 (a); las correspondientes

ocurrencias suman casi la mitad del total (219 de 572).

Esta diferencia en las ocurrencias de los codigos de fendmenos preferidos (en
los libros de texto, a.s.i g-e, y en las producciones de los alumnos, a.s.i v-e)
conduce a conjeturar que, siendo de importancia, la influencia de los libros de
texto en las producciones de los alumnos no es la Uinica; a pesar del escaso uso
que hacen los alumnos del codigo de fenémeno a.s.i g-e, dado que en la

pregunta 22 hay un 83% de respuestas de este tipo.

Respecto al cédigo del fendmeno a.s.i t-e, que se observa en los libros de texto,
sobre todo, en el periodo 1995-2005, parece haber tenido una gran aceptacion
por parte de los alumnos, ya que aunque no lo emplean en sus respuestas, nos

da la impresion de que les ayuda a calcular el limite de una sucesion, cuando en
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ésta se usa el cddigo a.s.i t-e. Para afirmar esto nos apoyamos en el 85% de

respuestas correctas que obtiene la pregunta 22 del cuestionario.

Un hecho que se ha manifestado tanto en los libros de texto como en las
respuestas de los alumnos es el descenso del fendmeno i.v.s. Por ejemplo, en el
periodo 1975-1994, se observaron 72 ocurrencias, mientras que, en el periodo
siguiente, 1995-2005, la frecuencia descendié hasta 10. Creemos que las

respuestas del cuestionario (6 de 572) confirman esta tendencia.

El sistema de representacion verbal es el mas usado por los alumnos para
justificar sus respuestas, ya sea cuando eligen el fendmeno a.s.i, ya cuando
eligen el fendbmeno i.v.s: 198 respuestas de 572 posibles. En los libros de texto,
este sistema de representacién es el segundo mas empleado, tanto cuando

eligen el fenémeno a.s.i como cuando eligen el fenémeno i.v.s.

En los libros de texto del periodo 2000-2005, la razén de uso del fendmeno a.s.i
al fenémeno i.v.s es casi de 3:1, mientras que en las respuestas de los alumnos
que, en principio, han usado libros de dicho periodo, la misma razoén es de 36:1,
aproximadamente. El predominio del fendmeno a.s.i se observa en ambos tipos
de fuentes, pero no sabemos explicar el enorme aumento en la razén de uso del

fenémeno a.s.i.
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5.6 Test de independencia de las variables

Este apartado incluye el estudio de dependencias entre variables asociadas
al cuestionario, a saber: Categoria asociada a las respuestas de los alumnos,
con valores nominales CO, C1.1, C1.2, C1.3, C1.4, C2.1, C2.2,C3.1,C3.2,C4 y
C5; Edad del alumno, con valores ordinales 16, 17, 18, 19 y 20; Sexo

indicado por el alumno, con valores nominales V (varén) y M (Mujer).

Hemos estudiado la independencia o dependencia entre las variables de la

pareja categoria-edad y entre las de la pareja categoria-sexo.

Este estudio lo presentamos pregunta por pregunta: en primer lugar por

institutos y, a continuacidn, con los datos agregados de los tres IES.

Hemos elegido aplicar el test de chi-cuadrado de contigencia (Pearson),
(Serret Moreno-Gil, 1995) porque la relacién entre categoria-edad y
categoria-sexo, cumple la principal condicién para aplicarlo: debemos
manejar dos variables que tengan diferentes modalidades y que en total
sumen el conjunto de la poblacién. La variable categoria tiene distintas
modalidades, y las variables edad y sexo también. El total de la poblacién
se consigue si se realiza el analisis pregunta por pregunta. De esta manera
habremos construido nuestra tabla de contingencia. El parametro que da
informacién sobre la independencia entre las variables se denomina
significacidn asintdtica; su valor critico es 0’05; por debajo de este corte, se
admite la especulacion de que las variables consideradas no son
independientes, mientras que, por encima de él, es fundado pensar que hay
razones para afirmar la independencia. Todos los calculos se han realizado

con el programa SSPS, versién 12.0.1
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5.6.1 Resultados del test, por instituto y pregunta, en el par de variables

categoria-edad

Instituto “José Hierro”

En el instituto “José Hierro” participaron 57 alumnos, pero un alumno no
respondid la edad que tenia por lo que desechamos sus respuestas en el
estudio. De esta manera la muestra se compuso de 56 alumnos. La tabla

5.24 contiene los resultados principales.

Tabla 5.24 IJH. Dependencia-Independencia. ;Categoria y edad?
Pregunta SA Conclusion
12 0,629 Independientes
28 0,99 Independientes
32 (a) 0,665 Independientes
32 (b) 0,00 Sospechar dependencia

Los resultados obtenidos en las preguntas 12, 22 y 32 (a) no admiten lugar a
dudas. En todos ellos, se observa independencia entre, por una parte, las
categorias de respuestas que los alumnos usan ante las cuestiones presentadas
en el cuestionario sobre el limite finito y, por otra, la edad que éstos declararon

tener.

Este hecho no se manifiesta en la pregunta 32 (b) que necesita un analisis mas

profundo.

Existen tres factores que pueden alterar el resultado de las pruebas de
asociacion e independencia: el tamafio de la muestra, la fidelidad de los datos y
el sesgo muestral. Antes de sacar conclusion alguna, es necesario revisar estos
factores en busca de distorsiones del resultado. En la pregunta 32 (b) hay
muchas casillas (en la tabla de contingencia) con frecuencia esperada menor
que 5. El resultado obtenido en esta pregunta (Sig. Asintética 0.00) induce a
pensar que existe dependencia entre las categorias de respuestas que usan los

alumnos y la variable edad, pero tenemos que demostrarlo usando la
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significacidn asintdtica exacta, la cual se aplica cuando los datos no cumplen

alguno de los supuestos necesarios para obtener resultados fiables.

Antes de aplicarla decidimos eliminar las edades correspondientes a 19 afios (2
ocurrencias) y 20 afios (1 ocurrencia), ya que tal hecho no va a alterar los
resultados y si puede mostrar la verdadera relaciéon entre las variables
estudiadas. Eliminadas estas edades, obtenemos que la significacién asintética

es 0,484 y la significacion asintdtica exacta 0,521.

Instituto “Celestino Mutis”
En el instituto “Celestino Mutis” participaron 50 alumnos. No hay casos

excluidos. La tabla 5.25 contiene los resultados principales.

Tabla 5.25 ICM. Dependencia-Independencia. ;Categoria y edad?
Pregunta SA Conclusiéon
12 0,560 Independientes
28 0,006 Sospechar dependencia
32 (a) 0,094 Sospechar independencia
32 (b) 0,792 Independientes

Los resultados obtenidos en la pregunta 12 y 32 (b) indican independencia
entre las variables categorias y edad. Por otro lado los resultados obtenidos en
las preguntas 22 y 32 (a), inducen a sospechar cierta dependencia entre ambas
variables, la cual demostraremos o desecharemos usando la significaciéon

asintotica exacta.

Antes de aplicar la significacidn asintdtica exacta eliminamos la edad 19 afios,
ya que hay un solo alumno y este hecho no afecta a las conclusiones que
obtengamos. Al aplicar el test de chi-cuadrado a la pregunta 22, obtenemos una
significacién asintética de 0,003 y una significacién asintética exacta de 0,004
inferior a 0,05. Teniendo en cuenta estos datos, afirmamos la dependencia
entre las variables categorias y edad, en la pregunta 22. Un procedimiento
analogo en la pregunta 32 (a) muestra que la significacién asintética es 0,094 y
la significacion asintética exacta es 0,109. Este hecho muestra la independencia

entre las variables categorias y edad en la pregunta 32 (a).
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Instituto “Damaso Alonso”
En el instituto “Damaso Alonso” participaron 36 alumnos. No hay casos

excluidos. La tabla 5.26 contiene los resultados principales.

Tabla 5.26 IDA. Dependencia-Independencia. ;Categoria y edad?
Pregunta SA Conclusién
12 0,962 Independientes
28 0,300 Independientes
33 (a) 0,651 Independientes
32 (b) 0,076 Sospechar independencia

Los resultados obtenidos en las preguntas 12, 22 y 32 (a) indican independencia
entre las variables categorias y edad. Este hecho no parece tan claro en la
pregunta 32 (b), a la cual le vamos a aplicar el parametro significacion
asintotica exacta después de eliminar la edad 19 afios, ya que solamente hay un
representante de dicho valor. Los resultados obtenidos son significaciéon
asintotica 0,106 y significacién asintética exacta 0,102, lo que indica

independencia entre las variables categorias y edad en esta dltima pregunta.

5.6.2 Resultados del test, por pregunta, en el par de variables categoria-
edad

En total se computan 142 alumnos, por desechar la respuesta del que no
contesto la edad que tenia. La tabla 5.27 contiene los resultados principales del

test. (Ver pagina siguiente.)

Solamente en la pregunta 32 (b) se desprende una cierta sospecha de
dependencia. Esta sospecha podemos refrendarla con el estudio andlogo
realizado por parejas de IES; las respuestas a la pregunta 32 (b) no podemos
darlas por dependientes al agregar los datos del instituto “Celestino Mutis” y los
del instituto “Damaso Alonso”; en los otros dos casos, se mantiene esa sospecha

de dependencia.
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Tabla 5.27. Dependencia-Independencia. ; Categoria y edad?
Pregunta SA Conclusion
12 0,892 Independientes
28 0,706 Independientes
32 (a) 0,778 Independientes
32 (b) 0,00 Sospechar dependencia

Un estudio detallado de la pregunta 32 (b) usando la significacién asintética

exacta ayudard a confirmar o no la dependencia entre las variables categorias y

edad.

5.6.3 Resultados del test, por instituto y pregunta, en el par de variables
categorias-sexo

Este estudio sigue las mismas pautas que el anterior, realizado para las
variables categoria y edad. Para evitar reiteraciones argumentales que
consideramos innecesarias, hemos incluido el estudio de los casos sospechosos
en las propias tablas, evitando asi los comentarios. Cuando se da la sospecha de
independencia, calculamos la significacion asintética exacta (SAE) y extraemos

la conclusion definitiva correspondiente (Conclusion D).

Instituto “José Hierro”
En el instituto “José Hierro” participaron 57 alumnos. La tabla 5.28

contiene los resultados principales.

Tabla 5.28 IJH. Dependencia-Independencia. ;Categoria y sexo?
Pregunta | SA Conclusién SAE | Conclusiéon D
12 0,325 Independencia -- Independencia
22 0,060 | Sospechar dependencia | 0,020 | Dependencia
32 (a) 0,004 | Sospechar dependencia | 0,001 | Dependencia
32(b) |0,289 Independencia - Independencia

Instituto “Celestino Mutis”
En el instituto “Celestino Mutis” participaron 50 alumnos. La tabla 5.29

(pagina siguiente) contiene los resultados principales.
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Tabla 5.29 ICM. Dependencia-Independencia. ;Categoria y sexo?
Pregunta SA Conclusién SAE Conclusiéon D
a 0,456 | Independencia - Independencia
a 0,516 | Independencia - Independencia
32 (a) 0,288 | Independencia -- Independencia
32 (b) 0,813 | Independencia -- Independencia

Instituto “Damaso Alonso”

En el instituto “Damaso Alonso” participaron 36 alumnos. La tabla 5.30

contiene los resultados principales.

Tabla 5.30 IDA. Dependencia-Independencia. ;Categoria y sexo?
Pregunta SA Conclusion SAE Conclusién D
a 0,343 | Independencia -- Independencia
28 0,615 | Independencia -- Independencia
32 (a) 0,233 | Independencia - Independencia
32 (b) 0,953 | Independencia - Independencia

5.6.4 Resultados del test, por pregunta, en el par de variables categoria-

sexo

Se computa a los 143 alumnos. La tabla 5.31 contiene los resultados principales

del test.

Tabla 5.31 Dependencia-Independencia. ;Categoria y sexo?

Pregunta | SA Conclusion SAE | Conclusién D
12 0,350 Independencia -- | Independencia
28 0,122 Independencia -- | Independencia

32 (a) 0,007 | Sospechar dependencia | -- Dependencia
32(b) | 0,671 Independencia -- | Independencia
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5.7 Avances y conclusion del segundo estudio empirico

En este capitulo hemos buscado y observado los fendmenos a.s.i e i.v.s en las
respuestas de los alumnos a un cuestionario sobre el limite finito de una
sucesion; con esto, completamos el trabajo planeado en el capitulo 22 (ver
figura 2.6), donde propusimos la secuencia de observacién de los dos
fendbmenos, partiendo de una definicién de limite finito de una sucesién, en

libros de texto, primero y, a continuacion, en producciones de los alumnos.

Es necesario resaltar el uso generalizado del cédigo del fendmeno a.s.i v-e. En
contraste, para el fendémeno a.s.i en el formato ejemplo, apenas emplean la

representacion grafica y no emplean en absoluto la representacién tabular.

Respecto al segundo fenémeno, los alumnos apelaron ocasionalmente al cédigo

del fenémeno i.v.s v-e.

En este capitulo hemos analizado también la posible influencia de las variables
edad y sexo en las categorias que asociamos a las respuestas de los alumnos y

hemos establecido algunos resultados.

Respecto a la variable sexo, conviene recordar que el colectivo de Mujeres de la
muestra emplea el codigo de fendmeno a.s.i v-e con mas frecuencia que los
hombres y que su porcentaje de respuestas correctas es también mayor en todo
el cuestionario, excepto en la pregunta 32 (b). Respecto a la variable edad,
hemos notado cierta influencia en los porcentajes de respuestas correctas,

produciéndose en media, mejores resultados a la edad de 17 afos.

Después de aplicar el test de chi-cuadrado de contingencia, cabe anotar que
existe una dependencia entre las categorias de respuestas dadas por los
alumnos a la pregunta 32(b) y su edad. Este hecho no se manifiesta en las
preguntas anteriores, en las que destaca la independencia entre las variables
categorias y edad. Si por el contrario lo que se tiene en cuenta es el sexo de los
alumnos, al aplicar el test de chi-cuadrado de contingencia, se manifiesta una
cierta dependencia, en la pregunta 32 (a), entre éste y las categorias de

respuestas de los alumnos.
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Anexo 5.1 Cuestionario inicial y respuestas de expertos

A.5.1.1 Cuestionario inicial

Pregunta 1.

Se representa graficamente la sucesion b, = 1 + 1/n. El profesor pregunta a la
clase: ;Tiene limite la sucesion? Un alumno responde: “El limite es 1 porque a
medida que n crece los valores de la sucesion se van acercando cada vez mas a
1”. ;Estas de acuerdo2 con é1? Justifica tu respuesta.

21—+

15

1 * & -

0.5

valores n
Pregunta 2.
Se representa graficamente la sucesion b, = 3 - 1/n. El profesor pregunta a la
clase: ;Tiene limite la sucesién? Un alumno responde: “El limite es 3 porque a
medida que n crece los valores de la sucesion se van acercando cada vez mas a

3”. ;Estas de acuerdo con é1? Justifica tu respuesta.
35

L, = N
= 'tno= iR o
4

=]

10 15 20 25

=
en

valores de n

Pregunta 3
Las ganancias de una empresa que ultimamente marcha muy mal
econdmicamente vienen representadas por la siguiente grafica:

beneficio de una empresa

12

02

04
02 =

beneficios

El profesor pregunta: ;Llegara a ser el beneficio nulo? El alumno responde: “El
limite del beneficio es 0, porque a medida que aumente el tiempo, el beneficio
disminuye”. ;Estas de acuerdo con é1? Justifica tu respuesta.

Pregunta 4.

La velocidad de una nave espacial, va aumentando siguiendo la siguiente
grafica:
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velocidad por minuto
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minutos
El profesor pregunta ;Llegara a alcanzar la nave la velocidad de 100
km/minuto? Un alumno responde: "No, estd cada vez mas cerca de 100
km/minuto, pero nunca llega a alcanzarla”. ;Estas de acuerdo con éI? Justifica
tu respuesta.

Pregunta 5.
Dada la siguiente sucesién a,, expresada a través de una tabla:
n |an
1 [1/5
2 [1/25
3 [1/125

(A qué valor se aproximan los valores de la sucesiéon a medida que continuamos
dando valores a n? ;Es este valor el limite de la sucesion? Justifica tu respuesta.

Pregunta 6.
Dada la siguiente sucesién:
n |Ay
1 |19
2 [1.99
3 [1.999

dando valores a n? ;Es este valor el limite de la sucesiéon? Justifica tu respuesta.

Pregunta 7

Tenemos un cuadrado de lado 1 m y dividimos el cuadrado en cuatro partes.
Cada cuadrado resultante lo divido en 4 partes y asi sucesivamente. La
siguiente tabla recoge las medidas de cada cuadrado, resultante de la division
de un cuadrado de lado 1m:

n dn

1 |1

2 |1/4
3 |1/16

El profesor pregunta a un alumno: ;Tiene limite la sucesion considerada? El
alumno responde “El limite de la sucesidn resultante de cortar el cuadrado es
cero”. ;Estas de acuerdo con el? Justifica tu respuesta.
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Pregunta 8

Una persona debe recoger andando los 10 km, que separan dos ciudades. Cada
dia va a recorrer la mitad del camino que le falta para llegar al final. La
siguiente tabla recoge el espacio recorrido hasta el dia n.

n an

1 5

2 75

3 8775
4 9375

Miguel responde “Llegara algin dia en que recorra la distancia que separa las
dos ciudades” ;Estas de acuerdo con él? Justifica tu respuesta.

Pregunta 9

La sucesién & cumple: su primer término vale 1/10, su segundo

" 10"
término vale 1/100, su tercer término vale 1/1000 y asi sucesivamente. Miguel
dice: “Esta sucesion no tiene limite, porque nunca voy a parar” ;Estas de

acuerdo con é1? Justifica tu respuesta

Pregunta 10

La sucesidn siguiente cumple: su primer término vale 3’9, su segundo término
vale 399, su tercer término vale 3999, su cuarto término 39999 y asi
sucesivamente. Miguel dice: “Esta sucesion tiene limite 4, porque a medida que
avanza n su valor va acercandose a 4”. ;Estas de acuerdo con él? Justifica tu
respuesta

Pregunta 11
La cantidad de agua almacenada en un deposito disminuye siguiendo la
siguiente sucesion:

1 11

El profesor pregunta: ;Llegara a vaciarse completamente el depodsito? Un
alumno responde: “El limite de la capacidad del depésito es 0, porque a medida
que pasa el tiempo, la capacidad se va acercando a 0” ;Estas de acuerdo con é1?
Justifica tu respuesta.

Pregunta 12

El enriquecimiento de una persona sigue la siguiente sucesion, medida en
millones de euros: 89, 899, 8999, 8'9999, ...

¢Llegara a alcanzar alguna vez la cantidad de 9 millones de euros? ;Es este
valor el limite de la sucesiéon? Un alumno responde: “El limite de su
enriquecimiento es 9, porque a medida que n crece su valor va aumentando”.
(Estas de acuerdo con é1? Justifica tu respuesta
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A.5.2.2 Respuestas de los expertos

Los profesores seran denotados por las letras A, B, Cy D. De esta manera queda
garantizado el anonimato de sus comentarios.

Profesor A

Este profesor no realiza ninguna critica a las primeras dos cuestiones
presentadas. Emplea el signo “+” en cada una de ellas para afirmar que las
considera adecuadas.

A la tercera pregunta, realiza una critica que citamos a continuaciéon de manera
textual: “La marcha de una empresa puede cambiar: no responde a una funciéon
matematica. No tiene sentido hablar de limite en un ntimero finito ( y pequefio)
de “afios”.”

A la cuarta pregunta realiza la siguiente critica: “Es una pregunta de contexto
“real”?

Las preguntas 5 y 6 son consideradas adecuadas por él. Emplea un signo “+”
para confirmar que esta de acuerdo con ellas.

En la pregunta n? 7 considera que la palabra “medidas” que aparece en el
enunciado del problema podria ser sustituida por la palabra “drea”.

En la pregunta n? 8 realiza la siguiente anotacién: “el nimero de dias ;puede ser
infinito? ;se puede “recorrer andando” 0,9765625 m (el décimo dia)?”

La pregunta n? 9 es considerada adecuada por él. Emplea un signo “+” para
confirmar que esta de acuerdo con ellas.

En la pregunta n? 10 realiza la siguiente anotacion: “igual que la pregunta 6”

En la pregunta n? 11 realiza la siguiente anotacion: “la sucesion indica tiempos
iguales?

En la pregunta n? 12 realiza la siguiente anotacion: “ millones de euros = solo
tiene sentido 8 decimales. A partir de aqui no tiene sentido el problema.
Alcanzara 899999999 céntimos de €.

Profesora B

La profesora B no hace una objecion especifica a las preguntas 1 y 2. Solo
comenta en la misma hoja del cuestionario donde aparecen las preguntas 1y 2,
la siguiente observacion “se podria anadir un ej. de suc. que no converja ej

an = (-1)"

A la pregunta 3 hace las siguientes observaciones: “;Responde a la pregunta?
¢Podria llegar a tener pérdidas?”

A la pregunta 4 realiza la siguiente observacién: “Parece que este punto no
mantiene la misma tendencia” Esta observacion se refiere al grafico presentado.
En é], el valor (3, f(3)), parece no seguir el mismo orden de crecimiento que los
demas puntos. En realidad se trata solamente de un efecto 6ptico, porque la
grafica presentada crece de la misma manera en todo su dominio. También se
realiza la siguiente observacion “suponiendo una aceleracion constante”. Esta
observacion se realiza a la pregunta que presentamos ;Llegara a alcanzar la
nave la velocidad de 100 km/minuto?

No se hace ninguna observacién a las preguntas 8, 9 y 10.
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A la pregunta numero 11, realiza la siguiente observacion: “;Responde a la
pregunta inicial?”, refiriéndose a la respuesta que presentamos como dada por
un alumno.

A la pregunta nimero 12 realiza la siguiente observacién: “sucesion finita:
unidades monetarias”, afirmando las dificultades de manejar unidades
monetarias con tanto decimales.

Profesora C

La profesora C no hace ninguna objecién especifica a las preguntas 1, 2,3, 4,5y
6.

A la pregunta numero 7, realiza la siguiente observacion “del lado” o “del area”,
refiriéndose a la frase que aparece en la pregunta “la siguiente tabla recoge las
medidas de cada cuadrado, resultante de la division de un cuadrado de lado
1m”. La profesora no entiende si las medidas se refieren a areas o a medidas de
los lados.

A la pregunta numero 8, la profesora realiza la siguiente observacion: “an
espacio recorrido hasta el dia n”, refiriéndose a la imposibilidad de hallar una
expresion algebraica que dé el término general. También anota que la palabra
“recoger” que aparece en la primera frase de la pregunta deber ser sustituida
por “recorrer”.

Alas preguntas numero 9 y 10 no hace ninguna observacion.

A la pregunta numero 11 realiza la siguiente observacion: la palabra
“capacidad” que aparece en el enunciado de la pregunta debe ser sustituida por
la palabra “almacenada”.

Ala pregunta nimero 12 no hace ninguna observacion.

Profesor D

El profesor D realiza los siguientes comentarios que quedan recogidos de
manera literal.

“Tarea 1. Quitaria el fondo gris y las lineas de cuadricula horizontales porque
pueden “forzar” la idea de que se alcanza el valor 1(;?).

Tarea 2. La considero exactamente igual que la tarea 1 para los propdsitos del
estudio.

Tarea 3. Tiene un aspecto que la diferencia de las tareas 1 y 2 y no es
precisamente el poseer un “enunciado de la vida real”. Me refiero a que en ella NO
aparece el término general de la sucesion en términos simbdlicos. Pienso que este
hecho podria generar diferencias importantes. En las tareas 1 y 2 el alumno
puede apoyarse en la ley que regula la sucesion para afirmar que nunca alcanza
el Iimite. Esta opcién no se tiene en la tarea 3.

Tarea 4. La respuesta dada por el alumno ficticio a la tarea 1 (“el limite es 0”),
tarea 2 (“el limite es 3”) y tarea 3 (“el limite es 1”), no es de la misma naturaleza
que la respuesta dada en la tarea 4 (“el limite nunca se alcanza”). ;Por qué este
cambio repentino en la secuencia de tareas?

Tarea 5. Si en las tareas anteriores le presentas a los alumnos hasta 11 valores de
la sucesién (véase tarea 4, por ejemplo), ;por qué ahora tan sélo presentas 37
Deberias unificar este aspecto en todas las tareas. Para la tarea 5, incluiria mds
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valores para que se viera mejor la evolucién experimentada por términos de la
sucesion.

Por otra parte, las cuatro primeras tareas son equivalentes (salvo por lo
comentado al hablar de la tarea 4) porque el formato y el contenido de las
preguntas es el mismo. ;Por qué ahora se cambian las cuestiones de formato?;
/por qué no sigue habiendo un “profesor” y un “alumno” ficticios?; ;por qué ahora
no se les “adelanta” a los chicos cudl es el limite, como en los otros casos?

Tarea 6. ;Por qué decimal y antes fraccion? T5 y T6 son equivalentes y no creo
que T6 aporte nada nuevo a T5.

Tarea 7. Se vuelve de nuevo al formato de pregunta adoptado en T1, T2, T3y T4.
Tarea 8. No es verdad que “la siguiente tabla recoge el espacio recorrido hasta el
dia n”, ;Dénde estd la relacién (n, an)?, es decir, no proporcionas el término
general de la sucesion.

Tarea 9. ;Realmente el enunciado estd expresado en un sistema de representacion
verbal? Te lo digo porque presentas el término general de la sucesién (la ley)
simbdlicamente.

Tarea 10. Si observas, aqui ya no presentas formalmente el término general de la
sucesion, a diferencia que en la tarea 9.

Tarea 11 y 12. No me queda claro que tan verbal es el sistema de representacion
empleado. A mi me parece mds proximo al tabular”.

Ab5.1.3 Conclusiones de la consulta a expertos

Teniendo en cuenta las consideraciones de los compafieros, he decidido
suprimir los problemas de la vida real. Ellos implicaban una serie de
connotaciones que no son necesarias para nuestro estudio. Por ejemplo: en
economia no tiene sentido emplear mas de 8 decimales. Teniendo en cuenta
esto y mis propias iniciativas he decidido presentar tres tareas:

(12) Empleo la representacion grafica y suprimo el término general. También
suprimo la distincidon entre creciente y decreciente, al aceptar que no va a
suponer ninguna variable para nuestro estudio.

(22) Empleo una tabla y suprimo el término general. También suprimo la
distincion entre creciente y decreciente, por la misma razon que antes.

(32) Empleo el sistema de representacién verbal y suprimo el término general.
También suprimo la distincion entre creciente y decreciente. En esta tarea
incluiré también una pregunta en la que empleo el fen6meno de ida-vuelta
verbal, ya que me gustaria saber si los alumnos manejan la retroalimentacion y
como lo hacen. No descarto incluir otras variantes del fenémeno i.v.s, segtn la
respuesta que reciba en la prueba piloto.
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Anexo 5.2 Cuestionario administrado e instrucciones

El cuestionario consta de 5 paginas. En las dos primeras se incluyen
instrucciones y en las otras tres, las preguntas propiamente dichas, una por

pagina. Las preguntas se mostraron cada una en un recuadro.

Pagina 12 del cuestionario

INSTRUCCIONES PARA LA REALIZACION DEL CUESTIONARIO:

1) El cuestionario tiene una duracion de 30 minutos y se realiza por cada
alumno de manera individual.

2) En cada pregunta se da una justificaciéon de un alumno y se pide une
aclaracion. Como aclaracién, por favor, no emplees las mismas palabras que ese
alumno. Es decir, cuando contestes sobre el limite de la sucesién presentada,
esperamos que justifiques dicha afirmacién de manera razonada, y utilizando
tus propias palabras.

3) Para justificar tus respuestas, puedes emplear el modo que consideres mas
conveniente.

4) Por favor, como esto no es un examen, contesta todas las cuestiones, sin
dejar en blanco ninguna de ellas.

5) Si deseas conocer algin término de la sucesién que no aparece en la cuestion
presentada, pregunta al profesor, el cual te lo suministrara.

6) El cuestionario solamente puede ser realizado por alumnos de 12 y 22 de
bachillerato, de ciencias sociales, de ciencias de la naturaleza y de la salud y
bachillerato tecnolégico.

7) Los datos de clasificacion: nombre, curso, centro, edad, etc, son recogidos
para observar si existen diferencias importantes entre el tratamiento del
concepto de limite en los diferentes cursos en los que se imparte. Asimismo
recogemos la asignatura que los alumnos estudian para observar si también
existe diferente tratamiento entre un bachillerato y otro.

8) Los datos personales, asi como las respuestas obtenidas seran tratadas de
manera confidencial. En nuestro estudio no citaremos el nombre de ningin
alumno, manteniendo de esta manera su anonimato. Ademas, las respuestas
individuales de los alumnos se utilizardn para describir las caracteristicas del
grupo. Gracias por la colaboracion.

Pagina 22 del cuestionario

Cuestionario
Nombre:

Curso:

Centro:

Edad: Sexo:
Repite curso:
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Usai

Nota de matematicas en el ultimo curso

s libro de texto en clase: ;Cual?

Rodea el nombre de la asignatura de matematicas que cursas:

Matematicas I.

Matematicas II.

Matematicas aplicadas a las ciencias Sociales I.
Matematicas aplicadas a las ciencias Sociales II.

Pagina 32 del cuestionario

Cuestion n® 1.

1) Se representa graficamente una sucesiéon An. El profesor pregunta a la
clase: ;Tiene limite la sucesiéon? Un alumno responde: “El limite es 3 porque
a medida que n crece los valores de la sucesién se van acercando cada vez
mas a 3”. ;Estas de acuerdo con el? Justifica tu respuesta de manera

razonada.

35
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Pagina 42 del cuestionario

Cuestion n® 2.

2) Dada la siguiente sucesion:

n |1 2 |10 1000 1000000 1000000000 | .ovevveereusernens

an|0,57142810,7 1,24 1,496758|1,49999675|1,49999999 |..ccoovnrrunnn.

El profesor pregunta a la clase: ;Tiene limite la sucesidon a,? Un alumno
responde: “El limite es 1,5 porque a medida que avanzo en la sucesién los
valores de an se aproximan mas a 1,5”. ;Estas de acuerdo con é1? Justifica tu
respuesta de manera razonada.

Pagina 52 del cuestionario

Cuestion n? 3.

3) La sucesion an cumple: su primer término vale 2.9, su segundo término
vale 2.99, su tercer término vale 2.999, su cuarto término 2.9999, su quinto
término 2.99999, su sexto término 2.999999, su séptimo término
2.9999999, su octavo término 2.99999999 y asi sucesivamente.
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a) Un alumno afirma: “Esta sucesién tiene limite 3, porque a medida que
avanza n su valor va acercandose cada vez mas a 3” ;Estas de acuerdo con
é1? Justifica tu respuesta de manera razonada.

b) Otro alumno afirma: “La sucesion tiene limite 3 porque la distancia entre
los términos de la sucesion y 3, puede hacerse tan pequefia como se desee, a
partir de un término convenientemente elegido” ;Estas de acuerdo con é1?
Justifica tu respuesta de manera razonada.
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Anexo 5.3 Respuestas detalladas

Instituto “José Hierro”
Curso: 2 2 C bachillerato de Ciencias Sociales

Alumno | Edad | Sexo | Pregunta 12 | Pregunta 22 | Pregunta 32 (a) | Pregunta 32 (b)
1 20 F Cc2.1 C1.3 C1.3 C1.1
2 17 F C1.3 C1.3 C1.3 C2.2
3 17 F C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
4 17 V c2.2 C1.3 C3.2 C3.2
5 18 V Cco C2.1 CO C5

6 17 V Cc2.2 C1.3 C1.3 C2.2
7 19 V C1.3 C1.3 C1.3 C3.2
8 17 V C1.3 C3.2 C3.2 C3.2
9 19 V C3.1 C2.1 C3.1 C.2.1
10 17 F C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
11 17 F C1.3 C2.2 C2.1 C2.1

Curso: 2 2 B bachillerato de Ciencias de la Salud

1 17 V Cc2.1 C1.3 C1.3 Cl.4
2 17 F Cl1.4 Cl.4 C2.1 C4

3 18 F Cc2.1 C1.3 C2.1 C5

4 17 F C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
5 18 F C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
6 17 F C1.3 C1.3 C3.2 C3.2
7 17 F C3.1 C2.2 C2.1 Cl.4
8 18 V C1.3 C1.3 C2.1 C3.2
9 18 F Cc2.1 Cc2.1 C2.1 C3.2
10 18 F C1.3 C1.3 C1.3 C5
11 18 Vv C1.3 C3.2 C3.2 C3.2
12 17 Vv C1.3 C2.1 C2.1 C2.1
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Instituto “José Hierro”
Curso: 1 2 A bachillerato de Ciencias de la Salud

Alumno | Edad | Sexo | Pregunta 12 | Pregunta 22 | Pregunta 32 (a) | Pregunta 32 (b)
1 16 Vv C3.2 C1.3 c21 C3.2
2 16 F C13 c21 C5 C5

3 18 F C13 C1.3 c21 C5
4 16 F c21 c21 c2.2 c2.2
5 16 F c21 c21 c21 c21
6 17 F c21 c21 c21 C3.2
7 16 F c21 c21 c21 C3.2
8 18 Vv c21 c21 c21 C3.2
9 16 F c21 c21 c21 C3.2
10 17 F C13 C1.3 C13 C13
11 16 F C13 Cc1.3 C13 C5
12 16 \' c21 c2.2 C2.2 c21
13 NS/NC | F c21 Cc1.3 CO0 c21
14 16 \ C3.1 C5 C3.1 C3.2

Curso: 1 2 B bachillerato de Ciencias de la Salud

1 17 Vv C3.2 C3.2 C3.2 C5

2 16 Vv C1.3 C1.3 C5 C5
3 17 Vv c21 c2.2 c2.2 c2.2
4 18 Vv c21 C5 C5 C5
5 17 Vv c21 c21 c21 C3.2
6 17 F C13 C1.3 c21 c21
7 16 Vv c21 c21 C3.2 C3.2
8 17 F C13 c2.2 c21 C5
9 16 F c2.2 c21 C13 C13
10 17 \' C3.1 C3.1 C3.1 C3.2
11 16 \' C3.1 C3.2 C3.2 c21
12 17 F c21 Cc1.3 C13 c21
13 16 F C13 Cc1.3 C13 c21
14 16 F C3.2 c21 c21 C3.2
15 16 F c21 C1.3 c21 C3.1
16 16 F c21 c21 c21 C5
17 17 F Cc13 c21 C1.3 C5
18 17 F Cc13 C4 C1.3 C5
19 16 F C3.1 Cc1.3 C1.3 C3.2
20 17 Vv C1.3 (0f0] Cco C5
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Instituto “Celestino Mutis”
Curso: 1 2 A bachillerato de Ciencias de la Salud
Alumno | Edad | Sexo | Pregunta 12 | Pregunta 22 | Pregunta 32 (a) | Pregunta 32 (b)
1 16 F C1.3 C1.3 C21 C3.2
2 17 F C3.2 C1.3 C1.3 C1.3
3 16 V C1.3 C2.2 C1.3 C1.3
4 16 V C4 c2.1 C1.3 C1.3
5 17 F c2.2 C1.3 C1.3 C2.2
6 17 F C1.3 C3.2 C5 c21
7 16 F C1.3 C1.3 c21 C5
8 16 F C2.2 c21 C1.3 C5
9 16 V C4 C1.3 c3.1 Cl4
10 17 V C1.3 C1.3 C5 C3.2
11 17 F C1.3 C1.3 C1.3 C5
12 17 F C1.3 c2.1 C1.3 C1.3
13 16 V C2.2 C2.2 C2.2 Cc2.2
14 16 V C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
15 16 F c21 C1.3 C1.3 C1.3
16 16 V C1.3 C1.3 C1.3 c21
17 16 V C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
18 16 V C1.3 c21 c21 C1.3
19 17 F c21 c21 c21 C2.2
20 16 F C1.3 c21 C3.1 C2.2
21 16 F C2.2 c21 c21 C3.2
22 16 F C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
Curso: 1 2 B bachillerato de Ciencias de la Salud

1 16 V C3.2 C5 C3.1 C3.2
2 18 F C3.2 C5 C3.2 C3.2
3 17 F C1.3 C1.3 C5 c21
4 17 F C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
5 17 Vv C3.2 C3.2 C2.2 c2.2
6 16 F C1.3 C5 C1.3 C5
7 18 Vv c2.1 C5 C5 C5
8 17 Vv C1.3 c21 c21 c2.2
9 16 Vv C1.3 C1.3 C3.2 c21
10 17 F c21 C1.3 C1.3 C1.3
11 17 Vv C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
12 17 Vv C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
13 17 Vv C1.3 C1.3 C1.3 C5
14 16 Vv C1.3 C1.3 C1.3 C1.3
15 16 Vv c21 c21 C5 C5
16 19 Vv c21 C5 C5 C5
17 16 Vv c2.1 C3.2 C21 C3.2
18 16 Vv C1.3 C1.3 Cl4 c2.1
19 17 Vv c2.1 C1.3 C1.3 C1.3
20 16 Vv c2.1 C1.3 C2.2 C2.2
21 16 Vv c2.1 c2.1 C21 c21
22 17 F C1.3 C1.3 C3.2 C5
23 17 F C3.2 c21 C1.3 C5
24 17 Vv C5 C5 C2.2 C2.2
25 18 Vv C2.2 C2.2 C3.1 C5
26 17 Vv C1.3 c21 C1.3 C3.2
27 18 Vv c21 C5 C3.1 c21
28 17 F C1.3 C3.2 C3.2 C3.2
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Capitulo 5% Fendmenos a.s.i é i.v.s en producciones de alumnos

Instituto “Damaso Alonso”
Curso: 1 2 X bachillerato de Ciencias de la Salud
Alumno | Edad | Sexo | Pregunta 12 | Pregunta 22 | Pregunta 32 (a) | Pregunta 32 (b)
1 17 F C1.3 C1.3 C1.3 C3.2
2 17 F c2.2 C1.3 C1.3 c2.2
3 16 V C3.2 C1.3 Cc2.2 Cc2.2
4 16 F C1.3 C1.3 Cc2.2 c21
5 17 V C1.3 C1.3 c21 C1.3
6 17 V C1.3 C1.3 C5 C5
7 17 V C2.2 C2.2 C2.2 C2.2
8 17 V C1.3 C2.2 C5 C5
9 17 F C1.3 C1.3 C1.3 C3.2
10 16 Vv C3.2 c21 C5 C5
11 17 F C3.2 C2.2 C3.2 C2.2
12 17 V Co (o{0] Co C2.2
13 17 V C3.2 C3.2 C2.2 C3.2
14 17 F c21 C2.2 C2.2 C1.3
15 17 F C3.1 C1.3 C5 C5
16 17 F Co CO Co C5
17 17 F Cc1.3 Cc13 Cc1.3 c21
18 18 F C3.2 C3.2 Cc1.3 C5
19 16 V c21 C13 C3.1 C5
20 17 F C3.2 Cc13 c2.2 C5
21 16 F C3.2 C13 C5 C5
Curso: 1 2 Y bachillerato de Ciencias Sociales

1 17 F C1.3 C1.3 c21 C1.3
2 18 F C1.3 c21 C5 C5
3 16 F C1.3 C1.3 C1.3 C5
4 16 F C1.3 C1.3 c2.2 C5
5 16 F C1.3 C1.3 C1.3 C5
6 16 F C1.3 C1.3 C1.3 c22
7 18 F C1.3 c21 C1.3 c21
8 17 F C1.3 c21 c21 C1.3
9 16 V c21 c2.1 c21 c21
10 17 F Cc1.3 C1.1 c2.2 Cc1.3
11 17 F Cc1.3 Cc13 C1.3 c2.2
12 16 F Cc1.3 Cc13 Cc1.3 C5
13 17 V Cc1.3 c2.2 Cc1.3 Cc1.3
14 19 F C13 C13 c21 c21
15 18 V c2.2 C13 C5 C5
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Anexo 5.4 Respuestas por instituto y edad

Bajo cada etiqueta de pregunta se indican las respuestas registradas por edad y
categoria. Se ha omitido la Unica respuesta de un alumno de 20 afios asi como la

respuesta de un alumno que no indic6 su edad.

Instituto “José Hierro”. Resultados por edad

Pregunta 12 Pregunta 22 Pregunta 32 (a) Pregunta 32 (b)
CAT

16 |17 118 |19 |16 |17 |18 |19 |16 |17 |18 |19 | 16 | 17 | 18 | 19

co 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0

Cii1|o |6 |6 |0 |0 |06 |06 |6 |0 |06 |6 |6 |06 |06 |06 |o

Ciz|o |6 |6 |0 |0 |0 |0 |6 |0 |06 |6 |6 |06 |06 |06 |o

C13 | 4 14 | 5 1 6 11 |5 1 4 10 | 2 1 1 4 1 0

C141]0 1 0 0 Jo 1 0 |0 JO |O 0 |0 JO |2 0 ]o

C211]8 5 4 0 9 4 3 1 7 8 5 0 4 |4 0 1

c22]1 2 0 0 1 4 0 0 2 1 0 0 1 3 0 0

C3.11]3 2 0 1 0 2 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0

€32 ]2 1 0 0 1 2 1 0 2 4 1 0 7 6 4 1

C4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

C5 0 ]o 0 0 1 0 1 0 |2 0 1 0 |4 |5 5 0
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Capitulo 5% Fendmenos a.s.i é i.v.s en producciones de alumnos

Instituto “Celestino Mutis”. Resultados por edad

Pregunta 12 Pregunta 22 Pregunta 32 (a) Pregunta 32 (b)

CAT
16 |17 |18 |19 |16 |17 |18 |19 |16 |17 |18 |19 |16 | 17 | 18 | 19

Cco 0 |16 |06 |0 |0 |0 |0 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |o |o

Cili1|o |6 |6 |6 |6 |6 |0 |0 |0 |0 |0 |6 |6 |6 |6 |o

Cilz|o |6 |6 |6 |6 |6 |0 |0 |0 |0 |0 |6 |6 |6 |6 |o

C13 |13 |13 }0 0 12 112 ] 0 0 10 |12 ] 0 0 8 7 10 0

C14 10 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

C21 1|5 3 2 0 7 5 0 0 6 2 0 0 4 2 1 0

C22 13 1 1 0 2 0 1 0 2 2 0 0 3 5 0 0

C31]1 0 0 0 0 0 0 0 3 0 2 0 0 0 0 0

C321]0 3 1 0 1 3 0 0 1 2 1 0 |4 |3 1 0

C4 2 1 0 0 |0 JO |O 0 |0 JO |O 0 |0 JO |O 0

C5 0 0 ]o 0 |2 1 3 0 1 3 1 0 |4 |14 |2 0
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Instituto “Damaso Alonso”. Resultados por edad

Pregunta 12

Pregunta 22

Pregunta 32 (a)

Pregunta 32 (b)

o 16 |17 |18 |19 |16 |17 |18 |19 |16 |17 |18 |19 |16 | 17 | 18 | 19
Co 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0
Ci1 |0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ci2 | o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ci13 |6 11 | 2 1 9 10 | 1 1 4 6 2 0 0 6 0 0
Ci14 | o o 0 0 0 0 o o 0 0 0 o o o o 0
C21 |2 1 1 0 2 1 2 0 1 3 0 1 2 2 1 1
€22 |0 2 0 0 0 5 0 0 3 5 0 0 2 4 0 0
C31]0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
€32 |3 3 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 3 0 0
C4 o o o 0 0 0 o o 0 0 0 o o o 0 0
C5 0 0 0 0 0 0 0 0 2 3 2 0 7 5 3 0
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Anexo 5.5 Test y* de contingencia (Pearson): listados

de ordenador

Parte 12: Variables Categoria y Edad

A5.5.1 Resumen del procesamiento de los casos en el IES “José Hierro”

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Preguntan ©1 56 98,2% 1 1,8% 57 100,0%
Tabla de contingencia Edad * Preguntan 21
Recuento
Preguntan?1 Total
CO Cl1.3 Cl4 Cc2.1 C2.2 C3.1 C3.2
Edad |16 0 4 0 8 1 3 2 18
17 0 14 1 5 2 2 1 25
18 1 5 0 4 0 0 0 10
19 0 1 0 0 0 1 0 2
20 0 0 0 1 0 0 0 1
Total 1 24 1 18 3 6 3 56
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 21,214(a) 24 ,626
Razoén de verosimilitud 22,177 24 ,569
N de casos validos 56
(a) 31 casillas (88,6%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,02.
Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Preguntan © 2 56 98,2% 1 1,8% 57 100,0%
Tabla de contingencia Edad * Preguntan 2 2
Recuento
Preguntan?2 Total
CO C1.3 Cl4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C4 C5
Edad | 16 0 6 0 1 0 1 0 1 18
17 1 11 1 4 1 2 1 0 25
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18 0 5 0 3 0 0 1 0 1 10
19 0 1 0 1 0 0 0 0 0 2
20 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
Total 1 24 1 17 5 1 4 1 2 56
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 16,3602 32 ,990
Razoén de verosimilitud 19,629 32 ,957
N de casos validos 56
2 41 casillas (91,1%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,02.
Resumen del procesamiento de los casos
Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Pregunta n®. 3a 56 98,2% 1 1,8% 57 100,0%
Tabla de contingencia Edad * Pregunta n®. 3a
Recuento
Pregunta n®. 3a Total
CO C1.3 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C5
Edad 16 0 4 7 2 1 2 2 18
17 1 10 8 1 1 4 0 25
18 1 2 5 0 0 1 1 10
19 0 1 0 0 1 0 0 2
20 0 1 0 0 0 0 0 1
Total 2 18 20 3 3 7 3 56
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 20,556(a) 24 ,665
Razén de verosimilitud 19,276 24 ,737
N de casos validos 56

(a) 31 casillas (88,6%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,04.

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Pregunta n®. 3b 56 98,2% 1 1,8% 57 100,0%
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Tabla de contingencia Edad * Pregunta n2. 3b

Recuento
Pregunta n2. 3b Total
Cl.1 C1.3 Cl4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C4 C5
Edad | 16 0 1 0 4 1 1 7 0 4 18
17 0 4 2 4 3 0 6 1 5 25
18 0 1 0 0 0 0 4 0 5 10
19 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2
20 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Total 1 6 2 9 4 1 18 1 14 56
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintotica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 72,736(a) 32 ,000
Razén de verosimilitud 29,905 32 ,573
N de casos validos 56
(a) 42 casillas (93,3%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,02.
A5.5.2 Resumen del procesamiento de los casos en el instituto “Celestino Mutis”
Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Preguntan © 1 50 100,0% 0 0% 50 100,0%
Tabla de contingencia Edad * Preguntan ¢ 1
Recuento
Preguntan?1 Total
C1.3 C2.1 C2.2 C3.2 C4 C5 C3.2
Edad |16 13 5 3 1 2 0 0 24
17 13 3 1 2 0 1 1 21
18 0 2 1 1 0 0 0 4
19 1 0 0 0 0 0
Total 26 11 5 4 2 1 1 50
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor Gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 16,473(a) 18 ,560
Razoén de verosimilitud 18,536 18 421
N de casos validos 50

(a) 25 casillas (89,3%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,02.
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Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Preguntan © 2 50 100,0% 0 0% 50 100,0%

Tabla de contingencia Edad * Preguntan 2 2

Recuento
Preguntan @ 2 Total
C1.3 C2.1 C2.2 C3.2 C5
Edad 16 12 7 2 1 2 24
17 12 5 0 3 1 21
18 0 0 1 0 3 4
19 0 0 0 0 1
Total 24 12 3 4 7 50
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 27,820(a) 12 ,006
Razoén de verosimilitud 23,927 12 ,021
N de casos vélidos 50

(a) 16 casillas (80,0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,06.

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Preguntan®. 3 a 50 100,0% 0 ,0% 50 100,0%

Tabla de contingencia Edad * Pregunta n2. 3 a

Recuento
Preguntan? 3 a Total
C1.3 C1.4 C2.1 C2.2 €31 C3.2 C5

Edad |16 10 1 6 2 3 1 1 24
17 12 0 2 2 0 2 3 21
18 0 0 0 0 2 1 1 4
19 0 0 0 0 0 0 1

Total 22 1 8 4 5 4 6 50

Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)

384 Francisco Javier Claros Mellado



Chi-cuadrado de Pearson 26,279(a) 18 ,094
Razoén de verosimilitud 24,879 18 ,128
N de casos validos 50

(a) 26 casillas (92,9%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es,02.

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Preguntan®. 3 b 50 100,0% 0 0% 50 100,0%
Tabla de contingencia Edad * Pregunta n2. 3 b
Recuento
Pregunta n 3 b Total
C13 Cl4 C2.1 C2.2 C3.2 C5
Edad |16 8 1 4 3 4 4 24
17 7 0 2 5 3 4 21
18 0 0 1 0 1 2 4
19 0 0 0 0 0 1
Total 15 1 7 8 8 11 50
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 10,435(a) 15 ,792
Razoén de verosimilitud 11,613 15 ,708
N de casos validos 50

(a) 21 casillas (87,5%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,02.

A5.5.3 Resumen del procesamiento de los casos en el instituto “Damaso Alonso”

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Preguntan © 1 36 100,0% 0 0% 36 100,0%
Tabla de contingencia Edad * Preguntan 2 1
Recuento
Preguntan?®1 Total
C1.3 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 CO
Edad 16 6 2 0 0 3 0 11
17 11 1 2 1 3 2 20
18 2 0 1 0 1 0 4
19 1 0 0 0 0 0
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Total 20 3 3 1 7 2 36
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintética
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 7,952(a) 15 926
Razoén de verosimilitud 9,841 15 ,830
N de casos validos 36

(a) 22 casillas (91,7%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,03.

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Preguntan © 2 36 100,0% 0 ,0% 36 100,0%
Tabla de contingencia Edad * Pregunta n 2 2
Recuento
Preguntan 2 2 Total
Cl.1 C1.3 C2.1 C2.2 C3.2 CO
Edad |16 0 9 2 0 0 0 11
17 1 10 1 5 1 2 20
18 0 1 2 0 1 0 4
19 0 1 0 0 0 0
Total 1 21 5 5 2 2 36

Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 17,316(a) 15 ,300
Razén de verosimilitud 18,750 15 ,225
N de casos validos 36

(a) 22 casillas (91,7%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,03.

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Pregunta n®. 3a 36 100,0% 0 ,0% 36 100,0%
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Tabla de contingencia Edad * Pregunta n®. 3a

Recuento
Pregunta n2. 3a Total
C1.3 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C5 Co
Edad |16 4 1 3 1 0 2 0 11
17 6 3 5 0 1 3 2 20
18 2 0 0 0 0 2 0 4
19 0 1 0 0 0 0 0
Total 12 5 8 1 1 7 2 36
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintodtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 15,165(a) 18 ,651
Razén de verosimilitud 14,873 18 ,671
N de casos vélidos 36
(a) 27 casillas (96,4%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es,03.
Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Pregunta n®. 3b 36 100,0% 0 0% 36 100,0%
Tabla de contingencia Edad * Pregunta n2. 3b
Recuento
Pregunta n®. 3b Total
C13 C2.1 C2.2 C3.2 C5
Edad |16 0 2 2 0 7 11
17 6 1 5 3 5 20
18 0 1 0 0 3 4
19 0 1 0 0 0
Total 6 5 7 3 15 36
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 19,568(a) 12 ,076
Razoén de verosimilitud 21,330 12 ,046
N de casos validos 36

(a) 19 casillas (95,0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es,08.
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A5.5.4 Variables categoria-edad (agregadas)

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Edad * Preguntan © 1 142 100,0% 0 ,0% 142 100,0%
Edad * Preguntan © 2 142 100,0% 0 ,0% 142 100,0%
Edad * Pregunta n®. 3a 142 100,0% 0 ,0% 142 100,0%
Edad * Pregunta n®. 3b 142 100,0% 0 ,0% 142 100,0%
Tabla de contingencia
Recuento
Preguntan?®1 Total
Co C1.3 Cl.4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C4 C5
Edad |16 0 23 0 15 4 3 6 2 0 53
17 2 38 1 5 3 7 0 1 66
18 1 7 0 6 2 0 2 0 0 18
19 0 0 0 1 0 0 0 4
20 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
Total 3 70 1 32 11 7 15 2 1 142
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 22,547(a) 32 ,892
Razdén de verosimilitud 24,427 32 ,829
N de casos validos 142
(a) 37 casillas (82,2%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,01.
Tabla de contingencia
Preguntan 2 2 Total
CO Cl.1 C1.3 Cl4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C4 C5
Edad |16 0 0 27 0 18 3 0 2 0 3 53
17 3 1 33 1 10 9 1 6 1 1 66
18 0 0 6 0 5 1 0 2 0 4 18
19 0 0 2 0 1 0 0 0 0 1 4
20 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
Total 3 1 69 1 34 13 1 10 1 9 142
Recuento
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintética
Valor gl (bilateral)
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Chi-cuadrado de Pearson 30,988(a) 36 ,706
Razon de verosimilitud 32,124 36 ,654
N de casos validos 142

(a) 44 casillas (88,0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,01.

Tabla de contingencia

Recuento
Pregunta n®. 3a Total
CO Cl1.3 Cl4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C5
Edad |16 0 18 1 14 7 5 3 5 53
17 3 28 0 13 8 1 7 6 66
18 1 4 0 5 0 2 2 4 18
19 0 0 1 0 1 0 1 4
20 0 1 0 0 0 0 0 0 1
Total 4 52 1 33 15 9 12 16 142
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor Gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 22,072(a) 28 778
Razén de verosimilitud 26,174 28 ,564
N de casos véalidos 142
(a) 30 casillas (75,0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,01.
Tabla de contingencia
Recuento
Pregunta n. 3b Total
Cl.1 C1.3 Cl.4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C4 C5
Edad | 16 0 9 1 10 6 1 11 0 15 53
17 0 17 2 7 13 0 12 1 14 66
18 0 1 0 2 0 0 5 0 10 18
19 0 0 0 2 0 0 1 0 1 4
20 1 0 0 0 0 0 0 1
Total 1 27 3 21 19 1 29 1 40 142
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 166,318(a) 32 ,000
Razoén de verosimilitud 39,041 32 ,183
N de casos validos 142

(a) 34 casillas (75,6%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es ,01.
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Parte 22: Variables Categoria y Sexo

A5.5.5 Resumen del procesamiento de los casos en el IES “José Hierro”

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Preguntan?1 57 100,0% 0 ,0% 57 100,0%
Tabla de contingencia Sexo * Preguntan 21
Recuento
Preguntan?1 Total
CO Cl1.3 Cl.4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2
Sexo 0 0 0 0 0 0 0 1
F 0 17 1 11 1 2 1 33
\Y 1 7 0 7 2 4 2 23
Total 1 24 1 18 3 6 3 57

Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asintotica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 63,942(3\ 14 000
Razoén de verosimilitud 17,598 14 226
N de casos validos 57

(a) 20 casillas (83,3%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima

esperada es,02.

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Preguntan ¢ 2 57 100,0% 0 ,0% 57 100,0%
Tabla de contingencia Sexo * Preguntan 2 2
Recuento
Preguntan 2 2 Total
CO C1.3 Cl.4 C2.1 C2.2 C3.1 | C3.2 | C4 C5
Sexo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
F 0 17 1 11 3 0 0 1 0 33
\% 1 7 0 6 2 1 4 0 2 23
Total 1 24 1 17 5 1 4 1 2 57
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Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asintotica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 71,774(?31 18 1000
Razén de verosimilitud 28,126 18 ,060
N de casos validos 57

(a) 26 casillas (86,7%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima

esperada es,02.

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Pregunta n2. 3a 57 100,0% 0 ,0% 57 100,0%
Tabla de contingencia Sexo * Pregunta n®. 3a
Recuento
Pregunta n®. 3a Total
Co C1.3 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C5
Sexo 0 0 0 0 0 0 0 1
F 0 15 15 1 0 1 1 33
2 3 5 2 3 6 2 23
Total 2 18 20 3 3 7 3 57
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintotica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 78,503(a)1 14 1000
Razon de verosimilitud 33,812 14 ,002
N de casos validos 57
(a) 20 casillas (83,3%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima

esperada es,02.

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Pregunta n2. 3b 57 100,0% 0 ,0% 57 100,0%
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Tabla de contingencia Sexo * Pregunta n2. 3b

Recuento
Pregunta n2. 3b Total
C1.1 C1.3 Cl.4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C4 C5
Sexo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
F 1 6 1 5 2 1 7 1 9 33
\Y 0 0 1 4 2 0 11 0 5 23
Total 1 6 2 9 4 1 18 1 14 57

Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 66,838(:31 18 000
Razén de verosimilitud 22,916 18 ,194
N de casos validos 57

(a) 25 casillas (83,3%) tienen una frecuencia esperada inferior

esperada es,02.

a 5. La frecuencia minima

A5.5.6 Resumen del procesamiento de los casos en el instituto “Celestino Mutis”

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Preguntan?1 50 100,0% 0 ,0% 50 100,0%
Tabla de contingencia Sexo * Preguntan 2 1
Recuento
Preguntan?1
C13 C2.1 C2.2 C3.2 C4 C5 Total
Sexo 12 3 0 21
14 8 1 29
Total 26 11 50
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintdtica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson | 4,666(a) 5 ,458
Razon de verosimilitud 5,788 5 ,327
N de casos validos 50

a 9 casillas (75,0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada

es ,42.

392

Francisco Javier Claros Mellado




Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Preguntan 2 2 50 100,0% 0 ,0% 50 100,0%
Tabla de contingencia Sexo * Preguntan 2 2
Recuento
Preguntan 2 2 Total
C1.3 C2.1 C2.2 C3.2 C5
Sexo |F 11 6 21
13 6 29
Total 24 12 50

Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asintotica
Valor Gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson | 3,256(a) 4 ,516
Razoén de verosimilitud 4,369 4 ,358
N de casos validos 50

(a) 6 casillas (60,0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima
esperada es 1,26.

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Pregunta n2. 3 a 50 100,0% 0 ,0% 50 100,0%
Tabla de contingencia Sexo * Pregunta n2. 3 a
Recuento
Pregunta n®. 3 a Total
C1.3 C1l.4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C5

Sexo F 11 0 4 0 1 2 21
11 4 4 4 29
Total 22 8 4 5 4 6 50
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Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asint6tica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson | 7,375(a) 6 ,288
Razoén de verosimilitud 9,299 6 ,157
N de casos validos 50
(a) 12 casillas (85,7%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima
esperada es ,42.

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Pregunta n?. 3 b 50 100,0% 0 ,0% 50 100,0%
Tabla de contingencia Sexo * Preguntan®. 3 b
Recuento
Preguntan® 3 b
C1.3 C1l.4 C2.1 C2.2 C3.2 C5 Total
Sexo F 0 2 4 21
9 5 5 4 5 29
Total 15 1 7 8 8 11 50
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintotica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson | 2,254(a) 5 ,813
Razoén de verosimilitud 2,630 5 , 757
N de casos validos 50
(@) 9 casillas (75,0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima
esperada es ,42.

A5.5.7 Resumen del procesamiento de los casos en el instituto Damaso Alonso.

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Preguntan 2 1 36 100,0% 0 ,0% 36 100,0%
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Tabla de contingencia Sexo * Preguntan 2 1

Recuento
Preguntan?1 Total
C1.3 c21 C2.2 C3.1 C3.2 CO
Sexo 16 24
4 12
Total 20 36

Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asintotica
Valor Gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson | 5,636(a) 5 ,343
Razodn de verosimilitud 5,841 5 ,322
N de casos validos 36

(a) 10 casillas (83,3%) tienen una frecuencia esperada inferior
esperada es,33.

Resumen del procesamiento de los casos

a 5. La frecuencia minima

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Preguntan 2 2 36 100,0% 0 ,0% 36 100,0%

Tabla de contingencia Sexo * Preguntan 2 2

Recuento
Preguntan 2 2 Total
C1.1 C1.3 c2.1 C2.2 C3.2 CO
Sexo 16 24
5 12
Total 21 36

Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asintotica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson | 3,557(a) 5 ,615
Razoén de verosimilitud 3,771 5 ,583
N de casos validos 36

(a) 10 casillas (83,3%) tienen una frecuencia esperada inferior
esperada es,33.

a 5. La frecuencia minima
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Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Pregunta n2. 3a 36 100,0% 0 ,0% 36 100,0%
Tabla de contingencia Sexo * Pregunta n2. 3a
Recuento
Pregunta n2. 3a Total
C1.3 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C5 CO
Sexo F 11 5 0 3 1 24
1 3 1 0 4 1 12
Total 12 8 1 7 2 36
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintotica
Valor Gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson | 8,073(a) 6 ,233
Razon de verosimilitud 9,297 6 ,158
N de casos validos 36

(a) 12 casillas (85,7%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima

esperada es,33.

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Pregunta n2. 3b 36 100,0% 0 ,0% 36 100,0%
Tabla de contingencia Sexo * Pregunta n2. 3b
Recuento
Pregunta n?. 3b Total
C1.3 C2.1 C2.2 C3.2 C5
Sexo F 4 4 2 10 24
\ 2 1 5 12
Total 7 3 15 36
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Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintotica
Valor Gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson ,686(a) 4 ,953
Razén de verosimilitud ,712 4 ,950
N de casos validos 36

(a) 8 casillas (80,0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima

esperada es 1,00.

A5.5.8 Variables categoria-sexo (agregadas).

Resumen del procesamiento de los casos

Casos
Validos Perdidos Total
N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje
Sexo * Preguntan?1 143 100,0% 0 ,0% 143 100,0%
Sexo * Preguntan 2 2 143 100,0% 0 ,0% 143 100,0%
Sexo * Pregunta n2. 3a 143 100,0% 0 ,0% 143 100,0%
Sexo * Pregunta n2. 3b 143 100,0% 0 ,0% 143 100,0%
Tabla de contingencia
Recuento
Preguntan?1 Total
C21 ] CoO | C13 Cl4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 | C4 C5
Sexo | F 45 1 15 5 3 8 0 79
\' 25 0 17 4 7 64
Total 70 1 32 11 7 15 143

Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asintotica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 10,010(231 9 350
Razon de verosimilitud 11,916 9 ,218
N de casos validos 143

(a) 13 casillas (65,0%) tienen una frecuencia esperada inferior

esperada es ,45.

Tabla de contingencia

a 5. La frecuencia minima
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Recuento
Preguntan 2 2 Total
Cc1.3 Co C1.1 C1.3 Cl4 Cc2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C4 | C5
Sexo | F 1 1 44 1 20 5 3 2 79
\% 0 0 25 14 7 7 64
Total 1 1 69 34 13 10 143
Pruebas de chi-cuadrado
Sig. asintotica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 15,289(? 10 122
Razon de verosimilitud 17,346 10 ,067
N de casos validos 143

(a) 15 casillas (68,2%) tienen una frecuencia esperada inferior

esperada es ,45.

Tabla de contingencia

a 5. La frecuencia minima

Recuento
Pregunta n®. 32 Total
CO C1.3 Cl4 C2.1 C2.2 C3.1 C3.2 C5
Sexo | F 2 37 22 6 1 5 6 79
\'/ 3 15 11 9 8 7 10 64
Total 5 52 33 15 9 12 16 143

Pruebas de chi-cuadrado

Sig. asintotica
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 20,201(231 7 005
Razoén de verosimilitud 21,504 7 ,003
N de casos validos 143

(a) 6 casillas (37,5%) tienen una frecuencia esperada inferior

esperada es ,45.

Tabla de contingencia

a 5. La frecuencia minima

Recuento
Pregunta n2. 3b Total
C2.1 C1.1 Cl.3 JC14 ] C2.1 |C22] C3.1 JC3.2] C4 C5
Sexo | F 1 16 1 11 9 1 13 25 79
\ 0 11 2 10 10 0 16 0 15 64
Total 1 27 3 21 19 1 29 1 40 143
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Pruebas de chi-cuadrado

Valor

Sig. asintotica

gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson | 6,670(a) ,671
Razén de verosimilitud 8,178 ,516
N de casos validos 143

(a) 10 casillas (50,0%) tienen una frecuencia esperada inferior

esperada es ,45.

a 5. La frecuencia minima
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Capitulo 62: Conclusiones y resiumenes;

perspectivas
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Capitulo 62 Conclusiones y restimenes; perspectivas

Introduccion

Esta investigacion ha partido de una definicion de limite finito de una sucesion;
la definicion se eligi6 mediante una consulta a expertos; hemos descrito dos
fendémenos que quedan organizados por ella: aproximacién simple intuitiva
(a.s.i) y retroalimentacion o ida y vuelta en sucesiones (i.v.s). Estos fendmenos
se usan en algun sistema de representacién (simbdlico, verbal, grafico o
tabular) y en algin formato (ejemplo o definicion). Los hemos observado en
libros de texto y en producciones de alumnos de bachillerato (respuestas a un
cuestionario relativo al concepto de limite finito de una sucesién, en cuyos
enunciados usamos los fendémenos citados anteriormente). También hemos
visto que, desde el punto de vista fenomenologico, parece haber solamente dos
tipos de definiciones de limite de una sucesion: las que mencionan el valor del
limite y las que mencionan la menguante distancia entre dos términos

cualesquiera a partir de un cierto valor de n.
En este capitulo revisamos o resumimos:
- Los objetivos de la investigacion y su cumplimiento. (Apartado 6.1)

- Las hipdtesis de investigacion y el grado en que son o no refutadas. (Apartado

6.2)

- Perspectivas de aplicacién de la investigacién realizada y cuestiones que

quedan pendientes. (Apartado 6.3)

- Una breve reflexion final en la que se destaca el principal hallazgo de esta
investigacion: los fendmenos a.s.i e i.v.s, organizados por la definicion de limite

finito de una sucesion. (Apartado 6.4.)
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6.1 Problema de investigacion y objetivos

Nuestro problema de investigaciéon surge al preguntar, como profesores de
secundaria, a qué se deben las dificultades que afrontamos para ensefiar
correctamente el limite de una sucesiéon y para conseguir que se aprenda

adecuadamente.

Para buscar vias de respuesta, consideramos conveniente abordar tres campos
de la Educaciéon Matematica: fenomenologia, representaciones y pensamiento
matematico avanzado. El estudio correspondiente se realizé en los primeros

apartados del capitulo 22.

La busqueda de antecedentes en esos tres campos permitié centrar un
problema de investigacion mediante el enunciado de objetivos, la propuesta de
hipétesis y el empleo de una metodologia que consideramos adecuada para
controlar los procesos tedricos y empiricos que pusimos en juego; se
enunciaron al final del capitulo 22 y este apartado se dedica a su revision y

resumen detallados.

6.1.1 De los objetivos y su logro
Objetivo 1. Revisar y analizar el campo de conocimientos actual en torno al
concepto de limite finito de una sucesion, poniendo de manifiesto los principales

intereses, problemas y limitaciones existentes.
Objetivo 2. Describir dificultades asociadas a la presentacion del limite.

Los objetivos 1 y 2 se han logrado mediante una revision bibliografica relativa
al limite finito de una sucesion, la cual ha permitido reconocer problemas
asociados a su historia, ensefianza y aprendizaje. El anexo A6.1 contiene una
serie de resultados relativos a las dificultades de dicho concepto, dificultades
que han aparecido, en la mayoria de los casos, desde su propio desarrollo

historico y que han sido recogidas en el capitulo 1°.

404 Francisco Javier Claros Mellado



Capitulo 62 Conclusiones y restimenes; perspectivas

Objetivo 3. Enunciar elementos necesarios para manejar el limite finito de una
sucesién. Distincidn del concepto de limite finito de una sucesion de otros tipos de

limite, como el limite infinito de una sucesion o el limite de una funcién.

Objetivo 4. Seleccionar una definicion de limite finito de una sucesion para su

estudio en profundidad.

Objetivo 5. Caracterizar y definir, si los hay, los fendmenos organizados por el

concepto de limite finito de una sucesion.

En el capitulo 32 hemos descrito los elementos necesarios para manejar el
limite finito de una sucesién y lo hemos distinguido de otros limites, como el

limite infinito de una sucesién o la definicién de sucesién de Cauchy.

Los prerrequisitos necesarios para el manejo del limite finito de una sucesién
(como cota, valor absoluto, procesos infinitos o tipos de infinito), le confieren
un caracter diferenciador respecto a otras definiciones de limite. En varios
trabajos anteriores (Claros, Sanchez y Coriat, 2006; 2007) se analizaron las
diferencias y analogias existentes entre la definicién de limite finito de una
sucesion y el limite finito de una funcién en un punto, diferencias que
corroboraban la necesidad de estudiar cada una de las definiciones de manera
independiente. Estas diferencias afectan a los prerrequisitos citados y a los
fendmenos organizados por cada una de ellos. Centrandonos en esto ultimo, la
definicion de limite finito de una sucesion lleva implicita una serie de
fenomenos. La definicion de estos fendmenos constituye el objetivo 5 de
nuestra investigacion y la hemos desarrollado en el capitulo 3¢. La seleccion de
una definicion de limite finito de una sucesion constituye el objetivo 4 de
nuestra investigacion y se realizé también en ese capitulo, como paso previo a

la definicion de los fen6menos observados: a.s.i e i.v.s

El anexo A6.2 contiene una serie de resultados relativos a estos objetivos (3¢,

40y 59)

Objetivo 6. Detectar esos fenémenos en los libros de texto de secundaria y

organizar la informacién obtenida.
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Para lograr este objetivo se realizard un estudio de una muestra de libros de texto
que se usan o se han usado habitualmente en secundaria, estableciéndose los

siguientes objetivos especificos:
- 6.1. Construir tablas de frecuencias de los diferentes fenémenos observados.

-6.2.Comparar las frecuencias de los fendmenos observados y establecer

relaciones entre ellos.

-6.3. Calcular la “correlacion” entre las frecuencias de ambos teniendo en cuenta

el sistema de representacién usado.

-6.4 Establecer periodos temporales al analizar los libros con el fin de observar

la evolucion de uso de los fendmenos en funcion de los afios.
-6.5 Analizar las diferentes apariciones de los fenémenos en funcién de los aiios.

-6.6 Estudiar la “correlacion” de los fenémenos encontrados teniendo en cuenta

los diferentes periodos de tiempo considerados.

En el capitulo 42 se analizan libros de texto de Matematicas de secundaria en
los que se encuentra el limite finito de sucesiones, con el fin de observar en
ellos los fendmenos a.s.i 6 i.v.s en uno o mas sistemas de representacion y en
uno o mas formatos. El objetivo 6 se logré por completo en dicho capitulo. El

anexo A6.3 incluye resultados del estudio indicado.

Objetivo 7. Detectar esos fenomenos en las respuestas de los alumnos de

bachillerato a un cuestionario relativo al limite finito de una sucesion.

Para lograr este objetivo se elaborard un instrumento, el cual se administrard a

alumnos de bachillerato. Se establecen los siguientes objetivos especificos:

- 7.1 Observar si los sistemas de representacion usados en los enunciados de las
preguntas (verbal, grdfico y tabular), tienen alguna influencia en las respuestas

de los alumnos.
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Los sistemas de representacién mds usuales en el limite son: verbal, grdfico,
simbdlico y tabular o numérico. El sistemas de representacion simbdlico es poco
usado actualmente, debido al cardcter intuitivo con el que se presenta la
definicion de limite (marco este hecho por el curriculo). Por este motivo dicho

sistema de representacion es excluido del estudio.

-7.2. Observar la influencia de la variable “sexo” en las respuestas de los alumnos

al cuestionario sobre el limite finito de una sucesion.

-7.3. Observar la influencia de la variable “edad” en las respuestas de los alumnos

al cuestionario sobre el limite finito de una sucesion.

Queremos observar si estas variables secundarias tienen alguna influencia en las

respuestas de los alumnos y, en su caso, describir esa influencia.

El capitulo 52 describe los pasos seguidos hasta la construccién de un
instrumento relativo al limite finito de una sucesion y los resultados obtenidos
al analizar las respuestas de los alumnos. El instrumento definitivo se compone
de un cuestionario con 3 preguntas y de una tabla de categorias, para el analisis
de las respuestas; 4 de estas categorias corresponden a respuestas posibles que

somos capaces de asociar a codigos de fendmenos a.s.i 0 i.v.s

El estudio de las respuestas de los alumnos ha permitido detectar los dos
fenomenos descritos en el capitulo 3% consideramos con ello haber logrado el
objetivo 7 de nuestra investigacion. El anexo A6.4 incluye algunos resultados

obtenidos con ayuda del instrumento.

También, la comparacion realizada entre los resultados obtenidos con los
alumnos y el estudio de los libros de texto del periodo 2000-2005, ha aportado

algunas ideas que consideramos de interés. (Véase apartado 5.5.)
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6.2 Refutacion de las hipotesis

H1) El limite de una sucesion es distinto del limite de una funcién y por ello se

hace necesario un estudio pormenorizado de cada uno de ellos.

En toda la literatura observada, solamente Rey Pastor (1933) intentd unificar

ambas definiciones.

El contenido de esta hipdtesis se justifica, parcialmente, con lo dicho en los
capitulos 12, 32 y 42, En los antecedentes (capitulo 12) se observan dificultades
que surgen segun el tipo de limite que se esté trabajando; en el capitulo 39,
hemos recogido trabajos de nuestro equipo de investigacién que muestran
diferencias entre el limite finito de una funcién en un punto y el limite finito de
una sucesion, hemos mencionado las diferencias simbélicas y las diferencias

fenomenolégicas, siendo las tltimas las mas relevantes para nuestro trabajo.

Todos los indicios obtenidos hasta ahora indican que esta hipétesis aporta un
punto de vista que, si se sostiene tras un estudio, andlogo al que hemos
realizado, sobre el limite de una funcién, permitira enfoques didacticos mas

detallados.

H2) La definicion de Ilimite finito de una sucesion organiza dos fenémenos: la
aproximacién simple intuitiva (fenémeno a.s.i) y la retroalimentacién o ida y

vuelta en sucesiones (fenémeno i.v.s).

El estudio y desarrollo de estas ideas se llevan a cabo en el capitulo 32. En el
andlisis minucioso de una definicion de limite finito de una sucesion,
reconocemos los dos fenémenos indicados. Hemos analizado las diferentes
maneras de presentar estos fendémenos, lo cual nos ha conducido a considerar
cuatro sistemas de representacién (verbal, grafico, simbélico y tabular) y dos

formatos (definicion y ejemplo).

Se trata también de una hipdtesis con respecto a la cual creemos haber

afianzado la confianza que cabe depositar en ella.
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H3) Es posible detectar los fendmenos de aproximacion simple intuitiva y de
retroalimentacion, organizados por la definicién de limite finito de una sucesion,

analizando libros de texto de bachillerato.

Nada, en el capitulo 49, refuta esta hipotesis. Hemos sabido detectar esos
fenomenos en los libros analizados usando codigos de fenémenos, es decir,
abreviaturas mnemotécnicas que recuerdan el fenémeno, el sistema de
representacion y el formato posibles. La frecuencia de uno u otro fenémeno
varia segun los periodos educativos considerados. Por ejemplo, mencionamos
el uso “masivo” del fendmeno a.s.i en detrimento del fenémeno i.v.s durante el

periodo “LOGSE-LOCE-LOE” (1990-2005).

Se trata de una hipédtesis que se refiere a una posibilidad y creemos haber
establecido esa posibilidad; mas atn creemos que disponemos de un método

constructivo para detectar los fenémenos indicados en cualquier libro de texto.

H4) Un muestreo de libros de texto basado en décadas permite observar de
manera suficiente la evolucién en el tiempo de los fendmenos organizados por la

definicion de limite de una sucesion.

La no refutaciéon de esta hipétesis se desprende también del contenido del
capitulo 42, en el que se ha realizado un agrupamiento de los libros de texto por
décadas, algunas de ellas, solamente aproximadas. Después de observar la
presencia de los fenbmenos a.s.i e i.v.s en los libros analizados, se estudié su

evolucion en cada uno de los periodos que se habian considerados.

Un estudio posterior llevado a cabo con esta misma muestra de libros, pero
considerado periodos educativos en lugar de décadas, confirmé la influencia de
los planes de estudio en el uso de unos u otros fen6menos. No obstante, debe
resaltarse que la maxima variedad de cédigos de fendmenos simultaneos se da
en el periodo llamado de la “Reforma Educativa”, previo a la promulgacion de la

LOGSE.
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La no representatividad de la muestra de libros, sin embargo, lleva a admitir
que esta hipétesis podria quedar refutada por una ampliacién suficiente de la

muestra.

H5) Los fenémenos de aproximacion intuitiva se observan con mayor frecuencia

en los libros de texto que los fenémenos de retroalimentacién.

Los resultados obtenidos en el capitulo 42 refutan esta hipotesis, ya que el
recuento total de los fendmenos de aproximacién simple intuitiva es 81
mientras que el numero total de los fendmenos de ida-vuelta o
retroalimentacién es 93. Sin embargo, debemos observar que, en el periodo
1995-2005, la hipétesis no se refuta, pues el recuento de frecuencias da 38 para

el fenémeno a.s.iy 10 para el fenémeno i.v.s.

H6) Es posible detectar los fendmenos de aproximacion simple intuitiva y de
retroalimentacion analizando las respuestas de los alumnos de Bachillerato a un

cuestionario relacionado con el limite finito de sucesiones.

La informacion sobre esta hipoétesis se ha obtenido en el capitulo 52 hemos
puesto de manifiesto el uso del fenémeno a.s.i (y, de manera no concluyente, del
fenémeno i.v.s) en las respuestas de los alumnos a un cuestionario relativo al
limite finito de una sucesién. Los cddigos de fendmeno que hemos observado en

estas respuestas son a.s.i g-e, a.s.i v-g, a.s.i t-e é i.v.s v-e.

La no representatividad de la muestra de alumnos, sin embargo, lleva a admitir

que esta hipdtesis podria quedar refutada por una muestra representativa.

H7) El fenémeno i.v.s estd presente en las respuestas de los alumnos en menor
medida que el fendmeno a.s.i.

En el capitulo 52 hemos obtenido el nimero de ocurrencias, asociado a cada
fendmeno, en las respuestas de los alumnos. El recuento acumulado para los
codigos de fendmeno a.s.i v-e, a.s.i g-e y a.s.i t-e se eleva a 221 respuestas,
mientras que el del codigo de fenémeno i.v.s v-e (el inico fend6meno i.v.s que

aparece en las respuestas de los alumnos) se eleva a 6 respuestas.
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Nuevamente, antes de considerar “no refutada” esta hipétesis, tenemos que
recordar la no representatividad de la muestra.

H8) El fenémeno i.v.s no estd presente en las justificaciones de los alumnos cuando
en la pregunta se emplea el fendmeno a.s.i.

Esta hipotesis no puede refutarse totalmente, ya que hay algin alumno que
emplea el fendémeno i.v.s en sus respuestas a pesar de que dicho fendmeno no
se usa en el enunciado de la pregunta. Véase el anexo A6.4, punto 7.
Reenunciamos la hipoétesis asi: Cuando en el enunciado de la pregunta se usa el
fenémeno a.s.i, las justificaciones de los alumnos no apelan al fenémeno i.v.s o lo
hacen de manera irrelevante. Queda pendiente un estudio detallado.

H9) El uso del fenémeno i.v.s en el enunciado de las preguntas del cuestionario,
inducird a los alumnos a emplearlo como justificacién de sus respuestas.

El capitulo 52 explica cdmo esta hipotesis no puede refutarse con nuestros
datos: en la pregunta 32 (b), en cuyo enunciado se habia empleado el cédigo de
fendmeno i.v.s v-e, se produce un aumento en el nimero de alumnos que
emplean dicho fendmeno. La impregnacién de estilos parece establecida, pero
la no representatividad de la muestra de alumnos nos lleva a la cautela.

H10) Los alumnos de bachillerato no dominan la definicién de limite.

La no refutacién de esta hipotesis se lleva a cabo teniendo en cuenta los
resultados de los capitulos 32 y 52. El fendmeno i.v.s esta presente en todas las
definiciones de limite finito de una sucesién. Dado que, segun nuestra
observacion, los alumnos apenas emplean el fen6meno i.v.s en sus respuestas,
concluimos que la hipoétesis no se refuta. Una muestra representativa, en todo
caso, permitira una mejor inclinacién a favor o en contra de lo enunciado en la

hipotesis.
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6.3 Perspectivas, expectativas

Durante el desarrollo de la investigacion hemos ido planteando o afrontando
cuestiones que, en algunos casos, hemos sabido responder y, en otros, hemos

dejado abiertas. Reunimos ahora las cuestiones que hemos dejado abiertas.

12) Descripcién y caracterizacion de dos fendmenos organizados por la
definicion de limite finito de una sucesion. Ademas de éstos, ;jorganiza la
definicién algiin fendmeno mas que no hemos detectado? En caso afirmativo,

(cudl es su relacion con los fendmenos ya descritos?

22) Disefio de una secuencia didactica tipo para la ensefianza y aprendizaje del
limite finito de una sucesién. Tenemos cierta confianza en que esta
investigacion ayude a pensar tal disefio. En esa secuencia didactica se
trabajarian los fen6menos a.s.i e i.v.s en los sistemas de representacion grafico,
verbal, simbolico y tabular y en los formatos ejemplo y definicion. El trabajo
con estos fendmenos creemos que debe ser anterior a la definicion formal de
limite finito de una sucesion, si finalmente se presenta a los alumnos. Hay que
sefialar que en los Ultimos afos la definicion formal de limite apenas se plantea

a los alumnos de bachillerato.

33) Estudio del uso que hacen, los profesores de secundaria, de los fenémenos
a.s.i e i.v.s. Nuestro trabajo se “cerraria” mejor con ello, pues incorporaria la
vision de los fendmenos que tienen las personas que ensefian el limite de una
sucesion en bachillerato. Pensamos que es posible observar los codigos de
fenémeno en las explicaciones sobre el limite finito de una sucesiéon que los
profesores dan a los alumnos. Esto se apoya en dos lineas de argumentos: (A)
Los profesores de secundaria usan libros de texto, donde se observan tales
fenémenos (capitulo 42); (B) En las producciones de los alumnos, que intentan
reproducir las ensefianzas de los profesores, también hemos observado algunos
codigos de fendmenos. A pesar de esto es necesario observar, trabajando

directamente con profesores de secundaria, como estos emplean los fenémenos
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a.s.i e i.v.s en sus explicaciones o cuando tengan que justificar alguna cuestion

relativa al limite finito de una sucesién.

42) Fenomenos (idénticos, analogos o distintos) en otras definiciones de limite.
En nuestra investigacion hemos trabajado con otras definiciones de limite,
como es el caso del limite infinito de una sucesidén, en el que observamos que
aparecia el fenébmeno iv.s pero no el fendmeno a.s.i, y también con las
sucesiones de Cauchy, donde hemos visto dos fenémenos que hemos
denominado a.s.i.c (aproximacién simple intuitiva de Cauchy) e i.v.s.c (ida-

vuelta en sucesiones de Cauchy).

52) Presencia de fenémenos a.s.i y fenémenos i.v.s en conceptos del analisis en

los que aparece el limite de una sucesién, como es el caso de la suma de series.

62) Uso de muestras mas amplias, cercanas a la representatividad, de libros de

texto.

72) Diseflo de un nuevo instrumento para usar con muestras representativas de

alumnos.
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6.4 Reflexion final

Cuando comenzamos nuestra investigacién sobre el limite de una sucesion,
constatamos que “el limite” ha dado lugar a numerosas investigaciones que
trataban los problemas relativos al concepto de limite desde muchos puntos de
vista diferentes. Asi, nos encontramos con investigaciones que se ocupaban de
los problemas de la ensefianza del limite, de las dificultades que presentaba la
definicion del limite debido al simbolismo que lleva aparejada, problemas con
el lenguaje del limite, investigaciones centradas en el desarrollo histérico del
concepto de limite, etc. Lo primero que llam6 nuestra atencién, de todas las
investigaciones revisadas, es que muchas de ellas no distinguian los objetos
(sucesiones, funciones) ni los tipos de limites (limites finitos o infinitos, por
ejemplo). Esto condujo a estudiar similitudes y diferencias entre la definicion

de limite finito de una sucesién y de una funcién.

El principal aporte de nuestra investigacion (los fenémenos a.s.i e i.v.s) tuvo
lugar como consecuencia de este andlisis pormenorizado de la definicion de
limite finito de una sucesion. Dicho anadlisis dio lugar a un estudio desde un
punto de vista fenomenologico de la definicion de limite finito de una sucesion.
El estudio, no realizado anteriormente en las investigaciones revisadas, dio
lugar a la observacion de al menos dos fen6menos en la definiciéon de limite
finito de una sucesion, fendmenos que sirven como elemento diferenciador

entre las diferentes definiciones de limites.

Con ayuda de estos fendmenos, creemos que es posible encontrar respuestas a
las dificultades que plantea la ensefianza-aprendizaje del concepto de limite
finito de una sucesién; reconocemos, claro es, que el manejo de los dos
fenbmenos también ha de generar dificultades, pero pensamos que, si se
consiguen superar, el camino del manejo de la definicion de limite finito

quedara expedito.

En el desarrollo de nuestra investigacion ha jugado un rol especial el estudio de

los libros de texto, porque ha servido para justificar la existencia de estos dos
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fendmenos que en principio surgieron de nuestra interpretacion de la
definicion de limite finito de una sucesién. Un problema con el que nos hemos
encontrado cuando trabajamos con libros de texto es la dificultad para
encontrar textos antiguos, lo cual nos ha obligado a recurrir a la Biblioteca

Nacional.

El trabajo con libros de texto dio la pista para observar los fenémenos a.s.i e
i.v.s en los libros de texto. La conjetura que manejamos es simple: los libros de
texto deben impregnar a los profesores y a los alumnos y, para estudiar ese

posible efecto, elegimos el colectivo de alumnos.

El anexo A6.5 incluye un breve resumen de las labores de difusion de los

trabajos realizados.
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A6.1 Resultados relacionados con los objetivos 1 y 2:

resumen

1. Hasta llegar a la definicién actual de limite, se ha seguido un largo camino.
Las tres definiciones que perfilaron el conocimiento sobre el limite fueron las
de D’Alembert, Cauchy, y Weirestrass-Heine; ésta se considera como la
definicion actual de limite.

2. Los procesos infinitos y los dos tipos de infinitos forman parte del estudio del
limite. En el estudio del limite de una sucesiéon tenemos dos procesos infinitos
discretos, el infinito potencial y el infinito actual.

3. El infinito potencial ha sido aceptado histéricamente sin problemas mientras
que el infinito actual es negado reiteradamente. El infinito potencial surge
cuando vamos dando valores a n y obteniendo sus correspondientes f(n),
mientras que el infinito actual surge cuando consideramos la sucesién y su
limite como un conjunto infinito numerable.

4. El limite de una sucesién y los dos tipos de infinito se integran en el
pensamiento matematico avanzado, debido sobre todo a la diversidad de
concepciones y a la riqueza y complejidad de nociones que dichos conceptos
llevan involucrados.

5. Las propuestas didacticas disefiadas para la ensefianza del limite se enfocan
generalmente desde dos puntos de vista: uno, centrado en el trabajo con
alumnos, analizando las dificultades que encuentran cuando se les presenta
dicho concepto, y otro, centrado en el trabajo con profesores, analizando su
practica docente en lo que se refiere a la ensefianza del limite.

6. En el disefio de una secuencia didactica sobre el limite parece acertado
empezar por conocer las ideas previas, imagenes e intuiciones que los alumnos
tienen sobre ello. El trabajo con ordenador parece ser un elemento
imprescindible en el desarrollo de una secuencia didactica para la ensefianza
del limite.

7. En muchos de los estudios, los investigadores se han ocupado del limite en
general, sin tratar de manera diferenciada los distintos tipos de limite, como

limite finito de una sucesion, limite infinito de una sucesion o limite finito de
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una funcién en un punto. En relacién con el limite de una sucesion, la primera
dificultad que afrontan los alumnos es la de reconciliar su idea previa informal
con un enfoque formal.

8. La idea de limite esta asociada a términos tales como “tender a”
“aproximarse”, o “muy préximo a”, las cuales tienen un significado coloquial
diferente del significado matematico.

9. El uso del lenguaje formal en la definiciéon de limite, en la cual se usan
cuantificadores, supone un serio problema de comprension para los alumnos.
10. Histéricamente, en el desarrollo del limite ha surgido una serie de
obstaculos; para algunos investigadores, los obstaculos son: el limite como
nociéon metafisica; la nocién de infinitamente pequefio y de infinitamente
grande; el limite puede ser alcanzado; y la transposicion numeérica; otros
investigadores consideran obstaculos epistemoldgicos: conocimiento cientifico,
infinito, funcién y nimero real.

11. Algunos investigadores han sefialado las dificultades que los alumnos tienen
ante el limite, mostrando que las concepciones de los alumnos son diferentes de
la definicién de limite y tienen relacién con las concepciones que han aparecido
alo largo de la historia de las matematicas sobre el limite.

12. Debido a la dificultad que supone manejar la definicién de limite, algunos
investigadores proponen, trabajar con una definicién alternativa que ponga en
juego conceptos tales como aproximacion y tendencia. Esta nueva definicion
considera al limite como la aproximacion 6ptima.

15. El limite de una sucesién ha estado presente en los programas del
bachillerato espafol desde los afios treinta hasta nuestros dias. En las ultimas
leyes educativas LOGSE, LOCE y LOE no se menciona en todas las asignaturas
de matematicas que se imparten en el bachillerato. El limite de una sucesién
recibe mencion expresa en las asignaturas: matematicas Il (LOGSE y LOCE),

pero esta ausente en la Ultima ley organica (LOE).
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A6.2 Resultados relacionados con los objetivos 3,4 y 5:

resumen

1. El marco tedrico de nuestra investigacion se sustenta sobre: fenomenologia,
sistemas de representacidon y pensamiento matematico avanzado.

2. El andlisis fenomenologico del limite finito de una sucesién consiste en
describir los fenémenos para los que la definicion es el medio de organizacién
de ellos y en establecer la relacion que tienen estos fenémenos con la
definicion.

3. Existen cuatro tipos de fenomenologia: fenomenologia, fenomenologia
didactica, fenomenologia histérica y fenomenologia genética. En nuestro caso
cuando hablamos de fenomenologia, nos referimos a la primera, ya que
hablamos de fendmenos que estin organizados por las matematicas en el
momento actual y en su uso actual.

4. En la definicién de limite finito de una sucesién hemos observado la
presencia de al menos dos fendmenos que han sido llamados aproximacion
simple intuitiva (a.s.i) y retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones (i.v.s).

5. La aproximacién simple intuitiva (a.s.i) se define de la siguiente manera:
Dados k términos ordenados de una sucesidn, generalmente consecutivos, (1,
ai), (2, az), ..., (kax), caracterizamos la aproximacién simple intuitiva como el
fenbmeno observado al inspeccionar la secuencia de valores aj, az, ..., ax cuando
“parecen acercarse” a otro valor fijo.

6. La retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones se produce al observar de
manera junta los dos procesos que se citan a continuacion:

- El primer proceso, denominado “de ida”, se produce cuando en la definicién
aparece la expresion: “para cada £>0, existe un niimero natural N”

- El segundo proceso, denominado “de vuelta”, se produce cuando en la
definicion aparece la expresion: “sin >N se cumple que [xn-x [<&”

7. La retroalimentacién corresponde a un proceso de ida-vuelta: una vez
establecido el entorno en el limite con el € dado “vamos” desde éste hacia la

variable natural para determinar el correspondiente n asociado, segun sea el
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caso, y “volvemos” al entorno del limite para comprobar que las imagenes asi
obtenidas pertenecen al entorno considerado.

8. En la retroalimentacion o idea y vuelta en sucesiones (i.v.s) se lleva a cabo la
construccion efectiva de una nueva funcién que queda vinculada univocamente
a la sucesion. De hecho, con el apoyo de la propia sucesidon de referencia, la
definicion formal de limite finito de una sucesion induce la construccion
simbdlica de tal funcién, o en su defecto la demostracién de su existencia, la
cual sirve a su vez para establecer una propiedad de la sucesion dada.

9. Desde un enfoque fenomenoldégico podemos admitir la existencia de dos
esferas: la esfera formal y la esfera intuitiva. En la primera situamos la
definicién formal y el fenémeno i.v.s que guardan entre si una relacion muy
directa, mientras que en la segunda situamos el fenémeno a.s.i.

10. Los fendmenos a.s.i e i.v.s se pueden presentar usando algin sistema de
representacion (verbal, grafico, simbolico o tabular) y algin formato (ejemplo o
definicion). Teniendo en cuenta esto tendremos dieciséis posibles aspectos de
los fendmenos, que denominamos codigos de los fenémenos.

11. En la definicién de limite infinito de una sucesién, con la que se ha
trabajado, no hemos observado el fenémeno a.s.i, pero si el de
retroalimentacién. Se pone de manifiesto con ello una diferencia notable con
respecto a la definiciéon de limite finito de una sucesién, que organiza dos
fenémenos.

12. El manejo de la definicién de limite finito de una sucesion exige un
conocimiento adecuado de los siguientes conceptos: orden, valor absoluto, cota,
infinito (infinito potencial e infinito actual), proceso infinito y dependencia.

La dependencia que sefialamos aqui hace referencia a los siguientes tipos:
dependencia {n-Xn} y dependencia {e-No}.

13. Consideramos que el manejo de diferentes sistemas de representacion
puede ser mas beneficioso que perjudicial y que puede llegar a mejorar la
comprension del concepto de limite finito de una sucesiéon. A pesar de esto
nuestro trabajo no pretende analizar en qué grado un alumno comprende o no
comprende el limite finito de una sucesién en funcion de los distintos sistemas

de representacion y del numero de ellos que usa cuando realiza tareas
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relacionadas con él. Nuestro trabajo usa los sistemas de representacién como
un elemento en el que se observan los diferentes fenémenos que hemos
indicado.

14. El cambio de un sistema de representacién a otro, para alcanzar un manejo
de la definicion de limite, no se suele trabajar en los libros de texto,
produciéndose explicaciones aisladas del concepto de limite.

15. En el periodo LOGSE (1990-2005) el sistema de representacion simbolico
ha disminuido su frecuencia considerablemente en los libros de texto,
recibiendo mas importancia los otros tres sistemas de representacion
considerados. También hemos observado que los ejercicios que se suelen poner
sobre el limite, se reducen a una aplicacion directa de la definicién, sin que se
pida al alumno que reflexione sobre ella.

16. El concepto de representacion ha sido uno de los mas estudiados en
didactica de la matematica. La relaciéon entre comprension y representacion
puede ser vista desde la escuela representacionalista o la escuela no
representacionalista. Nuestro trabajo no evaliia la comprension de los alumnos
en torno al limite finito de una sucesion, solamente exhibe fenémenos que
emplean los alumnos cuando responden a cuestiones relativas al limite finito de
una sucesion.

17. Siguiendo las ideas de concepto imagen y concepto definiciéon de Tall, la
definicion formal de limite finito de una sucesién seria el concepto definicion
mientras que la lectura, andlisis e interpretacion de la definiciéon da lugar al
concepto imagen y al concepto definicién imagen.

18. El limite lo situamos en el pensamiento matematico avanzado, pero el
calculo de limites puede situarse dentro del pensamiento matematico
elemental. Mas precisamente, pensamos que el limite finito de una sucesién
estara dentro del pensamiento matematico avanzado si los alumnos reconocen
y emplean en sus justificaciones los fendmenos a.s.i e i.v.s de manera conjunta.
Por el contrario si los alumnos emplean Unicamente el fenémeno a.s.i en sus
respuestas y justificaciones a cuestiones relativas al limite finito de una
sucesidn, esta manera de actuar deberiamos incluirla dentro del pensamiento

matematico elemental.
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A6.3 Resultados relacionados con el objetivo 6:

resumen

1. Se han analizado 30 libros que abarcan un periodo comprendido entre 1933
y 2005.

2. El c6digo de fendmeno a.s.i g-e, con 36 ocurrencias, es el de mayor frecuencia
absoluta, seguido, en frecuencia, por el coédigo de fenémeno a.s.i v-e, con 26
ocurrencias. Los codigos de fenémeno a.s.i t-d, a.si g-d, a.s.i s-e y a.s.i s-d, no se
observan en ninguno de los libros estudiados.

3. Respecto al fendmeno a.s.i, el sistema de representacion mas empleado es el
grafico, seguido del verbal y el tabular. Por lo que respecta a los formatos, la
relaciéon formato ejemplo a formato definiciéon es de 10 a 1.

4. El cédigo de fenémeno i.v.s s-e, con 37 ocurrencias, es el de mayor frecuencia
absoluta, seguido del i.v.s v-d, con 25 ocurrencias. El cddigo de fenémeno i.v.s t-
d no se observa en ninguno de los libros analizados, y el cddigo de fenémeno
i.v.s t-e se observa solamente en una ocasion.

5. Respecto al fendmeno i.v.s, el sistema de representacion mas empleado en los
libros de texto es el simbolico, seguido, en este orden, del verbal, el grafico y el
tabular.

6. La frecuencia acumulada del fenémeno i.v.s (107 ocurrencias) supera a la
frecuencia acumulada del fenémeno a.s.i (81 ocurrencias).

7. La frecuencia del fenémeno a.s.i va creciendo hasta alcanzar su maximo en el
periodo 1980-1989, que corresponde a la Reforma Educativa y su
experimentacion.

8. La representacion verbal, en el fendémeno a.s.i estd basicamente asociada a
ejemplos; la razén de uso es de 4 a 1, de ejemplo a definicién, en dicha
representacion.

9. La representacion tabular, en el fen6meno a.s.i no se observa hasta el periodo
1980-1989. Su frecuencia aumenta, progresivamente, en los periodos
posteriores considerados.

10. El c6digo de fendbmeno a.s.i g-e no se observa antes del periodo 1970-1979.

Las mayores frecuencias corresponden al periodo 1980-89.
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11. El fenébmeno i.v.s se ha observado en todos los periodos considerados,
siendo el de mayor frecuencia absoluta el periodo 1980-1989.

12. El c4digo de fendmeno i.v.s s-d deja de ser observado, en los libros de texto
consultados, a partir del afio 1990. El cédigo de fenémeno i.v.s s-e disminuye
notablemente su frecuencia a partir del afio 1990, apareciendo solamente una
vez en ese periodo 1990-1999 y el siguiente, 2000-2005.

13. El fendmeno a.s.i casi no se observa hasta el periodo 1975-1994, donde
recibe un extenso uso.

14. En el periodo 1995-2005, el fendémeno a.s.i se halla asociado,
principalmente, a los cédigos de fendmeno a.s.i g-e (13 ocurrencias) y a.s.i t-e
(11 ocurrencias)

15 El fenémeno i.v.s tiene su mayor frecuencia absoluta (72 ocurrencias) en el
periodo 1975-1994.

16. El sistema de representacién simbdlico es el de mayor frecuencia en el caso
del fenémeno iv.s (total acumulado: 54). Le siguen el sistema de
representacion verbal (38 ocurrencias) y el grafico (14).

17. En el periodo 1995-2005 la razén de uso del fendmeno a.s.i al fendmeno

i.v.s es, aproximadamente, de 4 a 1 (38:10).
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A6.4 Resultados relacionados con el objetivo 7:

resumen

1. La respuesta mas frecuente a la pregunta 12 del cuestionario, en cuyo
enunciado se usa el cddigo de fenémeno a.s.i g-e, ocurre empleando los
alumnos el cédigo de fendémeno a.s.i v-e

2. La respuesta mas frecuente a la pregunta 22 del cuestionario, en cuyo
enunciado se usa el cddigo de fenémeno a.s.i t-e, ocurre empleando los alumnos
el codigo de fendmeno a.s.i v-e.

3. La respuesta mas frecuente a la pregunta 32 (a), en cuyo enunciado se usa el
cédigo de fenémeno a.s.i v-e, ocurre empleando los alumnos el cédigo de
fenémeno a.s.i v-e.

4. La respuesta mas frecuente a la pregunta 32 (b), en cuyo enunciado se usa el
cédigo de fendémeno i.v.s v-e, es “no sabe / no contesta”.

5. Las respuestas correctas, por preguntas, corresponden a los siguientes
porcentajes, redondeados a enteros: 12, 83 %; 22, 85 %; 32 (a), 75%; y 32 (b), 50
%. Nos atrevemos, con ello, a afirmar que los cdédigos de fenémeno a.s.i g-e y a.si
t-e ayudan a los alumnos a calcular correctamente el limite de la sucesion.

6. En la primera pregunta solamente hay un alumno “no sabe / no contesta”,
mientras que en la segunda hay nueve alumnos y en los dos apartados de la
tercera, 15 y 41 alumnos respectivamente. Esto nos lleva a afirmar que: (19) la
representacion grafica ayuda a los alumnos a comprender el enunciado, por
encima de las demas representaciones utilizadas; (29) el hecho de que los
alumnos comprendan o entiendan lo que se les dice en los enunciados no
implica que contesten correctamente.

7. El fenémeno iv.s lo hemos observado, respectivamente: en una sola
respuesta (preguntas 12, 22 y 32 (a)) y en tres respuestas (pregunta 32 (b)). En
todos estos casos el cédigo de fendmeno observado es i.v.s v-e. Concluimos que
el fenémeno i.v.s carece de relevancia en las respuestas de los alumnos.

8. El cddigo de fendémeno a.s.i v-e es el mas frecuente: se observa en 219

respuestas de 572 posibles.
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9. El codigo de fendmeno a.s.i v-e parece recibir mas preferencia por parte de
las mujeres que por parte de los hombres en las respuestas a las preguntas 12 y
22 y 32 (a). En la pregunta 32 (b), la respuesta preferida cambia: para los
hombres, el mayor nimero de casos corresponde a un calculo incorrecto del
limite con ausencia, en la respuesta, del infinito potencias, mientras que para
las mujeres, continua siendo mas frecuente el cdigo de fendmeno a.s.i v-e.

10. En los hombres, los porcentajes de respuestas correctas, redondeados a
enteros, son: Pregunta 12, 80 %; 22, 77 %; 32 (a), 61 %; 32 (b), 52 %. En las
mujeres, los porcentajes analogos, son: Pregunta 12, 86 %; 22, 91 %; 32 (a), 86
%; 32 (b), 49 %.

11. El cddigo de fenémeno a.s.i v-e es la respuesta mas frecuente en las
preguntas 12 y 22, en cualquiera de las edades de los alumnos. En la pregunta 32
(a), se mantiene el c6digo de fendémeno a.s.i v-e, excepto en la edad de 18 afios,
en que lo mas frecuente es el cdlculo del limite correcto sin usar ningin
fenémeno. En la pregunta 32 (b) las respuestas mas frecuentes estan dispersas
segun las edades: “no sabe / no contesta” (16 afios), el cédigo de fendémeno
indicado (17 afios), no calcula correctamente el limite ni usa el infinito
potencial (18 afios) o calcula el limite correcto, pero no usa fenémeno alguno
(19 afios).

12. En la pregunta 12, el porcentaje mas alto (88%) se da a los 18 afios; en la 22,
el 91% lo aportan los alumnos de 16 afios; en la 32 (a), el 79% de maximo
porcentaje corresponde a los 17 afos y en la pregunta 32 (b), aunque el

porcentaje maximo baje al 59%, lo hallamos en la misma edad (17).
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A6.5 Tareas de difusion de la investigacion

- Mayo de 2006. Presentacion en el VII Seminario de investigacién en
pensamiento numérico y algebraico. Titulo: “Fenémenos relacionados con el
limite finito”. Esta presentacién dio lugar a una publicacién en la revista
Indivisa. Se describieron lo pasos seguidos para seleccionar una definicion de
limite finito de una sucesion. Se present6 la consulta a expertos que se realizo
con siete definiciones. Se presentaron algunos ejemplos que consideramos
paradigmaticos de los fendmenos a.s.i e i.v.s hallados en libros de texto del

periodo (1933-2005).

- Septiembre de 2006. Presentacién en la X SEIEM celebrada en Huesca. Titulo:
“Fenémenos que organizan el limite”. Este documento dio lugar a una
publicacion en las actas de la SEIEM. Se definieron los fenémenos que se habian
observado en la definiciéon de limite finito de una sucesién, entre otros.
También se presentaron ejemplos de cada uno de los fenémenos encontrados,
extraidos todos ellos de libros de texto. El documento acababa con un pequefio
estudio sobre la presencia de los fendmenos anteriormente citados en libros de
texto del periodo LOGSE (1990-2005), en el cual se observaba una mayor

frecuencia de los fendmenos de aproximacién intuitiva con respecto a los de

retroalimentacion.

- Marzo de 2007. Presentacion en el VIII Seminario de investigacion en
pensamiento numeérico y algebraico. Titulo: “Fendmenos que organizan el limite,
diserio de un instrumento”. Esta presentacion dio lugar a una publicacion en la
revista Indivisa. Presentamos los pasos seguidos para la elaboracion de un
instrumento destinado a detectar los fenémenos de aproximacién intuitiva y
retroalimentacién, presentes en el limite finito de una sucesion, en las
respuestas y justificaciones de los alumnos a un cuestionario relativo al limite.
Se presentd una prueba piloto que se administr6 a alumnos de 22 de
bachillerato de ciencias sociales y que sirvié de base para obtener una serie de

conclusiones referentes a los enunciados y la tabla de categorias de respuestas,
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que habiamos elaborado previamente. El documento presenté los enunciados
de las nuevas cuestiones, las cuales habian sufrido ciertas modificaciones
respecto a las originales, y la tabla de categorias, que se iba a usar
posteriormente en la correccion de las respuestas dadas por los alumnos al

nuevo cuestionario.

- Abril de 2009. Presentacion en el IX Seminario de investigacion en
pensamiento numérico y algebraico. Titulo: “Limite de una sucesion: respuestas
de los alumnos de 12 y 22 de bachillerato”. Esta presentacién dio lugar a una
publicacion en la revista Indivisa. Se presenté la tabla de categorias que se us6
para corregir las respuestas de los alumnos a un cuestionario sobre el limite
finito de una sucesién. Se presentaron los datos obtenidos tras administrar el
cuestionario a 143 alumnos de tres institutos de la comunidad de Madrid. Los
datos obtenidos se analizaron pregunta por pregunta, en cada instituto de
manera independiente y agregando los resultados obtenidos en cada uno de
ellos. Los resultados arrojaron la preponderancia de respuestas en las que se
empleaba el fendmeno a.s.i frente a las respuestas en las que se usa el

fenémeno i.v.s.

- Enero de 2009. Videoconferencia. Presentacion en el Seminario de
Investigacion del Departamento de Didactica de la Matematica, que es un
mddulo del Master en Didactica de la Matematica del citado Departamento.
Titulo: “Fenémenos organizados por el limite finito de una sucesion”. Se resumio
el estado en el que se encontraba la investigacién en ese momento; se sefial6
que el estudio del limite se estaba realizando desde un punto de vista
fenomenolégico, el cual servia de base para la definiciéon de dos fenémenos que

habiamos hallado en una definicién de limite finito de una sucesion.

- Septiembre de 2009. Presentacion en la XIII SEIEM celebrada en Santander.
Titulo “Sobre la equivalencia entre sucesiones con limite finito y sucesiones de
Cauchy’”. Esta presentacion dio lugar a una publicacion en las Actas de la SEIEM.
Se realizé un estudio comparativo entre la definicion de limite finito de una

sucesion y la definicién de sucesion de Cauchy, mostrandose las diferencias y
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analogias existentes entre una y otra desde un punto de vista simbolico y

fenomenologico.

-Enero de 2010. Presentaciéon en el Seminario de Investigacion del
Departamento de Didactica de la Matematica, que es un mddulo del Master en
Didactica de la Matematica del citado Departamento. Titulo: “Fenémenos
organizados por el limite finito de una sucesién”. En esta presentacion se realizo
un resumen de todo el trabajo de investigacidn realizado durante estos diez

ultimos anos en torno al limite finito de una sucesion.
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