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PROLOGO

El libro que tiene en sus manos el lector es, sin duda, una valiosa contribucién
cientifica al campo de la Didactica de la Matemdtica. Los que hemos participado en su
elaboracién y contenidos, nos hemos esforzado por dotar sus paginas del rango que merece
la persona a la que tratamos de rendir homenaje con su publicacién: Encarnacién Castro
Martinez. Para los integrantes del Grupo de Investigacién «Didactica de la Matematica.
Pensamiento Numérico», y para muchas otras personas, que a lo largo de los afnos se han
relacionado de un modo u otro con ella, Encarnacién ha sido un ejemplo y un estimulo
a la hora de trabajar en grupo, de abordar nuevos planteamientos, de renovar la docen-
cia de las Matematicas y de formar nuevos maestros y maestras. Gran parte del prestigio
investigador del que hoy goza en este campo la Universidad de Granada, se debe a su
labor y su constancia a lo largo de su trayectoria profesional. Y también a su personalidad
que, en muchos casos, ha sabido trascender la pura relacién profesional, creando lazos
de amistad, respeto y afecto entre quienes la conocemos.

Durante los dltimos afos, la preocupacién por modernizar la ensefianza de las
Matematicas y adaptarla a los requerimientos y avances derivados de propuestas de
cambio curricular, de nuevas ideas y de proyectos de innovacién, han traido consigo un
amplio replanteamiento docente y toda una gama de técnicas, recursos, procedimientos
y herramientas, hasta hace poco insospechados. De modo especial, ha contribuido a ello
una creciente y cualificada labor investigadora en el campo de la Educacién Matematica,
donde el trabajo aislado ha sido sustituido por la colaboracién cientifica sistematica. Ade-
mas, el incremento de contactos, la constitucion de redes y la realizacion de reuniones
han propiciado un mejor conocimiento de los temas que interesan a los investigadores
espafioles en estas materias. Los simposios, que anualmente celebra la Sociedad Espafiola
de Investigacion en Educacién Matematica (SEIEM), constituyen una de las referencias
principales sobre las que contrastar tal actividad. Las reuniones de la SEIEM han acreditado
también la labor del grupo, al que pertenece Encarnacion Castro y, en general, al Depar-
tamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, conformandolo
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como uno de los mas activos de las universidades espafolas, tanto por lo que se refiere
a su produccion cientifica como a su calidad.

A ello se une la labor de divulgacion y popularizacién, que desde afos se viene
realizando con notable éxito, de una materia tradicionalmente poco grata para los estu-
diantes, pese al innegable atractivo que encierra; desapego en buena parte derivado de
planteamientos y métodos de ensefianza obsoletos. Recientemente, el entusiasmo, la
capacidad profesional, de innovacion y de investigacién de una amplia comunidad de
profesores de matematicas y de investigadores en Educacion Matemadtica, estd logrando
que las Matemadticas despierten el interés de los estudiantes, reciban su atencién y des-
pierten su vocacién por un mayor y mejor conocimiento de la materia como ciudadanos,
como profesionales o como futuros docentes.

En esta actividad, el trabajo de Encarnacion Castro ha sido referente constante en
la comunidad espafiola de educadores matematicos. Detréds de todo ello, ademas de la
conviccién y el amor que toda buena maestra siente por su disciplina y por sus alumnos
y alumnas, estdn muchas horas de trabajo docente e investigador, de confrontacién de
ideas y teorias, de andlisis de la realidad, de planteamientos y resultados como los que
se exponen en las paginas de este libro. Un trabajo interuniversitario que, ademas de
ofrecerse a la comunidad cientifica, es también ejemplo paradigmdtico de agregacion,
de la necesidad de esa cooperacién cada vez mas necesaria en un mundo globalizado,
donde lo interdepartamental, lo interuniversitario, lo internacional, en definitiva, la vision
de conjunto para la integracion de las aportaciones de todos, son cada vez mas impres-
cindibles ya que los problemas son, asimismo, cada vez mas complejos y universales.
Estamos ante unas lineas de investigacion y un modo de concebir la investigacion en
Educacién Matematica, en particular y en las ciencias de la educacién, en general, por
las que también se apuesta decididamente desde la Administracién autonémica andaluza.

Como universitario, como gestor publico, como hombre preocupado por lo que rodea
a mi vocacién profesional de matematico, no puedo menos que sentirme orgulloso de
obras como esta. Este volumen, desde el punto de vista conceptual, se centra en cues-
tiones sobre las estructuras numéricas y la didactica del algebra, contempladas en sus
dos primeros apartados; no obstante su denominador comun son las ideas e inquietudes
especificamente tratadas en el tercero, es decir: la formacion del profesorado, la inves-
tigacion y la innovacién. Esta adicién de compendios constituye un aporte cualificado,
que enaltece a nuestra siempre merecida homenajeada, pero también a los autores, de
tan variados y ricos aportes, a sus companeros y amigos.

Estoy seguro de que sus paginas no sélo aportan el reconocimiento debido a Encar-
nacion ahora, en el momento de su jubileo, sino sobre todo, una gran inquietud por la
creacion, transmision y difusién del conocimiento, por su innovacién y avance, con la
esperanza de que se amplien estas vias de gran atractivo por las que proseguir en el futuro
para beneficio de los ciudadanos, de la ensefianza de las Matematicas y de la formacion
de sus profesionales.

MANUEL TORRALBO RODRIGUEZ
Director General de Universidades, Junta de Andalucia
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EN TORNO A TRES PROBLEMAS DE LA GENERALIZACION!
Concerning three problems of generalization

Luis Radford®®
a Université Laurentienne, Canad4 y ® University of Manchester, Reino Unido

RESUMEN

La generalizacién es uno de los procedimientos principales de produccién del conocimiento.
Esta se constituye a través de tres problemas fundamentales, mutuamente relacionados. El primero
es un problema fenomenolégico planteado alrededor de la escogencia de las determinaciones
sensibles, un problema en el que participan, entre otros, la intuicidn, la atencidn, la intencién
y la sensibilidad. El segundo es un problema epistemoldgico, que consiste en la extrapolacion
o generalizacion propiamente dicha y a través de la cual se produce el nuevo objeto. El tercer
problema es un problema semiético, que resulta de los medios a través de los cuales se denota
el objeto generalizado. En este trabajo, propongo una reflexion sobre dichos problemas, cen-
trandome en particular en la generalizacién de patrones en un contexto educativo.

Palabras clave: Generalizacion; Gestos; Patrones; Percepcion; Semidtica.

ABSTRACT

Generalization is one of the principal knowledge production processes. It is constituted
through three fundamental interrelated problems. The first one is a phenomenological problem
that deals with the choice of sensible determinations—a problem in which intuition, attention,
intention, and sensibility participate. The second problem is of an epistemological nature; it
consists in the manner in which the extrapolation or generalization produces a new object. The
third problem is of a semiotic nature. It results from the semiotic means that are mobilized in
order to denote the generalized object. In this presentation I discuss these fundamental problems,
focusing in particular on the generalization of patterns in an educational context.

Keywords: Generalization; Gestures,; Intention; Patterns; Perception; Semiotics.

RADFORD, L. (2013). En torno a tres problemas de la generalizacién. En L. Rico, M. C. Cafiadas,
J. Gutiérrez, M. Molina e 1. Segovia (Eds.), Investigacion en Diddctica de la Matemdtica. Homenaje a
Encarnacion Castro (pp. 3-12). Granada, Espaiia: Editorial Comares.

' Este articulo es resultado de un programa de investigacién subvencionado por the Social Sciences
and Humanities Research Council of Canada (SSHRC/CRSH).
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INTRODUCCION

En un célebre pasaje de la Logica, Kant dice:

Veo un abeto, un sauce y un tilo. Al comparar primero estos tres objetos, noto que los
tres son diferentes entre ellos respecto al tronco, las ramas, las hojas, etc. Sin embargo,
luego reflexiono en lo que tienen en comun... y hago abstraccién de su tamaiio, forma,
etc. Asi formo un concepto de drbol. (Kant, 1974, p. 100)

Este pasaje sugiere que la generalizacion se constituye, primero, a través de un
proceso de determinaciones sensibles sobre objetos en el que participan, entre otros,
la intuicidn, la atencion y la sensibilidad. Vemos tres objetos frente a nosotros (en este
caso, un abeto, un sauce y un tilo). Operando en el plano fenomenoldgico, efectuamos
una serie de determinaciones. En el ejemplo que Kant ofrece, las determinaciones sen-
sibles corresponden al tronco, las ramas y las hojas, que notamos que son diferentes
de un objeto al otro. A pesar de sus diferencias, procedemos a una segunda serie de
determinaciones, orientada esta vez hacia lo que tienen en comiin. Y luego, por una
especie de «abstraccion», dice Kant, formamos el concepto de arbol.

La abstraccion a la que hace referencia Kant es, sin embargo, mds compleja de lo
que sugiere el ejemplo. Para llegar a formar el concepto de arbol, la escogencia de lo
que vamos a dejar de lado y lo que vamos a conservar de las determinaciones sensi-
bles se inscribe en un terreno que ya no es fenomenoldgico, sino epistemoldgico. Es,
en efecto, en este terreno que criterios de seleccion deberdn ser tomados en cuenta y
llevaran a un concepto o a otro. Segtn la manera de operar de lo epistemolégico, los
datos sensibles serdn abstraidos, inducidos o generalizados a fin de producir el nuevo
objeto. Queda, por fin, un problema semiético: el de denotar de alguna manera el nuevo
objeto. En el caso de los objetos botdnicos, como en el ejemplo de Kant, la denotacién
se hace a través del lenguaje natural: el resultado de la generalizacién se designa a
través de un término lingiiistico, «4rbol». En el caso de los objetos matemadticos, la
denotacién puede tomar varias formas. En la generalizacion de patrones, por ejemplo,
la denotacién puede hacerse a través de lo gestual, el lenguaje natural o el simbolismo
alfanumérico (o combinaciones de estos). Del ejemplo anterior podemos ya observar
que en una generalizacién aparecen tres problemas importantes: uno fenomenolégico,
uno epistemolégico y otro semidtico. En este capitulo, propongo una reflexién didactica
en torno a esos tres problemas en el caso particular de la generalizacién de patrones o
secuencias figurales.

EL PROBLEMA FENOMENOLOGICO Y LA INTENCION PERCEPTIVA

Consideremos la siguiente secuencia (Figura 1) que hace parte de una serie de
lecciones sobre la generalizacion algebraica emprendida en una clase de segundo afio
de escuela primaria (nifios de 7-8 afios).
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Término 1 Término 2 Término 3 Término 4

Figura 1. Los cuatro primeros términos de una secuencia
investigada en una clase de segundo ario

Para poder generalizar la secuencia, los alumnos deben proceder a una serie de
determinaciones sensibles y notar similitudes y diferencias. A priori, las determina-
ciones posibles constituyen un conjunto extenso: los alumnos pueden fijar su atencién
en la forma de los términos, en la cantidad de cuadros que constituyen cada uno de los
términos, el color, el espacio entre ellos, etc. La escogencia de similitudes y diferencias
se hard, en principio, seglin la comprensidn que se hacen los estudiantes del objero de la
actividad de generalizacion. En efecto, la mirada con la que cada uno de nosotros percibe
el mundo no es una mirada desinteresada. Vemos con cierta intencion, deteniéndonos
en aquellas determinaciones sensibles que le corresponden.

En nuestra serie de lecciones, el objeto de la actividad es reconocer una manera his-
torica y culturalmente constituida de razonar algebraicamente sobre secuencias. Ahora
bien, ese objeto no es claro para los alumnos. Y no puede serlo. Si el objeto de la activi-
dad fuese claro para ellos, no habria nada por aprender. Por el contrario, el objeto de la
actividad si es claro para el maestro. Esta es la caracteristica fundamental de la actividad
de ensefianza-aprendizaje: su asimetria respecto al objeto de estudio. Esto significa que el
maestro y el alumno no atienden necesariamente al mismo complejo de determinaciones
sensibles. La intencién fenomenoldgica del maestro y de los alumnos no es la misma.

A falta de tener una idea clara del objeto de la actividad, no es sorprendente, pues,
que cuando les pedimos a los alumnos que prolonguen la secuencia de términos figurales,
los alumnos proceden a determinaciones que no son necesariamente propicias para la
produccién de una generalizacion algebraica. A menudo, los alumnos se centran sobre
la dimensién cuantitativa de los términos y, al continuar la secuencia de la Figura 1,
proponen términos como los que se muestran en la Figura 2.

L AT
(oled=io/in w]® v/w/d)] jDDUUDDEPDDDD 02 DL !
Pw DD

r

Figura 2. Izquierda y medio, los términos 5 y 6, respectivamente, segiin un alumno.
A la derecha, el término 8 segiin otro alumno
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EL PROBLEMA EPISTEMOLOGICO

Para producir los términos 5, 6 y 8, los alumnos han hecho una generalizacion.
Han notado que los términos son diferentes numéricamente y que entre un término y el
siguiente hay dos cuadrados de mds. Esta propiedad comiin ha sido extrapolada a los
siguientes términos. Aunque tal procedimiento es operacional para pequefas figuras, el
mismo se vuelve impractico cuando se trata de saber cudntos cuadrados hay en térmi-
nos remotos, como el término 25. A menudo, los alumnos afirman que hay que seguir
afladiendo 2 hasta llegar al término buscado (Radford, 2010). Adolescentes, que han
tenido oportunidad de alcanzar un pensamiento numérico mds sofisticado, proponen
estrategias basadas en procedimientos de ensayo y error: proponen «n + 1»; rempla-
zan n por nimeros pequefios como 2 o 3 y se dan cuenta que la férmula propuesta no
funciona. Luego tratan otra, como «n + 2», etc., hasta que «encuentran» que la férmula
es «2n+1». Estos dos procedimientos se sitdan en el terreno epistemolégico sefialado
arriba: de un trabajo de observacién en el terreno fenomenoldgico, ciertas determinacio-
nes son seleccionadas; luego se procede a una extrapolacidn que opera diferentemente.
En el primer caso, se propone un procedimiento en el que se dicen de manera genérica
las etapas a seguir (continuar afiadiendo pacientemente 2 hasta llegar al término bus-
cado, que puede ser el término 25, 50, 1000, etc.). En el segundo caso, se propone un
procedimiento de ensayo y error. Ninguno de estos dos procedimientos reposan, como
puede verse, en conceptos algebraicos, y no obedecen por tanto a una generalizacién
algebraica. Estos procedimientos de generalizacion son mds bien aritméticos. Si estas
generalizaciones no son algebraicas, ;como podemos caracterizar las generalizaciones
algebraicas de secuencias figurales?

La generalizacion algebraica de patrones

La generalizacion algebraica de secuencias figurales o numéricas, sugiero, esta
basada en los siguientes puntos: (a) la toma de conciencia de una propiedad comiin que
se nota a partir de un trabajo en el terreno fenomenoldgico de observacion sobre ciertos
términos particulares (por ejemplo, p1, p2, p3, ---, Px), (b) la generalizacion de dicha
propiedad a todos los términos subsecuentes de la secuencia (px + 1, Pk +2, Pk +3, ---) ¥
(c) la capacidad de usar esa propiedad comin a fin de deducir una expresién directa
que permite calcular el valor de cualquier término de la secuencia.

Hay varios elementos envueltos en la generalizacién, como lo proponemos aqui.
Primero, una caracteristica comin local es notada a partir de un nimero finito de
términos. Como lo hemos mencionado anteriormente, esta etapa requiere hacer una
escogencia entre determinaciones sensibles potenciales. Enseguida, esa caracteristica
comun es generalizada a los otros términos de la secuencia. La generalizacién de la
«caracteristica comtin» (que puede ser una o varias) corresponde a lo que Peirce llama
una abduccién (abduction), esto es, algo que es solamente plausible (Peirce, 1931-
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1958, CP 2.270). Dependiendo del uso de esta abduccién, la generalizacién tomara
varios cursos. Cuando la abduccién es simplemente utilizada para pasar de un término
al otro (como cuando los alumnos dicen que hay que afiadir 2 cuadrados), llegamos a
una generalizacién aritmética. En este caso, no hay deduccion de una expresion directa
que permita calcular el niimero de cuadrados en cualquier término de la secuencia. La
abduccién permite generar un procedimiento pero no una expresion directa—en otras
palabras, una férmula. En el caso del procedimiento por ensayo y error, los alumnos
producen una férmula. Pero la férmula no es deducida. De hecho, la abduccién con-
cierne la férmula misma. Los alumnos proponen una férmula, que parece plausible, y
la someten a un niimero finito de pruebas. Esta generalizacién (que corresponde a una
de las formas de induccién) no es todavia algebraica. Para que la generalizacién sea
algebraica se requiere, de acuerdo a lo expuesto arriba, que la abduccién que se hace
de la caracteristica comin sea utilizada de manera analitica. Esto quiere decir que la
abduccion serd utilizada ya no como simple posibilidad, sino como principio asumido
para deducir apodicticamente una férmula que proporciona el valor de cualquier término.

Como vemos, el punto crucial corresponde al papel epistemolédgico que desempeiia
la caracteristica comun, C, extraida durante el trabajo efectuado en el terreno fenomeno-
l6gico. C pasa de entidad plausible a principio asumido, esto es hipdtesis, H. La Figura
3 muestra un diagrama que explica estas ideas. Las flechas son bidireccionales, pues a
menudo hay idas y vueltas entre los diferentes elementos. Hay también relaciones entre
casillas no contiguas, que omitimos con el fin de simplificar el diagrama.

Términos dados Determinaciones Caracteristica
DRI sensibles comun
C
Aplicacion a
Deduccion de la términos no Abduccidn analitica
formula dados |C se convierte en H)
Pie1r Pisas o

Figura 3. Estructura de la generalizacion algebraica de secuencias figurales

EL APRENDIZAJE DE LA GENERALIZACION ALGEBRAICA

La Figura 3 muestra la complejidad detrds de la generalizacion algebraica. No es
sorprendente que, cuando alumnos de diversos niveles educativos se enfrentan a ella
por primera vez, aparezca una serie de dificultades de indole diferente (un estudio con
adolescentes es presentado en Radford, 2010; un estudio con alumnos de escuela pri-
maria es presentado en Radford, 2012).
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Entre las dificultades se encuentra, primero, la escogencia de determinaciones
sensibles en el terreno fenomenoldgico. Estas dificultades resultan de las varias posi-
bilidades que ofrece la percepcion de los términos dados. Como vimos anteriormente,
los alumnos tienden a centrarse en la dimensién numérica. Sucede también que los
alumnos se dejan llevar por la apariencia de los términos. Asi, en la primera leccién de
una serie de lecciones de introduccidn a la generalizacion algebraica en una clase de
segundo afio de escuela primaria, hemos podido constatar lo siguiente. Los alumnos
fueron llamados a pronunciarse sobre la veracidad o falsedad de la afirmacién hecha por
una alumna ficticia (Monique) quien pretendia que el término mostrado en la Figura 4
corresponde al término 8 de la secuencia dada en la Figura 1.

Figura 4. El término 8 de Monique

Dejandose llevar por la apariencia del término, los alumnos concluyeron en su
mayoria que el término de Monique corresponde, efectivamente, al término 8 de la
secuencia, sin notar que hace falta un cuadrado blanco en la figura de arriba. Para notar
este hecho, los alumnos tendrian que tomar en cuenta dos estructuras que desempefian
un papel importante en la generalizacion algebraica. En efecto, el trabajo algebraico
sobre el terreno fenomenoldgico va a reposar sobre la articulacion de dos estructuras
diferentes: una de tipo numérico y otra de tipo espacial. La estructura numérica res-
ponde a la pregunta: ; cudntos cuadrados? La estructura espacial responde a la pregunta
;en donde colocarlos? Aunque es posible generar una férmula algebraica tomando en
cuenta solamente la dimension aritmética, notando que se afiaden siempre dos cua-
drados a un término para producir el siguiente y que para llegar al término (digamos)
25 debemos adicionar al primer término 2 cuadrados 24 veces, esta via resulta dificil
en virtud de requerir un conteo sistematico que debe enseguida ser transformado en
una multiplicacién sofisticada: 3 + 2 x 24. Para nuestros alumnos de segundo grado,
dicha via se encuentra m4s alld de lo que parece razonable esperar, dada la naturaleza
todavia emergente de su pensamiento aritmético. Es aqui donde la estructura espacial
es proveedora de indices perceptivos generalizables. Ahora bien, para utilizar dichos
indices, hay que ver los términos no como un conglomerado de cuadrados, sino como
cuadrados propiciamente organizados. Hay varias formas de proceder. Una de las for-
mas que hemos explorado en nuestra investigacion es la de imaginar los términos como
constituidos por dos filas (otras posibilidades incluyen ver los cuadrados organizados
en diagonales en direccion ascendente o en direccién descendente, etc.). En el pasaje
que comentaremos a continuacién, los alumnos de la clase de segundo afio fueron
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divididos en pequefos grupos de 3 miembros. Los alumnos fueron invitados a dibujar
los términos 5 y 6. Luego debian discutir sobre el término de Monique y decidir si era
o no el término 8 de la secuencia.

Los tres alumnos de uno de los grupos sobre el que nos concentraremos en el resto
de este articulo (Sara, Jaime y Melinda) trabajaron juntos por 32 minutos sobre esas y
otras preguntas de la actividad. Cuando la maestra fue a ver al grupo, los alumnos le
explicaron a la maestra que estaban de acuerdo con Monique: su término era el término
8 de la secuencia. La maestra decidi6 entonces iniciar un trabajo conjunto para llevar a
los alumnos a tomar conciencia de la estructura espacial de la secuencia como primer
paso hacia la objetivacién de la caracteristica comun que se desprende de una lectura
que atiende a la estructura numérico-espacial de la secuencia. Indicando la fila inferior
con gestos repetidos, le maestra dice:

1. Maestra: Bueno. ... Vamos a ver los cuadrados que estan abajo... solamente
los cuadrados de abajo... [ver Figura 5, foto 1] no los que estan arriba. En el
término 1, ;cudntos ...?

2. Alumno 1: ;1!

3. Maestra: [sefialando la fila de abajo del término 2; ver Figura 5, foto 2] ; Tér-
mino 27

4. Alumnos: 2!

Maestra: [continda haciendo los mismos gestos indexicales y hablando de
manera ritmica, como lo haré en las proximas intervenciones; sefialando la
fila de abajo del término 3] ;Término 3?

Alumnos: ;3!

Maestra: [sefialando la fila de abajo del término 4] ; Término 4?

Alumnos: 4!

Maestra: [moviendo su mano hacia un espacio vacio después del término 4,
donde se esperaria que se encontrase el término 5] ; Término 57

10. Alumnos: ;5!

11. Maestra: [moviendo su mano hacia un espacio vacio donde se esperaria que

se encontrase el término 6] ; Término 6?

12. Alumnos: 6!
13. Maestra: [Igualmente, sefalando indexicalmente la fila de abajo del imagi-

nado término 7] ; Término 77

14. Alumnos: ;7!
15. Maestra: [Igualmente, sefialando indexicalmente la fila de abajo del imagi-

nado término 8]

16. Alumnos: ;8!

b

o 0N
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Figura 5. Izquierda, la maestra sefiala las filas de abajo de los cuatro primeros términos.
En medio, la maestra y Jaime sefialan la fila debajo del término 2. A la derecha, imaginando
que el término 8 estd hacia el final de la hoja, la maestra seiiala el imaginado término 8

En la linea 1, la maestra enfatiza la palabra «abajo», sefialando la fila inferior del
término 1. Luego, mueve despacio el indice de la mano izquierda tres veces horizontal-
mente a partir del término 1 hasta llegar al término 4. Los gestos y los enunciados de la
maestra intentan hacer visible a los alumnos una nueva intencién y su correspondiente
manera de percibir las figuras: una manera en la cual estas aparecen divididas en dos filas.
Naturalmente, los alumnos ven dos filas pero su atencién no se detiene y no retiene esta
particularidad de los términos que son filtrados, hasta ahora, segtin su atributo numérico.
El problema de la maestra es, pues, resaltar del conjunto potencial de determinaciones
sensibles ciertos rasgos que permitirdn mas adelante una generalizacién algebraica. La
maestra contribuye con sus gestos y palabras, mientras que los alumnos acompaiian los
gestos con la vista y responden a medida que los gestos se desplazan sobre los términos
visibles de la secuencia. A través de esta actividad semidtica, la maestra intenta resaltar
la relacion funcional de la que emergerd la toma de conciencia de una relacién funcional
entre el nimero de la figura y el niimero de los cuadrados en la fila inferior. Notable
en este proceso de toma de conciencia (o de objetivacion; Radford, 2003) es el papel
del ritmo y el papel de los gestos indexicales que la maestra hace con las dos manos.
En la Figura 6, la maestra hace dos tipos de gestos: uno en el que el gesto apunta hacia
lo que es accesible a través de la vista: es el caso de los cuatro primeros términos. La
maestra dice «término 3» y apunta hacia el término correspondiente sobre la hoja de los
alumnos (ver Figura 6, foto 1). A partir del término 5 y hasta el término 8, la funcién
gestual cambia de papel: puesto que los términos no estdn dibujados, los alumnos tienen
que imaginarlos. Para ayudarlos en esta extrapolacién sensible en la que est4 basada la
generalizacion, la maestra en lugar de hacer un gesto por término, hace dos gestos: uno
para sefialar el término donde €ste estaria ubicado si se hubiese dibujado (ver Figura
6, foto 2, en el que la maestra hace referencia al término 6), el otro para sefialar la fila
de abajo del término en cuestion (la fila de abajo del término 6). Siguiendo el mismo
esquema, la maestra y los alumnos llegan hasta el término 8.
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Figura 6. Izquierda, la maestra sefiala con un gesto indexical doble el término 3.
Medio y derecha, la maestra seiiala el término 6 y la fila inferior del término 6
(Reconstruccion a partir del video)

La accién lingiiistica-perceptiva-gestual se convierte en un nodo semidtico (Radford,
2009), esto es, un segmento de la actividad de ensefianza aprendizaje en la que signos
que pertenecen a diferentes sistemas semi6ticos (Radford, 2003) se complementan para
generar una toma de conciencia de la manera en que el problema puede ser atacado
desde un punto de vista algebraico. La generalizacién ocurre en la transicién del término
4 (el dltimo término en el campo concreto perceptivo) a los términos siguientes (35, 6,
7y 8). Esta reposa en una abduccién, su transformacion en hipétesis y la aplicacion
de esta tltima a los términos siguientes que los gestos y las palabras intentan evocar y
hacer presente —a través de la imaginacién— en el terreno fenomenolégico. En efecto,
la caracteristica comun ha sido extraida del trabajo sensible sobre los términos 1 a 4
(caracteristica que conlleva a notar que el nimero del término coincide con el nimero de
cuadrados en la fila inferior). Dicha caracteristica comiin es luego aplicada a los términos
siguientes. La actividad continda con la verificacién del nimero de cuadrados en la fila
inferior del término de Monique. La maestra logra que los alumnos comprueben que,
en efecto, el término de Monique contiene 8 cuadrados en su fila inferior. Los alumnos
se muestran muy contentos. Luego, la maestra invita a los alumnos a «ver solamente
la fila de arriba». Siguiendo un procedimiento gestual similar, los alumnos toman con-
ciencia que, en la fila superior de cada término, hay un cuadrado de més que el nimero
del término. Con toda seguridad, afirman que el término de Monique tiene 9 cuadrados
arriba. Luego hacen una verificacién que culmina con una gran sorpresa: contrariamente
a lo que habian creido, el término de Monique tiene solamente 8 cuadrados. A partir de
esta experiencia, los alumnos pueden indicar cudntos cuadrados hay en un término fijo
cualquiera de la secuencia. Asi, Melinda dice unos minutos mas tarde, refiri€éndose al
término 25: «25 + 25 + 1».
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EL PROBLEMA DE LA DENOTACION

A menudo se considera que hay generalizacién algebraica cuando los alumnos recu-
rren al simbolismo algebraico alfanumérico. Como hemos sostenido en otros trabajos
(ver, por ejemplo, Radford, 2010), esto no es cierto. La denotacion de la generalizacién
algebraica puede ser efectuada a través de otros sistemas semidticos. En el ejemplo
que hemos discutido aqui, vemos que la denotacién se hace a través de una actividad
multimodal, en la que intervienen la percepcion, los gestos, los simbolos matematicos
y el lenguaje natural. Los alumnos han llegado a constituir una férmula encarnada en la
accion y en el lenguaje y que se aplica a cualquier término particular, por ejemplo, en
el caso del término 25, la formula es «25 + 25 + 1». Pero los alumnos pueden aplicarla
ahora a otros términos. Otro alumno propone el término 50, y dice: «50 + 50 + 1». La
encarnacion (embodiment) de la formula en la accién y en el lenguaje natural es potente,
pero tiene sus limites. La variable en si no aparece como objeto de discurso: esta aparece
instanciada en algunos de sus valores. Para que la variable (‘“‘el nimero del término») se
convierta en objeto de discurso, habra que mover la actividad de ensefianza-aprendizaje
a otros niveles de generalidad en el que aparecerdn, del lado de los alumnos, nuevas
formas de conciencia mediatizadas por el uso mds abstracto del lenguaje oral y escrito.

REFERENCIAS

KaNT, I. (1974). Logic. Indianapolis: The tance. ZDM - the International Journal on

Bobbs-Merrill Company. (First Published
in 1800).

RADFORD, L. (2003). Gestures, speech and the
sprouting of signs. Mathematical Thinking
and Learning, 5(1), 37-70.

RADFORD, L. (2009). «No! He starts walking
backwards!»: Interpreting motion graphs
and the question of space, place and dis-

Mathematics Education, 41, 467-480.
RADFORD, L. (2010). Algebraic thinking from
a cultural semiotic perspective. Research in
Mathematics Education, 12(1), 1-19.
RADFORD, L. (2012). On the development of
early algebraic thinking. PNA, 6(4), 117-
133.



REFLEXIONES SOBRE EL ALGEBRA ESCOLAR Y SU ENSENANZA
Reflections on school algebra and its teaching
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RESUMEN

En las tres décadas pasadas hemos sido testigos y protagonistas de ciertos progresos en
la ensefianza y el aprendizaje del dlgebra. La investigacién ha contribuido documentando y
analizando las dificultades conceptuales de los alumnos. El desarrollo curricular ha producido
textos que toman en cuenta esas dificultades ofreciendo enfoques y problemas originales y
promisorios. Las tecnologias educativas han propuesto entornos computarizados para motivar
a los alumnos con trayectorias did4cticas innovadoras. Sin embargo, el dlgebra sigue siendo un
desafio para muchos alumnos y para sus profesores, lo cual invita a seguir reflexionando sobre
el tema procurando aportar perspectivas para repensar y quizds también para innovar.
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ABSTRACT

In the past three decades we witnessed and lead some advances in the teaching and learning of
algebra. Research has contributed by documenting and analysing students’ conceptual difficulties.
Curriculum development has produced textbooks in order to cope with these difficulties offering
original approaches and promising tasks. Educational technologies have proposed computerized
environments designed to motivate students and to offer novel learning trajectories. Nevertheless,
algebra continues to pose a challenge to many students and their teachers, inviting us to continue
reflecting on these issues in the pursuit of perspectives to rethink and perhaps also to innovate.
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INTRODUCCION

El matemético Augustus De Morgan (1806-1871) relatd la siguiente historia sobre
una visita del filésofo y escritor francés Denis Diderot a Catalina la Grande, a la sazén
emperatriz de Rusia. Diderot era ateo, o por lo menos se hacia pasar por tal, y esto divertia
a la creyente emperatriz y a sus jévenes ac6litos. Pero en su corte habia quienes consid-
eraban altamente imprudente ese tipo de discurso. La emperatriz no quiso silenciar a su
huésped con una prohibicién explicita, por lo tanto se urdio el siguiente plan. Diderot
fue informado que un matemético tenia una demostracién algebraica de la existencia
de Dios y que la comunicarfa ante toda la corte, con su acuerdo. Diderot accedié com-
placido. El matemaético en cuestion era Leonhard Euler, quién se acercé a Diderot con
a+b"

n

un aire grave y en un tono de perfecta conviccion le dijo: «Monsieur, = x donc

Dieu existe; respondez!» De Morgan narra que Diderot, para quién aparentemente el
dlgebra le era incomprensible, quedo visiblemente desconcertado, provocando intensas
carcajadas por doquier. Al dia siguiente solicité permiso para volverse a Francia lo cual
le fue concedido de inmediato (De Morgan, 1915, vol. I, p. 339).

Esta historia, sea verdadera o imaginada, nos presenta el dlgebra como una fuente de
poder, como un instrumento mistico usado para intimidar en lugar de esclarecer. Por medio
de una concatenacién ininteligible de simbolos, es posible envolver cualquier argumento
con un manto de respetabilidad cientifica proveyéndolo asi de «evidencias irrefutables»
con el explicito objetivo de paralizar a un interlocutor inseguro de sus conocimientos
matematicos (Arcavi, 2008). Una persona con minimos conocimientos de algebra hubiera
desafiado el manipuleo autoritario de los simbolos matemaéticos, cuestionando la relacién
entre la esencia del argumento y la férmula esgrimida para fundamentarlo.

Una posible moraleja de esta historia serfa que el conocimiento del 4dlgebra es
crucial para inspeccionar y entender expresiones simbdlicas, desarrollar una actitud
critica hacia ellas sabiendo establecer y evaluar cuando es apropiado usarlas y cuando
no lo es. Esto es especialmente importante en una era en la que abunda la informacién
con sus diversos ropajes, muchos de ellos pseudocientificos y apoyados en argumentos
«matematicos». Un aspecto central del alfabetismo algebraico consistiria pues en la
capacidad de inspeccionar y cuestionar cualquier uso, mal uso o abuso de las expresiones
algebraicas para sustentar conclusiones.

Nos preguntamos si entre los objetivos de la ensefianza del 4dlgebra se presta la sufi-
ciente atencion a este aspecto y de qué manera. Y en términos mas generales, ;cuéles son
esos objetivos, qué aspectos abarcan, cémo se formulan y cémo se implementan? Sobre
estas cuestiones propongo reflexionar usando algunos ejemplos e invitando al didlogo.

SENTIDO DE PROPOSITO

El Proyecto 2061, una iniciativa a largo plazo de la American Association for the
Advancement of Science (AAAS) para reformas curriculares en la educacién en ciencias,
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establecid y publicé (en el 2000) criterios para analizar y evaluar programas curriculares
y textos de estudio de dlgebra. Su primer criterio procura identificar si el texto transmite
el propdsito de la ensefianza de una unidad o de un tema y si las consiguientes activi-
dades y problemas propuestos para ese tema reflejan ese propdsito. Es decir, ;podra
un alumno obtener una respuesta a la pregunta del para qué estudiar el dlgebra (o un
tema en particular dentro del dlgebra) y de qué manera lo que se estudia le puede ser-
vir? De los doce libros de texto de dlgebra analizados por el Proyecto 2061, sé6lo cinco
fueron considerados satisfactorios o buenos con referencia a este criterio y ninguno fue
calificado de excelente. Es decir, en su mayoria, los textos no parecen preocuparse por
otorgarle al dlgebra un sentido de propdsito, y esto puede (y suele) redundar en una
vision del dlgebra como una actividad carente de una finalidad relevante. Por lo tanto no
es de sorprender que su estudio sea considerado por los alumnos como algo esotérico
y estéril. Hay quienes (por ejemplo, Moses y Cobb, 2001) van mads lejos ain y afirman
que, en muchos casos, la ensefianza del dlgebra lejos de enriquecer a los alumnos los
empobrece. Nos preguntamos ;qué constituird para el alumno un propdsito adecuado del
dlgebra? ; Serdn vélidos nuestros propdsitos, o serdn considerados como artificialmente
impuestos? Ciertamente un argumento del tipo «sin dlgebra no podras avanzar en el
estudio de las matematicas» no sélo no constituye un convincente sentido de propésito
sino que ademds puede ser contraproducente. Proponemos que durante el estudio del
algebra es necesario co-construir con nuestros alumnos un sentido de propdsito, a tono
con sus expectativas, intereses y posiblemente sus inclinaciones intelectuales, y también
a tono con las necesidades de un mundo cambiante tanto en sus valores como en los
medios tecnolégicos puestos a nuestra disposicion.

Algebra, democracia y toma de decisiones

El National Council on Education and the Disciplines (NCED) publicé un libro
titulado Mathematics and Democracy (Steen, 2001). El titulo y su subtitulo «The Case
for Quantitative Literacy» indican de manera resumida el mensaje principal: en un mundo
donde nos inunda la informacién y sus diversas representaciones, la alfabetizacion mate-
matica es de crucial importancia — su ausencia puede tener consecuencias imprevisibles
y hasta puede afectar las caracteristicas del sistema social en el que vivimos. Individuos
que la carezcan podrian protagonizar situaciones similares al caricaturesco encuentro
entre Diderot y Euler. Por lo tanto, la ensefianza del dlgebra debe prestar atencién no s6lo
al comando de destrezas procedimentales, sino también al saber coémo y cudndo usarlas
(v a veces saber decidir cudndo no usarlas en favor de otros medios mas eficientes),
aplicdndolas a la informacién cruda para elaborarla o para inspeccionar informacién
analizada por otros, reflexionando sobre ella, criticindola, re-representdndola y tomando
decisiones apropiadas. A veces estas decisiones involucrardn el rechazo de un argumento
esgrimido por otros (como lo que no ocurri6 en la anécdota de De Morgan). Otras veces
se puede tratar de decisiones que afectan aspectos de nuestras vidas. Consideremos el
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siguiente ejemplo tomado de la vida real del aula, en el que el comando del algebra
provee al alumno de un sentido de propdsito transparente e inmediato, intimamente
ligado a su vida escolar y proveyéndolo de un instrumento para la toma de decisiones.

DA, de 15 afios de edad, contd que su profesor de matemaéticas estaba decepcionado
por las calificaciones obtenidas por la clase en un examen sobre el tema funciones,
pero consideré que quiza los problemas propuestos habian sido un poco dificiles. En
consecuencia, decidid ajustar las calificaciones mediante un factor de correccion de la
siguiente manera: si x era la calificacién que le hubiera correspondido a un alumno en
una escala de 0-100 (100 Ia calificacion maxima), ésta se transformaria en 10.

El dlgebra (y en especial el concepto de funcidn, sobre el cudl era el examen) es un
instrumento esencial para entender esta situacién con todas sus implicaciones. En base
al concepto de funcién, y en general usando el dlgebra, se puede responder a muchas
de las preguntas naturales que surgen en este caso, por ejemplo: si originalmente me
correspondi6 un 81, ;qué nota me corresponde al aplicar el factor de correccion? ;Este
factor aumentar4 la calificacién original a todos los alumnos o habrd quienes perderian
puntaje en lugar de incrementarlo? (Hay alumnos que contestan que esto es imposible
alegando que la funcién f{x) = 10Vx es creciente, sin darse cuenta que hay funcio-
nes crecientes que pueden disminuir la calificacién original (un ejemplo simple seria
f{x) =x—10). A mi amigo le correspondi6 un 64, ;el factor de correccién serd mds o
menos generoso con €l que conmigo? ;En general, serd justo este factor de correccion,
es decir, beneficiard a todos por igual, o beneficiard més a «ricos» que a «pobres», o
viceversa? Si me dieran a elegir entre este factor y aumentar mi calificacién en un 10%
(cudl elegiria? ;Qué otro factor de correccién propondrias? (Arcavi, 2006). Es claro
que el conocimiento de funciones y sus graficas permite contrastar el grafico de f{x) =
10Vx con el grafico de f (x) = x (la calificacion sin corregir), evaluar distancias entre
ambas gréficas (o estudiar la gréfica de f{x) = 10Jx— x buscando sus puntos maximos y
minimos), compararlas con otros factores de correccién (por ejemplo, el sugerido mas
arriba, cuya representacion simbdlica es f{x) = 1.1x). Cierto conocimiento algebraico,
permitirfa ademds notar, por ejemplo, que 10Vx es la media geométrica entre 100 (la
maxima calificacién posible) y la calificacién original. Lo cual sugiere, inmediata-
mente un factor de correccidn alternativo: la media aritmética (que verbalmente podria
traducirse en agregar a la calificacién original la mitad de la distancia entre ella y la
calificacién maxima). Pensar en términos de medias geométrica y aritmética también
permite evocar que dados dos nimeros distintos, la primera es siempre menor que la
segunda, y eso permite comparar ambos factores. Actividades mateméticas de este
tipo son ricas ya que movilizan e integran muchos conocimientos matemaéticos. Sin
embargo, la traemos aca no sélo por eso, sino porque al ser integrada en el aula como un
proyecto (individuales o colectivos), esta actividad ejemplifica el poder que el manejo
algebraico puede otorgar para entender situaciones que de otra manera son dificiles (o
quizd imposibles) de desentrafiar de manera general. En este ejemplo, las matematicas
nos permiten entender la naturaleza y el alcance de una decisién que otros han tomado
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por nosotros y que nos afectan personalmente (corregir nuestra calificacién) y ademads
nos permite pensar y proponer una decision alternativa (otro factor de correccién, mas
favorable personal o colectivamente).

El sentido de propdsito que proponemos en base a este ejemplo y otros similares
(y que fuera sefialado como ausente de la mayoria de los textos de dlgebra) se refiere
al empoderamiento, potenciacién, capacitacién (empowerment) que las herramientas
algebraicas nos pueden otorgar para entender y manejar situaciones. Cuando situaciones
de este tipo son usadas en el aula, no sélo se puede trabajar sobre las matematicas y las
posibles conclusiones que se derivan de ese trabajo, sino que explicitamente se debe
hacer notar precisamente eso: el poder de las herramientas matematicas en arrojar luz
sobre ciertas situaciones. La eleccién o el disefio ad hoc de situaciones de este tipo, su
trabajo en el aula y la consiguiente discusion acerca del poder del dlgebra constituyen, en
nuestra opinién, un aporte a la co-construccion del sentido de propésito buscado. A veces
estas situaciones emergen en el contexto de las experiencias cotidianas de los alumnos
(en nuestro caso en el aula de DA) y presentan excelentes oportunidades did4cticas.

Relacion entre un argumento y la formula que lo expresa

Una famosa cita de Bertrand Russell dice: «las matematicas son la ciencia donde no
se sabe ni de lo que se habla ni si lo que se dice es verdadero». Ciertamente, el contexto
de esta cita es el estudio de la légica y no la educacién matemadtica, sin embargo su
manifestacion en el aula podria traducirse en un enfoque que propone hacer caso omiso
de los significados de los simbolos que manipulamos. Conscientemente o no, demasiado
a menudo la ensefianza y el aprendizaje del dlgebra consiste casi exclusivamente en
practicar leyes formales (asociativa, conmutativa, distributiva, etc.) y establecer cudndo
rigen y cudndo no. Practicar estas reglas puede semejar un juego con reglas arbitrarias,
como el ajedrez, y la actividad principal es jugarlo omitiendo cualquier pregunta acerca
de posibles significados. En este caso, el propdsito es el juego mismo y la actividad de
jugar. Sabemos que los humanos en general, y los nifios en particular, tenemos fuertes
inclinaciones lddicas sin necesidad de buscar metas o significados en los juegos que
juguemos, més alld del goce que nos produzcan. Este argumento aplicado a las mateméti-
cas puede tener sus serios riesgos. Raramente nuestros alumnos perciben las matematicas
como un juego que se disfruta al jugarlo. En este caso las leyes arbitrarias del juego se
tornan una carga tediosa sin objetivo alguno. Y es por ello, que es perentorio que desde
los comienzos, el lenguaje algebraico se viva como una manera eficiente de expresar
ideas y un instrumento eficiente para derivar de ellas conclusiones significativas que
de otra manera seria muy dificil o imposible de obtener. El sentido de propdsito con
el que aspiramos imbuir al lenguaje algebraico es precisamente ese: una herramienta
para expresar relaciones y derivar conclusiones y en todo momento transitar entre la
manipulacién simbdlica y sus significados.
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Ser competente en dlgebra escolar implica, entre otras cosas, el ejercicio de esa
transicion bidireccional, oportunista y flexible entre el uso de acciones desprovistas de
significado (como la aplicacién automatica de reglas y procedimientos) y la aplicacién
del sentido comin y la busqueda de significados (Arcavi, 2007). Dicho de otra manera,
esta competencia incluirfa una 6ptima convivencia entre la oportuna postergacién de
los significados a favor de una aplicacién rapida y eficiente de un procedimiento, pero
también, cuando sea necesario o cuando uno lo desee, proceder a la interrupcion de una
rutina automdtica con el objeto de cuestionar, reflexionar, conectar ideas, sacar con-
clusiones o elaborar nuevos significados. Freudenthal lo describiria como «desatascar
un automatismo» para desvelar su origen, su significado y su propésito (Freudenthal,
1983, p. 469).

Transiciones significativas y flexibles entre acciones caracterizadas como pobres
en significados y aquellas en que los significados juegan un papel central (y viceversa)
constituyen la componente central de la competencia en el dlgebra escolar.

Veamos un ejemplo. En el arreglo bidimensional de nimeros (llamémoslo «tridn-
gulo») de la Figura 1, cada celdilla libre (blanca) debe ser completada con un nimero
que resulta de la suma de los nimeros més préximos en la hilera inmediata superior:

Figura 1. Ley de formacion del tridngulo numérico

El problema consiste en completar el «tridngulo» de la Figura 2 cuando sus «vér-
tices» estdn dados.

Figura 2. El problema del tridngulo numérico
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Frecuentemente, el paso inicial de nuestros alumnos es el ensayo y error probando
distintos nimeros en los dos casilleros vacios de la hilera superior, efectuando las sumas
y comprobando si en la dltima suma se obtiene 41. Por lo general, el primer intento no
resulta y el ensayo y error se torna mds controlado ajustando los niimeros por menores
0 mayores segun se haya obtenido méds o menos que 41. Otros alumnos proceden en
sentido contrario probando descomposiciones posibles del 41 y asi tratando de llegar
a la primera hilera. A la mayoria de los alumnos no les es inmediata la posibilidad
de echar mano al dlgebra para elegir dos variables, colocarlas en los dos lugares de
la hilera superior, realizar el célculo a lo largo del tridngulo para obtener la ecuacién
3 +3x+3y+8=41ydealli concluir que la solucién buscada es la relaciéon es x + y = 10,
es decir que mientras introduzcamos en las dos celdillas dos nimeros cualesquiera que
sumen 10, podremos completar el tridngulo para que cumpla con el requerimiento. El
dlgebra, casi de manera milagrosa, nos ofrece la condicién necesaria y suficiente para
resolver el problema reveldndose asi como una herramienta rapida y eficiente. Pero, fieles
a nuestra propuesta de co-construccién del sentido de propdsito con nuestros alumnos,
proponemos resolver el problema de manera general, para mostrar cémo este lenguaje
puede resolver no sélo este problema especifico, sino un niimero infinito de problemas
similares. Dados tres niimeros cualesquiera en los vértices, A, B y C, la condicién para
resolver el problema serd que los dos nimeros a elegir para las celdillas libres de la
hilera superior verifiquen que x + y = (C — A — B) + 3. Pero, esto no es suficiente en
nuestro desarrollo del sentido de propésito, lo que nos falta es desentraiar este misterio,
o en otras palabras el porqué de este resultado. Es decir, ;cémo expresa la formula la
condicién buscada y cudl es su relacion con el argumento expresado? Transitamos enton-
ces entre la manipulacién simbdlica carente de significados y lo que el resultado final
expresa, y tratamos de descifrar su razén. Re-inspeccionando el tridngulo y re-trazando
lentamente las operaciones con nimeros, podremos observar que el nimero final es la
suma de una sola vez el valor de los dos vértices superiores y tres veces cada uno de
los niimeros que debemos elegir para que el tridngulo funcione. Esta observacion puede
surgir al hacer varias sumas antes de expresar el problema simbélicamente, pero si no
surge alli, definitivamente lo podemos provocar observando el resultado simbdlico y
tratando de otorgarle un sentido. Resumamos los elementos que nos ofrece esta actividad
matematica para co-construir un sentido de propdsito: la necesidad de invocar y usar
una eficiente herramienta simbdlica para resolver efectiva y rdpidamente el problema,
la potencia de esa herramienta para resolver no sélo un problema sino una clase de
problemas similares y la relacién entre lo que expresa la férmula y lo que observamos
usando nuestro sentido comin puede desentrafiar de ella el significado que nos indica
la estructura del «tridngulo» y las relaciones entre sus elementos.
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Relegar los simbolos para expresar significados

Hoy en dia podemos investigar ciertas situaciones matemadticas con «tecnologias
cognitivas» que no s6lo nos permiten amplificar nuestros poderes mentales sino que
nos permiten proceder de maneras que no podriamos hacer sin ellas (Pea, 1987).
Consideremos, por ejemplo, las geometrias dindmicas mediante las cuales podemos
modificar en tiempo real y de manera dindmica objetos geométricos. Con esta tecno-
logia podemos investigar el caso de un conjunto de tridngulos isdsceles cuyos lados
iguales miden 5 unidades y su base es variable, obteniendo mediante el arrastre de un
vértice de manera continua tantos representantes de esta familia de tridngulos como
se desee (ver Figura 3).

Figura 3. Tridngulos isosceles de lados 5 y base variable

Esta herramienta permite observar el dominio de variacion tanto de la base variable
como del 4rea del tridngulo (Arcavi y Hadas, 2000), y estudiar ésta en funcion de aquella.

Tradicionalmente, esto implicarfa modelar esta situacién mediante simbolos para obtener
A =0.5xv'100 — x2, donde A representa el drea y la base. Esta representacién simbdlica
es criptica, expresa la variacién pero no de manera transparente —poco podemos decir
a simple vista sobre la naturaleza de esa variacién. Contrastemos esta representacion
con la posibilidad de obtener en tiempo real (mientras arrastramos uno de sus vértices)
el trazado de su gréfico (ver Figura 4).
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Figura 4. Instantdneas del trazado del grdfico en tiempo real
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Observar, gracias a las posibilidades tecnoldgicas, el grafico de la variacion del area
en funcion de la base mientras éste se va trazando simultineamente a nuestro arrastre
de un vértice, nos permite acceder a muchas de las caracteristicas de esta variacién de
una manera mucho mads transparente que la que nos provee el dlgebra. La asimetria del
gréfico obtenido, el lugar de méaximo y la relacién existente entre estas dos observacio-
nes son s6lo algunas de las caracteristicas notables. La exploracién de esta actividad
(descripta en detalle en Arcavi y Hadas, 2000) nos ejemplifica situaciones en las cuales
es posible explorar situaciones por otros medios matemaéticos que no sean los simbolos
algebraicos, posponiendo la construccién de la férmula. Esta posibilidad nos permite
coleccionar ideas y acumular conocimiento de tal manera que cuando finalmente obten-
gamos la férmula podamos identificar en ella (Ieyendo los simbolos entre lineas) lo que
ya sabemos, y constatar que las tres representaciones (el tridngulo cambiante, la grafica
de la funcién y su expresion simboélica) nos ofrecen la misma informacién ademads de
otros detalles complementarios.

En resumen, ciertas tecnologias nos permiten modelar situaciones no sélo alge-
braicamente sino también mediante herramientas mds cercanas a los significados que
queremos representar y estudiar. Posponer el uso de simbolos enriquece nuestro enten-
dimiento de la situaciéon como asimismo nos permite escudrifiar ciertos aspectos que
son opacos en la férmula.

A MODO DE CONCLUSION (0O DE INICIO DE UN DIALOGO)

La investigacion en educacién matemdtica nos ha legado ensefianzas y experiencias
invaluables acerca del estudio del dlgebra. Los proyectos curriculares nos han mostrado
trayectorias que han tomado en cuenta los resultados de la investigacion y han disefiado
propuestas creativas e innovadoras. Las tecnologias han puesto a nuestra disposicién
posibilidades impensadas de acceder al conocimiento. Sin embargo, las dificultades en
la ensefianza del dlgebra persisten como también la insatisfaccién de alumnos y profe-
sores. Es claro que muchos factores inciden en los éxitos y los fracasos de la educacion
matemadtica, muchos de ellos ajenos a nuestras posibilidades de influir ya que vivimos
en un mundo de tensiones de diversa indole y eso influye en nuestras capacidades de
ensefiar y aprender. Esas motivaciones (o anti-motivaciones) externas condicionan todo
quehacer pedagdgico, pero no por ello debemos interrumpir nuestros esfuerzos para
entender procesos y basar nuestro proceder en lo que esos esfuerzos produzcan. En
esta presentacidn quise proponer que una posible avenida de trabajo que, a mi juicio,
debe ser extendida y profundizada es emprender la co-construccidon de una motivacién
interna con los alumnos para el estudio del dlgebra, reveldndola como un instrumento
poderoso que nos puede servir tanto en decisiones practicas como en el goce intelectual
que produce descubrir relaciones y conexiones inesperadas.
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SE HACE CAMINO AL ANDAR
Paving the Way

Tomads Ortega
Universidad de Valladolid

RESUMEN

En este capitulo se describe el camino que la Dra. Castro ha abierto para la Did4ctica de la
Matemadtica a través de su participacion en la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion
Matematica (SEIEM). Comenz6 a trazar este camino alld por el afio 1996 con la creacion de
esa Sociedad y, desde entonces, ha participado en todos los simposios de la Sociedad de forma
destacada. El primero de ellos se celebré en Zamora (Universidad de Salamanca), en el ya lejano
1997, y, pasando por otras 14 universidades, el dltimo se celebré en Baeza (Universidad de
Jaén) el pasado afio 2012. En este documento se describe su participacion en todos los niveles
del simposio y sus aportaciones cientificas, pero siempre de forma incompleta porque a buen
seguro que faltard por registrar su inmensa aportacién humana.
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ABSTRACT

This chapter describes the road Dr. Castro has paved in the Teaching of Mathematics through
her participation in the Spanish Society for Research in Mathematics Education (SEIEM). The
road was begun in 1996 with the birth of this Society and she has taken an active part in all of
the Symposia: the first was held in Zamora, Spain (University of Salamanca) in 1997; fourteen
universities later, the latest took place in Baeza, Spain (University of Jaén) in 2012. Her par-
ticipation at all levels of the symposia as well as her scientific contributions will be dealt with
here, but the true scope of her contribution must also take into account the human dimension.
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CONSTITUCION

Las inquietudes investigadoras de la Dra. Castro y su preocupacion por abrir camino
a la investigacién en Didactica de la Matematica (DM), especialmente en la formacion
de maestros, datan desde muy atrds y, sin duda, una de las primeras aportaciones como
servicio a la investigacion fue su participacién en la fundacién de la propia Sociedad
Espaiiola de Investigacién en Educacion Matematica (SEIEM). Su trabajo e ilusién por
crear esta Sociedad, junto con otros compaiieros investigadores, estuvo presente en las
jornadas de trabajo que transcurrieron en el Centro de Desarrollo Curricular del Minis-
terio de Educacién y Ciencia (Madrid) en marzo de 1996. En estas jornadas se propuso
el nombre de la Sociedad, se creé su reglamento, se organizaron sus grupos de investi-
gacion y se eligid a la primera Junta Directiva. El 12 de marzo, los 34 investigadores en
DM presentes, entre ellos la Dra. Castro, firman el acta de constitucién de la SEIEM.

La primera Junta Directiva tuvo que trabajar duro para poner en marcha la Socie-
dad y, entre otras acciones, destaco la creacion de los estatutos y la legalizacion de la
Sociedad, hecho que ocurrié en el 4/10/1996, y en el documento firmado y sellado por
el Ministerio del Interior también esta registrada la firma de la Dra. Castro. ;Y ahora
qué? La SEIEM ya tiene su Sociedad y se piensa que la mejor forma de potenciar la
actividad investigadora en Espaiia es hacerla piblica. Con esta voluntad de servicio se
crean los simposios nacionales como foros de comunicacion, intercambio y fomento
de la investigacién en DM con una periodicidad anual.

El primer simposio (I SEIEM) se celebré en Zamora (Universidad de Salamanca),
participaron 60 investigadores de 25 universidades. La Dra. Castro ha asistido a casi
todos (16 en total) y su participacion y aportaciones han sido destacadas en los tres
niveles de participacién: comunicaciones en los grupos, comunicaciones generales y
ponencias en los seminarios de investigacion como invitada por el Comité Cientifico.
Asimismo, ha ejercido responsabilidades de gestién como vocal y secretaria de la Junta
Directiva, ha formado parte de los Comités Cientificos de tres Simposios, Coordinadora
del primer seminario de investigacion del VI SEIEM, Directora del Comité local del VII
y Editora de las actas de este simposio, Coeditora de las actas del VIII, ha colaborado
en la edicién de los boletines y también como referee de comunicaciones generales.

COMUNICACIONES EN EL GRUPO DE PNA

En el IX SEIEM (Cérdoba, 2005) es coautora de: El pensamiento multiplicativo en
los primeros niveles una investigacion en curso. Muestran resultados sobre el desarro-
llo del pensamiento multiplicativo en nifios de tercer curso de Educacién Infantil (EI)
(5 aios). Para explorar este tipo de pensamiento crean la situacidon de una rana que va
saltando de una a otra en un camino de 12 piedras. Observan que los alumnos subiti-
zan los saltos de 2 en 2 y de 3 en 3 piedras; si son de 4 en 4 alternan con conteos y si
son saltos de 6 en 6 piedras siempre cuentan. En las tareas sobre mds saltos de menor
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longitud, y viceversa, hay gran variedad de respuestas que reflejan diferentes razona-
mientos relacionales, les cuesta razonar directamente y para ellos son mas dificiles que
las anteriores. No representan las situaciones planteadas, rehusaron el uso del 14piz y
sOlo usaron plastilina tras varias indicaciones.

En el XI SEIEM (La Laguna, 2007) es coautora de: Razonamiento inductivo (RI)
en un aula de formacion de maestros. En este documento, describen cémo tratan de
obtener informacién sobre la capacidad que muestran estudiantes para maestros de
Educacién Primaria (EP) a la hora de resolver tareas para las que precisan utilizar
RI. Asimismo, contrastan la mejora formativa que produce en ellos la realizacién de
algunas tareas en las que han tenido que aplicar razonamiento inductivo. Tras aplicar
un pre-test y un pos-test y analizar los resultados concluyen que el RI de estos estu-
diantes es deficiente y que con la instruccion recibida han mejorado poco. Ademds,
han detectado numerosas dificultades en los razonamientos inductivos y sugieren que
se hagan traslaciones entre distintos tipos de representacion, procurando que se utilice
un vocabulario correcto.

En el XII SEIEM (Santander, 2008) es coautora de: Cuaderno de trabajo sobre
razonamiento inductivo para profesores de primaria en formacion. Tratan de describir
y caracterizar el RI de 32 profesores de EP en formacion. Consideran una metodologia
de disefio y han elaborado un cuaderno de trabajo para que lo utilicen los alumnos de
forma individual. S6lo presentan una primera aproximacién de un anélisis general, pero
han comprobado que el programa NVIVO es una buena herramienta para analizar el
contenido de los cuadernos, que estan presentes todos los sistemas de representacion y
que entre los pasos del RI predominan trabajos con casos particulares.

En el XV SEIEM (Ciudad Real, 2011) es coautora de: Pensamiento multiplicativo en
los primeros niveles. Una tesis en marcha. Tratan de obtener evidencias de pensamiento
multiplicativo y relacional en nifios de entre 4 y 6 afios, en un contexto de resolucién
de problemas (RP) de divisién que no puedan ser resueltos mediante un reparto, y el
planteamiento de cuestiones sobre proporcionalidad asociadas a dichos problemas.
El andlisis de los datos aport6 informacién sobre qué hacen los nifios, cémo lo hacen
(logros alcanzados y estrategias utilizadas) y qué dicen (argumentaciones y verbaliza-
ciones realizadas). También en el XV SEIEM es coautora de: Errores en la traduccion
de enunciados algebraicos en la construccion de un dominé algebraico. Presentan un
andlisis de los datos aportados por 26 alumnos de 4° de ESO para determinar su capa-
cidad para traducir y relacionar enunciados algebraicos presentados en los sistemas de
representacion simbdlico y verbal. Se disefié un domind algebraico especifico para esta
investigacion, y se propuso su posterior uso en un torneo entre los alumnos. Presentan
un andlisis de los errores cometidos en las traducciones y afirman que la mayoria de
ellos son causados al traducir la expresién verbal.
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COMUNICACIONES GENERALES

En el I SEIEM (Zamora, 1997), la Dra. Castro es coautora de: Problemas aritmé-
ticos compuestos de dos relaciones. Aqui describen una investigacion general sobre
problemas aritméticos basada en la tipologia numérica, en la estructura, en las etapas y
en los procesos, y otra mds especifica sobre los problemas de estructura aditiva de dos
etapas para los que consideran: categorias de estructura semantica de cambio, categorias
de comparacién y de igualacién, categorias de relaciones de aumento/disminucién, y
categorias de la forma de enlace entre las dos relaciones y la cantidad desconocida.

En el VIII SEIEM (A Coruiia, 2004) es coautora de: RI de 12 alumnos de secundaria
en la resolucion de un problema matemdtico. Presentan el andlisis del RI de 12 estudian-
tes de ESO ante un problema de geometria que consiste en determinar cudntas regiones
del plano determinan n rectas sin que haya paralelas. Crean un sistema de categorias
ad hoc para organizar los datos aportados por los alumnos y para analizar: la compren-
sién del enunciado, el trabajo de casos particulares, la formulacién de conjeturas, su
validacion, y la justificacién. Constatan que para que los alumnos hagan conjeturas,
erréneas o no, son necesarias muchas intervenciones del profesor y consideran que es
conveniente buscar lo antes posible el patrén implicito.

En el IX SEIEM (Cérdoba, 2005) es coautora de: Trabajo con igualdades numé-
ricas para promover pensamiento relacional. Con un disefio de investigacion dirigido
por una conjetura en la que no se fijan hipétesis, la investigacion se desarrolla segiin va
evolucionando la conjetura sobre la comprension del significado del signo igual. Trabajan
con 18 alumnos de tercer grado de un colegio ptiblico de Sacramento (California), en el
que ya habfan detectado que estos alumnos tenfan una comprensiéon muy limitada del
significado del signo igual. Suponen que, en general, dichas dificultades no son atribui-
bles a falta de capacidad debida a su edad, y conjeturan que con un trabajo sistemético
y ordenado con igualdades numéricas estos escolares lograrian una mejor comprension
del signo igual y desarrollarian el pensamiento relacional como estrategia para resolver
igualdades numéricas. Realizan una experimentacion durante cinco semanas y tras el
andlisis de los datos confirman la conjetura relativa a la capacidad y concluyen que el
desarrollado de pensamiento relacional permite una mejor comprension semdntica de
la aritmética.

En el XI SEIEM (La Laguna, 2007) es coautora de: Ansiedad matemdtica de los
alumnos que ingresan en la universidad de Granada. Aqui describen un andlisis de
los niveles de ansiedad matemadtica en 856 alumnos que accedieron a la Universidad
de Granada al enfrentase a tareas matemadticas. Se ha utilizado la escala de ansiedad
matemadtica de Fennema-Sherman, de manera global y en las agrupaciones de los alum-
nos por sexo y por las ramas de conocimiento de sus titulaciones (50 pertenecientes
a Ciencias de la Salud (CS), 149 a Ciencias Experimentales (CE), 339 a Ensefianzas
Técnicas (ET) y 347 a Ciencias Sociales (CSo)). Del andlisis de los datos infieren: que
los sujetos de la muestra presentan un nivel de ansiedad hacia las matematicas por
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debajo del considerado «valor neutro»; que se detectan diferencias significativas entre
hombres y mujeres, presentando éstas un mayor nivel de ansiedad; que existen diferen-
cias significativas entre los alumnos de ET y CS, por una parte, y entre ET y CSo, por
otra; que los alumnos de ET son los tGnicos con un nivel de ansiedad por debajo de la
media estdndar; que entre los hombres no se detectan diferencias significativas pero si
entre las mujeres de los diferentes bloques de titulaciones. También en el XI SEIEM es
coautora de: Patrones, generalizacion y estrategias inductivas de estudiantes de 3° y 4°
de la ESO en el problema de las baldosas. Describen los patrones y la generalizacién
que llevan a cabo 359 estudiantes de 3° y 4° de ESO en la resolucion del «problema de
las baldosas» (Determinar cudntas baldosas grises son necesarias para rodear con ellas a
1320 baldosas blancas). Prestan especial atencion a los tipos de patrones identificados, a
la forma en que los estudiantes expresan la generalizacién y, mediante la descripcion de
las estrategias inductivas, describen algunas caracteristicas de generalizacién referentes
a los elementos y a los sistemas de representacion utilizados. En la investigacion se
descubre que, a pesar de que el enunciado se expresa graficamente, la mayor parte de
los alumnos que hacen generalizaciones trabajan previamente en el sistema de repre-
sentacion numérico; que para estos estudiantes es muy relevante la identificacién de
patrones; que descubren la mayoria de estos patrones. Por otra parte, la gran variedad de
patrones identificados a partir de la representacion grafica implica que la visualizacién
es un factor importante en las actividades de ESO.

Figura 1. Fotografia del simposio de Badajoz
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En el XII SEIEM (Badajoz, 2008) es coautora de: Descripcion de la generaliza-
cion de estudiantes de 3°y 4° de ESO en la RP que involucran sucesiones lineales y
cuadrdticas. Aqui las autoras describen cémo los alumnos de estos niveles educativos
realizan conjeturas y presentan generalizaciones en la resolucién de sucesiones lineales
y cuadréticas. Para ello tratan de descubrir aspectos relativos al RI que estdn implicitos
en las estrategias que utilizan para describir los procesos constructivos de las sucesio-
nes. Analizan los trabajos de 359 alumnos de 3°y 4° de ESO, y este andlisis les lleva a
formular que son escasos los estudiantes que utilizan la generalizacién y que éste es el
unico paso de RI en el que encuentran diferencias, que aplican numerosas estrategias
inductivas, que la mayor parte de los escasos alumnos que llegan a la generalizacion
utilizan el sistema numérico de representacién y que sélo utilizan representaciones
gréficas cuando éstas estdn implicitas en los enunciados de las actividades.

En el XIII SEIEM (Santander, 2009), es coautora de: Un estudio de casos sobre el
proceso de generalizacion. Esta investigacion es parte de una mds amplia en la que se
analizan los procesos de generalizacién de dos estudiantes para maestros de EP (Fy M)
cuando trabajan con expresiones aritméticas que requieren ser generalizadas. Propusie-
ron cuatro tareas numéricas para que F y M escribieran enunciados que generalizaran
las situaciones descritas en cada tarea. Para su andlisis hicieron una adaptacién de las
taxonomias de Ellis. Observaron que ambos alumnos tuvieron poca dificultad para des-
cribir el patrén de forma verbal, pero si para describirle de forma algebraica. El alumno
M construy6 més del doble de enunciados que el F, identificé numerosas relaciones dife-
rentes a las consideradas en el disefio de la tarea y cred enunciados en las subcategorias
de similitud de situaciones, objetos o representaciones y también en la de estrategia o
procedimiento. También en este simposio es coautora de: Actuaciones de maestros en
formacion en la RP en proporcionalidad directa. Aqui presentan los resultados sobre
la aplicacién de razonamiento proporcional por un grupo de 76 alumnos de EP de la
Universidad de Granada al tratar resolver problemas de proporcionalidad directa. Para
analizar las actuaciones del grupo crearon subgrupos jerarquizados de categorias: para
describir el razonamiento proporcional, para la comprensién del concepto de proporcio-
nalidad, para estrategias especificas y tipos de errores, para tratar de identificar los tipos
de conocimientos procedimentales aplicados a las actividades propuestas. Descubren
el predominio de un razonamiento pre-proporcional (influenciado por procedimientos
algoritmicos relacionados con otros objetos ajenos al de razén), observan que hay una
separacién entre la representacion simbolica y el significado de fraccién como razén.
No reconocen al operador escalar de la proporcionalidad (relacién funcional entre can-
tidades) y prevalecen conocimientos procedimentales sobre el reconocimiento de las
propiedades estructurales de una proporcion.

En el XIV SEIEM (Lérida, 2010) es coautora de: Conocimiento aritmético infor-
mal puesto de manifiesto por una pareja de alumnos (6-7 arios) sobre la invencion y
RP. Aqui describen cémo tratan de averiguar el conocimiento informal que tienen dos
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nifios de 6-7 afios sobre el planteamiento y RP mediante entrevistas clinicas. Con ellas
descubren que este conocimiento informal se manifiesta muy rico y variado. Uno de los
nifios exige realizar una accidn escrita, pero no requiere esta exigencia en su problema
inventado. El segundo nifio tiene una concepcién mds amplia de problema, no reducida
al campo matematico, y para €l el uso de los nimeros facilita la resolucién, pero no son
imprescindibles. También descubren que ambos nifios creen que debe haber una pre-
gunta, pero ni en el enunciado ni en la solucién (simple o multiple) requieren nimeros.
Finalmente, explican racionalmente los resultados de los problemas en relacién con el
contexto.

En el XV SEIEM (Ciudad Real, 2011), es coautora de: Invencion de problemas y
tipificacion de problema «dificil» por alumnos de EP. Aqui presentan un estudio reali-
zado con 27 alumnos de todos los cursos de EP. A estos alumnos se los encomendé que
inventaran un problema dificil para que lo resolviera un compaiiero y que explicaran lo
que entienden por problema dificil. En todos los cursos, salvo en primero, casi todos los
alumnos hacen una propuesta coherente, lo que indica que conocen los elementos de
un problema. Los problemas simples y de estructura aditiva de los primeros cursos van
dando paso a problemas compuestos de estructura multiplicativa y las formulaciones
les permiten conjeturar que la estructura de cambiol es la mas utilizada en las aulas,
le sigue la de cambio?2 y la de combinaciénl. Por otra parte, la dificultad del problema
depende del concepto matematico asociado. También en este simposio es coautora de:
Avances de un experimento de enseiianza sobre la razon y la proporcionalidad con
futuros maestros de primaria. Aqui, las autoras describen los avances de un experi-
mento de ensefianza sobre el desarrollo del conocimiento del profesor disefiado con
doble propdsito: analizar las nociones iniciales que manifiestan los futuros maestros
de EP sobre algunos componentes de la razén y la proporcionalidad, y estudiar cémo
promover la comprensién de los mismos. Con esta experimentacion las investigado-
ras detectan cémo interpretan los alumnos la expresion «3 es a 2», descubren que a
partir de los elementos de la razén se infiere el total de elementos comparados y la
evolucidén de los alumnos en la interpretacién y manifestaciones. Asimismo, en el XV
SEIEM, es coautora de: Estudio exploratorio sobre el sentido estructural en tareas de
simplificacion de fracciones algebraicas. Aqui analizaron el sentido estructural que
manifiestan estudiantes de entre 16 y18 afios al trabajar con expresiones algebraicas en
el contexto de la simplificacién de fracciones algebraicas que involucran las igualdades
notables y la propiedad sacar factor comun. Los descriptores de Hoch y Dreyfus les
permitid: reconocer una estructura familiar en su forma mds simple, tratar un término
compuesto como una Unica entidad, reconocer una estructura familiar en una forma
mds compleja, y elegir manipulaciones apropiadas para mejorar el uso de una estruc-
tura. La identificacion y clasificacion de las estrategias empleadas por los estudiantes
les permiti6 diferenciar los tres modos de actuacién que evidencian diferentes niveles
de sentido estructural.
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PONENTE EN LOS SEMINARIOS COMO INVITADA

En el Il SEIEM (Valladolid, 1999) present6: Exploracion de patrones numéricos
mediante configuraciones puntuales. Su intervencion se basé en su tesis doctoral (defen-
dida en el curso 1994-95), es una de las primeras tesis que se realizaron integramente en
DMy, por tanto, fue pionera en Espafia y sirvié de modelo para muchos trabajos que se
realizaron en el drea después. En la ponencia describié cémo desarrollaban los alumnos
exploraciones sobre sucesiones y su capacidad para descubrir su estructura utilizando
material estructurado especifico. Los alumnos trabajaron con configuraciones puntua-
les, expresiones numéricas usuales y desarrollos aritméticos. La Dra. Castro utiliz6 un
marco metodolégico de integracién combinando investigacién accién con un andlisis
estadistico de los datos, y considerd que las representaciones graficas juegan un papel
destacado en la interpretacion y descubrimiento de patrones numeéricos. Elaboré material
curricular extraordinario para trabajar con alumnos de 7° y 8° de Educacién General
Basica y tres grupos de categorias para analizar la interaccién didéctica, el contenido
matemadtico y la comprensién de contenido. Estas categorias han sido utilizadas por
varios investigadores, y han inspirado a otros muchos en cémo construir categorias de
andlisis ad hoc y cdmo aplicarlas.

Figura 2. Fotografia del simposio de Ciudad Real

Enel XV SEIEM (Baeza, 2012) presentd: Dificultades en el aprendizaje del dlgebra
escolar. En esta ponencia considera que las dificultades y obstaculos en el aprendizaje
del adlgebra pueden ser clasificadas en tres tipos (las intrinsecas al objeto, otras inhe-
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rentes al propio sujeto y otras que son consecuencia, involuntaria quiza, de las técnicas
de ensefianza). Desde dicha asuncién reflexiona sobre las dificultades que presentan
los estudiantes en el aprendizaje del dlgebra en relacién con el objeto y focaliza su
interés en dos vias: dlgebra como generalizacién de la aritmética y dlgebra como len-
guaje. Expone ejemplos ilustrativos de las investigaciones realizadas y se centra en las
diferentes dificultades que muestran los estudiantes en sus aprendizajes algebraicos,
achacables a lo peculiar de esta materia. Por otra parte, considera que, a pesar de las
innumerables investigaciones, las dificultades siguen persistiendo y, por tanto, hay
que seguir investigando para comprender cdmo los alumnos construyen conceptos y
aprenden procedimientos complejos, para sugerir actividades de docencia que fomenten
las conexiones y que lleven a la comprension de conceptos para impulsar un mayor
rendimiento de los estudiantes.

SINOPSIS

Un rasgo fundamental de toda la investigacion presentada en la SEIEM es que en
todas sus experimentaciones utiliza unos contenidos matematicos muy sencillos, sin
grandes alardes, pero muy bien seleccionados, se han usado con precisién y con ellos
ha conseguido analizar los objetivos fijados en cada investigacién. Una caracteristica
de sus trabajos es la construccién de categorias de andlisis ad hoc o bien la modifica-
cion de algtiin marco para que se pueda aplicar con mayor éxito a la problematica que
se investiga en cada caso. También quiero destacar la cantidad de antecedentes que ha
tenido en cuenta en todos y cada uno de los trabajos de investigacion presentados. En
suma, sus investigaciones estdn bien fundamentadas, y la misma observacion es valida
para los marcos tedricos y metodolégicos considerados. Termino esta exposicion desta-
cando su servicio a la investigacién con mdltiples aportaciones de calidad que han sido
generadoras de conocimiento, su apoyo eficaz a jovenes investigadores, su estupenda
labor como docente y también, por qué no, su abnegacién como madre de cinco hijos
estupendos, ahora, abuela de unos nietos no menos maravillosos y, siempre, poniendo
en valor el dicho:

«Detrds de un gran hombre siempre hay una gran mujer».
«Caminante, son tus huellas el camino y nada mds».

Se han utilizado las actas de los siguientes SEIEM: Zamora, Valladolid, A Coruiia,
Cérdoba, La Laguna, Badajoz, Santander, Lleida, Ciudad Real, Baeza. http://www.
seiem.es/publicaciones/actas.htm
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RESUMEN

Los cambios curriculares en el sistema educativo espaiiol en las dltimas décadas han
implicado variaciones en los programas de las matemadticas escolares, con las consiguientes
modificaciones en objetivos, contenidos, metodologia y criterios de evaluacion. Los programas
establecidos por las Nuevas Orientaciones, derivadas de la Ley General de Educacién (1970),
introdujeron el estudio de la teoria de conjuntos y de las estructuras matemadticas, con aparente
abandono de la aritmética. A mediados de la década de los 70 pareci6 necesario evaluar el rendi-
miento aritmético escolar de los estudiantes que cursaban los nuevos programas, para valorar su
eficacia respecto al aprendizaje de la aritmética. Este trabajo describe el estudio que la profesora
Encarnacién Castro llevé a cabo en el curso 1974-1975, enfocado como una investigacion sobre
cambio curricular.

Palabras clave: Cambio curricular; Educacién obligatoria; Pruebas diagndsticas; Rendi-
miento aritmético escolar.

ABSTRACT

Curricular changes in the Spanish educational system in the last decades have involved
modifications in school mathematics programs, with consequent changes in objectives, content,
methodology and evaluation criteria. The programs established by the Nuevas Orientaciones,
derived from the Ley General de Educacion (1970), initiated the study of set theory and mathe-
matical structures with apparent abandonment of arithmetic. In the mid-70s seemed necessary
to evaluate school arithmetic performance of students carrying out the new programs to assess
its effectiveness for the learning of arithmetic. This chapter describes the study of Professor
Encarnacion Castro that she conducted during the academic course 1974-1975, as a research
focused on curricular change.

Keywords: Arithmetic performance; Compulsory education; Curricular change; Tests.
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PRESENTACION

La nocién de cambio ocupa un lugar importante en el estudio de las reformas
educativas. «El estudio del pasado en el presente supone situar interrupciones, dis-
continuidades y rupturas en la vida institucional» (Popkewitz, 1994, p. 27). El cambio
educativo encuentra en las reformas curriculares un cauce epistemoldgicamente sélido,
institucionalmente coherente y estructuralmente organizado. La nocién de cambio ha
devenido importante en los estudios sobre el curriculo de matematicas.

La conceptualizacién dindmica del curriculo de matemadticas, como estructura
sometida a un conjunto de fuerzas que desencadenan procesos de cambio, fue acometida
durante la década de 1970. Howson, Keitel y Kilpatrick (1981) mostraron las fuerzas
que inciden y las barreras que se oponen al cambio curricular en matematicas, junto
con las estrategias usuales para su gestién. Teorizaron y ubicaron su fundamento en la
investigacion, describieron su difusién mediante la innovacion, presentaron diversos
métodos puestos en préctica y los criterios para su evaluacion.

La interpretacion dindmica del curriculo de matematicas la hemos presentado y
ejemplificado en otros trabajos que estudian los cambios curriculares acaecidos en
Espafia en el periodo 1945-2010. Manejamos tres niveles distintos de categorias de
reflexion curricular: las finalidades educativas establecidas que orientan el cambio; las
estructuras legales y normativas que lo regulan; y, las componentes curriculares que lo
concretan en relacién con el contenido matematico, el trabajo de los alumnos y la acti-
vidad de los profesores (Diez, 2011; Rico, Diez, Castro y Lupidfiez, 2011). El estudio
que aqui se presenta muestra la pertinencia que tuvo evaluar el rendimiento aritmético
escolar para conocer el alcance de un cambio curricular a mediados de la década de 1970.

Habilidades de calculo en los Programas Renovados

Las Nuevas Orientaciones para la educacion obligatoria (Ministerio de Educacién
y Ciencia, 1970), establecieron el marco para la ensefianza de la matemadtica escolar
durante la década de 1970 en Espafia. Este documento caracterizé el cambio educativo
que ocurri6 en Espafia durante estos afios, algunas de cuyas ideas se resumen en la
Tabla 1.

Una de las cuestiones debatidas durante la implantacién de esta reforma fue la
conveniencia de iniciar a los escolares durante la educacién obligatoria en los conceptos
de la teorfa de conjuntos y las estructuras algebraicas. Responsables educativos de los
afios 70 estuvieron preocupados por la pérdida de habilidades aritméticas en el periodo
de educacién obligatoria e intentaron contrarrestarla. Un argumento reiteradamente uti-
lizado atribuy6 el deterioro no deseado del conocimiento sobre aritmética y habilidades
de célculo de los estudiantes, al tiempo y el trabajo dedicados a estudiar los nuevos
contenidos en detrimento de los habituales (Rico, 1979).
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Tabla 1. Descriptores del cambio curricular en matemdticas

Matemaiticas en los Programas Renovados de la Ley General de Educacién

Objetivos especificos

Adquirir y lograr las capacidades y desarrollar la intuicién espacial; representacion grafica y cons-
truccién pléstica; adquirir el vocabulario matematico basico; lograr mecanismos de cdlculo operatorio;
automatizar el razonamiento 16gico; desarrollar agilidad de calculo mental; crear estructuras formales;
plantear situaciones problemadticas; interpretar funciones y tablas; leer y expresar datos cuantitativos.

Contenidos

Conjuntos, operaciones y relaciones; Naturales: SDN, operaciones, problemas; Aplicaciones y fun-
ciones; Geometria del plano y del espacio; Angulos, circulos y poligonos; Medidas: longitud y superficie;
Divisibilidad; Movimientos en el plano; Igualdad de figuras; Numeros racionales y decimales, Estruc-
tura; Segmentos y dngulos generales; Area de figuras planas, Volumen; Ntimeros enteros; Funciones de
variable entera, graficas, ecuaciones; Proporcionalidad de magnitudes; Aritmética comercial; Semejanza;
Polinomios; Ecuacién de segundo grado; Iniciacién a la estadistica.

Rendimiento aritmético escolar

Por rendimiento aritmético escolar entendemos el resultado final de la evaluacién
practica del conocimiento aritmético alcanzado por grupos de escolares, evaluacién
llevada a cabo con unos instrumentos que deben responder a los objetivos de aprendi-
zaje propuestos.

Los estudios sobre rendimiento tienen como finalidad establecer la eficacia de la insti-
tucion escolar, corregir los defectos detectados en el proceso de ensefianza y aprendizaje;
también permitir la comparacion entre grupos por su dominio del conocimiento aritmético.
Rendimiento aritmético es un valor que expresa la eficacia en el logro de la formacion
aritmética esperada para los escolares en una institucion educativa. La determinacién del
rendimiento, en t€érminos generales, se hace mediante los valores que grupos de escolares

obtienen como resultado de las respuestas que dan a los tests y pruebas estandarizadas.
(Diez, 2011, pp. 65-66)

EL ESTUDIO

El estudio que aqui se presenta es la revision de una investigacion sobre rendimiento
aritmético escolar de estudiantes que cursaron los Programas Renovados, establecidos
por la Ley General de Educacion (LGE) (Ministerio de Educacién y Ciencia [MEC],
1970). El supuesto de partida consideraba que estos estudiantes habian disminuido sus
conocimientos sobre aritmética y, en consecuencia, su rendimiento aritmético escolar.

Contexto del estudio y problema planteado

El estudio de la profesora Castro se realizé en el curso 1974-1975 y se presenté como
Tesina de Licenciatura en Matematicas, en junio de 1975, con el titulo de El Cdlculo
Aritmético en la EGB. El problema que abord¢ este estudio trataba de dar respuesta a
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la siguiente cuestion: «el escolar, hoy dia, ;ha mejorado sus capacidades de calculo?»
(Castro, 1975, pp. 3-4).

Instrumento para recogida de informacion

Para llevar a cabo la comparacién entre el rendimiento aritmético de los escolares
que cursaron la educacién obligatoria antes de 1970 con un grupo de escolares que
la cursaron con posterioridad a esa fecha, se escogio el Test de habilidad de cdlculo
aritmético de Ballard. Se trata de un test psicométrico de base estructurada. Valora la
instruccién aritmética y consta de 100 items de cdlculo aritmético, de respuesta abierta.
La adaptacion del test de Ballard a las condiciones espaiiolas en la década de 1950 fue
efectuada por el profesor Garcia Hoz (1973).

Los expertos reconocen varias ventajas a la hora de seleccionar un test ya publicado
para una investigacion. Los tests son objetivos; han sido ensayados en pruebas piloto y
refinados; estan estandarizados para una muestra conocida, que representa una poblacién
mas amplia; tienen fiabilidad y validez conocidas; suelen ser pruebas paramétricas, que
permiten célculos estadisticos avanzados; se acompaiian de instrucciones detalladas
para su administracién; son directos y rdpidos, tanto para su administracién como para
su correccidon (Cohen, Manion y Morrison, 2000, pp. 319-320). La utilidad de elegir
este test provino del hecho de contar con aplicaciones del mismo en fechas anteriores
a 1970, por lo cual se podian contrastar datos previos de las aplicaciones del test de
Ballard con nuevos datos obtenidos en aplicaciones posteriores (Diez, 2001, pp. 16-17).

Dominio que se evalia

Atendiendo a sus contenidos curriculares, los items del test se pueden clasificar
en tres bloques temadticos generales, que delimitan el dominio: (a) nimeros naturales:
operaciones y relaciones, (b) niimeros racionales y decimales: operaciones y relaciones,
y (¢) magnitudes: unidades y operaciones.

Objetivos, variables e hipotesis del estudio

Los objetivos propuestos para el estudio fueron:

1° Baremar el test de habilidad de célculo aritmético de Ballard, adaptdndolo a la realidad
del curriculo de la Educacién General Bésica.

2° Determinar si se incrementa el nimero de items resueltos en general por la poblacién
escolar, o bien existe variabilidad significativa entre centros. Es decir, observar si las
habilidades operatorias se incrementan y maduran con cierta regularidad.

3° Estudiar el influjo de la estructura de la poblacién escolar en los resultados.

4° Iniciar a los matemadticos espafioles en la investigaciéon educativa, valorando asi la
investigacion en Did4ctica de la matematica en Espaiia. (Castro, 1975, pp. 18-19)

Las variables independientes que se controlan son: curso, sexo y centro. Entre las
hipétesis establecidas, destacan las siguientes:
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Dada la diferente estructura del alumnado en el afio en que se baremd la prueba, 1950,
y el aflo en que se replica, 1975, cabe esperar:

Al ser la primera etapa de bésica similar a los correspondientes antiguos cursos de la
enseflanza primaria, los resultados de la actual baremacién no se diferenciaran significati-
vamente de los iniciales. La discrepancia no podr4 atribuirse al alumnado ni al resto de los
factores contemplados, sino a la diferente metodologia y contenidos entre ambos curriculos.

Al ser los cursos 6°, 7°y 8° de Enseflanza Primaria resultado de una seleccidn negativa
de alumnos, su dominio de calculo debiera ser menor que el de los escolares de los mismos
cursos en la EGB, ensefianza tinica y no segregada.

La hipétesis alternativa de la anterior afirma que la diferencia de resultados tiene que
ser debida a la variable independiente contenidos del aprendizaje matemadtico. (Castro,
1975, pp. 23-24)

Por cada alumno se considera su rendimiento aritmético o porcentaje de items
resueltos correctos.

Muestra. Implementacion de la prueba

La muestra escogida en el curso 1974-1975 constaba de 2067 alumnos, procedentes
de diez centros de EGB de Granada y provincia, escogidos por disponibilidad. Se tuvo
en cuenta una gama variada que comprendia centros publicos y privados, de poblacio-
nes pequeiias, medianas y grandes, con unidades masculinas y femeninas, de ambiente
residencial, popular y rural, con niveles de exigencia altos, medianos y bajos. La Tabla

2 presenta las caracterfsticas de la muestra.

Tabla 2. Composicion de la muestra en la aplicacion del curso 1974-1975

3° curso 4° curso 5° curso 6° curso 7° curso 8° curso
Femenino
165 171 171 163 143 192
Masculino
195 177 180 186 170 156

Recogida y organizacion de datos

La prueba se presentd impresa a doble folio: la primera cara dedicada a la presenta-
cidn e instrucciones, las otras tres a los items (Castro, 1975, pp. 28-29). Para estudiar la
homogeneidad entre centros y entre cursos, se calculd la media de respuestas correctas
y la desviacién tipica en cada uno de los grupos. Se obtienen tres datos basicos para
cada uno de ellos: N (nimero de alumnos), X (media del rendimiento en cada grupo)
y s (desviacidn tipica), que se reflejan en la Tabla 3.



40 INVESTIGACION EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA

Tabla 3. Pardmetros normales obtenidos en la aplicacion del test Ballard

Curso N Media Desviacion
3°EGB 360 11,05 5,48
4° EGB 348 19,99 9,07
5°EGB 351 23,95 8,97
6° EGB 349 33,26 10,79
7° EGB 313 43.47 12,49
8°EGB 348 57,18 16,59

Total 2069 31,152 18,974

La fiabilidad obtenida en esta aplicacion del test de habilidad de cédlculo aritmético
fue: a =0,95.

Homogeneidad de la muestra

Se contrastan dos hipétesis de homogeneidad, una relativa a la homogeneidad de
la muestra, cuando se consideran los alumnos agrupados por niveles y, otra, relativa
a la homogeneidad de la muestra cuando los alumnos se agrupan por centros. Hechos
los correspondientes célculos para un nivel de confianza del 5%, se obtiene que no hay
diferencias entre los centros y si las hay entre cada dos niveles escolares consecutivos.
Los centros se comportan como muestras que provienen de una misma poblacién,
mientras que la prueba discrimina por niveles (Castro, 1975, pp. 30-38).

Comparacion con los datos obtenidos en 1950

Para verificar la hipétesis enunciada y dar respuesta a la cuestion inicial relativa a
la disminucién del rendimiento aritmético de los escolares que cursaban la EGB res-
pecto de los estudiantes de 1950, se procede a estudiar la homogeneidad de los nuevos
datos con los obtenido por Ferndndez Huertas (1950), nivel a nivel y globalmente. Las
comparaciones muestran que si hay diferencias significativas entre ambas poblaciones,
diferencias que se identifican en los cursos 3°, 4°, 5° y 6°, mientras que no se detectan
tales diferencias en los cursos de 7°y 8° (Castro, 1975, pp. 39-40).

CONCLUSIONES

Sobre los objetivos propios del estudio, la profesora Castro presenta las siguientes
conclusiones. Con las reservas propias derivadas de la eleccion de la muestra, 1a homo-
geneidad de los 10 centros que participaron en el estudio los resultados muestran que
las variables sexo, tipo de centro y nivel sociocultural no tienen influencia estadistica-
mente medible. Los distintos grupos se pueden considerar, a los efectos de este estudio,
como muestras provenientes de una misma poblacion. El test de Ballard-Garcia Hoz
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es un instrumento de diagndstico escolar vélido, independientemente de las variables
mencionadas, que no se evidencian en la prueba en cuanto tal.

Los distintos niveles son significativamente diferentes. Se confirma asf una de las
conjeturas iniciales «la edad escolar (cronoldgica) funciona como un factor que da
congruencia y continuidad al aprendizaje (...) podemos pues describir conductas por
niveles» (Castro, 1975, p. 48).

Las conclusiones comparativas ponen de manifiesto que si hay diferencias signifi-
cativas entre las poblaciones de los niveles 3°, 4°, 5° y 6° al comparar los estudiantes de
1950 con los de 1975 a un nivel de confianza del 5%. Como las medias de la poblacién
de 1975 son superiores a las de 1950, los autores afirman que los escolares de los niveles
3°a 6° de la EGB han mostrado mayor capacidad para responder a esta prueba que los
alumnos que la respondieron hace 25 afos.

Sin embargo, comprueba que los escolares de 7° y 8° no obtienen resultados signi-
ficativamente diferentes de los de 1950. Se puede concluir que no ha habido pérdida en
el nivel del rendimiento en célculo aritmético en la segunda etapa, ain cuando pueden
hacerse diferentes matizaciones.

Concluye que «no es en absoluto cierto que hoy dia nuestros escolares calculen
peor. Otro problema distinto es que hagan mds o menos ejercicios, o bien que estos los
hagan con mayor o menor rapidez» (Castro, 1975, pp. 50-51).

Independientemente de su valor intrinseco como informe de investigacion, el trabajo
sobre célculo aritmético realizado por la profesora Castro para evaluar el rendimiento
aritmético escolar de los estudiantes que cursaban la EGB en 1975y, al mismo tiempo,
comparar este rendimiento con el de los escolares de los mismos niveles que cursaban
la Educacion Obligatoria en 1950, tiene otra significaciéon como trabajo pionero de
investigacion en Did4ctica de la matematica en Espafia, que se expresa en el 4° objetivo
del estudio.

Esta investigacion es la primera que se presenta en la Universidad de Granada,
como trabajo final para obtener el titulo de Licenciado en Matematicas dentro del campo
de estudio Didéctica de la matematica que, en ese momento, no tiene reconocimiento
formal en la universidad espafiola. Tiene, por tanto, un cardcter pionero: es la primera
investigacion en esta drea con aval académico, presentada y refrendada ante un tribunal
en la Universidad de Granada. Con las restricciones de la épocay el grado de desarrollo
de la educacién matemadtica, que comienza su despegue en esos afios, este trabajo inicia
en la Universidad de Granada la linea de investigacion Diddctica de la Matemditica.
Pensamiento Numérico.

También contribuye a los estudios curriculares y de evaluacioén de programas en
educacién matemadtica que se desarrollarian posteriormente. Los trabajos del Dr. Diez
Lozano han dado continuidad al trabajo de la Dra. Castro y han mostrado lo acertado
de sus propuestas, el interés de sus conclusiones y la potencialidad de su orientacion,
que confiamos se mantenga en el futuro.
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LA ESTIMACION Y EL SENTIDO DE LA MEDIDA

Estimation and measurement sense

Isidoro Segovia® y Carlos de Castro®
aUniversidad de Granada, ®Universidad Complutense de Madrid

RESUMEN

La estimacion es una competencia matematica que implica el dominio de una gran red
de conceptos y destrezas. Estas van desde el conocimiento de los campos numéricos y los
correspondientes algoritmos de calculo escrito y mental, hasta la percepcién de las diferentes
magnitudes, su medida, la interiorizacién de unidades de medida y referentes y las estrategias
de comparacién. En el caso de la estimacién en medida, subsume las destrezas de estimacién
asociadas al célculo numérico y constituye, por tanto, un campo rico de trabajo para el apren-
dizaje de todos los conceptos y destrezas relacionados. En este trabajo se presenta una revision
tedrica y de investigacion de la estimacion en medida de magnitudes continuas, enfatizando el
papel que tiene en relacion al sentido de la medida.

Palabras clave: Estimacion; Estimacion en medida; Medida; Sentido de 1la medida.

ABSTRACT

The estimation is a math competence that involves the mastery of a vast network of concepts
and skills. It ranges from the knowledge of numerical fields and the corresponding written and
mental calculation algorithms, to the perception of different magnitudes, their measurement, the
internalization of measurement units and comparison strategies. In particular, the measurement
estimation comprises the skills associated with numerical calculation. Therefore it constitutes
a rich field of work for the learning of all the concepts and skills related. This paper presents a
theoretical and research review of measurement estimation of continuous quantities, emphasizing
its role in relation to the measurement sense.

Keywords: Estimation; Measurement; Measurement estimation, Measurement sense.
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INTRODUCCION

La capacidad de estimar, tomada como la valoracién del resultado de una operacién
aritmética o la medida de una cantidad (Segovia, Castro, Rico y Castro, 1989), es mds
que una destreza que deben adquirir los alumnos en las etapas de educacién primaria
y secundaria; implica el dominio de conceptos y destrezas numéricas y de medida,
que deben ser puestos en juego en un momento determinado en situaciones de la vida
diaria. Por ejemplo, cuando nos dan la cuenta de una serie de productos que hemos
adquirido y queremos controlar que el resultado es correcto o queremos determinar,
de manera aproximada, cudntos metros de cable necesitamos para cercar un terreno.
La estimacion tiene, por tanto, un papel relevante en los actuales curriculos de la ense-
fanza obligatoria por las caracteristicas funcionales de los mismos, especialmente en
el caso de educacién primaria y en los primeros niveles de secundaria. En el caso de
la estimacién en medida a que se refiere este trabajo, se presenta una revision tedrica
y de investigacion que se concreta en el papel fundamental que tiene en la adquisicién
del sentido de la medida.

EL SENTIDO DE LA MEDIDA

El término «sentido» ha sido incorporado al lenguaje de la Did4ctica de 1la Mate-
madtica, comenzando por el caso del sentido numérico, para describir la capacidad que
permite a las personas relacionarse con los nimeros de manera desenvuelta y flexible
en diferentes situaciones y contextos.

(Cual es la capacidad que permite relacionarse con las medidas de manera desen-
vuelta y flexible en diferentes situaciones y contextos? Comenzaremos por poner de
manifiesto algunas situaciones extremas que denotan falta de sentido de la medida:
sopesar una silla de 7 kilogramos e indicar que su peso son 2 kilogramos; indicar que
la superficie de una pizarra es de 4 metros; indicar que la capacidad de un cono de 10
centimetros de didmetro de la base y 10 centimetros de altura es de 104 litros como
resultado de aplicar una férmula, o que un folio tiene un milimetro de grosor. Estos ejem-
plos, tomados de situaciones reales de actividades practicas de una clase de estudiantes
universitarios para maestro (Castillo, 2006), inciden en la falta de dominio de determi-
nadas componentes que caracterizan el sentido de la medida y que son los siguientes.

*  Reconocer los distintos atributos medibles de los objetos.

*  Manejar la terminologia propia de cada magnitud.

*  Comparar cantidades dependiendo de la magnitud.

*  Conocer y usar las unidades de medida propias de cada magnitud.

*  Cambiar de unidad de medida dentro de la misma magnitud.

»  Establecer de manera adecuada la unidad de medida segtn el contexto.

*  Manejar de manera adecuadas los diferentes instrumentos de medida.

*  Conocer las formas de medida indirecta de las cantidades.

*  Reconocer el cardcter aproximado de la medida.
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* Realizar aproximaciones adecuadas de las medidas.

* Estimar la medida de las cantidades.

La componente de estimacion implica un dominio de las anteriores componentes;
podria decirse por tanto que tener la capacidad de realizar buenas estimaciones de medi-
das es tener sentido de la medida. Castillo (2012) presenta un listado de componentes
asociadas a la estimacién en medida, entre las que se encuentran las que hemos referido
para el sentido de la medida. Ocurre lo mismo con el sentido numérico y la estimacion
numérica. Y dado que para la estimacién en medida es necesaria la estimacion en el
célculo, podemos considerar que la estimacién en medida es una destreza potentisima
que acoge una parte relevante de los conceptos y procedimientos matematicos, al menos
de los niveles de ensefianza obligatoria. Hope (1989) sefiala que el «conocimiento de
una amplia variedad de referentes cotidianos de medida, como que las puertas miden
aproximadamente dos metros de altura» (p. 15), es el fundamento del sentido de la
medida y del sentido numérico. Estas equivalencias entre objetos cotidianos, tomados
como puntos de referencia, y las unidades de medida son también consideradas instru-
mentos para el desarrollo del sentido de la medida (Joram, 2003).

Dentro del actual curriculo de educacién primaria, en el bloque de medida, esti-
macién y célculo de magnitudes, se propone poner un énfasis especial en el desarrollo
del sentido de la medida, que implica el conocimiento de las unidades, del proceso de
medir, de la expresién de los resultados de mediciones, y del conocimiento y uso de
instrumentos de medida, asi como las capacidades de usar estrategias de estimacién de
medidas, de decidir sobre la coherencia del resultado de una medicion, o de obtener
aproximaciones, cuando no son posibles resultados exactos (Ministerio de Educacion
y Ciencia, 2007, p. 31565).

Reforzaremos mads este vinculo entre estimacién y sentido de la medida mediante
una conceptualizacion de la estimacién en medida.

ESTIMACION EN MEDIDA

Bright (1976) define la estimacién en medida como el «proceso de obtener una
medida sin la ayuda de herramientas de medicidn. Se trata de un proceso mental que
tiene aspectos visuales o manipulativos» (p. 89), es decir, basado inicamente en los
conocimientos y experiencias que podemos disponer. Hay que distinguir si las cantidades
estdn referidas a magnitudes discretas o continuas ya que son distintas las componentes
implicadas. No es lo mismo, por ejemplo, estimar el nimero de personas que han ido
a un concierto (discreta) que la estimacion de la altura que tiene un edificio (continua).
También, dentro de las magnitudes continuas, hay que distinguir aquellas cuyas canti-
dades admiten una organizacién espacial grafica o manipulativa de las unidades, como
la longitud o la superficie, que pueden reconstruirse con unidades, de aquellas cuya
medida no la admite, como la masa o el tiempo.
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Con la consideracion de que para estimar la medida de una cantidad hay que saber
medirla, son obvias las necesidades conceptuales y procedimentales que permiten
hacer estimaciones razonables de medida y que pueden estructurarse en categorias. La
primera estd referida a los conceptos y procedimientos relacionados con la medida de
las magnitudes la mayor parte de los cuales los hemos referido al hablar del sentido
de la medida. La segunda esta referida a los conceptos y procedimientos propios de la
estimacion que son los siguientes.

* Interiorizacion del tamafio de las unidades de medida.

* Establecimiento e interiorizacién de referentes (cantidades familiares cuya

medida es conocida).

* Dominio de estrategias de comparacion.

* Dominio de estrategias de descomposicién/recomposicion de cantidades.

Una tercera categoria de destrezas estd relacionada con la estimacién en célculo
dado que en muchas ocasiones son necesarias estrategias de estimacién basadas en el
empleo de técnicas indirectas de medida como por ejemplo, el drea de un rectdngulo o
el volumen de un cilindro a través de operaciones con longitudes de sus dimensiones.

Bright (1976), Castillo (2012), Pareja (2001) y Segovia, Castro, Rico y Castro
(1989) elaboran un organigrama que articula todas estas componentes que permiten
diferenciar diferentes estrategias de estimacion.

En definitiva, la estimacién en medida es una actividad que pone en juego conceptos
y procedimientos relativos a la medida y al cdlculo constituyendo por tanto un campo
para el desarrollo del sentido de la medida. Desarrollamos a continuacién este potencial
de la estimacién en medida de magnitudes continuas que aporta la investigacion.

ESTIMACION DE MAGNITUDES CONTINUAS

La longitud, la superficie, el volumen, la amplitud, la masa, la capacidad y el tiempo
son magnitudes continuas que se trabajan en el &mbito de la matematica en los niveles
obligatorios de ensefianza. La investigacion se ha ocupado de indagar en las diferentes
magnitudes aportando informacién para la ensefianza. No obstante el corpus de inves-
tigacién no es muy abundante (Castillo, 2012; Sowder, 1992). Castillo (2012) presenta
una revision de investigaciones que clasifica en las cuatro categorias que presentamos
en los siguientes apartados.

Precision de las estimaciones

Se muestra que el grado de precision depende de la magnitud a estimar, de la forma
y la posicién espacial en que se presenta la cantidad, la precisién mejora con la edad
y con la préctica y el dominio de diversas estrategias también contribuye a la mejora
de la precision.
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Estrategias de estimacion

Se presentan en tres categorias: de medicién mental (aplicar un instrumento o iterar
la unidad de medida de forma mental), de empleo de referentes y de transformacién
del objeto (descomponiéndolo en partes). Castillo (2012) presenta, de una manera por-
menorizada, las diferentes estrategias que emplean los alumnos de secundaria cuando
realizan estimaciones de longitud y drea, clasificdndolas en tres bloques: (a) de com-
paracion con unidad estandar o con referentes, (b) de descomposicién/recomposicién
de la cantidad en partes iguales o diferentes, (c) empleando férmulas dependiendo de
la figura y acotando la cantidad entre dos valores.

Enseiianza y aprendizaje de la estimacion

Bright (1976) considera que
El objetivo principal de la estimacion en el curriculo de matematicas es, en primer lugar,
ayudar a los estudiantes a desarrollar un marco mental de referencia para los tamafios de
las unidades de medida en relacién entre si y con los objetos reales, y, en segundo lugar,
proporcionar a los estudiantes con actividades que ilustran las propiedades bésicas de la
medicion. (p. 93)

Hildreth (1983), que se centra en el trabajo con las magnitudes longitud y superfi-
cie, expone las habilidades necesarias para su estimacion entre las que se encuentran,
una comprensién de los atributos (longitud o drea) que se medira, la comprensién del
concepto de unidad, una imagen mental de la unidad que se esté utilizando en la tarea
de estimacidn, la capacidad de comparar los objetos en el atributo a medir, la capacidad
de realizar la iteracion de la unidad, la capacidad de seleccionar y utilizar las estrategias
adecuadas para hacer estimaciones y la capacidad de comprobar la idoneidad de la
estimacion. También sobre estas magnitudes, Castillo (2012) identifica diez errores en
la estimacién de cantidades de los cuales siete son extrinsecos al proceso de estimacion
como, percepcidn errénea de la m2agnitud, empleo de unidades no adecuadas, error en
la conversién de unidades de medida y ausencia de unidades de medida para expresar
los resultados. La mayor parte de estos errores estaban asociados a las tareas de estima-
cién de cantidades de superficie mientras que en el caso de la longitud los errores mas
frecuentes tenian un cardcter intrinseco a los procesos de estimacion.

La investigacion también sugiere modelos de ensefianza de la estimacidn que pueden
clasificarse en dos categorias: conjeturar y comprobar, es decir realizar la estimacion y
luego comprobar mediante la medida, y entrenamiento en estrategias. En este sentido,
Hodgson, Simonsen, Luebeck y Andersen (2003) consideran que la ensefianza de la
estimacion puede promover una comprension de las matemaéticas, ayuda a revelar el pen-
samiento del estudiante y puede servir como enlace entre el mundo real y el matematico.
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Estimacion en la recta numérica

Dentro de la estimacién, definida por Siegler y Booth (2005) como «proceso de
traduccidén entre representaciones cuantitativas alternativas, al menos una de las cuales
es inexacta» (p. 198), la estimacion en la recta numérica es una variedad en que la
traduccidn se realiza entre una posicion espacial de la recta numérica y un nimero. La
recta numeérica se presenta vacia, con los extremos marcados con numerales que sirven
de referencia para ubicar las estimaciones.

Siegler y Booth (2005) realizan una revision de estudios sobre estimacion en la recta
numérica. Un resultado importante de estos trabajos es que los nifios, durante la educa-
cién infantil y el primer ciclo de educacién primaria, tienen una representaciéon mental
de los nimeros que se ajusta mds a un modelo logaritmico que a uno lineal. Es decir, en
distintos tipos de rectas numéricas representan los «nimeros pequefios mds separados que
los mayores» (Clements y Sarama, 2009, p. 46). Por ejemplo, el 5 y el 10 mds separados
que el 85y el 90. Siegler y Booth (2005) consideran este tipo de representacion logarit-
mica como una de las causas de la lentitud observada en el desarrollo de las destrezas de
estimacion. A partir de tercer curso de primaria, los nifios van evolucionando del modelo
logaritmico al lineal, cambio favorecido con la préctica de la estimacién.

En los ultimos afios, se han llevado a cabo una serie de estudios sobre los beneficios
del uso de juegos de mesa con dados y bandas numéricas (Opfer y Siegler, 2012). En
estos trabajos, los nifios de educacién infantil mejoran en la precisién de sus estima-
ciones en la recta numérica, gracias a estos juegos. Esta mejora se produce al emplear
bandas numéricas rectilineas y numeradas, pero no con bandas circulares, ni con los
numerales sustituidos por colores en bandas y dados.

Con base en los trabajos descritos sobre estimacidn en la recta numérica en la
revision de Siegler y Booth (2005) y los de juegos de tablero (Opfer y Siegler, 2012), la
investigacion sobre estimacién en la recta numérica ha comenzado a producir resultados
en Educacion Matematica, en estudios orientados al desarrollo del curriculo. Clements
y Sarama (2009) han elaborado una trayectoria de aprendizaje con el uso de tecnolo-
gia para la comparacion, el orden y la estimacion, para nifios de hasta 8 afios. En ella
incluyen el uso de juegos de mesa, comenzando a los 4 afios, con recorridos sobre una
banda numérica numerada del O al 5; contindan con situaciones de estimacion en rectas
numéricas del 0 a 10, para 6 afios; y finalizan proponiendo actividades de estimacién en
rectas numéricas del 0 al 100 y de 0 a 1000, para alumnos de 7 y 8 afios, respectivamente.

CONCLUSIONES

El desarrollo del sentido de la medida puede conceptualizarse como «el aprendizaje
del lenguaje de la medicién» (Joram, 2003, p. 65). En esta metéfora, la semantica de la
medicién corresponde a la comprension del significado de las unidades de medida, a
través de su asociacién con objetos cotidianos, que se convierten en referentes para la
estimacién de medidas. El aspecto sintdctico de 1a medicién supone el reconocimiento de
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las relaciones entre las diferentes unidades y entre sus referentes, dentro del sistema de
medidas. La gramadtica de la medicién implica principios y reglas, como las que determinan
coémo se aplican las unidades en el proceso de medicién. Finalmente, la pragmadtica de la
medicién supone comprender las restricciones que impone el contexto a la préctica de la
medicidn, por ejemplo, al valorar la diferencia entre la actividad de medicién del cocinero
que utiliza una receta y la del farmacéutico que prepara un medicamento (Joram, 2003).

Larevision de investigaciones sobre estimacion en medida de este trabajo muestra que,
al igual que la estimacidn y el sentido numérico estdn intimamente relacionados (Sowder,
1992), entre la estimacion en medida y el sentido de la medida se da un vinculo analogo.
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RESUMEN

La falta de competencia de los estudiantes en la resolucién de los problemas multiplicativos
con numeros racionales depende de varios factores. Uno de ellos es el fenémeno de la discon-
tinuidad de los modelos semdnticos al pasar de los naturales a los racionales. En este capitulo
se da cuenta de las limitaciones de estos modelos en el caso de la divisién y de las formas
textuales asociadas a esos modelos que estdn presentes en la tradicién de ensefianza reflejada
en los libros de texto.
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ABSTRACT

The lack of competence of the students in the multiplicative problem solving with rational
numbers depends on several factors. One of them is the phenomenon of the discontinuity of the
semantic models when passing of the whole to rational numbers. We give account in this chapter
of the limitations of those models in the case of division and the textual forms associated to them,
which are present at the tradition of teaching reflected in the textbooks.
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INTRODUCCION

Los curricula actuales dotan de una perspectiva limitada a la ensefianza de los pro-
blemas multiplicativos, una de cuyas consecuencias es que los estudiantes son incapaces
de reconocer y resolver una gran variedad de problemas de multiplicacién y divisién
con fracciones. Es como si los conceptos de fracciéon y multiplicacién se mezclaran en
los problemas verbales como el aceite y el vinagre. Si hay una fraccién involucrada, la
multiplicacién no puede estar involucrada (Thibodeau y Mestre, 1989, p. 547). De hecho,
los estudiantes evitan multiplicar directamente fracciones para resolver un problema
incluso cuando es la forma mds simple de obtener el resultado (Hart, 1981), incluso
cambian su eleccién de la operacién cuando se les presentan sucesivamente problemas
que solo difieren en términos numéricos sin que esto les parezca incongruente porque
les parecen problemas diferentes (Bell, Swan y Taylor, 1981).

Estos resultados han desplazado el punto de mira de la investigacién desde la habi-
lidad algoritmica a los distintos factores que interactiian de forma multiple y compleja
en la resolucion de los problemas. Numerosos estudios han sefialado que la seleccidn
de la operacion para resolver los problemas multiplicativos estd influenciada por una
gran variedad de factores: malentendidos debidos a una sobre generalizacion de reglas
que son vélidas en el dominio de los naturales, aspectos lingiiisticos que refuerzan
conceptualizaciones intuitivas, deficiencias para disociar el concepto del algoritmo, la
estructura textual en la interpretacion del problema, los modelos de situacién utilizados
por los profesores para resolver los problemas, y el tipo y naturaleza de los niimeros
involucrados en el problema.

Entre las explicaciones mds sugerentes destaca la de Fischbein, Deri, Nello y
Marino (1985), en su influyente teoria de los modelos intuitivos primitivos, quienes han
sefialado que la identificacion de la operacion que se necesita para resolver un problema
con dos ftems de datos numéricos no ocurre directamente sino que estd mediatizada por
el modelo mental del estudiante.

Modelos de las operaciones aritméticas elementales

La palabra modelo se usa en mateméticas para referirse a objetos matematicos que
reproducen, en forma simbdlica, caracteristicas esenciales de un fenémeno o situacion
del mundo real, que se pretende estudiar. La finalidad del modelo matematico es hacer
una réplica de la realidad y su funcién es la de simular acciones para analizar, deducir
o predecir resultados. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, con la derivada, que es un
modelo matemdtico de la velocidad instantdnea.

En la ensefianza de las operaciones matemadticas elementales la relacion entre los
fendmenos o situaciones y sus modelos es a la reciproca. En vez de usar el modelo
matemadtico para explicar un determinado fenémeno o situacion, se usa un fenémeno
o situacién para explicar el modelo matemaético. Es lo que ocurre, por ejemplo, con la



FORMAS TEXTUALES EN LA DIVISION 53

unioén o reiteracion de conjuntos de objetos (e.g., canicas) que se usan para modelar las
operaciones de sumar o multiplicar respectivamente.

Como la finalidad del fendmeno o situacién es crear condiciones para que de su
observacién y manipulacién surja el conocimiento matematico que se persigue, es por
su intencionalidad de ensefianza-aprendizaje un modelo did4ctico. De esta manera las
operaciones matematicas elementales usan modelos matematicos, que representan las
operaciones en abstracto, por medio de letras numerales y signos: a + b = ¢; axb = c;
y usan modelos diddcticos que las representan en lo concreto, por medio de situaciones
contextualizadas.

En el caso de las operaciones aritméticas elementales las situaciones que representan
los modelos didacticos suelen ser problemas verbales. Estos problemas, junto con las
interpretaciones de las operaciones que se derivan del andlisis semdntico de sus enun-
ciados, dan lugar al concepto de modelo seméantico de la operacién. Las limitaciones de
la ensefianza hacen que para cada operacién se elijan uno o varios modelos semanticos,
pero no todos. Esto supone una restriccién del campo seméntico, ya que favorece unas
interpretaciones de la operacién pero deja a otras en segundo plano o se ignoran.

Al pasar de trabajar con nimeros naturales a niimeros racionales la ensefianza de
las operaciones se suele orientar a la practica de los algoritmos: el producto cruzado o
invertir y multiplicar, con ejemplos numéricos descontextualizados. Los modelos semén-
ticos de las operaciones ya no son un objetivo de enseflanza y se dan por aprendidos,
con lo cual los problemas se ponen, mds o menos arbitrariamente, con el fin de mostrar
que los algoritmos ensefiados tienen aplicaciones, pero sin una base sélida que permita
comprender cémo se selecciona la operacién que los resuelve cuando hay involucrados
nimeros racionales. Esto es desafortunado, ya que tiene consecuencias en la competencia
de los estudiantes que evitan la operacidn directa para resolver el problema y optan por
estrategias mas complicadas, a menudo confiando excesivamente en la linealidad (e.g.,
reglas de tres y ecuaciones lineales o de primer grado).

Bien entendido que cuando hay nimeros racionales la dificultad de los problemas
multiplicativos no es simplemente debida a la introduccién de nimeros mds «duros»
(fracciones o decimales), no es su mera presencia lo que influye en la dificultad, sino el
papel que juegan en el problema, o como son interpretados en relacién con los términos
que dotan de significado a las operaciones multiplicativas: dividendo, divisor y cociente.

Dividendo, divisor y cociente

En la ensefanza tradicional de la divisién estd involucrada la accién de partir. El
papel del dividendo es claro: es la cantidad a partir en partes iguales, normalmente un
nimero natural denominado o concreto (e.g., 12 caramelos). El papel del divisor es
mds ambiguo, porque tiene una naturaleza dual: indica un proceso y un producto. Esta
dualidad se puede ver, por ejemplo, considerando el problema de repartir 12 caramelos
entre 3 nifios. Se empieza repartiendo un caramelo a cada uno. Se sigue repartiendo otro
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caramelo a cada uno, y asf hasta que se acaben los caramelos. Cada vez se han repartido
3 caramelos y se ha repetido el proceso de reparto 4 veces. El total de caramelos se ha
ido partiendo en 4 partes de 3 caramelos cada una. Al final cada nifio recibi6 4 caramelos
y el total de los caramelos ha quedado partido en tres partes, que son tercios del total
de 12, de 4 caramelos cada tercio.

El ndmero de pasos en el proceso de reparto (4) coincide con el nimero de cara-
melos que reciben los nifios al final (4), y este es el nimero que se busca o cociente;
mientras que el nimero de caramelos que se reparte en cada paso del proceso de reparto
(3) coincide con el nimero de partes en que ha quedado partido el total de caramelos
(3), y éste es el nimero que se da como divisor.

Las dos interpretaciones del divisor: como el nimero de items que se reparte en cada
paso del proceso y como el nimero de partes que al final ha producido ese proceso, se
asocian a dos modelos semanticos diferentes que se conocen como divisién «cuoticién»
y divisién «partitiva» respectivamente.

Discontinuidad semantica en la division de fracciones

La naturaleza dual del divisor estd ligada a la asimetria y roles del multiplicando
y del multiplicador. Mientras que en la division, el producto de la multiplicacién pasa
a ser claramente el dividendo, el cociente y el divisor cumplen las funciones del mul-
tiplicando y del multiplicador.

En la division partitiva, el divisor cumple las funciones del multiplicador, es un
escalar que indica el nimero de partes en que queda partida la cantidad total, mientras
que el cociente es un nimero concreto, del mismo espacio de medida que el dividendo,
que indica el nimero de items que tiene cada parte. Esta interpretacion no tiene sentido

.. L . . 3 5 . .
cuando el divisor es una fraccién. Partir, por ejemplo, 77D partes no tiene sentido,

por lo que se puede decir que en la division partitiva no hay continuidad seméntica
cuando el divisor es una fraccion.

En la division cuotitiva, el divisor cumple las funciones del multiplicando, es un
nidmero concreto, del mismo espacio de medida que el dividendo, que indica la cantidad
de items que se reparte en cada uno de los pasos del proceso, lo que no tiene sentido
cuando el divisor es mayor que el dividendo. En este caso el cociente cumple las fun-
ciones del multiplicador, es un escalar o nimero abstracto.

Sin embargo, a diferencia de los que ocurre con la divisién partitiva, la discontinui-
dad semdntica de la division cuotitiva se puede sortear. Esto es lo que se hace cuando
se pretende medir una longitud con una unidad mayor: se parte la unidad mayor en
subunidades para dar el resultado de la medida mediante esas subunidades, que son
partes de esa unidad; es decir fracciones.

En cualquier caso, la discontinuidad semantica de la divisién de fracciones, afecta
al reconocimiento de la operacion que resuelve el problema porque a menudo los estu-
diantes no encuentran nada en el enunciado del problema que les diga si es de multiplicar
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o dividir y, en su caso, cudl es el multiplicando y el multiplicador, o el dividendo y el
divisor.
Esto es lo que ocurre, por ejemplo en los problemas de la torta utilizados por Rey

Pastor y Puig Adam (1932, p. 211): «3 de torta pesan § de kg. ;Cuénto pesa la torta?

Si cada torta pesa = de kg, (qué por010n de torta tendré con % de kg?»

Para abordar estos problemas hay varias estrategias, una de ellas es la analogia.
Esta consiste en comparar el problema con otro del mismo enunciado en el que se han
cambiado las fracciones por nimeros naturales. El nuevo enunciado del primer ejemplo:
«3 tortas pesan 2 kg. ;Cudnto pesa una torta?», hace visible una divisién partitiva, ya
que tiene la misma forma que los problemas de «repartir 2 entre 3», lo cual no tiene
sentido en N. Igualmente, el nuevo enunciado del segundo ejemplo: «si cada torta pesa
3 kg, {qué porcién tendré con 2 kg?», hace visible una division cuotitiva, ya que tiene la
misma forma que los problemas de «cudntas veces cabe o estd 2 en 3», lo cual tampoco
tiene sentido en N.

Otras estrategias, presentes en la tradicion escolar, evitan plantear la division directa
de fracciones, ya sea deshaciendo una fraccién (a) o reduciendo las dos fracciones a
igual denominador (b):

a) Deshacer la fraccion: % de torta pesan % de kg. ;Cudnto pesa la torta? Y dire-
2 2

mos: si 3 séptimos de torta pesan 9 de kg, 1 séptimo de torta pesard = : 3 =— Yla

27 9°7793

torta entera = 7 séptimos de torta, pesard 9.3 /== ( 211).
b) Reducir las fracciones a igual denominador: Sl cada forta pesa %de kg., ;qué
porcion de torta tendré con % de kg.? Reduciendo los pesos a la misma parte alicuota

de kg. plantearemos la pregunta de este otro modo: Si cada torta pesa % kilogra-

mos, ;cudnto tendré por S—; De modo que, tomando por nueva unidad 71 9kg., la
torta pesa 3 - 9 unidades, luego con 2 - 7 unidades tendré una porcion de torta igual
2 / .(p. 211)
“39 P

Lo que parece evidente es que al intentar resolver estos problemas los estudiantes
hacen una lectura del enunciado tratando de buscar referentes que les permita asociarlos
a sus modelos semdnticos de multiplicar o dividir, y asi identificar los términos clave
de esas operaciones. Como se ha dicho antes, los modelos semanticos de la divisién de
enteros: particién y cuoticién, no son suficientes para ello, se necesitan otras interpre-
taciones, algunas de las cuales han sido recogidas en las formas textuales con que se
define, se explicay se justifica el uso de la divisidn presentes en la tradicién de ensefianza
recogida en los libros de texto.

En la Tabla 1, se recogen las principales formas textuales encontradas en una revi-
sién de libros de texto influyentes en la tradicién de ensefianza espaifiola. Estas formas
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textuales se han agrupado en correspondencia con un modelo semantico, lo que permite
observar que hacen escasa mencion a la casuistica especifica de la divisién con fracciones
(tampoco a la divisién con nimeros decimales).

En conclusién, se puede decir que en la tradiciéon de ensefianza reflejada en los
libros de texto, el problema de la discontinuidad de los modelos seméanticos pasa casi
desapercibida, cuando no es ignorada. Esto tiene consecuencias en el aprendizaje de los
estudiantes ya que, como se ha podido comprobar en un reciente trabajo de Contreras
(2013), ellos creen que las formas textuales de la division de naturales se corresponden
con las formas textuales de la division de fracciones. Al parecer, los estudiantes ignoran
que al cambiar de campo numérico la operacién ya no es la misma, aunque se llame
igual, hasta el punto que cambia su definicidn, la regla o algoritmo y su interpretacion.

IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA

La manera usual de presentar la multiplicacién y division a los estudiantes tiene
defectos de procedimiento y conceptuales, porque se apoya en modelos que son res-
trictivos, validos en el dominio de los nimeros naturales pero no siempre en el de los
racionales.

Al pasar de los niimeros naturales a los racionales hay interpretaciones de la divisién
que dejan de tener sentido: no se puede partir en un nimero fraccionario de veces, la
divisién no se puede interpretar como resta repetida ni como la inversa de la adicién
repetida ya que el nimero de veces que cabe una fraccién en otra no puede ser frac-
cionario, y la comparacién multiplicativa no se puede interpretar como hacer tantas
veces menor. En consecuencia, hay otras interpretaciones de la divisién que adquieren
mads importancia, como la proporcién de valor unitario conocido, el factor perdido y la
«cuoticién». Estas interpretaciones vienen dadas por formas textuales que la tradicién
escolar ha dejado reflejadas en los libros de texto y que la ensefianza actual no deberia
dejar de prestarles especial atencion para hacer frente al fenémeno de la discontinuidad
de los modelos semanticos. Tal vez asi, se ayude a los estudiantes a comprender que al
pasar a los racionales se construye una nueva concepcion de la divisién de fracciones, y
que esta es la que les va a permitir ampliar el abanico de problemas que pueden resolver
con una division.
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Tabla 1. Formas textuales

En las definiciones

Uso escolar o casos en que se aplica la divisién

Particion

Repartir un nimero dado en partes iguales
(Lacroix, 1846).

Partir un nimero en porciones iguales (FTD,
1930).

1. Cuando hay que repartir entre varias personas
cierto nimero de cosas (Vallejo, 1841, p. 62).

Un padre al morir ha dejado en haciendas, alha-
jas, casas, etc., 2359367 reales, y se trata de saber
cudnto corresponde a cada uno de sus nueve hijos
(p. 62).

2. Cuando se quiere dividir un nimero en partes
iguales, o tomar una parte de un nimero (p. 61).

Se quiere dividir en cinco partes iguales el
ndmero 4625 (p. 62).

Tomar la duodécima parte del nimero 8563015
(p. 62).

Cuoticién

Sacar cudntas veces cabe el menor en el mayor
(Aurel, 1552).

Vamos ahora a tratar de la segunda operacion de
disminuir que se origina de la resta, cuando inten-
tamos averiguar cudntas veces se puede restar el
sustraendo del minuendo (Vallejo, 1841).

Averiguar cudntas veces un nimero, llamado
dividendo, contiene a otro llamado divisor (Edel-
vives, 1934).

3. Cuando se quiere buscar las veces que un
numero esta contenido en otro, o de cuantos nime-
ros como uno dado se compone otro también dado
(p- 61).

4. Dado el valor de una unidad, determinar cudn-
tas unidades como aquella se podran adquirir con
una cantidad determinada (p. 62).

Se sabe que el valor de una fanega de trigo es
37 reales, y que se quiere saber cudntas fanegas se
podran comprar con 9500 reales (p. 62).

5. Cuando se quiere reducir unidades de especie
inferior a unidades de especie superior (p. 62).

Reducir 8536 maravedises a reales (el real tiene
34 maravedises) (p. 63).

Comparacién multiplicativa

Comparacién multiplicativa
Dividir es hacer un nimero tantas veces menor
como unidades tiene otro (Dalmau, 1929).

6. Hacer un niimero cualquiera cierto nimero
de veces menor

Juan tiene 14.500 pesetas y su hermano tiene 5
veces menos. /Cudntas pesetas tiene su hermano?
(Dalméu, 1929, p. 52).

Factor del dividendo o factor perdido

Buscar un niimero que multiplicado por el divi-
sor dé el dividendo (Vallejo, 1841)

Dado el producto de dos factores y uno de ellos,
hallar el otro factor (Dalmau, 1944).

7. Buscar por cudnto debe multiplicarse un
nimero dado para hallar otro.

(Por qué nimero debe multiplicarse 89 para
igualar a 7.565? (Bruiio, 1905, p. 53)

d

Proporcién: Valor unitario conocido: C = -

1

Multiplicar un nimero por otro es formar un
nimero con el primero, de la misma manera que el
segundo estd formado con la unidad (Lacroix, 1846)

No se han encontrado formas textuales en los
libros que correspondan a este modelo entre los
casos en los que se aplica la division.




58

INVESTIGACION EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA

En las definiciones

Uso escolar o casos en que se aplica la division

D_

Proporcién: Valor unitario desconocido:

¢
1

Buscar un otro nimero tercero que se haya con

8. Cuando conociendo el valor de muchas uni-

la unidad en tal proporcién como el nimero que dades, se quiere averiguar el de una.

partimos con el partidor (Pérez de Moya 1562).

Sabiendo que 25 varas de pafio han costado 750

reales, averiguar cudnto ha costado la vara.
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UTILIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL
DE LA ARITMETICA POR MAESTROS EN FORMACION
EN TAREAS DE DIVISIBILIDAD

Use of the fundamental theorem of arithmetic
by a group of training primary teachers on divisibility tasks

Angel A. Lopez*® y Maria C. Caiiadas®
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RESUMEN

Este trabajo muestra una investigacién que estamos realizando, relativa al conocimiento
matemadtico de futuros maestros sobre divisibilidad. En este capitulo presentamos resultados
de las respuestas dadas por 37 futuros maestros a dos cuestiones sobre divisibilidad y teorema
fundamental de la aritmética. Estos futuros maestros mostraron una utilizacién limitada de dicho
teorema y manifestaron dificultades para determinar todos los factores-divisores de un nimero
a partir de su descomposicién candnica.

Palabra clave: Divisibilidad; Divisores; Factores, Formacién de maestros; Teorema fun-
damental de la aritmética.

ABSTRACT

This work is part of an on going study on divisibility as mathematical knowledge of training
primary teachers. In this chapter we present results of the responses by 37 training primary
teachers to two questions on divisibility and the fundamental theorem of arithmetic. These future
teachers showed a limited use of this theorem. They expressed difficulties in determining all
factors-divisors of a number from the canonical decomposition of such number.

Keywords: Divisibility; Divisors; Factors, Fundamenthal teorem of arithmetic; Training
primary teachers.

INTRODUCCION

Las actividades que requieren de la utilizacién del teorema fundamental de la arit-
mética plantean dificultades a los estudiantes de diferentes niveles educativos. En las
aulas, es usual encontrarse con la pregunta de si el nimero 1 es primo. Hay maestros en

L6pPEZ, A. A. y CANADAS, M. C. (2013). Utilizacién del teorema fundamental de la aritmética por
maestros en formacién en tareas de divisibilidad. En L. Rico, M. C. Cafiadas, J. Gutiérrez, M. Molina e L.
Segovia (Eds.), Investigacion en Diddctica de la Matemdtica. Homenaje a Encarnacion Castro (pp. 59-66).
Granada, Espafia: Editorial Comares.
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formacion que, en una descomposicién en factores primos como 3?x53x7, para respon-
der si 21 es factor o divisor del nimero dado, expresan el nimero en su representacion
decimal y hacen la divisién, sin percatarse de que ese proceso no es necesario (Lopez,
Castro y Canadas, 2013). Es frecuente que la transformacién del nimero 45, (como el
producto de factores primos) sea realizada sin dificultad pero que, a su vez, no consideren
15 como factor o divisor de 45. Esta y otras situaciones similares tienen que ver con el
teorema fundamental de la aritmética. Por ejemplo, si un estudiante considera que el 1
es un nimero primo, entonces la descomposicién no seria inica (las descomposiciones
con y sin el 1 serian diferentes y vélidas).

El teorema fundamental de la aritmética es util para la realizacion de algunas tareas
de divisibilidad que se plantean en educacién primaria. Por tanto, es posible que los
futuros maestros tengan que ensefiarlo en sus aulas. Ademds, consideramos que no es
suficiente que dicha ensefianza se limite al enunciado del teorema, y que su uso no
deberia restringirse a la descomposicion de un nimero en factores primos. Estas razones
nos motivan a realizar el presente trabajo.

En este capitulo analizamos la utilizacién del teorema fundamental de la aritmética
que hace un grupo de futuros maestros cuando responden dos cuestiones sobre divisi-
bilidad. En el resto del capitulo, describimos el teorema fundamental de la aritmética e
introducimos la estructura conceptual de la divisibilidad, presentamos el objetivo de la
investigacion, explicamos el método, describimos e interpretamos los resultados y, por
ultimo, recogemos las conclusiones.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA Y DIVISIBILIDAD

La primera parte del teorema fundamental de la aritmética hace referencia a la
posibilidad de descomponer cualquier nimero entero mayor que uno en factores primos.
Esta descomposicion es considerada un procedimiento en si mismo en el curriculo de
educacién primaria (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2007) y en los libros de texto
de este nivel educativo. Ademas, la descomposicidn en factores primos se usa como
parte de un algoritmo que permite calcular divisores de dos 0 mis nimeros, el minimo
comun multiplo y el mdximo comun divisor.

En la descomposicion de un niimero entero positivo en factores primos, distinguimos
entre factores-divisores explicitos (cada uno de los factores primos con su respectiva poten-
cia que expresan el nimero) y factores-divisores no explicitos (el resto). En estos tltimos,
diferenciamos entre los no explicitos de base y los no explicitos de productos internos.
Por ejemplo, en la descomposicion candnica 32x53x7, los factores-divisores explicitos del
nimero son 3%, 53y 7; los niimeros 3, 5y 5% son los tnicos factores-divisores no explicitos
de base; y 15, 75, 175 o 1125 son factores-divisores no explicitos de productos internos.

La segunda parte del teorema plantea la unicidad de la descomposicién en factores
primos. Esta parte del teorema queda al margen en las actividades donde se hace uso del teo-
rema en educacion primaria y, usualmente, solo se encuentra en el enunciado del teorema.
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La teorfa elemental de nimeros y, en particular, el teorema fundamental de la
aritmética se consideran contenidos utiles para que los futuros maestros logren una
comprension conceptual de propiedades y estructuras numéricas (NCTM, 1989) y para
que puedan entender y tratar sus ideas fundamentales en las aulas (Conference Board
of the Mathematical Sciences, 2001). Zazkis y Campbell (1996) constatan que, aunque
muchos futuros maestros de educacion primaria estan familiarizados con dicho teorema
y son capaces de enunciar y explicar su significado, no tienen la capacidad de aplicarlo
en la resolucién de problemas sobre divisibilidad.
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Figura 1. Estructura conceptual de divisibilidad
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En la Figura 1 presentamos la relacion que hemos considerado con el teorema funda-
mental de la aritmética y la estructura conceptual de la divisibilidad. La descomposicién
en factores primos aporta informacion importante para decidir sobre factores-divisores
de un nimero y, en general, para decidir sobre las relaciones de divisibilidad.

Zazkis y Liljedah (2004) asocian la comprension de la divisibilidad en N, con la
descomposicion en factores. Muchos autores han coincidido en sus investigaciones en
la necesidad de avanzar en el campo de la teoria elemental de nimeros y maestros en
formacion, asi como en la comprensién de conceptos relacionados con la divisibilidad
(Brown, Thomas y Tolias, 2002; Castro y Molina 2011; Leinkin, 2006; Zazkis, 2000).

OBJETIVO DE INVESTIGACION

El objetivo del trabajo que recogemos en este capitulo es describir la utilizacién que
hacen futuros maestros de educacién primaria del teorema fundamental de la aritmética,
en tareas sobre divisibilidad. Esperamos poder aplicar los resultados para la mejora de
la docencia de los futuros maestros.

METODO

Desarrollamos 3 sesiones de trabajo sobre divisibilidad con 37 maestros en for-
macion que cursaban la asignatura Bases Matematicas para la Educacién Primaria, del
Grado de Maestro de Educacion Primaria de la Universidad de Granada en 2012. Nos
centramos en una sesion en la que realizaron una tarea compuesta por varias cuestio-
nes. Debian resolver la tarea individualmente, aunque estaban organizados en grupos
de 3 0 4 compaiieros, con los que podian hablar. Los futuros maestros disponian de 1,5
horas para esta tarea. Recogimos el trabajo individual escrito y grabamos en audio las
discusiones de cada uno de los grupos. Por su relacién con el teorema fundamental de
la aritmética, nos centramos en las cuestiones 4 y 5 de la tarea mencionada.

4. Escribe todos los factores del nimero 459 distintos de 3 y 17. Explica tu res-

puesta.

5. Escribe un ntiimero, diferente de 45, que tenga exactamente seis divisores.

Explica tu respuesta.

Con cada una de las cuestiones, indagamos sobre el uso o no del teorema y la con-
sideracién de los factores explicitos y no explicitos en la descomposicién candnica de
un numero. La Cuestion 4 se refiere a una situacién familiar para los futuros maestros,
mientras que la Cuestion 5 supone una situacion poco habitual ya que la respuesta no
es Unica, por lo que les proponemos un ejemplo del que puedan extraer conclusiones.

Con base en nuestros intereses investigadores y una revision preliminar de las res-
puestas, consideramos las siguientes categorias para el andlisis de las mismas: utilizacién
del teorema (utilizacién de la descomposicion canénica de un nimero, consideracion
de la unicidad establecida por el teorema) y reconocimiento de los diferentes tipos de
factores-divisores definidos anteriormente. Codificamos las respuestas de los futuros
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maestros con estas categorias. Presentamos un ejemplo de codificacién de la respuesta
de Jests a la Cuestién 4, en la Figura 2.
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FE: Identifica los factores explicitos (27 y 17)
FNEB: Reconoce los factores no explicitos de base (3 y 9) H

FNEPI: Determina los factores no explicitos de productos internos (51,153 y 459)

Figura 2. Respuesta de Jesiis a la Cuestion 4

RESULTADOS Y DISCUSION

A la Cuestion 4 respondi6é un 78,4% de los futuros maestros, mientras que a la
Cuestion 5 respondié un 67,6%. Resumimos la informacion referente a las categorias
consideradas en la Tabla 1. Los datos son porcentajes sobre el total de respuestas dadas
a cada una de las dos cuestiones.

Tabla 1. Respuestas de las cuestiones 4y 5, expresadas en porcentajes

N° UTFA FE FNEB FNEPI
4 75,9 72,7 81,8 72,7
5 60,0 73,3 60,0 53,3

Nota. UTFA=utiliza el Teorema fundamental de la aritmética, FE=identifica los factores
explicitos en la descomposicion canonica;, FNEB=reconoce los factores no explicitos
de base en la descomposicion canonica; FNEPI=determina los factores no explicitos

de productos internos en una descomposicion candnica.

En la Cuestion 4, el 75,9% de los futuros maestros que respondieron, utilizaron el
Teorema fundamental de la aritmética. Todos ellos hicieron la descomposicién en facto-
res primos del nimero 459 y la mayoria identifico los factores-divisores explicitos y no
explicitos. En la Figura 2 se puede observar que Jesus identifica los factores explicitos
(27 y 17), los no explicitos de base (3 y 9) y no explicitos de productos internos (51,153
y 459) en la descomposicion candnica del nimero. Sin embargo, no todos los futuros
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maestros lograron identificar los factores explicitos y no explicitos en la descomposi-
cioén candnica hecha. El 27,3% de los futuros maestros que respondi6, no identificé los
factores explicitos en la descomposicién candnica del ndimero, el 18,2% no identificé
los factores no explicitos de base y el 27,3% no identific6 los factores no explicitos de
los productos internos.

En la Cuestién 5, el 60% utiliz6 el teorema fundamental de la aritmética para res-
ponder. Las estrategias seguidas por los futuros maestros para responder las podemos
agrupar en tres tipos: (a) escoger un nimero al azar y descomponerlo en factores primos,
luego probar a dividirlo para saber si cumple con la condicién de exactamente seis divi-
sores; (b) escoger cuatro nimeros primos al azar y la unidad y, luego, hacer el producto
de ellos; y (c) descomponer en factores primos el nimero dado como ejemplo y escribir
otro nimero con caracteristica similares a este en su descomposicidn en factores primos.

Independientemente de la estrategia utilizada para responder a la Cuestién 5, se
observa confusién para determinar los factores explicitos y no explicitos en una des-
composicion canénica. E1 46,7% de los futuros maestros que respondieron, no identifico
los factores que no estdn explicitos y que son resultado de productos internos de la
descomposicion candnica del nimero (ver Figura 3). E1 40% no identificé los factores
no explicitos de base en la descomposicién candnica y el 26,7% mostrd confusion para
identificar los factores explicitos en una descomposicién canénica.

Manuel (ver Figura 3) utiliza cuatro ndmeros primos, la unidad y el producto de
todos ellos para responder. Considerd que el nimero 75361 es el producto de cuatro
factores primos 11x13x17x31=75361. Sin embargo, no consider6 los productos inter-
nos entre los nimeros primos que también son divisores del nimero (e.g., 11x13 o
11x17x31). En la grabacién de audio, donde participé Manuel con dos compafieros mas,
constatamos que no consideraron la posibilidad de los factores no explicitos de productos
internos como una situacion que se presenta en cualquier descomposicién candnica.

Manuel: ...ah ya! entonces hago factores primos, multiplica 1x2x3x7x11x13 el trece
es primo {no?.

José: si el 13 es primo.

David: 6006... no pero espérate porque es un rollo, no porque luego puede ser divi-
sible por 6.

La advertencia es evidente porque el niimero es 6006 y s6lo sospecharon del 6 como
posible divisor diferente del nimero, pero en ningtin caso advirtieron que 6 es producto
de 2x3. Luego, acordaron escribir otro nimero que sea producto de niimeros primos
y decidieron que los nimeros debian ser mayores. Nuevamente, no consideraron los
factores no explicitos de productos internos.

José: ...el uno y el nimero que sea ya son dos, asi que hay que buscar cuatro mas.
Manuel: ...pues mira coge el uno y ahora multiplica el 11 por 13.
José: porqué con esos nlimeros primos.
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Manuel: para que sea grande, un nimero complicado, 51... no 51 no... pon ahi dos
primos... 17 también y 31 es primo ;no?... es que deberia ser asi por 31.

David: pero (31 es primo o no?.

Manuel: 1x11x13x17x31=75361

5. Escribe un nimero, diferente de 45, que tenga exactamente seis divisores, Explica tu
respuesta.

Figura 3. Respuesta de Manuel a la Cuestion 5

CONCLUSIONES

Los futuros maestros mostraron una utilizacién limitada del teorema fundamental
de la aritmética. La descomposicion en factores primos de un nimero (primera parte del
teorema) no present6 dificultad para los maestros en formacidn que participaron en este
estudio. Sin embargo, algunos de ellos no consideraron los factores explicitos y no expli-
citos en esa descomposicion. En particular, mostramos las dificultades que presentaron
para determinar todos los factores-divisores de un nimero a partir de su descomposicion
canoénica. Esta evidencia, junto con los conocimientos previos, nos lleva a conjeturar que
utilizaron la descomposicién en factores primos como un procedimiento independiente
del teorema fundamental de la aritmética y que lo aplicaron de forma mecdanica.

Respecto a la segunda parte del teorema, observamos algunas respuestas que apuntan
a la «posibilidad» de existencia de otra descomposicion en factores primos, lo cual refleja
una limitacién importante en la utilizacion del teorema fundamental de la aritmética.

A partir de los resultados, extraemos algunas implicaciones docentes que podrian
contribuir al uso del teorema. En primer lugar, y dado que una de las estrategias en la
Cuestion 5 fue seleccionar un nimero al azar y dividir, podriamos utilizar una idea de la
demostracion del teorema: a partir de la descomposicion candnica del nimero, calcular el
nimero de divisores-factores y, posteriormente, hacer el producto de las combinaciones
posibles entre ellos. En segundo lugar, como algunos de los maestros en formacién, no
identificaron como factores de un nimero dado los no explicitos, proponemos plantear
la descomposicién en factores primos en diferente orden. En tercer lugar, dado que la
unicidad del teorema fundamental de la aritmética es un aspecto que no es considerado
mads alld del enunciado del teorema, proponemos profundizar sobre la unicidad del
teorema, incidiendo en que esta implica que todos los factores-divisores de ese nimero
se generan a partir de esa descomposicion necesariamente, y haciendo hincapié en que
no es una cuestiéon de azar, como ocurrié con la estrategia seguida por un grupos de
futuros maestros cuando respondieron la Cuestioén 5 de este estudio.
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LIMITACIONES EN LA COMPRENSION
DE LOS SISTEMAS DE NUMERACION
AL INICIO DE LOS ESTUDIOS DEL GRADO
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Limitations in understanding of numbering systems at the beginning
of the graduate studies of teacher in primary education
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Universidad de Mélaga

RESUMEN

La comprensién de los conocimientos matematicos elementales constituye un requisito
necesario para desarrollar una labor profesional docente de calidad. Pero la formacién inicial
de un maestro esta fuertemente condicionada por los conocimientos, capacidades y destrezas
con las que ingresan en la universidad. Tal es el caso de la comprensién que manifiestan, los
errores en que incurren y las estrategias que utilizan los futuros maestros de primaria acerca
de los sistemas de representacién numérica cuando acceden por primera vez a la carrera. Los
resultados obtenidos mediante un estudio exploratorio evidencian un dominio meramente técnico,
limitado y con lagunas importantes.

Palabras clave: Competencia matemadtica; Comprension del conocimiento matematico;
Grado de Maestro en Educacion Primaria; Sistemas de numeracion.

ABSTRACT

The understanding of elementary mathematical knowledge is a prerequisite for developing
a quality teacher professional work. But the initial training of a teacher is strongly influenced
by the knowledge, skills and abilities acquired prior to the start of the studies. Such is the case
of the understanding shown, the mistakes and the strategies that are using the future primary
teachers about natural number representation systems when accessing to the initial training
programs for the first time. The obtained results through an exploratory study show a purely
technical and limited domain and with significant gaps.

Keywords: Mathematical competencies, Numbering systems; Primary Teacher Education

Degree; Understanding in mathematics.
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INTRODUCCION

La «buena formacién matemadtica» del docente depende del estado real de la com-
prensién de los conocimientos matematicos al inicio de los estudios universitarios
(Contreras, Carrillo, Zakarian, Mufioz-Cataldn y Climent, 2012, pp. 433-436), asi como
de las experiencias formativas durante dichos estudios.

Los sistemas de numeracion participan también de la situacién descrita (Ortiz,
1999; Contreras et al., 2012), raz6n por la cual venimos desarrollando una investigacion
enmarcada en una linea de estudio sobre la comprensién del conocimiento matemé4-
tico y su interpretacién operativa (Gallardo y Gonzalez, 2006a, 2006b, 2006¢, 2007,
Gallardo, Gonzélez y Quispe, 2008). El estudio se orienta a conocer el estado de la
comprension de los sistemas de numeracién en estudiantes del Grado de Maestro en
Educacién Primaria al inicio de sus estudios, averiguar la incidencia del desarrollo de
la asignatura Did4ctica de la Aritmética sobre dicho dominio y obtener evidencias que
permitan optimizar el proceso formativo. En el presente capitulo se describen algunas
dificultades, limitaciones y estrategias de los estudiantes para generalizar y aplicar el
conocimiento a nuevas situaciones (Ortiz, Gonzélez y Gallardo, 2011, pp. 321-330).

MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

Desde la éptica de la comprension, el estudio se articula siguiendo el esquema de
la Figura 1.

1.- COMPRENSION DEL
CONOCIMIENTO
MATEMATICO

Il.- SISTEMAS DE

NUMERACION

Modelo operative I11.- GRADO DE MAESTRO
general EN EDUCACION
PRIMARIA
" Conocimiento del
Modelo operativo Contenide
local matemitico: Sistemas

de numeracion

COMPRENSION DE LOS SISTEMAS
DE NUMERACION
EN ESTUDIANTES DEL
GRADO DE MAESTRO
DE EDUCACION PRIMARIA

Figura 1. Areas y relaciones en la investigacion

Sus fundamentos se encuentran en los referentes teérico-metodoldgicos detallados
en Gallardo et al. (2006a, 2006b, 2006¢, 2007) y en Ortiz, Gonzélez y Gallardo (2011),
de los que nos interesa destacar aqui, como referencia sintética, las tres orientaciones
basicas que contemplamos para la interpretacién de la comprension: cognitiva, semidtica
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y hermenéutica, y el modelo general asociado basado en: (a) una concepcidn operativa
sobre la comprension del conocimiento matematico y su valoracién; (b) una concepcion
relativa y no acumulativa de la comprension que evoluciona en funcion de la situacion
y los factores que intervienen; (c) una concepcién analitica del conocimiento matema-
tico sustentada en las estructuras epistemolédgica y fenomenolégica del mismo y en los
diferentes tipos de categorias del conocimiento; y (d) un método o proceso secuenciado
mixto (estudios tedricos y empiricos) que se articula en torno a dos dimensiones:

A) Dimension fenomeno-epistemologica, en la que se inicia el estudio mediante
el siguiente procedimiento operativo (Gallardo y Gonzélez, 2006a): 1. Anélisis de la
estructura matematica de los sistemas de numeracién (Ortiz, 1999; Ortiz, Gonzilez y
Gallardo (2011) y anélisis didéctico (Gonzélez, 1998, Gallardo y Gonzalez, 2006b); 2.
Delimitacién del conjunto genérico de situaciones; 3. Estructuraciéon fenémeno-epis-
temoldgica y Modelo local; 4. Construccién de instrumentos; 5. Desarrollo, resultados
y primeras conclusiones;

B) Dimension hermenéutica, en la que se analiza la informacién y se completan
los resultados mediante el circulo interpretativo o método hermenéutico esquematizado
en la Figura 2.

‘Comprensién ‘Manifestacién
—_— — “Textualizacién”
—7 matemitica externa ,
Participaci6n, toma de conciencia Usos del ‘h

y consentimiento del sujeto € conccimiento N
matematico camprension

Figura 2. Circulo interpretativo

DESARROLLO Y RESULTADOS GENERALES

La investigacion se desarrolla en tres fases. La primera fase involucra el estudio
empirico 1, formado por una aproximacion exploratoria de la que se describen algunos
resultados en los parrafos que siguen, y un segundo estudio conjunto. A partir de los
datos anteriores se desarrollan los estudios 2 y 3, cuyos resultados se describen en
Gonzilez, Ortiz y Gallardo (2012). Finalmente, la tercera fase (estudio 4) se centra en
la delimitacion de los niveles de comprensién, el andlisis de los efectos del proceso
formativo y las consecuencias para la optimizacién de dicho proceso.

El estudio 1 se inici6 con el anédlisis didactico de los antecedentes (Gallardo y
Gonziélez, 2006a; Ortiz, 1999) y el andlisis fendmeno-epistemoldgico para determinar
la estructura del conjunto de situaciones o «universo de tareas», las categorias y niveles
del modelo 1 (4 niveles para la estructura epistemoldgica (técnica, analitica, sintética
y formal) y 5 niveles para la estructura fenomenoldgica (elementos bdsicos, cuantifi-
cacién y medida, comparacién y orden, representacion y composicién y operaciones)),
la seleccién y ordenacion de tareas y la construccion de la Prueba 1 (Ortiz, Gonzilez y
Gallardo, 2011, pp. 375-378).
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La prueba se aplicé a una muestra de 155 alumnos de los 420 que componian la
poblacién de estudiantes de primer curso del Grado de Educacion Primaria de la Facultad
de Ciencias de la Educacién de la Universidad de Mélaga en el curso académico 2010-
11. Con los datos obtenidos, se realiz6 un andlisis descriptivo global (Figura 3), otro
puntual de los tipos de respuestas y un analisis de errores y estrategias. En la Figura 3
se observa que el 77,5% de los sujetos responden acertadamente a mds del 90% de los
16 items del nivel I (Reproduccién). En el nivel II (Anélisis) se aprecia una distribucién
mas homogénea y que el 70 % de la muestra contestan correctamente a menos del 50%
de los items. Por tltimo, el 85% de los sujetos responden correctamente con porcentajes
inferiores al 30% a los items del nivel III (Sintesis), concentrandose en el intervalo de
porcentajes inferiores al 10%.

& N cr m R . us s i s ney ]
items del nivel de "Reproduccion’ items del nivel de "Anilisis Items del nivel de "Sintesis
120 120 120
100 1eo 1 100
0 =1 80
60 “ L
40
40 20 } 0
w l Illl'—"—'.—-- ] "
P - LA
" I & 0
PSSP P PP M R $ PSS PSP S
R \_?\.," Gy \“\\.\

Figura 3. Frecuencias absolutas de respuestas en los tres niveles del cuestionario

LIMITACIONES, ESTRATEGIAS Y ERRORES EN EL NIVEL DE SINTESIS

Las tareas del nivel de sintesis se caracterizan por poner a prueba la capacidad de
los sujetos para aplicar las ideas y los conocimientos sobre los sistemas de numera-
cién a nuevas situaciones o sistemas. Pero dicha capacidad se presenta bajo miltiples
variantes que resultan de la combinacidn de estrategias, errores, tipos de respuesta y su
valoracién. En el caso que nos ocupa, encontramos un bajo porcentaje de respuestas
correctas, el uso de estrategias inadecuadas o correspondientes a niveles inferiores y
numerosos errores, entre los que destacamos: (a) aplicacién mecanica de los algoritmos;
(b) no utilizacién de la estructura del sistema (unidades, posiciones y equivalencias) ni
del desarrollo polinémico; (c) no realizacién de transferencias entre los distintos érdenes
y unidades. Veamos algunos ejemplos.

En la tarea 16, el 42,6% de los alumnos aplican el desarrollo polinémico (Figura
4), el 14,8% realiza una transformacion de las unidades de menor a mayor orden, efec-
tuando el cdlculo ([(5x10 +4)x10)+5]x10+9), y el 7,1% de los alumnos reconocen la
coincidencia de la base de agrupamiento y simplemente cuentan cada grupo de simbolos.

En las tareas 17 (Figuras 5 y 6) y 18 (Figura 7) se utiliza un contexto familiar de
compras y ventas de bombones con diferentes sistemas de representacion (icénica y
posicional o abreviada) y se aprecian estrategias que corresponden a diferentes niveles
de comprension.
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Tarea 16

Respuestas

Estrategias

16,

Una manzana (&) equivale a 10 corazones (Y),
wn corazén (W) equivale a 10 rombos (#)
un + equivale a 10 asteriscos (+)

A cuanios asteriscos equivale la cantidad
5 7
representada en el cuadro de la derecha?

Reapuasta. _ =150 %

Exphen sl 00 cotensa 3 resuRase
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D 4 Wotd | TN 4 Ty = T .
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v g

T
e
~

Desarrollo polinémico
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Contar las unidades y re-
sponder directamente (7,1%)
“He obtenido el resultado uti-
lizando el mecanismo que con
las unidades, decenas, cente-
nas y unidades de millar, al
igual que podia haber usado
metro, decametro, hectometro
y Kilémetro, por ejemplo,
pues cada uno vale 10 veces
mds que el anterior y 10 veces
menos que el posterior (si va-
mos de menor a mayor)»

Figura 4. Las tres estrategias mayoritarias de niveles distintos para la tarea 16
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Tarea 17 Respuestas Estrategias
Manipulando
las cantidades
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Figura 6. Errores mds frecuentes en la tarea 17
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La tarea 18 es resuelta correctamente por el 28,4% de los alumnos de la muestra,
que, sin embargo, utilizan mayoritariamente estrategias propias de niveles anteriores.

Tarea 18

FeE

G

Las ventas de bombones en los dos
altimos aflos se recogen en la tabla
de la derecha, en la que, en la ultima
columna, se incluye una forma
abreviada para escribir estas
cantidades (el subindice indica el
tamaio de los agrupamientos (en
este caso de 8 en 8))

Respuestas

Estrategias/errores
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Figura 7. Algunas estrategias y errores en la tarea 18

La tarea 19 es semejante a las anteriores, pero se pide la respuesta en la notacién
abreviada, lo que hace que las respuestas correctas no pasen del 22,6%, las respuestas
en blanco lleguen hasta el 43,9% y las respuestas erréneas alcancen el 33,5% (Figura 8).
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Figura 8. Dos respuestas erroneas a la tarea 19

CONCLUSIONES

El estudio de la comprensién se puede abordar desde distintos niveles de gene-
ralidad. Desde un enfoque general se pueden interpretar pautas comunes y obtener
conclusiones utiles para acometer modificaciones curriculares. En este nivel, el estudio
obtiene resultados como los siguientes: (a) la mayoria de los alumnos de la muestra se
encuentran entre los niveles de reproduccion y andlisis y muy pocos en el de sintesis;
(b) hay sujetos que muestran rastros de compresién de varios niveles dependiendo de
las tareas del campo en estudio; (c) la mayor parte de los errores y estrategias se pueden
explicar en funcién de las respuestas a las tareas de niveles inferiores.

Desde un enfoque mas especifico se pone de manifiesto la gran variedad de estra-
tegias, situaciones cognitivas y estilos de pensamiento que complican la interpretacion
de los comportamientos y la delimitacion de la situacién de la comprension. Los datos
son elocuentes: Se pueden identificar una decena de estrategias diferentes y mas de 12
errores basicos (algunos mas como combinacién de los basicos) en las respuestas a las
9 tareas del nivel de Sintesis.

Entre las fuentes de errores mas frecuentes destacamos: (a) el nivel técnico o de
reproduccion se encuentra tan consolidado que provoca la aplicaciéon mecanica de los
procedimientos y algoritmos; (b) una variante se puede observar en las situaciones en
las que se realizan traducciones entre sistemas con agrupamientos distintos al decimal,
en las que en lugar de efectuar el desarrollo polinémico, se multiplica la cantidad por
la base correspondiente; (c) en operaciones con agrupamientos distintos al decimal se
mantienen los esquemas de llevadas del sistema decimal; (d) en situaciones de expresar
la cantidad con agrupamientos diversos, no se realizan transferencias entre érdenes
distintos. Entendemos que la condicién de economia en la representacidn, por la que es
obligado utilizar las unidades de orden superior al sobrepasar en un orden el nimero de
unidades que indica la base, no recibe la atencion que debiera en los procesos didacticos
correspondientes.
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FENOMENOLOGIA Y REPRESENTACIONES
EN LA ARITHMETICA PRACTICA DE JUAN DE YCIAR

Phenomenology and representations
in the Arithmetica practica of Juan de Yciar
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RESUMEN

Juan de Yciar ademads de ser un reputado caligrafista europeo del siglo Xv1 también public6
una obra matematica cuyo propdsito era brindar herramientas aritméticas basicas a los comercian-
tes. En este trabajo presentamos un andlisis de la fenomenologia y los tipos de representaciones
expuestas en su obra. Para el andlisis se ha recurrido a la técnica del andlisis de contenido y
conceptual que ya hemos utilizado en investigaciones anteriores. Destaca la amplia variedad de
ejemplos con problemas cotidianos para los comerciantes y la incorporacién de tablas y graficas,
si bien son muy semejantes a las publicadas en otros libros matematicos contemporaneos pero
sin la riqueza conceptual de la obra de, por ejemplo, Kobel en 1608.

Palabras clave: Fenomenologia; Historia de la Educaciéon Matemdtica; Libros de texto;
Siglo X VI

ABSTRACT

Juan de Yciar besides being a renowned calligrapher sixteenth century European mathe-
matics also published a work whose purpose was to provide basic arithmetic tools to traders.
In this paper we present an analysis of the phenomenology and the types of representations
presented in his work. The analysis has used the technique of conceptual content analysis we
have used in previous research. Highlights the wide variety of examples with everyday problems
for traders and the incorporation of tables and figures although very similar to those published
in other contemporary mathematician’s books but without the conceptual richness of the work
of such Kobel in 1531.

Keywords: History of mathematics education, Phenomenology, Sixteenth century,; Text-
books.
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INTRODUCCION

La historia de la matemadtica va ligada a la Educacién Matematica cuando entra en
juego la intencionalidad de su difusion y ensefianza a lo largo de la historia. Hasta hace
poco tiempo los libros eran el tinico instrumento de transmision del conocimiento mate-
matico en el contexto educativo. Por ello, el estudio de los libros antiguos de matemadticas
ofrece una inmejorable ventana para conocer no solo el tratamiento de los conceptos
matemadticos en su época. También lo es para estar al tanto de la actividad intelectual
de una sociedad, asi como las modas y tendencias pedagdgicas imperantes en ciertas
regiones o paises. Por lo tanto, la investigacién histérica en Educacién Matematica es
importante por cuanto permite descubrir y sacar a la luz momentos, situaciones, insti-
tuciones, personajes o temas que, en un momento dado, han significado un cambio de
rumbo y un avance tanto para la historia de las matemadticas como para la Educacién
Matemadtica (Maz y Rico, 2013). En esta disciplina son muchos los trabajos a nivel
internacional y espafiol en los que el estudio de los manuales antiguos es el eje central
de la investigacion (Gomez, 2011; Schubring 1988).

Por otra parte, asumimos que la fenomenologia considera los problemas o cuestio-
nes bésicas a las que da respuesta un determinado concepto matemadtico, asi como las
situaciones usuales en las que estas cuestiones se plantean (Rico, Lupiafiez, Marin y
Gomez, 2008). Esta fenomenologia se hace evidente en los ejemplos y actividades que
se presentan en un manual de matemadticas (Maz y Rico, 2009a). Las representaciones
son los modos en los que los conceptos se hacen presentes, es decir, las distintas formas
que el autor emplea para hacerlos visibles a los lectores.

En este trabajo analizamos una obra matematica del siglo xvi1 publicada en Espaia,
centrando la atencién en la fenomenologia y las representaciones que el autor hace
explicitas en ella. Para ello utilizaremos una metodologia entrada en el andlisis de con-
tenido y conceptual ya empleada en otros trabajos previos (Maz y Bracho, 2013; Maz
y Rico, 2009a; Maz y Rico 2009b).

JUAN DE YCIAR

Juan de Yciar nace en Vizcaya en la villa de Durango entre 1522 y 1523 (Alzugaray
y Aguirre, 1988; De Echegaray, 1907; Martinez y Criado, 1993). No se halla informa-
cidn sobre la fecha precisa de su muerte. Durante su juventud se traslada a Zaragoza.

En 1549 publica en Zaragoza su Recopilacion Subtilissima Intitulada Orthographia
Pratica, en la que da reglas para aprender a escribir correctamente. En esta obra deja
su impronta pedagégica, donde se declara enemigo de que a los alumnos se les hiciera
ejercitar solamente la memoria. Entre 1549 y 1596 la Ortographia, fue objeto de diez
ediciones (con diferentes titulos).

Su conocimiento de la Geometria de Durero le sirvié para tomarla como modelo
para practicar y mejorar la escritura de la letra antigua a través de los trazos geométricos.
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Esto se observa en la muestras de Casos de Compds con su Geometria, escritas en 1547
y muestras de Letras de Compds para lluminadores (De Echegaray, 1907).

En 1549 publica su Arithmetica Practica. Cuando tenia mas de cincuenta afios se
consagra al sacerdocio y en 1575 recibe las 6rdenes sacerdotales, pasando a partir de
entonces el resto de sus dias en la ciudad de Logrofio.

LA ARITHMETICA PRACTICA

La Arithmetica Practica muy vtil y provechoso para toda persona que quisiere
exercitar se en aprender a contar (De Yciar, 1549), se publica en la ciudad de Zaragoza
el 16 de febrero de 1549 en la casa de Pedro Bermudez, a costa del autor y de Miguel
de Suelves, alias Capila, mercader de libros. Tiene unas dimensiones de 19 por 28,9 cm
y consta de 4 paginas sin numerar y 56 numeradas (ver Figura 1).
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Figura 1. Arithmetica Practica

El libro se compone de cinco partes, la primera trata de la cuenta castellana y la
componen nueve capitulos. La segunda parte corresponde a las progresiones y la com-
ponen tres capitulos. La tercera parte trata de la regla de tres y estd compuesta por un
apartado. La cuarta parte trata de la regla de compaiiia y estd distribuido por preguntas,
que plantea el autor y a las que da respuesta. La quinta parte estd dedicada a los que-
brados. También agrega unos apartados sobre raices cuadradas, pesas y medidas de
varios reinos de Espafia.
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El autor dedica dos péginas a la dedicatoria del libro a D. Juan de Ferndndez de
Heredia Conde de Fuentes. Luego presenta una tabla con los contenidos de «tratado»
(p. iii) que ocupan otras dos paginas. Dedica un folio a una composicién poética desti-
nada a los lectores del libro al reverso de la misma hay un retrato del propio de Yciar,
realizado en buril y firmado IDV, firma que sir Henry Thomas (citado por Vindel, 1942)
atribuye al grabador zaragozano Juan de Vingles.

Fenomenologia

La fenomenologia es un medio para organizar las ideas o los conceptos matematicos
y cuando estd relacionada con el medio escolar y los procesos implicados en su ense-
nanza/aprendizaje, Puig (2001) afirma que es entonces cuando hay una fenonomenologia
did4ctica. Este es el tipo de fenomenologia presente en los manuales de matematicas.
Hallamos seis tipos de fenémenos o situaciones en la obra: contables, comerciales, de
repartos, de medidas, geométricos y aritméticos.

»  Fenomenos contables: se presentan asociados a problemas ganancias y perdidas.

*  Fenomenos comerciales: se utilizan cuando son planteadas situaciones de com-
pras y ventas de objetos o animales.

»  Fenomenos de repartos: los hallamos cuando la situacién planteada requiere
de la distribucion equitiva de objetos o cuando se requiere de la aplicacion de
la regla de compafiia para distribuir la rentabilidad de un depdsito o negocio.

»  Fenomenos de medida: se recurre a ellos para hallar longitudes de objetos o para
encontrar la equivalencia entre determinadas medidas utilizadas en regiones
geogréaficas diferentes.

*  Fenomenos geométrico: el autor recurre a ellos cuando establece cierta rela-
cién de utilidad de la raiz cuadrada para obtener valores a partir de dreas de
poligonos.

*  Fenomenos aritméticos: esencialmente se utilizan en la parte numérica y estan
asociados con la operatividad de los nimeros bajo determinadas operaciones
aritméticas.

Representaciones

Las representaciones matemadticas son todas aquellas herramientas (signos o gra-
ficos) que hacen presentes los conceptos y procedimientos matemadticos (Rico, 2009).
Es decir, los sistemas de representacidon permiten a un autor comunicar a los lectores
usualmente de forma visual las ideas matematicas que quiere tramsistir. A continuacién
se presentan las representaciones halladas en la Artihmetica Practica y se muestra un
ejemplo:

Verbales: el autor recurre mediante palabras a dar una serie de explicaciones sobre
el concepto que quiere mostrar.
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S Rimeramente es neceffario faber/que progrefion noes orra cofa
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Figura 2. Representacion verbal

Numeéricas: Se utilizan combinaciones de nimeros para presentar las operaciones
aritméticas.

2 2
3 ] 3 »
'—><—- 1, + -~>< 1, enrero.
4 s 1 1
+ 2

Figura 3. Representacion numérica

Gridficas: estas son abundantes en la obra. El autor recurre a cuatro tipos de repre-
sentaciones graficas diferentes a) las tabulares; b) figuras; c) geométricas; d) las mixtas.

Las graficas tabulares presentan la informacién agrupada mediante tablas con
valores numéricos. Se sirve de ellas para las tablas de multiplicar.
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Figura 4. Grdfica tabular

Las graficas de figuras son las mds variadas y sirven para ilustrar el problema que
se plantea.

Figura 5. Grdfica de figuras
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Las gréficas geométricas representan a poligonos bdsicos y sirven para delimitar
regiones o areas, pero siempre asociadas al proceso de extraccion de raices cuadradas.
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Figura 6. Grdficas geometricas

Las graficas mixtas mezclan nimeros con lineas o corchetes para indicar la direccién
o el sentido de la operacion, asi como para agrupar pasos o procedimientos.

m‘ g o 300

_4' i 4 5% - 96 PIM- l_;_d bicrdec paiimero,.— 2 7 A
; 104
i ! fl' 5 20 12 4 i ——  Ydfegundo,———3 3 4%
> 87 2 ——
300 Yeltercero, ——4 2 Z%
1§ 392 T

io 4

Figura 7. Grdficas mixtas

Las representaciones gréficas sirven ademads para ilustrar explicaciones de ciertos
problemas, asi tenemos por ejemplo la Figura 8, la cual sirve para ilustrar una expli-
cacién de un problema de regla tres, en el que un cantero tiene una piedra cuadrada de

cuatro varas de ancho y de alto por la que le pagan 20 ducados y quiere saberse cuanto
costara una de 8 varas de largo y ancho.
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Figura 8. Grdfica para ilustrar un problema
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Tambien se recurre a las gréaficas para mostrar diferentes procesos algoritmicos para
la multiplicacidn, asf se presentan los métodos de celosia y de copa.

La obra de De Yciar tiene como propdsito dotar de herramientas aritméticas basi-
cas para quien desempefie la labor de mercader. Esto se hace evidente si analizamos
la semejanza y diferencia conceptual con respecto a otras obras matemdticas europeas
publicadas en épocas cercanas a la suya. Por ejemplo, presenta un problema para hallar
la altura de una torre (Figura 9, imagen izquierda), y las indicaciones para su solucién
es la aplicacion del teorema de Thales aunque no lo menciona, porque solo pretende
fomentar el uso de la raiz cuadrada. Esto es mds elemental, si lo comparamos con un
problema semejante publicado en 1531 en la Geometry de Kobel (Figura 9, imagen
derecha), alli estd implicita la medicién de la altura de una torre usando cuadrantes,
cuando no se puede medir la distancia.

Figura 9. Medicion de la altura de una torre

CONCLUSIONES

De Yciar no fue un matematico como lo entenderiamos hoy, sino que es un erudito
especialista en caligrafia que aprende matematica desde variadas fuentes como lo son
Durero o Juan de Ortega, y pone esos conocimientos impresos en esta obra. L.a misma se
distingue de otras de la época en la calidad de la impresion, los grabados y la distribucién
del contenido, otorgando los espacios necesarios a la parte matematica de manera que
resultan visualmente armoniosos.

Su intencionalidad es escribir una obra con los rudimentos basicos de la aritmetica
pero uilizando variados ejemplos y situaciones fenomenologicas de gran familiaridad
para los comerciantes de la época: compras, ventas, ganancias, pérdidas, repartos,
correspondencia de medidas entre diferentes regiones, etc. Para lograr una adecuada
comprension de lo que presenta recurre a diversos tipos de representaciones, con las
cuales logra otorgar una imagen de actualidad y modernidad para las matematicas de
la época en Espaiia. Seria de interés realizar un andlisis comparativo de esta obra con
otras espafiolas contemporaneas escritas por matematicos propiamente dichos.
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LA RELACION PARTE-TODO
Parte-whole relationship

Elena Castro-Rodriguez, Enrique Castro
Universidad de Granada

RESUMEN

La relacién parte-todo es uno de los pilares a partir del cual construimos y damos sentido
a un buen nimero de objetos matematicos. Con este trabajo intentamos hacer un recorrido por
algunos de los objetos matemadticos a los que sustenta y pretendemos poner de manifiesto de
forma explicita esa fundamentacién, mostrando ideas tedricas de cémo se produce la asignacién
de sentido. Nos referimos concretamente al modo en que la relacidn parte-todo se imbrica en
el concepto de niimero natural, de cémo sustenta esquemas semdnticos de los problemas de
estructura aditiva y multiplicativa, de cémo es uno de los subconstructos de la fenomenologia de
las fracciones, y de como se halla en el origen de ciertas ideas de lo que podriamos denominar
pensamiento prealgebraico.

Palabras clave: Esquemas semanticos; Pensamiento numérico; Relacién parte-todo; Sen-
tido numérico.

ABSTRACT

The part-whole relationship is one of the pillars from which we construct and give meaning
to many mathematical objects. In this paper we try to take a tour of some of the mathematical
objects which sustains and try to show that reasoning explicitly showing how theoretical ideas
allocation occurs meaningless. We refer specifically to how the part-whole relationship overlaps
the concept of natural number, how schemata underlying problems of additive and multiplicative
structure, how is one of the subconstructs of phenomenology of fractions, and of how it is at the
origin of certain ideas of what might be called prealgebraic thought.

Keywords: Number sense; Numerical thinking; Part-whole relationship; Semantic schema.
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Probablemente el mayor logro intelectual de los primeros afios escolares es la inter-
pretacién de los niimeros en términos de las relaciones parte-todo. Empleando el esquema
parte-todo para cuantificar, los nifios pueden pensar los nimeros como compuestos de
otros nimeros. Esto les proporciona una formacién numérica que les faculta para resolver
problemas y realizar interpretaciones que no estin al alcance de nifios mds pequefios.
(Resnick, 1983)

Un objetivo actual en los programas de matematicas escolares es desarrollar el
«sentido numérico» en los estudiantes, intentando prestar una atencion equilibrada a las
destrezas de célculo, a la comprensién matemadtica y a la resolucién de problemas. La
profesora Castro (2006) lo considera un componente de la competencia matematica que
los alumnos pueden adquirir desde la etapa de educacion infantil y sefiala aspectos que
pueden trabajarse en esta etapa. El sentido numérico es dificil de precisar, en términos
generales se puede considerar como una red conceptual bien organizada de informacion
numérica que nos faculta para comprender los nimeros y las relaciones numéricas, asi
como para resolver problemas.

El desarrollo del sentido numérico se produce desde la mas temprana escolaridad y
se cimenta sobre el conocimiento informal que tienen los nifios sobre las cantidades del
mundo fisico y sus relaciones. Este conocimiento se desarrolla, en principio, mediante
actividades con materiales manipulativos y, con ellos, adquieren una forma de pensar
que Resnick (1992) denomina razonamiento protocuantitativo, dado que es un razo-
namiento sin nimeros. Resnick distingue formas de razonamiento protocuantitativas
bésicas a las que denomina esquemas protocuantitativos. Partiendo de esta idea, se han
realizado un buen nimero de investigaciones que consideran la hipétesis de que en la
base del sentido numeérico se encuentran tres tipos de esquemas protocuantitativos: el de
aumento-disminucion, el esquema parte-todo y el esquema de comparacion (Resnick,
1992). A partir de estos esquemas, el autor sugiere que se contruyen los conocimien-
tos aritméticos de los nifios. Investigaciones posteriores han centrado su atencién en
el sentido numérico y su relacidn con diversas actividades de cardcter matematico
relativas a estos tres tipos de esquemas protocuantitativos, asi como sus implicaciones
para la resolucién de problemas. Los esquemas protocuantitativos los entienden como
conocimiento informal de cantidades en el mundo fisico.

Las teorias cognitivas han postulado que los esquemas son mecanismos mentales
utiles para organizar la informacién que nos llega del entorno y juegan un papel funda-
mental en el pensamiento y en la resolucién de problemas. Un ejemplo es el esquema
parte-todo, que se encuentra presente en la comprension del nimero y las operaciones,
asi como en la resolucién de problemas aritméticos y algebraicos. El esquema parte-
todo posee una componente 16gica sustentada en la relacién parte-todo, que es una parte
esencial del razonamiento aritmético y prealgebraico.
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LA RELACION PARTE-TODO

La naturaleza de la relacion parte-todo es problematica, su estudio formal lo realiza
la mereologia, como ciencia de las relaciones entre la parte y el todo. Fue objeto de
atencion en los inicios de la filosoffa y su estudio ha sido, y continda siendo, un tema
recurrente a lo largo de la historia. Los primeros que trataron el tpico de las partes y el
todo fueron los filésofos de la antigua Grecia, los presocraticos, continuando a través de
los escritos de Platon, Aristoteles y los Escolésticos que abordaron cuestiones fundamen-
tales que atin hoy son importantes, como la caracterizacién del «todo» y las «partes»,
o las relaciones entre ellos. En los inicios del siglo veinte, Husserl (1900-1901/1985)
se ocupd de los conceptos de «parte» y «todo» en su Tercera Investigacion Logica. El
objetivo era analizar la relacién parte-todo, omnipresente en nuestros conceptos y prac-
ticas lingiiisticas. La moderna mereologia comienza con Lesniewski (1927-1931/1992),
quien construye el primer sistema formal de mereologia fundamentado en la relacién
«ser parte de». La mereologia surgié contempordneamente y con el mismo espiritu
que la 16gica moderna, uno de sus objetivos era la de proveer una fundamentacién de
la matematica mediante un desarrollo estricto de la relacion parte-todo. Cercana a la
concepcion de Frege, la mereologia constituiria una teorfa referida a las propiedades
de entidades reales. Los problemas que se plantean en torno a esta teoria afectan a
diversos campos cientificos como la Lingiiistica, la Psicologia, la Computacién, o la
Antropologia.

Todo, parte y relaciéon

La caracterizacion formal de la relacién parte-todo no es simple, pues en el lenguaje
cotidiano los términos todo y parte presentan diversos significados, no todos ellos de
interés para este trabajo. En primer lugar consideramos como «todo» aquella cantidad
que tomamos como dato de partida y «parte» a cada una de las cantidades P; en que el
todo puede romperse o fragmentarse real o metaféricamente, pudiendo afirmar que algo
puede ser considerado parte de una totalidad si es o ha sido poseido por dicha entidad.
En matemadticas, no se entiende un todo sin partes, ni una parte sin todo «no se llamaré
a ninguna cosa todo a no ser que tenga partes» (Russell, 1973, p. 504). Es importante
comprender la diferencia entre un todo y sus partes. Un todo es una entidad distinta de
cada una de sus partes y de todas ellas, se relaciona con ellas pero tiene un ser distinto

a ellas. Cuando un todo T, se fragmenta o divide en n partes P;, con 1<i<n, se afirma
n

que el todo es la unién de sus n partes, T = UP;- . Cada una de esas partes P; presenta
i=1
una determinada relacién con el todo: R(P;,T).
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Clasificacion de las relaciones parte-todo

Las teorias mereoldgicas han realizado diversas clasificaciones de las relaciones
parte-todo desde distintas perspectivas. La realizada por Gerstl y Pribbenow (1995)
cubre varios dominios ontoldgicos y estd realizada desde un punto de vista construc-
tivo, es decir, cada relacidn representa una manera diferente de realizar la particion del
todo. Para ello utiliza dos criterios alternativos: a) el todo posee a priori una estructura
de partes, y b) las partes se construyen de manera temporal mediante la aplicacion de
un criterio externo al todo.

En el primer tipo de relaciones parte-todo, el todo posee una estructura a priori y
las partes estdn integradas en esa estructura. Por ejemplo, una casa tiene una estructura
previa de habitaciones, un libro estd constituido por capitulos. Gerstl y Pribbenow dis-
tinguen tres tipos de relaciones parte-todo de acuerdo a la estructura previa de partes que
posee el todo: elemento-coleccién, cantidad-masa y componente-complejo (Figura 1).

continuo discreto )
homogéneo homogéneo heterogéneo
T T T
i/ fr|r r AN
P PPPPP P PP, P, P
cantidad elemento componente

Figura 1. Tipos de relaciones cuyos todos presentan estructura de partes

El segundo tipo de relaciones parte-todo surgen de tener en cuenta criterios que se
utilizan en un momento dado para establecer una division del todo en partes de manera
temporal. El criterio puede ser interno al todo o bien externo.

LA RELACION PARTE-TODO EN ARITMETICA

La relacion entre la parte y el todo ha jugado un papel fundamental en el desarrollo
de las matematicas (Bell, 2004). Esta relacion se encuentra en los principios funda-
mentales sobre los que se desarrollan los Elementos de Euclides, concretamente en el
apartado «nociones comunes». La quinta nocién comtn afirma que «el todo es mayor
que la parte», que seria rechazada posteriormente por George Cantor en su teoria de
los cardinales, y seria sélo valida para los cardinales finitos, que es sobre la que estin
construidos los nimeros naturales.

El trabajo de Cantor y el de sus coetdneos intenta fundamentar la matemética desde
un punto de vista 16gico, en el que tiene importancia la relacién parte-todo y su estrecha
conexion con la relacion de inclusién. La relacién de inclusion forma parte de la teoria
de conjuntos, aunque la relacidn esencial en la teoria de conjuntos es la relacién «ser
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elemento de». La relacion parte-todo y, por ende, la relacion de inclusién son objeto
de atencion preferente de las teorias meroldgicas, que tratan de desentraiiar y clarificar
su esencia.

La relacion parte-todo conlleva considerar que los niimeros naturales estdn consti-
tuidos por dos o mds partes y su dominio es uno de los mayores logros a alcanzar con los
nifios en sus primeros afios de escolaridad. Segtin Piaget, el nifio construye el concepto
de nimero a través de la integracion de dos tipos de relaciones, el orden y la inclusién
jerdrquica, esta dltima es un caso de relacién parte-todo, en el que cada nimero debe
ser concebido como una componente de los niimeros siguientes (Figura 2).

Figura 2. Inclusion jerdrquica de los primeros niimeros

Mediante tareas de inclusion de clases, Piaget puso de manifiesto las dificultades
que entrafia para los nifios el dominio de esta relacion. Los nifios pueden dividir men-
talmente un todo en partes, pero el todo deja de existir en el momento en el que ha sido
dividido, pudiendo pensar en las partes, pero no en el todo y las partes a la vez. Para
comparar el todo con una parte, el nifio ha de hacer dos acciones opuestas de forma
simultdnea, dividir el todo en partes y reconstruir el todo, ésta habilidad no sé consigue
hasta la edad de 7 u 8 afios. Cuando el nifio establece este tipo de relaciones parte-todo,
su pensamiento se hace reversible, y como resultado construye la estructura légico-
matemadtica del nimero.

La relacion parte-todo aditiva

En aritmética, la relacién parte-todo aditiva tiene lugar, o se establece, entre dos
cantidades de una misma magnitud, pero con la condicién de que la cantidad que hace
de parte esté incluida fisica o mentalmente en la cantidad que actia como el todo, es
decir, P — T. De manera implicita, se estd considerando otra parte que es complementaria
de la dada con respecto al todo. Esta relacion se puede representar en distintos niveles
de generalidad y con distintos tipos de diagramas, que representan en forma simbdlica
la relacion aditiva P+P =T (Figura 3).

El conocimiento de la relacion parte-todo constituye la base para comprender y
resolver tareas como completar expresiones numéricas (eg., S +_ =90 __ —3=7)y
resolver problemas de estructura aditiva de combinacién parte-todo, en los que dos
partes se combinan para formar un todo o hay que hallar una parte cuando se conoce
el todo y la otra parte.
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X ==

Figura 3. Distintos diagramas de la relacion parte-todo aditiva

Larelacién parte-todo aditiva no se reduce a considerar el caso en el que un todo se
divide en dos partes complementarias, también un todo puede estar compuesto por tres
0 mas partes. Si un todo se descompone en tres partes, T=P;+P»+P3, la reconstruccién
del todo se puede hacer de dos maneras: (P1+P2)+P3 o bien (P1+P2)+P3, lo que en el
lenguaje de Resnick (1992) es un conocimiento protocuantitativo previo de la propiedad
asociativa de la suma de nimeros naturales.

La relacion parte-todo multiplicativa

El caso més general de la relacién aditiva es considerar un todo dividido en n partes
(T=X 1<i<n Pi), lo que nos lleva al caso especial de que todas las partes sean iguales. En
este caso notamos cada parte como Py tenemos que T=2_ i<i<n Pi=nP. A las situaciones
en las que se da esta relacion las denominamos de grupos repetidos y constituye un
conocimiento que sirve de base para la introduccién de la multiplicacién de niimeros
naturales como suma repetida.

En una relacién parte-todo multiplicativa distinguimos dos relaciones numéricas:
una directa R(T, P) en la que se trata de obtener el todo como composicién de partes
iguales, y su inversa R(P, T), en la que a partir de un todo debemos descomponerlo en
partes iguales. Esta relacién inversa es fructifera desde un punto de vista matematico,
dando lugar a los conceptos de divisién partitiva y de divisién cuotitiva, por un lado, y
de fraccién por otro.

La relacion directa la expresamos 7' = nP, con P parte unitaria, donde n expresa la
relacién entre el todo y cualquiera de sus partes unitarias: R(7, P) = n. Cuando consi-

deramos la relacion inversa P =—T, entonces la fraccion — expresa la relacion entre
n n

cada parte Py el todo T: R(P,T)= l . Esta relacién entre P y T se expresa diciendo
n

que P es parte enésima unitaria de T.

En la estructura multiplicativa encontramos un caso especial donde la relacién
parte-todo adquiere especial relevancia, las fracciones. Las fracciones surgen en una
relacién multiplicativa parte-todo como el modo de expresar la relacion entre una parte
y el todo del que procede. De este modo. los nifios comienzan el aprendizaje de las frac-
ciones en términos de las partes que componen un todo. Diversos investigadores, como
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Behr, Lesh, Post y Silver (1983), Freudenthal (1983) o Kieren (1976), han considerado
esta relacién como base del conocimiento de las fracciones y, por consiguiente, de los
nimeros racionales. Estos autores utilizan el término subconstructo u otros similares
para referirse a distintas interpretaciones o significados de los nimeros racionales, entre
las que se encuentra la relacion parte-todo a la que le asignan un papel primordial.

El subconstructo parte-todo depende directamente de la habilidad de partir una
cantidad continua o un conjunto de objetos discretos en partes iguales o subconjun-
tos de igual tamafio. El concepto inicial de fraccién emerge de la aplicacién de unos
mecanismos intuitivos, en particular el proceso de particiéon en cantidades continuas o
discretas, y destaca la identificacion de la unidad o todo. El concepto de totalidad como
algo que se descompone, recompone y convierte ha sido el fundamento de la relacién
parte-todo y un factor que unifica a los otros subconstructos de los nimeros racionales.

CONEXIONES PREALGEBRAICAS

Kilpatrick, Swafford, y Findell, (2001) discuten el tipo de pensamiento que los
estudiantes desarrollan en programas aritméticos tradicionales a diferencia del que
se requiere para el estudio del dlgebra: Los programas de aritmética ponen su foco de
atencion en el cdlculo y no favorecen el aspecto relacional de las operaciones. Linsell
y cols. (2007) recogen estas ideas para dar recomendaciones sobre la conexion entre la
aritmética y el aprendizaje inicial del dlgebra. Le otorgan gran importancia a los aspectos
relacionales de la aritmética en el aprendizaje del algebra. Citemos como ejemplo la
idea que adquieren los nifios del signo igual como un célculo a realizar cuando trabajan
con expresiones como 5 + 7=___, en vez de concebirlo como una relacién de igualdad
o de equivalencia (Molina, Castro y Castro, 2009). Para facilitar el paso de la aritmética
al algebra, los escolares deben realizar actividades de uno y otro tipo para no quedarse
anclados en la interpretacién del signo igual como indicador de calculo. Intimamente
ligado a esto estd el considerar las ecuaciones como un proceso en lugar de un objeto
que hay que transformar. Cuando los escolares se enfrentan por primera vez con ecua-
ciones del tipo 2x4+3=x pueden pensar que una ecuacion es un proceso aritmético que
hay que llevar a cabo. Esta idea la extrapolan a otro tipo de ecuaciones, como 4x + 8 =
20, e intentan resolverla mediante un proceso aritmético de ensayo y error para hallar x.

Si bien los escolares pueden resolver ecuaciones del tipo x + 4 = 9 mediante estra-
tegias aritméticas de ensayo y error, propuestas curriculares como la New Zealand
Number Framework (Ministry of Education, 2003) subrayan que esto puede resultar mas
facil para los escolares que apliquen ideas de la relacién parte-todo. En esta propuesta
se recomienda que, para resolver ecuaciones del tipo 3x = 12 se utilicen ideas ligadas
a la relaciéon multiplicativa parte-todo. Linsell y cols. (2006) aseguran que sélo los
estudiantes que han dominado las relaciones parte-todo de cardcter multiplicativo son
capaces de resolver ecuaciones siguiendo el proceso formal de invertir las operaciones.
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DIFICULTADES Y USO DE RECURSOS ALGEBRAICOS
DE ESTUDIANTES PARA MAESTROS DE EDUCACION PRIMARIA

Difficulties and use of algebraic resources
of primary education teachers’ students

Martin M. Socas, M.” Mercedes Palarea y Josefa Herndndez
Universidad de La Laguna

RESUMEN

Presentamos en este capitulo un estudio sobre recursos algebraicos que utilizan alumnos
del Grado de Maestro en Educacién Primaria y analizamos las dificultades que tienen cuando
resuelven tareas que implican operaciones, estructuras y procesos algebraicos. El andlisis y
discusidn de los datos de las diferentes producciones de los estudiantes se realizan mediante las
categorias que derivan de las componentes: Competencia Matematica Formal, para el andlisis
del contenido de las tareas (Socas, 2012), y Competencia Cognitiva, para el andlisis de las difi-
cultades y errores de los alumnos (Socas, 1997). Encontramos que el recurso habitual es hacer
uso de las operaciones algebraicas en cualquier tarea y que este predominio de lo operacional
emerge como dificultad para el pensamiento algebraico.

Palabras clave: Algebra; Dificultades y errores; Formacién de profesores.

ABSTRACT

In this chapter we present a study about algebraic resources used by Primary Teaching
Degree students. We analyze the difficulties they have for solving tasks where the operations,
structures and algebraic processes are implicated. The data analysis and discussion for different
productions of students were done by the categories derived from the components: Mathematical
Formal Competence, for tasks content analysis (Socas, 2012), and Cognitive Competence, for
analysis of pupil’s difficulties and errors (Socas, 1997). We found that the habitual resource is
the use of the algebraic operations for any task and this operational predominance appears as
a difficulty for the algebraic thought.

Keywords: Algebra; Difficulties and errors; Training teachers.
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INTRODUCCION

El estudio de los conocimientos matematicos de los estudiantes para profesores de
Matematicas de Primaria, ha sido un trabajo bdsico en la Universidad de La Laguna,
en los dltimos diez afios. Estudios que tienen como objetivo obtener informacién que
permita mejorar los programas de Matemdticas y Did4ctica de las Matemadticas para
los Titulos de Maestro, que partan del conocimiento real de los alumnos y que permitan
desarrollar actitudes positivas hacia la Matematica. La investigacion se planteé como
un andlisis del bagaje matemdtico de los alumnos, a partir de los datos obtenidos a
través de pruebas en forma escrita de contenido matemaético basico. El trabajo trataba
sobre preguntas relativas a conceptos y procedimientos matemaéticos elementales que
normalmente se dan por conocidos.

Después de varios estudios piloto, una prueba general de Matemdticas del nivel de
la ESO se pasé a 883 alumnos de siete universidades espafiolas en el curso 2001-2002,
obteniéndose una puntuacién media de 26.4 sobre 49 puntos de maximo, con un reco-
rrido entre 5 y 47 puntos. Los resultados mostraron de nuevo enormes deficiencias de
los alumnos que inician los estudios para maestros en conocimientos bésicos de Mate-
maticas. Los estudios posteriores no mejoran los resultados obtenidos anteriormente,
encontrdndose en estos ultimos trabajos que los alumnos tienen un predominio del
conocimiento operacional frente al estructural y procesual, y que es este conocimiento el
que subyace, mayoritariamente, en la resolucion de cualquier tarea matematica, muchas
veces, sin éxito, incluso cuando el conocimiento operacional aplicado es correcto.

Estos resultados ponen de manifiesto que el énfasis que la ensefianza de las Mate-
maticas pone en el conocimiento operacional, estd creando dificultades y obstaculos
al alumno en la aplicacién, por ejemplo, de heuristicos y estrategias en la resolucién
de situaciones problemdticas que estdn mds asociadas a un pensamiento estructural e
incluso procesual.

El trabajo que se presenta se sitia en el estudio sobre el conocimiento del profesor
de Matemadticas y se analizan las dificultades y el uso de recursos algebraicos de estu-
diantes para Maestros de Educacién Primaria. Trata de obtener respuestas a las preguntas
siguientes: 1) ;Qué recursos: operaciones, estructuras y procesos, usan los estudiantes
cuando se enfrentan a diversas situaciones problemadticas de naturaleza algebraica?, 2)
(Qué dificultades tienen los estudiantes? y 3) ;Cual es el origen de los errores?

MARCO CONCEPTUAL

El marco conceptual que utilizamos para el andlisis y discusion de los datos de las
diferentes producciones de los estudiantes, se sustenta en los modelos de Competencia
Matematica Formal, para el anélisis del contenido de las tareas (Socas, 2012) y Com-
petencia Cognitiva para el andlisis de las dificultades y errores de los alumnos (Socas,
1997), que propone el Enfoque Légico Semidtico (Socas, 2007).
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La Competencia Matematica Formal (CMF) es considerada como un referente
fundamental del andlisis del contenido, y se describe para los tres campos conceptua-
les: numérico, algebraico y analitico, desde la perspectiva disciplinar, tomando como
ejemplo el campo conceptual algebraico.

En Socas (1997) se establecen cinco procedencias diferentes de las dificultades
que tienen los alumnos en la construccidn del conocimiento matematico y éstas estan
relacionadas con la complejidad de los objetos de las Matematicas, las especificidades
de los procesos de pensamiento matemadtico, los procedimientos de ensefianza desarro-
llados para el aprendizaje de las Matematicas, los procesos de desarrollo cognitivo de
los alumnos, y las actitudes afectivas y emocionales hacia las Matematicas.

La propuesta de formacién de los estudiantes para profesor de Mateméticas en la
educacioén obligatoria (Socas y Herndndez, 2013), es una propuesta global desde una
perspectiva profesional, que pretende facilitar un acercamiento desde el conocimiento
matemadtico disciplinar, al conocimiento matematico curricular, al conocimiento didac-
tico matemdtico y al conocimiento de la prictica educativa, mediante una propuesta que
va desde la globalidad general del curriculo y del conocimiento matemético disciplinar
implicado, a la totalidad organizada de un contenido curricular como contenido para
ensefiar.

Las consideraciones anteriores, sobre los conocimientos matematicos de los estu-
diantes para profesores y los resultados de la investigacion en Educacién Matemaética
sobre el conocimiento matemadtico para la ensefianza (MKT: Mathematical Knowledge
for Teaching), lleva a considerar que los conocimientos y competencias para la orga-
nizacién de los contenidos matematicos, desde la perspectiva disciplinar, necesitan
en los estudiantes para profesores una revision de la disciplina en términos de unas
«Matematicas» para formarlos profesionalmente, que mejore, no sélo sus conocimientos
matemadticos sino sus creencias sobre la finalidad de estos conocimientos en la Edu-
cacién Obligatoria, teniendo en cuenta el conocimiento del profesor de Matematicas,
considerado como conocimiento profesional (Hill, Ball y Schilling, 2008).

METODOLOGIA

En el plan de formacién de los estudiantes del Grado de Maestro en Educacién
Primaria en la Universidad de La Laguna, se imparte una materia de Matematicas
para profesores de 6 créditos en 2.° curso, seguida de dos materias de Didactica de la
Matematica (14 créditos), que se cursan en 3.° en las que se tiene como objetivo una
necesaria reconceptualizacion de las Matemadticas para la profesiéon de Maestros. Se
completa la formacién con una materia optativa de Innovacién e Investigacion Curricular
(4.5 créditos) que se cursa en 4.°.

Los datos obtenidos en este trabajo han sido extraidos de las respuestas de los estu-
diantes a diferentes instrumentos: cuestionarios e informes. En concreto, en este trabajo
consideramos dos cuestionarios, de los que sélo analizamos las respuestas relativas al
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Algebra. Uno, el que cumplimentaron antes de iniciar la materia de Mateméticas para
Maestros, en el curso 2011-12, con el fin de tener un diagnéstico de sus conocimientos
béasicos en Matemdticas. Otro, el que realizaron en el curso 2012-13, antes de empezar
las materias de didactica del contenido matemaético. Las respuestas a este segundo cues-
tionario, permiten valorar el uso que hacen los estudiantes de los recursos algebraicos,
antes y después de un curso de Matematicas.

El tercer instrumento utilizado lo constituyen los informes individuales que realizan
los estudiantes y que tienen como punto de partida el segundo cuestionario. A partir de
las respuestas dadas al mismo y de las preguntas sin respuesta, los alumnos hacen un
informe sobre las dificultades que han tenido en ellas, las justificaciones a las respuestas
correctas; los diferentes recursos: operaciones, estructuras y procesos utilizados en las
respuestas, el origen de los errores cometidos y el porqué de las preguntas incompletas
o en blanco.

El primer cuestionario se administré a 194 alumnos, de estos se seleccionaron 30,
que asisten a clase regularmente en 3.° y cumplimentaron los informes. Vamos a conside-
rar los datos relativos a varios de estos alumnos (que citaremos como F, J, V, C, Ay E).

El contenido de las tareas algebraicas de los cuestionarios es analizado previamente
desde la competencia matematica mediante el modelo de CMF, lo que facilitara el ana-
lisis de las respuestas de los estudiantes. En este modelo de andlisis se considera que
en un problema estdn implicados en general ocho tipos de conocimientos: C1: Cono-
cimiento lingiiistico, C2: Conocimiento semdntico, C3: Conocimiento de la estructura
del problema, C4: Conocimiento de las representaciones, C5: Conocimiento de los
razonamientos, C6: Conocimientos operacionales, C7: Conocimientos conceptuales y
C8: Conocimientos procesuales, que se relacionan entre si y que generan dificultades al
resolutor. Las preguntas del cuestionario estdn disefiadas para obtener, respectivamente,
una posible respuesta procesual, estructural u operacional, pero ello no garantiza que
ésta sea la respuesta del alumnado, ya que €ste estd condicionado por los significados
y por las funciones que este lenguaje le sugiere, de manera que tratamos de observar
en las diferentes situaciones los tipos de conocimientos que utilizan.

Datos

Mostramos a continuacion el andlisis de las respuestas al problema 29, cuyo enun-
ciado se da posteriormente. Es una actividad que responden correctamente todos los
seleccionados menos el alumno J que lo deja en blanco.

C1. El enunciado lo entienden correctamente, no muestran dificultad con las expre-
siones «menos que», «3 veces mds que». C2. No hay términos o palabras que ofrezcan
dificultad. C3. Comprenden la estructura de la situacion problemadtica, considerdandolo
un problema de traduccién del lenguaje habitual al algebraico. C4. Muestran conoci-
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miento adecuado de la representacion algebraica. C5. Utilizan una deduccién légica,
van representando mediante letras la expresion de cada una de las personas hasta llegar
a decidir cudl es la expresion que le corresponde. También puede entenderse que van
eliminando aquellas expresiones que no coinciden con el razonamiento que van haciendo.
C6. Uso correcto de variable y expresion algebraica. Uso correcto del paréntesis. C7.
Concepto de variable y de expresion algebraica. C8. Sustitucion formal: Realizan una
traduccidn correcta del lenguaje habitual al lenguaje algebraico.

Por ejemplo, el alumno F es capaz de traducir correctamente del lenguaje habitual
al algebraico, como podemos observar en la Figura 1, incluyendo el uso de la propiedad
conmutativa y sustituciones de variables. Otros como V necesitan razonar con la letra
X, para identificar la expresién, como se muestra en la Figura 2.

29 Janien 3 somreros mens e Mars  Cha e 3 vece mis sombersgue 19, Jan ene §sombers menos que Maray Clam tee 3 veoes ms sombrros g
Juan, i Mara e sumbrero, el de stsexpresione reprsents e imero de Juan. i Maratene m sombreros, ol i estes expresione rereseata el mimero de
sombrers quefene Clre! \ b ) sombreros e tene Clara!

2 5% preh 3 50

b 3 Lot )3 K

¢ (-] ¢ -5

0 305 S "

@h'l:l ! e] "."r'.:

Figura 1. Respuesta del estudiante F Figura 2. Respuesta del estudiante V

El estudiante C realiza razonamientos como los que se expresan en la Figura 3.

9. Ix +4+5x=12x 6> (OLDC cecla . Seno—  ¥X KA,
10. 40+12x=40@x+10) (oo @uocidw 2o oot \«-..,__/ o
o8 . \._.‘*{b\dCu-(’ g M\m o 28 Qores— Fesis, So- e

Figura 3. Razonamiento del estudiante C
El estudiante J no comprende en el problema 5 expresiones como: «ocupa la posicion

6», «ocupa la posicioén 20», siendo incapaz de expresar la regla y generalizar, como se
ve en la Figura 4.
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5.- Los nimeros 1, 4, 9, 16,... reciben el nombre de ntmeros cuadrados, ya que pucsden
ser dispuestos en forma de cuadrados

También se pueden escribir 1=1; 4 = 143 o9 1395 16 =14+3+5+7
e—o—9 s ot
- ey ¢ o
- 1 e e ; i s ol
= A T B & oo o ©
1 4 9 16

5.1.- Calecula el namero cuadrado siguiente al 16

S SElE LS S 5

5.2 - Caleula el numero cuadrado que ocupa la posicién 6

si—  Coe F’C)‘S.ic__it:;f‘\ Gue Do e}l ¥ 6.

A0 S

Figura 4. Trabajo del estudiante J

El estudiante A, por ejemplo, solo es capaz de encontrar relaciones recursivas por
filas o columnas, para el problema 3 de generalizacion del cuestionario 2, como se

observa en la Figura 5.

. 3.- La siguiente tabla se ha construido combinando los niimeros mediante operaciones
bésicas. Determina la combinacién de operaciones utilizada.

A \I'.? AVi \/ \‘/
(og:ermncllexshﬁﬁd YT 2 T3 T 4],
>5[ 1 3| s 7 o |(x+72)
9 Fcﬂdrl) S 2 [5 8 [ 11 [ 14 |[x+3
—S[ 3 711 [15 [ 19 |(x+Y
—y a9 14 [ 19 [ 24 J(x +5)

(x+9) (x + B) (x+4) (¢ +5) .

Teuites & micvan wilid | como toritowd e he. Klitads tos
MARMUCS @CUTEROMEs SEoiVes | \a Poivds (]'\Ec- ® e
Sanendeo 2, o Ll teter= 3 Y Cal sxesvemen®@  Tauds Loy
Moo womo e, cdummine,

Figura 5. Trabajo del estudiante A

El estudiante E, necesita convertir el problema de modelizacidon en una ecuacién
que no puede establecer para encontrar el precio del kiwi, dejando algunos apartados
sin responder, como se expresa en la Figura 6.
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a 1.25

4.- En el supermercado un kilo de peras cuest
el kilo de ciruelas 3.25 euros, el kilo de narar
La familia de Ana tiene los siguientes gastos
peras, p kilos de platanos, 3 kilos méas de ciruelas g

4.1.- ‘-':Pudria:; decir cuanto gasta la familia de An
210sS de peran A3 -7T TSOE s o
5 \ = \ 55 S -06 <~ =
p s ple-leco - o6 = po'e € _ -. : AR
G welion 3 B3es) - pole =S - po'b ; 4 FSe=0 =2 Y Z
i , . 4
B ’vsl'l'sf?ﬁé 2 =S =2asade = S o los Yol -
b e
Toled —21S € + bs ouss et preco ddd Brow
4.2.- ;Podrias decir cudnto gasta la familia de Ana en fruta al mes, suponiendo que

todas las semanas consume la misma cantidad de fruta y que un mes tiene 4 semanas?

23S - 4 = A€ ol Mo 10 oo™ ASubis
Figura 6. Trabajo del estudiante E

CONSIDERACIONES FINALES

Los estudiantes tienen dificultades en todos los aspectos que caracterizan al campo
conceptual algebraico, no tienen un conocimiento estructural del Algebra, la abordan
siempre desde el conocimiento operacional. Tienen dificultades en el conocimiento
procesual, por ejemplo en la sustitucién formal que tratan, en el mejor de los casos,
haciendo una sustitucién en un calculo, despejando la incégnita en una ecuacion, etc.
Igualmente en los procesos de generalizacion y modelizacién. Sus puntos fuertes son
en apariencia el conocimiento operacional pero cometen muchos errores que atribuyen,
en general, por un lado a la ausencia de sentido y por otro, a dificultades afectivas y
emocionales, que describen, en unos casos, como excesiva confianza y, en otros, como
miedo y desanimo. En relacién con los conocimientos matemadticos implicados en las
diferentes preguntas de los dos cuestionarios encontramos que:

No presentan dificultades en la comprension lingiiistica del enunciado, excepto
en las expresiones «posicion 5», «posicion 20» del niimero cuadrado (actividad 5, 2.°
cuestionario) que manifiestan no entender lo que significa, y en la traduccién al lenguaje
algebraico de 3 kilos mds de ciruelas que de pldtanos» (actividad 4, 2.° cuestionario).
No hay ninguna palabra, matemadtica o no, que expresen que no sepan lo que significa.
En general, saben identificar la estructura del problema, aunque luego no tengan los
conocimientos necesarios para resolverlos. No saben argumentar sus razonamientos, ni
conocen heuristicos que les facilite la resolucién de los problemas. Conocen la repre-
sentacion grafica, numérica y algebraica. En los problemas propuestos tienen fallos
operacionales: cuando se encuentran con una expresion algebraica, se ven obligados a
convertirla en una ecuacioén, igualdndola a cero, y a resolverla para obtener una solu-
cion. Tienen dificultades al hacer simplificaciones en las expresiones algebraicas: (a+b)
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- (a-b) = (a-b)%. Pocas veces hacen uso de alguna estructura (concepto o propiedades)
para resolver problemas. Se pone de manifiesto que las mayores dificultades se dan en
aquellos problemas que incluyen procesos. Los alumnos que tienen muchas dificultades,
bien con la modelizacién (actividad 4, 2.° cuestionario), argumentando «no lo pude
resolver porque creia que necesitaba un resultado concreto y para ello me faltaban
datos», bien con la generalizacion. Por otra parte, la sustitucién formal la tratan como
una habilidad heuristica asociada a un cambio de registro.

Los alumnos creen que muchos de sus errores tienen su origen en la ausencia
de sentido sobre alguno de los objetos algebraicos que tratan, pero en general estan
asociadas a actitudes afectivas y emocionales, ya que se enfrentan a los problemas de
Matematicas con una actitud negativa. El predominio del conocimiento operacional,
erréneo o no, que ponen de manifiesto, «el pensamiento operacional es el que mds utilizo
para responder a estos cuestionarios», es un resultado coincidente con los de trabajos

anteriores en el campo numeérico y en la resolucién de problemas.

AGRADECIMIENTOS

Este trabajo ha sido financiado parcialmente por el Plan Nacional de Investigacién
del Ministerio de Ciencia e Innovacion: «Modelos de competencia formal y cognitiva
en pensamiento numérico y algebraico de alumnos de Primaria, Secundaria y de Pro-
fesorado de Primaria en formacién» (EDU2011-29324).

REFERENCIAS

HiLr, H. C., BALL, D. L. y SCHILLING, S. G.
(2008). Unpacking pedagogical content
knowledge: Conceptualizing and measuring
teachers’ topic-specific knowledge of stu-
dents. Journal for Research in Mathematics
Education, 39(4), 372-400.

Socas, M. M. (1997). Dificultades, obstaculos
y errores en el aprendizaje de las Matemati-
cas en la Educacién Secundaria. En L. Rico
(Coord.), La Educacion Matemdtica en la
Ensefianza Secundaria (pp. 125-154). Bar-
celona, Espana: Horsori.

Socas, M. M. (2007). Dificultades y errores en
el aprendizaje de las Matematicas. Andlisis
desde el enfoque Légico Semidtico. En M.
Camacho, P. Flores y M. P. Bolea (Eds.),
Investigacion en educacion matemdtica X1
(pp. 19-52). Tenerife, Espafia: SEIEM.

Socas, M. M. (2012). El analisis del contenido
matemadtico en el Enfoque Ldégico Semio-
tico (ELOS). Aplicaciones a la investiga-
cién y al desarrollo curricular en Didactica
de la Matematica. En D. Arnau, J. L. Lupia-
fiez y A. Maz (Eds.) (2012), Investigaciones
en Pensamiento Numérico y Algebraico e
Historia de la Matemdtica y Educacion
Matemdtica-2012 (pp. 1-22). Valencia,
Espafia: SEIEM.

Socas, M. M. y HERNANDEZ, J. (2013).
Mathematical problem solving in training
elementary teachers from a semiotic logi-
cal approach. The Mathematics Enthusiast,
10(1y 2),191-218.



LA REPRESENTACION DE CANTIDADES
MEDIANTE SEGMENTOS LINEALES
PARA RESOLVER PROBLEMAS
DE ALGEBRA ELEMENTAL

Representation of quantities using linear segments
to solve elementary algebra problems

Francisco Ferndndez 'y José Luis Lupidiiez
Universidad de Granada

RESUMEN

En este trabajo presentamos un método grafico para resolver problemas algebraicos mediante
el uso de segmentos de recta. Ademas, describimos parte de una investigacion en la que se disefia
un material para un aula de Secundaria y en donde los escolares logran un alto rendimiento al
resolver problemas algebraicos verbales usando este método.

Palabras clave: Algebra elemental; Representacion grifica; Resolucién de problemas.

ABSTRACT

In this work we present a graphic method for solving algebraic problems by using seg-
ments. In addition, we summarize partially a research and we propose a didactical activity for
a secondary classroom in which students show a high performance in solving algebraic word
problems by using this method.

Keywords: Elementary algebra; Graphic representation; Solving problems.

INTRODUCCION

El uso del dlgebra, en Matematicas y en otras disciplinas, es de gran utilidad para
representar situaciones e ideas complejas utilizando un sistema de signos universal, con-
virtiéndose asi en un instrumento valioso para desenvolverse exitosamente en distintas
areas de conocimiento, asf como en la vida cotidiana. Su presencia en diferentes propues-
tas curriculares para Educacién Obligatoria (Ministerio de Educacién y Ciencia, 2006;
NCTM, 2000), pone de manifiesto su importancia en el desarrollo de la competencia
matemadtica de los escolares. Sin embargo, el aprendizaje del dlgebra es problematico

FERNANDEZ, F. y LUPIAREZ, J. L. (2013). La representacion de cantidades mediante segmentos
lineales para resolver problemas de dlgebra elemental. En L. Rico, M. C. Caifiadas, J. Gutiérrez, M. Molina
e I. Segovia (Eds.), Investigacion en Diddctica de la Matemdtica. Homenaje a Encarnacion Castro (pp.
103-110). Granada, Espafia: Editorial Comares.
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desde que se inicia en los primeros cursos de Educacién Secundaria. Aunque para el
profesor de matematicas el paso de la aritmética al dlgebra asi como las reglas y el
lenguaje algebraico, suelen ser una tarea facil de comprender y aplicar, generalmente
el estudiante de secundaria no concibe dicho proceso como elemental y mucho menos
rutinario (Kieran, 2004). Fernandez (1997) describe como una dificultad constante el
hecho tradicional de considerar el dlgebra como generalizacion de la aritmética, a pesar
de que en ocasiones las operaciones algebraicas contradicen las reglas aritméticas.

Por otra parte, la utilizacién de la resolucién de problemas como metodologia de
ensefanza ha sido, y sigue siendo en la actualidad, un campo importante de estudio en
la Didactica de la Matematica: desarrolldndose teorias al respecto (Brousseau, 1997),
considerando la resolucién de problemas como un eje en la ensefianza y aprendizaje de
las Matematicas (Schoenfeld, 1998; NCTM, 2000; Ministerio de Educacién y Ciencia,
2006) y valorando también su papel en el desarrollo de la competencia matematica de
los escolares (Rico y Lupiaiiez, 2008).

Para la ensefanza y aprendizaje de las Matemaéticas y, en particular, para el dlgebra,
consideramos como elemento esencial la resolucién de problemas. Por una parte, las
matematicas y sus aplicaciones a otras dreas tienen como principal objetivo la resolucién
de problemas (OECD, 2012). Por otra, histéricamente el desarrollo de las matemaéticas
ha tenido grandes avances en el momento en que han sido utilizadas para resolver algin
problema determinado.

LOS SISTEMAS DE REPRESENTACION EN EL ALGEBRA ESCOLAR

El uso de distintos tipos de representaciones y sus relaciones para comunicar y para
hacer matematicas ha sido un tema ampliamente estudiado y discutido por numerosos
especialistas (Castro y Castro, 1997; Duval, 1999; Stacey y McGregor, 2000), como un
factor clave en el aprendizaje de esta disciplina.

El uso de diversos tipos de representaciones ligadas a un mismo objeto matemaético,
no s6lo implica la comprension de cada una de ellas por separado, considerando cudles
son las propiedades y procedimientos ligados al concepto que se hacen presentes en ella
y cudles no; también aparece la necesidad de poder traducir de un tipo de representacion
a otro los objetos matemadticos, para poder asegurar la comprensién y aprendizaje de
dichos objetos. Adoptamos el término sistema de representacion propuesto por Ferndn-
dez (1997) como «conjunto estructurado de notaciones, simbolos y gréficos, dotado de
reglas y convenios, que permite expresar determinados aspectos y propiedades de un
conceptox» (p. 73). La traduccion entre sistemas de representacion ha sido caracterizada
diferenciando dos procesos: el tratamiento (transformacion efectuada dentro de un
mismo sistema de representacion) y la conversion (consiste en la transformacion de un
sistema de representacion a otro) (Duval, 1999).

Ferndndez (1997) también propone una clasificacién detallada de sistemas de repre-
sentacion para la resolucién de problemas algebraicos elementales en donde se pueden
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diferenciar tipologias de resolutores por el sistema de representacion utilizado en la
resolucion de estos problemas. Esta clasificacién, que ha sido replicada y ratificada en
estudios posteriores (Espinosa, 2004), muestra un continuo desde aquellos sistemas de
representacion mas numéricos a aquellos que pueden ser considerados mas simbdlicos
y formales (ver Figura 1).

NUMERICO FORMAL
_
Ensayoy - Gréfico y s
error Parte-todo Grafico simbblico Simbolico

Figura 1. Sistemas de Representacion (Ferndndez, 1997)

Segun este continuo, el sistema de representacion grafico puede ser considerado
como un sistema intermedio entre ambos extremos. Permite la representacién de pro-
cesos de traduccidn aritméticos y procesos de traduccién algebraicos (Cerdan, 2008),
por lo que se puede considerar como un puente que permite pasar de un tipo de proceso
de traduccion a otro.

Método Geométrico — Lineal (MGL)

Dentro los sistemas de representacion graficos, uno de los mds sofisticados es
el denominado Método Geométrico — Lineal (MGL). Se trata de un método grafico,
basado en utilizacién de segmentos para representar cantidades, como una alternativa
para resolucién de problemas de dlgebra elemental. Consideramos que se utiliza en la
resolucién de problemas algebraicos, cuando se establecen relaciones lineales entre los
datos y las inc6gnitas contenidas en el enunciado del problema mediante segmentos de
recta, de tal forma que:

— Se representan las incognitas por segmentos cualesquiera de diferentes longi-

tudes (en caso de haber varias incégnitas).

— Se elige, de forma explicita o implicita, un segmento de longitud unidad.

— Los datos se representan mediante segmentos de longitud proporcional al seg-
mento unidad.

— Se establecen graficamente, mediante segmentos, las relaciones contenidas
en el enunciado entre las cantidades conocidas (datos) y las desconocidas
(incoégnitas).

— La resolucién del problema pasa por determinar las longitudes (referidas a la
unidad elegida) de los segmentos que representan a las incégnitas y hacer la
traduccién, mediante la proporcién ya establecida, a las cantidades inicial-
mente desconocidas.

Al hablar de «relaciones lineales» nos referimos a relaciones que darian origen a

una ecuacion de primer grado. Definimos también una Relacion Grdfica Lineal (RGL)
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como un segmento de recta sobre el que se representan diversas cantidades de una
magnitud (conocidas y desconocidas) y la dependencia lineal entre ellas, a partir de las
condiciones descritas por el enunciado del problema.

En la Figura 2 se observa que en la traduccion del enunciado verbal del problema,
inicialmente se han utilizado dos segmentos: sobre uno se representa «el doble del
nimero disminuido en tres unidades» y sobre el otro, «el nimero aumentado en siete
unidades». Se continda la resoluciéon comparando ambos segmentos para conseguir su
«igualdad gréfica». Se utilizan dos RGL para la produccidn del texto intermedio.

Si @ un mimero le sumas siete unidades, obtienes el mismo resultado que si a su doble le
restas tres. ;De qué niumero se trata?
WA A wihg >
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Figura 2. Ejemplo de resolucion de un problema algebraico usando MGL

EL MGL EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS ALGEBRAICOS

A continuacién presentamos parte de una investigacion centrada en elaborar, aplicar
y analizar un material docente centrado en el uso del MGL como método de resolucion
de problemas algebraicos para estudiantes de los dos primeros cursos de ESO (Marti-
nez, 2006).

Descripcion del material

El material consta de siete fichas de trabajo que se pueden emplear al comienzo
del tema de «4lgebra y funciones», ya sea de 1° o 2° de ESO (Martinez, Fernandez y
Flores, 2011). Las tres primeras fichas tienen por objetivo introducir la utilizacién de
segmentos como forma de representacion grafica y las cuatro siguientes se centran en
la resolucién de problemas utilizando el MGL (fichas 4 y 6) y su posterior «traduccién»
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al lenguaje algebraico (fichas 5 y 7). En este trabajo nos centraremos en la aplicacién
de las fichas 4 y 6.

La ficha 4 incluye problemas que se pueden resolver utilizando, como minimo,
una RGL, mientras que los problemas de la ficha 6 se pueden resolver empleando dos
RGL como minimo y, como el resto del material, se centran en la representaciéon de
cantidades desconocidas y en la resolucién grafica de problemas (ver Figura 3). Cada
listado de problemas viene precedido de la consigna «resuelve los siguientes problemas
graficamente usando segmentos de recta».

a)  Sial triple de un nimero le quitas 13 unidades, obtienes 86. ;Cudl es el niimero?

b) Lasuma de un niimero con su doble y su mitad da 42. ;Cual es el nimero?

¢) Un alumno dedica, todos los dias, las 4/11 partes de su tiempo de estudio a repasar matema-
ticas y los 70 minutos restantes a las demds materias. ;Cudnto tiempo necesita para repasar
todas las materias? ;Cudnto tiempo pasa estudiando matematicas?

d) En una tienda tienen rebajada la ropa de invierno. Luis observa unos pantalones que estin
rebajados un 20% y cuestan 18 euros. ;Cudnto valian antes de efectuarse el descuento?

e) Enunexamen de matemadtica, la sexta parte de los alumnos obtuvo notable o sobresaliente,
la cuarta parte bien, la mitad suficiente y 10 suspendieron. ;Cudntos alumnos realizan el
examen?

f)  Si a un nimero le restas 15 y el resultado lo divides entre 3, obtienes 20, ;De qué niimero
se trata?

a) Halla un nimero tal que su doble aumentado en una unidad sea igual a su triple disminuido
en 3 unidades.

b) Calcula tres nimeros naturales consecutivos, sabiendo que su suma es igual al cuddruplo
del menor.

¢) Al sumarle a un nimero 60 unidades, se obtiene el mismo resultado que al multiplicarlo por
5. (Cudl es el nimero?

d) Compro 5 boligrafos y me sobran 2 euros. Si hubiera necesitado comprar 9 boligrafos, me
habria faltado un euro. ;Cudnto cuesta un boligrafo? ;Cuénto dinero llevo?

e) Dos depésitos tienen igual capacidad. Estando llenos de agua, de uno de ellos se sacan 2000
1. y del otro 9000 1. quedando en el primero doble cantidad de agua que en el segundo. ;Cudl
es la capacidad de los depdsitos?

f)  Luis tiene 45 afios y su hijo Alejandro 25 afios. {Hace cudntos afios la edad de Alejandro era
la mitad de la edad de su padre?

Figura 3. Enunciados de los problemas de las fichas 4 (superior) y 6 (inferior)

Aplicacion del instrumento

La aplicacién se realiz6 en cinco aulas: tres de 2° de ESO y dos de 1° de ESO, en
distintas localidades de la provincia de Granada, completando un total de 102 estudiantes.
Para el anélisis se seleccionaron aquéllos que trabajaron con las 7 fichas que componen
el material, por lo que la muestra analizada estd compuesta por 82 sujetos.
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ANALISIS Y RESULTADOS

Para poder realizar el andlisis estadistico de la informacién se codificaron numé-
ricamente los datos a partir de las variables consideradas. Los sujetos se codificaron
numéricamente, desde 01 a 82; los problemas 4a a 4f para la ficha4 y 6a a 6f parala ficha 6.

Se realizaron tres andlisis de frecuencias simples: Porcentaje de respuestas correctas
e incorrectas en la resolucion del problema y fase de resolucidn; porcentaje de empleo
del MGL por problema en la fase de planteamiento y ejecucién, y porcentaje de utili-
zacion, correcta o no del MGL por problema en esa misma fase. Ademds, en cada uno
de los tres andlisis se realiz6 un resumen de la frecuencia obtenida para cada tipo de
respuesta en cada etapa. Finalmente, también se describieron los resultados obtenidos
para detallar de qué forma se utilizé el MGL en los distintos tipos de resoluciones de
los estudiantes. A continuacion resumimos los resultados del primer andlisis.

Analisis de resultados correctos por problema y fase de resoluciéon

En la Tabla 1 mostramos un resumen de las frecuencias porcentuales obtenidas
en cada uno de los problemas para cada una de las fases, considerando si se llevaron a
cabo de forma correcta o no, omitiendo las respuestas en blanco en las fases de plan-
teamiento y ejecucidn.

Tabla 1. Frecuencia de resoluciones correctas/incorrectas por fases de resolucion.

Correccién por fases

Problema Planteamiento Ejecucion Desempefio final
Incorrecto Correcto Incorrecto Correcto Incorrecto Correcto
4a 15,8 70,7 7,3 62,2 40,2 59,8
4c 4,9 65,8 4,9 63,4 37,8 62,2
4d 18,3 68,3 18,3 56,1 524
4e 15,9 73,2 11,0 73,2 26,8 73,2
4f 232 59,8 11,0 64,6 35,4 64,6
6a 17,1 74,4 2,4 56,1 59,8 40,2
6b 36,6 6.1 67,1 32,9
6¢ 15,9 74,4 11,0 64,6 39,0 61,0
6d 34,1 54,9 17,1 28,1 73,2 26,8
6e 29,3 37,8 134 32,9 69,5 30,5

6f | 61,0 | 24,4 19,5 45,1 45,1 54,9

A partir de estos datos, podemos concluir que en la mayoria de los problemas, el
porcentaje de sujetos que plantea correctamente es alto. Destacan los problemas 4a,
4e, 6a 'y 6¢ en los que se obtuvo un porcentaje de planteamientos correctos superior al
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70%. Precisamente los problemas en los que se obtuvo menor porcentaje de plantea-
mientos correctos (4b, 6b, 6e y 6f) son, junto al 6d, los que registran menor porcentaje
de ejecuciones correctas. En el problema 6d el porcentaje de planteamientos correctos
baja considerablemente en la fase de ejecucion, bajando del 55% al 28%.

Llama también la atencién que el problema 6f tiene un porcentaje muy bajo de
planteamientos correctos (24,4%), pero aumenta el porcentaje de los que han realizado
la fase de ejecucidn correcta, superando el 50% los estudiantes que llegan finalmente
a un resultado correcto. En la fase de desempefio final, seis de los doce problemas (4b,
4d, 6a, 6b, 6d y 6¢) obtienen un porcentaje bajo de resultados correctos, inferior al 50%.
Finalmente, los problemas 4b, 6b y 6e destacan por haber tenido bajo nivel de correc-
cibn en las tres fases y el problema 4e es el Unico que tiene cierta estabilidad con un
alto porcentaje (73,2%) de los sujetos que desarrollaron las tres etapas correctamente.

COMENTARIOS FINALES

Como aporte central destacamos la caracterizacion de un método grafico para la
resolucién de problemas, que definimos como Método Geométrico Lineal. Para su
definicién, se han tomado como base métodos tradicionales de resolucién de problemas
en matemadticas, como son el Andlisis-Sintesis y Método Cartesiano, lo que ha permi-
tido entender la utilizacién del MGL como una herramienta valiosa en el contexto del
area (Martinez, Ferndndez y Flores, 2009). La elaboracién de un material para el aula
ha permitido hacer operativo el método, a través de las fichas de trabajo y junto con
un protocolo de actuacién, que ha sido validado, tanto desde la teoria, como desde la
préactica. Aun asi, consideramos que este instrumento no esta cerrado ni acabado sino
que, de acuerdo al analisis de los resultados, puede mejorarse con nuevas aportaciones.

En cuanto a la definicién del MGL, puesto que los problemas que se abordan en
los textos escolares (para 1°y 2° de ESO) consideran la utilizacién s6lo de niimeros
positivos, hemos definido el MGL para trabajar en R . Para ampliar el campo numé-
rico y trabajar con todos los reales, es necesario ampliar la definicién considerando la
utilizacién de segmentos orientados. En cualquier caso, la relevancia de este método se
encuadra perfectamente en la organizacién de contenidos y finalidades que se trabajan
en Espafia en Educacion Secundaria Obligatoria.
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DE LO VERBAL A LO SIMBOLICO:
UN PASO CLAVE EN EL USO DEL ALGEBRA
COMO HERRAMIENTA PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
Y LA MODELIZACION MATEMATICA

From verbal to symbolic:
A key step in the use of algebra as a tool for problem solving
and mathematical modelling

Susana Rodriguez-Domingo y Marta Molina
Universidad de Granada

RESUMEN

En este capitulo se analizan los resultados de investigaciones que informan sobre el proceso
de traduccion del sistema de representacion verbal al simbdlico. Recurrimos a la literatura para
conocer qué se sabe sobre como los estudiantes abordan este proceso, las dificultades y errores
que presentan, y sus posibles causas. De este modo contribuimos a las investigaciones intere-
sadas en esta temdtica particular, y avanzamos en la comprension de los complejos procesos de
aprendizaje del simbolismo algebraico. La informacién aqui recogida también resulta de utilidad
para informar la ensefanza del dlgebra escolar.

Palabras clave: Lenguaje algebraico; Lenguaje verbal; Resolucién de problemas; Simbo-
lismo algebraico; Sistemas de representacion.

ABSTRACT

In this chapter we analyze the results of previous studies about the process of translation
from the verbal to the symbolic representation system. By looking at the literature we identify
what is known about how students deal with this process, the difficulties and errors they present
and their possible causes. In this way we contribute to research on this topic and advance on
understanding the complex process of learning algebraic symbolism. The information here
presented is also of use to inform school algebra teaching.

Keywords: Algebraic language; Algebraic symbolism; Problem solving; Representation
systems; Verbal language.
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INTRODUCCION

Hasta hace poco méas de dos décadas, en la investigacion relativa a la ensefianza y
aprendizaje del dlgebra habia una asuncién implicita de que el pensamiento algebraico
y, por tanto, el dlgebra, s6lo podia tener lugar ante la presencia del lenguaje simbdlico
(Sutherland, Rojano, Bell y Lins, 2001). Actualmente, se adopta una concepcién mas
amplia del dlgebra, incluyendo actividades que no necesariamente requieren del uso de
simbolismo algebraico tales como el estudio de relaciones funcionales, la generaliza-
cién y el estudio de patrones (Molina, 2009); no obstante esta componente del dlgebra
escolar sigue teniendo una presencia notoria en el curriculo. Se destaca la utilidad del
simbolismo algebraico para la comunicacion y representacién de conceptos mate-
maticos; siendo identificados ambos procesos como componentes de la competencia
matematica a alcanzar por los escolares en la educacién secundaria (NCTM, 2000).
En este sentido el NCTM y los documentos curriculares vigentes en Espafia (Boletin
Oficial del Estado, 2006) sefnalan el papel del simbolismo algebraico como parte del
lenguaje matemadtico que los estudiantes deben ser capaces de utilizar para expresar
ideas matematicas de forma precisa, comunicar su pensamiento matematico, analizar
y evaluar el pensamiento matematico y estrategias, resolver problemas, y modelizar e
interpretar fendmenos de las matemadticas y otras ciencias. Asi mismo, se destaca como
expectativa de aprendizaje de esta etapa, utilizar y moverse con fluidez entre diferentes
representaciones de conceptos matematicos.

Estas expectativas de aprendizaje relativas al dominio del simbolismo algebraico,
junto a las criticas que a nivel internacional sefialan la ausencia de significado en el
aprendizaje algebraico adquirido por los estudiantes en su formacién obligatoria (Kieran,
2007), entre otras razones, han motivado nuestro interés por el andlisis del proceso de
traduccidn entre los sistemas de representacion verbal y simbdlico. En este capitulo,
atendemos tinicamente a uno de los sentidos de dicho proceso de traduccién y recurri-
mos a la literatura para conocer qué se sabe sobre como los estudiantes abordan este
proceso, las dificultades y errores que presentan, y sus posibles causas. De este modo
se contribuye a las investigaciones interesadas en esta temdtica, en particular algunas
de las investigaciones que venimos realizando en la Universidad de Granada.

TRADUCCION ENTRE SISTEMAS DE REPRESENTACION

Un sistema de representacion es un conjunto estructurado de notaciones, simbolos
y graficos, con reglas y convenios, que nos permiten expresar aspectos y propiedades de
un concepto, teniendo presente que ningtin sistema de representacién agota por si solo
un concepto (Castro y Castro, 1997). La traduccién entre sistemas de representacion
consiste entonces en reproducir el mismo «contenido» en otro sistema (Freudenthal,
1983); en transformar los conceptos y atributos representados en un sistema a los
correspondientes conceptos y atributos en otro sistema, obteniendo una representacion
diferente a la de partida pero congruente en significado.
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En este trabajo nos centramos en los sistemas de representacién simbdlico y ver-
bal, los cuales se consideran frecuentemente para representar diferentes conceptos
matematicos. El primero de ellos se caracteriza por la expresion escrita de numerales,
letras y signos caracteristicos de la aritmética y el dlgebra, mientras que el sistema de
representacion verbal estd determinado por el uso del lenguaje cotidiano incluyendo,
en ocasiones, terminologia especifica del lenguaje matematico académico (Cafiadas,
2007). De este modo, un ejemplo de enunciado algebraico en representacion verbal es
«un nimero mas su consecutivo es igual a otro nimero menos dos», siendo x+(x+1)=y-2
su correspondiente representacion simbdlica.

Lo0OS PROCESOS DE TRADUCCION: UNA MIRADA DESDE LA INVESTIGACION EN DIDAC-
TICA DEL ALGEBRA

Los estudios que atienden a los procesos de traduccién en contextos algebraicos
consideran en su mayoria los sistemas de representacion tabular, gréifico y simbdlico
(Kieran, 2007). Dichos estudios evidencian que los estudiantes tienen dificultades para
mantener la congruencia semantica que caracteriza estos procesos, aunque muestren
comprension de las representaciones inicial y final. Son escasas las investigaciones
que centran su atencion en la traduccidn entre el sistema de representacion verbal y el
simbolismo algebraico. La mayoria de ellas se localizan en el contexto de la resolucién
de problemas dado que una de las acciones a realizar al abordar un problema algebraico
es pasar del enunciado verbal a su modelizacién con simbolos. En este contexto los
estudiantes muestran resistencia a hacer uso del simbolismo algebraico, prefiriendo
utilizar razonamientos de tipo aritmético (Kieran, 2007).

La traduccidn del sistema de representacion verbal al simbdlico es un proceso en el
que los estudiantes de educacion secundaria presentan numerosas dificultades (Cerdan,
2010; MacGregor y Stacey 1993; Rodriguez-Domingo, 2011; Wagner y Parker, 1993;
Weinberg, 2007). Esto ha motivado el interés de algunos investigadores interesados en
la didéctica del dlgebra. La mayoria de los estudios realizados atienden a los errores
mads habituales puestos de manifiesto por los estudiantes, por medio de los cuales se
intenta inferir el modo en que abordan esta tarea. En este apartado sintetizamos resulta-
dos de estas investigaciones, complementdndolos con otros més recientes que indagan
en factores que condicionan la dificultad de las traducciones entre representaciones.

Procesos de traduccion por estudiantes de secundaria

Para realizar de forma exitosa traducciones, los estudiantes requieren comprender
tanto las variables y las relaciones de dependencia mutua entre ellas descritas en el
enunciado verbal, como las caracteristicas sintdcticas de la representacién simbdlica
(Kaput, Sims-Knight y Clement, 1985), alternando entre formas sinticticas y semdanticas
de analizar las representaciones implicadas (Kaput, 1989). MacGregor y Stacey (1993)
llaman la atencién sobre la necesidad de que los estudiantes sean conscientes de que
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algunas relaciones féciles de expresar mediante una representacion verbal precisan de
cierta reorganizacion antes de ser traducidas al simbolismo algebraico. En esta misma
linea, Socas (1997) advierte de la mayor precision del simbolismo algebraico frente
al lenguaje verbal y de la posibilidad de lecturas secuenciales y no secuenciales de
expresiones simbdlicas.

A partir del analisis de resultados de estudios previos sobre procesos de traduccion
de enunciados algebraicos verbales a su expresion simbdlica, MacGregor y Stacey
(1993) identifican dos formas en que los estudiantes abordan esta tarea: (a) traduccion
sintdctica, es decir, procediendo de izquierda a derecha y traduciendo palabra por pala-
bra o buscando palabras clave, sin atender al significado del enunciado verbal, o (b)
traduccion semdntica, es decir, mediante una comparacion estética, tratando de expresar
el significado de la expresion a partir de la construccién de un modelo cognitivo de las
relaciones matemadticas descritas en el enunciado dado.

Estudios recientes de Cerdan (2008, 2010) aportan detalles sobre las caracteristicas
de las traducciones de enunciados verbales realizadas por estudiantes de bachillerato.
Se observa que (a) proponen diversidad de traducciones, (b) el niimero de cantidades
contenidas en el enunciado verbal no coincide con el nimero de simbolos diferentes
utilizados, (c) tienden a utilizar mas letras del minimo necesario, una de las cuales
corresponde a la incégnita del enunciado, y (d) muestran preferencias comunes en la
eleccidn de las cantidades a ser representadas con una letra.

Errores en los procesos de traduccién

Las investigaciones que han indagado en la traduccién del sistema de representa-
cion verbal al simbdlico por estudiantes de secundaria y bachillerato (Cerdan, 2008,
2010; MacGregor y Stacey, 1993; Rodriguez-Domingo, 2011; Weinberg, 2007), han
reportado un alto porcentaje de fracaso en el desarrollo de esta tarea (variable entre
30% y 60% segtin el estudio). Uno de los errores méas referidos es el denominado error
de inversion, que consiste en representar la relacién opuesta a la indicada. Dicho error
conduce, por ejemplo, a traducir como 6S=P el enunciado verbal «hay 6 veces tantos
estudiantes como profesores», utilizando la variable S para referir a los estudiantes y
P para los profesores. Este error presenta una gran persistencia, siendo mas frecuente
cuando las variables implicadas tienen coeficientes diferentes a uno y cuando las letras
utilizadas corresponden a las iniciales de las cantidades referidas en el enunciado ver-
bal (Weinberg, 2007). También se ha identificado en enunciados con estructura aditiva
(MacGregor y Stacey, 1993).

Cerdén (2008, 2010), Ruano, Socas y Palarea (2008) y Rodriguez-Domingo (2011)
identifican otros errores partiendo de enunciados algebraicos representados verbalmente
que en el caso de Cerddn y Ruano et al. estdn contextualizados y en el de Rodri-
guez-Domingo no. Los errores detectados por estos autores son similares, variando su
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frecuencia de presentacion segun el tipo de problema o la presencia o no de contexto.
Se identifican errores de caracter aritmético como la confusion de operaciones o el uso
inadecuado de paréntesis, errores en la completitud del enunciado construido (incom-
pletos vs desmedidos), y errores derivados de las caracteristicas propias del lenguaje
algebraico entre los que destacan errores en el uso de las letras (ej., utilizan un simbolo
para designar a mas de una cantidad, designan con mas de un simbolo a la misma
cantidad), errores de particularizacién o generalizacién de alguno de los términos, y
errores en la construccion de las expresiones debidos a la complejidad estructural de
las mismas. Entre los errores mas frecuentes destacan la confusién de las operaciones
potenciacién y producto, una interpretacion incorrecta de la estructura del enunciado y
la particularizacién de alguno de los términos del enunciado.

ORIGEN DE LOS ERRORES Y CONDICIONANTES DE LA DIFICULTAD DE LAS TRADUC-
CIONES

Los estudios referidos en los dos apartados anteriores permiten identificar posibles
causas de los errores sefialados: (a) se utiliza un procedimiento puramente sintictico
al abordar la traduccién; (b) el estudiante elabora un modelo cognitivo basado en rela-
ciones de comparacion entre las variables en vez de un modelo basado en relaciones
de igualdad; (c) el signo igual es considerado como indicador de una correspondencia
0 asociacion; (d) los numerales son interpretados como adjetivos; (e) el estudiante no
comprende el enunciado verbal debido a la compleja sintaxis del lenguaje verbal; y (f)
el estudiante posee una limitada comprensién del concepto de variable y de las carac-
teristicas sintacticas de los enunciados simbdlicos.

Ademads de estos factores, los trabajos de Bossé, Adu-Gyamfi y Cheetham (2011)
centrados en la identificacién de elementos que dificultan los procesos de traduccién
segin los tipos de sistemas de representacion implicados, destacan la influencia de dos
factores personales: la inclusién de traducciones intermedias y la experiencia previa
del alumno en el tipo de traducciones en cuestién. En este sentido, cabe sefialar que
seglin estos autores la traduccién del sistema de representacion verbal al simbdlico
recibe una atencion intermedia por los docentes, pues dedican la mayor atencién a las
traducciones de lo simbdlico a lo grifico y tabular, asi como entre los sistemas grafico
y tabular. La presencia de informacién no explicita y de informacién irrelevante o
confusa en los enunciados son otros condicionantes de la dificultad de las traducciones
(Bossé et al., 2011), siendo mayor cuando la presencia de estos condicionantes es alta
en la representacién origen de la traduccién y baja en la representacion destino. Por
tanto, las caracteristicas de los sistemas de representacién implicados en los procesos
de traduccién que estamos considerando (ver Tabla 1), justifican una dificultad alta.
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Tabla 1. Presencia de informacion en los sistemas de representacion verbal y simbolico

Sistema de representacién

Caracteristicas

Verbal (origen) Simbolico (destino)
Presencia de informacién no explicita u omitida Alta Alta
Presencia de informacion irrelevante o confusa Alta Baja

La dificultad de este tipo de traducciones también puede estar influenciada por
la presencia y tipo de contexto implicado en la representacion verbal dada. Hasta el
momento no existen evidencias claras sobre la naturaleza de esta influencia, pues si
bien algunos trabajos la descartan (Wollman, 1983), la familiaridad del contexto es un
factor reconocido en los procesos de resolucién de problemas (Ambrose y Molina, en
prensa) e incluso recomendado para dotar de significacién concreta al lenguaje mate-
maético (Gémez-Granell, 1989).

CONCLUSIONES E IMPLICACIONES PARA LA DOCENCIA

La traduccién del sistema de representacion verbal al simbdlico por estudiantes de
secundaria es una linea de investigacion en la que las autoras de este capitulo venimos
trabajando junto a las doctoras Encarnacidon Castro y Maria C. Cafiadas, buscando
comprender como los estudiantes abordan este proceso y desarrollan sus habilidades
en relacién al mismo. Los resultados de estudios previos sintetizados en este capitulo
nos permiten avanzar en esta linea de investigacion, y aportan implicaciones para la
docencia. Hemos identificado dos formas prioritarias en las que los estudiantes abordan
este proceso y limitaciones en las mismas que conducen potencialmente a errores. En
particular, destacamos la importancia de conjugar (y promover desde la ensefianza)
el desarrollo de un modelo cognitivo (matemético) con el andlisis sintctico de las
representaciones al ejecutar una traduccion. La existencia de contexto podra ayudar a
sustentar la construcciéon de dicho modelo cognitivo en un modelo previo de la situa-
cibén descrita, de forma andloga a cémo los buenos resolutores abordan la resolucién
de problemas aritméticos (Hegarty, Mayer y Monk, 1995). En el caso de enunciados
descontextualizados queda por indagar si la falta de contexto supone una limitacién,
induciendo con mayor frecuencia a traducciones sintacticas o condicionando la riqueza
del modelo cognitivo construible por el estudiante o, en cambio, el conocimiento previo
sobre relaciones cuantitativas del estudiante suple eficazmente el rol del contexto. En
ambos casos, con o sin contexto, las dificultades detectadas en el proceso de traduccién
son altas, estando motivadas no s6lo por el modo de abordar la traduccién sino también
por la comprension del significado de las operaciones, de las caracteristicas sintcticas
de las expresiones aritméticas y algebraicas, y la comprensién de las variables. Las
caracteristicas de los sistemas de representacion implicados justifican esta alta dificultad
y, junto con los errores identificados, informan el disefio de propuestas de ensefianza que
ayuden a incidir en dichas dificultades y contribuyan a que los errores mds frecuentes
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se produzcan en menor medida. El andlisis de los errores mas comunes podra también
servir para que el propio alumnado reflexione sobre sus ideas erréneas.
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RESUMEN

Uno de los focos de estudio de las investigaciones en Didéctica del Algebra se centra en
las dificultades que enfrentan los individuos cuando deben realizar acciones con expresiones e
igualdades, tanto numéricas como algebraicas. En esta linea, encontramos que en la literatura
especializada frecuentemente aparecen dos constructos para describir cognitivamente el trata-
miento que se hace de tales objetos matemdticos, €stos son el sentido estructural y el pensamiento
relacional. En este trabajo se presentan los principios subyacentes a estas nociones, se identifican
los contextos mateméticos usados para estudiar estos constructos y se procura establecer puntos
comunes y divergentes asociados a las mismas.

Palabras clave: Pensamiento relacional; Sentido estructural.

ABSTRACT

One of the focal points of research in the Didactics of Algebra is the difficulties that indivi-
duals face when they have to make actions related to numerical and algebraic expressions and
equalities. Regarding these difficulties we found that in the specialized literature two constructs
[frequently appear for describing the treatment done in those mathematical objects in a cognitive
way; they are structural sense and relational thinking. In this paper we present the underlying
principles of both notions we identify the mathematical contexts used for studying those constructs
and we attempt to establish common and divergent points related to them.

Keywords: Relational thinking; Structural sense.
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INTRODUCCION

En las investigaciones centradas en estudiar fendmenos relacionados con la ense-
fanza y aprendizaje del dlgebra se hace referencia a diferentes, pero interconectadas,
maneras de concebir el dlgebra escolar, una de ellas contempla el dlgebra como la
generalizacién de relaciones, el estudio de patrones y estructuras; esta perspectiva se
denomina dlgebra como aritmética generalizada (Molina, 2006). Parte de los estudios
que se sitdan en este enfoque destacan que estudiantes de diversos niveles educativos
tienen dificultades para concebir expresiones numéricas y algebraicas como un todo, por
ejemplo las igualdades, y para reconocer semejanzas en las estructuras de expresiones
equivalentes (Arcavi, 2003; Carpenter, Levi, Loef y Koehler, 2005; Hoch y Dreyfus,
2004, 2006; Molina, 2006, 2012; Vega-Castro, 2010; Vega-Castro, Molina y Castro,
2011, 2012). En el contexto de los mismos aparecen los constructos sentido estructural
y pensamiento relacional para describir actuaciones idoneas de los estudiantes en diver-
sas actividades algebraicas, en este sentido ambas nociones se pueden visualizar como
componentes que caracterizan la competencia algebraica (Molina, 2012).

PENSAMIENTO RELACIONAL

El constructo pensamiento relacional ha sido utilizado en diversas areas del cono-
cimiento para referirse de manera genérica al pensamiento sobre relaciones o conceptos
basados en relaciones. No obstante, en este trabajo limitamos la reflexién al contexto
de la aritmética, particularmente a la resolucién de igualdades y en operaciones con
fracciones (Carpenter et al., 2005; Empson, Levi y Carpenter, 2011; Molina, 2006).

Molina (2012) afirma que el pensamiento relacional surge como respuesta a la
problemadtica dada por el énfasis procedimental que caracteriza la ensefianza usual de
la aritmética. Tradicionalmente, ésta ha estado vinculada al célculo de respuestas, y las
operaciones basicas han sido generalmente concebidas como procesos que implican
hacer algo. En la aritmética, el resultado de los cédlculos es el cierre de los mismos, a
través de una secuencia de pasos se llega a un solo nimero. En dlgebra, por otro lado,
el foco son las relaciones (Carpenter et al., 2005). Incluso la resolucién de ecuaciones
tiene un caracter distinto que la aplicacién de un algoritmo a nimeros, pues una ecua-
cibn se resuelve a través de la aplicacion de transformaciones sucesivas a la ecuacion
y la transformacién final resulta en una ecuacién que expresa una relacién (X = uno o
varios nimeros), en lugar de un solo nimero aislado.

Carpenter et al. (2005) han caracterizado el pensamiento relacional como la con-
sideracion de expresiones e igualdades en su totalidad en lugar de procedimientos que
deben realizarse paso a paso. Segln estos autores, el pensamiento relacional implica el
uso de las propiedades fundamentales de los nimeros y operaciones para transformar
expresiones matematicas en lugar de calcular una respuesta aplicando una secuencia de
procedimientos. Para ilustrar esta nocién, Carpenter et al. (2005) plantean la igualdad
8+4=_+35, en cuya resolucion es posible que los estudiantes hallen el valor faltante
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sumando 8 y 4 y después buscando el valor que sumado a 5 da como resultado 12. Esta
es una solucién perfectamente valida del problema que trata apropiadamente con el
signo igual como expresion de una relacion, sin embargo, la misma se basa en calculos
para llegar a la respuesta. Un estudiante que considere la ecuacién como un todo podria
haber reconocido que 5 es una unidad mayor que 4, de modo que el niimero en la caja
debe ser una unidad menor que 8. En otras palabras, el estudiante podria usar, al menos
implicitamente, la propiedad asociativa de la adicion para transformar la ecuacién. Ade-
mads de las tareas matematicas descritas previamente, encontramos en la literatura otras
actividades usadas para estudiar el pensamiento relacional. Asi, Molina (2006) considera
tareas en las que es preciso manipular las expresiones o construir sentencias basadas en
relaciones aritméticas (la relacién de mismidad, de no mismidad, diferencia de magnitud
entre dos niimeros, correspondencia de dos niimeros mediante una operacion). Ademas,
en su investigacion considera actividades en las que se requiere estudiar la veracidad de
igualdades que contemplan relaciones entre las operaciones, por ejemplo, expresiones
del tipo 4x7=T7+7+7+7.

Otra de las problematicas que se abordan en los estudios sobre el pensamiento rela-
cional estdn asociados a los usos del signo «=» (Carpenter et al., 2005; Molina, 2006,
2012). En este sentido, la literatura expone que la mayor parte de los nifios consideran
el «<=» como el signo que antecede a la respuesta de un calculo. Comprender el signo
igual es una cuestion clave, pero segiin Carpenter et al. (2005) el pensamiento relacional
implica mucho més que utilizar el signo igual apropiadamente.

Mais recientemente y desde otro contexto matematico, Empson, Levi y Carpenter
(2011) indican que el pensamiento relacional implica el uso de las propiedades funda-
mentales de las operaciones y de la igualdad para analizar un problema, cuya resolucién
se puede visualizar como un esquema de acciones a realizar u objetivos parciales a lograr
para progresivamente simplificar o reducir la expresion hasta alcanzar el objetivo final.
Desde esta postura se entiende que el uso de propiedades fundamentales para generar
un esquema de acciones de este tipo y transformar la expresion puede ser explicito o
estar implicito en la 16gica del razonamiento de los nifios. Por ejemplo, para calcular
1/2+3/4 un nifio puede pensar que 3/4 es igual a 1/2+1/4 y razonar que 1/2 més otro
1/2 es igual a 1, después agregar el 1/4 restante para llegar al nimero mixto 1%. En
el razonamiento expuesto se infiere el uso implicito de la propiedad asociativa de la
suma. Esta solucién del problema evidencia lo que se conoce como pensamiento anti-
cipativo’, 1a misma implica flexibilidad de pensamiento en relacién con la cantidad
3/4 y en relacién con la operacidn, teniendo en cuenta ambas situaciones a la vez y no
separadamente como pasos a seguir aislados unos de otros. El principio de anticipar
las acciones también es sefialado por Molina (2006) cuando indica que el pensamiento

' Un constructo introducido por Piaget (1960) para caracterizar el uso de estructuras psicolégicas

que posibilitan coordinar el logro de un objetivo con los objetivos parciales usados para lograrlo.
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relacional «es la actividad intelectual (interna) consistente en examinar objetos o situa-
ciones matematicas..., y utilizar dichas relaciones con una intencionalidad, es decir,
para alcanzar un objetivo» (p. 62), este propdsito se traduce en la bisqueda de una
estrategia de solucion.

SENTIDO ESTRUCTURAL

La nocién de sentido estructural, segiin cita Vega-Castro, Molina y Castro (2011),
surge del analisis del trabajo con expresiones algebraicas, al distinguir entre las posi-
bles actuaciones aquellas que hacen un uso efectivo de la estructura particular de las
expresiones y de las técnicas algebraicas aprendidas previamente. Este constructo se
refiere, de forma general, a una coleccion de habilidades relacionadas con transformar
expresiones algebraicas, que permite hacer un mejor uso de las técnicas algebraicas
(Linchevski y Livneh, 1999).

El constructo sentido estructural fue utilizado por vez primera por Linchevski y
Livneh (1999). Sin embargo, estas autoras no abordaron la concrecién de la nocién
sentido estructural. Posteriormente, Hoch y Dreyfus (2004, 2006) realizan varias inves-
tigaciones centradas en este constructo. Avanzan en la definicién del mismo presentando
varios descriptores que permiten identificar si un estudiante estd utilizando sentido
estructural en el contexto del dlgebra escolar. En la Tabla 1, procedente de Vega-Castro
et al. (2011) se recoge la definicion de dichos descriptores y ejemplos de los mismos.

Tabla 1. Descriptores del sentido estructural procedentes
del estudio de Hoch y Dreyfus (2006)

Descriptor Definicién Ejemplos de Actuaciones
SS1 Reconocer una estructura fami- Al factorizar 81-x?, reconocer dicha expresién como una
liar en su forma mds simple. diferencia de cuadrados, e identificar los factores (9—x)
(9+x).
SS2 Tratar un término compuesto Al factorizar (x-3)* — (x+3)* tratar los binomios (x-3)? y

como una tinica entidad y reco- (x+3)? como una sola entidad, reconocer dicha expresién
nocer una estructura familiar como una diferencia de cuadrados, e identificar los facto-

en una forma mds compleja. res implicados.

SS3 Elegir manipulaciones apro- En las tareas anteriores, aplicar la igualdad notable dife-
piadas para hacer el mejor uso rencia de cuadrados a>~b?> = (a—b) (a+b) para factorizar
de una estructura. dichas expresiones.

Hoch y Dreyfus (2006) realizan una subdivisién a los descriptores SS2 y SS3,
mostrados en la Tabla 1, de acuerdo a la complejidad de los términos que componen
las expresiones con las cuales se estd trabajando, es decir, t€érminos compuestos con
productos o potencias 0 compuestos con suma o resta. Estos autores para promover el
sentido estructural proponen tareas que incluyen clasificar, comparar y factorizar expre-
siones, resolver ecuaciones, y crear nuevos ejemplos con el objetivo de animar a los
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estudiantes a aprender a buscar y reconocer las estructuras propuestas en su forma mas
simple, y en formas mds complejas, asi como diferenciar entre ecuaciones y expresiones.

Como consecuencia de un estudio exploratorio® (Vega-Castro, 2010) relacionado
con el constructo sentido estructural y después de observar que la definicién aportada
por Hoch y Dreyfus en 2006 no implicaba la especificidad de las tareas para el trabajo
propuesto, las investigadoras realizan una extension de la caracterizacién del sentido
estructural (Vega-Castro, Molina y Castro, 2012). Deciden afadir como descriptores
del sentido estructural los siguientes: reconocer relaciones entre subestructuras, consi-
derar formas alternativas de transformar una expresion algebraica, anticipar la utilidad
de transformaciones algebraicas en una expresion e identificar el rango de variacién
permisible para las variables involucradas. En una ampliacién realizada a este estudio
exploratorio, aiin no publicada, las autoras proponen tareas de comprobar, completar
espacios, generalizar y generar expresiones de estructura similar a otras dadas; todas
persiguen el propésito de que el alumno perciba las estructuras y subestructuras dentro
de una expresion algebraica.

Respecto al término estructura, Molina (2012) reconoce un doble significado del
mismo, la estructura externa de una expresioén y la estructura interna. La estructura
externa se refiere a los términos que componen la expresion, los signos que los relacio-
nan, el orden de los diferentes elementos y las relaciones que existen entre ellos. Por
su parte, la estructura interna se refiere al valor de dicha expresion y a las relaciones de
los componentes de la expresion con el mismo. Otro trabajo enfocado en el estudio del
sentido estructural ha sido realizado por Liiken (2012) quien realiza un estudio con nifios
de 6 y 7 afios de edad. Define sentido estructural temprano como reconocer patrones y
estructuras, comprender y usar estructuras, tener capacidad de estructuracién espacial.

EL PENSAMIENTO RELACIONAL Y EL SENTIDO ESTRUCTURAL

Las apreciaciones nuestras, respecto a los puntos comunes y divergentes relativos
a estos dos constructos no son definitivas e inflexibles; consideramos que conforme se
avanza en el estudio de ambas nociones es posible que se llegue a dilucidar aspectos
que permitan establecer limites o semejanzas de mayor calado. Compartimos la visién
expuesta por Molina (2012) quien expresa que son dos constructos dificiles de definir
y concretar; esta circunstancia ha limitado la consecucidn del objetivo de este trabajo
referente a esclarecer los limites y alcances de las nociones pensamiento relacional y
sentido estructural.

Ambas nociones se refieren a una manera de considerar las expresiones numéricas
y algebraicas, ambas implican ver estos objetos de manera global, considerarlas como

2 Estudio que ha sido ampliado y profundizado en la tesis doctoral en curso desarrollada por Danellys
Vega-Castro bajo la direccién de las doctoras Encarnacién Castro y Marta Molina.
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totalidades y no como partes integradas por nimeros, operaciones o literales que no
mantienen un enlace entre si. En relacion con el pensamiento relacional Molina (2006)
indica «se encuentra vinculado con el uso de sentido estructural ya que este sentido
incluye la capacidad de considerar las expresiones aritméticas o algebraicas asf como la
totalidad de la igualdad, sentencia o expresién como entidad» (p. 97). En las acciones
que deben realizar las personas cuando han de afrontar tareas como las propuestas en
las investigaciones de pensamiento relacional, se reconocen actuaciones propias del
sentido estructural. Asi Molina (2006) destaca que cuando hay que identificar o esta-
blecer relaciones matemadticas es necesario identificar subestructuras.

En cuanto a la caracterizacién que se desprende de los estudios revisados encontra-
mos que la presencia del pensamiento anticipativo es un elemento comtn presente en
las caracterizaciones de ambos constructos. Considerando que una de las caracteristicas
que definen el aprendizaje con comprensién son las conexiones entre conocimientos,
destacamos que los estudiantes que aplican el pensamiento relacional y el sentido
estructural, usan un conjunto de principios matemdticos elementales para establecer
relaciones y percibir estructuras. Desde este punto de vista, el pensamiento relacional
y el sentido estructural se pueden considerar como dos maneras de especificar el tipo
de conexiones que son productivas para conseguir un aprendizaje con comprension.
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ANALISIS DE TAREAS DE CALCULO DE LIMITES EN UN PUNTO
EN LAS QUE INTERVIENEN IDENTIDADES NOTABLES

Analysis of tasks on calculations of limits involving notable equations
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RESUMEN

Una de las dificultades identificadas en las investigaciones en Pensamiento Matemadtico
Avanzado es la ruptura con el pensamiento algebraico y sus procedimientos. El Andlisis se apoya
continuamente en habilidades algebraicas pero, al mismo tiempo, para conseguir dominar el pen-
samiento analitico se requiere alejarse del algebraico y tomar conciencia de las diferencias que se
establecen entre ellos. En este trabajo se analiza la relacion entre los aspectos estructurales y los
errores que los estudiantes manifiestan cuando realizan tareas en las que se involucran identidades
notables y los errores que los estudiantes manifiestan cuando calculan limites finitos de funciones
en un punto, que corresponden a indeterminaciones del tipo 0/0 y, que se pueden resolver mediante
la simplificacion de fracciones algebraicas en las que aparecen identidades notables.

Palabras clave: Fracciones algebraicas; Identidades notables; Indeterminaciones 0/0; Limite
de una funcién en un punto; Simplificacion.

ABSTRACT

One of the difficulties identified in investigations in Advanced Mathematical Thinking is the
break with algebraic thinking and its procedures. Continuously, calculus is based on algebraic
skills, but at the same time, to get dominate analytical thinking requires moving away from
algebraic thinking and become aware of the differences that exist between them. This paper is
devoted to the relationship between the structural sense and errors that students demonstrate
when performing tasks that involve algebraic identities and the errors when calculating finite
limits of functions at a point, corresponding to uncertainties of type 0/0, which can be solved by
simplifying algebraic fractions in which appear notable equations.

Keywords: Algebraic fractions; Limit of a function at one point; Limit of indeterminate

forms 0/0; Notable equations; Simplification.
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INTRODUCCION

Durante el primer curso de Bachillerato se realizan los primeros contactos con el
célculo de limites. En general, las actividades que se proponen consisten en desarrollar
una serie de destrezas apoyadas en las habilidades algebraicas que el alumnado ha ido
desarrollando a lo largo de la educacion secundaria, pero que afiaden una componente
relacionada con procesos analiticos a los que no estan habituados. Investigaciones acerca
de la did4ctica del andlisis muestran que las diferencias entre las habilidades algebraicas
y las propias del andlisis suponen una ruptura y una dificultad a la que los estudiantes
se enfrentan (Artigue, 1995).

En este trabajo se pretende indagar en esta ruptura mediante un estudio exploratorio.
Partiendo de tareas de cdlculo de limites en las que aparecen fracciones algebraicas, se
pretende observar qué estrategias siguen los alumnos, los errores en los que incurren
y cémo se podrian establecer relaciones entre las habilidades algebraicas y analiticas.

MARCO TEORICO

En este trabajo intervienen, por una parte, el calculo de limites, por lo que esta
situado en la agenda del Pensamiento Matematico Avanzado. Mds concretamente, el
estudio estd centrado en las dificultades que se producen al pasar del razonamiento alge-
braico al célculo. Por otra parte, intervienen también tareas de simplificacion algebraica,
por lo que se toman como tultima base del trabajo investigaciones sobre pensamiento
algebraico y, en particular, algunas acerca del sentido estructural.

En educacién matemadtica no se ha logrado establecer una distincién clara entre los
rasgos distintivos entre las matematicas elementales y avanzadas, aunque si se han esta-
blecido una serie de caracteristicas que ayudan a separarlos. Entre estas caracteristicas
se pueden encontrar la complejidad de los contenidos (limites, continuidad, derivacién
o integracion) o los procesos cognitivos involucrados en el manejo de dichos conteni-
dos (analizar, generalizar, definir, demostrar, abstraer,...) (Azcéarate y Camacho, 2003;
Edwards, Dubinsky y McDonald, 2005).

Las dificultades que el alumnado encuentra cuando se enfrenta al calculo son varia-
das, fuertes y persistentes. Segun Artigue (1995), se clasifican en tres grandes tipos:
1) Las ligadas a la complejidad matematica de los objetos bésicos del cédlculo, como
los nimeros reales y las sucesiones; 2) Las relacionadas con la conceptualizacion de la
nocion de limite, que es la nocién nuclear del campo y; 3) Las asociadas a la ruptura
con los modos de pensamiento algebraico y del orden.

Este trabajo se centra en esta tercera dificultad. Legrand (1993) distingue los pro-
cedimientos del anélisis de los conocimientos algebraicos y propone el ejemplo de la
igualdad: mientras que algebraicamente dos expresiones A y B son iguales si una de ellas
(o las dos) se pueden transformar por equivalencias sucesivas en la otra, en el andlisis,
el concepto de igualdad viene determinado por la condicién de que Ve > 0 se cumple
que la distancia d(A,B) < e.
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Dentro de las investigaciones en pensamiento algebraico, Vega-Castro, Molina y
Castro (2011, 2012) presentan un anélisis de las habilidades involucradas en el trabajo
con expresiones algebraicas en las que aparecen identidades notables haciendo uso de
la nocién sentido estructural. Hoch y Dreyfus (2006) proponen una definicidn opera-
cional de sentido estructural y presentan tres descriptores con subdescriptores, con los
que caracterizan los diferentes niveles de complejidad algebraica (Tabla 1).

Tabla 1. Descriptores del sentido estructural (Hoch y Dreyfus)

Descriptor Descripcién

SS1 Reconocer una estructura familiar en su forma mas simple.

SS2 Tratar un término compuesto como una unica entidad y reconocer una estructura fa-
miliar en una forma mas compleja.
SS2a El término compuesto contiene un producto, pero no una suma/resta.
SS2b El término compuesto contiene una suma o resta.

SS3 Elegir manipulaciones apropiadas para hacer el mejor uso de una estructura.
SS3a La estructura estd en su forma mds simple.
SS3b El término compuesto contiene un producto, pero no una suma/resta.
SS3c El término compuesto contiene una suma o resta.

DESCRIPCION DEL ESTUDIO

El presente trabajo es de tipo exploratorio. La recogida de datos se realiz6é durante
el mes de abril de 2013 en dos Institutos de Ensefianza Secundaria, uno de Granada y
otro de un municipio de la provincia de Jaén. En total 44 sujetos que cursaban 1° de
Bachillerato de diferentes modalidades fueron escogidos intencionalmente por la dis-
ponibilidad para participar en el estudio y por el nivel educativo que cursaban.

Se elaboré una prueba escrita de cuatro tareas con enunciados semejantes. En cada
una de ellas aparece el cdlculo de un limite en un punto de una fraccién algebraica. La

estructura de todos estos limites corresponde a L = lim P =lim w,
Q) T (x—a)™ Qix)

donde n, m son naturales mayores que 1y P1y Q1 son dos polinomios sin ceros en el
punto x=a. El limite est4 determinado por los valores de n 'y m, es decir por el valor del
exponente del binomio (x—a). Los estudiantes habian recibido ya la instruccién ordinaria,
limitando la intervencion del profesor y de los investigadores a la aclaracién de dudas.

Se pretende y espera que los sujetos realicen un procedimiento de resolucién com-
puesto por las acciones: 1) transformar las expresiones algebraicas; 2) simplificar las
fracciones por cancelacion; 3) calcular los limites. A cada una de estas sucesiones de
acciones se la denominara estrategia. Para facilitar el analisis se ha realizado la codifi-
cacion que se muestra en la Tabla 2.
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Tabla 2. Codificacion de las acciones realizadas por los estudiantes

Accién Accién detallada Cadigo
Factorizar usando una identidad notable T1
) Factorizar usando el método de Ruffini. T2
Transformar CXPIESIONES ko ctorizar usando la férmula para ecuaciones de 2° grado. T3
algebraicas
Expandir usando una identidad notable. T4
Expandir usando la propiedad distributiva. TS

Simplificar las fracciones

Cancelar los factores x—a en numerador y denominador usando X

la propiedad de equivalencia de fracciones algebraicas.

Determinar el valor numeérico.

Calcular el limite

Calculo de limites laterales finitos o infinitos.

Cl
C2

En la Tabla 3 se presentan con detalle todas las tareas propuestas acompanadas por
sus caracteristicas. Estas caracteristicas, que son los descriptores del sentido estructural
(Tabla 1) estan relacionadas con la complejidad algebraica de la tarea. A estos descrip-
tores se les deben afadir los propios del célculo de limites, particularmente la necesidad
de recurrir a los limites laterales para realizar los calculos. Es importante destacar que
las acciones relacionadas con el cdlculo de limites, especialmente la C2, son habilidades
diferentes a las algebraicas y, por tanto, son las que generan la ruptura descrita entre el
dlgebra y el andlisis.

Segtn las caracteristicas de la Tabla 3, se organizan las tareas por la complejidad
algebraica y, posteriormente, la complejidad analitica. Asi, las tareas quedarian orde-
nadas por complejidad de més facil a mds dificil (tarea 3, tarea 1, tarea 2 y tarea 4).

Tabla 3. Tareas propuestas ordenadas por grado de complejidad de mds fdcil a mds dificil

Tarea Limite Exponente dceazz(;:gfgiizzz
3 lim (x_z)(::j)(ﬂz) L=12 n—m=0 SS1, $S2b, SS3a, C1
1 limw L=+ n—-m<0 impar SS1,SS3a, C2
=2 (2—4x2+4) ; g
5 lim 0102 L=4 n-m=0 SS2a, SS3b, C1
=2 (x—2) (2 + 1) .
4 lim 2012 L= +0 n-m<0 par  SS2a,SS3b,C2
=2 (x—2p3 (2% + 1) »O930,

RESULTADOS

Siguiendo la notacién establecida, se caracterizan las estrategias elaboradas por
los sujetos en exitosas, exitosas erroneas y otras estrategias erréneas o interrumpidas.
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Estrategias exitosas

Las estrategias exitosas estan formadas por aquellas estrategias correctas que presen-
tan el esquema de acciones: Transformacion algebraica (T)-Simplificacion (X)-Calculo
de limites (C). Las hay de tres tipos: las que utilizan igualdad notable como transforma-
cidn algebraica (Figura 1); las que no utilizan igualdad notable y que implican un uso
menos efectivo del sentido estructural; aquéllas que implican una transformacion alge-
braica de la expresion en uno o varios estados de transito antes de aplicar la cancelacién.

3!*‘{ i
{ A>2% y-1 _tOOJ
e 3x t4 T

x>0 x-2 o

o) (x-2)(3xx4) N

= 3%t 4
*=>2 (x-2) (x-2)

2L 1=-2

Con doo  oymesidn de U bl vby’ ; ile

presida Pﬂon (a } e ump«b cdo <L
i nade ¢ Y he Podléa 'iiw\‘ﬂi%',._w le. W‘ &zs s,
on P.os Umites lederoes he cododado ' d Unite de coda
&meko,n Sg,‘r{;‘l heye  hecho @ Qo ke por o i-&cfuiaao 2 por
e dateche .

Figura 1. Estrategia exitosa en la tarea 1 con igualdad notable cuadrado de la diferencia

Estrategias exitosas erréneas

Esta categoria la conforman aquellas estrategias incluyendo acciones iniciales exi-
tosas, incurriendo en error bien en el proceso de manipulacién algebraica (EE-EMA),
o bien en el célculo del limite (EE-ECL) (Figura 2).

lwy 3R-1 3007 o 2 ) (3] _ (3x16)
T = 2 Bl R e

k-7 (Y-E‘}(%%‘m*ﬁ (a-e_f (3»2@',9 o :1«:1 --———-‘Evn, 2 <3 ks-!ﬂzf‘ﬂ %32 (xaf (2]

g{lﬂ m - 242 Loy -j..: :DO fl'rn [.33*“ ) - - -_"g; . m

= (k”ar(a"z*’ﬂ @—d(g.g!t{) o} »2 (,‘2 "‘_%"'H\“_ (224

@ (Je Sviia‘fvge QF M)"o
@ <e Jesmm @ fat;ﬁ’?j
@ = Sn}npﬂﬁ'cm y & Sas#»'{uye.

Mgana - il \"“"‘"'J“
Uohdal ictalle fersmrabr

Figura 2. Estrategias exitosas erroneas en la tarea 4, error algebraico (Izq.), y analitico (Dcha.)
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Otras estrategias erroneas o interrumpidas

Cuando desde la primera accion hay errores, la estrategia se considera errénea.
Existen también otras estrategias de cdlculo de limite como la regla de L’Hdpital. Sin
embargo, algunos estudiantes emplearon para el cdlculo del limite en un punto finito
las propiedades para limites en infinito, ya que en este dltimo caso, el cdlculo se reduce
a una comparacién de los grados del numerador y del denominador, eludiendo asi la
necesidad de factorizar. También se incluyen aquellas estrategias interrumpidas (EI)
tanto en la manipulacion algebraica, como en el célculo final.

En la Tabla 4 se presenta un resumen de las frecuencias absolutas de respuestas
seguin las categorias anteriores.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El ndmero de estrategias exitosas es mayoritario en la tarea 3 (30 de 44), lo cual
es coherente con la complejidad a priori de esta tarea. La tarea que menos estrategias
exitosas presenta es la 4 (3 de 44), lo cual también coincide con los niveles de comple-
jidad establecidos teéricamente.

En las estrategias exitosas erréneas se puede observar que cuando se requiere que
realicen célculo de limites laterales infinitos (tareas 1 y 4) el nimero de errores ECL
aumenta (21 errores) respecto de las tareas 2 y 3 (2 errores).

Tabla 4. Frecuencias absolutas de las respuestas

Estrategias

Exitosas Ex. Erréneas Erréneas/Interrumpidas
Tarea  EEI Otras Tot EMA ECL Tot EMA ECL EI Tot NR TOT
1 12 4 16 0 14 14 4 4 5 13 1 44
2 15 4 19 3 3 8 4 3 15 7 44
3 25 5 30 1 2 3 0 2 2 4 7 44
4 3 0 3 3 10 8 3 6 17 14 44
55 13 68 7 23 30 20 13 14 49 28 176

Observamos que la dificultad analitica de la tarea 1 tiene un mayor peso que la alge-
braica en su resolucion errénea (18 erréneas ECL de 22 erréneas, 81%) en comparacion
con el peso asociado a la mayor dificultad algebraica de la tarea 2 (11 errores EMA
de 15 erréneas, 73%). Por otro lado, existe un equilibrio entre la dificultad analitica y
algebraica en la resolucion errénea de la tarea 4.

Las tareas cuyos descriptores de sentido estructural eran mas complejos (tareas 2
y 4), acumulan cada una, 11 errores de manipulacién algebraica y se diferencian en
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el ndmero de errores de cdlculo de limite que son 4 en la tarea 2 y 10 en la tarea 4, lo
que vuelve a coincidir con la complejidad teérica propuesta con anterioridad (Tabla 3).

Las tareas con descriptores de sentido estructural mds simple (1 y 3), presentan,
como era de esperar, muy pocos errores por manipulacion algebraica (4 y 1 respectiva-
mente) y, al igual que ocurre con las tareas 2 y 4, su diferencia es el nimero de errores
en el calculo de limite.

Prestando atencién a las acciones (Transformacién (T), Cancelacién (X), Célculo
de limite (C)), se puede observar que apenas se incurre en errores de cancelaciéon (5)
y que la mayoria de los errores de manipulacién algebraica son debidos a errores de
transformacién (22 del total de respuestas). Son bastante mds los errores de cdlculo de
Iimites (36).

Conclusiones

Mayoritariamente los estudiantes aplican exitosamente las igualdades notables para
simplificar las fracciones algebraicas (T1 y T4) (55 de 68), lo que hace pensar que los
procedimientos algebraicos cercanos al sentido estructural estdn bastante desarrollados
en el alumnado que utiliza estas estrategias. Por otro lado, los métodos generales Ruffini
(T2) y férmula (T3) se emplean sistematicamente para cualquier ecuacién polindémica,
expandiéndola si es necesario, sin reflexionar sobre un tratamiento mas eficiente de las
ecuaciones pre-factorizadas. Ademads hay errores aislados en la interpretacién de los
coeficientes «correctos» que se obtienen del uso del método de Ruffini.

Dentro de las estrategias erréneas, los errores mds comunes son de manipula-
cion algebraica (Tareas 2 y 4) y de célculo del limite infinito (Tarea 1 y 4). Destacan
singularmente la aplicacion errénea de la regla de L'Hopital y el uso de inferencias
inadecuadas del limite cuando x tiende a infinito. Estos resultados coinciden con los
niveles de complejidad que se han establecido tedricamente para las tareas, lo que lleva
a pensar que existe una relacion entre el sentido estructural y la complejidad analitica
y el crecimiento en el nimero de estrategias erréneas. Se plantea como continuidad
validar esta conjetura en otros contextos.
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REQUISITOS MATEMATICOS PARA EL MANEJO
DE DOS DEFINICIONES ALGEBRAICAS DE LIMITE FINITO
DE UNA SUCESION Y DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Mathematical requirements for two algebraical definitions:
The limit of a sequence and the limit of a function at a point

Maria Teresa Sdnchez®, Francisco Javier Claros?, Moisés CoriatC.
aFundacién Maria Inmaculada, ® Universidad Carlos I1I, € Universidad de Granada

RESUMEN

Presentamos requisitos matematicos para el manejo de dos definiciones que se apoyan en
la representacién simbdlica: las nociones de limite finito de una sucesion y limite finito de una
funcién en un punto. En cada nocién, estos requisitos matematicos reciben el mismo nombre
(dependencia, orden, valor absoluto, acotacion, procesos infinitos y tipos de infinitos) pero se
observan diferencias entre ellos. Estas llevan a recomendar el estudio de cada definicién de
manera diferenciada y a sefialar que el paso del limite finito de una sucesién al limite finito de
una funcién en un punto, requiere un estudio minucioso.

Palabras clave: Cota; Dependencia; Funcién; Limite finito; Orden; Procesos infinitos;
Requisitos matemadticos; Sucesion; Tipos de infinitos; Valor absoluto.

ABSTRACT

We present mathematical requirements for handling two definitions which are based on
the symbolic representation: finite limit of a sequence and finite limit of a function at a point.
For each notion, these mathematical requirements receive the same name (dependence, order,
absolute value, enclose, infinite processes and infinite types) but one can observe differences
among them. These differences lead to recommend the study of each definition separately and
to remark that the passage from the finite limit of a sequence to the finite limit of a function at
a point requires a thorough study.

Keywords: Absolute value; Dependence; Dimension; Finite limit; Function; Infinite pro-

cesses; Mathematical requirements; Order; Sequence; Types of infinite.
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INTRODUCCION

En este trabajo analizamos una definicién de limite finito de una sucesién y una
definicién de limite finito de una funcién en un punto. Enunciamos los requisitos
matemaéticos que permiten su manejo. Usamos la palabra «algebraico» en el sentido de
Carpenter, Levi, Franke y Zeringue (2005), segin los cuales el desarrollo de un razo-
namiento algebraico supone:

— Apreciar relaciones numéricas entre los términos de una expresioén y entre

distintas expresiones o ecuaciones.

— Transformar expresiones matemadticas, sin limitarse al cédlculo de una res-

puesta concreta.

— Desarrollar un conocimiento sobre conjuntos de objetos matematicos (ntime-

ros o variables), de operaciones entre ellos, de propiedades de estos objetos y
sus operaciones (€j., asociativa, conmutativa, distributiva) y de las propieda-
des de relaciones cuantitativas (ej., transitividad e igualdad).

Todo lo anterior se halla al trabajar una nocién de limite. Lo primero se observa en
la fase intuitiva previa a la formalizacion de la nocién, cuando se aprecia la relacién
que mantienen los términos de la sucesion o los valores de la funcién. Lo segundo se

emplea para justificar que una determinada sucesién o funcion tiene limite. Por ejemplo,
2

-4 . .
al resolver la indeterminacion que aparece al calcular el

en la funcién f(x)= ol

limite en x¢ = 2. Por dltimo, es necesario controlar las nociones matematicas de acota-
cidn, valor absoluto, orden, procesos infinitos, tipos de infinito y dependencia, ya que
se usan en el enunciado de las definiciones analizadas y también en una demostracién
de que un determinado valor es limite de la sucesién o funcién correspondiente.

El capitulo lo hemos estructurado en cuatro apartados. En el primero, presentamos
las definiciones que hemos seleccionado y exponemos los requisitos matematicos que
permiten trabajar tales definiciones: dependencia, valor absoluto, orden total, acotacion,
procesos infinitos y tipos de infinitos. En el segundo apartado desarrollamos el uso de
estos elementos en cada una de las definiciones seleccionadas. En el tercer apartado
mencionamos similitudes y diferencias entre los objetos o elementos indicados teniendo
en cuenta la definicién en que se aplican. El cuarto apartado contiene conclusiones y
algunas perspectivas futuras.

DEFINICIONES. REQUISITOS MATEMATICOS

En este apartado presentamos las definiciones seleccionadas y describimos los
requisitos matematicos de cada una de ellas. Cuando hablamos de requisitos matema-
ticos nos referimos a los objetos o elementos matematicos necesarios para abordar el
limite finito de sucesiones y de funciones.
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Definiciones seleccionadas

Limite finito de una sucesion: Sea x, una sucesion en IR, decimos que x, converge
a un nimero real x (o tiene como limite el real x y escribimos lim x,= X) si para cada
€>0, existe un nimero natural N tal que si n > N se cumple que | xn-x | <e . Spivak
(1991, p. 615), notacién adaptada.

En esta definicidon, IR es el conjunto de nimeros reales y la convergencia en IR se
entiende como la convergencia en el espacio métrico IR, con la distancia usual d(x,y)=|x-
y|. Esta definicién es conocida usualmente como «definicién e-N ».

Limite finito de una funcion en un punto: La funcién f tiende hacia el limite L en a
significa: para todo & > 0 existe algin ¢ > 0 tal que, para todo x, si 0 < |x — a| <0,
entonces|f(x)— L| < &. Spivak (1991, p. 118), notacién adaptada.

Requisitos

En Claros (2010) y en Sanchez (2012), se considera que los requisitos necesarios
para manejar estas definiciones son: dependencia, orden, valor absoluto, cota, procesos
infinitos y tipos de infinitos. Describimos a continuacién cada uno de ellos.

Dependencia. Para exponer lo que entendemos por dependencia nos apoyamos en
la siguiente afirmacién de Freudenthal (1983):

El origen fenomenolégico de la nocién de funcién surge en el momento en que se
enuncia, se postula, se produce o se reproduce una dependencia entre variables, que se
presenta en el mundo fisico, social o mental, asi como entre variables matemadticas que,
a su vez, estan relacionadas con variables de los otros mundos. (p.494)

Freudenthal sefiala que una funcién corresponde a un tipo especial de dependen-
cia entre dos variables; una dependiente y otra independiente. Cuando calculamos el
limite de una sucesién o de una funcién estamos partiendo del supuesto que el alumno
conoce y maneja el concepto de sucesion y de funcién. En el caso de las «sucesiones»
la variable independiente toma valores en el conjunto numérico IN, mientras que en caso
de las «funciones» toma valores en el conjunto de los niimeros reales. Esta dependencia
que sefialamos en el caso de las sucesiones es {n ->f (n)}, pero tenemos que afadir
otra dependencia que es \& — H\E); y que ayuda a demostrar que una determinada
sucesion tiene limite. En el caso de las funciones, a la dependencia {x — f (x tene-
mos que afiadir la dependencia {8 -0 (8)} , que serd la que ayude a demostrar que una
determinada funcion tiene limite finito en un punto.

Un requisito, a la hora de trabajar los limites finitos, es el de observar o reconocer
las dos parejas de dependencias indicadas. Se usa la primera para proponer un can-
didato a limite, calculando valores de la sucesion o, respectivamente, de la funcién y
observando a qué valor parecen acercarse, y la segunda para demostrar que el candidato
seleccionado es, en efecto, el limite de la sucesion o, respectivamente, de la funcién en
el punto elegido.
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Valor absoluto. El valor absoluto suele definirse como una funcién real de variable
real, que cumple que x — |x| = mdx{x,—x} . El valor absoluto asegura que el resultado
de una operacién sea un nimero real positivo.
Este valor absoluto aparece en el caso de las sucesiones en la expresion | x,-x |<ée
y servird para garantizar que un determinado valor (en este caso «x») es el limite de
la sucesion x,. En el caso de las funciones las desigualdades con valor absoluto son:
0< |x - a| < 0 entonces | fx)- L| < & . Para demostrar que la funcién f(x) tiene limite
L, serd necesario llegar a una relacién entre la segunda desigualdad y la primera de
manera que se establezca en este caso una relacion entre épsilon y delta.
Para demostrar que un determinado valor es el limite de la sucesion o de la funcién,
tanto en las sucesiones como en las funciones, serd necesario que el alumno domine
el concepto de valor absoluto (sus propiedades) y sepa operar cuando se usa éste en
expresiones de desigualdad.
Orden total. Por orden total en IR, entendemos una relacién que cumple las pro-
piedades de ser reflexiva, antisimétrica y transitiva, que es compatible con la suma y
la multiplicacién y que se aplica a cualquier pareja de niimeros reales. En la definicién
de limite seleccionada, la relacién de orden estd obviamente presente, ya que con ella
se expresa formalmente la idea intuitiva de acercamiento.
Hemos tenido en cuenta la relacion de orden en IRen los siguientes casos:
— En las sucesiones: (a) exigimos que & sea mayor que cero, (b) usamos la
expresion si n > N y (¢) imponemos que el valor absoluto de la diferencia
entre X y X, supuesto que x sea el limite de la sucesion x,, sea menor que & .

— En las funciones, exigimos: (a) que £ y O sean mayores que cero, (b) que el
valor absoluto de la diferencia entre los valores de x y el punto X, en el que
se estd calculando el limite sea, por una lado mayor que cero y por otro menor
que O y (c) que el valor absoluto de la diferencia entre f(x) y L, supuesto
limite en el punto xo, sea menor que & .

Acotacion. Un conjunto A estd acotado superiormente si existe un valor K que
verifica que x<K para todo x € A y estd acotado inferiormente por un valor K' si x>K'
para todo x € A. La acotacién es un requisito en la sucesién con limite y en la funcién
con limite finito en un punto. Si no es asi, la sucesion o funcién no tendrd limite finito.
Este hecho se refleja en el caso de las sucesiones con la expresion X, € (x- €, X+ &)
y en el caso de las funciones con la expresion f(x) € (I- &, I+ &). Los alumnos usardn
el concepto de acotacién para distinguir sucesiones o funciones convergentes de otras
que no lo son.

Procesos infinitos. Los cambios experimentados por las variables, independiente
y dependiente, presentes en la definicién formal considerada son ejemplos de procesos
infinitos que aparecen tanto en sucesiones como en funciones.
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En el caso de las sucesiones se manejan y se coordinan dos procesos infinitos
basados en la idea de sucesion. El primer proceso se refiere a la variable independiente,
y se resume con la frase «n tiende a infinito»; se trata de un avance inexorable, por lo
cual nos abstenemos de hablar de acercamiento o de aproximacion. El segundo proceso
infinito se genera al construir los sucesivos valores de los términos de la sucesion.

Los procesos infinitos que hemos descrito para cada variable son procesos infini-
tos discretos, ya que el cardinal de los conjuntos que manejamos tanto en la variable
independiente como en la variable dependiente es el de IN.

En el caso de las funciones se manejan y coordinan tres procesos infinitos conti-
nuos (el cardinal del conjunto que representa cada uno de estos procesos es el de IR),
uno de ellos basado en la idea de funcién. (1°) El acercamiento de los valores de la
variable independiente al punto donde se estd calculando el limite; se resume con la
frase x — x,. (2°) La obtencion de las imédgenes para todos y cada uno de los puntos
que hemos considerado en el acercamiento a X, basado en la idea de funcién. (3°) El
acercamiento de los valores de la variable dependiente al candidato a limite L.

Tipos de infinitos: infinito potencial e infinito actual.

Infinito potencial: En el limite finito de sucesiones el proceso infinito generado
al dar valores a n y al obtener sus correspondientes valores X, se ajusta a la idea de
infinito potencial. Por este motivo decimos que el infinito potencial se halla presente
en la definicién de limite finito de una sucesion.

Cuando se usa un proceso infinito discreto para intuir el candidato a limite de
la funcién, por ejemplo dando valores cercanos a Xo y observando qué valores les
corresponden, aparece un infinito potencial, porque hemos discretizado un fenémeno
continuo. Tal discretizacién no basta para concluir sobre el limite de la funcién en el
punto, como es bien sabido.

Infinito actual: Si consideramos la sucesién y el valor del limite de dicha sucesion
como un todo, obtenemos la idea de infinito actual, pero con cardinal IN.

El conjunto que forman la funcién sometida a estudio y su limite en el punto con-
siderado tiene como cardinal el de IR. Por este motivo decimos que el infinito actual es
un requisito de la definicién de limite finito de una funcién en un punto.

COMPARACION DE REQUISITOS MATEMATICOS ENTRE LAS DOS DEFINICIONES

EnlaTabla 1 resumimos las diferencias y similitudes existentes entre los requisitos
matematicos necesarios para manejar las dos definiciones seleccionadas.
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Tabla 1. Resumen: Analogias y diferencias entre el limite finito de una sucesion
y el limite finito de una funcion en un punto

Acotacién ~ Dependencia Procesos infinitos Tipos de infinito Valor absoluto y orden

Limite finito de una sucesion

— Sin aproximacioén en la

Variable . . . Infinito
independiente {n S X } variable independiente potencial Uso de la expresion
n Aproximacion al limite
no acotada mz diante valores supe- presente |xn-x|< &
Variable riores o inferiores Infinito actual Relacién de orden
dependiente {g - N 0 } Procesos infinitos (cardinal) en R
acotada discretos numerable
Limite finito de una funcién en un punto
. — Aproximacién en la . Uso de la expresion
Variable p Infinito poten- p

. . variable independiente . O<|lx—al<
independiente {x - f (x)} _ Aproximacién al limite cial ausente | | 0,

acotada mediante valores supe entonces
. i % upe- .
Vanaple riores e inferiores Infmlto.actual | f(x)— L| <g
dependiente (& —> ole e (cardinal) g

— Procesos infinitos Relacién de orden

acotada . no numerable
continuos en R
CONCLUSIONES

El hecho de manejar seis nociones, en ambas definiciones, con el mismo nombre
(dependencia, valor absoluto, acotacion, tipos de infinitos, valor absoluto y orden) no
debe ocultar las diferencias notables que hay entre dichos requisitos como esperamos
haber puesto de manifiesto en este trabajo. Tales diferencias vienen a sustentar las
siguientes conclusiones:

— El estudio de los requisitos matematicos necesarios para el manejo de las
nociones de limite finito de una sucesion y de limite finito de una funcién en
un punto, pone de manifiesto el hecho de que son nociones de limite signifi-
cativamente diferentes.

— Es necesario abordar de manera diferente el limite finito de una sucesién y de
una funcidn.

Si atendemos a los requisitos matematicos, el limite de sucesiones parece algo menos
complejo que el limite de funciones; por ello, parece sensato considerar que el paso del
limite de sucesiones al limite de funciones se aborde analizando minuciosamente los
matices que distinguen los requisitos matemadticos en ambos casos. Este hecho no siem-
pre ha sido realizado por los autores que en algiin momento llegaron incluso a unificar
ambos conceptos (véase Rey Pastor, 1933) aunque hay que decir que sin mucho éxito
si tenemos en cuenta su nula aceptacion posterior en la comunidad educativa.

La conjetura de estudiar de manera diferenciada cada tipo de limite no ha sido
considerada tampoco por muchos investigadores en didictica de la matematica con
anterioridad, lo que llevé a Claros (2010) y a Sanchez (2012) a proponer disefios de
procesos de ensefianza y aprendizaje que tuvieran en cuenta las diferencias indicadas.
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RESUMEN

La Arithmetica Algebratica de Marco Aurel es el primer libro impreso escrito en espafiol en
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INTRODUCCION

El libro de Marco Aurel Arithmetica algebratica ocupa un lugar especial en la
historia del dlgebra y su ensefianza en Espafia. En efecto, impreso en Valencia en casa
de Joan de Mey en 1552, es el primer libro impreso escrito en espafiol en que se trata el
dlgebra. Sin embargo, a pesar de su cardcter singular, atin no ha sido objeto de un estu-
dio detallado, ni se ha publicado transcrito o en facsimil, aunque hay algunos estudios
descriptivos o parciales. Asi, Antoni Malet s6lo le dedicaba una pagina del capitulo «La
aritmética y el dlgebra en la peninsula ibérica en el s. Xvi» de Paradis y Malet (1989),
basada en Rey Pastor (1926). En ese texto, Rey Pastor le dedicaba cuatro paginas y se
mostraba contundente y despiadado:

Muy doloroso es confesarlo, pero el Algebra fué ignorada por los espafioles, hasta que

el aleman Marco Aurel, se la di6 a conocer en 1552, con un libro vulgar y atrasado (Rey
Pastor, 1926, 97-98).

En opini6én de Rey Pastor, el libro «no ofrece nada extraordinario», aunque consti-
tuye «un breve compendio muy aceptable de la parte algebraica contenida en la Summa;
en unos puntos mejorada, y en otro empeorada» (Rey Pastor, 1926, pp. 100-101). Rey
Pastor se refiere a la Summa de Luca Pacioli, y lo que considera una mejora es el hecho
de que Marco Aurel utilice la notacién de los cosistas alemanes para las especies de
nimeros, en vez de la notacién de los algebristas italianos. A nuestro entender, Rey
Pastor sobrevaloré la diferencia entre una y otra notacion, ya que en realidad ambas
son de carécter sincopado al ser en ambos casos abreviaturas de los nombres de las
especies de nimeros, aunque las alemanas afiadan a ser abreviaturas el ser abreviaturas
esquematizadas, lo que las hace parecer signos especificos distintos de los signos del
lenguaje natural.

El primer trabajo mas extenso que conocemos lo presenté en Valéncia Vicente
Meavilla en 1991 en el Tercer Simposio Internacional sobre Investigacion en Educa-
cion Matemdtica, organizado por el Departamento de Did4ctica de las Matemdticas de
la Universitat de Valencia y el Programa Nacional de Formacién y Actualizacién de
Profesores de Matemadticas de México, en cuyas actas ocupaba treinta y una paginas
(Meavilla, 1993). En €él, Meavilla, como él mismo indicaba en la introduccién, hacia
una descripcion, pero no un andlisis, de la parte de dlgebra del libro:

Quede claro, desde aqui, que no pretendemos hacer un andlisis critico del contenido
del texto. Sélo nos limitaremos a presentar una descripcién del mismo que nos sirva

para tener una idea de cdmo se ensefiaba el dlgebra en Espafia a mediados del siglo xvi1
(Meavilla, 1993, p. 66).

Desde entonces, que conozcamos, s6lo se han realizado unos pocos estudios par-
ciales. Asi, en Infante (2010) e Infante y Puig (2011), se puede encontrar un estudio del
sistema de signos de Marco Aurel, de cémo concibe las especies de nimeros (que €l
Ilama «caracteres»), de qué clasificacion hace de las ecuaciones (que €l llama «iguala-
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ciones») en formas canénicas y de qué algoritmos plantea para resolverlas. Aunque la
investigacion de la que este estudio forma parte trata sobre las demostraciones de los
algoritmos de solucidén de las formas candnicas de las ecuaciones en el dlgebra presim-
bdlica, en el caso de Marco Aurel no se estudiaron éstas, sino que sélo se aventurd una
hipétesis sobre de qué tipo podrian ser, ya que, como veremos mas adelante, no hay
demostraciones en el libro de Marco Aurel o la parte que se conserva de él.

Javier Docampo examiné someramente el libro de Marco Aurel con el propdsito
de compararlo con el Ms 71 de Sant Cugat que analiz6 en su tesis doctoral (Docampo,
2004), y Rosa Massa-Esteve lo hizo para compararlo con la forma en que Antich Rocha
clasifica y resuelve las ecuaciones (Massa-Esteve, 2010). Finalmente, Fatima Romero
Vallhonesta incluy6 también a Marco Aurel en sus estudios comparativos de la forma
de representar una segunda incégnita (Romero Vallhonesta, 2011) y de las notaciones
(Romero Vallhonesta, 2012), en los que examina los textos de Marco Aurel, Juan Pérez
de Moya, Antich Rocha, Pedro Nunes y Diego Pérez de Mesa.

PRECEDENTES

En este apartado damos cuenta de los escasos precedentes de aparicion del dlgebra
en textos escritos en alguna lengua vernicula de la peninsula ibérica anteriores al libro
de Marco Aurel.

Un problema resuelto por Regula Recta

En el Libro de Arismética que es dicho alguarismo, editado por Caunedo y Cor-
doba, un manuscrito del siglo X1v, que es la primera aritmética comercial escrita en
lengua castellana que se conserva, hay un problema resuelto por el procedimiento que
Leonardo de Pisa en su Liber Abacci llama Regula Recta y atribuye a los drabes: «qua
arabos utuntur» (Boncompagni, 1857, p. 191).

Quistion, un ome avia su algo e non sabemos quénto e dobldlo e despendio6 8 y otra
vez dobld lo que le quedo e despendié 9 e dobldlo otra vez e despendi6 12 y esto fecho,

queddronle 25, demando ;quéntas cosas tenia de comienco? (Caunedo y Cérdoba, 2000,
p. 200).

Este es un cldsico enunciado de problema de dbaco, del tipo cuya estructura admite
una solucién aritmética que tiene la forma mas simple posible, ya que un diagrama de
andlisis del problema tiene estructura de cadena (Puig y Cerdén, 1988) y, por tanto, la
sintesis se puede realizar invirtiendo las operaciones una a una. También es un problema
que puede resolverse facilmente usando el método pre-algebraico de falsa posicion. Sin
embargo, el an6nimo autor de este texto no recurre a ninguna de esas soluciones, sino
que lo resuelve de la siguiente manera:

Fazlo por esta regla, pon el algo una cosa e déblala e son 2 cosas y espendié 8 son 2
cosas menos 8 e dobld e son 4 cosas menos 16 e despendid 9 e son 4 cosas menos 25 e
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dobl6 4 cosas menos 25 e 4 cosas menos 25 son 8 cosas menos [50] e despendi6é 12 son 8
[cosas] menos 62, afiade estos 62 a 25 que dixieron que quedaban e son 87, parte estos 87
sobre 8 e viene a la parte 7/108 [sic, deberia ser 10 7/8] y este es el algo que al comienzo
tenia (Caunedo y Cérdoba, 2000, p. 200).

Es decir, lo que hace es nombrar la cantidad desconocida, el «algo» que «non
sabemos quanto», con la palabra «cosa» y, asi nombrada, calcular con ella. No hace
pues un andlisis que vaya desde la incégnita a los datos, sino que el andlisis que hace
es un célculo con lo desconocido nombrado como «cosa». Esto es lo que Leonardo de
Pisa llama Regula Recta.

La Regula Recta no es, sin embargo, lo que en las algebras medievales se trata
usualmente en el capitulo de 4lgebra, sino que lo que en ellas se trata es alguna variante
de lo que estd expuesto en el libro de dlgebra de al-Khwarizmi, es decir, definicién de
las especies de nimeros con las que se hacen los célculos, ecuaciones clasificadas en
tipos, que puede que se presenten como una lista completa de posibilidades o como un
conjunto de posibilidades que se sabe resolver, algoritmos de resolucidn de cada tipo,
etcétera. El propio Leonardo de Pisa traté en el Liber Abaci la Regula Recta y el dlgebra
de al-Khwarizmi en lugares distintos del libro separados por mas de doscientas paginas,
como ya sefialamos en Puig y Rojano (2004, p. 200).

Un anuncio no realizado

En el libro Sumario breve de la pratica de la arithmetica y todo el curso del arte
mercantivol bien declarado, el qual se llama maestro de cuento, Tratado Segundo,
«Capitulo septimo de la setena especia de la aritmética que se llama extracion de ray-
zes», Juan Andrés termina el articulo primero diciendo que con respecto a las «rayces
asi quadradas como cubicas» s6lo va a tratar «quanto baste a saberlas extraer de los
nimeros ocurrientes» y anuncia que «otras pertinencias suyas difusamente diremos en
un tratado que queremos fazer del arte mayor siquiere arte de algibra» (Andrés, 1515,
f51v). Sin embargo, de este tratado no se conserva ni noticia de que lo escribiera.

Un manuscrito en catalan

Docampo ha estudiado en detalle, en su tesis doctoral (Docampo, 2004) y en
Docampo (2006), el Ms. 71 de la seccién del Monasterio de Sant Cugat del Archivo de
la Corona de Aragén. Este manuscrito contiene unos apuntes de lectura muy extensos
de la Summa de Luca Pacioli, probablemente notas de estudio para preparar unas clases.
Docampo asume que el manuscrito debié de escribirse entre 1500 y 1530, y apunta
algunos indicios que permitirian atribuirselo a Joan Ventallol. Este manuscrito seria
pues anterior a la impresién del libro de Marco Aurel, con lo que éste no seria el primer
texto escrito en alguna de las lenguas verniculas de la Peninsula Ibérica. Ahora bien,
seguiria siendo tanto el primer libro impreso, como el primer texto escrito en espafiol.
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UN CONTEMPORANEO Y DOS DEUDORES INMEDIATOS

En este apartado damos noticia de una aparicién del dlgebra contemporanea al libro
de Marco Aurel, pero de valor sélo anecdético (los afiadidos algebraicos de Gonzalo
Busto a su edicion de 1552 de la Aritmética de Juan de Ortega), y de los libros que le
siguieron inmediatamente en el tiempo y estdn basados en el libro de Marco Aurel:
los tres de Juan Pérez de Moya de 1558, 1562 y 1573 y el de Antich Rocha de 1564.
Mencionamos ademas, sin entrar en mas detalles, el Libro de Algebra en Arithmetica
y Geometria de Pedro Nunes, impreso en espafiol en 1567, pero escrito en portugués,
segtin dice él mismo, unos treinta afios antes, y nos limitamos a mencionarlo porque
es un libro muy distinto del de Marco Aurel. Ahora bien, siendo el mejor de todos los
libros de dlgebra que se publican en espafiol en el siglo xvI, cualquier estudio que se
realice sobre el dlgebra de la época debe referirse a él. También mencionamos sin mas
detalle la existencia de un manuscrito de Diego Pérez de Mesa de 1598, no publicado,
que ha sido estudiado por Romero Vallhonesta (2007).

Gonzalo Busto, 1552

En el mismo afio en que se imprime el libro de Marco Aurel, Gonzalo Busto imprime
en Sevilla, con correcciones y afadidos suyos la Aritmética de Juan de Ortega (1552).
En la propia pagina de la portada estd anunciado que ha afiadido en la parte de geome-
tria «pruevas, con ciertos avisos subjetos al Algebra», y ademads «al fin deste tratado 13
exemplos de arte mayor». Es dudoso que Gonzalo Busto haya podido conocer el texto
de Marco Aurel, y no sélo porque el suyo se publica sélo unos meses después, sino,
sobre todo, porque los «13 exemplos», que s6lo contienen la aplicacion de algunas reglas
para resolver esos problemas sin mas explicacion, no usan abreviatura alguna para los
nombres de las especies de nimeros, ni las italianas, ni las cdsicas que usa Marco Aurel,
sino que escribe «cosa», «censo», «cubo», etcétera, con todas las letras. Gonzalo Busto
excusa el no dar explicaciones de los objetos y reglas del 4lgebra, diciendo que «no es
necesario hazer aqui mencion; pues esta impreso todo lo que conviene a la pratica Alge-
bratica en otros tractados compuestos por excellentes autores» (Ortega, 1552, fo. 233v).
Cabe preguntarse a qué autores se refiere, pero no parece que se refiera a Marco Aurel.

Juan Pérez de Moya, 1558, 1562, 1573

El Bachiller Juan Pérez de Moya es autor del texto mds popular en su época en el que
aparece el dlgebra. Se trata de la Arithmetica prdctica y speculativa de 1562, que retne,
modifica y amplia tres libros suyos anteriores, entre los que se encuentra el Compendio
de la regla de cosa, o arte mayor, que habia publicado en 1558 en Burgos. Este libro y la
parte de dlgebra de la Arithmetica prdctica y speculativa se basan en el libro de Marco
Aurel, excepto en el uso de las abreviaturas, que no son las césicas, sino las italianas,
simplemente porque la imprenta no tenia los tipos para los caracteres cdsicos, si hemos
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de creer lo que dice el propio Pérez de Moya. La mejor prueba de que Pérez de Moya
sigue fielmente a Marco Aurel, segiin Rey Pastor (1926, p. 105), es que le copia hasta
los errores. En 1573, Pérez de Moya integr6 ese libro en su Tratado de Mathematicas,
ampliando la parte de dlgebra, en particular con la inclusién de demostraciones de los
algoritmos de resolucién de las ecuaciones canénicas, que en la Arithmetica prdctica
y speculativa s6lo se enunciaban.

Antich Rocha, 1564

Antich Rocha, que Rey Pastor con su habitual dureza califica de «figura insigni-
ficante en la historia que estamos bosquejando» (Rey Pastor, 1926, p. 109), presenta
su libro como una recopilacién. La primera edicidn, que no he podido localizar, es de
1564; 1a segunda, de 1565, explicitamente dice en la portada «Arithmetica, recopilacion
de todas las otras que se han publicado hasta agora, por Antich Rocha, en Barcelona,
casa de Claudio Bornat, 1565», y unas paginas después, bajo el titulo «Cathalogo de
los autores, de los quales ha sido recopilada esta presente obra», aparecen cincuenta
nombres, entre los que no figura Marco Aurel. Sin embargo, en el «Libro quarto de la
Arithmetica [...] en el qual se trata la Arte mayor» pronto aparece. En el folio 231 recto,
del capitulo sobre «nimeros Sordos dichos Rayz de rayz quadrada, o nimeros mediales,
que cosa sean, y quantas especies ay dellos», titula un apartado «Quatro especies de
nimeros mediales traidas de Marco Aurel Aleman», y, en el folio 235 verso, dice al final
de una explicacién: «como lo nota todo Marco Aurel Aleman». Hay mds referencias a
«traido de Marco Aurel Aleman», pero, sobre todo, cuando aborda los algoritmos para
resolver las formas candnicas de las ecuaciones, que €l llama «ygualaciones», dice que
lo va a hacer siguiendo a Marco Aurel:

Fray Lucas de Burgo puso 6 ygualaciones, Marco Aurel Aleman puso 8 Albertucio de
Saxonia puso 10 Estevan de la Rocha puso 4 Joan Scheubelio 3 Perez de Moya 7 aunque a
la verdad pone 8 y despues las reduce a 4 he determinado de seguir a Marco Aurel Aleman
y traerte 8 ygualaciones, en las quales estdn fundadas las respuestas desta regla: las 4 son
simples y las 4 son compuestas (Rocha, 1565, fo. 264r).

Por lo que respecta pues a lo esencial del algebra, el libro de Antich Rocha es
deudor del de Marco Aurel y, por otro lado, muy inferior en desarrollo y extension,
excepto, segin Massa Esteve (2010), por su intento de reducir los tipos de ecuaciones
a dos, aunque, segin Infante (2010), el mismo Marco Aurel reduce a dos los ocho tipos
de ecuaciones que plantea.

EL LIBRO IMPRESO DE MARCO AUREL Y LO ANUNCIADO DESCONOCIDO

El libro de Marco Aurel lleva en su titulo completo la indicacion de que es el Libro
Primero, de Arithmetica Algebratica, y al comienzo dice que la obra la ha dividido en
tres partes:
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Considerando, amado Lector, la gran falta que en estos Reynos de Espafia ay de la
sciencia Mathematica, por ser ella tan necessaria, a los sabios verdaderos, me he atrevido
de escrivir esta obra, la qual he partido en tres partes: Primera: Segunda: y Tercera. La
segunda, sera para provar (en parte) por demostracion Geometrica, lo que en esta presente,
y p* parte he puesto por numero: aunque en esta primera (en el arte mayor) lo que digo
de numero, podras tambien tomar por linea. La tercera parte sera de Geometria Practica,
para officiales mechanicos (Aurel, 1552, fo. 3r).

No tenemos mads noticia de las partes segunda y tercera del libro que la que da
Juan Vernet en una breve nota, en la que dice que el libro de Marco Aurel habria sido
traducido al drabe, y que esa traduccién contendria también esas partes que no se con-
servan en castellano:

En el prélogo de la obra De la fuerza y de la utilidad para quienes combaten con
cariones de Ibrahim b. Ahmad Ganim Arribas, cuya version drabe se debe a Bejarano,
se deduce que también se verti6 al drabe «un libro de Alemédn que es el més importante
que hay en cuanto a la aritmética, dlgebra y geometria». Me parece que aqui nos encon-
tramos con una cita de excepcional importancia, pues debe referirse a la obra de Marco
Aurel Aleméan Libro primero de aritmética algebrdtica (Valencia, 1552) que introdujo en
Espafia la notacién algébrica de los autores alemanes y parece inspirarse, directamente, en
la de Rudolf. Ademas, si el texto drabe que nos conserva estas noticias es exacto, puede
creerse que Aurel publico las dos tltimas partes de su obra, de las cuales no parece quedar
constancia en las bibliotecas espafiolas (Vernet, 1974, p. 646).

Un estudio sistematico del libro primero o, mejor ain, de los tres libros de Marco
Aurel si aparecieran los dos ultimos o su traduccién drabe, estd pues por hacer. Estas
pocas pdginas pueden tomarse como el anuncio del comienzo de ese estudio.
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INVENCION DE PATRONES PARA LOS DIiGITOS
DEL CODIGO BRAILLE

Pattern design for the digits of Braille code

Aurora Del Rio y Rafael Ramirez-Uclés
Universidad de Granada

RESUMEN

En algunas de las propuestas de su tesis doctoral, Encarnacién Castro explora patrones
numéricos mediante configuraciones puntuales (Castro, 1995). En una de las fases de su inves-
tigacion, plantea a los estudiantes tareas de estudio de representaciones de nimeros utilizando
puntos, para posteriormente investigar los patrones que aparecian.

El disefio del cédigo Braille permite contextualizar en una situacion escolar la invencién
y bisqueda de patrones en configuraciones puntuales, ya que en este alfabeto para personas
ciegas cobra una especial relevancia. Siguiendo el estudio realizado por Encarnacién Castro
hemos propuesto a los alumnos de Estalmat que inventen sus propios patrones para representar
los digitos en el c6digo Braille y en este trabajo estudiamos los argumentos utilizados para esta
organizacion.

Palabras clave: Configuracion puntual; Braille; Talento matematico.

ABSTRACT

In some of the proposals from her doctoral dissertation, Encarnacion Castro explores
numerical patterns employing dots configurations (Castro, 1995). In one of the steps of her
investigation, she proposes to her students the study of number representations using dots, for
subsequent analysis of the resultant patterns.

Braille code allows putting into context the design and search for patterns employing dots
configurations in academic situations, due to the special importance of this alphabet for blind
people. Following the study of Encarnacion Castro, we have proposed our Estalmat students to
devise their own patterns in order to represent the Braille digits, and in this work we study the
reasoning behind these patterns.

Keywords: Dots configuration; Braille; Mathematically gifted.
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INTRODUCCION

Suponemos que para una investigadora su tesis doctoral es un trabajo que lleva
asociado el recuerdo de muiiltiples sensaciones. Por esta componente emocional, parti-
mos en nuestro homenaje de algunas de las ideas recogidas en su tesis (Castro, 1995).

«Hay unanimidad entre los especialistas cuando consideran que un investigador crea-
tivo en matematicas ha de tener predisposicién innata, una inclinacién favorable hacia
esta labor». (p. 21)

«La visualizacién es importante para la educacion puesto que la comprension alcanzada
mediante elementos visuales y analiticos se complementan; por ello mismo, el aprendizaje
debe lograrse integrando informacién que utilice ambos tipos de c6digos.» (p. 48)

Tarea 2: Elige tres nimeros y represéntalos utilizando el mismo patrén de puntos. (p. 168)

Tenemos que dejar en suspenso la segunda parte de nuestra hipdtesis general: «Los
sujetos en edad escolar, en especial aquéllos en los que predominan los procedimientos
visuales, mejoran significativamente su trabajo con nimeros al utilizar representaciones
figurativas. (p. 310)

Creatividad, visualizacién y patrones. Hemos pretendido sintetizar las ideas ante-
riores planificando una experiencia con un grupo de alumnos de ESO que les motive
para trabajar con representaciones figurativas de nimeros. La relacién entre el valor
de un ndmero y su representacién mediante puntos es una cuestién que quiza haya
podido surgir en un ascensor para sustituir los silencios incomodos o las insustanciales
conversaciones atmosféricas mientras compartimos viaje hacia la dltima planta. ;Por
qué el botén del niimero 1 tiene cinco puntos?

La presente experiencia para la bisqueda de patrones en el cédigo Braille tiene
dos fases independientes. En una primera, dos alumnos de alto rendimiento matematico
investigan la cuestién anterior e indagan en el proceso de formacion del alfabeto Braille.
En una segunda fase, con alumnos con talento matemadtico del proyecto ESTALMAT,
propusimos una tarea de invencién de un patrén para representar en codigo Braille los
digitos del 0 al 9 y la escritura del nimero 70 (un nimero muy especial por muchos
motivos). Las dos fases de la experiencia pretenden que los alumnos seleccionados
pongan de manifiesto distintas caracteristicas de su capacidad matematica.

Para este trabajo hemos seleccionado algunas caracteristicas de las expuestas por
Freiman (2006), que no difieren en esencia de las de otros autores: el alumno con talento
matematico es aquel que pregunta espontidneamente cuestiones que van mds allé de las
tareas matemadticas que se le plantean, busca patrones y relaciones, construye nexos,
lazos y estructuras matematicas, localiza la clave de los problemas, produce ideas
originales, valiosas y extensas, mantiene bajo control los problemas y su resolucién,
presta atencion a los detalles, desarrolla estrategias eficientes, cambia facilmente de
una estrategia a otra, de una estructura a otra, piensa de modo critico y persiste en la
consecucion de los objetivos que se propone.
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Aunque otras caracteristicas pueden ir asociadas, hemos focalizado la primera fase
en la busqueda de patrones y relaciones. De hecho, esta primera tarea de investigacién ha
dado como resultado una bisqueda de respuestas con la que los propios alumnos han sido
premiados en un concurso de investigaciones en estadistica (Herndndez y Quiles, 2013).

No obstante, nuestra principal intencion se focaliza en la segunda fase. De las carac-
teristicas del talento matematico, consideramos que la produccién de ideas originales
puede manifestarse en las argumentaciones que han presentado los alumnos para la
invencién y justificacién de los patrones inventados. Sin profundizar en otras compo-
nentes del talento matematico que podrian manifestar en esta tarea (Krutetskii, 1996), ni
en la posible preferencia de estos alumnos por los métodos no visuales (Presmeg, 1986),
consideramos que en la elaboracidon de estos patrones se ponen en juego habilidades y
procesos de visualizacién (Del Grande, 1990; Ramirez, 2012).

DESCRIPCION DE LAS FASES DEL TRABAJO
Fase 1: La légica del cédigo Braille

(Cudl es el patrén que sigue el alfabeto Braille? ; Por qué el niimero 1 se representa
con cinco puntos? ;Se podria reinventar el cddigo Braille para que sea mas eficiente?
Estas tres preguntas fueron la guia de investigacién para una alumna y un alumno de
4° ESO. Dichos alumnos fueron seleccionados por su alto rendimiento en la asignatura
de matematicas en la unidad did4ctica de Combinatoria y se les propuso como trabajo
de enriquecimiento curricular.

Inicialmente, y tras varias hip6tesis que ellos mismos rechazaban al comprobar que
eran ineficaces, no encontraron ningin patrén en las letras del alfabeto ni en los digitos.
Se les permitié que indagaran utilizando bibliografia y bisquedas guiadas en Internet.
Compartimos resumidas algunas de sus respuestas.

¢Cudl es el patron que sigue el alfabeto Braille?

Louis Braille publicé su sistema en 1827 reduciendo a seis el nimero de puntos
utilizados y representando el alfabeto en lugar de sonidos como sugerian propuestas
anteriores. Los puntos se representan en un cajetin de unos 5 mm de alto por 2,5 mm de
ancho distribuidos como se muestra en la Figura 1. Las distancias entre cajetines y entre
los puntos estdn normalizadas para adaptarse a la yema de los dedos. El patrén para la
formacion del alfabeto sigue el siguiente esquema. Para los tres primeros simbolos se
eligen los puntos 1, 1-2 y 2 (ver Figura 2). Para los tres siguientes, se utiliza la misma
combinacién pero en la segunda columna: 4, 4-5 y 5 (ver Figura 3). Combinando el
1, el 1-2 y el 2 de la primera columna con los tres elementos anteriores de la segunda
columna se obtienen 9 representaciones mds (ver Figura 4).
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Figura 4. Simbolos obtenidos de las combinaciones anteriores

De estos 15 simbolos, se eliminan las combinaciones que podian confundirse con
otros por el nimero o su posicion, creando una primera serie de 10 simbolos que se
asocia a las primeras letras del alfabeto (ver Figura 5).
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Figura 5. Primera serie de formacion del cédigo Braille

A partir de esta serie, se forma el resto de series combindndolas con los elemen-
tos 3 y 6. Asi la segunda serie es la anterior afladiéndole el punto 3, la siguiente serie
afladiéndole el 3-6 y la siguiente con el 6. La quinta serie se obtiene desplazando las
combinaciones de la primera serie un espacio hacia abajo en el cajetin, es decir, dejando
la primera fila vacia. Las series 6° y 7° se obtienen con combinaciones del punto 3 con
combinaciones de la segunda columna que no hayan sido utilizadas antes.

¢Por qué el niimero 1 se representa con cinco puntos?

Con el cajetin generador se podrian conseguir 64 signos que resultan insuficientes
para representar el alfabeto, los digitos, signos de puntuacion, etc. Para obtener mas
simbolos, se procede a combinar varios cajetines. En el caso de los nimeros, se utiliza
el simbolo antes de uno de los simbolos de la primera serie (1=a, 2=b, 3=c, 4=d, 5=e,
6=f, 7=g, 8=h, 9=i y 0=j).

o]
o]
[ ] J

Figura 6. Simbolo de niimero
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Tinta 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
Tale BEEE 3D S8 33 3L 3B 2% AL A4

Braille 3456,1 3456,12 3456,14 3456,145 3456,15 3456,124 3456,1245 3456,125 3456,24 3456,245

Figura 7. Digitos en Braille (Ferndndez, 2004)

JSe podria reinventar el codigo Braille para que sea mds eficiente?

En relacion al abecedario, los alumnos abordaron esta cuestion estudiando la forma
de asociar los simbolos generadores de la primera serie (simbolos desde a hasta j) a
otras letras mas utilizadas en el lenguaje espafiol. Como muestra, analizaron las 100
primeras palabras del Quijote y de un texto de actualidad. Estas frecuencias coinciden
con el estudio hecho sobre el Quijote completo, concluyendo que la primera serie
estarfa asignada a las letras a, e, i, 0, u, s, n, 1, d y 1. Sin embargo, este planteamiento
no reformula la asignacion a los digitos ya que estdn generados por la primera serie
ideada por Braille. Esto nos llevé a proponer la segunda fase de nuestra investigacion.

Fase 2: Invencion de patrones para los digitos del 0 al 9 y el niimero 70

Para esta segunda fase, elegimos un grupo de alumnos con talento matematico del
primer curso del proyecto ESTALMAT. Previamente a la sesion de Combinatoria, les
propusimos la siguiente tarea sin trasmitirle ningtin tipo mds de informacion.

Un cajetin para representar simbolos en el codigo Braille consta de los siguientes
puntos que se van marcando para ser identificados por el tacto. ; Como representarias
los digitos 0, 1, 2... 9? Explica el procedimiento que utilices. ; Como representarias el
niimero 70 con el sistema que has disefiado?

Resolvieron la tarea individualmente en menos de 10 minutos y se recogieron sus
respuestas para el andlisis posterior.

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ALUMNOS

Hemos clasificado las respuestas de los alumnos en tres categorias, segun el crite-
rio que seguian en su propuesta: atendiendo a la posicién de los puntos, atendiendo al
ntimero de puntos y otros criterios. También hemos descrito la construccién que hacen
del nimero 70 a partir del patrén numérico que proponian.

Posicion de los puntos

La construccidon que hacen de los digitos del 1 al 9 sigue un patrén en el que lo
determinante es la posicién de los puntos, independientemente del nimero de éstos.
Eligen una posicién de inicio y, a partir de ahi, rellenan con un inico punto progresando
de arriba-abajo y de izquierda-derecha, o viceversa, dependiendo de la posiciéon de
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inicio. Cuando llegan al nimero 6 y se quedan sin posiciones libres, rellenan siguiendo
el mismo criterio pero con un punto fijado y marcando dos puntos (Figuras 8.A y 8.B).
Otros van completando filas, primero con un punto de derecha a izquierda, y el siguiente
nimero lo escriben rellenado los dos puntos de la fila correspondiente (Figura 8.C).
Otra propuesta que sigue este criterio es elegir una columna para los pares y otra para
los impares y rellenar de arriba-abajo.

- — - ~ S — e —
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L | | [ ¥ :, n-.'|r‘|'||"'-\I |~;-' |*3 o e (4w
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Figura 8. Ejemplos del criterio posicion de puntos

Nuamero de puntos

La construccién de los nimeros se hace aumentando el nimero de puntos. En la
mayoria de los casos el cero tiene una representacion distinta, que no sigue ningtin patrén
para poder empezar por el 1 con un tnico punto. El orden de colocacién de los puntos es
diverso, de arriba-abajo, de izquierda-derecha. Los cddigos 7, 8, 9 se obtienen quitando
los cédigos 1, 2 y 3 (Figura 9.A), cédigos 4, 3 y 2 (Figura 9.B) o bien, repitiendo los
codigos 1, 2 y 3, respectivamente desde la parte superior, previa reconfiguracion de los
puntos (Figura 9.C).

Figura 9. Ejemplos del criterio niimeros de puntos
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Otros criterios

Del resto de criterios destacamos el uso del sistema binario (Figura 10.A) para
representar los digitos o representar los 4 primeros digitos y obtener los demds como
combinaciones lineales de los anteriores o ir completando en orden hasta rellenar todos
los puntos. En la Figura 10.B, la primera fila de cada ficha representael 1,1a2%el 2y
la 3° el 3. La primera columna representa multiplicacién y la segunda suma. Asi, los
nimeros del 4 al 9 se obtienen multiplicando las posiciones (en orden descendente, 1,
2, 3) de los puntos resaltados en primera columna maés la posicion (en el mismo orden,
1, 2, 3) del punto resaltado en la segunda.
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Figura 10. Ejemplos de otro criterios

Por otra parte se les pedia que representaran el nimero 70 a partir de los digitos
construidos. En la mayoria de los casos usan una representacién posicional, es decir,
escriben 70 como el digito 7 seguido del digito 0. Algtin alumno que proponia comple-
tar los ndmeros en lugar de representar los digitos argumenta que «de mi forma sélo
se puede hasta el 63», ya que este lo representa con los seis puntos y ya no le quedan
mads posibilidades. Otro usa un sistema semi-posicional, ya que en lugar de colocar dos
fichas representa el 70 en una unica ficha utilizando cada columna para un digito. Con
la construccién que hace de los nimeros si que puede representar el 70, pero no asi
otros como el 89, ya que se le solapan los puntos (ver Figura 11).
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Figura 11. Representaciones del niimero 70

Especialmente en estos criterios mas sofisticados se observa la predisposicién
que los alumnos tienen por aplicar sus conocimientos sobre propiedades numéricas o
sistemas de numeracion. Resaltamos la creatividad de algunas de las propuestas y la
eficacia de los patrones propuestos, valorando la inmediatez de la respuesta (apenas
cinco minutos), por lo que esperamos realizar un andlisis mds a fondo de esta tarea
completandola con entrevistas personales. Asimismo, lo sobresaliente de las respuestas
es que ninguno de los estudiantes se percata de la posibilidad de confusién de cédigos

«iguales salvo traslacién» por un hipotético lector ciego.
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INTRODUCCION A LA ESTRUCTURA DE GRUPO
MEDIANTE UN ENFOQUE GEOMETRICO Y ARTISTICO.
UNA EXPERIENCIA CON ESTUDIANTES PARA MAESTRO

Introduction to the group structure by means
of a geometric and artistic approach.
An experience with preservice teacher training students

Francisco Ruiz
Universidad de Granada

RESUMEN

El estudio de estructuras suele presentar dificultades a causa de su elevado grado de abs-
traccién. La visualizacién de elementos de estas estructuras puede facilitar su reconocimiento
y la comprensién de algunas de sus propiedades. Con el fin de visualizar los grupos aditivos de
las clases residuales Z,, proponemos sustituir, en la correspondiente tabla pitagdrica, los sim-
bolos numéricos por algunos patrones geométricos coloreados, para resaltar las regularidades
que aparecen en dicha tabla. De esta forma la tabla resultante conserva la estructura original
y proporciona nuevos elementos geométricos que reducen el grado de abstraccién al mismo
tiempo que se obtienen disefios creativos que enfatizan la simetria. Los trabajos realizados por
los estudiantes, resultaron ser elementos motivadores para introducir la estructura de grupo.

Palabras clave: Estructura de grupo; Disefios artisticos; Simetria; Visualizacion.

ABSTRACT

The study of algebraic structures usually presents difficulties because of its degree of abs-
traction. The visualization of elements of these structures can facilitate their recognition and
the understanding of some properties. In order to visualize the additive groups of the residual
classes Z, we propose to substitute the numeric symbols for certain colored visual patterns in
the corresponding Pythagorean table, in order to highlight the regularities in the group. In this
way, the resulting table maintains the original structure and provides new geometric elements
to reduce the degree of abstraction and to obtain creative designs which emphasize the symme-
try. The student’s works became motivational elements for the study of the structure of group.

Keywords: Artistic designs; Structure of group, Symmetry; Visualization.
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INTRODUCCION

La visualizacién en Matemadticas se ha convertido en un punto de referencia en la
investigacion en Educacién Matematica, ya que la percepcién sensorial es un importante
camino de acceso al conocimiento. La informacién visual como generadora de imdgenes
y objetos mentales juega un papel importante en el aprendizaje de las Mateméticas. La
capacidad para visualizar conceptos o problemas mateméticos requiere experimenta-
cion para interpretar y comprender informacién figurativa sobre los conceptos y poder
manipularlos mentalmente, asi como expresarlos de manera visual.

Numerosas investigaciones realizadas aportan datos que indican que muchas difi-
cultades en el aprendizaje del Célculo, el Algebra y la Geometria pueden diluirse e
incluso evitarse si a los estudiantes se les anima a usar e interiorizar representaciones
visuales asociadas a dichos conceptos (Castro, Rico y Romero, 1997). Nadie duda de
la importancia de la visualizacién en Geometria pero si es cuestionable e innovador el
utilizar la visualizacién para la ensefianza del Algebra.

En los dltimos afios los curriculos espafioles de Ensefianza Obligatoria han ido
alejandose de la denominada Matematica Moderna, teniendo este hecho importante
repercusiones en la ensefianza de estructuras algebraicas, por lo que nuestros alumnos de
Ensefianza Obligatoria no han oido hablar del concepto de grupo o de anillo. El hecho de
que, en la época en la que se hizo la primera experiencia que narramos, si figuraba en el
plan de estudios de Magisterio una introduccién a las estructuras algebraicas, justificaban
nuestro interés en favorecer el acercamiento de los futuros maestros a un tipo de conoci-
miento matematico que ciertamente involucra una importante capacidad de abstraccion,
peculiaridad que, junto con la demostracién y la precision caracteriza a las Matematicas.

OBJETIVOS

Al realizar estas experiencias de aula, nuestra intencién global fue intentar paliar
las dificultades que nuestros estudiantes encontrarian en este proceso de abstraccion,
mediante: (a) una matematica visual derivada de las conexiones existentes entre Algebra
y Geometria y el uso de representaciones, (b) elementos de cardcter motivador para los
estudiantes como el uso de recursos tanto manipulativos como de tipo informatico, y (c)
la potenciacién de la creatividad mediante la elaboracion de disefios artisticos. En este
trabajo se pretende que los estudiantes se percaten de que la comprension de estructuras
algebraicas, y la busqueda de propiedades y relaciones, se pueden facilitar mediante la
creacion de patrones de cardcter geométrico. Un segundo objetivo de esta experiencia
es utilizar elementos de cardcter motivador en la enseflanza, como la manipulacion de
medios fisicos o tecnoldgicos que puede ayudar a los estudiantes que tienen dificultades
para abstraer conceptos matemaéticos.

Un tercer objetivo es favorecer la creatividad en los estudiantes en el aprendizaje
de las Matematicas. Esta creatividad, en nuestra experiencia, estd ligada a la percepcion
de formas y patrones. El trabajo de realizar composiciones de formas y colores agra-
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dables estéticamente supone un esfuerzo por parte de los estudiantes en el manejo de
regularidades, figuras geométricas y transformaciones, hasta conseguir la composicién
que satisfaga sus expectativas estéticas.

CONTEXTO Y DESARROLLO DE LA EXPERIENCIA

El presente trabajo describe dos experiencias realizadas en la Facultad de Educacién
de la Universidad de Granada. La primera de ellas se realizé durante el curso 1993/1994
con estudiantes de tercer curso para maestros de Primaria de la especialidad de Ciencias,
en la asignatura troncal de Matemadticas. La segunda experiencia se desarrollé durante
el curso 2001/2002 con estudiantes de diversos estudios universitarios en la asignatura
de libre configuracién denominada Diddctica de las Matemcditicas y nuevas tecnologias
de la informacion y la comunicacion.

Debemos destacar dos diferencias significativas entre ambos grupos de estudiantes.
En la primera experiencia los estudiantes provenian del Sistema Educativo en cuyos
programas figuraban estructuras algebraicas, eran todos estudiantes para maestros Yy,
ademas, los medios utilizados fueron casi exclusivamente de cardcter manipulativo,
como diversos tipos de papel, fotocopiadora, tijeras y usando basicamente los colores
blanco y negro. Los estudiantes del curso 2001/02 en cambio no estudiaron estructuras
algebraicas previamente, y utilizaron exclusivamente medios informaticos para realizar
las mismas actividades que el otro grupo. Estos estudiantes conforman un grupo diverso
ya que lo componian estudiantes de otras carreras ademdas de Magisterio.

En una primera fase el profesor expuso a los estudiantes los conceptos matematicos
que iban a trabajar, les explicé que se van a utilizar estructuras matemaéticas para generar
patrones y se resaltaron las propiedades de los elementos de dichas estructuras y las opera-
ciones de un sistema algebraico. En nuestro caso se pretende que los estudiantes trabajen
y se relacionen con la obtencion de las clases residuales (Zn, +), que sean capaces de
operar con estos nuevos elementos y que se familiaricen con tablas pitagdricas, asi como
aplicar algunos conocimientos geométricos ya conocidos como las isometrias planas.

En una segunda fase se pusieron a los estudiantes en contacto con materiales de
caricter manipulativo (transparencias, fotocopias, reticulas en papel vegetal, material
de dibujo, etc.) y se les indic6 que asignaran a cada elemento de la clase residual una
forma geométrica. Una vez realizada esta asignacion los estudiantes construyeron las
tablas pitagoricas correspondientes con la suma y el producto.

A partir de este momento son los estudiantes los que debieron profundizar en las
estructuras algebraicas realizando sus propias producciones, buscando propiedades y
regularidades, identificando estructuras y realizando disefios artisticos en los que se
valorara de manera importante la creatividad y el andlisis de los mismos. Se inst6 a los
estudiantes a que utilizaran transformaciones geométricas, inventaran nuevas figuras
para crear nuevos disefios, y cambiaran los tipos de rejilla. Esta técnica puede cambiar
la habilidad de los estudiantes para usar competentemente estructuras algebraicas y
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puede fomentar sus habilidades creativas (Forseth y Troutman, 1974). Esta presenta-
cion que hace el profesor de los conceptos matematicos abordados y de las sugerencias
de trabajo para los estudiantes, se hacen usando transparecias, para el primer grupo,
y mediante presentacién power point para el grupo que utiliza las computadoras. La
Figura 1 muestra el organigrama que se utilizé para presentar el grupo aditivo (Zs, +).

Piensa un nimeroy
dividelo por 4

éEsel

éEsel

éEsel

resto 1? resto 2?

resto 0?

Escribe el Escribe el Escribe el Escribe el
nimero ndmero ndmero numero
en rojo en verde en azul €n negro
o |a 1 |s 2 |6 3 |7
g |12 9 |13 10 |14 1 |15

Figura 1. Obtencion de las clases residuales en Z4

A continuacién definimos la suma de clases y disponemos sus elementos en una
tabla pitagdrica. Para ello, nos ayudamos de los distintos colores que hemos asignado a
las clases de equivalencia para denominarlas (clase roja, clase 0, o clase 4, por ejemplo,
que es la clase elemento neutro). Distinguimos entre un niimero y una clase de niimeros,
por ejemplo, y aprovechamos para hablar de la diferencia que hay entre el niimero y el
simbolo que lo representa. Lo que se plantea es cambiar el simbolo numérico usual por un
dibujo o patrén geométrico disefiado a nuestro gusto. Ayudados de la Figura 2, sugerimos
la idea de que cada par de elementos simétricos o inversos tenga formas geométricas com-
plementarias, de manera que al juntarlas se obtenga siempre el mismo elemento, que seria
el elemento neutro, como ilustra el ejemplo de (Zo, +) en la Figura 2. Hacemos notar las
regularidades que presenta la tabla, tales como la simetria segtn la diagonal principal, y
comprobamos que esta simetria es consecuencia de la propiedad conmutativa de la suma.
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Figura 2. Asignacion de patrones geométricos a las clases en (Zo, +)

También observamos como las diagonales paralelas a la diagonal secundaria estidn
rellenas con la misma clase. Después de la sustitucién de los simbolos numéricos por las
figuras geométricas asociadas se obtiene una tabla isomorfa con la primera (Figura 3),
que obedece a la misma estructura de grupo aditivo y que es susceptible de ser sometida
a isometrias planas tales como reflexiones o rotaciones (Figura 4).

Figura 3. Tabla pitagorica de (Zo,+) Figura 4. (Zo, +) sometida a reflexiones

Después de las presentaciones del profesor, los estudiantes deben familiarizarse
con estas estructuras por su cuenta, atendiendo a diversas variables: estructura aditiva
o multiplicativa, eleccién del médulo, disefio de los patrones geométricos para las cla-
ses de equivalencia, rejilla asignada a la tabla, colores, isometrias planas elegidas para
transformar la tabla, y distorsiones en su caso.

A continuacién presentamos algunas producciones de estudiantes del primer grupo.

El trabajo de la Figura 5 toma como base el cuadrado para disefiar las clases,
aunque las celdillas de la tabla tienen diferentes formas. El estudiante utilizé simetrias
axiales con ejes perpendiculares (Figura 6). El trabajo de la Figura 7 toma como base
el tridngulo tanto para el disefio de cada clase como para la tabla, aunque las celdillas
son tridngulos y cuadrildteros. Se utiliza simetrias axiales y rotaciones, dando como
resultados en ambos casos un hexdgono regular (Figuras 8A y 8B).
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Figura 5. (Zs, +) axiales con ejes perpendiculares
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Figura 7. Construccion basada en tridngulos

—

Figura 8. Construccion que utiliza simetrias y rotaciones

Existe una gran variedad de producciones realizadas por los estudiantes del segundo
grupo, donde se utilizaron computadoras para disefiar celdillas, rejillas y también para
realizar las isometrias planas elegidas, asi como distorsiones. Algunas de ellas se mues-
tran a continuacidn.

En los disefios de las Figuras 9 y 10 no existe relaciéon geométrica entre las clases
simétricas. Cuando se utiliza el producto de clases en lugar de la suma y observamos
la tabla pitagorica correspondiente, la clase cero se convierte en elemento absorbente,
estando la primera fila y la primera columna ocupada por €l. Al realizar dos simetrias
axiales de ejes perpendiculares, lo que se obtiene es una tabla «enmarcada» con esta
clase 0, que caracteriza visualmente a las estructuras multiplicativas de este tipo. Este
es el caso del trabajo de la Figura 11, en la que su autora utiliz6 una gran variedad de
formas geométricas incluyendo tridngulos, cuadrados y otros paralelogramos.



INTRODUCCION A LA ESTRUCTURA DE GRUPO MEDIANTE UN ENFOQUE GEOMETRICO Y ARTISTICO 165

Figura 9. (Zs, +) Figura 10. (Z; +) Figura 11. Estructura
multiplicativa

En la Figura 12 se observa el marco negro que aparece alrededor de la tabla, una vez
realizadas las reflexiones axiales de ejes perpendiculares. Esta estructura se identifica
por tanto con una estructura multiplicativa, y corresponde a (Zio, X). Una variacion del
mismo trabajo ha sido obtenido aplicando un efecto acuarela (Figura 13). El trabajo de
la Figura 14 fue bautizado por su autor como la mezquita, después de haber conseguido,
mediante deformaciones con la computadora, esos arcos a partir de una tabla pitagdrica.

Figura 12. (Z;4, x) Figura 13. Variacion de (Z;o, x) Figura 14. La mezquita

Las producciones de las Figuras 15 y 16 responden a la idea de ir incrementando el
moédulo en una unidad, obteniéndose en cada paso una clase afiadida, y un color més,
con el consiguiente cambio gradual en su configuracién que evoca la nocién de teselado.

(Z2, +) (Z3, +)

Figura 15. Estructuras aditivas
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(Z2, x) (Z3,x) (Z4, x) (Zs, x)

Figura 16. Estructuras multiplicativas

CONCLUSIONES

De acuerdo con las observaciones del profesor y el andlisis de las producciones
de los estudiantes, se deduce que en general, estos se implicaron de una manera muy
satisfactoria en esta actividad. La mayoria de ellos exploraron con éxito regularidades
en estructuras algebraicas, e indagaron posibilidades mediante disefios creados por ellos
mismos: relieve en forma de esfera, cambio de lineas rectas por composiciones de lineas
en zig-zag, ampliacion y contraccion los disefios, arremolinan las lineas entorno a un
centro, difuminan lineas, alteran dngulos, etc. Ademads realizaron rotaciones, reflexio-
nes horizontales y verticales, alteraron las dimensiones de la reticula y cambiaron la
perspectiva. También se comprobd que el uso de computadoras: (a) facilit6 el disefio
de las figuras geométricas y los efectos de distorsion; (b) mejord la asignacién de
colores, la duplicacién y alineacién de elementos, etc; (c) facilité la realizacion de las
isometrias planas; y (d) proporcioné motivacion especial a los estudiantes y su nivel de
implicacion en las tareas.

Dadas las caracteristicas de la labor con los estudiantes, y teniendo en cuenta que
este trabajo responde a una experiencia de aula, mds que a una investigacion formal, es
evidente que las conclusiones relatadas se obtienen de la percepcién del profesor a lo
largo de las actividades realizadas con ambos grupos y no de datos estadisticos compu-
tados. Por otra parte debemos destacar que el principal interés del profesor estuvo mas
bien en conseguir de los estudiantes una actitud mds favorable hacia las Matemadticas
antes que en el aprendizaje de nuevos contenidos.
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RESUMEN

Este estudio pretende ofrecer una visién longitudinal de la investigacién en educacién
matematica a nivel internacional con alta visibilidad, dada por su indexacién en la conspicua
base Social Sciences Citation Index de WOS (Web of Science)-1SI (Institute for Scientific Infor-
mation de Filadelfia (USA), e impacto, calculado mediante indicadores de citacién ad hoc. Asi
mismo, describe patrones cienciométricos emergentes de la investigacion considerada relativos
aindicadores de productividad (total, diacrénica y por revistas-fuente) y citacion (tasas de citas,
clasicos de citacion, factores de impacto de revistas afines, diacronfa en la citacion e indice general
h de Hirsch). En definitiva, ofrece una descripcion cuantitativa pero fértil de la investigacion en
educacién matemadtica, que es asimilable a la de otros campos de la ciencia, y que puede servir
como guia para investigadores y profesores a la busqueda de informacién cualificada.

Palabras clave: Base de datos Social Sciences Citation Index; Impacto por citacién; Inves-
tigacién en educacién matemadtica; Patrones cienciométricos.

ABSTRACT

This study aims to provide a longitudinal view of research in mathematics education at an
international level with high visibility, given its indexing based on the eminent Social Sciences
Citation Index of the WOS (Web of Science) -1SI (Institute for Scientific Information in Philadel-
phia (USA), and impact, calculated by ad hoc citation analysis. Likewise, it describes emergent
scientometric patterns of the research under consideration relative to productivity indicators
(total, diachronic, and source-journals) and citation (citation rates, citation classics, impact
factor of related journals, diachronic citation and Hirsch’s general index h). Ultimately, it offers
a quantitative yet fertile description of research in mathematics education, which can be assi-

TORRALBO, M., BRACHO, R. y FERNANDEZ-CANO, A. (2013). Investigacién en Educacién Matemadtica
de alta visibilidad e impacto en la base de datos Social Sciences Citation Index. En L. Rico, M. C. Cafiadas,
J. Gutiérrez, M. Molina e I. Segovia (Eds.), Investigacion en Diddctica de la Matemdtica. Libro homenaje
a Encarnacion Castro (pp. 169-176). Granada, Espaifia: Comares.
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milated to other fields of science, and that can be used as a guide for researchers and teachers
in search of approved information.

Keywords: Citation impact; Database Social Sciences Citation Index; Research in mathe-
matics education; Scientometrics patterns

INVESTIGACION RELEVANTE

En el 4mbito anglosajon se habla de fully fredged research para designar a aquella
investigacion relevante por visible, con riqueza conceptual, rigor metodolégico y de
impacto demostrado por su citacion posterior. Tal investigacion contribuye a la génesis
y desarrollo de una disciplina cientifica pues acapara la atencién de los miembros de
una comunidad o «colegio invisible». En el ambito de la informacién cientifica suelen
ser documentos con formatos de articulo o de revision; otros tipos de documentos como
revisién de libro, comunicacién congresual, nota, carta, correccidn, bibliografia, etc.
quedan omitidos. Las bases de Thomson Reuters (antiguas bases del ISI, ahora también
conocidas con el dio en acrénimo ISI-WOS) se han consolidado en la red como las
fuentes basicas de informacién y evaluacion cientificas que denotan el estado y el vigor
investigador de un sistema nacional, de sus agentes e instituciones (ver Fernandez-Cano,
1999; 2011; para el subsistema de investigacion educativa en Espaiia), una disciplina
(como la educacion multicultural en Vallejo, Ocafia, Bueno, Torralbo y Ferndndez-Cano,
2005) e incluso un determinado método de investigacion (por ejemplo, el estudio de
caso, en Delgado y Fernandez-Cano, 2002).

El riguroso proceso de seleccion de revistas indexadas, junto a la posibilidad de
conocer diversos indices de impacto a partir del recuento de las citas, principalmente
el factor de impacto dado en la base Journal Citation Reports (JCRs), también de ISI-
WOS, han transformado a estas bases en recursos indispensables para la evaluacion de
la ciencia y convirtiéndose sus indicadores cienciométricos en estandares de referencia
ineludible. Sin embargo, no debiéramos magnificar estos indicadores en su funcionalidad
paraevaluativa en el sentido de usarlos como indicadores tinicos y si combinados con
otros indicadores de extraccién nacional (Fernandez-Cano, 1997).

BUSQUEDA DOCUMENTAL DE INVESTIGACION RELEVANTE EN EDUCACION
MATEMATICA

Las bases del Institute for Scientific Information (IS1) de Filadelfia accesibles a
través de la Web of Science (WOS), y en este estudio la base Social Sciences Citation
Index (SSCI), permiten realizar bisquedas diversas utilizando multiples campos rela-
tivos: topico, titulo, autor, nombre de la publicacién, afio, direccién, idioma, DOI, tipo
de documento y algunos otros més. Ademads, ISI-WOS posibilita refinar la relacién de
documentos recuperados al tipo de documento més cualificado: articulo y revision.
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Para localizar la investigacién en educacion matemadtica (desde ahora en adelante,
abreviadamente, Ed. Mat.) indexada en la base SSCI, tenemos dos opciones posibles:
usar el campo fopic e incorporar términos propios de la Ed. Mat. (i.e. educat*, mathem*,
learn*, teach*,...) o realizarla a través de las revistas especificas de Ed. Mat. La primera
bisqueda seria por exceso, liberal, pues multiples titulos no editados por revistas de
Ed. Mat., podrian aparecernos; en el segundo caso, la bisqueda seria evidentemente
conservadora pero mds ajustada, aunque por defecto, pues trabajos afines a la Ed.
Mat. publicados en revistas generalistas no serdn recuperados. Hemos optado por usar
la segunda opcién al considerarla mas acotada documental y sobre todo disciplinar-
mente, ya que, en definitiva, un campo disciplinar es manifiestamente definible por las
revistas cientificas que lo conforman. La cuestién es seleccionar aquellas revistas que
son especificas del campo de la Ed. Mat.; para ello, hay que acudir a la base paralela
Journal Citation Reports (JCRs) y localizar mediante una inspeccién ocular en las cate-
gorias tematicas educativas (Education & Educational Research, Education Especial y
Educational-Psychology) aquellas revistas que por su titulo son de Ed. Mat. al contener
un término propio de ésta.

Relacion de revistas propias del campo de la Ed. Mat.! indexadas en los JCRs

Revisando la relacion de revistas incluidas en las tres categorias educativas de los
JCRs durante los tltimos cinco afios, se detecta una serie de revistas propias de la Ed.
Mat. contenidas en la Tabla 1, y que adjuntamos con sus indicadores de temporalidad,
produccién e impacto (factor de impacto, cuartil de ubicacién en la categoria e indice
Hirsch? & de la revista).

' Podrfa ser cuestionable esta relacién por reducida ya que algunas revistas indexadas en los JCRs
publican investigacidn en educacién matemadtica; este seria el caso de la revista espafiola Ensefianza de la
Ciencias. Sin embargo, se ha optado por considerar en puridad sélo aquellas que son especificas y emi-
nentemente de ese campo. Una derivacién de esta consideracién seria poner de manifiesto la necesidad de
una revista espafiola exclusivamente centrada en educacion matematica.

2 Hirsch (2005) define su controvertido indice como: «Un cientifico tiene indice # si el i de sus Np
trabajos recibe al menos # citas cada uno, y los otros (Np - h) trabajos tienen como maximo # citas cada
uno». En definitiva, se trata de un indicador cienciométrico proevaluativo que combina datos de producti-
vidad y de citacién. El ansia de elevar este valor ronda la obsesion llevando a practicas espurias.



172 INVESTIGACION EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA

Tabla 1. Revistas especificas de educacion matemdtica indexadas en la base JCRs
e indicadores cienciométricos afines

Revista Ano #Docs Flpoin Q h
Journal for Research in Mathematics Education (JRME) 1986 553  1.500° Q1 42
Educational Studies in Mathematics (ESM) 2009 250 0549 Q3 7
Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica 2008 61 0.167 Q4

Educativa-RELIME

Bolema-Mathematics Education Bulletin-Boletim de Educacao 2008 203  0.000 Q4 1
Matematica

International Journal of Science and Mathematics Education 2009 245  0.529 Q3
Mathematical Thinking and Learning 2009 57 0393 Q3 5

Codigo: Aiio de entrada en ISI; # Docs: articulos + revisiones, total documentos relevantes;
FI: Factor de Impacto en el aiio 2011; Q: Cuartil; h: indice de Hirsch

Hemos recuperado 1369 documentos fully fredged editados por las seis revistas
especificas de Ed. Mat., que por cierto estin todas incluidas en la categoria tematica
Education & Educational Research, propia de la base SSCI*. Tal produccién acapara
9620 citas, por promedio 7 citas por documento, con un muy notable indice 4 de Hirsch
global de 42; obviamente el «expurge» de otros tipos de documentos facilita al alza de
este indice.

El patrén de hallazgos manifiesta la existencia de una revista nuclear de Ed. Mat.
(JRME) presente en las base SSCI desde 1986 y que durante més de veinte afios fue la
tinica indexada. Tal revista habia alcanzado un aceptable factor de impacto (1.5) en los

3 Referido al afio 2010; incomprensiblemente JRME no aparece en los tltimos JCRs, los de 2011.
Es bien sabido que las bases JCRs de ISI-WOS son dindmicas; las revistas suben y bajan de ranking e
incluso algunas desaparecen de los JCRS ese afio si no se ajustan a una serie de criterios (el principal,
ser citadas); ver Garfield (1990). Asombra como la revista JRME con una larga trayectoria en los JCRs y
ubicada habitualmente en el primer cuartil (Q1), haya sido «sacada» de esa base.

4 Hay que destacar que en los JCRs de Ciencia (Science Edition) existe la categoria tematica,
Education, Scientific Disciplines, relativa a cuestiones educativas y sobre todo de formacién en campos
como la medicina, fisica, quimica, biologia, farmacia, ingenierfa, electrénica, y otras disciplinas cienti-
ficas y técnicas. Se denota la ausencia de una plausible y conveniente revista centrada en la formacién
superior de matemdticos tal como acontece en otros campos. Con esto no se estd manifestando que ISI-
WOS desconsidere las matematicas, antes bien, al menos 245 revistas de los JCRs-Science contiene en
su titulo el término mathem*. Cuatro son las categorias temadticas de los JCRs, propias o afines del campo
de la matematica: Mathematical & Computational Biology (con 47 revistas), Mathematics (289 revistas),
Mathematics, Applied (245 revistas) y Mathematics, Interdisciplinary Applications (92 revistas) a las que
incluso podriamos incluir también 116 revistas de Statistics & Probability.

3 Mostrando nuestro estupor, remitimos un correo al organismo competente del National Council
of Teachers of Mathematics de EE.UU. editor de esta revista (JRME), para tratar de recabar alguna razén
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JCRs, que le permitia posicionarse en el primer cuartil (Q1) como revista de excelencia,
alta visibilidad y notable impacto de citacion.

El resto de revistas indexadas no llegan a alcanzar un factor de impacto 1, ello las
ubica en cuartiles 3° y 4°, y su indice de Hirsch es menor que 10; valores estos, que
aunque no son referentes arquimedianos de validez, si tienen un cierta validacién por
su aceptacién y uso en la comunidad cientifica.

PATRONES CIENCIOMETRICOS

Patréon de productividad diacronica

ISI-WOS permite analizar la produccion recuperada ofertando tablas y graficos
pertinentes. La Figura 1 ofrece el histograma de la produccién anual a lo largo de los
ultimos veinte afios. Obviamente, no procede considerar el afio 2013 por inacabado.
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Figura 1. Histograma de la produccion diacronica documental en Ed. Mat.
indexada en la base SSCI (1994-2013)

Obsérvese que la produccién sigue un patrén lineal monétono ligado univocamente
a JRME hasta 2007; tras la incorporacién de otras revistas tal produccién da un salto
abrupto para permanecer estable de 2009 a 2012. El sistema de investigacién en Ed.
Mat. que ISI-WOS configura podria haber entrado en el tercer estadio del crecimiento
de la ciencia que describi6 Price (lineal-exponencial-logistico) y que se revisa pros-
pectivamente en Ferndndez-Cano, Torralbo y Vallejo (2004, 2012), verificindose un
patrén similar.

al respecto. Por el momento, no hemos obtenido respuesta. Posteriormente, en la edicién de los JCRs de
2012, JRME reaparece con FI = 1.552 y rango 24° de 216 (Q1).
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Patron de citacion diacronica

ISI-WOS también permite realizar un anlisis de la citacidn recibida por la poblacién
de documentos considerada tal como se visualiza en la Figura 2. Obviamente, tampoco
procede considerar el afio, 2013, por inacabado.
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Figura 2. Histograma de la citacion diacronica de documentos de Ed. Mat.
indexados en la base SSCI (1994-2013)

El patrén diacrénico del indicador de citacién ofrece incluso un mejor ajuste al
modelo de crecimiento cientifico (lineal-exponencial-logistico), que enuncié Price
(1986). Hasta 2005, se denota un crecimiento lineal ascendente para entrar en lo expo-
nencial para el periodo 2006-2010. Seria aventurado proponer que se ha entrado en la
fase logistica para un periodo tan corto como seria el dado por el bienio de estabilizacién
2011-12.

Clasicos de citacion

Garfield acufi6é en 1977 la idea de clésico de citacién como aquel documento alta-
mente citado dentro de una determinada disciplina, pero sin marcar un ndmero de citas
predeterminado, aunque con el tiempo se considerd a todo documento que alcanza o
ronda las cien citas. En la Tabla 2 se ofrecen los diez documentos indexados en la base
SSCI (el ya casi popular top ten) que bien pudieran considerarse cldsicos de citacion
de la Ed. Mat. Se trata de trabajos que han impactado profusamente la disciplina y han
orientado en consecuencia la investigacion posterior.
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Tabla 2. Cldsicos de citacion en Educacion Matemdtica

R° Documento Total Citas Citas/aiio

1°  Yackel, E., y Cobb, P. (1996). Sociomathematical norms, argumentation, 214 11.89
and autonomy in mathematics. Journal for Research in Mathematics
Education, 27(4), 458-477.

2°  Webb, N.M. (1991). Task-related verbal interaction and mathematics 168 7.30
learning in small-groups. Journal for Research in Mathematics Educa-
tion, 22(5), 366-389.

3°  Hembree, R. (1990). The nature, effects, and relief of mathematics anxi- 128 5.33
ety. Journal for Research in Mathematics Education, 21(1), 33-46.

4°  Hackett, G. y Betz, N.E. (1989). An exploration of the mathematics self- 123 4.92
efficacy. Journal for Research in Mathematics Education, 20(3),261-273.

5°  Fennema, E., Carpenter, T.P.; Franke, M.L., et al. (1996). A longitudinal 116 6.44

study of learning to use children's thinking in mathematics instruction.
Journal for Research in Mathematics Education, 27(4), 403-434
6°  Nicholls, J.G., Cobb, P., Wood, T., et al. (1990). Assessing students theo- 113 4.71
ries of success in mathematics - individual and classroom differences.
Journal for Research in Mathematics Education, 21(2), 109-122.
7°  Simon, M.A. (1995). Reconstructing mathematics pedagogy from a con- 112 5.89

structivist perspective. Journal for Research in Mathematics Education,
26(2), 114-145.

8°  Greeno, J.G. (1991). Number sense as situated knowing in a conceptual 111 4.83
domain. Journal for Research in Mathematics Education, 22(3), 170-218.
9°  Cobb, P, Yackel, E., y Wood, T. (1992). A constructivist alternative to 95 4.32

the representational view of mind in mathematics education. Journal for
Research in Mathematics Education, 23(1), 2-33.
10° Cobb, P, Wood, T., Yackel, E., et al. (1991). Assessment of a problem- 91 3.96
centered 2nd-grade mathematics project. Journal for Research in Math-
ematics Education, 22(1), 3-29.

Obsérvese que la revista JRME acapara todos los cldsicos de citacién; algo obvio
ya que tal revista era la tnica indexada y por tanto citable hasta 2008. Del resto de
documentos contenidos en otras revistas, el articulo mas citado con 17 citas es el de
Gresalfi, Martin, Hand y Greeno (2009).

Autores altamente citados con al menos 200 citas totales son: Erna Yackel (851),
Paul Cobb (703), Terry Wood (409), Thomas P. Carpenter (355), Elizabeth Fennema
(321), Karen C. Fuson (311), Megan L. Franke (237) y Martin A. Simon (204), todos
ellos procedentes de universidades norteamericanas.

CONSIDERACIONES FINALES

Este estudio ha puesto de manifiesto la existencia de un subsistema de investigacién
de alta visibilidad e impacto dado por la informacién sobre Ed. Mat. indexada en la
base SSCI de ISI-WOS. Se ofrecen patrones relativos de productividad y citacién de
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los documentos recuperados; pero al par se denotan aspectos puntuales, idiosincraticos,
de cierto relieve, cual es la ausencia de la revista nuclear JRME en los JCRs de 2011
aunque ésta reaparece en los de 2012. También seria de interés particular indagar los
49 (3.58 %) documentos con autores cuya direccion es Espaia.

Por archisabidos, son bien ostensibles sesgos diversos: a favor del inglés, lingua
franca de 1la comunicacién cientifica, con el 83. 37 % de la produccién considerada, y a
ambitos cientificos de USA, que acapara el 43.68 % de la produccidn total; aunque Brasil
irrumpe con un notable vigor productivo (12.78 %) posiciondndose en segundo lugar.

Este estudio es susceptible de una notable ampliacion al incorporar indicadores de
productividad segin autoria y colaboracién en tres dimensiones, tanto personal, como
institucional y nacional, idioma de los documentos, de indicadores de subvencién tanto
de agencia como nimero de la ayuda (investigacion financiada: granted research) y
sobre todo un andlisis temadtico de los titulos y descriptores afines. Ese trabajo de pro-

fundizacion al respecto seria sin duda bienvenido.
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RESUMEN

Inspirados en la idea seminal de Simon sobre trayectorias hipotéticas de aprendizaje, presen-
tamos la idea de camino de aprendizaje de una tarea y describimos su funciéon como herramienta
para caracterizar los objetivos de aprendizaje de un tema de las matematicas escolares en funcién
de las estrategias de resolucién de tareas que se prevén en el tema y de los posibles errores en
los que pueden incurrir los escolares. Indicamos posibles usos de esta nocion en la instruccién
y la evaluacion.

Palabras clave: Camino de aprendizaje; Objetivo de aprendizaje; Trayectoria hipotética
de aprendizaje.

ABSTRACT

Inspired by Simon’s seminal idea on hypothetical learning trajectories, we present the idea
of learning path of a task and describe its role as a tool for characterizing the learning goals of
a school mathematics topic in terms of the expected problem solving strategies and the possible
mistakes of the students when they solve tasks linked to the topic. We suggest some uses of this
idea in teaching and assessment.

Keywords: Hypothetical learning trajectory, Learning goal; Learning path.

INTRODUCCION

En su articulo seminal, Simon (1995) define la nocién de trayectoria hipotética de
aprendizaje como el camino por el que puede proceder el aprendizaje. Esta trayectoria
estd dirigida por el objetivo de aprendizaje y sirve para guiar la instruccion. Simon y

GOMEZ, P., GONZALEZ, M. J., y ROMERO, I. (2013). Caminos de aprendizaje y formacion de profesores
de matematicas. En L. Rico, M. C. Canadas, J. Gutiérrez, M. Molina e 1. Segovia (Eds.), Investigacion
en Diddctica de la Matemdtica. Libro homenaje a Encarnacion Castro (pp. 177-183). Granada, Espaiia:
Comares.
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Tzur (2004) identifican tres elementos basicos de una trayectoria hipotética de apren-
dizaje: (a) los objetivos de aprendizaje, (b) las tareas y (c) las hipdtesis sobre cémo se
desarrolla el aprendizaje. Este trabajo se enmarca dentro de la problemadtica reciente
de investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje de esta nocién en programas de
formacién de profesores de matematicas (Wilson, Sztajn y Edgington, 2013). Centramos
nuestra atencién en la nocién de camino de aprendizaje como la idea que le permite al
profesor en formacién formular sus hipétesis sobre cdmo se desarrolla el aprendizaje
con motivo de unas tareas que buscan caracterizar las expectativas de aprendizaje y
contribuir a superar los posibles errores que se puedan presentar.

CAMINOS DE APRENDIZAJE

Para planificar la ensefianza de cualquier tema de la matematica escolar el profe-
sor establece lo que espera aprendan los escolares. Algunas de estas expectativas de
aprendizaje hacen referencia al conjunto de conocimientos bésicos y de procedimientos
rutinarios que los escolares tienen que aprender. Corresponden al nivel cognitivo mas
bajo. Las denominaremos capacidades. Por ejemplo’, en el tema permutaciones sin
repeticién para escolares de 16 afos, «hacer uso de diagramas de 4rbol para realizar
conteo de permutaciones posibles» es una capacidad. Durante el proceso de resolucién
de una tarea matematica de una cierta complejidad, los escolares van poniendo en juego
distintas capacidades de una forma ordenada. Asi, es posible describir una estrategia de
resolucion de una tarea mediante la sucesion de capacidades que se ponen en juego al
resolverla. La nocién de camino de aprendizaje capta esta idea.

Un camino de aprendizaje de una tarea es una sucesion de capacidades que se espera
los escolares pongan en juego al resolverla.

Una tarea puede tener asociados distintos caminos de aprendizaje. Por otro lado, al
resolver una tarea es previsible que los escolares incurran en errores propios del tema.
Esos errores aparecen en momentos concretos del proceso de resolucion de la tarea, de
modo que se pueden incorporar a los caminos de aprendizaje. Veamos un ejemplo en
la tarea denominada 7'/.Letras.

T1.Letras. {De cuantas maneras posibles puedo ubicar las letras A, B, C y D seguida
una de la otra y teniendo en cuenta que ninguna de ellas se puede repetir?

La Figura 1 presenta cinco caminos de aprendizaje posibles para la tarea T1 junto
con los errores previstos?.

' En este texto utilizamos ejemplos producidos por el grupo 5 de MAD 2, compuesto por David

Benavides, Andrés Carrillo, Milena Ortiz, Sara Parra y Carlos Velasco. La idea de secuencia de capacidades
que se presenta mds adelante surgié de una propuesta de este grupo dentro de este programa de formacion.

2 Podemos encontrar las capacidades y los errores a los que se refieren estos caminos de aprendizaje
en http://cl.ly/2N2a0y3Z3s3Y.
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Figura 1. Caminos de aprendizaje y errores previstos para la tarea T1

CAMINOS DE APRENDIZAJE DE SECUENCIAS DE CAPACIDADES

Los caminos de aprendizaje, vistos en su totalidad, pueden resultar ininteligibles.
Pero una parte de la informacién recogida en ellos se puede expresar de un modo mas
sencillo. La nocién de secuencia de capacidades nos permite simplificar los caminos
de aprendizaje sin perder la referencia a las capacidades.

Un trozo de un camino de aprendizaje de una tarea es una secuencia de capacidades
cuando es posible interpretar su sentido en el proceso de resolucién de la tarea.

En los caminos de aprendizaje de la tarea T1 (Figura 1) podemos identificar varias
secuencias de capacidades. Por ejemplo, la secuencia C39 permite identificar cuéles
son los sistemas de representacion utiles al calculo de permutaciones en funcion de los
datos que aporta la tarea. En ese momento, se produce una primera decision sobre la
estrategia a seguir, separando el conteo directo de otros métodos indirectos. Si se elige
el conteo directo, las secuencias C28-12-13-14-29-26-22, C9-8-15-17-16-58, y C50-51
representan las estrategias asociadas a la utilizacién de distintos sistemas de represen-
tacion: un diagrama de arbol, una tabla y una lista, respectivamente. Cada una de ellas
prevé la aparicion de errores ligados al correspondiente sistema de representacion. Por
ejemplo, si se emplea un diagrama de arbol, se prevé que los escolares construyan un
arbol con igual nimero de ramificaciones en cada nivel (E6). En la Figura 2 mostramos
los caminos de aprendizaje simplificados. Mds adelante nos detendremos en el resto de
las secuencias de capacidades de esta tarea.
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Figura 2. Caminos de aprendizaje simplificados de la tarea T1

En ocasiones, aparecen secuencias de capacidades diferentes pero con algunas
similitudes. Por ejemplo, secuencias de capacidades que varian en una sola capacidad, o
que tienen las mismas capacidades en un orden distinto. Sin embargo, su interpretacion
es la misma en el proceso de resolucion de las tareas correspondientes. En estos casos,
consideramos a las secuencias equivalentes. Ejemplificaremos esta idea mds adelante.

CARACTERIZACION DE LOS OBJETIVOS DE APRENDIZAJE DE UN TEMA DE LAS
MATEMATICAS ESCOLARES

Hemos denominado capacidades a las expectativas de aprendizaje del nivel cogni-
tivo mds bajo; denominaremos objetivos a las mds complejas. Asi, un objetivo expresa
expectativas que involucran conexiones entre los conceptos y procedimientos del tema
matematico, los sistemas de representacion en que se representa y los fenémenos que
organiza. Por ejemplo, en el tema de permutaciones sin repeticion es un objetivo el que
llamaremos O3: Establecer la cantidad de permutaciones sin repeticion posibles en un
conjunto dado.

A través de los caminos de aprendizaje podemos dar una caracterizacién de los
objetivos de aprendizaje en funcidn de las estrategias de resolucién de tareas que se pre-
vén en el tema y de los errores en los que pudieran incurrir los escolares. Veamos coémo.

A cada objetivo de un tema se le pueden asociar un conjunto de tareas prototipicas,
es decir, tareas tales que si un escolar las resuelve, entonces el profesor considera que ha
desarrollado el objetivo. Al colocar juntos los caminos de aprendizaje simplificados y los
errores previstos de esas tareas prototipicas se obtiene el grafo de aprendizaje del objetivo.
Dicho grafo proporciona una representacion del objetivo en términos de las estrategias
de resolucién de tareas y de los errores que se prevén en el tema. A partir del grafo se
obtiene una valiosa informacidn sobre el modo en que el objetivo se pretende desarrollar.

Por ejemplo, el objetivo O3 anterior estd asociado a dos tareas prototipicas. Una de
ellas es la tarea T1 que vimos antes. La otra es la tarea T2 siguiente.



CAMINOS DE APRENDIZAJE Y FORMACION DE PROFESORES DE MATEMATICAS 181

T2.Podios. En una competencia atlética participan 5 personas. David dice que se pue-
den obtener 12 podios diferentes. Camilo afirma que podrian ser 15. Sin embargo, Carlos
encontrd 60. ;Quién tiene la razén? Justifique su respuesta.

Los caminos de aprendizaje simplificados de esta tarea se presentan en la Figura 3.

Figura 3. Caminos de aprendizaje simplificados de la tarea T2

En los caminos de aprendizaje simplificados de las tareas T1 y T2 (Figuras 2 y
3) se aprecia que comparten varias secuencias de capacidades equivalentes. Teniendo
en cuenta estas secuencias, podemos reunir los caminos de aprendizaje simplificados
de las dos tareas con sus correspondientes errores, formando el grafo del objetivo de
aprendizaje (Figura 4). Los ndmeros situados junto a las secuencias o sobre las flechas
indican la frecuencia correspondiente. Si no aparece ninglin nimero significa que la
frecuencia es uno.
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Figura 4. Grafo del objetivo de aprendizaje O3
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En el grafo de la Figura 4 destacan por su frecuencia cuatro secuencias de capa-
cidades. Las dos primeras, C40-2 y C41-7-5-40, se corresponden con identificar en el
enunciado que el problema se resolverd mediante permutaciones y a extraer los datos
necesarios para realizar el cdlculo. En ese momento se prevé que los escolares incurran
en el error de tomar elementos repetidos para realizar el cdlculo de permutaciones
(E2). Las dos secuencias anteriores aparecen seguidas de C39 reiteradas veces, punto
en el que los escolares deciden si utilizardn un método de cdlculo directo o indirecto.
Si el cdlculo es directo, la secuencia C57-59 representa la decision sobre el sistema de
representacion en el que se hace conteo y las estrategias consiguientes, como hemos
detallado en el ejemplo de la tarea T1. Si el conteo es indirecto, se prevén dos métodos,
representados por las secuencias C62-63-64 y C31-32-30-33-34-35, que corresponden al
empleo del principio multiplicativo y al cdlculo mediante la férmula, respectivamente.
En ese momento se prevé que los escolares incurran en errores relacionados con un mal
uso de la férmula, como confundir pardmetros, calcular mal el factorial, o interpretar
mal un nimero combinatorio (E5-13-26). Finalmente, todos los caminos comparten la
secuencia C54-C47-C39, que corresponde a exponer la cantidad pedida o a verificarla
sobre los sistemas de representacion (si se usaron). Es previsible que en esta parte los
escolares incurran en errores relacionados con un conteo equivocado y, en consecuencia,
con la obtencién de una solucion incoherente (E44-20). La Figura 5 expresa la carac-
terizaciondel objetivo de aprendizaje O3 en funcién de las estrategias de resolucién de
tareas yde los errores previstos.
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- Contar elementos repetidos

Figura 5. Caracterizacion del objetivo O3

CAMINOS DE APRENDIZAJE, ENSENANZA Y EVALUACION

Analizar la contribucién de una tarea al logro de un objetivo de aprendizaje implica
dos pasos: (a) producir los caminos de aprendizaje de la tarea y (b) comparar las secuen-
cias de capacidades que el profesor prevé que se pueden activar con una tarea con las
secuencias de capacidades que caracterizan un objetivo de aprendizaje. Al hacer la com-
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paracion, podemos establecer cudles de las secuencias de capacidades que caracterizan
el objetivo de aprendizaje se activan con la tarea y cudles no. Este andlisis de las tareas
nos proporciona informacidn relevante para disefiar una secuencia de tareas que induzca
a los escolares a activar las secuencias de capacidades, poner en préictica las estrategias
y abordar los errores que caracterizan el objetivo de aprendizaje.

Los caminos de aprendizaje también son ttiles en la evaluacién. Al permitirle al
profesor prever las diferentes formas en que el aprendizaje se puede desarrollar, consti-
tuyen una herramienta para disefiar criterios de logro, asi como instrumentos de recogida
de informacién y procedimientos de andlisis, de cara a conocer en qué medida y de qué
forma sus escolares han progresado en su aprendizaje con motivo de las tareas que él
les ha propuesto. Sobre la base de la caracterizacién del objetivo 3 a partir de su grafo,
podemos establecer criterios de logro como ser capaz de reconocer aquellas situaciones
en las que es posible y adecuado utilizar el principio multiplicativo para establecer la
cantidad de permutaciones sin repeticion. Una vez establecidos los criterios de logro, las
capacidades y los errores previstos en los caminos de aprendizaje servirdn para observar
y caracterizar, durante el proceso de instruccién y a través diferentes instrumentos, el
progreso de los escolares hacia la consecucién del objetivo.
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ANALISIS DEL PROPOSITO
DE LAS TAREAS CONTEXTUALIZADAS EN EL MARCO
DE LA FORMACION DE PROFESORES

Analyzing the purpose of contextualized tasks in teacher's training

Antonio Moreno y Antonio Marin
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RESUMEN

Este articulo enuncia y aplica criterios para analizar el propésito del profesor cuando se
planifica una leccién y los potenciales propésitos y utilidades del alumno respecto a una tarea
escolar. El andlisis se realiza con tareas disefiadas por profesores de secundaria en un curso de
formacioén orientado al desarrollo de las competencias PISA. Los criterios aplicados se funda-
mentan en las nociones de propésito y utilidad propuestos por Ainley.

Palabras clave: Contextos; Disefio de tareas escolares; Formacion del profesorado; Pro-
posito de las tareas.

ABSTRACT

This article explains and applies criteria for analyzing the teacher's purpose in lesson
planning and the student's perceptions about the purpose and utility of a task. The analysis is
focused on tasks designed by secondary teachers who participated in a training course to design
tasks targeted toward the development of PISA's competencies. The criteria applied are based
on the constructs of purpose and utility suggested by Ainley.

Keywords: Context; Purpose; Task design; Teacher training.

TAREAS CONTEXTUALIZADAS Y PROPOSITO DEL PROFESOR EN LA FORMACION DEL
PROFESORADO

La utilizacién de tareas escolares en Secundaria haciendo referencia a contextos
obedece a diferentes orientaciones (Ainley, 2012, pp. 90-91). ;Qué propdsito tiene el
profesorado de ensefianza secundaria cuando propone a los estudiantes tareas escolares

MORENO, A. y MARIN, A. (2013). Andlisis del propdsito de las tareas contextualizadas en el marco
de la formacién de profesores. En L. Rico, M. C. Cafiadas, J. Gutiérrez, M. Molina e 1. Segovia (Eds.),
Investigacion en Diddctica de la Matemdtica. Libro homenaje a Encarnacion Castro (pp. 185-191). Gra-
nada, Espafia: Comares.
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referidas a un contexto de la vida real? Posiblemente lo hace para centrarse en metas de
la ensefianza de las matematicas ligadas a la aplicabilidad de la Matematica y reflejadas
en orientaciones curriculares actuales.

Sin embargo, esta funcidn de las tareas contextualizadas consistente en actuar
como puente entre la clase y la vida diaria no se realiza con eficacia (Ainley, 2012, p.
90). La autora refiere diferentes investigaciones en las que no se consigue y afiade que
hay al menos dos propdsitos mas que inducen a manejar tareas contextualizadas en la
ensefanza de las matemadticas: incrementar la motivacién de los estudiantes o ayudar a
comprender los significados de las nociones matematicas mediante modelos de la vida
real que simulan la nocién matematica.

Por otra parte, es un objetivo de la formacién de profesores suministrar herramientas
para que el profesorado en formacién tome las decisiones adecuadas sobre los propdsitos
con los que se eligen o disefian las tareas.

Los autores! de este estudio hemos sido profesores de un curso virtual de 100 horas
de formacién permanente de profesores de secundaria durante varios afios (2008-2012)
orientado a la seleccién, modificacion o disefio de tareas escolares favorecedoras del
desarrollo de las competencias matemadticas que el marco de evaluacién PISA. En este
curso hemos planteado un estudio sobre los propdsitos que guiaban a los profesores
en formacién cuando propusieron tareas contextualizadas orientadas al desarrollo de
la competencia de Modelizar.

El programa del curso contiene formacion sobre dos temas generales del andlisis
didactico (Gémez, 2007, pp. 36-76), el analisis del contenido y el anélisis cognitivo; tres
temas orientados al andlisis y disefio de tareas para el desarrollo de las competencias
de Pensar y Razonar, Modelizar y Representar y un tema referido a la Evaluacién en
un marco de competencias. El producto final consistié en que cada profesor elaborase
una Unidad Did4ctica en la que se potenciase el desarrollo de algunas competencias.

Para mejorar el disefio del curso los autores valoramos la necesidad de tener mds
informacién acerca de la forma en que los profesores utilizaron las tareas contextua-
lizadas.

La segunda linea de exploracién que nos propusimos abordar consistié en analizar
si las tareas que el profesorado propuso poseen cierto grado de interés, motivacién o
importancia para los alumnos de modo que se involucren con fuerza en su resolucién
y valoren su potencialidad matemética. Cuando el profesor planifica es el momento
de elegir las tareas y en ese periodo surgen los interrogantes acerca de si la tarea serd
aceptada y valorada por el alumnado. Interrogantes que no podr4 resolver hasta que no
la trabaje en el aula aunque vendria muy bien estar dotado de criterios que le facilite
la eleccidn.

' Junto con el Dr. José Luis Lupiafiez Gémez del Dpto. de Didéctica de la Matemdtica de la Uni-

versidad de Granada
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Para fundamentar el anélisis adoptamos la perspectiva de Ainley, Pratt y Hansen
(2006) que precisan las nociones de propésito y utilidad.

El propésito de una tarea se «refiere a las percepciones del estudiante mas que a
cualquier uso de las matematicas fuera de la clase. Definimos una tarea con propdsito
como la que tiene un resultado para el alumno en forma de un producto actual o virtual
o de solucién a un problema inquietante» (Ainley, Pratt y Hansen, 2006, p. 29).

La nocién de propdésito se complementa con la de utilidad. «Con ello queremos decir
que el aprendizaje de las matemadticas incluye no sdlo la habilidad para aplicar procedi-
mientos, sino la construccién de significados acerca de cémo estas ideas matematicas
son utiles» (Ainley, Pratt y Hansen, 2006, p. 30). «La segunda dimensién de nuestro
marco de trabajo es construir en el disefio de la tarea la necesidad de que los aprendices
usen las nociones matemadticas de manera que les permita reconocer lo que llamamos
su utilidad. La meta de nuestro disefio de tareas es que los alumnos sean capaces de
construir un significado para los tipos de situaciones en las que una idea matematica
concreta puede usarse y acerca de la potencia que ofrece» (Ainley, 2012, p. 96).

La utilidad indica si una tarea escolar es capaz de producir en el estudiante sig-
nificados acerca de por qué, como y cudndo la nocién matematica subyacente es til.
Realmente no seria posible tener una evidencia empirica de tal utilidad hasta que la
tarea se hubiese implementado en el aula. El objeto de nuestra exploracién no es éste.
Se trata de iniciar el estudio ensayando si algunos criterios descriptivos de las tareas
inducen a prever que serian Utiles y con propdsito en el sentido que formula Ainley.

CRITERIOS PARA EL ANALISIS DEL PROPOSITO DE LAS TAREAS

Los elementos que hemos manejado para describir las caracteristicas de las tareas
pueden resumirse asi:
En relacién con los propdsitos del profesorado:

Problema verbal o tarea contextualizada

Distinguimos siguiendo a Van den Heuvel-Panhuizen (2005), entre problemas
verbales si el contexto puede ser intercambiado por otro sin alterar sustancialmente el
problema, o tareas contextualizadas en las que la conexién entre contexto y problema
es suficientemente estrecha como para que la solucién del problema contribuya en
algo al contexto, describiéndolo, efectuando predicciones o contribuyendo a la toma
de decisiones (Davis, 1991, p. 2).

Tareas para matematizar o modelizar

Distinguimos entre problemas orientados a introducir nuevas nociones matematicas
simuldndolas o abstrayéndolas de la realidad (matematizacién) o a aplicar nociones
matemadticas a la realidad con objeto de intervenir en ella (modelizacidn).
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En relacién con la existencia de propésito y utilidad para el alumnado en las tareas:

Tareas generadoras de propdsito en el estudiante

Los criterios aplicados para valorar si una tarea puede generar propdsito en los
alumnos se han obtenido a partir de los heuristicos que Ainley y otros autores han usado
para construir tareas que tuvieron un propédsito cuando las implementaron. Se propo-
nen cuatro criterios: a) en la tarea existe un producto final explicito que deben obtener
los alumnos; b) la tarea involucra hacer algo para que otra audiencia lo maneje; ¢) El
producto de la tarea implica tomar decisiones; y d) en la tarea se manejan procesos de
optimizacién

Tareas generadoras de utilidad en los alumnos

En este caso se trata de analizar si las tareas pueden servir para que los estudian-
tes reflexionen acerca de la utilidad de las mateméticas —por qué, cémo, cuando son
utiles—.

Desde la perspectiva de la formacién de profesores es necesario introducir herra-
mientas para que el profesor en formacién cuando planifica la unidad didactica, a)
sepa «por qué», «cOmo» y «cudndo» son Utiles estas nociones; b) marque en su plani-
ficacion previa las ideas matemaéticas susceptibles de aprender su utilidad. Dentro del
andlisis didéctico este proceso formativo se inicia en el andlisis del contenido mediante
el andlisis fenomenolégico del tema (Gémez, 2007, p. 50), (Rico, Marin, Lupiafiez,
y Gémez, 2008). Ademads, al decidir los objetivos de aprendizaje es necesario incluir
ciertas acciones encaminadas a extraer conclusiones sobre las matematicas utilizadas
en las tareas escolares y su utilidad. Finalmente, en el andlisis de instruccion se puede
valorar en cada actividad su propdsito y/o utilidad.

Para decidir si las tareas que los profesores disefiaron podrian ser generadoras de
utilidad en los estudiantes hemos considerado tres indicadores: a) que las tareas sean
potencialmente generadoras de prop6sito en los alumnos; b) que las matematicas usadas
en los diferentes procedimientos de resolucion del problema resulten necesarias y no es
sensato resolver el problema sin ellas; ¢) que la tarea contenga alguna accién especifica
orientada a reflexionar acerca de la utilidad de la matemaética subyacente.

ANALISIS DE TAREAS

Vamos a ejemplificar el andlisis de dos tareas siguiendo los criterios expuestos
anteriormente.

Tarea: Viaje en coche

Una familia vive a 160 km de la ciudad en un pequeio pueblo. Se han quedado sin
alimentos y el padre decide ir a la ciudad para comprar lo que necesitan. Ha pensado
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salir de casa a las 9:00 y conducir a una velocidad de 40 km/hora. ;A qué hora llegara
a la ciudad?

Propésito del profesor

En esta parte del andlisis se trata de responder a la cuestidn, ;por qué se elige este
problema? El profesor elige este problema porque entiende que aparece en una situa-
cién real. El mismo afirma que se trata de «aplicaciones de los nimeros enteros en la
vida cotidiana».

(Para qué se usa el contexto?

Las tareas que se presentan en un contexto pretenden conectar el contenido mate-
matico escolar con el mundo real. Segin Ainley (2012) esto no siempre es posible
porque no todos los problemas verbales satisfacen los requisitos de informacién de un
problema real. Este es el caso del problema que nos ocupa. El contexto en esta tarea es
accesorio y puede ser reemplazado por otro sin que el procedimiento de resolucion y el
andlisis de la validez de la solucién varien. Esto nos lleva a clasificar la tarea, siguiendo
el criterio de Van de Heuvel-Panhuizen (2005), como problema verbal.

El profesor propone esta tarea para desarrollar la competencia matemética modeli-
zacion. En ese sentido, el objetivo fundamental es manipular la expresion de la velocidad
(s=v*t) para calcular el tiempo de circulacién. Por tanto el interés se centra en aplicar los
datos conocidos en una férmula y obtener la incégnita (sin intervencién de la situacién).
Sin embargo, ;cudl es el propdsito del profesor para pretender que este problema deba
ser utilizado en clase?

En la descripcion que realiza el profesor que plantea esta actividad afirma: «Realizar
divisiones con nimeros enteros teniendo en cuenta la regla de los signos. Comprender,
plantear y resolver problemas con niimeros enteros». El propdsito por tanto, es adiestrar
en el uso de procedimientos (division entera y manejo de férmulas) en problemas ver-
bales sin desarrollar 1a modelizacion. Debe observarse, sin embargo, que la regla de los
signos no se utiliza por lo que también sirve para un problema con nimeros naturales
siempre que hayamos hablado de divisién entera.

Propésito y utilidad para el alumno

Segin Ainley (2012), una caracteristica de las tareas con propdsito desde la perspec-
tiva del alumnado es que el producto final sea la solucién a un problema interesante. Lo
subjetivo del término «interesante» nos lleva a equipararlo con «curioso» y asf la tarea
propuesta podemos considerar que tiene potencialmente propdsito para el alumno si el
resultado le resulta curioso o interesante. Sin embargo, esta consideracién es demasiado
imprecisa como propdsito y, como veremos mads adelante, seria necesario que el alumno
tomara por ejemplo una decisién sobre un camino a escoger para considerarse realmente
como una actividad con propdsito.

La actividad enfatiza principalmente la idea de utilizar procedimientos matematicos.
Identificar los datos (distancia y velocidad) y las incdgnitas (tiempo). Empleando una
férmula ya conocida y manipuldndola se responde a la actividad. El constructo «utili-
dad» requiere algo mds que la aplicacién de un concepto, es una dimensién més de la
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comprension de las matemdticas junto al aprendizaje de procedimientos y relaciones
matemadticas. En esta actividad, la férmula no es una idea matemadtica imprescindible
ni se plantean preguntas que hagan reflexionar al alumno sobre la utilidad de las mate-
maticas.

Tarea: La empresa

Una empresa tiene unos ingresos diarios que siguen la siguiente funcion: 3x"2 + 2x
+ 5. Dicha empresa también tiene gastos diarios segtin: 3x + 10 donde x es el niimero
de horas trabajadas.

Contesta razonadamente a las siguientes cuestiones:

a) (Cudntos serian los beneficios tras 4 dias?

b) (Cuantas serian las pérdidas durante dos dias laborables si se hubiera trabajado
durante 8 horas diarias?

¢) ¢(Cuanto dinero neto se conseguird al finalizar los dos dias laborables?

Propésito del profesor

En el anélisis realizado por el profesor que plantea la actividad afirma que «el pro-
fesor debe guiar la tarea introduciendo primero la situacién en su contexto, realizando
preguntas como por ejemplo: ;qué entend€is por beneficios? ;Se pueden tener pérdidas
en un puesto de trabajo sin haber trabajado ninguna hora?

Esta tarea ofrece como informacién inicial una funcién que modeliza los ingresos
y otra los gastos. La situacién propone al alumno preguntas que requieren el uso de un
modelo de ganancias obtenido por los estudiantes. En este sentido, la accién de des-
cribir supone desde el punto de vista de la modelizacién aportar o enriquecer el propio
contexto mediante un mejor conocimiento de las reglas que rigen ganancias y pérdidas
en la empresa. Se trata por tanto de una tarea contextualizada.

Aunque potencialmente la actividad permite la modelizacién de la realidad, sin
embargo el propésito declarado por el profesor es «Operar con polinomios. Calcular
el valor numérico de un polinomio», lo que lo sitda mas en la linea de matematizar la
realidad para la mejor comprensién de los polinomios.

Propésito y utilidad para el estudiante

El propésito de la tarea desde la perspectiva del estudiante no tiene que coincidir
necesariamente con el propdsito anteriormente indicado del profesor. El propdsito
(desde la perspectiva del estudiante) crea la necesidad de usar el objetivo conocido
(del profesor) para completar la tarea, tanto si envuelve el uso de conocimiento que ya
tiene como si se trata de construir nuevos significados por medio del trabajo en la tarea.

En este sentido la tarea propuesta tendrd propdsito desde la perspectiva del estu-
diante porque puede llegar a construir una nueva expresion matemaética (producto) que
modeliza las ganancias de la empresa y aporta informacién del modelo.

En este caso, la presencia potencial del constructo utilidad se justifica porque el
modelo se considera necesario para resolver el problema y su uso amplia el conocimiento
sobre la situacién planteada en el contexto dando pié€ para valorar la aplicabilidad de
las funciones y los polinomios.
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REFLEXIONES FINALES

En este estudio hemos ensayado algunos criterios para analizar a priori el prop6sito
del profesor al seleccionar tareas escolares y si pueden tener algtin propésito y/o utilidad
para los alumnos cuando se implementen en el aula. Estos criterios aportan informacién
sobre las tareas, aunque atin se muestran escurridizos, pero esperamos que otros andlisis
semejantes nos permitan elaborar un conjunto de indicadores mds precisos.

Por otra parte, en relacién al curso de formacidn de profesores del que se han
extraido las tareas, es posible establecer la siguiente conjetura —pendiente de confirmar
en un andlisis exhaustivo de las tareas del curso—: «aunque las tareas que el profesorado
selecciona en estos ejemplos buscan desarrollar la competencia de modelizacion, la
inercia provocada por la formacién inicial, el trabajo y los materiales que utilizan asi-
duamente los profesores no se rompe con el curso realizado. En las tareas seleccionadas
predomina como propdsito del profesor la componente matematizadora ya que se busca
ma4s favorecer la comprension matemética de procedimientos o relaciones matematicas

que el uso de la matemadtica para intervenir en la realidad».
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RESUMEN

Presentamos un modelo analitico para el estudio del conocimiento del profesor de matema-
ticas. Sefialamos dos contribuciones especialmente relevantes en las tltimas décadas, la de Lee
Shulman, con su aportacion del Conocimiento Didé4ctico del Contenido (PCK), y la del equipo
de Deborah Ball en la Universidad de Michigan (MKT), estableciendo subdominios tanto en el
PCK, como en el dominio del Conocimiento Matematico (MK), particularmente el Conocimiento
Matematico Especializado (SCK). Nuestro modelo emerge desde las dificultades que hemos
tenido en el uso del MKT en nuestros estudios y de la consideracidn del carécter especializado
del conocimiento del profesor.
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ABSTRACT

We present an analytical model for the study of the mathematics teacher’s knowledge. Two
relevant contributions are highlighted in the last decades: Lee Shulman’s, with the Pedagogical
Content Knowledge (PCK), and Deborah Ball’s team’s in the University of Michigan (MKT),
establishing sub-domains within the PCK and within the Mathematical Knowledge domain (MK),
mainly the Specialised Content Knowledge (SCK). Our model emerges from two perspectives:
from the difficulties we have faced when using the MKT in our studies; and, more important,
from the consideration of the specialised nature of teachers’ knowledge.

Keywords: Knowledge; Mathematics; Teacher.
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INTRODUCCION

Nos situamos en un campo en el que Encarnacién Castro ha tenido una amplia
experiencia y una actuacién destacada: la formacién del profesorado de matemadticas, que
ha cambiado sustancialmente durante los dltimos afios. En este capitulo reflexionamos
sobre una dimensién importante que sustenta los cursos de formacién, el conocimiento
profesional del profesor de Matematicas, llegando a proponer un modelo de conoci-
miento especializado del profesor de Matematicas. Para ello hacemos un breve recorrido
conceptual sobre el conocimiento profesional, para terminar exponiendo un modelo
que se ha elaborado en el Seminario de Did4ctica de la Matematica (SIDM), de la
Universidad de Huelva.

DEL CONOCIMIENTO DISCIPLINAR AL CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO
MATEMATICO

Desde la mitad del siglo xx a la actualidad ha habido cambios importantes en
lo que se considera el conocimiento profesional de un docente de Matematicas en la
linea de una integracién entre el conocimiento disciplinar y el did4ctico. Las primeras
investigaciones en ensefianza identificaban elementos de la practica que podian influir
en el desempefio educativo (tiempo de reaccion a las respuestas de alumnos, reactivos
para reforzar o corregir errores de los alumnos, etc.). El conocimiento del profesor de
Matemaéticas separaba dos dominios, el conocimiento de Matematicas y el conocimiento
derivado de la investigacién didactica. Al aplicar las teorias educativas a la ensefianza
y aprendizaje de temas mateméticos concretos se da lugar a lo que hemos llamado
«Matematicas y su Didactica».

Un momento importante en esta evolucion se produce cuando Shulman plantea la
necesidad de que las investigaciones sobre el profesor consideren la especificidad del
contenido que se estd ensefiando. Con la idea de «paradigma desaparecido», Shulman
(1986) hace ver a la comunidad educativa la importancia de mirar el conocimiento
did4ctico a través de la lente del conocimiento disciplinar, creando el «conocimiento
didéctico del contenido». La importancia de este aporte de Shulman, que deviene en
momentos de renovacion curricular, hace que se dé viabilidad a las 4reas de didacticas
especificas (como la Did4ctica de la Matematica), y se atienda a un conocimiento espe-
cializado para ensefiar contenidos matemdticos. Desde el punto de vista investigativo,
el Conocimiento Did4ctico del Contenido tiene una gran acogida, pero se reconoce la
dificultad de identificarlo en la prictica. Se hace preciso, por tanto, operativizarlo. Un
paso importante en este campo se produce con los trabajos promovidos por el grupo de
Deborah L. Ball, quienes, a través de investigaciones para detectar el conocimiento en
la préctica, con objeto de comprender sus caracteristicas, y de cuestionarios con los que
examinar el conocimiento a partir de constructos tedricos, proponen un modelo para
organizar y operativizar el conocimiento del profesor de Matematicas (Ball, Thames y
Phelps, 2008). Del trabajo de Shulman heredan dos de los dominios mds importantes
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desde el punto de vista matematico: el Conocimiento de las Matematicas (MK)!, y
el Conocimiento Didactico del Contenido Matematico (CCK). El conocimiento del
contenido (MK) estd compuesto por tres subdominios: el Conocimiento Comun del
contenido (CCK), el Conocimiento Especializado del contenido (SCK), caracterizado
como conocimiento matemadtico que solo tiene sentido para el profesor, y el Conoci-
miento del Horizonte matematico (HCK). Por su parte, el Conocimiento Didactico del
Contenido, estd compuesto por otros tres subdominios: el Conocimiento del contenido
y de los estudiantes (KCS), el Conocimiento del contenido y de la ensefianza (KCT) y
el Conocimiento del curriculo (CK) (Ball et al., 2008).

NECESIDAD DE REFORMULACION DEL MODELO

Si el PCK supuso un avance muy importante en el modelo de Shulman, el HCK
y el SCK son probablemente las aportaciones mds relevantes del modelo de Ball. Sin
embargo, justificaremos a continuacion la necesidad de reformular ese modelo. Cen-
trandonos en el HCK, mostraremos que con una organizacién diferente puede mejorar la
comprension de los aspectos considerados en este subdominio; por otro lado, analizare-
mos problemas de delimitacion entre el SCK y, respectivamente, el CCK, KCS y KCT.

Problemas de ubicacion en el HCK

En Ball y Bass (2009) se establecian tres subdominios dentro del HCK: HCK (T),
HCK (P) y HCK (V). El HCK(T) incluye el conocimiento de las principales ideas
y estructuras de la disciplina y las conexiones entre diferentes entes matematicos, y
el desarrollo de nuevos entes a partir del conocimiento existente. Incluye también el
conocimiento de conexiones con contenidos posteriores y anteriores a los que se estdn
tratando. En el HCK(P) esta el conocimiento de las formas de conocer y crear o producir
en Matematicas, aspectos de la comunicaciéon matemaética, el razonamiento y la prueba,
saber definir y usar definiciones, establecer relaciones (entre conceptos, propiedades,
etc), correspondencias o equivalencias o elegir representaciones, generalizar o explorar.
En el HCK (V)? se consideran los valores centrales de la disciplina, como la precisién
y el cuidado con la consistencia del lenguaje matematico, el gusto por la coherencia
argumental, la correccién y la exactitud como opuesto de la ambigiiedad (no como
opuesto de la aproximacién).

' Usaremos las siglas en inglés reconocidas en la literatura al uso.

2 Vinculamos el HCK (V) al ambito de las concepciones y creencias. Ademads, la preci-
sidn, la consistencia del lenguaje, el gusto por la coherencia argumental son comunes a todo el
pensamiento cientifico y no exclusivas de la educacién matemadtica. Por ello no aparecerd de
forma explicita en el modelo.
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La idea de matemdtica elemental desde un punto de vista avanzado y matemdtica
avanzada desde un punto de vista elemental parece ser el elemento de conexion mas
potente entre estos tres subdominios que, por otro lado, tienen una naturaleza sustan-
cialmente diferente. Pero, ademads, cabe preguntarse qué aspectos del conocimiento
matemdtico (MK) quedan fuera del HCK. HCK (T) tiene, a su vez, dos elementos
diferenciados, las ideas principales de la disciplina y la estructura de la misma. Desde
nuestro punto de vista (Montes, Aguilar, Carrillo y Mufioz-Cataldn, 2013), estos dos
elementos tienen capacidad de contener todo el conocimiento matematico comun desde
la perspectiva de qué es la matematica, vista como un conjunto de Temas incardinados
en una Estructura, mientras el HCK (P) contendria los conocimientos relativos al como
se construye. Esto nos lleva a proponer una clasificacién que los diferencie en tres
subdominios diferentes KoT, KSM y KPM.

El conocimiento de los temas (KoT) es mds que el conocimiento de la matematica
como disciplina; la matematica escolar también estd incluida en este subdominio, asi
como lo relativo a su fundamentacion tedrica, y los procedimientos, estidndar y alter-
nativos, o las distintas formas de representacion. Siguiendo con esta mirada puesta en
las matematicas que tienen sentido para el profesor, incluimos la fenomenologia de los
conceptos (Freudenthal, 1983; Rico, 1997), que aporta al profesor una amplia variedad
de contextos en los que situar el contenido, asi como aspectos epistemoldgicos ligados a
la matemaética que permiten al profesor comprender diferentes significados que pueden
atribuirsele al contenido. De igual manera, pensamos que un profesor debe conocer de
un modo integrado y relacionado aquello que es objeto de ensefianza, con lo que surge
el subdominio del conocimiento de la estructura matematica (KSM), constituido por los
conocimientos, tanto mas avanzados, como mds elementales, que permiten al profesor
trabajar la matemaética avanzada desde un punto de vista elemental y viceversa. Asi-
mismo, las grandes ideas (Kuntze, Murphy, Lerman, Kurz-Milcke, Siller y Windbourne,
2011) constituyen un elemento estructurador de la matematica, y por tanto han de ser
incluidas en este subdominio. Finalmente, el conocimiento de la practica matematica
(KPM) consta de aquellas formas de hacer y proceder en matematicas que sin duda
un profesor ha de conocer para desarrollar su clase, como son las diferentes formas de
demostrar, el significado de definicién, axioma o teorema como elementos constituyentes
de la matematica, o el conocimiento de la sintaxis matematica.

Problemas de delimitacién entre CCK y SCK y especificidad del conocimiento del
profesor de matematicas: reforzando el KoT

Ball et al. (2008) caracterizan el CCK como el conocimiento matematico que
puede poseer una persona instruida. Por tanto, para decidir si un episodio corresponde
al CCK o no, es preciso compararlo con un hipotético conocimiento de una hipotética
persona sobre la base del compendio de conocimientos deseables que pueden extraerse
de multiples planes de estudio. Para resolver esto no podemos observar la puesta en
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préctica del conocimiento de todos esos ciudadanos medios. Nos parece mdas razonable
caracterizar el conocimiento matematico de un modo intrinseco sin referirlo a otras
profesiones o titulaciones (Flores, Escudero y Carrillo, 2013).

En los ejemplos difundidos por Ball et al. (2008) se asocia al CCK un conocimiento
algoritmico (saber hacer). Pensamos que en ese conocimiento que ellos llaman comtin no
s6lo deberia concurrir el saber hacer, sino el saber por qué se hace asi, y también el cono-
cimiento de los conceptos. De este modo, nuestra propuesta incluiria el conocimiento de
conceptos y procedimientos matematicos con sus correspondientes fundamentos. Podria
decirse que todo el conocimiento que un alumno ideal tuviera en un determinado nivel
formaria parte de este tipo de conocimiento del profesor, relativo a ese nivel, incluyendo
también cierto grado de formalizacidn o de visién del contenido desde un punto de vista
superior. Ademds, en el modelo MKT, el nombre de este subdominio induce a pensar
en un conocimiento compartido por otros profesionales; por ello, en sintonia con su
caracterizacién dentro de la propia matemadtica, conviene pensar en otra denominacion,
como conocimiento de los temas matemdticos (entendiendo conocimiento de hechos,
reglas, nociones, procedimientos, métodos y sus fundamentos KoT).

Problemas de delimitacién entre KCS y SCK: emerge KFLM

El profesor necesita conocer la procedencia de los errores y otros vericuetos por
los que circula el razonamiento de algunos alumnos cuando resuelven un ejercicio o
un problema, o cuando definen un concepto, o clasifican objetos; no es de interés de
ninguna otra profesidn, ni es objeto de estudio de ninguna otra titulacién. Esto forma
parte del SCK de Ball, pero, obsérvese que saber cudles son las dificultades de los
alumnos o dénde suelen cometer errores se asocia al KCS, mientras que conocer la
procedencia matemadtica del error se sitia en el SCK. Esto ha supuesto una importante
fuente de dificultades en la investigacién, y muestra problemas de operatividad de las
caracterizaciones y limites de SCK y KCS. Ademads, no parece haber ninguna ventaja al
incluir el conocimiento de la procedencia del error en un subdominio y la consciencia de
su existencia en otro, entre otras cosas porque queda un poco desdibujada la presencia
de la matemadtica en el KCS. Esto motiva el nacimiento de KFLM (conocimiento de las
caracteristicas del aprendizaje de las matemadticas). Estd también en este subdominio lo
que podemos llamar teoria matemdtica escolar, compuesta por las nociones matematicas
que solo tienen sentido en la escuela o que se han creado en funcién del aprendizaje,
como la relevancia del conocimiento de las clasificaciones disjuntas e inclusivas en
general, y de poligonos en particular. También incluye el conocimiento de la 16gica de
procedimientos erréneos. Es evidente que el KoT y el KFLM guardan mucha relacién
con el aprendizaje, ya que el referente de ambos es el conocimiento matemético escolar;
sin embargo, mientras el KoT se relaciona con el conocimiento en si, KFLM se relaciona
con el aprendizaje especifico de ese conocimiento.
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El KCS nos lleva a pensar en contenido y estudiantes, cuando lo que queremos
abordar es conocimiento de las matemadticas y de su aprendizaje, o mejor, de cudles
son las caracteristicas del aprendizaje de las matemaéticas (KFLM). Esto nos sitda en la
perspectiva del conocimiento de lo que sucede en las interacciones de los alumnos con
el contenido, donde se incluye el conocimiento de las dificultades, errores y obstaculos
en el aprendizaje de un concepto, el conocimiento de las concepciones e ideas previas,
el lenguaje y el vocabulario de los alumnos, asi como el conocimiento de la forma en
que se desarrolla el aprendizaje de los alumnos respecto de cierto contenido (pudiendo
incluir aqui el conocimiento de teorias de aprendizaje, e. g. Van Hiele, APOS).

Diferencias entre KMT y KCT

Enlazando con lo anterior, creemos que tiene més sentido hablar de conocimiento
de la ensefianza de las matemdticas (KMT) que de conocimiento del contenido y la
ensefianza (KCT), expresando una mayor integracién que la propuesta original de Ball
y cols., pero, sobre todo, afiadiendo, al conocimiento de las estrategias de ensefianza,
los recursos y materiales, y las ayudas que se pueden dar a los alumnos, el conocimiento
de teorfas de enseflanza de las matemadticas (en relacién, pongamos por caso, con la
resolucién de problemas).

Del curriculo a los estandares de aprendizaje: el KMLS

Mais alla del conocimiento del curriculo, deberiamos reconocer el valor de las
aportaciones de las diferentes sociedades de profesores de matemadticas, de educacién
matemdtica y los diferentes responsables internacionales de educacién matemadtica acerca
de lo que debe aprenderse en cada momento y de las razones que lo sustentan. Esto
amplia la nocién de Shulman (1986), y Ball ef al. (2008) de conocimiento curricular,
para proponer el conocimiento de los estdndares de aprendizaje (KMLS), constituido
por todos aquellos referentes que indican en qué momento debe/puede aprenderse cada
contenido y a qué nivel de profundidad. Asi, estan incluidos aqui, evidentemente, el
curriculo, pero también lo que asociaciones profesionales proponen (como los estdndares
de la NCTM), o lo propuesto desde la literatura de investigacion, asi como la opinién
de profesores expertos.

A modo de sintesis, la Figura 1, recoge los seis subdominios de nuestra propuesta
que denominamos Conocimiento Especializado del Profesor de Matemdticas (MTSK)
(Carrillo, Climent, Contreras y Muifioz-Cataldn, 2013).
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Figura 1. Subdominios del MTSK

Nos gustaria subrayar que el SCK de Ball, circunscrito exclusivamente a un subdo-
minio del Conocimiento Matematico (MK), ha ido quedando subsumido en los nuevos
subdominios de nuestra propuesta de forma que todo nuestro modelo estd compuesto
por componentes de conocimiento especializado del profesor de mateméticas. Asi, por
ejemplo, el conocimiento del fundamento de los algoritmos de las operaciones ele-
mentales no queda separado del conocimiento de los significados de las operaciones y
forma parte del conocimiento de los temas (KoT), junto al conocimiento del fundamento
matematico de los recursos didacticos. El conocimiento del potencial matemético de
estos recursos para la ensefianza de los algoritmos de las operaciones estard en el KMT,
y el conocimiento de las dificultades que tienen los alumnos en el aprendizaje de estos
algoritmos en el KFLM. Cada uno de estos conocimientos forma parte, claramente, del
conocimiento especializado del profesor de matematicas>.

3 Cabe destacar que en la representacion aparecen las creencias sobre la matemadtica y sobre
la ensefianza y aprendizaje de la misma como elemento que el investigador ha de considerar a
la hora de entender de una forma mas completa el conocimiento del profesor.
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Mathematics education at the University of Almeria:
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RESUMEN

Describimos propuestas de innovacién docente desarrolladas por un grupo de profesores del
drea de Did4ctica de la Matematica de la Universidad de Almerfa con el propésito de mejorar la
calidad docente. Las experiencias estdn relacionadas con el dmbito interdisciplinar y el disefio
y la utilizacion de recursos tecnoldégicos que fomenten el aprendizaje auténomo del alumnado.
Aportamos una breve descripcion de cada una de las actuaciones y algunas conclusiones sobre
su incidencia en la mejora de los procesos de ensefianza-aprendizaje del alumnado, mayorita-
riamente maestros en formacién inicial.

Palabras clave: Did4ctica de la matematica; Innovacion; Interdisciplinar; Recurso tecno-
l16gico.

ABSTRACT

We describe innovative teaching proposals that have been developed by a group of Mathe-
matics Education researchers at the University of Almeria in order to improve teaching quality.
The proposals are related to interdisciplinary field and to the design and implementation of
technological resources to encourage self-learning. We present a brief description of each one
of them and some findings related to their impact on improving teaching and learning processes
of our university students, mainly pre-service teachers training.

Keywords: Innovation; Interdisciplinary; Technology, Mathematics education.
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INTRODUCCION

El periodo de convergencia al Espacio Europeo de Educacién Superior (EEES)
nos ha brindado una oportunidad tnica para analizar nuestra labor docente detectando
debilidades, amenazas, reconociendo fortalezas y aprovechando oportunidades. En este
marco un grupo de profesores del drea de Did4ctica de la Matemadtica de la Universidad
de Almeria (UAL), influenciados por la tradicién innovadora de la profesora Encarnacion
Castro, hemos desarrollado diversas propuestas de innovacion tendentes a incrementar
la calidad de los procesos de ensefianza y aprendizaje en los titulos de Maestro. Parte
de estos trabajos se han realizado participando en convocatorias de formacién docente
y de innovacién universitaria, tanto del &mbito andaluz como propias de la UAL.

La valoracidn de los resultados generados ha merecido la obtencidn de dos premios:
Excelencia en Innovacién Docente para el disefio de materiales didacticos en soporte
informdtico y Excelencia Docente para el disefio y transferencia préictica de innovaciones
docentes de la Universidad de Almeria (V convocatoria, curso 2012). En este capitulo
resumimos nuestra actuacién en proyectos relacionados con dos lineas:

— Experiencias de innovacién interdisciplinar centradas en: a) la adquisicidn
de competencias a través del aprendizaje colaborativo y la potenciacién de la
Evaluaciéon Formativa; b) la utilizacién de tutorias colectivas y experimenta-
cion de disefios de aula (presencial y virtual) que las potencien.

— Disefio, desarrollo y experimentacién en el aula (presencial y virtual) de
recursos tecnoldgicos para el aprendizaje auténomo del alumnado.

A continuacién describimos cada una de estas actuaciones y aportamos algunas

conclusiones sobre su incidencia en la mejora de los procesos de enseianza-aprendizaje.

EXPERIENCIAS DE INNOVACION INTERDISCIPLINAR

En la practica docente se detectan debilidades: deficiente coordinacion entre las
asignaturas y el profesorado de un mismo grupo; propuesta poco planificadas de trabajos,
con escaso seguimiento por parte del profesorado y sin coordinacién entre diferentes
asignaturas; solapamientos entre contenidos, entre otras. Para evitarlas, hemos impul-
sado diversos grupos docentes interdisciplinares con objeto de desarrollar propuestas de
innovacién docente universitaria compartida (Moreno, Codina, Ruiz, De Amo, Santos,
2009; Sanchez, Rodriguez, Bosch, 2011).

La coordinacién de varias asignaturas en un proyecto comun ha supuesto un enorme
esfuerzo. Han sido numerosas las reuniones para planificar, implementar y evaluar las
distintas experiencias de innovacién. Moreno et al. (2009) desarrollaron, durante tres
cursos académicos, una experiencia de trabajo colaborativo entre tres asignaturas de
maestro en Educacion Infantil, correspondientes a las dreas de Did4ctica de la Mate-
matica, de la Lengua y la Literatura y de la Expresién Corporal.

Habiendo constatado que los estudiantes para Maestro carecian de la competencia
de trabajo en equipo, su aprendizaje estaba excesivamente compartimentado y no esta-
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blecian relaciones entre diferentes conocimientos adquiridos, el grupo docente, bajo el
paradigma de la investigacion-accién y a través de ciclos de accién reflexion (Latorre,
2003), disefi6 una propuesta innovadora de planificacién y aplicacién de un proyecto
coordinado que denomind Trabajo Interdisciplinar. La propuesta, orientada a fomentar
el aprendizaje colaborativo y el desarrollo de herramientas para un aprendizaje auto-
nomo de los estudiantes, pretendia promover la capacidad globalizadora de aplicar lo
aprendido en las diferentes dreas de conocimiento a la resolucién de una situacién real
acaecida en el aula de Infantil. Esto exigia que el alumnado se acercara a la escuela
a través del disefo, desarrollo y evaluacién de una secuencia didactica o proyecto de
trabajo que tuviera objetivos educativos conectando los dmbitos de experiencia de las
asignaturas implicadas.

El trabajo interdisciplinar se articulaba sobre tres ejes basicos: (a) implicar un con-
tacto con la realidad educativa del aula de Infantil; (b) fundamentarse en la reflexién de
la accién y sobre la accidn; y (c) implicar una coordinacién de la accién formativa de
los docentes en la metodologia, la evaluacién y la accidn tutorial.

La evaluacién formativa entendida como «todo proceso de evaluacién cuya finalidad
principal es mejorar los procesos de ensefianza-aprendizaje mientras éstos tienen lugar»
(Loépez, Fernando, Julian, 2007, p. 10), esta estrechamente relacionada con dindmicas
de trabajo colaborativo y cobra especial relevancia en un disefio metodolégico que pro-
mueva la participacién del alumnado en los procesos de evaluacidn, entendidos como
una oportunidad para el aprendizaje. Existen diferentes registros (rdbricas, valoraciones
de los compaieros/as, valoracién de informes escritos, participacion en debates y actitud
colaborativa, etc.) que nos aportan datos sobre la calidad del proceso desarrollado y
el trabajo llevado a cabo. Esto permite al alumnado entender lo que sucede y porqué,
dandole posibilidad de rectificar, reconocer los errores y mejorar la prictica.

Otro elemento importante es la tutoria y el hecho de que la naturaleza interdisciplinar
de la experiencia de innovacién implicaba una accién tutorial coordinada. Para ello, se
realizaron tutorias en pequefos grupos y en gran grupo con la presencia de todos los
docentes del grupo y ademds se establecieron pautas de coordinacién de los docentes
con los maestros/as en ejercicio para una tutoria efectiva del alumnado. De este modo,
se mostrd la naturaleza globalizadora de los procesos de ensefianza, consensuando
estrategias de supervision, evitando la fractura del conocimiento y creando espacios
comunes de coevaluacién y autoevaluacion.

Es destacable en esta experiencia de innovacién la creacién un espacio de forma-
cién compartido entre alumnado y maestras/os en ejercicio a los que se invité al aula
universitaria para compartir sus conocimientos a través de charlas, coloquios y jornadas.
Paralelamente se elaboré un plan de accién tutorial que involucré a docentes del grupo,
maestros/as de centros escolares y alumnado sobre una tarea especifica a realizar por
éstos ultimos: el disefio, puesta en practica y evaluacidon de una secuencia didéctica
para escolares de Educacién Infantil. Las tutorfas, realizadas en la universidad y en los
centros escolares, favorecieron (a) el trasvase de conocimientos entre la Universidad y
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los Centros, (b) un contexto real para situar las experiencias de nuestros alumnos y (c)
el desarrollo de las competencias trabajadas. La accién tutorial compartida potenci6 el
aprendizaje de competencias bésicas y transversales de los estudiantes.

Una segunda experiencia de innovacién interdisciplinar, denominada «Museo del
color, la forma y el movimiento» (http://museodelcolor.blogspot.com.es), involucraba
también a tres asignaturas de tres dmbitos de conocimiento. Se desarrolla ampliamente
en Sanchez et al. (2011).

Estos trabajos de innovacién han conseguido establecer un espacio para el encuentro,
el andlisis y la reflexién sobre las competencias transversales de la titulacién de Maestro
de Educacion Infantil conectadas, y esto es necesario destacarlo, con la actividad profe-
sional real. Igualmente nos ha permitido analizar el progreso del trabajo del alumnado en
el seno de una metodologia activa y participativa. Sin lugar a dudas, las actividades de
innovacion han generado cambios significativos en el proceso de ensefianza-aprendizaje
de las dreas que intervienen, poniendo de manifiesto las bondades de la coordinacién
entre el profesorado y la necesidad de incrementarla.

La tercera experiencia es el disefio y la implementacién de «Nuevas tecnologias
en la ensefianza de las matemadticas», asignatura del Campus Virtual Andaluz impar-
tida desde Almeria. La virtualizacién supuso un reto metodolégico. Por ejemplo, en
el caso de la evaluacion formativa, aunque inicialmente se detectd un rechazo del
alumnado hacia ella, principalmente por la creencia de que no se sentian capacitados
para valorar los trabajos propios o de los compaiieros, se fue transformando en un
proceso natural, positivo e integrado en su aprendizaje (Codina, 2008, 2009). Quizas
esto se vio favorecido por el ambiente virtual, que permite un cierto grado de anoni-
mato (al menos fisico). El alumnado comprobé cémo la evaluacién puede jugar un
papel destacado al observar que las valoraciones de los trabajos y comentarios de
los compafieros permitia que (a) las puntuaciones de su participacién en el foro se
incrementara, (b) sus propios trabajos fueran de mayor calidad y (c) la puntuacién
del trabajo del compaifiero que era citado también se veia incrementada. Se mejor6 la
distribucién de conocimientos y la comunicacién entre estudiantes y entre estudiantes
con el profesor fue mas fluida.

A pesar de esos elementos positivos, también se detectaron algunas dificultades.
Concretamente, respecto al trabajo colaborativo, el alumnado universitario no se sentia
participe de su propio aprendizaje y mucho menos, del de sus compafieros. Por esto,
al comienzo del curso hubo que «luchar» contra las ideas individualistas y potenciar
la importancia y beneficios que aportan para el conocimiento la comunicacién y reso-
lucién de dudas, problemas, hallazgos, resultados, etc. El proceso desarrollado tuvo
tres momentos de ejecucion y tres componentes interconectadas que permitian una
retroalimentacion constante, con reflejo en la calificacion de las distintas actividades
(Figura 1).
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Figura 1. Momentos de ejecucion

Momento 1. El estudiante lee y analiza los mensajes enviados al foro. Con ello, rea-
liza o modifica su propio trabajo reenvidndolo ahora al foro para que pueda ser valorado
y utilizado por los compaiieros. Continda leyendo los mensajes del foro, valorando los
trabajos de otros compaifieros y observando los comentarios que realizan sobre el suyo
(evaluacién formativa).

Momento 2. El estudiante considera que su trabajo tiene la suficiente calidad segtin
los criterios de evaluacién establecidos por el profesor para dicha actividad y envia su
version final, realiza el test asociado al trabajo y cita expresamente qué mensajes y/o
comentarios le han sido utiles para la realizacién de su trabajo.

Momento 3. Evaluacion por parte del profesor. El profesor valora todos los trabajos,
observa cuales han sido citados para asignar positivos y valora los mensajes enviados al
foro. Devuelve dichas valoraciones a los estudiantes para cerrar el ciclo de evaluacién.

La tutoria adquiere una nueva dimension para la asignatura virtual. En este sentido,
Codina y Gil (2007), partiendo de una metodologia de enseilanza colaborativa, ponen de
manifiesto que las tutorias en entornos virtuales tienen mas funciones que las que se le
atribuyen en un modelo presencial. Al igual que Peralta et al. (2010), detectan como la
accion de aclarar dudas particulares se aborda con éxito utilizando los medios de comu-
nicacion sincrénicos y asincrénicas. Ademds en una ensefianza virtual (o semipresencial),
las destrezas y competencias abordadas en clases practicas, bajo la supervisién del
docente «in situ», también deben desarrollarse virtualmente. En este caso, la supervision
es parcialmente llevada a cabo por los propios alumnos, compartiendo la distribucién
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del conocimiento a través de la colaboracién (Figura 2) y el papel de docente es guiar y
orientar el proceso. Ello favorece que pueda realizar en su accion tutorial un seguimiento
mads individualizado, interviniendo para resolver dudas puntuales.

Asunto: Duda trabajo 3 (hoja 2) Tema: Foro Espedifico Trabajos n® 3y n® 4

Autor: E.‘St“dlante 1 % Fecha: 17 de abril de 2013 21:32

Chic@s, alguien me puede ayudar a calcular 11...12's elevado a 2, por méas que lo intento no
encuentro la forma... gracias.

| Responder || Reenviar || Bloguear mensaje |

Asunto: Lo que yo he puesto respecto a tu duda Tema: Foro Especifico Trabajos n® 3 y n® 4
Autor: E‘it“diante 2 i - Fecha: 17 de abril de 2013 21:40

Hola Carmen, la forma de operar que he usado yo es la misma que si fuera el BB89's elevado
a 2. Si multiplicas el numero anterior por 10 y lo estudias, te das cuenta de que hay una
diferencia siempre de 8 unidades con respecto al valor que quieres. Es decir (sin contar ¢l

cuadrado)
2
12 = 2%10 -8

112 = 12*10-8
Por tanto, al tener en cuenta el elevado a 2, te queda =(RAIZ(F2)*10-8)"2 en la F3.
Espero que te ayude.

uUn saludo.
[ Responder | [ Reenvier |

Asunto: Re:Duda trabajo 3 (hoja 2) Tema: Foro Especifico Trabajos n® 3y n® 4

Autor: Estudiante 3; Fecha: 17 de abril de 2013 21:41

Hola Carmen, yo he probado con esta férmula y me fue blen! Prueba a ver qué tall!
=(RAIZ(F2)+10*(10"~(FILA()-3)))"2

| Responder |[ Reenviar |

Asunto: Re:Duda trabajo 3 (hoia 2) Tema: Foro Especifico Trabajosn® 3y n® 4
autor: Fetudiante 1 i Fecha: 17 de abril de 2013 21:46

Muchas gracias, al final lo he sacado con esta férmula:
=(RAIZ(F2)+10*(10~(FILA(F2)-2)))"2

Espero que os sirva también a los demas.

| Responder || Reenviar

Figura 2. Intercambio asincronico

RECURSOS TECNOLOGICOS PARA EL APRENDIZAJE AUTONOMO

Entre las competencias que deben desarrollarse en las titulaciones para Maestro/a
figuran fomentar en los estudiantes la capacidad para gestionar informacién, aprender
auténomamente, utilizar recursos tecnoldgicos, conectar teoria y practica con la realidad
laboral futura, y resolver problemas y trabajar en equipo de forma interdisciplinar. Con
objeto de promoverlas, algunos docentes del drea de Didactica de la Matematica han
intentado mejorar el uso del aula virtual, empleando tanto los recursos tecnoldgicos
disponibles en la UAL, como disefiando y evaluando materiales electrénicos propios.
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Aunque en la actualidad el grupo estd formado integramente por docentes del area, se
han desarrollados experiencias y materiales con docentes de otras reas.

El trabajo estd potenciando que todos los grupos de estudiantes para Maestro
compartan materiales en el aula virtual, mantengan una estructura y linea comin, y
unos estandares de calidad, independientemente del profesor asignado a cada grupo.
El disefio y la utilizacién de los recursos tecnoldgicos se fundamentan en un constante
ciclo de interaccion entre la teoria y la préctica, en la renovacién permanente y en la
constante valoracion para su mejora.

Figura 4. Pdf interactivo

La participacion del 4rea de Did4ctica de la Matematica en el proceso de implan-
tacién en los procesos educativos de los recursos tecnolégicos en la UAL desde sus
comienzos nos ha permitido observar la evolucidn, su aceptacién por el alumnado y las
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posibilidades que encierra para fomentar aprendizajes de calidad. Los recursos elabo-
rados han permitido flexibilizar los procesos de ensefianza-aprendizaje al posibilitar su
acceso en cualquier dispositivo fijo o mévil, esto es, tablet, smartphone o PC. Por otro
lado el carécter reutilizable facilita al estudiante: controlar su ritmo de aprendizaje con
actividades autoformativas y personalizadas, usando videotutoriales en flash (Figura 3),
rubricas de autoevaluacion o crucigramas entre otras; realizar actividades destinadas al
desarrollo de destrezas matemadticas utilizando documentos interactivos pdf que incor-
poran el audio y video explicativo (Figura 4). A su vez, posibilita al docente plantear
una ensefianza individualizada y basada en la evaluacién formativa a través de ruibricas
de evaluacidn o personalizacién de preguntas tipo test.

Figura 5. Video Multiplataforma

(allsfcloflclrlclulli [odcNifullndollr]al
(R AER T ullv Wl v 2 | oSSR o
S

Seccion conica

El estudio de las secciones cdnicas se inicid en la Grecia clisica con Menecmo en o sigle IV ad.C.. y pri afinales

principalmente con Apoknio
del s 1§ 2.d.C. Sus irabajos se retomarcn en ol siglo XV para resoher problemas relackeados con ks Astronomia y la Optica
La Geometria Prayectva da anificado a bas céicas: hay dnica regular proyectva.

Figura 6. Glosario

Paralelamente, dado que el trabajo con materiales fisicos (dbaco, balanzas numéri-
cas, etc.) y software especifico en el laboratorio de matemadticas estd muy limitado por
el tiempo disponible, se estdn elaborando videos did4cticos multiplataforma (Figura 5),
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asi como videotutoriales (Figura 3), de modo que el alumnado pueda revisar y analizar
en detalle tanto la descripcién de los materiales y software, como las orientaciones sobre
su aplicacion en el aula. También se estdn generando continuamente diversas fuentes de
informacioén electrénica para favorecer el aprendizaje auténomo del alumnado, como
un glosario de términos didéicticos y matemadticos (Figura 6), documentos de trabajo
interactivos con videos o applets embebidos y mapas conceptuales. Por dltimo, se intenta
aprovechar al mdximo las posibilidades de comunicacién asincrénica y sincrénica del
aula virtual o de Skype para potenciar la labor tutorial y el trabajo en equipo.

Los materiales presentados sirven, tomados en su conjunto, para otorgar coheren-
cia a nuestras propuestas formativas, quedado plenamente integrados en los procesos
educativos actuales. Finalmente, consideramos que el uso de recursos tecnolégicos,
aunque precisa de una constante revision y critica, es imparable y debe adaptarse tanto

a los procesos de ensefnanza-aprendizaje, como a la evolucién tecnoldgica.
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RESUMEN

En este capitulo se describen las fases de un proceso de construccion, validacién y aplicacion
de un instrumento para indagar sobre actitudes, entendiendo como tales las respuestas evaluativas
con respecto a un objeto con consecuencias tanto cognitivas como afectivas y comportamenta-
les. Para ello, se revisan las diferentes fases necesarias: redaccidn, validacion, disefio muestral,
aplicacion y volcado de datos.

Palabras clave: Actitudes; Concepciones; Cuestionario; Creencias, Instrumento; Inves-
tigacion cuantitativa.

ABSTRACT

In this chapter we describe the process of creation, validation and application of an ins-
trument to research on attitudes, understanding them as evaluative responses with respect to an
object with cognitive, affective and behavioural consequences. With this aim, we review the diffe-
rent phases required: composition, validation, sample design, implementation and data transfer.

Keywords: Attitudes; Beliefs; Ideas; Instrument; Quantitative research; Survey.

En investigaciones sociales es habitual que exista un instrumento de recogida de
datos. Dentro de los instrumentos m4s comunes se encuentra el cuestionario de tipo
encuesta, utilizado por un amplio espectro de investigadores para conocer opiniones,
actitudes, creencias y un largo etcétera.

La encuesta es una técnica que utiliza un conjunto de procedimientos estandarizados
de investigacion mediante los cuales se recogen y analizan una serie de datos de una

Donoso, P. M.# Rico, N. y Casis, M. (2013). Etapas de elaboracién de un instrumento para indagar
sobre actitudes hacia las matematicas. En L. Rico, M. C. Cafiadas, J. Gutiérrez, M. Molina e I. Segovia
(Eds.), Investigacion en Diddctica de la Matemdtica. Libro homenaje a Encarnacion Castro (pp.211-218).
Granada, Espafia: Comares.
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muestra de casos representativa de una poblacién o universo mas amplio, del que se
pretende explorar, describir, predecir y/o explicar una serie de caracteristicas (Garcia
Ferrando, 1993).

INTRODUCCION

El uso de encuestas es una técnica utilizada como herramienta en la metodologia
cuantitativa desde finales del siglo X1x, donde surge a partir de las experiencias de Le
Play y Booth (Gonzilez, 1976).

Los primeros estudios donde se presentan técnicas precisas y elaboradas, que
muestran que es posible la medicidn en psicologia social, son los trabajos de Thur-
stone (1928), Likert (1932), Guttman (1950), y Osgood, Succi y Tannenbaum (1957).
Todos ellos realizan mediciones de los estados subjetivos, entendiendo como tales los
sentimientos, actitudes, creencias, etc. de las personas. En la literatura, a este conjunto
heterogéneo de variables se les llama «actitudes», entendiendo que «una actitud es una
respuesta evaluativa, relativamente estable, en relacién a un objeto, que tiene com-
ponentes o consecuencias cognitivas, afectivas y probablemente comportamentales»
(Lambert, 1989, p. 217).

En general, los estudios sobre actitudes utilizan técnicas verbales para la recogida de
informacion, y dentro de ellos el mas utilizado es el cuestionario por medio de escalas,
razén por la cual ha sido el mas fundamentado, contrastado y estudiado lo que le ha
llevado a ser considerado de alto rango cientifico (Torgeson, 1958; Morales Vallejos,
2000; Morales, Urosa y Blanco, 2003).

Entre las ventajas referentes al uso de cuestionarios para la medicion de actitudes
y creencias, Munn y Drever (1995) sefialan que el cuestionario mide variables que no
se pueden observar en forma directa, que por lo general son variables psicoldgicas y
educativas, y que por sus caracteristicas son elaboraciones tedéricas denominadas «cons-
tructos». Crocker y Algina (1986) asignan al constructo un papel de etiqueta que resume
todo un conjunto de comportamientos relacionados. Segun estos autores, la medicidn
de un constructo debe empezar enumerando los comportamientos que el constructo
engloba, tarea denominada «definicién operacional».

Segtn Padilla Garcia, Gonzdlez Gomez, y Pérez Meléndez (1998), el cuestionario
es un todo, formado por preguntas y tests. La funcién de las mismas es provocar las
respuestas que servirdn de indicadores del constructo a medir.

La medicion a partir de encuestas, una vez establecidos los comportamientos que
el constructo incluye, requiere de la elaboracidn y aplicacidn de un instrumento. Ambos
procesos, y las etapas que requieren, se abordan en las secciones siguientes.

ELABORACION DE UN CUESTIONARIO

En el proceso de elaboracién de un cuestionario no existe unanimidad en el orden
de las etapas a seguir. En Rodriguez Ferndndez (2005) se muestra un diagrama de este
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proceso de planificacién en términos generales. Segun la experiencia de los trabajos
realizados para indagar sobre las actitudes, creencias y concepciones de profesores en
formacién y en ejercicio se han identificado una serie de fases que se registran en la
Figura 1.

El primer paso a seguir es determinar los objetivos del cuestionario. Para ello, se
realiza una profunda revision de los conceptos involucrados con el objeto de estudio.

Una vez revisada la bibliografia relativa al objetivo, se establece si existe un ins-
trumento elaborado previamente con el mismo objeto de estudio. En caso afirmativo,
este instrumento se puede replicar, abriendo la posibilidad de comparacion entre los
resultados del primer estudio y los nuevos. También es posible modificar el cuestionario
ya existente para adaptarlo a los objetivos planteados. En caso de no existir instrumento,
se procede a crear uno propio.

El paso siguiente consiste en elaborar las preguntas o items del cuestionario. Muchos
autores comparten la idea de que la redaccién de las preguntas es una tarea dificil y
lenta. Por ello, han elaborado diversos manuales para facilitar esta labor (Arias Astray
y Ferndndez Ramirez, 1998; Azofra, 1999; Foddy, 1996; Garcia Ferrando, M., 1993;
Harvatopoulos, Livan y Sarnin, 1992; Padilla Garcia, et al., 1998; Rojas, Fernandez y
Pérez, 1998). Todos ellos recomiendan seguir los siguientes criterios para redactar pre-
guntas fiables y vélidas: responder de manera equitativa a las dimensiones disefiadas y
a las distintas componentes que se han definido en el estudio, presentar una redaccién
adecuada y sencilla, que evite las dobles interpretaciones, y presentar situaciones indi-
viduales en lugar de colectivas, con el fin de aumentar la implicacién del encuestado
con la situacion.

Se distinguen dos tipos de preguntas: preguntas factuales, las cuales estan disefiadas
para medir hechos o sucesos que pueden ser medidos de manera objetiva, y preguntas
subjetivas, que pretenden medir actitudes, opiniones, sentimientos y creencias de las
personas. No hay un medio objetivo de comprobar la precision de las respuestas de las
personas, ya que, s6lo el encuestado tiene acceso a sus estados subjetivos.

Cuando el cuestionario estd constituido por preguntas subjetivas, se elaboran
preguntas abiertas de tipo exploratorias para cada uno de los constructos a estudiar.
El contenido de estas preguntas estard directamente relacionado con los antecedentes
tedricos adquiridos en la revision bibliografica, y su propésito es recoger informacion
exhaustiva sobre el objeto de estudio. De esta forma el instrumento ltimo serd obte-
nido por un procedimiento inductivo a posteriori (Gil, Moreno, Olmo y Fernindez,
1997).

El cuestionario abierto se ha de aplicar a una muestra reducida de individuos y las
respuestas de cada ftem serdn sometidas a un proceso denominado andlisis de contenido,
siguiendo las siguientes fases: En primer lugar, todas las respuestas se ordenan alfabéti-
camente. Esto permite registrar un listado de respuestas por cada {tem. En segundo lugar,
se registra el nimero de frecuencias de respuestas, con lo que se identifican los items
con mayor o menor cantidad de respuestas. En tercer lugar, se agrupan las respuestas
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con igual contenido, lo que permite establecer un listado de contenidos por item sobre
el objeto de estudio. El cuarto paso es la elaboracién de categorias. Los contenidos
identificados anteriormente permiten determinar categorias segun un criterio, en las
cuales se clasifican las respuestas. Las categorias han de ser exhaustivas, esto es, deben
abarcar todas las respuestas que puedan darse, y han de ser excluyentes, con lo que una
respuesta debe pertenecer a una sola categoria.

Una vez determinadas las categorias y su respectiva clasificacion de respuestas, se
somete la clasificacién al criterio de un grupo de expertos. Estos evaldan si las respuestas
corresponden a las categorias. Las valoraciones de los expertos pueden desembocar en
la realizacion de modificaciones para algunas de las categorias.

El lenguaje de las categorias se modifica para dar paso a un listado de afirmaciones
coherentes, susceptibles de ser medidas en una escala. Aiken (1970) y Morales Vallejos
(2000), advierten que el término escala suele ser equivoco ya que en la literatura psico-
métrica se usa en dos sentidos distintos. Garcia-Valcarcel y Tejedor (2007) entienden
por escala «un conjunto de frases que lleva asignado un valor numérico, resultante de
una serie de operaciones estadisticas, que nos permitird situar al sujeto en un punto de
la graduacién jerarquica establecida para el continuo psicolégico de un determinado
objeto» (p. 3). La escala de Likert es una de las mds utilizadas (Likert, 1932).

El listado de afirmaciones que surge de las categorias debe ser validado, en una
segunda instancia por un grupo de expertos, con el objetivo de asegurar la adecuacién
en cuanto a la redaccién, cantidad de items por constructo y su respectiva coherencia.
Recibidas las sugerencias propuestas por los expertos, se procede a elaborar la primera
version del cuestionario cerrado.

El proceso anterior corresponde a un andlisis de calidad del cuestionario deno-
minado procedimiento subjetivo. Asimismo, se somete a un procedimiento empirico,
que consiste en aplicarlo a una muestra piloto y analizar sus resultados, para luego
llevarlo a la muestra definitiva. Esta aplicacién permite verificar la redaccién de los
items, el formato, el tiempo y materiales que requiere su administraciéon. A su vez,
calcular el grado de confiabilidad, usualmente el valor del coeficiente de confiabilidad
a de Cronbach.

La versidn definitiva del cuestionario cerrado se obtendrd una vez realizadas las
modificaciones que resulten de la aplicacion del cuestionario a la muestra piloto.
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Figura 1. Fases en la elaboracion Figura 2. Fases en la aplicacion
del instrumento. (Elaboracion propia) del instrumento. (Elaboracion propia)

Por dltimo, en todo cuestionario es de utilidad agregar un listado de preguntas demo-
gréficas, que tienen el objetivo de conocer las caracteristicas sociales de los encuestados.
Por su contenido comtin se llaman variables demograficas. Se recomienda ubicarlas al
final de la encuesta, cuando el encuestado ya ha comprendido el objetivo de las preguntas
o items (Padilla Garcia, et al., 1998 y Azofra, 1999). Las variables demogréficas (ej.
edad, ciudad de origen, etc.) son utilizadas para obtener grupos de comparacion con los
que interpretar las respuestas a las preguntas.

En la literatura se encuentran monografias sobre la elaboracion del cuestionario
que se recomienda consultar cuando se inicia en el uso de esta técnica como recogida
de datos (Fink, 1995a; Fink, 1995b; Harvatopoulos, et al., 1992; Fowler, 1993; Bosch
y Torrente, 1993 y Santesmases Mestre, 2009).
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APLICACION DEL INSTRUMENTO

Un esquema de las fases que se siguen, una vez construido el instrumento, puede
verse en la Figura 2.

Previamente a la aplicacién del cuestionario, se debe delimitar tanto la poblacién
objetivo como la unidad estadistica que proporciona la informacién. Segtin Nortes
Checa (1977), con respecto a esta dltima, «deben darse todas las propiedades necesa-
rias que permitan reconocerla con facilidad y evitar posibles equivocaciones, debiendo
ser precisa, clara y expresada en términos de facil compresién por todos» (p. 620). Asi
mismo es deseable contar con un registro, censo o listado fiable de las unidades que
forman parte de la poblacion, su localizacién geografica o indicaciones suficientes que
permitan el acceso a las unidades para recabar la informacién deseada.

A continuacion se debe determinar el disefio muestral, esto es, establecer los meca-
nismos por los cuales se van a seleccionar las unidades que formardn parte de la muestra.
La teoria de muestras tiene por objeto suministrar la metodologia que permita un disefio
muestral mas adecuado, que dependera de multitud de factores, tales como el tipo de
encuesta, forma material de presentar el cuestionario, caracteristicas de la poblacién,
informacion requerida, presupuesto, andlisis que posteriormente se pretendan realizar,
delimitacién geografica o temporal, etc. Cochran (1953) realiza una revisién de las
técnicas de muestreo mds utilizadas y sus caracteristicas.

Considerado el listado, dependiendo del tamafio de la poblacién y de la variabili-
dad esperada en las respuestas, se establece el tamafio muestral minimo que garantice
la representatividad de la muestra. En Arkin y Colton (1950) se resume el tamafio de
muestra necesario para diversos casos, dependiendo del tamafio de la poblacién y el
error maximo admisible.

Conociendo el tamafio de la muestra, se debe poner en marcha el mecanismo para
la seleccion de unidades que corresponda con el disefio muestral. Una vez seleccionadas
las unidades, se revisa la planificacién espacio-temporal para la aplicacion de la encuesta
y se realiza una peticién de los permisos necesarios para acceder a las unidades finales.
Es habitual que en esta etapa se deba realizar una segunda seleccion de ciertas unidades,
debido a la imposibilidad de acceder a algunas de las unidades inicialmente seleccio-
nadas, por diferentes motivos. Esta revision y, en su caso, la incorporacién de nuevas
unidades muestrales, puede ser contemplada también en la siguiente fase en sentido
temporal, esto es, durante el trabajo de campo de entrega y recogida de cuestionarios.

Diversos autores recomiendan una minuciosa programacién del trabajo de campo,
lo cual puede incluir la preparacién de materiales, seleccién y formacién de personal,
asignacion de tareas y funciones del equipo, prevision de posibles incidencias en el
trabajo de campo, etc. En cualquier caso, una mayor complejidad del disefio muestral
se verd reflejada en la necesidad de un equipo mayor y por tanto en necesidades de
coordinacién y formacién mayores.

La recogida de informacion se llevard a cabo segun los disefios establecidos.
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Obtenida finalmente la informacioén, ésta debe ser codificada y puesta en un formato
adecuado que permita su posterior andlisis. En la actualidad, los soportes informaticos
permiten realizar la depuracion de los datos codificados de forma semi-automadtica, as{
como su validacién y el estudio y tratamiento de datos faltantes, como se puede ver en
Santos Pefias, Muifioz Alaminos, Juez Martel y Cortifas Vazquez (2003). Un archivo de
datos depurado permitird abordar el siguiente paso en la investigacion: el tratamiento
estadistico de los datos.
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LA FORMACION INICIAL DE LOS MAESTROS
EN ESPANA EN LOS ULTIMOS 40 ANOS

Preservice training teachers in Spain in the later fourty years

Lorenzo J. Blanco
Universidad de Extremadura

RESUMEN

Los medios de comunicacién nos muestran un debate acerca del fracaso escolar y de la
necesidad de cambio en el sistema educativo. Pero si hicéramos un estudio histérico de estos
mismos medios veriamos que tal debate es frecuente y reiterado, al menos, en los tltimos 40
afios. Es importante resaltar que, si bien en menor medida en los medios generales, también
ha sido un periodo de cambio en el sistema de formacion de los Maestros. Podriamos sefialar,
ademads, que estos cambios lo han sido tanto en la estructura del sistema de formacién como
en los organizadores curriculares de las diferentes materias que han ido formando parte de los
diferentes planes de estudio. Haber marcado un tiempo de 40 afios para esta aportacion tiene
una doble justificacion. Por una parte, estas cuatro décadas corresponden a un periodo con el
que podemos identificar la vida profesional de Encarna Castro y de un grupo importante de los
que participamos en este libro. Pero, al mismo tiempo, fue una época en la que se produjeron
importantes cambios sociales y politicos y, también, en el sistema educativo que afectaron
directamente a nuestro inicio profesional.

Palabras Claves: Formacion inicial; Primaria; Matematicas.

ABSTRACT

The mass media have been presenting us with a debate on academic failure and the need
for change in the education system. A look back over time at these same media shows, howe-
ver, that over the last 40 years they have regularly brought up this topic as a subject of debate.
Importantly, these last 40 years have seen the major changes in our society in general reflected,
although clearly to a lesser degree, in the system of Primary Teacher Education. These changes
have been both systemic affecting the structure of teacher training and in the central elements

BLANCO, L. (2013). La formacién inicial de los maestros en Espaifia en los dltimos 40 afios. En L. Rico,
M. C. Caiadas, J. Gutiérrez, M. Molina e 1. Segovia (Eds.), Investigacion en Diddctica de la Matemdtica.
Libro homenaje a Encarnacion Castro (pp. 219-226). Granada, Espafia: Comares.
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around which the curricula of the various subjects have been organized in the successive study
plans. The choice of this 40 year period for this contribution had a twofold motivation. First,
these four decades correspond to a period with which one can identify the professional career
of Encarna Castro and of a major part of those of us involved as participants in this book. And
second, as was just indicated, it has been a period involving important social and political
changes, and changes too in the education system which directly affected our own beginnings
in our professional careers.

Keywords: Initial teacher education; Primary education; Mathematics.

PUNTO DE PARTIDA. LA FORMACION DE MAESTROS EN LOS 70

Un niimero importante de los profesores de las actuales Facultades de Educacion
iniciamos nuestra andadura profesional con las especialidades de Ciencias, Humanas,
Lengua Espafiola, Lengua Extrajera y Preescolar, que se adoptaron como consecuencia
de los cambios edutativos en los 70. Desde entonces, dos referentes nos han ocupado
y preocupado: la inquietud por mejorar nuestra actividad y desarrollo profesional y la
bisqueda constante por establecer la relacién entre docencia e investigacion, o de otro
modo, entre la teoria y la practica docente. Y, ademads, siempre se consideraron basicos
los procesos de reflexion e informacién sobre la practica docente, y la generacién de un
nuevo conocimiento ttil para la profesion de formador de profesores que surgiera de un
equilibrio entre la experiencia e innovacién docente y los resultados de la investigacion.

Al inicio de este periodo encontramos algunos acontecimientos especificos que
provocaron cambios importantes en los centros de formacion de Maestros. La promul-
gacion de la Ley General de Educacién de 1970 y las orientaciones curriculares para la
EGB, sugerian una readaptacion de las Escuelas Normales que fueron incorporadas a la
Universidad dando lugar a nuevos planes de estudios y las especialidades ya sefialadas. Y,
provocd la incorporacion de un gran ndmero de profesores procedentes de licenciaturas
de contenido. Esta incorporacién masiva de profesores jovenes influidos, ademads, por
la época de cambio social tuvo consecuencia en el funcionamiento de estos centros y
en diferentes aspectos.

Cuando accedimos a estos centros el contenido de las asignaturas a impartir era,
fundamentalmente, tedrico. Los «Cuestionarios de Didactica de la Matemaética» publi-
cados en el BOE (MEC, 14 - VII - 67) evidenciaban la, casi exclusividad del contenido
cientifico sobre Matemadticas en la formacién de profesores, a pesar de la expresion
Didéctica de la Matemética. Este predominio lo muestra Sierra (1987) en su estudio
de los Planes de Estudios del 71 de las Escuelas de Formacién del Profesorado de
EGB, vigentes hasta principio de los 90. En ellos, se distinguia entre las asignaturas
de contenido cientifico y la de Did4ctica de la Matemaética, para los alumnos de la
especialidad de Ciencias. Sefialaba que, en éstos, «la Did4ctica de la Matemadtica ocupa
aproximadamente un 25 % del curriculo de los alumnos de las Escuelas referido a su
formacion matematica global» (p. 105). Para las demads especialidades aparece, sola-
mente, una asignatura llamada «Mateméticas y su Didéctica» donde el temario nos
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volvia a demostrar la escasa referencia a la Didactica de la Matematica. Es decir, en
los antiguos planes de estudio en la formacién inicial de maestros el peso recaia en la
formacién matemadtica y la reflexion diddctica estaba casi ausente. Primeramente habia
que ‘darles’ Matemadticas y, practicamente, con eso era suficiente.

Cuando accedi a la Escuela de Magisterio de Badajoz, en 1978, me propusieron
dar clases a la especialidad de ciencias y me dijeron: «Tienes que dar el dlgebra de
primero y el cdlculo infinitesimal de segundo». Ambas materias eran parte fundamen-
tal del curriculo del futuro maestro. Existia una asignatura de dos horas semanales
Ilamada «Metodologia de la Matemaética» en la que se trabajaban los bloques 16gicos
y los bloques multibases, con las referencias a Piaget, Dienes, Mialaret y poco mas.
Al poco tiempo conseguimos modificarlos y adapatarlos a la realidad en la que nos
moviamos. Tenfamos algunos libros sobre diferentes aspectos de la Did4ctica de la
Matematica de autores conocidos, como Z. P. Dienes, E. Castelnuovo, G. Mialaret, A.,
P. Puig Adam, A. Aizpun y E. Roanes que «trataron de integrar en un mismo texto los
aspectos did4cticos junto con los contenidos mateméticos necesarios para el maestro»
(Sierra y Rico, 1996, p. 56). En la década de los 80 aparecieron algunos textos, espe-
cialmente de A. Nortes Checa, que fueron utilizados en las Escuelas de Magisterio
como manuales especificos.

La inquietud sefialada por la mejora profesional nos llevé a participar en el naci-
miento de sociedades de Profesores de Matematicas (Gutiérrez, 1991, Rico y Sierra,
1994) que planteaban la organizacion de jornadas, cursos y actividades; y cuyo objetivo
era divulgar innovaciones educativas, difundir las corrientes sobre ensefianza/aprendi-
zaje (E/A) de las Matematicas, coordinar esfuerzos de personas, grupos relacionados
con la educacién matematica, etc. donde las inquietudes sociales de la época no eran
ajenas. Nuestra inquietud por mejorar los resultados de la E/A de las Matemaéticas,
porque los alumnos aprendieran matematicas era el motor de nuestra constante y hete-
rogénea actividad. Y ahora podemos asumir que, sin duda, «la historia de la Educacién
Matematica en Espafia hubiera sido muy diferente sin la presencia activa, desbordante
y, a veces, provocadora de los grupos de innovacién a finales de los 70» (Rico y Sierra,
1994, p. 166).

Sus resultados eran aportaciones valiosas, vinculadas a planteamientos de inno-
vacion o experimentacion relacionados con problemas concretos de intervencion en el
aula, que nosostros fuimos incorporando, mas de una forma puntual que de una manera
integrada dentro de un planteamiento general para la educacién matemadtica. Asi, las
referencias a la E/A de las matematicas en la ensefianza obligatoria fue ganando espacio
en el terreno de los programas de las asignaturas que constituian el curriculum de la
formacion del maestro. Todo el esfuerzo suponia un intento por superar una situacién
curricular que nos era claramente insatisfactoria, por cuanto considerdbamos que tanto
la formacién cientifica como didactica de los estudiantes para profesores resultaba
claramente insuficiente.
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PUNTO DE INFLEXION. LA DECADA DE LOS 80

Algunos de los acontecimientos que tuvieron lugar en esos afios nos afectaron de
manera directa y consideramos estdn en el origen de un cambio importante en nuestra
actividad profesional. El desarrolllo de la Ley de Reforma Universitaria, en el afio
1983, provocé que los profesores que trabdjabamos en las Escuelas de Magisterio nos
integraramos en departamentos universitarios, optando por un Area de Conocimiento
llamada «Did4ctica de la Matematica», que nacia en 1984, independiente de las areas
de Matemadticas y de las de Ciencias de la Educacion. Las Pruebas de Idoneidad con-
vocadas ese afio nos dieron estabilidad profesional. Muy pronto en el afio 1987 se
celebra en Valencia la I reunién de profesores del drea de Didactica de la Matematica
para debatir seis preguntas sobre la naturaleza de la Didactica de la Matemaética como
disciplina, lo que es considerado por Sdnchez (1997) como los primeros pasos en un
intento de caracterizar los problemas de nuestra drea de conocimiento en el contexto
de la formacion inicial de maestros.

En Rico (1994) se muestra un cuadro con la adscripcién de los profesores del area
de Didactica de la Matematica a 27 departamentos universitarios, de los que 3 eran
especificos del 4rea, 14 departamentos en union con 4reas de Matemadticas y 7 con el
drea de Did4ctica de las Ciencias Experimentales. La creacién de estos departamentos
supuso disponer de medios personales y materiales, ayudas institucionales y otros
recursos para facilitar la investigacion en este campo (Rico y Sierra, 2000).

LA INVESTIGACION. LA DECADA DE LOS 90

El paso anterior facilité que en la década de los 90 se intensificara la realizacién
y direccidn de tesis doctorales de profesores del drea, y un mayor protagonismo en el
desarrollo de proyectos de investigacion, regionales y nacionales, sobre temas especificos
de la educacién matematica. Rico (1999) sitda el inicio de los primeros Programas de
Doctorado de Didactica de la Matematica en el curso 1988-89, en las Universidades
Auténoma de Barcelona, Granada y Valencia. En 1994, especificamente, o en cola-
boracién con otras dreas, se constataban diferentes Programas de Doctorado en las
universidades de Almeria, Auténoma de Barcelona, Granada, Extremadura, La Laguna,
Sevilla, Valencia y Valladolid. Era un cambio respecto de la situacion anterior donde eran
los Departamentos de Ciencias de la Educacién o de Psicologia los que nos daban apoyo
y cobertura para la lectura de Tesis Doctorales sobre Educacién Matematica (Blanco,
2011).Y, tuvo como consecuencia la formacién de un nuevo profesorado universitario
motivado e interesado por la investigacion en educacién matemadtica (Rico, 1999), lo
que mostraba un salto cualitativo importante en este 4mbito de investigacion.

Es, también, significativo que en el afio 1996 se creara la Sociedad Espaiiola de
Investigacion en Educacion Matemdtica> en un acto al que asisten 35 investigadores
universitarios que representan a 20 universidades espafiolas y sobre cuya constitucién
podemos encontrar referencias en el Boletin n° 0 de la sociedad (SEIEM, 1996). En
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1997, se celebra su primer simposio donde quedan organizados grupos de trabajo que se
nuclean en torno a las principales preocupaciones sobre la investigacién en educacion
matematica de sus miembros. Que contindan en la actualidad.

Probablemente, estas referencias anteriores ratificarian la determinacién de las tres
etapas de crecimiento, en la investigacion en educacién matematica, que Torralbo, Vallejo
y Ferndndez (2003) consideran: 1965 — 1985; 1986 — 1995 y a partir de 1996. Rico y
Sierra (2000) aclaran esta distincién al sefialar que la primera etapa corresponderia con
la realizacidn de tesis doctorales en otras dreas educativas, que finalizaria a finales de
los 80 y principio de los 90. La segunda, centrada en la matemaética pero sin una visién
especifica del propio campo. Y la tercera generacion serian doctores formados dentro
de los programas de doctorados de Did4ctica de la Matematica.

A pesar del escaso tiempo, los trabajos de M. Torralbo, M. Vallejo y A. Ferndndez,
cuyas producciones son claramente visibles en revistas nacionales e internacionales,
muestran la produccién cientifica en referencia a la produccién de tesis doctorales.
Igualmente, existen otros trabajos que analizan el impacto internacional de nuestras
publicaciones (Llinares, 2008).

LA DOCENCIA. LA DECADA DE LOS 90

En 1990 se aprob6 la LOGSE, que suponian un enfoque diferente en la ense-
fanza que debiera ser transmitido y asumido por los fututros maestros. El Real Decreto
1440/1991 (BOE, 11 —X - 1991) estableci6 el titulo universitario de Maestro con las
nuevas especialidades (Educacion Primaria, Educacién Infantil, Lengua Extranjera,
Educacién Especial, Educacion Fisica y Audicion y Lenguaje) y las directrices gene-
rales para su obtencion.

Esta referencia afiadia un elemento més de reflexién sobre la actividad que debié-
ramos desarrollar en nuestras aulas. Los programas de formacién de profesores se
movian en tres niveles. Aquellos que enfatizaban los contenidos matematicos tradicio-
nales, otros que incorporaban estudios o experiencias que surgian en relacion a la E/A
de las Matematicas, dando mayor peso a aspectos pedagdgicos y algunos pocos que
se centraban directamente en la didéctica de la matemadtica en la educacién preescolar
y primaria, asumiendo la necesidad de definir un cuerpo de conocimiento especifico,
que considerara que el conocimiento escolar matemdtico no debe ser tratado como
una mera simplificacién del conocimiento matematico formal y cuya E/A requiere de
unas condiciones, también especificas. Es decir, convivian, y aiin conviven, diferentes
tendencias en la formacién de maestros, en nuestra drea de conocimiento.

En Abraira et al (1997) se analizaron los planes de estudio de la Especialidad de
Primaria de 69 centros que impartian 126 asignaturas, troncales y obligatorias, rela-
cionadas con las Matematicas. El nimero de créditos de las asignaturas variaba de 4,5
a 21. El 58 % de los casos variaban entre 12 y 16 créditos, un 22 % tenia menos de
12 créditos y un 20 % de los centros tenia mas de 16 créditos. Sin ser una referencia
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que justifique los tres niveles anteriores ya que eso hubiera implicado un estudio de
los programas, de las asignaturas encontradas en los planes de estudio, 13 se llamaban
‘Matematicas’, 66 utilizaban la expresion ‘Matemdticas y su didéctica’ y 16 utilizaban
la expresion ‘Diddactica de la Matemadtica’ y 8 algin otro titulo relacionado con la E/A
de las matematicas en primaria.

Lo anterior evidenciaba soluciones diferentes a la misma situacién lo que era
visto por algunos como un elemento de reflexién y significaba un nuevo reto centrado
en la necesidad de organizar la actividad docente como formador de profesores. Esta
preocupacion estd en el origen la reunién que celebramos en Badajoz, en noviembre de
1995 al objeto de realizar aportaciones al curriculum en la formacidn inicial de los pro-
fesores de primaria en el drea de matemaética (Blanco y Cruz, 1997), a la que asistieron
38 profesores del drea de 17 Escuelas de Magisterio. En cierto modo, esta reunién era
continuacién de la celebrada en Valencia en 1987 «para dar respuesta a las preguntas
planteadas y afiadir otras nuevas que surgian como consecuencia del nuevo contexto
cientifico e institucional» (Sanchez, 1997, p. 19). Habia que justificar, més all4 de los
aspectos legales, las razones que subyacen en las diferentes posturas y en la forma de
entender y dotar de significado a nuestras materias. E implentar programas que ayudaran
a los EM a asumir esa nueva cultura matematica escolar, tomando como base nuevos
dominios del conocimiento de los profesores (Sanchez, 1997).

También Encarna Castro se refiri6 a los diferentes tipos de conocimiento necesarios
en la formacién de profesores tomando como referencia los trabajos de L. Shulman.
Y, reivindico la formacién matematica de los educadores de infantil al asumir que las
matematicas que los nifios aprenden de manera informal ejerce una gran influencia en el
dominio posterior de las técnicas basicas (Castro, 1997). Siguieron otras intervenciones
que pusieron de manifiesto la necesidad de seguir reflexionando sobre el curriculum en
la formacién de los maestros.

En febrero de 1997 se celebré un nuevo encuentro en la Universidad de Le6n
(Abraira y De Francisco, 1997), en el que participaron 95 profesores de 26 universidades.
Se entendia que «la Diddctica de la Matemadtica empezaba a ampliar su conocimiento
tedrico desde las investigaciones cognitivas, las reflexiones tedricas, etc. Eso planteaba
cuestiones relativas a «cémo incorporar dicho conocimiento tedrico a las asignaturas
que estaban dirigidas a formar profesores de EGB» (Llinares, 1998, p. 26).

Posterioremente se desarrollaron otros cuatro encuentros nacionales, en torno a la
formacidn del profesorado de matemadticas en todos los niveles educativos, organiza-
dos en la Universidad de La Rioja (Murillo, Escolano y Gairin, 1998), Universidad de
Huelva (Carrillo y Climent, 1999), Universidad de Oviedo (Corral y Zurbano, 2000) y
Universida de Alicante (Penalva, Torregrosa y Valls 2002). Siempre hemos lamentado
que de una u otra manera no hubieran continuado estos encuentros.

De cualquier manera, se asumio la necesidad de publicar aquellos resultados que se
iban obteniendo en relacién a la formacién de Maestros y que pudieran ser ttiles en la
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actividad docente o libros que recogieran aportaciones especificas para tal fin (Castro,
2001; Contreras y Blanco, 2002; Chamorro, 2003b; Godino et al, 2004, entre otros).

PUNTO Y SEGUIDO. LA SITUACION ACTUAL

Hasta aqui llega mi aportacion, ya que la referencia a la situacion actual mostraria
una nueva propuesta curricular en la enseflanza con las referencias a las competencias,
sobre las que tristemente hemos obviado el giro ideolégico que suponen, un nuevo
marco para la formacién de profesores con los grados y los madster, y una reiterada
referencia al fracaso escolar a partir de los informes internacionales. Sin embargo, este
punto y seguido puede forjarse sobre nuevos pilares més consistentes. Las referencias y
reflexiones anteriores nos permiten asumir que el drea de conocimiento de Didéctica de
la matematica ha conseguido un buen nivel de consolidacién, tanto en la investigacion
como en la formacion de Maestros. Es evidente que somos un grupo joven como colec-
tivo cientifico y queda mucho camino. Pero entiendo que los retos actuales en relacién
al nuevo marco institucional que se nos presenta en las universidades y que han llevado
a la implantacién de los nuevos grados podremos asumirlos con mayor diligencia y
solidez que en las situaciones anteriores. Asi, en el aspecto investigador contamos con la
consolidacién de departamentos y programas de doctorado y el papel de la SEIEM como
sociedad dinamizadora, mientras que en el aspecto docente las aportaciones realizadas
en las jornadas celebradas en Castro Urdiales (Santander) en abril de 2011 pudiera ser
un buen punto para relanzar la reflexion sobre la formacioén inicial del profesorado de
Matematicas en los grados de infantil y primaria.
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FORMACION DE PROFESORES DE MATEMATICAS:
CAMPO CIENTIFICO, TRAYECTORIA INVESTIGADORA
Y ESPACIO PERSONAL COMPARTIDO

Mathematics teacher education:
scientific field, research trajectory and shared personal space

Victoria Sdnchez
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RESUMEN

Tomando como hilo conductor diferentes ediciones, separadas mas o menos por una década,
del congreso anual organizado por el ‘International Group for the Psychology of Mathematics
Education’, presentamos en este trabajo algunos de los avances experimentados en el estudio
del profesor y los miltiples aspectos con €l relacionados (conocimiento y creencias del profesor,
desarrollo profesional, etc.), incluyendo en particular la formacién de profesores en relacién
con las matemadticas. El objetivo es intentar hacer visibles tanto aportaciones concretas que
han contribuido a estos avances como algunos espacios personales compartidos que se han ido
generando a lo largo de los afios.

Palabras clave: Formacion de profesores; Matemadticas; Trayectorias de investigacion

ABSTRACT

Taking as a guiding thread different sessions, separated more or less for a decade, of the
Annual Conference organized by the ' International Group for the Psychology of Mathematics
Education', I present in this work some advances experimented in the teachers’ study, and diffe-
rent aspects related to them (teachers’ knowledge and beliefs, professional development, etc.),
including, in particular, mathematics teacher education. The aim is to make visible both some
specific works that have contributed to these advances and some shared personal spaces, which
have been generated over the years.

Keywords: Mathematics; Teacher education; Research trajectories
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INTRODUCCION

En las ultimas décadas la formacién de profesores en relacion con las matema-
ticas ha pasado de ser una materia instrumental a un campo cientifico, en el que se
identifican problemas, se transforman en objetivos de investigacion bajo una perspec-
tiva tedrica compatible, se abordan con metodologias adecuadas y se alcanzan unos
resultados que aportan soluciones a dichos problemas y que, en ocasiones, permiten
una nueva reformulacién de los mismos. En este avance, movidos a veces por un
contacto directo con la labor de formacién de profesores en todo lo relacionado con
la mencionada materia, labor que ha permitido identificar algunos de esos proble-
mas en la propia préctica, se han insertado trayectorias de investigacion de muchos
investigadores e investigadoras.

Pero toda trayectoria tiene su recorrido y sus puntos notables. En el caso de las
trayectorias investigadoras estos puntos estdn marcados, entre otras cosas, por publica-
ciones, aportaciones relevantes y asistencia a encuentros o congresos en los que se valida
el quehacer investigador. En este trabajo vamos a centrarnos en uno de estos congresos.
Concretamente, el eje conductor del mismo van a ser diferentes ediciones, separadas
mds o menos por una década, del congreso anual organizado por el International Group
for the Psychology of Mathematics Education, conocido por sus siglas como PME,
que se desarrolla ininterrumpidamente desde el afio 1976. Estos congresos anuales, de
reconocido prestigio en la comunidad internacional, posibilitan una aproximacién a la
evolucién del campo de la educacion matemdtica, visibilizan las aportaciones investiga-
doras y permiten crear un espacio personal compartido con otros colegas de diferentes
paises y procedencias. De hecho, algunas publicaciones como la de Gutiérrez y Boero
(2006) han sido editadas con el objetivo de proporcionar informacion sobre el rango
de materias y contribuciones de esos congresos en las diferentes dreas de investigacion
en la educacién matematica, en el periodo comprendido entre 1976 y 2006. Aqui, en
particular, estos congresos nos permiten centrarnos en trayectorias concretas como la
de la Doctora Encarna Castro y la mia propia, mostrar algunas aportaciones y, sobre
todo, recordar vivencias compartidas en ellos, vivencias que han contribuido a crear ese
espacio personal que aqui se pretende visibilizar.

UN PUNTO DE PARTIDA

Dentro de las diferentes formas de participar incluidas en la estructura de los
congresos anuales del PME, que con algunas variaciones en sus objetivos y organiza-
cion se han mantenido a lo largo de las sucesivas ediciones de los mismos, aqui nos
vamos a centrar en tres: Los Grupos de Discusion (Discussion Groups en el original),
las Sesiones de Trabajo (Working Groups o Working Sessions en el original) y los
Informes de Investigacion (Research Reports en el original). Los Grupos de Discu-
sién pretenden ofrecer a los asistentes la oportunidad de discutir un tema especifico
de investigacion de interés comun. El objetivo de las Sesiones o Grupos de Trabajo es
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que los participantes en el congreso puedan implicarse en actividades conjuntas en un
tema de investigacion. Por dltimo, los Informes de Investigacion suelen ocuparse de
presentar nuevas investigaciones, indicando cdmo se desarrollan, los resultados que
se van obteniendo, y abriendo nuevas vias y futuras lineas de trabajo. El motivo de
centrarnos en estas tres formas de participar (y no en otras) es que las dos primeras
se han mantenido a lo largo de todas las ediciones y, al ser propuestas por los propios
investigadores, dan una idea muy dindmica del ‘estado de la cuestién’. En las actas de
los diferentes congresos se incluyen las preguntas planteadas por los organizadores
de estas sesiones para discutir en ellas; por brevedad, y dado el caracter de estas apor-
taciones, en las paginas siguientes no haremos mencién a dichos organizadores como
autores de publicaciones estdndar (articulos, capitulos de libros, etc.) ni los incluiremos
en la seccidn de referencias. Los Informes de Investigacion, altamente competitivos
por su exigente proceso de seleccién, validan la calidad de las investigaciones en
desarrollo. En los tres casos, nos vamos a ocupar exclusivamente en los que guardan
relacion con el objetivo de este trabajo.

El comienzo de la década de los 90 supuso un gran avance para el estudio del
profesor y los miltiples aspectos con €l relacionados (conocimiento y creencias del
profesor, desarrollo profesional, etc.), incluyendo en particular la formacién de pro-
fesores en relacion con las matematicas. Asi, en el XV PME celebrado en Asis del 29
de junio al 4 de julio de 1991, de un total de 10 Grupos de Trabajo propuestos (ver
Furinghetti, 1991) tres se ocupan de los profesores con temadticas diversas. ;Qué ideas se
puede considerar que fueron en ellos relevantes como indicadores de lo que interesaba
a los investigadores en aquellos momentos? En el propuesto por Dawson, Jaworski y
Wood, centrado en la formacién permanente de los profesores desde una perspectiva de
investigacion, se plantearon algunas cuestiones tan interesantes (y todavia tan actuales)
como la forma en que podian afectar al desarrollo de los cursos incluidos en la forma-
cion permanente las expectativas de los participantes, los dilemas de los formadores
de profesores relacionados con estos cursos (flexibilidad versus control), de qué modo
se podria apoyar a los profesores en activo participantes en esos cursos a implementar
las ideas en ellos desarrolladas, (lo que los autores denominaban el peligro de que no
haya sucedido nada cuando se vuelve al trabajo normal) y qué metodologias podian
ser las m4s adecuadas.

En esta misma linea, pero centrado en el desarrollo profesional de los profesores
de matematicas, en el Grupo de Discusién liderado por Nerida Ellerton se planteaban
como preguntas de investigacion las implicaciones que podria tener la investigacion
desde diferentes perspectivas tedricas (etnomatemadticas/cotidianas, constructivistas) en
los programas de formacién inicial y permanente de los profesores. Por dltimo, Lerman
y Scott-Hodgetts continuaban en el grupo de trabajo una linea ya iniciada en previos
Grupos de Discusion sobre los temas relacionados con los profesores como investiga-
dores, y como involucrarlos en la investigacidn colaborativa. En este encuentro, de los
ocho Grupos de Discusién incluidos no hubo ninguno directamente relacionado con
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el profesor. Cabe destacar la importancia que ya se empezaba a asignar a las nuevas
tecnologias, reconociéndose en el prefacio como una innovacién relevante la inclusion
de un panel especificamente dedicado a su papel en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas.

Finalmente, dentro los 126 Informes de Investigacién presentados, entre otras
aportaciones de autores espafioles que participaron en este congreso y compartiendo la
autorfa del Informe presentado con otros compafieros, estdbamos la profesora Castro
(Castro, Rico, Batanero y Castro, 1991) y nosotros (Llinares y Sdnchez (1991). La pri-
mera aportacion se centraba en delimitar las variables que intervienen en los problemas
de comparacién elementales y el estudio de su efecto en los niveles de dificultad obser-
vada en los alumnos. Aunque los descriptores asignados no la situaban dentro de los
apartados relacionados directamente con los profesores, en ella se ponia el interés sobre
los aprendices y los procesos de aprendizaje en el campo numérico, lo que pensamos
era un paso necesario para empezar a dotar de contenido a los programas de formacién.
Nuestra aportacién examinaba algunos aspectos del conocimiento de contenido peda-
gbgico que los estudiantes para profesores tenian sobre las fracciones, en particular,
sobre la nocién de unidad. Ambos trabajos compartian dos cosas: trabajar en teméticas
muy actuales en aquellos momentos y el hecho de que estaban redactados en espaiol
(dltimo congreso en el que se permitid).

Un afio después, en el siguiente PME que tuvo lugar en New Hamsphire, de
nuevo aparecieron en lo que esta vez se denominaron Grupos de Trabajo los tres
temas mencionados en el anterior congreso, continuidad que puso de manifiesto la
importancia de lo planteado en ellos. En esta ocasidn, de los seis Grupos de Discusion
incluidos (ver Geeslin y Graham (Eds.), 1992), en el liderado por Carter y Richards
aparecia ya como algo de interés el problema de cémo ayudar a los profesores a aco-
meter las reformas pretendidas en las nuevas orientaciones curriculares que estaban
emergiendo, y los dilemas que se les planteaban a estos profesionales. La misma
continuidad mostrada en estos Grupos se mostraba en nuestros propios trabajos ya
que, de nuevo, entre los 92 Informes de Investigacion aceptados, se incluian nuestras
aportaciones que continuaban vinculadas a los procedimientos usados por los nifios
en problemas de comparacién (Castro, Rico y Castro, 1992) y al conocimiento de
contenido pedagdgico de los futuros profesores (Sdnchez y Llinares, 1992). Desafor-
tunadamente, estas aportaciones ya no fueron en nuestro idioma pero fueron, como
las anteriores, una pequeifiisima aportacién a la internacionalizacién de un campo
cientifico que en nuestro pais habia empezado a despegar afios atrds. En cuanto a la
creacion del espacio compartido, podemos ver en la Figura 1 uno de esos momentos
que contribuyeron a crearlo.
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Figura 1. Un alto en el camino

EN EL INTERMEDIO

Una década més tarde el 26 congreso del PME (Cockburn y Nardi, 2002), cele-
brado en Norwich (Reino Unido) del 21 al 26 de julio del 2002, no presentd ninguna
aportacion en los Grupos de Discusion ni en las Sesiones de Trabajo que se pueda con-
siderar directamente relacionada con la temdtica que aqui nos ocupa. Pero si volvemos
a encontrar entre los 165 Informes de Investigacion aceptados aportaciones espafiolas
y, entre ellas, de nuevo las nuestras, que se situaban dentro de las nuevas lineas en las
que habian evolucionando nuestros trabajos. Asi, en el trabajo de Cafadas, Castro y
Gomez (2002) se presentaba una aportacion tedrica que mostraba algunas clasificacio-
nes de trabajos previos sobre la prueba matematica, subrayando su caracter importante
y problemdtico en la educacién matematica indicado en diferentes estudios, y utili-
zando algunos de sus resultados para ayudar a los profesores a mejorar la comprensioén
matemadtica de los estudiantes. En este trabajo ya se mencionaba la importancia del
razonamiento inductivo como el tipo de prueba mas comiin utilizada por los alumnos.
Precisamente esta importancia se vio reflejada en trabajos publicados directamente
relacionados con la formacién inicial de profesores, que incidian en la importancia de
este razonamiento en dicha formacion (ver, por ejemplo, entre otras aportaciones rela-
cionadas con el tema, Cafiadas y Castro, 2002). En nuestro caso (Escudero y Sanchez,
2002), el trabajo tenia como objetivo profundizar en los diferentes aspectos que confi-
guran la préctica del profesor de matematicas, en el caso de profesores de Secundaria
en ejercicio, utilizando la integracién de dominios de conocimiento del profesor como
una forma de entender mejor la diferente forma de abordar el proceso de ensefanza.
Los resultados nos permitieron apreciar la complejidad de aspectos que confluyen en
una situacién de ensefianza (Escudero y Sanchez, 2007). Cabe destacar que en ambos
casos las investigaciones presentadas estaban de algin modo relacionadas con las tesis
doctorales de alguno de los coautores. De este modo, un nuevo papel como directoras
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de estos trabajos marcaba un nuevo paso en nuestras trayectorias. En cuanto al espacio
personal, pues afortunadamente no hay constancia grafica del baile medieval incluido
en el programa de festejos del Congreso, celebrado en un antiguo y precioso edificio,
al que junto con otros colegas ambas asistimos.

LAS ULTIMAS ETAPAS

El 32 PME celebrado en Méjico en el 2008 (Figueras, Cortina, Alatorre, Rojano
y Sepilveda, 2008) conjuntamente con la versién norteamericana del congreso (PME-
NA XXX), supuso un nuevo esfuerzo por evidenciar el avance en el campo. En los
Grupos de Discusion aparecieron temas de gran interés relacionados con el profesor, y
que reflejan lo nuevo y lo que permanece. Asi, Borba y Llinares, entre otras preguntas,
plantearon, cémo se pueden desarrollar metodologias b-learning tanto en la ensefanza
de las matemdticas como en la formacién de profesores, y qué diferencias plantean
los cursos online en la formacion inicial y la formacidn continua de los profesores. La
necesidad de proporcionar tanto una fundamentacién adecuada a la formacién de pro-
fesores como oportunidades para considerar las creencias en relacion a las matemaéticas
como un contenido objeto de ensefianza/aprendizaje, en relacion a su ensefianza y en
relacidn a su aprendizaje vuelve a aparecer en el grupo liderado por Neubrand, Chick y
Leikin. También en la Sesién de Trabajo propuesta por Novotnd, Brown y Goos, surge
de nuevo el tema de la investigacion colaborativa entre profesores de distintos niveles,
incluidos los universitarios, analizando los puntos fuertes y débiles que se han presentado
en diferentes experiencias de colaboracion.

La preocupacion de la Dra. Castro y su equipo por las estrategias de los alumnos
y el razonamiento inductivo volvié a ponerse de manifiesto en el Informe de Investi-
gacidn presentado por Cafiadas, Castro y Castro (2008), que permitia aproximarse con
sus resultados a un procedimiento para identificar estrategias inductivas que, aunque
ejemplificado en un problema concreto, podria ser extrapolable a diferentes contenidos.
Junto con este Informe se presento otro que se centraba en el andlisis del uso del pensa-
miento relacional en los estudiantes, describiendo las diferentes estrategias identificadas.
Aunque no estaban directamente relacionados con la formacién de profesores, ambos
trabajos pueden tener una clara repercusion a la hora de caracterizar contenidos especi-
ficos, que deberian ser incluidos en los programas de formacién de profesores respecto
a las propias matemadticas y que, bajo nuestro punto de vista, pueden conducir a carac-
terizar unas matemadticas especificas para estos profesionales (Garcia y Sanchez, 2012).

Debido a mi ausencia, no coincidimos en este PME, ni tampoco en el celebrado tres
afios més tarde en Ankara (Ubuz, 2011) al que yo si asisti. En este congreso, explorar
diferentes perspectivas tedricas sobre el aprendizaje y desarrollo de formadores de profe-
sores en relacion con las matemadticas (apareciendo como tema importante nuestra propia
formacidn) fue un objetivo que se planted en la sesién de Trabajo liderada por Goos, Cha-
pman, Brown y Novotnd. Junto a ello, la importancia de trabajar con profesores digamos
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con ‘poco éxito’ fue la temdtica abordada por Anne Cockburn en un Grupo de Discusién.
Por nuestra parte, nuestro Informe de Investigacién formaba parte de una investigacién
més amplia en la que pretendiamos indagar sobre las relaciones entre las normas socio-
matematicas y matemadticas en la interaccion entre futuros maestros cuando resuelven
una tarea relacionada con la definicién matematica desde una perspectiva sociocultural
(Sanchez y Garcia, 2011). En el caso de los dos Informes de Investigacién mencionados
(presentados en uno u otro de los PME citados), estas aportaciones suponian un nuevo
paso en las trayectorias: se enmarcaban en el desarrollo de proyectos de I+D+i financiados
en convocatorias competitivas, lo que suponia una incorporacién de pleno a la actividad
investigadora desarrollada en otros campos cientificos digamos ‘tradicionales’.

A MODO DE CONCLUSION

A lo largo de esta aportacion, con respecto a la evolucién del campo cientifico que
se ocupa de todo lo que tiene que ver con el profesor y las matematicas, hemos podido
apreciar como la importancia dada a los programas y cursos de formacion (primero
en forma presencial y finalmente incorporando nuevas tecnologfas), la incorporacién
de diferentes perspectivas tedricas en su conceptualizacion, el papel de las creencias y
conocimiento del profesor en ellos, y el problema de cémo involucrar a los profesores en
la investigacidn colaborativa, han sido recurrentes a lo largo de los afios, extendiéndose
progresivamente a docentes de niveles universitarios.

En cuanto a las trayectorias investigadoras de la Dra. Castro y la mia propia, ambas
vienen representadas por tres descriptores: internacionalizacion, direccién de trabajos
de investigacion, y participacién en proyectos de investigacion, descriptores que fue-
ron los hitos que marcaron el camino seguido en ellas. Por dltimo, en cuanto a nuestro
espacio personal compartido, podemos decir que la labor realizada por una generacion
de investigadores de nuestro pais que se esforzaron en proyectar su trabajo fuera de
nuestras fronteras, y los estrechos lazos que se crearon entre ellos, son algo que nos
parece importante que se mantenga en las presentes y futuras generaciones. A ellas y,
por supuesto, a la Dra. Encarna Castro va dedicado este trabajo.

REFERENCIAS

CaRNapas, M. C. y Castro, E. (2002). La CaNADAS, M.C., CastrO, E. y GOMEZ, P.

importancia del razonamiento inductivo
en la formacion inicial de profesores. En
J. Gutiérrez, A. Romero, y M. Coriat, M.
(Eds.), El Practicum en la formacion inicial
del profesorado de magisterio y educacion
secundaria: avances de investigacion, fun-
damentos y programas de formacion (pp.

133-138). Granada: Universidad de Granada.

(2002). Didactical reflections about some
proofs of the pythagorean proposition. En
A.D. Cockburn y E. Nardi (Eds.), Proceed-
ings of 26" PME (Vol. 2) (pp. 177-184),
Norwich: University of East Anglia.

CANADAS, M.C., CasTrO, E., CasTRO, E.

(2008). Description of a procedure to iden-
tify strategies: The case of the tiles problem.



234

En O. Figueras, J. L. Cortina, S. Alatorre, T.
Rojano y A. Sepulveda, (Eds.), Proceedings
of the Joint Meeting of PME 32 and PME-
NA XXX, Vol. 2 (pp. 257-264). Morelia:
CINVESTAV-UMSNH.

CAsTRO, E., RicO, L., BATANERO, C. y CAs-
TRO, E. (1991). Dificultad en problemas de
estructura multiplicativa de comparacion.
En F. Furinghetti (Ed.), Proceedings of the
15th PME (Vol. 2) (pp. 192-198). Assisi,
Italy: PME.

Castro, E., Rico, L., y CasTro, E. (1992).
Choice of structure and interpretation of
relation in multiplicative compare prob-
lems. En W. Geeslin y K. Grahan, (Eds.),
Proceedings of the 16" PME (Vol. 1) (pp.
113-120). Durham, NH: PME.

CocCKBURN, A. D. y Narpy, E. (Eds.) (2002).
Proceedings of the 26" PME (pp. 177-184),
Norwich: University of East Anglia.

ESCUDERO, 1. y SANCHEZ, V. (2002). Integra-
tion of domains of knowledge in mathemat-
ics teachers' practice. En A.D. Cockburn y
E. Nardi, (Eds.), Proceedings of the 26th
PME (Vol. 4) (pp. 177-184). Norwich: Uni-
versity of East Anglia.

Escubpgro, 1. y SANCHEZ, V. (2007). How
do domains of knowledge integrate into
mathematics teachers’ practice? Journal of
Mathematical Behavior, 26, 312-327.

FIGUERAS, O., CORTINA, J. L., ALATORRE, S.,
RojaNo, T. y SEPULVEDA, A. (Eds.) (2008).
Proceedings of the Joint Meeting of PME
32 and PME-NA XXX. Mexico: Cinvestav-
UMSNH.

FurINGHETTI, F. (Ed.) (1991). Proceedings
of the 15th PME. Assisi: Published by the
Program Committee.

INVESTIGACION EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA

Garcia, M. y SANCHEZ, V. (2012). Think-
ing about a mathematics for mathematics
teachers. For the Learning of Mathematics
32(1), 23-25.

GEESLIN, W. y GRAHAM, K. (Eds.) (1992). Pro-
ceedings of 16th PME. Durhan, USA: PME.

GUTIERREZ, A. y BoEro, P. (Eds.) (2006).
Handbook of research on the psychology
of mathematics education. Sense Publish-
ers: Rotterdam.

LLINARES, S. y SANCHEZ, V. (1991). The
knowledge about unity in fraction tasks of
prospective elementary teachers. En F. Fur-
inghetti (Ed.), Proceedings of the 15th PME
(Vol. 2) (pp. 334-341). Assisi, Italy: PME.

MovriNa, M., CasTrO, E. y CasTrO, E.
(2008). Third graders” strategies and use
of relational thinking when solving number
sentences. En O. Figueras, J. L. Cortina, S.
Alatorre, T. Rojano y A. Sepilveda, (Eds.),
Proceedings of the PME32 and PME-NA
XXX (Vol. 3) (p. 399-406). Morelia: CIN-
VESTAV-UMSNH.

SANCHEZ, V. y LLINARES, S. (1992). Prospec-
tive elementary Teachers' pedagogical
content knowledge about equivalent frac-
tions. En W. Greeslin y K. Graham, (Eds.),
Proceedings of the 16th PME (Vol. 2) (p.
274-281). Durham, NH: PME.

SANCHEZ, V. y GARrcia, M. (2011). Socio-
mathematical and mathematical norms in
pre-service primary teachers’ discourse.
En B. Ubuz (Ed.), Proceedings of the 35th
PME (Vol. 4) (p. 105-112). Ankara, Turkey:
PME.

UBuz, B. (Ed.) (2011). Proceedings of the 35th
PME. Ankara, Turkey: PME.



UNA MIRADA RETROSPECTIVA AL POTENCIAL INNOVADOR
DESARROLLADO POR EL GRUPO EGB-SEMINARIO CIEM
EN EL CAMPO DE LA ENSENANZA-APRENDIZAJE
DE LAS MATEMATICAS (1983-1995)

A retrospect view to the innovative power developed by Grupo EGB-
Seminario CIEM in the teaching-learning of mathematics (1983-1995)

José Gutiérrez®, Evaristo Gonzdlez?, Antonio Tortosa®
aUniversidad de Granada, °Colegio Publico Sierra Nevada (Granada),
°Centro de Educacién Secundaria y Formacién Profesional
«Santiago Ramoén y Cajal» (Granada)

RESUMEN

El trabajo que aqui presentamos integra una mirada retrospectiva, que triangula las voces de
integrantes del grupo CIEM a treinta afios de su creacion, siendo su propdsito primordial rendir
homenaje a la profesora Castro con algunos testimonios subjetivos que analizan las aportaciones
mas relevantes de este grupo al campo de la investigacion en educacién matemadtica y la for-
macién de profesores en un contexto histérico y educativo concreto. Se describe la estructura y
funcionamiento, la metodologia de trabajo, sus consecuencias para los integrantes y una sintesis
de la produccién investigadora.

Palabras Clave: Educaciéon matemadtica; Desarrollo profesional docente; Didéctica activa;
Investigacion accién-colaborativa; Resolucién de problemas.

ABSTRACT

The paper shows a retrospect view, that triangulates the members’ voices of the CIEM
Group, thirty years later. Its primary purpose being to pay tribute to Professor Encarna Castro
with some subjective evidence that analyze the most important contributions of this group to the
field of research in mathematics education and training of teachers in a particular historical and
educational context. We describe the structure and operation, the methodology, its consequences
for the members and a summary of the outcomes of research.

Key Word: Active teaching; Collaborative action research; Mathematic education; Problems

solving; Teacher professional development.
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EL GRUPO EN SU CONTEXTO HISTORICO
Antecedentes

Durante el periodo 83-95, un grupo de 5 profesores de universidad conjuntamente
con 22 maestros de primaria en ejercicio comienzan a desarrollar propuestas de trabajo
colaborativo en el dmbito de la resolucion de problemas y el aprendizaje constructi-
vista de las matemadticas. Inicialmente bajo el nombre Grupo E.G.B. de la AMPA, y
posteriormente Seminario CIEM de la SAEM THALES, se va constituyendo una comu-
nidad de aprendizaje que comparte problemas de ensefianza y propone situaciones de
aprendizaje que traslada a las aulas para evaluar su potencial innovador bajo modelos
de investigacién-accion y disefios comprensivos.

Los referentes conceptuales y metodolégicos internos del trabajo del Grupo CIEM
beben de la experiencia adquirida por parte de sus miembros en la década anterior en la
Investigacion Granada Mats (Rico y cols., 1985), entre cuyos investigadores del equipo
se encuentra la Profesora Castro. Sin ser estrictamente una continuidad, el Seminario
CIEM es heredero de los aprendizajes de ese proyecto. Un proyecto evaluativo pio-
nero, de amplia envergadura e impacto cientifico que permitié reorientar la tradicién y
modelos al uso sobre planificacién curricular hacia un tipo de investigacion basada en
la evidencia de dominios conceptuales/procedimentales y su adecuacién por niveles a
partir de indagaciones empiricas en el aula que permitian documentar libros de texto y
fundamentar las orientaciones didacticas para el profesor, representando una metodologia
de anélisis didactico y disefio del curriculum de matematicas desde un riguroso control
empirico a la luz de las evidencias de investigacién experimentadas en la prictica.

Actores e instituciones en busca de un modelo propio de investigacion educativa

Corrian los afios 80, la antigua Escuela Normal sita en Gran Via albergaba, en
uno de los bajos de su torreta, apenas un par de despachos compartidos, un embudo
de biblioteca y dos salas de reuniones, que en ese momento no tenian ordenadores. El
profesor Rico nos invit6 a una reunién con maestros a fin de analizar los recién publi-
cados Programas Renovados del MEC. La mayoria de profesores en ejercicio habian
sido alumnos suyos, alguno atn cursidbamos su optativa de 3°.

— «Fue mi comienzo en la investigacion al inicio de mi carrera docente; supuso el
primer acercamiento al mundo de las publicaciones, aunque fuese en gran grupo; supuso
también un contacto con la realidad escolar que en muchos casos estaba muy alejada de
planteamientos tedricos.» (Profesor 5)

— «En mi caso me incorporé cuando ya estaba funcionando y me adapté facilmente a
la metodologia del grupo, en donde habia gran presencia de maestros en ejercicio... Me
ha permitido profundizar en algunos temas de investigacién desconocidos hasta entonces
para mi, como el relativo a la Evaluacién, que posteriormente ha influido en mi formacién
y en mi investigacion.» (Profesor 3)
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— «Me sirvié como motivador de lo que hacia en el aula y ver las posibilidades que
tenia la didactica y la metodologia que no habia experimentado en mis pasos por la uni-
versidad durante mis estudios de magisterio y pedagogia... La motivacién para entrar
cada mafiana en la escuela pensando que se puede modificar el curriculo, la didactica, la
metodologia y los materiales. Que en la escuela puede aprender tanto el maestro como
el alumno.» (Profesor 2)

Figura 1. Escuela Normal de Granada

El afdn democratizador que vive nuestro pais en esos momentos salpica también
las formas de hacer investigacién educativa orientada al compromiso, un tipo de inves-
tigacion artesanal, de «bajo voltaje», que persigue visualizar cambios a pequefia escala,
desde la simbiosis entre la formacidn universitaria con los problemas reales de la préctica
en las aulas de matematicas.

«nos encontramos inmersos en un proceso de cambio sobre lo que debe de ser la
enseflanza en general y, por tanto, la ensefianza de la Matematica en particular...urge una
reforma en el sistema educativo que proporcione a los individuos que se van a formar en
€l una preparacién adecuada, acorde con las necesidades y problemas con las que van a
tener que enfrentarse... es necesaria una reforma que tenga en cuenta nuevos objetivos e
incida tanto en el contenido como en el enfoque del proceso de ensefianza-aprendizaje,
para que pueda dar respuesta a las exigencias planteadas. En este contexto consideramos
de gran utilidad investigaciones curriculares en las que se estudien y analicen nuevos
planteamientos sobre conceptos y procedimientos conocidos...; estas investigaciones,
conectadas con el trabajo en el aula, contribuirdn a la renovacién y a una formacion de
calidad... laresolucion de problemas de aplicacion de la vida diaria que sean familiares y
no puedan ser resueltos por rutinas de cdlculo conocidas llevard a los alumnos a explorar
las situaciones propuestas y a proponer nuevas vias de resolucién» (Castro, 1994, pp. 7-8)

En esas condiciones nace el grupo, liderado desde el recién constituido Dpto.
de Diddctica de la Matemadtica, a tenor de las exigencias de la LRU. En medio de un
contexto de transicion democratica ya encarrilada, donde se abre paso la consolidacién
de unas estructuras departamentales inexistentes, ante el impulso de unos esquemas de
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gobierno del pafs atin fragiles y poco experimentados; al amparo de un proyecto inci-
piente de descentralizacién autonémica que obliga a adaptar los curricula de la ensefianza
obligatoria a las peculiaridades de cada dmbito territorial. El primer trabajo publicado en
la Revista Epsilon ilustra bien este momento y sitda al grupo en la tradicién americana
de didlogo de las asociaciones profesionales de matemadticas con las administraciones
educativas, a la usanza de la NCTM y sus famosos estandares.

El trabajo del grupo se plantea con metodologias abiertas que dan la palabra al estu-
diante y otorgan al profesor un papel creativo en la elaboracion de materiales de apoyo
y complementacién al libro de texto ordinario y al modelo de ensefianza-aprendizaje,
que convierten el dia a dia en una aventura innovadora y constructivista. En el marco
de una escasa literatura pedagdgica autdctona sobre investigacion en el aula y teoria
del curriculum, el grupo inicia sus trabajos en una linea que esta en sintonia con los
formatos de investigacion accion desarrollada en el contexto internacional: Sthenhouse
(1984, 1987); Elliot (1986); Carr y Kemmis (1988); Shulman (1986, 1989).

«La investigacién-accion ha proporcionado un marco de comprensién de lo que ocurre
en el aula, mostrando la interrelacion entre: profesor, investigador, alumnos y contenido
matematico...hemos adoptado la observacion participante,... nos hemos integrado en el
grupo modificando la vida del mismo,...realizando una observacién del desarrollo de las
actuaciones de los alumnos, teniendo en cuenta que la observacidn es a la vez del propio
investigador que ha estado implicado en la accién. A lo largo del tiempo... el papel del
investigador y el del profesor se han ido modificando, el investigador ha debido de negociar
con el profesor un nuevo contenido del programa de matematicas, pasando en el segundo
afio a tener responsabilidades de docencia propias del profesor. En esta segunda fase el

profesor asume el papel de observador y critico de la actuacién docente del investigador»
(Castro, 1994, pp. 74-75)

En este contexto de intercambio dindmico de roles profesionales estandarizados, el
Seminario CIEM se construye como un espacio apropiado donde confrontar tres perfi-
les de competencias sin caer en la tentacion de considerarlas categorias excluyentes ni
exclusivas: hacer investigacién, planificar el curriculum e intervenir en el aula.

EL SEMINARIO DE LOS MARTES: ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO

Pasado el tiempo, con la integracion en la recién construida Facultad de Educacién a
comienzos de los 90, ya en el Campus de Cartuja, atrds quedo la vieja Escuela Normal,
abriéndose un periodo ajetreado de convivencia multidisciplinar y normalizacién de la
vida universitaria para las didacticas especificas. Todo ello pasaba por hacer tesis, vol-
ver a examinarse de titularidades y catedras, conseguir proyectos competitivos de I+D,
participar en doctorados y publicar, publicar frebrilmente. Espacios nuevos, modernos
materiales didacticos en forma de poliedros y mecanos, modernas tecnologias, ordena-
dores y calculadoras gréficas, curriculum y epistemologias. Todos estos cambios marcan
la distancia con un mundo antiguo, vivo atin en la memoria colectiva, aunque poco
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investigado, que plant6 limites a un tipo de hacer en Diddctica, y que desde la nostal-
gia del pasado siempre nos deja la duda acerca de cuanto de genuino habia en aquella
etapa de austeridades y cudnto de descafeinado hay en esta otra época de abundancia
de recursos, créditos ECTS y pérdida de fundamentos en brazos de la posmodernidad.

—«Visto en perspectiva, el grupo permiti6 ir construyendo un caldo de cultivo propicio
a la formacion, el desarrollo profesional y la interaccién continuada entre dos culturas: la
universitaria, mas cercana a preocupaciones de orden tedrico y exigencias de productividad
académica junto al mundo de la préctica educativa, mas ligada a los problemas diarios
de la ensefanza de las matemdticas bajo los condicionantes que imponia ese momento
histérico.» (Profesor 3)

Figura 2. Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad de Granada

La férmula, a priori, podria haber sido un céctel explosivo, si bien las interacciones
prolongadas en el tiempo hicieron posible que cada cual aprovechara a su modo aquel
espacio de crecimiento profesional.

—«La dindmica de trabajo durante mds de diez afios se consigui6 por la labor de un
coordinador que era capaz de aportar al grupo, en algunas ocasiones, mas de lo que el
grupo le aportaba a él.» (Profesor 2)

—«El ejercicio de un liderazgo generoso por parte de Luis como coordinador del
grupo, el supuesto prestigio profesional que otorgaba el pertenecer a un seminario estable
de formacién tanto para universitarios como para maestros...» (Profesor 6)

La motivacién afiadida que conllevaba el compartir tareas de resolucién de pro-
blemas aritméticos hizo posible que los autores de este trabajo nos conociéramos, y
empezdramos a trabajar con Encarna cada martes, que en ese momento andaba ya
explorando una linea propia en el campo disciplinar con las tareas de visualizacion e
investigacion-accion en el Colegio Sierra Nevada, desarrollando un trabajo bastante
novedoso en nuestro pais en lo que se refiere al contenido y al paradigma de investi-
gacién empleado.
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—«La unién de la inquietud por mejorar la practica y metodologia diaria en la clase
con la inquietud por definir y analizar los procesos de pensamiento que se producen en la
ensefianza-aprendizaje en un ambiente de apoyo mutuo.» (Profesor 2)

—«Por ponerle pegas a la historia, aunque no sirva mds que de anecdotario terapéu-
tico para el ejercicio de la memoria, en algin momento hemos reconocido que uno de
los principales errores de esta aventura comtin fue el abrir constantemente tantos frentes
creativos que nos obligaban a ir y venir del aula al seminario y del seminario al aula con
«La tableta de chocolate», «Las funciones y las graficas», «La vivienda ideal» o un sinfin
de situaciones cotidianas problematicas como «La pesca de la trucha», «Las rebajas»,...
(Profesor 6)

Las caracteristicas fundamentales de este modelo de investigacién y su metodologia
de aula, las podriamos sintetizar en:

— «Poner la escuela por delante de la palabreria que muchas veces se utiliza en las
investigaciones, la unién y apoyo como iguales que ha mantenido siempre el grupo, la
pulcritud en todos los trabajos y experiencias que hemos realizado.» (Profesor 2)

—«la indagacién, estudio y formacién en temas de relevancia docente en la practica
de la Didactica de la Matematica cotidiana; la confrontacién con lo que en la practica de
la escuela se hacia; la elaboraciéon de modelos alternativos de intervencion educativa; la
puesta en practica de estos modelos, centrdndonos fundamentalmente en los procesos de
pensamiento que generaba en el alumno; y la evaluacion de la idoneidad, eficacia y eficien-
cia de los mismos, en coherencia con la etapa en la que los alumnos estaban.» (Profesor 4)

Como una grata obligacién y con una férrea disciplina de militancia con la ense-
flanza de las matemadticas, el grupo empieza a reunirse cada martes de 6 a 8; y llegado
el momento, ampliamos las citas a las mafianas del sdbado dedicadas al estudio de
casos mediante el ensayo de una metodologia clinica donde empleamos de conejillos
de indias a seis adolescentes para los ensayos piloto previos: Pilar (hija de Encarna) y
sus amigas Marta, Moénica, Cinta, Leticia y Estefania.

LA PRODUCCION CIENTIFICA DEL SEMINARIO CIEM

Hay evidencias claras de la evolucidn del grupo hacia metodologias de investigacién
cada vez mds abiertas, lo cual constituye un indicador de la preocupacion por estar al
dia en nuevas formas de investigacién que completen las carencias del método hipoté-
tico-deductivo que imperaba en los trabajos de esa época. Partiendo inicialmente de la
aplicacion de disefios cuasi-experimentales clasicos, los andlisis se van enriqueciendo
con estudios clinicos de casos desde un paradigma mediacional-cognitivo que incluye
también el andlisis de cambios en el pensamiento del profesor:

—«el Seminario influyé para que poco a poco fuera dejando la Pedagogia por Objetivos
Operativos y Verbos de Conducta, vinculados a la Investigacién Cuantitativa, dentro del
Paradigma Positivista, y asi mi practica docente se fue situando en posiciones mds cercanas
a lo que desde este grupo de trabajo proponia y que los alumnos de la época asumian con
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agrado y mejoraba su rendimiento, ya que potenciaba su motivacion, al ser ellos artifices
en parte de su propio proceso de Ensefianza-Aprendizaje.» (Profesor 5)

— «El seminario ponia al servicio de un grupo de maestros de escuela de primaria la
oportunidad de llegar a ser investigadores conscientes de su propia practica y, a la vez
consumidores activos de los productos mas novedosos en el campo de la de la investigacion
internacional sobre ensefianza de la matemaética.» (Profesor 1)

El grupo fue un vivero fértil del cual han surgido lineas de investigacién robustas
que son referencia internacional en el campo y que actualmente conforman el esqueleto
del Grupo PNA (Rico, 2013).

—«Por lo que entonces se hacia en Espafia hay que considerarlo pionero; de alguna
manera el empuje de este grupo es lo que permite que en la actualidad nuestro departa-
mento tenga un reconocimiento a nivel nacional.» (Profesor 4)

—«Con la perspectiva del tiempo transcurrido, cada vez me afianzo mds en la idea
de que si que fue pionero, y atin hoy en dia, 30 afios después sus aportaciones tienen
vigencia.» (Profesor 5)

Cada linea ha ido echando sus raices como muestra la genealogia de trabajos
posteriores o en curso. Desde la distancia que otorga el paso del tiempo, una mirada
retrospectiva a las evidencias de la produccién cientifica elaborada a lo largo de los doce
afios de trabajo coordinado del equipo, permite destacar un elenco de contribuciones
de distinta naturaleza, todas chispeantes y cortadas por el mismo patrén. Un total de
69 trabajos publicados en formato de articulos, contribuciones a congresos, cuadernos
fotomatematicos e informes de investigacion en la modalidad de libros de autoedicién
junto a producciones editoriales en formato de textos escolares.

—«Si bien hemos de reconocer que desde sus inicios el trabajo del grupo mantiene
una vocacidn por dar difusion a su actividad, la cultura dominante en el recién constituido
dpto. no era precisamente la de investigar para publicar articulos ISI, sino el desarrollar
una investigacion ttil, que estableciera puentes directos con las aulas.» (Profesor 6)

—«Una investigacién que permitiera: aprender a sistematizar experiencias, disefiar
intervenciones en el aula, familiarizarse con el uso de herramientas de observacion, reco-
gida de datos mediante cuestionarios, entrevistas, estudios de caso y empleo de tecnologias
de audio o video para poder analizar a posteriori.» (Profesor 1)

Esto exigia invitar a miembros del grupo a visitar las aulas de primaria del Colegio
Sierra Nevada, La Paz, Santa Marta o Fuentenueva; esta periodicidad contribuye a
fortalecer lazos personales entre los miembros del grupo (detonante clave en cualquier
empresa humana) cuya consolidacién progresiva supone un predictor de éxito, una
garantia de tolerancia comun y un factor de exigencia colectiva en las tareas propuestas.

—«El trabajo continuado abrié un espacio de formacion infinito, tamizado por lazos
de amistad trabados en el tiempo que han ido corriendo en paralelo a una promocién pro-
fesional cuyo estigma irfa marcando las sefias de identidad de pertenencia a una escuela
de pensamiento.» (Profesor 3)
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—~«Conseguir trabajar durante tantos afios con un grupo de personas constante y sin
intereses econdmicos s6lo se consigue porque la amistad y el respeto a las individualidades
se han conseguido por todos los miembros del grupo.» (Profesor 2)

A continuacion presentamos a modo de ejemplo, una sintesis de uno de los trabajos
del grupo, dedicado al trabajo con funciones (Gonzdlez et al., 1995).

CONTEXTOS Y SITUACIONES COTIDIANAS PARA EL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES

La forma que se utilizaba para introducir al alumnado en el &mbito de las funciones
sigue un esquema formal apoyado en los conjuntos numéricos y el dlgebra, apoydndose
en situaciones practicas para aplicar los conocimientos introducidos. Se define primero
la aplicacion numérica o la ley algebraica y posteriormente se basa en una realidad
para ejemplificar y dar sentido préctico al algoritmo inicial. La representacién del
concepto a través de tablas, diagramas cartesianos requieren un entrenamiento y una
asociacion con las variables que se expresan en los ejes y su relacién de dependencia
entre las variables que no se tiene en cuenta ni se entrena partiendo de este proceso de
ensefianza aprendizaje.

—«La mayoria de los profesores no estaban satisfechos con el rendimiento del alum-
nado, los resultados obtenidos por cada profesor con su grupo de trabajo, por las propuestas
didacticas y metodolégicas que se utilizaban durante la ensefianza de las funciones; esta
reflexion critica sobre la prictica nos motivé para iniciar el trabajo sobre el estudio de las
funciones...Entendiamos que el estudio de las funciones se enmarcaba dentro del campo
del conocimiento numérico en cuanto eran relaciones entre nimeros, se debia indagar
en otros campos como el algebraico y sistemas graficos de representacién.» (Profesor 2)

El primer paso en la investigacién consisti6 en la bisqueda de informacién y docu-
mentacion sobre aspectos relacionados con el estudio de las funciones. El documento «El
lenguaje de las funciones y las graficas» elaborado por Alan Bell en 1981 fue motivador
para iniciar un cambio metodoldgico que afecté a la forma que el profesor procedia
en el aula, al tipo de materiales y a los recursos didacticos utilizados para introducir
el concepto de funcidn al alumnado de 7° de EGB y que nos sirvié de base en nuestra
investigacion. La propuesta de trabajo que se siguié fue incorporar un tratamiento
intuitivo para iniciar al alumnado en el concepto de funcién.

—«Se trabaja sobre situaciones familiares que se organizan en estructuras y relacio-
nes conceptuales mas abstractas, tales como la nocién de funcién, de ley algebraica o de
aplicacién numérica.» (Profesor 2)

—«Se parti6 del concepto de variable, las relaciones que se pueden establecer entre
ellas que nos ayudardn a generalizar con las representaciones graficas, simbdlicas o
algebraicas.» (Profesor 2)

Para la puesta en prictica de las propuestas anteriores se establece una secuen-
cia de trabajo para el aula, a modo de estudio de casos, con las que introducimos las
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nociones anteriores, la secuencia se esquematiza en los siguientes apartados: bisqueda
de contextos en los que tiene sentido establecer relaciones entre variables; seleccién e
interpretacion de variables que se presentan en los medios de comunicacion; estudio
del cuadrante como esquema en el que representar relaciones conocidas entre variables;
expresion de relaciones entre variables cualitativas y cuantitativas, utilizando sistemas
convencionales y creativos; andlisis de los conocimientos que el alumnado posee a la
hora de interpretar gréficas continuas; estudio del gradiente en una funcién; enunciados
verbales de situaciones representativas de funciones; concepto de funcién.

—«El proceso de abstraccién que se sigue desde las nociones intuitivas previas que tienen
los alumnos hasta la asimilacién del concepto de funcién pasa por: aspecto verbal (bisqueda
de aspectos variables en entornos cotidianos), aspecto grafico (identificacién de relaciones
entre aspectos variables) y aspecto algebraico (representacion de relaciones).» (Profesor 2)

La incorporacion de situaciones ambientales a los problemas reales supone también
una llamada de atencién pionera y de cierta vanguardia en el grupo, demarcando un
nuevo escenario de intervencidn que se hace eco de una progresiva sensibilizacion y
apertura mental de la sociedad espafiola ante las cuestiones de sensibilizacion ambiental
y el lugar privilegiado del curriculum de matematicas para cultivarlas (Tortosa y Rico,
1995; Tortosa y Castro, 1997). No quisiéramos acabar sin hacer mencién a un trabajo
reciente de sintesis integradora, que hace justicia histdrica con el tépico de la invencién-
resolucién de problemas (Ayllén, 2012), y asi mismo, con el proyecto inacabado de
Jorge Cdceres al sistematizar y asentar toda la tradicion investigadora sobre invencion de
preguntas en los problemas verbales. Aqui la profesora Castro marca estilo al regalarnos
un sélido y generoso legado intelectual en el que habra que continuar profundizando.
En nuestra opinidn, este trabajo ha permitido organizar y recuperar esa parte mas crea-
tiva de la resolucién de problemas relacionada con la invencidn de preguntas ya como
una pieza clave de la ensefianza, ya como una clave de la misma vida y de la filosofia
matematica que la acompaiia.
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