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PrROLOGO |

Agradezco al profesorado del Grupo de Investigacion PNA, FQM-
193 del Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad
de Granada, la oportunidad que me brinda para escribir unas notas sobre
el profesor Francisco Fernandez en el libro dedicado al reconocimiento a
su trayectoria profesional universitaria. Trayectoria colmada por una vida
de entrega en cuerpo y alma a la docencia y a la investigacion universi-
taria durante un periodo de mas de tres largas décadas de trabajo pleno,
constante, incansable e ininterrumpido. Destaco, de entrada, su talante de
académico ilusionado, infatigable, incombustible,... y su altisima depor-
tividad universitaria para mantener impoluta esa eterna sonrisa y el buen
humor caracteristico suyo. Formula irrefutable con la que alcanz6 a com-
batir con coraje, en la llegada del cambio de siglo, el desechable “decreto
Wert” y sus desastrosas consecuencias para la desregulacion de la univer-
sidad publica espafola. Sonrisa, constancia en sus clases, dedicacion a sus
estudiantes, persistencia en sus principios y buen humor; interés y curio-
sidad por entender y explicar los fendémenos de la educacion matematica.
Rasgos que ha cultivado valientemente, de forma admirable y magistral,
sin que el paso del tiempo ni los aires azarosos de la modernidad/posmo-
dernidad hayan tenido fuerzas y argumentos suficientes para zarandearlos
ni erosionarlos. Aguantando impasible el tsunami de Bolonia, por delante
a afos luz de sus prescripciones metodologicas y filosoficas:

1. transportando de aqui para alla carritos repletos de poliedros des-

montables, piezas geométricas de ceramica para teselar el plano,
tableros de Geogebra, regletas Cuisenaire, puzles de Tangram,... u
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otros miles de artilugios y recursos didacticos para la manipulacion
de las matematicas, sus expresiones, representaciones, conceptos y
significados;

i1. sobrellevando la intemperie de la realidad aumentada por los aba-
lorios docentes de plataformas virtuales tipo Swad o Moodle;

1ii. aplicando las ingeniosas nuevas técnicas de conteo en base a la
métrica del sistema ECTs;

A lo largo de estos afios, nada ni nadie ha turbado su nivel y cultu-
ra académica, su trato exquisito con los estudiantes, su elevado espiritu
universitario y sus cualidades de compafiero y amigo generoso. Siempre
entregado y dispuesto a conversar sin prisa, a preguntar, a consultar, a
decidir de forma colegiada, por unanimidad y desde el consenso absoluto.
Abierto a atender sensibilidades divergentes y considerar las necesidades
de minorias.

Paco, entre otras, tienes la gran habilidad de hacer facil lo dificil, de
hacer sencillo lo complejo, de explicar con claridad meridiana e infinita
paciencia lo abstracto. De convertir un triple salto mortal en un pasito
diario, de ensefiar el Algebra a maestros sin perder la espontaneidad, res-
petando la ingenuidad matematica heredada de los primeros afios antes de
dar el salto apasionado a las operaciones formales. De estimular la creati-
vidad necesaria para atravesar el limite invisible de lo local a lo global, del
caso a la ecuacion, del patron al modelo y a la estructura, de lo concreto
a lo abstracto, de la Aritmética al Algebra, con uno o varios sistemas de
representacion. Y en un mas dificil todavia, yendo mas alla incluso de lo
estrictamente geométrico o visual como juego del pensamiento creativo.
Y lo haces con absoluta naturalidad, como si nada, sin dar importancia
a la ingente obra arquitectonica del intelecto que supone la ensefanza,
mostrando con inteligencia docente la colosal tarea didactica del magiste-
rio bien cimentado, cientifica y deontologicamente hablando. Posibilitas
la creacion de significados duraderos y conduces a engarzar habilidosa y
exitosamente las delicadas piezas del lego del conocimiento sostenible y
duradero, inspirado en tareas y actividades de reciclaje sistematico y con-
tinuado; con lapiz y papel o usando nuevas tecnologias. Partiendo de las
ideas previas y de la evaluacion del error y la dificultad como puntos de
arranque y heuristico necesario del pensamiento y el sentimiento humano;
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artefactos imprescindibles de la mente, de la razon y la emocion para con-
solidar significados, elaborar abstracciones, construir conceptos de natura-
leza compleja y apasionarse por lo trivial.

Recuerdo el segundo dia de clase, en los semisotanos de antigua Es-
cuela Normal de Maestros, a mis compafieros y compaiieras dibujando
como nifios con tizas de colores el “problema del muro y el caracol”, re-
solviendo con los dedos el “problema de los mochuelos”, representando
en fracciones “el problema de las barras de pan”,... A principios de los 80
tuve el honor de ser alumno de Paco en sus primeros afos de docencia.
Paco fue mi profesor de Matematicas Il y IV, una asignatura de Analisis
Matematico, si Analisis Matematico en Magisterio; en un momento histo-
rico en el que entre otras cosas, La Ley General de Educacion (1970) dio
a luz la E.G.B. (Educacion General Basica) y consiguio elevar el rango de
los estudios profesionales del magisterio al nivel universitario y mejorar
los salarios de los docentes de las Escuelas Normales y los maestros (a
partir de entonces, profesores de E.G.B.). En un momento histérico en el
que el personal docente de las Normales tenia una consideracion social y
profesional inferior incluso al propio profesorado de Bachillerato. Mo-
mentos decisivos en los que las Escuelas Normales rompieron con una tra-
dicién secular estigmatizada y lastrada por el régimen de la dictadura para
integrarse en un entorno universitario politicamente ajetreado donde se
empezaba a construir una democracia en ciernes y una renovacion pedago-
gica global desprendida de las ataduras, miedos e inercias del franquismo.

Las Normales pasaban a ser centros universitarios transformandose
en Escuelas Universitarias de Formacion del Profesorado de E. G. B.,
viéndose obligadas a recomponer su identidad como centros de formacién
profesional y académica, reconvirtiendo las antiguas catedras en Departa-
mentos universitarios, al amparo de la LRU en un contexto de exigencia
cientifico-académica inédito. Es aqui donde surge del Departamento de
Didéctica de la Matematica de la Universidad de Granada, en el que Paco
ejercera de secretario durante un largo periodo antes de ocupar el cargo
de Jefe de Estudios de la Escuela Universitaria, y mas tarde, Director del
Centro durante un corto periodo de tiempo al amparo del Plan 71. Un plan
excelente en el que cursé mis estudios de Profesor de E.G.B., especialidad
en Ciencias Fisico-Naturales; en unas circunstancias de escasez de cono-
cimiento pedagdgico sobre el contenido didactico de las materias; pues
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salvando estudios sistematicos como la Investigacion Granada Mats o los
impulsos artesanales de los movimientos de renovacidon pedagdgica, ain
estabamos anclados en el estudio de la Teoria de Conjuntos e invadidos por
sus rutinas. En este plan tuve ocasion de aprender contenido matematico
como la construccion de N, Q y R, de la mano del profesor homenajeado
en este libro, en materias obligatorias que posteriormente permitian cursar
la optativa de Didactica de las Matematicas II con Luis Rico.

De ser alumno pasé a ser amigo y compaiero en el Seminario EGB/
CIEM de profesores de matematicas, reunido todos los martes, en un en-
torno innovador y estimulante para el desarrollo profesional de docentes
universitarios mezclados con maestros en activo, de a pié, que decons-
truian la torre de Babel compartiendo problemas e inquietudes por una
Didactica de la Matematica innovadora basada en la investigacion en el
aula y la confianza en el alumno para apropiarse y dirigir sus procesos de
aprendizaje. Dandole el protagonismo al estudiante para aprender e in-
ventar preguntas que luego transformaban en “Situaciones y Problemas
Aritméticos de Enunciado Verbal”. Ahi surgi6 su tesis doctoral en 1997,
un trabajo pionero centrado en el aprendizaje del algebra contaminado por
esa mirada de matematica funcional y progresista: “Evaluacion de compe-
tencias en Algebra elemental a través de problemas verbales”; junto con
algunos trabajos de referencia en el campo de la educacion matematica ta-
les como: “De la aritmética al algebra: aspectos historicos de la evolucioén
del lenguaje simbolico. Implicaciones para el aula”, “El paso de la arit-
mética al Algebra: una propuesta didactica”, “La practica de la evaluacion
aplicada al area de matematicas”.

Esta fase abrio6 paso a otra etapa decisiva en el mundo de la educacion
en Espafia, la conversion de las Escuelas de Formacion del Profesorado en
Facultades de Ciencias de la Educacion, a principios de los 90, por acto
de fusion fisica en el nuevo edificio de Cartuja entre la sede departamental
de Pedagogia (que integraba en ese momento varias areas de conocimien-
to) procedente del Campus de Letras y las sedes departamentales de las
Didacticas Especificas procedentes de la Escuela Universitaria de Magis-
terio. Momento clave en el que el Profesor Fernandez debi6 asumir la Di-
reccion de la Escuela y vivir en primera persona esa transicion integradora
de culturas académicas y epistemologicas, de consolidacion del Dpto. de
Didéctica de la Matematica en un entorno universitario competitivo que
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requeria, ademas de dar buenas clases, mostrar una avanzada cultura de in-
vestigacion, inventar un estdndar de internacionalizacion inédito y mante-
ner una continuada produccion de conocimiento académico especializado
en congresos y revistas cientificas nacionales e internacionales. Cosa que
pudo realizarse en el caso de este departamento, con las energias reque-
ridas, el esfuerzo intelectual, la dedicacion y el liderazgo necesarios para
la realizacion de tesis doctorales, la publicacion continuada y el posterior
concurso oposicion a plazas de profesor titular y a catedra de universidad.
Visto en perspectiva, que cada cual haga su balance y tome nota a estas
alturas, a la luz de la calidad y cantidad de produccion cientifica desple-
gada en tan corto periodo de tiempo y en relacion a los medios y déficits
arrastrados en desigualdad de condiciones frente a otros colectivos univer-
sitarios del campo de las ciencias puras o incluso de las letras duras.

Equilibrista de las emociones, termometro de grupos, hombre sereno
donde los haya, siempre pegado a su sonrisa y a su gesto atento y genero-
so. Con el algoritmo de su magia y el iman de su trato amable. Dialogante
e ingenioso para darle la vuelta de tuerca a la realidad y ponerla siempre
del revés pero a favor, en positivo; mostrando el lado bueno y mirando el
lado justo, como reconocia una de las poetisas favoritas de Paco:

“No juzgues... Juzga, por el contrario; no ceses, conciencia infatigable, de
evaluar tus acciones, tus pensamientos y los de los demas con ayuda de tus instru-
mentos ain primitivos; utiliza lo mejor que ti puedas tu balanza a la vez demasiado
poco sensible, nunca en el fiel, equilibrada bien que mal mediante la aportacion de
incesantes escrupulos. Juzga para no ser juzgado el peor de los seres, el cobarde de
espiritu, perezosamente dispuesto a todo, que se niega a juzgar.”!

Impulsor de mis primeros pasos en la gestion universitaria al propo-
nerme al Decano Antonio Romero como Vicedecano de Practicas y Nue-
vas Tecnologia, a comienzos del milenio. En una dificil etapa de resisten-
cia dentro y fuera de la Facultad y de demanda de creatividad en la gestién
para avanzar hacia una formacion inicial de maestros, comprometida con

! YOURCENAR, Marguerite (1997). Peregrina y extranjera. Barcelona: Alfaguara.



14 Prélogo

los modelos de lo publico, vinculada a los problemas reales de la sociedad
de ese momento y a las necesidades reales de la cultura escolar. Como
compaifiero de Equipo Decanal siempre he admirado en Paco su faceta de
demiurgo de la economia: ya para negociar al mas alto nivel con el Vice-
rrectorado de turno y Gabinete de Arquitectura del Hospital Real, ya para
bregar al nivel mas basico de la realidad con albafiiles, pintores y carpinte-
ros para arreglar las goteras en la Facultad, poner orden en los dispositivos
informaticos, cafiones de proyeccion y demas caros artilugios audiovisua-
les de las aulas; o proyectar una Biblioteca de vanguardia con ruinas roma-
nas arqueoldgicas integradas. Y todo ello sin ruido ni aspavientos, dando
por hecho lo hecho antes de hacerlo y sin afan por colgarse medallas ni
alardear mas all4 de su interés por hacer bien las cosas y dormir tranquilo.

Matematico polifacético, emprendedor incansable en varios frentes a
la vez y visionario en muchas facetas de la profesion, de la vida y del
futuro. Supo adelantarse a Bolonia con el primer Master interdisciplinar
del pais. Cuando se planificaron los masteres, Paco ya venia de vuelta. A
principios de los 90 invent6 un programa de formacion experto irrepetible
que daba valor de formacion complementaria a maestros recién acabados
que aspiraban a perfeccionar competencias integradas de ensefianza de las
ciencias experimentales y de las matematicas: “Curso Experto de Ingenie-
ria en Didactica de las Matematicas y de las Ciencias Experimentales”.
Una revolucion para aquella época en la que nadie pensaba mas alla de las
clases y los programas exigidos en los temarios de oposiciones.

Anfitridén universitario admirado y querido en el area por sus aportes
cientificos sobre “razon y proporcionalidad”, también por su “Master Chef
Celebrity” en conocimiento de la geografia culinaria, tradicional y de fu-
sion, de los reconditos rincones granadinos. Embajador académico fuera
de nuestras fronteras, especialmente en Chile, donde ha propiciado contri-
buciones que, con su estilo caracteristico, engrandecen su figura.

Mecenas del altruismo, entregado a promocionar en su tiempo libre a
jovenes artistas mediante la suscripcion a colecciones periddicas de edi-
cion limitada. Entre sus proyectos recientes de mayor ingenio pegados
a la “pacha mama” (madre tierra) destaca su programa de conservacion
actual de la biodiversidad, inspirado en el lema familiar: “Apadrina una
vifia”. Con ¢él, ahora, tras su despegue de la docencia ensefia el Algebra a
las vides de forma personalizada en las cimas de la Sierra de Albuiiuelas y
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el Valle de Jete, donde convierte los suefios en aguacates con burbujas de
gas que luego llegan a las etiquetas “Rania” de las botellas de vidrio para
delirio de sus amigos.

Gracias por la oportunidad de estar en este libro acompafiando el me-
recido reconocimiento a al Prof. Francisco Fernandez, una figura clave
en la Historia de la Didactica de la Matematica en Espana, de la Escuela
Normal de maestros de Granada, de la Escuela Universitaria de Formacion
del Profesorado de E.G.B. y de la Facultad de Ciencias de la Educacion de
la Universidad de Granada.

Paco, sin duda, tu estilo y altura seran dificiles de reemplazar tras tu
jubileo. jOjala nos sirvas durante mucho tiempo de modelo a imitar en el
espacio muestral de la decision universitaria, docente e investigadora atra-
pada en estas coordenadas cartesianas de lo cientifico y lo humano!

PEPE GUTIERREZ
Alumno de Paco Fernandez
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Cuando hace algtn tiempo, dos amigos y buenos colegas, rockeros,
me propusieron escribir el prologo que completase este manual-homenaje
a Francisco Ruiz, las sensaciones que me inundaron formaron, sobre la
marcha, un tridngulo tan equilatero... que apenas me lo pensé. Un antiguo
alumno, ahora colega de profesion, firmando el prologo de un dilecto ma-
tematico, y mejor didacta: jqué bien!

X: alegria
Y: orgullo

Z.: miedecillo

El caso es que conoci a Paco en la Facultad de Ciencias de la Educa-
cion porque, como decia, fue mi profesor de Didactica de la Matematica
en 3° de Magisterio, en la especialidad de Ciencias; y debia ser el afio 1995
si no recuerdo mal.

No sabia, entonces, si su experiencia docente era mucha, o poca; si
su bagaje como profesor era tal que tenia que buscar y preparar material
a menudo, o si las clases eran “pan comido” para ¢él. A decir verdad eso
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no importaba; quiero decir que eso no era lo que, como alumno, permitia
discriminar a Paco de la mayoria de profesores en mi promocion. Era,
como hasta ahora, su talante sosegado, calmo, paciente con quien tiene
que aprender algo, a veces tan abstracto, como las matematicas, o lo que
es mas complicado: aprender como ensenarlas.

No recuerdo de ¢l una mala contestacion a ninguno de nosotros, sus
alumnos, un gesto de desesperanza o una conducta apatica al ver que no
se avanzaba temario. No, de verdad que no lo recuerdo. Por el contrario lo
primero que me viene a la cabeza, cuando hago memoria, y que ya carac-
terizaba a este maestro en su intencion por acercar las matematicas a quien
debe disfrutarlas para ensefiarlas, son aquellos apuntes en los que, ocasio-
nalmente, los conceptos matematicos eran explicados en formato comic.
iMatematicas en comic, colega! Aquello no podia ser verdad, jolin... fue
tan novedoso e impactante, a nuestros 0jos, que se convirtid en el tema de
conversacion de muchos desayunos intempestivos.
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Siempre me han gustado las matematicas, aunque no las habia leido
en comic hasta entonces, se me han dado bien y he disfrutado aprendién-
dolas. Ademas, el hecho de que no hubiese muchos que las entendieran a
un nivel basico (el calculo infinitesimal, y sus corolarios, ya es otra cosa)
me permitia cierta excepcionalidad en el grupo de amigos, ademas de ser
necesario —que no imprescindible— en ciertos momentos en los que, ino-
centemente, sacaba algun rédito extra a mis explicaciones a los “colegas”
que tenian dificultades con ellas (cromos, canicas y cosas de esas de nifio;
alguna cerveza que otra cuando fui mayor de edad). Esta productividad,
poco anodina en principio, me llevo a ser profesor particular y, también,
en alguna academia de Granada durante algiin tiempo. Aunque eso es otra
historia.

Probablemente el que tradicionalmente hayan sido “un hueso” curri-
cular y en los planes de estudio (a pesar de su importancia instrumental)
porque, mayoritariamente, el profesorado era lejano cuando no reticente
(vengo de la Educacion General Bésica y del Bachillerato Unificado Po-
livalente, ahi es nada) a dindmicas y materiales que permitiesen el apren-
dizaje significativo de, cuando menos, los conceptos basicos de la Disci-
plina, facilitaron ese estatus mio del que hablaba. Pero sentirse especial
porque aplicaba los algoritmos, comprendia su utilidad y sabia resolver
problemas se vino al traste cuando, con Paco, casi todo el mundo “las en-
tendia”, salia airoso de los problemas y terminaba entendiendo de qué iba
el asunto. jJo, estdbamos motivados! Y eso lo recuerdo bien; eso y que era
yo quien me pagaba las cervezas con mas asiduidad de lo acostumbrado
hasta entonces (lo que facil viene, facil se va).

El mérito era del profesor, de su vocacion infatigable y de una forma-
cion excepcional. Un compromiso y una ética (ahora que “ejerzo” puedo
valorarlo en su justa medida) que son dificiles de encontrar atin cuando el
Espacio Europeo de Educacion Superior es parte de nuestra cotidianidad
hace mas de una década.

Paco, con sus explicaciones y propuestas de trabajo catalizaba nues-
tros conflictos cognitivos, fundamentales para aprender de manera eficaz
—cualquier didacta conoce esto— sabia, y asumia, que el aprendizaje es
CAMBIO:; que requiere de la implicacion activa de quien va a aprender,
o sea, de su REFLEXION; que no es revolucionario sino un PROCESO
GRADUAL y que cada aprendizaje es DIFERENTE porque viene deter-
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minado por las ideas previas, experiencia, bagaje, capacidades y actitudes
de quien aprende.

De este modo, aquel maestro, era capaz de organizar la clase para
que fuéramos activos, y supiésemos que lo puede ser tanto el alumno que
propone y trata de resolver una situacion (de aprendizaje) como quien es-
cucha las explicaciones del profesor y trata de relacionarlas con lo que ya
sabe. Planteaba el andlisis y proposicion de tareas de forma pormenoriza-
da, pero facilitando su integracion en nuestros esquemas previos gracias a
la sintesis comprensiva con la que le daba sentido, y significado, a lo que
ibamos aprendiendo con ¢l (y de €¢I, como por ejemplo que los errores del
alumnado son un indicador excelente de coémo se esta aprendiendo y en
consecuencia, indican donde se ha de intervenir para mejorar el proceso).

Ademas facilitaba con su metodologia y talante, ojo, la INTERAC-
CION entre nosotros y también con ¢él. Hacia de este modo que el proceso
de ensefianza-aprendizaje, que en la Escuela y tradicionalmente lo habia-
mos experimentado como individualista, se convirtiese en un PROCESO
SOCIAL. Pero lo mas importante, lo que mas me marco en esa época —y
que luego he intentado no olvidar nunca en mi préactica docente— es que
el aprendizaje NO TIENE POR QUE SER PENOSO (lo que no quiere
decir que no requiriese esfuerzo, ;eh?).

En definitiva, Paco hizo bueno el popular dicho de que las matemati-
cas son dificiles por el profesor, y es verdad. Bueno, quiero decir que la
excepcion confirma la regla, y esa era €l.

Y si el lector estd pensando ahora, lo que creo que esta pensando, yo
lo confirmo; y es que verdaderos artistas hay muy pocos, y son excepcio-
nales. Si no ;de qué estamos hablando? Quizés esto sea consecuencia de
la colaboracion que mantuvo con la Facultad de Bellas Artes, de la Com-
plutense, para la organizacion de alguna exposicion sobre la obra de M. C.
Escher. O, ;quién sabe? quizas Paco colaboro, precisamente, porque es un
artista per se.

Nos hizo ver, a muchos, las relaciones entre la Naturaleza (por ende
el Arte) y las Matematicas; y como el binomio puede ser un buen comple-
mento para su didactica acercando los contenidos, de esta manera, a la vida
de los escolares (¢l lo hizo con nosotros usando el comic para conseguir un
aprendizaje significativo, por qué no seguir con otras propuestas). Y dado
que el campo en el que ambas disciplinas se relacionan es muy amplio nos
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hacia reflexionar sobre ;por qué no acudir a la observacion de la Natura-
leza y a la produccion artistica para ayudarnos a enseiiar Matematicas?

Paco nos presento a Fibonacci, y lo aureo de las proporciones. Re-
cuerdo, perfectamente, cuando nos demostraba su existencia —presencia-
hablandonos de las proporciones de la Gran Piramide de Keops, y como
los textos de Herodoto revelaban ya la presencia del numero dureo en su
construccion (por aquellos afos yo debia haber visionado Tierra de Fa-
raones unas treinta veces en el video SONY BETAMAX C8 de mi padre,
asi que el lector imagine el impacto que Fibonacci, y Paco, causaron en
mi). Luego aprendimos cémo este nimero se presenta en innumerables
construcciones arquitectonicas, esculturas, objetos, y dibujos en diversas
¢épocas (especialmente en el Renacimiento), y, por ejemplo, como la divina
proporcion es la clave con la que Dali disefia la ctipula dodecaédrica de la
Santa Cena, o como la Venus de Boticelli muestra diversas proporciones
aureas. Por supuesto las abejas, los arboles, etc. también nos ayudaron a
entender, y Paco nos hacia pensar.

Sin embargo, ahi quedo todo. Pasaron afios sin volver a coincidir con
¢l. Mantuve, obviamente, el grato recuerdo de €1, de su metodologia, de lo
que habia logrado en nosotros... pero poco mas. Me diplomé, y licencié,
y hasta el 2003 6 2004 no volvi a verlo. Fue en un viaje a Marruecos, que
tradicionalmente ha organizado la Universidad, mas concretamente al Me-
dio Atlas (Azrou y Fez en aquella ocasion), y fue en ese autobus, compar-
tiendo en algiin momento ““asiento”, y en una conversacion, ensefidndome
algo fue cuando lo entendi todo...

[...] estas isometrias —me decia Paco— constituyen la base de los
llamados rosetones, frisos y teselaciones, presentes a lo largo de la historia
de los pueblos en sus diversas muestras artesanales y artisticas.

Regateado en Fez
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No me estaba hablado de matematicas, no nos ensend matematicas. ..
me hablaba de la vida, nos ensefio a vivir.

iGRACIAS, COLEGA!

JOSE ANTONIO PAREJA
Alumno de Paco Ruiz
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Systems of representation in the evaluation of verbal problems in
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Resumen

Este trabajo presenta un resumen del problema de investigacion abordado por
Francisco Fernandez en su tesis doctoral, titulada “Evaluacion de competencias en
algebra elemental a través de problemas verbales”; describe las cuestiones relevan-
tes alli tratadas sobre sistemas de representacion y sus resultados. Al cerrar su ciclo
profesional, docente e investigador, estas notas evocan y reconocen la aportacion
precursora en esta tematica de Francisco Fernandez, poco conocida y difundida en
el Area de Didactica de la Matematica. Con esta oportunidad subrayo su contribu-
cion al grupo FQM-193, que ha enriquecido y del que ha sido miembro destacado
hasta su jubilacion, con su competencia y buen hacer, su calidad humana y profe-
sionalidad.

Palabras clave: algebra elemental, competencia matematica, resolucion de
problemas, sistemas de representacion.

Abstract

This work summarizes the research problem addressed by Francisco Fernan-
dez in his doctoral thesis, entitled “Evaluation of competences in elementary alge-
bra through verbal problems”, describes some relevant issues dealt about represen-
tation systems and summarizes their results. At the end of his professional cycle, as
a teacher and researcher, these notes evoke and recognize the pioneering contribu-
tion of Francisco Fernandez, little known and widespread in the field of Didactics
of Mathematics. On this occasion, I like to highlight his permanent, discreet, meas-
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ured and relevant work, with which he has stood out and also by his human quality,
competence and professionalism.

Keywords: elementary algebra, competences, representation systems, prob-
lem solving.

INTRODUCCION

Han transcurrido algo mas de 30 afios desde el 3 de Noviembre de
1997, fecha, en que Francisco Fernandez Garcia defendio en la Universi-
dad de Granada su trabajo de Tesis doctoral, titulado Evaluacion de com-
petencias en algebra elemental a través de problemas verbales.

El estudio se realizo en el Departamento de Didactica de la Mate-
matica de la Universidad de Granada, en el Programa de Doctorado de
Matematicas, y recibié ayuda del grupo “Pensamiento Numérico” (FQM
0193), del II Plan Andaluz de Investigacion de la Junta de Andalucia. El
estudio estuvo financiado por el Proyecto PS93-0195 “Evaluacion de Co-
nocimientos, Procesos y Actitudes en Matematicas”, subvencionado por la
Direccion General de Investigacion Cientifica y Técnica (DGICYT). Esta
investigacion forma parte de una generacion de tesis doctorales en Didac-
tica de la Matematica, realizadas en la Universidad de Granada durante la
ultima década del siglo XX.

El trabajo se llevd a cabo con el apoyo y colaboracion de los miem-
bros del Seminario “Curriculo e Innovacion en Educacion Matematicas
(CIEM)” (Rico, 1997; Rico y cols. 2013).

Su consecucion fue posible gracia al aporte de los profesores y la con-
tribucion de los alumnos de los Centros de Secundaria Aynadamar y Her-
menegildo Lanz, de la ciudad de Granada y de los estudiantes de la Facul-
tad de Ciencias de la Educacion de Granada, quienes prestaron su tiempo
y atencion para responder a los cuestionarios y facilitar asi la obtencion de
datos. Los directores de la tesis fueron los doctores Luis Rico y Antonio
Fernandez-Cano.

La tesis obtuvo la calificacion de excelencia Apto Cum Laude, por
unanimidad (Fernandez, 1997). El trabajo tuvo continuacion en la tesis de
Espinosa (2004) y en la tesis de Martinez de Videla (2011), dirigidas pos-
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teriormente por Francisco Fernandez, trabajos que prosiguieron el campo
de estudio iniciado con esta investigacion.

TrRABAJO DE TESIS
Estructura

La memoria final de esta investigacion es un informe de 442 péginas,
que consta de 10 capitulos y 13 Anexos. El encuadre general y la funda-
mentacion, en el primer capitulo, se centran en cuatro focos: Evaluacion
en matematicas, Algebra escolar, Sistemas de representacion y Resolu-
cion de problemas, junto con sus interrelaciones. Desde la introduccion
el investigador destaca el papel de los sistemas de representacion en la re-
solucion de problemas algebraicos: “...el conocimiento exhaustivo de los
sistemas de representacion y de sus relaciones mejora la comprension de
los conceptos algebraicos y de su significado, lo que redunda en una mayor
capacidad para comprender y abordar otras tareas algebraicas escolares.”
(Fernandez, 1997; p. 34).

El 4rea problematica y el problema de investigacion se describen en
el segundo capitulo, donde el investigador sintetiza una revision de inves-
tigaciones sobre evaluacion a través de problemas verbales algebraicos,
lleva a cabo una discusion sobre el sentido de los términos clave con que
va a trabajar y concluye con un balance sobre la relevancia y racionalidad
del trabajo. Descriptores del estudio son el topico, su contenido, etapas de
estudio, instrumentos y tareas propuestas.

El investigador diferencia entre las fases de planteamiento, ejecucion
y desempefio final y lleva a cabo un analisis tedrico sobre las clases de
sistemas de representacion que se identifican en las respuestas de los estu-
diantes encuestados al resolver los problemas verbales algebraicos que se
les propusieron.

El investigador identifica y caracteriza cinco valores en la modalidad
de representacion para las respuestas: Ensayo y error, Parte-todo, Gréfico,
Grafico-simbolico y Simbolico. A partir de un analisis didactico, establece
como nueva variable de producto: “sistemas de representacion”. A partir
de estos valores estudiara las producciones de los estudiantes encuestados.
Justifica la opcion de definir el sistema de representacion utilizado como
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variable de producto para caracterizar las producciones de los escolares;
esta justificacion es una de las claves del estudio, de la cual no se conocen
antecedentes. Las respuestas de los estudiantes se analizan en términos de
los sistemas de representacion empleados por los participantes. La carac-
terizacion de las respuestas de los estudiantes segun el sistema de repre-
sentacion escogido es una primera aportacion del trabajo.

La revision de la literatura de investigacion, relativa a los términos
clave seleccionados y a su interpretacion, se lleva a cabo en ocho aparta-
dos del tercer capitulo.

Un cuarto capitulo desglosa los objetivos e hipdtesis de la investiga-
cion atendiendo a los enfoques exploratorio y confirmatorio establecidos
en el disefio del estudio. Para el primer enfoque se enuncian los objetivos
en tres niveles distintos: principal, subsidiarios y especificos. Para el se-
gundo enfoque se enuncian las hipotesis, su sentido y lateralidad.

El quinto capitulo detalla la primera etapa del disefio del estudio. Se
describe el criterio de eleccion de la poblacion y de la muestra, integradas
por 160 escolares procedentes de dos niveles curriculares distintos, elegi-
dos por disponibilidad. La muestra se compone de 80 estudiantes de un
grupo del ultimo curso de Educacion Secundaria Obligatoria (16 afos) y
de otro grupo de 80 estudiantes universitarios que no han recibido instruc-
cion en Algebra en un periodo anterior minimo de 5 afios. Se identifican
las variables del estudio y se describe su enfoque métrico general. Final-
mente, se explica la construccion del instrumento principal en términos de
su estandarizacion, del control de su validez y el control de su fiabilidad.

Una segunda etapa del disefio se desarrolla en el capitulo sexto, cuya
secuenciacion se articula en catorce fases, cuya descripcion y temporali-
zada se detallan.

El estudio exploratorio previo, acompafiado del correspondiente ana-
lisis de datos se muestra en el capitulo séptimo. La obtencion de cuatro
cluster de problemas y de resolutores y los hallazgos que su andlisis pro-
porciona destacan la relevancia de los sistemas de representacion en la
resolucion de problemas algebraicos y avanzan interpretaciones cuya fia-
bilidad se considera necesario confirmar.

En el capitulo octavo se procede al estudio de diferencias entre items
y entre sujetos mediante técnicas comparativo-transversales. Se determi-
nan los estadisticos descriptivos e inferenciales con los que se procede a
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la discusion de las hipotesis relativas a las tipologias de sujetos segun el
sistema de representacion preferente escogido para la resolucion de pro-
blemas algebraicos escolares.

El capitulo noveno documenta un estudio de casos con cuatro estu-
diantes, uno por cada uno de los cluster de resolutores detectados, con los
cuales confirmar las conjeturas de caracterizacion previamente estableci-
das, que concluye con una discusion de resultados.

Finalmente, el décimo capitulo hace un balance general de resultados que
incluye conclusiones especificas y hallazgos, junto con sus implicaciones y
repercusiones, nuevas propuestas y lineas de desarrollo de la investigacion.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

La complejidad del estudio y la ambicion del investigador se muestran
en el sistema escalonado de objetivos e hipdtesis que definen el problema
y sustentan el trabajo. En esta reflexion nos cefiimos a algunas de las cues-
tiones relativas a los sistemas de representacion y su empleo en el estudio.

Finalidades generales

Las finalidades generales de este estudio se pueden desglosar en cinco
propositos.

En primer lugar, es un estudio exploratorio. Con esa intencion, el in-
vestigador disefia y construye un instrumento que recoge informacion para
identificar la competencia algebraica elemental de los escolares, conside-
rar la complejidad de las tareas propuestas y reorientar la comprension
sobre los conceptos implicados.

Tiene también un propdsito descriptivo. El instrumento se centra en
recoger informacion relativa a los sistemas de representacion que emplean
los sujetos para abordar la resolucion de los problemas. Estudia asi la in-
cidencia de las variables de tarea en las producciones de los sujetos, que
caracteriza segun los tipos de sistemas de representacion utilizados en la
solucion de los distintos problemas.

También contempla una finalidad explicativa, de forma que interpreta
la competencia algebraica de un sujeto por su pertenencia a una de las
tipologias establecidas.
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Finalmente, propone un plan de actuacion que, mediante la instruc-
cion adecuada, oriente a los sujetos hacia niveles mas complejos del co-
nocimiento algebraico dentro de una evaluacion continua y formativa. De
este modo plantea una intervencion en los aprendizajes.

Para alcanzar los propositos mencionados el investigador propone las
siguientes actuaciones:

1. Establecer variables mediante las que caracterizar tareas algebrai-
cas adaptadas a los programas de la Educacién Secundaria Obliga-
toria.

2. Elaborar una base de problemas verbales algebraicos, que contem-
plen diferentes opciones de resolucion, seglin las variables estable-
cidas.

3. Seleccionar tareas para evaluar las competencias de los estudiantes
en Algebra Escolar, con las cuales construir un instrumento de eva-
luacion.

4. Tipificar el pensamiento algebraico que los estudiantes activan
cuando resuelven los problemas verbales algebraicos propuestos.

5. Identificar los sistemas de representacion usuales movilizados por
los estudiantes para la resolucion de problemas verbales algebrai-
COS.

6. Caracterizar los grados de complejidad que implica el manejo de
cada uno de los sistemas considerados.

7. Estudiar las relaciones que se presentan entre las competencias en
Algebra Escolar y los sistemas de representacion elegidos.

8. Estudiar las relaciones entre las competencias y las variables que
caracterizan los enunciados de los problemas verbales algebraicos.

9. Estudiar las relaciones entre los posibles estratos de la poblacion
estudiantil a la que va dirigido el estudio, en orden a determinar si
hay diferencias significativas en las competencias en Algebra Ele-
mental.

Los sistemas de representacion y el papel que desempenan en las ac-
tuaciones enumeradas muestran la atencion prestada en este trabajo a estos
componentes del contenido matematico, movilizados por los estudiantes
en la resolucion de problemas de algebra elemental. En el trabajo se reco-
noce y caracteriza el significado de las relaciones establecidas por dichos
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escolares y los procedimientos seguidos durante el proceso de resolucion,
todo lo cual lleva al investigador a identificar grupos de resolutores por el
tipo de representacion empleado, los procesos seguidos y las conversiones
entre sistemas manejadas.

Objetivo principal

El objetivo general se enuncia asi: “Aportar elementos de juicio e ins-
trumentos fiables para evaluar las competencias que sobre Algebra Ele-
mental tienen los estudiantes espafioles, a través de la resolucion de pro-
blemas verbales”.

Para llevar a cabo ese objetivo fue necesario identificar previamente
los criterios de evaluacion, asi como determinar instrumentos validos y
fiables para conocer las competencias que, sobre el topico enunciado, un
sujeto pone en juego cuando responde a las tareas propuestas en el instru-
mento.

Se propuso conocer como los estudiantes actiian y responden ante una
serie de problemas verbales algebraicos elegidos convenientemente; tam-
bién establecer si los resultados dependen del tipo de problemas, dentro
de una variabilidad controlada. Conocer el sistema de representacion que
utilizan los estudiantes en la resolucion de estos problemas, por su elicita-
cion, es un indicador del tipo de conocimiento algebraico o pre-algebraico
movilizado por el estudiante en la realizacion de la tarea.

ENFOQUE EXPLORATORIO DE LA INVESTIGACION
Objetivos a cubrir

El investigador concretod su objetivo central en diversos niveles mas
especificos:
« Construir un instrumento para evaluar las competencias en Algebra
elemental mediante la resolucion de problemas verbales.
* Precisar criterios mediante los que relacionar los resultados de la
administracion del instrumento sobre toda la muestra.
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* Encontrar y caracterizar agrupaciones o tipos de estudiantes segun
el sistema de representacion que utilicen en la resolucion de pro-
blemas verbales algebraicos.

Objetivos subsidiarios

Para lograr el propdsito central mencionado, se hace necesario esta-
blecer y articular una serie de temas y topicos subsidiarios que se rela-
cionan con el objetivo principal. En esta investigacion, para el logro del
objetivo central, se procedio a:

a) Seleccionar un conjunto de problemas verbales algebraicos que
respondan a los contenidos de Algebra Escolar en la Educacion
Obligatoria con una variabilidad controlada.

b) Estudiar la validez y fiabilidad del instrumento de evaluacion cons-
tituido por el conjunto seleccionado de problemas verbales.

¢) Analizar estadisticamente la incidencia de cada una de las variables
que intervienen en la resolucion de los problemas verbales, y rela-
cionarlas entre si.

d) Determinar tipologias de problemas por los sistemas de representa-
cion utilizados para su resolucion, caracterizando estas agrupacio-
nes.

e) Determinar tipologias de resolutores por el sistema de representa-
cioén que han utilizado para resolver los problemas del instrumento
de evaluacion, caracterizando estas agrupaciones.

Los objetivos a), d) y e) destacan expresamente el interés del inves-
tigador por los sistemas de representacion en la resolucion de problemas
algebraicos elementales.

Objetivos especificos necesarios

Para la identificacion y articulacion de cada uno de los objetivos sub-
sidiarios, que se derivan del objetivo principal, se hace necesario explicitar
qué necesidades especificas de informaciéon se identifican, asi como las
correspondientes relaciones entre ellas. En este trabajo, y en relacion con
los objetivos d) y e) antes enumerados, destacamos:
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d.1) Determinar, mediante analisis cluster, si existen tipologias entre
los problemas verbales algebraicos del instrumento de evalua-
cion, respecto a los sistemas de representacion que se utilizan
para su resolucion.

d.2) Establecer las caracteristicas de estos agrupamientos y obtener
conclusiones.

e.1) Determinar, mediante analisis cluster, si existen tipologias de su-
jetos por los sistemas de representacion que utilicen para abordar
los problemas verbales algebraicos del instrumento de evaluacion.

e.2) Caracterizar distintas tipologias de resolutores que resulten del
estudio de cluster de sujetos.”

Como expresan los objetivos especificos, los sistemas de representa-
cion desempefian dos funciones diferentes en los procesos de resolucion
de problemas algebraicos: como variables de proceso y como variables de
sujeto. Estas funciones de los sistemas de representacion expresadas como
intenciones del investigador, son propuestas innovadoras cuyo tratamiento
detallado puede seguirse en el estudio.

ENFOQUE CONFIRMATORIO DE LA INVESTIGACION

La eleccion de dos conglomerados en la composicion de la muestra,
con caracteristicas formativas y de desarrollo diferentes permiten enunciar
las siguientes hipdtesis, general y especificas, que también abordan la fun-
cion de los sistemas de representacion.

Hipotesis a contrastar

La resolucion de problemas verbales algebraicos elementales por par-
te de sujetos de una poblacion estudiantil, en distintos niveles de estudios,
que so6lo han recibido instruccion en Algebra Elemental durante el periodo
escolar (hasta 16 anos), puede verse influida por el tiempo transcurrido
desde han recibido dicha instruccion.

Se utiliza un disefio comparativo-transversal para contrastar las hipo-
tesis que se refieren a la comparacion entre grupos de sujetos.

Las hipotesis especificas que se contrastan son:
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Hipotesis 1. Al planteamiento en la resolucion de problemas verbales
algebraicos, dependiendo del grupo al que pertenecen los estudiantes.

Hipotesis 2. A la resolucion de problemas verbales algebraicos depen-
diendo del grupo al que pertenecen los estudiantes.

Hipotesis 3. Al desempefio final en la resolucion de problemas verba-
les algebraicos.

La complejidad de algunas variantes de las tareas suelen ser obstaculo
para el éxito en la aplicacion de algunos sistemas de representacion. La
utilizacion de sistemas de representacion econdmicos y potentes favore-
cen una resolucion correcta de los problemas verbales algebraicos. Depen-
diendo de la tipologia del resolutor, existen diferencias significativas. Por
lo tanto se contrastan las siguientes hipotesis, relativas a la caracterizacion
del resolutor segun sistemas de representacion empleados en:

Hipotesis 4. El planteamiento en la resolucion de problemas verbales
algebraicos.

Hipotesis 5. La ejecucion en la resolucion de problemas verbales al-
gebraicos.

Hipotesis 6. El desempefio final en la resolucion de problemas verba-
les algebraicos.

La determinacién de posibles tipologias de resolutores a través de un
analisis cluster, tomando como referencia el sistema de representacion con
el que abordan los problemas, implicaré la descripcion de las caracteris-
ticas comunes a los sujetos que componen cada una de las tipologias. La
confirmaciéon de que esas caracteristicas son adecuadas llevd a formular
unas hipoétesis, que se verificaron mediante un estudio de casos.

El enunciado de las anteriores hipotesis muestra el relieve y profundidad
con el que el investigador aborda los sistemas de representacion, como carac-
teristica del momento madurativo en que se encuentra el estudiante en relacion
con su competencia como resolutor de problemas algebraicos elementales.

RACIONALIDAD DE LAS HIPOTESIS: SENTIDO Y LATERALIDAD

Diferencias entre los grupos de edad/nivel académico

En las tres primeras hipotesis se propone verificar si los estudiantes,
con el paso del tiempo, han mantenido un cierto poso o fondo de compe-
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tencias acerca de una actividad, como es la aplicacion del razonamiento
algebraico en la resolucion de un problema verbal.

Es usual que cuando ha pasado un periodo de tiempo suficiente en que
no se ha practicado una actividad, como en este caso con tareas de tipo
algebraico, se puedan olvidar rutinas y procedimientos que se aprendieron
en la época escolar.

Por un lado, tenemos respuestas de escolares que estan recibiendo en-
seflanza especifica en Algebra y resolucion de problemas algebraicos vy,
por otro, respuestas de estudiantes universitarios que, después de Secun-
daria no han vuelto a recibir ensefianza sobre matematicas.

Esta circunstancia llevo al investigador a conjeturar que, en los gru-
pos de estudiantes universitarios, tiene que haberse producido también un
proceso de maduracion de pensamiento y capacidad de razonamiento, que
compensa el olvido debido al paso del tiempo. Esta maduracién, junto
con la memoria a largo plazo de los aprendizajes significativos de los con-
ceptos algebraicos mas elementales debe ponerse en juego para abordar y
resolver las tareas algebraicas propuestas.

Las Hipdtesis 1, 2 y 3 suponen que existen diferencias significativas
entre los grupos de sujetos, tomados por el tiempo transcurrido desde que
recibieron instruccion algebraica, en cada una de las fases que se conside-
ran en un problema verbal algebraico.

La intuicion inicial del investigador es que deben existir diferencias
significativas entre los grupos de edad/ nivel académico, en el sentido de
que la cercania a la instruccion algebraica producirad mejores resultados en
cualquiera de la fases de la resolucion de los problemas algebraicos.

El investigador sostiene una hipotesis unilateral, en el sentido de que
el grupo de sujetos que esta finalizando la Ensefanza Secundaria Obliga-
toria, por estar recibiendo una instruccion permanente y sostenida sobre
los contenidos de Algebra Elemental y poniendo en practica casi a diario
el lenguaje algebraico aprendido para la resolucion de problemas verba-
les algebraicos, debe tener mayor dominio sobre las tareas propuestas en
nuestro estudio. Tales tareas, que pueden considerarse como continuacioén
de la actividad de ensefianza del Algebra en la E.S.O., como una actividad
mas dentro de contexto, no deben suponer mayor dificultad.

Sin embargo, los sujetos de los grupos de estudiantes universitarios
para los que han transcurrido mas de 3 afios sin recibir instruccion alge-
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braica explicita, que no han seguido estudiando matematicas puesto que
han elegido estudiar humanidades, pueden encontrar mayores dificultades
en resolver las tareas algebraicas propuestas. En efecto, el Algebra puede
considerarse como un lenguaje matematico y, como tal lenguaje, si no se
practica se llega a olvidar. Estas diferencias se pueden confirmar mediante
contrastes de las tres primeras hip6tesis enunciadas.

RESULTADOS

Pasamos a glosar algunas de las conclusiones mas relevantes del estu-
dio en relacion con los objetivos e hipdtesis antes planteados.

Conclusiones relativas a los sistemas de representacion

1. Los sistemas de representacion utilizados por los sujetos de la
muestra para abordar los problemas verbales algebraicos se clasi-
fican en cinco categorias diferenciadas: Ensayo-Error, Parte-Todo,
Grafico, Grafico-Simbolico y Simbolico.

En el andlisis de los protocolos que se encuentran en la Memoria de Te-
sis, se muestran ejemplos de todos y cada uno de los sistemas de representa-
cion sefialados. No se encuentra ninguna otra categoria fuera de las citadas.

2. La utilizacion del sistema de representacion Simbolico ofrece al
estudiante perspectivas de acierto en la resolucion de los problemas
verbales algebraicos, superiores a los otros sistemas de representa-
cion. El sistema de representacion Simbolico predomina sobre los
demas para abordar la resolucion de los problemas propuestos. Es
el sistema de representacion mas econdémico y potente y responde
al tipo de instruccion escolar recibida por el estudiante.

3. Las variables que caracterizan las tareas de resolucion de proble-
mas verbales algebraicos condicionan parcialmente el sistema de
representacion utilizado.
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La resolucion de la mayoria de los problemas verbales algebraicos
se aborda mediante el sistema de representacion Simbolico, que presenta
mayor generalidad de aplicacion.

No obstante, podemos destacar que determinadas variables de tarea
facilitan o dificultan, segtn los estados que tomen, la utilizacion de uno u
otro sistema de representacion.

Asi, por ejemplo, en aquellos problemas en donde uno de los datos
es un numero decimal que se relaciona como factor multiplicativo y que
contienen en su texto un dibujo relativo al mismo, encontramos de forma
significativa los sistemas de representacion Graficos, sobre todo el sistema
Grafico-Simbodlico. Estos problemas no se abordan mediante el sistema de
representacion de Ensayo-Error. Cuando un problema contiene en su texto
un dibujo, en donde es facil relacionar visualmente los datos e incognitas,
siendo éstos proximos a su valor real, se destaca la utilizacion del sistema
de representacion de Ensayo-Error.

Conclusiones relativas a las tipologias de sujetos

El investigador detecta y caracteriza cuatro tipos diferenciados de su-
jetos en la resolucion de problemas verbales algebraicos, respecto a los
sistemas de representacion que utilizan para abordar los problemas.

Mediante un analisis clister determina cuatro agrupaciones de sujetos,
que responden a unos comportamientos comunes en cuanto a los sistemas
de representacion con que han abordado los problemas.

El investigador hace unas conjeturas sobre las caracteristicas de estas
tipologias de respuestas. A continuacion realiza un estudio clinico de casos
confirmatorio, dos por cada tipologia, un estudiante de Secundaria y un
estudiante de Universidad. En todos los casos se confirman las caracteris-
ticas con que se han definido las tipologias.

Dichas caracteristicas se describen a continuacion.

Una primera tipologia de resolutores de problemas verbales algebrai-
cos se caracteriza por la variedad en los sistemas de representacion elegi-
dos para abordar los problemas. Los sujetos de esta agrupacién emplean
los diversos sistemas de representacion, si bien el sistema mayoritario es
el Simbolico. El sistema elegido depende tanto del problema como del
sujeto. No existe un patron definido, estos sujetos conocen los diversos
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sistemas de representacion y eligen el que consideran mas adecuado al
problema. Este claster incluye estudiantes de Secundaria y de Universi-
dad, distribuidos en porcentajes del 40% - 60% respectivamente

Una segunda tipologia de resolutores de problemas algebraicos se ca-
racteriza por la utilizacion preferente de sistemas de representacion nu-
méricos, Ensayo-Error y Parte-Todo, para abordar los problemas. Si bien
pueden conocer la resolucion de ecuaciones de modo algebraico, no tienen
facilidad para el uso del lenguaje algebraico simbolico. Entonces abordan
los problemas de forma numérica. Aunque utilizan mas frecuentemente
el sistema de representacion Parte-Todo, también emplean los sistemas
de Ensayo-Error. Se puede considerar que estos sujetos estan en una fase
pre-algebraica. Este cluster es menos numeroso (28 sujetos sobre 160),
Los sujetos se distribuyen equitativamente entre Secundaria y Universi-
dad, 50% - 50%.

Un tercer tipo de resolutores se caracteriza por la utilizacion prefe-
rente del sistema Simbolico (a veces con apoyo grafico) para abordar los
problemas. Es el cluster mas numeroso, 62 sujetos sobre un total de 160,
que han dejado sin abordar menos problemas. En consonancia con la ca-
racteristica que lo define, es la agrupacion que mas utiliza el sistema de
representacion Grafico-Simbolico. En este grupo no hay ninglin sujeto
que emplee el sistema Ensayo-Error. En las entrevistas a los estudiantes
en el estudio de casos, las respuestas muestran su rechazo a ese sistema
de representacion, por el tiempo que consume, en contraposicion con la
economia de tiempo y esfuerzo del sistema Simbdlico. La distribucion de
porcentajes de sujetos entre estudiantes de Secundaria y Universidad en
este grupo esta equilibrada (47% - 53%).

Finalmente, un cuarto tipo de resolutores se caracteriza por la nula
utilizacion de los sistemas graficos (Grafico y Grafico-Simbdlico) para
abordar los problemas. Es un cluster poco numeroso (28 sujetos sobre
160), formado en su mayoria por estudiantes de Secundaria, 71% frente
al 29% de Universidad. Los sistemas de representacion mas frecuentes
empleados por estos estudiantes son el Simbolico, que predomina, y el de
Parte-Todo, que se alterna con el anterior. También se encuentra el sistema
de Ensayo-Error. Pero los sujetos de este cluster rechazan las representa-
ciones graficas aunque sean bastante explicitas en el texto del problema.
Los estudiantes de esta agrupacion, en su gran mayoria de Secundaria,
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abordan los problemas mas simples mediante una representacion que im-
plica relaciones numéricas. Cuando el problema es mas complejo, dejan
de lado lo numérico y tratan de resolverlo mediante expresiones simbdli-
cas si bien no establecen, practicamente en ningun caso, un puente entre
ambos sistemas de representacion a través de lo grafico. Son sujetos que
no tienen desarrollada una vision espacial intuitiva de las relaciones entre
los objetos que se citan en el texto de los problemas verbales.

BALANCE

El trabajo presentado es solo parte de la tesis doctoral de Francisco
Fernandez, en la que destacamos su contribucion al estudio de los sistemas
de representacion empleados en la resolucion de problemas de algebra ele-
mental, mediante un estudio empirico, con una muestra compuesta por
estudiantes de secundaria y estudiantes universitarios, mediante aplicacion
de un cuestionario, cuyo disefio y caracteristicas hemos expuesto. Nuestro
resumen destaca la funcioén de los sistemas de representacion en las tres
fases del proceso de resolucion identificadas: planteamiento, ejecucion y
desempefo. Este analisis identifica categorias de procedimientos que ca-
racterizan tanto a los procesos como a los resolutores que comparten una
misma estrategia de resolucion. La riqueza y complejidad del estudio se
muestran en su fundamentacion con la caracterizacion procedimental de
las representaciones. Esta aportacion teodrica se ve refrendada por un es-
tudio confirmatorio derivado de un analisis cluster, que identifica tipos de
resolutores y por un estudio de caso complementario.

La lectura actual de esta memoria muestra una gran riqueza de plan-
teamiento por los focos elegidos y por la diversidad de relaciones estable-
cidas entre ellos, como se puede observar en los objetivos e hipotesis de la
investigacion. Este trabajo fue pionero en su momento y tuvo continuidad
en otras dos tesis, la de Espinosa (2004) y la de Martinez-Videla (2011).

La relectura de la memoria, su amplitud, solidez y ambicion en el tra-
tamiento de los sistemas de representacion descubre lineas de trabajo atin
por explorar, que esperan nuevas reflexiones y abordajes por parte de los
investigadores en formacion interesados por esta tematica.
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REPRESENTACIONES GEOMETRICAS DE
OPERADORES NUMERICOS ADITIVOS

Additive Numerical Operators and Geometric Representations

Luis Rico
Universidad de Granada

Resumen

Este trabajo sintetiza un estudio de las relaciones y conversiones entre las
estructuras numéricas aditivas habituales y una estructura geométrica, discreta y
finita, derivada de su representacion en el Geoplano 10x10. El estudio considera
isomorfos el grupo de los operadores aditivos en el conjunto cociente de las clases
residuales de enteros modulo 100 y el grupo de las transformaciones geométricas
lineales en el Geoplano 10x10, definidas por figuras llamadas “cadenas”. Francisco
Ruiz introduce y desarrolla estos objetos en su tesis doctoral, La “Tabla 100: Re-
presentaciones geométricas de las relaciones numéricas. Un estudio con profesores
de educacion primaria en formacion”. Con esos fundamentos disefid y evalud una
propuesta didactica sobre estructuras aditivas en la Tabla 100, que basa en concep-
tos y formas geométricos y con la que trabajé en la formacion inicial de un grupo
de estudiantes de Magisterio, especialistas en Ciencias.

Palabras clave: estructuras numéricas, formacion inicial de profesores de ma-
tematicas, numeros y geometria, operadores aditivos, sistemas de representacion

Abstract

This work synthesizes a study of the relations and conversions between the
usual additive numerical structures and a discrete and finite geometric structure,
derived from its representation in the 10x10 Geoboard. The study considers iso-
morphs the group of additive operators in the quotient set of the residual classes of
integers module 100 and the group of the linear geometric transformations in the
Geoboard 10x10, defined by figures called “chains”. Francisco Ruiz developed this
object in his doctoral thesis “Table 100: Geometric representations of numerical re-
lations. A study with pre-service primary school teachers.” With these foundations
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he designed and evaluated a didactic proposal on additive structures in Table 100,
based on concepts and geometric forms whose goal was the training of a group of
pre-service Secondary Teachers.

Keywords: numerical structures, pre-service mathematics teachers training,
numbers and geometry, additive operators, representation systems.

INTRODUCCION

El 16 de junio del afio 2000 Francisco Ruiz Lopez presenta y defiende
su tesis doctoral, titulada La Tabla 100: Representaciones geométricas de
relaciones numéricas. Un estudio con profesores de primaria en forma-
cion (Ruiz, 2000). La tesis obtuvo la calificacion de excelencia Sobresa-
liente Cum laude. El trabajo se matricul6 en el Programa de Doctorado de
Matematicas y se realizo en el Departamento de Didactica de la Matemati-
ca de la Universidad de Granada. La tesis se ubica en el Grupo de investi-
gacion “Didactica de la Matematica. Pensamiento Numérico” (FQM193)
del Plan de Investigacion de la Junta de Andalucia, donde se adscribe a las
lineas tematicas de Pensamiento Numérico, Formacion de Profesores de
Matematicas y Sistemas de Representacion.

El estudio se inicia en el curso 1994-1995 y el trabajo de campo tiene
lugar en el curso 1995-1996, con la contribucion de un grupo de estudian-
tes de Tercer Curso del Plan 1971, de la Especialidad de Ciencias Fisico-
Naturales de Magisterio, en la Escuela Universitaria de Profesorado de
E.G.B. de Granada, quienes colaboran con su trabajo y prestan su tiempo
y ayuda a la obtencion de los datos empiricos en que se basa el estudio.
Codirectores de la tesis son los doctores Luis Rico y Moisés Coriat.

La memoria final es un documento de 680 paginas en dos volumenes,
el primer volumen se organiza en 7 capitulos (426 paginas.) y el segundo
en 6 anexos (254 paginas.) (Ruiz, 2000).

CONCEPTOS Y SIGNIFICADO
Objeto de estudio

Desde el planteamiento del problema al comienzo de la memoria,
Francisco Ruiz destaca que el objeto central de su investigacion es el em-
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pleo de la tabla de los cien primeros numeros, que denomina Tabla-100,
para el estudio de relaciones numéricas. Al ser su proposito abordar este
estudio desde la perspectiva de los sistemas de representacion y la visua-
lizacién de patrones numéricos, escoge la Tabla-100 por su simplicidad
y sus caracteristicas singulares, entre otras tablas posibles. Considera la
tabla con el formato de un geoplano de 10x10 puntos, con el apoyo de una
rejilla o cuadricula, que da soporte a las figuras y formas geométricas y a
los operadores y relaciones aritméticas que surjan en el estudio.

Al inicio del trabajo la tabla de los cien primeros nimeros es un ma-
terial didactico para trabajar con los escolares de Primaria, apenas una
configuracion grafica mas de los primeros numeros del sistema decimal de
numeracion, util para explorar su estructura aditiva, mostrar resultados de
operaciones y descubrir relaciones entre los numeros de dos digitos (Sanz,
1995, pp. 81-90).

La motivacion surge de un interés genuino por fundamentar el cono-
cimiento didactico del profesor en formacion sobre una posible interpre-
tacion de los significado de la propia tabla y de los conceptos vinculados
con ese material, simples en apariencia. Se plantea asi la conveniencia de
instituir la tabla como concepto matematico escolar, mediante su analisis.
Es proposito central del trabajo llevar a cabo el analisis conceptual de
la Tabla 100 mediante estudio de su estructura, de sus sentidos y modos
de uso, junto con las cuestiones derivadas de su representacion como un
plano finito discreto, del significado de operador aditivo vinculado con la
tabla y la conexidn de esa representacion con otras conocidas segun, la
interpretacion de significado de un concepto matematico escolar (Rico,
2016).

La Tabla 100

Francisco Ruiz simboliza la tabla de los 100 primeros nimeros como
Tabla-100. Para formalizar este concepto integra las siguientes nociones y
estructuras, como mostramos a continuacion.

El conjunto ordenado C de los 100 primeros niimeros naturales, C =
{1,2,3,4,...,100}, distribuido en una combinacién de series horizontales
y verticales en un cuadrado numérico constituido por 10 filas, que incluyen
los nimeros consecutivos de la misma decena en cada fila y manteniendo
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las mismas unidades en cada columna, como muestra la primera imagen
de la Figura 1, de atrés hacia adelante.

El geoplano 10x10, G, red de puntos que representa un conjunto dis-
creto de puntos del plano euclideo, que se organiza como un cuadrado
de 10 filas equidistantes, cada una a su vez con 10 puntos equidistantes,
formando una trama rectangular donde los datos son los puntos de la red,
segunda imagen de la Figura 1.

Una cuadricula o rejilla R, de 10x10 celdillas cuadradas, tercera ima-
gen de la Figura 1, que enmarca los datos que se sitien en su interior.

Todos estos componentes son usuales en la representacion de configu-
raciones graficas de datos en el material escolar (Sanz, 1995; pp. 82- 89)

Finalmente, postula la Tabla-100 (T-100), que define como integra-
cion de las componentes antes detalladas: el conjunto numérico C con
sus propiedades numéricas, el geoplano G con sus propiedades métricas

Figura 1. Componentes de la Tabla 100
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y la reticula R, como red de conexiones entre los puntos del geoplano G,
sintesis que se representa graficamente mediante la cuarta imagen de la
Figura 1.

El resultado es una tabla organizada en filas y en columnas con los
numeros del 1 al 100, tal y como aparece en la imagen frontal de la figu-
ra 1, la cual constituye un modo de presentacion estructurado de los 100
primeros numeros naturales. Los nimeros de cada fila, respectivamente
columna, estdn en progresion aritmética, en relacion aditiva mediante la
suma o resta de unidades, respectivamente, decenas.

Cada punto del geoplano G se identifica con un nimero de C, y reci-
procamente, manteniendo la contigiiidad y el orden que marca la rejilla R.
Cada elemento de T-100 tiene la doble consideracion de punto y de nlime-
ro, que se muestra como etiqueta de una casilla de la cuadricula.

Esta definicion identifica la Tabla-100 como un conjunto dotado de las
propiedades aritméticas de C, las geométricas de G y las de conexion de
la cuadricula R. La discusion de las condiciones para que las leyes suma
y producto en T-100 sean leyes de composicion interna llevan, en el trans-
curso del trabajo con los profesores en formacion, a extender los valores
numéricos de T-100 a las clases residuales de naturales, modulo 100.

Con posterioridad el investigador considerara la anterior extension
formal de T-100 a todo el conjunto Z de los enteros: Tz. Esa extension
tiene estructura de anillo conmutativo, donde los elementos del conjunto
Z-100 son las clases residuales de Z modulo 100, y las leyes internas de la
suma (+) y el producto (x) se refieren a la suma y producto usuales de cla-
ses residuales. Por razones practicas seguiremos simbolizando por T-100
al conjunto representado, con las extensiones mencionadas.

Operadores aditivos y cadenas en la T-100

Las operaciones aditivas en la tabla se interpretan mediante recorridos
formados por celdillas contiguas. Cuando se sefialan desplazamientos por
la T-100 siguiendo la contigiiidad de la cuadricula, se pueden identificar
con operaciones aditivas; desplazarse k posiciones a derecha/izquierda de
un determinado numero equivale a sumar/restar k unidades a ese nimero,
y desplazarse k lugares hacia abajo/arriba equivale a sumar/restar k dece-
nas al nimero de partida.
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Figura 2. Cadenas en la T-100

Se denominan cadenas a los recorridos orientados, dados por conca-
tenaciones de celdillas cuadradas, cada dos con un lado comun, que sim-
boliza mediante la notacion: C(c+ d+), donde ¢ indica las decenas y d las
unidades. Los signos + y — proporcionan el sentido de avance o retroceso
de cada tramo de la cadena. La expresion C(2+ 1+) corresponde a la ca-
dena “bajar 2, derecha 1”, mientras que C(1* 2.) corresponde a “bajar 1,
izquierda 2” (Figura 2).

A cada cadena corresponde un operador aditivo que resulta de la dife-
rencia entre el nimero final y el inicial de la cadena. Hay cadenas equiva-
lentes a las que corresponde un mismo operador. Por esta razon, se estable-
ce la nocidn de cadena libre o conjunto de cadenas fijas equivalentes a las
que corresponde un mismo operador. Cada cadena libre toma como repre-
sentante canodnico la cadena equivalente con valor minimos de celdillas.
De esta forma, se establece una correspondencia biunivoca entre el &mbito
aritmético y el geométrico, visualizando asi mediante figuras geométricas,
cadenas libres, un concepto aritmético el operador aditivo.

Sentidos y representaciones

El interés didactico del estudio se centra en explorar las potenciali-
dades de la T-100 y de los operadores aditivos definidos en ella para deli-
mitar, identificar y estudiar patrones y relaciones numéricas. El hecho de
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representar el conjunto de los nimeros entre 1 y 100 en forma de tabla o
de un conjunto de puntos discretos sobre una red ortogonal, proporciona
un sentido de operador aritmético a los recorridos realizados sobre esa
tabla, como sumar o restar unidades y decenas a un nimero de partida. La
consideracion de la T-100 como plano discreto acredita la revision e inter-
pretacion geométrica de las operaciones aritméticas elementales, desarro-
lla un sentido geométrico para los operadores aditivos como movimientos
en un contexto geométrico de un plano discreto. Los operadores aditivos
sobre la T-100 son portadores en simultaneo de un doble sentido, aritméti-
co y geométrico, que se concreta de modo singular en la identificacion de
los operadores aritméticos con las figuras geométricas llamadas cadenas
libres.

En segundo lugar, desde un analisis de significado, T- 100 incentiva
la localizacion y el trabajo con otras representaciones diferentes de los
operadores aditivos a partir de la tabla, tanto de tipo simbolico como de
tipo visual o geométrico. A los primeros les llama expresiones aritméticas
del operador, y estan constituidos por secuencias de nimeros afectados de
un signo + o un signo — (segun se trate de sumar o restar), escritos como
subindice o superindice (segun se trate de unidades o decenas).

Definiciones

En relacion con la caracterizacion de las cadenas €stas se construyen
formalmente como representaciones de los operadores aditivos, para lo
cual se definen los siguientes conceptos:

* Cadenas fijas, que son concatenaciones orientadas de cuadrados de

la reticula con un lado comun, a modo de poliminos.

» Expresiones aritméticas de las cadenas fijas, que son notaciones
mediante niameros, subindices y superindices, que indican los des-
plazamientos que realiza la cadena por la tabla.

* Cadenas fijas simples que constan de un solo tramo vertical y/o un
solo tramo horizontal.

» Expresiones aritméticas reducidas que corresponden a las cadenas
fijas simples, y que contienen solamente dos nimeros.

* Cadenas libres son las clases de equivalencia de cadenas fijas que
representan al mismo operador aditivo.
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* Cadenas fijas simples minimas son las cadenas simples que tienen
el menor niimero posible de celdillas y se adoptan como represen-
tantes canonicos de las cadenas libres.

Representaciones para operadores aditivos

e - Reduced
Expr'esiﬁn minimal
il aritmetic
e expression
[ C(2°4)
Miguina de
Dienes Opendm‘ Cadena Cadena
S o Aditive | | libre [ Tminimal simple
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fis: Z—Z
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Figura 3. Representaciones y sentidos de los operadores aditivos

Los resultados que se obtienen de la formalizacion de la T-100 y de la
interpretaciéon geométrica de sus operadores aditivos, proporcionan nue-
vos sentidos que aportan gran riqueza de significados para interpretar las
conversiones y traducciones entre nociones aritméticas y geométricas, so-
bre la base de la dualidad establecida por las representaciones derivadas
de T- 100.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

Francisco Ruiz aborda su problema de investigacion en tres momen-
tos, que proporcionan tres focos y le ayudan a estructurar la memoria:

Primero, el estudio se encuadra en el Grupo Pensamiento Numérico,
que se ocupa de diversas areas de interés entre ellas, el Sentido Numérico
y los Sistemas de Representacion. También del &mbito de las relaciones
entre la Aritmética y la Geometria, con la atencidon puesta en la visuali-
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zacion de patrones numéricos y operadores aditivos en la Tabla-100, que
trata en el Capitulo 2.

Un segundo foco esta en la Formacion Inicial de Profesores y la In-
novacion Curricular, que se abordan en el estudio empirico mediante un
disefio de Investigacion-Accion. Al desarrollo de ese foco dedica los Ca-
pitulos 3,4y 5.

Tercero, debido al estudio realizado acerca del significado de la T-100
como concepto matematico escolar y de las representaciones de los ope-
radores aditivos, avanza en este estudio desde una perspectiva formal y
tedrica, estudio al que dedica el Capitulo 6.

La T-100 le ayuda a trabajar con las estructuras algebraicas, especial-
mente la de grupo, y le permite profundizar en las estructuras aditivas.
Otros conceptos matematicos utilizados en su trabajo con la T-100 han
sido las relaciones de equivalencia y en especial las de congruencia, las
isometrias planas y las ecuaciones de rectas en el plano, actividad a la que
dedica el Capitulo 6. Identifica las representaciones de dichas nociones en
T-100 y las estudia desde un punto de vista matematico y didactico.

Asi, desde una perspectiva matematica formaliza el grupo abeliano de
los operadores aditivos utilizando ambos sistemas de representacion, tanto
con las expresiones aritméticas como con las cadenas. En ambos casos se
trata de sistemas de representacion adecuados para los operadores aditivos
y no de simples dibujos o codificaciones.

Al considerar las cadenas como figuras geométricas en un plano dis-
creto, tiene la oportunidad de aplicar la nocion de transformacidon geomé-
trica a un operador; las relaciones entre ambos sistemas de representacion
permiten interpretar el resultado aritmético producido por una isometria
sobre un operador y dotarlo de significado.

Desde una perspectiva didactica establece conexiones entre las repre-
sentaciones anteriores que ayudan a su comprension, asi como para esta-
blecer vinculos entre las representaciones usuales conocidas, como son las
expresiones numéricas en base 10, la expresion polindmica, la funcional y
la maquina de Dienes (Figura 3).

La investigacion tiene como ambitos de actuacion la innovaciéon cu-
rricular y la formacion inicial de profesores de educacion primaria. Aun-
que la T-100 es, principalmente, una herramienta didactica utilizada en el
medio escolar, el investigador muestra como dotar de significado formal
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este objeto para contribuir al conocimiento didactico de las matematicas
escolares por los profesores.

Se plantea a los profesores en formacion una propuesta didactica, que
indaga las posibilidades de la T-100 en los aspectos ya sefialados. Las ta-
reas que se disefian estan insertas en el curriculo de la asignatura de mate-
maticas de tercer curso de la Diplomatura de Magisterio del Plan 1971 y
se conciben con intencionalidad formativa. La importancia que adquiere el
estudio de la T-100 en la realizacion del trabajo hace destacarlo sobre los
restantes focos, ya que vincula los contenidos matematicos, sus significa-
dos e interrelaciones con los conocimientos didécticos.

Interrogantes de la investigacion

Volviendo a su finalidad recordamos que ésta consiste en explorar la
utilidad didéctica de la tabla de los cien primeros numeros. Esta idea se
concreta en diversos interrogantes:

* /Qué tipos de patrones numéricos podemos encontrar en la T-100?

* (/Qué conceptos aritméticos y geométricos estan implicados en di-

chos patrones?

* ;Qué representaciones encontramos para los conceptos aritméticos

anteriores?

* ;Qué tareas utilizar con el fin de estudiar esas posibles representa-

ciones?

* (Qué grado de aceptacion tienen este tipo de actividades por los

estudiantes?

* (Qu¢ aportaciones proporcionan las tareas en relacion con el senti-

do numérico?

El investigador sitia su trabajo para abordar estas preguntas dentro de
los estudios de innovacion curricular, que organiza con dos perspectivas.
En primer lugar, realiza un estudio empirico, con estudiantes de tercer cur-
so de la diplomatura de Magisterio organizados en tres grupos distintos,
que lleva a cabo mediante una metodologia de Investigacion en el Aula.
En segundo, realiza un estudio tedrico y formal de la T-100 y de sus ope-
radores aditivos.
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Consideraciones generales

Como resumen de la revision de literatura y con caracter previo al
enunciado de objetivos, Ruiz (2000) expone las siguientes consideracio-
nes generales.

En primer término, la Tabla- 100 es un artefacto didactico, que se re-
vela 1til para plantear una gran riqueza de tareas, cuestiones y problemas
tanto en un contexto aritmético como en uno geométrico; constituye un
recurso adecuado para descubrir y estudiar patrones. De las revisiones bi-
bliograficas se desprende la escasa utilizacion en el medio escolar de ta-
blas numéricas para ensefianza y aprendizaje de aspectos aritméticos con
un enfoque geométrico. Por ello, resulta ttil introducir en un programa de
Formacion Inicial de Profesores de Primaria y primer ciclo de Secundaria
un conjunto de actividades en torno a la T-100 con el fin de suscitar re-
flexiones por parte de los estudiantes sobre conceptos aritméticos sencillos
desde la 6ptica que proporciona la “geometria de la Tabla-100".

En segundo término, dada la dimension geométrica que proporciona
la T-100 para los diversos conceptos aritméticos que se pueden estudiar y
la variedad de patrones numéricos que en ella se detectan, parece factible
encontrar representaciones € interpretaciones aritméticas adecuadas para
algunos conceptos geométricas. Las relaciones basicas entre los nimeros
de la T-100 son aditivas. Es la estructura aditiva la que organiza dicha ta-
bla, siendo las representaciones mas faciles de obtener las que atafien a los
operadores aditivos. El material objeto de estudio facilita encontrar, al me-
nos, dos sistemas de representacion, aritmético y geométrico, para dichos
operadores, permitiendo establecer conexiones entre ambos.

En tercer lugar, la T-100 es una herramienta didéctica sencilla sin mayor
dificultad. No obstante, la tabla es susceptible de verse como concepto ma-
tematico per se, con el cual se ponen de manifiesto estructuras matematicas,
representaciones y sentidos, es decir, significados para esos conceptos mate-
maticos escolares. Formalizar la tabla y abordar los problemas conceptuales
derivados de ese hecho, es consecuencia de los objetivos didacticos.

OBJETIVOS

Bajo las consideraciones precedentes, el investigador enuncia como
Objetivo General para el estudio, el siguiente: “Explorar las potenciali-
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dades que encierra la Tabla-100 como espacio de representacion, donde
se pueden integrar y relacionar aspectos aritméticos y geométricos, en un
programa de formacion inicial de profesores de primaria.”

Este objetivo general se desglosa en los siguientes objetivos parciales:

Primero: Indagar en la comprension de los estudiantes sobre los as-
pectos numéricos y geométricos de la T-100 y las representaciones
geométricas realizadas sobre ella.

Segundo: Estudiar la viabilidad de nuevas representaciones, numé-
ricas o geométricas, para los operadores aditivos, estableciendo
conexiones entre esas representaciones.

Tercero: Realizar una propuesta didactica en torno a la T-100, inte-
grada por una programacion y unas tareas que faciliten establecer
relaciones entre aritmética y geometria, por medio del estudio e
identificacion de patrones y relaciones.

Consecucion del primer objetivo y logros alcanzados

El primer objetivo se trabaja durante la primera fase del estudio empi-
rico. A través de las tareas propuestas, se introduce a los estudiantes en los
contenidos aritméticos y geométricos que proporciona la T-100.

Los objetivos especificos para esta primera fase del estudio empirico son:

I.
2.

Familiarizar a los estudiantes con el uso de la T-100.

Constatar la correspondencia entre las operaciones aritméticas ba-
sicas y los desplazamientos en la tabla, dotando a aquellas de un
contexto de uso dindmico.

. Encontrar regularidades de caracter visual-geométrico en la tabla e

interpretarlas aritméticamente.

. Establecer conexiones entre el area de un poligono y el hecho de

ser sus vértices puntos del geoplano asociados a los multiplos de un
determinado nimero.

. Estudiar los multiplos de un niimero en la T-100, desde un punto

de vista dindmico, sometiéndolos a isometrias planas sencillas y
observando el efecto aritmético producido.

Este primer objetivo de la investigacion se logra plenamente por cuan-
to los estudiantes:
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Realizan y reinterpretan operaciones aritméticas basandose exclu-
sivamente en los desplazamientos por la tabla, asignando un signi-
ficado aritmético a cada desplazamiento.

Encuentran multitud de regularidades visuales de tipo geométrico
(cadenas), a las que asocian un operador aditivo.

Utilizan diversas estrategias para el calculo de las areas de poligo-
nos formados al unir n multiplos consecutivos de un niamero k en
la T-100, y relacionan las areas de los poligonos con n y k.
Resuelven dudas de tipo geométrico (puntos alineados, paralelis-
mo, angulos rectos, perpendicularidad entre lineas oblicuas en la
tabla, etc.) utilizando datos y propiedades aritméticas que propor-
ciona la T-100.

Estudian el efecto producido por algunas simetrias sobre los mul-
tiplos de un numero en la T-100, observando las regularidades en-
contradas.

Como balance, los profesores en formacion establecen conexiones en-
tre aritmética y geometria mediante las tareas propuestas.

Consecucion del segundo objetivo y logros alcanzados

El segundo objetivo parcial de la investigacion se corresponde con
la segunda fase del estudio empirico, que propicia la busqueda y estudio
de nuevas formas de representacion numéricas, simbolicas y geométricas,
para operadores aditivos en T-100. Los objetivos especificos de esta fase
del estudio son:

l.

Proporcionar representaciones geométricas para los operadores
aditivos en la T-100.

. Utilizar las cadenas para estudiar la posible estructura algebraica

del conjunto de los operadores aditivos con la “operacion suma”.

. Estudiar el efecto sobre los operadores aditivos asociados a las ca-

denas cuando éstas se someten a isometrias sencillas.

. Encontrar representaciones de tipo simbolico para los operadores

aditivos.
Extender el estudio de las cadenas al considerarlas en la Tabla-100
de k columnas.
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Los estudiantes aportan evidencia de haber cubierto también este se-

gundo objetivo parcial, ya que:

 Identifican las cadenas como representaciones geométricas de ope-
radores aditivos, realizando representaciones propias y operando
de manera simultanea con ellas y con los operadores que represen-
tan.

* Encuentran un criterio adecuado para “sumar” cadenas, identifi-
cando aquellas que realizan las veces de elemento neutro y de ele-
mento simétrico de otra para esa operacion.

* Observan el efecto de ciertas isometrias sobre las cadenas y sobre
los operadores asociados a ellas.

* Encuentran formas simbolicas distintas de las habituales para re-
presentar a los operadores aditivos.

* Interpretan correctamente el cambio de significado aritmético que
experimentan las cadenas cuando é€stas se colocan en una T-100.

Tercer objetivo

El tercer objetivo parcial participa de las dos fases mencionadas. En
los apartados iniciales han quedado recogidos los logros generales de tipo
matematico conseguidos con el estudio de las cadenas y el manejo de al-
gunas transformaciones geométricas planas.

CONCLUSIONES

Destaca la buena acogida que los estudiantes dispensaron a la iden-
tificacion y estudio algebraico de los operadores aditivos por medio de
las cadenas, encontrando facilmente cadenas con dngulos rectos y numero
minimo de casillas, para representar a los operadores aditivos. También
expresaron un criterio coherente para “sumar” cadenas, superponiendo la
casilla final de una de ellas con la inicial de la otra.

Para salvar el problema que presentan las cadenas situadas en los bor-
des de la T-100, los estudiantes impusieron restricciones para el tamafio de
las cadenas con objeto de visualizar su “suma” en esta tabla; propusieron
la idea de que una cadena que rebasa un lateral de la tabla aparezca por el
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lateral opuesto en la fila correspondiente, dando asi una solucion de conti-
nuidad al problema.

Otros estudiantes participantes pusieron de manifiesto el papel que
juegan los numeros de la T-100 como el “conjunto origen™ de la aplicacion
que constituye el operador aditivo. De este modo, estado y operador que-
dan diferenciados en su forma de representacion, ya que para el primero se
utilizaron los simbolos numéricos habituales y para el segundo adoptaron
la forma geométrica de una cadena.

La T-100, en su condicion de geoplano, se revela como un buen medio
donde realizaron reflexiones sobre las cadenas, consideradas exclusiva-
mente como figuras geométricas independientemente de su orientacion. A
la hora de observar el efecto producido sobre sus operadores asociados la
dificultad aumenta, debido en parte a la no inclusion de flechas que orien-
ten las cadenas.

Ademas de las representaciones de caracter geométrico, se obtuvieron
una variedad de representaciones simbolicas con las que expresaron los
operadores aditivos. En su mayoria combinaron elementos graficos con
numéricos y abundaron los pares ordenados. Los estudiantes manejaron
asi varios sistemas de representacion para el mismo concepto.

Por lo que se refiere al significado de los conceptos estudiados destaca
que la T-100 constituye el soporte sobre el cual se realizan las representa-
ciones estudiadas. Al considerar en ella nimeros, poligonos y cadenas se
hace necesario su formalizacion, delimitando los elementos con los que
trabaja, que son: el conjunto numérico de los 100 primeros nimeros natu-
rales, el geoplano y la cuadricula.

Con el fin de dar solucion a los problemas que se presentan en los li-
mites de T-100, se realizaron las siguientes extensiones:

* Tz o extension de T-100 a todo el conjunto Z de los enteros. En esa
extension advertimos la estructura de anillo conmutativo para (K,
+, x), donde los elementos del conjunto K son las clases residuales
de Z mddulo 100, con las leyes internas de suma (+) y producto (x),
que se refieren a la suma y producto de clases residuales.

* Z-100 o extension de T-100 al conjunto cociente de Z respecto de
la relacion de congruencia modulo 100.
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En relacion con la estructura del conjunto de las cadenas libres, con-
templaron las cadenas como expresiones geométricas de los operadores
aditivos como aplicaciones, y abordaron la comprobacion de la estructura
de grupo aditivo abeliano de estos operadores mediante utilizacion de las
cadenas. En este sentido destacan los siguientes logros:

* Constataron la estructura de grupo abeliano de los operadores adi-
tivos por medio de las cadenas, cuyo dominio de aplicacion es la
extension Tz en lugar de la Tabla-100, debido a los problemas que
¢sta presenta en sus bordes.

* Definieron la composicion de cadenas superponiendo la casilla fi-
nal de una con la inicial de la otra.

» Establecieron como elemento neutro para esta “suma” es la cadena
cerrada.

* Obtuvieron el elemento simétrico de una cadena cambiando su
orientacion y conservando el orden “decenas, unidades”.

» Constataron los isomorfismos existentes entre las tres expresiones
decimal, aritmética y geométrica para los operadores aditivos.

En el afio 2000, Francisco Ruiz concluye la redaccion del manuscrito
de su tesis con las siguientes palabras:

Finalmente, con nuestro esfuerzo y trabajo reflejados en esta memoria,
esperamos haber contribuido a clarificar todo un mundo de posibilidades
didacticas y matematicas que se vislumbra encierra el objeto que hemos
llamado la Tabla-100, aportando nuestra contribucion a la linea de Pensa-
miento Numérico. (p. 417)

En el balance de este articulo rememorativo destaco el caracter precur-
sor del estudio presentado, que muestra la potencia del marco del Analisis
didactico y la riqueza del analisis del significado de los conceptos mate-
maticos escolares, junto con la relevancia del uso de diversos sistemas de
representacion con el juego de conversiones entre ellos.

La riqueza de ideas, de propuestas didacticas y matematicas abiertas
por Francisco Ruiz, esperan su continuacion y progreso en proximos tra-
bajos y proyectos.
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Resumen

El flujo es un estado psicologico en el cual las personas estan tan concentradas
e involucradas en su actividad que nada parece importar a su alrededor. Alcanzar
dicha concentracion e implicacion durante la realizacion de tareas escolares re-
percute positivamente en el rendimiento académico. Serd esencial que los futuros
docentes experimenten flujo, pues, segin Bakker (2005), estas experiencias “pue-
den pasar de los maestros a sus alumnos, y viceversa”. Por esta razon, el presente
capitulo tiene como objetivo describir brevemente las claves mas importantes para
identificar experiencias de flujo y los beneficios que reporta, asi como aquellos as-
pectos que favorecen la aparicion del flujo con tareas matematicas. Esto permitira
disefiar experiencias de aula que favorezcan la aparicion de flujo.

Palabras clave: Experiencias de flujo, Educacion Matematica, motivacion

Abstract

Flow is a psychological state in which people are so concentrated and in-
volved in their activity that nothing seems to matter around them. Achieving such
concentration and involvement during the performance of school tasks has a posi-
tive impact on academic performance. It will be essential for future teachers to
experience flow, since, according to Bakker (2005), these experiences “can pass
from teachers to their students, and vice versa.” For this reason, this chapter aims
to briefly describe the most important aspects to identify flow experiences and the
benefits that it reports, as well as those aspects that favor the appearance of flow
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with mathematical tasks. This will allow to design classroom experiences that favor
the emergence of flow.

Keywords: Flow experience, Mathematics Education, motivation

Los profesores Francisco Fernandez y Francisco Ruiz han mostrado
también a lo largo de su carrera una gran inquietud por la motivacion del
alumnado. Por ello, hemos decidido centrar este capitulo en esta tematica.

¢, QUE ES EL FLUJO Y CUALES SON SUS BENEFICIOS?

Durante muchos afios se ha considerado que el problema de la edu-
cacion residia en el aspecto cognitivo del alumnado, es decir, que éste no
comprendia o no poseia las capacidades necesarias para superar el perio-
do escolar. Sin embargo, el problema no era unicamente cognitivo, sino
también afectivo, emocional o motivacional. En otras palabras, algunos
alumnos no superan el periodo escolar debido a que no quieren aprender
ni involucrarse debido a falta de motivacion (Csikszentmihalyi, 2014). Por
ello, los ultimos afios se han caracterizado por dar una mayor importan-
cia a aspectos emocionales, afectivos y motivacionales en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas (Gémez-Chacon, 1998; Goémez-Chacon,
2010, McLeod, 1992).

De todos los tipos de motivacion establecidos en la teoria de la autode-
terminacion (Deci y Ryan, 1985), la intrinseca es la mas intensa y durade-
ra. La teoria de flujo, surgio de la observacion y el analisis de experiencias
de personas mientras realizan actividades por placer y las condiciones que
van a facilitar dichas experiencias (Csikszentmihalyi, 2003).

Csikszentmihalyi (1990) establece que el flujo es un estado en el que
las personas estan tan involucradas en una actividad que nada mas parece
importar; la experiencia es tan agradable que la gente seguird haciéndolo,
incluso a un gran costo, por el disfrute de hacerlo.

Asi pues, el compromiso que se genera con una tarea en la que se ex-
perimenta flujo (Nakamura, 1998; Whalen, 1997;) y una mejora en el ren-
dimiento académico (Larson, 1998) —tanto a nivel individual como gru-
pal (Brunelle, Rousseau y Aubé¢, 2014)— tiene como consecuencia que la
teoria del flujo ocupe un lugar cada vez mas importante en &mbitos como
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el escolar. Hemos de tener en cuenta, ademas, que en el caso de activida-
des en grupo la relacion existente entre flujo y rendimiento estd mediada
por el compromiso que el equipo tiene con el objetivo y el intercambio de
informacion entre sus miembros (Aubé¢ et al., 2014).

Por otra parte, Shin (2006) demostré en su estudio que el flujo in-
fluye positivamente en el rendimiento de la tarea —al igual que Larson
(1998)— y que puede ser considerado como un predictor de la satisfaccion
del estudiante, de tal forma que un estudiante con flujo alto presenta una
mayor probabilidad de estar satisfecho con el curso.

Estos beneficios hacen que pase a ser primordial que los maestros
creen ambientes de aula en los que el alumnado experimente flujo, pues,
de esta forma, el alumnado disfrutard y estara motivado ante las diferentes
asignaturas —como matematicas— lo que es requisito favorecedor de la
adquisicion de nuevos conocimientos.

Las matematicas tradicionalmente han sido una asignatura que ha
provocado recelo y actitudes negativas. Esto ocurre también entre los fu-
turos docentes, es decir, existe un porcentaje considerable de estudian-
tes de maestro que presentan actitudes negativas hacia las matematicas.
Es fundamental el cambio de esta actitud, pues, si un maestro mantiene
una actitud positiva hacia las matematicas, muchos de sus alumnos tam-
bién lo haran. Amparandonos en la teoria del contagio emocional — que es
definida como “la tendencia a imitar y sincronizar expresiones faciales,
vocalizaciones, posturas y movimientos con las de otras personas y, en
consecuencia, converger emocionalmente” (Hatfield, Cacioppo y Rapson,
1994) —cuando los maestros sienten motivacion, sera mucho mas sencillo
que sus alumnos también la sientan.

De hecho, en la investigacion de Basom y Frase (2004) los maestros
afirman que con asiduidad alcanzaron el estado de flujo gracias al com-
promiso de sus estudiantes. Del mismo modo, los alumnos confirman que
llegaron a este estado gracias al compromiso y entusiasmo de los maes-
tros. En otras palabras, cuando los profesores experimentan flujo van a
sentirse conectados con sus alumnos, no tendrdn conciencia del tiempo vy,
por ultimo, disfrutaran durante el proceso de ensefianza, lo que favorece
la aparicién de flujo en los alumnos, ya que los profesores que disfrutan
motivan mas a su alumnado.
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Si nuestro propdsito es, por tanto, que los alumnos tengan actitudes
positivas hacia las matematicas, que se diviertan o que sientan pasion por
estas —independientemente de las capacidades que posean— sera esen-
cial que los futuros docentes también lo hagan. Para ello, las asignaturas
relacionadas con la ensefianza de matematicas deben fomentar actividades
que permitan dicho cambio.

Este capitulo presenta como objetivo principal la descripcion de los
instrumentos disponibles en castellano que sirven para medir la experien-
cia de flujo, de los factores que facilitan la aparicion del flujo en estu-
diantes y maestros y de investigaciones sobre el flujo en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas.

INSTRUMENTOS PARA MEDIR EXPERIENCIAS DE FLUJO

El andlisis de las numerosas entrevistas llevadas a cabo por Csikszen-
tmihalyi fue el punto de partida para caracterizar las experiencias de flu-
jo. Sin embargo, esta metodologia requiere de mucho tiempo y esfuerzo
por parte del investigador y se ve limitada por la necesidad de recordar.
Para lidiar con estos inconvenientes, surgieron dos metodologias: el uso de
cuestionarios cerrados y el Método de Muestreo de Experiencias (MME).

Los cuestionarios cerrados se componen de escalas tipo Likert que ha-
cen referencia a las dimensiones del flujo propuestas por Csikszentmihalyi
(2003) y estan recogidas en la Figura 1'.

No obstante, algunas investigaciones han destacado el rol de ciertas di-
mensiones como facilitadores o condiciones necesarias para fluir, en lugar
de aspectos propios de la experiencia de flujo. Un ejemplo de cuestionario
cerrado es el disenado y validado por Montoro (2014) con estudiantes de
maestro de primaria realizando tareas matematicas, justo al concluirlas.
Tras una profunda revision de las definiciones de flujo dadas por investi-
gaciones previas y utilizar todas las dimensiones del flujo y los aspectos de
las tareas mas frecuentemente vinculados al flujo, concluyo6 que las expe-

! Una traduccion al castellano del instrumento disefiado por Jackson y Marsh (1996) para

medir el flujo en el deporte puede verse en los trabajos de Gonzalez-Cutre (2008)
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Figura 1. En esta figura se pueden observar las nueve dimensiones del flujo.
Adaptado de Montoro (2014).

riencias de flujo estdn caracterizadas por altos niveles de concentracion y
disfrute con la actividad. Esta forma de medir el flujo también se encuen-
tra en el cuestionario disefiado por Rodriguez-Sénchez (2009), aunque su
extension es mayor y esta pensado para medir la frecuencia con la que se
experimenta flujo en el trabajo, en lugar de conocer si se ha experimentado
con una tarea concreta. Por su parte, el MME se compone de un formu-
lario que recoge informacion sobre la actividad que se estaba haciendo y
su estado cognitivo, emocional y motivacional. Ademas, esta adaptacion
también contaba con dispositivo que emite sefiales aleatorias durante dis-
tintos momentos del dia e indica cudndo se debe rellenar el formulario
(Csikszentmihalyi y Csikszentmihalyi, 1998). Un resultado remarcable de
su aplicacion fue el modelo de los cuadrantes de flujo y su posterior refina-
miento (Figura 2), en los que los niveles de desafio y habilidad percibidos
predicen la aparicion del flujo (altos niveles de concentracion y disfrute).
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Figura 2. La imagen de la izquierda se corresponde con el modelo de cuadran-
tes del flujo, en ¢l se representa el flujo en funcion del nivel de habilidades-
desafios. En la imagen de la derecha aparece el modelo de canales de flujo.

Recuperado de Montoro (2014).

A pesar de la riqueza que aporta tener informacion en distintos mo-
mentos del dia, consideramos inadecuado su uso en el entorno escolar,
pues interrumpe el correcto desarrollo del aula y podria dificultar la apa-
ricion del flujo. Algunas autoras como Schweinle, Turner y Meyer (2006)
utilizaron el formulario al final de distintas sesiones de matematicas de di-
ferentes grupos de estudiantes de primaria con habilidades normales. Ellas
encontraron que aparecian emociones mas positivas cuando los estudian-
tes percibian desafios por encima de la media, pero sus habilidades eran
muy superiores. En definitiva, el modelo de los canales de flujo predeciria
“control” en lugar de flujo.

Mesurado (2008) disefid un cuestionario tomando como base el for-
mulario utilizado en Método de Muestro de Experiencia con objeto de
medir la experiencia pasado un tiempo. El cuestionario se estructur6 en
cuatro partes: la primera estaba formada por tres preguntas abiertas —el
objetivo de las preguntas era averiguar si la persona en cuestion ya habia
vivido una experiencia Optima; la segunda parte del cuestionario estaba
constituida por una serie de preguntas en las que se estudia la voluntad en
lo relativo a la eleccion de la tarea; la tercera parte analiza la calidad de
la experiencia, dividiendo a esta en: tono emocional, activacion y com-
promiso; por ultimo, la cuarta parte seleccionaba con quién se encontraba
mientras la realizaba.
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FACILITADORES DEL FLUJO
Flujo en maestros en activo

Algunas investigaciones, como la de Rodriguez (2009), se centran en
el analisis de las experiencias de flujo en entornos laborales. En su investi-
gacion estudia las posibles diferencias entre las personas que trabajan con
“cosas” y las que trabajan con “personas”, comparando, para ello, a docen-
tes de secundaria —que experimentaban flujo con mayor frecuencia— con
trabajadores del ambito de la construccidon. Las diferencias fueron moti-
vadas por las caracteristicas de la ensefianza. Un maestro o profesor se
enfrenta diariamente a desafios, tienen claras sus metas y, ademas, reciben
retroalimentacion gracias a los propios estudiantes.

Basom y Frase (2004) disefiaron una guia para que los entornos esco-
lares lleven a experiencias de flujo en maestros. Algunas de las indicacio-
nes mas destacadas fueron que el director del centro visite con regularidad
las aulas; evitar elementos que interrumpan el correcto desarrollo de la lec-
cion; proporcionar el tiempo necesario para que los docentes puedan pla-
nificar correctamente sus lecciones; facilitar la formacion adecuada para
el disefio de un curriculo de calidad; encontrar tiempo para la formacion
en didactica; asegurar que las condiciones del entorno laboral conducen al
desarrollo y logro continuo; ofrecer programas de iniciacion y orientacion
bien disefiados; procurar tiempo para que los maestro discutan, analicen y
reflexionen sobre los éxitos y fracasos de sus clases.

Bakker (2005), por su parte concluyd que los recursos laborales de
los maestros —como la autonomia, la retroalimentacion en relacion a su
desempeno, el apoyo social, etc.— influencian positivamente al manteni-
miento del equilibrio entre desafios y habilidades y que las experiencias de
flujo de los profesores se relacionan positivamente con las de los alumnos.

Flujo en estudiantes

Como se dijo en el apartado anterior, hay un consenso en la necesi-
dad de establecer desafios acordes con las habilidades de los estudian-
tes, metas claras y retroalimentacion inmediata para facilitar la aparicion
del flujo (Csikszentmihalyi, 2003). Resultados similares se encontraron
en la investigacion de Egbert (2003) con estudiantes de altas capacidades
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cuyo objetivo principal era analizar la aparicion de flujo en siete tareas,
utilizando en algunas de ellas las TIC. De estas, cuatro fueron disefiadas
especificamente para que el alumnado experimentara flujo. Sin embargo,
el resultado fue que solo una de las actividades produjo flujo a todo el
alumnado. El mérito, ademas, no fue del uso de las TIC, sino que se debio
principalmente al desafio que supuso la tarea.

No obstante, otro aspecto a tener en cuenta es la importancia que se
le dé a la actividad, ya que, segiin Mesurado (2010), se relaciona con un
aumento de la concentracion.

Por otra parte, existen diferencias en la capacidad para experimentar
flujo de unas personas y otras, asi como las actividades que se los provo-
can (Csikszentmihalyi, 2003b, como se cita en Montoro, 2014). Por ejem-
plo, hay individuos que no tienen miedo al fracaso, por lo que disfrutan
mas con las actividades y tienen mayor facilidad de experimentar flujo.
Las personas con déficit de atencion e hiperactividad, por el contrario, tie-
nen mayores dificultades para experimentar flujo. Asi pues, otro factor que
dificulta la aparicion de flujo es el miedo a hacer el ridiculo.

Sinnamon, Moran y O’Connell, (2012) estudiaron la aparicion de flujo
en estudiantes de musica con nivel inicial y también en estudiantes de éli-
te. Los resultados les llevaron a decir que, aunque partian de niveles muy
distintos, no hay diferencias relevantes a la hora de experimentar flujo.

No obstante, uno de los aspectos mas destacados, relacionado con la
percepcion de desafios y habilidad, es la autoconfianza. Asi, Rodriguez,
Salanova, Cifre y Schaufeli (2011) afirman que existen diferencias entre
estudiantes con talento y aquellos que tienen habilidades medias o bajas.
Los que tienen talento y confianza en si mismos tienden a buscar tareas
mas desafiantes que aquellos que no poseen dicha confianza.

Whalen (1997) concluye que el flujo se va a producir con mayor faci-
lidad en aquellas situaciones en las que nos sentimos competentes. Naka-
mura (1998), por su parte, plante6 que la percepcion de habilidad serd un
aspecto fundamental para afrontar los desafios. Asi, los estudiantes con alta
motivacion de logro disfrutan de los desafios, mientras que los alumnos
con baja motivacion los ven como insuperables, considerando, ademas,
que las actividades suelen estar a un nivel superior al de sus habilidades.

Un aspecto altamente relacionado con la percepcion de logro es la
posibilidad de eleccion, que favorece la concentracion. De esta manera, la
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posibilidad de eleccion se relaciona positivamente con los estados de flujo
(Mesurado, 2010).

En este sentido, Rathunde (1993) concluye que para los adolescentes
con talento las actividades extraescolares poseen caracteristicas que llevan
a experimentar altos niveles de interés y flujo, algo que no ocurria nor-
malmente con las actividades escolares. Sin embargo, en la investigacién
llevada a cabo por Gil, Torres y Montoro (2017) con estudiantes de educa-
cion primaria con habilidades en torno a la media, llegan a la conclusion
de que el flujo se va a producir en mayor medida en las tareas escolares,
debiéndose principalmente a que estas ultimas proporcionan metas claras,
existe una mayor retroalimentacion, son mas sencillas, utiles y mas inte-
resantes.

Otras caracteristicas que presentan los adolescentes que experimen-
tan flujo son las siguientes: sus padres expresan claramente lo que espe-
ran de ellos, pueden elegir, presentan confianza a la hora de implicarse
en las tareas, sus padres muestran interés en aquello que sus hijos hacen,
plantean metas claras, proponen nuevos retos y actividades mas complejas
(Rathunde, 1993).

En definitiva, las experiencias de flujo dependen de la tarea, la perso-
na y el entorno en el que se realiza. La figura 3 sintetiza los aspectos que
influyen en el flujo descritos en este apartado.

INVESTIGACIONES SOBRE FLUJO EN MATEMATICAS

A continuacion, nos centraremos en investigaciones que relacionan la
aparicion del flujo con las clases de matematicas.

Heine (1997) analiz6 cual era la relacion entre matematicas y flujo en
alumnado con altas capacidades. Concluy6 que las habilidades y el disfru-
te van a influir en el rendimiento de manera independiente. Ademas apre-
ci6 que aquellos alumnos que poseen motivacion intrinseca en relacion a
las matematicas obtuvieron mejores resultados que aquellos que buscaban
recompensas externas.

Asimismo, el método de ensefianza del docente, el ambiente generado
en clase y las actividades que se proponen, van a ser elementos a tener en
cuenta a la hora de provocar flujo. La metodologia que consiguié mayores
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Figura 3. Factores que facilitan las experiencias de flujo. Adaptado de Montoro
(2014).

niveles de flujo fue aquella que dedicaba mas tiempo al trabajo individual,
debates, trabajo en grupo y presentaciones de los estudiantes.

Heine también relaciono tipos de tareas con flujo. Segun el proceso
cognitivo que requeria —conocer, interpretar y aplicar— y segun si el pro-
blema era conocido, novedoso o parcial. Los resultados mostraron que la
que mas flujo gener6 fue la de aplicacion, dado que es la que tiene las me-
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tas mas claras, y los problemas parciales, entendidos estos como aquellos
que aplicaban un concepto conocido a situaciones diferentes.

En definitiva, factores como las habilidades, estructura de la clase y el
tipo de problema influyen en las experiencias de flujo de estudiantes con
talento matematico.

Schweinle, Turner y Meyer (2002), a diferencia de Heine, investigaron
en una clase cuyos alumnos presentaban habilidades en torno a la media.
Estudiaron cudl podria ser la influencia del nivel de desafio y habilidad
percibida en el nivel de eficacia y afecto. Las autoras en cuestion llega-
ron a la conclusion de que los alumnos con capacidades medias presentan
preferencias hacia aquellas tareas en las que se sienten competentes. Los
desafios, por lo tanto, son considerados como amenazas.

En 2006, estas mismas autoras compararon las estrategias de apren-
dizaje y el ambiente creado por cuatro profesores de cuatro clases. En las
clases se produjo, respectivamente, flujo, apatia, ansiedad y aburrimien-
to. Asi pues, Schweinle, Turner y Mayer (2006) encontraron una serie de
diferencias en las estrategias del profesorado: la manera de proporcionar
apoyo social y afectivo; el tipo de retroalimentacion y evaluacion; el grado
de autonomia proporcionada; la forma de proponer retos; y la importancia
que se le da a las tareas.

Sedig (2007) planted una investigacion cuyo objetivo principal fue
que el alumnado experimentase flujo al mismo tiempo que aprenden ma-
tematicas, creando para ello un software educativo. El autor concluy6 que
el alumnado estuvo concentrado, disfrut6 de la actividad y de los desafios
y present6 deseos de repetir la experiencia.

Por su parte, Chang, Wu, Weng y Sung (2012) estudiaron la influencia
de un sistema informatico en las capacidades de un grupo de alumnos,
distribuidos en cuatro clases, a la hora de plantear y resolver problemas
y como podria afectar este sistema a las experiencias de flujo. Todos los
alumnos tenian que plantear problemas y resolverlos. La diferencia residia
en que dos de las clases empleaban el sistema informatico, mientras que
las otras dos lo hacian de formar tradicional. El sistema informatico se
caracteriza por proporcionar dos elementos fundamentales para la apari-
cion del flujo: retroalimentacion inmediata y un aumento progresivo del
desafio. El alumnado que empleo6 el sistema informatico alcanzo6 estados
de flujo mas altos, lo que provocd, a su vez, un gran aumento en la motiva-
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cion y el compromiso. Del mismo modo, los autores afirman que aumento
el rendimiento del alumnado.

Montoro y Gil (2016) analizaron los factores que podrian afectar a
la aparicion de flujo en estudiantes de maestro de primaria en el aula de
matematicas. De este modo obtuvieron que la confianza en las habilidades
propias para superar la actividad, establecer las metas claramente, retroali-
mentacion inmediata y éxito en tareas parecidas favorecen la aparicion del
flujo. En contraste, fracasos continuados, que los compafieros no tengan
en cuenta sus ideas o reciban retroalimentacion inadecuada constituyen
obstaculos para fluir.

Berenguel, Gil, Montoro y Moreno (2016) analizan, por una parte, la
influencia que tiene la experiencia previa y la autoconfianza en matemati-
cas en la aparicion de flujo a la hora de realizar tareas de forma grupal. Los
resultados mostraron que la experiencia previa influye principalmente en
el grado de disfrute con la actividad. En contraste, la autoconfianza solo
presentd diferencias en tareas complejas. Ademads, exploraron como eran
las experiencias de estudiantes con baja autoconfianza y mala experien-
cia previa y encontraron que casi todos ellos alcanzaron flujo con alguna
de las tareas matematicas. En definitiva, aun teniendo malas experiencias
previas y una autoconfianza baja, es posible alcanzar flujo al llevar a cabo
tareas matematicas.

Por ultimo, destacar que Liljedahl (s.f.) realiza una investigacion —en
un aula de matematicas— en la que matiza la teoria original de Csikszen-
tmihalyi, la cual sefialaba que, en funcion de los desafios y las habilida-
des, el individuo experimenta un estado u otro. Para ser exactos, la teoria
original plantea que, en el momento en el que las habilidades superan al
desafio, el sujeto se va a aburrir. Por otro lado, cuando el desafio supera a
las habilidades, se experimenta frustracion. Liljedahl lleg6 a la conclusion
de que los alumnos no reaccionan de forma homogénea, es decir, que no
todos tienen las mismas reacciones (aburrimiento o frustracion). Segin
este autor, las reacciones fueron las siguientes:

1. Cuando las habilidades exceden al reto:

a. Renuncia a realizar actividades por aburrimiento,

b. Busca desafios mayores de manera autonoma,

c. Tolera la rutina y, por tanto, realiza las actividades aunque no
supongan ningun reto.



Flujo en la formacion del profesorado de mateméticas 69

2. Cuando el desafio excede a las habilidades:
a. Renuncia ante la dificultad que presenta el desafio,
b. Busca ayuda en el entorno proximo con el objetivo de aumentar
las habilidades,
c. Persevera hasta resolver el desafio.

CONCLUSION

El flujo es un estado en el que el individuo se encuentra totalmente in-
volucrado en la actividad que esté llevando a cabo —independientemente
del ambito de la actividad— olviddndose del tiempo, concentrandose de
manera profunda, disfrutando, etc. Por tanto, si estamos ante un estado que
provoca tantos beneficios, ;por qué no llevarlo al ambito de la educacion?
En concreto, disefiar experiencias de flujo en asignaturas como las mate-
maticas —que tradicionalmente genera rechazo y actitudes negativas—
seria muy positivo, pues estariamos provocando que el alumnado disfruta-
se y se motivara, lo que facilitaria, por tanto, experiencias positivas.

La aparicion del flujo en el profesorado es de suma importancia, pues
aquellos profesores que disfrutan de su trabajo son capaces de motivar mas
facilmente a su alumnado. No obstante, para provocar flujo se ha de tener
en cuenta que habra factores que lo facilitan, pero otros que lo dificultan,
por lo que debemos evitarlos (Frase, 1998; Basom y Frase, 2004). Entre los
que los facilitan encontramos la autoeficacia, eficacia percibida por otros
y eficacia organizativa, la buena planificacion de las clases, las lecciones
desarrolladas con éxito y proporcionar tiempo para que los maestros dis-
cutan, analicen y reflexionen en lo relativo a los éxitos y fracasos de sus
clases. En contra, hay que evitar elementos que interrumpan el desarrollo
del trabajo en el aula.

Del mismo modo, como docentes hemos de conocer las circunstancias
que van a provocar —Yy dificultar— la aparicion de flujo en el alumnado.
En este caso, la presencia de metas claras, retroalimentacion inmediata,
equilibrio entre los desafios propuestos y las habilidades de los estudian-
tes, la importancia que tenga la tarea, mejorar la autoconfianza de los es-
tudiantes, su posibilidad de eleccion y tener un buen entorno familiar. En
cambio, ambientes en los que el estudiante tenga miedo a fracasar o a
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hacer el ridiculo dificultaran su aparicion, al igual que tener sufrir un tras-
torno por déficit de atencion e hiperactividad.

Somos conscientes de que algunos de los aspectos que favorecen o
dificultan el flujo en el aula de matematicas, tanto para docentes como
estudiantes, no son controlables por el profesorado. Sin embargo, algunos
aspectos del disefio y organizacion de tareas expuestas en este apartado
dependen principalmente del mismo. Ponerlas en juego puede ayudar a
que los estudiantes de maestro y estudiantes de primaria disfruten y se
impliquen cuando resuelven tareas matematicas. Hemos de mostrar a los
futuros docentes como llevar a cabo estas experiencias, favoreciendo que
ellos mismos las experimenten, pues solo de esta forma estaran capacita-
dos para provocar flujo en sus alumnos.
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[_AS REPRESENTACIONES GRAFICAS COMO
MODELO Y PATRON GEOMETRICO

Graphic representations as model and geometric pattern
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Resumen

Las representaciones graficas son una herramienta fundamental para la expre-
sion y comunicacion de los objetos matematicos. En este capitulo resaltamos dos de
sus funciones esenciales. Una de ellas es el de las representaciones graficas como
modelos geométricos en la resolucion de problemas aritméticos y algebraicos, que
conducen a estrategias de solucion. Un segundo uso importante es el tratamiento
de los patrones mediante la representacion geométrica de los mismos, sugiriendo
que ademas de su caracter estético, su utilizacion puede aportar una interpretacion
sinestésica del objeto matematico que representan.

Palabras clave: representacion grafica, geometria, resolucion de problemas,
modelos, patrones.

Abstract

Graphic representations are a fundamental tool for the expression and com-
munication of mathematical objects. In this chapter we highlight two of its es-
sential functions. One of them is graphical representations as geometric models in
solving arithmetic and algebraic problems, leading to solution strategies. A second
important use is the treatment of patterns through the geometric representation of
them, suggesting that in addition to their aesthetic character, their use can provide a
synesthetic interpretation of the mathematical object they represent.

Keywords: graphic representation, geometry, problem solving, models, pat-
terns.
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INTRODUCCION

Si algo ha caracterizado tradicionalmente a la matematica escolar ha
sido su concepcion como dos grandes bloques: el de Aritmética y el de
Geometria. El primero se ocupa del estudio de los numeros y sus relacio-
nes y el segundo de las figuras geométricas, sus caracteristicas y relaciones
entre sus elementos (Ruiz, 2001). Estos dos grandes bloques no son com-
partimentos estancos de la matematica, por el contrario, entre el nimero
y la forma se dan relaciones estrechas, de tal manera que en Geometria
los numeros se utilizan para el estudio de las formas y la Aritmética se
vale de las formas para expresar las relaciones numéricas (Ruiz, 2001).
Esta conexion es fundamental desde el punto de vista de la resolucion de
problemas.

Resolver problemas enunciados verbalmente, de caracter aritmético
y algebraico, es un aspecto clave del curriculo de Matematicas en la en-
seflanza obligatoria, y también es uno de los aspectos mas problematicos.
(Por qué esto es asi?, ;como podemos ayudar a los escolares en estas ta-
reas? (Gonzalez, Castro-Rodriguez y Castro, 2016; Ng y Lee, 2009). Tra-
dicionalmente se ha considerado que la mayor parte de los alumnos que
no llegan a resolver un problema, fracasan porque no lo entienden, porque
“no lo ven”. Por tanto, hay que empezar por eso, porque lo entienden y
porque lo ven (Charenton, 1930).

El planteamiento de los problemas matematicos en la escuela adopta
tradicionalmente una formulacion verbal y el estudiante debe traducir esta
formulacion verbal del problema a una expresion matematica de caracter
simbolico. Esta afirmacion nos traslada al papel que juegan las represen-
taciones en la resolucion de problemas. Cuando procedemos a resolver un
problema aritmético o algebraico enunciado verbalmente, lo primero que
debemos hacer es representarnoslo internamente. El que se comprenda o
no un problema depende de si esta representacion interna sea o no adecua-
da, sea completa o el resolutor produzca una representacion interna parcial
del problema. La representacion mental del problema debe contener todos
los elementos esenciales de dicho problema, incluidos los datos y las rela-
ciones entre ellos. De esta representacion interna del problema es de la que
surge la representacion externa constituida por las expresiones aritméticas
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o algebraicas del problema, cuya manipulacion nos permite obtener un
resultado.

En la literatura especializada sobre resolucion de problemas se utiliza
el término representacion para referirse a la representacion interna del pro-
blema que construye el resolutor, o bien a las formas externas de caracter
semiodtico en las que se plantea, reformula o resuelve un problema, y a las
que se denominan representaciones externas. Las representaciones exter-
nas son “notaciones simbolicas o graficas, especificas para cada nocion,
mediante las que se expresan los conceptos y procedimientos matemati-
cos, asi como sus caracteristicas y propiedades mas relevantes” (Castro y
Castro, 1997, p. 96). La importancia de las representaciones externas en el
aprendizaje de la matematica y la resolucion de problemas ha sido amplia-
mente estudiada (Cuoco y Curcio, 2001; Fernandez, 1997; Goldin, 1998;
Janvier, 1987; Martinez, Fernandez y Flores, 2011; Rico, 2009).

En el aprendizaje escolar de la matematica y en la resolucion de pro-
blemas las representaciones se han utilizado de distintos modos, uno de
ellos en propuestas tedricas del aprendizaje como facilitadores del proceso
del paso de los concreto a lo abstracto. En esta linea Radford y Grenier
(1996) presentan una via alternativa estructurada para la ensefanza del
Algebra a través de la resolucion de problemas verbales. Tomando el de-
sarrollo historico de la resolucion de problemas, proponen tres niveles de
abstraccion para resolver un problema: un nivel concreto (manipulativo),
un nivel semiconcreto (a través de dibujos) y un nivel simboélico (que co-
rresponde al lenguaje algebraico). En este enfoque los tres modos de re-
presentacion son reflejo de desarrollo cognitivo, pero actian también en
paralelo. Es decir, una vez se ha adquirido un modo, se sigue utilizando
para desarrollar el siguiente y también de modo simultdneo para comple-
mentarse. Ferndndez (1997) hace un andlisis detallado de los distintos ti-
pos de representaciones en matematicas y subraya el papel fundamental
de las representaciones graficas para la resolucion de problemas verbales
en algebra. Su aproximacion se ubica dentro de un enfoque que trata las
representaciones como sistemas isomorfos en los que cabe representar los
problemas para su resolucion de forma indistinta, restando predominancia
al sistema simbolico en favor de un sistema grafico mas intuitivo.
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EL MODELO GEOMETRICO-LINEAL

Un segundo modo de utilizacidon de las representaciones externas en
Educacion Matematica es su uso como un modelo o procedimiento para
ensefar a resolver problemas verbales en la escuela. Los métodos clasi-
cos de ensefiar a resolver problemas verbales consideraban distintas fases,
pero una constante comun en todos ellos es empezar con la comprension
del enunciado del problema verbal.

Para solucionar esta falta de comprension puede comentarse el enun-
ciado, dar una explicacion sencilla, hacer una aclaracion oportuna, o dar
vida real al problema mediante su dramatizacion, haciendo que los mismos
nifios sean los personajes de la accion que aquél supone. Pero expresar con
palabras los elementos y las relaciones que determinan un problema tiene
sus ventajas y sus limitaciones. Bajo esta forma de representacion verbal
a veces los escolares no comprenden la informacion que se les plantea en
el enunciado, no llegan a relacionar las expresiones verbales con sus refe-
rentes concretos ni con la dramatizacion ni con el comentario; entonces se
puede recurrir a la interpretacion grafica mediante modelos geométricos
de aquél; es decir, a sustituir por lineas (casi siempre rectas) los valores
numéricos. Se ha sugerido que la ayuda de representacion mediante dia-
gramas, modelos o esquemas graficos facilita una mejor comprension del
problema que la formulacion verbal (Botsmanova, 1989). Y ello porque
las representaciones graficas mediante modelos geométricos lineales per-
miten presentar las relaciones abstractas del problema en una forma mas
concreta.

Los modelos geométricos en dos dimensiones son representaciones
graficas de entes cuyos componentes estan representados mediante figu-
ras geométricas basicas tales como puntos, lineas, segmentos, poligonos y
circunferencias. Un modelo geométrico es una representacion isomorfica
del ente que representa y que esta realizada mediante trazado geométrico.
Por tanto conserva la misma estructura de relaciones que el ente represen-
tado. La recta real es un ejemplo bien conocido de modelo geométrico de
los nimeros reales. El isomorfismo existente entre los nimeros reales y la
recta geométrica real ha permitido modelizar geométricamente las opera-
ciones numéricas (y algebraicas) asi como sus propiedades mediante mo-
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delos geométricos. El ejemplo mas reciente es la propuesta en el modelo
de Singapur.

El curriculo de Singapur ha popularizado los modelos geométricos
de barras en la resolucion de problemas. En dichos modelos se emplean
rectangulos para representar graficamente la relaciones bésicas, como la
de parte-todo y la relacion de comparacion (denominan modelo aritmético
a aquel que representa una situacion en la que la incognita esta en la solu-
cion de la ecuacion y modelo algebraico en el caso en que la incognita sea
uno de los sumandos), tal como se muestra en las siguientes figuras.

Figura 1. Modelos parte-todo: A la izquierda modelo aritmético, a la derecha
modelo algebraico (Ng y Lee, 2009)

Figura 2. Modelos de comparacion: A la izquierda modelo aritmético,
a la derecha modelo algebraico (Ng y Lee, 2009)

La utilidad de estos esquemas es facilitar la comprension de la es-
tructura de relaciones que mantienen las cantidades en el problema. Con
este enfoque se recupera parte de una tradicion metodoldgica que trataba
de presentar la resolucion de problemas aritméticos y algebraicos como
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una conjuncion entre contexto real, modelo grafico y solucion, todo ello
ejemplificado con un problema modelo. La figura 3 muestra un ejemplo
empleando un problema de cambio. Se muestra un problema real al que va
asociado el problema modelo y a continuacion el modelo grafico (geomé-
trico-lineal) y la solucion.

MET AR

L ARLLA,

PROBLEMA MODELO

Ocho corredores toman parte en una carreta, pero caen 3 y
quedan tendidos. ;Cudntos siguen en la carrera?

GRAFICO SOLUCION

Corredores: 8 ,
L 1 Numero de corredores: 8

Caen: 3 Siguen: 8§-3=5 Corredores que cae: 3
} ! | Corredores que siguen: 5

Figura 3. Situacion real asociada al problema modelo, modelo grafico y solu-
cion (Adaptado de la Aritmética de Luis Vives, 1949).

En esta propuesta el modelo grafico actia en paralelo con el modelo
simbolico, su aplicacion se situa en la fase que Polya (1945) denomina
comprension del problema. El profesor Fernandez propone una propuesta
en la que ademas la estrategia surja y se realice sobre la representacion
grafica.

El modelo geométrico como estrategia

El profesor Fernandez ha propugnado el modelo geométrico como una
estrategia para la resolucion de problemas algebraicos, lo que ha denomi-
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nado el modelo geométrico lineal. En este enfoque se va un poco mas alla
de solucionar la comprension del problema pues con €l se pretende obte-
ner la solucion de manera geométrica. Es decir, en el modelo geométrico
lineal se utilizan los modelos geométricos como estrategia predominante
de resolucion frente a estrategias de caracter simbolico.

El modelo en cuestion se basa en la utilizacion de segmentos linea-
les para representar las cantidades de magnitudes (tanto conocidas como
desconocidas) y sus relaciones. Este modelo tiene la ventaja de permitir
representar variables discretas y continuas y ser de facil manipulacion.

Enmarcado en un sistema de representacion grafico, y tomando en
cuenta el fundamento de dicho modelo, el profesor Fernandez y colabora-
dores definen el modelo geométrico lineal en los siguientes términos:

Método geométrico lineal: consideraremos que se utiliza este méto-
do, en la resolucion de problemas algebraicos, cuando se establecen, a
través de segmentos de recta, las relaciones lineales entre los datos y las
incognitas contenidas en el enunciado del problema mediante segmentos
de recta, en donde las incognitas estan representadas por trazos o partes de
esos segmentos. Es decir, se representa una (o mas) cantidad desconocida
utilizando un segmento cualquiera y, posteriormente, se describen grafica-
mente las relaciones contenidas en el enunciado a partir de dicho segmento
y mediante la definicion de la unidad (explicita o implicitamente) usando
un segmento determinado, de manera tal que se puedan representar canti-
dades conocidas (datos). La resolucion del problema pasa por determinar
la longitud del segmento que representa a la cantidad desconocida. (Mar-
tinez, Fernandez y Flores (2009)).

Veamos un ejemplo de solucion de un problema empleando una estra-
tegia geométrico-lineal. Para ello, empleamos un problema que podemos
identificar como un problema algebraico.

Problema. Un agricultor tiene dos veces tantos patos como pollos.
Después de que el agricultor ha vendido 413 patos y 19 pollos murieron,
tiene la mitad de patos que de pollos. ;Cuantos patos tiene ahora?

Usualmente en el ambito escolar el profesor espera que el estudiante
plantee algebraicamente el problema y lo resuelva siguiendo los preceptos
algebraicos. Sintéticamente:
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Tabla 1. Sintesis del problema.

Patos Pollos
Antes 2X X
Después 2x 413 x-19

2(2x-413)=x-19, 4x-826=x- 19,

Por tanto 3x =807, x=125

Pero por diversas razones se puede optar por una estrategia geométri-
co lineal como la, que se muestra en la figura 4, bien como estrategia en si
misma o como forma de comprender la estrategia algebraica.

Antes

Patos | | | | | | |
Pollos | | |

|

! Después !
Patos | | 413 |
Pollos | [ 19]

& Patos que quedan
Por lo tanto | | + | | + | |
+[w]+[19]=] 413 |

Figura 4. Estrategia geométrico lineal

La estratégica grafica consta de dos partes. En la primera se mues-
tra las relaciones entre las cantidades de patos y pollos antes y después
de efectuada la venta. De esa primera parte se deduce una configuracion
visual facilmente resoluble aritméticamente o bien traducible a una expre-
sion algebraica.
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EL MODELO GEOMETRICO COMO PATRON

En su reflexion sobre qué es la matematica, Devlin (1998) afirma que
muchas personas consideran de forma trasnochada que la matematica es
la ciencia de los nimeros. Para ¢l esta vision seria exacta hace dos mil
quinientos afios pero hoy dia seria mas adecuado decir que la matematica
es la ciencia de los patrones y que diferentes tipos de patrones dan lugar a
diferentes ramas de la matematica (Devlin, 1998).

La primera caracterizacion de la matematica como el estudio de los
patrones parece haber sido hecha por el matematico britanico, G. H. Har-
dy, que en su libro “La apologia de un matematico” escribi6é “Un mate-
matico, como un pintor o un poeta, es un fabricante de patrones. Si sus
patrones son mas perdurables que las de ellos, es porque estan hechos con
ideas” (Hardy, 1992, p. 84).

Hardy puede o no haber sido el primero en usar la metafora de los
patrones para describir el corazoén de las matematicas, pero ciertamente
no fue el Gltimo. La declaracion més conocida y citada a este respecto es
la de Lynne Steen, quien se refiri6 a las matematicas como la ciencia de
los patrones (Steen, 1988). Desde entonces, la metafora se ha vuelto casi
un lugar comun. Lo encontramos en documentos clave en la educacion
matematica, tales como los Principios y Estandares (NCTM, 2000), en li-
bros como el de K. Devlins Mathematics: The Science of Patterns (Devlin,
1994) y en el aula.

Que sea comun llamar a las matematicas la ciencia de los patrones es
probablemente una sefial de que hay algo correcto al respecto. Pero, ;qué
significa? Ciertamente, los patrones son a menudo el tema explicito de las
matematicas, a veces incluso en el sentido perfectamente ordinario de la
palabra, como en el estudio de las simetrias en frisos, mosaicos y tesela-
ciones. Por supuesto, puede afirmarse que el estudio de la simetria com-
prende una mayor parte de las matematicas que podria parecer a primera
vista, pero dudamos al decir que esta es la razoén por la que es correcto
llamar a las matematicas, en general, la ciencia de los patrones.

(Por qué el término patron parece tan adecuado para describir la ma-
tematica? Sin duda porque tiene connotaciones que aluden al orden, la
regularidad y la legitimidad. Por otra parte, asi como el patron, digamos,
de una camisa no es la tela, sino el disefo, el esquema o la idea de una
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camisa, el término patrén subraya el hecho de que, como indica Resnik,
en matematicas el objeto primario no son los objetos matematicos indivi-
duales, sino las estructuras en que estan dispuestos (Resnik, 1999, p. 201).

Desde este punto de vista de la matematica como la ciencia de los
patrones, en el ambito de los sistemas educativos y en las propuestas curri-
culares, los patrones se consideran de manera mas local, como un aspecto
importante de la matematica en la que hay que educar a los estudiantes
desde los primeros niveles educativos (Castro-Rodriguez y Castro, 2016;
NCTM, 2000; Ruiz, 2001). Trabajar los patrones en el aula requiere con-
siderar y explicitar caracteristicas adicionales de los patrones a lo ya ex-
plicitado por Resnik de que conforman una estructura. Ruiz (2001) sefala
que la idea de patron esta ligada a procesos de repeticion y regularidad,
y su finalidad es la generalizacion. Esta idea conecta con el hecho de la
busqueda de un patron como una estrategia de resolucion de problemas,
pero no es lo unico que se puede hacer en el aula, también es importante
la construccion de patrones a partir de su nucleo basico. La repeticion de
este nucleo basico de manera constante o repitiéndolo de tal manera que
se amplia en cada paso el nucleo basico da lugar a dos tipos de estructuras
en los patrones: patrones de repeticion y de desarrollo.

El estudio de los patrones a nivel escolar puede ser abordado repre-
sentandolos grafica o numéricamente, de forma separada o empleando las
dos representaciones. Aun cuando se pueda abordar el patron s6lo numé-
ricamente, la representacion grafica del mismo aporta su visualizacion es-
pacial que en ocasiones conlleva formas con una estructura armoniosa, lo
que faculta su aplicabilidad en situaciones practicas.

Para Devlin (1998) la geometria estudia los patrones en las formas.
Los modelos geométricos pueden aparecer como el nicleo de un patron de
repeticion o un patron de desarrollo en formas mas complejas.

Un trabajo interesante al respecto realiza Ruiz (2001), en “Numeros y
formas” en el que estudia la relacion entre patrones numéricos y geométri-
cos. En €l se resalta “la importancia de investigar y la creacion de modelos
para establecer relaciones, tanto entre aspectos aritméticos y geométricos,
como entre las matematicas y situaciones del mundo real” (p. 449). El
profesor Ruiz, destaca el papel importante que juegan las calculadoras gra-
ficas y los ordenadores para visualizar los patrones y establecer conexio-
nes. Una de sus aportaciones mas originales es la busqueda de patrones
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en tablas numéricas, por ejemplo numeros poligonales en las tablas de
multiplicar, en la tabla del 100, en el triAngulo de Pascal, etc.

La representacion geométrica nos hace mas inteligibles los patrones
y los entes matematicos en general, y concebir y sentir su relacién con
la naturaleza y las artes desde un angulo propio, de caracter visual, que
nos hace concebir la matematica de forma mas atractiva que la represen-
tacion simbodlica de tipo numérica o algebraica. Si bien la representacion
simbodlica es mas potente y generalizable para la resolucion de problemas,
la representacion geométrica ofrece una forma mas “amigable” de las es-
tructuras matematicas, una forma de sentir mas accesible, que imbuye en
las personas unas capacidades sinestésicas de interpretacion que enrique-
cen la inteligibilidad y aplicabilidad de las ideas matemadticas. Trabajar
los modelos y patrones favorece la capacidad de resolucion de problemas
e incrementa la capacidad de comprender e interpretar el mundo desde
el punto de vista matematico. No nos sorprende pues, que en determina-
dos ambitos profesionales como el de los sumilleres, se adopten términos
geométricos para caracterizar metaforicamente las cualidades de los vinos
(véase tabla 2).

Tabla 2. La geometria del vino

Vino en el cual domina la aspereza/astringencia por
Agudo o anguloso : ..
exceso de tanino o tanino inmaduro
Aspero Vino demasiado tanico
Duro Vinos con mucho tanino, a veces producto de la
juventud del vino
Firme De buen tanino
Flexible Redondo, suave
Hueco Vino con buen sabor inicial y final, pero con falta de
tonos entre uno y otro
Largo Caracteristica positiva de un vino que su sabor perdura
Plano Sin frescura ni acido
Redondo Sin extremos duros, listo para beber
s Lleno de sustancias, habitualmente vinos con mucho
Soélido
cuerpo
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Desconocemos si la geometria del vino ha avanzado mas alla de este
primer paso en el que aplican términos geométricos de manera aislada
para expresar las cualidades de los vinos. Pero el dia que los sumillers y
endlogos sean capaces de utilizarlos para construir patrones geométricos
con los que expresar las cualidades de un vino, habran encontrado un gran
filon para construir y describir los vinos.
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PATRONES EN NUMEROS FIGURADOS.
APLICACION PARA LA ENSENANZA

Patterns in figurative numbers. Application for teaching
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Universidad de Granada

Resumen

En este capitulo presentamos patrones que siguen algunos nimeros figurados,
particularizando en los niimeros triangulares como base para el resto de poligo-
nales. Los patrones se consideran de utilidad para la resolucion de algunos tipos
de problemas y como herramientas para introducir el algebra escolar, ademas de
manifestar la belleza inherente a la Matematica Discreta. Esta temdtica se acerca
al interés investigador de nuestros compafieros Francisco Fernandez y Francisco
Ruiz. Francisco Fernandez centr6 sus trabajos en el aprendizaje del algebra es-
colar, mas concretamente en la resolucion de problemas algebraicos en funcion
de diferentes sistemas de representacion, y Francisco Ruiz mostrd en sus trabajos
gran interés por el caracter interdisciplinar de los conocimientos matematicos y por
destacar las relaciones y conexiones entre las matematicas con otras disciplinas,
entre ellas el Arte.

Palabras clave: patrones, nlimeros figurados, nlimeros poligonales, nimeros
triangulares.

Abstract

In this chapter we show patters followed by some figurative numbers, paying
attention to triangular numbers like basis for the rest of polygonal numbers. Pat-
terns are considered useful for solving some types of problems as well as for in-
troducing Algebra in elementary school. Moreover, patterns show inherent beauty
to Discrete Mathematics. This topic is close to the research interest of our fellows
Francisco Fernandez and Francisco Ruiz. Francisco Fernandez focused his works
in learning of Algebra, more concretely in solving algebraic problems by using dif-
ferent representation systems. Francisco Ruiz showed great interest in the interdis-
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ciplinar character of mathematical knowledge as well as in emphasizing relations
and conections among Mathematics and others disciplines, like Art.

Keywords: patterns, figurative numbers, polygonal numbers, triangular numbers.

PATRONES Y MATEMATICAS

Los matematicos de todos los tiempos han sido fascinados por el arte y
la ciencia de los patrones (Joseph, 2000). Desde hace algunas décadas, un
cierto punto de vista considera la matematica como la ciencia que estudia
las regularidades, y que identifica la matematica como la ciencia de los
patrones y el orden (Devlin, 1994; Steen, 1988). Goldin (2002) indica que
las matematicas tratan de la descripcion sistematica del estudio de patro-
nes y para Orton (1999) buscar una regularidad, un patrén, una regla, es
una de las acciones que se realizan generalmente en matematicas. Steen
(1998) establece la siguiente analogia: asi como la biologia es la ciencia
de la vida y la fisica la ciencia de la energia y la materia, la matematica
es la ciencia de los patrones. La identificacién de un patron apropiado en
el comportamiento de la naturaleza permite predecir lo que ocurrira en un
futuro, lo cual otorga a las matematicas una extraordinaria utilidad (Steen,
1998). El poder de la matematica radica en relaciones y transformaciones
que dan lugar a patrones y generalizaciones (Warren, 2005). Patrones y
relaciones surgen en todas las ramas de las matematicas ya sea niameros,
algebra, geometria, probabilidad o estadistica.

Patrones en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas

La literatura ofrece varias definiciones de patrones, la idea basica im-
plicita en esta nocion es que toda situacion repetida con regularidad da lu-
gar a un patron (Castro, 1995). Segtin Guerrero y Rivera (2002), patrén es
una regla entre elementos u objetos matematicos como numeros, formas.
Papic y Mulligan (2005) definen patron como una regularidad espacial o
numérica. Un patron matematico puede ser descrito como cualquier regu-
laridad predecible que, por lo general, impliquen operaciones numéricas,
espaciales o relaciones logicas (Mulligan, 2010).
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Los patrones que expresan relaciones y funciones, a menudo, se pre-
sentan graficamente, verbalmente, numéricamente o analiticamente, a
través de tablas, graficos o formulas. La mayoria puede representarse en
varias formas. De hecho, los patrones relacionados con las matematicas a
menudo son mas eficaces si hay interaccion entre estas multiples represen-
taciones (Steen, 1988).

Los patrones se asocian comunmente al pensamiento algebraico debi-
do a la presencia en ellos de la abstraccion y la generalizacion (Barbosa y
Vale, 2015). Permiten la transicion al Algebra mediante el establecimiento
de relaciones de tipo funcional (Zazkis y Liljedahl, 2002). Pueden servir
como contexto para la introduccion de diferentes formas de expresiones
algebraicas sobre la misma relacion y percibir que tales relaciones pueden
ser descritas correctamente de diferentes maneras. El trabajo con patrones
permite la formulacion y justificacion de las generalizaciones y el uso de
estas generalizaciones para hacer predicciones (Mason, Johnston-Wilder
y Graham, 2005). La funcion recursiva, generalmente asociada a los pa-
trones, es considerada una potente via de expresar relaciones y analizar
propiedades de los procesos matematicos.

Las siguientes acciones, ligadas a los patrones, son sefialadas por
Steen (1988) y constituyen la descripcion misma de lo que significa hacer
matematicas (Liljedahl, 2004):

* Reconocer: Descubrir situaciones matematicas en diversos contex-

tos;

* Visualizar: Ver patrones en datos y en situaciones no matematicas;

» Verbalizar: Expresar en palabras la naturaleza de los patrones per-

cibidos por la vista;

» Simbolizar: Formalizar en simbolos matematicos las relaciones en-

contradas en los patrones;

* Analizar: Relacionar un patréon con otro, y predecir nuevos patro-

nes.

Atendiendo a diferentes criterios, se consideran distintos tipos de pa-
trones. Asi, dependiendo de los elementos que lo forman, el patrén puede
ser numérico o geométrico; segun la forma de presentarse, pueden hacerse
mediante representacion simbolica (es el caso de los numéricos) o con
imagenes (caso de las geométricas) que potencian la visualizacion, enten-
dida esta como procesos de construccion y transformacion de imagenes y
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todas las inscripciones de naturaleza espacial que puedan estar implicadas
al hacer matematicas (Presmeg, 2006); por su formacidn, pueden ser de
repeticion (un motivo se va repitiendo en la formacion de la secuencia) y
de desarrollo o crecimiento (los elementos de la secuencia crecen de uno
término al siguiente).

Para que un patrén sea de tipo numérico, el hecho de estar formado
por numeros es condicidon necesaria pero no suficiente. Para ser considera-
do numérico un patrén ha de cumplir ademas que el valor de los diferentes
elementos sea relevante en la sucesion. Es decir, el patron no ha de poder
ser transferido a un patrén no numérico, sin pérdida de alguna propiedad
crucial del mismo. Por ejemplo, el patron /7, 2, 3, 4, 3, 2, I es transferible
a abcdcba vy, por lo tanto, no es un patrén numérico sino un patrén usando
numeros como elementos individuales. Por lo general, los patrones repeti-
tivos construidos a partir de nimeros no se consideran patrones numeéricos
ya que pueden ser transferidos a una representacion no numérica. Ejem-
plos de patrones numéricos son los de la figura 1:

1,1,2,3,5,8,...; 1,4,8, 13, 19,...; 1,3,6,10,15,..; 1,4,9,16,25,...

Figura 1. Secuencias de nimeros que siguen un patron numerico

Todos los tipos de patrones contribuyen al desarrollo del razonamien-
to matematico, pero los patrones numéricos de crecimiento conducen, de
forma mas natural, al descubrimiento de una relacion entre dos cantida-
des variables, facilitando asi el razonamiento funcional (Rivera y Becker,
2008).

NUMEROS FIGURADOS

Los numeros figurados son nimeros que pueden ser representados por
una disposicion geométrica regular o secuencia de puntos (u objetos dis-
cretos) uniformemente espaciados (figura 2). Si la representacion corres-
ponde a un poligono se trata de nlimeros poligonales y su nombre vendra
dado por el poligono correspondiente (triangulares, cuadrados, pentagona-
les, etc.); si corresponde a una figura tridimensional, su nombre depende
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de la figura de la cual se trate (piramidal triangular, piramidal cuadrangu-

lar, cubico, etc.).

Los numeros figurados, que suelen asociarse con figuras de 2 o 3 dimen-
siones, pueden generalizarse a dimensiones mds altas. Forman secuencias
numeéricas de crecimiento cuya representacion puede hacerse simbdlicamen-
te o graficamente, y presentan patrones numéricos, o secuencias en la for-
macion de cada figura a partir de la anterior, como se muestra en la figura 2.
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Figura 2. Numeros figurados

Numeros triangulares

De la representacion poligonal-puntual de los nimeros triangulares
(figura 2) se desprende un patron en la formacion de dichas figuras, con-
siste en agregar al anterior una fila de puntos con un punto mas que la fila

anterior.
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La expresion numérica de esta sucesion es:
T1: 1, T2: 1+2 = 3, T3: 14243 = 6, T4: 1+2+3+4 =10 ...

Donde 1, 3, 6, 10... es una sucesion de numeros triangulares dada por
el patron: Sumar tantos numeros naturales consecutivos como indica el
téermino de la sucesion.

1% fila 1 } 1 11/1 11 *flal 2 2 2 2 2.
J b

22 fila 1/2/3?4 /5//..!’15-- 22fila 1 é/ls/?liﬁ;ll...
PR yivavde VA are

32 fila 1 3/5 10 15 21 ||32%fia 1/4/9 16 25 36...

Figura 3. Algoritmo para la construccion de numeros triangulares y cuadrados

Mediante un algoritmo como el que se recoge en la figura 3(a), basado
en el teorema de las diferencias finitas, se pueden conseguir tantos niime-
ros triangulares como se quiera.

La construccion del algoritmo es como sigue: (i) se escribe una pri-
mera fila como sucesion constante de 1; (i1) la segunda fila se construye
poniendo 1 en primer lugar, el siguiente nimero se obtiene sumando este
nimero y el que tiene a su derecha en la fila superior (en el recorrido que
indican las flechas); (iii) se repite este procedimiento en toda la fila. Para
la tercera fila, se sigue este mismo proceso. En esta tercera fila se obtienen
los nimeros triangulares. Si se pone una fila mas y se repiten los mismos
pasos, en la cuarta fila se obtienen los nimeros piramidales triangulares.

La expresion del término general de la sucesion de los nimeros trian-
1 . ., .
gulares es 7, =5 n(n + 1). Dicha expresion puede obtenerse por diferentes

métodos, recogemos a continuacion el método que utiliza la representa-
cion puntual.
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Consideramos dos secuencias de ntimero triangulares y las unimos
como indica la figura 4.

¢ O 00O

e 0 0o e e COO

e OO e e 0o e e e 0O

*C @ e O 0 e0 ® 0 e 00
2T1 2T2 2-[‘3 2T_1.

Figura 4. Union de dos niimeros triangulares del mismo orden.

Se forma una secuencia de numeros rectangulares en la que cada ele-
mento es el doble del numero triangular del mismo orden. El nimero de
puntos de cada uno de estos rectangulos se obtiene como producto del
numero de puntos que hay en cada lado. Simbdlicamente se escribe:

2T1=1x2=2;2T1,=2x3=6;2T5=3x4=12; 2T4,=4x5=20; ...;

2T,=nx(n+1)

De donde 7, = % n(n+1).

Los numeros triangulares, y el término general de su secuencia, pro-
porcionan la base para llegar a conocer el término general de las sucesio-
nes de los otros numeros figurados y también para resolver algunos tipos
de problemas, como vemos seguidamente.

Numeros cuadrados

La figura 2 muestra los numeros cuadrados. Se percibe que el patron
para construir los sucesivos cuadrados consiste en ir afiadiendo una fila y
una columna (una escuadra) de puntos, a la figura anterior. Numéricamen-
te esta secuencia se escribe:

Ci=1;,C,=1+t3=4; C;= 1+3+5=9; Cy;= 1+3+5+7 = 16;...
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que constituye la sucesion de los nimeros cuadrados 1, 4, 9, 16...; cuyo
patron es: cada numero cuadrado es la suma de tantos numeros impares
como indica su orden.

Como ocurriera para los numeros triangulares, también en el caso de
los cuadrados se puede utilizar el algoritmo de la figura 3(b) para obtener
nimeros cuadrados en la tercera fila del algoritmo.

Aunque la expresion general de un cuadrado es conocida —n?, se pue-
de llegar a obtener dicho término general a partir de considerar que todo
numero cuadrado es equivalente a dos triangulares, uno de ellos del mismo
orden que el cuadrado y otro de un orden menor, como se muestra en la
figura 5.

2 00
.\E ]
9 ® L N N
Co=Ta+T; Ci=T:+T Ca=Ta+Ta

Figura 5. Numero cuadrado como suma de dos numeros triangulares

Asic Co=T,+T,1= 5 n(n+1)+5 (n—n = .

Numeros Poligonales P;

El término general para cada una de las sucesiones de nimeros po-
ligonales se puede hallar por descomposicion del mismo en triangulares
(analogamente a lo hecho para los cuadrados). Asi en la figura 2 se percibe
que para los nimeros pentagonales se cumple que:

Py=T5+2T; Pa=T4 275 ..., P, =T, + 2T, -,

lo cual llevaria a la siguiente expresion:
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1 1 1
Pn=7n(n+1)+27(n—1)n=7n(3n—1)

De forma similar, para los numeros hexagonales: H, = T, + 37, - ;

luego, H, = % n(4n — 2).

Repitiendo este proceso y siguiendo el patron que indica que cualquier
numero poligonal se puede considerar suma de un triangular del mismo
orden mas tantos triangulares de un orden menor como indica su orden
menos tres, se llega a la informacion presentada en la tabla 1, la cual re-
coge una variedad de sucesiones, tanto en sus filas como en sus columnas,
cada una de ellas presentan un patrén numérico.

Tabla 1. Sucesiones de nimeros poligonales y sus términos generales

Numero de orden

Lados Nombre

12 3 4 5 n
3 Triangular 13 6 10 15 % n(n+1)
4 Cuadrangular 1 4 9 16 25 % n(2n —0)
5 Pentagonal s 12 2 35 % n(Gn— 1)
6  Hexagonal 1 6 15 28 45 % n(dn - 2)
7  Heptagonal 1 7 18 34 55 % n(5n —3)
r i’g;;al It 30—1) 2Br-4) 502r-3) % n(t = 2)n — 2(r 2)]
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Por lo que la formula general para obtener un numero poligonal es:

P2 = nf(r=2)n—2(r2)

donde 7 es el lado del poligono, y n es el nimero de orden que ocupa el
numero en la secuencia.

Algunos problemas a resolver a partir de los niumeros triangulares

Hay un tipo de problemas que se puede resolver, rapidamente, uti-
lizando un proceso inductivo (Caniadas y Castro, 2014), conociendo los
numeros triangulares y el término general de la sucesion que forman. Por
ejemplo:

Si se dibujan n puntos en un circulo y se unen con lineas rectas de todas las
formas posibles, ;cudntos segmentos se trazan? (La figura 6 muestra como queda-
ria unidos 13 puntos en un circulo).

Siguiendo el razonamiento inductivo, comenzando con dos puntos y
aumentando progresivamente el numero de estos, se obtiene la tabla 2 que
relaciona el nimero de puntos tomados en el circulo con el nimero de
segmentos obtenidos.

' ) .-. % :

[ WY RN
Vs @A A w02 )
i S L‘;.‘O"ﬁ el
e Z AW Ay P

i - g W gl

s WA At

Nt 7
NS

nt= 5 Al
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Figura 6. Union de trece puntos en un circulo
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Tabla 2. Puntos y segmentos

Puntos Segmentos
2 1
3 3
4 6
5 10
1
n SN (n—1)

De este mismo tipo son los siguientes problemas:

Una clase de 20 nifios, el primer dia después de las vacaciones, se saludan
dandose la mano todos entre si, ;Cuantos apretones de mano se han dado?

Tanto los objetos a unir como los contextos del problema pueden va-
riar. Asi pueden ser felicitaciones de Navidad entre un grupo cerrado de
personas, un conjunto de pueblos los cuales se quieren unir por carretera
de todas las formas posibles, etc.

Otros problemas a los que se les puede encontrar solucion mediante el
uso de los numeros triangulares son:

* En un conjunto de » nimeros consecutivos, /cudntos subconjuntos

contienen s6lo niimeros consecutivos?

* En una secuencia de numeros, ;cuantas formas hay de insertar un

par de corchetes?

* Enuna trama rectangular de dimensiones m x n, jcuantos rectangu-

los se ven?

CONCLUSION

Actualmente se considera la actividad matematica como el dominio
del razonamiento sobre los objetos y sus relaciones. Esto obliga a que la
ensefianza de las matematicas deba tener entre sus prioridades fomentar
las generalizaciones y las acciones asociadas a las mismas, como son la
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justificacion de la generalizacion, asi como su expresion en lenguaje ma-
tematico. En esta actividad, el papel de los patrones como herramientas
pedagogicas no puede pasarse por alto. Los patrones que hemos presen-
tado anteriormente son considerados pruebas de las generalizaciones que
presentan. Permiten demostrar una propiedad matematica a partir de una
coleccion finita de formas. Explorar este tipo de patrones lleva a encontrar
una relacion entre los distintos elementos de la secuencia y su posicion en
la misma. Esta relacion se puede utilizar para hacer una generalizacion,
para generar elementos en otras posiciones (Barbosa & Vale, 2015), algu-
nos de ellos ocultos en la sucesion. Las tareas en las que intervienen patro-
nes pueden ser un poderoso vehiculo para la comprension de las relaciones
entre las cantidades que subyacen en dichos patrones, contribuyendo asi a
la creacion de relaciones de tipo funcional (Warren, 2005).

Los patrones asociados a los nimeros poligonales pueden trabajarse
en todas los niveles educativos. En infantil y primeros cursos de primaria
mediante material manipulativo como aparece en la figura 7. Posterior-
mente, mediante las representaciones puntuales y llegando hasta obtener
el término general de los mas familiares. Un conocimiento de los nimeros
triangulares como se tiene de los cuadrados puede ayudar a los estudiantes
a resolver problemas sencillos como los propuestos, antes de conocer la
combinatoria.

Figura 7. Representacion de nimeros triangulares y cuadrados con cubos
encajables
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POLIEDROS MODULARES
Modulars polyhedres

PABLO FLORES MARTINEZ
Universidad de Granada

Resumen

La geometria tridimensional resulta dificil pero muy plastica. Identificar po-
liedros, construirlos mediante objetos sencillos y analizar nuevas formas de cons-
truccion, es una practica importante para su aprendizaje. Este articulo presenta
una actividad consistente en examinar poliedros construidos mediante materiales
sencillos, facilmente trasladables a las aulas, para desarrollar el sentido espacial
de los alumnos. El estudio de los poliedros se realiza en tres etapas: a) identificar
poliedros en figuras, b) construir poliedros con objetos simples, y c) analizar las
cualidades de los modulos, examinando como cambiar las caracteristicas de los
modulos para obtener nuevos poliedros. Tras recopilar diversas fuentes y recursos,
nos decantamos por el plastico, material facil para el profesor. Con estas atendemos
dos dimensiones del sentido espacial: caracteristicas y propiedades geométricas de
poliedros y habilidades de visualizacion.

Palabras clave: didactica, matematicas, sentido espacial, poliedros, recursos

Abstract

3D geometry seems very difficult but extremely malleable. Identifying poly-
hedra, building them by using simple objects as well as analyzing new ways of
construction, is an important practice for its learning. This article presents an activ-
ity aimed at developing students’ spatial sense. The activity consists in examining
modular polyhedra built from simple materials, which are easily transferable to
classrooms. The study of polyhedra is done in three stages: a) Identifying polyhedra
embedded in objects; b) building polyhedra with simple objects, and ¢) analyzing
the features of the modules, examinining how to change the characteristics of the
modules to obtain new polyhedra. After collecting several sources and resources,
we opted for plastic, accessible material for teachers. With all of this we explore
two dimensions of spatial sense: characteristics and properties of polyhedra and
visualization skills.

Keywords: Education, Mathematics, Spatial sense, polyhedra, resources.
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INTRODUCCION

La divulgacion matematica ha estado presente en el Departamento de
Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, y a ella ha
colaborado de manera patente los homenajeados por este libro, Francisco
Fernandez y Francisco Ruiz. En recuerdo de las numerosas experiencias
compartidas, he aprovechado un campo en el que “Paco Ruiz” ha sido
un estudioso, los poliedros, para hacer una recopilacion y avance que se
centran en la construccion y el estudio de poliedros que puedan realizarse
a partir de elementos simples. Siguiendo su ejemplo, he continuado la re-
copilacion de poliedros construidos con objetos familiares. La busqueda
en la red ha facilitado el acceso para ampliar lo que ya es conocido y ex-
puesto en el seminario del departamento. Paco me hizo conocer creadores,
artistas plasticos que conjugaban el arte y la matematica. En este articulo
difundo varios artistas menos conocidos que contribuyen a esta idea, artis-
tas que tienen un gran sentido espacial. El articulo comienza presentando
algunos poliedros originales, formados con materiales féciles. Posterior-
mente presenta un taller para la construccion y estudio de poliedros mo-
dulares, construidos a partir de una figura que puede hacerse en materiales
sencillos, carton o plastico.

POLIEDROS ORIGINALES

En el seminario del departamento estan presentes desde hace tiempo
los poliedros construidos a partir de diversos materiales. Los modelos en
plastico y madera, se vieron ampliados con troquelados en carton, varillas
con engarces, piezas de Polydron y, mas recientemente, los formados por
imanes. Paco tenia siempre en su despacho poliedros construidos con car-
tulina, que atn se conservan en el expositor, asi como los formados por
papel plegado (figura 1).

Un descubrimiento interesante fueron los poliedros articulados (figura
2), que cambian de forma, aprecidandose poliedros diferentes segin estén
cerrados o abiertos. Estudiar qué poliedro aparece en posicion de reposo
0 en su “explosion” es una tarea interesante que obliga a poner en jue-
go diversas componentes del sentido espacial, como el manejo de formas
geométricas y habilidades como la constancia de la percepcion de figuras.
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Figura 1. Poliedros en Departamento

Figura 2. Poliedros articulados
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Muchos poliedros originales se encuentran en la red. Muchos polie-
dros originales se pueden encontrar en internet. En la figura 3 aparecen
poliedros formados por tijeras, clips (del escultor Viktor Genel'), piezas
y monedas, naipes doblados, piezas de madera, entre otros. Todos ellos
constituyen aportes novedosos que se prestan a ser examinados para iden-
tificar cualidades que no resultan evidentes.

Figura 3. Poliedros originales

TALLER DE ESTUDIO Y CONSTRUCCION DE POLIEDROS

Tanto en la figura 2 como en la 3 aparecen poliedros, generalmente
mostrados a partir de su esqueleto (las aristas). Examinar qué poliedro
forman estas aristas requiere disponer o contribuir a desarrollar el sentido
espacial (Flores, Ramirez y Del Rio, 2015). Para poder identificarlos hay
que poner en marcha los conocimientos geométricos para identificar ele-
mentos de los poliedros reflejados en las figuras, lo que supone recordar
sus cualidades, nombres, etc. Pero también se ponen en juego habilidades

U https://www.facebook.com/viktor.genel
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de visualizacion (Del Grande, 1990), especialmente dos coordinadas, la
percepcion figura-contexto y la percepcion de relaciones espaciales. La
primera ayuda a seleccionar los elementos que pueden formar el poliedro
en el contexto de la figura completa. La percepcion de las relaciones es-
paciales se requiere para identificar cualidades del poliedro que se reflejan
en estos elementos (paralelismo de aristas, orden de los vértices, etc.).
Para desarrollar el sentido espacial se requiere estimular la realizacion de
estas identificaciones, ponerlas en comun, atender a identificaciones que
realicen otros compafieros y examinar todas las posibles. Es por esto que
consideramos que la tarea de identificacion de poliedros sobre elementos
plasticos es una tarea matematica especialmente adecuada para realizar en
un taller. Describimos a continuacion las tareas que se afrontarian en un
taller de geometria, que pretende desarrollar el sentido espacial.

Examinar poliedros

Para examinar y valorar si aparece un poliedro en una figura que lo
sugiere deberemos basarnos en identificar sus elementos, seleccionando
los vértices y aristas, para luego contar el orden de cada vértice y abstraer
los elementos que se pueden considerar aristas. El ejemplo de la figura 4,
formado por modulos en forma de estrella de 5 y 6 puntas (circulos en los
que se ha cortado un radio, para producir el enlace entre mddulos), parece
estar formado por caras pentagonales y hexagonales. Si nos fijamos en el
poliedro resultante encontraremos que cada circulo del poligono conec-
ta s6lo con otro circulo del poligono adyacente, con lo que tendriamos
vértices de orden 1, lo que no es posible. Tenemos entonces que cambiar
nuestra mirada y apreciar que so6lo si consideramos el centro de la estrella
pentagonal/hexagonal como vértice, de orden 5 y 6, podemos interpretar la
figura como un esqueleto del poliedro, en el que los brazos de los modulos
son mitades de aristas. De esta forma veremos que tenemos un icosaedro
truncado.

Observemos que para llegar a esta consideracion hemos tenido que
prescindir de la anchura de las aristas, de la materializacion tan burda
de los vértices (no son puntos, sino formas en las que intuimos el centro
geométrico como vértice), y de que las aristas no son planas, sino circun-
ferencias maximas, lo que le da el aspecto de figura redonda (lo que es
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pis

Figura 4. Poliedro y modulos

familiar, ya que el icosaedro truncado es uno de los modelos en los que se
ha basado el disefio tradicional de los balones de futbol).

Un ejemplo claro de esta dificultad de identificacion es el que sucede
al buscar es el poliedro que se refleja en la figura 5 (lampara IQLight*?).
La lampara estd formada por piezas plasticas que sugieren un paralelo-
gramo, pero que finalmente se convierten en rombos, como se aprecia en
la figura 5. La forma baésica de este poliedro es una pieza con perimetro
curvo, aunque lo que interesa es la forma que se determina entre los puntos
de contacto, que forman un rombo.

En su pagina web informan que la lampara IQlight® system fue creada
en 1973 por el disefiador danés Holger Strom, quien ha disefiado diversos
materiales a partir de carton corrugado (empaquetamientos, sistemas para
las exposiciones, muebles y juguetes). La pieza de la lampara esté reali-
zada en plastico con cierta rigidez, aunque permite que pueda alabearse.

Identificar este poliedro es un ejercicio interesante. Una primera mira-
da nos lleva a apreciar rombos unidos por vértices de orden 3 y 5, forman-
do un Triacontaedro rombico (Guillén, 1997). Este poliedro es un sélido
de Catalan dual del icosidodecaedro, un zonoedro con un angulo agudo de
63,43°.

2 Lampara IQLight*, www.iglight.com
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Figura 6. Icosaedro y dodecaedro
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Podemos apreciar otros poliedros si nos fijamos solamente en los 12
vértices de orden 5, en el que concurren 5 medios rombos (tridngulos),
formando un icosaedro. O bien fijarnos en los 20 vértices de orden 3, que
forman el dodecaedro (figura 6).

Construir poliedros

La versatilidad de las piezas de IQLight nos anima a construir otros
poliedros. Ya en la publicidad del producto aparecen una serie de construc-
ciones, con una cantidad de piezas que van desde 9 hasta 120. En la pagina
web de este producto aparecen elementos geométricos, sefialando tanto
los poliedros platdnicos, como los arquimedianos. Sin embargo no apare-
ce la relacion que la lampara guarda con estos poliedros. Lo que interesa
especialmente en el folleto que acompana a la lampara es la codificacion
que permite al constructor generar cada una de las formas que se indican.
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Figura 7. Otras formas con las piezas y esquemas de colocacion
de los mddulos?

http://www.iqlight.com/gallery.php
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La primera construccion que nos sugiere es la de otros poliedros re-
gulares. La vision en fotografia nos anima a pensar que entre estas formas
aparecen nuevos poliedros regulares. Tiene que ser la construccion fisica
la que nos permita apreciar estas posibilidades.

Figura 8. Tetraedro regular y Octaedro regular

Efectivamente con 6 piezas se forma un tetraedro, en el que el triangu-
lo equilétero de cada cara esta formado por tres triangulos medios rombos,
los que resultan de dividir el rombo por la diagonal larga. Para ello cada
cara tiene en su centro un vértice de orden 3, en el que se juntan los tres
vértices de los rombos. Para hacer el tetraedro se requiere una deforma-
cion de la pieza, doblandose justamente por la diagonal larga.

También se puede formar el octaedro juntando los mismos tridngulos
anteriores, necesitando 12 piezas. En el octaedro, los 8 tridngulos que for-
man sus caras estan formados por tres medios rombos, que guardan en su
centro un vértice de orden 3.

La duda que surge es si podra formarse el cubo, con lo que se forma-
rian todos los poliedros regulares. Para lograrlo tenemos hay que generar
caras cuadradas, haciendo recopilacion de lo obtenido hasta ahora, estu-
diando cémo se forman las caras de los poliedros regulares. En la figura
9 se puede apreciar que los triangulos se forman por tres triangulos obtu-
sangulos, mitades del rombo obtenidos por la diagonal grande. El penta-
gono se forma por la union de cinco tridngulos acutdngulos, mitades del
rombo por la diagonal corta. Naturalmente si los angulos obtusos de los
rombos tienen aproximadamente 120° los cinco triangulos (de casi 60°)
no pueden cubrir el plano para sobre ellos formar el pentdgono, sino que
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forman una piramide pentagonal, con lo que el dodecaedro sera estrellado.
Usando esta misma técnica, se podria intentar construir un cubo, mediante
los cuatro medios rombos acutangulos, formando una pirdmide cuadrada
en cada cara del cubo. La realizacion con las piezas (originales o con di-
ferente grado de flexibilidad), muestra que el supuesto “cubo estrellado”
que aparece es el que hemos llamado octaedro, pues los vértices en los que
concurren los cuatro angulos agudos sobresale especialmente sobre los
vértices de orden tres en que concurren los angulos obtusos, no dejando
ver los supuestos vértices del cubo. La dualidad que aprecidbamos entre
icosaedro y dodecaedro, en este caso nos lleva también a tener que ver el
cubo y el octaedro sobre la misma figura.

Figura 9. Icosaedro, tetraedro Dodecaedro
y octaedro

Una supuesta alternativa consiste en juntar cuatro triangulos obtusan-
gulos para formar cada cara del cubo, dejando los acutdngulos para formar
los vértices, con un orden tres. El problema en este caso es que la suma
de los cuatro angulos obtusos supera los 360°, produciendo, tedricamente,
un poliedro céncavo en la confluencia de los centros de sus caras. En la
practica, comprobado tanto con las piezas originales de la lampara, como
con otros materiales, resulta imposible hacer concurrir cuatro tridangulos
obtusangulos en un vértice. Como vemos, el estudio debe continuar exa-
minando la pieza, estudiando las posibilidades que presenta el material
utilizado, cambiando este material o la forma de piezas.
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Estudio de las piezas

La pieza tiene una forma mixta, con dos partes curvas, que corres-
ponden a la parte que abrazara a otra pieza, y 4 segmentos, aparentemen-
te iguales dos a dos. Para estudiar la pieza la hemos importado en Geo-
gebra y hemos identificado con cierto nivel de precision los puntos en los
que unas piezas encajan con otras. Asi se ha determinado el cuadrilatero
(GIJL) que forman estos puntos, asi como el hexdgono (GHIJKL) en que
esta integrado.

Geogebra nos ha suministrado unas medidas de angulos y distancias
que nos hacen pensar que detras de esta figura hay un rombo (una diferen-
cia de 6 y 2 mm en el dibujo nos hace achacarlo a la identificacion de los
puntos, mas que al disefio de la pieza), con angulos de aproximadamente
68°y 112°, respectivamente.

137.83°

Hi=2.89

Figura 10. La pieza

Figura 11. Tres piezas
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Los datos empiricos nos hacen presumir que los cuadrilateros son
rombos, proximos al doble tridngulo equildtero, aunque no hay angulos de
60°y 120°. En la figura 11 vemos tres piezas unidas por los angulos obtu-
sos, en la que comprobamos que encajan las aristas (la que abraza y la que
recibe), confirmandonos que el poligono central se aproxima al rombo,
pero también que las tres piezas no generan una pieza plana.

Ya podemos afirmar que el efecto alabeado de la ldmpara se consigue
debido a tres circunstancias: que los angulos suman menos de 360°, que
existen lados pequefios que transforma el rombo en un hexagono interior y
la inclinacion de los planos de dos piezas contiguas.

El estudio nos ha permitido apreciar que las dimensiones la pieza de-
ben estar en consonancia con las pretensiones de construccion. Haria falta
estudios de materiales para comprender la medida que se le ha dado a los
segmentos del hexdgono, y su relacion con el material empleado, para
favorecer que las piezas no se salgan en el poliedro de 30 caras, y la versa-
tilidad que presenta para figuras de mayor numero de lados. Esto nos per-
mitiria comprender sus limitaciones, por ejemplo para construir el cubo.

CIERRE

Este trabajo muestra la riqueza de aspectos que pueden desarrollarse
profundizando sobre algo tan aparentemente sencillo como la construc-
cioén de poliedros. Se abren muchas vias de indagacidon, como estudiar
qué cambios podemos hacer en la pieza para construir todos los poliedros
regulares. Pero también nos queda pendiente examinar qué otros poliedros
se identifican en las otras lamparas del catdlogo, qué poliedros arquime-
dianos se aprecian, por ejemplo. Estamos seguros de que Francisco Ruiz 'y
Francisco Fernandez nos ayudarian y disfrutarian en este estudio.
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OH TU QUE INDICAS TAN BIEN LAS HORAS,
(. CUANTAS HAN PASADO DESDE ESTA
MANANA? PROBLEMAS DESCRIPTIVOS DE
FRACCIONES!

Oh you who indicate the hours so well, how many hours have
passed since this morning? Descriptive problems of fractions

BERNARDO GOMEZ Y Luis PuiG
Universitat de Valencia

Resumen

Se presenta un estudio sobre los problemas descriptivos de fracciones. Son
problemas verbales de larga tradicion historica que han tenido gran importancia en
el desarrollo del pensamiento aritmético. El objetivo de este trabajo es contribuir
a recuperar estos problemas desde una perspectiva global, dando cuenta de sus

enunciados, métodos de resolucion y las lecturas analiticas que ha transmitido la
tradicion escolar.

Palabras clave: didactica, matematicas, fracciones, problemas, métodos

Abstract

This paper presents a study about descriptive word problems of fractions.
They are word problems of long historic tradition that have had great importance in

! Este trabajo ha contado con el apoyo de los proyectos concedidos por el Ministerio de

Economia y Competitividad de Espafia (EDU2015-69731-R, MINECO / FEDER) y la Conselleria
d’Educacio, Investigacio, Cultura i Esport de la Generalitat Valenciana (GVPROMETEO2016-143).
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the development of the arithmetical thought. The aim of this work is to contribute
to recover these problems from a global perspective, giving an account of their
statements, methods of resolution and the analytical readings that the school tradi-
tion has transmitted.

Keywords: didactics, mathematics, fractions, problems, methods

INTRODUCCION

Las fracciones son uno de los contenidos matematicos mas difici-
les tanto para nifios como para maestros (Kieren, 1988; Figueras, 1988;
Charalambos y Pitta-Pantazi, 2007; Castro, Pitta-Pantazi, Rico y Gémez,
2016).

En un reciente estudio, Nicolaou y Pitta-Pantazi (2015) consideraron
que la comprension de las fracciones se sustenta en siete habilidades, una
de ellas es la reflexion durante la resolucion de problemas.

Sin embargo, hay una tradicion de ensefianza de los problemas en la
que éstos se han usado, no para la reflexion, sino al estilo de ejercicio y
practica para consolidar o aplicar los conocimientos adquiridos previa-
mente.

Una manera de favorecer esta reflexion es estudiar los métodos de
resolucion de los problemas que han quedado reflejados en los libros de
texto historicos. Estos métodos son valiosos porque son los razonamientos
que los grandes matematicos del pasado han transmitido y, como tales,
pueden ayudar a los alumnos a descubrir que ha habido distintas maneras
de pensar los problemas, todas Utiles para producir conocimiento matema-
tico significativo y de calidad.

Problemas descriptivos

En la tradicidon de ensefianza de las matematicas escolares hay una
amplia variedad de problemas verbales. Muchos de ellos son descriptivos
(usando la terminologia de Swetz, 2014), esto es, problemas en cuyo enun-
ciado se describe una situacion o se narra una historieta pseudorealista que
no pretende dar respuesta a ninguna situacion verdaderamente practica,
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sino despertar la curiosidad y ejercitar el ingenio y el razonamiento mate-
matico.

Son problemas cuyos antecedentes se remontan a las antiguas culturas
matematicas, anteriores a la era Cristiana, y que desde entonces han sido
parte esencial del contenido de los libros de aritmética e incluso de algebra
elemental.

Ejemplos de estos problemas se pueden encontrar en el Jiuzhang
Suanshu de la matematica china, mas conocido como Los nueve capitulos
del arte matematico (100 d. C.), en los antiguos textos de la matemati-
ca hindd, como por ejemplo en el Lilavati de Bhaskara o Bhaskaracarya
(1150 d. C.) y en las primeras colecciones de la Europa medieval como es
el caso de la Antologia griega (s. V.), el De Arithmeticis Propositionibus
de Beda (641 d. C.) o las Propositiones ad acuendos juvenes de Alcuino
(735-804 d. C.)%. En occidente, estos problemas comenzaron a conocerse
gracias a la matematica isldmica a través de textos como el Liber abaci de
Fibonacci (1202)3.

Tras la introduccién de la imprenta, se produce una eclosion de arit-
méticas y algebras impresas que incorporan problemas descriptivos a me-
nudo a modo de miscelanea. Es el caso, por ejemplo, de la Conpusicion de
la Arte de la Arismética de Ortega (1512)* el Ars Arithmetica de Siliceo

2 Los textos latinos de Beda y Alcuino estan recogidos en los tomos 90 y 101 de la

monumental recopilacion de textos latinos editada por Jacques-Paul Migne con el titulo Patrologiae
cursus completus, sive Bibliotheca universalis, integra, uniformis, commoda, oeconomica omnium s.
s. Patrum, doctorum scriptorumque ecclesiasticorum qui ab aevo apostolico ad usque Innocenti 111
tempora floruerunt (Migne, Ed., 1850 y 1863, respectivamente). Del texto de Alcuino hay traducciones
al inglés y al italiano, que conozcamos.

3 Leonardo de Pisa, llamado Fibonacci, escribio una segunda version del Liber Abaci en 1228.
La edicion critica candnica del texto en latin del Liber Abaci es la de Baldassarre Boncompagni, basada
en un Unico manuscrito de la version de 1228 (Boncompagni, 1857). Hay una traduccion inglesa hecha
a partir de ella por Sigler publicada recientemente (Sigler, 2002). Actualmente hay en curso una edicion
critica dirigida por Giuseppe Germano que tomara en cuenta los seis manuscritos en que se conserva el
texto completo, y otros en que se conserva parcialmente.

4 Ortega publico en 1512 en Lyon, la Conpusicion de la arte de la arismética y juntamente
de Geometria y la reeditd con el nombre de Tratado subtilissimo, en Sevilla en 1534, 1537, 1542
y 1552, y en Granada en 1563. Ademas public una edicion en francés y otra en italiano, ambas en
1515.
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(1513), la Arithmetica practica y especulativa de Pérez de Moya (1562) o
la Arithmetica Algebratica de Aurel (1552).

A mediados del siglo XVII, estos problemas se incorporan a los pri-
meros textos de matematicas recreativas, como por ejemplo las Récrea-
tions Mathématiques de Ozanam (1692)°, de Vinot (1860) o de Rouse Ball
(1902).

En el siglo XX, todavia es posible encontrar algunos de estos proble-
mas en las colecciones que aparecen en los libros dedicados especifica-
mente a presentar problemas resueltos de aritmética y algebra elemental,
como por ejemplo los “Solucionarios” de las famosas “Aritméticas razo-
nadas” de las editoriales Dalmau y Brufio multiples veces reeditadas a lo
largo del siglo XX.

Los enunciados de estos problemas han evolucionado a lo largo del
tiempo adaptandose a los cambios sociales pero, conservando su conteni-
do matematico, han llegado a estandarizarse bajo una determinada forma
que actua como modelo, problema tipo o estereotipo.

En los libros de texto antiguos los problemas descriptivos no aparecen
bajo un epigrafe comun, sino que aparecen dispersos bajo diferentes epi-
grafes relacionados ya sea con el método o regla, o bien, con los aspectos
superficiales: contextos, acciones o agentes.

Esta manera de presentar los problemas descriptivos, si bien permite
reconocerlos, no ofrece una vision global o de conjunto de los mismos.

Objetivo general y especifico

A fecha de hoy, a diferencia de lo que ocurre con los problemas adi-
tivos y en parte con los multiplicativos con niimeros naturales, no se dis-

5 Las Récreations Mathématiques de Jacques Ozanam (1640-1717) se publicaron en 1692,

pero la edicion mas conocida es la que realizé en 1778 Jean Etienne Montucla (1725-1799) con algunos
afladidos. Montucla era a la sazén Censor Real de Matematicas, por lo que se envid a si mismo el texto
para autorizarlo, bajo el nombre de M. de C.G.F. En 1803, se publicé en Londres una traduccion al
inglés de esta edicion de Montucla del texto de Ozanam debida a Charles Hutton con notables anadidos,
y otra posterior en 1814 de nuevo ampliada.
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pone de una clasificacion de los problemas de fracciones suficientemente
aceptada por la comunidad cientifica, es por tanto un objetivo general de
investigacion que sigue abierto.

Este objetivo estd ligado al de estudiar los problemas con fracciones
por tipos, en vez de hacerlo uno a uno aisladamente, logrando de este
modo contribuir a poner orden, claridad y generalidad metodoldgica para
efectos de la ensefianza.

Para clasificar problemas, la literatura existente muestra tres enfoques
principales: la estructura matematica, las caracteristicas sintacticas y las
caracteristicas semanticas. En este trabajo se fija la atencion en la estruc-
tura de los problemas descriptivos de fracciones en los que se identifican
como variables “el todo”, que puede ser conocido o no, y las partes, que
pueden guardan relacion entre si o no (para mas detalle ver Gomez et al.,
2016).

El esquema 1 muestra la organizacion general de estos problemas:

Partes no relacionadas

Todo Conocido

Partes relacionadas

Problemas de /
fracciones.

Todo descompuesto

Partes no relacionadas
Todo desconocido

Partes relacionadas

Esquema 1. Organizacion de los problemas descriptivos de fracciones

Debido a las limitaciones de espacio de este capitulo y a su titulo ilus-
trativo, aqui se muestra el estudio de un tipo de problemas descriptivos de
fracciones. Concretamente el tipo de problemas en el que el todo conocido
se divide en dos partes de las cuales se conoce la suma de las partes y la
razon entre ellas.
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La metodologia que sustenta el estudio se basa el analisis de textos
historicos (para mas detalle ver Gomez, 2011) tomando como subunidad
de andlisis las lecturas analiticas que los autores han dejado reflejadas en
los mismos.

La lectura analitica de un problema, que por su origen suele vincularse
al método cartesiano, se ha entendido a menudo como la traduccion del
enunciado del problema al lenguaje simbolico algebraico.

Una interpretacion mas precisa es la que entiende por lectura analitica
del enunciado de un problema la lectura que, en primer lugar, lo transfor-
ma en una lista de cantidades y de relaciones entre cantidades, para dar
lugar a partir de esas cantidades y relaciones a una ecuacion, a una formula
o incluso a una regla.

EL PROBLEMA TIPO

La Antologia griega® es una recopilacion de poemas, en su mayoria
epigramas, reunida en quince libros, que contiene material procedente de
dos antologias, la Antologia palatina, llamada asi por el cddice del siglo X
en que nos ha llegado, y la Anfologia de Planudes, que es del siglo XIV. El
material es de diversas épocas y diversos autores, a menudo desconocidos,
y en el libro X7V, que contiene 150 epigramas, hay 45 que son problemas
aritméticos. No se sabe con certeza cual es el origen de todos los proble-
mas, pero la mayoria se suelen atribuir a Metrodoro (491-527, d.C) porque
asi aparecen en el cddice palatino los 31 epigramas que van del 116 a 146,
aunque puede que Metrodoro no fuera su autor, sino que sélo los recopi-
lara. Hay otro epigrama, el nimero 1, que el cddice palatino atribuye a
un Socrates, del que sélo se sabe que Didgenes Laercio lo cita como un
epigramista. El resto aparecen en un codice sin atribucion, y tanto hay ar-

¢ Hay varias ediciones criticas. Nosotros hemos utilizado tres de ellas, una del siglo XIX

hecha por Fr. Jacobs, que lleva el texto en francés (Jacobs, 1863), y dos del siglo XX: la bilingiie en
griego ¢ inglés, editada y traducida por W. R. Paton, de la Loeb Classical Library (Paton, 1918), y la
bilingiie en griego y francés, editada y traducida por Félix Buffiere para la Collection des Universités
de France de la editorial Les Belles Lettres (Buffiére, 1970).
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gumentos a favor de que sean de Metrodoro como de Socrates o quiza de
ambos. Finalmente, hay un epigrama, el 147, que proviene de la Disputa
entre Hesiodo y Homero, un texto anonimo compuesto hacia el siglo /1.
Gran parte de estos epigramas se pueden encontrar también en libros de
matematicas recreativas posteriores como los de Ozanam y Rouse Ball.
El enunciado de uno de los atribuidos a Metrodoro, que figura en la
Antologia griega con el numero 6 es, en la version de Jacobs, el siguiente:

Oh ti que indicas tan bien las horas, ;jcuantas han pasado desde esta ma-
flana? Quedan dos veces los dos tercios de las horas que ya han pasado (Jacobs,
1863, p. 42).

La estructura del problema atiende a un todo conocido, la duracion del
dia, que se ha descompuesto en dos partes una de las cuales es una fraccion
conocida de la otra.

Jacobs no muestra el razonamiento que sustenta la resolucion del pro-
blema, aunque da una comprobacion del resultado en los siguientes térmi-
nos:

1 6 2 2 4
Horas pasadas 5 7> quedan 6 bR total 12. En efecto, 3 t3 =73,

6 36 4 144 18 6 _
6h + =~ 0 = de hora + 3~ = 57 de hora, 0 6h 57 0 = (Op. cit. 1863, p. 42)

La manera en que se expresa Jacobs no es académicamente admisible
a nuestros 0jos de hoy, aun asi es posible reconstruir algunos de sus datos:

4 o ., « . 36
5 ©s la forma simbolica de la fraccion verbal “dos veces los dos tercios”, =

de hora es la reduccion a fraccidon impropia del nimero mixto 5= de horay

144 4 . 36
7 son los 3 de = hora. Lo que parece hacer Jacobs es comprobar que

los % de 5 % de hora son las 6 % h, que en total son las 12 horas del dia.
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Esta falta de explicacion del método de resolucion se reproduce en el
texto de Ozanam, que en la edicion de Montucla (1778) se limita a aclarar
el enunciado del problema:

Dividiendo la duracion del dia, como hacian los antiguos, en 12 partes, la
cuestion se reduce a partir ese numero en dos partes, tales que los % de la primera

. , 1
sean iguales a la segunda, lo que da, para el numero de horas que han pasado 55

consecuentemente, para el resto de dia, 6 horas y % (Ozanam, 1778, p. 192).

El mismo problema lo recoge Rouse Ball (1992), quien si que razona
la resolucion y lo hace como sigue:

Las horas que han pasado + las horas que faltan dan las 12 horas. Las horas
4
que faltan valen los 3 de las horas que han pasado. Luego los % de las horas que
3 1 6
han pasado valen 12. Horas pasadas = 12 x 5~ = 5h 5, horas que faltan 6h .

(Rouse Ball, 1992, p. 126).

Las condiciones del problema son: Las 12 horas del dia se descompo-
nen en dos partes: las horas que faltan, b, y las horas que han pasado, a. La
. 4
relacion entre las partes es: b = 3~ de a y la suma de las partes a+b=12

La lectura analitica se sigue de los siguientes pasos: la parte a es el
referente de la fraccion; es decir, es la unidad que se fracciona, por lo tanto

: 4 34
beslo % En consecuencia, la suma de las partes a+b es atga=x3+%
7 . 7
de a, que es 3 de a. Es decir 12= ..

Invirtiendo esta relacion se cambia el referente, o unidad que se frac-
ciona, de la parte al todo: Si 12 son % a, entonces a €s %12. Por tanto, b,

que es su complemento a 12 vale ;12.
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Obsérvese que con esta inversion se cambia el referente del fraccio-
namiento que pasa de tercios de a a séptimos de a+b; esto es, cambia de
la parte al todo.

Una lectura analitica diferente de este mismo problema se encuentra
en el siguiente ejemplo procedente de un libro del matematico Baha al-Din
al-‘Amili, nacido en Baalbek (actualmente en Libano) en 1547 y muerto
en Isfahan (Irdn) en 1621, del que disponemos de una traduccion france-
sa de Aristide Marre con el titulo Kholagat al-hissab ou Quintessence du
calcul (Marre, 1864):

Se le pregunta a alguien cudnto ha transcurrido de la noche. El respondio:
un tercio del tiempo transcurrido es igual a un cuarto de lo que queda. ;Cuanto
tiempo habia transcurrido y cuanto quedaba aun? (Marre, 1864, p. 48).

Al-*‘Amili ha explicado previamente la “blsqueda de las incognitas me-
diante la proporcion”” en el capitulo tercero del libro, y, en otros capitulos ha
explicado la “busqueda de incognitas” mediante la falsa posicion, dos falsas
posiciones, lo que llama “la operacion de inversion” y el algebra. Cada pro-
blema lo presenta resuelto por varios métodos. En el caso de este problema
plantea dos soluciones distintas: la primera “por algebra”, que no comenta-
remos, y la segunda “por proporcion”, que transcurre como sigue:

Pon el tiempo transcurrido una cosa, el resto cuatro horas a causa del cuarto,
entonces un tercio de una cosa es igual a una hora, de donde una cosa es igual a tres
horas, y la suma siete. Ahora, tres esta con siete en la misma razén que el nimero
desconocido esta con doce. Divide pues el producto de los términos externos por el
término medio, entonces el cociente es cinco y un séptimo (Marre, 1864, pp. 48-49).

Las condiciones del problema son: La noche esta dividida dos partes a

y b que suman 12 horas y la relacion entre las partes es: %a = %b.
La resolucion sigue la siguiente secuencia: Si b fuera 4, a seria 3 y el
total 7. Repartiendo 12 en la razon de 3 a 4, se tiene el valor verdadero de

7 El procedimiento no es nuevo: se encuentra, por ejemplo, en el capitulo de transacciones

mercantiles del libro de algebra de al-Khwarizmi.
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ay b. Esto se puede hacer por la formula del reparto proporcional, que con
los datos del problema es: a/12=3/7.

En libros mas recientes también aparece el problema de las horas cam-
biado de contexto. En el siguiente ejemplo el método es el mismo que el
de Al-‘Amili:

Repartanse 180 ptas. entre dos personas, de modo que la parte de la primera
sea los 4/5 de la segunda Tomando un ntimero arbitrario que satisfaga las condi-
ciones del problema, esto es, un nimero divisible por 5, por ejemplo, 5 tendremos
que, si la parte de la segunda persona fuese 5, la parte de la 1%, seria 5x4/5 = 4:
Repartiendo, pues, 180 ptas. en partes proporcionales a 5 y 4, tendremos: 5+4 = 9.
Luego: Para la 1% persona 9:180::4:x; x = 80 ptas. Para la 1? persona 9:180::5:x, x =
100 ptas. (Dalmau, 1943, p. 254, n° 18).

Este mismo método se puede aplicar sin pasar por la regla del reparto
proporcional. Basta con aplicar al total la fraccion que representa a cada
parte. El siguiente ejemplo ilustra el razonamiento:

Dos personas tienen juntas 100 ptas. La 1/2 de la 1* vale el 1/3 de 1a 2%. ; Cuan-
to tiene cada una?

Sila1/2 dela 1* vale el 1/3 de 1a 2% la parte de la 1% vale los 2/3 de la 2%, o sea,
que si la 1* tiene 2, la 2° tiene 3 y ambas 5. La parte de la 1* es 100 x 2/5 = 40 ptas.,
y ladela2? 100 x 3/5 = 60 ptas. (Brufio, 1940, p. 129, prob. 608.).

En el siguiente ejemplo, se cambia el referente de la fraccion que liga
las partes, pasando de ser una parte al todo, y se aplica la nueva fraccion al
todo de modo parecido a como se vio en Rouse Ball.

En dos toneles existen 520 litros de vino y uno de ellos contiene la cuarta parte
que el otro. ;Cuantos litros hay en cada tonel?

Sol. Habiendo en el tonel primero la cuarta parte de lo que contiene el segun-
do, resulta que la cantidad contenida en aquél [en el 1°] serd la quinta parte de la
cantidad total de vino o sea: 520:5 = 104 litros. En el segundo habrd 104x4 =416
litros (Sabras y Aguayo, 1922, p. 9).

En el ejemplo de la Figura 1, también se sigue el razonamiento de
Rouse Ball, con la novedad de que el autor ilustra el referente con seg-
mentos subdivididos de acuerdo a las condiciones del problema, después
aplica un método de valor unitario.
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N.°89. Un labrador ha cobrado 4352'60 pesetas
por la cosecha de aceife y la de almendras. Las al-
mendras valian los 3/, del aceite. ,Cuénto ha cobra-
do por cada cosa?

_ Solucién: Representando el importe del aceite por 4. y
siendo el de las almendras °|,, el total quedard converti-
do en 71y, o sea 7 partes ignales

Entre todo 435260 ) 3Ceite T o T

| almendras —_—
Dividiendo el total por 7, tendremos una parte ”?Iw = 621'80 pfas. de una parte (1 cuarto)
El aceite valié 621'80 X 4 — 2487'20 ptas. Las aimendras valieron 62180 < 3 = 1865'40 ptas

Comprobacion: 248720 + 1865'40 — 435260
Figura 1
El texto dice asi:

Un labrador ha cobrado 4352’60 pesetas por la cosecha de aceite y la de al-
mendras. Las almendras valian los % del aceite ;Cuéanto ha cobrado por cada cosa?

Solucion: representando el importe del aceite por 4/4, y siendo el del almen-
dras %, el total quedara convertido en 7/4 partes, o sea 7 partes iguales.

Entre todo 4352,60 aceite — — — —

almendras — ——
. 4352760 ,

Dividiendo el total por 7, tendremos una parte = 621780 ptas. de una
parte (1 cuarto)

El aceite valio6 621’80x4=2487°20 ptas. Las almendras valieron
621°80x3=1865’40 ptas. Comprobacion: 2487°20+1865,40=4351"60 (Villar,
1942, p. 30, problema n° 89).

Obsérvese en este razonamiento que el todo a+b viene dado por la
suma del numerador y denominador de la fraccion que expresa la relacion
entre las partes, por lo que sabiendo esto, la resolucion es inmediata. El
siguiente ejemplo sirve para ilustrar el método.

Un ganadero ha comprado un caballo y un burro que le han costado 4.266
ptas. El precio del burro es los 2/7 del precio del caballo. ;Cuéanto ha costado cada
animal?

7+2=9
4266: 9 =474
474x2 = 948 ptas. del burro
472x7 =3.318 del caballo
(Villar, 1942, p. 30, problema n° 90).
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EPiLOGO

En el presente trabajo se ha pretendido dar cuenta de un modo de
abordar el estudio de los problemas descriptivos de fracciones desde una
perspectiva global.

A partir de una tentativa de clasificacion de los mismos se ha seleccio-
nado un tipo particular de problemas, el de las horas, para hacer el estudio
de las lecturas analiticas que sustentan los métodos de resolucion que algu-
nos autores de diversas épocas han dejado reflejados en los libros de texto.

La variedad de lecturas y métodos expuestos en este documento ilus-
tran una riqueza matematica que aporta conocimiento util para el aprendi-
zaje de las fracciones desde la reflexion sobre los procesos de resolucion.

También es util para el profesor interesado en disponer de alternativas
para orientar una ensefianza de los problemas con fracciones por su propio
interés y no como aplicacién de conocimientos previos, al estilo de ejerci-
cio y practica.

En definitiva, es util para el investigador porque ofrece una metodo-
logia para el analisis historico y epistemoldgico de los razonamientos arit-
méticos que han desarrollado los matematicos del pasado para la resolu-
cion de los problemas con fracciones.

El reto para todos es recuperar el valor educativo de los problemas con
fracciones, aprendiendo a conocer su estructura, las lecturas analiticas de
sus enunciados y los métodos y razonamientos que nos ha legado la tradi-
cion de ensenanza.
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LA NOCION DE ESTRUCTURA
EN EARLY ALGEBRA

The notion of structure in early algebra

MARTA MOLINA Y MARIA C. CANADAS
Universidad de Granada

Resumen

El early algebra es una propuesta curricular y linea de investigacion que atien-
de a la integracion del pensamiento algebraico en el curriculo de Educacion Pri-
maria. Partimos de una vision multidimensional del algebra escolar que incluye la
aritmética generalizada, el estudio y generalizacion de patrones, el estudio de las
funciones y la resolucion de problemas. La nocioén de estructura esta presente en
todas estas dimensiones, con diferencias en su significado. En este trabajo descri-
bimos el significado asignado a esta nocion en diferentes investigaciones que se
enmarcan en algunas de estas dimensiones en el marco del early algebra.

Palabras clave: early algebra, educacion primaria, estructura, investigacion.

Abstract

The early algebra is a curricular proposal and research line that refers to the
integration of algebraic thinking in the Primary Education curriculum. We adopt a
multidimensional view of school algebra that encompass generalized arithmetic,
the study and generalization of patterns, the study of functions and problem solv-
ing. The notion of structure is considered in all these dimensions with some differ-
ences in its meaning. In this chapter we describe the meaning given to this notion
in different research studies which can belong to some of these dimensions in the
context of early algebra.

Keywords: early algebra, structure, primary education, research.
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INTRODUCCION

La propuesta curricular y linea de investigacion denominada early
algebra plantea la “algebrizacion del curriculo” de Educacion Primaria
(Kaput, 2000), es decir, la introduccion de modos de pensamiento alge-
braicos en la matematica escolar desde los primeros cursos (Cai y Knuth,
2011). Se propone promover en las aulas la observacion de patrones, rela-
ciones y propiedades matematicas y, de este modo, promover habitos de
pensamiento que atiendan a la estructura que subyace a las matematicas
(Blanton y Kaput, 2005). El early algebra va acompanado de una amplia
concepcion del algebra escolar que engloba la aritmética generalizada, el
estudio y generalizacion de patrones y relaciones numéricas, el estudio de
relaciones funcionales, la resolucion de problemas, el estudio de estructu-
ras abstraidas de calculos y relaciones, y el desarrollo y la manipulacion
del simbolismo algebraico (v.g. Kaput, 2000).

El algebra' se considera importante en términos de como representa
los principios y estructuras de las matematicas (Cooper y Warren, 2011).
Las diferentes concepciones no son disjuntas y en ellas se observan nocio-
nes comunes. La generalizacion, los sistemas de representacion, la reso-
lucion de problemas o las estructuras son algunas de ellas. En este trabajo
recogemos diferentes significados con los que el término estructura se em-
plea en este contexto, distinguiendo la concepcion del algebra en la que se
enmarca y ejemplificando algunas de las investigaciones que la consideran
como objeto de estudio en el marco del early algebra.

EL ALGEBRA COMO ARITMETICA GENERALIZADA

En general, el término estructura en matematicas se asigna a un siste-
ma compuesto por un conjunto de objetos matematicos, una o mas opera-
ciones, asi como ciertas propiedades y relaciones de y entre estos objetos y
operaciones (Castro, Rico y Romero, 1997). Por ejemplo, la estructura del

! En este trabajo utilizaremos el término algebra para referirnos al algebra escolar.
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conjunto de los nimeros naturales con la operaciéon suma que es de semi-
grupo conmutativo, comprende los citados numeros, junto a la operacioén
suma y ciertas propiedades, entre ellas la conmutativa.

Este es el significado con el que se usa la nocion estructura al consi-
derar el algebra como aritmética generalizada. Las investigaciones con
alumnos de Educacion Infantil y Educacion Primaria que atienden a esta
nocion de estructura analizan la comprension y conocimiento de propieda-
des y relaciones matematicas de forma previa y paralela a la introduccioén
del simbolismo aritmético (v.g., Irwin, 1996; Resnick, 1992). La mayoria
de los estudios se centran en el contexto de la estructura aditiva en los
numeros naturales, prestando especial atencion a las cuatro propiedades
—complementaria de la suma y la resta, conmutativa de la suma, asociati-
va de la suma, y compensacion de la suma—, de forma conjunta o aislada
(Molina, 2006).

En investigaciones sobre el uso de algoritmos o estrategias inventadas
en la resolucién de problemas, se observa que los estudiantes aprecian
las propiedades conmutativa y asociativa desde muy jovenes, utilizando-
las cuando abordan célculos de formas no estandares o cuando inventan
y discuten multiples soluciones de un problema verbal (Resnick, Bill y
Lesgold, 1992). Concretamente, al descomponer y volver a componer los
términos de una operacion de distintas formas, los alumnos hacen un uso
implicito de las propiedades conmutativa y asociativa de la suma. Sin em-
bargo, los nifios entienden inicialmente estas propiedades como permisos
(evidentes) para combinar los nimeros en cualquier orden pero no como
leyes o propiedades (Resnick, 1992). Por ejemplo, dan muestras del uso
implicito de la propiedad conmutativa de la suma, al operar sin dar im-
portancia al orden tanto al trabajar con modelos fisicos como al operar
mediante conteo

Algunos trabajos mas recientes que atienden a esta dimension del al-
gebra, lo hacen en conexion con el estudio de pensamiento relacional, tér-
mino que se refiere al reconocimiento y uso, para alcanzar un objetivo, de
relaciones (incluyendo propiedades) entre los elementos que componen
una expresion numérica (Molina, 2006). Como ejemplos estan los trabajos
de Carpenter y colaboradores (v.g., Carpenter, Levi, Franke y Koehler,
2005) y Molina y colaboradores (v.g., Molina, Ambrose, Castro y Castro,
2009). Estos autores aportan evidencias de la emergencia natural de este
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tipo de pensamiento en el contexto de tareas que juzgan la equivalencia de
expresiones aritméticas (p. ej., 12+7=7+12; 16 + 14 — 14 =16).

EL ALGEBRA COMO ESTUDIO Y GENERALIZACION DE PATRONES

A la generalizacion, usualmente se llega a partir de una regularidad
observada y tras la busqueda de un patrén que sea valido para mas casos
(Polya, 1966). La nocidon de patron se asocia a términos como secuen-
cia, serie, orden, predecible, regularidad o estructura. Todas ellas son re-
levantes y permiten acotar la esencia de esta nocion (Liljedahl, 2004). Un
patron “es lo comun, lo repetido con regularidad en diferentes hechos o
situaciones y que se prevé que puede volver a repetirse” (Castro, Cafiadas
y Molina, 2010, p. 57). Morales, Cafiadas y Castro (2017) distinguen los
siguientes tipos de patrones:

» Patrones visuales o espaciales, en los que la regularidad se percibe

a través de la vista. Generalmente, se encuentran en el ambito de la
geometria o representaciones pictoricas. La representacion puntual
de ntimeros poligonales se considera un patron visual. En la figura
1 presentamos un ejemplo con los primeros términos de la secuen-
cia de los nimeros cuadrados.

o8

000 066

00 000 06060

® 00 000 00ee
1 4 9 16

Figura 1. Primeros términos de los nimeros cuadrados

» Patrones lineales o de repeticion son en los que una unidad se repite
ciclicamente. A la unidad que se repite se le llama unidad de repeti-
cion o nucleo. Un ejemplo de este tipo de patrones es ABABAB,...
donde el nucleo es AB. Otro ejemplo lo observamos en la figura 2,
donde el nucleo es cuadrado blanco-triangulo negro.
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A A A

Figura 2. Ejemplo de patron de repeticion

* Patrones numéricos, donde el valor numérico de los elementos en
cada posicion es importante. Por ejemplo, 1 23 58 13 21... cons-
tituye un patrén numérico.

» Patrones logicos son aquellos en los que predomina el razonamien-
to basado en igualdad y diferencia de atributos entre objetos. En la
figura 3 mostramos un ejemplo en el que se mantiene el tamafio de
las figuras geométricas. Podriamos considerar que el patron por el
que se van afiadiendo términos a la seriacion es que cada término
se diferencia del anterior en forma y color.

O/ RAA

Figura 3. Ejemplo de patron logico

Los tipos de patrones presentados no son disjuntos. Por ejemplo, el
patrén mostrado en la figura 1 es un patron visual pero también es numéri-
co si atendemos al nimero de circulos que componen cada configuracion
puntual que representa los términos de la secuencia.

En este contexto, la nocidn de estructura conecta los patrones y la ge-
neralizacion. Por ejemplo en el caso de patrones repetitivos, la estructura
comprende aspectos como la unidad que se repite, la longitud de dicha
unidad, el numero de veces que se repite y si el patron termina o no en una
unidad completa. Mulligan, English, Mitchelmore y Robertson (2010) de-
finen el término estructura como la forma en que varios elementos se orga-
nizan y relacionan. Estos autores enfatizan que “la estructura matematica
se expresa mas a menudo en forma de una generalizacion —una relacion
numérica, espacial o logica que es siempre verdadera en un cierto domi-
nio” (Mulligan y Mitchelmore, 2009, p. 34). Desde esta aproximacion del
early algebra, la nocion de estructura permite establecer conexiones y re-
laciones entre conceptos y procesos matematicos y, como consecuencia,
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permite analizar como los estudiantes interpretan una regularidad y, poten-
cialmente, la generalizan (Warren, Miller y Cooper, 2013).

Las investigaciones sobre estructura en el estudio y generalizacion de
patrones abordan aspectos tales como la distincion de niveles de reconoci-
miento de estructura en tareas de generalizacion (Mulligan y Mitchelmore,
2009) o la relacion entre las formas de percibir la estructura que eviden-
cian los estudiantes y su mayor o menor competencia matematica, detec-
tando importantes diferencias entre los estudiantes de alto rendimiento y
los de bajo rendimiento (Liiken, 2012). Mulligan y Mitchelmore (2009)
destacan que, por ejemplo, el patron 3 x 5 representado en la figura 4 no es
evidente para estudiantes de los primeros cursos, ya que no reconocen la
estructura de tres filas con cinco cuadrados cada una (ver (b) de la figura
4). Asi, se observa que una estructura pictorica u otra puede ser mas cerca-
na a unos estudiantes u otros y puede favorecer o dificultar la comprension
de una estructura numérica asociada.

RN
HEEEE @E
HEEEN

(a) (b) (©)

Figura 4. Representacion pictorica de (a) 3 x 5, (b) 3 filas de 5, (¢) 5 columnas
de 3 (p. 34)

EL ALGEBRA COMO ESTUDIO DE LAS FUNCIONES

En este enfoque funcional del algebra, las funciones son el foco de
contenido matematico. En Educacion Infantil y Educacion Primaria, las
investigaciones utilizan funciones lineales. En este sentido, son claves las
funciones lineales en general y las relaciones entre las dos variables, en
particular. El foco esta en el pensamiento funcional “entendido como un
componente del pensamiento algebraico basado en la construccion, des-
cripcion, representacion y razonamiento con y sobre las funciones y los
elementos que las constituyen” (Cafiadas y Molina, 2016, p. 210).
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La forma en que se trabajan las relaciones funcionales en el marco
de la propuesta early algebra se basa en promover la percepcion y gene-
ralizacion de patrones detectados en situaciones donde hay dos variables
relacionadas que covarian. En consecuencia, la nocion de estructura se
utiliza con significado semejante al recogido en el apartado previo. En la
practica, en una misma situacion en la que subyace una relacion funcional
los estudiantes identifican diversidad de estructuras, no todas ellas ade-
cuadas ni equivalentes. Por ejemplo Pinto y Canadas (2017) en un estudio
comparativo, con estudiantes de tercero y quinto de Educacion primaria,
de la resolucion del problema de las baldosas (se les presenta la imagen de
la figura 5 y se les pregunta por el nimero de baldosas grises necesarias
para un numero dado de baldosas blancas), destacan una amplia variedad
de estructuras mayor en tercero que en quinto.

Figura 5. Imagen presentada para el problema de las baldosas

Las estructuras identificadas en el total de estudiantes son las siguien-
tes, expresadas mediante simbolismo algebraico a partir de lo que los es-
tudiantes presentan para casos particulares: (a) 2x+6, (b) 2(x+2)+2, (¢)
2x+3+3, (d) 3(x+2)-x, (e) 3x+1, (f) 2x+2 (g) (x+3)-2 y (h) (x+6)+2x. Es
importante observar que diferentes conteos o formas de percibir el patrén
se corresponden con diferentes estructuras. En efecto, en los ejemplos an-
teriores no todas las respuestas corresponden a estructuras equivalentes.
Algunas son adecuadas y otras no. Los estudiantes de tercero, de forma
general, emplean mas de una estructura al responder diferentes preguntas,
lo que permite a los autores concluir una inconsistencia en el uso de las
estructuras. Por otra parte, en los estudiantes de quinto se observa una
mayor consistencia.
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EL ALGEBRA COMO RESOLUCION DE PROBLEMAS

Desde la concepcion del algebra como herramienta para la expresion
de métodos generales que resuelven clases de problemas, el término es-
tructura se emplea para hacer referencia a la estructura semantica del pro-
blema, la cual permite distinguir significados que se asignan a las opera-
ciones en los problemas verbales.

La forma de abordar la resolucion de problemas mediante modelos
rectangulares, ampliamente utilizada en el método Singapur, hace uso de
esta idea de estructura. De forma sistematica, desde segundo de Educacion
Primaria (7-8 afos) hasta la secundaria se ensefia a los estudiantes a repre-
sentar problemas verbales y relaciones numéricas (Clark, 2013). Se utili-
zan modelos rectangulares para representar la relacion entre las cantidades
conocidas, cantidades desconocidas y resolver problemas relativos a estas
cantidades (ver Figura 6). Se trabaja con las cuatro operaciones aritméti-
cas con diferentes conjuntos numéricos, tanto con los numeros naturales
como las fracciones. La creacion de modelos rectangulares permite a los
estudiantes visualizar relaciones matematicas abstractas y la estructura se-
mantica de los problemas. De este modo los estudiantes llegan a resolver
problemas algebraicos sin usar (el menos de manera tnica) el simbolismo
algebraico (Bautista y Cafiadas, 2015). Adicionalmente el método condu-
ce a los estudiantes a desarrollar el concepto de variable e incognita de
forma gradual.

Este heuristico forma parte del método Singapur (Kho, Yeo y Lim,
2009), que ha tenido especial reconocimiento en los ultimos afios gracias a
los buenos resultados de los estudiantes de Singapur en diferentes edicio-
nes de evaluaciones internacionales de PISA y TIMSS. El objetivo de este
método es que los estudiantes desarrollen las habilidades conceptuales y
procedimentales de matematicas para el dia a dia, y proporcionar a los
estudiantes la habilidad para formular, aplicar y resolver problemas. Se
considera que las representaciones juegan un papel crucial en la resolucién
de problemas.

Las investigaciones indagan en aspectos tales como de qué forma los
estudiantes utilizan este método (Swee Fong y Lee, 2009), qué dificultades
presentan (Kow Cheong, 2002) y como condiciona su posterior uso del
simbolismo algebraico en la resolucion de problemas (Swee Fong, 2003).
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Tengo 10 cromos de animales y 20 de | He comprado un sobre con seis cromos y ya
deportes ;cudntos cromos tengo en total? tengo 13. ;Cudntos cromos tenia?
13
e ———
N =~
"
2 ——
6 ?

En una clase hay 4 tizas de color rojo. Hay dos tizas mds azules que las que hay rojas. Hay
tres veces mds tizas blancas que rojas. ;Cudntas tizas hay en total?

Tizas rojas
?

4|4|4

Tizas azules

Tizas blancas |

3x5+2=17

Figura 6. Problemas resueltos con el método Singapur

No encontramos literatura que haga mencion explicita al término estruc-
tura en este contexto.

CONCLUSIONES

En este trabajo nos hemos centrado en un contexto muy particular de
las matematicas: el algebra escolar. No abordamos otros significados que
la nocion de estructura presenta cuando se trabaja el algebra en cursos
superiores a la Educacion Primaria o cuando se trabajan otros contenidos
matematicos. Hemos presentado nociones de estructura, con sutiles dife-
rencias para distintas aproximaciones al early algebra. Estas nociones se
encuentran estrechamente conectadas con la generalizacion. Este hecho
es importante dado que la generalizacion se considera clave en el pensa-
miento algebraico, en el conocimiento matematico y en el conocimiento
en general (Castro, Cafiadas y Molina, 2010).
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Observamos que en las investigaciones consultadas que atienden al
estudio y generalizacion de patrones, no es facil en ocasiones distinguir la
nocion de patron y la nocion de estructura. Consideramos la primera mas
amplia, conteniendo a la segunda. Entendemos que la nocion de estructura
hace referencia a la identificacion del patron a través de casos particulares,
y a la expresion o aplicacion del mismo para el caso general. No obstante,
este trabajo pone de manifiesto la necesidad de avanzar en una clara carac-
terizacion independiente de ambos términos.

Hay estudios donde considerar que la nocion de estructura podria con-
tribuir a la descripcion del pensamiento algebraico de los estudiantes y
de la percepcion del contenido matematico involucrado. Por ejemplo, en
el contexto funcional asi como en el estudio de patrones, permitiria inda-
gar sobre si la estructura se mantiene para el trabajo con diferentes casos
particulares y la generalizacion. Esto informaria sobre la consistencia del
trabajo de los estudiantes en un determinado problema. Consideramos que
seria interesante y necesario indagar sobre estas ideas en la investigacion
desde algunas de las dimensiones del algebra.
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ISOMETRIAS EN LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS Y OBRAS DE ARTE

Isometries applied to problem solving and artworks

RAFAEL RAMIREZ, JOSE ANTONIO FERNANDEZ-PLAZA
Universidad de Granada

Resumen

En este trabajo se resuelven dos problemas planteados en las asignaturas Ba-
ses Matematicas y Disefio y Desarrollo del Curriculo de los estudios de Maestro
en Educacion Primaria de la Universidad de Granada, con el contenido matema-
tico comun de las isometrias en el plano. En un problema de rebotes en el billar,
la identificacion de simetrias axiales se convierte en una interesante estrategia de
resolucion. En el problema de construccion de mosaicos, las isometrias permiten
visualizar y comprender el proceso de creacion de obras de arte. Estas actividades,
propuestas por Francisco Ferndndez y Francisco Ruiz en los procesos formativos
de maestros han favorecido que los estudiantes den mayor significado a sus cono-
cimientos geométricos, de medida, de los mosaicos en la Alhambra y en la obra de
Escher.

Palabras clave: Alhambra, Escher, Isometrias, Mosaicos, Resolucion de pro-
blemas,

Abstract

In this work we address two problems from the subjects “Fundamentals of
Mathematics” and “Design and development of the mathematics curriculum in
Primary Education” with a common content related to the plane isometries. One
problem is related to the bounces of cue ball in a pool table. We will show an in-
teresting strategy to face it related to the use of axial symmetries. Another problem
is the mosaics construction. To face it, plane isometries are also powerful tools to
visualize and understand the process to create artworks. These tasks, suggested by
Francisco Fernandez and Francisco Ruiz for the training of primary teachers, have
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contributed to a better understanding of geometric knowledge, measurement, the
Mosaics of the Alhambra’s and Escher’s works.

Keywords: Alhambra, Escher, Isometries, Mosaics, Problem Solving,

INTRODUCCION

En este capitulo vamos a profundizar en dos tareas estrechamente rela-
cionadas con los trabajos de Francisco Fernandez y Francisco Ruiz relati-
vos a Medida y Geometria. Hemos seleccionado dos de sus propuestas que
consideramos especialmente significativas para favorecer la ensefianza de
las matematicas con sentido (Flores y Rico, 2015) en las asignaturas que
impartimos en el Grado de Maestro de Educacion Primaria, “Bases mate-
maticas” en primer curso, y “Disefio y desarrollo del curriculo de matema-
ticas” en tercer curso.

El primer problema, propuesto por Francisco Fernandez, trata de mo-
delar el nimero de rebotes que una bola dara en las bandas de una mesa
de billar partiendo de una esquina y formando, un angulo de 45° con una
banda, hasta llegar a detenerse en cualquiera de las esquinas. Esta tarea
se analiza en una de las practicas de la asignatura de Disefio y desarrollo
del curriculo, tanto por su riqueza en la identificacion de estrategias de
resolucion como en el andlisis de los contenidos matematicos que pone en
juego. Si bien a los estudiantes solo se les pide localizar soluciones parti-
culares, encontrar la solucion general supone un reto complejo, dado que
las transformaciones geométricas elementales son contenido de Educacion
Primaria, sin embargo, la estrategia de resolucion especifica requiere un
nivel mas avanzado de dominio para establecer la relacion entre el nimero
de rebotes y las dimensiones de la mesa de billar.

La segunda tarea, inspirada en los trabajos geométricos y artisticos de
Francisco Ruiz sobre los mosaicos de la Alhambra y la obra de Escher, es
una de las actividades propuestas en la asignatura de Bases Matematicas
para la Educacion Primaria. El uso de Geogebra, como programa de geo-
metria dinamica, favorece la visualizacion del proceso de construccion de
mosaicos a partir de un poligono regular y puede acercarnos a comprender
el proceso de Escher para convertir la geometria en arte.
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PROBLEMA DE LA MESA DE BILLAR

El problema de la mesa de billar tiene el siguiente contexto general:

En una mesa de billar clasico de 1,5 x 2,5 m se sitda una bola en una
esquina. Se golpea la bola de tal forma que siga una trayectoria con un an-
gulo de 45° respecto a una de las bandas. La bola sale con fuerza suficiente
y no se para hasta que llega a otra (o la misma) esquina de la mesa.

Se plantean a continuacion dos preguntas:

a. (Cuantos rebotes dard en las bandas de la mesa antes de pararse?

b. (Qué medidas deberia tener una mesa de billar para que, en las

mismas circunstancias, la bola diera 10 rebotes?

Resolucion del problema basico

Laresolucion de la parte a. de este problema requiere de conocimientos
geométricos basicos para dibujar la trayectoria de la bola y contabilizar los
rebotes en las bandas. En el ejemplo reflejado en la figura 1, la trayectoria
de la bola viene marcada por la secuencia de rebotes Pi. Para contabilizar
el numero de rebotes, se parte de la propiedad de que este nimero depende
exclusivamente de la proporcion de la mesa. La mesa que nos ocupa es de
tamafio 1,5 x 2,5 m, lo cual equivale a resolver el problema en una mesa
de dimensiones 15x25 u, que dividiendo por el maximo comun divisor, se
reducen las dimensiones de la mesa a 3 x 5 u, que es la representada en la
figura. El nimero de rebotes es 6.

Figura 1. Resolucion grafica de la parte a) del problema original



146 Rafael Ramirez, José Antonio Fernandez-Plaza

Por otro lado, la parte b. interesa mas desde el punto de vista didactico
de la resolucion de problemas, porque hay que disefiar una estrategia para
relacionar el numero de rebotes con las dimensiones a y b en la que se
usan las propiedades de las isometrias del plano, en particular, reflexiones
axiales.

La siguiente figura muestra una representacion geométrica del proceso
de obtencion de la relacion entre el nimero de rebotes y las dimensiones
de la mesa de billar a y b. Esta cuestion requiere un nivel avanzado de
reflexion, no adecuado al nivel de Primaria. La propiedad de que en un re-
bote el angulo de entrada es el mismo que el de salida, da lugar a establecer
una relacion entre la trayectoria de la bola en el billar y la trayectoria recta
que seguiria la bola si “atravesase distintas copias de la mesa de billar” (fi-
gura 2). Por ejemplo, el recorrido tras el primer rebote (punto P,) se puede
obtener a partir de una simetria axial respecto de esa banda, siendo la tra-
yectoria de P, a P, (segmento s,) equivalente a la trayectoria entre P, y P’,
(segmento s’,) en la copia de la mesa de billar obtenida por dicha simetria.
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Figura 2. Resolucion grafica de la parte B del problema original
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La obtencion del segmento s’; se debe a la doble transformacion del
segmento s;, por composicion de la simetria horizontal anterior y la si-
metria vertical del eje que contiene a P’, que transforma la mesa de billar
original al mismo tiempo. Anadlogamente se deduce el tramo s’s. En la
figura se destaca en linea discontinua las transformaciones progresivas de
los segmentos de la trayectoria inicial. El proceso de resolucion termina
cuando la trayectoria transformada termina en una esquina de alguna de
las copias de la mesa de billar, que equivale a la generacion de la diagonal
de un cuadrado.

A partir de la figura se obtienen las siguientes regularidades:

* El segmento final obtenido conserva el mismo angulo del tiro y
cada interseccion, Py, P’, y P’; del mismo con las bandas de las
copias de la mesa de billar corresponde a los rebotes originales.

* Cada rebote en la banda superior o inferior requiere de una re-
flexion de eje horizontal de la mesa hacia arriba. Analogamente,
cada rebote en la banda lateral derecha o izquierda, requiere una
reflexion de eje vertical de la mesa hacia la derecha.

» Existe una relacion entre el numero de rebotes y el nimero de in-
tersecciones del segmento que une el origen con el punto final. Los
rebotes en las bandas horizontales se corresponden con las inter-
secciones en las rectas horizontales obtenidas al “copiar” la mesa
de billar. Analogamente, las intersecciones con rectas verticales
marcan los rebotes con las bandas verticales. Si llamamos n (m,
respectivamente) al niimero de copias del billar en el eje horizontal
(vertical, respectivamente), encontramos una curiosa relacion. El
numero de rebotes en las bandas horizontales es m-1 y en las verti-
cales n-1, por lo que el numero de rebotes totales es R=n +m — 2.

Para que la bola haya tocado nuevamente una esquina, al ser el angulo
de 45 grados, es necesario que la trayectoria final sea la diagonal de un
cuadrado y que se cumpla que n-a = m-b. Ademas es necesario que m
y n sean primos relativos entre si (mcd(n,m)=1) para que sea la primera
esquina en la que cae la bola. La forma del billar inicamente depende del
cociente entre a y b. Por la igualdad anterior, al considerar la fraccion a/b,
debe ser equivalente a n/m, lo que aporta una informacion relevante para
la resolucion del problema y otras posibles ampliaciones. Por ejemplo, en
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un billar de lados 1 y cualquier nimero irracional, seria imposible que la
trayectoria acabase en una de las esquinas.

Podemos concluir que, en el caso de 10 rebotes, es necesario que las
dimensiones a y b se correspondan con descomposiciones de 12 = n+m
(n, m naturales primos relativos), siendo n-1 y m-1 los rebotes en las ban-
das horizontales y verticales respectivamente. Esto da lugar a los billares
de dimensiones 1x11 y 5x7 (salvo cambios de escala).

Resolucion del problema generalizado

Abordamos a continuacion el problema general con angulo de tiro oy
dimensiones a y b, no apropiado para la etapa de Educacion Primaria. La
Figura 3 muestra la descripcion geométrica asociada a elecciones especi-
ficas de estos parametros.

Figura 3. Resolucion grafica del problema general modificando el angulo de tiro

La trayectoria rectilinea resultante tiene que ser la diagonal de un rec-
tangulo generado por multiplos de a y b. En particular se obtiene un trian-
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gulo rectangulo y se obtiene la siguiente ecuacion que relaciona el angulo
a, y dimensiones a y b de la mesa de billar.

n-a

m-b

3 n, m naturales tal que tan(a.) =

Para el caso mostrado en la figura 1, correspondiente a o = 30°, a =3
uyb= 243 u, cumple la relacion para n =2 y m = 3. El nimero de rebo-
tes (R) vendra dada por la eleccion de los valores de m y n mas pequefios
posibles (mcd (m, n) =1) y la relacion:

R=m+n-2

Obsérvese que R es invariante conservando la proporcion de la mesa
original o razdn de las dimensiones a 'y b. El problema b. entrafia dificultad
debido a la singularidad del valor del angulo a y de las ecuaciones que hay
que resolver.

EL ARTE DE ESCHER

Partimos de la siguiente actividad propuesta por Francisco Ruiz:

El teselado de reptiles se ha obtenido a partir de un hexagono regular,
modificado mediante isometrias por medio de un programa de geometria
dindmica. Identifica el hexagono bésico del mosaico y las transformacio-
nes de esa figura que le dan origen (Figura 4).

o~

Figura 4. Mosaico tipo Escher con reptiles (Ruiz y Ruiz, 2011, p.322)
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Vamos a abordar este problema, mediante una cadena de tareas pro-
puestas en las practicas a los estudiantes de Primero para familiarizarse
con el uso de Geogebra. Simplemente esbozamos las pautas de resolucion
que se les plantea.

Estudio de la tarea 1

Simplifiquemos el proceso. Empecemos por un mosaico mas sencillo
y localicemos las transformaciones del cuadrado que dan lugar al hueso
Nazari. No pretendemos el estudio de mosaicos a través de la tesela basica
o el motivo minimo que la genera, sino “comprender” la teselacion del pla-
no a través del azulejo, es decir, la pieza de ceramica que, repetida, rellena
el plano mediante isometrias.

El proceso puede quedar descrito como sigue:

Se divide el cuadrado en tres fragmentos. Uno no se mueve y sobre
los otros dos se aplican sendos giros de 90 grados respecto a los puntos
sefialados P y Q. Se obtiene asi el azulejo que llamamos Hueso Nazari
(Figura 5).

Figura 5. Construccion del hueso Nazari a partir del cuadrado

Si ahora partimos del hueso Nazari y localizamos los centros de giro
anteriores y aplicamos los mismos giros que antes a todo el azulejo, se va
construyendo el conocido mosaico de la Alhambra (Figura 6).
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Figura 6. Construccion del mosaico a partir del azulejo en forma de hueso

Es decir, podemos concluir que aplicando giros de 90 grados al azu-
lejo inicial y a sus respectivas imagenes por estos giros, se puede ir cons-
truyendo el mosaico. Esta propiedad es igualmente cierta si el azulejo de
partida fuese el cuadrado inicial.

Estudio de la tarea 2

Podemos generalizar el proceso anterior para “comprender” la cons-
truccion de un mosaico a partir de su azulejo mediante la siguiente pauta:

a) Identificar el poligono regular (cuadrado, tridngulo o hexagono)
del que proviene

b) Localizar las transformaciones para convertir el poligono regular
en el azulejo

c) Aplicar las mismas transformaciones al azulejo para construir el
mosaico.

d) Aplicar las mismas trasformaciones al poligono regular de partida
y estudiar si se produce una teselacion del plano.

Utilizando cuadrados y giros de 90 grados también se pueden obtener
otros mosaicos de la Alhambra (Figura 7).



152 Rafael Ramirez, José Antonio Fernandez-Plaza

Figura 7. Construccion del mosaico tipo avion a partir del cuadrado

Si en vez de cuadrados, utilizamos triangulos equilateros y giros de
180°, podemos obtener la conocida pajarita (Figura 8).

Figura 8. Posible construccion del azulejo correspondiente a la pajarita

Escher utilizé este procedimiento para construir algunas de sus obras
mas conocidas. Por ejemplo, partiendo de un cuadrado y utilizando unica-
mente traslaciones, se puede crear el siguiente mosaico (Figura 9).
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Figura 9. Azulejo en forma de flamenco

Estudio de la tarea 3

Vamos a utilizar Geogebra para particularizar el proceso anterior de
construccién de mosaicos a la obra de reptiles de Escher.

Si partimos de un hexagono regular, los giros de 120 grados con cen-
tro en sus vértices van produciendo una teselacion. Por la propiedad d)
esto nos da una pista de que los giros de 120 grados pueden ser claves para
comprender la construccion de la lagartija.

Vamos a localizar, en el hexdgono regular, los fragmentos sobre los
que se ha aplicado un giro de 120 grados y la parte del hexagono que no
se ha transformado. En la figura 9 se observa que los giros de 120 grados,
convierten los fragmentos construidos sobre cada lado del hexdgono en
figuras idénticas en el lado contiguo. Por ejemplo, el giro sobre el punto
P convierte las regiones que forman el cuello de la lagartija (ralladas en la
Figura 10) en la cabeza y una pata.
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Figura 10. Construccion del azulejo “lagartija” a partir del hexagono.

El uso de la herramienta de arrastre permite desplazar los puntos in-
teriores (extremos de los patas, cola, cabeza, etc.). Estas modificaciones
favorecen el proceso creativo de construccion, dando libertad al estudiante
para retocar las formas y medidas hasta conseguir el dibujo deseado. Esto
Escher lo conseguia sin Geogebra, lo que engrandece mas su arte.

Una vez localizados los centros de giro, y partiendo del azulejo for-
mado por la lagartija, se puede construir el conocido mosaico (Figura 11).

Figura 11. Construccion del mosaico reptiles a partir de puntos de giro de 120°
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Explicar el proceso constructivo puede hacernos valorar mas el valor
artistico de la obra de Escher y su dominio de las propiedades geométricas.
Las infinitas posibilidades de Geogebra pueden acercarnos a comprender
los entresijos geométricos, pero aun nos queda mucho camino para alcan-
zar al artista (Figura 12).

Figura 12. Nuestro salto a la tercera dimension para la obra Reptiles de Escher.
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Resumen

Se describen los curriculos de Didactica de la Matematica de los planes de
estudio, precedentes del actual de 2010, el de 1971 y el 1991. Ambos, muy con-
trapuestos, el primero por ser excesivamente formalista y el segundo por exiguo,

sientan las bases del curriculo actual; en todos ellos han estado muy implicados los
profesores Francisco Fernandez y Francisco Ruiz.

Palabras clave: didactica, matematicas, planes de estudio, magisterio.

Abstract

In this paper the syllabus of the courses of education in mathematics are de-
scribed. The mentioned syllabus correspond to the degree of primary education and
are previous to the current one. They were created in 1971 and 1991. The former
one was excessively formalistic and the latter one meager but both have set the
bases for the current syllabus. Professors Francisco Fernandez and Francisco Ruiz
have been very involved in the development of all of these syllabus.

Keywords: teaching, mathematics, syllabus, primary education teachers’ de-
gree.
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INTRODUCCION

Describimos dos curriculos de Didactica de las matematica, el de los
planes de 1971 y el de los planes de 1991, antecedentes de los actuales
planes de 2010, con la intencion de primero, dejar constancia del trabajo
desarrollado por los miembros del departamento, entre los que se encuen-
tran los profesores homenajeados con este libro, Francisco Fernandez y
Francisco Ruiz, a los que se deben algunos programas de las asignaturas
que se describen y, segundo, poner de manifiesto, las condiciones, limita-
ciones y evolucion de los mismos a lo largo de la historia del desarrollo
del Departamento de Didéctica de la Matematica desde que se constituyo
en 1985.

L.OS PLANES DE ESTUDIO DEL 71

Los planes de estudio de 1971 se acomodan a la Ley General de edu-
cacion (1970); en esa €época las antiguas Escuelas Normales de Magisterio
se integraron en la Universidad con la denominaciéon de Escuelas Univer-
sitarias del Profesorado de EGB (Ensefianza General Bésica); también a
partir de la misma ley, los maestros comenzaron a denominarse Profesores
de Ensefianza General Basica. La ensefanza obligatoria estaba asociada a
la EGB que iba de los 6 a los 14 afios y dividida en dos etapas: de primero
a quinto curso y de sexto a octavo. El profesorado de EGB podia optar en
su formacion por las siguientes especialidades: Ciencias Fisico-Naturales,
Ciencias Humanas y Filologia; con posterioridad se afiadieron las especia-
lidades de Preescolar, Pedagogia Terapéutica, Educacion Fisica y Educa-
cion Musical.

La formacion relativa al area de matematicas de esa época tanto a ni-
vel escolar como de formacion de profesorado estaba fundamentada en la
denominada entonces, Matematica Moderna o Teoria de Conjuntos.

En lo que se refiere a la EGB, trascurridos 10 afios desde su entrada en
vigor, se adujeron razones relativas al bajo rendimiento del alumnado, ra-
zones sociales y politicas (entrada de la democracia) para introducir refor-
mas en 1981 a través de los que se denominaron Programas Renovados de
la EGB. En el caso concreto de las matematicas habia una razoén también
muy poderosa, que Morris Kline ya habia puesto de manifiesto en su libro
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‘El fracaso de la matematica moderna’: ‘una generacion de analfabetos en
matematicas, con un temor sin precedentes a este campo de la ensefianza,
es la prueba mas palpable del fracaso de la matematica moderna’ (Kline,
1976).

En el caso de la especialidad de Ciencias Fisico-Naturales correspon-
diente al profesorado que se encargaba de impartir matematicas en la se-
gunda etapa en la Escuela Universitaria del Profesorado de EGB de Gra-
nada, la formacién en el area de matematicas era la siguiente:

Tabla 1

Curso Cuatrimestre Asignaturas obligatorias  Asignaturas optativas

1° 1° cuatrimestre Matematicas I
2° cuatrimestre Matematicas II
2° 1° cuatrimestre Matematicas III; Estadistica I; Estadistica II;
Didactica de las Algebra lineal; Algebra y
Matematicas Geometria; Didactica de la
Geometria
2° cuatrimestre Matematicas IV
3° 1° cuatrimestre Matematicas V Didactica de las Matemati-

cas II; Teoria de colas; Infor-

2° cuatrimestre Matematicas VI matica

En el resto de las especialidades, la formacion en el area de matemati-
cas se desarrollaba a través de las asignaturas Matematicas [ y Matemati-
cas II que tenian un matiz diferenciado de las de Ciencias Fisico-Naturales
y que luego describimos.

Debemos anadir que la diferenciacion entre determinadas asignaturas
de cada cuatrimestre era ficticia: por ejemplo, en el caso de primer curso,
la asignatura se denominaba Matematicas I y Il y se impartia durante todo
el afo, aunque al final se cumplimentaban dos actas, una para Matematicas
I y otra para Matematicas II, con las mismas calificaciones. Igual ocurria
con las de segundo y tercer curso, exceptuando la Didactica de las Mate-
maticas que estaba diferenciada de las otras dos.
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Por tanto los programas' de las asignaturas referidas que presentamos
a continuacion tienen esa denominacion: Matematicas [ y II, Matematicas
[Ty IV y Matematicas Vy VL.
Matematicas I y I1.

El programa que se presenta en la Tabla 2, corresponde al curso 1985-

86 y quedaba registrado como Cuestionario de Matematicas [ y II.

Tabla 2. Matematicas [ y II

Tema Contenidos
21 Lenguaje matematico. Algebra de proposiciones. Cuantificadores.
1. Légica . .,
Teoremas. Métodos de demostracion.
2. Teoria de con-  Introduccion. Axiomatica de la teoria de conjuntos. Diagramas y
juntos graficos. Algebra de clases. Recubrimiento y particion.

Par ordenado. Producto cartesiano de conjuntos. Representacion
grafica. Conjunto inicial y final de una relaciéon. Dominio y rango.
Relacion reciproca. Composicion de relaciones. Asociatividad, no
conmutatividad e inversa de una relacion.

3. Producto carte-
siano. Relacion
entre conjuntos

Correspondencias. Correspondencia univoca o funcién. Campo
de existencia de una funcion. Restriccion y prolongacion de una
funcion. Composicion de funciones. Aplicacion. Composicion de
aplicaciones y propiedades. Tipos de aplicaciones. Inversa de una
aplicacion. Imagen directa y reciproca de un conjunto mediante una
aplicacion. Otras operaciones con aplicaciones.

4. Aplicaciones

Relacion en un conjunto. Propiedades posibles de una relacion bina-
ria. Relacion de equivalencia. Clases de equivalencia. Propiedades
de las clases de equivalencia. Particion. Equivalencia asociada a una
particion. Relacion de orden. Orden total y orden parcial. Elementos
notables de un conjunto ordenado.

5. Relaciones
binarias

' Los programas de las asignaturas que se citan pertenecieron a la seccion de Granada; en esa
época estaban asociadas a esta, ademas de las Escuelas de Ceuta y Melilla que contintian, las de Almeria
y Jaén. No obstante los programas eran muy similares en todas las escuelas, salvo la optatividad.
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6. El nimero na-  Construccion de N. Leyes de composicion interna. Operaciones en
tural N. Orden en N. Divisibilidad de N. Sistemas de numeracion.

Concepto de grupo. Subgrupo. Relacion de equivalencia asociada a
un subgrupo. Grupo cociente de un grupo conmutativo. Homomor-
fismos de grupos: descomposicion canonica.

7. Estructura de
grupo

Concepto de anillo. Subanillo. Ideales. Relacion de equivalen-

8. Estructura de cia asociada a un ideal. Anillo cociente. Homomorfismos de ani-

anillo llos. Descomposicion canonica de un homomorfismo entre anillos.
Construccion de Z. Estructura algebraica de Z. Orden en Z

Relacion de divisibilidad en Z. Inclusion de los ideales de Z por la
relacion de divisibilidad. Maximo comun divisor. Igualdad de Be-
zout. Elementos primos entre si. Algoritmo de Euclides. Elemento
primo. Ideal maximal. Descomposicion de los elementos de un ani-
llo en factores primos. Minimo comtn multiplo. Calculo de m.c.d. y
del m.c.m mediante factorizacion.

9. Divisibilidad
en un anillo
principal

10. Estructura de  Estructura de cuerpo. Ecuaciones no resolubles en Z. Construccion
cuerpo de Q. Estructura de Q. Orden en Q.

Como se puede observar, los contenidos de la asignatura se corres-
ponderian con los contenidos de un algebra basica que se aposentaba en
la logica y la teoria de conjuntos de plena vigencia en esos afios en todos
los niveles de la formacion de los estudiantes, incluidos los de las etapas
mas basicas. La metodologia estaba asociada fundamentalmente a la lec-
cion magistral y la evaluacion se centraba en los exdmenes escritos, tres
parciales y un final de recuperacion. Una referencia basica de esa época la
constituia el libro Didactica de la Matematica de Eugenio Roanes editado
en 1969. Este autor, en el capitulo uno, presentaba ‘la Matematica actual’
comparada con las Matematicas tradicionales indicando que, ‘la matema-
tica moderna es mas sencilla, por ser mas simple, como consecuencia de
estar mas elaborada’ y deberia llamarse, segiin este autor, Matematica Ac-
tual que sera superada con los afios y ‘llegara a ser, sin duda, Matematica
Antigua’. Aunque se denominara Didactica de la matematica el libro, que
constituia una referencia en nuestro modelo de trabajo en el aula, era de
matematicas ‘puras y duras’ que afiadia en cada capitulo un apartado que
denominaba ‘didactica de...” que consistia en unas orientaciones de como
ensefiar o introducir el tema en la escuela sin establecer conexion alguna
entre este apartado y lo anterior.
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Muchos de los maestros que ejercen provienen de esta formacion que,
en muchas ocasiones, algunos la recuerdan con cierta afioranza. Compara-
da con la etapa actual, este profesorado especializado impartia docencia en
la segunda etapa de EGB, que venia a ser, el final de la Educacion Primaria
y el primer ciclo de Secundaria actuales. Hay que decir que estos maestros
especialistas adquirian un alto nivel en matematicas que ademas les era
muy necesario; por ejemplo, en octavo curso se explicaba la estructura de
cuerpo para poner de manifiesto que Q con la suma y el producto era un
cuerpo conmutativo.

Los Programas Renovados a nivel general y el fracaso de la matemati-
ca moderna a nivel particular generaron también reformas y adaptaciones
de las asignaturas. En el caso concreto de las Matematicas 1 y II, en el
curso 1989-90 los temas fueron los siguientes: Conjuntos y relaciones,
Correspondencias y aplicaciones, Numeros naturales y Sistemas de nu-
meracion, Aritmética, Fracciones y Decimales, Magnitudes y su medida,
Geometria plana, Geometria del espacio e Introduccion a la Estadistica.
Con adaptaciones posteriores que implicaron la desaparicion total de la
fundamentacién conjuntista, estos contenidos constituirian después la
asignatura de primer curso de los siguientes planes de estudio en la Uni-
versidad de Granada. En estas fechas ya se estaba publicando la coleccion
Matematicas: Cultura y Aprendizaje de la Editorial Sintesis, con mas de
treinta volimenes sobre las diversas tematicas de matematicas de la EGB
que constituiria una referencia clave en la planificacion de las diferentes
asignaturas.

En la Tabla 3 se presenta el programa del curso 1985-86 de la asigna-
tura de matematicas de segundo curso, Matematicas II1 y IV.

Tabla 3. Matematicas Il y [V

Tema Contenidos

1. Sucesiones de  Valor absoluto en Q. Distancia en Q. El espacio métrico (Q,d). Su-

nimeros racio- cesiones de numeros racionales. Operaciones con sucesiones. Tipos

nales de sucesiones. Sucesiones extraidas o subsucesiones. Concepto de
limite. Sucesiones convergentes. Estructura del conjunto de las suce-
siones convergentes. Sucesiones nulas. Estructura del conjunto de las
sucesiones nulas. Sucesiones de Cauchy. Estructura del conjunto de
las sucesiones de Cauchy. El ideal de las sucesiones nulas.
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2. Construccion
de R

3. Funciones
reales de varia-
ble real

4. Derivadas de
las funciones de
variable real

4. Conjuntos
compactos y
conexos en R

5. Teoremas
sobre derivacion
de funciones
reales
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Necesidad de ampliacion de Q. Relacion de equivalencia en el anillo
Sc respecto del ideal de las sucesiones nulas Sy. Clases de equivalen-
cia. Conjunto cociente: R. Operaciones en R. Propiedades. Inverso
en R. Isomorfismo de Q en Rq. Relacion de orden en R: cuerpo total-
mente ordenado y arquimediano. Expresion decimal de los numeros
reales. Teorema de la densidad: Q denso en R. Toda sucesion de Cau-
chy de racionales converge hacia el numero real que define.

Funciones reales de variable real. Funciones continuas. Teoremas ba-
sicos sobre continuidad: del Valor intermedio y de Bolzano. Discon-
tinuidades: tipos. Continuidad uniforme. Continuidad y monotonia.

Derivadas de las funciones reales de variable real. Interpretacion
geométrica. Extension de la nocion de derivada. Derivadas sucesivas.
Regla de calculo. Derivada de la funcion compuesta. Derivada de la
funcioén reciproca de otra. Crecimiento y decrecimiento. Introduccion
al concepto de diferencial. Interpretacion geométrica.

Espacio separado. R es un espacio separado. Recubrimientos de R
mediante abiertos: casos finitos e infinitos. Espacio compacto: R no
es un espacio compacto. Conjunto de compactos. Propiedades de los
conjuntos compactos en un espacio separado. Teorema de Heine-
Borel. Conjuntos conexos. Caracterizacion de los intervalos de R.
Condicion necesaria y suficiente para que un subconjunto de R sea
conexo. Conjunto denso.

Teorema de Rolle. Teorema de los incrementos finitos. Regla de
L’Hopital. Ampliacion al calculo de limites de funciones

La asignatura de Matematicas IIl y IV se corresponderia con una asig-

natura de Analisis matematico basico de los estudios de Matematicas. En
este caso la metodologia también estaba basada en las clases magistrales
y la evaluacion se centraba en los exdmenes escritos. En el curso 1989-90
los temas eran los siguientes: Los nimeros naturales, nimeros racionales
y nimeros decimales; Numeros reales; Funciones y graficas; Limites de
funciones; Funciones continuas; Derivacion; e Integracion.

En la Tabla 4 se presenta la asignatura de tercer curso Matematicas V
y VI del curso 1985-86.
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Tabla 4. Matematicas Vy VI

Tema

Contenido

1. Magnitudes y
medida

2. Espacios
vectoriales

3. Matrices.
Determinantes.
Sistemas de
ecuaciones

4. Plano afin.
Plano euclideo.
Transformacio-
nes en el plano

Introduccion: Proceso de cuantificacion. Concepto de magnitud. Can-
tidad. Magnitudes escalares. Magnitudes absolutas. Magnitudes dis-
cretas. La magnitud longitud. Estructura de modulo. Magnitudes rela-
tivas. Medida de magnitudes. Unidad de medida. Razon. Proporcion:
propiedades. Proporcionalidad entre magnitudes: proporcionalidad
directa; proporcionalidad inversa; proporcionalidad compuesta.

Vectores libres del plano. Operaciones. Espacio vectorial. Combina-
cion lineal de un conjunto de vectores. Subespacio vectorial. Carac-
teristicas. Suma de subespacios. Dependencia ¢ independencia lineal.
Sistema de generadores de un subespacio. Teoremas. Teorema funda-
mental de los espacios vectoriales generados por un conjunto finito.
Base. Dimension. Coordenadas de un vector de un espacio vectorial
de dimension finita. Cambio de base. Subespacios complementarios.
Prolongacion de una base. Homomorfismo entre espacios vectoriales:
aplicacion lineal. Nucleo e imagen de una aplicacion lineal. Ecuacio-
nes de una aplicacion lineal.

Matriz: definicion, notacion, tipos; igualdad de matrices. Operacio-
nes entre matrices: estructura. Base y dimension del espacio vectorial
de las matrices de orden mxn. Trasposicion de matrices. Producto de
matrices: Propiedades. Determinantes: Concepto y propiedades. Ran-
go de una matriz. Teorema del rango. Matriz inversa. Concepto de
sistema de ecuaciones lineales y de solucion. Sistemas equivalentes.
Transformacion de un sistema en otro equivalente. Regla de Cramer.
Teorema de Rouché-Frobenius. Sistemas homogéneos. Resolucion.
Conjunto de las soluciones de un sistema homogéneo. Aplicacion de
los sistemas de ecuaciones homogéneos para conocer la dependencia
o independencia lineal de un sistema de vectores. Expresion matricial
de una aplicacion lineal y de un cambio de base. Resolucion de las
ecuaciones del nucleo y de la imagen.

Espacio afin. Sistema de referencia. Cambio de sistema de referencia.
Dependencia lineal de puntos. Rectas en el plano. Incidencia. Pro-
blemas lineales en el plano afin. Ecuaciones de una variedad lineal
afin. Transformaciones lineales. Producto escalar en el plano. Bases
ortonormales. Transformaciones ortogonales. Las semejanzas en el
plano euclideo. Problemas de la linealidad. Razon simple. Teoremas
de Menelao y Ceva.
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La asignatura de Matematicas V y VI era una mezcla de magnitudes,
algebra lineal y geometria vectorial. Como el resto de las asignaturas ex-
perimento6 una evolucion forzada por los programas renovados de la EGB
y en el curso 1989-90 los contenidos eran: Magnitudes, longitud y ampli-
tud, Medida de magnitudes, Proporcionalidad entre magnitudes, Superfi-
cie y volumen, Proporcionalidad geométrica y Resolucién de problemas.

La tabla 5 presenta los contenidos y el esquema de trabajo de la asig-
natura Didactica de la Matematica de segundo curso correspondiente al
curso 1985-86.

Tabla 5. Didactica de las matematicas

Tema

Contenidos (enunciado de los objetivos terminales del ciclo superior de
EGB recogidos en normativa curricular)

Emplear el sistema de numeracion decimal para leer, escribir, comparar y repre-
sentar comprensivamente numeros naturales y decimales (con un maximo de tres
cifras decimales).

Aplicar correctamente las operaciones con numeros naturales, suma, resta, mul-
tiplicacion y division, adquiridas de forma razonada a la resolucion de situacio-
nes referidas a la vida real.

Aplicar correctamente los nimeros fraccionarios y los automatismos operatorios
(suma, resta, multiplicacion y division), adquiridos de forma razonada, a la reso-
lucion de situaciones problematicas; por ejemplo: partes de un todo, aproxima-
cion de una medida, cociente indicado de dos niimeros, probabilidad.... y otros
casos que pudieran presentarse.

Aplicar correctamente las operaciones (suma, resta, multiplicacion y division)
con una aproximacion hasta la milésima, a la resolucion de situaciones proble-
maticas.

Aplicar correctamente las operaciones (suma, resta, multiplicacion y division)
con numeros enteros a la resolucion de situaciones problematicas de la vida real,
por ejemplo: temperaturas, ganancias y pérdidas, alturas respecto al nivel del
mar, cotizaciones en bolsa, deportes...
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Emplear correctamente las potencias y sus propiedades con exponente entero
positivo y exponente entero negativo con base 10, para plantear y resolver situa-
ciones matematicas que requieran su expresion tales como: la divisibilidad, las
relaciones entre magnitudes, la descomposicion polindémica, etc.

Aplicar la raiz cuadrada, realizada por tanteo o aproximacion con radicandos
menores que 1000 y una aproximacion hasta las décimas a la resolucion de si-
tuaciones problematicas que requieran su calculo; por ejemplo: aplicacion del
teorema de Pitagoras.

Resolver situaciones problematicas de la vida real de porcentajes, intereses, re-
partos proporcionales, descuentos, desgravaciones, cambios de moneda..., apli-
cando los principios basicos de proporcionalidad aritmética.

Aplicar las unidades usuales de medida de longitudes, superficies, volimenes,
masas, capacidades, tiempo y amplitud de angulos, a la resolucion de problemas
de la vida real, seleccionando la unidad adecuada.

Utilizar instrumentos de medida (regla y probeta graduada, balanza...) para rea-
lizar mediciones de magnitudes en situaciones de la vida real.

Efectuar operaciones mentales exactas y aproximadas para desarrollar la agili-
dad de calculo necesario para las relaciones de la vida diaria.

Realizar estimaciones aproximadas de medida en situaciones reales con un mar-
gen de error aceptable.

Aplicar el teorema de Thales a la resolucion de tridngulos en situaciones geomé-
tricas y reales, como célculo de distancias, calculo de alturas...
Construir ¢ interpretar planos y mapas utilizando escalas.

Aplicar el teorema de Pitagoras y las propiedades del triangulo rectangulo a la
resolucion de situaciones problematicas geométricas que lo requieran, como cal-
culo de altura de un triangulo equilatero, calculo de la diagonal de un rectangulo,
etc.

Utilizar la calculadora para comprobar resultados y para realizar operaciones
complejas, por ejemplo: calculo de raices, operaciones con decimales no racio-
nales...

Utilizar los conocimientos basicos de informaticas para disefiar sencillos pro-
gramas que se puedan ejecutar con una calculadora manual o con un ordenador
simulado o real.

Elaborar e interpretar tablas y graficos para estudiar y valorar situaciones reales,
como variaciones de temperaturas, precipitaciones, elecciones, movimientos de-
mograficos....

Aplicar los conceptos de media, moda y recorrido para analizar estadisticamente
un determinado fendmeno cientifico o social
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Esquema general de trabajo para cada uno de los objetivos terminales
1. Objetivo general
2.  Conocimientos previos: desglose de contenidos en los Ciclos Inicial y Medio
y base de su metodologia.
3. Necesidad del objetivo, su conexion con el resto y aplicaciones principales
del mismo.
Contenidos: desglose por niveles
Recursos metodologicos basicos
Objetivos operativos
Evaluacién
Consideraciones histéricas sobre el tema
Material
0. Bibliografia y documentacién distribuida en dos apartados: basica y com-
plementaria

SORAANR

Didéactica de las Matematicas era la Gnica asignatura obligatoria que
estaba referida a la ensefianza de las matematicas; sus temas lo constituian
los trece objetivos terminales del curriculo de matematicas del Tercer Ci-
clo de la EGB (sexto, séptimo y octavo cursos); en mayo de 1984, en
el marco de una reforma del Ciclo Superior de la EGB se establecio un
nuevo listado de treinta objetivos terminales que resultaron del desglose
y precision de los trece objetivos iniciales; el Grupo de EGB de la APMA
(asociacion de profesores de matematicas de Andalucia, coordinados por
el profesor Luis Rico realizaron un andlisis de esta nueva propuesta en
el namero 2 de la revista Epsilon (Grupo EGB de la APMA, 1984); este
nuevo listado constituyd el nuevo temario de la asignatura Didactica de la
Matematica a partir del curso 1986-87.

El cambio posterior en todas las asignaturas generado por los Pro-
gramas Renovados llevo a que los temas del 1989-90 en esta asignatura
fueran los siguientes: El area de didéctica de la matematica: Institucionali-
zacion, aprendizaje, problemas y perspectivas, Disefio curricular de mate-
maticas para la ensenanza obligatoria, Medios, materiales y recursos para
la ensefianza y el aprendizaje de la matematica, Didactica de la aritmética
en la ensefianza obligatoria, Didactica de la geometria en la ensefianza
obligatoria y Didactica de las magnitudes en la ensefianza obligatoria.

En cualquiera de las etapas de esta asignatura, los estudiantes traba-
jaban en grupos que se constituian desde el comienzo del curso y debia
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desarrollar el tema que le correspondiese siguiendo el guion de trabajo es-
tablecido; previamente el profesorado presentaba un ejemplo desarrollado
de guia que solia coincidir con el objetivo primero referido a numeros y
numeracion.

La evaluacion de la asignatura se centraba en el trabajo en grupo que
realizaban los alumnos.

La tabla 6 presenta el programa de la asignatura optativa de segundo
curso, Didactica de la Matematica 11, para el curso 1986-87.

Tabla 6. Didactica de la Matematica 11

Tema

Contenido

1. El curriculo de
matematicas para
la ensefianza obli-
gatoria

2. Niimeros y ope-
raciones en el cu-
rriculo escolar

3. Contextos numé-
ricos

4. Utilidad y uso
social del numero

5. Aprendizaje y
adquisicion del
conocimiento arit-
mético

6. Formacion del

concepto de nu-
mero

Nocion general de curriculo. Elementos. Desarrollo del curriculo
de matematicas. Tipo de desarrollo curricular. Estrategias de cam-
bio. Fases del disefio. Papel de las matematicas en la Educacion.
Formas generales de entender la ensefianza de la Matematica.

Aritmética y educacion obligatoria. Metas de la ensefianza de la
Matematica en la educacion obligatoria. Tratamiento de la Arit-
mética en el curriculo matematico para la EGB. Objetivos del
aprendizaje de la Aritmética. Caracter parcial del curriculo de
Aritmética.

Nocién de contexto. La secuencia. El recuento. Cardinal. Medi-
da. Ordinal. Cédigos. Tecla. Operaciones basicas y contextos. Los
contextos y las situaciones aritméticas.

Competencia numérica en la edad adulta. Analfabetismo aritméti-
co. Competencia numérica para una enseianza superior. Los ni-
meros y el profesor de EGB

La Aritmética y los procesos de pensamiento. Teorias del apren-
dizaje con influencia en la ensefianza de la aritmética. Piaget y el
concepto de niimero natural. Aprendizaje de conceptos aritméti-
cos.

Primeras experiencias numéricas. La habilidad para contar. Cla-
sificar. Seriar. Aparicion de los simbolos. Cardinacion. Ordinales.
Etapas en la adquisicion del nimero. Numeros en contexto de me-
dida. El cero.
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7. Sistema decimal
de numeracion

8. Operaciones
aritméticas

9. Algoritmos de las
operaciones arit-
méticas

10. Resolucion de
Problemas Aritmé-
ticos

11. Calculo mental

12. Estimacion
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Evolucion historica de la representacion de nimeros. Etapas fun-
damentales. Representacion simple. Agrupamiento simple. Agru-
pamiento multiple. Sistemas multiplicativos. Sistemas posiciona-
les. Sistema decimal. Los signos. Materiales para el aprendizaje
de la numeracion.

Caracter operativo de los nimeros. Etapas en el aprendizaje: las
acciones. Modelos para las operaciones. Simbolizacién. Hechos
numéricos y tablas. Estrategias en las operaciones. Material para
el aprendizaje.

Nocién de algoritmo. Algoritmos para la suma. Algoritmos para
la resta. Algoritmos para el producto. Algoritmos para la division.
Importancia de los algoritmos en la EGB. El pensamiento algo-
ritmico.

Concepto de problemas. Concepto de problema aritmético. Las
variables de los problemas aritméticos. Los PAEV. Etapas en la re-
solucion de problemas. Método IDEAL de solucion de problemas.
La elaboracion de pruebas y la evaluacion en la R. P.

Calculo pensado. El aprendizaje de las tablas. Estrategias aditivas.
Estrategias multiplicativas. Regularidades de los niimeros. Bus-
queda y justificacion de patrones numéricos. Regularidades en las
tablas. Calculo rapido. Enigmas numéricos.

Caracteristicas de la estimacion. Aproximacion. Causas de la esti-
macion. Necesidades de aprendizaje de la estimacion. Estimacion
y resolucidn de problemas. Los contextos y la estimacion. Hechos
y destrezas de la estimacion. Estructuras conceptuales. Estrategias
de estimacion. La estimacion en el curriculo de matematicas para
la EGB.

La asignatura optativa Didactica de las matematicas II constituia un
complemento parcial, ya que estaba restringida a la Aritmética de la asig-
natura anterior, pues en este caso, se incluian referencias al aprendizaje;
hay también un analisis profundo del contenido aritmético que pasaria a
formar parte del contenido de las asignaturas de primer curso de planes de
estudios posteriores. La evaluacion estaba centraba en trabajos individua-
les y en grupo de los alumnos.

La tabla 7 presenta los contenidos de la asignatura optativa de Infor-
matica que comenzd a impartirse a partir del curso 1984-85 empleando
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como apoyo practico el microordenador ZX Spectrum que se conectaba a
un televisor a modo de pantalla y a una casete que actuaba de unidad de
almacenamiento; previo a este ordenador, en la asignatura comenzo6 a usar-
se el ZX-81, de uso muy limitado, construido ambos por la casa Sinclair;
en los dos casos el lenguaje de programacion que admitian era el BASIC.

Tabla 7. Informatica

Tema

Contenido

1. Conceptos
generales

2. Generalidades
sobre el BASIC

3. Constantes y
variables

4. Operadores

5. Sentencias
basicas iniciales

6. Comandos de
control

7. Sentencias de
trasferencia de
control y bucles

8. Funciones

9. Entrada-Sali-
da de datos

10. Matrices

Introduccion historica. Clasificacion de los ordenadores. Hardware y
software. Componentes de un ordenador. Representacion de datos en
la U.C.P. Memoria central o principal. Entrada y salida de datos. Dis-
positivos de almacenamiento externo. Lenguajes de programacion.
El compilador y el intérprete. Diagramas de flujo.

Introduccion al BASIC. Historia del BASIC. Versiones del BASIC.
Estructura de un programa en BASIC. Algunas ventajas del BASIC

Constantes numéricas. Constantes alfanuméricas. Variables numéri-
cas. Variables alfanuméricas.

Operadores aritméticos. Operadores de relacion. Operadores 16gicos.
Operadores con cadenas.

Comentarios en el programa: REM. Sentencia de asignacion: LET.
Entrada de datos: INPUT. Presentacion de datos: PRINT. Fin de pro-
gramas: END.

Ejecucion en modo director e introduccion de un programa: RE-
TURN. Ejecuciéon de un programa: RUN. Borrado de un progra-
ma: NEW. Borrado de pantalla: CLS. Detencion de un programa:
BREAK, STOP, CONTINUE.

Trasferencia incondicional: GO TO. Trasferencia condicional: IF-
THEN. Construccion de bucles: FOR-T... NEXT

Funciones numéricas. Funciones de cadena. Definicion de funciones:
DEF, FN.

Introduccion de datos de entrada: READ, DATA. Relectura de datos:
RESTORE. Presentacion de datos

Dimensionado de matrices: DIM. Matrices numéricas. Matrices de
cadena.
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11. Subrutinas Definicién de subrutina. Llamada a una subrutina: GOSUB. Fin de
subrutina: RETURN.

12. Graficos y Graficos de baja resolucion. Graficos de alta resolucion. Graficos ani-
movimientos mados por el teclado.

13. Informatica  Programacion lineal: la maquina de aprendizaje de Skinner. Progra-

y educaciéon macion intrinseca: Los lenguajes de autor. Programas C.A.I. Un len-
guaje para nifios: LOGO. Los programas de simulacion. Alfabetiza-
cion informatica. Los programas comerciales y la educacion.

Los contenidos de la asignatura de informatica estaban dirigidos a la
ensefianza y aprendizaje del lenguaje de programacion BASIC; este len-
guaje no presentaba grandes dificultades para la su comprension por los
alumnos de magisterio de la especialidad de Ciencias Fisico-Naturales;
constituia un estupendo campo de reflexion sobre el funcionamiento preci-
so de los algoritmos matematicos y permitia construir programas sencillos
que emulaban diferentes procesos cientificos. Este lenguaje compitio en
la década de los ochenta con el lenguaje PASCAL, que se impondria en
niveles de Secundaria; también en esa década y en niveles elementales se
trabajo con el lenguaje de programacion LOGO con el que se constituye-
ron seminarios y grupos de investigacion, se publicaron libros y se leyeron
algunas tesis doctorales. El programa de esta asignatura evoluciond poste-
riormente cuando se extendio el uso de los llamados ordenadores persona-
les (PC) que utilizaban como sistema operativo el MS-DOS y admitian el
uso de distintos programas como BASIC, LOGO y Pascal. Los contenidos
de esta asignatura en el curso 1988-89 incluian como bloques tematicos:
Introduccién al MS-DOS; Programas de aplicacion (Procesador de textos
y Bases de datos) y Programacioén (LOGO y BASIC); en algunos de los
temas se incluian contenidos relativos a las posibilidades didacticas del
contenido. La evaluacion se centraba en los trabajos realizados por los
alumnos. En el curso 1989-90 cambién su denominacion a Informatica
aplicada a la Educacion con cuatro temas: Conceptos bésicos, Ordena-
dores y educacion, Aplicaciones de los ordenadores y Programacion en
LOGO.

En la tabla 8 se presentan los contenidos de la asignatura optativa de
Didactica de la Geometria correspondiente al curso 1988-89.
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Tabla 8. Didactica de la Geometria

Temas Contenido

Tema 1 Material en la ensefianza-aprendizaje de la geometria
Tema 2 Geometria constructiva: modelos geométricos

Tema 3 Estudio de los poliedros regulares

Tema 4 Geometria visual: calidoscopios

Tema S El geoplano: poligonos en el geoplano

Tema 6 Geometria dibujada

Tema 7 Aprendizaje de la geometria: niveles de Van-Hiele
Tema 8 Entorno, razon y representacion

La asignatura de Didactica de la Geometria se centraba fundamental-
mente en el trabajo con materiales geométricos como el geoplano y geoes-
pacio, cuerpos geomeétricos, recortables y troquelados para la construccion
de cuerpos geométricos y libro de espejos.

El contenido de esta asignatura, posteriormente, pasaria también a
formar parte de la asignatura de primer curso, en la parte practica de
geometria.

En la tabla 9 se presentan los contenidos de la asignatura optativa Es-
tadistica I que se impartia en el curso 1988-89 y en la que ya comenzaban
a incorporarse el uso de ordenadores que en cursos previos no se habian
considerado. Se ofertaba a los alumnos en el primer cuatrimestre del curso
y estaba dirigida fundamentalmente al alumnado de tercer curso.

Tabla 9. Estadistica |

Tema Contenido

1. Introduccion Significado de la palabra estadistica. Aplicaciones de la Estadis-
tica. La Estadistica como materia cultural. La Estadistica en la
Escuela. Papel de los ordenadores en el aprendizaje y la practica
estadistica. Algunos conceptos basicos sobre informatica
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2. Recopilacion y
preparacion de da-
tos para el analisis
estadistico

3. Distribucion de
frecuencias. Gra-
ficos

4. Caracteristicas
de una distribu-
cion de frecuencias

5. Variables esta-
disticas bidimen-
sionales

6. Indices, precios
y aplicaciones

7. Series de tiempo
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Poblaciones y muestras. Fases en la elaboracion de encuestas. Ca-
sos practicos de recogida de datos. Ejemplos de registros de datos.
Organizacion de la informacion.

El enfoque exploratorio en el analisis de datos. Tablas de frecuen-
cias de variables estadisticas cualitativas. Diagramas de barras y
graficos de sectores. Variables cuantitativas: frecuencias acumula-
das. Variables agrupadas: intervalos de clase. Histogramas y poli-
gonos de frecuencias. Grafico de tronco. Series cronologicas.

Caracteristicas de posicion central: la media. La moda. Estadisti-
cos de orden. Caracteristicas de dispersion. Caracteristicas de for-
ma. Curva de concentracion.

Dependencia funcional y dependencia aleatoria entre variables.
Los conceptos de regresion y correlacion. Variables estadisticas
bidimensionales. Analisis de tablas de contingencia. Recta de re-
gresion minimo-cuadratica. Coeficiente de correlacion lineal. In-
terpretacion.

Los numeros indices: indices simples y compuestos: el indice de
Laspeyres. El indice de precios al consumo; encuesta de presu-
puestos familiares. Calculos con el IPC: obtencion del aumento
mensual; aumento mensual acumulado; cambio de base. Aplica-
cion en el aula.

Definicion. Componentes fundamentales de una serie de tiempo.
Suavizacion de la serie. Movimientos medios centrados y no cen-
trados. Métodos para la determinacion de la tendencia. Determina-
cion de la componente estacional. Variaciones ciclicas y aleatorias.
Aplicaciones.

La asignatura de Estadistica I estaba orientada a que los alumnos ad-
quiriesen los conceptos basicos de Estadistica Descriptiva y emplearlos en
recogida, descripcion e interpretacion de conjuntos sencillos de datos, asi
como adquirir un conocimiento critico de los materiales para la ensefianza
y la metodologia de su empleo en el aula.

En la tabla 10 se presentan los contenidos de la asignatura optativa
Estadistica II que se impartia también en el curso 1988-89 y ofertaba a los
alumnos en el segundo trimestre del curso para alumnos de tercer curso.
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Tabla 10. Estadistica 11

Tema

Contenido

1. Introduccion

2. Conceptos de
probabilidad

3. Desarrollo de la
intuicién probabi-
listica

4. Metodologia de
la ensefianza de la
probabilidad

5. Axiomas de
probabilidad.
Consecuencias

6. Recuento siste-
matico de resul-
tados: Combina-
toria

7. Probabilidad
condicional. De-
pendencia

8. Variable alea-
toria y esperanza
matematica

9. Distribucion de
probabilidad

10. Introduccion
al muestreo e infe-
rencia

Estadistica y Célculo de Probabilidades: desarrollo historico y
perspectiva actual. Situacion de la ensefianza obligatoria y relacion
con otras disciplinas. Fenomenos aleatorios: Azar y lenguajes. Azar
en la realidad: el mundo biologico, fisico, social y politico.

Propiedades de las frecuencias relativas. Nocion frecuencial de
probabilidad. Otros conceptos de probabilidad: clasica, 16gica, sub-
jetiva. Probabilidad formal.

La intuicion del azar y de la frecuencia relativa. Estimacion de po-
sibilidades y nocion de probabilidad. Operaciones combinatorias.
Sesgos mas frecuentes en la estimacion de probabilidades.

Consideraciones generales. Estudio de experiencias en otros pai-
ses. Objetivos, contenidos y secuenciacion. Materiales y recursos.

Modelo matematico del calculo de probabilidades. Experimentos y
sucesos aleatorios. Espacio muestral. Algebra de sucesos. Axiomas
de probabilidad y sus consecuencias. Regla de Laplace. Probabili-
dades geométricas.

El problema del muestreo. Muestras ordenadas y no ordenadas.
Muestreo con reemplazamiento y sin reemplazamiento. Determi-
nacion del nimero de muestras a partir de un conjunto dado: varia-
ciones con y sin repeticion; permutaciones; combinaciones con y
sin repeticion. Aplicacion al calculo de probabilidades.

Probabilidad condicional. Probabilidad de la interseccion de su-
cesos. Dependencia e independencia. Experimentos compuestos.
Experimentos independientes. Teorema de la probabilidad total y
de Bayes.

Variables aleatorias y sus tipos. Distribucion de probabilidad. Fun-
cion de distribucion. Esperanza matematica. Caracteristicas de una
variable aleatoria. El concepto de juego equitativo. Problemas ele-
mentales de decision.

Distribucion uniforme discreta. Distribucion binomial. Distribucion
geométrica. Distribucion hipergeométrica. Distribucion normal.

Muestreo probabilistico. Principales tipos de muestreo. Distribu-
ciones asociadas al proceso de muestreo. Distribucion de estadis-
ticos en el muestreo. Concepto de intervalo de confianza. Ejemplo
de calculo de intervalos de confianza.
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La orientacion de la Estadistica II se dirigia a adquirir los conceptos ele-
mentales del Calculo de probabilidades y su papel en la ensefianza obligatoria.

Las asignaturas optativas del plan 1971 Algebra lineal, Algebra y
Geometria y Teoria de Colas, no han podido recuperarse de los archivos
del departamento del que se han extraido el resto de las asignaturas.

Para concluir este apartado, la revision de programas anterior, relativa
al Plan de Estudios de 1971, pone de manifiesto, en primer lugar, que la
formacion en didactica de la matematica del estudiante para profesor cons-
tituia fundamentalmente una formacion con mucho contenido matematico
y poco contenido didactico, si bien es cierto que, en los casi 25 afios que
estuvo vigente el plan, experimentd una evolucion impulsada por el movi-
miento renovador de las ensefanzas basicas que se traslado a la ensefianza
universitaria, aupada por la constitucion de los departamentos que en el caso
concreto de Didactica de la Matematica, supuso una implicacion de todo su
profesorado en la investigacion, publicacion de articulos y edicion de textos
que tenian como fin la mejora de la ensefianza de las matematicas.

LOS PLANES DE ESTUDIOS DEL 91

La promulgacion de la LOGSE en 1990 (desaparece la EGB como
ensefianza obligatoria y surge la Educacion Primaria de 6 a 12 afios y
Secundaria obligatoria de 13 a 16 afios) requirid, como es logico, del esta-
blecimiento de unos nuevos planes de estudio para la formacion del pro-
fesorado y la LRU de 1983, fue el marco legal donde se produjeron estos
cambios. En ese periodo, en muchas universidades, se inicia el cambio de
las Escuelas Universitarias del Profesorado en Facultades de Ciencias de
la Educacion u otro término similar.

El Real Decreto 1440/1991, de 30 de agosto, establece el titulo univer-
sitario, oficial de Maestro, en sus diversas especialidades y las directrices
generales propias de los planes de estudios conducentes a su obtencion.

El plan de estudios de Maestro en Educacion Primaria de la Univer-
sidad de Granada fue aprobado por la Junta de Centro de la Facultad de
Ciencias de la Educacion el 6 de abril de 1994 y publicado en BOE el
24 de agosto de ese afio, de forma que comenz6 su andadura en el curso
1994-95; hubo una posterior modificacion técnica de los titulos en 2001,
que afectd principalmente al nimero de créditos (Segovia et al. 2005); los
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diferentes titulos de maestro estaban inspirados en ‘acercar la formacion
universitaria a la realidad social y profesional actual’ (FCE, 2000).

En el caso de la Didactica de la Matematica, la formacion del Maestro
Especialista en Educacion Primaria (maestro generalista) quedo reducida
a una asignatura de 9 créditos? (inicialmente 8) de Matematicas y su Di-
dactica en primer curso (asignatura troncal, obligatoria para toda Espafia)
y otra de 4.5 (inicialmente 4) en segundo, Curriculo de Matematicas en
Educacion Primaria (asignatura Obligatoria sélo para la Universidad de
Granada). Los alumnos debian completar su formacion con 17,5 créditos
de asignaturas optativas especificas de la carrera y 19 créditos de libre con-
figuracion. Se produce asi una reduccion de mas del 70 % en los créditos
asignados a las matematicas en la formacion de maestros. El resto de las
especialidades de Educacion Primaria tenian una asignatura de 4.5 crédi-
tos, también denominada Matematicas y su Didactica.

En la tabla 11 se presenta el cuadro de asignaturas del departamento de Di-
dactica de la Matematica de la diplomatura de maestro en Educacion Primaria.

Tabla 11. Asignaturas de la diplomatura de Maestro en Educacion Primaria

Curso  Asignaturas Asignaturas Asignaturas de libre

troncales optativas configuracion
o L

! Matem'atrl cas Analisis de datos y su didactica
y su Didéactica ©c)
©c) -

2° Curriculo de Ensefianza y Didactica de las matematicas
Matematicas Resolucion de y nuevas tecnologias de la
en Educacion ~ Problemas en informacion (9 c.).
Primaria (4,5 Matematicas (6 c.)
c.) Internet en didactica de las

30 Matematicas (6 c.).

2 Se establece en estos planes el crédito, igual a diez horas lectivas, como nueva unidad de
medida de la carga docente del profesorado. En los planes anteriores las asignaturas eran cuatrimestrales
o anuales.
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Con estos nuevos planes la Universidad de Granada y de manera par-
ticular la Facultad de Ciencias de la Educacion, establece como norma que
los programas de las diferentes asignaturas sean publicos y accesibles para
los alumnos; asi, se editaban antes del comienzo de cada un curso un do-
sier denominado Guia del Estudiante en el que se incluian los programas
de todas las asignaturas que constaban de Introduccion, Objetivos, Con-
tenidos por temas, Metodologia, Evaluacion y Bibliografia. Describimos
a continuacion solo los contenidos de las diferentes asignaturas tomados
de la Guia del Estudiante del curso 2000-01 (Facultad de Ciencias de la
Educacion, 2000).

En la tabla 12 se presentan los contenidos de la asignatura Matemati-
cas y su Didactica en la educacion Primaria.

Tabla 12. Matematicas y su Didactica

Tema Contenido

1. El nime- Usos del nimero natural. Concepto de nimero natural. Ordenar y cuan-
ro natural. tificar. Sistemas de Numeracion: antecedentes y evolucion. Sistemas po-
Sistemas de sicionales. El sistema de Numeracion Decimal. Operaciones aritméticas

numeracion en distintos sistemas. La construccion del nimero en el nifio. Desarrollo
de la comprension del sistema de numeracion decimal. Materiales y re-
Cursos.

2. Aritmética  Operaciones aritméticas en el conjunto N. Estructura aditiva: Suma y
resta. Definiciones y propiedades. Situaciones y contextos de suma y
resta. Representaciones de las operaciones de adicion y sustraccion:
modelos, simbolizacion, hechos y tablas. Algoritmos. Problemas de es-
tructura aditiva. La estructura multiplicativa: multiplicacion y division.
Definiciones y propiedades. Situaciones y contextos de multiplicacion y
division. Representaciones de las operaciones de multiplicacion y divi-
sion: modelos, simbolizacion, hechos y tablas. Algoritmos. Problemas
de estructura multiplicativa. Calculo mental. Estimacion en célculo. La
calculadora en el aula. La Resolucion de Problemas de aritmética. Mate-
riales y recursos para la enseflanza de la aritmética.
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3. Numeros
racionales

4. Geometria

5. Magnitu-
des y medida

6. Introduc-
cion a la esta-
disticayala
probabilidad
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Definicion y significados del concepto de fraccion. Modelizacion de las
fracciones.

Concepto de niimero racional. Operaciones con numeros racionales.
Propiedades. Orden en el conjunto de los racionales. Los numeros de-
cimales. Conceptos y representaciones. Operaciones con decimales. Al-
goritmos.

La familia de los decimales.

Geometria del plano: Primeros elementos geométricos: punto, recta,
plano, espacio. Semirrecta. Semiplano. Segmentos. Angulos. Medida
de angulos. Relaciones entre elementos: incidencia, paralelismo, per-
pendicularidad. Poligonos: diferenciacion y clasificaciones. Triangulos.
Elementos. Clasificacion. Propiedades. Cuadrilateros. Elementos. Clasi-
ficacion. Propiedades. Figuras curvilineas; circunferencia y circulo.
Geometria del espacio: Rectas y planos en el espacio. Angulos diedros y
poliedros. Cuerpos geométricos y sus elementos. Poliedros. Formula de
Euler. Poliedros regulares. Prismas y piramides. Cuerpos de revolucion.
Transformaciones geométricas: Traslaciones, giros y simetrias. Compo-
sicion de movimientos.

Materiales y recursos para la ensefianza de la geometria. Geometria en el
entorno. Analisis geométrico.

Importancia social y cultural de la medida. Aproximacion al concepto
de magnitud; tipos de magnitudes y ejemplos. Situaciones y contextos
asociados a las magnitudes. Nocion de cantidad. Necesidad de la me-
dida; soluciones historicas. Concepto de medida; unidad de medida; el
Sistema Internacional de Medida (SI). Medida directa de magnitudes
(longitud, amplitud, superficie, volumen, masa, capacidad, tiempo); ins-
trumentos de medida. Medida indirecta de magnitudes.

Longitudes: circunferencia y arco; Teorema de Pitagoras; Teorema de
Tales. Amplitud: angulos centrales de un circulo. Superficie: Areas de fi-
guras planas; areas laterales y totales de cuerpos en el espacio. Volumen:
volumenes de cuerpos en el espacio. Estimacion en medida. Materiales
y TECUrsOs.

Introduccién. Conceptos basicos: datos, poblaciones y variables. Herra-
mientas estadisticas. Tablas y graficas: diagrama de barras, poligono de
frecuencias, diagrama de sectores, histograma. Descripciones numéricas
de los datos: Medidas de Posicion (media, mediana y moda) y medidas
de Dispersion (rango y desviacion tipica). Probabilidad Azar. Fendme-
nos aleatorios. Nocion de probabilidad. Asignacion subjetiva de proba-
bilidades. Probabilidades en sucesos elementales equiprobables. Regla
de Laplace. Estimacion de probabilidades a partir de las frecuencias re-
lativas. Materiales y recursos.
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Esta asignatura estaba orientada ‘a consolidar y profundizar en la for-
macion del profesor de Educacion Primaria en los contenidos de las ma-
tematicas basicas y de los procesos implicados en su ensefianza y apren-
dizaje’ (FCE, 2000, p. 404). Como puede verse, esta asignatura resultaba
de la evolucion de la de Matematica [ y II del plan anterior de la que se
habian eliminado cualquier vestigio relacionado con la teoria de conjun-
tos. Hay que hacer notar que este proceso no fue del todo sencillo y que
en el Departamento de Didactica de la Matematica se generd un intenso
debate acerca de la desaparicion de los ‘conjuntos’ que impedian sustentar
de manera formal conceptos como el de nimero natural o el de magnitud.

En la tabla 13 se presentan los contenidos de la asignatura Curriculum
de Matematicas en Educacion Primaria.

Tabla 13. Curriculo de matematicas en educacion primaria

Tema Contenidos

Fundamentos tedricos

1 El aprendizaje de las matematicas. Errores y dificultades

2 El 4area de matematicas en el sistema educativo

3 Objetivos del area de matematicas en la educacion primaria

4 Contenidos del a&rea de matematicas en educacion primaria. Fenomenologia
de los conocimientos del area. Aplicaciones. Situaciones.

5 Meétodos de enseflanza de las matematicas en educacion primaria.
Resolucion de problemas.

6 Medios didacticos en el area de matematicas e educacion primaria

7 Procesos de evaluacion en el area de matematicas en educacion primaria

Aplicacion practica: disefio de unidades didacticas

Aritmética  El concepto de numero natural. El sistema de numeracion decimal.
Adicion y sustraccion de numeros naturales. Algoritmos. Fracciones.
Decimales. La calculadora. Calculo mental y estimacion. Resolucion de
problemas aritméticos.

Magnitudes Longitud. Superficie. Amplitud. Volumen y capacidad. Masa. Tiempo.
y Medida  Dinero.
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Geometria Estudio de los elementos del plano y sus relaciones. Nociones topologicas.

Sistemas de referencia en el plano. Elementos de la geometria del espacio.
Poliedros. Cuerpos de revolucion.

Estadistica  Estadistica descriptiva. Introduccion la nocion de probabilidad.

La asignatura anterior tenia como objetivo ‘realizar un analisis del cu-
rriculo de educacion primaria desde la didactica de la matematica’ (FCE,
2000, p. 124) con un cardcter eminentemente practico para los alumnos
que debian elaborar por grupos una unidad didactica.

Con esta asignatura se completaba la formacion en didactica de la ma-
tematica de los estudiantes para profesor de Educacion Primaria; el resto
de la formacion tenia caracter opcional.

En la tabla 14 se presentan los contenidos de la asignatura optativa
Ensefianza y Resolucion de Problemas en Matematicas de 6 créditos.

Tabla 14. Resolucion de Problemas en Matematicas

Tema

Contenidos

1.

Introduccion a la resolucion de problemas en Matematicas Escolares. Concep-
to de problema matematico. La ensefianza de las matematicas y la resolucion
de problemas. Etapas en la resolucion de problemas. Estrategias. Heuristicos

Analisis y resolucion de problemas aritméticos. Problemas aritméticos escola-
res (PAE). Estructura de los PAE. Variables. Problemas de estructura aditiva.
Problemas de estructura multiplicativa. Problemas de varias etapas. Los PAE
en el curriculo de las matematicas escolares.

Analisis y resolucion de problemas geométricos. Problemas geométricos es-
colares (PGE). Problemas de construccion. Problemas de contar. Problemas
de transformaciones/relaciones. Los PGE en el curriculo de las matematicas
escolares.

Analisis y Resolucion de problemas aritmético-Geométricos. Relaciones entre
Aritmética y Geometria. Numeros figurados. Patrones geométricos en tablas
numéricas. Los PGE en las identidades algebraicas y en las regularidades nu-
méricas.

La asignatura anterior estaba dirigida al alumnado de segundo y tercer
curso de las distintas especialidades de magisterio y trataba de constituir
un complemento de formacion de las asignaturas obligatorias asi como
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realizar una oferta innovadora de ensefianza basada en la resolucion de
problemas. La metodologia de trabajo en el aula estaba centrada en la cla-
se magistral y la tutorizacion de grupos en los que estudiantes trabajaban
aspectos practicos de la asignatura. La evaluacion se centraba en el trabajo
de los grupos.

En la tabla 15 se presentan los contenidos de la asignatura Analisis de
Datos y su Didactica

Tabla 15. Analisis de Datos y su Didactica

Tema

Contenido

1. Conceptos
basicos

2. Introduccion

al ‘Statgraphics’.

Gestion de datos

3. Estudio de
distribuciones de
frecuencias

4. Relaciones
entre variables
estadisticas.

5. Introduccion
al muestreo

6. Contraste de
hipoétesis

La estadistica y sus campos de aplicacion. Poblaciones, censos y
muestras. Técnicas y métodos de obtencion de datos. Fuentes de
datos. Ejemplos de instrumentos de recogida de datos. Escalas de
medida y tipos de variables. Proposito de los métodos de analisis:
enfoque exploratorio y confirmatorio. Proyectos de analisis de datos.
El laboratorio de estadistica.

Acceso al programa. Estructura general: opciones disponibles. El
modulo de gestion de datos y utilidades del sistema. Ficheros de da-
tos. Codificacion, grabacion y edicion de datos.

Distribucion de frecuencias y su representacion grafica. Niveles de
comprension y errores en la construccion de tablas y gréficos. Des-
cripcion de distribuciones mediante estadisticos: Medidas de tenden-
cia central y medidas de dispersion. Errores y dificultades sobre la
media aritmética y otros estadisticos.

Clasificaciones cruzadas. Distribuciones asociadas. Representacio-
nes graficas: Diagramas de dispersion de dos o tres variables. His-
togramas tridimensionales. Asociacion estadistica. Correlaciones.
Ajustes de modelos: regresion lineal bivariante. Pensamiento causal
y juicios de asociacion. Correlacion ilusoria.

Modelos tedricos para la descripcion de poblaciones. Las distribu-
ciones binomial y normal. Técnicas para la obtencion de muestras.
Sesgos en el muestreo. Distribucion de estadisticos en el muestreo.
Estimacion de parametros: media y proporcion. Heuristicos y sesgos.

Loégica global del contraste de hipotesis. Establecimiento de hipo-
tesis. Tipos de errores. Nivel de significacion. Regiones criticas de
aceptacion. Contraste de diferencia de medias y proporciones. Con-
trastes sobre relaciones entre variables. Problemas filoso6ficos asocia-
dos al razonamiento inductivo. Errores en el contraste de hipotesis.
Uso de la simulacion.
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7. Curriculum e  El analisis de datos en el curriculo. Analisis de situaciones didacti-

instruccion cas y libros de texto. Materiales didacticos, tablas estadisticas, cal-
culadoras, conjuntos de datos. Instrumentos de evaluacion del ra-
zonamiento estocastico. El ordenador y el analisis de datos: hojas
electronicas, bases de datos estadisticos, paquetes graficos, software
estadistico.

La asignatura de Analisis de Datos y su Didactica, de libre configura-
cion, estaba orientada a futuros maestros y profesores de secundaria como
un complemento en su formacion en el manejo de técnicas elementales
de anélisis de datos incluyendo una perspectiva de ensefianza. Constituia
una reestructuracion de las asignaturas de Estadistica [ y Estadistica II del
plan 71 con una incorporacion contundente de las nuevas tecnologias y la
reflexion sobre la ensefianza en los niveles obligatorios. La metodologia
estaba basada en la leccidn magistral y la realizacion de proyectos por par-
te de los alumnos. La evaluacion se centraba en la calidad de los proyectos

y en los examenes.

En la tabla 16 se presenta la asignatura Didactica de la Matematica y
Nuevas Tecnologias de la Informacion.

Tabla 16. Didactica de la Matematica y Nuevas Tecnologias de la Informacion

Tema

Contenido

1. Conceptos basicos

2. Aplicaciones de los
ordenadores

3. Ordenadores y edu-
cacion matematica

4. La conexion en red.
Posibilidades educa-
tivas

Introduccion historica de la informatica. Partes y funcionamien-
to de un ordenador. Sistemas operativos. El MS DOS. El en-
torno Windows. Organizacion de archivos y manejo de discos.

Procesadores de textos. Bases de datos. Hojas de calculo. Dise-
flos graficos. Disefos de Presentaciones.

La informatica como cultura basica. El ordenador como recur-
so didactico: programas de simulacion; la ensefianza asistida
por ordenador; utilizacion de programas para la Educacion Ma-
tematica: LOGO y Cabri-Geometre. Evaluacion del software
educativo.

Internet: Correo electronico; consultas de bases de datos; prensa
escrita; trasmision de ficheros.
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La asignatura Didactica de la Matematica y Nuevas Tecnologias de
la Informacion constituia una adaptacion de la asignatura Informatica del
plan anterior al avance de la informatica; se habia consolidado el uso del
ordenador como una herramienta imprescindible en educacién que debia
actualizarse de manera rapida. La metodologia estaba centrada en la clase
magistral y los trabajos en grupo; la evaluacion valoraba los trabajos en
grupo ademas de un examen final de los contenidos teéricos y practicos de
la asignatura.

En la tabla 17 se presenta la asignatura Internet en Didactica de las
Matematicas.

Tabla 17. Internet en Didactica de las Matematicas

Tema

Contenidos

1. Internet y Educacion
Matematica

2. Diseios de unidades
didacticas para la Web

3. Scripts para la didacti-
ca de la matematica

4. Manipula matematicas
en JAVA

5. CabriJava

6. Geometria dinamica
con Internet con JavaS-
ketchpad

La red Internet. Conceptos basicos. Conexiones. Identifi-
cacion de los ordenadores. Acceso a Internet. Software y
conexiones. La World Wide Web. Conceptos basicos. Na-
vegadores. Navegacion por paginas Web. Busqueda de in-
formacion en la Web. Usos de Internet en Didéctica de la
Matematica.

Disefio formal: Nociones del lenguaje HTML: introduccion
al HTML; formato de texto; enlaces; listas; imagenes; for-
mularios; botones y mapas; tablas: marcos (frames)

Nociones de JavaScript. Utilizar JavaScript en un documen-
to HTML, expresiones y operadores. Instrucciones. Even-
tos. Objetos. Manejo de JavaSript para la didactica de la
matematica.

Descripcion del lenguaje JAVA. Nocion de applet. Como
insertar un applet en una pagina Web. Qué son los NIPPES
y como utilizarlos. Empleo de Applets y NIPPES en didac-
tica de la matematica.

Objetivos de CabriJava. Uso de CabriJava: Parametros de
Java applets y de CabriJava. Operaciones avanzadas de Ca-
briJava. Publicar figuras de Cabri en la Web.

Descripcion de JavaSketchpad. Como funciona JavaSket-
chpad: Crear y ver Sketches utilizando Sketchpad. Publicar
Sketches en la Web.
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La asignatura Internet en Didactica de las Matematicas estaba orienta-
da a introducir a los futuros docentes en el mundo de Internet y su relacién
con la Didactica de las Matematicas. Se trabajaba por proyectos y la eva-
luacidn se centraba en los trabajos realizados por los alumnos tutorizados
por el profesor.

Para concluir, lo relativo al Plan de 1991, se hace necesario reiterar
que, la formacion en didactica de la matematica del Maestro de Primaria
se redujo a dos asignaturas, con un total de 13,5 créditos (inicialmente 12),
de un total de 190, es decir, solo el 7% de la formacion del Maestro de
Primaria estaba dedicada a las matematicas, una de las dos areas basicas
junto con la Lengua, de las cinco que tiene a su cargo. Contrastaba esto
con que, para las areas de Educacion Fisica, Musica o Lengua Extranjera,
por ejemplo, habia una carrera entera dedicada a cada una de estas areas.
Es evidente que los planes de estudio de 1991 eran extraordinariamente
deficitarios en matematicas. Sin embargo, hay una cuestion que agrava
aun mas la situacion; en realidad, todos los demés maestros especialistas,
con solo 4,5 créditos de formacion en Didactica de la Matematica, el 2,3%
de su formacion, son también maestros de Educacion Primaria segtn la ley
y por tanto maestros de matematicas. Los maestros que en estos momentos
ocupan las aulas de Educacion Primaria provienen, en una gran parte, de
los planes de estudio 1991; fueron 18 promociones de maestros con esta
formacion; la ultima fue la del curso 2010-11; estaran ensenando matema-
ticas en Educacion Primaria hasta dentro de 30 afos.

Desde la perspectiva del actual Grado de Maestro en Educacion Pri-
maria, en lo que respecta al area de Didactica de la Matematica, las asig-
naturas de los planes de estudio que se han descrito, constituyen antece-
dentes de las actuales, que han ido evolucionando fruto de tres factores
importantes: la experiencia docente del profesorado en esos planes durante
mas de cuarenta afios, la investigacion en el area que se desarrolla también
durante esos afios y la reflexion tedrica que hacen esos profesores, fruto de
la experiencia y la investigacion y que queda plasmada en la publicacion
de multiplicidad de trabajos y especialmente en la edicion de libros de
texto para los maestros en formacion; en todos los casos, los profesores
Francisco Fernandez Garcia y Francisco Ruiz Lopez han tenido un papel
muy relevante.
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Resumen

La resolucion de problemas ocupa un importante lugar dentro de la actividad
matematica. Aun asi, su implementacion en la sala de clases no es una actividad
trivial. En este capitulo compartimos una experiencia de implementacion de reso-
lucion de problemas con un grupo de 11 profesores y sus aulas de escuelas publicas
en Chile. Esta experiencia se desarroll6 a lo largo de tres afios, durante los cuales se
trabajé en la implementacion de resolucion de problemas de final abierto una vez al
mes en cada una de las aulas participantes. Describimos el trabajo que realizamos
en ese periodo, ejemplificamos el tipo de tareas utilizadas, para luego centrarnos en
indagar en cuales son los cambios vividos y percibidos por los profesores durante
dicho periodo.

Palabras clave: resolucion de problemas, problemas de final abierto, cambio
del profesor.

Abstract

Problem solving has an important place in mathematical activity. Even so, its
implementation in the classrooms is not trivial. In this chapter, we share a problem-
solving implementation experience with a group of 11 public school teachers and
their classrooms in Chile, experience developed over three years, during which
time we implemented an activity of open ended problem solving once a month in
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each classroom. We describe the work made on this period, we exemplified the type
of tasks to then focus on investigating what changes are experienced and perceived
by teachers during this period.

Keywords: problem solving, open ended problems, teacher change.

INTRODUCCION

La introduccidn de la resolucion de problemas en la ensenanza escolar
de matematicas ha cobrado una atencion creciente desde que el marco de
evaluacion de la prueba PISA la incluy6 como una de las ocho competen-
cias matematicas (OECD, 2004). Su descripcion en este marco y en los
trabajos originales de Mogens Niss (1999) resulta inspiradora y convin-
cente de su valor formativo para desarrollar una alfabetizacion matematica
para la vida, de utilidad clara para toda la poblacion y no solo para aque-
llos individuos que vayan a especializarse en estudios superiores de base
matematica. Sin embargo, su incorporacion al aula escolar no ha sido facil,
como tampoco lo ha sido en la formacion inicial y continua de profesores
(Felmer, P. y Perdomo-Diaz, J. 2016; Felmer, P. y otros, 2015) y por lo
mismo sigue siendo un desafio para el sistema educativo. En Chile, la con-
cepcion dominante en este ambito concibe la “resolucion de problemas”
como la actividad de resolver problemas rutinarios pero contextualizados,
con una descripcion verbal, en la que aparecen nimeros, con los cuales se
deben realizar exactamente aquellos calculos que se han practicado pre-
viamente. La distancia entre esta concepcion y la descrita por el marco de
evaluacion de PISA se vuelve aiin mas evidente al considerar problemas
de soluciones multiples o incluso infinitas, que no se vinculan directamen-
te con ningun contenido curricular escolar. Preguntar por muchas o incluso
todas las soluciones de un problema de este tipo, preguntar si se esta se-
guro de haber encontrado todas las soluciones y la fundamentacion de tal
certeza, caracterizar un conjunto solucién se reconoce como una actividad
matematica crucial. Pero ;jtiene sentido promover esto en la educacion
primaria? ;no habra que reservar este esfuerzo para niveles educacionales
superiores? Mal que mal, PISA es una prueba destinada a jovenes de 15
anos y, por lo tanto, los ejemplos de problemas de este tipo méas divulgados



La resolucién de problemas de final abierto en el aula de primaria... 189

son demasiado dificiles para estudiantes de primaria. Nuestra conviccion
es que la ensefianza de la matematica debe incluir la actividad matematica
genuina a lo largo de todo el trayecto educativo, desde el primer encuentro
con la matematica. El razonamiento matematico y la resolucion de pro-
blemas son esenciales en el desarrollo de la formacion matematica para
la vida y los nifios, desde muy pequefios, las practican con naturalidad y
entusiasmo.

Abhora bien, la consideracion del desarrollo de competencias en la es-
cuela, entre ellas la resolucion de problemas, implican cambios profundos
y muchas veces radicales, en el aula y fuera de ella, ya que conlleva un
cambio de paradigma que son el resultado de las demandas de nuestra so-
ciedad. Y como todo cambio de paradigma demanda cambios drasticos, de
forma y sobre todo de fondo en las practicas educativas. En este escenario
los profesores y profesoras son actores principales para generar el cambio.
Sobre ellos recae una responsabilidad mayor que involucra desde distintas
formas de instruccion y hasta otras ideas de lo que es la matematica, su
ensefianza y su aprendizaje.

Teniendo como base todo lo anterior, llevamos a cabo una experiencia
para introducir la resolucion de problemas de final abierto en clases de ma-
tematica de escuelas primarias, a partir del tercer grado y durante 3 afios
consecutivos, es decir, con nifios desde los 9 afos. En este capitulo, des-
cribimos la experiencia desarrollada, mostrando algunos de los problemas
que utilizamos, para posteriormente detallar el trabajo realizado en torno a
describir coémo este tipo de practicas supone un cambio en los profesores,
entendiendo que son ellos y ellas quienes impulsan realmente los cambios
dentro del aula y, por tanto, se vuelve imprescindible comprender de qué
manera este tipo de experiencias pueden llevar a redefinir y resignificar el
trabajo en el aula de matematica.

DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA

Entre los afios 2011 y 2013 se desarrollo el proyecto “Desarrollo de
la comprension matematica y del desempefio a través de la resolucion de
problemas de final abierto”, el que respondi6 a una iniciativa bilateral Chi-
le-Finlandia. En este marco, los equipos de investigacion de la Univer-
sidad de Chile y de la Universidad de Helsinki (Finlandia) construyeron
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y seleccionaron problemas que luego fueron utilizados en clases de ma-
tematica por 14 profesores chilenos y 10 profesores finlandeses con sus
aulas de primaria. El proyecto partié cuando los nifios iniciaban el tercer
grado (9 afios de edad) y concluyé cuando estos mismos nifios terminaban
el quinto grado de educacion primaria (11 afios de edad). Los profesores
trabajaron de manera continua con estos grupos durante el desarrollo del
proyecto, al menos impartiendo la asignatura de matematica. A lo largo de
esos tres afios, aproximadamente una vez al mes (siete veces en el afio) se
dedico la clase de matematica a la resolucion de un problema. Dichos pro-
blemas fueron disefiados por todos los profesores participantes y el equipo
de investigacion de ambas universidades, compuesto por investigadores
en educacion matematica y profesores. Dado que la implementacion supo-
nia ir modificando poco a poco la forma de presentar y gestionar la tarea
propuesta, se filmo cada clase y se recogian los trabajos de los alumnos,
de manera de poder analizar la puesta en escena en la reunion posterior, en
la que ademas se planificaba la implementacion del siguiente problema.

Cada clase de matematica que se dedico a resolver los problemas pla-
nificados no pretendia el aprendizaje de contenidos, sino el desarrollo de
competencias. Si bien esto es un aporte crucial a la Educacion Matematica,
no podemos desconocer la necesidad de cubrir el curriculum escolar de
contenidos que se han establecido por ley a nivel nacional. Asi, promovi-
mos con gran conviccidn y entusiasmo la realizacion de clases centradas
en la resolucion de problemas, pero no propusimos que ellas reemplacen
la ensefianza de los contenidos curriculares, ni que toda esa ensefianza se
realice de este modo.

Escuelas y salas de clases

Tal como mencionamos anteriormente, en Chile se inici6 la experien-
cia en marzo del 2011, al principio del afio escolar. Comenzaron partici-
pando 14 profesores de 9 escuelas de la ciudad de Santiago. Llegaron al
final del tercer afio participando en el proyecto 11 profesores. En el caso de
Finlandia comenzaron en el proyecto 10 profesores de escuelas cercanas
a Helsinki (Vanta y Espoo) y llegaron al final del proyecto 8 profesores.
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Algunos ejemplos de problemas

Los problemas implementados, que hemos llamado problemas de final
abierto, fueron propuestos por los equipos de investigacion de Chile y de
Finlandia, y se escogieron considerando que debian permitir obtener mas
de una respuesta correcta, que pudieran ser abordados con distintos enfo-
ques y que debian permitir posibilidad de dar soluciones diferentes, inclu-
yendo como parte de la solucion la estrategia utilizada. En este sentido, los
21 problemas trabajados tienen como caracteristica comun:

* tener infinitas o multiples soluciones posibles

* puedan ser resueltos con distintas estrategias

* no depender el dominio de algiin contenido en particular

* tener dentro del enunciado preguntas que permitieran generar argu-

mentos

A continuacion presentamos tres de los problemas utilizados a modo
de ejemplo, con el fin de ejemplificar el tipo de tarea seleccionada. Par-
timos por el primer problema implementado, que se utilizd6 a modo de
ensayo y que permite dar una idea de lo sencillo que pueden ser los pro-
blemas planteados. Posteriormente, adjuntamos otros dos problemas que
son particularmente interesantes, dado que fueron muy valorados por los
profesores, dieron pie a un niamero variado de respuestas de los estudian-
tes y presentan diferencias en la implementacion, en tanto uno de ellos se
resolvid son con papel y lapiz y el otro con material extra (cuadraditos de
papel y tijera).

El primer problema planteado tuvo por objetivo enfrentar a los estu-
diantes y a los profesores a una situacion que respondiera a las caracteris-
ticas de un problema de final abierto detalladas anteriormente, pero que
fuera sencillo. El problema planteado fue:

Calentando motores

Inventa calculos cuyo resultado sea 3

Una vez planteado el problema a los estudiantes se comenzo el trabajo
en la busqueda de diversas soluciones, dado que la situacion invitaba a en-
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contrar mas de un calculo. Posteriormente, los profesores trabajaron en la
puesta en comun, dejando que sean los estudiantes quienes expliquen sus
producciones y procedimientos.

Otro problema implementado fue Gary el Caracol, con el que se es-
peraba trabajar principalmente en torno al desarrollo de representaciones
del problema, ya que la creatividad para representar era tan importante
como la capacidad de crear distintas soluciones. Por otra parte, en torno
al desarrollo de la comprension matematica, se espera que los estudiantes
se acerquen al concepto de neutro aditivo, al trabajar con el 0 como una
manera de representar los dias que Gary no se mueve y el inverso aditivo,
al combinar el subir 10 cm y con bajar 10 cm.

Gary el Caracol
Parte 1

Gary el caracol sube una muralla muy lentamente. Hay dias que sube 10 cm, hay dias
que sube 20 cm, hay dias que no se mueve, y hay dias que se queda tan dormido que

baja 10 cm. La muralla tiene 100 cm de altura.

100 cm.

50 cm.

\/

+10 +20 Ocm. -10 cm.

Muestra una manera en que Gary pueda llegar desde el suelo hasta la mitad de la

muralla.

Parte 2

Al final del dia 10 Gary estd en la mitad de la muralla. ;Qué pudo haber ocurrido en

esos 10 dias? Muestra tantas formas como puedas.
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El tercer ejemplo es El Cuadrado, problema para el cual los estudian-
tes recibieron cuadrados de papel y tijeras con los que trabajar de manera
concreta. En particular, en este problema se esperaba que los estudiantes, a
partir de la produccion de varias respuestas, pudieran crear una estrategia
para producir soluciones mas complejas. Ademas la creatividad seria un
factor clave para crear soluciones visualmente atractivas.

El Cuadrado
Divide un cuadrado en dos piezas que sean iguales.
Muestra todas las formas distintas que puedas.

El trabajo realizado en la implementacion de los problemas fue reco-
gido en un libro cuyos coautores fueron los profesores participantes del
proyecto, en el que fue posible ejemplificar la implementacion utilizando
producciones de los estudiantes (Araya y Varas, 2013).

CAMBIO DEL PROFESOR

Las expectativas con la experiencia descrita anteriormente eran que
los nifios desarrollarian una comprension mas profunda de la matemati-
ca estudiada a ese nivel escolar, mayores destrezas en la resolucion de
problemas, mayor confianza en sus capacidades y mayor creatividad para
trabajar matematicamente, ademas de ampliar y enriquecer sus ideas acer-
ca de la matematica, su ensefianza y su aprendizaje. Los profesores, por
su parte, también cambiarian sus ideas respecto de estos temas, amplia-
rian y enriquecerian su repertorio de practicas pedagogicas, ademas de
desarrollar mayores capacidades para escuchar a sus alumnos y seguir sus
pensamientos, lo que les llevaria a elevar sus expectativas respecto de las
capacidades de sus alumnos.

Es por eso que a partir del trabajo realizado con los profesores y es-
tudiantes durante 3 afios, surge como necesidad natural el identificar y
entender qué cosas han variado en las aulas, en las formas de interaccion
profesor-alumno, en la interaccion alumnos-matematica, en la gestion de
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tareas matematicas, etc. Desde ese cuestionamiento, una forma de acer-
carse al fendmeno es colocar la mirada en los profesores, como uno de los
protagonistas del trabajo realizado. Nos centramos en comprender como
los profesores perciben el proceso de cambio experimentado en ellos mis-
mos y en sus estudiantes. En consecuencia, nos planteamos las siguientes
preguntas de investigacion: ;Qué cambios perciben los profesores en si
mismos? ;Qué cambios observan en sus estudiantes? ;Cuales son los fac-
tores que los profesores identifican como facilitadores u obstaculizadores
de estos cambios?

En torno al cambio en los profesores, la literatura subraya el impor-
tante papel que juegan las creencias y actitudes en la capacidad de cambio
que puedan tener, entendiendo las creencias como las disposicion a actuar
de una determinada manera y no solo como una verbalizacion de lo que se
cree (Wilson y Cooney, 2003).

En educacion matematica la investigacion en torno a las creencias, ha
definido tres categorias dentro de un sistema de creencias (Op'T Eynde et
al, 2002): Creencias sobre la educacion matematica (creencias sobre las
matematicas, creencias sobre la ensefianza y aprendizaje de la matema-
tica, creencias sobre la ensefianza en general); Creencias sobre si mismo
(autoeficacia, control, orientacion a la tarea); Creencias sobre el contexto
social (normas sociales y socio-matematicas dentro del aula).

Ahora bien, la literatura plantea que el sistema de creencias de los
profesores es relativamente estable, o al menos, dificil de modificar, sobre
todo las creencias referidas a la autoeficacia (Liljedahl, Oesterle y Ber-
neche; 2012). Ademas algunos autores atribuyen la dificultad de cambiar
las creencias dependiendo de si son antiguas o nuevas, asumiendo que las
creencias nuevas son mas permeables al cambio, dado que estan en forma-
cién. En este mismo sentido, otros autores como Kassila, Hannula, Laine
y Pehkonen (2008) plantean que la dificultad radica en si las creencias son
nucleares o periféricas, siendo éstas ultimas las mas propensas al cambio.

En el mismo sentido, y operacionalizando el proceso de cambio de
creencias, Smith (1999) a partir de un estudio de casos y mediante la ob-
servacion, el didlogo reflexivo y los procesos grupales a lo largo de un afio
escolar, elabora un modelo en que relaciona una nueva creencia (conven-
cerse de un cambio) con un cambio en lo que se hace (practica) y con un
cambio en lo que se declara (verbalizacion).
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Otro factor que incide en el cambio es quién lo promueve, es decir,
los profesores se resisten al cambio cuando es impuesto o sugerido por
otros, sin embargo se comprometen con €l cuando es una iniciativa propia
(Richardson, 1998; Freeman, 1992). Es decir, el profesor se compromete
con una aproximacion metodologica diferente e innovadora cuando ve que
¢stas funcionan en el aula con sus estudiantes y, por lo tanto, tiene sentido
modificar el trabajo que venia haciendo hasta ese momento. Esto se condi-
ce con el planteamiento de Stuart y Thurlow (2000) que subrayan que para
una persona el cambio en sus creencias significa renunciar a lo familiar y,
por lo tanto, es puede ser complejo y desafiante.

Metodologia

La investigacion en torno al cambio del profesor respondi6 a un dise-
flo exploratorio descriptivo, en el marco de describir el proceso de cambio
experimentado por los profesores participantes en la experiencia de imple-
mentacion de resolucion de problemas de final abierto.

Una vez finalizada la experiencia, y con el fin de indagar en el proceso
de cambio que puedan haber experimentado a lo largo de esos 3 afios, se
realizaron 2 entrevistas. La primera apenas habia terminado la experien-
cia, que tenia como objetivo identificar y describir el cambio de los pro-
fesores dentro del aula y la segunda un afio mas tarde, que nos permitiera
distinguir qué cambios habian sido sostenidos en el tiempo.

Para la primera entrevista se utilizd6 como herramienta metodoldgica
el uso de una vifieta, herramienta que estd ideada para indagar en proce-
sos profundos y no consientes (Lieberman, 1987; Aliverti y otros, 2007,
Sanchez y otros, 2008; Yafez y otros, 2012). Se utiliz6 este tipo de herra-
mienta dado que el cambio del profesor es un cambio profundo que ocurre
a nivel interno, en el sistema de creencias y actitudes del profesor. Y por
otra parte, el cambio demandado a los profesores es “publico y oficial” y
por tanto, para identificar el cambio que realmente han experimentado es
necesario traspasar la barrera de lo que es politicamente correcto declarar
a momento de entrevistar al profesor.

En el caso de la segunda entrevista, los profesores evaluaron los ele-
mentos identificados como importantes en la primera entrevista y si se
habian mantenido en el tiempo. Dado el tiempo transcurrido, cuatro afios
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desde el inicio del proyecto y un afio desde la primera entrevista, utili-
zamos el recuerdo estimulado, en un formato verbal, como herramienta
metodoldgica que permite analizar una situacion real en la que el sujeto es
parte y le permite reflexionar, evaluar y comprender sus practicas (Stouhg,
2001; Lyle, 2003). El recuerdo se hizo seleccionando algunos episodios
de las reuniones de grupo en las que los maestros mostraron evidencia de
sus expectativas sobre la capacidad de sus estudiantes para resolver los
problemas. También a cada uno de los profesores presentamos un resumen
de sus analisis de la primera entrevista, y realizamos la segunda entrevista
tomando ambos materiales (recordatorio verbal y resumen).

Cambios identificados

El andlisis de las entrevistas se hizo mediante la creacion de cate-
gorias que permitieran responder las preguntas plateadas originalmente
(Martinez, Araya y Berger, 2017). A continuacion resumimos los elemen-
tos identificados en primer lugar relacionados con el cambio que los pro-
fesores identifican en si mismo y en sus alumnos, que fueron organizados
considerando los elementos listados en la Tabla 1, los cuales estan organi-
zados segun la clasificacion de Op’'T Eynde et al. (2002) ya mencionada.

Tabla 1. Cambios identificados en los profesores y en los alumnos

Sujeto que cambia Respecto de...

Vision de la Matematica
En si mismos (profesor) Ensefianza / aprendizaje de la matematica

Respecto de si mismos

Vision de la Matematica
En sus alumnos Ensefianza / aprendizaje de la matematica

Respecto de si mismos
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Respecto del cambio que los profesores perciben en si mismos, una de
las cosas que mas subrayan es respecto de como consideran la matematica.
Desarrollan una vision menos rigida de la disciplina, en donde se acepta
mas de una respuesta. Consideran la matematica como una asignatura mas
abierta y que permite diversidad. Esto se hace evidente en declaraciones
como:

“...se te rompe el esquema de que hay una respuesta a las que tienes
que saber llegar”

“...de parte del profesor hay un cambio de actitud hacia la asignatura
(...) es mas abierto o sea, es mas, no es tan rigido, no es tan cuadrado, no
es dos mas dos cuatro y tiene que ser eso, puede ser tres mas uno”

El cambio en el aula como contexto social se centra sobre todo en la
forma de participar de los estudiantes, principalmente en elementos como
el trabajo colaborativo y el comunicar explicaciones y argumentos al gru-
po completo. Para que esto suceda los profesores identifican no solo la
importancia de que los estudiantes participen, también la de la gestion que
ellos realizan:

“...ellos iban a la pizarra y colocaban sus respuestas, hacian sus ejer-
cicios y llenaban la pizarra y uno lo tinico que hacia era dirigir un poco la
orquesta”.

“Claro que yo no soy la que da la respuesta, entonces cuando yo capto
que alguno tiene un muy buen fundamento matematico “ya, a ver usted,
adelante, expliquenos”, porque a veces son timidos (...) entonces los nifios
se empiezan a abrir y después dicen: “yo parece que también lo hice asi”
y ahi empiezan a enganchar entre todos, pero en el fondo es eso. Abrir,
darles la oportunidad para que ellos puedan expresarse (...) pero no falta
el que dice, “no tia, pero asi no es porque puede ser de esta otra forma”.

Por otra parte, tal como los profesores cambian su creencia respecto de
la matematica, considerandola una disciplina mas asociada a la creatividad
y la flexibilidad, visualizan ese cambio en si mismos identificindose como
personas menos rigidas, es asi como en sus discursos es posible identificar
evidencia a través de frases como:

“...Pero yo te diria que antes de eso, yo era un profesor netamente
esquematico, en ese sentido, las matematicas tenian una ldgica exacta, ya,
y no permitia justamente que se abriera este campo de la diversidad de
respuestas que podia dar un nifio. Por lo cual, en eso creo que me ha per-
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mitido jugar mucho mas, es decir, con la asignatura. No estoy tan esque-
matizado...”

Tal como identifican cambios en si mismos, los profesores identifican
claros cambios en sus estudiantes. En primer lugar, observan que sus estu-
diantes consideran la matematica de manera diferente, mas cercana:

“...se les fue cambiando el rostro de la asignatura de matematica. Los
chiquillos la encontraron mas cercana, mas afable, y a lo mejor es porque
nosotros mismos como profesores lo dimos a conocer no tan formal, a lo
mejor”.

En cuanto a como los estudiantes trabajan en el aula como un nuevo
contexto de aprendizaje, los profesores subrayan que hay una actitud po-
sitiva hacia el trabajo colaborativo, hacia el reconocimiento de las equivo-
caciones y la critica, esto se traduce en descripciones como:

“super valioso porque ellos se sienten comprometidos. “Yo! yo tengo
una idea” y ellos mismo se dan cuenta “ah! Me equivoqué”, entonces el
resto dice, “no es que estaba bien, pero podrias hacerlo de otra forma” en-
tonces se comparte ha sido enriquecedor”.

En tercer lugar los profesores perciben que sus estudiantes se sienten
capaces de resolver problemas, siendo conscientes de que son resolutores
creativos. Uno de los profesores decia:

“La creatividad es importante para la resolucion de problemas (...)
después eso se desarrolld, entraron en confianza y vieron que “ya tengo
mas creatividad para ir resolviendo mis problemas, voy acumulando y ten-
g0 mas caminos, y me atrevo mas también”.

Ademas de los cambios que los profesores identificaron en si mismo
y en sus estudiantes, identificamos aquellos elementos que los profesores
y profesoras valoran como elementos que favorecen o dificultan el cambio
(Tabla 2).
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Tabla 2. Factores que facilitan o dificultan el cambio

Facilidad / . :
. Factor identificado
dificultad
Facilita el Larga duracion del proyecto, que da tiempo de que
cambio sucedan los cambios y se valoren.
Frecuencia no extenuante de la implementacion (una vez
por mes).
Claridad de la estructura y duracion del proyecto.
Reuniones mensuales con compaiieros y equipo
investigadores que gener6 una comunidad de aprendizaje.
Dificulta el Cantidad de contenidos que deben cubrir en el curriculum
cambio nacional.

Poco apoyo institucional, para incluir una practica
diferente en el aula.

No se sienten capaces de inventar problemas por su
cuenta y tener independencia.

COMENTARIOS FINALES

La contribucion de este trabajo va mas alld de la evaluacion del éxito
de la implementacion de la intervencion. Este tipo de experiencias a pe-
quefa escala permiten trabajar de manera comprensiva en torno a expe-
riencias de desarrollo profesional. Poner especial atencion, no solo en qué
sucede, sino en como suceden los cambios, el desarrollo de habilidades en
los estudiantes y en los profesores.

Ademas de evidenciar la importancia de trabajar en intervenciones
sostenidas en el tiempo, con un objetivo claro de trabajo y que no tengan
consecuencias evaluativas en el quehacer de los profesores, nos encon-
tramos con la necesidad de disefiar metodologicamente herramientas que
permitan acceder a la voz de los profesores, como actores centrales de
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esta experiencia. Dichas herramientas nos permitieron acceder al cambio
vivido por los profesores, comprenderlo y por otro parte, permitio a los
profesores hacerse consientes de dicho cambio. Ser consiente del cambio
es parte del desarrollo profesional, y constituye una pieza fundamental
para el mejoramiento continuo.

Finalmente, es importante destacar la relevancia de identificar factores
que faciliten o dificulten el proceso de cambio, con el fin de desarrollar una
intervencion eficaz que promueva el desarrollo profesional de los maestros
de primaria.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS Y
TECNOLOGIA EN EL DESARROLLO DE LA
COMPETENCIA STEM

Problem Solving and Technology for developing
STEM competence

Jost Luis LurPiANEZ GOMEZ
Universidad de Granada

Resumen

La educacion STEM (Ciencias, Tecnologia, Ingenieria y Matematicas) desta-
ca la importancia de que los estudiantes se involucren en el analisis y la resolucion
de problemas auténticos, en la construccion de soluciones reales y en la reflexion
acerca del papel de estas cuatro disciplinas en el mundo real. En este capitulo intro-

ducimos y ejemplificamos tareas que pueden suministrar a los escolares la oportu-
nidad de desarrollar su competencia STEM.

Palabras clave: STEM, modelizacion, tecnologia, tareas escolares

Abstract

STEM education (Science, Technology, Engineering and Mathematics) em-
phasizes the importance of involve students in analyzing and solving authentic
problems, building real solutions and reflecting about the role of these four disci-

pline in real world. This chapter introduce and give examples of tasks that promote
opportunities to develop STEM competence in students.

Keywords: STEM, modelling, technology, school tasks
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EL ARTE DE LA ENSENANZA

Durante el desarrollo de la actividad docente que han desempeiiado
los profesores Francisco Fernandez y Francisco Ruiz, ha sido muy sencillo
constatar el entusiasmo y el compromiso de ambos por la educacién ma-
tematica, por la innovacion educativa y por crear y mantener un ambiente
de clase cordial, animado y sin renunciar al rigor académico propio de su
disciplina. Como sefiala Lemov (2017), “la ensefanza es un arte” (p. 33),
y como tal, aglutina una serie de habilidades que evidencian el dominio y
control de una serie de conocimientos, técnicas y recursos, y una predispo-
sicidn a la creacion basada en la expresion mas sincera de lo que es hermo-
so y del quehacer reflexivo y nada arbitrario. Pero la calidad en la docencia
rara vez es reconocida y por eso es necesario € importante dejar constancia
de quién es merecedor de tal virtud. Los alumnos que han pasado por las
aulas de estos dos profesores, también podrian ejemplificar muchas anéc-
dotas que sostendrian estas aseveraciones. Como destaca Raul Cremades
(1999), nadie olvida nunca a un buen maestro. Por mi parte, espero que no
les importe que me refiera a ellos aqui como lo hago cuando los veo: Paco
Fernandez y Paco Ruiz.

La actividad docente de Paco Fernandez ha tenido un vinculo muy
estrecho con la resolucion de problemas. La busqueda y el planteamiento
de enigmas, retos y cuestiones, ha sido una constante en sus clases. Por
otro lado, una de las grandes prioridades de Paco Ruiz en las suyas, ha
sido la de poner de manifiesto que las matematicas permiten interpretar,
representar y comprender mucho de lo que tenemos a nuestro alrededor.
El uso racional y practico de la tecnologia también ha tenido mucha pre-
sencia en sus clases. Resolucion de problemas, comprension del entorno
y tecnologia, son tres factores relevantes para la Educacion Matematica y,
recientemente, son tres elementos clave para caracterizar el significado de
ser competente en STEM.

La competencia STEM responde a un modelo curricular en el que
cuatro areas se conjugan para promover un aprendizaje integrado con un
amplio espectro de aplicaciones. Esta competencia enfatiza una estrategia
educativa interdisciplinaria, donde los conceptos académicamente riguro-
sos se acoplan y complementan para responder a diferentes facetas del
mundo real (Sanders, 2009). Es decir, se ponen en practica la ciencia, la
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tecnologia, la ingenieria y las matematicas en contextos relacionados con
la escuela, la sociedad el deporte o el trabajo, entre otros dominios (Tsu-
pros et al, 2009). En este capitulo, y como conexion a algunas de las prio-
ridades docentes de Paco Fernandez y Paco Ruiz, concretaré el significado
de la competencia STEM y sus antecedentes y ejemplificaré algunas tareas
que pueden promover su desarrollo.

LA CoMPETENCIA STEM

La importancia y el reconocimiento de fomentar cientificamente a los
ciudadanos para sostener el avance social y economico de un pais, se con-
solido en Estados Unidos a partir de la carrera espacial que acabo la Union
Soviética con el lanzamiento del Sputnik en 1957. En la década de los 70
del pasado siglo, estas voces llegaron al &mbito educativo, y varias asocia-
ciones, entre ellas el NCTM, destacaron también el valor de la formacion
de los jovenes en areas cientificas (Berube, 2014). En los 90 se acui¢ el
término “SMET” para destacar esta formacion integral y ya en el siglo
XXI se reformuld, también en Estados Unidos, hasta el término que se ha
manejado hasta nuestros dias. La constitucion en 2012 de la STEM Educa-
tion Coalition' en Estados Unidos y en 2015 de la EU STEM Coalition? en
Europa, que ha dado pie a diversas iniciativas europeas, atestigua el interés
internacional de este enfoque curricular.

En los ultimos afios, son frecuentes las propuestas de intervencion
centradas en actividades del docente o en tareas que promueven el desarro-
llo de esta competencia, y que se encuentran tanto en publicaciones inter-
nacionales (Isabelle & Zinn, 2017; Rompella, 2015; Sahin, 2015) como en
paginas y repositorios de internet: STEM Education Centre®, InGenious* o
Scientix’, entre otros. También son numerosos los analisis y planteamien-

http://www.stemedcoalition.org
http://www.stemcoalition.eu
http://www.cehd.umn.edu/stem
http://www.ingenious-science.eu
http://www.scientix.eu/
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tos curriculares que destacan el gran beneficio social de una “educacion
STEM” (Johnson, Peters-Burton & Moore, 2015; Felder & Brent, 2016), o
como ésta puede minimizar brechas sociales (Babaci-Wilhite, 2016; Beru-
be, 2014). Finalmente, también la investigacion reciente analiza cuestio-
nes como las anteriores en términos de la formacién escolar (Benjumeda y
Romero, 2017; Han, Capraro & Capraro, 2016; Taub et al, 2017).

La conjuncion de las materias a las que se refiere la competencia
STEM no es arbitraria. Las ciencias suministran un contexto de reflexion,
organizacion y actuacion. Proponen problemas, cuestiones y contrastes
que invitan a la exploracion y al descubrimiento y brindan criterios para
clasificar y organizar el medio natural, y asi profundizar en su riqueza y
complejidad. La tecnologia ofrece herramientas y técnicas y, junto a la
ingenieria, permiten afrontar la construcciéon de modelos y artefactos que
resuelven conflictos o minimizan impactos. El disefio en la actualidad
emplea esos dos referentes de manera conjunta: se disefa lo que puede
resolver un determinado fenomeno y se afronta su elaboracion para des-
pués validar su eficacia y su eficiencia y estudiar sus limitaciones. Las
matematicas, finalmente, aportan un modo de expresion y representacion,
un conjunto de nociones y destrezas que permiten interpretar el entorno,
suministran estrategias para inventar y resolver problemas y promueven el
pensamiento logico y critico (Lupiafiez y Ruiz-Hidalgo, 2016). La compe-
tencia STEM permite a los estudiantes comprender el mundo e interactuar
con ¢l de manera critica, constructiva y eficiente. Puede considerarse como
una oportunidad de introducir el mundo real a la escuela y conectar los co-
nocimientos impartidos con el contexto social y cientifico del momento.

Una préctica coherente en una educacion que persigue el desarrollo de
esta competencia, exige un protagonismo expreso de los escolares: fomen-
tar en ellos la inventiva, la iniciativa y el interés cientifico y tecnologico
pasa por brindarles una mayor autonomia. Ademas, la curiosidad y el pen-
samiento critico son actitudes que ocupan un lugar preponderante y que
solo se desarrollan en un contexto practico y participativo. Una estrategia
docente que resulta muy provechosa para el desarrollo de la competencia
STEM, es el aprendizaje basado en proyectos (Capraro, Capraro y Mor-
gan, 2013). A continuacién presento dos actividades dirigidas a promover
el desarrollo de la competencia STEM.
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PLANTEAMIENTO DE TAREAS PARA PROMOVER LA COMPETENCIA STEM

Las tareas matematicas escolares constituyen el principal medio por
el que un profesor puede incentivar en sus escolares el logro de unas ex-
pectativas de aprendizaje y, por tanto, contribuir al desarrollo de sus com-
petencias. La funcidn cognitiva de una tarea se centra en proporcionar un
contexto en el cual proponer a los escolares determinadas actuaciones con
sentido para ellos, mediante el ejercicio de una o varias habilidades. Una
tarea es un reto para el alumno y sirve para motivar la comprension de
un contenido, movilizando conceptos y procedimientos y dotandoles de
sentido. Asimismo, es un indicador para que el profesor valore el logro
de uno o varias expectativas de aprendizaje. El desarrollo paulatino de las
competencias en los escolares se estimulard mediante familias de tareas
conexas, que también serviran como instrumentos para valorar el grado de
su logro y alcance (Rico y Lupianez, 2008).

Las tareas que promueven el desarrollo de la competencia STEM
articulan diferentes habilidades en virtud del grado de aplicacion de las
materias que se relacionan con ella. Los ejemplos que muestro a continua-
cion, destacan sobre todo el vinculo entre la ciencias, las matematicas y la
tecnologia. En ellas se emplean distintos tipos de sensores, y software o
aplicaciones en diferentes dispositivos.

Siguiendo trayectorias por parejas

Esta propuesta se enmarca en el contexto de estudiantes de 3° de ESO,
pero es facilmente adaptable a otros niveles (Cruz, 2017). Su finalidad es
que los escolares estudien, a través de su movimiento, el significado de la
resolucion de un sistema de ecuaciones lineales a partir de la simulacion
de la interseccion de dos rectas que relacionan un espacio recorrido con
un tiempo empleado. Para la puesta en practica de esta tarea se usan dos
sensores de movimiento conectados a un ordenador mediante el programa
gratuito Logger Lite, ambos de Vernier®. Una vez conectados los sensores

¢ http://www.vernier.com
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por USB o por Bluetooth a un ordenador, el programa puede proponer una
gréfica aleatoria que muestra la posicion de un movil con respecto al lugar
ocupado por uno de los sensores. Cuando se activa, un sujeto debe posicio-
narse y desplazarse delante del sensor, mientras éste, en tiempo real, mide
la variacion de la posicion con respecto al tiempo y la representa junto a
la grafica original. Al conectar dos sensores, el programa muestra simul-
taneamente dos graficas en colores diferentes. En la Figura 1 se muestra
la grafica generada por el programa (poligonal) y la que genera un esco-
lar cuando se mueve frente al sensor de movimiento. En la imagen se ve
como un escolar consigue identificar los intervalos de decrecimiento y de
crecimiento, aunque no acierta con precision con la posicion inicial y final.

Posicién (m)
S
T

Tiemno (s)

Figura 1. Siguiendo una trayectoria (Cruz, 2017, p. 28)

Tras varios intentos en los que varios escolares trataron de pulir esos
errores y después de realizar pares de movimientos por parejas, respon-
dieron una serie de cuestiones sobre el comportamiento de las funciones
representadas y finalmente abordaron la reproduccion de un punto de corte
mediante su movimiento (Figura 2, ay b).

Como se observa en las imagenes, algunos estudiantes que consiguen
comenzar en una posicion acertada, evidencian ciertas dificultades para
reproducir con su movimiento los intervalos de crecimiento (Figura 2a)
mientras que a otros (Figura 2b), les cuesta identificar el crecimiento de las
funciones en términos de la velocidad correcta de su cuerpo.
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on 2 (m)

jan 1 (m) Posici

Posic

Tiempo (s)

ion 1(m) Posician2 (m)

Posich

Figura 2 (a y b). Interseccion de dos graficas espacio-tiempo (Cruz, 2017, p. 30)

Esta actividad articula varias habilidades fundamentalmente propias
de matematicas, pero con un fuerte vinculo de actuaciones fisicas y de ma-
nejo e interpretacion de dispositivos tecnoldgicos. Los resultados eviden-
ciaron un desempeio notable en destrezas técnicas y carencias claramente
visibles en la argumentacion en contextos aplicados. Esto Gltimo resulta
clave en términos de la competencia STEM y pone de manifiesto la impor-
tancia de hacer mas habituales propuestas didacticas con esa orientacion y
avanzar en su disefio.
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.Como voy de rapido?

En la actividad anterior la magnitud fisica velocidad juega un papel
importante en la interpretacion de la grafica generada. En esta otra pro-
puesta, introduciremos como se pueden usar otros programas informaticos
gratuitos para modelizar matematicamente un fenomeno de aceleracion o
de desaceleracion cuando un sujeto realiza una carrera.

En la Figura 3 muestro la pantalla principal del programa Tracker’,
cuando se ha cargado en ¢l un video previamente grabado, en el que un
estudiante realiza una carrera a lo largo del ancho de una pista deportiva
acelerando desde un extremo y frenando en el otro (Hitt, 2018). Tracker
permite situar un eje de coordenadas (izquierda de la imagen) ademas de
incluir medidas reales de donde se han grabado las imagenes (15 metros
de anchura de la pista en la imagen). Después de seleccionar cada cuantos
fotogramas se desean capturas datos, se sefialan marcas sobre el sujeto
mientras realiza su carrera (circulo sobre la cadera del estudiante corrien-
do) y cuando esas marcas se compilan, se muestran los datos de tiempo
y espacio recorrido y la grafica consecuente (parte derecha de la Figura
3). Con esos datos, ya se pueden explorar aspectos como tiempo total de
carrera, tiempos de aceleracion y frenado o el momento en el que se al-
canza la maxima velocidad, entre otros. Pero si esos datos se exportan a
otro programa gratuito como GeoGebra®, podemos ademas modelizar el
movimiento del sujeto mediante alguna funcion.

En GeoGebra se crea una lista con los valores recogida con Tracker,
se representan como una nube de puntos y ahora se explora qué funcion
se ajusta mejor a ellos. Al observar un intervalo de concavidad y otro de
convexidad, puede sugerirse una funcién polindmica de grado 3 (Figura
4), si bien la hipdtesis de que puede vislumbrarse un movimiento perio-
dico, invita también a probar con una funcién seno, con la que también
se consigue un buen ajuste (Figura 5). En ambos casos, la aproximacion
debe restringirse al intervalo en el que se han tomado los datos. Si ahora se

7 https://physlets.org/tracker/
8 https://www.geogebra.org
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construye la recta tangente a cualquiera de esas curvas, se puede abordar
el estudio de la velocidad de un modo mas preciso que con la exploracion
con Tracker.

‘e0e Tracker

Archivo _Editar _ Video _Trayectorias _Systema de Coordenadas _Ventana _Ayuda
EH 8% B VY-l | kcerm=m B Quosx | "0y, NoQ A A | LA AN X- 58 C
¥ ~f-ejes  Grid ~ origin pixel position x[156,5 | y(429,2 ] dngulo desde la horizontal[-0,0° memoria en uso: 25MB de 252MB
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Figura 3. Recopilando y organizando datos con Tracker (Hitt, 2018)

En todo caso, el analisis del movimiento analizado desde la Fisica,
permite concretar que ambos movimientos, el de aceleracion y el de des-
aceleracion, podrian modelizarse por separado con una funcion cuadratica,
afiadiendo otro punto de interés a la actividad. Al tratarse de usar progra-
mas informaticos libres, que ademas funcionan en entornos Linux, MacOs
y Windows, su uso y aplicacion en el aula es sencillo. Y el hecho de que
el punto de partida sea un fenémeno real que se puede capturar incluso
con la camara de un teléfono movil, brinda una oportunidad accesible de
exploracion de situaciones reales desde las herramientas de las Ciencias y
las Matematicas con un uso muy racional y practico de la Tecnologia.
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)
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Figura 4. Aproximacion de datos mediante un funcion polindmica

Figura 5. Aproximacion de datos mediante una funcion trigonométrica
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UNA REFLEXION FINAL

Aunque en el panorama educativo espafiol no se considera de manera
expresa la competencia STEM, el caracter integrador que atina en el curri-
culo como una sola competencia la formacion en Ciencias, Matematicas
y en Tecnologia, hace que sean especialmente practicos y aplicables los
recursos sobre STEM a los que es sencillo acceder. Con estas tareas he
tratado de ejemplificar la orientacion de esa formacion holistica. Por otro
lado, he pretendido con mucha modestia pero con mas ilusion, brindar
un sencillo homenaje a dos de mis mejores amigos, de los que solo guar-
do buenos momentos en la Facultad de Ciencias de la Educacion de la
Universidad de Granada y los que realmente admiro como profesores. Yo
tampoco olvido a los buenos maestros...

REFERENCIAS

BaBacl-WiLHITE, Z. (Ed.) (2016). Human rights in language and STEM edu-
cation: science, technology, engineering and mathematics. Boston, MA:
Sense Publishers.

BENJUMEDA, F. J. y RoMERO, 1. M. (2017). Ciudad Sostenible: un proyecto para
integrar las materias cientofico-tecnologicas en Secundaria. Revista Eureka
sobre Ensefianza y Divulgacion de las Ciencias 14(3), 621-637.

BeruBEg, C. T. (2014). STEM and the city: a report on STEM education in the
great American urban public school system. Charlotte, NC: Information
Age Publisinhg.

CREMADES, R. (1999). Nadie olvida a un buen maestro. Madrid: Espasa Calpe.

Cruz, A. (2017). Activando y analizando la competencia STEM. Intervencion en
un aula de Secundaria. Trabajo de Fin de Master. Universidad de Granada.

FELDER, R. M. & BRENT, R. (2016). Teaching and Learning STEM: a Practical
Guide. Hoboken, NJ: John Wiley & Sons.

ISABELLE, A. D. & ZINN, G. A. (2017). STEP to STEM. A Science Curriculum
Supplement for Upper Elementary and Middle School Grades — Teacher's
Edition. Boston, MA: Sense Publishers.

Han, S., CAPrRARO, R. M. & CAPRARO, M. M. (2016). How science, technology,
engineering, and mathematics project based learning affects high-need stu-
dents in the U.S. Learning and Individual Differences, 51, 157-166.



214 José Luis Lupiafez Gémez

Hirr, F. (2018). La modelacion matematica y nuevas tendencias en la ensenan-
za en ambientes TICE. Conferencia en Seminario Tecnologia y Educacion
Matematica, 22 de enero, Universidad de Granada.

Jounson, C. C., PETERS-BURTON, E. E. & MoORE, T. J. (2015). STEM Road
Map: A framework for integrated STEM Education. London: Routledge.

Lemov, D. (2017). Aprende las 62 técnicas que utilizan los mejores profesores.
Madrid: Magister.

LuPIAREZ, J. L. y Ruiz-HIDALGO, J. F. (2016). Disefio de tareas para el desar-
rollo de la competencia STEM: los problemas de modelizacion matematica.
Blog Educ@conTIC. Disponible en: http://www.educacontic.es/en/blog/
diseno-de-tareas-para-el-desarrollo-de-la-competencia-stem-los-prob-
lemas-de-modelizacion.

RompPELLA, N. (2015) (Comp.). STEM. Greensboro, NC: Carson-Dellosa Pub-
lishing Group.

SaHIN, A. (Ed.) (2015). 4 practice-based model of STEM teaching: STEM stu-
dents on the Stage (SOS). Boston, MA: Sense Publishers.

TauB, M., AZEVEDO, R. BRADBURY, A. E. & MILLAR, G. C. Using sequence min-
ing to revel the efficiency in scientific reasoning during STEM learning
with a game-based learning environment, Learning and Instruction (2017),
http://dx.doi.org/10.1016/j.learninstruc.2017.08.005.



