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PRÓLOGO 

Este libro ofrece al lector una síntesis de avances significativos de la investigación 
contemporánea en el campo de la educación matemática a lo largo de las últimas 
décadas. Se edita para ofrecer un homenaje al Profesor Luis Rico con motivo de su 
jubilación. 

El Profesor Luis Rico representa una de las figuras clave en la historia de la edu-
cación matemática en España y uno de los agentes impulsores de la construcción, 
dinamización e institucionalización del área de Didáctica de las Matemáticas. 

No es gratuito que sea la Universidad de Granada quien dote la primera cátedra 
de esta disciplina, constituya el primer Departamento del Área, organice el primer 
programa de doctorado específico sobre Enseñanza y Aprendizaje de las Matemá-
ticas, articule la defensa de las primeras tesis de este ámbito universitario e invite a 
investigadores de renombre a sus aulas. 

Sin duda estas iniciativas han otorgado a esta Universidad un prestigio incues-
tionable y un protagonismo indiscutible en la consolidación de la Didáctica de las 
Matemáticas como disciplina reconocida al mismo nivel que otros campos de conoci-
miento, todo como consecuencia de su presencia en planes de estudio de titulaciones 
de Matemáticas, Magisterio y Ciencias de la Educación y el desarrollo progresivo 
de la investigación empírica, el desarrollo del conocimiento científico básico y la 
fundamentación epistemológica de un campo del saber joven y con poca tradición. 
Protagonismo que ha impuesto, a su vez, un nivel de responsabilidad institucional 
y un estándar de excelencia y exigencia en la institución universitaria y su entorno 
inmediato; y que ha debido mantener, cultivar y desarrollar a lo largo del tiempo, 
siendo modelo de referencia y objeto de inspiración en el que muchas otras disciplinas 
de las didácticas específicas afines del campo educativo han tomado como ejemplo 
de buenas prácticas universitarias. 

Basta revisar algunos de los rankings al uso para constatar el lugar que ocupa 
la Universidad de Granada en el contexto de las Ciencias Sociales a nivel nacional, 
tercer puesto en 2014, y la progresión exponencial de productividad científica que 



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICAX

ilustra su evolución y crecimiento en los últimos años respecto a otros ámbitos cien-
tíficos. Destacar la posición que ha empezado a ocupar la investigación educativa 
en relación a la producción relativa dentro del estatus alcanzado en el seno interno 
de la propia institución respecto a disciplinas de una mayor visibilidad histórica, tra-
dición universitaria y presencia sistemática en bases de datos internacionales como 
la psicología o la sociología1. 

Adjudicar la responsabilidad del progreso, desarrollo y evolución de un campo 
disciplinar es una tarea compleja que puede rozar la ingenuidad bajo los patrones 
contemporáneos de productividad científica compartida con los que se evalúa, se 
diseña, acomete y se difunde la ciencia en nuestros días, pero también resulta no 
menos banal pensar que la ausencia de liderazgos bien definidos sea capaz de generar 
frutos espontáneos a corto plazo y sin agentes singulares que dinamicen, impulsen y 
consoliden proyectos con señas de identidad propias y objetivos bien definidos. Esta 
doble tarea de construir y consolidar una disciplina como espacio de profesionali-
zación y objeto no solo de enseñanza y aprendizaje, sino de convertirla a su vez en 
investigación y divulgación científica fértil con proyección en los diferentes niveles 
básico y avanzado del sistema educativo ha sido posible a partir de unos fundamentos 
sobre los que no había tradición, de unos lenguajes nuevos y de unos instrumentos 
de trabajo en continua revisión por parte del colectivo de profesores universitarios 
como el Profesor Rico que han trabajado incansablemente en alcanzar este propósito.

Más allá de convertir este homenaje en un encuentro ocasional de investigadores 
preocupados por un mismo objeto de estudio, la investigación sobre la enseñanza-
aprendizaje de las matemáticas, el texto intenta articular un acopio documental de 
trayectorias investigadoras consolidadas en el tiempo y cercanas al pensamiento del 
Profesor Rico, de manera que contribuyan al análisis de su legado, por ello los textos 
están organizados conceptualmente en torno a las que vienen siendo sus principales 
líneas de investigación: pensamiento numérico y algebraico, currículum, evaluación, 
formación de profesores e historia de la educación matemática. 

Respetamos así su deseo explícito de que esta actividad sea tal y como nos 
insinuaba en uno esos correos que habitualmente envía de madrugada: «organizar 
un espacio donde disfrutar de vuestras ideas y propuestas, de vuestra compañía y la 
de otros compañeros, donde hacer balance e ironizar un poco sobre una trayectoria 
como reconocimiento a nuestra profesión. También como pretexto y oportunidad para 
soñar de nuevo el futuro de nuestro campo profesional, a partir de unas circunstancias 
concretas de trabajo, docencia e investigación».

Si bien será el trabajo historiográfico minucioso y sosegado el que deberá poner 
las cosas en su lugar y explicar con mayor recorrido, sistematicidad, amplitud de 
miras, detalles y evidencias conceptuales el calado y transcendencia de los aportes 
del Profesor Rico. Estamos convencidos de que este compendio de aportaciones que 

1   http://investigacion.ugr.es/ugrinvestiga/pages/doc_ugrcifras/hojabibliometrican7/!
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presentamos supone un hito importante en la contextualización de los futuros traba-
jos del campo; y que los jóvenes investigadores podrán recurrir a él para encontrar 
ideas inspiradoras sin perder de vista algunas claves del contexto socio-histórico en 
el que se desenvuelven los procesos de creación científica; también del papel clave 
que juegan en ello determinadas personas que con su trabajo sistemático continuado 
han contribuido a perfilar las señas de identidad de una comunidad científica cua-
lificada, a fundamentar un objeto de estudio, a consolidar líneas de investigación 
estructuradas y a otorgar respeto académico al área de conocimiento de Didáctica 
de las Matemáticas como campo de problemas propio; que se apoya en medios de 
difusión reconocidos y asociaciones estables; que promueve espacios de debate 
continuados y redes de intercambio de ideas que estimulan e incentivan el desarrollo 
profesional, el intercambio de información y la cualificación científica de sus socios.

A esto ha dedicado el Profesor Luis Rico todo su empeño con sus contribuciones 
periódicas en el Boletín de la Gaceta de la Real Sociedad de Matemáticas, de las 
revistas Enseñanza de las Ciencias, Suma, Épsilon, Números, … y tantas y tantas otra 
revistas del campo específico de la investigación educativa que han sentado las bases 
de un buen número de los hallazgos más sobresalientes de nuestro campo; ideas 
que han permitido continuar la indagación en vías de exploración complementaria, 
tomarlos como base de réplica y avanzar al mismo nivel que lo han hecho otros 
campos científicos del entorno universitario. 

Fundador de la Asociación de profesores de matemáticas en Andalucía y de la 
Federación Nacional de Asociaciones de Profesores de Matemáticas; o de la Sociedad 
Española de Investigación en Educación Matemática de la que fue primer presidente, 
espacios donde hemos podido crear, discutir, construir y avanzar sin pausa. Director 
de más de treinta tesis doctorales. Autor de más de un centenar de libros en los dife-
rentes niveles del sistema educativo. Editor infatigable de colecciones y monografías 
como Síntesis, Comares y Pirámide y de las múltiples contribuciones de su obra y 
de sus aportaciones científicas, podemos hoy reconstruir una parte significativa de 
estas señas de identidad de nuestra comunidad, explicar la evolución de las agendas 
de investigación del campo a lo largo del tiempo, entender los patrones de interés 
de la comunidad, analizar los marcos de fundamentación, comparar los resultados 
de investigación y evaluar la productividad de las líneas de trabajo científico que se 
han ido abriendo en la enseñanza de las matemáticas en nuestro país. 

La figura del Profesor Rico no es posible concebirla desligada de una intensa 
trayectoria de trabajo colaborativo: GranadaMaths, GrupoEGB de la SAEM-Thales, 
Seminario CIEM, Grupo de Investigación Pensamiento Numérico, SEIEM… En su obra 
destaca de forma sobresaliente la contribución compartida por encima del trabajo 
individual. Desde las herramientas de la cienciometría actual podemos encontrar 
unos índices elevadísimos de colaboración lo que ilustra y ensalza sus cualidades 
de liderazgo personal y su generosidad científica al compartir de forma permanente 
sus ideas y su trabajo con investigadores de geografías diversas.
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Los jóvenes investigadores de la Didáctica de las Matemáticas que se acerquen 
hoy a este campo, cuentan con un patrimonio científico y un haber importante: aso-
ciaciones consolidadas, revistas reconocidas e instrumentos de difusión de resultados 
indexados, así como líneas de investigación asentadas con un recorrido y tradición 
que permiten seguir avanzando y cultivando para afrontar los retos de internaciona-
lización y trabajo en red que nos impone la ciencia del siglo XXI. 

Su papel en los trabajos de investigación evaluativa a nivel internacional como 
estudios PISA, TEDS-M y TALIS han arrojado luz a un necesario debate sobre la cua-
lificación docente, la competencia de los profesores y los cauces de alfabetización 
matemática de generaciones de ciudadanos que han de habitar mundos cambiantes 
y emplear la matemática como instrumento de toma de decisiones personales o 
resolución de problemas en el ámbito profesional. Sin sus contribuciones al campo 
no podríamos entender los avances producidos ni explicar el protagonismo exterior 
que ha alcanzado la enseñanza de las matemáticas, tampoco la versatilidad con la 
que se ha ido modernizando y adaptando a las exigencias y demandas de nuestra 
sociedad. La Academia de Ciencias Matemáticas, Físico-Químicas y Naturales de 
Granada también le reconoció esta labor al nombrarlo académico numerario con la 
medalla 25. 

Mencionaba el Profesor Rico en alguna de sus conferencias recientes que «enseñar 
y aprender son verbos transitivos que han de llevar algún predicado y que por ello, se 
articulan siempre sobre algún tipo de conocimiento», en nuestro caso el conocimiento 
matemático. Toda la arquitectura disciplinar que hay detrás le otorga legitimidad, 
credibilidad social y reconocimiento público de su valor y utilidad en la formación 
de ciudadanos con competencia matemática o de profesionales cualificados para 
llevar a cabo esta empresa. Lo que se le olvidó contarnos es que sin sujetos no hay 
historia, y que la narrativa de las disciplinas la construyen y reconstruyen las personas 
singulares que dedican en cuerpo y alma toda su vida a una causa. 

Nos encontramos ante uno de estos personajes históricos, ante un científico y 
profesor sin cuyo legado la educación matemática no habría llegado a alcanzar las 
cotas de excelencia y reconocimiento que la caracterizan en este momento, un Profe-
sor sin cuyo trabajo las herramientas disponibles, los marcos de fundamentación, las 
metodologías de investigación, los modos de producción y uso del conocimiento sobre 
la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas no habrían avanzado en nuestro país 
al ritmo que lo han hecho en el resto de sociedades desarrolladas de nuestro entorno.

La presencia en este texto de contribuciones de colegas expertos de universidades 
españolas e internacionales de países como Estados Unidos, Dinamarca, Canadá, 
México o Italia de la mano de autoridades y referentes mundiales en la disciplina 
Didáctica de las Matemáticas como Jeremy Kilpatrick, Mogens Niss, Nicolina Malara, 
Vilma Mesa, Olimpia Figueras y Fernando Hitt, obedece simplemente a criterios de 
cercanía y proximidad con el homenajeado, en cuanto personas clave que también 
juegan un papel principal como sujetos históricos activos y dinámicos dentro de su 
contexto geográfico y con una proyección e impacto global. Profesores, que junto 
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con otros muchos no referenciados, han realizado en algún momento de su vida pro-
fesional contribuciones compartidas con el Profesor Luis Rico en diferentes contextos 
y formatos ya sea en la modalidad de libros, artículos o ediciones de proceedings de 
congresos, seminarios y encuentros científicos. Un ejemplo más de las amplias vías 
de comunicación internacional y de conexión sistemática con una comunidad de 
investigación extensa que ha permitido enriquecer y alimentar en una doble dirección 
el progreso científico del campo aportando a las nuevas generaciones un caudal de 
desarrollo profesional y conexiones indiscutibles.

Confiemos que en este texto se pueda encontrar respuesta a algunas de las cues-
tiones que sistemáticamente nos viene formulando el Profesor Rico desde hace ya 
más de tres décadas acerca de preocupaciones tan relevantes como: el nacimiento 
de esta disciplina, las herramientas que dotan de significado nuestro trabajo en este 
área de conocimiento y la utilidad del esfuerzo que se realiza. Pero sobre todo, 
considerar y destacar la contribución del pensamiento numérico y algebraico en un 
contexto de alfabetización múltiple en el que las nuevas tecnologías juegan hoy un 
papel tan importante.

MANUEL TORRALBO RODRÍGUEZ 

Secretario General de Universidades, Investigación y Tecnología
Consejería de Economía y Conocimiento de la Junta de Andalucía
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MODELOS DE ENSEÑANZA DE LAS FRACCIONES  
EN LOS SIGLOS XVI A XVIII: 

EL CASO DEL DORADO CONTADOR1 

Teaching Models for Fractions from the xvith to xviiith Centuries:
‘Dorado Contador’ as a Case Study

Olimpia Figueras
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Resumen

,OS฀MODELOS฀DE฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀FRACCIONES฀ESTRUCTURADOS฀ANTES฀DE฀LA฀IMPLANTACI�N฀DEL฀
SISTEMA฀M£TRICO฀DECIMAL�฀DE฀LA฀FORMALIZACI�N฀DE฀LA฀ARITM£TICA฀Y฀DEL฀USO฀DEL฀MODELO฀DEL฀PASTEL฀Y฀
la recta numérica, como recursos didácticos, contienen los elementos de sistemas de cantidades 
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SON฀PROP�SITOS฀DE฀UN฀PROYECTO฀DE฀INVESTIGACI�N฀QUE฀SE฀ESTÕ฀LLEVANDO฀A฀CABO�฀%N฀ESTE฀CAP¤TULO฀SE฀
DA฀CUENTA฀DE฀LOS฀HALLAZGOS฀DEL฀ESTUDIO฀DEL฀LIBRO฀$ORADO฀#ONTADOR฀ESCRITO฀A฀FINALES฀DEL฀SIGLO฀xvi.

Palabras clave�฀MODELOS฀DE฀ENSE¶ANZA�฀MODELOS฀TE�RICOS฀LOCALES�฀FENOMENOLOG¤A฀DE฀LAS฀
fracciones, didáctica de las fracciones

ABSTRACT

Teaching models for fractions structured before the introduction of the metric system, the 
formalisation of arithmetic and the use of the pizza model and the numerical line as didactical 
resources include components of quantities’ systems used for the constitution of magnitudes. 
Those systems are associated with phenomena for which fractions act as a means of organiza-
tion. The main purposes of a research study which is being carryied out are the identification 
of the aforementioned elements of the quantities’ systems, as well as the description of those 
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��	�฀'RANADA�฀#OMARES�
1฀฀฀0ARTE฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀DESCRITA฀EN฀ESTE฀DOCUMENTO฀SE฀REALIZ�฀DURANTE฀UN฀RECESO฀SABÕTICO฀DEL฀#ENTRO฀

DE฀)NVESTIGACI�N฀Y฀DE฀%STUDIOS฀!VANZADOS฀DEL฀)0.฀EN฀�����฀EN฀EL฀CUAL฀LA฀AUTORA฀TRABAJ�฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀
DE฀6ALENCIA฀EN฀EL฀MARCO฀DEL฀PROYECTO฀DE฀INVESTIGACI�N฀DEL฀-INISTERIO฀DE฀#IENCIA฀E฀)NNOVACI�N�฀REFERENCIA�฀
%$5����
������฀0LAN฀.ACIONAL฀DE฀)�$�I�฀Y฀ESTUDI�฀LIBROS฀DE฀LOS฀SIGLOS฀xvi a xviii฀EN฀LAS฀"IBLIOTECAS฀
(IST�RICAS฀DE฀LAS฀5NIVERSIDADES฀DE฀3ALAMANCA฀Y฀6ALENCIA฀EN฀%SPA¶A�
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phenomena used by the authors of books meant for teaching arithmetic. In this chapter foundings 

about the study of the book known as ‘El Dorado Contador’, written during the last decade of 

the XVI
th Century, are described.

Keywords: teaching models, fractions phenomenology, local theoretical models, didactics 

for fractions

Persistencia de una problemática

Miguel Geronimo Santa Cruz (1625, Folio 90; edición 1769, p. 163)

En la cita se pone de manifiesto una de las características de un usuario competente 

de la aritmética relacionada con el conocimiento de las fracciones. Miguel Geronimo 

3ANTA฀#RUZ�฀NATURAL฀DE฀LA฀#IUDAD฀DE฀6ALENCIA฀Y฀VECINO฀DE฀3EVILLA�฀A฀FINALES฀DEL฀SIGLO฀xvi 

ESTABA฀CONVENCIDO฀DE฀QUE฀EL฀CONOCIMIENTO฀DE฀LOS฀QUEBRADOS฀JUGABA฀UN฀PAPEL฀RELEVANTE฀
EN฀LA฀PRÕCTICA฀DEL฀!RITM£TICO�฀3IEGLER฀Y฀COLABORADORES฀�����	�฀CASI฀CUATRO฀SIGLOS฀DESPU£S�฀
MOSTRARON฀A฀TRAV£S฀DE฀UN฀ESTUDIO฀EMP¤RICO฀LONGITUDINAL�฀REALIZADO฀CON฀DATOS฀DE฀PRUEBAS฀
NACIONALES฀APLICADAS฀EN฀%STADOS฀5NIDOS฀Y฀LA฀'RAN฀"RETA¶A�฀QUE฀EL฀CONOCIMIENTO฀DE฀
ESTUDIANTES฀DE฀PRIMARIA฀ACERCA฀DE฀LAS฀FRACCIONES฀Y฀LA฀DIVISI�N฀PREDICE฀DE฀MANERA฀¢NICA฀
su desempeño en matemáticas hasta cinco o seis años después.

5NO฀DE฀LOS฀ASPECTOS฀IMPORTANTES฀DE฀LA฀REFORMA฀EDUCATIVA฀QUE฀SE฀PUSO฀EN฀MARCHA฀
EN฀-£XICO฀EN฀�����฀FUE฀LA฀INTRODUCCI�N฀EN฀LA฀EDUCACI�N฀BÕSICA฀DE฀LOS฀SIGNIFICADOS฀DE฀
FRACCI�N฀IDENTIFICADOS฀POR฀+IEREN฀�����	฀Y฀DE฀DISTINTOS฀TIPOS฀DE฀PROBLEMAS฀MULTIPLICA

TIVOS฀�6ERGNAUD�฀����	�฀4AMBI£N฀SE฀PUSO฀£NFASIS฀EN฀EL฀USO฀DE฀CANTIDADES฀ADJETIVALES฀
�3CHWARTZ�฀����	฀Y฀EN฀LA฀REFERENCIA฀OBLIGADA฀DE฀LA฀UNIDAD฀EN฀LOS฀PROBLEMAS฀SOBRE฀LAS฀
FRACCIONES฀�(IEBERT฀Y฀"EHR�฀����	�฀#ON฀LA฀INCORPORACI�N฀DE฀ESTOS฀ELEMENTOS฀SUSTENTADOS฀
EN฀RESULTADOS฀DE฀INVESTIGACI�N฀DE฀LA฀£POCA�฀SE฀TEN¤A฀LA฀HIP�TESIS฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀POD¤AN฀
CONSTRUIR฀UN฀CONOCIMIENTO฀PERDURABLE฀Y฀LO฀PODR¤AN฀UTILIZAR฀PARA฀RESOLVER฀PROBLEMAS�฀
%MPERO�฀PESE฀A฀LAS฀SUPUESTAS฀MEJORAS฀IMPLEMENTADAS�฀HOY฀EN฀D¤A�฀SE฀CUENTA฀CON฀DATOS฀DE฀
PRUEBAS฀NACIONALES฀QUE฀MUESTRAN฀EL฀POCO฀£XITO฀DE฀ESTUDIANTES฀DE฀SECUNDARIA฀AL฀RESOLVER฀
PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀QUE฀REQUIEREN฀EL฀USO฀DE฀LAS฀FRACCIONES�
#ON฀LA฀INTENCI�N฀DE฀COADYUVAR฀CON฀EL฀MEJORAMIENTO฀DEL฀APRENDIZAJE฀DE฀ESTOS฀N¢ME


ROS฀QUE฀PUEDA฀REPERCUTIR฀EN฀EL฀DESEMPE¶O฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀SE฀RETOM�฀UN฀PROYECTO฀
DE฀INVESTIGACI�N฀INICIADO฀AL฀FINAL฀DE฀LOS฀OCHENTA฀�&IGUERAS�฀����	�฀,A฀IDEA฀CENTRAL฀ES฀
ESTRUCTURAR฀ESTUDIOS฀ENCADENADOS฀PARA฀ELABORAR฀UN฀MODELO฀DE฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀FRAC

ciones desde preescolar hasta final de la secundaria. Entre los estudios diseñados, se 

ENCUENTRA฀EL฀DE฀2EAL฀�����	฀QUIEN฀PRETENDE฀PONER฀A฀PRUEBA฀UNA฀PROPUESTA฀DIDÕCTICA฀EN฀
%DUCACI�N฀3ECUNDARIA�
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$EBIDO฀A฀QUE฀UNO฀DE฀LOS฀ACERCAMIENTOS฀TE�RICOS฀Y฀METODOL�GICOS฀EMPLEADO฀EN฀EL฀
DISE¶O฀DE฀TODOS฀ESOS฀ESTUDIOS฀ES฀LA฀CONSTRUCCI�N฀RECURSIVA฀DE฀-ODELOS฀4E�RICO฀,OCALES฀
�-4,	฀�&ILLOY�฀2OJANO฀Y฀0UIG�฀����	�฀2EAL฀SE฀PROPUSO฀LA฀CONSTRUCCI�N฀DE฀UN฀-4,฀DE฀LAS฀
FRACCIONES฀Y฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀RACIONALES�฀5NO฀DE฀LOS฀CUATRO฀COMPONENTES฀DEL฀-4,�฀EL฀DE฀
LOS฀MODELOS฀DE฀COMPETENCIA฀FORMAL฀VERSA฀SOBRE฀EL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀PONIENDO฀
£NFASIS฀EN฀LA฀ESTRUCTURA฀Y฀LAS฀PROPIEDADES฀DE฀LAS฀FRACCIONES฀COMO฀OBJETOS฀MATEMÕTICOS฀
�2EAL฀Y฀&IGUERAS�฀����	�฀%SA฀CONSTRUCCI�N฀HA฀SERVIDO฀COMO฀HERRAMIENTA฀METODOL�GICA฀
PARA฀CARACTERIZAR฀MODELOS฀DE฀ENSE¶ANZA฀�2EAL�฀'�MEZ฀Y฀&IGUERAS�฀����	�฀EN฀PARTICULAR฀
SE฀ESTÕ฀USANDO฀PARA฀ESTUDIAR฀LOS฀MODELOS฀SUBYACENTES฀EN฀LIBROS฀DE฀LOS฀SIGLOS฀xvi a xviii. 
5N฀EJEMPLO฀DE฀ESTA฀CARACTERIZACI�N฀ESTÕ฀DESCRITO฀EN฀ESTE฀CAP¤TULO�฀%L฀SIGUIENTE฀APARTADO฀
CONTIENE฀UNA฀BREVE฀EXPOSICI�N฀DE฀ESE฀COMPONENTE฀QUE฀SIRVE฀COMO฀PUNTO฀DE฀PARTIDA฀PARA฀
CONSTRUIR฀SUBSECUENTES฀-4,฀DE฀LAS฀FRACCIONES฀O฀DE฀LOS฀RACIONALES�

Fundamentos: la fenomenología didáctica de Freudenthal 

!L฀PROPONERSE฀CARACTERIZAR฀MODELOS฀DE฀ENSE¶ANZA฀EXISTENTES฀ACTUALMENTE฀EN฀EL฀
SISTEMA฀EDUCATIVO฀NACIONAL�฀SURGIERON฀PREGUNTAS�฀z#ON฀QU£฀MARCO฀DE฀REFERENCIA฀SE฀PUE

DEN฀IDENTIFICAR฀FORTALEZAS฀Y฀DEBILIDADES฀DE฀LOS฀MODELOS฀DE฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀FRACCIONES�฀
z#�MO฀CONSTRUIR฀HILOS฀CONDUCTORES฀VINCULADOS฀CON฀LOS฀DIFERENTES฀SIGNIFICADOS฀DE฀LAS฀
FRACCIONES฀Y฀NIVELES฀DE฀ABSTRACCI�N฀GRADUAL฀QUE฀PERMITAN฀ORGANIZAR฀LA฀ENSE¶ANZA฀A฀LO฀
LARGO฀DE฀DOCE฀A¶OS฀DE฀EDUCACI�N฀OBLIGATORIA�
#ON฀EL฀PROP�SITO฀DE฀ENCONTRAR฀RESPUESTAS฀A฀LAS฀PREGUNTAS฀SE฀DECIDI�฀VOLVER฀A฀CON


SIDERAR฀EL฀ESP£CIMEN฀DE฀FENOMENOLOG¤A฀DIDÕCTICA฀ELABORADO฀POR฀&REUDENTHAL฀�����	�฀EL฀
CUAL฀FUE฀REINTERPRETADO฀A฀TRAV£S฀DE฀LA฀DELIMITACI�N฀DE฀CLASES฀DE฀FEN�MENOS�฀DESCRIPCI�N฀
Y฀COMPARACI�N฀DE฀CANTIDADES�฀VALORES฀DE฀MAGNITUD฀U฀OBJETOS�฀DIVISI�N฀DE฀SUSTANCIAS฀
MEDIDAS฀POR฀MAGNITUDES�฀DISTRIBUCI�N฀DE฀CANTIDADES�฀MEDICI�N�฀Y฀N¢MEROS฀COMO฀PARTE฀
DE฀SISTEMAS฀NUM£RICOS�฀0ARA฀CADA฀UNA฀DE฀ELLAS฀SE฀IDENTIFICARON฀NOCIONES฀Y฀ASPECTOS฀DE฀
LA฀FRACCI�N฀Y฀SE฀VINCULARON฀CON฀CINCO฀PROCESOS฀MATEMÕTICOS�฀DESCRIBIR�฀COMPARAR�฀DIVI

DIR�฀DISTRIBUIR฀Y฀MEDIR�฀5NA฀SEXTA฀CLASE฀SE฀DETERMIN�฀CON฀FEN�MENOS฀VINCULADOS฀A฀LAS฀
CONSTRUCCIONES฀MATEMÕTICAS฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀RACIONALES฀Y฀SU฀FORMALIZACI�N�฀,AS฀CARAC

TERIZACIONES฀SE฀ESTRUCTURARON฀POR฀MEDIO฀DE฀UNA฀RED฀DE฀NOCIONES�฀CONCEPTOS฀Y฀PROCESOS฀
QUE฀COMPRENDE฀DESDE฀EL฀USO฀DE฀LAS฀PRIMERAS฀IDEAS฀EN฀EL฀LENGUAJE฀COTIDIANO฀HASTA฀LAS฀
FRACCIONES฀COMO฀N¢MEROS฀RACIONALES�฀ES฀DECIR฀COMO฀ELEMENTOS฀DE฀UN฀CAMPO฀TOTALMENTE฀
ORDENADO�฀#ON฀LA฀RED฀SE฀MUESTRAN฀INTERRELACIONES฀QUE฀EXISTEN฀ENTRE฀LOS฀PROCESOS฀Y฀LOS฀
DIFERENTES฀ASPECTOS฀DE฀LA฀FRACCI�N฀CONSIDERADOS฀POR฀&REUDENTHAL�฀
,AS฀SECCIONES฀SIGUIENTES฀CONTIENEN฀UNA฀BREVE฀RESE¶A฀DE฀LOS฀PROCESOS�CLASES฀DE฀

FEN�MENOS฀ASOCIADOS฀CON฀LAS฀FRACCIONES฀Y฀LOS฀N¢MEROS฀RACIONALES�฀LA฀ATENCI�N฀SE฀CEN

TRA฀EN฀AQUELLOS฀ASPECTOS฀DE฀LA฀FRACCI�N฀QUE฀JUEGAN฀UN฀PAPEL฀RELEVANTE฀EN฀EL฀ESTUDIO฀DEL฀
MODELO฀DE฀ENSE¶ANZA฀DEL฀$ORADO฀#ONTADOR�฀%N฀2EAL฀Y฀&IGUERAS฀�����	฀SE฀ENCUENTRA฀
UNA฀DESCRIPCI�N฀MÕS฀AMPLIA฀DE฀ESTE฀MARCO฀DE฀REFERENCIA฀TE�RICO฀Y฀LAS฀PARTES฀DE฀LA฀RED฀
correspondientes a procesos.
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Describir

%XPRESIONES฀TALES฀COMO�฀@LA฀MITAD฀DE฀UN฀REAL��฀@LAS฀DOS฀TERCIAS฀DE฀UNA฀ARROBA��฀@GIRA฀
LA฀PERILLA฀DOS฀TERCIOS฀DE฀VEZ�฀Y฀@SE฀PAGARON฀TRES฀DUCADOS฀POR฀CADA฀DOS฀QUINTOS฀DE฀VARA��฀
EN฀LAS฀CUALES฀LA฀FRACCI�N฀SE฀USA฀PARA฀DESCRIBIR�฀I	฀UNA฀CANTIDAD฀O฀UN฀VALOR฀DE฀MAGNITUD฀
POR฀MEDIO฀DE฀OTRA฀CANTIDAD฀O฀VALOR฀DE฀MAGNITUD�฀II	฀UNA฀MEDIDA฀EXPRESADA฀POR฀N¢ME

ROS�฀III	฀PROCESOS฀C¤CLICOS฀O฀PERI�DICOS฀Y฀IV	฀RAZONES�฀SON฀Y฀HAN฀SIDO฀EMPLEADAS฀EN฀EL฀
LENGUAJE฀COTIDIANO�฀%STE฀TIPO฀DE฀EXPRESIONES฀SE฀ASOCIARON฀CON฀EL฀PROCESO฀DE฀DESCRIBIR฀
Y฀SE฀VINCULAN฀CON฀CUATRO฀TIPOS฀DE฀FEN�MENOS฀EN฀DIFERENTES฀CONTEXTOS�฀EN฀LOS฀CUALES฀LA฀
FRACCI�N฀ACT¢A฀COMO฀DESCRIPTOR�฀

Comparar

&REUDENTHAL฀IDENTIFIC�฀TRES฀TIPOS฀DE฀FEN�MENOS฀ASOCIADOS฀CON฀EL฀PROCESO฀COMPARAR�฀
EN฀ELLOS฀LA฀FRACCI�N฀ACT¢A฀COMO฀COMPARADOR�฀0ARA฀EXPRESAR฀RESULTADOS฀DE฀LA฀COMPARA

CI�N฀ENTRE฀DOS฀CANTIDADES฀O฀VALORES฀DE฀MAGNITUD฀EN฀EL฀LENGUAJE฀COTIDIANO�฀TAMBI£N฀SE฀
USAN฀LAS฀FRACCIONES�฀£STAS฀APARECEN฀EN฀EXPRESIONES฀EN฀LAS฀CUALES฀SE฀EMPLEAN฀N¢MEROS฀
MULTIPLICATIVOS�฀POR฀EJEMPLO฀iEL฀CENT¤METRO฀ES฀EL฀C£NTUPLO฀DEL฀METROw�฀#ON฀FRECUENCIA฀
ESTOS฀N¢MEROS฀SE฀REEMPLAZAN฀POR฀EXPRESIONES฀DEL฀TIPO฀@VECES฀MÕS฀QUE�฀O฀@VECES฀MENOR฀
QUE��฀COMO฀EN฀LA฀FRASE฀iEL฀CENT¤METRO฀ES฀CIEN฀VECES฀MENOR฀QUE฀EL฀METROw฀QUE฀ES฀MÕS฀
USUAL฀QUE฀LA฀ANTERIOR�฀!MBAS฀EXPRESIONES฀EXPRESAN฀LA฀COMPARACI�N฀DE฀DOS฀VALORES฀DE฀
MAGNITUD�฀%STE฀TIPO฀DE฀COMPARACI�N฀ESTÕ฀RELACIONADO฀CON฀UN฀PRIMER฀NIVEL฀DE฀ABSTRACCI�N�฀
%N฀UN฀SEGUNDO฀NIVEL�฀DIVERSOS฀ASPECTOS฀DE฀LA฀FRACCI�N฀SE฀HAN฀INCORPORADO�฀EL฀OPE


RADOR฀FRACTURANTE�฀LA฀RELACI�N฀DE฀FRACTURA�฀LA฀RELACI�N฀RAZ�N�฀EL฀OPERADOR฀RAZ�N฀Y฀EL฀DE฀
TRANSFORMADOR�฀%N฀ESTE฀DOCUMENTO฀SE฀HARÕ฀REFERENCIA฀SOLAMENTE฀AL฀OPERADOR฀RAZ�N�฀ESTE฀
ASPECTO฀DE฀LA฀FRACCI�N฀ACT¢A฀SOBRE฀UNA฀CANTIDAD฀O฀VALOR฀DE฀MAGNITUD฀TRANSFORMÕNDOLA฀EN฀
OTRA฀CANTIDAD฀O฀VALOR฀DE฀MAGNITUD�฀0OR฀EJEMPLO�฀AL฀OBTENER฀EL฀COSTO฀DE฀���฀DE฀TONELADA฀DE฀
MA¤Z�฀SABIENDO฀QUE฀EL฀PRECIO฀EN฀PESOS฀POR฀TONELADA฀ES฀DE฀�����฀!L฀OBTENER฀UN฀PORCENTAJE฀
O฀UN฀TANTO฀POR฀MIL฀DE฀UNA฀CANTIDAD�฀LA฀FRACCI�N฀TAMBI£N฀ACT¢A฀COMO฀OPERADOR฀RAZ�N�

Dividir

Al dividir sustancias medidas por magnitudes, el todo se fragmenta en partes iguales 
Y฀SE฀RELACIONA฀CON฀UNA฀O฀MÕS฀DE฀ESAS฀PARTES�฀%N฀ESTE฀SENTIDO�฀LAS฀FRACCIONES฀REPRESENTAN฀
RELACIONES฀PARTE
TODO฀Y฀ACT¢AN฀COMO฀FRACTURADORES�฀,OS฀SISTEMAS฀DE฀CANTIDADES฀PARA฀
CONSTITUIR฀MAGNITUDES฀SON฀UN฀EJEMPLO฀DE฀LAS฀RELACIONES฀QUE฀SE฀PUEDEN฀OBTENER฀AL฀DIVIDIR฀
UN฀TODO฀EN฀PARTES฀IGUALES�฀I	฀UN฀CAH¤Z฀SE฀DIVIDE฀EN฀��฀FANEGAS�฀CADA฀FANEGA฀REPRESENTA฀UN฀
����฀DE฀CAH¤Z�฀II	฀UNA฀FANEGA฀SE฀DIVIDE฀EN฀��฀ALMUDES�฀CADA฀ALMUD฀REPRESENTA฀UN฀����฀
DE฀����฀DE฀UN฀CAH¤Z�฀III	฀�฀CUARTILLOS฀EQUIVALEN฀A฀UN฀ALMUD�฀CADA฀CUARTILLO฀ES฀UN฀���฀DE฀
����฀DE฀����฀DE฀UN฀CAH¤Z�฀(AY฀DIFERENTES฀M£TODOS฀DE฀PARTIR฀UN฀TODO฀EN฀PARTES฀IGUALES�฀
DE฀MANERA฀REVERSIBLE฀O฀IRREVERSIBLE฀Y฀DE฀FORMA฀SIMB�LICA�฀%L฀TODO฀PUEDE฀SER฀CONTINUO฀
o discreto, definido o indefinido, estructurado o sin estructura. Las partes pueden ser 
CONEXAS฀O฀NO฀ESTAR฀CONECTADAS฀ENTRE฀SI�
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Distribuir

%L฀PROCESO฀DE฀DISTRIBUIR฀ESTÕ฀ASOCIADO฀CON฀TRES฀TIPOS฀DE฀FEN�MENOS฀EN฀LOS฀CUALES฀SE฀
REPARTEN฀PEQUE¶AS฀O฀GRANDES฀CANTIDADES�฀5NA฀VEZ฀QUE฀LA฀DISTRIBUCI�N฀SE฀LLEV�฀A฀CABO�฀LA฀
FRACCI�N฀REPRESENTA฀EL฀RESULTADO฀DEL฀PROCESO�฀O฀BIEN฀LO฀QUE฀LE฀CORRESPONDE฀A฀CADA฀OBJETO฀
O฀PERSONA฀DE฀LA฀CANTIDAD฀REPARTIDA�฀%N฀ESTE฀FEN�MENO฀LA฀FRACCI�N฀ACT¢A฀COMO฀DESCRIPTOR�฀
,A฀DISTRIBUCI�N฀DE฀GRANDES฀CANTIDADES฀SE฀PUEDE฀HACER฀USANDO฀EL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀DIVISI�N�฀
DOS฀CASOS฀SON฀POSIBLES�฀EL฀RESIDUO฀ES฀CERO฀O฀DISTINTO฀DE฀CERO�฀#UANDO฀EL฀RESIDUO฀ES฀CERO�฀
EL฀PROCESO฀HA฀TERMINADO฀Y฀ESTÕ฀ASOCIADO฀CON฀EL฀-ODELO฀DEL฀CONJUNTO฀FINITO�฀-IENTRAS฀
QUE�฀SI฀EL฀RESIDUO฀ES฀DIFERENTE฀DE฀CERO�฀SE฀PUEDE฀O฀NO฀SEGUIR฀DISTRIBUYENDO฀SEG¢N฀EL฀TIPO฀
DE฀OBJETOS�฀LA฀UNIDAD฀PUEDE฀SER฀INQUEBRANTABLE�฀3IN฀EMBARGO�฀CUANDO฀SE฀DISTRIBUYEN฀
POR฀EJEMPLO฀DIEZ฀SACOS฀DE฀AZ¢CAR฀ENTRE฀TRES฀COMPA¶EROS�฀SE฀HACE฀USO฀DEL฀-ODELO฀DE฀
MAGNITUD฀PARA฀DISTRIBUIR฀EL฀CONTENIDO฀DEL฀COSTAL฀RESTANTE฀CONSIDERANDO฀SU฀MASA฀TOTAL�

Medir

%L฀PROCESO฀MEDIR฀SE฀RELACIONA฀CON฀TRES฀TIPOS฀DE฀FEN�MENOS฀EN฀LOS฀QUE฀SE฀USA฀UNA฀
UNIDAD฀DE฀MEDIDA฀PARA฀COMPARARLA฀CON฀EL฀OBJETO฀A฀MEDIR�฀LA฀FRACCI�N฀ACT¢A฀COMO฀MEN

SURADOR�฀#ADA฀UNO฀DE฀LOS฀FEN�MENOS฀SE฀DIFERENCIA฀POR฀LA฀NATURALEZA฀DE฀LA฀UNIDAD฀DE฀
medida, —no convencional, convencional o un segmento de la recta numérica usado 
PARA฀CONSTRUIR฀INSTRUMENTOS฀DE฀MEDICI�N฀EMPLEANDO฀ESCALAS��

La fracción como número

,A฀FRACCI�N฀ACT¢A฀COMO฀N¢MERO฀EN฀SITUACIONES฀EN฀LAS฀CUALES฀SE฀OPERA฀CON฀ELLAS฀
DE฀FORMA฀SIMB�LICA�฀O฀BIEN฀AL฀USAR฀SUS฀PROPIEDADES฀COMO฀OBJETOS฀MATEMÕTICOS฀EN฀LA฀
RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�
%N฀LA฀SIGUIENTE฀SECCI�N฀SE฀DESCRIBEN฀RESULTADOS฀DEL฀USO฀DEL฀MARCO฀TE�RICO฀DE฀REFE


RENCIA฀DESCRITO฀PARA฀CARACTERIZAR฀UNA฀PARTE฀DEL฀LIBRO฀DEL฀SIGLO฀xvi.

Estudio de Caso: EL Dorado Contador

,OS฀PROP�SITOS฀PRINCIPALES฀PARA฀CARACTERIZAR฀MODELOS฀DE฀ENSE¶ANZA฀DE฀LIBROS฀DE฀
ARITM£TICA฀ESCRITOS฀ANTES฀DE฀LA฀IMPLANTACI�N฀DEL฀SISTEMA฀M£TRICO฀DECIMAL�฀DE฀LA฀FOR

MALIZACI�N฀DE฀LA฀ARITM£TICA฀Y฀DEL฀USO฀DEL฀MODELO฀DEL฀PASTEL฀Y฀LA฀RECTA฀NUM£RICA฀COMO฀
RECURSOS฀DIDÕCTICOS฀SON�฀I	฀IDENTIFICAR฀FEN�MENOS฀VINCULADOS฀CON฀DIFERENTES฀ASPECTOS฀DE฀
LA฀FRACCI�N฀USADOS฀POR฀LOS฀AUTORES฀PARA฀ESTRUCTURAR฀SU฀ENSE¶ANZA฀Y฀II	฀PRECISAR฀AQUELLOS฀
ELEMENTOS฀DE฀LOS฀SISTEMAS฀DE฀CANTIDADES฀QUE฀SIRVIERON฀PARA฀CONSTITUIR฀MAGNITUDES�฀%SAS฀
IDEAS฀PUEDEN฀SERVIR฀PARA฀CONCRETAR฀SITUACIONES฀¢TILES฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀ESOS฀N¢MEROS฀
YA฀QUE฀SE฀ESTABA฀EN฀UNA฀ETAPA฀EN฀LA฀CUAL฀LAS฀FRACCIONES฀ERAN฀QUEBRADOS฀Y฀NO฀N¢MEROS฀
RACIONALES�฀TODAV¤A฀NO฀SE฀CONSTRU¤AN฀LAS฀CADENAS฀FEN�MENOS�MEDIOS฀DE฀ORGANIZACI�N฀
EN฀EL฀SENTIDO฀DE฀0UIG฀�����	฀QUE฀DIERON฀ORIGEN฀A฀LOS฀N¢MEROS฀RACIONALES฀Y฀TODAV¤A฀NO฀
competían con los decimales.
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0OR฀ELLO฀SE฀INICI�฀UN฀ESTUDIO฀DE฀CASOS฀CON฀LIBROS฀DE฀ARITM£TICA฀DE฀LOS฀SIGLOS฀xvi 
a xviii�฀EL฀PRIMERO฀CORRESPONDE฀COMO฀SE฀MENCION�฀AL฀$ORADO฀#ONTADOR฀�3ANTA฀#RUZ�฀
����	�฀LIBRO฀QUE฀RESISTI�฀EL฀PASO฀DEL฀TIEMPO�฀
0EDRO฀!MBROSIO฀/NDERIZ�฀CATEDRÕTICO฀DE฀LA฀!CADEMIA฀DE฀-ATEMÕTICAS฀FUNDADA฀POR฀

&ELIPE฀))฀Y฀COSM�GRAFO฀DEL฀2EY�฀DA฀EL฀AVAL฀POR฀EL฀CONSEJO฀2EAL฀DE฀#ASTILLA฀EL฀�฀DE฀MAYO฀DE฀
����฀PARA฀DARLE฀LICENCIA฀A฀LA฀6DA�฀DE฀!LONSO฀-ART¤N฀DE฀IMPRIMIR฀ESE฀LIBRO฀EN฀-ADRID�฀%L฀
EJEMPLAR฀REVISADO฀EN฀LA฀"IBLIOTECA฀(IST�RICA฀DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀3ALAMANCA฀TIENE฀FECHA฀
��฀DE฀FEBRERO฀DE฀�����฀NO฀ES฀CLARO฀SI฀ES฀UNA฀PRIMERA฀EDICI�N฀�EN฀WWW�MCNBIOGRAF¤AS�COM฀
APARECEN฀ESTOS฀DATOS�฀����฀�-ADRID�฀S�I�฀����	�฀REIMPRESO฀EN฀3EVILLA฀����฀Y฀EN฀-ADRID฀
������฀�����฀�����฀�����฀����฀Y฀����		�฀(AY฀COPIAS฀DIGITALES฀DE฀LAS฀REIMPRESIONES฀DE฀
�����฀����฀Y฀����฀EN฀LA฀BIBLIOTECA฀DE฀Google Books�฀%N฀LA฀REIMPRESI�N฀DE฀����฀TODAV¤A฀
APARECE฀LA฀APROBACI�N฀DE฀/NDERIZ�฀.OTARÕ฀EL฀LECTOR฀EL฀CAMBIO฀DE฀T¤TULO฀DE฀UNA฀REIMPRE

SI�N฀A฀LA฀OTRA฀�VER฀LA฀&IGURA฀�	�฀QUIZÕ฀EL฀T¤TULO฀DISTINGU¤A฀AL฀LIBRO฀DE฀OTRAS฀ARITM£TICAS�
0ARA฀EL฀ESTUDIO฀SE฀USARON฀EL฀EJEMPLAR฀DE฀����฀Y฀LA฀COPIA฀DIGITAL฀DE฀����฀POR฀LA฀CLA


RIDAD฀DE฀LA฀DIGITALIZACI�N฀Y฀EL฀USO฀MÕS฀MODERNO฀DEL฀LENGUAJE�
%L฀ESCRUTINIO฀DEL฀LIBRO฀SE฀HA฀HECHO฀TOMANDO฀EN฀CUENTA฀LOS฀SIGUIENTES฀COMPONENTES�฀I	฀

,A฀CARACTERIZACI�N฀DE฀EXPRESIONES฀LINGÓ¤STICAS฀EN฀LAS฀CUALES฀SE฀HACE฀REFERENCIA฀A฀NOCIONES�฀
PROCESOS�฀FEN�MENOS฀Y฀ASPECTOS฀DE฀LA฀FRACCI�N�฀O฀BIEN�฀AQUELLAS฀ASOCIADAS฀CON฀SISTEMAS฀
DE฀CANTIDADES฀EN฀USO�฀II	฀,A฀CLASIFICACI�N฀DE฀PROBLEMAS฀O฀PROCEDIMIENTOS฀REGLADOS฀DE฀
ACUERDO฀CON฀TIPOS฀DE฀N¢MEROS�฀DE฀PROBLEMAS฀Y฀MAGNITUDES�฀ASPECTOS฀DE฀LA฀FRACCI�N฀Y฀
PROCESOS฀MATEMÕTICOS�฀III	฀%L฀RECONOCIMIENTO฀DE฀DEFINICIONES฀DE฀LOS฀CONCEPTOS฀EN฀JUEGO฀
Y฀IV	฀%L฀RECONOCIMIENTO฀DE฀LAS฀REPRESENTACIONES฀USADAS�

Figura 1. Portadas del Dorado Contador de las reimpresiones de 1643 y de 1769
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0ARA฀LOS฀TRES฀PRIMEROS฀COMPONENTES฀SE฀HICIERON฀TABLAS฀PARA฀ORGANIZAR฀LOS฀DATOS฀E฀
IDENTIFICAR฀REGULARIDADES฀O฀SINGULARIDADES�฀%N฀EL฀SIGUIENTE฀APARTADO฀SE฀DESCRIBEN฀LOS฀
RESULTADOS฀DEL฀ESTUDIO฀DE฀LOS฀PRIMEROS฀8))฀CAP¤TULOS฀DEL฀LIBRO฀0RIMERO�

Sobre aritmética teórica o especulativa

%STA฀PARTE฀DEL฀LIBRO฀CORRESPONDE฀AL฀CAP¤TULO฀)�฀EN฀EL฀CUAL฀SE฀INCLUYEN฀DISTINTAS฀CLA

SIFICACIONES฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀ASOCIADAS฀CON฀DIFERENTES฀PROPIEDADES�฀%N฀LAS฀DEFINICIONES฀
SE฀USAN฀EXPRESIONES฀QUE฀REFIEREN฀ACCIONES฀QUE฀VAN฀A฀SER฀FUNDAMENTALES฀EN฀LOS฀PROCEDI

MIENTOS฀Y฀RAZONAMIENTOS฀USADOS฀PARA฀ARGUMENTAR฀LAS฀ACCIONES฀Y฀LOS฀RESULTADOS�฀PERO฀QUE฀
TAMBI£N฀SON฀NOCIONES฀VINCULADAS฀CON฀EL฀CONCEPTO฀DE฀FRACCI�N฀Y฀SUS฀DISTINTOS฀ASPECTOS�฀
POR฀EJEMPLO�฀%N฀LA฀SEGUNDA฀CLASIFICACI�N฀DE฀N¢MERO�฀LA฀DEFINICI�N฀DE฀N¢MERO฀ART¤CULO฀
HACE฀REFERENCIA฀A฀LA฀EQUIPARTICI�N฀Y฀A฀LA฀EXHAUSTIVIDAD฀DEL฀PROCESO�฀ix฀CUALQUIER฀N¢MERO฀
divisible en 10 partes iguales, en tal manera que ninguna cosa de superfluo resta …». 

#ON฀LA฀EXPRESI�N฀i0ARA฀HALLAR฀PARTES฀AL¤CUOTAS฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀PERFECTOS�฀demedia 
EL฀N¢MERO฀PERFECTO฀TANTAS฀CUANTAS฀VECES฀PODRÕS�฀x฀Y฀DESPU£S฀demedia tantas veces 
AQUEL฀N¢MERO�฀x฀Y฀TODAS฀ESTAS฀demediaciones฀SON฀PARTES฀AL¤CUOTAS฀DE฀AQUEL฀N¢MERO฀
PERFECTO฀xw฀�P���	�฀SE฀HACE฀REFERENCIA฀POR฀PRIMERA฀VEZ฀AL฀PROCESO฀DEMEDIAR�฀PARTE฀DE฀
LA฀FENOMENOLOG¤A฀DE฀LAS฀FRACCIONES�฀£STAS฀APARECEN฀DE฀MANERA฀EXPL¤CITA฀�VER฀CITA฀P�฀�	฀
PARA฀REFERIRSE฀A฀QUE฀EL฀�฀TIENE฀MITAD�฀TERCIA฀Y฀SEXTA�฀LAS฀PARTES฀AL¤CUOTAS฀SON฀LOS฀DIVISORES฀
Y฀NUMERAR฀ES฀DIVIDIR�฀;/BS£RVESE฀LAS฀DIFICULTADES฀QUE฀SE฀TEN¤AN฀PARA฀USAR฀LOS฀S¤MBOLOS=�฀

%L฀ASPECTO฀DE฀LA฀FRACCI�N฀SUBYACENTE฀EN฀ESA฀EXPRESI�N฀ES฀DE฀FRACTURANTE�฀EL฀SEIS฀PUEDE฀
PARTIRSE฀EN฀DOS฀PARTES฀IGUALES�฀�฀VECES฀�฀ES฀�฀Y฀SE฀ESTABLECE฀UNA฀RELACI�N฀DE฀FRACTURA฀CON฀
£NFASIS฀EN฀LA฀NATURALEZA฀MULTIPLICATIVA฀DE฀LAS฀PROPIEDADES฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀QUE฀JUEGAN฀UN฀
papel central en el acercamiento didáctico.

Sobre aritmética práctica

!L฀INICIAR฀EL฀CAP¤TULO฀))�฀EL฀AUTOR฀AFIRMA฀QUE฀LA฀PRÕCTICA฀DE฀LA฀ARITM£TICA฀ESTÕ฀DADA฀
POR฀NUEVE฀ESPECIES�฀ENTRE฀ELLAS฀LA฀DEMEDIACI�N�฀PERO฀AGREGA฀iY฀PORQUE฀EL฀DOBLAR฀NO฀SE฀
DISTINGUE฀DE฀MULTIPLICAR�฀NI฀EL฀MEDIAR฀DE฀PARTIR�฀MUCHOS฀HAN฀DICHO฀QUE฀S�LO฀SON฀SIETE�฀
NUMERAR�฀SUMAR�฀RESTAR�฀MULTIPLICAR�฀PARTIR�฀PROGRESIONES฀Y฀EXTRACCI�N฀DE฀RA¤CES�w฀�P�฀��	�฀
%STE฀ES฀UN฀EJEMPLO฀DE฀C�MO฀POR฀MEDIO฀DE฀UN฀CONCEPTO฀SE฀ORGANIZAN฀FEN�MENOS฀DIVERSOS฀
Y฀SE฀VAN฀ESTRUCTURANDO฀LAS฀CADENAS฀FEN�MENOS�MEDIOS฀DE฀ORGANIZACI�N�฀EL฀DEMEDIAR฀HA฀
PASADO฀A฀SER฀PARTE฀DE฀LOS฀FEN�MENOS฀QUE฀SE฀ORGANIZAN฀CON฀EL฀PARTIR�฀$EMEDIAR฀ES฀UNA฀
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DE฀LAS฀PRIMERAS฀ACCIONES฀QUE฀LOS฀NI¶OS฀HACEN฀PARA฀RESOLVER฀SITUACIONES฀DE฀PARTICI�N฀
�&IGUERAS�฀����	�

El uso de las fracciones aparece pronto en la aritmética práctica, está conectado 

CON฀EL฀PARTIR฀�DIVIDIR	฀QUE฀SURGE฀COMO฀INVERSO฀DE฀LA฀MULTIPLICACI�N฀PARA฀SATISFACER฀UNA฀
NECESIDAD�฀LA฀DE฀VERIFICAR฀LA฀OPERACI�N฀REALIZADA�฀i,A฀PRUEBA฀REAL฀DE฀ESTA฀REGLA฀DE฀MUL

TIPLICAR฀ES฀PARTIR฀x฀EL฀PARTIR฀SE฀PRUEBA฀CON฀SU฀CONTRARIO�฀QUE฀ES฀MULTIPLICAR฀xw฀�P�฀��	�฀
,OS฀PROCEDIMIENTOS฀PARA฀VERIFICAR฀CÕLCULOS฀JUEGAN฀UN฀PAPEL฀IMPORTANTE฀EN฀LAS฀PRÕCTICAS฀
DEL฀@!RITM£TICO�฀O฀@#ONTADOR��
%L฀ESTUDIO฀DE฀LA฀DIVISI�N฀ESTÕ฀FORMADO฀POR฀@EL฀MEDIO฀PARTIR฀Y฀EL฀PARTIR฀POR฀ENTERO��฀%L฀

primero corresponde a dividir entre un dígito en la cual las fracciones surgen de manera 

NATURAL�฀TANTO฀EN฀LAS฀EXPLICACIONES฀DE฀LOS฀PROCEDIMIENTOS฀EMPLEADOS�฀COMO฀EN฀LAS฀FOR

mas de representar los resultados. «Quiero partir 4507 maravedís a tres compañeros, 

QUE฀LLEVEN฀PARTES฀IGUALES฀CADA฀UNOw�฀!L฀EXPLICAR฀LA฀FORMA฀DE฀PROCEDER฀EL฀AUTOR฀USA฀LAS฀
SIGUIENTES฀EXPRESIONES�฀i#OMIENZA฀A฀PARTIR฀DICIENDO�฀EL฀TERCIO฀DE฀�฀ES฀�฀O฀REPARTIDOS฀
�฀A฀TRES฀COMPA¶EROS�฀CÕBELES฀A฀�x฀el tercio de 15 es 5�฀x฀EL฀TERCIO฀DE฀CERO฀ES฀NADA฀
x�฀el tercio de 7 es dos฀x฀Y฀HABRÕS฀ACABADO฀LA฀CUENTA฀Y฀DIRÕS฀x฀A฀CADA฀UNO฀LE฀CABE฀
MIL฀QUINIENTOS฀Y฀DOS฀Y฀un tercio números�w฀;0��
��=�฀,OS฀ASPECTOS฀PRESENTES฀EN฀ESTAS฀
EXPLICACIONES฀SON฀EL฀DE฀OPERADOR฀RAZ�N�฀DE฀FRACTURADOR฀Y฀EL฀DE฀DESCRIPTOR฀QUE฀SE฀USA฀POR฀
PRIMERA฀VEZ฀PARA฀DESCRIBIR฀UN฀COCIENTE�฀
!CERCA฀DEL฀TIPO฀DE฀PROBLEMAS฀O฀SITUACIONES฀QUE฀EL฀AUTOR฀USA฀PARA฀EXPLICAR�฀SE฀EXPONEN฀

LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS฀RESPECTO฀A฀LA฀MULTIPLICACI�N฀DE฀QUEBRADOS�฀$E฀LOS฀DOCE฀CAP¤

TULOS฀REVISADOS�฀EL฀DE฀LA฀MULTIPLICACI�N฀DE฀QUEBRADOS฀ES฀EL฀QUE฀CONTIENE฀MÕS฀EJEMPLOS฀
DE฀PROBLEMAS฀@VERBALES�฀CON฀RESOLUCIONES�฀EXPLICACIONES�฀PRUEBAS฀Y฀REPRESENTACIONES฀
GRÕFICO
SIMB�LICAS฀DE฀LAS฀ACCIONES฀REALIZADAS฀PARA฀REGISTRAR฀DATOS฀Y฀CÕLCULOS�฀%SOS฀SE฀
han dividido en seis tipos de multiplicaciones: de fracciones unitarias, de fracciones 

PROPIAS�฀DE฀ENTEROS฀POR฀N¢MEROS฀MIXTOS฀�CON฀FRACCIONES฀UNITARIAS฀O฀PROPIAS	�฀DE฀N¢MEROS฀
MIXTOS฀Y฀DE฀N¢MEROS฀MIXTOS฀POR฀QUEBRADOS฀SIMPLES�฀3E฀USAN฀SITUACIONES฀DE฀COMPRA฀Y฀
venta de distintos tipos de mercaderías, incluso de monedas de distintas denominaciones 

Y฀REGIONES฀�%SPA¶A�฀&LANDES฀Y฀LA฀.UEVA฀%SPA¶A��฀,A฀MAYOR¤A฀DE฀LAS฀��฀SITUACIONES฀
CONSIDERADAS฀SON฀DE฀UNA฀ETAPA�฀ISOMORFISMOS฀DE฀MEDIDAS฀CON฀VALOR฀UNITARIO�฀Y฀TRES฀SE฀
vinculan con partes de partes.

%N฀T£RMINOS฀GENERALES�฀EN฀LOS฀DOCE฀CAP¤TULOS฀REVISADOS�฀LOS฀ASPECTOS฀DE฀LA฀FRACCI�N฀
IDENTIFICADOS฀SON฀LOS฀DE฀DESCRIPTOR�฀FRACTURADOR�฀COMPARADOR�฀OPERADOR฀RAZ�N฀Y฀LA฀FRACCI�N฀
COMO฀N¢MERO�฀,OS฀FEN�MENOS฀CONSIDERADOS฀SE฀ASOCIAN฀CON฀LOS฀PROCESOS฀DE฀DESCRIBIR�฀
COMPARAR�฀DIVIDIR�฀DISTRIBUIR฀Y฀LA฀FRACCI�N฀COMO฀N¢MERO�฀0ESE฀A฀QUE฀SE฀USAN฀VARIOS฀SISTE

MAS฀DE฀CANTIDADES฀Y฀EN฀LAS฀SITUACIONES฀DE฀COMPRA฀Y฀VENTA฀QUE฀SE฀CONSIDERAN�฀LA฀FRACCI�N฀
ACT¢A฀COMO฀DESCRIPTOR฀DE฀MEDIDAS฀EXPRESADAS฀POR฀MEDIO฀DE฀N¢MEROS�฀LA฀FRACCI�N฀COMO฀
mensurador no está presente.
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Comentarios finales

%L฀ESTUDIO฀QUE฀SE฀HA฀HECHO฀DEL฀LIBRO฀EL฀$ORADO฀#ONTADOR฀ES฀PARTE฀DE฀UN฀ANÕLISIS฀
DIDÕCTICO฀EN฀EL฀SENTIDO฀DE฀2ICO฀Y฀&ERNÕNDEZ
#ANO฀�����	฀FOCALIZADO฀EN฀LAS฀CATEGOR¤AS�฀
ANÕLISIS฀CONCEPTUAL฀Y฀ANÕLISIS฀DE฀CONTENIDO�฀0OR฀UN฀LADO�฀EL฀MARCO฀DE฀REFERENCIA฀TE�RICO฀
CONSTRUIDO฀POR฀2EAL฀Y฀&IGUERAS฀A฀PARTIR฀DEL฀ESP£CIMEN฀DE฀LA฀FENOMENOLOG¤A฀DIDÕCTICA฀DE฀
LAS฀FRACCIONES฀ELABORADO฀POR฀&REUDENTHAL฀CONSTITUYE฀UNA฀S¤NTESIS฀DE฀NOCIONES�฀CONCEPTOS฀
Y฀PROCESOS฀DE฀LAS฀FRACCIONES฀Y฀LOS฀N¢MEROS฀RACIONALES฀ASOCIADA฀CON฀UN฀ANÕLISIS฀CONCEP

TUAL�฀%SE฀MARCO฀PERMITE฀LA฀B¢SQUEDA฀DE฀ELEMENTOS฀QUE฀PUDIERAN฀CARACTERIZAR฀UNA฀G£NESIS฀
EPISTEMOL�GICA฀A฀TRAV£S฀DEL฀ANÕLISIS฀DE฀TEXTOS฀CORRESPONDIENTES฀A฀DISTINTOS฀PERIODOS฀DE฀
FORMALIZACI�N฀DE฀LOS฀CONCEPTOS฀MATEMÕTICOS�฀0OR฀OTRO฀LADO�฀EL฀ANÕLISIS฀FENOMENOL�

GICO฀DE฀ESOS฀TEXTOS�฀QUE฀EN฀ESTE฀CASO฀SE฀HA฀HECHO฀CON฀ESA฀S¤NTESIS฀COMO฀HERRAMIENTA฀
METODOL�GICA�฀JUNTO฀CON฀LA฀IDENTIFICACI�N฀DE฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀CONSTITUYEN฀UN฀
ANÕLISIS฀CONCEPTUAL฀DEL฀TEXTO฀QUE฀SE฀ESTUDIA�฀%L฀PROCESO฀EMPRENDIDO฀ES฀C¤CLICO�฀DEBIDO฀A฀
QUE฀LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS฀DE฀ESTE฀ESTUDIO฀DE฀CASO�฀PERMITEN฀REESTRUCTURAR฀EL฀-ODELO฀
4E�RICO฀,OCAL฀QUE฀SE฀UTILIZ�฀INICIALMENTE฀PARA฀CARACTERIZAR฀EL฀MODELO฀DE฀ENSE¶ANZA฀DE฀
LOS฀QUEBRADOS฀QUE฀SUBYACE฀EN฀EL฀$ORADO฀#ONTADOR�฀
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Resumen

,A฀ESCUELA฀SECUNDARIA฀EN฀1UEBEC฀CONSTA฀DE฀�฀A¶OS฀�EDADES฀��฀A฀��	�฀,AS฀NUEVAS฀GENERACIONES฀
DE฀PROFESORES�฀TIENEN฀QUE฀AFRONTAR�฀UN฀PROGRAMA฀DE฀ESTUDIOS฀CENTRADO฀EN฀EL฀DESARROLLO฀DE฀COM

PETENCIAS฀MATEMÕTICAS฀SOBRE฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀SITUACIONES฀PROBLEMA�฀EN฀UN฀APRENDIZAJE฀DE฀CORTE฀
SOCIO
CONSTRUCTIVISTA฀Y฀EN฀AMBIENTES฀TECNOL�GICOS�฀1UEBEC฀HA฀PUESTO฀EN฀MARCHA฀UN฀PROGRAMA฀EN฀EL฀
AULA฀DE฀4ABLEROS฀"LANCOS฀)NTERACTIVOS฀�UN฀4")฀POR฀CADA฀��฀ALUMNOS	�฀z#�MO฀ENFRENTA฀LA฀51!-฀
ESTA฀PROBLEMÕTICA฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS�฀,A฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀
DE฀MATEMÕTICAS฀EN฀NUESTRA฀INSTITUCI�N฀�51!-	฀TIENE฀TRES฀COMPONENTES฀PRINCIPALES�฀CURSOS฀DE฀
PEDAGOG¤A�฀DE฀MATEMÕTICAS฀Y฀APLICACIONES฀EN฀AMBIENTES฀TECNOL�GICOS�฀%N฀ESTE฀DOCUMENTO฀NOS฀
RESTRINGIREMOS฀A฀LAS฀VARIABLES�฀PROGRAMAS�฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀Y฀CURSOS฀SOBRE฀TECNOLOG¤A�

Palabras clave:฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES�฀DIDÕCTICA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀TECNOLOG¤A

ABSTRACT

The secondary school in Quebec included 5 ages (years 12-16). New generations of teachers 

have to implement, a curriculum focused on developing mathematics competences on problem 

solving situations in a socioconstructivist settings learning and technological environments. 

Quebec has launched a program of classroom use of Interactive White Boards (average of 28 

students per IWB). How do the UQAM deal with this problem of teacher training in mathematics? 

The training of mathematics teachers at our institution (UQAM) has three main components; 

pedagogy courses, mathematics and mathematics in technological environments. In this paper 

we restrict us to the variables: programs, textbooks and technology courses.

Keywords: teacher training, mathematics education, technology 

Hitt�฀&�฀�����	�฀&ORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS฀EN฀SECUNDARIA฀Y฀USO฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A฀EN฀
1U£BEC�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación 

Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀��
��	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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Introducción

%L฀NACIMIENTO฀DE฀LA฀DIDÕCTICA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀1UEBEC฀EN฀FORMA฀SISTEMÕTICA�฀
SE฀DIO฀EN฀LA฀D£CADA฀DE฀LOS฀���฀IGUAL฀QUE฀EN฀OTROS฀PA¤SES�฀MOTIVADO฀POR฀LOS฀PROBLEMAS฀DE฀
APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀PROMOVIDOS฀POR฀LA฀MANERA฀DE฀ENSE¶AR฀LOS฀CONTENIDOS฀DE฀
MATEMÕTICAS฀DESDE฀UN฀PUNTO฀DE฀VISTA฀FORMAL�฀!S¤�฀EN฀EL฀INTENTO฀DE฀REPARAR฀LOS฀PROBLEMAS฀
DE฀APRENDIZAJE฀DE฀LA฀ESCUELA฀QUEBEQUENSE฀CAUSADO฀POR฀ESE฀MOVIMIENTO฀DENOMINADO฀
i-ATEMÕTICA฀MODERNAw�฀SE฀PRODUJO฀UN฀CAMBIO฀EN฀LOS฀PROGRAMAS฀DE฀ESTUDIO฀DE฀LA฀£POCA�฀
INICIANDO฀UNA฀TRANSFORMACI�N฀PARTICULAR฀EN฀EL฀SISTEMA฀EDUCATIVO฀EN฀LA฀PROVINCIA฀DE฀
1UEBEC�฀$ECIMOS฀ESTRUCTURA฀PARTICULAR฀POR฀EL฀HECHO฀DE฀QUE฀SE฀DISTINGUE฀CON฀RESPECTO฀AL฀
RESTO฀DE฀#ANADÕ฀�VER฀4ABLA฀�	�

4ABLA฀��฀Edad y nivel educativo

Nivel de educación Edades

-ATERNAL฀��฀A¶OS	 de 4 a 5 años

0RIMARIA฀��฀A¶OS	 de 6 a 11 años

3ECUNDARIA฀��฀A¶OS	 de 12 a 16 años

#£GEP฀T£CNICO฀��฀A¶OS	
#£GEP฀PRE
UNIVERSITARIO฀��฀A¶OS	

de 17 a 19 años
de 17 a 18 años

Universidad de 19 a 22 años

El avance de las diferentes corrientes en el mundo tuvieron una influencia, por 
UN฀LADO�฀EN฀EL฀TIPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀EN฀DIDÕCTICA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀Y฀POR฀OTRO�฀EN฀LA฀
ORIENTACI�N฀QUE฀LE฀PROPORCIONABAN฀A฀LA฀EDUCACI�N฀DE฀PARTE฀DE฀LAS฀AUTORIDADES฀EDUCATIVAS�฀
%FECTIVAMENTE�฀PODEMOS฀DECIR฀QUE฀LOS฀DIDACTAS฀DE฀LA฀MATEMÕTICA฀EN฀1UEBEC฀Y฀EN฀PARTICU

LAR฀EN฀NUESTRA฀UNIVERSIDAD฀�51!-	฀CONSIDERABAN฀VARIAS฀CORRIENTES�฀LA฀ESCUELA฀BRITÕNICA฀
POR฀PARTE฀DEL฀GRUPO฀i3HELL฀#ENTRE฀FOR฀-ATHEMATICS฀%DUCATIONw฀DE฀.OTTINGHAM฀�!LLAN฀
Bell et al.,฀Y฀SU฀-ATEMÕTICA฀EN฀CONTEXTO	�฀EL฀GRUPO฀DEL฀)NSTITUTO฀&REHUDENTAL฀DE฀(OLANDA�฀
LA฀ESCUELA฀FRANCESA฀CON฀"ROUSSEAU฀�CON฀SU฀4EOR¤A฀DE฀3ITUACIONES฀$IDÕCTICAS	฀Y฀6ERGNAUD฀
�4EOR¤A฀DE฀LOS฀#AMPOS฀#ONCEPTUALES	�฀TAMBI£N฀ERA฀CONSIDERADO฀EL฀ACERCAMIENTO฀DEL฀
0ROBLEM
3OLVING฀�0OLYA�฀�����฀3CHOENFELD�฀�����฀+YLPATRICK�฀�����฀2OMBERG�฀�����฀
Carpenter et al.,฀�����฀ENTRE฀OTROS	�฀%STOS฀ACERCAMIENTOS฀TE�RICOS฀ERAN฀TRATADOS฀POR฀
LOS฀MIEMBROS฀DE฀LA฀51!-�฀%STOS฀DIDACTAS�฀INTEGRABAN฀ESTAS฀CORRIENTES฀TE�RICAS฀EN฀LA฀
FORMACI�N฀DE฀PROFESORES�฀CON฀UNA฀AMPLIA฀VISI�N฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀
CON฀CARACTER¤STICAS฀MULTIVARIADAS฀SOBRE฀EL฀ACERCAMIENTO฀AL฀PROBLEM
SOLVING฀�TOMANDO฀
EN฀CONSIDERACI�N฀LAS฀DIFERENTES฀ESCUELAS฀MENCIONADAS	�

Del lado de las autoridades educativas, específicamente a partir de los 90, ellos 
SE฀ACERCARON฀A฀UN฀CURRICULUM฀CENTRADO฀AL฀PROBLEM
SOLVING฀LIGADO฀AL฀CONTEXTO฀DE฀LOS฀
i0RINCIPIOS฀Y฀%STÕNDARES฀PARA฀LA฀%SCUELA฀DE฀-ATEMÕTICASw฀DE฀LOS฀%STADOS฀5NIDOS฀�0RO

BLEMA
SOLVING�฀2AZONAMIENTO฀Y฀PRUEBA�฀#OMUNICACI�N�฀#ONEXIONES�฀2EPRESENTACI�N	฀
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Y฀EN฀CONSECUENCIA�฀LOS฀AUTORES฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀SEGU¤AN฀ESA฀TENDENCIA�฀%N฀GENERAL�฀LOS฀
PROFESORES฀CONSIDERABAN฀QUE฀LOS฀TEXTOS฀TEN¤AN฀UN฀ALTO฀GRADO฀DE฀CALIDAD�฀Y฀POCO฀A฀POCO฀SE฀
FUE฀LLEGANDO฀A฀CIERTA฀ESTABILIDAD฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀Y฀EN฀SU฀PRÕCTICA฀EDUCATIVA�
!L฀INICIO฀DEL฀PRESENTE฀SIGLO�฀LAS฀AUTORIDADES฀EDUCATIVAS฀DAN฀UN฀CAMBIO฀RADICAL�฀%N฀

����฀SE฀ANUNCIA฀UN฀NUEVO฀ACERCAMIENTO฀EN฀EDUCACI�N�฀LIGADO฀A฀PROGRAMAS฀DE฀ESTUDIO฀
BASADOS฀EN฀LA฀NOCI�N฀DE฀COMPETENCIA�฀!S¤�฀DIO฀INICIO฀EN฀����฀EL฀PROGRAMA฀POR฀COMPETEN

CIAS฀EN฀LA฀ESCUELA฀PRIMARIA฀Y฀EN฀����฀EN฀LA฀ESCUELA฀SECUNDARIA�฀%N฀GENERAL�฀EL฀MINISTERIO฀
DECIDI�฀SEGUIR฀UN฀MODELO฀DE฀COMPETENCIAS฀UTILIZADO฀POR฀LA฀ESCUELA฀SUIZA�฀,A฀DEFINICI�N฀
DE฀COMPETENCIA฀ELEGIDA฀POR฀EL฀MINISTERIO฀FUE฀LA฀DE฀0ERRENAUD฀�����	�

competencia es la capacidad de actuar de manera eficaz cuando uno se enfrenta a una 
FAMILIA฀DE฀SITUACIONES�฀QUE฀SE฀LLEGA฀A฀DOMINAR฀PORQUE฀SE฀TIENE฀A฀SU฀DISPOSICI�N฀TANTO฀LOS฀
CONOCIMIENTOS฀NECESARIOS฀Y฀LA฀CAPACIDAD฀DE฀MOVILIZAR฀ESTOS฀CONOCIMIENTOS฀DE฀MANERA฀
EFECTIVA�฀EN฀EL฀MOMENTO฀APROPIADO�฀PARA฀IDENTIFICAR฀Y฀RESOLVER฀PROBLEMAS฀REALES�฀�P�฀��	

5NA฀COMPARACI�N฀CON฀LA฀DEFINICI�N฀UTILIZADA฀POR฀2ICO฀Y฀,UPIA¶EZ฀�����	฀NOS฀MUESTRA฀
una gran similitud con el acercamiento de Perrenaud,

.UESTRO฀ACERCAMIENTO฀ES฀FUNCIONAL�฀3OSTENEMOS฀QUE฀LAS฀COMPETENCIAS�฀COMO฀EXPECTATI

VAS฀DE฀APRENDIZAJE�฀SE฀PRESENTAN฀CONTEXTUALIZADAS�฀HACEN฀USO฀DE฀HERRAMIENTAS฀COGNOSCITIVAS฀
Y฀LOS฀SUJETOS฀LAS฀MUESTRAN฀MEDIANTE฀LA฀PUESTA฀EN฀PRÕCTICA฀DE฀UNA฀SERIE฀DE฀ACTUACIONES�฀
DECISIONES฀Y฀ACTITUDES฀CON฀LAS฀QUE฀DAN฀RESPUESTA฀A฀LAS฀DEMANDAS฀Y฀PROBLEMAS฀PLANTEADOS�฀
�P�฀���	

,A฀ELECCI�N฀DEL฀MINISTERIO฀DE฀LA฀DEFINICI�N฀DE฀COMPETENCIA฀TUVO฀GRANDES฀IMPLICACIO

NES�฀0ERRENAUD฀EXPLICITA฀SU฀DEFINICI�N฀DIRECTAMENTE฀LIGADA฀A฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀SITUACIONES฀
PROBLEMA฀EN฀CONTEXTO฀REAL�฀!S¤�฀QUED�฀DETERMINADA฀LA฀PRIMERA฀COMPETENCIA฀EN฀LA฀DIS

CIPLINA฀DE฀MATEMÕTICAS�฀LIGADA฀A฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀SITUACI�N฀PROBLEMA฀�-%,3�฀����	�
#OMPETENCIA฀��฀2ESOLVER฀UNA฀SITUACI�N฀PROBLEMA�

 — ,A฀SITUACI�N฀NO฀DEBE฀HABER฀SIDO฀PREVIAMENTE฀PRESENTADA฀x
 — ,A฀OBTENCI�N฀DE฀UNA฀SOLUCI�N฀SATISFACTORIA฀REQUIERE฀LA฀COMBINACI�N฀DE฀REGLAS฀
O PRINCIPIOS฀QUE฀EL฀ESTUDIANTE฀HA฀ADQUIRIDO฀O฀NO฀x

 — El producto o su forma esperada, no ha sido presentado anteriormente.
Competencia 2. Desarrollar un razonamiento matemático.

#OMPETENCIA฀��฀#OMUNICAR฀USANDO฀EL฀LENGUAJE฀MATEMÕTICO�฀�P�฀��	
%L฀CAMBIO฀NO฀SOLO฀DESCONTROL�฀A฀PROFESORES฀E฀INVESTIGADORES�฀SINO฀TAMBI£N฀A฀AUTORES฀

DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀QUE฀NO฀TEN¤AN฀EXPERIENCIA฀LIGADA฀A฀UN฀ACERCAMIENTO฀POR฀COMPETENCIAS฀
Y฀DE฀RESOLUCI�N฀DE฀SITUACIONES฀PROBLEMA�฀5NA฀EXIGENCIA฀MÕS฀DEL฀MINISTERIO�฀FUE฀QUE฀AL฀
INICIO฀DE฀CADA฀CAP¤TULO฀SE฀PRESENTARA฀UNA฀SITUACI�N฀PROBLEMA฀QUE฀HICIERA฀REFERENCIA฀A฀
UN฀PROBLEMA฀DE฀LA฀HUMANIDAD฀�POR฀EJEMPLO฀LA฀CONTAMINACI�N฀DEL฀MEDIO฀AMBIENTE�฀LA฀
FALTA฀DE฀AGUA฀EN฀ALGUNOS฀PA¤SES	�
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El profesor de matemáticas cara a la reforma del 2001

%L฀PROGRAMA฀POR฀COMPETENCIAS�฀TRAJO฀CONSIGO฀PROBLEMAS฀MAYORES฀EN฀SU฀INTERPRE

TACI�N฀Y฀PUESTA฀EN฀PRÕCTICA฀EN฀LA฀ESCUELA฀QUEBEQUENSE�฀,A฀COMPETENCIA฀�฀EXIGE฀SER฀
CONSCIENTE฀DE฀LA฀DIFERENCIA฀ENTRE฀EJERCICIO�฀PROBLEMA฀Y฀SITUACI�N฀PROBLEMA�฀0UESTO฀QUE฀
EL฀MINISTERIO฀DE฀EDUCACI�N฀TAMBI£N฀PROPUSO฀QUE฀LA฀REFORMA฀EDUCATIVA฀SE฀APOYARA฀EN฀UN฀
ACERCAMIENTO฀SOCIO
CONSTRUCTIVISTA฀DE฀LA฀EDUCACI�N�฀Y฀SE฀INCORPORARA฀LA฀NOCI�N฀DE฀i2EGIS

TRO฀DE฀REPRESENTACI�Nw฀�$UVAL�฀�����฀����	�฀ELLO฀A¶ADI�฀OTRA฀VARIABLE฀MÕS฀A฀CONSIDERAR฀
en los procesos de enseñanza. Ahí no terminan las dificultades, como lo señalamos 
ANTES�฀EL฀MINISTERIO฀EXIGI�฀A฀LOS฀PRODUCTORES฀DE฀MANUALES฀ESCOLARES฀QUE฀CADA฀CAP¤TULO฀
SE฀INICIARA฀CON฀UNA฀SITUACI�N฀PROBLEMA฀QUE฀HICIERA฀REFERENCIA฀EXPL¤CITA฀A฀UN฀PROBLEMA฀
RELATIVO฀A฀LA฀HUMANIDAD�฀!S¤�฀LA฀ACUMULACI�N฀DE฀VARIABLES฀PROVOC�฀EL฀TRATAMIENTO฀DE฀UN฀
PROBLEMA฀MUY฀COMPLEJO฀DE฀ENSE¶ANZA�฀#ON฀RESPECTO฀AL฀PROFESOR฀DE฀LA฀ESCUELA฀SECUNDARIA�฀
LA฀SITUACI�N฀NO฀ERA฀DEL฀TODO฀ACOGEDORA�

 — ,OS฀PROFESORES฀EMPEZABAN฀A฀TENER฀UN฀CONOCIMIENTO฀ESTABLE฀RELACIONADO฀A฀LA฀
RESOLUCI�N฀ DE฀ PROBLEMAS�฀ ,A฀ LITERATURA฀ DEL฀ PROBLEM
SOLVING฀ Y฀ DE฀MANUALES฀
ESCOLARES฀ SE฀CENTRABAN฀MÕS฀EN฀ LA฀ RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀DE฀CORTE฀CERRADO฀
�SOLUCI�N฀ ¢NICA	฀ QUE฀ LOS฀ PROBLEMAS฀ DE฀ TIPO฀ ABIERTO฀ �SOLUCI�N฀M¢LTIPLE	�฀ %L฀
CAMBIO฀PRODUJO฀UNA฀DESESTABILIZACI�N฀EN฀LOS฀PROFESORES�

 — %L฀PASO฀DE฀UN฀CONTEXTO฀CONSTRUCTIVISTA฀A฀UNO฀SOCIO
CONSTRUCTIVISTA฀IMPLICABA฀
UN฀CAMBIO฀EN฀LAS฀MANERAS฀DE฀ENSE¶AR�฀%L฀MINISTERIO฀DE฀EDUCACI�N฀NO฀FUE฀EXPL¤

CITO฀EN฀C�MO฀REALIZAR฀UN฀TIPO฀DE฀ENSE¶ANZA฀SOCIO
CONSTRUCTIVISTA฀EN฀EL฀AULA฀DE฀
MATEMÕTICAS฀Y฀ENTONCES�฀EL฀PROFESOR฀NO฀SINTI�฀QUE฀DEBER¤A฀CAMBIAR฀SUS฀HÕBITOS฀
DE฀ENSE¶ANZA�฀$E฀HECHO�฀EL฀PROFESOR฀ESTABA฀FAMILIARIZADO฀CON฀LA฀COMPETENCIA฀
��฀Y฀LA฀�฀NO฀FUE฀INTERPRETADA฀BAJO฀UN฀ACERCAMIENTO฀SOCIO
CONSTRUCTIVISTA�฀3E฀
PENS�฀QUE฀LA฀COMPETENCIA฀�฀DEBER¤A฀EVALUARSE฀DE฀ACUERDO฀A฀LA฀COMUNICACI�N฀
DEL฀ESTUDIANTE฀CON฀EL฀PROFESOR฀Y฀ANÕLISIS฀DE฀SUS฀PRODUCCIONES฀ESCRITAS�

 — 3E฀PROMOV¤A฀LA฀IMPORTANCIA฀DEL฀PASO฀DE฀UNA฀REPRESENTACI�N฀A฀OTRA฀Y฀CAMBIOS฀
DE฀REGISTRO�฀PERO฀NO฀SE฀HAC¤A฀EXPL¤CITO฀LAS฀NOCIONES฀DE฀UNIDADES฀SIGNIlCATIVAS฀
REFERENTES฀AL฀REGISTRO฀GRÕlCO฀Y฀SUS฀CORRESPONDIENTES฀UNIDADES฀SIMB�LICAS฀DE฀
LAS฀REPRESENTACIONES฀DE฀CORTE฀ALGEBRAICO฀�$UVAL�฀����	�

%N฀LOS฀PRIMEROS฀A¶OS฀DE฀LA฀IMPLEMENTACI�N฀DE฀UN฀PROGRAMA฀POR฀COMPETENCIAS฀Y฀
RESOLUCI�N฀DE฀SITUACIONES฀PROBLEMA�฀EL฀MINISTERIO฀INICI�฀UNA฀FASE฀DE฀CONCIENCIACI�N฀
PROPORCIONANDO฀EJEMPLOS฀DE฀SITUACIONES฀PROBLEMA�฀%L฀RESULTADO฀FUE฀QUE฀EL฀MINISTERIO฀
IMPL¤CITAMENTE฀DEJ�฀ENTREVER฀QUE฀EL฀ENUNCIADO฀DEBER¤A฀SER฀COMPLEJO�฀,OS฀PROFESORES฀EN฀
SERVICIO�฀MENCIONAN฀DE฀FORMA฀INFORMAL�฀QUE฀EN฀GENERAL฀LA฀SITUACI�N฀PROBLEMA฀QUE฀SE฀
PROPONE฀AL฀INICIO฀DE฀CADA฀CAP¤TULO฀DE฀LOS฀TEXTOS�฀CONTIENE฀UNA฀GRAN฀CANTIDAD฀DE฀DATOS�฀
QUE฀LA฀SITUACI�N฀ES฀DEMASIADO฀ABIERTA฀Y฀QUE฀TOMA฀MUCHO฀TIEMPO฀PARA฀PODER฀CONCILIAR฀
LAS฀IDEAS฀QUE฀AFLORAN฀EN฀CLASE�฀%N฀CAMBIO�฀LOS฀INVESTIGADORES฀CENTRADOS฀EN฀LOS฀PROBLEMAS฀
DE฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀PRECISAMENTE฀PROPON¤AN฀LO฀CONTRARIO�฀LAS฀SITUACIONES฀
PROBLEMA฀DEBER¤AN฀SER฀SIMPLES฀DE฀ENTENDER฀�ELLO฀NO฀QUIERE฀DECIR฀FÕCILES฀DE฀RESOLVER	�฀
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QUE฀PROMUEVAN฀QUE฀EL฀ESTUDIANTE฀SE฀COMPROMETA฀Y฀HAGA฀SUYA฀LA฀SITUACI�N฀�PROCESOS฀DE฀
DEVOLUCI�N	฀Y฀SE฀GENERE฀UNA฀REFLEXI�N฀PROFUNDA฀QUE฀GENERE฀EL฀APRENDIZAJE฀�"ROUSSEAU�฀
�����฀'RENIER฀Y฀0AYAN�฀�����฀ENTRE฀OTROS	�฀%S฀DECIR�฀LO฀QUE฀PROMULGAN฀LOS฀INVESTIGA

DORES�฀ES฀QUE฀LA฀DIFICULTAD฀SE฀PRESENTE฀DE฀FORMA฀GRADUAL฀EN฀LA฀ACTIVIDAD฀MATEMÕTICA฀DE฀
LOS฀ALUMNOS฀Y฀NO฀EN฀LA฀COMPRESI�N฀DE฀UN฀ENUNCIADO฀MUY฀LARGO฀Y฀COMPLEJO�฀%STAS฀DOS฀
TENDENCIAS฀ENTRE฀INVESTIGADORES฀Y฀EL฀MINISTERIO�฀TODAV¤A฀NO฀LOGRAN฀LLEGAR฀A฀UN฀EQUILIBRIO฀
en la época actual.
/TRA฀CARACTER¤STICA฀PARTICULAR฀DE฀LA฀REFORMA฀BASADA฀EN฀COMPETENCIAS฀ES฀QUE฀LA฀TEC


NOLOG¤A฀NO฀SE฀ESPECIFIC�฀EN฀LAS฀COMPETENCIAS฀DISCIPLINARIAS฀SINO฀QUE฀SE฀ENUNCIARON฀EN฀
las competencias transversales, como lo veremos enseguida.
"AJO฀TODAS฀ESTAS฀VARIABLES�฀EN฀����฀LLEGA฀A฀LA฀UNIVERSIDAD฀LA฀PRIMERA฀GENERACI�N฀DE฀

ALUMNOS฀BAJO฀UNA฀ORIENTACI�N฀POR฀COMPETENCIAS�฀(ASTA฀EL฀MOMENTO฀NO฀SE฀CUENTA฀CON฀
UNA฀EVALUACI�N฀FORMAL฀DE฀LOS฀RESULTADOS฀DE฀LA฀REFORMA฀POR฀COMPETENCIAS฀Y฀SOLO฀SE฀TIENEN฀
TESTIMONIOS฀AISLADOS฀DE฀ALGUNOS฀PROFESORES�฀0OR฀EJEMPLO�฀ALGUNOS฀SE¶ALAN฀QUE�

 — LAS฀NUEVAS฀GENERACIONES฀CUESTIONAN฀MÕS฀EN฀CLASE฀QUE฀LAS฀ANTERIORES�
 — LOS฀ALUMNOS฀PARECEN฀MOSTRAR฀MENOS฀HABILIDADES฀ESPEC¤lCAS฀EN฀MATEMÕTICAS�฀
PERO฀UNA฀ACTITUD฀POSITIVA฀HACIA฀LA฀COMPRENSI�N฀DE฀TAREAS฀COMPLEJAS�

 — CUENTAN฀CON฀UNA฀VISI�N฀MÕS฀AMPLIA฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀QUE฀AFRONTA฀LA฀HUMANI

dad. 

!NTES฀DE฀LA฀REFORMA�฀PODEMOS฀DECIR฀TAMBI£N฀QUE฀LA฀TECNOLOG¤A฀NO฀TEN¤A฀EL฀IMPACTO฀
QUE฀TIENE฀EN฀ESTOS฀MOMENTOS�฀3E฀UTILIZABA฀EL฀RETROPROYECTOR฀Y฀LA฀CALCULADORA฀FUNDAMEN

TALMENTE�฀3E฀INICIABA฀EN฀ESE฀ENTONCES฀CON฀PAQUETES฀INFORMÕTICOS฀DE฀GEOMETR¤A฀DINÕMICA฀
�#ABRI
'£OMÞTRE�฀P�E�	�฀PERO฀LA฀TECNOLOG¤A฀EN฀GENERAL฀NO฀ERA฀UTILIZADA฀POR฀LOS฀PROFESORES฀
EN฀GRAN฀ESCALA�฀%N฀LA฀SIGUIENTE฀SECCI�N฀VEREMOS฀CON฀MÕS฀DETALLE฀QU£฀PAS�฀EN฀LA฀REFORMA฀
con respecto al uso de tecnología.

La tecnología en el desarrollo de competencias matemáticas en la 

formación de profesores de secundaria (edades de 12 a 16 años)

%N฀EL฀CASO฀DE฀1UEBEC�฀EL฀USO฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A฀EN฀EL฀AULA฀DE฀MATEMÕTICAS฀SE฀REFLEJA฀
EXPL¤CITAMENTE฀EN฀UNA฀DE฀LAS฀COMPETENCIAS฀TRANSVERSALES�฀EXPLOTAR฀LA฀INFORMACI�N�฀RESOL

VER฀PROBLEMAS�฀EJERCER฀UN฀JUICIO฀CR¤TICO�฀PONER฀EN฀PRÕCTICA฀SU฀PENSAMIENTO฀CREATIVO�฀
PROPORCIONAR฀M£TODOS฀DE฀TRABAJO฀EFICACES�฀explotar las tecnologías de la información y 

de la comunicación (TIC), actualizar su potencial, cooperar, comunicar de forma apro

piada. Esta competencia relativa a la tecnología hace referencia a: utilizar las tecnologías 
APROPIADAS�฀SACAR฀PROVECHO฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A�฀EVALUAR฀LA฀EFICACIDAD฀DE฀SU฀UTILIZACI�N�
%RA฀UN฀HECHO฀QUE฀LA฀PROPUESTA฀DEL฀MINISTERIO฀ERA฀DIF¤CIL฀DE฀IMPLEMENTAR฀EN฀EL฀AULA฀

DE฀MATEMÕTICAS�฀YA฀QUE฀ELLOS฀MISMOS฀MOSTRABAN฀CIERTA฀INGENUIDAD฀EN฀SUS฀ACERCAMIEN

TOS฀ANTES฀DE฀LA฀REFORMA�฀0OR฀EJEMPLO�฀EL฀MINISTERIO฀EN฀LA฀D£CADA฀DE฀LOS฀��฀�ANTES฀DE฀LA฀
REFORMA฀POR฀COMPETENCIAS	฀AFIRMABA฀LO฀SIGUIENTE�
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-IENTRAS฀QUE฀LA฀TECNOLOG¤A฀AFECTA฀A฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀SU฀USO�฀ES฀NECESARIO฀QUE฀LOS฀
ESTUDIANTES฀UTILICEN฀HÕBILMENTE฀LAS฀HERRAMIENTAS฀ELECTR�NICAS฀MODERNAS�฀x฀,A฀TECNOLOG¤A฀
NO฀GARANTIZA฀EL฀£XITO฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀EN฀MATEMÕTICAS�฀YA฀QUE฀LAS฀CALCULADORAS฀Y฀LOS฀
ORDENADORES�฀SON฀COMO฀EL฀PROCESADOR฀DE฀TEXTO฀PARA฀UN฀ESCRITOR�฀SON฀S�LO฀HERRAMIENTAS�฀
Sin embargo, la tecnología permite al estudiante adquirir y comprender nuevos con-

ceptos con mayor rapidez�฀�-INISTERIO฀DE฀%DUCACI�N฀DE฀1UEBEC�฀�����฀P�฀�	฀;%L฀£NFASIS฀
ES฀NUESTRO=

%STO฀MUESTRA฀LO฀QUE฀!RTIGUE฀SE¶ALABA฀EN฀EL฀�����฀ACERCA฀DEL฀desconocimiento de 
LOS฀PROCESOS฀DE฀INSTRUMENTACI�N฀E฀INSTRUMENTALIZACI�N฀DE฀LOS฀ARTEFACTOS฀TECNOL�GICOS�฀
Los investigadores, posterior al artículo de Artigue, han realizado una gran cantidad 

DE฀INVESTIGACIONES฀AL฀RESPECTO�฀Y฀LA฀LITERATURA฀EN฀ESTOS฀MOMENTOS�฀MUESTRA฀MUCHOS฀DE฀
LOS฀PROBLEMAS฀DE฀INSTRUMENTACI�N฀E฀INSTRUMENTALIZACI�N฀�4ROUCHE�฀����	฀EN฀EL฀AULA฀
DE฀MATEMÕTICAS�฀-IENTRAS฀LOS฀INVESTIGADORES฀AVANZABAN฀EN฀ENTENDER฀ESTOS฀PROCESOS�฀EL฀
MINISTERIO฀DE฀EDUCACI�N฀SORPRENDI�฀A฀LA฀COMUNIDAD฀DE฀ESTUDIANTES�฀PROFESORES฀E฀INVESTI

gadores, al impulsar la tecnología tanto en la escuela primaria como secundaria dotando 

LAS฀AULAS฀DE฀UN฀4ABLERO฀"LANCO฀)TERATIVO฀�SE฀ESTIMA฀UN฀4")฀POR฀CADA฀��฀ALUMNOS	�฀5NA฀
PREGUNTA฀QUE฀EMERGE฀DE฀INMEDIATO฀ES฀C�MO฀SE฀UTILIZA฀EL฀4")฀EN฀EL฀AULA฀DE฀MATEMÕTICAS฀
Y฀QU£฀PROPONEN฀LOS฀AUTORES฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀$E฀HECHO�฀EN฀ESTE฀DOCUMENTO�฀NOSOTROS฀
QUEREMOS฀SE¶ALAR฀LOS฀PROBLEMAS฀DEL฀USO฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A฀TOMANDO฀EN฀CONSIDERACI�N฀LAS฀
PROPUESTAS฀EXPL¤CITAS฀DEL฀MINISTERIO฀DE฀EDUCACI�N฀Y฀SU฀INTERPRETACI�N฀EN฀LOS฀LIBROS฀DE฀
TEXTO฀SOBRE฀UN฀TEMA฀ESPEC¤FICO฀Y฀SU฀RELACI�N฀CON฀EL฀USO฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A�฀%N฀GENERAL�฀
NUESTRO฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀1UEBEC฀NOS฀MUESTRAN฀QUE฀LA฀TECNOLOG¤A฀QUE฀SE฀
PROPONE�฀TIENE฀QUE฀VER฀CON�

 — APROPIACI�N฀DE฀INFORMACI�N฀PRESENTADA฀EN฀)NTERNET฀�EN฀GENERAL฀SIN฀ESPECIlCA

CI�N฀DEL฀SITIO฀WEB฀A฀CONSIDERAR	�

 — USO฀DE฀UN฀PROCESADOR฀DE฀PALABRAS฀Y฀DE฀CORREO฀ELECTR�NICO�
 — CALCULADORA฀CON฀PANTALLA฀GRÕlCA�
 — EXCEL�
 — USO฀DE฀PAQUETES฀DE฀GEOMETR¤A฀DINÕMICA฀�#ABRI
'£OMÞTRE฀Y฀MÕS฀RECIENTEMENTE฀
'EO'EBRA	�

 — USO฀DE฀APPLETS฀QUE฀SE฀ENCUENTRAN฀EN฀LA฀7EB�
%N฀LA฀SECCI�N฀SIGUIENTE฀NOS฀PROPONEMOS฀PROPORCIONAR฀UN฀EJEMPLO฀CONCRETO฀CON฀

ALGUNOS฀CONTENIDOS฀DE฀MATEMÕTICAS�฀BAJO฀VARIOS฀PUNTOS฀DE฀VISTA�
 — LO฀QUE฀LOS฀PROGRAMAS฀DE฀ESTUDIO฀PROPONEN�
 — LO฀QUE฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀PRESENTAN�
 — LO฀QUE฀PODEMOS฀ENCONTRAR฀EN฀)NTERNET�
 — propuestas remediales locales a esos contenidos.
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El Teorema de Pitágoras en la reforma y su tratamiento en los libros 

de texto

%L฀MINISTERIO฀DE฀EDUCACI�N�฀PROPONE฀EL฀SIGUIENTE฀CONTENIDO฀PARA฀EL฀TERCER฀A¶O฀DE฀
la escuela secundaria: Relación Pitagórica฀�-%,3�฀�����฀P�฀��	�฀%N฀LA฀DESCRIPCI�N฀
DE฀LOS฀PROGRAMAS฀DE฀ESTUDIO฀SE฀MENCIONA฀FRECUENTEMENTE฀LA฀RELACI�N฀DE฀0ITÕGORAS�฀LA฀
INTERPRETACI�N฀QUE฀ENCONTRAMOS฀EN฀LOS฀TEXTOS�฀ES฀POR฀EJEMPLO฀LA฀DE฀LA฀&IGURA฀�฀�6ISION�฀
VOL�฀��฀P�฀���฀Y฀UN฀SITIO฀WEB	�

Figura 1. Visión y http://www.alloprof.qc.ca/BV/Pages/vm1284.aspx

%L฀MINISTERIO฀ENFATIZA฀LA฀RELACI�N฀DE฀0ITÕGORAS�฀Y฀LOS฀AUTORES฀DE฀TEXTOS฀Y฀SITIOS฀WEB฀
DESTACAN฀ESTA฀RELACI�N฀DESDE฀UN฀PUNTO฀DE฀VISTA฀ALGEBRAICO�฀3I฀BIEN�฀ESTE฀ACERCAMIENTO฀
TIENE฀COMO฀OBJETIVO฀EL฀USO฀EFICIENTE฀�COMPETENCIA	฀DE฀UNA฀RELACI�N฀DE฀CORTE฀ALGEBRAICA฀
EN฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�฀LA฀PRESENTACI�N฀EXCLUYE฀PROCESOS฀VISUALES฀DE฀LA฀RELACI�N�฀
0ARECIERA฀QUE฀TANTO฀LAS฀AUTORIDADES฀EDUCATIVAS฀COMO฀AUTORES฀DE฀TEXTOS฀Y฀PRODUCTORES฀DE฀
SITIOS฀DE฀)NTERNET฀CONSIDEREN฀SUPERFLUO฀OTRO฀TIPO฀DE฀REPRESENTACI�N฀EN฀MATEMÕTICAS฀Y฀LA฀
IMPORTANCIA฀DE฀PASAR฀DE฀UNA฀REPRESENTACI�N฀A฀OTRA�฀2ECORDEMOS฀QUE฀EL฀MINISTERIO฀HA฀
TOMADO฀EN฀CONSIDERACI�N฀EL฀ACERCAMIENTO฀TE�RICO฀DE฀$UVAL฀SOBRE฀REPRESENTACIONES�฀!NTES฀
DE฀LA฀REFORMA�฀EN฀EL฀PROGRAMA฀CENTRADO฀EN฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�฀ERA฀EXPL¤CITO฀LOS฀
PROCESOS฀DE฀PASAR฀DE฀UNA฀REPRESENTACI�N฀A฀OTRA฀�INFLUENCIA฀DE฀*ANVIER�฀�����฀ENTRE฀OTROS	�
,OS฀AUTORES฀DEL฀MISMO฀TEXTO�฀PROPONEN฀EL฀USO฀DE฀#ABRI฀PARA฀VERIFICAR฀LA฀RELACI�N฀

PITAG�RICA฀DESDE฀UN฀PUNTO฀DE฀VISTA฀VISUAL฀Y฀NUM£RICO�฀!¶ADEN฀A฀SU฀USO฀DE฀TECNOLOG¤A�฀UNA฀
PREGUNTA฀PARA฀QUE฀EL฀ALUMNO฀GENERALICE฀LA฀RELACI�N�฀SI฀SE฀UTILIZA฀UN฀TRIÕNGULO฀RECTÕNGULO฀
Y฀SE฀CONSTRUYEN฀HEXÕGONOS฀REGULARES฀SOBRE฀LOS฀LADOS�฀zPODEMOS฀ESTABLECER฀UNA฀RELACI�N฀
ENTRE฀LAS฀ÕREAS฀DE฀LOS฀HEXÕGONOS�฀
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Figura 2. Libro de texto: Vision (p. 36).

3I฀BIEN฀SE฀INTENTA฀PROMOVER฀EL฀PASO฀DE฀UNA฀REPRESENTACI�N฀A฀OTRA�฀QUEDAN฀OLVIDADOS฀
ASPECTOS฀IMPORTANTES฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀COMO�฀ANTICIPACI�N�฀CONJETURA�฀
SENSIBILIDAD฀A฀LA฀CONTRADICCI�N฀Y฀PROCESOS฀DE฀VALIDACI�N฀�3ABOYA�฀"EDNARZ฀Y฀(ITT�฀����	�
5N฀ASPECTO฀IMPORTANTE฀QUE฀SE¶ALAN฀LAS฀AUTORIDADES฀EDUCATIVAS฀ES฀SOBRE฀LA฀IMPOR


TANCIA฀DE฀INCLUIR฀ASPECTOS฀HIST�RICOS฀RELACIONADOS฀CON฀LOS฀CONTENIDOS฀DE฀MATEMÕTICAS฀
TRATADOS฀EN฀EL฀AULA�฀,O฀QUE฀ENCONTRAMOS฀EN฀LOS฀TEXTOS฀ES฀EL฀USO฀DE฀CÕPSULAS฀HIST�RICAS฀
AISLADAS฀QUE฀NO฀TIENEN฀UN฀ROL฀PREPONDERANTE฀EN฀SU฀ACERCAMIENTO฀A฀LOS฀CONTENIDOS฀TRATADOS�฀
Enseguida enfatizamos este aspecto.

Las representaciones visuales y sus consecuencias en el aprendizaje y desarrollo 
de competencias matemáticas

%S฀IMPORTANTE฀OBSERVAR฀QUE฀UN฀HISTORIADOR฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀3ZAB�฀�����	฀SE¶ALA฀
QUE฀EN฀LA฀£POCA฀DE฀ORO฀DE฀LOS฀GRIEGOS�฀Y฀PRECISAMENTE฀EN฀LOS฀%LEMENTOS฀DE฀%UCLIDES฀
�SIGLO฀iii฀A�฀#�	�฀SE฀DIO฀UN฀CAMBIO฀RADICAL฀DE฀LA฀PRESENTACI�N฀DE฀LA฀MATEMÕTICA฀PARA฀DAR฀
inicio a una ciencia deductiva, en donde es notoria la tendencia a evadir las represen

taciones visuales.
3ZAB�฀�)DEM	�฀NOS฀MUESTRA฀LA฀IMPORTANCIA฀DE฀LA฀MATEMÕTICA฀GRIEGA฀Y฀LOS฀ESFUERZOS฀

PARA฀CONSTRUIR฀UNA฀MATEMÕTICA฀FUNDADA฀EN฀DEFINICIONES฀Y฀AXIOMAS�฀,A฀MATEMÕTICA�฀
SIGUIENDO฀UN฀PRINCIPIO฀DE฀NO฀CONTRADICCI�N�฀SE฀VE฀EN฀LA฀NECESIDAD฀DE฀BASAR฀SU฀FUNDA

MENTACI�N฀A฀LA฀MANERA฀COMO฀LA฀INICIARON฀LOS฀GRIEGOS�฀Y฀LAS฀SUBSECUENTES฀FORMALIZACIONES฀
QUE฀HA฀TENIDO฀A฀TRAV£S฀DE฀LA฀HISTORIA�฀3IN฀EMBARGO�฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀
SE฀DEBE฀PRIORIZAR฀EL฀DESCUBRIMIENTO�฀LA฀ANTICIPACI�N�฀LA฀CONJETURA�฀LA฀SENSIBILIDAD฀A฀LA฀
CONTRADICCI�N฀Y฀LOS฀PROCESOS฀DE฀VALIDACI�N�฀
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(AGAMOS฀UN฀POCO฀DE฀HISTORIA�฀"USCANDO฀EN฀LAS฀TABLETAS฀BABIL�NICAS฀QUE฀CONOCEMOS�฀
CONTAMOS฀CON฀LA฀TABLETA฀DE฀LA฀&IGURA฀��฀QUE฀QUEREMOS฀RELACIONAR฀CON฀EL฀-ENON฀DE฀0LAT�N฀
����฀A฀���฀A�#�	�

Figura 3. Tableta babilónica y posibles dibujos sobre la arena en el Menon de Platón.

,A฀TABLETA฀Y฀LAS฀POSIBLES฀FIGURAS฀DEL฀-ENON฀EN฀RELACI�N฀A฀LA฀ TEOR¤A฀DE฀3�CRATES฀
SOBRE฀LA฀REMINISCENCIA฀�REDUCI£NDOLA฀A฀UNAS฀PALABRAS�฀ESTIPULA฀QUE฀TODO฀LO฀SABEMOS�฀
SOLAMENTE฀ES฀NECESARIO฀CONTAR฀CON฀PREGUNTAS฀ADECUADAS฀PARA฀RECORDAR฀ALG¢N฀CONTENIDO	�฀
3IN฀DISCUTIR฀EN฀ESTE฀DOCUMENTO฀SOBRE฀ESTA฀TEOR¤A�฀LO฀QUE฀QUEREMOS฀SE¶ALAR฀ES฀EL฀USO฀DE฀
LAS฀PROBABLES฀FIGURAS฀DIBUJADAS฀EN฀LA฀ARENA�฀,AS฀CUALES�฀TIENEN฀RELACI�N฀DIRECTA฀EN฀LA฀
RESOLUCI�N฀DEL฀PROBLEMA฀DE฀LA฀DUPLICACI�N฀DE฀UN฀CUADRADO฀Y฀FIGURAS฀CONOCIDAS฀DESDE฀
£POCAS฀MUY฀REMOTAS฀�&IGURA฀�	�

Figura 4. Posible dibujo sobre la arena y su relación con el Teorema de Pitágoras.

4ODO฀PARECE฀INDICAR฀QUE฀EL฀DESCUBRIMIENTO฀DEL฀4EOREMA฀DE฀0ITÕGORAS�฀SEGURAMENTE฀
TUVO฀QUE฀VER฀CON฀UN฀TRIÕNGULO฀RECTÕNGULO฀IS�SCELES�฀ANTES฀DE฀LLEGAR฀AL฀ENUNCIADO฀QUE฀SE฀
ENCUENTRA฀EN฀LOS฀%LEMENTOS฀DE฀%UCLIDES฀�&IGURA฀�	�
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Figura 5. Teorema 33, proposición 47 de los Elementos de Euclides.

,A฀REPRESENTACI�N฀VISUAL฀DE฀%UCLIDES�฀PERMITE฀REALIZAR฀UN฀SEGUIMIENTO฀DE฀LA฀DEMOS

TRACI�N฀Y฀EN฀ESTE฀CASO�฀LA฀REPRESENTACI�N฀INTENTA฀MOSTRAR�฀iUN฀CASO฀GENERAL฀CUALQUIERAw�฀
#OMO฀LO฀AFIRMA฀3ZAB�฀�)DEM	�฀SI฀REALIZÕRAMOS฀UN฀ANÕLISIS฀DE฀LA฀HISTORIA฀DE฀LAS฀MATEMÕ

TICAS฀SOBRE฀EL฀ROL฀DE฀LAS฀REPRESENTACIONES฀VISUALES�฀NOS฀PODR¤AMOS฀PERCATAR฀DE฀LA฀ENORME฀
IMPORTANCIA฀QUE฀HAN฀TENIDO฀EN฀EL฀DESCUBRIMIENTO฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀ANTES฀DE฀LLEGAR฀A฀
Euclides.
%STE฀EJEMPLO฀NOS฀MUESTRA฀QUE฀FALTA฀MUCHO฀PARA฀EQUILIBRAR฀UN฀PROGRAMA฀POR฀COMPE


TENCIAS�฀LO฀QUE฀SE฀ENCUENTRA฀EN฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀Y฀LO฀QUE฀SUGIEREN฀LOS฀INVESTIGADORES�

¿Cómo la UQAM realiza la formación de profesores de matemáticas 

para la escuela secundaria, y en particular sobre el uso de tec-

nología?

A finales del siglo pasado, un grupo de profesores de la UQAM se dieron a la 
TAREA฀DE฀CONSTRUIR฀VARIOS฀CURSOS฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀AMBIENTES฀
TECNOL�GICOS�฀#OMO฀LO฀SE¶ALAMOS฀EN฀LA฀4ABLA฀)�฀ LA฀LICENCIATURA฀EN฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀
MATEMÕTICAS฀SE฀REALIZA฀EN฀�฀A¶OS�฀,A฀OBTENCI�N฀DE฀SU฀DIPLOMA฀LES฀PERMITE฀EJERCER฀SU฀
PROFESI�N฀EN฀LA฀ESCUELA฀SECUNDARIA฀�EDADES฀DE฀��฀A฀��฀A¶OS	�฀,OS฀ESTUDIANTES฀SE฀FORMAN฀
en 4 áreas generales:

 — &ORMACI�N฀DISCIPLINAR฀���฀CURSOS	�
 — &ORMACI�N฀PSICOPEDAG�GICA฀Y฀CLIENTELAS฀PARTICULARES฀���฀CURSOS	�
 — &ORMACI�N฀DIDÕCTICA฀���฀CURSOS	�
 — &ORMACI�N฀PRÕCTICA฀��฀ESTANCIAS฀FRENTE฀A฀UN฀GRUPO฀EN฀UNA฀ESCUELA฀SECUNDARIA	�

Entre los cursos antes mencionados, 4 de entre ellos tienen un acercamiento tec

NOL�GICO�
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 — MAT1812: Programas profesionales en la enseñanza de las matemáticas I,
 — -!4�����฀!PLICACIONES฀ PEDAG�GICAS฀ DE฀ LA฀ INFORMÕTICA฀ EN฀ LA฀ ENSE¶ANZA฀ Y฀
APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�

 — MAT3812: Programas profesionales en la enseñanza de las matemáticas II,
 — -!4�����฀%XPLORACIONES฀MATEMÕTICAS฀CON฀LA฀AYUDA฀DE฀LA฀INFORMÕTICA�

$OS฀DE฀ESOS฀CURSOS฀TIENEN฀UN฀ACERCAMIENTO฀DE฀APROPIACI�N฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A฀Y฀MANERAS฀
DE฀APLICARLA฀-!4����฀Y฀-!4�����฀SU฀CONTENIDO฀TIENE฀QUE฀VER฀CON฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀
PROCESADORES฀DE฀PALABRAS�฀%XCEL�฀'EO'EBRA฀Y฀ELEMENTOS฀DE฀PROGRAMACI�N฀6ISUAL฀"ASIC฀Y฀
(4,-�฀%N฀CAMBIO�฀LOS฀OTROS฀DOS฀CURSOS฀-!4����฀Y฀-!4�����฀TIENEN฀UN฀ACERCAMIENTO฀
INVERSO�฀SE฀PLANTEAN฀PROBLEMAS฀Y฀SITUACIONES฀PROBLEMAS฀�POR฀PARTE฀DE฀LOS฀PROFESORES฀O฀
POR฀ELLOS฀MISMOS	฀Y฀LO฀QUE฀SE฀REQUIERE฀ES฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀SELECCIONEN฀LA฀TECNOLOG¤A฀
pertinente como una herramienta para resolver lo planteado.

En el primer semestre de sus estudios ligado a la tecnología, se les propone, por 

EJEMPLO�฀QUE฀REALICEN฀UN฀ANUNCIO฀�POSTER	฀CON฀LAS฀HERRAMIENTAS฀TECNOL�GICAS฀�7ORD฀Y฀
PROGRAMACI�N฀CON฀6ISUAL฀"ASIC฀LIGADO฀A฀UN฀PAQUETE฀,ANGAGE'RAPHIQUE	฀QUE฀HAN฀LLEVADO฀
EN฀LAS฀PRIMERAS฀�฀SEMANAS฀�VER฀&IGURA฀�	�

 Figura 6. Primeras actividades con tecnología de un profesor en formación.

#ON฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀ESTE฀NIVEL฀��ER฀SEMESTRE฀DE฀SUS฀ESTUDIOS	�฀NO฀SE฀DISCUTE฀EL฀
ART¤CULO฀DE฀3ZAB�฀�)DEM	�฀SOLAMENTE฀SE฀LES฀SOLICITA฀REALIZAR฀UN฀ACERCAMIENTO฀VISUAL฀AL฀
4EOREMA฀DE฀0ITÕGORAS฀UTILIZANDO฀HERRAMIENTAS฀TECNOL�GICAS�฀#OMO฀LO฀SE¶ALAMOS฀ANTES�฀
LOS฀ESTUDIANTES฀EN฀SU฀PRIMER฀CURSO฀APRENDEN฀A฀APLICAR฀CON฀PROBLEMAS฀ESPEC¤FICOS�฀EL฀
USO฀DE฀UN฀PROCESADOR฀DE฀PALABRAS฀�7ORD	�฀%XCEL฀Y฀UNA฀INTRODUCCI�N฀A฀6ISUAL฀"ASIC฀EN฀
UN฀CONTEXTO฀DE฀UN฀APPLET฀�,ANGAGE'RAPHIQUE	�฀'EO'EBRA฀Y฀'EO'EBRA฀#!3�฀5NA฀VEZ฀
INTRODUCIDA฀LA฀IMPORTANCIA฀DE฀LOS฀ASPECTOS฀VISUALES฀PARA฀EL฀DESCUBRIMIENTO฀DE฀CONCEPTOS฀
Y฀RELACIONES฀MATEMÕTICAS�฀SE฀HACE฀EXPL¤CITO฀QUE฀UN฀ACERCAMIENTO฀VISUAL฀TIENE฀LIMITACIO

NES�฀SE฀LES฀SOLICITA฀PRESENTAR฀LA฀DEMOSTRACI�N฀VISUAL฀DE฀QUE฀������฀SEG¢N฀LA฀PROPOSICI�N฀
DE฀#ARRROL฀�����	�
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Figura 7. Primeras actividades con tecnología de un profesor en formación.

5NA฀VEZ฀QUE฀LOS฀PROFESORES฀EN฀FORMACI�N฀SON฀CONSCIENTES฀DE฀LA฀IMPORTANCIA฀DE฀LOS฀
ACERCAMIENTOS฀VISUALES฀Y฀DE฀LAS฀LIMITACIONES฀DE฀ESTOS฀PROCESOS฀PARA฀SER฀CONSIDERADOS฀
COMO฀PRUEBAS�฀SE฀LES฀EXAMINA฀EN฀UN฀LABORATORIO�฀DONDE฀DEBEN฀RESOLVER฀PROBLEMAS฀ESPE

C¤FICOS฀CON฀LAS฀HERRAMIENTAS฀TRATADAS฀EN฀EL฀CURSO�฀%N฀ESTOS฀EXÕMENES�฀SE฀HACE฀REFERENCIA฀
EXPL¤CITA฀A฀LA฀TECNOLOG¤A฀QUE฀DEBE฀UTILIZAR฀PARA฀RESOLVER฀UN฀PROBLEMA฀PLANTEADO�

Modelación matemática y competencias en la resolución de situacio-

nes problema

%N฀EL฀SEGUNDO฀CURSO฀SOBRE฀TECNOLOG¤A�฀ LOS฀ESTUDIANTES฀SON฀INVITADOS฀A฀CONOCER฀
CARACTER¤STICAS฀DEL฀PROGRAMA฀DE฀ESTUDIOS฀EN฀SECUNDARIA�฀ANALIZANDO฀CONTENIDOS฀Y฀SU฀
PRESENTACI�N฀EN฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀%S฀AQU¤฀EN฀DONDE฀LOS฀ALUMNOS฀DISCUTEN฀SOBRE฀EJERCICIOS�฀
PROBLEMAS฀Y฀SITUACIONES฀PROBLEMA�฀!S¤�฀SE฀LES฀SOLICITA฀LA฀TRANSFORMACI�N฀DE฀EJERCICIOS฀EN฀
SITUACIONES฀PROBLEMA�฀0OR฀EJEMPLO�฀EN฀UN฀MANUAL฀ESCOLAR฀�0OINT฀DE฀6UE฀-ATH£MATIQUE�฀
��฀A¶O�฀6OL�฀��฀P�฀���	�฀SE฀SOLICITA฀LO฀MOSTRADO฀EN฀LA฀&IGURA฀��

Figura 8. ¿Cuál es la cantidad máxima de líquido en el recipiente?

%STE฀EJERCICIO฀REQUIERE฀DEL฀CÕLCULO฀DE฀LA฀ALTURA฀DEL฀CONO�฀Y฀APLICACI�N฀DE฀F�RMULAS฀
SOBRE฀EL฀VOLUMEN฀DE฀UNA฀MEDIA฀ESFERA�฀VOLUMEN฀DE฀UN฀CILINDRO฀Y฀DE฀UN฀CONO�฀0OR฀EL฀
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CONTRARIO�฀DENTRO฀DE฀LOS฀CURSOS฀DE฀TECNOLOG¤A�฀LOS฀ESTUDIANTES฀AL฀HABER฀TRABAJADO฀CON฀
'EO'EBRA฀SE฀LES฀INVITA฀A฀TRANSFORMAR฀EL฀EJERCICIO฀EN฀UN฀PROBLEMA฀EN฀FORMA฀DINÕMICA฀
�VER฀&IGURA฀�	�

Figura 9. Transformación de un ejercicio en un problema.

%L฀CURRICULUM฀DE฀MATEMÕTICAS฀POR฀COMPETENCIAS฀Y฀CENTRADO฀EN฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀SITUA

CIONES฀PROBLEMA฀TRAJO฀CONSIGO฀EL฀IMPULSO฀DE฀LA฀MODELACI�N฀MATEMÕTICA�฀%N฀ALGUNOS฀DE฀
LOS฀MANUALES฀ESCOLARES�฀LOS฀PROCESOS฀DE฀MODELACI�N฀ES฀CENTRAL�฀3IN฀EMBARGO�฀LA฀TECNOLOG¤A฀
SUGERIDA฀EN฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀ESTÕ฀MUY฀LEJOS฀DE฀SER฀UN฀APOYO฀REAL฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀
MATEMÕTICAS�฀,OS฀PROFESORES฀DE฀LA฀51!-�฀EN฀SU฀PROGRAMA฀DE฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀
CONSIDERA฀QUE฀LOS฀PROCESOS฀DE฀MODELACI�N฀MATEMÕTICA฀SON฀ESENCIALES�฀!S¤�฀UNA฀VEZ฀QUE฀
LOS฀ALUMNOS฀SON฀COMPETENTES฀EN฀EL฀USO฀DE฀'EO'EBRA�฀SE฀LES฀SOLICITA฀REALIZAR฀EXPERIMENTOS฀
EN฀EQUIPO฀�PROYECTOS	฀REALIZANDO฀UN฀VIDEO฀Y฀SU฀ANÕLISIS฀CON฀EL฀PAQUETE฀4RACKER฀�VER฀&IGURA฀
��	฀PARA฀LA฀TOMA฀DE฀DATOS�฀%SOS฀DATOS฀SE฀COPIAN฀DIRECTAMENTE฀EN฀UNA฀TABLA฀DE฀'EO'EBRA�฀
Y฀LOS฀ALUMNOS฀SE฀INICIAN฀AS¤�฀EN฀LOS฀PROCESOS฀DE฀LA฀MODELACI�N฀MATEMÕTICA�฀QUE฀SON฀MUY฀
IMPORTANTES฀EN฀UN฀PROGRAMA฀POR฀COMPETENCIAS฀Y฀RESOLUCI�N฀DE฀SITUACIONES฀PROBLEMA�

Figura 10. Tracker y GeoGebra combinados  
(datos de una persona en movimiento, tiempo frente a distancia recorrida).
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Formación de másters y su relación con el uso de tecnología

Los estudiantes de licenciatura, una vez terminados sus estudios, pueden continuar 
CON฀UNO฀DE฀LOS฀TRES฀TIPOS฀DE฀MÕSTER�฀5NO฀QUE฀LLEVA฀AL฀ESTUDIANTE฀HACIA฀LA฀INVESTIGACI�N฀Y฀
ENTONCES฀TIENE฀COMO฀OBJETIVO฀PREPARARLO฀HACIA฀UN฀DOCTORADO฀EN฀DIDÕCTICA฀DE฀LAS฀MATE

MÕTICAS�฀%STA฀OPCI�N฀SOLICITA฀UNA฀MEMORIA฀�O฀TESIS฀NIVEL฀MAESTR¤A	฀QUE฀LO฀PREPARA฀HACIA฀
LA฀INVESTIGACI�N�฀/TRA฀OPCI�N฀ES฀UNA฀MEMORIA฀PROFESIONAL฀�ELLO฀IMPLICA฀QUE฀EL฀ESTUDIANTE฀
LLEVE฀MÕS฀CURSOS฀Y฀REALICE฀UN฀DOCUMENTO฀DE฀INVESTIGACI�N฀DE฀LIMITADA฀ENVERGADURA	�฀,A฀
TERCERA฀OPCI�N฀ES฀PARA฀AQUELLOS฀QUE฀HAN฀REALIZADO฀ESTUDIOS฀EN฀OTRA฀RAMA฀CIENT¤FICA฀Y฀QUE฀
SON฀PROFESORES฀SUPLENTES฀DE฀MATEMÕTICAS�฀PERO฀QUE฀NO฀TIENEN฀FORMALMENTE฀EL฀DIPLOMA฀
QUE฀LES฀PERMITE฀TENER฀UN฀EMPLEO฀FIJO฀�ESTA฀OPCI�N฀NO฀TIENE฀MEMORIA�฀VER฀MÕS฀ADELANTE	�฀
%S฀EL฀CASO฀DE฀MUCHOS฀EXTRANJEROS฀QUE฀TIENEN�฀POR฀EJEMPLO�฀UN฀DIPLOMA฀DE฀INGENIER¤A฀
Y฀QUE฀EJERCEN฀COMO฀PROFESORES฀SUPLENTES฀EN฀MATEMÕTICAS฀EN฀1UEBEC�฀LA฀MAESTR¤A฀EN฀
ENSE¶ANZA฀SECUNDARIA฀CON฀OPCI�N฀EN฀MATEMÕTICAS฀LES฀PERMITE฀OBTENER฀UN฀DIPLOMA฀Y฀EL฀
permiso respectivo para poder aplicar a un puesto definitivo. En esta maestría no es 

NECESARIO฀REALIZAR฀UNA฀MEMORIA�฀PERO฀INCLUYE฀MÕS฀CURSOS฀Y�฀ADEMÕS฀EN฀ESTA฀OPCI�N�฀ES฀
OBLIGATORIO฀REALIZAR฀ESTANCIAS฀DE฀PRÕCTICAS฀FRENTE฀A฀UN฀GRUPO฀QUE฀SON฀EVALUADAS�

En estos cursos de maestría, dependiendo del curso, el uso de tecnología puede 

SER฀EXIGIDO�฀0OR฀EJEMPLO�฀EN฀UN฀CURSO฀SOBRE฀DIDÕCTICA฀DE฀LA฀FUNCI�N฀�EN฀EL฀PROGRAMA฀
DE฀MAESTR¤A฀CON฀MEMORIA฀O฀TESIS	�฀LOS฀ESTUDIANTES฀ANALIZAN฀ART¤CULOS฀DE฀INVESTIGACI�N฀Y฀
DESARROLLAN฀TRABAJOS฀SOBRE฀ESE฀CONTENIDO�฀QUE฀EN฀ALGUNOS฀CASOS฀INCLUYE฀LA฀TECNOLOG¤A�฀%N฀
ESE฀TIPO฀DE฀CURSO�฀POR฀EJEMPLO�฀LOS฀ESTUDIANTES฀HAN฀SELECCIONADO฀Y฀ANALIZADO฀ART¤CULOS฀
DE฀$UVAL฀������฀����	�฀DE฀!RCAVI฀Y฀(ADAS฀�����	฀Y฀DE฀(ITT฀Y฀'ONZÕLEZ
-ART¤N฀�����	�฀
ENTRE฀OTROS฀MUCHAS฀LECTURAS�฀,OS฀ESTUDIANTES฀DECIDEN฀PRESENTAR฀UN฀TRABAJO฀QUE฀RELACIONE฀
SUS฀LECTURAS฀Y฀UNA฀PROPUESTA฀DE฀ENSE¶ANZA฀SOBRE฀EL฀CONCEPTO฀DE฀FUNCI�N�฀%L฀EJEMPLO฀
QUE฀PRESENTAMOS฀A฀CONTINUACI�N�฀FUE฀DESARROLLADO฀POR฀4RAMBLAY฀Y฀/UELLET฀������฀DOCU

MENTO฀INTERNO฀NO฀PUBLICADO	�฀%N฀ESE฀TRABAJO�฀ESTOS฀DOS฀ESTUDIANTES฀HAN฀TOMADO฀COMO฀
REFERENCIA฀TE�RICA฀EL฀TRABAJO฀DE฀$UVAL฀Y฀EL฀DE฀(ITT฀Y฀'ONZÕLEZ
-ART¤N�฀PROPONIENDO฀UN฀
ACERCAMIENTO฀CUALITATIVO฀AL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀REPRESENTACIONES฀GRÕFICAS฀DE฀LAS฀FUNCIONES฀
EN฀UN฀CONTEXTO฀DE฀UNA฀SITUACI�N฀PROBLEMA�฀$EL฀MARCO฀TE�RICO฀DE฀$UVAL�฀LOS฀ESTUDIANTES฀
HAN฀ELEGIDO฀LOS฀CONCEPTOS฀TE�RICOS฀SOBRE�

 — UNIDADES฀ SIGNIlCATIVAS฀ DE฀ UNA฀ REPRESENTACI�N฀ GRÕlCA฀ Y฀ SU฀ RELACI�N฀ CON฀ LAS฀
RESPECTIVAS฀UNIDADES฀SIMB�LICAS�

 — REGISTROS฀DE฀REPRESENTACI�N฀Y฀LA฀IMPORTANCIA฀DE฀LOS฀PROCESOS฀DE฀CONVERSI�N�
$EL฀TRABAJO฀DE฀(ITT฀Y฀'ONZÕLEZ
-ART¤N�฀ELLOS฀HAN฀SELECCIONADO฀LA฀PARTE฀DE฀ENSE


¶ANZA฀EN฀UN฀MEDIO฀EN฀COLABORACI�N฀�M£TODO฀!#/$%3!	�฀,A฀LECTURA฀DE฀LOS฀ART¤CULOS฀
DE฀INVESTIGACI�N฀Y฀EN฀PARTICULAR฀LOS฀ARRIBA฀MENCIONADOS�฀LES฀HA฀PERMITIDO฀A฀ESTE฀PAR฀DE฀
ESTUDIANTES฀ELABORAR฀UNA฀ACTIVIDAD฀EN฀UN฀MEDIO฀DE฀PAPEL฀Y฀LÕPIZ฀Y฀TECNOLOG¤A�฀%LLOS฀PRO

PONEN฀LA฀LECTURA฀DE฀UNA฀PÕGINA฀�VER฀&IGURA฀��	฀PARA฀PONER฀AL฀ESTUDIANTE฀EN฀EL฀CONTEXTO฀
DE฀LA฀SITUACI�N฀PROBLEMA฀ANTES฀DE฀LA฀DISCUSI�N฀EN฀EQUIPO฀Y฀GRAN฀GRUPO�
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#ONTEXTO�฀5N฀EQUIPO฀DE฀CIENT¤FICOS฀OBSERVARON฀LO฀SIGUIENTE�
i5N฀#ORVETTE฀AZUL฀ESTÕ฀PARADO฀FRENTE฀A฀UN฀SEMÕFORO฀QUE฀CAMBIA฀A฀VERDE�฀%NTONCES�฀EL฀#ORVETTE฀

ARRANCA฀Y฀COMIENZA฀A฀ACELERAR�฀UN฀9ARIS฀ROJO฀LLEGA฀JUSTO฀AL฀SEMÕFORO฀CUANDO฀CAMBIA฀A฀VERDE�฀CONTI

NUANDO฀CON฀LA฀VELOCIDAD฀QUE฀LLEVABA฀Y฀PASANDO฀AL฀#ORVETTE�

!฀CONTINUACI�N฀PRESENTAMOS฀LAS฀VARIABLES฀QUE฀HAN฀SIDO฀IDENTIFICADAS�
El tiempo, la distancia recorrida por cada auto, la distancia entre los autos, la velocidad de cada 

AUTO�฀LA฀DISTANCIA฀QUE฀SEPARA฀EL฀AUTO฀DE฀LA฀GRAN฀TIENDA�
,OS฀CIENT¤FICOS฀HAN฀PRODUCIDO฀�฀GRÕFICAS�฀3IN฀EMBARGO�฀ELLOS฀HAN฀OLVIDADO฀IDENTIFICAR฀LOS฀EJES฀

DE฀ACUERDO฀A฀CADA฀GRÕFICA�฀z0UEDES฀AYUDARLES�
)DENTIFICA฀EN฀CADA฀UNA฀DE฀LAS฀RELACIONES฀LA฀VARIABLE฀INDEPENDIENTE฀Y฀LA฀VARIABLE฀DEPENDIENTE�

Figura 11. Presentación de la situación.

5NA฀VEZ฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀REALIZAN฀UNA฀LECTURA฀INDIVIDUAL฀Y฀PROPONEN฀DIFERENTES฀
VARIABLES฀PARA฀CADA฀REPRESENTACI�N฀GRÕFICA�฀PASAN฀A฀UNA฀DISCUSI�N฀EN฀EQUIPO�฀EN฀DONDE฀
SE฀PROMUEVE฀LA฀DISCUSI�N�฀LA฀ANTICIPACI�N�฀LA฀CONJETURA�฀LA฀SENSIBILIDAD฀A฀LA฀CONTRADICCI�N฀
Y฀PROCESOS฀DE฀VALIDACI�N�฀%NSEGUIDA฀SE฀LES฀PERMITE฀UTILIZAR฀UN฀MICROMUNDO฀ELABORADO฀
POR฀ELLOS฀CON฀'EO'EBRA�฀PARA฀CONTINUAR฀LA฀DISCUSI�N฀Y฀LA฀REFLEXI�N฀�VER฀&IGURA฀��	�
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Figura 12. Micromundo realizado con GeoGebra para la lectura de gráficas.

2EGRESANDO฀A฀LOS฀ASPECTOS฀GENERALES฀DE฀NUESTRO฀PROGRAMA฀DE฀LICENCIATURA฀�VER฀SEC

CI�N฀�฀DE฀ESTE฀DOCUMENTO	�฀LA฀PARTE฀PRÕCTICA฀DE฀LOS฀PROFESORES฀EN฀FORMACI�N฀ES฀EVALUADA�฀
(EMOS฀TENIDO฀OPORTUNIDAD฀DE฀ESTAR฀EN฀ALGUNAS฀PRÕCTICAS฀DE฀ALGUNOS฀ESTUDIANTES฀QUE฀SON฀
ENTUSIASTAS฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A฀Y฀QUE฀TIENEN฀GRUPOS฀EN฀DONDE฀UTILIZAN฀EL฀4")�฀(EMOS฀PODIDO฀
COMPROBAR฀QUE฀ALGUNOS฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀UTILIZAN฀EL฀4")฀COMO฀PIZARR�N฀CLÕSICO฀PARA฀
ESCRIBIR�฀PERO฀HACE฀FALTA฀MOTIVARLOS฀MÕS฀PARA฀QUE฀REALICEN฀UN฀USO฀EFICIENTE฀DE฀LA฀TECNO

LOG¤A฀EN฀EL฀AULA�฀%S฀CIERTO฀QUE฀ESTOS฀FUTUROS฀PROFESORES฀TIENEN฀QUE฀SEGUIR฀EL฀PROGRAMA฀DE฀
ESTUDIOS฀Y฀EL฀LIBRO฀DE฀TEXTO฀QUE฀SE฀HA฀ELEGIDO฀EN฀LA฀INSTITUCI�N฀Y฀LES฀QUEDA฀POCO฀TIEMPO฀
PARA฀DEDICARLO฀A฀PREPARAR฀UNA฀CLASE฀EN฀UN฀AMBIENTE฀TECNOL�GICO฀RICO�฀)NCLUSO�฀PODEMOS฀
DECIR฀QUE฀EL฀4")฀EN฀GENERAL฀ESTÕ฀MAL฀COLOCADO�฀EN฀MEDIO฀DEL฀AULA�฀DEJANDO฀EL฀PIZARR�N฀
CLÕSICO฀POR฀DETRÕS�฀_%LLO฀PARECE฀PROMOVER฀EL฀USO฀DEL฀4")฀COMO฀SIMPLE฀PIZARR�N�฀

 Figura 13. Uso del TBI en el aula de matemáticas.
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A modo de reflexión

$E฀ACUERDO฀CON฀(OWSON฀Y฀7ILSON฀�����	�฀UN฀ANÕLISIS฀CURRICULAR฀DEBE฀REALIZARSE฀CON

SIDERANDO฀LOS฀PROGRAMAS฀DE฀ESTUDIO฀Y฀MATERIALES฀DIDÕCTICOS�฀LO฀QUE฀EL฀PROFESOR฀ENSE¶A�฀Y฀LO฀
QUE฀EL฀ALUMNO฀APRENDE�฀DESDE฀ESE฀PUNTO฀DE฀VISTA฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀CURRICULAR�฀EN฀1UEBEC฀
SE฀CUENTA฀CON฀LA฀INFORMACI�N฀DE฀PROGRAMAS฀DE฀ESTUDIO�฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀Y฀SITIOS฀DE฀)NTERNET�฀
NO฀SE฀SABE฀MUCHO฀SOBRE฀LO฀QUE฀EL฀PROFESOR฀ENSE¶A฀UTILIZANDO฀MEDIOS฀TECNOL�GICOS�฀NI฀LO฀
QUE฀EL฀ESTUDIANTE฀APRENDE�฀.OSOTROS฀SABEMOS฀LO฀QUE฀NUESTROS฀ESTUDIANTES฀EN฀FORMACI�N฀
APRENDEN�฀Y฀CONTAMOS฀CON฀POCA฀INFORMACI�N฀DEL฀USO฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A฀QUE฀EL฀PROFESOR฀
REALIZA฀EN฀EL฀AULA�฀SIN฀EMBARGO�฀COMO฀LO฀HEMOS฀SE¶ALADO�฀LAS฀AUTORIDADES฀EDUCATIVAS฀LE฀
HAN฀OTORGADO฀UNA฀GRAN฀IMPORTANCIA฀AL฀USO฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A�฀,AS฀UNIVERSIDADES฀QUE฀TIENEN฀
A฀SU฀CARGO฀LA฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS�฀REALIZAN฀ESFUERZOS฀PARA฀RESOLVER฀
ESTE฀PROBLEMA�฀#REEMOS฀QUE฀AUTORIDADES฀EDUCATIVAS฀E฀INVESTIGADORES฀DEBEN฀CONSIDERAR฀
POL¤TICAS฀OBJETIVAS฀PARA฀LA฀DIFUSI�N฀PERMANENTE฀DE฀LOS฀RESULTADOS฀DE฀INVESTIGACI�N฀QUE฀
VAYAN฀EN฀APOYO฀DEL฀PROFESOR฀DE฀MATEMÕTICAS฀EN฀EJERCICIO�฀
#OMO฀LO฀HEMOS฀SE¶ALADO฀ANTES�฀EL฀PROGRAMA฀POR฀COMPETENCIAS฀EMPEZ�฀DESDE฀EL฀

�����฀$ESPU£S฀DE฀D£CADA฀Y฀MEDIA�฀SER¤A฀CONVENIENTE฀CONTAR฀CON฀DATOS฀MÕS฀PRECISOS฀
SOBRE฀LAS฀MANERAS฀DE฀ENSE¶AR฀DEL฀PROFESOR฀Y฀DE฀LOS฀RESULTADOS฀DE฀APRENDIZAJE฀DE฀LOS฀
ALUMNOS�฀#ON฀RESPECTO฀A฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀UNA฀VEZ฀QUE฀YA฀HAN฀SIDO฀UTILIZADOS฀DURANTE฀
MÕS฀DE฀UNA฀D£CADA�฀SER¤A฀CONVENIENTE฀PROPONER฀UNA฀NUEVA฀SERIE฀DE฀LIBROS฀QUE฀HAGAN฀
un uso eficiente de la tecnología. En estos momentos, los esfuerzos de las editoriales 

ES฀PONER฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀YA฀EXISTENTES฀EN฀FORMA฀ELECTR�NICA฀Y฀ESTOS฀YA฀EMPIEZAN฀A฀
SER฀UTILIZADOS฀POR฀LOS฀ALUMNOS฀EN฀TABLETAS฀ELECTR�NICAS฀EN฀ALGUNAS฀ESCUELAS�฀3OBRE฀TODO฀
EN฀LAS฀ESCUELAS฀PRIVADAS฀Y฀EN฀ALGUNAS฀ESCUELAS฀P¢BLICAS�฀CUYOS฀ALUMNOS฀PROVIENEN฀DE฀
padres de clase media.

,A฀DIDÕCTICA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀HA฀AVANZADO฀DE฀FORMA฀CONSIDERABLE฀EN฀ESTE฀SIGLO�฀
!HORA฀SE฀SABE฀MÕS฀SOBRE฀ LOS฀PROBLEMAS฀DE฀ INSTRUMENTACI�N฀E฀ INSTRUMENTALIZACI�N฀
DE฀LAS฀HERRAMIENTAS฀TECNOL�GICAS฀EN฀EL฀AULA฀DE฀MATEMÕTICAS�฀,A฀51!-฀SE฀PREOCUPA฀
DE฀LA฀FORMACI�N฀DE฀FUTUROS฀PROFESORES�฀PERO฀EL฀ACTUAL฀PROFESOR฀EN฀EJERCICIO฀AL฀QUE฀SE฀
LE฀SOLICITA฀UN฀USO฀EFICIENTE฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A฀Y฀EN฀PARTICULAR฀DEL฀4")�฀REQUIERE฀DE฀UN฀
APOYO฀DE฀AUTORES฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀E฀INVESTIGADORES฀QUE฀LE฀PROPORCIONEN฀SITUACIONES฀
PROBLEMA฀ad hoc.

0ROBABLEMENTE�฀AHORA฀QUE฀ESTÕ฀MUY฀PRESENTE฀ENTRE฀LOS฀INVESTIGADORES฀LA฀CORRIENTE฀
DEL฀i$ISE¶O฀DE฀TAREASw฀�4ASK฀DESIGN�฀POR฀EJEMPLO฀VER฀(ITT฀Y฀+IERAN�฀�����฀0RUSAK฀et 

al.,฀�����฀(ITT�฀3ABOYA฀Y฀#ORT£S�฀EN฀PROCESO	฀ELLO฀DARÕ฀COMO฀RESULTADO฀CONTAR฀CON฀TAREAS฀
EXPERIMENTADAS฀QUE฀PODRÕN฀SER฀UTILIZADAS฀POR฀EL฀PROFESOR฀DE฀MATEMÕTICAS฀EN฀EJERCICIO�฀
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MÁS RICO: UNA HISTORIA ACTUALIZADA  
DE INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA

Más Rico: An Updated History of Research in Mathematics Education

Jeremy Kilpatrick

5NIVERSITY฀OF฀'EORGIA�฀53!

Resumen

(ACE฀MÕS฀DE฀DOS฀D£CADAS�฀EL฀VOLUMEN฀DE฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀E฀)NVESTIGACI�N�฀POR฀+IL

PATRICK�฀2ICO฀Y฀3IERRA฀FUE฀PUBLICADO฀POR฀%DITORIAL฀3¤NTESIS฀DE฀-ADRID�฀&ORM�฀UNA฀HISTORIA฀DE฀LA฀
INVESTIGACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀Y฀UNA฀DESCRIPCI�N฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀EN฀%SPA¶A฀
del siglo xx�฀%N฀ESTE฀TRABAJO�฀OFREZCO฀UNA฀ACTUALIZACI�N฀DE฀LA฀PRIMERA฀PARTE฀DE฀ESE฀VOLUMEN�฀EL฀
EXAMEN฀DE฀VARIAS฀FORMAS฀EN฀QUE฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀SE฀HA฀DESARROLLADO฀
DESDE฀�����฀,A฀CARACTER¤STICA฀MÕS฀LLAMATIVA฀ES฀LA฀CRECIENTE฀INTERNACIONALIZACI�N฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀
en nuestro campo. Una segunda característica es el amplio crecimiento en el uso de métodos 

DE฀INVESTIGACI�N฀CUALITATIVA�฀A฀MENUDO฀MEZCLADA฀CON฀M£TODOS฀CUANTITATIVOS�฀%SE฀CAMBIO฀HA฀IDO฀
ACOMPA¶ADO฀DE฀UN฀GIRO฀SOCIAL�฀MAYOR฀ATENCI�N฀A฀LAS฀TEOR¤AS฀SOCIALES�฀CULTURALES฀Y฀POL¤TICAS฀DE฀LA฀
ENSE¶ANZA฀Y฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�

Palabras clave:฀INTERNACIONALIZACI�N�฀M£TODOS฀CUALITATIVOS�฀GIRO฀SOCIAL�฀MATEMÕTICAS฀TERCIA

RIAS�฀CONOCIMIENTO฀DIDÕCTICO฀DEL฀CONTENIDO�฀TECNOLOG¤A฀EN฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA

ABSTRACT

More than two decades ago, the volume Educación Matemática e Investigación, by Kilpa-

trick, Rico, and Sierra, was published by Editorial Síntesis in Madrid. It comprised a history 

of research in mathematics education and a description of mathematics education in twentieth-

century Spain. In this paper, I offer an updating of the first part of that volume, examining 

several ways in which research in mathematics education has developed since 1994. The most 

striking feature is the increased internationalization of research in our field. A second feature 

is the extensive growth in the use of qualitative research methods, often mixed with quantitative 

methods. That change has been accompanied by a social turn: greater attention to social, cul-

tural, and political theories of teaching and learning mathematics.

Keywords: internationalization, qualitative methods, social turn, tertiary mathematics, 

pedagogical content knowledge, technology in mathematics education

Kilpatrick�฀*�฀�����	�฀-ÕS฀2ICO�฀!N฀UPDATED฀HISTORY฀OF฀RESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION�฀%N฀%�฀
#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. 

Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀��
��	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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3INCE฀THE฀PUBLICATION฀OF฀Educación Matemática e Investigación฀�+ILPATRICK�฀2ICO�฀
�฀3IERRA�฀����	�฀RESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀HAS฀GROWN฀ENORMOUSLY฀IN฀VOLUME฀
AND฀HAS฀DEVELOPED฀IN฀MANY฀DIFFERENT฀DIRECTIONS�฀4HAT฀GROWTH฀AND฀DEVELOPMENT฀CAN฀BE฀
seen in the three International Handbooks of Mathematics Education฀PUBLISHED฀SINCE฀
����฀�"ISHOP�฀#LEMENTS�฀+EITEL�฀+ILPATRICK�฀�฀,ABORDE�฀�����฀"ISHOP�฀#LEMENTS�฀+EITEL�฀
+ILPATRICK�฀�฀,EUNG�฀�����฀#LEMENTS�฀"ISHOP�฀+EITEL�฀+ILPATRICK�฀�฀,EUNG�฀����	�฀4HE฀
TABLE฀OF฀CONTENTS฀OF฀THE฀FIRST฀HANDBOOK฀�"ISHOP฀et al.,฀����	฀HAD฀FOUR฀SECTIONS฀THAT฀DEALT฀
WITH฀FAIRLY฀STANDARD฀TOPICS�฀THE฀MATHEMATICS฀CURRICULUM�฀TEACHING฀AND฀LEARNING฀MATHE

MATICS�฀CONTEXTS฀AND฀PERSPECTIVES�฀AND฀SOCIAL฀CONDITIONS฀AND฀PROFESSIONAL฀DEVELOPMENT�฀
4HE฀SECOND฀HANDBOOK฀�"ISHOP฀et al.,฀����	฀ATTEMPTED฀TO฀TREAT฀DEVELOPMENTS฀IN฀THE฀FIELD฀
AFTER฀�����฀AND฀ITS฀SECTIONS฀DEALT฀WITH฀POLICY฀DIMENSIONS�฀TECHNOLOGICAL฀DEVELOPMENTS�฀
research issues, and professional practice —all seen as topics in which the field had shown 
SUBSTANTIAL฀ACTIVITY�฀!฀DECADE฀LATER�฀THE฀FOUR฀SECTIONS฀OF฀THE฀THIRD฀HANDBOOK฀�#LEMENTS฀
et al.,฀����	฀�SOCIAL�฀POLITICAL�฀AND฀CULTURAL฀DIMENSIONS฀OF฀THE฀FIELD�฀MATHEMATICS฀AS฀A฀
FIELD฀OF฀STUDY�฀TECHNOLOGY฀IN฀THE฀MATHEMATICS฀CURRICULUM�฀AND฀INTERNATIONAL฀PERSPECTIVES฀
ON฀MATHEMATICS฀EDUCATION�฀WERE฀IDENTIFIED฀BY฀THE฀EDITORS฀AS฀OFFERING฀THE฀BEST฀POTENTIAL฀
TO฀FOLLOW฀UP฀THE฀SECOND฀HANDBOOK฀IN฀LIGHT฀OF฀ACTIVITIES฀SINCE฀�����฀/NE฀CAN฀SEE฀IN฀THE฀
LISTS฀OF฀SECTIONS฀IN฀THE฀THREE฀HANDBOOKS฀BOTH฀CONTINUITY฀AND฀GROWTH�฀4HE฀FIELD฀HAS฀BEEN฀
GIVING฀GREATER฀ATTENTION฀TO฀INTERDISCIPLINARY฀WORK฀AND฀TO฀ADOPTING฀BROADER฀PERSPECTIVES�

The three editions of the Handbook of International Research in Mathematics 
Education฀�%NGLISH�฀"ARTOLINI฀"USSI�฀*ONES�฀,ESH�฀�฀4IROSH�฀�����฀%NGLISH฀et al.,฀�����฀
%NGLISH฀�฀+IRSHNER�฀����B	฀HAVE฀KEPT฀THEIR฀CHAPTERS฀IN฀MORE฀OR฀LESS฀THE฀SAME฀CATEGORIES�฀
PRIORITIES฀IN฀INTERNATIONAL฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀RESEARCH�฀LIFELONG฀DEMOCRATIC฀ACCESS฀
TO฀POWERFUL฀MATHEMATICAL฀IDEAS฀�DIVIDED฀BETWEEN฀LEARNING฀AND฀TEACHING�฀AND฀LEARNING฀
CONTEXTS฀AND฀POLICY฀ISSUES	�฀ADVANCES฀IN฀RESEARCH฀METHODOLOGIES�฀AND฀INFLUENCES฀OF฀
advanced technologies. Nonetheless, although each new edition contains some revisions, 
most chapters are new, and all demonstrate how the field is growing and changing. 
%NGLISH฀AND฀+IRSHNER฀�����A	�฀IN฀THEIR฀INTRODUCTION฀TO฀THE฀THIRD฀EDITION�฀NOTE฀THAT฀SINCE฀
THE฀SECOND฀EDITION�฀hTHERE฀HAVE฀BEEN฀STIMULATING฀DEVELOPMENTS฀IN฀RESEARCH�฀AS฀WELL฀AS฀
NEW฀CHALLENGES฀IN฀TRANSLATING฀OUTCOMES฀INTO฀PRACTICEv฀�P�฀�	�
)N฀HIS฀INTRODUCTION฀TO฀THE฀THIRD฀HANDBOOK�฀-�฀!�฀�+EN	฀#LEMENTS฀�����	฀IDENTIFIES฀

THREE฀hMAJOR฀DEVELOPMENTS฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATIONv�฀��	฀THE฀SO
CALLED฀SOCIAL฀ TURN฀
�,ERMAN�฀����	฀TOWARD฀SOCIOCULTURAL฀THEORIES฀AND฀AWAY฀FROM฀RANDOMIZED฀EXPERIMENTAL฀
DESIGNS�฀��	฀THE฀CHALLENGES฀POSED฀BY฀TECHNOLOGICAL฀CHANGES�฀AND฀��	฀THE฀GLOBALIZATION฀AND฀
internationalization of mathematics education. In what follows, I attempt to show how 
these and other developments in our field have enriched our theories and practices in 
RESEARCH฀OVER฀THE฀PAST฀TWO฀DECADES�฀/UR฀RESEARCH฀TODAY฀EXHIBITS฀A฀MUCH฀GREATER฀VARIETY฀
OF฀ACTIVITIES�฀STRONGER฀CONNECTIONS฀AMONG฀RESEARCHERS฀AND฀THE฀RESEARCH฀THEY฀DO�฀AND฀MORE฀
APPROACHES฀TO฀CONDUCTING฀RESEARCH฀STUDIES฀THAN฀WAS฀THE฀CASE฀IN฀����฀�E�G��฀2ICO�฀����	�฀
)฀CANNOT฀POSSIBLY฀DO฀JUSTICE฀TO฀ANY฀OF฀THOSE฀THEMES�฀BUT฀)฀HOPE฀)฀CAN฀AT฀LEAST฀SUGGEST฀THE฀
RICHNESS฀OF฀OUR฀FIELD฀TODAY�
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Greater Variety

)N฀MY฀REVIEW฀OF฀ THE฀HISTORY฀OF฀RESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀�+ILPATRICK�฀
�����฀P�฀��	�฀THERE฀WERE฀TWO฀FIGURES฀THAT฀SHOWED฀HOW฀THE฀NUMBER฀OF฀RESEARCH฀STUDIES฀IN฀
MATHEMATICS฀EDUCATION฀HAD฀GROWN฀DURING฀THE฀TWENTIETH฀CENTURY�฀!LTHOUGH฀MOST฀OF฀THE฀
STUDIES฀IN฀THE฀FIRST฀FIGURE฀WERE฀DONE฀IN฀THE฀5NITED฀3TATES�฀SOME฀SURVEYS฀COUNTED฀WORK฀
DONE฀IN฀OTHER฀COUNTRIES�฀4HE฀GRAPHS฀STARTED฀OUT฀NEAR฀ZERO฀AND฀GREW฀SLOWLY฀DURING฀THE฀
FIRST฀DECADES฀OF฀THE฀CENTURY�฀"ETWEEN฀THE฀����S฀AND฀����S�฀AFTER฀THE฀NEW฀MATH฀APPEARED�฀
THE฀GRAPHS฀SHOWED฀A฀DRAMATIC฀INCREASE฀IN฀THE฀NUMBER฀OF฀RESEARCH฀STUDIES฀EACH฀YEAR฀�SEE฀
ALSO฀+ILPATRICK฀et al.,฀�����฀P�฀��	�฀4HE฀SECOND฀FIGURE฀HAD฀TWO฀GRAPHS฀RECORDING฀THE฀
NUMBER฀OF฀THESES฀AND฀DISSERTATIONS฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀FROM฀����฀TO฀�����฀ONE฀
from the United States and the other from Britain and Ireland. Both graphs showed a 
SHARP฀RISE฀IN฀THE฀NUMBER฀OF฀RESEARCH฀STUDIES฀BEING฀REPORTED฀BEGINNING฀ABOUT฀����฀FOR฀
the first graph and 1965 for the second. The common pattern of steep increase followed 
BY฀SOME฀LEVELING฀OFF฀WAS฀THE฀POINT฀)฀WANTED฀TO฀MAKE�
-Y฀FRIEND฀(EINRICH฀"AUERSFELD฀�����	฀SOMEWHAT฀RELUCTANTLY฀REVIEWED฀FOR฀THE฀Jour-

nal for Research in Mathematics Education฀THE฀BOOK฀IN฀WHICH฀MY฀CHAPTER฀ON฀HISTORY฀
APPEARED�฀(E฀WAS฀RELUCTANT฀BECAUSE฀THE฀BOOK฀HAD฀BEEN฀PUBLISHED฀BY฀THE฀.ATIONAL฀#OUNCIL฀
OF฀4EACHERS฀OF฀-ATHEMATICS฀�A฀LARGELY฀.ORTH฀!MERICAN฀ORGANIZATION�฀AND฀(EINRICH฀
WAS฀FROM฀'ERMANY�฀!LMOST฀ALL฀THE฀REFERENCES฀IN฀THE฀BOOK฀WERE฀TO฀WORK฀DONE฀IN฀%NGLISH�฀
WHICH฀HE฀SAW฀AS฀A฀SEVERE฀LIMITATION�฀!BOUT฀MY฀CHAPTER�฀(EINRICH฀WROTE�฀h4HE฀DATA฀GIVEN฀
ABOUT฀THE฀NUMBER฀OF฀PUBLICATIONS฀AND฀RESEARCH฀STUDIES฀�P�฀��	฀AND฀THE฀NICE฀DIAGRAMS฀�P�฀
��	฀SUFFER฀FROM฀BEING฀LIMITED฀TO฀MAINLY฀!MERICAN฀PUBLICATIONS฀AND฀FROM฀THE฀OMISSION฀
OF฀RECENT฀DATA฀�WITH฀THE฀EXCEPTION฀OF฀DISSERTATIONS	v฀�"AUERSFELD�฀�����฀P�฀���	�฀)฀WAS฀
DISAPPOINTED฀BY฀HIS฀CRITICISM฀BECAUSE฀)฀HAD฀SPENT฀SEVERAL฀YEARS฀TRYING฀TO฀LOCATE฀YEARLY฀
SURVEYS฀IN฀ANY฀LANGUAGE฀OF฀HOW฀MUCH฀RESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀WAS฀BEING฀
DONE฀IN฀OTHER฀COUNTRIES�฀3INCE฀THEN�฀THERE฀HAVE฀BEEN฀SUCH฀SURVEYS฀�FOR฀EXAMPLE�฀IN฀
3PAIN฀AND฀0ORTUGAL฀�SEE฀+ILPATRICK�฀����B	�฀BUT฀AS฀OF฀�����฀)฀HAD฀NOT฀LOCATED฀ANY�฀)฀WAS฀
SOMEWHAT฀ANNOYED฀THAT฀(EINRICH฀CRITICIZED฀ME฀FOR฀CONCENTRATING฀ON฀THE฀5NITED฀3TATES฀
when I had little choice in the matter. As an aside, I should note that Heinrich, in an 
EARLIER฀REPORT฀ON฀RESEARCH฀RELATED฀TO฀THE฀PROCESS฀OF฀LEARNING฀MATHEMATICS฀�"AUERSFELD�฀
����	�฀HAD฀ACKNOWLEDGED฀THAT฀ABOUT฀��฀PERCENT฀OF฀THE฀RESEARCH฀THAT฀HE฀WAS฀REVIEWING฀
HAD฀COME฀FROM฀THE฀5NITED฀3TATES฀�P�฀���	�฀3O฀PERHAPS฀)฀WAS฀NOT฀AS฀MISGUIDED฀IN฀MY฀
HANDBOOK฀CHAPTER฀AS฀HE฀THOUGHT�

Internationalization

+EN฀#LEMENTS฀�����	฀SAYS฀IN฀HIS฀INTRODUCTION฀TO฀THE฀THIRD฀INTERNATIONAL฀HANDBOOK�฀
h4HE฀NATION฀WHICH฀HAS฀THE฀MOST฀QUALIFIED฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀RESEARCHERS฀IS฀PROBABLY฀
THE฀53!v฀�P�฀X	�฀4HAT฀DOMINANCE฀�IF฀IT฀EVER฀EXISTED�฀HAS฀BEEN฀ERODING�฀HOWEVER�฀AS฀
research in our field increases in volume and spreads around the world. That the volume 
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IS฀INCREASING฀RAPIDLY฀GOES฀WITHOUT฀QUESTION�฀)N฀�����฀IN฀CONNECTION฀WITH฀THE฀CENTENNIAL฀
of the International Commission on Mathematical Instruction, 

)฀SEARCHED฀THE฀7EB฀FOR฀hMATHEMATICS฀EDUCATION�v฀5SING฀'OOGLE�฀)฀GOT฀���������฀HITS�฀
USING฀'OOGLE฀3CHOLAR�฀)฀GOT฀�������฀�+ILPATRICK�฀����A	�฀�฀�฀�฀)N฀&EBRUARY฀�����฀)฀CONDUCTED฀
A฀SIMILAR฀SEARCH�฀5SING฀'OOGLE�฀)฀GOT฀���������฀HITS�฀USING฀'OOGLE฀3CHOLAR�฀��������฀)N฀
EACH฀CASE�฀THE฀NUMBER฀HAD฀MORE฀THAN฀DOUBLED฀IN฀JUST฀�฀YEARS�฀�+ILPATRICK�฀�����฀P�฀���	

The spreading of research in mathematics education across the world is more 
DIFFICULT฀TO฀DOCUMENT�฀BUT฀IT฀IS฀OCCURRING฀NONETHELESS�฀!N฀EXAMPLE฀CAN฀BE฀SEEN฀IN฀THE฀
PAPER฀BY฀,LINARES฀�����	�฀WHO฀NOT฀ONLY฀CHRONICLES฀THE฀DEVELOPMENT฀OF฀MATHEMATICS฀
EDUCATION฀RESEARCH฀IN฀3PAIN฀BUT฀ALSO฀MAPS฀THE฀VARIETY฀OF฀TOPICS฀BEING฀ADDRESSED฀BY฀THAT฀
RESEARCH�฀!NOTHER฀EXAMPLE฀IS฀THE฀JOINT฀MEETING฀OF฀THE฀THREE฀SOCIETIES฀FROM฀3PAIN฀AND฀
0ORTUGAL฀AT฀WHICH฀,LINARES฀PRESENTED฀HIS฀PAPER�฀THE฀3OCIEDAD฀%SPA¶OLA฀DE฀)NVESTIGACI�N฀
EN฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA�฀THE฀'RUPO฀DE฀4RABALHO฀DE฀)NVESTIGA½áO฀OF฀THE฀!SSOCIA½áO฀DOS฀
0ROFESSORES฀DE฀-ATEMÕTICA�฀AND฀THE฀3EC½áO฀DE฀%DUCA½áO฀E฀-ATEMÕTICA฀DA฀3OCIEDADE฀
0ORTUGUESA฀DE฀#IãNCIAS฀DA฀%DUCA½áO�฀/THER฀EXAMPLES฀INCLUDE฀THE฀%UROPEAN฀3OCIETY฀FOR฀
2ESEARCH฀IN฀-ATHEMATICS฀%DUCATION�฀WHICH฀WAS฀ESTABLISHED฀IN฀����฀AND฀CONTINUES฀ITS฀
WORK฀TODAY�฀THE฀.ORDIC฀'RADUATE฀3CHOOL฀IN฀-ATHEMATICS฀%DUCATION�฀WHICH฀FUNCTIONED฀
FROM฀����฀TO฀����฀AND฀YIELDED฀OVER฀��฀DOCTORAL฀DISSERTATIONS฀�'REVHOLM�฀����	�฀THE฀
)NTERNATIONAL฀#ONFERENCES฀ON฀3CIENCE฀AND฀-ATHEMATICS฀%DUCATION฀IN฀0ENANG�฀-ALAY

SIA�฀THAT฀BEGAN฀IN฀����฀AND฀HAVE฀BEEN฀HELD฀IN฀ALTERNATE฀YEARS฀EVER฀SINCE�฀AND฀NOT฀LEAST�฀
THE฀*OINT฀%UROPEAN฀$OCTORATE฀�Doctor Europaeus	฀DEGREE฀OBTAINED฀AT฀INSTITUTIONS฀LIKE฀
THE฀5NIVERSITY฀OF฀'RANADA฀BY฀SCHOLARS฀SUCH฀AS฀0EDRO฀'�MEZ฀�����	�฀4HE฀ASTONISHING฀
NUMBER฀OF฀INTERNATIONAL฀AND฀MULTINATIONAL฀ORGANIZATIONS฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀HAS฀
BEEN฀ANALYZED฀BY฀(ODGSON�฀2OGERS�฀,ERMAN�฀AND฀,IM
4EO฀�����	�
/NE฀OF฀THE฀MOST฀STRIKING฀DEVELOPMENTS฀OF฀THE฀PAST฀SEVERAL฀DECADES฀HAS฀BEEN฀THE฀

GROWTH฀IN฀LARGE
SCALE฀STUDIES฀COMPARING฀PUPILS�฀ACHIEVEMENT฀ACROSS฀COUNTRIES�฀FROM฀THE฀
&IRST฀)NTERNATIONAL฀3TUDY฀OF฀-ATHEMATICS฀THROUGH฀THE฀MULTIPLE฀4RENDS฀IN฀)NTERNATIONAL฀
-ATHEMATICS฀AND฀3CIENCE฀�4)-33	฀STUDIES฀TO฀THE฀0ROGRAMME฀FOR฀)NTERNATIONAL฀3TUDENT฀
!CHIEVEMENT฀�0)3!	฀STUDIES฀AND฀BEYOND฀�FOR฀MORE฀INFORMATION฀ABOUT฀THESE฀STUDIES�฀SEE฀
.ISS�฀%MANUELSSON�฀�฀.YSTR�M�฀�����฀2ICO�฀�����฀FOR฀THEIR฀INFLUENCE฀ON฀THE฀TEACHING฀
AND฀LEARNING฀OF฀MATHEMATICS�฀SEE฀-ESA�฀'�MEZ�฀�฀#HEAH�฀����	�฀)N฀FACT�฀#LEMENTS฀
�����	฀COMPLAINED฀THAT฀DESPITE฀THE฀BEST฀EFFORTS฀OF฀THE฀EDITORS฀OF฀THE฀Third Handbook to 
RESTRICT฀ATTENTION฀TO฀SUCH฀STUDIES�฀THEY฀ENDED฀UP฀BEING฀CITED฀OFTEN฀hBECAUSE฀MANY฀AUTHORS฀
RECOGNIZED฀THE฀HUGE฀IMPACT฀THAT฀4)-33฀AND฀0)3!฀�AND฀OTHER฀INTERNATIONAL฀STUDIES฀SUCH฀
AS฀THE฀,EARNER�S฀0ERSPECTIVE฀3TUDY�฀,03	฀HAVE฀HAD฀DURING฀THE฀PAST฀DECADEv฀�P�฀X	�฀

Social turn

)N฀MY฀REVIEW฀OF฀THE฀HISTORY฀OF฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀�+ILPATRICK�฀����	�฀)฀IDEN

TIFIED฀MATHEMATICS฀AND฀PSYCHOLOGY฀AS฀THE฀TWO฀PILLARS฀SUPPORTING฀THE฀DEVELOPMENT฀OF฀
THE฀FIELD�฀!LTHOUGH฀OTHER฀SOCIAL฀SCIENCE฀DISCIPLINES฀SUCH฀AS฀ANTHROPOLOGY฀AND฀SOCIOLOGY฀
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WERE฀BEGINNING฀TO฀BE฀INCORPORATED฀INTO฀RESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION�฀PSYCHO

LOGY฀�ESSENTIALLY฀THE฀PSYCHOLOGY฀OF฀THE฀INDIVIDUAL฀CHILD�฀WAS฀THE฀BASIS฀ON฀WHICH฀
MOST฀RESEARCH฀WAS฀BEING฀DONE�฀)N฀�����฀THE฀)NTERNATIONAL฀'ROUP฀FOR฀THE฀0SYCHOLOGY฀OF฀
-ATHEMATICS฀%DUCATION฀WAS฀ESTABLISHED�฀AND฀AN฀AFFILIATED฀.ORTH฀!MERICAN฀BRANCH฀WAS฀
FORMED฀IN฀�����฀0SYCHOLOGY฀SEEMED฀TO฀BE฀REMAINING฀IN฀PLACE�฀AS฀IT฀HAD฀BEEN฀FOR฀SOME฀
TIME�฀AS฀THE฀SO
CALLED฀MASTER฀SCIENCE฀OF฀THE฀SCHOOL�฀%VENTUALLY�฀HOWEVER�฀RESEARCHERS฀IN฀
OUR฀FIELD฀BEGAN฀TO฀CHAFE฀AT฀THE฀IDEA฀THAT฀PSYCHOLOGY฀WAS฀THE฀ONLY฀SOCIAL฀SCIENCE฀THEY฀COULD฀
DRAW฀UPON�฀4HEY฀STARTED฀TO฀FOCUS฀MORE฀OF฀THEIR฀ATTENTION฀ON฀SOCIAL฀ASPECTS฀OF฀LEARNING�฀
viewing cognition as situated in the social realm and the learning of mathematics as 
OCCURRING฀WITHIN฀A฀SOCIOCULTURAL�฀POLITICAL฀CONTEXT�฀)N฀�����฀0-%฀CHANGED฀ITS฀CONSTITU

TION฀TO฀ALLOW฀THEORETICAL฀FIELDS฀IN฀ADDITION฀TO฀PSYCHOLOGY฀TO฀BE฀USED฀AS฀JUSTIFICATIONS฀FOR฀
RESEARCH฀REPORTED฀AT฀ITS฀MEETINGS�฀,ERMAN฀�����	฀APPEARS฀TO฀HAVE฀BEEN฀THE฀ONE฀TO฀COIN฀
the term social turn฀TO฀DESCRIBE฀THIS฀SHIFT�

Part of the social turn was a natural accompaniment to other shifts going on in mathe

MATICS฀EDUCATION฀RESEARCH�฀%ARLY฀STUDIES฀TENDED฀TO฀FOCUS฀PRINCIPALLY฀ON฀THE฀LEARNING฀OF฀
MATHEMATICS฀BY฀PRIMARY฀SCHOOL฀CHILDREN฀AND฀ONLY฀GRADUALLY�฀DURING฀THE฀MIDDLE฀OF฀THE฀
TWENTIETH฀CENTURY�฀BEGAN฀TO฀ADDRESS฀SECONDARY฀SCHOOL฀MATHEMATICS�1 As the social turn 
OCCURRED฀NEAR฀THE฀END฀OF฀THE฀CENTURY�฀RESEARCHERS฀BEGAN฀INCREASINGLY฀TO฀LOOK฀AT฀THE฀TEACHING฀
AND฀LEARNING฀OF฀TERTIARY฀MATHEMATICS฀AS฀WELL�฀-OREOVER�฀THEIR฀ATTENTION฀BEGAN฀TO฀SHIFT฀FROM฀
LEARNERS฀TO฀TEACHERS฀�NOT฀ONLY฀HOW฀THEY฀TEACH฀BUT฀ALSO฀HOW฀THEY฀ARE฀EDUCATED฀AND฀WHAT฀
THEY฀KNOW฀AND฀BELIEVE�฀4HE฀SPECIAL฀KNOWLEDGE฀NEEDED฀FOR฀TEACHING฀MATHEMATICS฀�SOME

times termed pedagogical content knowledge or mathematical knowledge for teaching 
�"ALL�฀4HAMES�฀�฀0HELPS�฀�����฀#ARRILLO�฀#LIMENT�฀#ONTRERAS�฀�฀-U¶OZ
#ATALÕN�฀����	�฀
BECAME฀A฀NEW฀FOCUS฀OF฀RESEARCHERS�฀ATTENTION�฀4HE฀SOCIAL฀TURN฀HAS฀CONTINUED฀TO฀PREOCCUPY฀
RESEARCHERS฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀AS฀THEY฀CONSIDER฀BOTH฀THE฀CULTURES฀IN฀WHICH฀SCHOOL฀
MATHEMATICS฀IS฀EMBEDDED฀AND฀THE฀SOCIAL฀PRACTICES฀OF฀THE฀CLASSROOM฀AND฀SCHOOL�

Stronger Connections

/VER฀THE฀PAST฀TWO฀DECADES�฀RESEARCHERS฀HAVE฀INCREASINGLY฀BEEN฀ABLE฀TO฀MEET฀AND฀WORK฀
with colleagues from across their countries and around the world. Cooperative research 
PROJECTS฀INVOLVING฀PEOPLE฀WITH฀A฀VARIETY฀OF฀SPECIALIZATIONS฀HAVE฀BECOME฀COMMON�฀)N฀
PARTICULAR�฀THE฀LARGE
SCALE฀STUDIES฀OF฀STUDENT฀ACHIEVEMENT฀MENTIONED฀ABOVE฀HAVE฀REQUIRED฀
teams of researchers within participating countries as well as international governing 
BOARDS฀AND฀TECHNICAL฀COMMITTEES�฀4HESE฀DEVELOPMENTS�฀ALONG฀WITH฀THE฀INCREASED฀NUMBER฀
OF฀ORGANIZATIONS฀OF฀MATHEMATICS฀EDUCATORS฀CONCERNED฀WITH฀RESEARCH฀�(ODGSON฀et al., 
����	�฀HAVE฀CONTRIBUTED฀GREATLY฀TO฀THE฀ENRICHMENT฀OF฀OUR฀FIELD�

1฀฀฀3EE฀'�MEZ฀�����	฀FOR฀A฀RECENT฀TREATMENT฀OF฀DIDACTIC฀ANALYSIS฀ IN฀THE฀PREPARATION฀OF฀SECONDARY฀
TEACHERS฀IN฀3PAIN฀AND฀#OLOMBIA�
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Advances in travel and communication

4ODAY�฀RESEARCHERS฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀ARE฀EASILY฀ABLE฀TO฀TRAVEL฀TO฀VARIOUS฀
countries and assist them in developing their research presence. Let me offer some 
EXAMPLES฀FROM฀MY฀OWN฀EXPERIENCES฀IN฀,ATIN฀!MERICA�฀4HE฀FIRST฀TIME฀)฀WENT฀TO฀3OUTH฀
!MERICA฀WAS฀IN฀-ARCH฀�����฀)฀GAVE฀A฀COURSE฀ENTITLED฀!SSESSMENT฀4ECHNIQUES฀FOR฀3EC

ONDARY฀4EACHERS฀AT฀THE฀5NIVERSITY฀OF฀,OS฀!NDES฀IN฀"OGOTÕ�฀ALONG฀WITH฀,UIS฀2ICO�฀WHO฀
gave a course entitled Errors and Difficulties in Learning Mathematics. The materials 
FROM฀THOSE฀COURSES฀WERE฀PUBLISHED�฀ TOGETHER฀WITH฀MATERIALS฀FROM฀A฀SYMPOSIUM฀WE฀
GAVE฀THERE�฀IN฀+ILPATRICK�฀'�MEZ�฀�฀2ICO฀�����	�฀)N฀!PRILn-AY฀�����฀)฀GAVE฀A฀COURSE฀
ON฀RESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀AT฀THE฀5NIVERSITY฀OF฀#AMPINAS฀IN฀"RAZIL�฀AND฀IN฀
-AYn*UNE฀�����฀)฀GAVE฀A฀MASTER�S฀COURSE฀ON฀RESEARCH฀AT฀THE฀5NIVERSITY฀OF฀%L฀3ALVADOR฀
IN฀3AN฀3ALVADOR�฀&INALLY�฀IN฀$ECEMBER฀�����฀)฀GAVE฀A฀COURSE฀4ENDãNCIAS฀EM฀%DUCA½áO฀
-ATEMÕTICA฀AT฀THE฀5NIVERSIDADE฀"ANDEIRANTE฀DE฀3áO฀0AULO฀�5.)"!.	�฀"RAZIL�฀4HESE฀
ARE฀EXAMPLES฀OF฀EFFORTS฀THAT฀)฀HAVE฀MADE�฀IN฀ADDITION฀TO฀CONFERENCE฀PRESENTATIONS�฀TO฀
PRESENT฀MATERIAL฀IN฀VARIOUS฀,ATIN฀!MERICAN฀COUNTRIES�฀TRYING฀TO฀SUPPORT฀,ATIN฀!MERICAN฀
COLLEAGUES฀AS฀THEY฀DO฀RESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION�
)T฀ IS฀NO฀LONGER฀NECESSARY฀TO฀TRAVEL฀TO฀ANOTHER฀COUNTRY�฀HOWEVER�฀ TO฀INTERACT฀WITH฀

PEOPLE฀THERE�฀AS฀WELL฀AS฀WITH฀OTHERS฀IN฀ONE�S฀OWN฀COUNTRY�฀4HE฀)NTERNET฀ALLOWS฀US฀TO฀
WORK฀COLLABORATIVELY฀WITH฀COLLEAGUES฀AT฀A฀DISTANCE�฀4HE฀EDITORS฀OF฀THE฀THREE฀Interna-

tional Handbooks of Mathematics Education฀�"ISHOP฀et al.,฀�����฀"ISHOP฀et al.,฀�����฀
Clements et al.,฀����	�฀FOR฀EXAMPLE�฀HAVE฀ENCOURAGED฀THE฀FORMATION฀OF฀AUTHOR฀TEAMS฀
composed of researchers from different countries as a means of increasing the scope 
AND฀COVERAGE฀OF฀THE฀HANDBOOK฀TOPICS�฀7ERE฀IT฀NOT฀FOR฀THE฀)NTERNET�฀THESE฀TEAMS฀WOULD฀
NOT฀HAVE฀BEEN฀ABLE฀TO฀PRODUCE฀TIMELY฀REPORTS�
$EVELOPMENTS฀IN฀COMMUNICATION฀TECHNOLOGY฀HAVE฀ENABLED฀RESEARCHERS฀IN฀MATHEMAT


ICS฀EDUCATION฀TO฀CONDUCT฀SEARCHES฀OF฀RELATED฀LITERATURE฀MUCH฀FASTER฀AND฀MORE฀EXTENSIVELY฀
THAN฀IN฀THE฀PAST�฀AND฀THEY฀CAN฀EASILY฀LOCATE฀OTHER฀RESEARCHERS฀WORKING฀ON฀TOPICS฀RELATED฀
TO฀THEIR฀INTERESTS�฀0OSSIBILITIES฀FOR฀COLLABORATIVE฀RESEARCH฀STUDIES฀ACROSS฀INSTITUTIONS฀HAVE฀
BLOSSOMED฀NOT฀ONLY฀AS฀TRAVEL฀HAS฀HELPED฀PEOPLE฀GET฀ACQUAINTED฀BUT฀ALSO฀AS฀COMMUNICATION฀
ACROSS฀LONG฀DISTANCES฀HAS฀BECOME฀EASIER�฀$OCTORAL฀STUDENTS฀IN฀OUR฀PROGRAM฀AT฀'EORGIA฀
CAN฀WORK฀NOT฀ONLY฀WITH฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀RESEARCHERS฀THEY฀MEET฀AT฀CONFERENCES฀
OR฀WHO฀VISIT฀OUR฀CAMPUS฀BUT฀ALSO฀WITH฀STUDENTS฀AND฀FACULTY฀MEMBERS฀IN฀MATHEMATICS฀
EDUCATION฀THEY฀KNOW฀ONLY฀ONLINE�

Research and practice

4HE฀PROBLEM฀OF฀CONNECTING฀RESEARCH฀TO฀PRACTICE฀HAS฀BEEN฀WITH฀US฀SINCE฀THE฀EARLIEST฀
DAYS฀OF฀RESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION�฀7E฀NOW฀HAVE฀A฀FIELD฀THAT฀HAS฀DEVELOPED฀TO฀
THE฀POINT฀WHERE฀MUCH฀STRONGER฀CONNECTIONS฀HAVE฀BEEN฀FORMED฀BETWEEN฀THEORY�฀RESEARCH�฀
PRACTICE�฀AND฀POLICY�฀4HE฀SOCIAL฀TURN฀HAS฀ENABLED฀THE฀CONSTRUCTION฀AND฀APPROPRIATION฀OF฀
A฀VARIETY฀OF฀THEORIES฀TO฀SUPPORT฀OUR฀RESEARCH�฀3IMULTANEOUSLY�฀THE฀NOTION฀OF฀TEACHERS฀AS฀
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RESEARCHERS฀IS฀BEING฀INCREASINGLY฀REALIZED�฀TEACHERS฀HAVE฀JOINED฀RESEARCH฀TEAMS�฀AND฀MORE฀
RESEARCH฀STUDIES฀ARE฀BEING฀INFORMED฀BY฀ISSUES฀COMING฀FROM฀PRACTICE�฀!LSO�฀RESEARCHERS฀
AND฀TEACHERS฀ARE฀CONTRIBUTING฀MORE฀TO฀POLICY฀STUDIES฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION�
,LINARES฀�����	฀ARGUES฀THAT฀A฀NEW฀OBJECTIVE฀FOR฀THE฀COMMUNITY฀OF฀RESEARCHERS฀IN฀

MATHEMATICS฀EDUCATION฀IN฀3PAIN฀IS฀TO฀DETERMINE฀THE฀EXTENT฀TO฀WHICH฀RESEARCH฀RESULTS฀ARE฀
IMPROVING฀TEACHING
LEARNING฀PROCESSES฀AND฀SCHOOL฀CONTEXTS�฀(E฀NOTES฀THAT฀THE฀htransfe-

rencia del conocimientov฀TO฀THE฀EDUCATIONAL฀SYSTEM฀IS฀A฀TASK฀STILL฀TO฀BE฀ACCOMPLISHED฀IN฀
3PAIN฀�AND�฀HE฀MIGHT฀HAVE฀ADDED�฀OTHER฀COUNTRIES฀AS฀WELL�฀!฀hMAJOR฀THEMEv฀�%NGLISH฀
�฀+IRSHNER�฀����A�฀P�฀�	฀OF฀THE฀THIRD฀EDITION฀OF฀THE฀Handbook of International Research 

in Mathematics Education฀IS฀WHAT฀THE฀EDITORS฀CALL฀hTHE฀RESEARCH�PRACTICE฀RIFTv฀�P�฀�	�
4HERE฀IS฀A฀LONG฀PROGRESSION฀OF฀ELEMENTS฀FROM฀RESEARCH฀TO฀LEARNER�฀WITH฀MANY฀MEDIATORS฀

IN฀BETWEEN�฀AND฀THE฀POTENTIAL฀IMPACT฀OF฀RESEARCH฀ON฀PRACTICE฀TENDS฀TO฀BECOME฀QUITE฀DILUTED฀
OR฀DISTORTED฀ALONG฀THE฀WAY�฀'UTI£RREZ�฀"AZZINI�฀'ÕLVEZ�฀%NG�฀AND฀3ZTAJN฀�����	฀REPORT฀THE฀
RESULTS฀OF฀AN฀INTERNATIONAL฀SURVEY฀THEY฀CONDUCTED฀ON฀THE฀IMPACT฀THAT฀RESEARCH฀FINDINGS฀IN฀
MATHEMATICS฀EDUCATION฀HAVE฀HAD฀ON฀STUDENTS�฀LEARNING฀OF฀MATHEMATICS�฀4HEY฀ARGUE฀THAT฀
THERE฀IS฀A฀DIFFERENCE฀BETWEEN฀THE฀IMPACT฀OF฀RESEARCH฀RESULTS฀ON฀STUDENTS�฀LEARNING฀WHEN฀
STUDENTS฀ARE฀IN฀EXPERIMENTAL฀CLASSROOMS฀AS฀OPPOSED฀TO฀hORDINARY฀CLASSROOMS�v฀AND฀THEY฀
ARGUE฀THAT฀THE฀LATTER฀CLASSROOMS฀ARE฀THE฀ONES฀TO฀WHICH฀ATTENTION฀SHOULD฀BE฀PAID�฀'UTI£RREZ฀
ET฀AL�฀CITE฀A฀VARIETY฀OF฀EXAMPLES฀IN฀WHICH฀RESEARCH฀RESULTS฀DID฀OR฀DID฀NOT฀INFLUENCE฀NATIONAL฀
POLICIES�฀OFFICIAL฀OR฀SCHOOL฀CURRICULUMS�฀AND฀TEXTBOOKS�฀4HOSE฀EXAMPLES฀INCLUDED฀A฀REPORT฀
BY฀'UY฀"ROUSSEAU฀THAT฀&RENCH฀DECISION฀MAKERS฀COULD฀NOT฀BE฀CONVINCED฀TO฀ADOPT฀THE฀USE฀
of the Russian lattice multiplication algorithm even after his research had demonstrated 
ITS฀ADVANTAGES฀AND฀THE฀REPORTED฀INCORPORATION฀OF฀0�LYA�S฀PROBLEM
SOLVING฀PHASES฀INTO฀
THE฀-ALAYSIAN฀CURRICULUMS฀OF฀THE฀����S฀AND฀INTO฀THE฀����฀CURRICULUM฀OF฀THE฀REGION฀OF฀
6ALENCIA�฀WITH฀COMPANION฀EFFECTS฀ON฀TEXTBOOKS�฀9ET฀ANOTHER฀EXAMPLE฀COMES฀FROM฀#HILE�฀
WHERE฀BEGINNING฀IN฀����฀TEACHING฀UNITS฀FOR฀THE฀PRIMARY฀GRADES฀WERE฀CONSTRUCTED฀AND฀
IMPLEMENTED฀THAT฀WERE฀BASED฀ON฀#HEVALLARD�S฀!NTHROPOLOGICAL฀4HEORY฀OF฀$IDACTICS฀
AND฀"ROUSSEAU�S฀4HEORY฀OF฀$IDACTICAL฀3ITUATIONS�฀&INALLY�฀IN฀THE฀5NITED฀3TATES�฀A฀BOOK฀
PUBLISHED฀BY฀THE฀.ATIONAL฀#OUNCIL฀OF฀4EACHERS฀OF฀-ATHEMATICS฀�+ILPATRICK�฀-ARTIN�฀
�฀3CHIFTER�฀����	฀ATTEMPTED฀TO฀SPELL฀OUT฀THE฀RESEARCH฀THAT฀HAD฀GUIDED฀THE฀CONTENT฀AND฀
RECOMMENDATIONS฀OF฀THE฀SO
CALLED฀STANDARDS฀DOCUMENTS฀THAT฀THE฀.#4-฀HAD฀PUBLISHED�
'UTI£RREZ฀ET฀AL�฀ �����	฀NOTE฀ THE฀DIFFICULTY฀OF฀ TRACING฀THE฀IMPACT฀OF฀RESEARCH฀ON฀

STUDENTS�฀LEARNING�฀CLAIMING฀THAT฀TEACHERS฀ARE฀THE฀WEAK฀LINK฀IN฀THE฀CHAIN฀BECAUSE฀THEY฀
NEED฀HELP฀IF฀THEY฀ARE฀TO฀IMPLEMENT฀CHANGES฀IN฀THEIR฀CLASSES�฀4EACHERS฀NEED฀NOT฀ONLY฀TO฀
UNDERSTAND฀AND฀AGREE฀WITH฀ANY฀PROPOSED฀CHANGES�฀THEY฀ALSO฀NEED฀TO฀BE฀CONVINCED฀THAT฀
THE฀CHANGES฀ARE฀WORTH฀MAKING฀AND฀NOT฀TOO฀DIFFICULT฀FOR฀THEM฀TO฀MANAGE�฀4HE฀PROCESS฀IS฀
CLEARLY฀A฀SLOW฀ONE�฀/NE฀EXAMPLE฀CITED฀IN฀THE฀REPORT฀IS฀THAT฀OF฀#OGNITIVELY฀'UIDED฀)NS

TRUCTION฀�#ARPENTER�฀&ENNEMA�฀&RANKE�฀,EVI�฀�฀%MPSON�฀����	฀IN฀THE฀5NITED฀3TATES�฀4HE฀
WORK฀BEGAN฀IN฀THE฀����S฀WITH฀PROFESSIONAL฀DEVELOPMENT฀PROGRAMS�฀AND฀ONLY฀RECENTLY฀
HAVE฀EFFECTS฀ON฀STUDENTS�฀LEARNING฀BEEN฀DOCUMENTED�฀!LTHOUGH฀WE฀NOW฀HAVE฀A฀MUCH฀
BETTER฀APPRECIATION฀OF฀THE฀RESEARCH
TO
PRACTICE฀PROCESS�฀IT฀IS฀STILL฀FRAUGHT฀WITH฀PROBLEMS�
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More Approaches

2ESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀HAS฀BEEN฀INCORPORATING฀A฀VARIETY฀OF฀NEW฀METHODS฀
AS฀THE฀FIELD฀HAS฀MOVED฀FURTHER฀AWAY฀FROM฀THE฀DOMINANCE฀OF฀QUANTITATIVE฀METHODS฀TWO฀
DECADES฀AGO฀�+ILPATRICK�฀����	�฀4HE฀SOCIAL฀TURN฀IN฀OUR฀FIELD฀HAS฀MEANT฀THAT฀DIMENSIONS฀
OF฀KNOWLEDGE�฀BELIEF�฀THOUGHT�฀AND฀BEHAVIOR฀THAT฀DO฀NOT฀LEND฀THEMSELVES฀WELL฀TO฀QUAN

TIFICATION฀HAVE฀BECOME฀INCREASINGLY฀PROMINENT฀IN฀RESEARCH�฀-ETHODS฀FOR฀GATHERING฀AND฀
ANALYZING฀DATA�฀THEREFORE�฀HAVE฀HAD฀TO฀CHANGE�

Qualitative and mixed research methods

7HATEVER฀THEIR฀SOURCE฀�TESTS�฀QUESTIONNAIRES�฀SURVEYS�฀INTERVIEWS�฀OR฀OBSERVATIONS�฀
RESEARCH฀DATA฀CAN฀BE฀CLASSIFIED฀AS฀QUANTITATIVE฀�NUMERICAL	฀OR฀QUALITATIVE฀�CATEGORICAL	�฀
2ESEARCH฀STUDIES�฀THEREFORE�฀CAN฀BE฀QUANTITATIVE�฀QUALITATIVE�฀OR฀A฀MIXTURE฀OF฀THE฀TWO�฀)N฀
THE฀PAST฀TWO฀DECADES�฀QUALITATIVE฀STUDIES฀HAVE฀COME฀TO฀DOMINATE฀RESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀
education.
(ART�฀3MITH�฀3WARS�฀AND฀3MITH฀�����	฀SURVEYED฀���฀ARTICLES฀PUBLISHED฀FROM฀����฀TO฀

����฀THAT฀REPORTED฀RESEARCH฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀AND฀FOUND฀THAT฀QUALITATIVE฀STUDIES฀
WERE฀THE฀MOST฀COMMON�฀STUDIES฀USING฀MIXED฀METHODS฀WERE฀THE฀NEXT฀MOST฀COMMON�฀AND฀A฀
NONTRIVIAL฀NUMBER฀WERE฀QUANTITATIVE฀STUDIES�฀4HE฀CLASSIFICATION฀OF฀RESEARCH฀AS฀QUALITATIVE�฀
QUANTITATIVE�฀OR฀MIXED฀TURNED฀OUT฀TO฀PRESENT฀SOME฀SERIOUS฀PROBLEMS฀OF฀INTERPRETATION�฀)N฀
PARTICULAR�฀STUDIES฀USING฀MIXED฀METHODS฀WERE฀SELDOM฀IDENTIFIED฀AS฀SUCH฀IN฀THE฀REPORT฀OF฀
THE฀STUDY�฀!LTHOUGH฀THEY฀DID฀NOT฀FIND฀CLEAR฀TRENDS฀IN฀THE฀FRACTION฀OF฀STUDIES฀USING฀MIXED฀
METHODS�฀(ART฀ET฀AL�฀EXPECTED฀THAT฀MORE฀HIGH
QUALITY฀MIXED฀METHODS฀RESEARCH฀WOULD฀
BE฀PUBLISHED฀IN฀THE฀COMING฀YEARS�฀SEEING฀MIXED฀METHODS฀AS฀POSSIBLY฀hAN฀APPROPRIATE฀
RESPONSE฀TO฀CALLS฀FOR฀GREATER฀GENERALIZABILITY฀OF฀RESULTS฀WHILE฀MAINTAINING฀ENOUGH฀DETAIL฀
ABOUT฀THE฀PROCESSES฀OF฀TEACHING฀AND฀LEARNING฀TO฀BE฀VALID฀AND฀USEFULv฀�P�฀��	�฀1UANTI

TATIVE฀DATA฀STILL฀HAVE฀A฀PLACE฀IN฀OUR฀RESEARCH�฀BUT฀IMPROVED฀WAYS฀TO฀GATHER฀AND฀ANALYZE฀
QUALITATIVE฀DATA฀HAVE฀TRULY฀TRANSFORMED฀THE฀FIELD�

Technology in research

4HE฀AVAILABILITY฀OF฀UNOBTRUSIVE฀VIDEO฀AND฀AUDIO฀RECORDERS฀HAS฀CHANGED฀RESEARCH฀IN฀
MATHEMATICS฀EDUCATION฀AND�฀IN฀PARTICULAR�฀THE฀STUDY฀OF฀MATHEMATICS฀TEACHING�฀%XAM

PLES฀INCLUDE฀THE฀VIDEO฀STUDIES฀CONDUCTED฀AS฀PART฀OF฀THE฀4)-33�฀/NE฀OF฀THE฀HYPOTHESES฀
EMERGING฀FROM฀THE฀����฀4)-33฀6IDEO฀3TUDY฀�3TIGLER฀�฀(IEBERT�฀����	�฀WHICH฀INVOL

VED฀EIGHTH
GRADE฀MATHEMATICS฀CLASSROOMS฀IN฀'ERMANY�฀*APAN�฀AND฀THE฀5NITED฀3TATES�฀
WAS฀THAT฀LESSONS฀WITHIN฀COUNTRIES฀TEND฀TO฀SHOW฀GREATER฀SIMILARITY฀IN฀SUCH฀FEATURES฀AS฀
reviewing content or introducing a new topic than did lessons across countries. Some 
PEOPLE฀SUGGESTED฀THAT฀THERE฀MIGHT฀BE฀A฀CULTURAL฀hSCRIPTv฀FOR฀TEACHING฀EIGHTH
GRADE฀MATHE

MATICS฀WITHIN฀EACH฀COUNTRY�฀4HE฀RESULTS฀OF฀THE฀����฀4)-33฀6IDEO฀3TUDY฀�(IEBERT฀et 

al.,฀����	�฀WHICH฀INVOLVED฀EIGHTH
GRADE฀CLASSROOMS฀IN฀!USTRALIA�฀THE฀#ZECH฀2EPUBLIC�฀
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(ONG฀+ONG�฀*APAN�฀THE฀.ETHERLANDS�฀3WITZERLAND�฀AND฀THE฀5NITED฀3TATES�฀WERE฀MOSTLY฀
CONSISTENT฀WITH฀THE฀HYPOTHESIS฀FROM฀THE฀EARLIER฀STUDY�฀BUT฀THE฀DATA฀DID฀NOT฀SUPPORT฀THE฀
CONCLUSION฀THAT฀COUNTRIES฀HAVE฀A฀UNIFORM฀MATHEMATICS
TEACHING฀SCRIPT�฀h4HE฀VARIABILITY฀
WITHIN฀SOME฀COUNTRIES฀SUGGESTS฀A฀MORE฀COMPLICATED฀PICTUREv฀�(IEBERT฀et al., 2003, p. 
���	�฀&OR฀EXAMPLE�฀3WITZERLAND฀HAD฀CONSIDERABLE฀VARIATION฀ACROSS฀SEVERAL฀ASPECTS฀OF฀
LESSON฀STRUCTURE�฀AND฀THE฀RESEARCHERS฀CONJECTURED฀THAT฀LANGUAGE฀DIFFERENCES฀PLUS฀REFORM฀
ACTIVITIES฀PROMOTING฀TWO฀METHODS฀OF฀ TEACHING฀MIGHT฀HAVE฀BEEN฀RESPONSIBLE฀FOR฀ THAT฀
VARIATION�฀4HE฀4)-33฀VIDEO฀STUDIES฀HAVE฀RAISED฀IMPORTANT฀HYPOTHESES฀THAT฀WERE฀NOT฀
POSSIBLE฀TO฀TEST฀BEFORE฀THE฀TECHNOLOGY฀WAS฀AVAILABLE฀TO฀GATHER฀AND฀ANALYZE฀DATA฀FROM฀
“average” classrooms in different countries.

Conclusion

3PAIN฀PRESENTS฀AN฀EXCELLENT฀EXAMPLE฀OF฀WAYS฀IN฀WHICH฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀HAS฀
BEEN฀ENRICHED฀OVER฀THE฀PAST฀DECADES�฀!CCORDING฀TO฀2ICO�฀3IERRA�฀AND฀#ASTRO฀�����	�฀
DISCIPLINES฀AND฀DEPARTMENTS฀WITHIN฀THE฀UNIVERSITY�฀BY฀PROVIDING฀AN฀INSTITUTIONAL฀STRUC

ture for implementing doctoral programs and research groups, have created the current 
COMMUNITY฀OF฀3PANISH฀RESEARCHERS฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION�฀4HAT฀COMMUNITY฀HAS฀CON

SOLIDATED฀A฀PROGRAM฀OF฀TEACHING฀AND฀RESEARCH฀IN฀THE฀UNIVERSITY�฀PARTICIPATED฀IN฀TRAINING฀
TEACHERS฀FOR฀PRIMARY฀AND฀SECONDARY฀EDUCATION�฀AND฀DEVELOPED฀PROGRAMS฀OF฀DOCTORAL฀
STUDIES�฀2ICO฀ET฀AL�฀IDENTIFY฀CONTINUING฀PROBLEMS�฀HOWEVER�฀WITH฀THE฀INITIAL฀TRAINING฀OF฀
PRIMARY฀SCHOOL฀TEACHERS�฀INADEQUATE฀TRAINING฀OF฀SECONDARY฀SCHOOL฀TEACHERS�฀AND฀BARRIERS฀
TO฀DEVELOPING฀SUCH฀TRAINING฀FURTHER�฀!LTHOUGH฀PROBLEMS฀REMAIN฀�AS฀THEY฀DO฀IN฀OTHER฀
countries as well— Spain has made a huge intellectual investment in the field of didactics 
of mathematics, which promises well for the future.
)฀KNOW฀OF฀NO฀ONE฀WHO฀HAS฀CONTRIBUTED฀MORE฀TO฀THE฀DEVELOPMENT฀OF฀MATHEMATICS฀

EDUCATION฀AS฀A฀RESEARCH฀FIELD฀IN฀3PAIN฀THAN฀,UIS฀2ICO฀2OMERO�฀(E฀HAS฀ESTABLISHED฀'RA

NADA฀AS฀A฀CENTER฀FOR฀THAT฀RESEARCH�฀AND฀THROUGH฀HIS฀COLLABORATIONS฀AND฀STUDENTS฀HE฀HAS฀
ENRICHED฀THEORY�฀RESEARCH�฀AND฀PRACTICE฀IN฀THE฀DIDACTICS฀OF฀MATHEMATICS�฀)฀AM฀PRIVILEGED฀
TO฀COUNT฀HIM฀AS฀A฀FRIEND฀AND฀COLLABORATOR฀�A฀SUPREME฀ACADEMIC฀AND฀A฀FINE฀HUMAN฀BEING�
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EARLY ALGEBRA Y FORMACIÓN DEL PROFESORADO:  
EL CASO DEL PROYECTO ARAL

Early Algebra and Teachers Education: the case of the ArAl Project
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Resumen 

$ESPU£S฀DE฀ALGUNAS฀INDICACIONES฀SOBRE฀LOS฀ESTUDIOS฀QUE฀HAN฀DETERMINADO฀LA฀G£NESIS฀DE฀LA฀
early algebra,฀PRESENTAMOS฀EL฀0ROYECTO฀!R!L฀�DIRIGIDO฀A฀LA฀RENOVACI�N฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LA฀
ARITM£TICA฀EN฀PERSPECTIVA฀ALGEBRAICA฀A฀TRAV£S฀DE฀UN฀ACERCAMIENTO฀LINGÓ¤STICO�฀SOCIO
CONSTRUCTIVO฀Y฀
METACOGNITIVO�฀$ISCUTIMOS฀ACERCA฀DE฀ASPECTOS฀TE�RICOS฀DEL฀PROYECTO฀Y฀DE฀NUESTRAS฀MODALIDADES฀DE฀
TRABAJO฀CON฀EL฀PROFESORADO฀PARA฀LLEVARLES฀A฀ADQUIRIR฀FORMAS฀DE฀ACTUAR฀EN฀EL฀AULA฀EN฀SINTON¤A฀CON฀LOS฀
OBJETIVOS฀DEL฀PROYECTO�฀0RESENTAMOS฀UN฀BREVE฀EXTRACTO฀DE฀UNA฀DISCUSI�N฀EN฀CLASE฀QUE฀MUESTRA฀LA฀
APARICI�N฀DE฀LAS฀PRIMERAS฀FORMAS฀DE฀PENSAMIENTO฀ALGEBRAICO฀EN฀LOS฀ESTUDIANTES฀Y�฀MÕS฀EN฀GENERAL�฀
DISCUTIMOS฀ACERCA฀DE฀LAS฀DIFICULTADES฀IDENTIFICADAS฀EN฀LOS฀DOCENTES�฀#ONCLUIMOS฀CON฀OBSERVACIO

NES฀SOBRE฀LAS฀CONDICIONES฀QUE฀DAN฀LUGAR฀A฀CAMBIOS฀EN฀LOS฀DOCENTES฀Y฀LA฀DIFICULTAD฀DE฀AVERIGUAR฀
EN฀EL฀TIEMPO฀SU฀INCIDENCIA฀EN฀EL฀DESARROLLO฀DE฀UNA฀NUEVA฀VISI�N฀DEL฀ALGEBRA฀EN฀LOS฀ESTUDIANTES�

Palabras clave:฀EARLY฀ALGEBRA�฀FORMACI�N฀PROFESORADO�฀PENSAMIENTO฀ALGEBRAICO�฀PRÕCTICA฀
REFLEXIVA�฀RELACI�N฀TEOR¤A
PRÕCTICA

ABSTRACT

After some indications on the studies which generate early algebra and on the socio-cultural 

aspects implied in its teaching, we present the ArAl Project—which proposes a renewal of the 

arithmetic teaching in an algebraic perspective through a linguistic, socio-constructive, and 

metacognitive approach. We discuss on its theoretical aspects and on our ways of working with 

the teachers in order to bring them to acquire ways of acting in the class in tune with the indi-

cations and aims of the project. We present a short excerpt of classroom discussion showing the 

appearing of first forms of algebraic thinking in the pupils and we discuss about the difficulties 

detected in the teachers. We conclude with some remarks on the conditions which can produce 

a change in teachers’ performance, on the difficulties to spread these innovations at large and 
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on the one to control in the time their incidence on the development of a new view of algebra 

in the students.

Keywords: algebraic thinking, early algebra, reflective practice, teacher education, theory 

& practice relationship

On Early Algebra

%ARLY฀ALGEBRA฀IS฀A฀RECENTLY฀BORN฀DISCIPLINARY฀AREA�฀APPEARED฀IN฀THE฀SYLLABUSES฀OF฀
LEADER฀COUNTRIES฀SUCH฀AS฀5+฀AND฀53!�฀AND฀PRESENTLY฀STUDIED฀AT฀INTERNATIONAL฀RESEARCH฀
level as far as the didactical transposition of its principles is concerned. Its origins can 
BE฀TRACED฀BACK฀IN฀THE฀STUDIES฀THAT�฀IN฀THE฀%IGHTIES�฀ARISED฀DIFFICULTIES฀IN฀ALGEBRA฀TEACHING฀
AND฀LEARNING�฀)TS฀CONSTITUTION฀AS฀A฀DISCIPLINARY฀AREA฀IS฀THE฀RESULT฀OF฀STUDIES฀THAT฀WE฀BRIEFLY฀
recall in the following lines. 
!S฀ALREADY฀KNOWN�฀THE฀MODERN฀MATHEMATICS฀OF฀THE฀3IXTIES฀ABANDONS฀THE฀IDEA฀OF฀

MATHEMATICS฀AS฀AN฀ABSTRACT�฀STATIC฀AND฀ISOLATED฀DISCIPLINE฀IN฀FAVOUR฀OF฀A฀DYNAMIC฀AND฀
EVOLUTIONARY฀VISION฀OF฀IT�฀ROOTED฀IN฀THE฀CONCRETE฀WORLD฀AND฀OPEN฀TO฀INTERACTIONS฀WITH฀
DIFFERENT฀DISCIPLINES฀AND฀CONTEXTS�฀4HE฀CONTENTS฀ IN฀ THE฀SYLLABUSES฀ARE฀RENEWED฀AND฀
EXPANDED�฀WHILE฀A฀DEEP฀METHODOLOGICAL฀REVOLUTION฀SHIFTS฀THE฀ATTENTION฀FROM฀THE฀PASSIVE฀
LEARNING฀OF฀MATHEMATICAL฀FACTS฀TOWARDS฀PROBLEM฀SOLVING฀AND฀MATHEMATICAL฀DISCOVERY�

According to these developments, there is a widespread awareness of the importance 
OF฀INVESTING฀ON฀STUDIES฀DEDICATED฀TO฀PROBLEMS฀OF฀TEACHING฀AND฀LEARNING฀AND฀TO฀IMPROVE฀
THE฀CULTURE฀OF฀TEACHERS฀AFFECTED฀BY฀THE฀NOVELTIES�
!S฀FAR฀AS฀THE฀TEACHING฀OF฀ALGEBRA฀IS฀CONCERNED�฀THE฀FIRST฀STUDIES฀CONCENTRATE฀ON฀THE฀

DEFINITION฀OF฀PROJECTS฀OF฀CURRICULAR฀INNOVATION�฀4HE฀PIONEERS฀IN฀THIS฀AREA฀ARE฀THE฀%NGLISH฀
PROJECTS฀FOR฀THE฀TEACHING฀OF฀MATHEMATICS฀IN฀GRADES฀�th to 10th฀�E�G��฀"ELL฀et al��฀����� 
(ARPER�฀����	�฀WHICH฀PROMOTE฀AN฀APPROACH฀TO฀ALGEBRA฀CENTRED�฀FROM฀THE฀VERY฀BEGINNING�฀
ON฀MODELLIZATION�฀"ESIDE฀THESE฀PROJECTS฀APPEAR฀STUDIES฀OF฀DIAGNOSTIC฀KIND�฀IN฀SEARCH฀FOR฀
THE฀MOST฀WIDESPREAD฀WRONG฀BEHAVIOURS฀IN฀THE฀PUPILS�฀0ARTICULARLY฀IMPORTANT฀ARE฀+IERAN�S฀
STUDIES฀�����	�฀WHICH฀CLEARLY฀SHOW฀HOW฀THE฀PROBLEMS฀IN฀THE฀LEARNING฀OF฀ALGEBRA฀ARE฀
MAINLY฀DUE฀TO฀THE฀ARITHMETIC฀TRADITIONAL฀TEACHING�฀COMPLETELY฀REGARDLESS฀OF฀THE฀RELATIONAL฀
ASPECTS฀AND฀OF฀THE฀CONTROL฀OF฀THE฀MEANINGS฀IMPLIED฀BY฀CALCULUS฀PROCESSES�฀
)N฀THOSE฀YEARS�฀SCHOLARS฀HAVE฀DIFFERENT฀OPINIONS฀ABOUT฀THE฀RELATIONSHIP฀BETWEEN฀

ARITHMETIC฀AND฀ALGEBRA฀TEACHING�฀AS฀WELL฀AS฀ON฀THE฀AGE฀AT฀WHICH฀PUPILS฀SHOULD฀BE฀FACED฀
WITH฀ALGEBRA�฀!S฀FAR฀AS฀THE฀FIRST฀QUESTION฀IS฀CONCERNED�฀SOME฀SCHOLARS฀UNDERLINE฀THE฀
EPISTEMOLOGICAL฀RUPTURE฀BETWEEN฀THE฀TWO฀AREAS฀�E�G��฀&ILLOY฀�฀2OJANO�฀�����฀(ESCOVIZ฀
�฀,INCEVSKI�฀����	�฀OTHERS฀HIGHLIGHT฀THE฀IMPORTANCE฀OF฀LOOKING฀AT฀THE฀TWO฀AREAS฀IN฀A฀
PERSPECTIVE฀OF฀CONTINUITY�฀STRESSING฀THEIR฀MUTUAL฀SYNERGIES฀�E�G��฀#HEVALLARD�฀����
����	�฀
!S฀TO฀THE฀IDEAL฀ONSET฀AGE฀FOR฀ALGEBRA�฀SOME฀SCHOLARS฀MAINTAIN฀THAT฀THIS฀SHOULD฀OCCUR฀IN฀THE฀
8th฀GRADE฀�E�G��฀5SISKIN�฀����	�฀WHILE฀OTHER฀AUTHORS฀STATE฀THAT฀IT฀SHOULD฀BE฀TACKLED฀EARLIER�฀
AT฀PRIMARY฀LEVEL฀�E�G��฀$AVIS�฀����	�฀.EVERTHELESS�฀THERE฀IS฀GENERAL฀AGREEMENT฀ON฀THE฀
NEED฀TO฀SET฀THE฀FOUNDATIONS฀OF฀THE฀TEACHING฀OF฀ARITHMETIC฀IN฀A฀RELATIONAL฀AND฀PRE
ALGEBRAIC฀
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PERSPECTIVE�฀4HE฀OBJECTIVES฀ARE�฀�A	฀TO฀OVERCOME฀CLASSICAL฀DIFFICULTIES฀AND฀STEREOTYPES฀
SUCH฀AS฀THE฀DIRECTIONAL฀EQUAL฀SIGN�฀OR฀THE฀LACK฀OF฀CLOSURE฀IN฀ARITHMETIC฀EXPRESSIONS�฀�B	฀
TO฀INDUCE฀A฀STRUCTURAL฀VISION฀OF฀ARITHMETIC฀EXPRESSIONS�฀DETECTING฀EQUALITIES฀OR฀ANALOGIES฀
AND฀DIFFERENCES�฀AND฀�C	฀TO฀OPEN฀THE฀WAY฀TO฀GENERALIZATION฀PROCESSES฀AND฀MODELLIZATION฀
FOR฀THE฀GENESIS฀OF฀THE฀OBJECTS฀OF฀ALGEBRA�฀
4HE฀ACKNOWLEDGEMENT฀OF฀THE฀IMPORTANCE฀OF฀THESE฀ISSUES฀IS฀HIGHLIGHTED฀AT฀THE฀7'฀

ON฀ALGEBRA฀AT฀)#-%฀6))฀�,AVAL�฀����	฀WHERE฀THE฀SCHOLARS฀GET฀TO฀ENVISAGE฀A฀SPECIFIC฀AREA฀
OF฀TEACHING฀THEY฀CALL฀PRE
ALGEBRA�฀AS฀A฀BRIDGE฀BETWEEN฀ARITHMETIC฀AND฀ALGEBRA฀�,INCEVSKI�฀
����	�฀4HIS฀DENOMINATION฀TURNS฀THEN฀SOON฀INTO฀EARLY฀ALGEBRA�฀-OREOVER�฀THE฀ACTIVITIES฀OF฀
SYNTACTIC฀TRANSFORMATION฀ARE฀NO฀LONGER฀SEEN฀AS฀ISOLATED�฀BUT฀RATHER฀IN฀THEIR฀RELATIONSHIP฀
WITH฀ACTIVITIES฀OF฀REPRESENTATION฀AND฀INTERPRETATION�฀"ELL฀�����	฀SPEAKS฀OF฀@ESSENTIAL฀
ALGEBRAIC฀CYCLE��฀/THER฀SCHOLARS฀�!RCAVI�฀�����฀!RZARELLO฀et al., �����฀"OERO�฀����	฀
open to the metacognitive dimension, shifting the attention towards the control of the 
PROPERTIES฀THAT฀LEGITIMATE฀THE฀PROCESSES฀OF฀SYNTACTIC฀TRANSFORMATION฀AND฀THE฀ACTIVATION฀
OF฀ANTICIPATORY฀THINKING�฀SEEN฀AS฀THE฀ABILITY฀TO฀FORESEE฀�WITHOUT฀CARRYING฀OUT฀SYNTACTIC฀
TRANSFORMATIONS	฀NEW฀POSSIBLE฀FORMS฀OF฀AN฀EXPRESSION�฀BY฀CHECKING฀ITS฀MEANINGS฀WITH฀
REFERENCE฀TO฀A฀GIVEN฀AIM�฀OR฀TO฀HYPOTHESIZE฀FORMAL฀WRITINGS฀TO฀BE฀REACHED฀IN฀ORDER฀TO฀
ACHIEVE฀SPECIFIC฀RESULTS�฀7ITH฀REFERENCE฀TO฀GENERALISATION�฀-ASON฀MAINTAINS฀THAT฀PUPILS฀
SHOULD฀BE฀LEAD฀TO฀CONQUER฀THE฀DOUBLE฀AWARENESS฀OF฀seeing the general in the particular 
and seeing the particular in the general฀AND�฀MOST฀OF฀ALL�฀BECOME฀AWARE฀OF฀THE฀PLURALITY฀
OF฀CASES฀CONTAINED฀IN฀A฀GENERAL฀STATEMENT�฀)N฀THIS฀FIELD�฀MANY฀STUDIES฀ARE฀DEVOTED฀TO฀
FIGURAL฀AND฀NUMERICAL฀SEQUENCES฀�E�G��฀3TACEY�฀����	�

In the second half of the Nineties there is a flourishing of studies on these aspects 
MAINLY฀TARGETED฀AT฀PUPILS฀AGED฀��฀TO฀���฀3OME฀OF฀THE฀STUDIES฀STAND฀OUT฀FOR฀THEIR฀THEORI

SING฀OF฀MODELS฀FOR฀A฀CONCEPTUAL฀DEVELOPMENT฀IN฀ALGEBRA฀OF฀A฀SOCIO
CONSTRUCTIVE฀TYPE�฀
which highlights the influence of the classroom environment on teaching within the 
FRAMEWORK฀OF฀AN฀ALGEBRAIC฀VISION฀OF฀ALGEBRA฀AS฀A฀LANGUAGE฀�E�G��฀$A฀2OCHA฀&ALCáO�฀�����฀
-EIRA�฀�����฀2ADFORD�฀����	�฀)N฀THE฀53฀AREA฀THERE฀IS฀WIDESPREAD฀AGREEMENT฀ON฀THE฀IDEA฀
THAT฀PRIMARY฀SCHOOL฀SYLLABUSES฀SHOULD฀BE฀RE
ARRANGED�฀ACCORDING฀TO฀THE฀SOCIAL฀NEEDS฀OF฀
the 21st฀CENTURY�฀IN฀THE฀SENSE฀OF฀EARLY฀ALGEBRA฀�+APUT�฀����	�฀3INCE฀�����฀EARLY฀ALGEBRA฀
ISSUES฀HAVE฀RAISED฀AN฀INCREASING฀INTEREST฀WITHIN฀THE฀INTERNATIONAL฀SCIENTIFIC฀COMMUNITY�฀AS฀
TESTIFIED฀BY฀THE฀MANY฀INTERVENTIONS฀DEVOTED฀TO฀THIS฀THEME฀AT฀INTERNATIONAL฀CONFERENCES�฀AS฀
WELL฀AS฀BY฀THE฀PRODUCTION฀OF฀SPECIFIC฀MONOGRAPHS฀�#AI฀et al.,฀�����฀#AJ฀�฀+NUT�฀�����฀
+APUT฀et al.,฀����	�฀-ANY฀EXPERIMENTAL฀STUDIES฀OF฀CLASSROOM฀IMPLEMENTATION฀OF฀EARLY฀
ALGEBRA฀TACKLE฀SIMULTANEOUSLY฀THE฀ISSUE฀OF฀TEACHER฀TRAINING฀�E�G��฀THE฀REPORTS฀BY฀#ARPENTER฀
et al.,฀����� $AUGHERTY฀IN฀#ICK฀et al.,฀�����฀+APUT฀�฀"LANTON�฀����	�฀

Our research studies are located within this frame and develop within the ArAl 

Project: Paths in arithmetic to favour pre-algebraic thinking, a PROJECT฀THAT�฀AS฀WE฀SHALL฀
clear later, develops through two merged educational paths: The first one is devoted 
TO฀THE฀PLANNING฀AND฀IMPLEMENTATION฀OF฀CLASS฀ACTIVITIES฀AND฀TO฀THE฀ANALYSIS฀OF฀STUDENTS฀
LEARNING�฀ THE฀SECOND฀ONE฀IS฀AIMED฀AT฀A฀RENEWAL฀OF฀ TEACHER฀PROFESSIONALISM฀THROUGH฀



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA48

INDIVIDUAL฀AND฀SHARED฀REFLECTIVE฀PRACTICES฀ON฀THE฀ACTIVATED฀DIDACTICAL฀PROCESSES฀�#USI฀�฀
-ALARA�฀�����฀#USI฀et al.,฀�����฀-ALARA฀�฀.AVARRA�฀�����฀-ALARA฀�฀.AVARRA�฀IN฀PRESS	�฀
"EFORE฀CONCENTRATING฀ON฀THE฀!R!L฀0ROJECT�฀WE฀RECALL฀HERE฀SOME฀QUESTIONS฀RELATED฀TO฀THE฀
SOCIO
CONSTRUCTIVE฀TEACHING฀AND฀TO฀TEACHERS฀EDUCATION�฀

Socio-Constructive Teaching and Teachers Education 

4HE฀SOCIO
CONSTRUCTIVE฀MODEL฀OF฀MATHEMATICS฀TEACHING฀SEES฀THE฀PUPILS฀AS฀CREATORS฀
OF฀THEIR฀KNOWLEDGE฀THROUGH฀ACTIVITIES฀OF฀COLLECTIVE฀WORK฀ON฀PROBLEMATIC฀SITUATIONS฀THAT฀
allow specific properties or mathematical concepts to arise. In this model, mathematical 
DISCUSSION฀HAS฀A฀CENTRAL฀ROLE�฀SINCE฀IT฀MAKES฀PUPILS฀EXPRESS฀THEIR฀IDEAS฀AND฀DEBATE฀ON฀THE฀
DIFFERENT฀POINTS฀OF฀VIEW฀THAT฀EMERGE฀IN฀THE฀CLASSROOM�฀CONQUERING฀NEW฀KNOWLEDGE฀WHILE฀
SHARING฀THEIR฀CONSTRUCTIONS฀AND฀CONSOLIDATING฀THEM฀BY฀REFLECTING฀ON฀THEIR฀MEANING฀AND฀
ROLE�฀4HE฀COORDINATION฀OF฀A฀MATHEMATICAL฀DISCUSSION฀REQUIRES฀IN฀THE฀TEACHERS฀METHODO

LOGICAL฀SKILLS฀THAT฀GO฀BEYOND฀THE฀MERE฀DISCIPLINARY฀COMPETENCE�฀&IRST฀OF฀ALL�฀TEACHERS฀
MUST฀FORESEE฀THE฀DEVELOPMENT฀OF฀CLASSROOM฀ACTION�฀THEN�฀THEY฀SHOULD฀MAKE฀HYPOTHESES฀
ABOUT PUPILS�฀CONCEPTUAL฀CONSTRUCTS AND฀ON฀THE฀POSSIBLE฀DIDACTICAL฀STRATEGIES฀TO฀HELP฀THEM฀
MODIFY such constructs. From฀A฀SOCIAL฀POINT฀OF฀VIEW�฀THEY฀MUST฀BE฀ABLE฀TO฀CREATE฀A฀GOOD฀
interaction environment, stimulating participation, mutual listening and facilitating the 
PRODUCTION฀OF฀COUNTER
ARGUMENTS�฀THEY฀SHOULD฀AVOID฀JUDGEMENT฀AND฀ASK฀THE฀STUDENTS฀TO฀
VALIDATE฀THE฀ARGUMENTS�฀THEY฀SHOULD฀ASK฀QUESTIONS฀AT฀METACOGNITIVE฀LEVEL฀SO฀AS฀TO฀ALLOW฀
pupils to internalize the processes carried out. 
)N฀ORDER฀TO฀DEVELOP฀THESE฀SKILLS�฀THE฀CONSOLIDATED฀KEY฀PRACTICE฀IN฀RESEARCH฀ENVIRON


MENT฀IS฀BASED฀ON฀THE฀IMPORTANCE฀OF฀TEACHERS�฀CRITICAL฀REFLECTION฀ON฀CLASSROOM฀PROCESSES�฀
PARTICULARLY฀WHEN฀THESE฀REFLECTIONS฀ARE฀SHARED�฀4O฀FOSTER฀TEACHERS�฀SELF
OBSERVATION฀ABILITY฀
DURING฀CLASSROOM฀ACTION�฀-ASON฀�����	฀SUGGESTS฀THE฀CONSTANT฀PRACTICE฀OF฀THE฀@disci-

pline of noticing�฀AND฀HE฀UNDERLINES฀THAT฀TEACHERS฀HAVE฀TO฀BECOME฀AWARE฀hNOT฀SIMPLY฀
OF฀THE฀FACT฀OF฀DIFFERENT฀WAYS฀OF฀INTERVENING�฀BUT฀OF฀THE฀FACT฀OF฀SUBTLE฀SENSITIVITIES฀WHICH฀
GUIDE฀OR฀DETERMINE฀CHOICES฀BETWEEN฀TYPES฀AND฀TIMINGS฀OF฀INTERVENTIONSv฀�-ASON�฀�����฀
P�฀��	�฀*AWORSKI฀�����	฀SUPPORTS฀THE฀EFFICACY฀OF฀hINQUIRY฀COMMUNITIESv฀�MIXED฀GROUPS฀
OF฀TEACHERS฀AND฀UNIVERSITY฀RESEARCHERS	฀AND฀SHE฀STRESSES฀THAT฀THIS฀DIALOGICAL฀MODEL฀IS฀
PARTICULARLY฀RELEVANT฀TO฀TEACHER฀PROFESSIONAL฀DEVELOPMENT฀BECAUSE฀IT฀MAKES฀TEACHERS฀
RESEARCH฀ON฀THEIR฀OWN฀PRACTICE฀AND�฀CONSEQUENTLY�฀DEVELOP฀A฀CRITICAL฀INTELLIGENCE฀AND฀AN฀
INCREASING฀AWARENESS฀OF฀THE฀DIFFERENT฀ASPECTS฀TO฀BE฀FACED฀DURING฀THE฀TEACHING฀PROCESSES�฀
2ECENTLY�฀3CHOENFELD฀�����	฀UNDERLINES฀ THE฀IMPORTANCE฀OF฀STUDYING฀THE฀INTERACTION฀
BETWEEN฀TEACHERS�฀KNOWLEDGE�฀RESOURCES�฀GOALS�฀BELIEFS�฀AND฀ORIENTATIONS฀AND฀THEIR฀IN
THE

MOMENT฀DECISION฀MAKING�฀4HIS฀POSITION฀IS฀CONSISTENT฀WITH฀THE฀STUDIES฀WHICH฀DISCUSS฀THE฀
CRUCIAL฀ROLE฀PLAYED฀BY฀AN฀INVESTIGATION฀in situ OF฀THE฀INTERRELATIONSHIPS฀BETWEEN฀TEACHER฀
KNOWLEDGE�฀BELIEFS฀AND฀EMOTIONS฀BECAUSE฀IT฀ALLOWS฀THE฀TEACHERS฀TO฀BECOME฀AWARE฀OF฀THE฀
MISMATCH฀BETWEEN฀THEIR฀ESPOUSED฀BELIEFS฀AND฀THE฀BELIEFS฀THAT฀EMERGE฀FROM฀PRACTICE฀�E�G��฀
3OWDER�฀�����฀4HAMES฀�฀6AN฀:OEST�฀����	�฀
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)N฀THE฀LAST฀DECADE฀SEVERAL฀RESEARCH฀PROJECTS฀FOR฀TEACHER฀EDUCATION฀ARE฀PLANNED฀FOCU

SED฀ON฀A฀REAL฀TEACHERS�฀INVOLVEMENT฀AND฀THEIR฀ACTIVE฀COLLABORATION฀WITH฀RESEARCHERS฀BUT฀
WHERE฀THE฀REFERENCE฀TO฀THE฀THEORY฀IS฀CONSIDERED฀FUNDAMENTAL฀�E�G��฀0OTARI�฀����	�฀4HE฀
TEACHERS฀WHO฀COLLABORATE฀IN฀THESE฀PROJECT฀ARE฀MOTIVATED฀TO฀UNDERTAKE฀INQUIRY
BASED฀
PRACTICE�฀TO฀GIVE฀TIME฀TO฀COLLABORATION฀WITH฀RESEARCHERS�฀AND฀TO฀ENGAGE฀SERIOUSLY฀WITH฀
REFLECTIVE฀DEVELOPMENTAL฀PRACTICE�฀7E฀ARE฀IN฀TUNE฀WITH฀THESE฀SCHOLARS฀�E�G��฀-ALARA฀�฀
:AN�฀����	�฀7E฀BELIEVE฀THAT฀SUITABLE฀RESEARCH฀PROJECTS฀AND฀TEACHER฀EDUCATION฀PROGRAMS฀
SHOULD฀BE฀CONCEIVED฀WITH฀THE฀AIM฀OF฀ACTIVELY฀INVOLVING฀TEACHERS฀IN฀THE฀FIELD฀OF฀PRACTICE฀
AND�฀IN฀THE฀SAME฀TIME�฀MOTIVATING฀THEM฀TO฀APPROACH฀THEORY฀TO฀ELICIT฀USEFUL฀TOOLS฀TO฀PRO

MOTE฀THEIR฀OWN฀PRACTICE฀AND฀TO฀BECOME฀MORE฀SENSITIVE฀IN฀PERCEIVING฀AND฀INTERPRETING฀
CLASS฀PROCESSES�฀7E฀ALSO฀AGREE฀WITH฀4HAMES฀AND฀6AN฀:OEST฀�����	�฀WHO฀STRESS฀THE฀NEED฀
OF฀DEVELOPING฀STUDIES฀AIMED฀AT฀THE฀ANALYSIS฀OF฀THE฀EFFECTS฀OF฀SPECIFIC฀TEACHER฀ACTIONS฀ON฀
STUDENTS�฀LEARNING�฀4HEREFORE�฀IN฀OUR฀EDUCATIONAL฀PROGRAMS฀WE฀WORK฀WITH฀AND฀FOR฀TEACHERS฀
WITH฀THE฀AIM฀OF฀MAKING฀THEM฀BECOME฀MORE฀SENSITIVE฀AND฀ABLE฀TO฀CONSCIOUSLY฀OBSERVE฀
AND฀CONTROL฀THEIR฀BEHAVIOUR�฀ALSO฀IN฀FACING฀CONTINGENT฀ACTIONS฀AND฀TAKING฀SUDDEN฀DECI

SIONS�฀BUT฀ABOVE฀ALL฀IN฀CONTROLLING฀THE฀INCIDENCE฀OF฀HOW฀THEY฀TEACH฀THE฀BASIC฀THEORETICAL฀
ELEMENTS฀OF฀OUR฀APPROACH฀TO฀EARLY฀ALGEBRA�฀AND฀THE฀FEEDBACK฀OF฀THEORETICAL฀ASPECTS฀ON฀
THE฀PUPILS�฀ATTITUDE฀AND฀ARGUMENTS�

The ArAl Project

/UR฀INTEREST฀IN฀EARLY฀ALGEBRA฀DERIVES฀FROM฀A฀BROAD฀STUDY฀WE฀CARRIED฀OUT฀IN฀THE฀EARLY฀
.INETIES�฀CONCERNING฀DIDACTIC฀INNOVATION฀ON฀!LGEBRA฀IN฀MIDDLE฀SCHOOL�฀)N฀THE฀BEGINNING฀
WE฀DETECTED฀IN฀SEVERAL฀STUDENTS฀A฀CERTAIN฀RIGIDITY฀WHICH฀WE฀COULD฀OVERCOME฀ONLY฀IN฀LONG฀
TERM�฀THIS฀FACT฀MOTIVATED฀US฀TOWARDS฀THE฀OPPORTUNITY฀OF฀OPERATING฀IN฀PRE
ALGEBRAIC฀KEY฀AT฀
PRIMARY฀SCHOOL฀LEVEL�฀4HAT�S฀HOW฀THE฀Progetto ArAl฀WAS฀BORN �-ALARA฀�฀.AVARRA�฀����	�
/UR฀PERSPECTIVE฀IN฀THE฀APPROACH฀TO฀EARLY฀ALGEBRA฀IS฀LINGUISTIC฀AND฀METACOGNITIVE�฀

BASED฀ON฀THE฀HYPOTHESIS฀THAT฀THERE฀IS฀A฀STRONG฀ANALOGY฀BETWEEN฀THE฀MODALITIES฀OF฀LEARNING฀
NATURAL฀LANGUAGE฀AND฀ALGEBRAIC฀LANGUAGE�฀4HE฀SPECIFIC฀HYPOTHESIS฀ON฀WHICH฀THE฀!R!L฀
0ROJECT฀IS฀BASED฀IS฀THAT฀THE฀MENTAL฀FRAMEWORK฀OF฀ALGEBRAIC฀THINKING฀SHOULD฀BE฀BUILT฀RIGHT฀
FROM฀THE฀EARLIEST฀YEARS฀OF฀PRIMARY฀SCHOOL฀IN฀ARITHMETIC฀REALM฀�BUT฀NOT฀ONLY฀IN฀IT	฀THROUGH฀
A฀DIDACTICAL฀CONTRACT฀BASED฀ON฀THE฀PRINCIPLE฀first represent then solve and the construction 
OF฀AN฀ENVIRONMENT฀WHICH฀MIGHT฀INFORMALLY฀STIMULATE฀THE฀AUTONOMOUS฀PROCESSING฀OF฀THAT฀
we call algebraic babbling, I�E�฀THE฀EXPERIMENTAL฀AND฀CONTINUOUSLY฀REDEFINED฀MASTERING฀
OF฀A฀NEW฀LANGUAGE�฀IN฀WHICH฀THE฀RULES฀MAY฀FIND฀THEIR฀PLACE฀JUST฀AS฀GRADUALLY�฀TROUGH฀
THE฀PRODUCTION�฀THE฀ANALYSIS฀AND฀THE฀DISCUSSION฀OF฀INITIALLY฀IMPRECISE฀REPRESENTATIONS�฀
7ITHIN฀A฀GAME฀OF฀TRANSLATION฀AND฀INTERPRETATION฀BETWEEN฀SENTENCES฀IN฀NATURAL฀LANGUAGE฀
AND฀IN฀FORMAL฀LANGUAGE฀THE฀PUPILS�฀APPROACH฀THE฀USE฀OF฀LETTERS�฀ACTIVATE฀THE฀CONSTRUCTION฀
AND฀THE฀ELABORATION฀OF฀THE฀FIRST฀ALGEBRAIC฀EXPRESSION�฀CONSTRUCT฀AND฀SOLVE฀EQUATIONS฀IN฀
A฀NAIVE฀WAY�฀REFLECTING฀ON฀THE฀UNDERLYING฀PROCESSES�฀INTERPRET฀THE฀MEANING฀OF฀FORMAL฀
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SENTENCES฀AS฀TO฀SPECIFIC฀QUESTIONS�฀4HIS฀WAY�฀THEY฀BECOME฀AWARE฀OF฀THE฀MEANING฀OF฀SIGNS฀
AND฀SYMBOLS฀AND฀OF฀THEIR฀ROLE฀IN฀THE฀FORMAL฀WRITINGS�฀
4HE฀PROJECT฀DEVELOPS฀WITHIN฀THE฀CLASSES฀THROUGH฀THE฀EXPLORATION฀OF฀SITUATIONS฀WITH฀

SOCIO
CONSTRUCTIVE฀METHODS฀�DISCUSSION�฀ARGUMENTATION�฀VERBALIZATION	�฀"ASIC฀MATHEMA

TICAL฀ELEMENTS฀ARE�฀THE฀SYMMETRY฀OF฀THE฀EQUALITY฀SIGN�฀THE฀PLURALITY฀OF฀REPRESENTATIONS฀
OF฀A฀NUMBER�฀THE฀REIFICATION฀OF฀THE฀PROPERTIES฀OF฀THE฀ARITHMETICAL฀OPERATIONS฀THROUGH฀THE฀
ANALYSIS฀OF฀PROBLEM฀SOLVING฀WAYS�฀THE฀COMPARISON฀OF฀THE฀VALUE฀OF฀NUMERICAL฀EXPRESSIONS฀
WITHOUT฀DOING฀CALCULATIONS�฀THE฀ALGEBRAIC฀MODELLING฀AND฀THE฀SOLUTIONS฀OF฀VERBAL฀PROBLEMS฀
WITH฀UNKNOWN฀DATA�฀THE฀INDIVIDUATION฀AND฀THE฀REPRESENTATION฀OF฀NUMERICAL฀REGULARITIES฀
and of correspondence laws1. 
)N฀THE฀!R!L฀0ROJECT�฀THE฀IMAGE฀OF฀EARLY฀ALGEBRA฀IS฀EXPRESSED฀THROUGH฀A฀SET฀OF฀KEYWORDS฀

AND฀CONCEPTS฀THAT฀REFER฀TO฀ARITHMETIC฀AND฀ALGEBRA�฀BUT฀IT฀DEFINES฀ITS฀AREAS฀EVOLVING฀FROM฀
BOTH฀DISCIPLINES฀TOWARDS฀A฀DIFFERENT฀AND฀ORIGINAL฀IDENTITY�฀7E฀CAN฀CONSIDER฀IT฀A฀META

DISCIPLINE�฀CONCERNING฀NOT฀MUCH฀THE฀OBJECTS�฀PROCESSES฀AND฀PROPERTIES฀OF฀ARITHMETIC฀
AND฀ALGEBRA�฀BUT฀RATHER฀THE฀GENESIS฀OF฀A฀UNIFYING฀LANGUAGE฀BETWEEN฀THE฀TWO�฀I�E�฀A฀META

LANGUAGE�฀)N฀ORDER฀TO฀CONTROL฀ THE฀META
DISCIPLINARY฀KNOWLEDGE฀OF฀EARLY฀ALGEBRA�฀ THE฀
TEACHER฀ACQUIRES฀THE฀MEANING฀OF฀WORDS฀AND฀LINGUISTIC฀CONSTRUCTS฀WHICH฀REPRESENT฀NEW฀
CONCEPTIONS฀OF฀INTERTWINING฀BETWEEN฀ARITHMETIC฀AND฀ALGEBRA�฀(ERE฀WE฀SHALL฀ONLY฀RECALL฀
SOME฀OF฀THESE฀TERMS฀THAT฀TURNED฀OUT฀TO฀BE฀FUNDAMENTAL฀IN฀ORDER฀TO฀GENERATE฀IN฀THE฀PUPILS฀
WAYS฀OF฀SEEING฀THAT฀ARE฀FUNCTIONAL฀TO฀THE฀DEVELOPMENT฀OF฀ALGEBRAIC฀THINKING�฀

Some theoretical key elements of the ArAl Project

7E฀PRESENT฀HERE฀SOME฀THEORETICAL฀KEY฀ELEMENTS฀IN฀OUR฀APPROACH฀TO฀EARLY฀ALGEBRA�฀THE฀
�฀SIGN�฀REPRESENTING฀VERSUS฀SOLVING�฀CANONICAL฀FORM�NON
CANONICAL฀FORM฀OF฀THE฀NUMBER�฀
TRANSLATIONS฀BETWEEN฀LANGUAGES฀AND฀THE฀RESPECT฀TO฀THE฀RULES�

The equal sign and the duality process-product. 4HE฀USUAL฀READING฀OF฀������฀IS฀h�฀
plus 6 is฀��v�฀7HAT�S฀ON฀THE฀LEFT฀TO฀THE฀EQUAL฀SIGN฀IS฀SEEN฀AS฀AN฀operation, whereas on the 
right it is seen a result�฀4HE฀TWO฀SIDES฀OF฀THE฀EQUAL฀SIGN฀ARE฀INTERPRETED฀AS฀ontologically 

different entities�฀"UT฀THE฀ALGEBRAIC฀MEANING฀IS฀DIFFERENT�฀IT฀INDICATES฀THE฀EQUIVALENCE฀
BETWEEN฀TWO฀REPRESENTATIONS฀OF฀THE฀SAME฀QUANTITIES�฀I�E�฀BETWEEN฀TWO฀ENTITIES฀THAT฀ARE฀
ontologically equal�฀7E฀USUALLY฀INTRODUCE฀THIS฀ALTERNATIVE฀PERSPECTIVE฀BY฀DISCUSSING฀WITH฀

1฀฀฀%XAMPLES฀OF฀CLASSROOM฀ACTIVITIES฀AND฀RELATED฀DIDACTICAL฀PROCESSES�฀CAN฀BE฀FOUND฀IN฀THE฀ArAl Units. 
4HE฀5NITS฀CAN฀BE฀SEEN฀AS฀MODELS฀OF฀TEACHING�LEARNING฀SOCIO
CONSTRUCTIVE฀PROCESSES related to a specific 
ARITHMETIC�ALGEBRAIC฀THEME�฀4HEY฀ARE฀STRUCTURED฀IN฀SUCH฀A฀WAY฀AS฀TO฀MAKE฀THE฀TEACHING฀PROCESS฀TRANSPARENT฀
TO฀THE฀TEACHERS�฀METHODOLOGICAL฀CHOICES�฀ACTIVATED฀CLASS฀DYNAMICS�฀KEY฀ELEMENTS฀OF฀THE฀PROCESS�฀EXTENSIONS�฀
POTENTIAL฀BEHAVIOUR฀OF฀PUPILS฀AND฀DIFFICULTIES฀THEY฀MAY฀ENCOUNTER�฀ECC�฀ALL฀ESSENTIAL฀ELEMENTS฀FOR฀THEIR฀FREE฀
REPRODUCTION�฀-OREOVER฀THERE฀ARE฀SEVERAL฀MATERIALS฀�VIDEO฀OF฀CLASSROOM฀ACTIVITIES�฀ARTICLES฀FOR฀THE฀CURRICOLAR฀
PLANNING�฀COMMENTED฀CLASSROOM฀TRANSCRIPTS�฀x	฀WHICH฀CAN฀BE฀DAWNLOADED฀FROM฀THE฀0ROJECT฀WEBSITE฀www.
progettoaral.it .
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TEACHERS฀THE฀WORDS฀OF฀AN฀�
YEAR
OLD฀PUPIL�฀h)T฀IS฀CORRECT฀TO฀SAY฀THAT฀�฀PLUS฀�฀MAKES฀���฀
BUT฀YOU฀CANNOT฀SAY฀THAT฀��฀gMAKESg฀�฀PLUS฀��฀SO�฀IT฀IS฀BETTER฀TO฀SAY฀THAT฀�฀PLUS฀�฀gIS฀EQUALg฀
TO฀���฀BECAUSE฀IN฀THIS฀CASE฀THE฀OTHER฀WAY฀ROUND฀IS฀ALSO฀TRUE�v

Representing vs. solving. !฀WIDESPREAD฀BELIEF฀AMONG฀PUPILS�฀FAVOURED฀BY฀THE฀TRADI

TIONAL฀TEACHING฀OF฀ARITHMETIC�฀IS฀THAT฀SOLVING฀A฀PROBLEM฀MEANS฀IDENTIFYING฀ITS฀RESULT�฀THIS฀
PERSPECTIVE฀FOCUSES฀THE฀ATTENTION฀ON฀THE฀OPERATIONS�฀)N฀ORDER฀TO฀BRING฀ABOUT฀A฀CHANGE฀OF฀
PERSPECTIVE�฀IT฀IS฀NECESSARY฀TO฀MOVE฀FROM฀THE฀COGNITIVE฀TO฀THE฀METACOGNITIVE฀LEVEL�฀)N฀
!R!L฀0ROJECT฀THE฀PUPILS฀ARE฀BROUGHT฀TO฀NOT฀IMMEDIATELY฀SEARCH฀THE฀RESULT฀OF฀A฀PROBLEM฀
BUT฀THEY฀ARE฀SLOWLY฀GUIDED฀FORWARDS฀THE฀METACOGNITIVE฀LEVEL�฀SHIFTING฀THE฀ATTENTION฀ON฀ITS฀
STRUCTURE฀AND฀REPRESENTS฀IT฀THROUGH฀ALGEBRAIC฀LANGUAGE�฀4HE฀FOLLOWING฀EXAMPLE฀HIGHLIGHTS฀
THE฀DIFFERENCE฀BETWEEN฀THE฀TASKS฀3OLVE฀AND฀2EPRESENT�฀3ITUATION� Eva has 13 euros. She 
receives 9 more euros and spends 6 euros. 
�A	฀@CLASSICAL�฀ARITHMETICAL฀TASK฀�PROCEDURAL฀VIEW	�฀(OW฀MANY฀EUROS฀ARE฀LEFT฀TO฀%VA�
�B	฀4ASK฀IN฀PRE
ALGEBRAIC฀VIEW�฀2EPRESENT฀THE฀SITUATION฀IN฀THE฀MATHEMATICAL฀LANGUAGE฀

SO฀THAT฀OTHERS฀CAN฀FIND฀OUT฀HOW฀MANY฀EUROS฀ARE฀LEFT฀TO฀%VA�฀
4ASK฀�A	฀EMPHASIZES฀THE฀SEARCH฀FOR฀THE฀PRODUCT฀���	�฀WHEREAS฀�B	฀CONCENTRATES฀ON฀

THE฀PROCESS฀�����n�	�฀I�E�฀THE฀REPRESENTATION฀OF฀THE฀RELATIONSHIPS฀BETWEEN฀THE฀ELEMENTS฀IN฀
PLAY�฀4HIS฀SHIFT฀OF฀PERSPECTIVE฀ALSO฀FAVOURS฀THE฀NAMING฀TO฀THE฀QUANTITY฀TO฀BE฀DETERMINED�฀
REPRESENTATIONS฀SUCH฀AS฀h%VA฀LEFT฀EUROS฀�฀����n�v฀OFTEN฀ARE฀SIMPLIFIED฀BY฀THE฀PUPILS฀
introducing a letter for representing the euros left to Eva. This difference is connected 
TO฀ONE฀OF฀THE฀MOST฀IMPORTANT฀ASPECTS฀OF฀THE฀EPISTEMOLOGICAL฀GAP฀BETWEEN฀ARITHMETIC฀
AND฀ALGEBRA�฀7HILE฀ARITHMETIC฀IMPLIES฀AN฀IMMEDIATE฀SEARCH฀FOR฀SOLUTION�฀ALGEBRA฀DELAYS฀
IT฀AND฀BEGINS฀WITH฀A฀FORMAL฀TRANSPOSITION฀OF฀THE฀PROBLEM฀SITUATION฀FROM฀THE฀DOMAIN฀OF฀
NATURAL฀LANGUAGE฀TO฀A฀SPECIFIC฀SYSTEM฀OF฀REPRESENTATION�

Canonical and non-canonical representation of a number. In order to promote the 
COMPREHENSION฀OF฀THESE฀CONCEPTS฀WE฀RESORT฀TO฀THE฀STRATEGY฀OF฀WRITING฀ON฀THE฀BLACKBOARD฀
THE฀NAME฀OF฀A฀PUPIL฀AND฀SOME฀INFORMATION฀CONCERNING฀HIM�HER฀�E�G��฀SON�DAUGHTER฀OF�฀
FRIEND฀�฀!�฀PARTNER฀�฀A฀OF฀BANK�฀ETC�	�฀4HE฀CLASS฀UNDERSTANDS฀THAT฀THOSE฀ARE฀DIFFERENT฀WAYS฀
to call฀THE฀PUPIL�฀ONE฀IS฀HIS�HER฀NAME�฀ALL฀THE฀OTHER฀DEFINITIONS฀�representations	฀EXPAND฀
THE฀KNOWLEDGE฀ON฀HIM�HER฀BY฀ADDING฀INFORMATION฀THAT฀THE฀FIRST฀NAME฀DOES฀NOT฀GIVE�฀4HE฀
TEACHER฀LEADS฀PUPILS฀TO฀UNDERSTAND฀THAT฀THE฀SITUATION฀IS฀SIMILAR฀WITH฀NUMBERS�฀!฀NUMBER�฀
��฀FOR฀EXAMPLE�฀HAS฀ITS฀OWN฀NAME฀WHICH฀WE฀CALL฀canonical form�฀ALL฀OTHER฀EXPRESSIONS฀
QUANTITATIVELY฀EQUIVALENT฀TO฀��฀�SUCH฀AS฀�¾��฀����	¾��฀�����฀�����฀�¾�¾�, x�฀ARE฀
their non canonical forms and each of them has its sense฀WITH฀REFERENCE฀TO฀THE฀UNDERLYING฀
PROCESS฀AND฀TO฀THE฀CONTEXT฀WHICH฀DETERMINES฀IT�฀4HE฀CONCEPT฀OF฀CANONICAL฀�฀NON
CANONICAL฀
FORM฀HAS฀CRUCIAL฀IMPLICATIONS฀FOR฀BOTH฀PUPILS฀AND฀TEACHERS�฀ALSO฀IN฀ORDER฀TO฀REFLECT฀ON฀
THE฀POSSIBLE฀MEANINGS฀ATTRIBUTED฀TO฀THE฀SIGN฀OF฀EQUALITY�฀-OREOVER�฀IT฀BECOMES A฀KIND฀OF฀
hSEMANTIC฀FERRYv฀TOWARDS฀GENERALIZATION�

Transparent representations vs. opaque representations. A representation in mathe

MATICAL฀LANGUAGE฀IS฀MADE฀OF฀SYMBOLS฀THAT฀CONVEY฀MEANINGS�฀THE฀COMPREHENSION฀OF฀WHICH฀
DEPENDS฀BOTH฀ON฀THE฀REPRESENTATION฀IN฀ITSELF฀AND฀ON฀THE฀ABILITY฀OF฀INTERPRETATION�฀&OR฀
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EXAMPLE�฀THE฀NON฀CANONICAL฀FORM฀�2¾�3¾�2 gives more information on the divisors of the 
NUMBER฀����฀THAN฀ITS฀CANONICAL฀FORM฀�����	�฀7E฀CAN฀THEREFORE฀TALK฀OF฀A฀HIGHER฀opacity 
for writings such as 1350, of a higher transparency฀FOR฀THOSE฀LIKE฀�2¾�3¾�2�฀'ENERALLY฀
SPEAKING�฀THE฀PROCESS฀TRANSPARENCY฀FAVOURS฀THE฀MANAGE฀OF฀MEANINGS�฀HIGHLIGHTING฀THE฀
UNDERLYING฀PROPERTIES�฀IT฀ALLOWS฀TO฀AVOID฀POSSIBLE฀ERRORS฀AND฀TO฀CLEAR฀UP฀POSSIBLE฀MIS

CONCEPTIONS฀WHICH฀MAY฀ARISE�

Translations between languages and the respect of the rules.฀!฀KEY฀ASPECT฀IS฀MAKING฀
STUDENTS฀UNDERSTAND฀THE฀IMPORTANCE฀OF฀RESPECTING฀THE฀RULES฀OF฀ALGEBRAIC฀LANGUAGE�฀7HILE฀
STUDENTS฀START฀SOON฀INTERIORIZING฀THE฀IMPORTANCE฀OF฀RESPECTING฀THE฀NATURAL฀LANGUAGE�S฀
RULES฀IN฀ORDER฀TO฀FACILITATE฀COMMUNICATION�฀IT฀IS฀DIFFICULT฀TO฀MAKE฀THEM฀DEVELOP฀A฀SIMI

LAR฀AWARENESS฀IN฀RELATION฀TO฀ALGEBRAIC฀LANGUAGE�฀)T฀IS฀THEREFORE฀NECESSARY฀TO฀HELP฀THEM฀
UNDERSTAND฀THAT฀ALGEBRAIC฀LANGUAGE�฀TOO�฀IS฀A฀FINITE฀SET฀OF฀ARBITRARY฀SYMBOLS฀WHICH฀CAN฀
BE฀COMBINED฀ACCORDING฀TO฀SPECIFIC฀RULES฀TO฀BE฀RESPECTED�฀)N฀OUR฀PROJECT�฀THIS฀KIND฀OF฀CON

ception is fostered through the creation of linguistic mediators which force the respect 
OF฀RULES฀IN฀COMMUNICATING�฀EVEN฀ADVANCED฀CONCEPTS฀BY฀MEANS฀OF฀ALGEBRAIC฀LANGUAGE�฀IN฀
A฀PERSPECTIVE฀WHICH฀FOSTER฀GENERALIZATION�฀!฀MEDIATOR฀THAT฀TEACHERS฀PARTICULARLY฀APPRE

CIATE฀FOR฀ITS฀EFFICACY฀�BOTH฀IN฀CONVEYING฀THE฀CONSTRUCTION฀OF฀THE฀ALGEBRAIC฀LANGUAGE฀AND฀
TO฀MOTIVATE฀THE฀INTERPRETATION฀OF฀FORMAL฀WRITINGS฀WITH฀REFERENCE฀TO฀GIVEN฀CONTEXTS	฀IS฀
"RIOSHI�฀A฀VIRTUAL฀*APANESE฀STUDENT฀WHO฀DOESN�T฀SPEAK฀THE฀)TALIAN฀LANGUAGE฀BUT฀KNOWS฀
HOW฀TO฀EXPRESS฀HIMSELF฀USING฀A฀CORRECT฀MATHEMATICAL฀LANGUAGE�฀(E฀IS฀AN฀ALGEBRAIC฀PEN฀
FRIEND฀WITH฀WHOM฀STUDENTS฀COMMUNICATE฀USING฀MATHEMATICAL฀SENTENCES฀WHICH฀SHOULD฀BE฀
WRITTEN฀THROUGH฀A฀CORRECT฀APPLICATION฀OF฀SYNTACTICAL฀RULES฀IN฀ORDER฀TO฀BE฀UNDERSTANDABLE�

Teachers Education: Our Approach

!T฀THE฀BASIS฀OF฀OUR฀PROJECT฀IS฀THE฀HYPOTHESIS฀THAT฀A฀FRUITFUL฀EXCHANGE฀BETWEEN฀THEORY฀
AND฀PRAXIS฀CAN฀MAKE฀TEACHERS�฀COMPETENCE฀EVOLVE฀AT฀TWO฀DIFFERENT฀LEVELS�฀&IRST�฀IN฀PICKING 
UP฀SIGNALS฀IN฀EVERYTHING฀THAT฀CO
DEFINES฀THEIR฀PROFESSIONAL฀SETTING�฀EITHER฀on the spot or in 
THE฀ORGANIZATION฀OF฀THEIR฀THEORETICAL฀TOOLS�฀3ECONDLY�฀IN฀PROCESSING฀THE฀RECEIVED฀SIGNALS฀
TO฀CONVERT฀THEM฀INTO฀THEIR฀OWN฀CULTURAL฀PATRIMONY�฀
)N฀ORDER฀TO฀FACILITATE฀THE฀TEACHER�S฀APPROACH฀TO฀THEORY�฀WE฀HAVE฀CONCEIVED฀A฀GLOSSARY 

�SEE฀WWW�PROGETTOARAL�IT	�฀PRESENTLY฀MADE฀UP฀OF฀ALMOST฀���฀INTERCONNECTED฀KEYWORDS฀
REFERRING฀TO฀FIVE฀AREAS฀�GENERAL�฀LINGUISTIC�฀MATHEMATICAL�฀SOCIO
DIDACTICAL�฀AND฀PSYCHO

LOGICAL	�฀)T฀IS฀STRUCTURED฀SO฀AS฀TO฀AVOID฀PRE
DEFINED฀APPROACHES฀TO฀THE฀CONTAINED฀TERMS�฀
4HE฀TEXTS฀DESCRIBING฀EACH฀TERM฀OF฀THE฀GLOSSARY฀SHOW฀KEYWORDS฀IN฀BOLD฀TYPE�฀SO฀THAT฀
EACH฀TERM฀PUTS฀THE฀TEACHER฀INTO฀A฀DOUBLE฀PROCESS฀OF฀CONCEPTUAL฀SCRUTINY฀AND฀EXPANSION�฀
SCRUTINIZING฀THE฀TERM฀THROUGH฀THE฀RELATIONSHIPS฀OF฀THE฀KEY฀TERMS฀MENTIONED฀IN฀ITS฀DEFI

NITION�฀EXPANDING�฀SINCE฀THEIR฀BOLD฀PRINT฀OFFERS฀A฀POTENTIAL฀INCENTIVE฀TO฀FURTHER฀READING�฀
4HE฀!R!L฀GLOSSARY฀REPRESENTS฀A฀REFERENCE฀SYSTEM฀THAT฀ALLOWS฀THE฀TEACHER฀TO฀GRADUALLY฀
ATTAIN฀A฀GLOBAL฀VISION฀OF฀EARLY฀ALGEBRA�฀COMBINING฀THEORY฀AND฀PRACTICE฀BY฀PURSUING฀A฀
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LINGUISTIC฀CONCEPTION฀OF฀ALGEBRA�฀WITHIN฀WHICH฀HE�SHE฀SHOULD฀CONSTRUCT฀WITH฀THE฀PUPILS฀
an convincing control over its meanings.
!S฀TO฀THE฀TEACHERS�฀ABILITY฀ TO฀ INTERPRET฀SIGNALS฀WHEN฀THEY฀ARE฀ IN฀ THE฀CLASSROOM�฀

IMPROVEMENT฀CAN฀BE฀OBTAINED฀THROUGH฀THE฀INCREASING฀AWARENESS฀WITH฀WHICH฀THEY฀LEARN฀TO฀
TRANSFORM฀THE฀MANIFOLD฀OCCASIONAL฀OBSERVATIONS฀AND฀REFLECTIONS฀INTO฀THE฀TOOL฀OF฀A฀PERSO

NAL฀METHODOLOGY�฀RESULTING฀FROM฀THE฀INTERLACE฀OF฀OBSERVATION฀SKILLS�฀MOTIVATION฀TO฀ACTION฀
AND฀KNOWLEDGE฀OF฀how฀IT฀WOULD฀BE฀APPROPRIATE฀TO฀INTERVENE�฀/UR฀AIM฀IS฀THAT฀teachers 
APPROACHING฀EARLY฀ALGEBRA฀BECOME฀LEADERS฀OF฀THEIR฀OWN฀TRAINING�฀WILLINGNESS฀TO฀TAKE฀A฀
CHALLENGE฀AND฀REFLECT฀ON฀THEIR฀OWN฀ACTION฀WITHIN฀SHARING฀PRACTICES฀THAT฀GRADUALLY฀GENERATE฀
a new forma mentis฀IN฀THEM�฀DEEPLY฀DIFFERENT฀FROM฀THE฀PREVIOUS฀ONE�฀!฀KEY฀ASPECT฀OF฀THE฀
TRAINING฀PROCESS฀WE฀PROPOSE฀LIES฀IN฀LEADING฀THE฀TEACHERS฀TOWARDS฀THE฀ABILITY฀TO฀NOTICE�฀BY฀
SHOWING฀THEM฀ON฀WHICH฀ASPECTS฀THEY฀SHOULD฀CONCENTRATE฀AND�฀SIMULTANEOUSLY�฀HELPING฀
them understand how to intervene.
7ITH฀THIS฀AIM�฀WE฀INVOLVE฀TEACHERS฀IN฀AN฀ACTIVITY฀OF฀CRITICAL฀ANALYSIS�฀AND฀CONSEQUENT฀

REFLECTIONS�฀OF฀THE฀TRANSCRIPTS฀OF฀AUDIO฀AND฀VIDEO
RECORDINGS฀OF฀CLASSROOM฀SESSIONS�฀4HE฀
AIM฀OF฀THIS฀ACTIVITY฀IS฀HIGHLIGHTING฀THE฀INTERRELATION฀BETWEEN฀THE฀KNOWLEDGE฀STUDENTS�฀
CONSTRUCTION฀AND฀THE฀TEACHER�S฀BEHAVIOURS฀IN฀GUIDING฀THEM�฀4EACHERS฀TRANSCRIPT฀THE฀SES

SIONS฀AND฀SEND฀THEM�฀TOGETHER฀WITH฀THE฀COMMENTS�฀TO฀THE฀E
TUTORS�฀4HE฀E
TUTORS฀PROVIDE฀
FEEDBACK฀TO฀THE฀TEACHERS฀AND฀OTHER฀TEAM฀MEMBERS�฀WHO฀CAN฀ALSO฀ADD฀ADITIONAL฀COMMENTS�฀
4HE฀TRANSCRIPTS฀SO฀ENRICHED฀BECOME฀AN฀INTERESTING฀OBJECT฀FOR฀TEACHERS฀EDUCATION฀THAT฀
WE฀CALL฀MULTI
COMMENTED฀TRANSCRIPTS฀�-4S	�฀4HROUGH฀THE฀-4S�฀THE฀TEACHER฀IS฀GUIDED฀
TOWARDS฀RE
READING฀HIS�HER฀INTERVENTIONS฀WITH฀hTHEORETICAL฀GLASSESv฀ON�฀REFERRING฀BOTH฀TO฀
THE฀LITERATURE฀AND฀TO฀THE฀!R!L฀'LOSSARY�฀4HIS฀PROCESS฀OF฀ANALYSIS฀AND฀REFLECTION฀ON฀THE฀
MICRO
DECISIONS฀THAT฀THE฀TEACHER฀MAKES฀DURING฀HIS�HER฀LESSONS฀ALLOWS฀TO฀OBJECTIFY฀THE฀
LIMITS฀AND฀THE฀PROBLEMATIC฀ISSUES฀IN฀HIS�HER฀ACTION�฀LEADING฀HIM�HER฀TO฀A฀CONVERSION฀OF฀HIS�
HER฀KNOWLEDGE฀AND฀BELIEFS฀ON฀ARITHMETIC฀TEACHING฀AND฀ALGEBRA�฀TOWARDS฀A฀RECONSTRUCTION฀
of their personal attitudes in the classroom. 
4HE฀COMMENTS฀IN฀-4S฀HIGHLIGHT฀NOT฀ONLY฀THE฀POSITIVE฀ASPECTS�฀BUT฀ALSO฀THE฀POSSIBLE฀

STEREOTYPES�฀BELIEFS฀AND฀BEHAVIOUR฀THAT฀ARE฀OFTEN฀MISTAKEN�฀&REQUENTLY�฀THE฀COMMENTS฀
UNDERLINE฀THAT฀TEACHERS฀NEED฀TO฀HAVE฀BETTER฀CONTROL฀ON฀USING฀LINGUISTIC฀OPERATIVE฀TERMS฀
�calculate, solve, find the result, it gives …) THAT฀INHIBIT฀THE฀DEVELOPMENT฀NOT฀ONLY฀OF฀
A฀RELATIONAL฀VISION฀IN฀ARITHMETIC�฀BUT฀ALSO฀OF฀THE฀INTRODUCTION฀OF฀PRE
ALGEBRAIC฀TERMS฀
�connect, translate, represent, interpret	�฀&URTHERMORE�฀SUGGESTIONS฀ARE฀GIVEN฀ON฀HOW฀TO฀
GUIDE฀AND฀HELP฀THE฀PUPILS฀TRANSLATE฀FROM฀NATURAL฀LANGUAGE฀INTO฀THE฀SYMBOLIC฀LANGUAGE�฀&OR฀
INSTANCE�฀ON฀DEALING฀WITH฀THE฀PROBLEM฀�PRESENTED฀TO฀THE฀CLASSROOM	฀OF฀EXPRESSING฀ARITHME

TICALLY฀THE฀TERM฀hPREVIOUSv฀�REFERRED฀TO฀A฀NATURAL฀NUMBER�฀IT฀SOMETIMES฀HAPPENS฀THAT฀
THE฀PUPILS฀ARE฀ONLY฀CAPABLE฀OF฀LINGUISTIC฀PARAPHRASES�฀SUCH฀AS฀@THAT฀PRECEDES��฀@THAT฀COMES฀
BEFORE��฀WITHOUT฀EVER฀MENTIONING฀THE฀NUMBER฀TO฀WHICH฀THE฀TERM฀REFERS�฀4HIS฀SOMETIMES฀
produces an empasse in the discussion and the teacher is led to give the solution to the 
QUESTION�฀/FTEN�฀THE฀COMMENTS฀�AND฀EVEN฀MORE฀THE฀COLLECTIVE฀REFLECTION�฀DISCUSS฀ON฀
HOW฀TEACHERS฀SHOULD฀GUIDE฀THE฀PUPILS฀TO฀OBJECTIFY฀THE฀ARITHMETICAL฀CONNECTIONS฀BETWEEN฀
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TWO฀NATURAL฀SUBSEQUENT฀NUMBERS�฀SO฀THAT฀THEY฀CAN฀GET฀TO฀EXPRESS฀EACH฀OF฀THE฀TWO฀NUMBERS฀
THROUGH฀THE฀OTHER฀ONE�฀4HIS฀KIND฀OF฀SITUATIONS�฀ASKING฀THE฀PUPILS฀TO฀EXPRESS฀NUMBER฀RELA

TIONSHIPS฀IN฀DIFFERENT฀WAYS�฀USUALLY฀PROVIDES฀THE฀IDENTIFICATION฀OF฀THE฀PRODUCTIVE฀POINT฀
OF฀VIEW�฀0ARTICULAR฀CARE฀IS฀DEVOTED฀TO฀MAKE฀TEACHERS฀REFLECTING฀ON฀THEIR฀ACTION฀IN฀FRONT฀OF฀
@FALSE฀DISCUSSIONS�฀FOCUSING฀ON฀A฀DIALOGUE฀BETWEEN฀THE฀TEACHER฀AND฀SOME฀OR฀FEW฀PUPILS�฀
WHERE฀THE฀TEACHER฀CONTINUOUSLY฀RHETORICALLY฀SUGGESTS฀THE฀ANSWERS�฀POSSIBLY฀THROUGH฀
PLEONASTIC฀QUESTIONS฀SUCH฀AS�฀)S฀EVERYTHING฀CLEAR�฀$O฀YOU฀UNDERSTAND�฀$O฀YOU฀AGREE�฀
)S฀IT฀TRUE�฀)S฀IT฀OK฀FOR฀EVERYONE�฀WITHOUT฀ACTUALLY฀ALLOWING฀THE฀CLASS฀TO฀RE
EXAMINE฀THE฀
WHOLE฀DISCUSSION฀SO฀AS฀TO฀CHECK฀WHETHER฀IT฀HAS฀BEEN฀EFFECTIVELY฀ACQUIRED�฀4HE฀GENERAL฀
COMMENTS฀RECOMMEND฀THAT฀PUPILS฀BE฀EDUCATED฀TO฀ARGUE฀THOROUGHLY฀AND฀COHERENTLY�฀WITH฀
an appropriate use of language, underlining that the mathematics comprehension occurs 
also through its collective and appropriate usage. Moreover, teachers are recommended 
TO฀PROVIDE฀PEER
DIALOGUE฀INTERACTION฀AND฀LIMIT฀HIS�HER฀ROLE฀AS฀MUCH฀AS฀POSSIBLE�฀REFLECTING฀
ON฀THE฀IMPORTANCE฀OF฀ASKING฀THOUGHT
PROVOKING฀QUESTIONS฀IN฀THE฀CLASSROOM฀AND฀DRAWING฀
BACK฀DURING฀THE฀ANSWER฀PHASE�฀)F฀THE฀TEACHER฀IS฀THE฀CONSTANT฀PIVOT฀OF฀THE฀DISCUSSION�฀THE฀
SOCIAL฀ASPECTS฀OF฀KNOWLEDGE฀CONSTRUCTION฀ARE฀WEAKENED�฀
฀)N฀THIS฀SCENERY�฀THE฀TEACHERS฀LEARN฀AGAIN฀TO฀MANAGE฀THE฀SOCIO
COGNITIVE฀PROCESSES�฀

COMPARING฀ITS฀EPISTEMOLOGY฀WITH฀THE฀REFERENCE฀FRAMES฀THAT฀THEY฀ARE฀OFFERED฀AND฀GRADUALLY฀
DEVELOPING฀THE฀OUTCOMES฀OF฀THE฀DEBATE�฀SO฀AS฀TO฀CONSOLIDATE฀THEM฀AS฀A฀STEADY฀CULTURAL฀
HERITAGE�฀4HIS฀PROCESS฀AIMS฀MAKING฀THEM฀TO฀GRASP฀ASPECTS฀�OF฀THEIR฀BEHAVIOUR฀AS฀WELL฀
AS฀IN฀THE฀PUPILS�฀BEHAVIOUR	฀THAT฀DID฀NOT฀EMERGE฀AT฀THE฀BEGINNING�฀0ARTICULARLY฀EFFECTIVE฀
IS฀THE฀COLLECTIVE฀DEBATE฀ON฀THE฀CLASSROOM฀ACTION฀OF฀DIFFERENT฀TEACHERS฀DEALING฀WITH฀THE฀
SAME฀ACTIVITY�฀SINCE฀THE฀ACTION฀OF฀ONE฀TEACHER฀CAN฀BECOME฀A฀MODEL฀OF฀GOOD฀PRACTICE฀FOR฀
their colleagues. 
4HE฀JOINT฀REFLECTION฀ON฀THE฀-4S฀STRONGLY฀INFLUENCES฀THE฀DEVELOPMENT฀OF฀THEORETI


CAL�฀METHODOLOGICAL�฀INSTRUMENTAL�฀MATERIAL฀ASPECTS฀�5NITS฀OF฀THE฀!R!L฀3ERIES�฀PAPERS�฀
ARTICLES�฀LEARNING฀OBJECTS	฀AND฀SUPPORTING฀ELEMENTS฀�WEBSITE�฀BLOG�฀&ACEBOOK฀'ROUP	฀
AIMED฀AT฀OFFERING฀TEACHERS฀A฀CULTURAL฀BACKGROUND฀THAT฀CAN฀HELP฀THEM฀ACT฀DIFFERENTLY฀IN฀
THE฀CLASSROOM฀�SEE฀&IGURE฀��฀BELOW	�

Figure 1. The cycle of teachers’ mathematics education.

-OREOVER฀THE฀-4S฀ALLOW฀TO฀ASCERTAIN฀WHETHER฀THE฀CLASSROOM
LEADING฀STRATEGIES฀
HAVE฀CHANGED฀�AND฀how	฀DURING฀THE฀ TRAINING�฀!MONG฀THE฀FACTORS฀ THAT฀ INFLUENCE฀THE฀
ASSESSMENT฀OF฀THE฀TEACHER฀GROWTH฀THERE฀ARE�฀FOR฀EXAMPLE�฀THE฀FOLLOWING฀ISSUES�฀$OES฀THE฀
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teacher develop a wide range of roles in order to promote a refection onto mathematical 
PROCESSES฀OR฀OBJECTS�฀$OES฀HE�SHE฀FOSTER฀LINGUISTIC฀INTERACTIONS฀BY฀ENCOURAGING฀VERBALI

ZATION�฀ARGUMENTATION�฀AND฀COLLECTIVE฀DISCUSSION�฀$OES฀HE�SHE฀NEGOTIATE฀AND฀SHARE฀WITH฀
THE฀PUPILS฀THE฀THEORETICAL฀FRAMEWORK�฀$OES฀HE�SHE฀MODIFY฀THEIR฀INITIAL฀POINTS฀OF฀VIEW฀OR฀
DOES฀HE�SHE฀SEEM฀INSENSITIVE฀TOWARDS฀MEANINGFUL฀CHANGES฀IN฀HIS�HER฀INITIAL฀ATTITUDE�฀&OR฀
REASONS฀OF฀SPACE�฀HERE฀WE฀CANNOT฀OFFER฀SUFFICIENTLY฀MEANINGFUL฀EXAMPLES฀OF฀THE฀INSIGHTS฀
ACHIEVED฀BY฀THE฀TEACHERS฀AND฀OF฀THE฀EVOLUTION฀THEY฀UNDERWENT฀THROUGH฀THESE฀PRACTICES�฀
WE฀THEREFORE฀REFER฀TO฀-ALARA฀�����	�฀#USI฀et al.฀�����	�฀#USI฀�฀-ALARA฀�����	�฀7E฀
LIMIT฀OURSELVES฀TO฀A฀SMALL฀EXAMPLE฀DRAWN฀FROM฀-ALARA฀AND฀.AVARRA฀�IN฀PRESS	�฀WHICH฀
HIGHLIGHTS฀THE฀PRE
ALGEBRAIC฀APPROACH฀ATTAINED฀BY฀THE฀PUPILS�฀
%PISODE฀�PUPILS฀�฀YEARS฀OLD�฀GRADE฀�	

The pupils have represented this situation in the mathematical language and reflect 
ON฀THE฀SUGGESTIONS฀MADE฀BY฀!LICE฀N����¾��฀-ARTINA฀���¾��N฀AND฀!DA฀N�����	¾��
&RANCESCO�฀ )฀THINK฀THEY฀ARE฀RIGHT฀BECAUSE฀���฀REPRESENTS฀THE฀MARBLES฀THAT฀ARE฀IN฀A฀

BOX�฀BY฀�฀WHICH฀IS฀THE฀NUMBER฀OF฀THE฀BOXES�
-ARIA�฀ 4HEY฀ARE฀THE฀SAME฀AS฀!DA�S฀BUT฀THEY฀DON�T฀HAVE฀PARENTHESES�
4EACHER�฀ ,ET�S฀ REFLECT฀ ON฀ THE฀PRESENCE฀OF฀ THE฀PARENTHESES�฀$O฀ THEY฀ CHANGE฀

ANYTHING�
!NDREA�฀ )฀THINK฀THEY฀DO�฀BECAUSE฀���¾�฀IS฀EQUAL฀TO฀���฀WHILE฀����	¾�฀IS฀EQUAL฀

to 56.
"RUNO�฀ )T�S฀TRUE�฀THE฀TEACHER฀SAID฀ONCE฀THAT฀IN฀A฀CHAIN฀OF฀OPERATIONS฀YOU฀SOLVE฀

multiplications first.
-ARIA�฀ 4HIS฀MEANS฀THEY฀ARE฀NOT฀THE฀SAME�฀
&RANCESCO�฀ 4HAT�S฀RIGHT�฀THE฀TRANSLATION฀WITH฀THE฀PARENTHESES฀IS฀THE฀MORE฀CORRECT฀

one.
4HERE฀ARE฀MANY฀ELEMENTS฀HERE฀THAT฀LET฀US฀APPRECIATE฀POSITIVELY�฀AT฀DIFFERENT฀LEVELS�฀

THE฀TEACHER�S฀ACTION�฀�A	฀mathematically: she has introduced the pupils to the use of 
LETTERS�฀TO฀THE฀PRIORITY฀OF฀OPERATIONS฀WITHIN฀EXPRESSIONS�฀TO฀THE฀USE฀OF฀PARENTHESES�฀�B	฀
linguistically�฀SHE฀HAS฀FOSTERED฀THE฀ORGANIZATION฀OF฀MEANINGFUL�฀COMPLETE฀SENTENCES�฀�C	฀
metalinguistically: she has promoted the reflection on the mathematical writings and 
THEIR฀COMPARISON�฀�D	฀socially�฀BY฀INVITING฀PUPILS฀INTO฀DISCUSSION�฀SHE฀HAS฀LET฀THEM฀INTE

RACT฀WITHOUT฀HER฀INFLUENCE�฀LISTENING฀TO฀EACH฀OTHER฀AND฀HAVING฀SPONTANEOUS฀DIALOGUES�฀
AND฀�E	฀methodologically�฀SHE฀HAS฀SHARED฀THE฀THEORETICAL฀FRAMEWORK฀WITH฀THE฀CLASS�฀BY฀
SPREADING฀WORDS฀SUCH฀AS฀@REPRESENT�฀AND฀@TRANSLATE��฀/N฀THE฀OTHER฀HAND�฀WE฀MAKE฀THE฀



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA56

TEACHER฀NOTICE฀AND฀REFLECT฀ON฀THE฀FACT฀THAT฀��	฀&RANCESCO฀HAS฀REFERRED฀@����฀to the mar-

bles and not to their number�฀��	฀!NDREA�S฀ARGUMENT฀HIGHLIGHTS฀A฀POSSIBLE฀HIS฀DIRETIONAL฀
VISION฀OF฀THE฀SIGN฀@��฀FOCUSING฀ON฀THE฀result�฀AND฀PUPILS฀SHOULD฀BE฀GUIDED฀FROM฀THE฀LEVEL฀
of calculations to the level of representations.

Concluding Remarks

)MPLEMENTING฀AN฀AWARE฀AND฀MEANINGFUL฀APPROACH฀TO฀EARLY฀ALGEBRA฀IMPLIES฀THAT฀THE฀
TEACHERS฀CONVERT฀THEIR฀BELIEFS฀NOT฀ONLY฀ON฀THE฀SUBJECT฀ITSELF�฀BUT฀ALSO฀ON฀ITS฀TEACHING�฀4HE฀
SOCIO
CONSTRUCTIVE฀APPROACH฀REQUIRES฀DIDACTICAL฀SENSITIVITY�฀LISTENING฀SKILLS�฀POLYPHONY฀
MANAGEMENT฀DURING฀THE฀DISCUSSIONS฀AND฀A฀GREAT฀CONTROL฀OF฀TIMING฀AND฀CLASSROOM฀DYNA

MICS�฀3HIFTING฀THE฀TEACHERS�฀ATTENTION฀FROM฀RESULTS฀TO฀PROCESSES฀AND฀OPENING฀TO฀RELATIONAL฀
ACTIVITIES฀AND฀GENERALIZATION฀IN฀ARITHMETIC฀REQUIRE฀IN฀THE฀TEACHERS฀A฀GREAT฀REVISION฀OF฀THE฀
TEACHING฀CONTENTS฀AND฀A฀METHODOLOGICAL฀RENEWAL฀THAT฀ALLOWS฀PUPILS�฀GROUP฀WORK฀AND฀
mathematical discussion in the class. 
4HANKS฀TO฀THE฀SPECIFIC฀WORK฀METHODOLOGY฀ADOPTED฀WITH฀AND฀FOR฀THE฀TEACHERS�฀SOME฀

TERMS฀AND฀THEORETICAL฀CONSTRUCTS฀OF฀OUR฀FRAMEWORK฀HAVE฀PROVED฀THEMSELVES฀TO฀BE฀FUNDA

MENTAL฀NOT฀ONLY฀IN฀THE฀COMMUNICATION฀AMONG฀TEACHERS฀AND฀BETWEEN฀THEM฀AND฀US�฀BUT฀
ALSO฀DURING฀CLASSROOM฀ACTIVITIES฀AND฀IN฀TEACHER
PUPIL฀COMMUNICATION�฀4HIS฀REPRESENTS฀A฀
CONCRETE฀EXAMPLE฀OF฀THE฀ROLE฀PLAYED฀BY฀THEORY฀IN฀DIDACTICS฀OF฀MATHEMATICS�฀WHEN฀PROPERLY฀
MEDIATED�฀IT฀CONTRIBUTES฀TO฀RE
FOUNDING฀A฀TEACHER�S฀CULTURE฀ACCORDING฀TO฀THE฀CURRENT฀EDUCA

TIONAL฀CHALLENGES฀AND฀GOALS�฀0ARTICULARLY�฀WE฀REFER฀TO฀TERMS฀SUCH฀AS฀@REPRESENT��฀@TRANSLATE��฀
@INTERPRET�฀AND฀THEIR฀CORRESPONDING฀NOUNS฀WITH฀REFERENCE฀TO฀THE฀COORDINATION฀OF฀THE฀VERBAL฀
AND฀ALGEBRAIC฀REGISTERS�฀TO฀TERMS฀SUCH฀AS฀@CANONICAL฀REPRESENTATION�฀AND฀@NON฀CANONICAL฀
REPRESENTATION�฀WITH฀REFERENCE฀TO฀NUMERICAL฀DESIGNATIONS�฀TO฀THE฀ATTRIBUTES฀@OPAQUE฀AND฀
TRANSPARENT�฀WITH฀REFERENCE฀TO฀NUMERICAL฀REPRESENTATIONS฀CONCERNING฀CALCULUS฀PROCESSES�฀TO฀
THE฀TERMS฀PROCESS฀�฀PRODUCT฀WITH฀REFERENCE฀TO฀THE฀POINTS฀OF฀VIEW฀ARISING฀IN฀PROBLEM฀SOLVING�฀
/UR฀STUDIES฀HAVE฀SHOWN฀A฀TIGHT฀INTERCONNECTION฀BETWEEN฀THE฀BELIEFS�฀ATTITUDES฀AND฀

LEXICON฀USED฀BY฀THE฀TEACHER฀ON฀ONE฀HAND฀AND฀THE฀PERSPECTIVES฀AND฀LANGUAGE฀DEVELOPED฀
BY฀THE฀PUPILS฀ON฀THE฀OTHER�฀7HEN฀THE฀TEACHERS฀ACT฀IN฀A฀CONSCIOUS฀AND฀EFFECTIVE฀WAY�฀THE฀
PUPILS�฀ACQUISITIONS฀BECOME฀EVIDENT฀AND฀INCREASING�฀FROM฀NAIVE฀FORMS฀OF฀ALGEBRAIC฀
BABBLING฀TO฀A฀FRIENDLY฀ATTITUDE฀TOWARDS฀THE฀USE฀OF฀LETTERS฀FOR฀CODIFYING฀AND฀GENERALIZING฀
OBSERVED฀FACTS฀AND�฀MORE฀GENERALLY�฀TO฀THE฀ACHIEVEMENT฀OF฀A฀VISION฀AND฀APPRECIATION฀OF฀
mathematics as a constructive discipline. A critical aspect of the results concerns the 
POSSIBILITY฀OF฀OBSERVING฀IN฀A฀MORE฀CONSISTENT฀WAY�฀AND฀THEREFORE฀�AT฀LEAST฀POTENTIALLY�฀
MORE฀SIGNIFICANTLY฀THE฀COMPONENT฀OF฀CONTINUITY฀BETWEEN฀PRIMARY฀AND฀SECONDARY฀SCHOOL�฀
IN฀ORDER฀TO฀ASSESS฀THE฀RELAPSES฀INTO฀AN฀ANTICIPATED฀APPROACH฀TO฀ALGEBRAIC฀THINKING฀�OR�฀
IN฀OTHER฀WORDS�฀OF฀AN฀APPROACH฀TO฀ARITHMETIC฀IN฀AN฀ALGEBRAIC฀KEY�฀ON฀THE฀EVOLUTION฀OF฀
THE฀PUPILS�฀MATHEMATICAL฀THINKING�
"ESIDE฀THE฀SUCCESSFUL฀ASPECTS�฀THE฀MANIFOLD฀ANALYSES฀OF฀THE฀TRANSCRIPTION฀OF฀CLAS


sroom processes have made us aware of the difficulties that the teachers meet on 
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MANAGING฀MATHEMATICAL฀DISCUSSIONS�฀AND฀HOW฀TEACHERS฀NEED฀US฀TO฀WORK฀BESIDE฀THEM฀AT฀
A฀METHODOLOGICAL฀AND฀DIDACTICAL฀LEVEL�฀4HE฀RESULTS฀OBTAINED฀IN฀MORE฀THAN฀A฀DECADE฀OF฀
STUDY฀ALLOW฀US฀TO฀STATE฀THAT฀THE฀REFINEMENT฀OF฀THE฀TEACHERS�฀ABILITY฀TO฀OBSERVE฀AND฀CON

TROL฀THEMSELVES฀DURING฀CLASSROOM฀ACTION฀CANNOT฀BE฀ACHIEVED฀IN฀THE฀SHORT฀TERM�฀SINCE฀IT฀
DEVELOPS฀SLOWLY�฀PROVIDED฀THAT฀THEY฀INTERFACE฀CONSTRUCTIVELY฀WITH฀COLLEAGUES�฀LEARNING฀
TO฀CONSTANTLY฀ANALYSE฀THE฀DIDACTICAL฀PROCESSES฀IN฀WHICH฀THEY฀ARE฀INVOLVED฀AND฀REFLECTING฀
ON฀THE฀MICRO
DECISIONS฀THAT฀DETERMINE฀THEIR฀DEVELOPMENT฀AND฀FEELING฀OF฀@INTELLECTUAL฀
NEED�฀OF฀REFERRING฀TO฀LITERATURE฀FOR฀SUPPORT�฀
!LL฀THESE฀POINTS฀CAN฀BE฀HARDLY฀OBTAINED฀EXTENSIVELY�฀&ROM฀A฀SOCIAL฀POINT฀OF฀VIEW�฀

THE฀PROBLEM฀IS฀HUGE฀AND฀WOULD฀REQUIRE฀STRONG฀INVESTMENTS�฀)N฀)TALY�฀ THE฀SITUATION฀IS฀
DRAMATIC฀BECAUSE฀OF฀TO฀THE฀LACK฀OF฀QUALIFIED฀PRE
SERVICE฀EDUCATION฀AND฀FOR฀THE฀DISCON

TINUITY฀OF฀IN
SERVICE฀TRAINING�฀/NE฀SHOULD�฀ON฀ONE฀HAND�฀CREATE฀PROFESSIONAL฀TRAININGS�
STUDY฀PATHS฀THAT฀ENDOW฀FUTURE฀TEACHERS฀WITH฀MATHEMATICAL฀KNOWLEDGE฀FOR฀TEACHING�฀AS฀
INDICATED฀BY฀"ASS฀�����	�฀AND฀AT฀LEAST฀BIENNIAL฀LABS฀�THORUGH฀TRIENNIAL฀WOULD฀BE฀BETTER	฀TO฀
TRAIN฀TEACHERS฀TO฀MANAGE฀CLASSROOM฀ACTION�฀TO฀ACQUIRE฀HIGHER฀SKILLS฀IN฀METHODOLOGY฀AND฀
DIDACTICS�฀INCLUDING฀AN฀INTELLIGENT฀AND฀CRITICAL฀USAGE฀OF฀TEACHING฀TOOLS฀�TEXTBOOK�฀SPECIFIC฀
SOFTWARE�฀ETC	�฀/N฀THE฀OTHER฀HAND�฀UNIVERSITIES฀SHOULD฀START฀LONG
LIFE฀TRAINING฀COURSES฀FOR฀
IN
SERVICE฀TEACHERS�฀SO฀AS฀TO฀DELETE฀THE฀INSTITUTIONAL฀RIFT฀BETWEEN฀SCHOOL฀AND฀UNIVERSITY�฀A฀
DIFFICULT฀GOAL฀TO฀ACCOMPLISH�฀OWING฀TO฀THE฀STATIC฀NATURE฀OF฀OUR฀ACADEMIC฀SYSTEM฀AND฀THE฀
SLOWNESS฀AT฀WHICH฀THE฀REGIONAL฀SCHOOL฀COUNCILS฀�THAT฀SHOULD฀REPRESENT฀A฀LINK฀BETWEEN฀
THE฀TWO฀WORLDS�฀WORK�฀/UR฀BELIEF฀IS฀THAT�฀FROM฀A฀SOCIAL฀POINT฀OF฀VIEW�฀IT฀IS฀URGENT฀TO฀
INVEST฀RESOURCES฀FOR฀AN฀ADEQUATE฀AND฀WIDESPREAD฀TEACHERS�฀PROFESSIONALISM�฀/WING฀TO฀
THE฀SOCIO
POLITICAL฀SITUATION฀IN฀MY฀COUNTRY�฀OUR฀HOPE฀IS฀WEAK�฀3TILL�฀IT฀IS฀IMPORTANT฀TO฀
BELIEVE฀THAT฀SOMEHOW�฀SOONER฀OR฀LATER�฀THINGS฀WILL฀CHANGE฀FOR฀THE฀BETTER�฀
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EL CURRÍCULO DE CÁLCULO  
EN EL ESTUDIO NACIONAL DE CÁLCULO EN ESTADOS UNIDOS 

The Calculus Curriculum in the National Study of Calculus in the U.S.A.1 
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Resumen

$ESCRIBIMOS฀ASPECTOS฀CURRICULARES฀DEL฀PRIMER฀CURSO฀DE฀CÕLCULO฀UNIVERSITARIO฀USANDO฀DATOS฀
RECOLECTADOS฀EN฀EL฀%STUDIO฀.ACIONAL฀DE฀#ALCULO฀)฀EN฀LOS฀%STADOS฀5NIDOS฀�"RESSOUD�฀2ASMUS

SEN�฀#ARLSON�฀-ESA฀Y฀0EARSON�฀����	�฀%L฀ESTUDIO฀SE฀EJECUT�฀EN฀DOS฀FASES�฀PRIMERO฀UTILIZANDO฀
CUESTIONARIOS฀SOBRE฀PROGRAMAS�฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀DE฀CÕLCULO�฀Y฀MOTIVACI�N฀Y฀DESEMPE¶O฀
DE฀LOS฀ESTUDIANTES�฀Y฀SEGUNDO฀CON฀ESTUDIOS฀DE฀CASOS฀DE฀��฀INSTITUCIONES฀CUYOS฀PROGRAMAS฀SE฀
CONSIDERARON฀iEXITOSOSw฀EN฀T£RMINOS฀DE฀MOTIVACI�N฀Y฀DESEMPE¶O�฀.UESTRO฀ANÕLISIS�฀BASADO฀EN฀
LA฀CONCEPTUALIZACI�N฀CURRICULAR฀DE฀2ICO฀�����	�฀ILUSTRA฀LA฀ESTABILIDAD฀DEL฀CURR¤CULO฀A฀PESAR฀DE฀LOS฀
ESFUERZOS฀DE฀REFORMA฀DE฀LOS฀A¶OS฀���฀,A฀CONCEPTUALIZACI�N฀TAMBI£N฀OFRECE฀POSIBLES฀ÕREAS฀PARA฀
FUTURA฀INTERVENCI�N�฀

Palabras clave�฀CURR¤CULO�฀PRIMER฀CURSO฀DE฀CÕLCULO฀UNIVERSITARIO�฀CONTENIDO�฀OBJETIVOS฀COG

NITIVOS�฀ENSE¶ANZA�฀VALORACI�N฀DEL฀APRENDIZAJE

ABSTRACT

We describe findings of an analysis of curricular aspects related to the teaching of first-year 

of university calculus in the US, based on data collected as part of the Mathematical Associa-

tion of America’s Characteristics of Successful Programs in College Calculus study (Bressoud, 

Rasmussen, Carlson, Mesa, & Pearson, 2010). The study was conducted in two phases, first via 

surveys and questionnaires on programs, teaching and learning of calculus, and student moti-

vation and performance; and second via qualitative case studies of 18 institutions identified as 

“successful” in terms of student performance and motivation. Our analysis using Rico’s concep-

Mesa�฀6�฀Y฀Burn�฀(�฀�����	�฀4HE฀CALCULUS฀CURRICULUM฀IN฀THE฀.ATIONAL฀3TUDY฀OF฀#ALCULUS฀IN฀THE฀5�3�!�฀
%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Mate-

mática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀��
��	�฀'RANADA�฀#OMARES�
1฀฀฀4HE฀WORK฀REPORTED฀IN฀THIS฀ARTICLE฀IS฀SUPPORTED฀IN฀PART฀BY฀THE฀.ATIONAL฀3CIENCE฀&OUNDATION฀GRANT฀$2,฀
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tualization of curriculum illustrates the stability of the calculus curriculum in spite of the reform 

efforts of the 90s. It also gives departments tools to propose possible more viable interventions.

Keywords: curriculum, first-year university calculus, content, cognitive goals, features of 

teaching, assessment of student learning 

Introduction

&IRST
YEAR฀#ALCULUS฀�#ALCULUS฀)	฀PROVIDES฀THE฀BASIC฀MATHEMATICAL฀ TOOLS฀TO฀STUDY฀
CHANGE�฀$IFFERENT฀FROM฀OTHER฀COUNTRIES฀IN฀THE฀WORLD�฀CALCULUS฀IS฀USUALLY฀A฀FIRST฀YEAR฀
UNIVERSITY฀COURSE฀IN฀THE฀5NITED฀3TATES฀AND฀IT฀IS฀NORMALLY฀REQUIRED฀FOR฀ANY฀SCIENCE�฀TECH

NOLOGY�฀ENGINEERING�฀OR฀MATHEMATICS฀�34%-	฀MAJOR�฀)NDEED฀IN฀&ALL฀�����฀OVER฀�������฀
STUDENTS฀NATION฀WIDE฀WERE฀TAKING฀A฀CALCULUS฀COURSE฀AT฀THEIR฀COLLEGE฀OR฀UNIVERSITY฀�"LAIR�฀
+IRKMAN�฀�฀-AXWELL�฀����	�฀7HILE฀THESE฀NUMBERS฀ARE฀IMPRESSIVE�฀A฀PERSISTENT฀PROBLEM฀
OF฀THE฀TEACHING฀OF฀UNIVERSITY฀CALCULUS฀IS฀THE฀HIGH฀FAILURE฀RATE฀IN฀THE฀COURSE�฀3TUDENTS�฀
DISENGAGEMENT฀IS฀USUALLY฀A฀MAJOR฀REASON�฀LECTURES฀ARE฀UNINSPIRING฀OR฀UNIMAGINATIVE�฀THE฀
CURRICULUM฀IS฀hOVER
STUFFEDv฀AND฀TAUGHT฀AT฀TOO฀FAST฀A฀PACE�฀AND฀INSTRUCTORS฀SHOW฀LITTLE฀
CONCERN฀FOR฀STUDENT฀UNDERSTANDING฀�3EYMOUR฀�฀(EWITT�฀����	�฀7HEN฀STUDENTS฀FAIL฀THE฀
COURSE�฀THEIR฀OPPORTUNITIES฀TO฀PURSUE฀34%-฀FIELDS฀ARE฀CURTAILED�฀!฀COUNTRY฀WITH฀A฀HIGH฀
DEMAND฀OF฀TECHNICAL฀JOBS฀CAN�T฀AFFORD฀THIS฀SITUATION฀�0RESIDENT�S฀#OUNCIL฀OF฀!DVISORS฀
ON฀3CIENCE฀AND฀4ECHNOLOGY฀�0#!34��฀����	�฀!DDED฀TO฀THIS฀MIX฀IS฀THE฀LARGE฀INFLUX฀
OF฀STUDENTS฀INTERESTED฀IN฀PURSUING฀A฀COLLEGE฀DEGREE�฀A฀DIRECT฀CONSEQUENCE฀OF฀0RESIDENT฀
/BAMA�S฀INITIATIVE฀FOR฀INCREASING฀COLLEGE฀GRADUATION฀RATES฀IN฀THE฀COUNTRY�฀

This dramatic growth in incoming students aspiring to pursue STEM careers has 
BEEN฀PITTED฀AGAINST฀THE฀DRASTIC฀BUDGET฀CUTS฀THAT฀HAVE฀FORCED฀DEPARTMENTS฀TO฀REDUCE฀THE฀
NUMBER฀OF฀FULL
TIME฀FACULTY฀AND฀TO฀TEACH฀CALCULUS฀IN฀EVER฀LARGER฀CLASSES�฀-ATHEMATICS฀
DEPARTMENTS฀HAVE฀ALSO฀BEEN฀SLOW฀TO฀ADAPT฀TO฀THE฀CHANGING฀DEMOGRAPHICS฀OF฀COLLEGE฀AGE฀
students and who want to go into STEM fields. Success rates in calculus for women, 
STUDENTS฀FROM฀UNDERREPRESENTED฀MINORITIES�฀ECONOMICALLY฀DISADVANTAGED฀STUDENTS�฀AND฀
FIRST฀GENERATION฀COLLEGE฀STUDENTS฀CONTINUE฀TO฀BE฀DISAPPOINTINGLY฀LOW฀RELATIVE฀TO฀THOSE฀
OF฀#AUCASIAN฀AND฀!SIAN฀STUDENTS฀�,INN฀�฀+ESSEL�฀�����฀3EYMOUR�฀�����฀7AKE�฀����	�฀
/VER฀��฀YEARS฀AGO฀SEVERAL฀MATHEMATICIANS�฀CONFRONTED฀WITH฀SIMILAR฀ISSUES฀CALLED฀

FOR฀CALCULUS฀TO฀BE฀A฀PUMP�฀NOT฀A฀FILTER฀�3TEEN�฀����	�฀3UCH฀CALL฀FOR฀ACTION฀RESULTED฀IN฀
AN฀UNPRECEDENTED฀EFFORT฀TO฀REFORM฀THE฀CALCULUS฀CURRICULUM฀TO฀BRING฀MORE฀TECHNOLOGY�฀
MORE฀REAL฀WORLD฀PROBLEMS�฀AND฀A฀MORE฀CONCEPTUAL฀APPROACH฀TO฀THE฀SUBJECT฀�E�G�฀USING฀
MULTIPLE฀REPRESENTATIONS	฀�(ARVER�฀����	�฀/NE฀WONDERS฀ABOUT฀THE฀EXTENT฀TO฀WHICH฀THE฀
INITIATIVES฀PROPOSED฀THEN฀ARE฀NOW฀PART฀OF฀THE฀FIRST฀YEAR฀OF฀#ALCULUS฀CURRICULUM฀IN฀!MERICAN฀
UNIVERSITIES�฀THE฀hRULE฀OF฀FOURv฀�ALWAYS฀USING฀VERBAL�฀TABULAR�฀SYMBOLIC�฀AND฀GRAPHICAL฀
REPRESENTATIONS	�฀SPREAD฀USE฀OF฀TECHNOLOGY฀�NOTABLY฀GRAPHING฀CALCULATORS฀AND฀COMPUTER฀
ALGEBRA฀SYSTEMS	�฀CONTEXTUALIZED฀PROBLEMS�฀AND฀EMPHASIS฀ON฀CONCEPTUAL฀UNDERSTANDING�
)N฀THIS฀CHAPTER�฀AN฀EXTENSION฀OF฀A฀CHAPTER฀WE฀WROTE฀FOR฀A฀-ATHEMATICAL฀!SSOCIATION฀

OF฀!MERICA฀�-!!	฀PUBLICATION฀REPORTING฀MAJOR฀FINDINGS฀FROM฀THE฀.ATIONAL฀3TUDY฀OF฀
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#ALCULUS฀�"RESSOUD�฀-ESA฀�฀2ASMUSSEN�฀����	�฀WE฀START฀TO฀ANSWER฀THAT฀QUESTION�฀7E฀
DO฀SO฀BY฀USING฀,UIS฀2ICO�S฀CONCEPTUALIZATION฀OF฀CURRICULUM฀TO฀ANALYSE฀DATA฀THAT฀WOULD฀
ALLOW฀US฀TO฀DESCRIBE฀THE฀5�3�฀#ALCULUS฀)฀CURRICULUM฀AND฀THEN฀DISCUSS฀THE฀DESCRIPTION฀WITH฀
WHAT฀THE฀REFORMERS฀HAD฀IN฀MIND�฀7E฀ORGANIZE฀THE฀CHAPTER฀INTO฀FOUR฀SECTIONS�฀7E฀BEGIN฀
BY฀A฀SHORT฀DESCRIPTION฀OF฀THE฀NOTION฀OF฀CURRICULUM฀FOLLOWED฀BY฀A฀BRIEF฀DESCRIPTION฀OF฀THE฀
STUDY฀AND฀THE฀DATA฀USED฀TO฀CONDUCT฀THE฀ANALYSIS฀PRESENTED฀IN฀THIS฀CHAPTER�฀7E฀THEN฀PRE

SENT฀THE฀MAJOR฀FEATURES฀OF฀THE฀#ALCULUS฀)฀CURRICULUM฀USING฀2ICO�S฀�����	฀FOUR฀CURRICULAR฀
DIMENSIONS�฀CONCEPTUAL�฀COGNITIVE�฀FORMATIVE�฀AND฀SOCIAL�฀7E฀CONCLUDE฀WITH฀A฀DISCUSSION฀
OF฀THE฀FINDINGS฀AND฀THE฀AFFORDANCES฀AND฀CHALLENGES฀OF฀STUDYING฀CURRICULUM฀IN฀THIS฀WAY�

Rico’s Curriculum

From the Latin currere—to run—the word curriculum IS฀A฀BROAD฀TERM฀USED฀IN฀
EDUCATION฀WITH฀MULTIPLE฀MEANINGS฀�3TEIN�฀2EMILLARD฀�฀3MITH�฀����	�฀#URRICULUM฀CAN฀
REFER฀TO฀THE฀SEQUENCES฀OF฀COURSES฀THAT฀A฀STUDENT฀CAN฀TAKE�฀THE฀TOPICS฀THAT฀ARE฀COVERED฀IN฀
A฀GIVEN฀GRADE�฀OR฀THE฀CONTENT�฀SKILLS�฀COMPETENCIES�฀AND฀HABITS฀OF฀MIND฀THAT฀A฀PERSON฀
NEEDS฀TO฀ACQUIRE฀ THROUGH฀SCHOOLING฀IN฀ORDER฀PARTICIPATE฀SUCCESSFULLY฀ IN฀ THE฀SOCIETY฀
�,ATTUCA฀�฀3TARK�฀����	�฀4HE฀CLASSICAL฀DISTINCTION฀BETWEEN฀INTENDED�฀IMPLEMENTED�฀AND฀
ATTAINED฀CURRICULA฀�4RAVERS฀�฀7ESTBURY�฀����	฀IS฀USEFUL฀TO฀DESCRIBE฀HOW฀THE฀CURRICULUM฀
IS฀TRANSFORMED฀FROM฀INTENTION฀TO฀EXECUTION฀TO฀ASSESSMENT�฀BUT฀IT฀IS฀INSUFFICIENT฀TO฀DEFINE฀
a curriculum. 

In Bases Teóricas del Currículo de Matemáticas en Educación Secundaria, Luis 
2ICO�฀USING฀AMONG฀OTHERS฀3TENHOUSE�S฀�����	฀WORK�฀PROPOSES฀A฀DEFINITION฀OF฀CURRICULUM฀
as an educative plan2฀THAT฀DESCRIBES฀THE฀GROUP฀OF฀PEOPLE฀THAT฀WILL฀BE฀EDUCATED฀OR฀TRAINED�฀
THE฀TYPE฀OF฀EDUCATION฀OR฀TRAINING฀THAT฀NEEDS฀TO฀BE฀DONE�฀THE฀INSTITUTION฀WHERE฀EDUCATION฀
OR฀TRAINING฀TAKES฀PLACE�฀THE฀GOALS฀THAT฀NEED฀TO฀BE฀ACHIEVED�฀AND฀THE฀MEANS฀OF฀CONTROL฀AND฀
ASSESSMENT฀�2ICO�฀�����฀P�฀��	�฀2ICO฀AFFIRMS฀THAT฀ANY฀EDUCATIVE฀PLAN฀NEEDS฀TO฀RECONCILE฀
THE฀THEORETICAL฀AND฀PRACTICAL฀ASPECTS฀THAT฀SUPPORT฀IT�฀IN฀WAYS฀THAT฀ACKNOWLEDGES฀THE฀PRO

fessionalism of the teachers who are in charge of putting the plan into action. To this 
effect, he proposes a theoretical and practical conceptualization of curriculum that is 
WELL
SUITED฀FOR฀EMPIRICAL฀STUDIES฀OF฀CURRICULUM�฀4HIS฀CONCEPTUALIZATION฀RESPONDS฀TO฀FOUR฀
CORE฀QUESTIONS฀THAT฀THE฀PLAN฀MUST฀ADDRESS�WHAT฀IS฀THE฀NATURE฀OF฀KNOWLEDGE�฀WHAT฀IS฀
LEARNING�฀WHAT฀IS฀TEACHING�฀AND฀WHAT฀CONSTITUTES฀USEFUL฀KNOWLEDGE��EACH฀ADDRESSING฀THE฀
FOUR฀DIMENSIONS฀OF฀THE฀CURRICULUM�฀CONCEPTUAL�฀COGNITIVE�฀FORMATIVE�฀AND฀SOCIAL฀�P�฀���	�฀

The conceptual dimension refers to content and topics that are specific to a given 
DISCIPLINE�฀IT฀DEFINES฀THOSE฀ELEMENTS฀PARTICULAR฀TO฀A฀DISCIPLINE฀�E�G��฀MATHEMATICS	฀THAT฀
ARE฀A฀SYNTHESIS฀OF฀HISTORICAL฀AND฀CULTURAL฀TRADITIONS�฀THIS฀DIMENSION฀IS฀INFORMED฀BY฀EPIS


2฀฀฀)N฀3PANISH฀2ICO฀USES฀hPLAN฀DE฀FORMACI�N�v฀!฀DIRECT฀TRANSLATION฀WOULD฀BE฀hFORMATIVE฀PLANv฀YET฀THIS฀
wording seems more restrictive than educative plan, the wording chosen here.
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TEMOLOGY฀AND฀THE฀HISTORY฀OF฀MATHEMATICS฀AND฀DEFINES฀LARGER฀CULTURAL฀AIMS�฀4HIS฀PAPER฀
EXAMINED฀THE฀CONTENT฀OF฀#ALCULUS฀)�฀4HE฀cognitive dimension refers to learning and 
the learner, and deals with understanding what learning is, how it happens, and how 
DO฀DIFFERENT฀PEOPLE฀LEARN�฀IT฀ALSO฀HAS฀PARTICULAR฀MANIFESTATIONS฀DEPENDING฀ON฀A฀GIVEN฀
DISCIPLINE�฀IT฀IS฀DIRECTLY฀INFORMED฀BY฀LEARNING฀THEORIES฀AND฀DEFINES฀SPECIFIC฀EXPECTATIONS�฀
DEVELOPMENT�฀AND฀LEARNING฀AIMS�฀7E฀EXAMINE฀FACULTY�S฀STATED฀GOALS฀FOR฀THE฀COURSE�฀4HE฀
formative฀DIMENSION฀REFERS฀TO฀TEACHING฀AND฀THE฀TEACHER�฀IT฀DEALS฀WITH฀ASPECTS฀SUCH฀AS฀
WHAT฀TEACHING฀IS฀AND฀WHAT฀MATHEMATICS฀TEACHING฀IS�฀IT฀SPECIFIES฀PRACTICES฀THAT฀ARE฀BELIE

VED฀TO฀BE฀USEFUL฀FOR฀TEACHING฀�E�G��฀DIFFERENTIATING฀INSTRUCTION	฀AND฀IT฀PROVIDES฀THE฀BASIS฀
FOR฀GENERATING฀PROGRAMS฀FOR฀PREPARING฀TEACHERS�฀IT฀IS฀INFORMED฀BY฀PEDAGOGICAL฀THEORIES฀
AND฀DEFINES฀FORMATIVE฀AIMS�฀4HE฀FORMATIVE฀DIMENSION฀IS฀EXPLORED฀BY฀EXAMINING฀WAYS฀IN฀
which teaching was enacted in calculus lessons. The social dimension refers to the value 
THAT฀THE฀SOCIETY฀PLACES฀ON฀THE฀UTILITY฀AND฀USEFULNESS฀OF฀THE฀MATHEMATICAL฀KNOWLEDGE�฀4HIS฀
DIMENSION฀ADDRESSES฀THE฀MECHANISMS฀THAT฀NEED฀TO฀BE฀USED฀IN฀ORDER฀TO฀DETERMINE฀WHEN฀
AN฀INDIVIDUAL฀HAS฀USEFUL฀KNOWLEDGE฀OR฀THAT฀HE฀OR฀SHE฀HAS฀MATHEMATICAL฀CAPABILITIES�฀AND฀
THE฀APPROPRIATENESS฀OF฀THE฀CURRICULUM฀ITSELF฀�P�฀���	�฀7E฀EXAMINED฀THIS฀DIMENSION฀BY฀
ANALYSING฀DEMANDS฀OF฀GRADED฀AND฀UNGRADED฀WORK฀IN฀ONE฀COLLEGE�฀

The CSPCC Study

)N฀�����฀THE฀-ATHEMATICAL฀!SSOCIATION฀OF฀!MERICA฀LAUNCHED฀A฀PROJECT฀FUNDED฀BY฀
the National Science Foundation, the Characteristics of Successful Programs in College 

Calculus�฀WITH฀THE฀PURPOSE฀OF฀STUDYING฀HOW฀CALCULUS฀CONTRIBUTED฀TO฀STUDENTS�฀ACADEMIC฀
GOALS฀FULFILMENT฀AND฀TO฀UNDERSTAND฀OTHER฀FEATURES฀OF฀CALCULUS�฀4HE฀PROJECT฀HAD฀FIVE฀GOALS�฀

 — To improve our understanding of the demographics of students who enrol in 
calculus,

 — To measure the impact of the various characteristics of calculus classes that 
ARE฀BELIEVED฀TO฀INmUENCE฀STUDENT฀SUCCESS�

 — 4O฀CONDUCT฀EXPLANATORY฀CASE฀STUDY฀ANALYSIS฀OF฀EXEMPLARY฀PROGRAMS฀IN฀ORDER฀TO฀
IDENTIFY฀WHY฀AND฀HOW฀THESE฀PROGRAMS฀SUCCEED�

 — 4O฀DEVELOP฀A฀THEORETICAL฀FRAMEWORK฀THAT฀ARTICULATES฀THE฀FACTORS฀UNDER฀WHICH฀
STUDENTS฀ARE฀LIKELY฀TO฀SUCCEED฀IN฀CALCULUS�฀AND

 — 4O฀USE฀THE฀RESULTS฀OF฀THESE฀STUDIES฀AND฀THE฀INmUENCE฀OF฀THE฀-!!฀TO฀LEVERAGE฀
improvements in calculus instruction across the United States.

4HE฀PROJECT฀WAS฀CONDUCTED฀IN฀TWO฀PHASES�฀)N฀0HASE฀�฀SURVEYS฀�&ALL�฀����	฀WERE฀SENT฀
to a stratified random sample of 521 institutions. At these institutions, all instructors 
TEACHING฀A฀CALCULUS฀COURSE฀DESIGNED฀TO฀PREPARE฀STUDENTS฀FOR฀THE฀STUDY฀OF฀ENGINEERING�฀
THE฀MATHEMATICAL�฀OR฀PHYSICAL฀SCIENCES�฀AND฀THEIR฀STUDENTS�฀WERE฀INVITED฀TO฀PARTICIPATE�฀
4HERE฀WERE฀FIVE฀SURVEYS฀IN฀TOTAL�฀PRE
฀AND฀POST
฀SURVEYS฀OF฀STUDENTS฀AND฀INSTRUCTORS฀
ADMINISTERED฀AT฀THE฀BEGINNING฀AND฀THE฀END฀OF฀THEIR฀#ALCULUS฀)฀COURSE�฀AND฀ONE฀SENT฀AT฀
THE฀BEGINNING฀OF฀THE฀COURSE฀TO฀THE฀COURSE฀ADMINISTRATOR�฀4HE฀SURVEYS฀WERE฀DESIGNED฀
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TO฀GAIN฀AN฀OVERVIEW฀OF฀THE฀VARIOUS฀CALCULUS฀PROGRAMS฀NATIONWIDE�฀AND฀INCLUDED฀QUES

TIONS฀ON฀THE฀DEPARTMENT�฀THE฀TEACHING�฀THE฀LEARNING�฀AND฀THE฀ASSESSMENT฀OF฀CALCULUS�฀
RESOURCE฀AVAILABILITY฀FOR฀STUDENTS฀AND฀INSTRUCTORS฀�E�G��฀ TECHNOLOGY�฀OR฀ TUTORING฀AND฀
TEACHING฀CENTERS	�฀AND฀STUDENT฀AND฀INSTRUCTOR฀BACKGROUND�฀)N฀ADDITION�฀THE฀SURVEYS฀COL

LECTED฀INFORMATION฀ON฀INTENTION฀TO฀TAKE฀#ALCULUS฀))฀�A฀PROXY฀FOR฀PERSISTENCE฀IN฀A฀34%-฀
MAJOR	�฀AFFECTIVE฀ASPECTS�฀INCLUDING฀ENJOYMENT฀OF฀MATH�฀CONFIDENCE฀IN฀MATHEMATICAL฀
ABILITY�฀INTEREST฀TO฀CONTINUE฀STUDYING฀MATH�฀AND฀SELF
REPORTED฀PERFORMANCE฀�EXPECTED฀
GRADE฀IN฀COURSE	�฀7E฀OBTAINED฀FULL฀ INFORMATION฀FOR฀�����฀STUDENTS�฀���฀CLASSROOMS�฀
and 168 calculus programs. 
)N฀0HASE฀�฀OF฀THE฀PROJECT฀�&ALL�฀����	�฀WE฀CONDUCTED฀EXPLANATORY฀CASE฀STUDIES฀AT฀

��฀INSTITUTIONS฀SELECTED฀BECAUSE฀THEY฀HAD฀MORE฀SUCCESSFUL฀CALCULUS฀PROGRAMS�฀3UCCESS฀
WAS฀DEFINED฀BY฀A฀COMBINATION฀OF฀STUDENT฀VARIABLES�฀PERSISTENCE฀IN฀CALCULUS฀AND฀POSITIVE฀
CHANGE฀IN฀AFFECTIVE฀VARIABLES฀AND฀PROGRAM฀VARIABLES฀�E�G��฀PASSING฀RATES	�฀7E฀CONDUCTED฀
NEARLY฀���฀INTERVIEWS฀WITH฀INSTRUCTORS฀AND฀ADMINISTRATORS�฀��฀FOCUS฀GROUPS฀WITH฀OVER฀���฀
STUDENTS�฀��฀CLASSROOM฀OBSERVATIONS�฀AND฀COLLECTED฀OVER฀���฀ARTIFACTS฀�SYLLABI�฀EXAMS�฀
QUIZZES�฀AND฀INSTITUTIONAL฀INFORMATION	�
&OR฀THE฀PURPOSES฀OF฀THIS฀PAPER฀WE฀RELIED฀ON฀BOTH฀THE฀DATA฀FROM฀THE฀SURVEYS฀AND฀THE฀

DATA฀FROM฀THE฀CASE฀STUDIES�฀)N฀ORDER฀TO฀DESCRIBE฀THE฀FOUR฀CURRICULAR฀ELEMENTS฀�CONTENT�฀
COGNITIVE฀GOALS�฀FEATURES฀OF฀TEACHING�฀AND฀ASSESSMENT	฀WE฀WORKED฀WITH฀DIFFERENT฀SOU

RCES�฀4HE฀CONTENT฀OF฀#ALCULUS฀)฀PRESENTED฀IN฀THIS฀CHAPTER฀DERIVES฀FROM฀A฀SYNTHESIS฀OF฀
FOUR฀SOURCES�฀THE฀COURSE฀DESCRIPTION฀FOR฀THE฀!DVANCED฀0LACEMENT฀�!0	฀CALCULUS฀�4HE฀
#OLLEGE฀"OARD�฀����	�฀3OFRONAS฀ET฀AL��S฀�����	฀hBRAIN฀TRUSTv฀STUDY฀WITH฀��฀CALCULUS฀
EXPERTS฀WHO฀IDENTIFIED฀CONTENT฀AND฀GOALS฀CRITICAL฀FOR฀STUDENT฀UNDERSTANDING฀OF฀FIRST
YEAR฀
CALCULUS�฀THE฀TOPICS฀INCLUDED฀IN฀+HAN฀!CADEMY฀WEBSITE฀�HTTP���WWW�KHANACADEMY�
ORG�MATH�CALCULUS	�฀AND฀*OHNSON�฀%LLIS�฀AND฀2ASMUSSEN฀�����	฀ANALYSIS฀OF฀COURSE฀
CONTENT฀LISTED฀IN฀MASTER฀SYLLABI฀COLLECTED฀FROM฀THE฀0H$
GRANTING฀UNIVERSITIES฀SELECTED฀
FOR฀CASE฀STUDY�฀$ATA฀FOR฀THE฀ANALYSIS฀OF฀COGNITIVE฀GOALS฀AND฀ASSIGNMENTS฀IN฀#ALCULUS฀
)฀DERIVE฀FROM฀THE฀FACULTY฀SURVEYS�฀4HE฀SAMPLE฀ INCLUDED฀ALL฀ FACULTY฀WHO฀RESPONDED฀
TO฀PRE
฀OR฀POST
COURSE฀INSTRUCTOR฀SURVEY฀�N = ���	�฀&ACULTY฀RESPONSE฀RATES฀TO฀SURVEY฀
QUESTIONS฀ANALYSED฀RANGED฀FROM฀A฀MINIMUM฀OF฀���฀TO฀A฀MAXIMUM฀OF฀����฀WITH฀AN฀
AVERAGE฀RESPONSE฀RATE฀ACROSS฀THE฀SURVEY฀QUESTIONS฀OF฀����฀&OR฀THE฀ANALYSIS฀OF฀FEATU

RES฀OF฀TEACHING฀WE฀USED฀THE฀FIELD฀NOTES฀OF฀OBSERVATIONS฀MADE฀OF฀��฀CALCULUS฀LESSONS฀
ACROSS฀THE฀CASE฀STUDY฀INSTITUTIONS�฀!LL฀THE฀TASKS฀RECORDED฀IN฀THE฀OBSERVATION฀PROTOCOL฀
�N฀�฀���	฀WERE฀CHARACTERIZED฀ACCORDING฀TO฀FOUR฀FEATURES�฀WHO฀WAS฀THE฀MAIN฀ACTOR฀IN฀
SOLVING฀THE฀PROBLEM�฀WHICH฀REPRESENTATIONS฀WERE฀USED�฀WHAT฀TECHNOLOGY฀WAS฀USED�฀
AND฀WHAT฀OTHER฀COMPLEXITY฀CHARACTERISTICS฀WERE฀PRESENT฀�E�G��฀USING฀MULTIPLE฀METHODS�฀
REQUIRING฀A฀PROOF	�฀&INALLY�฀TO฀CHARACTERIZE฀ASSESSMENT฀WE฀USED฀THE฀TASKS฀ASSIGNED฀IN฀
GRADED฀AND฀UNGRADED฀HOMEWORK�฀QUIZZES�฀AND฀EXAMS฀ASSIGNED฀BY฀FIVE฀INSTRUCTORS฀IN฀
ONE฀COLLEGE฀�N฀�฀�����	�฀4HE฀ANALYSIS฀CENTRED฀ON฀THE฀COGNITIVE฀ORIENTATION฀OF฀THE฀TASKS฀
USED฀IN฀THESE฀CONTEXTS฀�7HITE฀�฀-ESA�฀����	�
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!S฀WITH฀ANY฀SURVEY฀RESEARCH�฀LIMITATIONS฀DUE฀TO฀CONSTRUCT฀VALIDITY฀NEED฀TO฀BE฀CON

SIDERED�฀&OR฀EXAMPLE�฀#ALCULUS฀)฀FACULTY฀WERE฀NOT฀ASKED฀DIRECTLY฀ABOUT฀COGNITIVE฀GOALS฀
FOR฀#ALCULUS฀)�฀INSTEAD�฀SELECTED฀SURVEY฀QUESTIONS฀SERVED฀AS฀PROXIES�฀!฀SECOND฀LIMITATION฀
IN฀ANY฀STUDY฀USING฀SELF
REPORT฀DATA฀RELATES฀TO฀POTENTIAL฀DIFFERENCES฀BETWEEN฀WHAT฀FACULTY฀
SAY฀THEY฀DO฀AND฀WHAT฀THEY฀ACTUALLY฀ENACT฀IN฀CLASSROOMS�THAT฀IS�฀BETWEEN฀THE฀INTENDED฀
AND฀THE฀ENACTED฀CURRICULUM�฀(OWEVER�฀THERE฀IS฀NO฀REASON฀TO฀BELIEVE฀THAT฀FACULTY฀WOULD฀
RESPOND฀TO฀QUESTIONS฀WITHOUT฀ACCURACY�฀GIVEN฀THAT฀THERE฀WERE฀NO฀REPERCUSSIONS฀FOR฀THE฀
RESPONSES฀PROVIDED�฀AND฀THE฀CASE฀STUDY฀DATA฀SUGGEST฀THAT฀FOR฀THE฀MOST฀PART�฀INSTRUCTORS฀
AND฀STUDENTS฀ACCURATELY฀DESCRIBED฀THEIR฀PRACTICES�฀4HUS�฀WE฀HAVE฀CONFIDENCE฀THAT฀THE฀SELF฀
REPORTED฀DATA฀ACCURATELY฀DESCRIBE฀PRACTICE�

The Calculus Curriculum in the CSPCC study

7E฀NOW฀PRESENT฀A฀SYNTHESIS฀OF฀THE฀ANALYSIS฀OF฀THE฀FOUR฀DIMENSIONS฀DEFINING฀CURRI

CULUM฀AS฀WE฀INTERPRETED฀THEM฀IN฀THE฀DATA฀COLLECTED฀IN฀THE฀STUDY�

Conceptual dimension: The content of Calculus I

!฀COURSE฀OF฀CALCULUS฀)฀INCLUDES฀FOUR฀MAJOR฀CONTENT฀AREAS�฀LIMITS฀AND฀CONTINUITY�฀DERI

VATIVES�฀INTEGRATION฀AND฀SEQUENCES฀AND฀SERIES฀�SEE฀&IGURE฀�	฀WITH฀SOME฀COURSES฀STARTING฀
WITH฀A฀REVIEW฀OF฀THE฀FUNCTION฀CONCEPT�฀7E฀NOTE฀THAT฀ALTHOUGH฀ 
  proofs are no longer 
CONSIDERED฀A฀STANDARD฀PART฀OF฀THE฀#ALCULUS฀)฀CURRICULUM�฀THE฀hRULE฀OF฀FOURv฀�EMPHASIZING฀
THE฀COMBINATION฀OF฀GRAPHICAL�฀NUMERICAL�฀ALGEBRAIC�฀AND฀VERBAL฀APPROACHES	฀HAS฀HAD฀A฀
LASTING฀IMPACT฀ON฀#ALCULUS฀)฀TEXTBOOKS฀AND฀THAT฀TECHNOLOGY�฀PARTICULARLY฀IN฀THE฀FORM฀OF฀
GRAPHING฀CALCULATORS฀AND฀COMPUTER฀ALGEBRA฀SYSTEMS฀�E�G��฀-APLE�฀-ATHEMATICA	฀THAT฀
ENABLES฀INCREASED฀EMPHASIS฀ON฀VISUALIZING฀GRAPHS฀OF฀FUNCTIONS฀AND฀THEIR฀DERIVATIVES฀AND฀
OTHER฀GRAPHICAL฀CONNECTIONS�฀ARE฀USUALLY฀PART฀OF฀THE฀LABS฀OFFERED฀TO฀CALCULUS฀STUDENTS�฀
&URTHER�฀#ALCULUS฀)฀COURSES฀NOW฀MORE฀OFTEN฀THAN฀IN฀THE฀PAST฀ATTEND฀TO฀EMPLOYABILITY฀
OR฀TRANSFER฀SKILLS�฀SUCH฀AS฀COMMUNICATION�฀TEAMWORK�฀AND฀TECHNOLOGY฀SKILLS฀�(OUSTON�฀
����	�฀
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Figure 1. Calculus I content identified in CSPCC study (Burn & Mesa, 2015).
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Cognitive dimension: The learning goals of Calculus I

4O฀DISCERN฀THE฀COGNITIVE฀GOALS฀FOR฀STUDENTS฀IN฀#ALCULUS฀)�฀WE฀EXPLORED฀FACULTY฀EXPEC

TATIONS฀FOR฀STUDENT฀LEARNING฀SUGGESTED฀BY฀THE฀TYPES฀OF฀PROBLEMS฀THEY฀REPORTED฀THEY฀ASSIGN฀
STUDENTS฀AND฀BY฀THEIR฀EXPECTATIONS฀FOR฀STUDENTS฀TO฀EXPLAIN฀THEIR฀THINKING�฀-AINTAINING฀
HIGHER฀LEVELS฀OF฀COGNITIVE฀DEMAND฀HAS฀BEEN฀ASSOCIATED฀WITH฀HIGHER฀LEVELS฀OF฀STUDENT฀
ACHIEVEMENT฀IN฀MATHEMATICS฀�"OALER฀�฀3TAPLES�฀�����฀3ILVER฀�฀3TEIN�฀�����฀3TIGLER�฀
'IVVIN฀�฀4HOMPSON�฀����	�฀&IGURE฀�฀SHOWS฀THE฀MEDIAN฀RESPONSE฀TO฀THE฀PERCENTAGE฀OF฀
DIFFERENT฀TYPES฀OF฀PROBLEMS฀FACULTY฀ASSIGN฀IN฀EXAMS฀AND฀OTHER฀ASSIGNMENTS�฀4HE฀PERCEN

TAGES฀WERE฀NEARLY฀IDENTICAL฀FOR฀BOTH�

Figure 2. Median responses to the percentage (0% to 100%) of different problem types faculty 

include on exams and assignments. Q1 = 25th percentile; Q3 = 75th percentile. 

&IGURE฀�฀SUGGESTS฀THAT฀INSTRUCTORS฀TEND฀TO฀INCLUDE฀A฀LARGER฀NUMBER฀OF฀PROBLEMS฀FOCU

SED฀ON฀SKILLS฀AND฀COMPUTATIONS฀����	฀OVER฀OTHER฀TYPES฀OF฀PROBLEMS฀�PROBLEMS฀INVOLVING฀
GRAPHICAL฀INTERPRETATIONS฀OF฀CENTRAL฀IDEAS�฀STANDARD฀WORD฀PROBLEMS�฀COMPLEX฀OR฀UNFAMILIAR฀
WORD฀PROBLEMS�฀OR฀PROOFS฀AND฀JUSTIFICATIONS	�฀4HIS฀TENDENCY฀MIGHT฀BE฀PARTIALLY฀EXPLAI

NED฀BY฀THE฀FACT฀THAT฀���฀OF฀FACULTY฀AGREED฀SOMEWHAT฀OR฀STRONGLY฀WITH฀THE฀STATEMENT�฀
Understanding ideas in calculus typically comes after achieving procedural fluency. 

&ACULTY฀WERE฀ASKED฀TO฀REPORT฀HOW฀FREQUENTLY฀THEY฀ASKED฀STUDENTS฀TO฀EXPLAIN฀THEIR฀
THINKING฀DURING฀CLASS฀OR฀REQUIRED฀THEM฀TO฀EXPLAIN฀THEIR฀THINKING฀ON฀EXAMS฀OR฀ASSIGNMENTS฀
ON฀A฀SCALE฀THAT฀RANGED฀FROM฀�฀�Not at all	฀TO฀�฀�Very often	�฀/VERALL�฀���฀OF฀FACULTY฀REPOR

TED฀THAT฀THEY฀Often3 or Very often฀REQUIRED฀STUDENTS฀TO฀EXPLAIN฀THEIR฀THINKING฀ON฀EXAMS฀
AND฀���฀OF฀FACULTY฀REPORTED฀THAT฀THEY฀Often or Very often฀ASKED฀STUDENTS฀TO฀EXPLAIN฀THEIR฀
THINKING฀DURING฀CLASS�฀)N฀CONTRAST�฀A฀SMALLER฀���฀OF฀FACULTY฀REPORTED฀THAT฀THEY฀Often or 
Very often฀REQUIRED฀STUDENTS฀TO฀EXPLAIN฀THEIR฀THINKING฀ON฀ASSIGNMENTS�฀4HESE฀FINDINGS฀

3   A response of 5 is interpreted to mean Often.
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SUGGEST฀THAT฀FACULTY฀PRIVILEGE฀STUDENT฀PRACTICE฀WITH฀SKILLS฀AS฀A฀WAY฀TO฀BUILD฀UNDERSTANDING฀
AS฀A฀CORE฀FEATURE฀OF฀LEARNING฀EXPECTATIONS฀IN฀THE฀COURSE�฀&ACULTY฀DO฀EXPECT฀HOWEVER฀THAT฀
STUDENTS฀EXPLAINING฀THEIR฀THINKING฀IN฀CLASS฀AND฀IN฀EXAMS�฀

Formative dimension: The features of calculus teaching

4HE฀ANALYSIS฀OF฀THE฀WAYS฀IN฀WHICH฀THE฀PROBLEMS฀USED฀DURING฀THE฀CLASSROOM฀WERE฀
enacted revealed several interesting patterns. First, we found that the instructor lectured 
OR฀USED฀DIRECT฀INSTRUCTION฀IN฀���฀OF฀THE฀PROBLEMS�฀)N฀THESE฀LESSONS฀STUDENT฀PRESENTATIONS�฀
GROUP฀WORK�฀OR฀STUDENTS฀WORKING฀IN฀PAIRS฀WAS฀OBSERVED฀IN฀LESS฀THAN฀���฀OF฀THE฀PROBLEMS�฀
WORK฀INDIVIDUALLY฀WAS฀OBSERVED฀IN฀���฀OF฀THE฀PROBLEMS�฀3YMBOLIC฀REPRESENTATIONS฀WERE฀
USED฀IN฀���฀OF฀THE฀PROBLEMS฀AND฀IT฀WAS฀USED฀IN฀CONJUNCTION฀WITH฀OTHER฀REPRESENTATIONS�฀A฀
SIZABLE฀PROPORTION฀OF฀PROBLEMS�฀����฀RELIED฀ON฀OTHER฀NON
SYMBOLIC฀REPRESENTATIONS�฀4HE฀
LESSONS฀OBSERVED฀DID฀NOT฀APPEAR฀AS฀TECHNOLOGICALLY฀ADVENTUROUS฀AS฀THE฀REFORMERS฀WOULD฀
HAVE฀LIKED�฀/NLY฀��฀OF฀THE฀PROBLEMS฀USED฀SOME฀FORM฀OF฀TECHNOLOGY�฀BASIC฀CALCULATOR�฀
GRAPHING฀CALCULATORS�฀OR฀COMPUTER฀ALGEBRA฀SYSTEMS�฀&INALLY�฀���฀OF฀PROBLEMS฀SOUGHT฀TO฀
DEVELOP฀PROFICIENCY฀WITH฀PROCEDURES�฀���฀WERE฀CONTEXTUALIZED฀IN฀REAL฀WORLD฀SITUATIONS�฀
��฀REQUIRED฀A฀PROOF฀OR฀A฀JUSTIFICATION�฀��฀WERE฀OPEN
ENDED�฀AND฀ONLY฀��฀SHOWED฀DIFFERENT฀
SOLUTION฀METHODS�฀&IGURE฀�฀SHOWS฀AN฀EXAMPLE฀OF฀A฀CODED฀ENTRY฀IN฀THE฀OBSERVATION฀PROTOCOL�

 Figure 3. Problem log entry (White, Blum, & Mesa, 2013)

Social dimension: The assessment of student learning in Calculus I

4HE฀ANALYSIS฀OF฀THE฀PROBLEMS฀THAT฀INSTRUCTORS฀IN฀ONE฀COLLEGE฀ASSIGNED฀SUGGEST฀DIFFE

RENCES฀IN฀THE฀COGNITIVE฀ORIENTATION฀BY฀TYPE฀OF฀COURSE฀WORK฀ASSIGNED฀�GRADED฀VS�฀UNGRADED	฀
AND฀DIFFERENCES฀BY฀THE฀INSTRUCTORS฀WHO฀ASSIGNED฀THE฀COURSE฀WORK�฀!BOUT฀HALF฀OF฀THE฀PRO

BLEMS฀ASSIGNED฀WERE฀WHAT฀WE฀CALLED฀SIMPLE฀PROCEDURE฀TASKS4�฀ABOUT฀���฀WERE฀COMPLEX฀
PROCEDURES฀TASKS5�฀AND฀ABOUT฀���฀WERE฀RICH฀TASKS6�฀4HE฀HOMEWORK�฀WHICH฀WAS฀UNGRADED�฀

4฀฀฀3TUDENTS฀ARE฀PROMPTED฀TO฀RETRIEVE฀INFORMATION฀OR฀CARRY฀OUT฀RECALLED฀PROCEDURES฀�E�G��฀&IND฀THE฀
derivative of f at x฀�฀a	�

5฀฀฀3TUDENTS฀MUST฀RECOGNIZE฀KNOWLEDGE฀OR฀PROCEDURES฀CALLED฀FOR฀IN฀A฀SITUATION฀WITHOUT฀BEING฀PROMPTED฀
�E�G��฀!T฀WHAT฀VALUE฀OF฀x does f฀ATTAIN฀A฀MINIMUM�	�

6฀฀฀3TUDENTS฀ARE฀PROMPTED฀TO฀MAKE฀INTERPRETATIONS�฀GIVE฀EXPLANATIONS�฀RECOGNIZE฀WHEN฀TO฀APPLY฀A฀
PROCEDURE�฀ANALYSE฀A฀SITUATION�฀OR฀JUDGE฀BASED฀ON฀CERTAIN฀CRITERIA฀�E�G��฀)S฀IT฀REASONABLE฀TO฀USE฀THIS฀MODEL฀TO฀
PREDICT฀THE฀WINNING฀HEIGHT฀;OF฀THE฀HIGH฀JUMP=฀AT฀THE฀����฀/LYMPICS�	�
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TENDED฀TO฀INCLUDE฀MORE฀SIMPLE฀PROCEDURE฀TASKS฀THAN฀EXAMS�฀WHICH฀WERE฀GRADED฀����฀VS�฀
���฀RESPECTIVELY	�฀MORE฀COMPLEX฀PROCEDURES฀TASKS฀THAN฀EXAMS฀����฀VS�฀���฀RESPEC

TIVELY	฀BUT฀LESS฀RICH฀TASKS฀THAN฀EXAMS฀����฀VS�฀���฀RESPECTIVELY	�฀4HUS฀EXAMS฀TENDED฀
TO฀HAVE฀A฀HIGHER฀LEVEL฀OF฀COMPLEXITY฀THAN฀HOMEWORK�฀)N฀ADDITION฀WE฀FOUND฀THAT฀WHILE฀
THE฀INSTRUCTORS฀ASSIGNED฀HOMEWORK฀WITH฀SIMILAR฀LEVELS฀OF฀COMPLEXITY�฀SOME฀INSTRUCTORS฀
ASSIGNED฀MORE฀RICH฀TASKS฀THAN฀OTHERS฀IN฀THE฀EXAMS�฀WHICH฀SUGGESTS฀THAT฀INSTRUCTORS฀HAD฀
DIFFERENT฀VALUES฀IN฀DECIDING฀WHAT฀COUNTS฀AS฀CALCULUS฀WORK฀�7HITE฀�฀-ESA�฀����	�฀

Discussion

/UR฀ANALYSIS฀OF฀THE฀VARIOUS฀DIMENSIONS฀OF฀CURRICULUM฀SUGGESTS฀THAT฀THE฀CALCULUS฀
COURSE฀IS฀LESS฀REFORMED฀THAN฀WHAT฀COULD฀HAVE฀BEEN฀ANTICIPATED�฀)N฀TERMS฀OF฀CONTENT�฀THE฀
TOPICS฀INCLUDED฀SHOW฀REMARKABLE฀STABILITY฀�3TEEN�฀����	฀REGARDLESS฀OF฀EFFORTS฀TO฀CREATE฀A฀
hLEAN฀AND฀LIVELY฀CALCULUSv฀�$OUGLAS�฀����	�฀THE฀REFORM฀MOVEMENT฀OF฀THE฀����S฀�(UGHES฀
(ALLETT�฀N�฀D�	�฀OR฀GENERAL฀ATTEMPTS฀TO฀REDUCE฀THE฀BREADTH฀AND฀TO฀INCREASE฀THE฀DEPTH฀OF฀
TOPICS฀INCLUDED฀IN฀MATHEMATICS฀COURSES฀IN฀THE฀5NITED฀3TATES฀�(ILLEL�฀����	�฀,IKEWISE�฀THE฀
COGNITIVE฀GOALS฀ESPOUSED฀BY฀THE฀FACULTY฀SEEM฀TO฀CONTINUE฀TO฀PRIVILEGE฀THE฀DEVELOPMENT฀OF฀
PROFICIENCY฀WITH฀PROCEDURES฀UNDER฀THE฀ASSUMPTION฀THAT฀ONE฀MUST฀MASTER฀BASIC฀INFORMATION฀
BEFORE฀MOVING฀TO฀MORE฀COMPLEX฀IDEAS�฀WHICH฀IS฀AN฀IMPLICIT฀BEHAVIOURIST฀ASSUMPTION฀
ABOUT฀HOW฀ONE฀LEARNS�฀4HAT฀SAID�฀THE฀SIZABLE฀INTEREST฀IN฀HAVING฀STUDENTS฀EXPLAIN฀THEIR฀
THINKING฀IN฀CLASS฀AND฀IN฀EXAMS฀SUGGEST฀A฀POSSIBLE฀TURN฀TOWARDS฀MORE฀DISCURSIVE
BASED฀
NOTIONS฀OF฀LEARNING�฀-OREOVER�฀SMALL฀GROUP฀WORK�฀USE฀OF฀MULTIPLE฀REPRESENTATIONS฀AND฀
TECHNOLOGY฀AND฀INCLUSION฀OF฀CONTEXTUALIZED฀PROBLEMS฀THAT฀WOULD฀EMPHASISE฀THE฀DEVE

LOPMENT฀OF฀UNDERSTANDING฀OF฀CALCULUS฀NOTIONS฀OVER฀TECHNICAL฀PROFICIENCY฀HAVE฀NOT฀YET฀
made it to all lessons in which calculus is taught. The dominant teaching paradigm still 
SEEMS฀TO฀BE฀LECTURE฀AND฀DEMONSTRATION�฀&INALLY�฀WE฀IDENTIFIED฀DIFFERENCES฀IN฀EMPHASIS฀
INSTRUCTORS฀PUT฀ON฀THEIR฀EXAMS�฀)NSTRUCTORS฀MAKE฀THE฀EXAMS�THE฀SPACE฀WHERE฀STUDENTS฀
SHOW฀PROFICIENCY฀AND฀THEIR฀KNOWLEDGE฀OF฀THE฀COURSE฀CONTENT฀APPRAISED�MUCH฀HARDER฀
THAN฀THE฀UN
GRADED฀HOMEWORK�฀/VERALL฀THE฀ANALYSES฀ALONG฀THE฀FOUR฀DIMENSIONS฀PROVIDE฀
a richer picture of the calculus curriculum and supports that it has not changed much 
over time. 
#URRICULUM฀USUALLY฀GETS฀DESCRIBED฀IN฀TERMS฀OF฀ITS฀CONTENT฀DIMENSION�฀AND฀THIS฀IS฀

CLEARLY฀AN฀INSUFFICIENT฀DESCRIPTION�฀)N฀THE฀CASE฀OF฀A฀UNIVERSITY฀COURSE�฀ONE฀HAS฀TO฀TAKE฀
into account institutional and societal demands. Universities in the United States are 
FACING฀TREMENDOUS฀DIFFICULTIES฀DOCUMENTING฀THEIR฀VALUE�฀ESPECIALLY฀WHEN฀THEY฀HAVE฀A฀
DIFFICULT฀TIME฀DEMONSTRATING฀THAT฀STUDENTS฀LEARN฀�!RUM฀�฀2OKSA�฀����	฀AND฀FEDERAL฀AND฀
STATE฀SUPPORT฀FOR฀HIGHER฀EDUCATION฀IS฀AT฀AN฀ALL
TIME฀LOW�฀3OCIETAL฀PRESSURES฀ON฀UNIVERSITIES฀
TO฀DEMONSTRATE฀THAT฀THEY฀INDEED฀MAKE฀A฀DIFFERENCE฀HAVE฀SPARKED฀INWARD฀REFLECTION฀AND฀
EXAMINATION฀OF฀SPECIFIC฀PROGRAMS฀THAT฀MIGHT฀NOT฀SUPPORT฀STUDENTS฀IN฀THEIR฀GOALS฀TO฀PURSUE฀
34%-฀CAREERS�฀-ATHEMATICS฀DEPARTMENTS฀HAVE฀BEEN฀THE฀MAJOR฀TARGET฀OF฀THESE฀CRITIQUES฀
�0#!34�฀����	฀AND�฀FROM฀THE฀ANALYSES฀REPORTED฀HERE�฀SOME฀OF฀THESE฀CRITIQUES฀MIGHT฀BE฀
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WELL฀FOUNDED�฀THE฀OPPORTUNITIES฀FOR฀STUDENTS฀TO฀EXPERIENCE฀A฀MORE฀LIVELY฀CALCULUS�฀ONE฀
THAT฀USES฀MORE฀COLLABORATIVE฀FORMS฀OF฀LEARNING฀AND฀TEACHING�฀SUPPORTED฀BY฀TECHNOLOGY�฀
AND฀VALUING฀COMPLEX฀WORK฀ARE฀NOT฀UNIFORMLY฀OFFERED�฀(OWEVER�฀2ICO�S฀RICHER฀CONCEP

TUALIZATION฀OF฀CURRICULUM฀PROVIDES฀DEPARTMENTS฀WITH฀SPECIFIC฀DIMENSIONS฀TO฀LOOK฀AT฀WHEN฀
THINKING฀ABOUT฀POSSIBILITIES฀FOR฀CHANGE�฀,EAVING฀ASIDE฀THE฀POTENTIAL฀NEED฀TO฀EVALUATE฀THE฀
CONTENT฀IN฀4ABLE฀��฀A฀BEHAVIOURIST฀APPROACH฀TO฀STUDENT฀LEARNING฀WITH฀ITS฀ACCOMPANYING฀
PEDAGOGY฀MIGHT฀BE฀AT฀ODDS฀WITH฀THE฀POTENTIAL฀OF฀A฀COURSE฀SUCH฀AS฀CALCULUS฀TO฀EXPAND฀
STUDENTS�฀MATHEMATICAL฀OPPORTUNITIES�฀7ORKING฀TO฀ADDRESS฀HOW฀THE฀VISIONS฀OF฀CALCULUS฀
LEARNING฀AND฀TEACHING฀MIGHT฀BE฀MADE฀MORE฀CURRENT฀WITH฀RECENT฀RESEARCH฀FINDINGS฀ABOUT฀
THE฀IMPORTANCE฀OF฀INQUIRY฀MIGHT฀BE฀A฀AN฀IMPORTANT฀STARTING฀POINT�฀,IKEWISE�฀ATTENDING฀
TO฀HOW฀STUDENTS�฀CALCULUS฀LEARNING฀IS฀APPRAISED฀COULD฀BE฀AN฀AREA฀THAT฀HAS฀POTENTIAL฀TO฀
BOOST฀THE฀CALCULUS฀CURRICULUM฀IN฀WAYS฀THAT฀MIGHT฀BETTER฀SATISFY฀THE฀STUDENTS�฀INTERESTS฀
AND฀THE฀DEMANDS฀OF฀THE฀SOCIETY�
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ASSESSMENT OF MATHEMATICAL COMPETENCIES

Evaluación de Competencias Matemáticas
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Resumen

%L฀PRESENTE฀TEXTO฀OFRECE฀UNA฀PRESENTACI�N฀Y฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀CAMBIOS฀EN฀LA฀EVALUACI�N฀DE฀
COMPETENCIAS฀MATEMÕTICAS�฀EN฀LA฀ACEPCI�N฀DADA฀EN฀EL฀0ROYECTO฀+/-฀DE฀$INAMARCA�฀Y฀DE฀LAS฀
CAPACIDADES฀BÕSICAS฀EN฀EL฀SENTIDO฀DADO฀EN฀0)3!฀�����฀3E฀CARACTERIZAN฀ESTOS฀DOS฀TIPOS฀DE฀CAMBIO�฀
%L฀CAMBIO฀HOL¤STICO฀CONSISTE฀EN฀LA฀EVALUACI�N฀DE฀UNA฀¢NICA฀COMPETENCIA฀�CAPACIDAD	฀DEL฀CONGLO

MERADO฀ENTRETEJIDO฀DE฀TODO฀EL฀CONJUNTO฀DE฀LAS฀COMPETENCIAS฀MATEMÕTICAS฀QUE฀NORMALMENTE฀ESTÕN฀
INVOLUCRADAS฀EN฀LA฀AUT£NTICA฀ACTIVIDAD฀MATEMÕTICA�฀%L฀CAMBIO฀ATOMISTA฀CONSISTE฀EN฀LA฀EVALUACI�N฀
DE฀UNA฀SOLA฀COMPETENCIA฀MATEMÕTICA฀EN฀CONTEXTOS฀EN฀LOS฀QUE฀DELIBERADAMENTE฀SE฀HAN฀ELIMINADO฀
O฀REDUCIDO฀LAS฀OTRAS฀COMPETENCIAS�฀%L฀DOCUMENTO฀SUGIERE฀MODOS฀E฀INSTRUMENTOS฀DE฀EVALUACI�N฀
QUE฀PUEDEN฀SATISFACER฀ESTOS฀RETOS฀SIN฀COMPROMETER฀LA฀INTERCONEXI�N฀฀INTR¤NSECA฀DE฀LAS฀COMPETEN

CIAS฀MATEMÕTICAS�฀%L฀DOCUMENTO฀TERMINA฀CON฀UNA฀REFLEXI�N฀SOBRE฀LA฀NECESIDAD฀DE฀FORMAR฀A฀LOS฀
PROFESORES฀EN฀FORMACI�N฀Y฀EN฀EJERCICIO฀EN฀ESTOS฀ASPECTOS�

Palabras clave: COMPETENCIAS฀MATEMÕTICAS�฀CAPACIDADES฀MATEMÕTICAS฀BÕSICAS�฀ALFABETIZACI�N฀
MATEMÕTICA�฀EVALUACI�N�฀0)3!

ABSTRACT

The present paper offers a presentation and analysis of challenges to the assessment of 

mathematical competencies, in the sense of the Danish KOM Project, and of the funamental 

mathematical capabilities in the sense of PISA 2012. Two such challenges are identified. The 

holistic challenge consists in assessing a single mathematical competency (capability) from 

the interwoven conglomerate of the entire set of mathematical competencies that are typically 

involved in authentic mathematical activity. The atomistic challenge consists in assessing a 

single mathematical competency in contexts in which the other competencies have deliberately 

been removed or reduced. The paper suggests modes and instruments of assessment that may 

Niss�฀-�฀�����	�฀!SSESSMENT฀OF฀MATHEMATICAL฀COMPETENCES�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀
*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico 
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meet these challenges without jeopardising the intrisic interwovenness of the mathematical 

competencies. The paper finishes by a few reflections on the need for teacher pre- and in-service 

education in these respects.

Keywords: mathematical competencies, fundamental mathematical capabilities, mathema-

tical literacy, assessment, PISA

Foreword

-Y฀GREAT฀COLLEAGUE฀AND฀FRIEND฀OF฀LONG฀STANDING�฀,UIS฀2ICO�฀WHOSE฀ACCOMPLISH

MENTS฀WE฀ARE฀CELEBRATING฀WITH฀THIS฀VOLUME�฀HAS฀ALWAYS฀INVESTED฀SERIOUS฀INTEREST฀IN฀THE฀
ASSESSMENT฀OF฀MATHEMATICS�฀4HE฀SPIRIT฀AND฀THRUST฀OF฀HIS฀POSITION฀IS฀EXPRESSED฀CLEARLY฀IN฀THE฀
FOLLOWING฀QUOTE฀�2ICO฀�����฀P�฀��	�฀WHICH฀)฀HAVE฀CHOSEN฀AS฀A฀MOTTO฀FOR฀THIS฀CONTRIBUTION�

“First we should consider assessment as a continuous and interdependent process with 
THE฀OTHER฀COMPONENTS฀IN฀THE฀CURRICULUM�฀CONTENTS�฀OBJECTIVES฀AND฀METHDOLOGY฀CANNOT฀BE฀
DEALT฀WITH฀AS฀ISOLATED฀QUESTIONS฀IN฀THE฀PROCESS฀OF฀ASSESSMENT�฀BUT฀RATHER฀MUST฀BE฀CONTEM

PLATED฀AS฀INTERCONNECTED�฀!SSESSMENT฀IS฀NOT฀AN฀ISOLATED฀SINGLE฀ELEMENT฀BUT฀ONE฀THAT฀SHOULD฀
IMPREGNATE฀ALL฀THE฀STAGES฀THAT฀MAKE฀UP฀MATHEMATICS฀TEACHING฀AND฀LEARNING�v

Introduction: The Notion Of Mathematical Competency

2OUGHLY฀SINCE฀THE฀TURN฀OF฀THE฀MILLENIUM�฀THE฀NOTION฀OF฀MATHEMATICAL฀COMPETENCY฀
HAS฀GAINED฀CONSIDERABLE฀MOMENTUM฀IN฀SEVERAL฀ASPECTS฀OF฀RESEARCH�฀DEVELOPMENT฀AND฀
PRACTICE฀OF฀MATHEMATICS฀EDUCATION�฀4HIS฀NOTION฀HAS฀BEEN฀PUT฀ON฀THE฀AGENDA฀OF฀CURRICULUM฀
DEVELOPMENT฀AND฀DESIGN฀IN฀SEVERAL฀COUNTRIES�฀INCLUDING฀3PAIN�฀OF฀RESEARCH฀PROJECTS�฀OF฀
INTERNATIONAL฀COMPARATIVE฀STUDIES฀OF฀STUDENT฀ACHIEVEMENT�฀E�G�฀0)3!�฀AND฀n฀MORE฀BROADLY฀
– of mathematics assessment at large. This is true, as well, of its closer relatives such as 
MATHEMATICAL฀PROFICIENCY฀AND฀MATHEMATICAL฀PRACTICES�฀AND฀OF฀ITS฀SLIGHTLY฀MORE฀DISTANT฀
RELATIVES฀MATHEMATICAL฀LITERACY�฀QUANTITATIVE฀LITERACY฀AND฀NUMERACY�

The notions of mathematical competence and mathematical competency are com

PLEX฀NOTIONS�฀INVOLVING฀A฀HIGH฀LEVEL฀OF฀AGGREGATION฀AND฀INTEGRATION฀OF฀ITS฀COMPONENTS฀
and elements. It is not surprising, therefore, that the issue of assessment of mathematical 
competency฀AND฀COMPETENCIES฀IS฀NECESSARILY฀A฀COMPLEX฀AND฀TRICKY฀ONE฀AS฀WELL�
)N฀THE฀$ANISH฀+/-฀0ROJECT฀�.ISS฀�฀*ENSEN฀�����฀.ISS฀�฀(�JGAARD฀����	฀THE฀NOTION฀

OF฀MATHEMATICAL฀COMPETENCE฀IS฀DEFINED฀AS฀AN฀INDIVIDUAL�S฀ABILITY฀TO฀ACT฀PURPOSEFULLY฀AND฀
INSIGHT
BASED฀IN฀A฀WIDE฀VARIETY฀OF฀INTRA
฀OR฀EXTRA
MATHEMATICAL฀SITUATIONS฀AND฀CONTEXTS�฀
WHICH฀ACTUALLY฀OR฀POTENTIALLY฀GIVE฀RISE฀TO฀THE฀ACTIVATION฀OF฀MATHEMATICS฀IN฀ORDER฀TO฀ANSWER฀
QUESTIONS�฀SOLVE฀PROBLEMS�฀UNDERSTAND฀PHENOMENA�฀RELATIONSHIPS฀AND฀MECHANISMS�฀OR฀
TO฀TAKE฀A฀STANCE฀OR฀MAKE฀A฀DECISION�฀WHILST฀THE฀NOTION฀OF฀A฀MATHEMATICAL฀COMPETENCy 
IS฀DEFINED฀AS฀A฀MAJOR฀CONSTITUENT฀OF฀MATHEMATICAL฀COMPETENCE�฀MORE฀SPECIFICALLY฀AS฀AN฀
INDIVIDUAL�S฀ABILITY฀TO฀ACT฀PURPOSEFULLY฀AND฀INSIGHT
BASED฀IN฀SITUATIONS฀AND฀CONTEXTS�฀
WHICH฀ACTUALLY฀OR฀POTENTIALLY฀GIVE฀RISE฀TO฀a specific kind of activation of mathematics 
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IN฀ORDER฀TO฀ANSWER฀QUESTIONS�฀SOLVE฀PROBLEMS�฀UNDERSTAND฀PHENOMENA�฀RELATIONSHIPS฀AND฀
MECHANISMS�฀OR฀TO฀TAKE฀A฀STANCE฀OR฀MAKE฀A฀DECISION�฀
4HE฀0ROJECT฀IDENTIFIES฀EIGHT฀WELL
DELINEATED฀mathematical competencies:

 — -ATHEMATICAL฀THINKING฀
 — 0ROBLEM฀HANDLING
 — Modelling 
 — Reasoning 
 — Representation 
 — 3YMBOLS฀AND฀FORMALISM฀
 — Communication 
 — Aids and tools,

EACH฀WITH฀ITS฀OWN฀IDENTITY�฀OR฀hCENTRE฀OF฀GRAVITYv฀IF฀YOU฀PREFER�฀BUT฀THE฀ENTIRE฀COLLECTION฀
OF฀THE฀COMPETENCIES฀HAS฀A฀NON
EMPTY฀INTERSECTION�฀4HIS฀REFLECTS฀THE฀FACT฀THAT฀USUALLY฀
SEVERAL฀�฀IF฀NOT฀ALL฀�฀COMPETENCIES฀HAVE฀TO฀COME฀INTO฀PLAY฀IN฀DEALING฀WITH฀ANY฀SORT฀OF฀
NON
ROUTINE฀MATHEMATICAL฀ACTIVITY�฀EVEN฀THOUGH฀ONE฀OR฀TWO฀COMPETENCIES฀MAY฀SOMETIMES฀
FORM฀THE฀CENTREPIECE฀OF฀SUCH฀AN฀ACTIVITY฀WHILST฀THE฀OTHERS฀PLAY฀SUBSIDUARY฀OR฀AUXILLIARY฀
ROLES�฀)N฀THIS฀CONTEXT฀IT฀IS฀CRUCIAL฀TO฀NOTE฀THAT฀THE฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES�฀BY฀THEIR฀
VERY฀NATURE�฀CONCERN฀THE฀PRACTISING฀AND฀ENACTMENT฀OF฀MATHEMATICS�฀I�E�฀DOING฀MATHEMA

TICS�฀APPLYING฀MATHEMATICS฀AND฀INVESTIGATING฀AND฀ANALYSING฀MATHEMATICS�฀.EEDLESS฀TO฀
SAY�฀KNOWLEDGE฀OF฀MATHEMATICAL฀CONCEPTS�฀DEFINITIONS�฀THEOREMS�฀PROCESSES�฀METHODS�฀
PROCEDURES฀ETC�฀ IS฀NECESSARY฀FOR฀THE฀PRACTISING฀AND฀ENACTING฀OF฀MATHEMATICS�฀WHICH�฀
HOWEVER�฀GOES฀FAR฀BEYOND฀POSSESSING฀STORED�฀hPASSIVEv฀KNOWLEDGE฀OF฀MATHEMATICS�฀
IRRESPECTIVE฀OF฀HOW฀EXTENSIVE�฀DEEP฀AND฀RICH฀ONE�S฀KNOWLEDGE฀MAY฀BE�

Assessing Mathematical Competencies – What are the Challenges?

)T฀FOLLOWS฀FROM฀THE฀ABOVE฀THAT฀ASSESSING฀SOMEONE�S฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀MUST฀
CONSIDER฀AND฀BE฀BASED฀ON฀THAT฀INDIVIDUAL�S฀ENACTMENT฀AND฀PRACTISING฀OF฀MATHEMATICS�฀HIS฀
OR฀HER฀hMATHEMATICS฀IN฀ACTIONv�฀AND฀NOT฀ONLY฀ON฀HIS฀OR฀HER฀KNOWLEDGE฀OF฀MATHEMATICS�฀)F฀
we focus our attention on the assessment of students in different parts of the education 
SYSTEM�฀FROM฀+INDERGARTEN฀TO฀UNIVERSITY�฀WE฀HAVE฀TO฀TAKE฀A฀LOOK฀AT฀TYPICAL฀MATHEMA

TICAL฀ACTIVITIES฀ THAT฀STUDENTS฀MAY฀ENGAGE฀IN฀WITHIN฀THAT฀SYSTEM�฀!CTIVITIES฀ TYPICALLY฀
INCLUDE฀n฀AMONG฀OTHER฀THINGS�฀@DOING฀ROUTINE฀EXERCISES��฀@EXPLORING฀MATHEMATICS
LADEN฀
SITUATIONS��฀@SOLVING฀PURE฀MATHEMATICAL฀PROBLEMS��฀@SOLVING฀APPLIED฀MATHEMATICAL฀PRO

BLEMS��฀@ANALYSING฀MATHEMATICAL฀MODELS฀OF฀EXTRA
MATHEMATICAL฀SITUATIONS��฀@CONSTRUCTING฀
MATHEMATICAL฀MODELS฀OF฀EXTRA
MATHEMATICAL฀SITUATIONS��฀ @PRESENTING�฀EXPLAINING฀OR฀
ANALYSING฀MATHEMATICAL฀PROOFS��฀@PRESENTING฀AND฀EXPLAINING฀ORGANISED฀MATHEMATICAL฀
SUBJECT฀MATTER�฀METHODS฀OR฀PROCEDURES฀TO฀OTHERS��฀@REFLECTING฀ON฀ASPECTS฀OF฀MATHEMATI

CAL฀THEORY�฀METHODOLOGY�฀OR฀PHILOSOPHY��฀@PROVIDING฀ACCOUNTS฀OR฀ANALYSES฀OF฀ASPECTS฀OF฀
THE฀HISTORY฀OF฀MATHEMATICS��฀AND฀SO฀ON฀AND฀SO฀FORTH�฀!LL฀THIS฀CAN฀TAKE฀PLACE฀IN฀A฀VARIETY฀
OF฀DIFFERENT฀WAYS฀IN฀FORMS฀DIRECTLY฀OR฀INDIRECTLY฀ADDRESSING฀OTHER฀PEOPLE�฀ INCLUDING฀
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@WRITTEN�฀FORMS฀�E�G�฀TEST฀OR฀EXAM฀PAPERS�฀QUESTIONNAIRES�฀ESSAYS�฀NOTES�฀ACTIVITY฀LOGS�฀
DISSERTATIONS	�฀@ORAL�฀FORMS฀�E�G�฀MAKING฀STATEMENTS�฀PRESENTATIONS฀OR฀SUGGESTIONS฀IN฀CLASS�฀
ANSWERING฀QUESTIONS�฀RESPONDING฀TO฀INTERVIEWS�฀GIVING฀TALKS�฀UNDERTAKING฀CONVERSATIONS฀
OR฀DISCUSSIONS	�฀@GESTURAL�฀FORMS฀�E�G�฀POINTING�฀POSING�฀SHOWING฀PROCESSES฀BY฀WAY฀OF฀
BODILY฀MOTIONS�฀DANCING�฀PLAYING	�฀@PICTORIAL�฀FORMS฀�E�G�฀PRODUCING฀OR฀USING฀DRAWINGS�฀
FIGURES�฀DIAGRAMS�฀CHARTS�฀BE฀THEY฀STATIC฀OR฀DYNAMIC�฀ANIMATIONS	฀OR฀@PRACTICAL�฀FORMS฀
�E�G�฀MAKING฀USE฀OF฀CONCRETE฀MATERIALS�฀E�G�฀BUILDING฀BLOCKS�฀CREATING฀OBJECTS�฀PHYSICAL฀
CONSTRUCTIONS฀SUCH฀AS฀INSTRUMENTS฀AND฀MACHINES�฀DESIGNING฀SCHEMES฀FOR฀DECISION฀MAKING฀
OR฀FOLLOWING฀PROCEDURES�฀WRITING฀COMPUTER฀PROGRAMS�฀PLAYING฀GAMES	�฀JUST฀TO฀MENTION฀
A฀FEW�฀-OREOVER�฀ACTIVITIES฀CAN฀BE฀DONE฀BY฀INDIVIDUALS฀WORKING฀ALONE�฀OR฀BY฀SMALLER฀OR฀
larger groups of students, including classes or institutions.

The holistic and the atomistic challenges

)N฀THE฀FAR฀MAJORITY฀OF฀THESE฀ACTIVITIES�฀THE฀EIGHT฀COMPETENCIES฀OCCUR฀IN฀HIGHLY฀COM

PLEX฀AND฀INTERTWINED฀WAYS�฀!S฀TO฀ASSESSMENT฀OF฀THE฀COMPETENCIES�฀ THIS฀GIVES฀RISE฀TO฀
SIGNIFICANT฀CHALLENGES฀TO฀THE฀DESIGN฀AND฀IMPLEMENTATION฀OF฀SUITABLE฀AND฀EFFECTIVE฀MODES฀
of assessment.
'IVEN฀THE฀INTRINSIC฀INTERTWINEDNESS฀OF฀THE฀COMPETENCIES฀IN฀PROPER�฀COMPLEX฀MATHE


MATICAL฀ACTIVITIES�฀CAN฀WE฀FIND฀WAYS฀TO฀DISENTANGLE฀EACH฀COMPETENCY฀FROM฀THE฀OTHERS฀
FORMING฀PART฀OF฀THE฀ACTIVTIES฀SO฀AS฀TO฀BECOME฀ABLE฀TO฀ASSESS฀IT�฀)F฀NOT�฀WE฀WOULD฀ONLY฀BE฀
ABLE฀TO฀ASSESS฀THE฀ENTIRE฀SET฀OF฀COMPETENCIES฀AS฀A฀PACKAGE�฀WHICH฀WOULD฀ALMOST฀JEOPARDISE฀
THE฀VERY฀NOTION฀OF฀WELL
DEFINED�฀DISTINCT฀AND฀DISCERNABLE฀COMPETENCIES�฀AT฀LEAST฀AS฀FAR฀
AS฀ASSESSMENT฀IS฀CONCERNED�฀"ORROWING฀TERMS฀FROM฀�"LOMH�J฀�฀*ENSEN฀�����฀P�฀���	฀
INTRODUCED฀IN฀A฀DIFFERENT฀CONTEXT�฀)฀CALL฀THIS฀the holistic challenge: whilst preserving the 
HOLISTIC฀INTEGRITY฀OF฀COMPLEX฀AND฀INTERTWINED฀MATHEMATICAL฀ACTIVITIES�฀WE฀WANT�฀AT฀THE฀
SAME฀TIME�฀TO฀ASSESS฀THE฀STUDENTS�฀POSSESSION฀OF฀EACH฀OF฀THE฀COMPETENCIES฀FROM฀SUCH฀
activities.
&ROM฀A฀DUAL฀PERSPECTIVE�฀ARE฀WE฀ABLE฀TO฀DESIGN฀AND฀IMPLEMENT฀ASSESMENT฀MODES฀

AND฀INSTRUMENTS฀FOCUSING฀ON฀ACTIVITIES฀IN฀WHICH฀A฀SINGLE฀OR฀A฀VERY฀FEW฀COMPETENCIES฀ARE฀
PRESENT฀IN฀ISOLATION฀FROM฀THE฀OTHERS�฀WITHOUT฀FUNDAMENTALLY฀COMPROMISING฀THE฀INTRINSIC฀
HOLISTIC฀INTEGRITY฀OF฀PROPER�฀COMPLEX฀AND฀INTERTWINED฀MATHEMATICAL฀ACTIVITIES�฀)฀CALL฀THIS฀
the atomistic challenge.
4HESE฀TWO฀CHALLENGES฀ARE฀COMBINED฀INTO฀ONE฀IF฀WE฀ASK�฀!RE฀WE฀ABLE฀TO฀DESIGN฀AND฀

implement sets of modes and instruments for the assessment of mathematical compe

TENCIES฀WHICH฀COMBINE฀THE฀HOLISTIC฀AND฀THE฀ATOMISTIC฀APPROACH฀IN฀A฀SATISFACTORY฀MANNER�
%NGAGING฀IN฀THIS฀ENDEAVOUR�฀THERE฀IS฀AN฀OVERARCHING฀LESSON฀WE฀HAVE฀TO฀KEEP฀IN฀MIND�฀

)N฀AN฀ENVIRONMENT฀WHICH฀DOES฀MAKE฀USE฀OF฀EXPLICIT฀ASSESSMENT฀hWHAT฀YOU฀ASSSESS฀IS฀
WHAT฀YOU฀GETv฀�79!79'	�฀)N฀OTHER฀WORDS�฀THE฀THINGS฀�฀FOR฀INSTANCE฀MATHEMATICAL฀
competencies — that are assessed are the entities that end up receiving attention and 
EMPHASIS฀IN฀TEACHING฀AND฀LEARNING�฀#ONVERSELY�฀THINGS฀�฀INCLUDING฀COMPETENCIES฀�฀
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WHICH฀IN฀AN฀ASSESSMENT
ORIENTED฀ENVIRONMENT฀ARE฀NOT฀ASSESSED฀IN฀AN฀APPROPRIATE฀MANNER฀
WILL฀LOSE฀ATTENTION฀AND฀EVENTUALLY฀DISAPPEAR฀FROM฀THE฀AGENDA฀OF฀TEACHING฀AND฀LEARNING�

Different purposes and kinds of assessment

!S฀IS฀ALWAYS฀THE฀CASE�฀IT฀IS฀IMPORTANT฀TO฀DISTINGUISH฀BETWEEN฀�฀AND฀CONSIDER฀�฀
DIFFERENT฀KINDS฀OF฀ASSESSMENT�฀Formative assessment has the purpose of providing 
FEEDBACK฀ON฀THE฀MATHEMATICAL฀LEARNING฀PROCESSES�฀CURRENT฀LEARNING฀OUTCOMES฀AND฀COM

PETENCIES฀OF฀THE฀INDIVIDUAL฀STUDENT฀TO฀THAT฀STUDENT฀�AND฀TO฀HIS฀OR฀HER฀TEACHER�S		�฀BOTH฀
FROM฀A฀SNAPSHOT฀�STATIC	฀PERSPECTIVE฀AND฀FROM฀A฀DEVELOPMENTAL฀�DYNAMIC	฀PERSPECTIVE�฀
IN฀ORDER฀TO฀HELP฀THE฀STUDENT฀MONITOR฀AND฀CONTROL฀HIS฀OR฀HER฀WORK฀IN฀AND฀LEARNING฀OF฀
MATHEMATICS฀SO฀AS฀TO฀FOSTER฀PROGRESSION฀AND฀DEVELOPMENT฀OF฀THE฀STUDENT�S฀MATHEMATICAL฀
COMPETENCIES�฀4HERE฀IS฀A฀WIDE฀VARIETY฀OF฀DIFFERENT฀APPROACHES�฀MODES฀AND฀INSTRUMENTS฀
AVAILABLE฀FOR฀FORMATIVE฀ASSESSMENT�฀SO฀ ITS฀PURPOSE฀DOES฀NOT฀DETERMINE฀ITS฀FORM�฀)N฀
contradistinction, the purpose of summative฀ASSESSMENT฀ IS฀ TO฀ TAKE฀STOCK฀OF฀�฀AND฀
OFTENTIMES฀MARK฀�฀THE฀ACCUMULATED฀MATHEMATICAL฀LEARNING฀OUTCOMES�฀ACHIEVEMENTS฀
and resulting competencies of the individual student so as to provide information on 
THESE฀MATTERS฀TO฀A฀VARIETY฀OF฀STAKEHOLDERS฀�THE฀STUDENT�฀HIS฀OR฀HER฀PARENTS�฀TEACHERS฀AND฀
HOME฀INSTITUTION�฀POTENTIAL฀RECIPIENTS฀OF฀THE฀STUDENT฀FOR฀FURTHER฀EDUCATION�฀EMPLOYMENT�฀
SCHOLARSHIPS฀AND฀AWARDS�฀AND฀SO฀ON	�฀&OR฀SUMMATIVE฀ASSESSMENT�฀TOO�฀A฀MULTITUDE฀OF฀
DIFFERENT฀FORMS฀OF฀ASSESSMENT฀ARE฀AVAILABLE�฀SO�฀ONCE฀AGAIN�฀THE฀FORMS฀OF฀SUMMATIVE฀
ASSESSMENT฀ARE฀NOT฀DETERMINED฀BY฀ITS฀PURPOSE�
7HILST฀BOTH฀FORMATIVE฀AND฀SUMMATIVE฀ASSESSMENT฀FOCUSES฀ON฀THE฀individual student, 

there are other sorts of evaluation of the outcomes of mathematics teaching and learning 
that operate at a population or system฀LEVEL�฀4HE฀PURPOSE฀OF฀SUCH฀EVALUATION฀IS฀TO฀LOOK฀
INTO฀THE฀EXTENT฀TO฀WHICH฀GIVEN฀POLITIES฀�I�E�฀POLITICO
ADMINISTRATIVE฀UNITS	฀LIKE฀REGIONS�฀
COUNTRIES�฀EDUCATION฀SYSTEMS฀OR฀SUBSYSTEMS฀THEREOF�฀MUNICIPALITIES�฀INSTITUTIONS฀AND฀SO฀
ON฀AND฀SO฀FORTH฀PRODUCE฀AND฀OBTAIN฀SATISFACTORY฀OUTCOMES฀OF฀THEIR฀EFFORTS฀AND฀INVES

TMENTS�฀WHETHER฀IN฀ABSOLUTE฀�CRITERION฀REFERENCED	฀TERMS฀OR฀IN฀RELATIVE฀�NORM฀REFERENCED	฀
TERMS�฀-ORE฀OFTEN฀THAN฀NOT�฀SUCH฀EVALUATION฀IS฀CONDUCTED฀BY฀MEANS฀OF฀SURVEYS฀OF฀THE฀
performance and achievement of populations of students, aiming at characterising and 
MEASURING฀THE฀STATE฀�OR฀DEVELOPMENT	฀OF฀THE฀POPULATION฀AT฀LARGE�฀BASED฀ON฀SOME฀WAY฀OF฀
aggregating summative assessment outcomes concerning the performance and achie

vements of the individual students. Here, the intrinsic interest is not in the individual 
student per se฀BUT฀IN฀USING฀CHARACTERISTICS฀OF฀SEVERAL฀INDIVIDUAL฀STUDENTS฀AS฀A฀MEANS�฀A฀
VEHICLE�฀FOR฀OBTAINING฀AGGREGATE฀EVALUATION฀RESULTS฀FOR฀THE฀POPULATION�S	฀OR฀SYSTEM�S	฀
UNDER฀CONSIDERATION�฀4HE฀LARGE
SCALE฀INTERNATIONAL฀COMPARISON฀STUDIES�฀ LIKE฀4)-33�฀
0)3!฀AND฀0)!!#�฀ALL฀ARE฀BASED฀ON฀THIS฀APPROACH�฀EVEN฀THOUGH฀THE฀DATA฀BASES฀DO฀CONTAIN฀
INFORMATION฀THAT฀ALLOWS฀FOR฀CHARTING฀INDIVIDUAL฀STUDENTS�฀ACHIEVEMENT฀ACROSS฀THE฀POOL฀
OF฀ITEMS฀THEY฀WERE฀GIVEN�
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Mathematical Competencies, Mathematical Literacy and Pisa

7E฀SHALL฀NOW฀PAY฀PARTICULAR฀ATTENTION฀TO฀THE฀ROLE฀OF฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀IN฀
ONE฀OF฀THE฀INTERNATIONAL฀COMPARATIVE฀STUDIES�฀0)3!�฀&OR฀THIS฀TO฀MAKE฀SENSE�฀WE฀FIRST฀HAVE฀
TO฀CONSIDER฀THE฀RELATIONSHIP฀BETWEEN฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀AND฀THE฀KEY฀NOTION฀
IN฀ALL฀0)3!฀CYCLES฀AS฀FAR฀AS฀MATHEMATICS฀ IS฀CONCERNED�฀ THE฀NOTION฀OF฀mathematical 

literacy�฀-ATHEMATICAL฀LITERACY฀HAS฀BEEN฀GIVEN฀SLIGHLY฀DIFFERENT฀DEFINITIONS฀IN฀THE฀0)3!฀
FRAMEWORKS฀FOR฀THE฀CYCLES฀FROM฀����฀TO฀�����฀4HE฀DIFFERENCES฀BETWEEN฀THE฀DEFINITIONS฀
ARE�฀HOWEVER�฀DIFFERENCES฀IN฀ARTICULATION฀AND฀EMPHASIS฀RATHER฀THAN฀IN฀SPIRIT฀AND฀SUBSTANCE�
4HE฀����฀DEFINITION฀OF฀MATHEMATICAL฀LITERACY฀READS�฀hxAN฀INDIVIDUAL�S฀CAPACITY฀

TO฀IDENTIFY฀AND฀UNDERSTAND฀THE฀ROLE฀THAT฀MATHEMATICS฀PLAYS฀IN฀THE฀WORLD�฀TO฀MAKE฀WELL

FOUNDED฀MATHEMATICAL฀JUDGEMENTS฀AND฀TO฀ENGAGE฀IN฀MATHEMATICS�฀IN฀WAYS฀THAT฀MEET฀
THE฀NEEDS฀OF฀THAT฀INDIVIDUAL�S฀CURRENT฀AND฀FUTURE฀LIFE฀AS฀A฀CONSTRUCTIVE�฀CONCERNED฀AND฀
REFLECTIVE฀CITIZEN�v฀�/%#$�฀�����฀P�฀��	
4HE฀����฀AND฀����฀DEFINITION฀READS�฀h-ATHEMATICAL฀LITERACY฀IS฀AN฀INDIVIDUAL�S฀CAPA


CITY฀TO฀FORMULATE�฀EMPLOY฀AND฀INTERPRET฀MATHEMATICS฀IN฀A฀VARIETY฀OF฀CONTEXTS�฀)T฀INCLUDES฀
REASONING฀MATHEMATICALLY฀AND฀USING฀MATHEMATICAL฀CONCEPTS�฀PROCEDURES�฀FACTS�฀AND฀
TOOLS฀TO฀DESCRIBE�฀EXPLAIN฀AND฀PREDICT฀PHENOMENA�฀)T฀ASSISTS฀INDIVIDUALS฀TO฀RECOGNISE฀THE฀
ROLE฀THAT฀MATHEMATICS฀PLAYS฀IN฀THE฀WORLD฀AND฀TO฀MAKE฀THE฀WELL
FOUNDED฀JUDGMENTS฀AND฀
DECISIONS฀NEEDED฀BY฀CONSTRUCTIVE�฀ENGAGED฀AND฀REFLECTIVE฀CITIZENS�v฀�/%#$�฀�����฀P�฀��	
!฀QUESTION฀FREQUENTLY฀ASKED฀�E�G�฀3TACEY฀�฀4URNER�฀�����฀PP฀��n��	฀IS฀WHETHER฀

MATHEMATICAL฀COMPETENCE฀AND฀MATHEMATICAL฀LITERACY฀ARE฀TWO฀DIFFERENT฀WORDS฀FOR฀THE฀
SAME฀THING�฀OR฀ONE฀IS฀A฀hSUBSETv฀OF฀THE฀OTHER�฀4HE฀ANSWER฀TO฀THIS฀QUESTION฀DETERMINES฀THE฀
ROLE฀OF฀THE฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀IN฀0)3!�฀!S฀STATED฀IN฀THE฀DEFINITIONS฀JUST฀QUOTED�฀
MATHEMATICAL฀LITERACY฀IS฀THE฀ABILITY฀TO฀PUT฀MATHEMATICS฀TO฀FUNCTIONAL฀use in situations 
AND฀CONTEXTS฀THAT฀ARE฀SIGNIFICANT฀TO฀STUDENTS�฀CURRENT฀AND฀FUTURE฀LIVES฀IN฀SOCIETY�฀)N฀CON

TRAST�฀MATHEMATICAL฀COMPETENCE฀IS฀THE฀hABILITY฀TO฀ACT฀PURPOSEFULLY฀AND฀INSIGHT
BASED฀IN฀
A฀WIDE฀VARIETY฀OF฀INTRA
฀OR฀EXTRA
MATHEMATICAL฀SITUATIONS฀AND฀CONTEXTS�฀WHICH฀ACTUALLY฀
OR฀POTENTIALLY฀GIVE฀RISE฀TO฀THE฀ACTIVATION฀OF฀MATHEMATICSv�฀%VEN฀THOUGH฀CLOSELY฀RELATED�฀
THERE฀ARE฀SIGNIFICANT฀DIFERENCES฀BETWEEN฀THE฀TWO฀NOTIONS�฀-ATHEMATICAL฀LITERACY฀FOCUSES฀
on the use of mathematics in extra-mathematical฀SITUATIONS฀AND฀CONTEXTS�฀WHEREAS฀MATHE

matical competence focuses on the enactment of mathematics in all sorts of situations 
AND฀CONTEXTS�฀BE฀THEY฀EXTRA
฀OR฀INTRA
MATHEMATICAL�฀4HIS฀IMPLIES฀THAT฀IT฀IS฀POSSIBLE฀TO฀BE฀
MATHEMATICALLY฀LITERATE฀WITHOUT฀POSSESSING฀FULL฀MATHEMATICAL฀COMPETENCE�฀BUT฀SOMEONE฀
WHO฀IS฀�FULLY	฀MATHEMATICALLY฀COMPETENT฀WILL฀ALSO฀BE฀MATHEMATICALLY฀LITERATE�฀4HIS฀MEANS฀
THAT฀MATHEMATICAL฀LITERACY฀IS฀A฀hPROPER฀SUBSETv฀OF฀MATHEMATICAL฀COMPETENCE�฀
(OWEVER�฀THE฀RELATIONSHIP฀BETWEEN฀LITERACY฀AND฀COMPETENCE฀IS฀TRICKIER฀THAN฀THAT�฀&OR฀

even though mathematical competence does have a wider scope and a wider range than 
MATHEMATICAL฀LITERACY�฀MATHEMATICAL฀LITERACY฀DRAWS฀UPON฀THE฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀
IN฀A฀CRUCIAL฀MANNER�฀ALBEIT฀NOT฀IN฀ALL฀THEIR฀ASPECTS�฀
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4O฀ELUCIDATE฀ THIS฀RELATIONSHIP�฀ LET฀US฀CONSIDER฀ THE฀0)3!฀����฀FRAMEWORK฀MORE฀
CLOSELY฀�THE฀0)3!฀����฀MATHEMATICS฀FRAMEWORK฀DIFFERS฀ONLY฀MARGINALLY฀FROM฀THE฀����฀
FRAMEWORK	�฀)N฀THIS฀FRAMEWORK฀�/%#$฀����	�฀MATHEMATICAL฀LITERACY฀IS฀CHARACTERISED฀
BY฀WAY฀OF฀WHAT฀IN฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀RESEARCH฀IS฀NORMALLY฀CALLED฀THE฀MATHEMATICAL฀
MODELLING฀CYCLE฀�SEE�฀E�G��฀"LUM฀ET฀AL�฀�����฀.ISS฀����	฀BUT฀IS฀CALLED฀MATHEMATICAL฀PRO

CESSES฀IN฀THE฀0)3!฀FRAMEWORK�฀BECAUSE฀THE฀/%#$฀INSISTED฀ON฀TERMINOLOGICAL฀UNIFORMITY฀
ACROSS฀THE฀DIFFERENT฀ASSESSMENT฀DOMAINS�฀"Y฀FOCUSING฀EXPLICITLY฀ON฀THE฀MODELLING฀PROCESS฀
AND฀THE฀MODELLING฀CYCLE฀�THOUGH฀UNDER฀A฀DIFFERENT฀NAME	�฀THE฀FRAMEWORK฀EMPHASISES฀
THAT฀MATHEMATICAL฀LITERACY฀IS฀INDEED฀TO฀BE฀UNDERSTOOD฀AS฀APPLICATIONAL฀FUNCTIONALITY฀WITH฀
respect to mathematics. 
4HE฀����฀FRAMEWORK฀�/%#$฀�����฀P�฀��	฀EMPHASISES฀THREE฀CATEGORIES฀OF฀MATHE


MATICAL฀PROCESSES�฀FORMULATING฀SITUATIONS฀MATHEMATICALLY฀�IN฀THE฀MODELLING฀LITERATURE฀
USUALLY฀CALLED฀hMATHEMATISINGv	�฀EMPLOYING฀MATHEMATICAL฀CONCEPTS�฀FACTS฀PROCEDURES�฀
AND฀REASONING฀�IN฀THE฀MODELLING฀LITERATURE฀USUALLY฀CALLED฀hOBTAINING฀MATHEMATICAL฀OUTCO

MESv฀OR฀EQUIVALENT	�฀INTERPRETING�฀APPLYING฀AND฀EVALUATING฀MATHEMATICAL฀OUTCOMES฀�IN฀
THE฀MODELLING฀LITERATURE฀USUALLY฀CALLED฀hDE
MATHEMATISINGv฀AND฀hVALIDATINGv	�
7HAT�฀THEN�฀IS฀THE฀ROLE฀OF฀THE฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀IN฀THESE฀THREE฀PROCESSES�฀

ALL฀OF฀WHICH฀ARE฀ACTUALLY฀SUB
PROCESSES฀OF฀THE฀MODELLING฀CYCLE�฀KEEPING฀IN฀MIND฀THAT฀
THE฀MODELLING฀CYCLE฀IS฀MEANT฀TO฀CAPTURE฀THE฀ACTIVE฀SIDE฀OF฀THE฀MODELLING฀COMPETENCY�฀
WHICH฀IN฀TURN฀IS฀ONE฀OF฀SEVERAL฀COMPETENCIES�฀&OR฀SUCCESSFUL฀COMPLETION฀OF฀TYPICAL฀
0)3!฀TASKS�฀THE฀PROCESS฀formulating฀DRAWS฀UPON฀CRUCIAL฀�ALBEIT฀NOT฀ALL	฀ASPECTS฀OF฀THE฀
@MATHEMATICAL฀THINKING�฀COMPETENCY�฀OF฀THE฀@REPRESENTATION�฀COMPETENCY�฀OF฀THE฀@SYM

BOLS฀AND฀FORMALISM�฀COMPETENCY�฀AND฀OF฀THE฀@COMMUNICATION�฀COMPETENCY฀�฀4HE฀PROCESS฀
employing฀DRAWS฀UPON฀CRUCIAL฀�ALBEIT฀NOT฀ALL	฀ASPECTS฀OF฀THE฀@MATHEMATICAL฀THINKING�฀
COMPETENCY�฀OF฀THE฀@PROBLEM฀HANDLING�฀COMPETENCY฀OF฀THE฀@REASONING�฀COMPETENCY�฀OF฀
THE฀@REPRESENTATION�฀COMPETENCY�฀OF฀THE฀@SYMBOLS฀AND฀FORMALISM�฀COMPETENCY��฀OF฀THE฀
@COMMUNICATION�฀COMPETENCY�฀AND฀OF฀THE฀@AIDS฀AND฀TOOLS�฀COMPETENCY�฀4HE฀PROCESS฀
interpreting฀DRAWS฀UPON฀CRUCIAL฀�ALBEIT฀NOT฀ALL	฀ASPECTS฀OF฀THE฀@THINKING�฀COMPETENCY�฀OF฀
THE฀@REASONING�฀COMPETENCY�฀OF฀THE฀@REPRESENTATION�฀COMPETENCY฀AND฀OF฀THE฀@COMMUNICA

TION�฀COMPETENCY�฀-OREOVER�฀ALL฀PROCESSES฀DRAW฀UPON฀THE฀STUDENT�S฀PREVIOUS฀EXPERIENCES฀
with mathematical models and modelling, and hence on the state and condition of his 
OR฀HER฀ALREADY฀ESTABLISHED฀@MODELLING฀COMPETENCY��฀)T฀FOLLOWS฀THAT฀THE฀ENTIRE฀SPECTRUM฀
OF฀THE฀EIGHT฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀IS฀IN฀PLAY฀IN฀DEALING฀WITH฀0)3!฀TASKS�฀BUT฀NOT฀
ALL฀ASPECTS฀OF฀THESE฀COMPETENCIES฀ARE฀INVOLVED฀IN฀THIS฀UNDERTAKING�฀!S฀THE฀ABILITY฀TO฀
SUCCCESSFULLY฀DEAL฀WITH฀THE฀COLLECTION฀OF฀0)3!฀TASKS฀IS฀MEANT฀TO฀BE฀AN฀EXPRESSION฀OF฀
MATHEMATICAL฀LITERACY�฀IT฀FURTHER฀FOLLOWS฀THAT฀MATHEMATICAL฀LITERACY฀IS฀UNDERPINNED฀BY฀
MATHEMATICAL฀COMPETENCE฀AND฀COMPETENCIES�฀WHEREAS฀MATHEMATICAL฀LITERACY฀DOES฀NOT฀
EXHAUST฀MATHEMATICAL฀COMPETENCE�
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Assessing Mathematical Literacy by Making Use of Mathematical 

Competencies

Now, the place and role of mathematical competencies in the different PISA fra

MEWORKS฀HAVE฀ACTUALLY฀GREATLY฀CHANGED฀THROUGH฀THE฀DIFFERENT฀CYCLES�฀4HESE฀CHANGES฀
PERTAIN฀TO฀SUBSTANCE฀AS฀WELL฀AS฀TO฀TERMINOLOGY�฀!฀DETAILED฀ACCOUNT฀OF฀THE฀DEVELOPMENT฀
IS฀OFFERED฀IN฀�.ISS฀�����฀��n��	�฀)N฀THE฀FIRST฀SEVERAL฀CYCLES฀�0)3!฀�����฀�����฀����฀
AND฀����	�฀THE฀EIGHT฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀WERE฀PRESENT฀TO฀VARYING฀DEGREES฀IN฀THE฀
ASESSMENT฀FRAMEWORKS฀�฀SOMETIMES฀UNDER฀OTHER฀NAMES�฀THOUGH�฀SUCH฀AS฀hSKILLSv฀OR฀
hPROCESSESv฀�฀BUT฀THEY฀NEVER฀FORMED฀PART฀OF฀THE฀OFFICIAL฀REPORTING฀OF฀THE฀0)3!฀RESULTS฀
BY฀/%#$�
)N฀THE฀0)3!฀����฀FRAMEWORK�฀/%#$฀WANTED฀TO฀RESERVE฀THE฀NOTION฀OF฀hCOMPETENCYv฀

FOR฀SOMETHING฀OTHER฀THAN฀WHAT฀THE฀MATHEMATICS฀EDUCATION฀COMMUNITY฀TERMS฀hMATHEMATI

CAL฀COMPETENCYv�฀FOR฀INSTANCE฀�GENERAL	฀PROBLEM฀SOLVING฀COMPETENCY�฀)N฀THE฀MATHEMATICS฀
FRAMEWORK�฀THE฀TERM฀hFUNDAMENTAL฀MATHEMATICAL฀CAPABILITIESv฀WAS฀THEREFORE฀ADOPTED฀INS

TEAD�฀(OWEVER�฀AND฀MORE฀IMPORTANTLY�฀AS฀A฀CONSEQUENCE฀OF฀A฀LONG
TERM฀RESEARCH฀PROJECT฀
CONDUCTED฀BY฀MEMBERS฀OF฀THE฀0)3!฀-ATHEMATICS฀%XPERT฀'ROUP฀�THE฀-%'	�฀INCLUDING฀
THE฀AUTHOR฀OF฀THIS฀PAPER�฀THE฀FUNDAMENTAL฀MATHEMATICAL฀CAPABILITIES฀WERE฀DEFINED฀IN฀THE฀
FRAMEWORK฀�/%#$฀�����฀PP฀��n��	฀IN฀A฀WAY฀THAT฀DIFFERED฀SOMEWHAT฀FROM฀THE฀EIGHT฀
MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀OF฀THE฀+/-฀0ROJECT฀AND฀OF฀THE฀PREVIOUS฀0)3!฀FRAMEWORKS�฀
The reason for this was the following.
&OR฀A฀LONG฀TIME฀IT฀WAS฀AN฀ISSUE฀OF฀GREAT฀INTEREST฀TO฀0)3!฀-%'฀MEMBERS฀TO฀IDEN


TIFY฀THE฀INTRINSIC฀KEY฀FACTORS฀OF฀DIFFICULTY฀IN฀0)3!฀ITEMS�฀!T฀SOME฀POINT฀IT฀WAS฀DECIDED฀
TO฀TRY฀TO฀FOCUS฀ON฀THE฀MATHEMATICAL฀COMPETENCY฀DEMANDS฀OF฀THESE฀ITEMS฀AS฀THE฀MOST฀
SIGNIFICANT฀VARIABLES฀ TO฀HELP฀EXPLAIN฀EMPIRICAL฀ ITEM฀DIFFICULTY�฀)N฀ THIS฀WORK�฀DUE฀TO฀
NATURE฀OF฀THE฀0)3!฀ITEMS�฀THE฀MATHEMATICAL฀THINKING฀COMPETENCY฀AND฀THE฀MATHEMA

TICAL฀REASONING฀COMPETENCY฀WERE฀AMALGAMATED฀INTO฀ONE�฀WHEREAS฀THE฀AIDS฀AND฀TOOLS฀
COMPETENCY฀WAS฀ LEFT฀OUT�฀!FTER฀QUITE฀AN฀AMOUNT฀OF฀WORK�฀ON฀WHICH฀PARTICIPATING฀
-%'฀MEMBERS�฀RATED฀THE฀COMPETENCY฀DEMANDS฀OF฀A฀POOL฀OF฀SELECTED฀ITEMS�฀RESULTS฀
TURNED฀OUT฀TO฀BE฀RATHER฀PROMISING฀�4URNER฀et al.,฀����	�฀(OWEVER�฀WHEN฀ATTEMPTING฀
TO฀INVOLVE฀NEW฀PEOPLE฀IN฀PRODUCING฀COMPETENCY฀RATINGS฀OF฀0)3!฀ITEMS�฀WE฀NOTICED฀
THAT฀IT฀REQUIRED฀A฀LOT฀OF฀TRAINING฀FOR฀PEOPLE฀TO฀BE฀ABLE฀TO฀GET฀ACCUSTOMED฀TO฀AND฀COME฀
TO฀GRIPS฀WITH฀THIS฀APPROACH�฀7E฀THEREFORE฀CONCLUDED฀THAT฀IT฀WAS฀NECESSARY฀TO฀COME฀
UP฀WITH฀A฀SET฀OF฀VERY฀CLEAR฀AND฀DETAILED฀DEFINITIONS฀OF฀THE฀COMPETENCIES฀SO฀THAT฀THE฀
ASSIGNMENT฀OF฀COMPETENCIES฀AND฀RATINGS฀TO฀AN฀ITEM฀COULD฀BE฀UNDERTAKEN฀NOT฀ONLY฀BY฀
SPECIALISED�฀EXPERIENCED฀-%'฀EXPERTS฀BUT฀ALSO฀BY฀OUTSIDERS฀WITH฀BASIC฀RATER฀TRAINING฀
ONLY�฀)N฀THE฀COURSE฀OF฀UNFOLDING฀THIS฀ENDEAVOUR�฀A฀NEED฀WAS฀FELT�฀IN฀THE฀RESEARCH฀PRO

JECT�฀TO฀hDISJUNCTIFYv฀THE฀COMPETENCIES฀AS฀MUCH฀AS฀WAS฀POSSIBLE฀WITHOUT฀DESTROYING฀
the fundamentals of the whole enterprise. 



83ASSESSMENT OF MATHEMATICAL COMPETENCIES

Six fundamental capabilities underpinning PISA items – the holistic approach

4HIS฀RESULTED฀IN฀SET฀OF฀SIX�฀SUPPOSEDLY฀DISJOINT�฀REVISED฀COMPETENCIES�฀WHICH฀WERE฀
SOON฀TO฀BE฀RE
NAMED฀FUNDAMENTAL฀MATHEMATICAL฀CAPABILITIES�฀!LTHOUGH฀THIS฀TERM฀WAS฀
PRIMARILY฀CHOSEN฀IN฀ORDER฀TO฀ACCOMMODATE฀/%#$�S฀BAN฀ON฀THE฀TERM฀hMATHEMATICAL฀
COMPETENCYv�฀IT฀ACTUALLY฀TURNED฀OUT฀TO฀BE฀HELPFUL฀IN฀AVOIDING฀CONFUSION฀WITH฀THE฀ORIGI

NAL฀EIGHT฀MATHEMATICAL฀+/-฀COMPETENCIES�฀3O�฀WHILE฀THE฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀
ARE฀STILL฀MEANT฀TO฀BE฀OVERLAPPING�฀THE฀FUNDAMENTAL฀MATHEMATICAL฀CAPABILITIES฀ARE�฀ IN฀
CONTRAST�฀MEANT฀TO฀BE฀MUTUALLY฀DISJOINT�฀EVEN฀THOUGH฀THERE฀ARE฀CLEAR฀LINKS฀BETWEEN฀THE฀
COMPETENCIES฀AND฀THE฀CAPABILITIES�
0ART฀OF฀THE฀APPROACH฀TAKEN฀IN฀DEFINING฀THE฀FUNDAMENTAL฀CAPABILITIES฀WAS฀TO฀ORDER฀

THEM฀SO฀AS฀TO฀EMULATE฀THE฀SEQUENCE฀OF฀STEPS฀AND฀MEASURES฀THAT฀A฀0)3!฀PROBLEM฀SOLVER฀
WOULD฀ENCOUNTER฀AND฀UNDERTAKE฀WHEN฀WORKING฀HIS฀OR฀HER฀WAY฀THROUGH฀AN฀ITEM�฀!PART฀
FROM฀THE฀WISH฀TO฀COMMUNICATE฀CLEARLY฀BOTH฀THE฀ESSENCE฀OF฀THE฀FUNDAMENTAL฀CAPABILITIES฀
AND฀THE฀DEMARCATION฀LINES฀BETWEEN฀THEM�฀ALSO฀PSYCHOMETRIC฀NEEDS฀CALLED฀FOR฀CLEAR฀DIS

TINCTIONS฀BETWEEN฀THE฀CAPABILITIES�฀4HE฀SIX฀FUNDAMENTAL฀CAPABILITIES฀THEN฀ARE฀�4URNER�฀
"LUM฀�฀.ISS�฀����	�

 — Communication.
 — Devising strategies.
 — Mathematising.
 — Representation.
 — 5SING฀SYMBOLS�฀OPERATIONS฀AND฀FORMAL฀LANGUAGE�
 — Reasoning and argument.
 — $ETAILED฀DElNITIONS฀AND฀DESCRIPTIONS฀OF฀THESE฀CAPABILITIES฀AT฀DIFFERENT฀ LEVELS฀
ARE฀OFFERED฀IN฀�4URNER�฀"LUM฀�฀.ISS฀����	�

5SING฀THE฀SCHEME฀TO฀RATE฀ITEMS฀THEN฀AMOUNTS฀TO฀ASSIGNING฀A฀�
VECTOR฀OF฀CAPABILITY฀
RATINGS�฀AT฀LEVELS฀��฀��฀��฀OR฀��฀TO฀EACH฀ITEM�฀%VEN฀THOUGH฀MORE฀WORK฀STILL฀NEEDS฀TO฀BE฀
DONE�฀SO฀FAR฀THE฀SCHEME฀HAS฀PROVED฀RATHER฀SUCCESSFUL฀IN฀EXPLAINING฀AND฀PREDICTING฀DIFFI

CULTY฀OF฀0)3!฀ITEMS�฀4HIS฀PROVIDES฀A฀PRETTY฀SUBSTANTIAL฀CORROBORATION฀OF฀THE฀CRUCIAL฀PART฀
PLAYED฀BY฀THE฀SIX฀FUNDAMENTAL฀MATHEMATICAL฀CAPABILITIES฀�AND฀BEHIND฀THESE�฀THE฀EIGHT฀
MATHEMATICAL฀COMPETENCIES	฀IN฀CONSTITUTING฀MATHEMATICAL฀LITERACY฀AS฀DEFINED฀IN฀0)3!�฀
#ONVERSELY�฀THE฀POOL฀OF฀0)3!฀ITEMS฀OFFERS฀ONE฀SIGNIFICANT฀WAY฀TO฀ASSESS฀THE฀FUN


DAMENTAL฀MATHEMATICAL฀CAPABILITIES�฀AND฀HENCE฀THE฀UNDERLYING฀COMPETENCIES�฀-ORE฀
SPECIFICALLY�฀IF฀WE฀WANTED฀TO฀ASSESS฀AN฀INDIVIDUAL฀STUDENT�S฀POSSESSION฀OF฀A฀GIVEN฀FUNDA

MENTAL฀CAPABILITY�฀SAY฀hDEVISING฀STRATEGIESv�฀AN฀OBVIOUS฀APPROACH฀WOULD฀BE฀TO฀CHOOSE฀
A฀SUFFCIENTLY฀VARIED฀SET฀OF฀0)3!฀OR฀0)3!
LIKE฀ITEMS฀IN฀EACH฀OF฀WHICH฀THE฀LEVEL฀OF฀THE฀
“devising strategies” component is at least as high as the levels of the all the other 
COMPONENTS�฀AND฀SUCH฀THAT฀THERE฀ARE฀ITEMS฀REPRESENTING฀ANY฀LEVEL฀OF฀RATING฀WITH฀REGARD฀
TO฀hDIVISING฀STRATEGIESv�฀4HE฀PROFILE฀OF฀THE฀STUDENT�S฀ACHIEVEMENT฀ON฀SUCH฀A฀SET฀OF฀ITEMS฀
WOULD฀THEN฀GIVE฀AN฀INDICATION฀OF฀HIS฀OR฀HER฀hDEVISING฀STRATEGIESv฀CAPABILITY�฀3IMILAR฀
REMARKS฀PERTAIN฀TO฀THE฀OTHER฀CAPABILITIES�
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7HAT฀WE฀HAVE฀JUST฀LOOKED฀AT฀IS฀AN฀EXAMPLE฀OF฀AN฀ATTEMPT฀TO฀ASSESS฀A฀SINGLE฀FUNDA

MENTAL฀CAPABILITY฀BY฀ZOOMING฀IN฀ON฀ITS฀PARTICULAR฀ROLE฀IN฀A฀POOL฀OF฀ITEMS฀IN฀WHICH฀SEVERAL฀
OTHER฀CAPABILITIES฀ARE฀PRESENT฀AS฀WELL�฀)N฀OTHER฀WORDS�฀IT฀CAN฀BE฀SEEN฀AS฀ONE฀WAY฀TO฀MEET฀
the holistic challenge�฀!S฀IT฀STANDS฀IT฀IS฀AN฀EXAMPLE฀PERTAINING฀TO฀SUMMATIVE฀ASSESSMENT�฀
(OWEVER�฀IT฀MAY฀BE฀TURNED฀INTO฀AN฀INSTRUMENT฀FOR฀FORMATIVE฀ASSESSMENT฀IF฀USED฀AS฀A฀BASIS฀
FOR฀FEEDBACK฀CONVERSATIONS฀WITH฀INDIVIDUAL฀STUDENTS฀ABOUT฀THEIR฀COMPETENCY฀PROFILES�฀
ESPECIALLY฀IF฀THE฀INSTRUMENT฀IS฀PUT฀TO฀USE฀AT฀REGULAR฀INTERVALS�฀E�G�฀EVERY฀SIX฀MONTHS�

Assessing individual competencies atomistically

7HEN฀IT฀COMES฀TO฀MEETING฀the atomistic challenge�฀I�E�฀ASSESSING฀A฀GIVEN฀COMPETENCY฀
IN฀CONTEXTS฀AND฀SITUATIONS฀IN฀WHICH฀THE฀OTHER฀COMPETENCIES฀ARE฀NOT฀PRESENT฀OR฀PLAY฀ONLY฀
A฀VERY฀MINOR฀ROLE�฀WITHOUT฀HAVING฀JEOPARDISED฀THE฀INTRINSICALLY฀INTERWOVEN฀NATURE฀OF฀THE฀
COMPETENCIES�฀THE฀FIRST฀TASK฀IS฀TO฀DESIGN฀SUITABLE฀SUCH฀CONTEXTS฀AND฀SITUATIONS�฀'OING฀INTO฀
GREAT฀DETAIL฀WITH฀EXAMPLES฀OF฀THIS฀IS฀BEYOND฀THE฀SCOPE฀OF฀THIS฀PAPER�฀3OME฀BRIEF฀OUTLINES฀
OF฀A฀VERY฀FEW฀EXAMPLES฀HAVE฀TO฀SUFFICE�฀

As regards the mathematical thinking฀COMPETENCY�฀ONE฀OF฀ITS฀ELEMENTS฀IS฀THE฀ABILITY฀
TO฀@MAKE฀CONJECTURES��฀$EPENDING฀ON฀THE฀EDUCATIONAL฀LEVEL฀OF฀THE฀STUDENT฀BEING฀ASSESSED�฀
HE฀OR฀SHE฀CAN�฀FOR฀EXAMPLE�฀BE฀PRESENTED฀WITH฀STATEMENTS฀INDICATING฀THE฀SUMS฀OF฀ANGLES฀
IN฀TRIANGLES฀AND฀CONVEX฀QUADRANGLES฀AND฀PENTAGONS�฀RESPECTIVELY�฀AND฀THEN฀BE฀ASKED฀TO฀
MAKE฀A฀CONJECTURE �WITHOUT฀PROOF	฀CONCERNING฀THE฀SUM฀OF฀ANGLES฀OF฀A฀CONVEX฀n
GON�฀!S฀
A฀POSSIBLE฀NEXT฀STEP�฀THE฀STUDENT฀MAY฀BE฀ASKED฀TO฀MAKE฀CONJECTURES฀CONCERNING฀NON

CONVEX n
GONS฀WITHOUT฀SELF
INTERSECTION�฀/R฀THE฀STUDENT฀CAN฀BE฀REMINDED฀THAT�฀SAY�฀THE฀
SUMS฀����฀�����฀����฀����฀�����฀����฀ARE฀ALL฀EVEN�฀WHEREAS฀THE฀SUMS฀����฀�����฀����฀
ARE฀ALL฀ODD�฀AND฀THEN฀BE฀ASKED฀TO฀FORMULATE฀A฀CONJECTURE฀�WITHOUT฀PROOF	฀ON฀THE฀EVEN
NESS฀
OR฀ODD
NESS฀OF฀THE฀SUM฀OF฀ANY฀TWO฀NATURAL฀NUMBERS�฀4HEN฀ANALOGOUS฀QUESTIONS฀MAY฀BE฀
POSED฀CONCERNING฀THE฀PRODUCTS฀OF฀TWO฀NATURAL฀NUMBERS�฀4HE฀CONJECTURES฀JUST฀REFERRED฀TO฀
ALL฀INVOLVE฀ANOTHER฀KEY฀COMPONENT฀OF฀THE฀MATHEMATICAL฀THINKING฀COMPETENCY�฀THE฀ABILITY฀
TO฀@GENERALISE�฀STATEMENTS�฀&URTHERMORE�฀UPPER฀SECONDARY฀OR฀UNIVERSITY฀STUDENTS฀MAY฀BE฀
ASKED฀TO฀PROPOSE฀CONJECTURES฀CONCERNING฀SUMS฀AND฀PRODUCTS฀OF฀EVEN฀OR฀ODD฀REAL฀FUNCTIONS�฀
DEFINED฀ON฀SET฀OF฀THE฀REAL฀NUMBERS�฀WHICH฀ALSO฀INVOLVES฀@ABSTRACTION�฀OF฀NOTIONS฀FROM฀
ONE฀DOMAIN฀�NATURAL฀NUMBERS	฀TO฀ANOTHER฀�REAL฀FUNCTIONS	�฀!S฀ANOTHER฀EXAMPLE�฀STUDENTS฀
ARE฀REMINDED฀OF฀THE฀0YTHAGOREAN฀THEOREM฀�if฀A฀TRIANGLE฀IS฀RIGHT
ANGLED�฀then฀THE฀SQUARE฀
OF฀THE฀HYPOTENUSE฀EQUALS฀THE฀SUM฀OF฀THE฀SQUARES฀OF฀THE฀SMALLER฀LEGS	฀AND฀THEN฀INVITED฀
TO฀STATE฀CONJECTURES฀�WITHOUT฀PROOF	฀ABOUT฀A฀TRIANGLE฀WHOSE฀SIDES฀FULFIL฀THE฀0YTHAGOREAN฀
IDENTITY�฀)N฀OTHER฀WORDS฀STUDENTS฀ARE฀CHALLENGED฀TO฀CONSIDER฀THE฀POSSIBILITY฀OF฀REVERTING฀
AN฀ESTABLISHED฀IMPLICATION฀SO฀AS฀TO฀OBTAIN฀A฀BI
IMPLICATION�฀)F฀THIS฀PROVES฀SUCCESSFUL�฀
THE฀STUDENTS฀CAN฀BE฀ASKED฀TO฀COME฀UP฀WITH฀MATHEMATICAL฀EXAMPLES฀OF฀IMPLICATIONS฀THAT฀
CANNOT฀BE฀REVERTED�
.EXT�฀LET฀US฀CONSIDER฀THE฀modelling competency�฀&OR฀EXAMPLE�฀A฀STUDENT฀MAY฀BE฀

SHOWN฀TWO฀TABLES�฀ONE฀FOR฀ADULT฀MALES฀AND฀ONE฀FOR฀ADULT฀FEMALES�฀EACH฀COMPOSED฀OF฀
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LARGE฀SETS฀OF฀CORRESPONDING฀VALUES฀OF฀FOOT฀LENGTH฀AND฀BODY฀HEIGHT฀FOR฀INDIVIDUAL฀MALES฀
OR฀FEMALES�฀4HE฀STUDENT฀IS฀THEN฀ASKED฀TO฀IDENTIFY฀A฀POSSIBLE฀RELATIONSHIP฀BETWEEN฀FOOT฀
LENGTH฀AND฀BODY฀HEIGHT�฀$EPENDING฀ON฀THE฀EDUCATIONAL฀LEVEL฀OF฀THE฀STUDENT�฀THIS฀TASK฀MAY฀
BE฀APPROACHED฀IN฀A฀VARIETY฀OF฀WAYS�฀RANGING฀FROM฀SIMLY฀INSPECTING฀THE฀TABLES฀LEADING฀
TO฀QUALITATIVE฀CONCLUSIONS฀ONLY�฀OVER฀CONVERTING฀THE฀TABLES฀INTO฀POINTS฀IN฀ONE฀OR฀TWO฀
COORDINATE฀SYSTEMS�฀TRYING฀TO฀FIT฀FUNCTION฀GRAPHS฀TO฀THE฀DATA฀POINTS฀BY฀VISUAL฀OR฀FORMAL฀
MEANS�฀PERHAPS฀USING฀#!3฀TOOLS�฀OR฀FURTHER฀TO฀CONDUCTING฀A฀REGRESSION฀ANALYSIS�฀THROUGH฀
TO฀STATISTICAL฀TESTS฀OF฀MODEL฀VALIDITY฀AND฀TESTS฀FOR฀HOMOGENEITY฀OF฀THE฀MALE฀AND฀FEMALE฀DATA฀
AT฀MORE฀ADVANCED฀LEVELS�฀!S฀AN฀OTHER฀EXAMPLE�฀A฀STUDENT฀IS฀PRESENTED฀WITH฀AN฀AUTHENTIC฀
PHOTO฀OF฀A฀BUILDING฀IN฀A฀CITY�฀IN฀AN฀ENVIRONMENT฀CONTAINING฀OTHER฀BUILDINGS�฀PEOPLE�฀CARS�฀
LAMP฀POSTS�฀ETC��฀AND฀IS฀THEN฀ASKED฀TO฀ESTIMATE฀THE฀HEIGHT฀OF฀THE฀BUILDING�฀4HIS�฀TOO�฀CAN฀
BE฀APPROACHED฀IN฀A฀VARIETY฀OF฀DIFFERENT฀WAYS�฀RANGING฀FROM฀SHEER฀GUESSING�฀OVER฀COUNTING฀
THE฀NUMBER฀OF฀FLOORS฀OF฀THE฀BUILDING฀AND฀MULTIPLYING฀BY฀AN฀ESTIMATED฀AVERAGE฀HEIGHT฀OF฀
ONE฀FLOOR�฀OVER฀SCALING฀ACTIVITIES฀BASED฀ON฀MEASURES฀OF฀REFERENCE฀OBJECTS฀�฀E�G�฀PERSONS฀
or cars — in the photo, through to more sophisticated estimates involving uncertainties. 
4HESE฀ TWO฀EXAMPLES฀ARE฀ TO฀DO฀WITH฀STUDENTS฀@ACTIVE฀MATHEMATICAL฀MODELLING��฀

WHICH฀IS฀A฀KEY฀COMPONENT฀OF฀THE฀MODELLING฀COMPETENCY�฀@$EALING฀WITH฀ALREADY฀EXISTING฀
MODELS�฀IS฀ANOTHER฀KEY฀COMPONENT฀OF฀THE฀MODELLING฀COMPETENCY�฀(ERE�฀STUDENTS฀CAN฀BE฀
ASSESSED฀BY฀INVITING฀THEM฀TO฀ANALYSE฀AND฀ASSESS฀PROPOSED฀MODELS฀BY฀WAY฀OF฀SPECIFIC฀
QUESTIONS�฀&OR฀EXAMPLE�฀A฀STUDENT฀MAY฀BE฀SHOWN฀A฀GRAPH฀OF฀A฀LINEAR฀FUNCTION฀WITH฀NEGA

tive slope as an alleged model of the average temperature of a point in the atmosphere 
AS฀A฀FUNCTION฀OF฀THE฀POINT�S฀DISTANCE฀FROM฀THE฀SURFACE฀OF฀THE฀%ARTH฀AND฀BE฀ASKED฀TO฀ASSESS฀
THE฀MODEL฀BASED฀ON฀THE฀CONCLUSIONS฀IT฀GIVES฀RISE฀TO�฀E�G�฀THAT฀ARBITRARILY฀LOW฀NEGATIVE฀
TEMPERATURES฀CAN฀BE฀ENCOUNTERED฀IF฀YOU฀MOVE฀FAR฀ENOUGH฀AWAY฀FROM฀THE฀%ARTH�฀/R฀AN฀
UPPER฀SECONDARY฀OR฀TERTIARY฀STUDENT฀MAY฀BE฀ASKED฀TO฀ASSESS฀THE฀RANGE฀OF฀VALIDITY฀OF฀THE฀
ROUGH฀RULE฀OF฀THUMB฀FOR฀THE฀DOUBLING฀TIME฀OF฀A฀FORTUNE฀�OR฀A฀DEBT	฀AT฀INTEREST฀RATE฀I�฀PER฀
YEAR฀
฀70 / i฀YEARS฀
฀AFTER฀HAVING฀BEEN฀SHOWN฀THAT฀(1+i/100)n = 2 is fulfilled for n = ln 

2 / ln (1+i/100)  ln 2 / (i/100)  70 / i, using that ln 2  0.7 and that ln (1+x) / x = [ln 

(1+x) – ln 1] / x  ln´ (1) = 1, whence ln (1+x)  x for small x. Even though the student 
IS฀ONLY฀EXPECTED฀TO฀BE฀ABLE฀TO฀FOLLOW฀THIS฀EXPOSITION฀�WITH฀FURTHER฀DETAILS฀ADDED	฀AND฀
NOT฀TO฀PERFORM฀THE฀MODELLING฀HIM
฀OR฀HERSELF�฀IT฀IS�฀HOWEVER�฀NECESSARY฀THAT฀THE฀STUDENT฀
KNOWS฀SOME฀ELEMENTARY฀CALCULUS�
!S฀A฀FINAL฀EXAMPLE฀WE฀SHALL฀CONSIDER฀THE฀mathematical reasoning฀COMPETENCY�฀WHICH฀

IS฀TO฀DO฀WITH฀THE฀JUSTIFICATION฀OF฀MATHEMATICAL฀STATEMENTS�฀)N฀ORDER฀TO฀DISENTANGLE฀THE฀
ASSESSMENT฀OF฀A฀STUDENT�S฀MATHEMATICAL฀REASONING฀COMPETENCY฀FROM฀HIS฀OR฀HER฀GENERAL฀
REASONING฀COMPETENCY�฀IT฀HAS฀PROVEN฀FRUITFUL฀TO฀ASK฀THE฀STUDENT฀TO฀CONSIDER฀AND฀MAKE฀
INFERENCES฀IN฀EVERYDAY฀CONTEXTS฀WHERE฀LOGICAL฀RELATIONSHIPS฀CONCERNING฀IMPLICATIONS�฀
BI
IMPLICATIONS�฀NEGATIONS�฀CONJUNCTIONS�฀DISJUNCTIONS�฀UNIVERSAL฀AND฀EXISTENCE฀QUANTI

FIERS�฀ALL฀IN฀VERBAL฀FORM฀ONLY�฀ARE฀IN฀THE฀CENTRE�฀AND฀THEN฀ASK฀THE฀STUDENT฀TO฀SUBSEQUENTLY฀
CONSIDER฀AND฀MAKE฀INFERENCES฀CONCERNING฀THE฀VERY฀SAME฀LOGICAL฀STRUCTURE฀BUT฀IN฀MATHE

MATICAL฀CONTEXTS�฀-ATHEMATICAL฀EXAMPLES฀MAY฀INCLUDE฀hJUSTIFY฀THAT฀AMONGST฀RECTANGLES฀
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WITH฀A฀FIXED฀CIRCUMFERENCE฀THERE฀EXIST฀RECTANGLES฀WITH฀ARBITRARILY฀SMALL฀AREASv�฀hDO฀THE฀
FOLLOWING฀TWO฀STATEMENTS฀SAY฀THE฀SAME฀THING�฀@IF฀m and n are even integers then m+n is 
EVEN�฀AND฀@IF฀FOR฀TWO฀INTEGERS฀m and n, m+n is even then m and n฀ARE฀BOTH฀EVEN��v�฀AND฀
hIS฀ANY฀OF฀THESE฀STATEMENTS฀ACTUALLY฀TRUE�v�฀!LSO฀THE฀STUDENT฀MAY฀BE฀ASKED฀TO฀ANSWER฀THE฀
FOLLOWING฀QUESTION�฀h#ONSIDER฀THE฀ARGUMENT฀@3INCE฀WE฀HAVE฀THAT฀1 – 1 = 12 – 12 = (1 – 1)

(1 + 1), then we have that 1 = (1 – 1) / (1 - 1) = (1 – 1)(1 + 1)/(1 - 1) = 1 + 1 = 2, and 
we conclude that 1 = 2��฀)S฀THIS฀ARGUMENT฀CORRECT�฀)F฀NOT�฀WHERE฀AND฀HOW฀IS฀IT฀WRONG�v�
)N฀ORDER฀TO฀REALLY฀ASSESS฀A฀STUDENT�S฀POSSESSION฀OF฀ONE฀OF฀THESE฀OR฀ANY฀OTHER฀COM


PETENCIES฀IN฀AN฀ATOMISTIC฀SETTING�฀IT฀IS฀ESSENTIAL฀THAT฀THE฀STUDENT฀IS฀ASKED฀TO฀DEAL฀WITH฀
A฀WIDE฀VARIETY฀OF฀TASKS฀IN฀WHICH฀THE฀COMPETENCY฀IN฀FOCUS฀PREDOMINATES�฀)T฀IS฀FURTHER฀
IMPORTANT฀THAT฀THE฀TASKS฀ARE฀VARIED฀WITH฀RESPECT฀TO฀THE฀THREE฀DIMENSIONS฀OF฀COMPETENCY฀
POSSESSION฀IDENTIFIED฀IN฀THE฀+/-฀0ROJECT�฀@DEGREE฀OF฀COVERAGE��฀WHICH฀REFERS฀TO฀THE฀
degree to which the individual masters the entire set of aspects involved in the definition 
OF฀THE฀COMPETENCY�฀@RADIUS฀OF฀ACTION��฀WHICH฀REFERS฀TO฀THE฀RANGE฀OF฀CONTEXTS฀IN฀WHICH฀
THE฀INDIVIDUAL฀CAN฀ACTIVATE฀THE฀COMPETENCY�฀AND฀FINALLY฀@TECHNICAL฀LEVEL��฀WHICH฀REFERS฀TO฀
THE฀MATHEMATICAL฀DOMAINS฀AND฀LEVELS฀OF฀CONCEPTUAL฀AND฀TECHNICAL฀COMPLEXITY฀AT฀WHICH฀
THE฀INDIVIDUAL฀MASTERS฀THE฀COMPETENCY฀�FOR฀FURTHER฀DETAILS�฀SE฀.ISS฀�฀(�JGAARD฀����	�
4HE฀ACTUAL฀ASSESSMENT฀OF฀INDIVIDUAL฀COMPETENCIES฀BY฀AN฀ATOMISTIC฀APPROACH฀CAN฀

BE฀CARRIED฀OUT฀IN฀SEVERAL฀DIFFERENT฀WAYS�฀E�G�฀PAPER฀WORK฀SUBMITTED฀BY฀THE฀STUDENTS�฀
QUESTIONNAIRES�฀INTERVIEWS฀WITH฀STUDENTS฀WHILE฀AT฀WORK�฀OBSERVATIONS฀OF฀STUDENTS�฀WORK�฀
Moreover, the unit of assessment can range from an individual student, over pairs and 
small groups of students, to whole classes.

The Ultimate Challenge: The Teacher - Conclusion

&ORMATIVE฀ASSESSMENT฀OF฀A฀ STUDENT฀ IS�฀ ALMOST฀BY฀DEFINITION�฀CONDUCTED฀BY฀ THE฀
STUDENT�S฀OWN฀TEACHER�S	�฀$EPENDING฀ON฀PLACE�฀ LEVEL฀AND฀CONTEXT�฀ALSO฀PARTS฀n฀OR฀ALL฀

฀OF฀SUMMATIVE฀ASSESSMENT฀MAY฀BE฀UNDERTAKEN฀BY฀THE฀STUDENT�S฀TEACHER�฀!T฀ANY฀RATE�฀
the mathematics teacher is a protagonist in the assessment of his or her students. Evi

DENTLY�฀THIS฀MEANS฀THAT฀IF฀THE฀FOCUS฀IS฀�MEANT฀TO฀BE	฀ON฀THE฀ASSESSMENT฀OF฀THE฀STUDENT�S฀
MATHEMATICAL฀COMPETENCIES�฀THE฀TEACHER฀NEEDS฀TO฀BE฀ABLE฀TO฀CONDUCT฀ASSESSMENT฀OF฀SUCH฀
COMPETENCIES�฀4HIS฀FURTHER฀REQUIRES฀THAT฀THE฀TEACHER฀HAS฀TO฀BOTH฀POSSESS฀AN฀APPROPRIATE฀
AND฀CLEAR฀UNDERSTANDING฀OF฀THE฀NATURE฀AND฀SPECIFICS฀OF฀THE฀COMPETENCIES฀AND฀A฀KNOWLEDGE฀
OF฀THE฀MODES฀AND฀INSTRUMENTS฀OF฀ASSESSMENT฀THAT฀ARE฀AVAILABLE฀FOR฀THE฀ASSESSMENT฀OF฀
mathematical competencies.
%XPERIENCE฀SHOWS฀THAT฀THESE฀TWO฀PREREQUISITES฀ARE฀HARD฀TO฀OBTAIN฀FOR฀THE฀MAJORITY฀

OF฀hORDINARYv฀TEACHERS�฀#OMING฀TO฀GRIPS฀WITH฀THE฀NOTION฀AND฀UNFOLDING฀OF฀MATHEMATICAL฀
competencies is in itself demanding and time consuming for teachers who have often 
BEEN฀TRAINED฀AND฀ENCULTURATED฀WITH฀AN฀EMPHASIS฀ON฀SPECIFIC฀MATHEMATICAL฀CONCEPTS�฀
RESULTS�฀PROCEDURES฀AND฀SKILLS฀AS฀THE฀PRIMARY฀OBJECT฀OF฀MATHEMATICAL฀TEACHING฀AND฀LEAR

NING�฀3IMILARLY�฀MANY฀TEACHERS฀HAVE฀LIMITED฀KNOWLEDGE฀OF฀AND฀EXPERIENCE฀WITH฀MODES฀
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AND฀INSTRUMENTS฀OF฀ASSESSMENT฀THAT฀GO฀BEYOND฀CLASSICAL฀FORMS฀OF฀WRITTEN฀TESTS฀INVOLVING฀
EXERCISES฀AND฀PROBLEMS฀OR฀OF฀ORAL฀QUIZZES฀AND฀PRESENTATIONS�฀4HIS฀IS฀AGGRAVATED฀BY฀THE฀
FACT฀THAT฀SERIOUSLY฀UNCOVERING฀AND฀ASSESSING฀STUDENTS�฀POSSESSION฀OF฀A฀GIVEN฀MATHEMATICAL฀
COMPETENCY฀RESEMBLES฀AN฀EMPIRCAL฀RESEARCH฀INVESTIGATION�฀IN฀WHICH฀CONTROL฀OF฀VARIABLES฀
IS฀A฀KEY฀COMPONENT�฀ONCE฀AGAIN฀SOMETHING฀WITH฀WHICH฀MOST฀TEACHERS฀HAVE฀LIMITED�฀IF฀
ANY�฀EXPERIENCE�
3O�฀ENABLING฀TEACHERS฀TO฀ASSESS฀THEIR฀STUDENTS�฀MATHEMATICAL฀COMPETENCIES฀CANNOT฀

BE฀EXPECTED฀TO฀RESULT฀AUTOMATICALLY฀FROM฀THEIR฀EVERYDAY฀TEACHING฀PRACTICE�฀NOT฀EVEN฀FOR฀
EXCELLENT฀AND฀VERY฀EXPERIENCED฀TEACHERS�฀4HEREFORE฀�฀IF฀WE฀WANT฀TEACHERS฀TO฀BE฀ABLE฀TO฀
UNDERTAKE฀THIS฀TASK฀WE฀HAVE฀TO฀INSTIGATE฀PRE
SERVICE฀AND฀IN
SERVICE฀PROGRAMMES฀THAT฀
FOSTER฀THIS฀CAPABILITY�฀4HIS฀IS฀COSTLY฀IN฀TERMS฀OF฀TIME฀AND฀EFFORT฀n฀AND฀HENCE฀OF฀FINANCES฀
n฀WHICH฀MAY฀WELL฀CONSTITUTE฀A฀BOTTLENECK฀IN฀MANY฀PLACES�฀(OWEVER�฀AS฀IS฀ALWAYS฀THE฀
CASE�฀IF฀ONE฀IS฀UNWILLING฀TO฀INVEST฀AVAILABLE฀MEANS฀SO฀AS฀TO฀ACHIEVE฀A฀GOAL�฀IT฀IS฀BECAUSE฀
THE฀GOAL฀DOES฀NOT฀REALLY฀HAVE฀A฀HIGH฀PRIORITY฀WITH฀THE฀POTENTIAL฀INVESTOR�฀)�฀FOR฀ONE�฀PLEAD฀
FOR฀ASSIGNING฀HIGH฀PRIORITY฀TO฀THE฀GOAL฀OF฀MAKING฀TEACHERS฀ABLE฀TO฀ASSESS฀THEIR฀STUDENTS�฀
mathematical comptencies. For that purpose investments are needed.
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PONIENDO LAS BASES PARA UNA EDUCACIÓN  
DE CALIDAD EN ESPAÑA

Setting – Up the Basis for Quality Education in Spain

Ismael Sanz y M. Ángeles Díez
$IRECCI�N฀'ENERAL฀DE฀)NNOVACI�N�฀"ECAS฀Y฀!YUDAS฀A฀LA฀%DUCACI�N฀ 

de la Comunidad de Madrid, España

Resumen

,A฀CALIDAD฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀ES฀UNO฀DE฀LOS฀FACTORES฀DETERMINANTES฀DEL฀BIENESTAR฀SOCIAL฀DEL฀
FUTURO฀POR฀SU฀ IMPACTO฀EN฀ LA฀PRODUCTIVIDAD฀LABORAL฀Y฀EL฀CRECIMIENTO฀ECON�MICO�฀COMO฀BIEN฀
REFLEJA฀EL฀PROYECTO฀PIONERO฀DE฀LA฀/#$%฀DENOMINADO฀0)!!#฀�0ROGRAMME฀FOR฀THE฀)NTERNATIONAL฀
!SSESSMENT฀OF฀!DULT฀#OMPETENCIES�฀,AS฀COMPETENCIAS฀ADQUIRIDAS฀A฀LO฀LARGO฀DEL฀PERIODO฀ESCOLAR฀
INFLUYEN฀DE฀FORMA฀DECISIVA฀EN฀EL฀DESEMPE¶O฀LABORAL฀FUTURO฀DE฀LOS฀INDIVIDUOS฀Y฀DEL฀CONJUNTO฀DE฀
LA฀SOCIEDAD�฀5N฀SISTEMA฀EDUCATIVO฀MÕS฀EXIGENTE฀Y฀DE฀CALIDAD฀PUEDE฀CONTRIBUIR฀A฀QUE฀UN฀PA¤S฀SE฀
ESPECIALICE฀EN฀RAMAS฀DE฀ACTIVIDAD฀ECON�MICA฀MÕS฀INTENSIVAS฀EN฀CAPITAL฀HUMANO฀Y฀TECNOL�GICO�฀
%STOS฀SECTORES�฀QUE฀POR฀LO฀DEMÕS�฀GENERAN฀UN฀ALTO฀VALOR฀A¶ADIDO�฀ESTÕN฀GENERALMENTE฀ASOCIADOS฀
A฀PUESTOS฀DE฀TRABAJO฀BIEN฀REMUNERADOS�฀%L฀PROCESO฀DE฀GLOBALIZACI�N฀DE฀LA฀ACTIVIDAD฀ECON�MICA฀Y฀
LA฀REVOLUCI�N฀QUE฀SUPONEN฀LAS฀NUEVAS฀TECNOLOG¤AS฀DE฀LA฀INFORMACI�N฀Y฀LA฀COMUNICACI�N�฀IMPIDEN฀
LA฀NECESIDAD฀DE฀QUE฀LOS฀PA¤SES฀PUEDAN฀PRODUCIR฀BIENES฀Y฀SERVICIOS฀DE฀CALIDAD�฀DIFERENCIADOS฀DEL฀
RESTO�฀QUE฀LES฀PERMITAN฀HUIR฀DE฀LA฀COMPETENCIA฀EN฀PRECIOS฀�Y฀CRECIENTEMENTE฀TAMBI£N฀EN฀CALIDAD	฀
de los «tigres» asiáticos.

Palabras clave: COMPETENCIA�฀PRODUCTIVIDAD�฀CAPITAL฀HUMANO�฀CALIDAD�฀BIENESTAR

ABSTRACT

The quality of education is one of the factors determining the future welfare because of 
their impact on labor productivity and economic growth. As the pioneering OECD project called 
PIAAC reflects, (Programme for the International Assessment of Adult Competencies) the skills 
acquired during the school year have a decisive influence on the future job performance of indi-
viduals and of society as a whole. A quality and more demanding education system can help a 
country to specialize in more intensive industries focusing on human and technological capital. 
These are sectors that generate high added value and generally associated with well-paid jobs. 
The economic globalisation process and the revolution brought about by the new information and 

Sanz�฀)�฀Y฀Díez�฀-�฀!�฀�����	�฀0ONIENDO฀LAS฀BASES฀PARA฀UNA฀EDUCACI�N฀DE฀CALIDAD฀EN฀%SPA¶A�฀%N฀%�฀
#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. 

Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀��
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA92

communications technologies exacerbate the need for countries to produce quality goods and 

services different from the rest which allow them to escape price competition ( and increasingly 

also quality) of the Asian "tigers".

Keywords: competence, productivity, human capital, quality, wellness

Pruebas externas y estandarizadas 

,AS฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZADAS฀PERMITEN฀EVALUAR฀A฀TODOS฀LOS฀ALUMNOS฀CON฀
EL฀MISMO฀TEST฀Y฀CONOCER฀SU฀GRADO฀DE฀LOGRO฀DE฀LAS฀COMPETENCIAS฀Y฀LA฀DE฀SUS฀CENTROS฀
educativos. 
,A฀INTRODUCCI�N฀DE฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZADAS฀ES฀UNA฀DE฀LAS฀TRANSFORMACIONES฀

MÕS฀RELEVANTES฀DE฀LOS฀SISTEMAS฀EDUCATIVOS฀CON฀LA฀FINALIDAD฀DE฀MEJORAR฀LOS฀RESULTADOS฀DE฀
LOS฀ESTUDIANTES�฀,OS฀EFECTOS฀POSITIVOS฀DE฀LA฀PUESTA฀EN฀MARCHA฀DE฀LAS฀EVALUACIONES฀EXTERNAS฀
Y฀ESTANDARIZADAS฀SE฀PUEDEN฀CONCRETAR฀EN฀LOS฀SIGUIENTES฀PUNTOS�

 — %N฀��฀DE฀ LOS฀��฀PA¤SES฀DE฀ LA฀/#$%฀EXISTE฀UNA฀PRUEBA฀EXTERNA฀Y฀ESTANDARI

zada. Dos de cada tres alumnos de los países más desarrollados del mundo se 
ENCUENTRAN฀EN฀SISTEMAS฀EDUCATIVOS฀EN฀LOS฀QUE฀SE฀REALIZAN฀ESTE฀TIPO฀DE฀PRUEBAS�

 — 4ODAS฀ ESTAS฀ PRUEBAS฀ TIENEN฀ CONSECUENCIAS฀ ACAD£MICAS฀ PARA฀ LOS฀ ESTUDIANTES�฀
BIEN฀SEA฀PARA฀ LOGRAR฀UN฀CERTIlCADO฀O฀PARA฀PASAR฀DE฀UN฀NIVEL฀DE฀EDUCACI�N฀A฀
OTRO�฀%L฀)NFORME฀DEL฀0)3!฀�����฀DElNE฀TAMBI£N฀LAS฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀COMO฀LAS฀
QUE฀TIENEN฀CONSECUENCIAS฀ACAD£MICAS�฀

 — %N฀UN฀ESTUDIO฀DE฀����฀QUE฀TRABAJA฀CON฀LOS฀ART¤CULOS฀DE฀INVESTIGACI�N฀QUE฀HAN฀
ANALIZADO฀ LA฀ RELACI�N฀ ENTRE฀ LA฀ EXISTENCIA฀ DE฀ ESTAS฀ PRUEBAS฀ Y฀ EL฀ RENDIMIENTO฀
ACAD£MICO฀ DE฀ LOS฀ ALUMNOS�฀ %RIC฀(ANUSHEK฀ �5�฀ 3TANFORD	฀ Y฀,�฀7OESSMANN฀
�#ES)&/฀DE฀-UNICH	฀CONCLUYEN฀QUE฀LOS฀TEST฀EXTERNOS฀Y฀ESTANDARIZADOS฀MEJORAN฀
LOS฀RESULTADOS฀ACAD£MICOS฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀TANTO฀COMO฀SI฀HUBIESEN฀ESTUDIADO฀
medio curso escolar más al llegar a 4.º de la ESO. 

 — %L฀ 0ANORAMA฀ DE฀ LA฀ %DUCACI�N฀ DE฀ LA฀/#$%฀DE฀ ����฀ CONCLUYE฀ QUE฀ iEN฀ LOS฀
PA¤SES฀EN฀CUYOS฀SISTEMAS฀DE฀EVALUACI�N฀INCLUYEN฀EXÕMENES฀EXTERNOS฀ESTANDA

RIZADOS�฀LA฀PUNTUACI�N฀DE฀,ECTURA฀ES฀��฀PUNTOS฀SUPERIOR฀DE฀MEDIA฀QUE฀EN฀LOS฀
QUE฀NO฀SE฀APLICAN฀PRUEBAS฀DE฀ESTAS฀CARACTER¤STICASw�฀

 — ,OS฀ESTUDIOS฀RESUMIDOS฀EN฀EL฀ART¤CULO฀DE฀LOS฀PROFESORES฀(ANUSHEK฀Y฀7OESSMANN฀
�����	฀ SE¶ALAN฀ QUE฀ AQUELLOS฀ PA¤SES฀ O฀ REGIONES฀ EN฀ DONDE฀ EXISTE฀ UN฀ EXAMEN฀
NACIONAL฀EXTERNO฀Y฀ESTANDARIZADO฀OBTIENEN฀MEJORES฀RESULTADOS฀EN฀PRUEBAS฀INTER

NACIONALES฀MUY฀DIFERENTES฀A฀ESE฀EXAMEN฀NACIONAL฀COMO฀SON฀0)3!�฀4)-33฀Y฀
0)2,3�฀,A฀EVIDENCIA฀EMP¤RICA฀MENCIONADA฀POR฀!NTONIO฀#ABRALES�฀#ATEDRÕTICO฀
DE฀5NIVERSITY฀#OLLEGE฀,ONDON�฀ES฀QUE฀LAS฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZADAS฀
NO฀ REDUCEN฀ACTIVIDADES฀COMO฀ LEER฀POR฀PLACER฀O฀VER฀PROGRAMAS฀CIENT¤lCOS�฀9฀
AUMENTAN฀ACTIVIDADES฀COMO฀HACER฀EXPERIMENTOS�฀QUE฀NO฀iENTRAN฀EN฀EL฀EXAMENw�
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 — %S฀ IMPORTANTE฀QUE฀EL฀ RENDIMIENTO฀MEDIO฀ALCANZADO฀POR฀ LOS฀CENTROS฀SE฀SIT¢E฀
EN฀RELACI�N฀A฀LA฀SITUACI�N฀SOCIOECON�MICA฀Y฀CARACTER¤STICAS฀DE฀SUS฀ALUMNOS�฀
%S฀DECIR�฀ CENTRARSE฀ EN฀ EL฀ VALOR฀ A¶ADIDO฀DEL฀ CENTRO฀ EDUCATIVO฀O฀ LO฀QUE฀ ES฀ LO฀
MISMO�฀A฀LOS฀RESULTADOS฀MEDIOS฀QUE฀LOGRA฀UNA฀VEZ฀DESCONTADO฀EL฀CONTEXTO฀EN฀
EL฀QUE฀SE฀ENCUENTRA�฀(ABLAR¤AMOS฀POR฀TANTO�฀DE฀SI฀UN฀CENTRO฀OBTIENE฀MEJORES฀
O฀PEORES฀RESULTADOS฀DE฀LOS฀QUE฀LE฀correspondería�฀#OMO฀CONCLUYE�฀0ANORAMA฀
DE฀ LA฀%DUCACI�N฀DE฀ LA฀/#$%฀DE฀����฀iLA฀EXISTENCIA฀DE฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀
ESTANDARIZAS฀NO฀PERJUDICA฀LA฀EQUIDADw�

,A฀EVALUACI�N฀ES฀UN฀INSTRUMENTO฀ALIADO฀DEL฀DOCENTE�฀QUE฀TIENE฀COMO฀FINALIDAD฀LA฀
MEJORA฀DE฀LOS฀PROCESOS฀DE฀ENSE¶ANZA฀APRENDIZAJE฀Y฀LA฀MEJORA฀EN฀EL฀NIVEL฀EDUCATIVO฀
DE฀NUESTROS฀ALUMNOS�฀0OR฀TODO฀ELLO�฀LA฀CONSOLIDACI�N฀DE฀UNA฀CULTURA฀DE฀EVALUACI�N฀EN฀
NUESTRO฀PA¤S�฀EN฀TODOS฀Y฀CADA฀UNO฀DE฀LOS฀AGENTES฀IMPLICADOS฀SE฀ANTOJA฀ESENCIAL�฀%S฀UNA฀
tarea de todos.

Dentro de esta práctica de transparencia, es importante señalar algunos de los pro

BLEMAS฀QUE฀SE฀HAN฀ENCONTRADO฀LOS฀PA¤SES฀O฀REGIONES฀QUE฀HAN฀INTRODUCIDO฀ESTAS฀PRUEBAS�฀
Y฀QUE฀SON�

 — El "score inflation"�฀EL฀HECHO฀DE฀QUE฀LOS฀RESULTADOS฀PROMEDIO฀EN฀LAS฀PROPIAS฀
PRUEBAS฀EXTERNAS฀INTRODUCIDAS฀HAN฀MEJORADO฀SUSTANCIALMENTE฀MIENTRAS฀QUE฀EL฀
RENDIMIENTO฀EN฀OTRO฀TIPO฀DE฀PRUEBAS฀SE฀HA฀INCREMENTANDO฀EN฀MENOR฀MEDIDA�฀
O฀NI฀SIQUIERA฀SE฀HA฀ALTERADO�฀%N฀SU฀SURVEY฀&IGLIO฀Y฀,OEB฀�����	฀SE¶ALAN฀QUE฀
EL฀%STADO฀DE฀4EXAS฀MEJOR�฀MUCHO฀ LOS฀ RESULTADOS฀EN฀SUS฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀
ESTANDARIZADAS฀ENTRE฀����฀Y฀�����฀%N฀OTRO฀TIPO฀DE฀PRUEBAS�฀LAS฀NACIONALES฀DE฀
LA฀.!%0�฀SIN฀EMBARGO�฀ESAS฀GANANCIAS฀FUERON฀DE฀���฀DE฀MAGNITUD�฀

 — #AMBIOS฀EN฀EL฀POOL฀DE฀ALUMNOS฀A฀REALIZAR฀LA฀PRUEBA�฀HACIENDO฀REPETIR฀A฀ALUM

NOS฀EN฀MAYOR฀MEDIDA฀EL฀CURSO฀PREVIO฀AL฀QUE฀SE฀REALIZA฀EL฀TEST�฀CLASIlCANDO฀A฀
MÕS฀ESTUDIANTES฀COMO฀DE฀NECESIDADES฀EDUCATIVAS฀ESPECIALES฀O฀EVITANDO฀QUE฀
TOMEN฀EL฀EXAMEN฀�&IGLIO�฀����	�

 — %XISTE฀LA฀PREOCUPACI�N฀DE฀QUE฀LOS฀CENTROS฀SE฀CENTREN฀EN฀MEJORAR฀EL฀APRENDIZAJE฀
A฀CORTO฀PLAZO฀Y฀REDUZCAN฀EL฀CURRICULUM฀A฀AQUELLAS฀ÕREAS฀QUE฀SON฀EVALUADAS฀A฀
COSTA฀DE฀LAS฀QUE฀NO฀SE฀INCLUYEN฀EN฀LAS฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZADAS฀O฀LA฀
CREATIVIDAD฀O฀HABILIDADES฀NO
COGNITIVAS฀COMO฀LA฀MOTIVACI�N฀O฀LA฀SOCIABILIDAD฀
QUE฀SON฀MÕS฀RELEVANTES฀A฀LARGO฀PLAZO�

 — %L฀DISE¶O฀DE฀LAS฀PRUEBAS฀TIENE฀EFECTOS฀IMPORTANTES฀EN฀SU฀EFECTO฀EN฀EL฀APRENDI

ZAJE฀DE฀LOS฀ALUMNOS�฀!S¤฀POR฀EJEMPLO฀$EMING฀ET฀AL�฀�����	฀MUESTRAN฀QUE฀LOS฀
CENTROS฀EDUCATIVOS฀DE฀4EXAS฀EN฀LOS฀QUE฀TODOS฀SUS฀SUBGRUPOS฀£TNICOS฀Y฀SOCIO

ECON�MICOS฀SE฀ENCONTRABAN฀CLARAMENTE฀POR฀ENCIMA฀DEL฀UMBRAL฀REQUERIDO฀PARA฀
NO฀SER฀CATALOGADO฀COMO฀DE฀i"AJO฀2ENDIMIENTOw�฀SE฀DEJARON฀LLEVARON฀LLEVAR฀Y฀
NO฀REACCIONARON฀A฀LA฀RENDICI�N฀DE฀CUENTAS�
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Evaluación centrada en valor añadido

Las evaluaciones educativas suelen criticarse por dos motivos. El primero es por

QUE฀PROVOCA฀UN฀EFECTO฀DE฀iTEACHING฀TO฀THE฀TESTw�฀%S฀DECIR�฀QUE฀LAS฀PRUEBAS฀GENERAN฀UN฀
INCENTIVO฀A฀QUE฀LOS฀PROFESORES฀SE฀CONCENTREN฀EN฀ENTRENAR฀A฀SUS฀ALUMNOS฀A฀OBTENER฀BUENOS฀
RESULTADOS฀EN฀LOS฀EXÕMENES฀ESTANDARIZADOS�฀,OS฀ESTUDIOS฀RESUMIDOS฀EN฀EL฀ART¤CULO฀DE฀LOS฀
PROFESORES฀(ANUSHEK฀Y฀7OESSMANN฀�����	฀SE¶ALAN฀QUE฀AQUELLOS฀PA¤SES฀O฀REGIONES฀EN฀
DONDE฀EXISTE฀UN฀EXAMEN฀NACIONAL฀EXTERNO฀Y฀ESTANDARIZADO฀OBTIENEN฀MEJORES฀RESULTADOS฀
EN฀LAS฀PRUEBAS฀INTERNACIONALES฀DE฀0)3!�฀4)-33฀Y฀0)2,3�฀QUE฀SON฀DIFERENTES�฀
%N฀UN฀ART¤CULO฀QUE฀HE฀REALIZADO฀JUNTO฀CON฀LOS฀PROFESORES฀"RINDUSA฀¸NGHEL�฀*ORGE฀

3AINZ฀Y฀!NTONIO฀#ABRALES�฀SE฀MUESTRA฀QUE฀LA฀#OMUNIDAD฀DE฀-ADRID฀HA฀MEJORADO฀SUS฀
RESULTADOS฀EN฀LECTURA฀EN฀0)3!฀ENTRE฀EL฀A¶O฀����฀Y฀EL฀����฀EN฀��฀PUNTOS฀MÕS฀DE฀LO฀QUE฀LE฀
CORRESPONDER¤A฀UNA฀VEZ฀DESCONTADOS฀TODOS฀LOS฀FACTORES฀SOCIOECON�MICOS฀Y฀DE฀ENTORNO�฀
9฀SE฀LLEGA฀A฀LA฀CONCLUSI�N฀DE฀QUE฀UNA฀PARTE฀IMPORTANTE฀DE฀ESTA฀BUENA฀EVOLUCI�N฀DE฀LA฀
EDUCACI�N฀EN฀-ADRID฀SE฀PUEDE฀ATRIBUIR฀A฀LA฀INTRODUCCI�N฀DE฀LA฀#$)฀EN฀�����
,A฀SEGUNDA฀CR¤TICA฀ES฀QUE฀LAS฀PRUEBAS฀PERJUDICAN฀A฀AQUELLOS฀CENTROS฀QUE฀SE฀ENCUENTRAN฀

EN฀ZONAS฀DESAVENTAJADAS�฀0OR฀ESO฀ES฀IMPORTANTE฀QUE฀EL฀RENDIMIENTO฀MEDIO฀ALCANZADO฀
POR฀LOS฀CENTROS฀SE฀SIT¢E฀EN฀RELACI�N฀A฀LA฀SITUACI�N฀SOCIOECON�MICA฀Y฀CARACTER¤STICAS฀DE฀
SUS฀ALUMNOS�฀%S฀DECIR�฀CENTRARSE฀EN฀EL฀VALOR฀A¶ADIDO฀DEL฀CENTRO฀EDUCATIVO฀O฀LO฀QUE฀ES฀LO฀
MISMO�฀A฀LOS฀RESULTADOS฀MEDIOS฀QUE฀LOGRA฀UNA฀VEZ฀DESCONTADO฀EL฀CONTEXTO฀EN฀EL฀QUE฀SE฀
ENCUENTRA�฀(ABLAR¤AMOS฀POR฀TANTO�฀DE฀SI฀UN฀CENTRO฀OBTIENE฀MEJORES฀O฀PEORES฀RESULTADOS฀
DE฀LOS฀QUE฀LE฀CORRESPONDER¤A�฀
5NA฀FORMA฀MÕS฀SENCILLA฀DE฀APROXIMAR฀EL฀VALOR฀A¶ADIDO฀DE฀UN฀CENTRO฀ES฀COMPARARLE฀

CONSIGO฀MISMO฀EN฀LOS฀A¶OS฀ANTERIORES�฀DADO฀QUE฀LA฀SITUACI�N฀SOCIOECON�MICO฀DE฀UN฀
COLEGIO฀O฀INSTITUTO฀NO฀CAMBIA฀SIGNIFICATIVAMENTE฀ENTRE฀UN฀A¶O฀Y฀OTRO�฀$E฀ESTE฀MODO฀TODOS฀
LOS฀CENTROS฀TIENEN฀LAS฀MISMAS฀OPORTUNIDADES�฀E฀INCLUSO฀TENDR¤AN฀MÕS฀MARGEN฀DE฀MEJORA฀
AQUELLOS฀QUE฀PARTEN฀DE฀PEOR฀SITUACI�N�฀0RECISAMENTE�฀LA฀EVIDENCIA฀EMP¤RICA฀DE฀(ANUSHEK฀
Y฀7OESSMANN฀�����	฀CONCLUYE฀QUE฀LAS฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZADAS฀MEJORAN฀EN฀
MAYOR฀MEDIDA฀A฀LOS฀CENTROS฀Y฀ALUMNOS฀CON฀PEOR฀RENDIMIENTO฀ACAD£MICO�฀
%N฀UN฀MAGN¤FICO฀PAPER฀LOS฀PROFESORES฀DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀(ARVARD฀Y฀#OLUMBIA฀

2AJ#HETTY�฀*ONAH฀2OCKOFF฀Y฀*OHN฀&RIEDMAN฀ESTIMAN฀EL฀VALOR฀A¶ADIDO฀QUE฀PROPORCIONAN฀
LOS฀PROFESORES฀A฀LA฀EDUCACI�N฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀i4HELONG
TERMIMPACTS฀OF฀TEACHERS�฀TEACHER฀
VALUE
ADDED฀AND฀STUDENT฀OUTCOMES฀IN฀ADULTHOODw�฀HTTP���OBS�RC�FAS�HARVARD�EDU�CHETTY�
VALUE?ADDED�PDF�฀%S฀DECIR฀QUE฀ESOS฀AUTORES฀VAN฀MÕS฀ALLÕ฀Y฀NO฀S�LO฀CALCULAN฀EL฀VALOR฀
añadido del centro, sino el individualizado de cada profesor. No se trata de llegar a ese 
NIVEL�฀ES฀POSIBLE฀QUE฀%SPA¶A฀NO฀EST£฀PREPARADA฀A¢N฀PARA฀ACEPTAR฀QUE฀SE฀MIDA฀LA฀PRODUC

TIVIDAD฀DE฀CADA฀DOCENTE�฀PERO฀S¤฀QUE฀INDICA฀QUE฀T£CNICAMENTE฀ES฀POSIBLE�฀
%N฀DEFINITIVA�฀PARA฀QUE฀LA฀RENDICI�N฀DE฀CUENTAS฀PUEDA฀SER฀VALORADA฀CORRECTAMENTE฀

DEBERÕ฀REALIZARSE฀TENIENDO฀EN฀CUENTA฀TANTO฀EL฀CONTEXTO฀DE฀LOS฀CENTROS�฀Y฀SUS฀RECURSOS฀
HUMANOS฀Y฀MATERIALES�฀COMO฀LAS฀CARACTER¤STICAS฀DE฀LA฀POBLACI�N฀DE฀ALUMNOS฀QUE฀ESCOLA
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RIZAN�฀ENTRE฀LAS฀QUE฀EL฀NIVEL฀SOCIOECON�MICO฀Y฀CULTURAL฀DE฀SUS฀FAMILIAS฀OCUPA฀UN฀PAPEL฀
especialmente relevante. 
3IN฀EMBARGO�฀MUCHOS฀ESTUDIOS฀COMPRUEBAN฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀QUE฀ALCANZAN฀BUENOS฀

RESULTADOS฀EN฀LAS฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZADAS฀TIENEN฀UN฀DESEMPE¶O฀EDUCATIVO฀Y฀
LABORAL฀POSTERIOR฀MEJOR฀QUE฀AQUELLOS฀OTROS฀ESTUDIANTES฀QUE฀TIENEN฀PEORES฀RESULTADOS฀O฀
QUE฀ACUDEN฀A฀CENTROS฀DONDE฀NO฀HAY฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZADAS�

A modo de conclusión

,OS฀CENTROS฀REZAGADOS฀MEJORAN฀SU฀RENDIMIENTO฀ACAD£MICO฀PROMEDIO฀CUANDO฀SE฀
INTRODUCEN฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZADAS฀Y฀LO฀HACEN฀EN฀MAYOR฀MEDIDA฀QUE฀EL฀RESTO฀
DE฀CENTROS฀�!SH฀Y฀6IDGOR�฀�����฀$EMING฀et al.,฀����	�฀!DEMÕS�฀ESTA฀MEJORA฀SE฀PRODUCE฀
por incrementos en los resultados educativos de los alumnos de minorías o de entornos 
SOCIO
ECON�MICOS฀DESFAVORECIDOS�฀!฀ELLO฀CONTRIBUYE฀QUE฀LA฀i.O฀#HILD฀,EFT฀"EHINDw฀SE฀
CENTRA฀DE฀FORMA฀PRIORITARIA฀EN฀EL฀RENDIMIENTO฀ACAD£MICO฀DEL฀SUBGRUPO฀RACIAL฀O฀SOCIO

ECON�MICOS฀Y฀EXIGE฀MEJORAS฀EN฀LA฀PROPORCI�N฀DE฀APROBADOS฀DE฀AQUELLOS฀SUBGRUPOS฀CON฀
MÕS฀DIFICULTADES฀DE฀APRENDIZAJE�฀%STA฀LEGISLACI�N฀HA฀PROVOCADO฀QUE฀LOS฀CENTROS฀EDUCATIVOS฀
HAYAN฀PRESTADO฀A¢N฀MAYOR฀ATENCI�N฀A฀LOS฀ALUMNOS฀Y฀SUBGRUPOS฀REZAGADOS�฀PUES฀DE฀ELLOS฀
DEPENDE฀QUE฀SUPEREN฀EL฀UMBRAL฀DE฀PROPORCI�N฀DE฀APROBADOS฀REQUERIDO�฀
!LGUNOS฀PA¤SES฀ANGLOSAJONES฀HAN฀INTRODUCIDO฀INCLUSO฀SANCIONES฀PARA฀AQUELLOS฀CEN


TROS฀QUE฀REPETIDAMENTE฀NO฀ALCANZAN฀UN฀M¤NIMO฀DE฀PORCENTAJE฀DE฀APROBADOS฀EN฀TODOS฀LOS฀
SUBGRUPOS฀RACIALES฀Y฀DE฀CARÕCTER฀SOCIO
ECON�MICO฀Y฀QUE฀ADEMÕS฀NO฀MEJORAN฀CON฀EL฀PASO฀
de los años. Entre estas sanciones se encuentra la de permitir a los alumnos de estos 
CENTROS฀CAMBIARSE฀DE฀)NSTITUTO฀O฀#OLEGIO฀�CON฀AYUDAS฀P¢BLICAS฀AL฀TRANSPORTE	�฀CAMBIOS฀
EN฀LA฀DIRECCI�N฀DE฀LOS฀PROFESORES฀O฀DIRECTORES฀Y฀EN฀ALGUNOS฀CASOS฀�RARAMENTE฀UTILIZADOS	฀
el cierre de los centros.

Aproximando la evaluación pisa a nuestro sistema educativo

z1U£฀ES฀0)3!�฀%S฀UN฀ESTUDIO฀INTERNACIONAL฀ORGANIZADO฀POR฀LA฀/#$%฀QUE฀EVAL¢A฀A฀LOS฀
ALUMNOS฀DE฀��฀A¶OS฀�EN฀%SPA¶A�฀LA฀MAYOR¤A฀SE฀ENCUENTRAN฀EN฀���฀%3/�฀EN฀LAS฀COMPE

TENCIAS฀DE฀LECTURA�฀MATEMÕTICAS�฀CIENCIAS฀Y฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀EN฀GRUPO�฀!DEMÕS�฀A฀
TRAV£S฀DE฀ESTOS฀RESULTADOS฀Y฀CON฀LA฀AYUDA฀DE฀CUESTIONARIOS฀DISE¶ADOS฀AD฀HOC�฀SE฀CONSIGUEN฀
DATOS฀DEMOGRÕFICOS฀DE฀ALUMNOS฀Y฀PROFESORES�฀DE฀PERCEPCI�N฀DE฀SU฀PERSONALIDAD�฀DE฀SU฀
FORMACI�N฀Y฀SUS฀PRÕCTICAS฀DOCENTES�฀DE฀LA฀ORGANIZACI�N฀DE฀LOS฀CENTROS฀ESCOLARES�฀ETC��฀CON฀
LO฀QUE฀SE฀TRAZA฀ADEMÕS฀UNA฀FOTOGRAF¤A฀MULTIDIMENSIONAL฀DE฀LOS฀SISTEMAS฀EDUCATIVOS฀EN฀
CONJUNTO�฀COMPARABLE฀INTERNACIONALMENTE�฀0OR฀ESO�฀RESULTA฀UN฀ESTUDIO฀CLAVE฀PARA฀AYUDAR฀
A฀MEJORAR฀LA฀CALIDAD�฀EQUIDAD฀Y฀EFICIENCIA฀DE฀NUESTROS฀SISTEMAS฀EDUCATIVOS�
%S฀TRIENAL฀Y฀COMENZ�฀EN฀EL฀A¶O฀�����฀,OS฀¢LTIMOS฀RESULTADOS฀PUBLICADOS฀SON฀DE฀LA฀

EDICI�N฀DE฀�����฀EN฀LA฀QUE฀PARTICIPARON฀MÕS฀DE฀��฀PA¤SES�฀%SPA¶A฀LLEVA฀PARTICIPANDO฀
DESDE฀SU฀PRIMERA฀EDICI�N�฀4ODOS฀LOS฀PA¤SES฀MIEMBROS฀DE฀LA฀/#$%฀Y฀UN฀N¢MERO฀A¢N฀
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MAYOR฀DE฀PA¤SES฀ASOCIADOS฀HAN฀REALIZADO฀DE฀NUEVO฀ESTE฀ESTUDIO�฀EN฀�����฀%N฀%SPA¶A฀LA฀
APLICACI�N฀SE฀LLEV�฀A฀CABO฀ENTRE฀ABRIL฀Y฀MAYO�฀EN฀MÕS฀DE฀��฀CENTROS฀DE฀CADA฀COMUNIDAD฀
AUT�NOMA�฀%N฀TOTAL�฀UNOS฀������฀ALUMNOS฀EN฀MÕS฀DE฀���฀CENTROS฀ESPA¶OLES�
,O฀DESTACADO฀DE฀LA฀PRUEBA฀0)3!฀ES฀SU฀CONTENIDO�฀YA฀QUE฀EVAL¢A฀COMPETENCIAS฀CLAVES฀

COMO฀LECTURA�฀MATEMÕTICAS฀Y฀CIENCIAS�฀3E฀MIDEN฀TAMBI£N฀COMPETENCIAS฀OPCIONALES�฀COMO฀
LA฀FINANCIERA฀O฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�฀,A฀COMPETENCIA฀QUE฀SE฀HA฀EXPLORADO฀CON฀
MÕS฀PROFUNDIDAD฀EN฀ESTA฀SEXTA฀EDICI�N฀ES฀#IENCIAS�฀9฀LA฀NOVEDAD฀ES฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀HAN฀
REALIZADO฀LA฀PRUEBA฀¤NTEGRAMENTE฀POR฀ORDENADOR�฀ALGO฀COMPLETAMENTE฀INNOVADOR฀HASTA฀
EL฀MOMENTO฀EN฀LA฀REALIZACI�N฀DE฀EVALUACIONES฀EN฀CENTROS฀ESCOLARES฀EN฀%SPA¶A�
0)3!฀VIENE฀MOSTRANDO฀QUE฀LAS฀MEJORAS฀EN฀LA฀EDUCACI�N฀DEPENDEN฀DE฀UN฀ESFUERZO฀

COOPERATIVO฀DE฀LOS฀ALUMNOS�฀LOS฀PROFESORES�฀LOS฀CENTROS�฀LAS฀FAMILIAS฀Y฀LA฀SOCIEDAD฀EN฀
GENERAL�฀$E฀ESE฀ESFUERZO฀NACEN฀LOS฀INFORMES฀INTERNACIONALES฀Y฀NACIONALES฀QUE฀ANALIZAN฀
Y฀DIFUNDEN฀LOS฀RESULTADOS฀DEL฀ESTUDIO฀Y฀QUE฀SE฀PUBLICARÕN฀EN฀DICIEMBRE฀DE฀�����฀

Evolución de los resultados en pisa

,A฀%VOLUCI�N฀DE฀LOS฀RESULTADOS฀DE฀%SPA¶A฀EN฀0)3!฀MUESTRA฀UN฀ESTANCAMIENTO฀EN฀
LAS฀COMPETENCIAS฀DE฀,ECTURA฀Y฀-ATEMÕTICAS�฀EN฀DONDE฀NUESTRO฀PA¤S฀NO฀HA฀LOGRADO฀A¢N฀
SUPERAR฀LA฀PUNTUACI�N฀QUE฀OBTUVO฀EN฀LAS฀PRIMERAS฀EDICIONES�฀!LGO฀MEJOR฀ES฀LA฀SITUACI�N฀
EN฀#IENCIAS�฀DONDE฀SE฀HA฀PRODUCIDO฀UNA฀MEJOR¤A฀EN฀����฀Y฀�����฀QUE฀NO฀ES฀ESTAD¤S

TICAMENTE฀SIGNIFICATIVA�฀PERO฀QUE฀DEJA฀A฀%SPA¶A฀EN฀UNA฀POSICI�N฀NO฀MUY฀LEJANA฀DE฀LA฀
medida de la OCDE. 
,A฀/#$%฀CONCLUYE฀QUE฀��฀PUNTOS฀EN฀0)3!฀EQUIVALEN฀A฀LO฀QUE฀UN฀ALUMNO฀APRENDE฀

en un curso escolar. Por lo tanto, los alumnos españoles se encontrarían un trimestre 
POR฀DEBAJO฀DE฀LA฀MEDIA฀DE฀LA฀/#$%�

4ABLA฀��฀Evolución de los resultados de España y OCDE en las tres competencias en PISA

2000 2003 2006 2009 2012

Lectura España 493 481 488

OCDE 500 493 496

Matemáticas España 485 484

OCDE 500 494

Ciencias España 488 496

OCDE 500 501

&UENTE�฀)NSTITUTO฀.ACIONAL฀DE฀%VALUACI�N฀%DUCATIVA�฀0)3!฀����฀-%#$�฀)NFORME฀%SPA¶OL�

%N฀CUANTO฀A฀LOS฀RESULTADOS฀POR฀#OMUNIDADES฀�&IGURAS฀�
�	�฀SE฀PUEDE฀OBSERVAR฀QUE฀
HAY฀2EGIONES฀QUE฀TIENEN฀UN฀RENDIMIENTO฀SUPERIOR฀A฀LA฀MEDIA฀DE฀LA฀/#$%฀Y฀5%฀EN฀TODAS฀
LAS฀COMPETENCIAS�฀COMO฀.AVARRA฀Y฀-ADRID�฀MIENTRAS฀QUE฀OTRAS฀SE฀ENCUENTRAN฀MUY฀POR฀
DEBAJO฀DE฀ESE฀PROMEDIO�
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Figura 1. Rendimiento de las Comunidades Autónomas de España en Matemáticas en PISA 2012. 
&UENTE�฀)NSTITUTO฀.ACIONAL฀DE฀%VALUACI�N฀%DUCATIVA�฀0)3!฀����฀-%#$�฀)NFORME฀%SPA¶OL�

Figura 2. Rendimiento de las Comunidades Autónomas de España en Ciencias en PISA 2012.
&UENTE�฀)NSTITUTO฀.ACIONAL฀DE฀%VALUACI�N฀%DUCATIVA�฀0)3!฀����฀-%#$�฀)NFORME฀%SPA¶OL�

Figura 3. Rendimiento de las Comunidades Autónomas de España en Lectura en PISA 2012 .
&UENTE�฀)NSTITUTO฀.ACIONAL฀DE฀%VALUACI�N฀%DUCATIVA�฀0)3!฀����฀-%#$�฀)NFORME฀%SPA¶OL�
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0UES฀BIEN�฀LOS฀INDICADORES฀INTERNACIONALES฀SOBRE฀LA฀CALIDAD฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀DE฀%SPA¶A฀
NO฀INVITAN฀AL฀OPTIMISMO฀SOBRE฀EL฀FUTURO฀DEL฀BIENESTAR฀SOCIAL�฀,OS฀RESULTADOS฀DEL฀0ROGRAMA฀
DE฀LA฀/#$%฀DE฀0)3!฀�0ROGRAMME฀FOR฀)NTERNATIONAL฀3TUDENT฀!SSESSMENT	฀SIT¢AN฀A฀%SPA¶A฀
EN฀LOS฀���฀PUNTOS�฀SIGNIFICATIVAMENTE฀POR฀DEBAJO฀DE฀LOS฀���฀DEL฀PROMEDIO฀DE฀LOS฀PA¤SES฀
MÕS฀DESARROLLADOS�฀$ADO฀QUE฀LA฀/#$%฀SE¶ALA฀QUE฀��฀PUNTOS฀EQUIVALEN฀A฀UN฀CURSO฀ESCOLAR�฀
SE฀PUEDE฀CONCLUIR฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀ESPA¶OLES฀DE฀��฀A¶OS฀SE฀ENCUENTRAN฀EN฀MEDIA฀CASI฀UN฀
cuatrimestre de retraso con respecto a sus colegas. Tampoco la tendencia es positiva. 
%N฀EL฀A¶O฀�����฀LA฀PRIMERA฀EDICI�N฀DE฀0)3!�฀NUESTRO฀PA¤S฀OBTUVO฀���฀PUNTOS฀POR฀LOS฀

���฀DE฀LA฀/#$%�฀.UEVE฀A¶OS฀MÕS฀TARDE�฀CUANDO฀DE฀NUEVO฀0)3!฀SE฀CENTR�฀EN฀LECTURA�฀
NUESTRO฀PA¤S฀DISMINUY�฀SU฀PUNTUACI�N฀EN฀��฀PUNTOS�฀LO฀QUE฀LE฀CONVIERTE฀EN฀EL฀QUINTO฀
%STADO฀CON฀PEOR฀EVOLUCI�N฀ENTRE฀����฀Y฀����฀DE฀TODA฀LA฀/#$%฀�Informe PISA. Capítulo 

V: Learning Trends	�฀%STA฀TENDENCIA฀DESCENDENTE฀SE฀PRODUJO฀A฀PESAR฀DE฀QUE฀DURANTE฀ESOS฀
�฀A¶OS฀%SPA¶A฀DUPLIC�฀EL฀GASTO฀P¢BLICO฀EN฀EDUCACI�N฀HASTA฀SITUAR฀EL฀GASTO฀P¢BLICO฀POR฀
ALUMNO฀P¢BLICO฀UN฀���฀POR฀ENCIMA฀DEL฀PROMEDIO฀DE฀LA฀/#$%฀Y฀LA฀5%�฀
-ÕS฀RECIENTES฀SON฀LOS฀RESULTADOS฀DE฀LAS฀PRUEBAS฀REALIZADAS฀POR฀LA฀)%!฀«International 

Association for the Evaluation of Educational Achievement»�฀PUBLICADOS฀EL฀PASADO฀MES฀
DE฀DICIEMBRE�฀SOBRE฀LAS฀COMPETENCIAS฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀DE฀���฀DE฀0RIMARIA฀DE฀��฀PA¤SES฀EN฀
,ECTURA฀Y฀��฀EN฀-ATEMÕTICAS฀Y฀#IENCIAS�฀%SPA¶A฀OCUPA฀LA฀POSICI�N฀��฀DEL฀TOTAL฀DE฀��฀
PA¤SES฀DE฀LA฀/#$%฀QUE฀PARTICIPAN฀EN฀ESTAS฀PRUEBAS฀EN฀,ECTURA฀Y฀-ATEMÕTICAS�฀Y฀EL฀��฀
EN฀#IENCIAS�฀CON฀UNOS฀RESULTADOS฀SIMILARES฀A฀LOS฀DE฀PRUEBAS฀ANTERIORES฀EN฀����฀Y฀�����฀
2ESULTA฀SORPRENDENTE฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀ESPA¶OLES฀SE฀ENCUENTREN฀YA฀REZAGADOS฀NADA฀MÕS฀
EMPEZAR฀SU฀VIDA฀ESCOLAR�฀EN฀���฀DE฀0RIMARIA�฀A฀PESAR฀DE฀QUE฀%SPA¶A฀ES฀UNO฀DE฀LOS฀PA¤SES฀
CON฀MAYORES฀TASAS฀DE฀ESCOLARIZACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀INFANTIL�฀

Si los indicadores de calidad educativa no son positivos para nuestro país, tampoco 
RESULTAN฀OPTIMISTAS฀LOS฀DE฀CANTIDAD�฀,A฀TASA฀DE฀ABANDONO฀TEMPRANO฀EDUCATIVA฀ES฀INFERIOR฀
A฀LA฀DE฀LA฀5%�฀CON฀EL฀AGRAVANTE฀DE฀SU฀MARCADA฀DISTRIBUCI�N฀INEQUITATIVA�฀LOS฀J�VENES฀DE฀
MADRE฀CON฀ESTUDIOS฀SUPERIORES฀TIENEN฀SEIS฀VECES฀MENOS฀DE฀PROBABILIDAD฀DE฀ABANDONAR฀LOS฀
ESTUDIOS�฀%N฀DEFINITIVA�฀HAY฀QUE฀LLEVAR฀A฀CABO฀MEDIDAS฀EDUCATIVAS฀QUE฀PERMITAN฀MEJORAR฀LA฀
CALIDAD฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀AS¤฀COMO฀AUMENTAR฀EL฀PORCENTAJE฀DE฀ALUMNOS฀QUE฀FINALIZA฀ESTUDIOS฀
DE฀"ACHILLERATO฀O฀&0฀DE฀'RADO฀-EDIO�฀EL฀UMBRAL฀A฀PARTIR฀DEL฀CUAL฀LOS฀J�VENES฀PODRÕN฀INSER

TARSE฀CON฀GARANT¤AS฀EN฀EL฀MUNDO฀LABORAL฀Y฀DESARROLLAR฀UNA฀VIDA฀PROFESIONAL฀SATISFACTORIA�฀
4ENIENDO฀PRESENTES฀ESTOS฀RESULTADOS฀Y฀LAS฀CONSIDERACIONES฀QUE฀LAS฀ORGANIZACIONES฀

INTERNACIONALES฀ESPECIALIZADAS฀EN฀EDUCACI�N฀Y฀M¢LTIPLES฀EXPERTOS฀HAN฀SE¶ALADO฀COMO฀
MUY฀¢TILES฀EN฀LA฀MEJORA฀DE฀LOS฀SISTEMAS฀EDUCATIVOS�฀ES฀DE฀INTER£S฀LA฀SIGUIENTE฀PROPUESTA฀
DE฀MEJORA�

 — ,A฀ INTRODUCCI�N฀DE฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZAS�฀ LA฀PRÕCTICA฀DE฀ TRANSPA

RENCIA฀ Y฀ RENDICI�N฀ DE฀ CUENTAS฀ ESTÕ฀MUY฀ EXTENDIDA฀ YA฀ ENTRE฀ LOS฀ PA¤SES฀MÕS฀
AVANZADOS฀DEL฀MUNDO�฀%N฀��฀DE฀LOS฀��฀PA¤SES฀DE฀LA฀/#$%฀EXISTE฀UNA฀PRUEBA฀
EXTERNA฀Y฀ESTANDARIZADA�฀$OS฀DE฀CADA฀TRES฀ALUMNOS฀DE฀LOS฀PA¤SES฀MÕS฀DESARRO

LLADOS฀DEL฀MUNDO฀SE฀ENCUENTRAN฀EN฀SISTEMAS฀EDUCATIVOS฀EN฀LOS฀QUE฀SE฀REALIZAN฀
ESTE฀TIPO฀DE฀PRUEBAS�฀,OS฀EXÕMENES฀EXTERNOS฀Y฀ESTANDARIZADOS฀SE฀HAN฀MOSTRADO฀
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COMO฀UNA฀HERRAMIENTA฀MUY฀ElCAZ฀PARA฀MEJORAR฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LOS฀ALUMNOS�฀
,OS฀PROFESORES฀DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀3TANFORD฀%RIC฀(ANUSHEK฀Y฀EL฀DEL฀)NSTITUTO฀
#ES)FO฀DE฀-UNICH฀,UDGER฀7OESSMANN�฀RESUMEN฀EN฀EL฀Handbook of the Eco-

nomics of Education�฀�����฀HASTA฀��฀ESTUDIOS฀PUBLICADOS฀EN฀REVISTA฀DE฀GRAN฀
REPUTACI�N฀QUE฀ENCUENTRAN฀QUE฀LAS฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZAS฀MEJORA฀EL฀
RENDIMIENTO฀ACAD£MICO฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀ENTRE฀UN฀���฀Y฀UN฀���฀DE฀LA฀DESVIA

CI�N฀T¤PICA�฀TANTO฀COMO฀DE฀MEDIO฀A฀UN฀CURSO฀ESCOLAR฀ENTERO�

 — Dotar de autonomía a los centros educativos. La autonomía permite a los centros 
TOMAR฀DECISIONES฀ORGANIZATIVAS�฀DE฀RECURSOS฀Y฀DE฀CURRICULUM฀AL฀MISMO฀TIEMPO฀
QUE฀FACILITA฀QUE฀PADRES฀Y฀ALUMNOS฀PUEDEN฀ELEGIR฀ENTRE฀UNA฀OFERTA฀VARIADA฀AQUEL฀
CENTRO฀QUE฀MEJOR฀SE฀AJUSTA฀A฀SUS฀INTERESES฀O฀SENSIBILIDADES฀�"ANCO฀-UNDIAL�฀�����฀
School Autonomy and Accountability	�฀,A฀AUTONOM¤A฀DE฀LOS฀CENTROS฀EN฀%SPA¶A฀
SE฀ENCUENTRA฀REZAGADA฀CON฀RESPECTO฀A฀LA฀/#$%฀Y฀LA฀5%฀�Education at a Glance, 
����	�฀4AN฀SOLO฀UN฀���฀DE฀LAS฀DECISIONES฀QUE฀SE฀TOMAN฀EN฀LA฀%3/฀LAS฀REALIZAN฀
LOS฀PROPIOS฀CENTROS฀POR฀EL฀���฀DE฀LA฀/#$%฀Y฀EL฀���฀DE฀LA฀5%�฀%STE฀DESFASE฀SE฀
CENTRA฀SOBRE฀TODO฀EN฀LA฀GESTI�N฀DE฀RECURSOS�฀DE฀PERSONAS฀Y฀EN฀LA฀PLANIlCACI�N฀Y฀
ESTRUCTURAS�฀,A฀ESCASA฀AUTONOM¤A฀DE฀LOS฀CENTROS฀ESPA¶OLES฀PUEDE฀EXPLICAR฀PARTE฀
de nuestro peor desempeño pues la toma de decisiones por parte de los propios 
CENTROS฀TIENE฀UNA฀RELACI�N฀POSITIVA฀Y฀SIGNIlCATIVA฀CON฀EL฀RENDIMIENTO฀DE฀LOS฀ALUM

NOS�฀SOBRE฀TODO฀EN฀LOS฀PA¤SES฀MÕS฀DESARROLLADOS฀�0)3!฀�����฀6OLUME฀)6�฀What 

Makes a School Successful?�฀(ANUSHEK�฀,INK฀Y฀7OESSMANN�฀����฀Does School 

Autonomy Make Sense Everywhere? Panel Estimates from PISA, Documento de 
4RABAJO฀DEL฀."%2	�฀%L฀SIGUIENTE฀GRÕlCO฀EXTRA¤DO฀DE฀LA฀PÕGINA฀���฀DE฀(ANUSHEK฀
Y฀7OESSMAN�฀Handbook of the Economics of Education฀�����฀MUESTRA฀QUE฀LA฀
COMBINACI�N฀ENTRE฀AUTONOM¤A฀DE฀LOS฀CENTROS฀Y฀PRUEBAS฀EXTERNAS฀Y฀ESTANDARIZADAS฀
PUEDE฀MEJORAR฀LOS฀RESULTADOS฀EN฀4)-33�0)2,3฀HASTA฀EN฀��฀PUNTOS�

 Figura 4. Relación entre la Autonomía de los centros y rendimiento en pruebas externas (TIMSS).
&UENTE�฀%RIC฀(ANUSHEK�฀i4HE฀%CONOMICS฀OF฀INTERNATIONAL฀DIFFERENCES฀IN฀EDUCATIONAL฀ACHIEVEMENTw฀�
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 — 2EFORZAR฀LAS฀MATERIAS฀INSTRUMENTALES฀DE฀LENGUA฀Y฀MATEMÕTICAS�฀!CTUALMENTE�฀
España es uno de los países con más horas de clase lectiva para los alumnos 
AL฀A¶O฀Y�฀ SIN฀EMBARGO�฀ES฀DE฀ LOS฀QUE฀MENOS฀HORAS฀DE฀CLASE฀DEDICA฀A฀MATE

MÕTICAS฀ Y฀ LENGUA�฀ %S฀ DECIR�฀ QUE฀ SE฀ DEDICAN฀MUCHAS฀ HORAS฀ LECTIVAS฀ A฀ OTRAS฀
MATERIAS฀DIFERENTES฀A฀LAS฀INSTRUMENTALES�฀$E฀NUEVO�฀EXISTE฀EVIDENCIA฀EMP¤RICA฀
DE฀QUE฀UN฀AUMENTO฀DE฀LAS฀HORAS฀DE฀CLASE฀MEJORA฀LOS฀RESULTADOS฀EN฀LAS฀ASIGNA

TURAS฀CORRESPONDIENTES฀�,EVY�฀�����฀$O฀$IFFERENCES฀IN฀3CHOOL�S฀)NSTRUCTION฀
4IME฀%XPLAIN฀)NTERNATIONAL฀!CHIEVEMENT฀'APS฀IN฀-ATH�฀3CIENCE�฀AND฀2EAD

ING�฀%VIDENCE฀ FROM฀$EVELOPED฀ AND฀$EVELOPING฀#OUNTRIES�฀$OCUMENTO฀ DE฀
4RABAJO฀DE฀5NIVERSIDAD฀DE฀7ARWICK	�฀%STAS฀TRES฀MEDIDAS฀QUE฀CONTEMPLA฀LA฀
,/-#%฀AYUDARÕN฀A฀MEJORAR฀DE฀FORMA฀SIGNIlCATIVA฀LA฀CALIDAD฀DE฀LA฀EDUCA

CI�N฀EN฀NUESTRO฀PA¤S฀CONTRIBUYENDO฀A฀ENCARAR฀CON฀MEJORES฀GARANT¤AS฀LO฀RETOS฀
QUE฀SUPONEN฀GLOBALIZACI�N฀DE฀LA฀ACTIVIDAD฀ECON�MICA฀Y฀LAS฀INTRODUCCI�N฀DE฀
nuevas tecnologías.
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Resumen

#ON฀MOTIVO฀DE฀LA฀PREPARACI�N฀DE฀NUESTRA฀CONTRIBUCI�N฀EN฀EL฀LIBRO฀(OMENAJE฀AL฀CUMPLEA¶OS฀
DE฀,UIS�฀SE฀NOS฀OCURRI�฀REUNIRNOS�฀CON฀PROP�SITO฀ACAD£MICO�฀PARA฀LLEVAR฀AL฀AULA฀NUEVAMENTE฀UNO฀
DE฀LOS฀TRABAJOS฀SEMINALES฀QUE฀MÕS฀MARC�฀NUESTRO฀PROCESO฀DE฀FORMACI�N฀COMO฀MAESTROS�฀SEM

BRANDO฀EN฀NOSOTROS฀UN฀INTER£S฀POR฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀QUE฀A¢N฀PERDURA�฀

��฀(ACE฀��฀A¶OS฀QUE฀EN฀LAS฀))฀*ORNADAS฀DE฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀4HALES฀�!LMER¤A�฀����	฀
PRESENTAMOS฀UN฀TRABAJO฀EMP¤RICO฀SOBRE฀VERBOS฀Y฀PROBLEMAS฀ESCOLARES�

��฀%L฀ESTUDIO฀PART¤A฀DE฀LA฀IDEA฀DE฀QUE฀LOS฀VERBOS฀TIENEN฀UN฀PAPEL฀RELEVANTE฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀
DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀E฀INCIDEN฀Y฀CONDICIONAN฀SIGNIFICATIVAMENTE฀LOS฀PROCESOS฀DE฀ENSE¶ANZA฀Y฀
RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS�

��฀z9฀POR฀QU£฀NO฀HACEMOS฀UNA฀R£PLICA฀DEL฀TRABAJO฀VERBO
OPERACI�N�฀A฀VER฀QU£฀SALE�
"AJO฀ESTAS฀TRES฀PREMISAS฀OFRECEMOS฀AQU¤฀LOS฀RESULTADOS฀DE฀LA฀APLICACI�N฀DE฀LA฀MISMA฀PRUEBA฀

A฀TRES฀D£CADAS฀DE฀SU฀CREACI�N�฀.OS฀PREGUNTAMOS฀HOY฀QU£฀COSAS฀HAN฀PERMANECIDO฀INAMOVIBLES฀
Y฀CUÕLES฀HAN฀CAMBIADO฀A฀LO฀LARGO฀DE฀ESTE฀TRANCE฀Y฀C�MO฀ELLO฀HA฀AFECTADO฀A฀ESTA฀RELACI�N฀ENTRE฀
VERBOS�฀PROBLEMAS฀Y฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�

Palabras clave: PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀ESCOLARES�฀INVENCI�N฀DE฀PROBLEMAS�฀VERBO฀Y฀OPERA

CI�N�฀VARIABLES฀LINGÓ¤STICAS

ABSTRACT

On the occasion of the preparation of our contribution in the Proceeding to the birthday 

of Luis, we meeting, for academic purposes, to bring to the classroom again one of the seminal 

Tortosa, A., González, B., González, %�฀Y฀Gutiérrez�฀*�฀�����	�฀,A฀RELACI�N฀VERBO
OPERACI�N฀
REVISITADA฀��฀A¶OS฀DESPU£S�฀%STUDIO฀DE฀R£PLICA฀SOBRE฀VARIABLES฀LINGÓ¤STICAS฀EN฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀ESCO

LARES�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación 

Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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works most marked our training as teachers, sowing in us a interest in research in mathematics 

education that still exists.

1. 30 years in the Second Conference on Mathematics Education Thales (Almería, 1985) 

present an empirical work on verbs and school problems.

2. The study was based on the idea that verbs play an important role in learning and 

influence of mathematics and significantly condition the processes of teaching and solving 

arithmetic problems.

3. Why do not we make a replication of the verb-operation work, to see what comes up?

Under these three premises we offer here the results of the application of the same test 

three decades of creation. We wonder today how things have remained immovable and which 

have changed throughout this ordeal and how it has affected the relationship between verbs and 

mathematics education problems.

Keywords: schoolar arithmetic problems, invention problem, word and operation, linguistic 

labels.

Introducción

i5N฀PROBLEMA฀ES฀UNA฀SITUACI�N฀STANDARD฀EN฀DONDE฀HAY฀QUE฀CALCULAR฀UN฀DATO฀DESCONOCIDO฀
MEDIANTE฀OPERACIONES฀ARITM£TICAS฀YA฀ESTUDIADAS�฀REALIZADAS฀A฀PARTIR฀DE฀LOS฀DATOS฀DE฀UNA฀
INFORMACI�N�฀0ERO฀EL฀PROBLEMA฀RESPONDE฀DIF¤CILMENTE฀A฀UNA฀SITUACI�N฀REAL�฀TAL฀Y฀COMO฀ESTÕ�฀
Y฀ADEMÕS฀SU฀DESARROLLO฀EN฀PARALELO฀Y฀SIMULTÕNEO฀CON฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀OPERACIONES฀
ARITM£TICAS�฀HACE฀QUE฀SE฀ESTUDIEN฀SITUACIONES฀PURAMENTE฀CONVENCIONALES฀Y฀MUY฀DISTINTAS฀
DE฀LAS฀QUE฀SE฀DAN฀EN฀LA฀VIDA฀REALw฀�2ICO฀Y฀COL�฀�����฀P�฀��	�

%L฀PRESENTE฀TEXTO฀CONSTITUYE฀UN฀ESTUDIO฀DE฀R£PLICA฀DE฀UN฀TRABAJO฀REALIZADO฀ALLÕ฀POR฀
EL฀A¶O฀����฀EN฀EL฀SENO฀DE฀UN฀3EMINARIO฀DE฀MAESTROS฀DONDE฀TRABAJÕBAMOS฀COLABORATIVA

MENTE฀CON฀LOS฀PROFESORES฀DEL฀$PTO�฀$IDÕCTICA฀-ATEMÕTICAS฀COMPARTIENDO฀INQUIETUDES฀Y฀
BUSCANDO฀RESPUESTAS฀DESDE฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀EL฀AULA฀A฀CUESTIONES฀REALES฀DEL฀D¤A฀A฀D¤A฀DE฀
LAS฀CLASES฀DE฀MATEMÕTICAS฀�2ICO฀Y฀COL��฀�����฀����� ����A� ����A� ����	�฀3IN฀ORDENADOR�฀
SIN฀TEL£FONO฀M�VIL�฀SIN฀TAXONOM¤AS฀DE฀REFERENCIA฀A฀LOS฀TIPOS฀DE฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀
QUE฀SE฀PROPON¤AN฀EN฀LAS฀CLASES฀DE฀MATEMÕTICAS�฀SIN฀PAQUETES฀ESTAD¤STICOS฀DE฀ANÕLISIS฀DE฀
DATOS฀CUANTITATIVOS฀NI฀SOFTWARE฀INFORMÕTICO฀DE฀APOYO฀AL฀ANÕLISIS฀CUALITATIVO฀DEL฀CONTENIDO฀
SEMÕNTICO฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀INVENTADOS฀POR฀LOS฀ESCOLARES�฀3IN฀PowerPoint para defender 
Y฀APOYAR฀LA฀ARGUMENTACI�N฀DE฀RESULTADOS฀PRESENTÕBAMOS฀EN฀SEPTIEMBRE฀UN฀PRIMER฀AVANCE฀
DE฀RESULTADOS฀DE฀UN฀TRABAJO฀ORIGINAL฀QUE฀ESTABA฀A฀LA฀ALTURA฀DE฀LOS฀REFERENTES฀MUNDIALES฀DE฀
LO฀QUE฀EN฀ESE฀MOMENTO฀EMPEZABAN฀A฀PROPONER฀OTROS฀AUTORES฀DE฀CONTEXTOS฀CULTURALES฀NO฀
HISPANOS฀�.ESHER�฀�����฀6ERGNAUD�฀�����฀#ARPENTER฀Y฀-OSER�฀����	�฀Épsilon฀PUBLIC�฀EN฀
ESTA฀£POCA฀DOS฀ART¤CULOS฀QUE฀RECOG¤AN฀LA฀FILOSOF¤A฀DE฀TRABAJO฀DEL฀GRUPO฀Y฀EL฀ENFOQUE฀DADO฀
A฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀COMO฀METODOLOG¤A฀ACTIVA฀�2ICO฀Y฀COL��฀�����฀����A	�฀.OS฀
SITUAMOS฀EN฀LOS฀INICIOS฀DE฀LO฀QUE฀SER¤A฀UNA฀ARQUITECTURA฀INCIPIENTE฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀SOBRE฀
ARITM£TICA฀ESCOLAR฀Y฀MÕS฀CONCRETAMENTE฀SOBRE฀INVENCI�N�฀RESOLUCI�N฀Y฀CARACTERIZACI�N฀DE฀
TIPOLOG¤AS฀DE฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀ESCOLARES�฀2EFERENCIAS฀RECIENTES฀A฀ESTE฀ESTUDIO฀Y฀SUS฀
VARIANTES฀ATIENDEN฀AL฀USO฀DE฀PALABRAS฀CLAVE฀E฀INDICIOS฀VERBALES฀DIRECTOS฀O฀INVERSOS฀COMO฀
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VARIABLES฀DETERMINANTES฀DE฀LA฀APUESTA฀POR฀UN฀TIPO฀DE฀OPERACI�N�฀0OR฀EJEMPLO�฀#ASTRO฀�����	฀
FORZ�฀A฀SUS฀ESTUDIANTES฀DE฀PROFESORES฀A฀EMPLEAR฀EL฀VERBO฀iFALTARw฀PARA฀FORMULAR฀PROBLEMAS฀
DE฀SUMA฀Y฀iA¶ADIRw฀PARA฀RESOLVER฀PROBLEMAS฀CON฀UNA฀RESTA�฀)DEA฀QUE฀YA฀HAB¤AMOS฀EXPLO

RADO฀EN฀NUESTRO฀ESTUDIO�฀DESCUBRIENDO฀QUE฀iROBARw฀ERA฀UN฀VERBO฀DE฀SUMA฀DEPENDIENDO฀DEL฀
COLEGIO฀Y฀LA฀CLASE฀SOCIAL฀DE฀LAS฀FAMILIAS฀DEL฀MISMO�฀%STA฀L¤NEA฀DE฀TRABAJOS฀RATIFICA฀EL฀VALOR฀
POSICIONAL฀DE฀AQUELLA฀IDEA฀SEMINAL฀EN฀LA฀COMUNIDAD฀CIENT¤FICA฀Y฀NOS฀LLEVA฀A฀PREGUNTARNOS฀
POR฀LA฀RELEVANCIA฀E฀INTER£S฀DE฀ESTA฀APORTACI�N฀AL฀CAMPO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀CUYA฀
VIGENCIA฀SIGUE฀ARROJANDO฀CITAS฀A฀D¤A฀DE฀HOY�฀%L฀TRABAJO฀HA฀SIDO฀AMPLIAMENTE฀REFERENCIADO฀
Y฀USADO฀CON฀FRECUENCIA฀EN฀LOS฀PROGRAMAS฀DE฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀A฀LO฀LARGO฀DE฀ESTAS฀
¢LTIMAS฀D£CADAS฀�0UIG฀Y฀#ERDÕ�฀����	�฀!CTUALMENTE฀EL฀ESTUDIO฀SIGUE฀RECIBIENDO฀CITAS฀
RECIENTES฀QUE฀SIN฀LUGAR฀A฀DUDAS฀MUESTRAN฀EL฀VALOR฀DE฀PERDURABILIDAD฀DE฀UNA฀IDEA฀MOTRIZ�฀DE฀
INDISCUTIBLE฀CALADO฀E฀INTER£S฀EN฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀DIGNA฀DE฀MAYOR฀ATENCI�N�฀2ESULTA฀
CURIOSO฀CONSTATAR฀EL฀INCREMENTO฀QUE฀HA฀EXPERIMENTADO฀ESTE฀T�PICO฀CON฀LA฀IMPLANTACI�N฀DE฀
LOS฀GRADOS฀Y฀MÕSTERES฀QUE฀HAN฀CONVERTIDO฀ESTE฀ÕMBITO฀EN฀UN฀CAMPO฀EMP¤RICO฀F£RTIL฀DONDE฀
EJERCITAR฀TAREAS฀VINCULADAS฀AL฀4&-฀O฀4&'฀QUE฀FAVORECEN฀LA฀INICIACI�N฀A฀LA฀INVESTIGACI�N�

Antecedentes

%L฀ESTUDIO฀SE฀INICIA฀EN฀EL฀CURSO฀��
���฀EN฀EL฀CONTEXTO฀DE฀ARRANQUE฀Y฀CONSTITUCI�N฀DEL฀
Grupo EGB de la APMA�฀%N฀ESE฀MOMENTO฀NOS฀PREGUNTÕBAMOS฀POR฀LA฀RELACI�N฀ENTRE฀LA฀
RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀Y฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀�2ICO฀Y฀COL��฀����	�฀AS¤฀COMO฀SU฀
TRATAMIENTO฀EN฀EL฀CURR¤CULUM฀ESCOLAR฀�2ICO฀Y฀COL��฀�����฀����A�฀����A�฀2ICO฀Y฀COL�฀����	�฀
LOS฀CRITERIOS฀QUE฀DETERMINABAN฀LAS฀VARIABLES฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀�#ASTRO�฀2ICO฀
Y฀'IL�฀����	�฀DESTACANDO฀ENTRE฀OTRAS�฀LA฀INFORMACI�N฀PROPORCIONADA฀�2ICO฀Y฀COL��฀����B�฀
2ICO฀Y฀COL��฀����D	�฀LA฀CUESTI�N฀O฀PREGUNTA฀PLANTEADA฀�4ORTOSA฀Y฀2ICO�฀����	�฀EL฀PAPEL฀DE฀
LOS฀VERBOS฀AFINES฀O฀CONTRARIOS฀�2ICO฀Y฀COL��฀����A	�฀LA฀SECUENCIA฀OPERATORIA฀QUE฀RELACIONABA฀
LA฀INFORMACI�N฀CON฀LA฀PREGUNTA฀�#ASTRO�฀2ICO฀Y฀COL�฀�����฀����A�B�฀#ASTRO�฀2ICO฀Y฀COL�฀
�����฀2ICO฀Y฀COL�฀����A�B�฀#ASTRO�฀#ASTRO�฀2ICO฀Y฀COL��฀����	�฀%L฀TRABAJO฀PART¤A฀DE฀ALGUNAS฀
PREMISAS฀TALES฀COMO�฀QUE฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀ES฀UN฀M£TODO฀CON฀ENTIDAD฀PROPIA�฀
QUE฀LOS฀PROBLEMAS฀SURGEN฀DE฀SITUACIONES฀REALES�฀QUE฀LA฀PREGUNTA฀DE฀UN฀PROBLEMA฀DEBE฀TENER฀
SENTIDO฀PARA฀QUIEN฀HA฀DE฀RESPONDER฀Y฀PARA฀EL฀QUE฀LA฀PLANTEA�฀QUE฀EL฀ALUMNO฀PUEDE฀Y฀DEBE฀
PLANTEAR฀CUESTIONES฀SIGNIFICATIVAS฀DENTRO฀DE฀UN฀CONTEXTO�฀QUE฀LA฀RESPUESTA฀NO฀TIENE฀POR฀QU£฀
SER฀¢NICA�฀PUEDE฀HABER฀SOLUCIONES฀M¢LTIPLES�฀QUE฀EL฀DEBATE฀Y฀LA฀DISCUSI�N฀ENTRE฀LOS฀ALUMNOS฀
SOBRE฀LA฀FORMA฀ADECUADA฀DE฀LOCALIZAR฀Y฀MANEJAR฀UNA฀INFORMACI�N�฀MEJORA฀LA฀CAPACIDAD฀
DE฀EXPRESI�N�฀DE฀PLANTEAR฀CUESTIONES฀Y฀BUSCAR฀RESPUESTAS�฀OBLIGA฀A฀ESTOS฀A฀JUSTIFICAR฀SUS฀
ACTUACIONES�฀PERMITE฀CONOCER฀CUÕLES฀SON฀LOS฀PROCEDIMIENTOS฀PUESTOS฀EN฀JUEGO�฀CAPACITANDO฀
AL฀ALUMNO฀PARA฀ENFRENTARSE฀A฀LAS฀CONSECUENCIAS฀DE฀SU฀ELECCI�N฀Y฀MEJORAR฀SUS฀ACTUACIONES�฀
QUE฀EL฀PROFESOR฀FAVORECE฀EL฀PENSAMIENTO฀CREATIVO฀Y฀CONSIGUE฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀SE฀SIENTAN฀
MOTIVADOS฀CON฀ESTA฀METODOLOG¤A�฀%VIDENTEMENTE฀TODOS฀ESTOS฀PLANTEAMIENTOS฀IBAN฀CONTRA฀
UNA฀VISI�N฀CAUTIVA�฀ESTRECHA฀Y฀CERRADA฀IMPERANTE฀EN฀LAS฀AULAS�฀ORIENTADA฀A฀OCUPAR฀EL฀TIEMPO฀
DE฀LOS฀ALUMNOS฀RESOLVIENDO฀LISTAS฀INTERMINABLES฀DE฀PROBLEMAS฀TIPO฀AL฀FINAL฀DE฀CADA฀TEMA�
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!฀LO฀LARGO฀DE฀UNA฀D£CADA�฀LLEVAMOS฀A฀CABO฀UNA฀INVESTIGACI�N฀SISTEMÕTICA฀INSPIRADA฀EN฀
UNA฀DIDÕCTICA฀ACTIVA฀PARA฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�฀%L฀TRABAJO฀DEL฀GRUPO฀SE฀PLANTEABA฀
CON฀METODOLOG¤AS฀ABIERTAS฀QUE฀DABAN฀LA฀PALABRA฀AL฀ESTUDIANTE฀Y฀OTORGABAN฀AL฀PROFESOR฀
UN฀PAPEL฀CREATIVO฀EN฀LA฀ELABORACI�N฀DE฀MATERIALES฀DE฀APOYO฀Y฀COMPLEMENTACI�N฀AL฀LIBRO฀
DE฀TEXTO฀ORDINARIO฀Y฀AL฀MODELO฀DE฀ENSE¶ANZA
APRENDIZAJE�฀QUE฀CONVERT¤AN฀EL฀D¤A฀A฀D¤A฀EN฀
UNA฀AVENTURA฀INNOVADORA฀Y฀CONSTRUCTIVISTA�฀%L฀3EMINARIO฀SE฀CONSTRUYE฀COMO฀UN฀ESPACIO฀
APROPIADO฀DONDE฀CONFRONTAR฀TRES฀PERFILES฀DE฀COMPETENCIAS฀SIN฀CAER฀EN฀LA฀TENTACI�N฀DE฀
CONSIDERARLAS฀CATEGOR¤AS฀EXCLUYENTES฀NI฀EXCLUSIVAS�฀HACER฀INVESTIGACI�N�฀PLANIFICAR฀EL฀
CURR¤CULUM฀E฀INTERVENIR฀EN฀EL฀AULA฀�2ICO�฀����	�฀,A฀F�RMULA�฀A฀PRIORI�฀PODR¤A฀HABER฀SIDO฀
UN฀C�CTEL฀EXPLOSIVO�฀SI฀BIEN฀LAS฀INTERACCIONES฀PROLONGADAS฀EN฀EL฀TIEMPO฀HICIERON฀POSIBLE฀
QUE฀CADA฀CUAL฀APROVECHARA฀A฀SU฀MODO฀AQUEL฀ESPACIO฀DE฀CRECIMIENTO฀PROFESIONAL�฀,A฀
MOTIVACI�N฀A¶ADIDA฀QUE฀CONLLEVABA฀EL฀COMPARTIR฀TAREAS฀DE฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀ARIT

M£TICOS฀HIZO฀POSIBLE฀QUE฀LOS฀AUTORES฀DE฀ESTE฀TRABAJO฀NOS฀CONOCI£RAMOS�฀Y฀EMPEZÕRAMOS฀A฀
TRABAJAR฀CON฀,UIS฀CADA฀MARTES�฀#OMO฀UNA฀GRATA฀OBLIGACI�N฀Y฀CON฀UNA฀F£RREA฀DISCIPLINA฀DE฀
militancia con la enseñanza de las matemáticas, el grupo empieza a reunirse cada martes 
DE฀�฀A฀��฀$ISE¶AMOS฀SITUACIONES฀DE฀APRENDIZAJE฀QUE฀FUERON฀ENSAYADAS฀COMO฀EXPERIENCIAS฀
DE฀INVESTIGACI�N฀ACCI�N฀EN฀EL฀AULA฀QUE฀ACTUABAN฀DE฀REVULSIVO฀AL฀ESQUEMA฀CLÕSICO฀DE฀PRO

BLEMAS�฀LA฀TABLETA฀DE฀CHOCOLATE�฀EL฀SUPERMERCADO�฀LAS฀BOTELLAS฀DE฀REFRESCO�฀EL฀PERI�DICO�฀
MIDO฀MI฀CUERPO฀Y฀OBJETOS฀DE฀MI฀CLASE�฀HAGO฀EL฀PLANO฀DE฀LA฀CLASE฀Y฀DEL฀PATIO฀DEL฀COLEGIO�฀
CONSTRUIMOS฀EL฀PLANO฀DE฀UNA฀CASA�฀9฀EN฀PARALELO฀INICIÕBAMOS฀ESTUDIOS฀DE฀CASOS฀�2ICO฀Y฀
COL��฀����B	฀EN฀PROFUNDIDAD฀E฀INVESTIGACIONES฀EMP¤RICAS฀LOCALES฀MÕS฀ACOTADAS฀COMO฀LA฀
QUE฀NOS฀OCUPA฀EN฀ESTE฀TEXTO�฀%NTRE฀LOS฀CAMBIOS฀MÕS฀RELEVANTES฀QUE฀EXPERIMENTAMOS฀LOS฀
PROFESORES฀IMPLICADOS฀EN฀AQUELLA฀INVESTIGACI�N฀DESTACAMOS฀�2ICO฀Y฀COL��฀����C�฀����E	�฀
I	฀LA฀NECESIDAD฀DE฀INTRODUCIR฀LOS฀PROBLEMAS฀DESDE฀EL฀INICIO฀DE฀CADA฀TEMA�฀Y฀NO฀ESPERAR฀A฀
LAS฀APLICACIONES�฀II	฀ENFATIZAR฀EL฀PAPEL฀DEL฀ALUMNO฀COMO฀AUTOR฀DE฀SU฀PROPIO฀APRENDIZAJE฀
Y฀NO฀COMO฀UN฀RECEPTOR฀MÕS฀O฀MENOS฀PASIVO฀DE฀LA฀INFORMACI�N฀PREVIAMENTE฀SELECCIONADA฀
POR฀EL฀PROFESOR�฀III	฀SE฀MODIFICA฀SIGNIFICATIVAMENTE฀LA฀VISI�N฀TRADICIONAL฀DEL฀CONOCIMIENTO฀
COMO฀ALGO฀YA฀ELABORADO฀Y฀PREPARADO฀PARA฀SU฀CONSUMO�฀Y฀SE฀REEMPLAZA฀POR฀LA฀CONCEP

TUALIZACI�N฀DE฀QUE฀EXISTEN฀SITUACIONES฀REALES฀ANTE฀LAS฀QUE฀UNA฀PERSONA฀SE฀PLANTEA฀UNAS฀
CUESTIONES฀SEG¢N฀SUS฀INTERESES฀Y฀NECESIDADES�฀DONDE฀EL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀SIRVE฀
PARA฀DAR฀RESPUESTA฀A฀ALGUNAS฀DE฀ESAS฀CUESTIONES�฀IV	฀EL฀TRABAJO฀EN฀EQUIPO฀POR฀PARTE฀DE฀
LOS฀ALUMNOS�฀SE฀CONSIDERA฀TAN฀IMPORTANTE฀COMO฀EL฀TRABAJO฀INDIVIDUAL�฀LA฀DISCUSI�N฀DE฀LAS฀
T£CNICAS฀DE฀RESOLUCI�N฀Y฀DE฀LOS฀VALORES฀OBTENIDOS฀SE฀CONSIDERA฀UN฀M£TODO฀DE฀TRABAJO฀A฀
POTENCIAR�฀V	฀LA฀INVENCI�N฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀POR฀LOS฀ALUMNOS฀SE฀PRESENTA฀COMO฀EL฀M£TODO฀
MÕS฀ADECUADO฀PARA฀ELABORAR฀ENUNCIADOS�฀VI	฀ELABORACI�N฀DE฀ESQUEMAS฀DE฀TRABAJO฀EN฀TRES฀
FASES�฀CON฀SUS฀TAREAS฀Y฀MATERIAL฀�PREPARACI�N�฀DESARROLLO฀PRÕCTICO�฀ANÕLISIS฀Y฀VALORACI�N	�฀
VII	฀LA฀DETERMINACI�N฀DE฀CRITERIOS฀PARA฀CLASIFICAR฀LAS฀PREGUNTAS฀INVENTADAS฀POR฀LOS฀ALUMNOS฀
Y฀EL฀TRABAJO฀CON฀VERBOS฀AFINES฀O฀NO฀AFINES฀A฀UNA฀DETERMINADA฀OPERACI�N�฀VIII	฀ANÕLISIS฀DE฀
LA฀INTERACCI�N฀VERBAL฀PROFESOR�ALUMNO฀PARA฀DETECTAR฀LOS฀PRINCIPALES฀ERRORES฀COMETIDOS฀
POR฀LOS฀ALUMNOS฀E฀INCIDENCIA฀QUE฀TIENEN฀LAS฀INTERVENCIONES฀DEL฀PROFESOR�฀VIII	฀ANÕLISIS฀
SOBRE฀EL฀PROCESO฀SEGUIDO฀POR฀LOS฀ALUMNOS฀EN฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�
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Problemas de ayer y hoy

$ESDE฀LOS฀AVANCES฀DE฀INVESTIGACI�N฀CONTEMPORÕNEA฀EN฀LA฀CAMPO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀
MATEMÕTICA�฀SE฀ADMITE฀QUE฀ES฀DISCUTIBLE฀CONSIDERAR฀COMO฀TAREAS฀DE฀RESOLUCI�N฀DE฀PRO

BLEMAS฀LAS฀PROPUESTAS฀EN฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀QUE฀OFRECEN฀TEXTOS฀VERBALES฀QUE฀SE฀RESUELVEN฀
CON฀SIMPLES฀EJERCICIOS฀DE฀CÕLCULO฀ARITM£TICO฀DE฀DOS฀O฀TRES฀N¢MEROS�฀QUE฀MÕS฀POTENCIAN฀
LA฀REPETICI�N฀MECÕNICA฀DE฀UNA฀REGLA�฀CARENTE฀DEL฀RETO฀Y฀LA฀CREATIVIDAD฀QUE฀REQUIERE฀TODA฀
ACCI�N฀DE฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀�#ASTRO�฀2ICO฀Y฀COL��฀�����฀'EROFSKY�฀�����฀#ASTRO�฀
2ICO฀Y฀COL��฀����	�฀,AS฀IDEAS฀PRECONCEBIDAS฀QUE฀TIENE฀UN฀ESCOLAR฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀SON฀
FRUTO฀DE฀SUS฀EXPERIENCIAS฀PREVIAS฀EN฀EL฀APRENDIZAJE�฀%SAS฀IDEAS฀ESTÕN฀RELACIONADAS฀CON฀
CONCEPCIONES฀INGENUAS฀SOBRE฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�฀Y฀CON฀SU฀MANERA฀DE฀CONCEBIR฀
las matemáticas, por eso muchos escolares consideran las matemáticas como una dis

CIPLINA฀R¤GIDA�฀CON฀ESCASO฀MARGEN฀DE฀CREATIVIDAD�฀NO฀SUSCEPTIBLE฀DE฀CAMBIOS�฀GOBERNADA฀
POR฀REGLAS฀QUE฀NO฀TIENEN฀QUE฀VER฀SON฀SU฀PROPIA฀EXPERIENCIA�฀Y฀DONDE฀LA฀MEMORIZACI�N฀Y฀
LA฀RUTINA฀IMPORTAN฀MÕS฀QUE฀LA฀COMPRENSI�N฀�#ASTRO฀Y฀2UIZ�฀�����฀��	�฀5NA฀DEFINICI�N฀
DE฀PROBLEMA฀MÕS฀RECIENTE฀ES฀ESTA�฀iUNA฀TAREA฀PARA฀LA฀CUAL฀EL฀INDIVIDUO฀O฀GRUPO฀QUE฀SE฀
ENFRENTA฀CON฀ELLA฀QUIERE฀O฀NECESITA฀ENCONTRAR฀UNA฀SOLUCI�N�฀Y฀NO฀HAY฀UN฀PROCEDIMIENTO฀
FÕCILMENTE฀ACCESIBLE฀QUE฀GARANTICE฀O฀DETERMINE฀COMPLETAMENTE฀LA฀SOLUCI�N�฀Y฀EL฀INDIVIDUO฀
O฀GRUPO฀DEBE฀REALIZAR฀INTENTOS฀PARA฀ENCONTRARLAw฀�&LORES฀Y฀2ICO�฀�����฀��	
(AY฀PRUEBAS฀EMP¤RICAS฀SUFICIENTES฀DE฀LA฀FUERZA฀QUE฀EJERCE฀ESTE฀C¤RCULO฀VICIOSO฀EN฀EL฀

APRENDIZAJE�฀EN฀CUANTO฀ACTIVIDADES฀Y฀TAREAS฀ESCOLARES฀MON�TONAS฀Y฀REPETITIVAS฀CENTRADAS฀
EXCLUSIVAMENTE฀EN฀LA฀B¢SQUEDA฀MECÕNICA฀DE฀UNA฀SOLUCI�N�฀RUTINAS฀QUE฀A฀MEDIO฀PLAZO฀
VICIAN฀Y฀CONTAMINAN฀LOS฀PROCESOS฀DE฀ENSE¶ANZA
APRENDIZAJE฀REDUCI£NDOLOS฀A฀PROCESOS฀
ESTEREOTIPADOS฀DE฀LOS฀QUE฀ES฀DIF¤CIL฀ESCAPAR�฀%N฀PARTE฀LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS฀EN฀ESTA฀
INVESTIGACI�N฀DE฀R£PLICA฀A฀TREINTA฀A¶OS฀DE฀LA฀PRIMERA฀APLICACI�N฀CONSTATAN฀ESTE฀C¤RCULO฀
VICIOSO฀Y฀ESTA฀INERCIA฀INSOSLAYABLE฀DE฀NUESTROS฀SISTEMAS฀ESCOLARES�฀#OMO฀ACTORES฀CAU

TIVOS฀DE฀ESTE฀C¤RCULO฀LOS฀ESTUDIANTES฀PREGUNTAN฀AL฀PROFESOR�฀�izMAESTRO�฀£STE฀DE฀QU£฀
ES�w�฀CON฀LA฀ESPERANZA฀DE฀QUE฀EL฀PROFESOR฀LOS฀SAQUE฀DEL฀ATOLLADERO฀RESPONDIENDO�฀�iDE฀
SUMARw�฀,A฀CONDUCTA฀DE฀LOS฀ESCOLARES฀ANTE฀ESTAS฀SITUACIONES฀ES฀LA฀MISMA฀QUE฀LA฀DE฀LOS฀
ANIMALES฀DEL฀ZOOL�GICO฀QUE฀DAN฀VUELTAS฀CIRCULARES฀AL฀INTERIOR฀DE฀SU฀CELDA฀SIN฀NINGUNA฀
ESPERANZA฀POR฀AMPLIAR฀EL฀HORIZONTE฀DE฀SU฀ESTRECHA฀TRAYECTORIA฀CARCELARIA�฀)NCLUSO฀SI฀UN฀
D¤A฀APARECE฀LA฀PUERTA฀ABIERTA�฀LA฀INERCIA฀DE฀LA฀CONDUCTA฀REPETITIVA฀ES฀TAN฀FUERTE฀QUE฀NO฀
CONTEMPLA฀LA฀POSIBILIDAD฀DE฀DAR฀VUELTAS฀EN฀SENTIDO฀CONTRARIO฀O฀SIMPLEMENTE฀APROVECHAR฀
LA฀SALIDA฀PARA฀ESCAPAR฀Y฀EXPLORAR฀NUEVAS฀RUTAS฀EN฀EL฀EXTERIOR฀DEL฀RECINTO฀QUE฀LOS฀CAUTIVA�฀
%L฀CLÕSICO฀PROBLEMA฀DE฀iLA฀EDAD฀DEL฀CAPITÕNw฀PROPUESTO฀POR฀#.2฀EN฀LOS฀A¶OS฀���฀REFUERZA฀
esta metáfora con evidencias empíricas de estudios con distractores. Los escolares 

PARTEN฀DEL฀SUPUESTO฀E฀IDEA฀PRECONCEBIDA฀CREADA฀POR฀LA฀PROPIA฀ESCUELA฀DE฀QUE฀SOLAMENTE฀
HAY฀UN฀TIPO฀DE฀PROBLEMAS�฀QUE฀TODOS฀TIENEN฀UNA฀SOLUCI�N฀¢NICA�฀QUE฀LA฀CLAVE฀DE฀DICHA฀
SOLUCI�N฀RESIDE฀EN฀ACERTAR฀CON฀ALGUNA฀DE฀LAS฀CUATRO฀OPERACIONES฀Y฀SUS฀POSIBLES฀COMBI

NACIONES�฀"USCAN฀LA฀SOLUCI�N฀FUERA฀DEL฀PROPIO฀PROBLEMA�฀EN฀LA฀LIBRETA฀DEL฀COMPA¶ERO�฀
PREGUNTANDO฀REITERADA฀Y฀COMPULSIVAMENTE฀UNO฀TRAS฀OTRO฀LA฀MISMA฀PREGUNTA฀AL฀PROFESOR฀O฀
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EMPLEANDO฀EL฀LENGUAJE฀GESTUAL฀Y฀NO฀VERBAL฀PARA฀OBTENER฀LA฀CERTEZA฀DE฀QUE฀VAN฀POR฀BUEN฀
CAMINO฀SIN฀NECESIDAD฀DE฀LEER฀EL฀TEXTO฀EN฀PROFUNDIDAD�฀O฀SIMPLEMENTE฀AL฀VISLUMBRAR฀QUE฀
ALG¢N฀INDICIO฀O฀PALABRA฀CLAVE฀LES฀PERMITE฀AVENTURAR฀UNA฀SOLUCI�N฀CON฀PROBABILIDAD฀DE฀
£XITO฀AZAROSO�฀4AN฀MECÕNICO฀ES฀EL฀PROCESO฀QUE฀NO฀SE฀LEE฀LA฀PREGUNTA฀PARA฀DAR฀SENTIDO฀
A฀LA฀POSIBLE฀RESPUESTA฀NI฀SE฀ARTICULA฀NING¢N฀MECANISMO฀DE฀CONTROL฀SOBRE฀LA฀CALIDAD฀DEL฀
RESULTADO฀�#ASTRO฀Y฀2UIZ�฀����	�฀
,A฀B¢SQUEDA฀DE฀INDICIOS฀VERBALES฀EN฀LOS฀TEXTOS฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀ARROJA฀EVIDENCIAS฀

ACERCA฀DE฀ESTA฀INERCIA฀GENERALIZADA฀A฀RESOLVER฀PROBLEMAS฀DE฀MANERA฀ESTEREOTIPADA฀�0UIG฀
Y฀#ERDÕ�฀����	�฀!฀ELLO฀SE฀A¶ADE฀OTRA฀IDEA฀MOTRIZ฀AMPLIAMENTE฀EXTENDIDA฀QUE฀RADICA฀EN฀
LA฀CREENCIA฀DE฀QUE฀LOS฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀ESCOLARES฀Y฀LAS฀SOLUCIONES฀QUE฀EN฀ELLOS฀
SE฀DAN฀NO฀TIENEN฀NING¢N฀SENTIDO฀REAL฀EN฀LA฀VIDA฀�'EROFSKY�฀����	�฀2OMPER฀ESTOS฀MITOS�฀
CREENCIAS฀Y฀PRÕCTICAS฀ANCESTRALES฀AMPLIAMENTE฀ARRAIGADOS฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀ES฀UNO฀DE฀LOS฀
RETOS฀PRINCIPALES฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀CONTEMPORÕNEA฀SOBRE฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀Y฀
APRENDIZAJE฀MATEMÕTICO฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀NUEVAS฀GENERACIONES฀DE฀PROFESORES�฀0OR฀ESO฀
ALGUNOS฀AUTORES฀NOS฀OFRECEN฀CLAVES฀PRÕCTICAS฀SOBRE฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀QUE฀PERMITEN฀
DESTERRAR฀ESTEREOTIPOS฀Y฀FAVORECER฀UNA฀ENSE¶ANZA
APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀MÕS฀
CREATIVA�฀ESTIMULANTE฀Y฀DIVERGENTE฀�#ASTRO฀Y฀2UIZ�฀�����฀��
���	�

 — ,OS฀ESTUDIANTES฀PUEDEN฀EMPEZAR฀A฀PLANIlCAR฀Y฀RESOLVER฀PROBLEMAS฀DESDE฀LOS฀
PRIMEROS฀NIVELES฀EDUCATIVOS�฀.O฀HAY฀QUE฀ESPERAR฀A฀QUE฀APRENDAN฀ALGORITMOS฀
DE฀CÕLCULO฀PARA฀EMPEZAR฀A฀PLANTEAR฀Y฀RESOLVER฀PROBLEMAS�

 — ,OS฀ESTUDIANTES฀DE฀PRIMARIA฀POSEEN฀UN฀BAGAJE฀PREVIO฀SOBRE฀RESOLUCI�N฀DE฀PRO

BLEMAS฀QUE฀DEBE฀TENERSE฀EN฀CUENTA฀PARA฀CONSTRUIR฀NUEVO฀CONOCIMIENTO�

 — ,OS฀PROBLEMAS฀QUE฀SE฀PROPONGAN฀DEBEN฀ESTIMULAR฀A฀LOS฀ESTUDIANTES฀Y฀SER฀ADE

cuados a su nivel. 

 — ,A฀INTERACCI�N฀Y฀LA฀DISCUSI�N฀ENTRE฀LOS฀ESTUDIANTES�฀LAS฀INTUICIONES฀QUE฀MOVI

LIZAN฀Y฀LAS฀PROPUESTAS฀QUE฀HACEN฀PARA฀LA฀SOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀CONTRIBUYEN฀
A฀LA฀CONSTRUCCI�N฀DE฀SIGNIlCADOS฀COMPARTIDOS฀Y฀A฀MEJORAR฀SUS฀APRENDIZAJES�

 — !SIGNAR฀A฀GRUPOS฀DE฀ESTUDIANTES฀UNA฀TAREA฀RETADORA฀O฀UN฀PROBLEMA฀INTERESANTE฀
Y฀OBSERVAR฀Y฀TOMAR฀NOTA฀DE฀LAS฀PROPUESTAS฀PARA฀SU฀SOLUCI�N฀QUE฀SURGEN฀EN฀LOS฀
GRUPOS฀PEQUE¶OS�฀ES฀UNA฀ESTRATEGIA฀DE฀INSTRUCCI�N฀¢TIL�

 — ,OS฀ESTUDIANTES฀PUEDEN฀TRABAJAR฀EN฀PEQUE¶OS฀GRUPOS�฀Y฀DESPU£S฀COMPARTIR฀SUS฀
INTERPRETACIONES฀Y฀SOLUCIONES฀CON฀TODO฀EL฀GRUPO�฀0OSTERIORMENTE฀EXPONDRÕN฀LAS฀
ESTRATEGIAS฀AL฀GRAN฀GRUPO฀DE฀ESTUDIANTES�฀Y฀EL฀MAESTRO฀LAS฀JERARQUIZARÕ฀DESDE฀LAS฀
BÕSICAS฀A฀LAS฀MÕS฀SOlSTICADAS�

 — ,A฀ RESOLUCI�N฀ DE฀ PROBLEMAS฀ ES฀ UNA฀ BUENA฀ ESTRATEGIA฀ PARA฀ EL฀ APRENDIZAJE฀
MATEMÕTICO฀ESCOLAR�฀PUES฀CONTRIBUYE฀A฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀APRENDAN฀NUEVOS฀
CONCEPTOS฀Y฀HABILIDADES�

 — ,A฀ENSE¶ANZA฀DE฀ESTRATEGIAS฀PARA฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀DEBE฀SER฀HILO฀CON

DUCTOR฀DE฀LA฀PLANIlCACI�N฀PARA฀LAS฀MATEMÕTICAS฀ESCOLARES�฀#ONVIENE฀ARRAIGAR฀
LA฀IDEA฀DE฀QUE฀NO฀HAY฀UNA฀ESTRATEGIA฀�PTIMA฀QUE฀RESUELVA฀TODOS฀LOS฀PROBLEMAS�
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 — ,A฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀ES฀UN฀BUEN฀M£TODO฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATE

MÕTICAS฀ESCOLARES�฀$ESARROLLAR฀HABILIDADES฀Y฀DESTREZAS฀Y฀RESOLVER฀PROBLEMAS฀
NO฀SON฀ACTIVIDADES฀CONSECUTIVAS�฀YA฀QUE฀AMBAS฀SE฀PUEDEN฀TRABAJAR฀SIMULTÕNEA

mente.

 — ,OS฀MAESTROS฀DEBEN฀PROPORCIONAR฀A฀LOS฀ESTUDIANTES฀OPORTUNIDADES฀PARA฀INTE

RACTUAR฀ SOBRE฀ SITUACIONES฀ PROBLEMÕTICAS�฀ AS¤฀ COMO฀ A฀ ALENTARLOS฀ A฀ REDACTAR฀
ENUNCIADOS฀ DE฀ PROBLEMAS฀ Y฀M£TODOS฀ PROPIOS฀ PARA฀ SU฀ SOLUCI�N�฀$EBEN฀PRO

MOVER฀ LA฀COMPARACI�N฀DE฀SUS฀PROPUESTAS฀Y฀EL฀ INTERCAMBIO฀DE฀ IDEAS฀CON฀SUS฀
compañeros. 

 — 3E฀DEBEN฀RESOLVER฀DISTINTOS฀PROBLEMAS฀CON฀UNA฀MISMA฀ESTRATEGIA฀Y฀REmEXIONAR฀
CON฀ LOS฀ESTUDIANTES฀ SOBRE฀POR฀QU£฀UNAS฀ESTRATEGIAS฀ SON฀MÕS฀ADECUADAS฀PARA฀
RESOLVER฀CIERTO฀TIPO฀DE฀PROBLEMAS�฀

 — 4AMBI£N฀SE฀DEBE฀PRACTICAR฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀UN฀MISMO฀PROBLEMA฀CON฀DISTINTAS฀
ESTRATEGIAS฀Y฀COMPARAR฀LAS฀VENTAJAS฀RELATIVAS฀DE฀CADA฀UNA฀DE฀ELLAS�

 — %S฀NECESARIO฀PROPONER฀ A฀ LOS฀ ESTUDIANTES฀PROBLEMAS฀QUE฀NO฀ TENGAN฀ SOLUCI�N฀
INMEDIATA�฀DONDE฀ENSAYEN฀DISTINTAS฀APROXIMACIONES฀PARA฀LOGRAR฀LA฀SOLUCI�N�

 — ,AS฀DIlCULTADES฀QUE฀TIENEN฀LOS฀ESTUDIANTES฀EN฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀SE฀PUE

DEN฀AGRUPAR฀EN฀FUNCI�N฀DE฀FACTORES฀DE฀CONOCIMIENTO�฀CREENCIAS฀Y฀AFECTOS�฀DE฀
CONTROL฀Y฀DE฀FACTORES฀SOCIO
CULTURALES�

 — ,A฀ EVALUACI�N฀ DE฀ LA฀ RESOLUCI�N฀ DE฀ PROBLEMAS฀ DEBE฀ DESTACAR฀ EL฀ PROGRESO฀ Y฀
DOMINIO฀DE฀PROCEDIMIENTOS฀Y฀ESTRATEGIAS฀POR฀ENCIMA฀DEL฀LOGRO฀DE฀UN฀RESULTADO฀
EXITOSO฀DE฀CÕLCULO�฀EXCLUSIVAMENTE�

Objetivos del estudio sobre verbos y operaciones

,A฀INTENCI�N฀DE฀ROMPER฀ESTE฀C¤RCULO฀VICIOSO฀Y฀CAUTIVO฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀
ESCOLARES฀Y฀APORTAR฀IDEAS฀S�LIDAS฀A฀LAS฀METODOLOG¤AS฀DE฀TRABAJO฀EN฀EL฀AULA฀LA฀INICIAMOS฀
en 1984 con el estudio Didáctica Activa para la Resolución de Problemas en el Ter-

cer Ciclo de la EGB �2ICO฀Y฀COL��฀����	�฀%L฀TRABAJO฀CON฀VERBOS฀SE฀PLANTE�฀COMO฀UN฀
DIAGN�STICO฀PIONERO฀DE฀ESTAS฀PRÕCTICAS฀END£MICAS฀Y฀A฀LA฀VEZ฀TRATABA฀DE฀ROMPER฀MOLDES฀
BUSCANDO฀ESCENARIOS฀METODOL�GICOS฀ALTERNATIVOS฀QUE฀PERMITIERAN฀FORMAR฀A฀LOS฀PROFESO

RES฀EN฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀PARA฀QUE฀AYUDASEN฀A฀SUS฀ESTUDIANTES฀A฀ESCAPAR฀DE฀LOS฀
ANCLAJES฀Y฀CREENCIAS฀SOBRE฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀COMO฀CAMINO฀CIRCULAR�฀BUSCANDO฀
ALTERNATIVAS฀QUE฀AYUDASEN฀A฀SUPERAR฀ESTA฀VISI�N฀LIMITADA฀BAJO฀UN฀NUEVO฀ENFOQUE฀QUE฀INVITA฀
A฀INVENTAR฀PREGUNTAS�฀PROPONER฀PROBLEMAS฀ABIERTOS฀EN฀LOS฀QUE฀HAY฀QUE฀TOMAR฀DECISIONES฀
QUE฀CAMBIAN฀LA฀SOLUCI�N฀FINAL฀O฀SIMPLEMENTE฀TRABAJAR฀CON฀PROBLEMAS฀QUE฀TIENEN฀MÕS฀DE฀
UNA฀SOLUCI�N�฀"AJO฀ESTE฀SUPUESTO฀SE฀INVITABA฀A฀LOS฀ESTUDIANTES฀A฀QUE฀INVENTARAN฀Y฀CONS

TRUYERAN฀PROBLEMAS฀DE฀SUMA฀CON฀VERBOS฀QUE฀HABITUALMENTE฀ERAN฀DE฀RESTA฀COMO฀QUITAR�฀
ROBAR฀Y฀PERDER฀O฀PROBLEMAS฀DE฀RESTA฀CON฀VERBOS฀QUE฀HABITUALMENTE฀ERAN฀DE฀SUMA฀COMO฀
GANAR฀Y฀JUNTAR�฀/฀UN฀PROBLEMA฀DE฀SUMA฀Y฀RESTA฀UN฀MISMO฀VERBO�
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5N฀BUEN฀N¢MERO฀DE฀ACCIONES฀COTIDIANAS฀DA฀SENTIDO฀MENTAL฀Y฀MANIPULATIVO฀A฀LOS฀
PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀QUE฀NOS฀PLANTEAN฀LOS฀LIBROS฀Y฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS�฀!CCIONES฀
ADITIVAS฀COMO�฀AGREGAR�฀ACUMULAR�฀AMPLIAR�฀A¶ADIR�฀AUMENTAR�฀DAR�฀DISMINUIR฀INGRESAR�฀QUI

TAR�฀RECIBIR�฀REGALAR�฀RETIRAR฀O฀REUNIR฀REPRESENTAN฀UN฀REFLEJO฀DIRECTO฀ALINEADO฀CON฀PROBLEMAS฀
DE฀UN฀DETERMINADO฀TIPO฀QUE฀SE฀RESUELVEN฀CON฀UNA฀SUMA�฀!CCIONES฀DE฀SUSTRACCI�N฀COMO�฀
COGER�฀QUITAR�฀PERDER�฀SACAR�฀CORTAR�฀RETIRAR�฀REPRESENTAN฀UN฀REFLEJO฀DIRECTO฀Y฀ALINEADO฀CON฀
PROBLEMAS฀QUE฀SE฀RESUELVEN฀CON฀UNA฀RESTA�฀$ICHAS฀ACCIONES฀RESPONDEN฀EN฀UNOS฀CASOS฀A฀
TRANSFORMACIONES฀F¤SICAS฀DIRECTAS฀O฀INVERSAS฀CUANDO฀UN฀SUJETO฀EN฀PRIMERA฀�YO	฀O฀TERCERA฀
PERSONA฀�*UAN�฀-ARGARITA�฀MI฀AMIGO	฀MANIPULA฀Y฀DESARROLLA฀UNA฀ACTIVIDAD฀REAL฀�DOY�฀
GANO�฀COMPRO�฀PIERDO	�฀Y฀OTRAS฀MENTAL฀RELATIVA฀A฀PROPIEDADES฀DE฀LOS฀OBJETOS฀GENERANDO฀
SITUACIONES฀FINALES฀DE฀CAMBIO฀O฀COMBINACI�N฀DE฀CUALIDADES฀QUE฀DERIVAN฀EN฀UNA฀SITUA

CI�N฀DE฀AUMENTO฀�SUMA	฀O฀DISMINUCI�N฀�RESTA	�฀!LGUNAS฀ACCIONES฀MULTIPLICATIVAS฀ESTÕN฀
LIGADAS฀A฀VERBOS฀QUE฀CONLLEVAN฀UNA฀CUANTIFICACI�N฀IMPL¤CITA฀COMO฀DUPLICAR�฀TRIPLICAR�฀Y฀
OTROS฀EXPRESAN฀CUALIDADES฀INCUESTIONABLES฀DE฀REPARTO�฀FRACCIONAMIENTO฀O฀DIVISI�N�฀#ON฀
SUS฀VARIANTES�฀SON฀TAMBI£N฀VARIABLES฀INFLUYENTES�฀EL฀SUJETO฀DE฀LA฀ACCI�N฀�PRIMERA฀O฀TERCERA฀
PERSONA	�฀EL฀TIEMPO฀VERBAL฀�TENGO
TENDR£�฀TEN¤A
TENGO�฀TENGO
DOY�฀PIERDE
TIENE�฀GANA

TENDRÕ�฀FALTA
TENER�x	�฀%N฀ALGUNAS฀SITUACIONES฀UN฀MISMO฀VERBO฀PUEDE฀IMPLICAR฀VARIAS฀
ACCIONES�฀2OBAR�฀POR฀EJEMPLO�฀TIENE฀UN฀SENTIDO฀DE฀AUMENTO฀PARA฀EL฀SUJETO฀QUE฀REALIZA฀
LA฀ACCI�N�฀O฀DE฀DISMINUCI�N฀PARA฀EL฀QUE฀LA฀SUFRE�฀(AY฀VERBOS฀QUE฀INDICAN฀CLARAMENTE฀
UNA฀DE฀LAS฀CUATRO฀OPERACIONES฀�UNIR�฀QUITAR�฀DUPLICAR฀O฀REPARTIR	�฀,A฀DISTINCI�N฀ENTRE฀
PROBLEMAS฀CON฀VERBOS฀DIRECTOS�฀COINCIDENTES฀O฀CONSISTENTES�฀Y฀PROBLEMAS฀CON฀VERBOS฀
indirectos, no coincidentes, inconsistentes, o contrariados permite articular procesos 
DE฀FORMACI�N฀INTEGRADOS�฀COMPLEJOS฀Y฀MÕS฀COMPLETOS฀QUE฀AYUDAN฀A฀LOS฀PROFESORES฀A฀
SUPERAR฀LOS฀OBSTÕCULOS�฀RUTINAS฀Y฀MIMETISMOS�฀ESTIMULANDO฀A฀LOS฀ALUMNOS฀A฀ENTENDER฀LOS฀
PROBLEMAS฀DESDE฀UNA฀PERSPECTIVA฀NO฀SUPERFICIAL฀NI฀UN฀MERO฀RECURSO฀ESTEREOTIPADO฀Y฀AL฀
APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀OPERACIONES฀MÕS฀ALLÕ฀DE฀SU฀ESTRECHA฀RELACI�N฀SEMÕNTICA฀CON฀UNA฀ACCI�N฀
O฀GRUPO฀DE฀ACCIONES�฀3I฀BIEN฀ES฀INGENUO฀ASOCIAR฀EXCLUSIVAMENTE฀UNA฀OPERACI�N฀A฀UNA฀
ACCI�N฀VERBAL฀ADITIVA฀O฀MULTIPLICATIVA�฀LA฀TENDENCIA฀MAYORITARIA฀MUESTRA฀LA฀NATURALIDAD฀
CON฀QUE฀ALUMNOS฀Y฀ESTUDIANTES฀PARA฀PROFESORES฀LOS฀ASOCIAN฀EN฀LA฀PRÕCTICA฀Y฀LA฀DIFICULTAD฀
DE฀FORMULAR�฀DE฀FORMA฀ESPONTÕNEA�฀PROBLEMAS฀CON฀ACCIONES฀INVERSAS฀A฀LA฀OPERACI�N฀DE฀
MAYOR฀AFINIDAD฀SEMÕNTICA�฀
%STO฀NOS฀LLEV�฀EN฀SU฀MOMENTO฀A฀ELABORAR฀UNA฀CLASIFICACI�N฀DE฀VERBOS฀�2ICO฀Y฀COL��฀

����	฀Y฀A฀PLANTEAR฀CUESTIONES฀COMO�฀zDEPENDE฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀UN฀PROBLEMA฀DEL฀VERBO฀
QUE฀EXPRESA฀LA฀ACCI�N฀EN฀EL฀ENUNCIADO��฀zEVOCA฀CADA฀VERBO฀CONCRETO฀UNA฀OPERACI�N฀
ESPEC¤FICA฀A฀NUESTROS฀ESCOLARES฀CUANDO฀LO฀ENCUENTRAN฀EN฀EL฀ENUNCIADO฀DE฀UN฀PROBLEMA��฀
zCUÕL฀ES฀EL฀VERBO฀MÕS฀REPRESENTATIVO฀PARA฀CADA฀UNA฀DE฀LAS฀CUATRO฀OPERACIONES��฀zQU£฀
OTROS฀VERBOS฀ALCANZAN฀UN฀PORCENTAJE฀DE฀ELECCI�N฀ELEVADO��฀zQU£฀VERBOS฀NO฀SON฀ELEGI

DOS�฀ESTANDO฀A฀PRIORI฀EN฀EL฀CAMPO฀SEMÕNTICO฀DE฀INFLUENCIA฀DE฀ESA฀OPERACI�N฀Y฀POR฀EL฀
CONTRARIO฀CUÕLES฀S¤�฀SIN฀SER฀A฀PRIORI฀REPRESENTATIVOS฀DE฀ELLA��฀zQU£฀VERBOS฀NO฀PRESENTAN฀
PROBLEMAS฀AL฀PLANTEAR฀ENUNCIADOS฀Y฀CUÕLES฀ENTRA¶AN฀DIFICULTADES฀AL฀FORZAR฀UN฀CONTEXTO��฀
zCON฀QU£฀OPERACI�N฀APARECEN฀MÕS฀FRACASOS฀Y฀EN฀QU£฀CIRCUNSTANCIAS฀APARECEN฀SITUACIONES฀
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MÕS฀ARTIFICIALES฀VINCULADAS฀A฀CONTEXTOS฀IRREALES��฀zQU£฀VERBOS฀NUEVOS฀INCORPORAN฀EN฀
EL฀CONTEXTO฀DEL฀PROBLEMA฀O฀EN฀LA฀PREGUNTA��฀zCORRESPONDEN฀LOS฀VERBOS฀ELEGIDOS฀CON฀LA฀
CLASIFICACI�N฀REALIZADA��฀zQU£฀VERBOS฀SE฀ELIGEN฀CON฀MAYOR฀FRECUENCIA฀PARA฀MÕS฀DE฀UNA฀
OPERACI�N��฀zC�MO฀SE฀DISTRIBUYEN฀LAS฀RESPUESTAS฀INVENTADAS฀EN฀LAS฀TAXONOM¤AS฀ACTUALES฀
DE฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS�
0RESENTAMOS฀AQU¤฀UNA฀SELECCI�N฀DE฀ALGUNOS฀DE฀LOS฀VERBOS฀INVENTADOS฀POR฀LA฀MUESTRA฀

Y฀CONSTATAMOS฀QUE฀APARECEN฀VERBOS฀DISTINTOS฀A฀LOS฀CLÕSICOS฀DE฀ACCI�N฀ASOCIADOS฀A฀CADA฀
OPERACI�N฀ARITM£TICA฀QUE฀SIGUEN฀MANTENI£NDOSE฀FIELES฀A฀SU฀CONDICI�N฀NUM£RICA฀DE฀VERBOS฀
ESTIGMATIZADOS฀DE฀SUMA�฀RESTA�฀PRODUCTO฀Y฀DIVISI�N�฀0ERO฀HOY฀ENCONTRAMOS฀OTROS฀VERBOS฀
IN£DITOS฀A฀LOS฀DE฀AQUELLA฀ETAPA�฀FRUTO฀DE฀LA฀TRANSFORMACI�N฀QUE฀HA฀SUFRIDO฀NUESTRA฀SOCIEDAD฀
Y฀DE฀LA฀EVOLUCI�N฀LINGÓ¤STICA฀QUE฀ELLO฀CONLLEVA�฀%SPECIALMENTE฀ENCONTRAMOS฀UN฀SINF¤N฀
DE฀iACCIONESw฀�VIRTUALES฀EN฀SU฀MAYOR¤A	฀LIGADAS฀A฀UNA฀ACTIVIDAD฀ELECTR�NICA�฀QUE฀NO฀ES฀
MISMAMENTE฀UNA฀ACCI�N฀EN฀SU฀SENTIDO฀CLÕSICO฀PERO฀QUE฀INCORPORA฀NUEVOS฀ESCENARIOS฀DE฀
EXPLORACI�N฀DEL฀VERBO
OPERACI�N฀EN฀CONTEXTOS฀LIGADOS฀A฀PANTALLAS�฀APLICACIONES฀M�VILES฀
Y฀NUEVAS฀TECNOLOG¤AS�฀.OS฀PREGUNTAMOS฀SI฀LOS฀NUEVOS฀PROBLEMAS฀Y฀LOS฀NUEVOS฀VERBOS฀
QUE฀HAN฀IDO฀ACEPTÕNDOSE฀POR฀LA฀2!%฀EN฀ESTAS฀TRES฀D£CADAS�฀ INCLUIDOS฀LOS฀VERBOS฀DE฀
ACCI�N฀VIRTUAL�฀INFLUYEN฀DE฀ALGUNA฀MANERA฀EN฀TODO฀ESTO฀Y฀SI฀REALMENTE฀HAN฀MEJORADO฀LAS฀
METODOLOG¤AS฀DE฀ENSE¶ANZA฀PARA฀CONVERTIR฀EL฀PROBLEMA฀EN฀UN฀RETO฀MOTIVADOR฀E฀INTRIGANTE฀
QUE฀ESTIMULA฀EL฀PENSAMIENTO฀DEL฀ALUMNO฀DEL฀SIGLO฀xxi. 

Instrumento y muestra

!฀PARTIR฀DE฀UNA฀SELECCI�N฀DE฀��฀VERBOS฀SE฀PLANTE�฀A฀LOS฀ALUMNOS฀QUE฀LOS฀CLASIFICARAN�฀
ELIGIENDO฀EL฀VERBO฀MÕS฀ADECUADO฀PARA฀CADA฀OPERACI�N�฀3EGUIDAMENTE฀SE฀LES฀PED¤A฀QUE฀
NOMBRARAN฀CINCO฀VERBOS฀PARA฀CADA฀OPERACI�N�฀DIFERENTES฀A฀LOS฀DADOS�฀!฀CONTINUACI�N฀
SE฀LES฀SOLICITABA฀QUE฀ELIGIERAN฀UN฀VERBO฀PARA฀CADA฀OPERACI�N฀E฀INVENTARAN฀UN฀PROBLEMA�฀
&INALMENTE฀SE฀LES฀INVITABA฀A฀QUE฀ELIGIERAN฀VERBOS฀CON฀LOS฀SE฀PUDIESEN฀PLANTEAR฀PROBLEMAS฀
DE฀SUMAR฀Y฀RESTAR฀A฀LA฀VEZ฀Y฀QUE฀PLANTEARAN฀UN฀PROBLEMA�฀3E฀HA฀TRABAJADO฀CON฀MUESTRAS฀
DE฀DOS฀GRUPOS฀DE฀%DUCACI�N฀0RIMARIA฀CON฀CLASES฀DE฀���฀Y฀���

Resultados 

0REGUNTA฀��฀3E฀SOLICITA฀CLASIFICAR฀UN฀LISTADO฀DE฀��฀VERBOS฀EN฀ALGUNA฀DE฀LAS฀CUATRO฀
OPERACIONES฀RESULTANDO฀UN฀AGRUPAMIENTO฀NATURAL฀DE฀�฀GRUPOS฀DE฀VERBOS฀CUYO฀CAMPO฀
SEMÕNTICO฀SE฀VINCULA฀DE฀FORMA฀MAYORITARIA฀A฀ESTRUCTURAS฀ADITIVAS฀��฀VERBOS฀PARA฀SUMA฀Y฀�฀
PARA฀RESTA	฀O฀MULTIPLICATIVAS฀��฀PARA฀MULTIPLICACI�N฀Y฀�฀PARA฀DIVISI�N	�฀,A฀&IGURA฀�฀MUESTRA฀
C�MO฀ALGUNOS฀VERBOS฀SON฀iEXCLUSIVOSw฀DE฀UNA฀DETERMINADA฀ESTRUCTURA฀ARITM£TICA฀�BARRAS฀
MONOCOLOR฀DE฀LA฀IZQUIERDA฀DE฀CADA฀GRUPO	฀PUES฀APARECEN฀VINCULADOS฀¢NICAMENTE฀A฀UNA฀
OPERACI�N฀�A¶ADIR�JUNTAR�฀PERDER�SACAR�DESCONTAR�฀DUPLICAR�TRIPLICAR฀Y฀REPARTIR�DISTRIBUIR	�฀
Y฀EN฀OTROS฀CASOS฀COMPARTIENDO฀UN฀PORCENTAJE฀MINORITARIO฀DE฀SU฀CAMPO฀SEMÕNTICO฀CON฀EL฀
RESTO฀DE฀OPERACIONES฀�BARRAS฀MULTICOLOR฀DE฀LA฀DERECHA฀DE฀CADA฀GRUPO	�
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Figura 1. Clasificación de verbos según tipo de operación.

0REGUNTA฀��฀3E฀SOLICITA฀QUE฀APORTEN฀VERBOS฀DIFERENTES฀A฀LOS฀ANTERIORES฀PARA฀CADA฀UNA฀
DE฀LAS฀OPERACIONES�฀%L฀N¢MERO฀DE฀VERBOS฀ADITIVOS฀���	฀ES฀CONSIDERABLEMENTE฀MÕS฀AMPLIO฀
EN฀LOS฀DOS฀CURSOS฀QUE฀EL฀DE฀LOS฀MULTIPLICATIVOS฀���	�฀,OS฀VERBOS฀APORTADOS฀SON฀MUY฀SIMI

LARES฀A฀LOS฀DEL฀ESTUDIO฀ANTERIOR�฀SIN฀QUE฀APAREZCAN฀VERBOS฀DE฀NUEVA฀GENERACI�N฀LIGADOS฀A฀
ACCIONES฀COTIDIANAS฀DISTINTAS฀A฀LAS฀CLÕSICAS฀QUE฀CONTEMPLAN฀LOS฀LIBROS฀DE฀MATEMÕTICAS�฀
5NA฀REPRESENTACI�N฀EN฀NUBE฀DE฀LOS฀CAMPOS฀SEMÕNTICOS฀MUESTRA฀LA฀DOMINANCIA฀VISUAL฀
DE฀UNOS฀VERBOS฀SOBRE฀OTROS฀SEG¢N฀EL฀TIPO฀DE฀OPERACI�N฀�&IGURA฀�	

0REGUNTA฀��฀6ERBOS฀DE฀sumar 0REGUNTA฀��฀6ERBOS฀DE฀restar

0REGUNTA฀��฀6ERBOS฀DE฀multiplicar 0REGUNTA฀��฀6ERBOS฀DE฀dividir

Figura 2. Nubes de campos semánticos de los verbos  

propuestos por los escolares por operaciones.
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0REGUNTA฀�
��฀3E฀SOLICITA฀ELEGIR฀UN฀VERBO฀E฀INVENTAR฀UN฀PROBLEMA฀DE฀SUMA�฀RESTA�฀
MULTIPLICACI�N฀O฀DIVISI�N�฀,A฀ESTRUCTURA฀GRAMATICAL฀DE฀LOS฀ENUNCIADOS฀SIGUEN฀SIENDO฀
MUY฀UNIFORMES�฀COMO฀SUCED¤A฀EN฀EL฀ESTUDIO฀DE฀��
���฀,A฀GAMA฀DE฀ESTRUCTURAS฀ES฀MUY฀
REDUCIDA�฀PREDOMINANDO฀LOS฀DE฀SUMA฀Y฀RESTA฀EN฀SITUACIONES฀DE฀CAMBIO�฀3E฀CONSTATA฀QUE฀
EL฀PORCENTAJE฀DE฀ERRORES฀EN฀SUMA฀Y฀RESTA฀HA฀DISMINUIDO฀LIGERAMENTE฀CON฀RELACI�N฀A฀LOS฀
RESULTADOS฀DE฀��
���฀!L฀PLANTEAR฀ENUNCIADOS฀DE฀MULTIPLICACI�N฀Y฀DIVISI�N฀SE฀PRODUCE฀UN฀
INCREMENTO฀DE฀PROBLEMAS฀MAL฀PLANTEADOS฀MUY฀SIMILAR฀A฀LA฀QUE฀TAMBI£N฀SE฀OBSERVABA฀EN฀
EL฀ESTUDIO฀ANTERIOR�฀%L฀MAYOR฀N¢MERO฀DE฀ERRORES฀AL฀FORMULAR฀PROBLEMAS฀APARECE฀EN฀LOS฀DE฀
RESTA฀DE฀CAMBIO฀CON฀DISMINUCI�N�฀CON฀LA฀INC�GNITA฀EN฀LA฀CANTIDAD฀FINAL฀�#	�฀SEGUIDOS฀DE฀
LOS฀DE฀PRODUCTO฀Y฀DIVISI�N฀CON฀LA฀INC�GNITA฀EN฀LA฀MEDIDA�TASA�฀.O฀SE฀APRECIAN฀DIFERENCIAS฀
SIGNIFICATIVAS฀EN฀RELACI�N฀AL฀CURSO�฀%L฀���฀DE฀PROBLEMAS฀ENUNCIADOS฀MAL฀FORMULADOS฀
se agrupan en una sola categoría para cada una de las operaciones de resta, multipli

CACI�N฀Y฀DIVISI�N฀�#�฀$฀Y฀&	�฀0ARA฀LA฀SUMA�฀���฀ENUNCIADOS฀DE฀LOS฀���฀SE฀AGRUPAN฀EN฀
DOS฀CATEGOR¤AS฀!฀Y฀"�

!
35-! #OMBINACI�N�฀CON฀LA฀INC�GNITA฀EN฀EL฀TODO

"
35-! #AMBIO฀DE฀AUMENTO�฀CON฀LA฀INC�GNITA฀EN฀LA฀CANTIDAD฀lNAL

#
2%34! #AMBIO฀DE฀DISMINUCI�N�฀CON฀LA฀INC�GNITA฀EN฀LA฀CANTIDAD฀lNAL

$
02/$5#4/ )NC�GNITA฀EN฀MEDIDA฀DE฀LA฀SEGUNDA฀MAGNITUD

&
$)6)3)Ê. )NC�GNITA฀EN฀TASA

Figura 3. Enunciados mal de «+,-,x,/».

0REGUNTA฀��฀$ADO฀UN฀LISTADO฀DE฀VERBOS฀SE฀PIDE฀ELEGIR฀AQUELLOS฀CON฀LOS฀QUE฀SE฀PODR¤A฀
FORMULAR฀UN฀PROBLEMA฀DE฀SUMA฀Y฀RESTA฀A฀LA฀VEZ�
฀,OS฀VERBOS฀DAR฀Y฀COGER฀EN฀LAS฀DOS฀INVESTIGACIONES฀SON฀ELEGIDOS฀POR฀EL฀MAYOR฀N¢MERO฀

de alumnado. 
%L฀PORCENTAJE฀EN฀LA฀ELECCI�N฀DE฀LOS฀VERBOS฀ROBAR�฀QUITAR�฀ TOMAR฀Y฀PERDER฀HA฀SIDO฀

SUPERIOR฀EN฀LAS฀PRUEBAS฀REALIZADAS฀PARA฀ESTE฀ESTUDIO฀DE฀R£PLICA�
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Figura 4. Verbos para «+ y-«.

0REGUNTA฀��฀%LIGE฀UN฀MISMO฀VERBO฀E฀INVENTA฀UN฀PROBLEMA฀DE฀SUMA฀Y฀OTRO฀DE฀RESTA�
%L฀N¢MERO฀TOTAL฀DE฀PROBLEMAS฀INVENTADOS฀HA฀SIDO฀DE฀����฀��฀DE฀LOS฀CUALES฀ESTABAN฀

MAL฀FORMULADOS�฀%NTRE฀LOS฀VERBOS฀MÕS฀ELEGIDOS฀DESTACAMOS�฀DAR�฀ROBAR�฀COGER�฀QUITAR�฀
UNIR�฀CARGAR�฀TOMAR�฀SACAR�฀SEPARAR฀Y฀JUNTAR฀EN฀UN฀INTERVALO฀;�
��=฀ELECCIONES�฀,A฀&IGURA฀
�฀MUESTRA฀LA฀DISTRIBUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀BIEN฀Y฀MAL฀FORMULADOS฀SEG¢N฀EL฀VERBO฀ELEGIDO�฀
5NIR�฀SEPARAR฀Y฀JUNTAR฀SON฀LOS฀VERBOS฀QUE฀ACUMULAN฀MAYOR฀�฀ERRORES฀;ENTRE฀��฀Y฀��=�฀
,A฀&IGURA฀�฀MUESTRA฀LA฀DISTRIBUCI�N฀DE฀ERRORES฀POR฀CURSO�฀SACAR�฀SEPARAR฀Y฀UNIR฀ACUMU

LAN฀�฀ENTRE฀;��฀Y฀��=�฀,A฀&IGURA฀�฀MUESTRA฀LOS฀PROBLEMAS฀MAL฀PLANTEADOS฀POR฀CURSO฀Y฀
OPERACI�N�฀DESTACANDO฀COMO฀VERBOS฀QUE฀MÕS฀ERRORES฀SUSCITAN฀AL฀INVENTAR฀PROBLEMAS�฀
COGER
RESTA�฀SACAR
SUMA�RESTA�฀SEPARAR฀SUMA�RESTA฀U฀UNIR
SUMA�RESTA�฀2ESULTADOS฀BASTANTE฀
coincidentes con el estudio previo.

Figura 5. % Problemas bien y mal formulados 
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Figura 6. % Problemas mal formulados por curso.

Figura7. % Problemas mal por curso y operación.

Conclusiones

.O฀TODAS฀LAS฀PALABRAS฀DE฀UN฀PROBLEMA฀JUEGAN฀EL฀MISMO฀ROL฀A฀LA฀HORA฀DE฀RESOLVERLO�฀
,OS฀VERBOS฀INDUCEN฀Y฀CONDICIONAN฀DE฀FORMA฀DETERMINANTE฀LA฀ELECCI�N฀DE฀LA฀OPERACI�N฀A฀
EMPLEAR�฀MÕXIME฀CUANDO฀EL฀PROCESO฀DE฀INVENCI�N฀Y฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀SE฀ABORDA฀
COMO฀UNA฀TAREA฀ORIENTADA฀A฀LA฀B¢SQUEDA฀DE฀UNA฀SOLUCI�N฀EXENTA฀DE฀CONTROL฀DE฀CALIDAD฀
POSTERIOR฀EN฀EL฀MARCO฀GLOBAL฀DEL฀CONTEXTO฀GENERAL฀DEL฀PROBLEMA�฀,A฀INVENCI�N฀DE฀PROBLE

MAS฀LIGADA฀A฀VERBOS฀SACA฀A฀LA฀LUZ฀LA฀PREVALENCIA฀DE฀DOMINIOS฀SEMÕNTICOS฀PREDOMINANTES฀
QUE฀ASOCIAN฀DE฀FORMA฀ESPONTÕNEA�฀NATURAL฀Y฀GENERALIZADA฀DETERMINADOS฀iVERBOS฀CLÕSI
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COSw฀A฀UNA฀DE฀LAS฀CUATRO฀OPERACIONES฀CON฀CIERTA฀EXCLUSIVIDAD�฀#UANDO฀LA฀SOLUCI�N฀PASA฀
POR฀EMPLEAR฀OTRA฀OPERACI�N฀DIFERENTE฀QUE฀NO฀SEA฀LA฀DE฀SU฀CAMPO฀SEMÕNTICO฀DIRECTO฀
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Resumen

%N฀ESTE฀ESTUDIO฀SE฀PRESENTA฀UN฀ANÕLISIS฀CIENCIOM£TRICO฀BASADO฀EN฀PALABRAS฀CLAVE฀SOBRE฀EL฀
T�PICO฀CIENT¤FICO฀DE฀LA฀PRODUCCI�N฀INTERNACIONAL฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀CONTENIDAS฀EN฀ACTAS฀
DE฀CONGRESOS฀�CONFERENCE฀PROCEEDINGS	฀E฀INDEXADAS฀EN฀LA฀BASE฀#ONFERENCE฀0ROCEEDINGS฀#ITATION฀
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ABSTRACT

In this study, we present a scientometric analysis based on keywords about the scientific 

topic of international production in mathematical education contained in conference proceedings 

indexed in the Conference Proceedings Citation Index Social Science Humanities database 

belonging to the Web of Science from the well-known Institute for Scientific Information (ISI) 

from Philadelphia (USA). It is a detailed analysis on the conference papers in the field of research 

of mathematics education contained in this database since 1986 to the present. The findings 

are presented according to the following structure: subject categories of Web of Science, more 

productive conferences, diachronic production, production by countries and institutions and 

citation data related.

Keywords: mathematic education, conference papers, Conference Proceedings Citation 

Index database, scientometrical study
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Introducción

En EL฀ÕMBITO฀ANGLOSAJ�N฀SE฀HABLA฀DE฀fully fredged research฀PARA฀DESIGNAR฀A฀AQUELLA฀
INVESTIGACI�N฀RELEVANTE฀POR฀VISIBLE�฀CON฀RIQUEZA฀CONCEPTUAL�฀RIGOR฀METODOL�GICO฀Y฀DE฀
IMPACTO฀DEMOSTRADO฀POR฀SU฀CITACI�N฀POSTERIOR�฀4AL฀INVESTIGACI�N฀CONTRIBUYE฀A฀LA฀G£NESIS฀
Y฀DESARROLLO฀DE฀UNA฀DISCIPLINA฀CIENT¤FICA฀PUES฀ACAPARA฀LA฀ATENCI�N฀DE฀LOS฀MIEMBROS฀DE฀
UNA฀COMUNIDAD฀O฀iCOLEGIO฀INVISIBLEw�฀%N฀EL฀ÕMBITO฀DE฀LA฀INFORMACI�N฀CIENT¤FICA฀SUELEN฀
SER฀DOCUMENTOS฀CON฀FORMATOS฀DE฀ART¤CULO฀O฀ESTUDIOS฀DE฀REVISI�N�฀MIENTRAS฀QUE฀OTROS฀
DOCUMENTOS฀COMO฀REVISI�N฀DE฀LIBRO�฀COMUNICACI�N฀CONGRESUAL�฀NOTA�฀CARTA�฀CORRECCI�N฀
O฀BIBLIOGRAF¤A�฀QUEDAN฀OMITIDOS฀Y฀POR฀ENDE฀SON฀ESCASAMENTE฀CONSIDERADOS฀EN฀INVESTIGA

CIONES฀SOBRE฀INFORMACI�N฀CIENT¤FICA�฀
,AS฀ESCASAS฀INVESTIGACIONES฀CIENCIOM£TRICAS฀DISPONIBLES฀SOBRE฀ACTAS฀DE฀CONGRESOS฀

PLANTEAN฀UN฀ENFOQUE฀INNOVADOR฀Y฀POCO฀COM¢N�฀Y฀COMIENZAN฀A฀SER฀UNA฀INCIPIENTE฀L¤NEA฀
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SE฀PLASMARÕ฀EN฀FUTUROS฀ART¤CULOS฀�,ISEE�฀,ARIVIERE฀Y฀!RCHAMBAULT�฀����	�฀-IENTRAS฀QUE฀
OTROS�฀CONSIDERAN฀QUE฀LAS฀ACTAS฀DE฀CONGRESOS฀SON฀UNA฀FUENTE฀MENOR฀DE฀CONOCIMIENTO฀
CIENT¤FICO�฀EN฀LA฀MEDIDA฀QUE฀SU฀IMPORTANCIA฀NO฀SE฀HA฀MEDIDO฀DE฀MANERA฀SISTEMÕTICA�฀E฀
INCLUSO�฀LAS฀ENGLOBAN฀EN฀LO฀QUE฀SE฀HA฀DENOMINADO฀�UN฀TANTO฀DESPECTIVAMENTE�฀COMO฀
iLITERATURA฀GRISw฀�'ARC¤A
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UN฀SISTEMA฀NACIONAL�฀DE฀SUS฀AGENTES฀E฀INSTITUCIONES฀�VER฀&ERNÕNDEZ
#ANO�฀�����฀�����฀
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EDUCACI�N฀MULTICULTURAL฀EN฀6ALLEJO�฀/CA¶A�฀"UENO�฀4ORRALBO฀Y฀&ERNÕNDEZ
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#ANO�฀����	�฀#ON฀ESTE฀AFÕN฀DE฀AMPLIACI�N฀DE฀FUENTES฀
DE฀INFORMACI�N�฀EN฀����฀)3)
7/3฀INSTITUYE฀OTRA฀NUEVA฀BASE�฀#ONFERENCE฀0ROCEEDINGS฀
#ITATION฀)NDEX฀3OCIAL฀3CIENCE฀�฀(UMANITIES฀�EN฀ADELANTE�฀#0#)
33�(	�฀ESTA฀BASE฀SERÕ฀
LA฀BASE฀DE฀REFERENCIA฀DE฀ESTE฀ESTUDIO฀QUE฀INDEXA฀LAS฀ACTAS฀(proceedings) de congresos 
(conferences) a partir de las comunicaciones (conference papers) a ellos remitidos desde 
el año 1986 hasta la actualidad.

Procedimiento de Búsqueda Documental 

,A฀BASE฀#0#)
33�(฀PERMITE฀REALIZAR฀B¢SQUEDAS฀DIVERSAS฀UTILIZANDO฀CAMPOS฀RELA

TIVOS฀A�฀T�PICO�฀T¤TULO�฀AUTOR�฀NOMBRE฀DE฀LA฀PUBLICACI�N�฀A¶O�฀DIRECCI�N�฀IDIOMA�฀$/)�฀
TIPO฀DE฀DOCUMENTO฀Y฀ALGUNOS฀OTROS฀MÕS�฀0ARA฀LOCALIZAR฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀
MATEMÕTICA฀INDEXADA฀EN฀ESTA฀BASE�฀SE฀UTILIZARON฀COMO฀SECUENCIA฀DE฀B¢SQUEDA฀LOS฀T�PICOS�฀
�mathem* or arithm* or geome*) and (educat* or teach* or learn*	�฀,OS฀RESULTADOS฀DE฀
B¢SQUEDA฀IDENTIFICARON฀����฀COMUNICACIONES฀O฀PONENCIAS�฀DE฀LAS฀CUALES฀���฀CONSIGUEN฀
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SER฀EDITADAS฀�DESPU£S�฀COMO฀ART¤CULOS�฀%STE฀HECHO฀SE฀DEBE฀A฀QUE฀CIERTAS฀REVISTAS฀A¢N฀
MANTIENEN฀ESA฀iIMPROCEDENTE฀COSTUMBREw฀DE฀CONVERTIRSE฀EN฀LIBROS฀DE฀ACTAS�฀
!DICIONALMENTE�฀SE฀REALIZ�฀OTRA฀B¢SQUEDA฀INCORPORANDO฀EL฀T�PICO฀DE฀%STAD¤STICA฀EDU


CATIVA฀�Statist* and educat*	�฀LO฀QUE฀SUPUSO฀UN฀RESULTADO฀DE฀����฀DOCUMENTOS�฀$ICHO฀
RESULTADO฀PONE฀DE฀MANIFIESTO฀QUE฀LA฀EDUCACI�N฀ESTAD¤STICA฀MERECE฀UNA฀CONSIDERACI�N฀ESPECIAL฀
Y฀DIFERENCIADA฀DENTRO฀DEL฀CAMPO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀Y QUE฀AQU¤฀NO฀SE฀CONSIDERARÕ�

Análisis de Resultados 

%L฀ANÕLISIS฀DE฀RESULTADOS฀QUEDA฀ESTRUCTURADO฀EN฀SEIS฀GRANDES฀APARTADOS�฀CATEGOR¤AS฀
DE฀LA฀7EB฀OF฀3CIENCE�฀CONFERENCIAS�CONGRESOS฀MÕS฀PRODUCTIVAS�฀PRODUCCI�N฀DIACR�NICA�฀
POR฀PA¤SES฀E฀INSTITUCIONES�฀IDIOMAS฀Y฀DATOS฀DE฀CITACI�N�

Categorías de Web of Science

Se HA฀DE฀ADVERTIR฀QUE฀UN฀MISMO฀DOCUMENTO฀PUEDE฀PERTENECER฀A฀DOS฀O฀MÕS฀CATEGOR¤AS฀
TEMÕTICAS฀DE฀)3)
7/3�฀VISIBLES฀EN฀LOS฀*OURNAL฀#ITATION฀2EPORTS฀�*#2	�

4ABLA฀��฀Producción científica en educación matemática  
según categorías WOS indexada en la base CPCI-SS&H

R.º Categoría temática de los JCR # Documentos �

1.º Education & Educational Research 4892 87.38

2.º %DUCATION฀3CIENTIlC฀$ISCIPLINES 1727 30.85

3.º Mathematics 971 17.34

4.º #OMPUTER฀3CIENCE฀)NTERDISCIPLINARY฀!PPLICATIONS 467 8.34

5.º 0SYCHOLOGY฀%DUCATIONAL 349 6.23

6.º #OMPUTER฀3CIENCE฀)NFORMATION฀3YSTEMS 330 5.89

7.º 3OCIAL฀3CIENCES฀)NTERDISCIPLINARY 279 4.98

8.º Management 196 3.50

9.º )NFORMATION฀3CIENCE฀,IBRARY฀3CIENCE 153 2.73

10.º Economics 141 2.51

Estos primeros resultados muestran como la categoría general vinculada al campo 
EDUCATIVO฀�Education & Educational Research	฀ES฀DONDE฀SE฀RECOGE฀LA฀MAYOR฀PRODUCCI�N฀
CIENT¤FICA฀DE฀APORTES฀CONGRESUALES฀AL฀CAMPO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀ESTABLECI£NDOSE฀
UNA฀CLARA฀DISTINCI�N฀ENTRE฀LOS฀CAMPOS฀DE฀%DUCACI�N฀Y฀-ATEMÕTICAS฀�AUNQUE฀RELEGÕNDOSE฀
ESTE฀¢LTIMO฀A฀UN฀TERCER฀PUESTO฀EN฀PRODUCTIVIDAD	�฀

Por otro lado, es preciso poner de manifiesto la afinidad central de estas 10 categorías 
AL฀CONVERGER�฀TODAS฀ELLAS�฀EN฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀Y�฀TANGENCIALMENTE฀CON฀OTRAS฀��฀
CATEGOR¤AS฀DE฀LA฀7/3฀�QUE฀AQU¤฀SE฀OMITEN฀POR฀BREVEDAD	�฀%STA฀AFINIDAD฀ES฀PREDOMINANTE฀
CON฀EL฀MUNDO฀DE฀LOS฀ORDENADORES�฀POR฀LO฀QUE฀PARECIERA฀QUE฀LA฀INVESTIGACI�N฀SOBRE฀EDUCA

CI�N฀MATEMÕTICA฀HA฀ENCONTRADO฀EN฀LAS฀NUEVAS฀TECNOLOG¤AS฀SU฀MEJOR฀ALIADO�฀$E฀HECHO�฀A฀
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LAS฀CATEGOR¤AS฀AQU¤฀SE¶ALADAS฀HABR¤A฀QUE฀A¶ADIR฀LA฀CATEGOR¤A฀Computer Science Theory & 

Methods฀QUE฀OCUPA฀EL฀PUESTO฀����฀CON฀���฀APORTACIONES฀������	฀O฀LA฀CATEGOR¤A฀Computer 

Science Artificial Intelligence฀QUE฀OCUPA฀EL฀PUESTO฀����฀CON฀��฀APORTACIONES฀������	�

4ABLA฀��฀Conferencias en educación matemática con más aportes  

indexados en la base CPCI-SS&H

R.º Conferencia/Congreso Año N �

1.º 33rd฀#ONFERENCE฀OF฀THE฀)NTERNATIONAL฀'ROUP฀FOR฀4HE฀0SYCHOLOGY฀OF฀-ATHEMA

tics Education

2009 256 4.57

2.º 30th฀#ONFERENCE฀OF฀4HE฀)NTERNATIONAL฀'ROUP฀FOR฀THE฀0SYCHOLOGY฀OF฀-ATHEMA

tics Education

2006 218 3.89

3.º 35th฀!NNUAL฀#ONFERENCE฀ OF฀4HE฀ )NTERNATIONAL฀'ROUP฀ FOR฀ THE฀ 0SYCHOLOGY฀ OF฀
Mathematics Education

2011 192 3.43

4.º 34th฀#ONFERENCE฀OF฀4HE฀)NTERNATIONAL฀'ROUP฀FOR฀THE฀0SYCHOLOGY฀OF฀-ATHEMAT

ics Education

2010 156 2.78

5.º 36th฀!NNUAL฀#ONFERENCE฀OF฀THE฀)NTERNATIONAL฀'ROUP฀FOR฀0SYCHOLOGY฀OF฀-ATHE

matics Education

2012 123 2.19

6.º Annual Conference of the North American Chapter of the International Group 
FOR฀THE฀0SYCHOLOGY฀OF฀-ATHEMATICS฀%DUCATION

2008 101 1.8

7.º 2nd฀7ORLD฀#ONFERENCE฀ON฀%DUCATIONAL฀3CIENCES 2010 89 1.59

8.º Annual Meeting of the American Educational Research Association 2009 88 1.57

9.º 4th฀7ORLD฀#ONFERENCE฀ON฀%DUCATIONAL฀3CIENCES 2012 85 1.51

10.º )NTERNATIONAL฀3YMPOSIUM฀ON฀%LEMENTARY฀-ATHEMATICS฀4EACHING 2009 77 1.37

#OMO฀RESULTADO฀ANECD�TICO฀DESTACAR฀LA฀AFINIDAD฀CON฀LA฀CATEGOR¤A฀Hospitality Lei-

sure Sport Tourism฀QUE฀OCUPA฀EL฀����฀CON฀��฀DOCUMENTOS�฀SUPONIENDO฀UN฀�����฀DE฀LA฀
PRODUCCI�N฀CIENT¤FICA฀DE฀ESTE฀CAMPO�
%N฀GENERAL�฀ LOS฀RESULTADOS฀MUESTRAN฀COMO฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀�SEG¢N฀SUS฀

APORTES฀CONGRESUALES	฀ES฀UN฀CAMPO฀DE฀ESTUDIO฀E฀INVESTIGACI�N฀CON฀N¢CLEO฀EN฀EDUCA

CI�N�฀INVESTIGACI�N฀EDUCATIVA฀Y฀UNA฀SERIE฀DE฀CAPAS฀PERIF£RICAS฀CONC£NTRICAS฀RELATIVAS฀A฀
M¢LTIPLES฀DISCIPLINAS฀CIENT¤FICAS฀ALGUNAS฀TAN฀DISPARES฀COMO฀LA฀MEDICINA�฀LA฀INGENIER¤A฀
O฀LA฀COMPUTACI�N�

Top 10 Congresos más Productivos. #ON฀UNA฀PRETENSI�N฀ORIENTATIVA฀SE฀MUESTRAN฀
AQUELLAS฀CONFERENCIAS�CONGRESOS฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀QUE฀HAN฀INCORPORADO฀UN฀
MAYOR฀N¢MERO฀DE฀APORTES฀EN฀SUS฀CORRESPONDIENTES฀ACTAS฀�proceedings	฀Y฀QUE�฀POSTE

RIORMENTE�฀FUERON฀INDEXADAS฀EN฀LA฀BASE฀#0#)
33�(�฀#ONCRETAMENTE�฀A฀LO฀LARGO฀DEL฀
PERIODO฀ANALIZADO�฀HAN฀SIDO฀INDEXADAS฀MÕS฀DE฀����฀ACTAS฀DE฀CONFERENCIAS�CONGRESOS�฀
en concreto, 1121 actas . 
$EL฀ TOTAL฀DE฀ESTA฀PRODUCCI�N�฀ LAS฀DIEZ฀CONFERENCIAS฀MÕS฀PRODUCTIVAS฀SER¤AN฀ LAS฀

DADAS฀EN฀LA฀4ABLA฀��฀#ABE฀DESTACAR฀ las Conferences of the International Group for 

the Psychology of Mathematics Education�฀TAMBI£N฀CONOCIDAS฀COMO฀CONGRESOS฀0-%�฀
COMO฀LOS฀CONGRESOS฀CON฀UNA฀MAYOR฀PUBLICACI�N฀DE฀APORTES฀EN฀EL฀CAMPO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀
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MATEMÕTICA�฀%L฀0-%฀ES฀UN฀GRUPO฀DE฀INVESTIGADORES�฀ESTABLECIDO฀EN฀����฀EN฀EL฀#ONGRESO฀
)NTERNACIONAL฀DE฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀�)#-%�	฀EN฀+ARLSRUHE฀�!LEMANIA	�฀CUYOS฀
PRINCIPALES฀OBJETIVOS฀SER¤AN�

 — 0ROMOVER฀CONTACTOS฀E฀INTERCAMBIO฀DE฀INFORMACI�N฀CIENT¤lCA฀EN฀EL฀CAMPO฀DE฀LA฀
EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀INTERNACIONALES�฀

 — 0ROMOVER฀Y฀ESTIMULAR฀LA฀INVESTIGACI�N฀INTERDISCIPLINARIA฀EN฀EL฀ÕREA฀ANTES฀MEN

cionada. 

 — 0ROMOVER฀UNA฀COMPRENSI�N฀MÕS฀PROFUNDA฀Y฀CORRECTA฀DE฀LA฀PSICOLOG¤A฀Y฀OTROS฀
ASPECTOS฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀DE฀LAS฀CONSE

cuencias de los mismos.

Producción diacrónica 

Realizando un análisis longitudinal desde finales del siglo xx฀�EN฀CONCRETO�฀DESDE฀
����฀HASTA฀LA฀ACTUALIDAD	฀SE฀OBSERVA฀QUE฀LA฀REALIZACI�N฀DE฀ENCUENTROS฀DE฀CARÕCTER฀CIENT¤

FICO฀Y�฀POR฀TANTO�฀LA฀PRODUCCI�N฀DERIVADA฀DE฀ELLOS�฀HA฀IDO฀INCREMENTÕNDOSE฀PAULATINAMENTE฀
hasta 2010. 

Figura 1. Producción diacrónica de aportes congresuales sobre educación matemática in-
dexados en la base CPCI-SS&H.

%L฀MAYOR฀AUMENTO฀DE฀ESTA฀PRODUCCI�N฀SE฀DESARROLLA฀EN฀EL฀A¶O฀�����฀!฀PARTIR฀DE฀ESE฀
A¶O�฀ESTA฀PRODUCCI�N฀SE฀REDUCE฀DRÕSTICAMENTE�
0OR฀OTRO฀LADO�฀DESTACAR฀QUE฀HASTA฀EL฀A¶O฀����฀�!¶O฀)NTERNACIONAL฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS	฀

LA฀PRODUCCI�N฀CIENT¤FICA฀DE฀ACTAS฀DE฀CONGRESOS฀OSCILA฀POR฀ENCIMA฀DE฀���฀PUBLICACIONES฀
POR฀A¶O�฀!฀PARTIR฀DE฀ESTA฀CONMEMORACI�N�฀LA฀PRODUCCI�N฀SE฀REDUCE฀PAULATINAMENTE�฀4AL฀
ABRUPTA฀CA¤DA฀ES฀PREOCUPANTE฀Y฀DEBIERA฀SER฀INDAGADA฀EN฀PROFUNDIDAD�฀TAL฀VEZ฀SEA฀DEBIDA฀
A฀FALTA฀DE฀ACTUALIZACI�N฀DE฀LA฀BASE�฀ALGO฀QUE฀NO฀OCURRE฀CON฀LAS฀BASES฀PRINCIPALES฀DE฀)3)

7/3฀�3CIENCE฀#ITATION฀)NDEX฀Y฀3OCIAL฀3CIENCES฀#ITATION฀)NDEX	�
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Productividad institucional: Países

3I฀ANALIZAMOS฀ESTA฀PRODUCCI�N฀ATENDIENDO฀A฀PA¤SES�฀SEG¢N฀LAS฀RESPECTIVAS฀INSTITUCIO

NES฀ACAD£MICAS฀DE฀LOS฀DIVERSOS฀AUTORES�฀SE฀DENOTA฀UNA฀AMPLIA฀DISPERSI�N฀GEOGRÕFICA�฀!฀
LOS฀��฀PA¤SES฀REPRESENTADOS฀EN฀LA฀FIGURA฀��฀HABR¤A฀QUE฀SUMAR฀OTROS฀��฀PA¤SES฀MÕS�฀APARTE฀
DE฀���฀APORTES฀QUE฀APARECEN฀INDEXADOS฀SIN฀IDENTIFICACI�N฀NACIONAL�

Figura 2. Productividad según países de aportes congresuales en educación matemática 
indexados en la base CPCI-SS&H.

#OMO฀SE฀OBSERVA�฀53!฀ES฀EL฀PA¤S฀CON฀MAYOR฀PRODUCCI�N฀SOBRE฀APORTES฀CONGRESUA

LES฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀%STE฀RESULTADO฀DEBE฀SER฀CONTEXTUALIZADO฀POR฀LA฀BASE฀DE฀
REFERENCIA฀UTILIZADA�฀/TROS฀PA¤SES฀COMO฀#HINA�฀%SPA¶A฀O฀4URQU¤A฀TIENEN฀UNA฀NOTABLE฀
PRODUCCI�N�฀QUE฀SER¤A฀AMPLIABLE฀SI฀CONSIDERÕRAMOS฀LA฀PRODUCCI�N฀EN฀LA฀LENGUA฀OFICIAL฀
DEL฀PA¤S฀QUE฀NO฀SUELE฀ESTAR฀INDEXADA฀EN฀LA฀BASE฀#0#)
33�(�฀

Productividad institucional: Organizaciones/universidades

,A฀PRODUCCI�N฀CIENT¤FICA฀ANALIZADA฀SE฀DESARROLLA฀EN฀����฀CENTROS�UNIVERSIDADES฀DIFE

RENTES�฀!L฀DESGLOSAR฀LA฀INFORMACI�N฀DE฀LAS฀��฀INSTITUCIONES฀MÕS฀PRODUCTIVAS�฀SE฀OBTIENEN฀
LOS฀DATOS฀QUE฀APARECEN฀REFLEJADOS฀EN฀LA฀SIGUIENTE฀4ABLA฀��

4ABLA฀�� Producción por universidades de aportes congresuales  
en educación matemática indexados en la base CPCI-SS&H

R.º /RGANIZACI�N País N �

1.º Universidad de Granada España 66 1.17

2.º Universidad Charles Praga R. Checa 65 1.15

3.º 5NIVERSIDAD฀+EBANGSAAN฀-ALAYSIA Malasia 50 0.89

4.º Universidad de Alicante España 36 0.64

5.º Universidad de Marmara 4URQU¤A 35 0.62

6.º Universidad de Michigan USA 35 0.62

7.º 5NIVERSIDAD฀0UTRA฀-ALAYSIA Malasia 33 0.58
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R.º /RGANIZACI�N País N �

8.º 5NIVERSIDAD฀DE฀7ISCONSIN USA 30 0.53

9.º 5NIVERSIDAD฀+ARADENIZ4ECH 4URQU¤A 28 0.49

10.º Universidad IslamicAzad Irán 25 0.44

11.º Universidad de Valencia España 25 0.44

12.º Universidad Monash Austalia 24 0.42

13.º Universidad Nacional Taiwan Normal Taiwan 24 0.42

14.º 5NIVERSIDAD฀!UT�NOMA฀"ARCELONA España 23 0.41

15.º 5NIVERSIDAD฀.ACIONAL฀!UT�NOMA฀-£XICO -£XICO 23 0.41

16.º 5NIVERSIDAD฀!TATURK 4URQU¤A 21 0.37

17.º Universidad Middle East Tech 4URQU¤A 21 0.37

18.º Universidad de Nottingham Gran Bretaña 21 0.37

19.º 5NIVERSIDAD฀DE฀#YPRUS Chipre 20 0.35

20.º 5NIVERSIDAD฀DE฀7ITWATERSRAND Sudáfrica 20 0.35

%S฀DESTACABLE฀QUE฀LA฀INSTITUCI�N฀CON฀UNA฀MAYOR฀PRODUCCI�N฀EN฀ESTE฀CAMPO฀SEA฀LA฀
5NIVERSIDAD฀DE฀'RANADA฀�%SPA¶A	�฀Y฀CON฀UNA฀PRODUCCI�N฀MUY฀SIMILAR฀LA฀5NIVERSIDAD฀
CHECA฀DE฀#HARLES฀0RAGA฀�2EP¢BLICA฀#HECA	�฀/TRAS฀INSTITUCIONES฀ESPA¶OLAS฀QUE฀OCUPAN฀
ALGUNOS฀DE฀LOS฀PRIMEROS฀��฀PUESTOS฀SON�฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀!LICANTE฀����฀PUESTO	�฀ LA฀
5NIVERSIDAD฀DE฀6ALENCIA฀�����	฀Y฀LA฀5NIVERSIDAD฀!UT�NOMA฀DE฀"ARCELONA฀�����	�฀

La importante productividad de la Universidad de Granada en el campo de la edu

CACI�N฀MATEMÕTICA฀ES฀COINCIDENTE฀CON฀OTROS฀ESTUDIOS฀QUE฀HAN฀ANALIZADO฀SU฀PRODUCCI�N฀
DE฀TESIS฀DOCTORALES฀�6ALLEJO�฀�����฀6ALLEJO฀ET฀AL�฀����	฀O฀ART¤CULOS฀INDEXADOS฀EN฀)3)฀
�&ERNÕNDEZ
#ANO�฀�����฀����	�฀(ALLAZGO฀QUE฀MUESTRA฀LA฀ALTA฀PRODUCTIVIDAD฀Y฀POR฀ENDE฀
LA฀RELEVANCIA฀DE฀LOS฀GRUPOS฀DE฀INVESTIGACI�N฀EN฀EL฀CAMPO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀
de la Universidad de Granada. 
!฀DESTACAR�฀TAMBI£N�฀LA฀PRODUCCI�N฀DE฀INSTITUCIONES฀DE฀PA¤SES฀EMERGENTES฀A฀LA฀CIENCIA฀

COMO฀4URQU¤A�฀)RÕN฀Y฀-ALASIA�

Idiomas

%N฀RELACI�N฀A฀LOS฀IDIOMAS฀DE฀ESTAS฀PUBLICACIONES�฀L�GICAMENTE�฀EL฀INGL£S฀ES฀EL฀IDIOMA฀
MAYORITARIO�฀EN฀UN฀TOTAL฀DE฀����฀COMUNICACIONES฀�����฀�	�฀OBVIAMENTE฀ES฀LA฀lingua 

franca฀DE฀LA฀COMUNICACI�N฀CIENT¤FICA฀Y฀EL฀IDIOMA฀DE฀iREFERENCIAw฀DE฀LA฀BASE฀SELECCIONADA�฀
%L฀SEGUNDO฀LUGAR฀LO฀OCUPAR¤A฀EL฀ESPA¶OL�฀CON฀UN฀TOTAL฀DE฀���฀APORTACIONES฀�����฀�	฀Y�฀EN฀
TERCER฀LUGAR�฀EL฀CHINO฀CON฀���฀DOCUMENTOS฀�����฀�	�฀%STOS฀RESULTADOS฀SON฀CONCORDANTES฀
CON฀LOS฀DATOS฀APORTADOS฀EN฀EL฀TERCER฀APARTADO฀�PRODUCCI�N฀POR฀PA¤SES	�฀%N฀UN฀SEGUNDO฀
NIVEL฀DE฀IMPORTANCIA฀SE฀UBICAR¤AN฀OTROS฀NUEVE฀IDIOMAS฀QUE฀NO฀SUPERAN฀EL฀��฀DE฀LOS฀
aportes analizados.
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Datos de Citación

%L฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀DATOS฀DE฀CITACI�N฀PERMITE฀EVIDENCIAR฀EL฀IMPACTO฀QUE฀TIENE฀ESTA฀
PRODUCCI�N฀CIENT¤FICA฀COMO฀FUENTE฀DE฀REFERENCIA฀PARA฀OTROS฀PRODUCTOS฀CIENT¤FICOS฀�ART¤

CULOS�฀FUNDAMENTALMENTE	�

4ABLA฀��฀Datos generales de impacto por citación de los aportes congresuales  

sobre educación matemática indexados en la base CPCI-SS&H

Datos de productividad y citación Número 

Aportes congresuales encontrados 5612 

Total de veces citados 14202

Total de veces citados sin citas propias 13594

!RT¤CULOS฀EN฀QUE฀SE฀CITA 12144

!RT¤CULOS฀TOTALES฀EN฀QUE฀SE฀CITA฀SIN฀CITAS฀PROPIAS 11692

Promedio de citas por aporte 2.53

Índice h de Hirsch 56

,OS฀RESULTADOS฀ENCONTRADOS฀REVELAN฀QUE฀LOS฀APORTES฀CONGRESUALES฀SON฀DOCUMENTOS฀
DE฀ESCASA฀REFERENCIA฀PARA฀LA฀PRODUCCI�N฀DE฀LA฀CIENCIA฀EN฀EL฀CAMPO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATE

MÕTICA�฀%L฀PROMEDIO฀DE฀LAS฀CITAS฀�����	฀ES฀ALGO฀BAJO�฀ACORDE฀CON฀LAS฀ESCASAS฀PÕGINAS฀
DEDICADAS฀A฀LAS฀ACTAS฀DE฀CONGRESOS฀Y฀SU฀INICIAL฀ANÕLISIS฀DE฀RESULTADOS฀Y฀CONCLUSIONES�฀%L฀
índice h฀DE฀(IRSCH฀PARA฀TAN฀INGENTE฀PRODUCCI�N฀ES฀���฀O฀SEA�฀AL฀MENOS฀��฀APORTES฀HAN฀
RECIBIDO฀��฀CITAS�
%STOS฀RESULTADOS฀SON฀CONCORDANTES฀CON฀LAS฀CONCLUSIONES฀EXTRA¤DAS฀POR฀(OFER�฀3ME


JKAL�฀"ILGIN฀ET฀AL�฀�����	฀QUIENES฀DETERMINARON฀QUE฀LAS฀ACTAS฀DE฀CONGRESOS฀�proceedings	฀
REPRESENTAN฀S�LO฀EL฀����฀DE฀LAS฀REFERENCIAS฀QUE฀SE฀HACEN฀EN฀LAS฀#IENCIAS฀.ATURALES฀Y฀
LA฀)NGENIER¤A�฀Y฀EL฀����฀EN฀LAS฀#IENCIAS฀3OCIALES฀Y฀LAS฀(UMANIDADES�฀%L฀¢NICO฀CAMPO�฀
DONDE฀SEG¢N฀ESTOS฀AUTORES฀LAS฀ACTAS฀DE฀CONGRESOS฀DESEMPE¶AN฀UN฀PAPEL฀PARTICULARMENTE฀
IMPORTANTE�฀ES฀EN฀EL฀CAMPO฀DELA฀INFORMÕTICA�฀DONDE฀REPRESENTAN฀CERCA฀DEL฀���฀DE฀LAS฀
REFERENCIAS฀CITADAS�฀Y฀RESULTADOS฀SIMILARES฀TAMBI£N฀HAN฀CONSTATADO฀'ONZÕLEZ
!LBO฀Y฀
"ORDONS฀�����	฀EN฀EL฀CAMPO฀DE฀LA฀)NFORMACI�N฀CIENT¤FICA฀Y฀"IBLIOTECAS�

Conclusiones

,OS฀APORTES฀CONGRESUALES�฀PESE฀A฀SU฀HETEROGENEIDAD�฀CUESTIONABLE฀CALIDAD฀CIENT¤FICA�฀
DIFICULTAD฀DE฀ACCESO฀Y฀SU฀VISI�N฀GRIS�฀EMERGEN฀COMO฀UNA฀FUENTE฀DE฀INFORMACI�N฀CIENT¤FICA฀
PRIMARIA�฀CUYO฀ESTUDIO฀NO฀DEBIERA฀DESCONSIDERARSE�฀%N฀CONCRETO�฀Y฀TRAS฀ANALIZAR฀ESTA฀
PRODUCCI�N฀EN฀EL฀CAMPO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀ESTE฀ESTUDIO฀PERMITE฀ESTABLECER฀
NEXOS฀DE฀UNI�N฀ENTRE฀DICHO฀ÕMBITO฀EDUCATIVO฀Y฀EL฀CAMPO฀DE฀LA฀MEDICINA�฀LA฀INGENIER¤A฀
O฀EL฀EMERGENTE฀CAMPO฀DE฀LA฀COMPUTACI�N�฀!SIMISMO�฀ES฀DESTACABLE฀LA฀INVESTIGACI�N฀
DESARROLLADA฀EN฀TERRITORIO฀NACIONAL�฀PUDI£NDOSE฀EQUIPARAR฀A฀PA¤SES฀COMO฀%%55฀O฀#HINA�฀
CONCRETAMENTE�฀ES฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀'RANADA฀LA฀INSTITUCI�N฀DE฀ENSE¶ANZA฀SUPERIOR฀CUYOS฀
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INVESTIGADORES฀ACOPIAN฀LOS฀MAYORES฀¤NDICES฀DE฀PRODUCCI�N�฀/TRAS฀DE฀LAS฀INSTITUCIONES฀
ESPA¶OLAS฀QUE฀MERECEN฀DISTINCI�N�฀AUNQUE฀CON฀MENOR฀PRESENCIA�฀SER¤AN฀LA฀5NIVERSIDAD฀
DE฀!LICANTE�฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀6ALENCIA฀Y฀LA฀5NIVERSIDAD฀!UT�NOMA฀DE฀"ARCELONA�฀0OR฀
¢LTIMO�฀Y฀CON฀RELACI�N฀A฀LA฀CANTIDAD฀DE฀CITAS฀RECIBIDAS฀POR฀ESTE฀TIPO฀DE฀PRODUCCIONES�฀
CONCLUIR฀QUE฀LOS฀APORTES฀CONGRESUALES฀TIENEN฀UN฀BAJO฀IMPACTO฀DE฀CITACI�N฀EN฀COMPARACI�N฀
CON฀OTROS฀APORTES฀CIENT¤FICOS�฀SI฀BIEN฀ES฀CIERTO฀QUE฀ESTE฀BAJO฀¤NDICE฀QUEDA฀CONDICIONADO฀
a la naturaleza de las disciplinas.
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CUATRO DÉCADAS FORMANDO MAESTROS  
DESDE LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA

Four Decades Training Teachers from Mathematics Education

Luis Carlos Contrerasa, Lorenzo Blancob y José Carrilloa

aUniversidad de Huelva, España 
B5NIVERSIDAD฀DE฀%XTREMADURA�฀%SPA¶A

Resumen

%STE฀CAP¤TULO฀HACE฀UN฀RECORRIDO฀POR฀LA฀EVOLUCI�N฀DEL฀PAPEL฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀EN฀
LA฀FORMACI�N฀INICIAL฀DE฀MAESTROS฀EN฀%SPA¶A฀EN฀LAS฀¢LTIMAS฀D£CADAS�฀%L฀PUNTO฀DE฀PARTIDA฀SE฀SIT¢A฀
EN฀LOS฀A¶OS฀PREVIOS฀A฀LA฀PROMULGACI�N฀DE฀LA฀,EY฀DE฀2EFORMA฀5NIVERSITARIA฀DE฀�����฀QUE฀SUPUSO฀
LA฀CREACI�N฀DEL฀ÕREA฀DE฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA�฀%L฀DESARROLLO฀CRONOL�GICO฀SIRVE�฀A฀CONTINUA

CI�N�฀DE฀HILO฀CONDUCTOR฀PARA฀MOSTRAR฀LOS฀DISTINTOS฀ENFOQUES฀BAJO฀LOS฀QUE฀SE฀HA฀IDO฀ABORDANDO฀LA฀
FORMACI�N฀DE฀LOS฀MAESTROS฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀%N฀ESTA฀EVOLUCI�N�฀MATEMÕTICAS�฀
DIDÕCTICA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀O฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀NI฀HAN฀TENIDO฀SIEMPRE฀
el mismo significado, ni esos significados han sido compartidos por la comunidad de profesores 
DE฀LA฀MENCIONADA฀ÕREA�฀NI฀HAN฀SIDO฀ELEMENTOS฀DE฀IGUAL฀PESO฀EN฀ESA฀FORMACI�N�

Palabras clave�฀FORMACI�N฀INICIAL฀DE฀MAESTROS�฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA

ABSTRACT

We approach the evolution of the role of mathematics education in the context of primary 

teacher training in Spain in the last decades. We start coming back to the period before the pro-

mulgation of the Law of University Reform in 1984, which meant the creation of the Didactics of 

Mathematics Area. Next we use a chronological development as a means to show several pers-

pectives in the training of primary teachers to teach mathematics. In this evolution, mathematics, 

mathematics pedagogy or teaching and learning mathematics have not got the same meaning, 

nor these meanings have been shared by the teachers community of the above mentioned area, 

nor have their weight been homogeneous in teacher training.

Keywords: primary teachers’ training, mathematics education 

Contreras, L. C., Blanco, L.฀Y฀Carrillo�฀*�฀�����	�฀#UATRO฀D£CADAS฀FORMANDO฀MAESTROS฀DESDE฀LA฀
EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Educación 

Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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Introducción

%L฀T¤TULO฀DEL฀CAP¤TULO฀CONDUCE฀AL฀RELATO฀DE฀UN฀TIEMPO฀QUE�฀EN฀NUESTRO฀CASO�฀HA฀ESTADO฀
CENTRADO฀EN฀LA฀FORMACI�N฀Y฀EL฀DESARROLLO฀PROFESIONAL฀DE฀LOS฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS฀EN฀
EL฀ÕMBITO฀DE฀LA฀DOCENCIA฀Y฀EN฀EL฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N�฀PERIODO฀COMPARTIDO฀CON฀,UIS฀2ICO฀
EN฀EL฀TERRENO฀PERSONAL฀Y฀EN฀EL฀ACAD£MICO�฀DEBIDO�฀PARTICULARMENTE�฀A฀SU฀CONTRIBUCI�N฀EN฀
LA฀L¤NEA฀DE฀INVESTIGACI�N฀SOBRE฀LA฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS�฀-OSTRAMOS฀
LA฀EVOLUCI�N฀DE฀NUESTRA฀COMPRENSI�N฀Y฀EXPERIENCIA฀PROFESIONAL฀SOBRE฀EL฀CONOCIMIENTO฀
DEL฀PROFESOR฀DE฀MATEMÕTICAS�฀UN฀CONOCIMIENTO฀QUE�฀AL฀PRINCIPIO�฀ESTABA฀EXCLUSIVAMENTE฀
CENTRADO฀EN฀EL฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO฀Y฀QUE฀LUEGO฀SE฀HA฀DESVELADO฀MUCHO฀MÕS฀COMPLEJO�
%N฀LA฀FORMACI�N฀DE฀UN฀PROFESOR฀DE฀MATEMÕTICAS฀INTERVIENEN฀MUCHOS฀ASPECTOS฀NO฀

DIRECTAMENTE฀RELACIONADOS฀CON฀LA฀MATEMÕTICA�฀EN฀LOS฀QUE฀NO฀ENTRAREMOS�฀0ONDREMOS฀
NUESTRO฀FOCO฀EN฀AQUELLO฀QUE฀SE฀PUEDE฀ANALIZAR฀Y฀COMPRENDER฀DESDE฀LA฀MATEMÕTICA�฀DESDE฀
SU฀ESTRUCTURA�฀SU฀EPISTEMOLOG¤A�฀SU฀SINTAXIS�฀SUS฀MODELOS฀DE฀REPRESENTACI�N฀O฀DESDE฀LA฀
INTERACCI�N฀DE฀ESTOS฀ELEMENTOS฀CON฀LOS฀OTROS฀DOS฀ACTORES฀DEL฀TRIÕNGULO฀DIDÕCTICO�฀
%L฀RECORRIDO฀SE฀INICIARÕ฀EN฀LOS฀A¶OS฀PREVIOS฀A฀LA฀PROMULGACI�N฀DE฀LA฀,EY฀DE฀2EFORMA฀

5NIVERSITARIA฀�,�2�5�	฀EN฀�����฀TRAS฀LA฀CUAL฀NACE฀EL฀ÕREA฀DE฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA�฀
QUE฀SE฀INTEGRA฀EN฀DEPARTAMENTOS฀UNIVERSITARIOS�฀!฀PARTIR฀DE฀ESTE฀MOMENTO฀SE฀PASA฀DE฀
UN฀TRABAJO฀INDIVIDUALIZADO฀O฀EN฀PEQUE¶OS฀GRUPOS฀A฀UN฀TRABAJO฀CONJUNTO฀A฀NIVEL฀ESTATAL�฀
DONDE฀LA฀CREACI�N฀DE฀LA฀3OCIEDAD฀%SPA¶OLA฀DE฀)NVESTIGACI�N฀EN฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀
�3%)%-	�฀EL฀��฀DE฀MARZO฀DE฀�����฀JUEGA฀UN฀PAPEL฀CRUCIAL�฀,OS฀RESULTADOS฀ACTUALES฀DE฀
NUESTRA฀INVESTIGACI�N฀EN฀EL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀PROFESOR฀DE฀MATEMÕTICAS฀CONSTITUIRÕN฀LA฀
parte final del itinerario.

Los años previos a la L.R.U.

#OMENZAMOS฀NUESTRA฀ANDADURA฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀MAESTROS�฀ANTES฀DE฀LA฀PROMUL

GACI�N฀DE฀LA฀,25�฀QUE฀SUPUSO฀UN฀HITO฀EN฀EL฀DEVENIR฀DE฀LAS฀%SCUELAS฀5NIVERSITARIAS฀DE฀
&ORMACI�N฀DEL฀0ROFESORADO฀DE฀%'"�฀,OS฀PROFESORES฀DE฀-ATEMÕTICAS฀DE฀ESTOS฀CENTROS฀
SEGU¤AMOS฀UNA฀TRADICI�N฀DOCENTE�฀EN฀M£TODOS฀Y฀EN฀CONTENIDOS�฀MUY฀SIMILAR฀A฀LA฀QUE฀
HAB¤AMOS฀RECIBIDO฀EN฀NUESTRA฀FORMACI�N฀COMO฀MATEMÕTICOS�฀!฀ELLO฀AYUDABA฀EL฀HECHO฀DE฀
QUE฀EL฀PLAN฀DE฀ESTUDIOS฀DE฀�����฀VIGENTE฀EN฀ESE฀MOMENTO�฀TUVIERA฀MATERIAS฀COMO฀!NÕLISIS฀
-ATEMÕTICO�฀̧ LGEBRA฀O฀%STAD¤STICA�฀%RA฀TAMBI£N฀UN฀MOMENTO฀EN฀EL฀QUE฀LA฀-ATEMÕTICA฀
-ODERNA฀HAB¤A฀DEJADO฀SU฀HUELLA฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀DE฀FORMA฀QUE�฀
INCLUSO฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀"ÕSICAS฀QUE฀SE฀IMPART¤AN฀EN฀LAS฀%SPECIALIDADES฀QUE฀NO฀ERAN฀DE฀
#IENCIAS฀ESTABAN฀INSPIRADAS฀EN฀LA฀TEOR¤A฀DE฀CONJUNTOS�฀Y฀ASIGNATURAS฀COMO฀-ETODOLOG¤A฀
DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀CONSIST¤AN฀EN฀POCO฀MÕS฀QUE฀EN฀UN฀ELENCO฀DE฀RECOMENDACIONES฀DE฀
USO฀DE฀RECURSOS฀COMO฀LOS฀"LOQUES฀,�GICOS฀O฀LOS฀BLOQUES฀MULTIBASE�
,A฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀ESTABA฀MÕS฀CERCA฀DE฀SER฀!RTE฀QUE฀#IENCIA�฀E฀INVESTIGAR฀

EN฀ESTE฀ÕREA฀EN฀%SPA¶A฀NO฀ERA฀CONCEBIBLE�฀ENTRE฀OTRAS฀COSAS฀PORQUE฀LOS฀POCOS฀DOCTORES฀
QUE฀HAB¤A฀ENTRE฀LOS฀DE฀NUESTRO฀GREMIO�฀LO฀ERAN฀EN฀-ATEMÕTICAS�฀.O฀HAB¤A฀PROGRAMAS฀
DE฀$OCTORADO฀ESPEC¤FICOS�฀Y฀LOS฀¢NICOS฀ENCUENTROS฀DE฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS฀ERAN฀
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promovidos por asociaciones repartidas por el Estado para tratar, en general, temáticas 
DE฀INTER£S฀PARA฀PROFESORES฀NO฀UNIVERSITARIOS฀�'UTI£RREZ�฀�����฀2ICO฀Y฀3IERRA�฀����	�
,AS฀PUBLICACIONES฀A฀LAS฀QUE฀TEN¤AMOS฀ACCESO฀EN฀LAS฀BIBLIOTECAS฀DE฀NUESTROS฀CENTROS฀

ERAN�฀FUNDAMENTALMENTE�฀LIBROS฀CUYOS฀CONTENIDOS฀RESPOND¤AN฀A฀LOS฀MISMOS฀ENFOQUES฀
CITADOS฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀-ODERNA�฀CUYO฀TRASVASE฀PREMATURO฀A฀LA฀ENSE¶ANZA฀PRIMARIA฀
ERA฀YA฀PREVENIDO฀POR฀OTROS฀LIBROS฀QUE฀MARCARON฀LA฀EVOLUCI�N฀DE฀NUESTRO฀PENSAMIENTO฀
Y฀QUE฀CONSTITU¤AN฀UN฀VIENTO฀FRESCO฀QUE฀ENTRABA฀EN฀NUESTRAS฀BIBLIOTECAS�฀El fracaso de 

la Matemática Moderna. ¿Por qué Juanito no sabe sumar?�฀DE฀-ORRIS฀+LINE�฀O฀La 

enseñanza de las matemáticas modernas,฀SELECCI�N฀DE฀*ES¢S฀(ERNÕNDEZ฀DE฀ART¤CULOS฀DE฀
0IAGET�฀#HOQUET�฀$IEUDON£฀Y฀4HOM�฀ENTRE฀OTROS�
.O฀CREEMOS฀QUE฀PODAMOS฀HABLAR฀DE฀UN฀MODELO฀EXPL¤CITO฀DE฀MAESTRO฀QUE฀AMPARARA฀

AQUELLA฀FORMACI�N�฀PERO�฀DE฀HABERLO�฀HABR¤A฀ESTADO฀FUNDAMENTADO฀EN฀QUE฀UN฀S�LIDO฀
CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀�"LANCO�฀����	฀ERA฀LA฀ESENCIA฀EXCLUSIVA฀DE฀UN฀BUEN฀PROFESOR�

Los primeros encuentros de profesores de matemáticas de Escuelas de 

Magisterio

#ON฀LA฀CREACI�N฀DEL฀ÕREA฀DE฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA�฀LOS฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕ

TICAS฀DE฀LAS฀%SCUELAS฀DE฀-AGISTERIO฀TUVIMOS฀QUE฀OPTAR฀POR฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀
�COMO฀HICIMOS฀NOSOTROS	�฀!NÕLISIS฀-ATEMÕTICO฀O฀-ATEMÕTICA฀!PLICADA�฀ENTRE฀OTRAS฀ÕREAS�฀
%LLO฀NOS฀CONDUJO฀A฀UNA฀NUEVA฀REALIDAD�฀ALGUNOS฀FORMADORES฀DE฀MAESTROS฀MOSTRAMOS฀
NUESTRO฀CONVENCIMIENTO฀DE฀QUE฀ALGO฀MUY฀PARTICULAR฀Y฀ESPEC¤FICO฀CARACTERIZABA฀EL฀CONTE

NIDO฀MATEMÕTICO฀QUE฀DEB¤A฀FORMAR฀PARTE฀DEL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀PROFESOR฀DE฀MATEMÕTICAS�฀
Y฀QUE฀ESTE฀CONTENIDO฀ERA฀DIFERENTE฀DEL฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO฀DE฀OTRAS฀PROFESIONES฀O฀
TITULACIONES฀UNIVERSITARIAS�฀Y฀NOS฀MOSTRÕBAMOS฀DISPUESTOS฀A฀EXPLORAR฀ESAS฀DIFERENCIAS฀
DESDE฀UNAS฀PERSPECTIVAS฀EPISTEMOL�GICAS�฀ONTOL�GICAS฀Y฀METODOL�GICAS฀SUSTANCIALMENTE฀
diferentes a las propias del conocimiento matemático formal.

Un segundo hito lo componen las primeras reuniones de profesores de Didáctica de 
LA฀-ATEMÕTICA฀�!LMER¤A�฀����฀Y฀6ALENCIA�฀�����฀����	฀EN฀LAS฀QUE฀SE฀COMIENZA฀A฀DEBATIR฀
LA฀NATURALEZA฀DE฀LA฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀COMO฀DISCIPLINA฀CIENT¤FICA฀Y�฀EN฀LO฀QUE฀A฀
NOSOTROS฀NOS฀CONCIERNE�฀SOBRE฀EL฀CONOCIMIENTO฀ESPEC¤FICO฀DEL฀PROFESOR฀DE฀MATEMÕTICAS�฀
Los programas de las asignaturas impartidas por los profesores del área de conoci

MIENTO฀FUERON฀TAMBI£N฀OBJETO฀DE฀ANÕLISIS�฀INICIÕNDOSE฀CIERTO฀PROCESO฀DE฀CONVERGENCIA฀
EN฀LA฀MANERA฀DE฀ENTENDER฀LA฀FORMACI�N฀DE฀MAESTROS�฀#ONVIVEN฀EN฀ESTE฀PERIODO฀DIVERSOS฀
MODELOS฀DE฀FORMACI�N�฀DESDE฀LOS฀QUE฀INTENTAN฀CONJUGAR฀LOS฀CONOCIMIENTOS฀PURAMENTE฀
MATEMÕTICOS฀CON฀LOS฀DERIVADOS฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LA฀MATEMÕTICA฀ESCOLAR�฀
HASTA฀LOS฀QUE฀LOS฀ABORDAN฀DE฀FORMA฀SEPARADA�
#OINCIDE฀EN฀EL฀TIEMPO฀CON฀LOS฀TRABAJOS฀DE฀3HULMAN฀������฀����	฀QUE�฀AUNQUE฀NO฀

SON฀ESPEC¤FICOS฀SOBRE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀APORTAN฀UN฀NUEVO฀CONCEPTO�฀Pedagogical 

Content Knowledge�฀QUE฀PERMITE฀VER฀EL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀CONTENIDO฀DISCIPLINAR฀DESDE฀
la perspectiva específica de ser enseñado.
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,AS฀INVESTIGACIONES฀DESARROLLADAS฀EN฀%SPA¶A฀SOBRE฀PROCESOS฀DE฀ENSE¶ANZA
APREN

DIZAJE฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀Y�฀ESPEC¤FICAMENTE�฀SOBRE฀LA฀FORMACI�N฀DEL฀PROFESORADO฀DE฀
-ATEMÕTICAS�฀ INDICABAN฀LA฀NECESIDAD฀DE฀MODIFICAR฀LA฀ESTRUCTURA฀Y฀CONTENIDOS฀DE฀LOS฀
PROGRAMAS฀DE฀FORMACI�N฀DE฀MAESTROS�฀INCIDIENDO฀EN฀LA฀RELACI�N฀ENTRE฀EL฀#ONOCIMIENTO฀
-ATEMÕTICO฀Y฀EL฀#ONOCIMIENTO฀$IDÕCTICO฀DE฀#ONTENIDO฀-ATEMÕTICO฀�,LINARES�฀����	�฀
%LLO฀MOTIV�฀LA฀CELEBRACI�N฀DE฀DIFERENTES฀SIMPOSIOS฀O฀ENCUENTROS฀NACIONALES�฀ORGANIZA

DOS฀EN฀TORNO฀A฀LOS฀PROBLEMAS฀SOBRE฀LA฀FORMACI�N฀DEL฀PROFESORADO฀DE฀MATEMÕTICAS฀�,E�N฀
�����฀,OGRO¶O฀�����฀(UELVA฀�����฀/VIEDO฀�����฀!LICANTE฀����	�฀

Simultáneamente, al final de esta década aparecen los primeros programas de docto

RADO�฀DE฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀O฀EN฀COLABORACI�N฀CON฀OTRAS฀DIDÕCTICAS฀ESPEC¤FICAS�฀
en paralelo, muchos profesores del área de conocimiento desarrollan sus tesis docto

rales. Algunos de ellos las realizan dirigidas por doctores de otras áreas, en particular 

EN฀$IDÕCTICA฀Y฀/RGANIZACI�N฀%SCOLAR�฀COMO฀ES฀EL฀CASO฀DE฀LAS฀REALIZADAS฀EN฀LA฀L¤NEA฀DE฀
TRABAJO฀DE฀0ENSAMIENTO฀DEL฀0ROFESOR�฀EN฀LAS฀QUE฀LOS฀CITADOS฀TRABAJOS฀DE฀,EE฀3HULMAN฀ERAN฀
especialmente relevantes. En este sentido, hemos de destacar el congreso internacional 

QUE�฀SOBRE฀ESTA฀TEMÕTICA�฀SE฀DESARROLL�฀EN฀,A฀2ÕBIDA฀�(UELVA	�฀EN฀�����฀%SAS฀INVESTIGA

CIONES฀FUERON฀EL฀GERMEN฀DE฀UN฀GRUPO฀IMPORTANTE฀DE฀TRABAJOS฀SOBRE฀EL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀
PROFESOR฀DE฀MATEMÕTICAS฀QUE฀PERMITIERON฀VER฀EN฀LA฀FORMACI�N฀CONTENIDOS฀RELATIVOS฀AL฀
CONOCIMIENTO฀DIDÕCTICO฀DEL฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO฀�TRADUCCI�N฀COM¢N฀DEL฀Pedagogical 

Content Knowledge�฀REFERIDO฀A฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀QUE฀CONVIVE฀CON฀LA฀TRADUCCI�N฀COMO฀
CONOCIMIENTO฀PEDAG�GICO฀DEL฀CONTENIDO	�฀QUE฀NO฀ES฀DE฀NATURALEZA฀MATEMÕTICA฀PERO฀
EMERGE฀DE฀ELLA�฀Y฀NO฀DE฀OTRAS฀CIENCIAS฀DE฀LA฀EDUCACI�N�
4AMBI£N฀AL฀FINAL฀DE฀ESTE฀PERIODO�฀Y฀EN฀PARTE฀COMO฀CONSECUENCIA฀DE฀LO฀ANTERIOR


MENTE฀DESCRITO�฀A฀INICIATIVA฀DE฀,UIS฀2ICO�฀SE฀PUBLICA฀LA฀COLECCI�N฀Matemáticas, cultura 

y aprendizaje�฀DE฀LA฀EDITORIAL฀3¤NTESIS�฀QUE฀SE฀PUEDE฀CONSIDERAR฀LA฀PRIMERA฀PRODUCCI�N฀
COLECTIVA�฀EN฀%SPA¶A�฀DE฀UN฀MATERIAL฀QUE฀A¢NA฀PRODUCTOS฀TRANSFERIBLES฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀
INTERNACIONAL฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀CON฀APORTACIONES฀RELEVANTES฀Y฀FUNDAMENTADAS฀
PARA฀LA฀FORMACI�N฀INICIAL�
4RAS฀LA฀APROBACI�N�฀EN฀�����฀DE฀LA฀,EY฀DE฀/RDENACI�N฀'ENERAL฀DEL฀3ISTEMA฀%DUCATIVO฀

�,�/�'�3�%�	�฀ASISTIMOS฀A฀LA฀ELABORACI�N฀DE฀NUEVOS฀PLANES฀DE฀ESTUDIO฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀
MAESTROS฀Y�฀POR฀PRIMERA฀VEZ�฀CON฀UNAS฀DIRECTRICES฀COMUNES�฀LO฀QUE฀NO฀SIGNIFICA฀DE฀IGUAL฀
DISE¶O�฀%STOS฀PLANES฀MOSTRARON฀DE฀FORMA฀CLARA฀LA฀DIVERSIDAD฀DE฀ENFOQUES฀COEXISTENTES฀
EN฀ESTA฀FORMACI�N฀DESDE฀LA฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀�!BRAIRA�฀'�MEZ�฀"LANCO฀Y฀-ART¤N�฀
����	�฀!LGUNOS฀PROGRAMAS฀MANTEN¤AN฀UN฀CLARO฀£NFASIS฀EN฀LA฀FORMACI�N฀MATEMÕTICA฀FOR

MAL�฀OTROS�฀DE฀FORMA฀SEPARADA฀O฀NO�฀INCLU¤AN฀RESULTADOS฀DE฀EXPERIENCIAS฀DE฀INNOVACI�N฀
O฀INVESTIGACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀%STAS฀DIFERENCIAS฀SE฀ACRECENTABAN฀CUANDO฀SE฀
ANALIZABAN฀LOS฀DISE¶OS�฀DONDE�฀POR฀EJEMPLO�฀SE฀CONTRAPON¤AN฀PROPUESTAS฀EN฀LAS฀QUE฀TEOR¤A฀
DE฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀FORMABA฀PARTE฀DE฀LOS฀CONTENIDOS฀DE฀LOS฀FUTUROS฀MAESTROS�฀
CON฀OTRAS฀PROPUESTAS฀EN฀LAS฀QUE฀LOS฀CONTENIDOS฀TE�RICOS฀DEL฀ÕREA฀ESTABAN฀IMPL¤CITOS�
0ARA฀DEBATIR฀SOBRE฀ESTOS฀MODELOS�฀LA฀3%)%-฀ORGANIZ�฀EN฀����฀EL฀3EMINARIO฀SOBRE฀LA฀

&ORMACI�N฀)NICIAL฀DEL฀0ROFESORADO฀DE฀-ATEMÕTICAS฀ANTE฀LA฀IMPLANTACI�N฀DE฀LOS฀NUEVOS฀
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'RADOS฀EN฀)NFANTIL฀Y฀0RIMARIA฀Y฀EL฀-ÕSTER฀DE฀&ORMACI�N฀DEL฀0ROFESORADO฀DE฀3ECUNDARIA�฀
%N฀SUS฀PONENCIAS฀Y฀MESAS฀REDONDAS฀SE฀DEBATI�฀EL฀CONTENIDO฀DE฀LAS฀ASIGNATURAS฀DE฀NUESTRO฀
ÕREA�฀SE¶ALANDO฀ALGUNOS฀MODELOS฀Y฀PROPONI£NDOSE฀EJEMPLOS฀CONCRETOS฀PARA฀DESARROLLAR฀
EN฀LAS฀AULAS฀DE฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES�

El desarrollo de la investigación en Educación Matemática en re-

lación con el profesor

Los programas de doctorado específicos potenciaron el desarrollo de líneas de 
INVESTIGACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀AL฀AMPARO฀DE฀PROYECTOS฀NACIONALES฀E฀INTERNACIO

NALES�฀SIENDO฀LA฀3%)%-฀UN฀FORO฀EN฀EL฀QUE฀SE฀COMPART¤AN฀LOS฀RESULTADOS฀Y฀SE฀ESTABLEC¤A฀UN฀
corpus฀TE�RICO฀SOBRE฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀LOS฀PROBLEMAS฀PROPIOS�฀
LOS฀M£TODOS฀PARA฀ABORDARLOS�฀LOS฀CRITERIOS฀DE฀CALIDAD฀Y฀TRANSFERENCIA฀Y฀LOS฀PROCESOS฀DE฀
ELABORACI�N฀DE฀INFORMES�฀#ONSECUENTEMENTE�฀LAS฀PUBLICACIONES฀ESPA¶OLAS฀EN฀REVISTAS฀
nacionales e internacionales se incrementaron de forma sustancial.
,A฀CANTIDAD฀Y฀DIVERSIDAD฀DE฀LA฀PRODUCCI�N฀CONTRIBUY�฀A฀QUE�฀DESDE฀MUY฀PRONTO�฀LA฀

3%)%-฀SE฀ORGANIZARA฀EN฀GRUPOS฀DE฀TRABAJO�฀ALGUNOS฀DE฀LOS฀CUALES฀HAN฀PUESTO฀EN฀MARCHA฀
CANALES฀NUEVOS฀DE฀PUBLICACI�N฀DE฀LA฀PRODUCCI�N฀CIENT¤FICA฀Y฀HAN฀CONTRIBUIDO฀A฀QUE฀GRUPOS฀
como el International Group for the Psychology of Mathematics Education฀�0-%	�฀O฀LA฀
ASOCIACI�N฀European Research of Mathematics Education฀�%2-%	฀CREARAN฀GRUPOS฀DE฀
TRABAJO฀SOBRE฀LOS฀CONTENIDOS฀DE฀SUS฀ÕMBITOS฀DE฀INVESTIGACI�N�฀%STE฀ES฀EL฀CASO฀DEL฀GRUPO฀
SOBRE฀#ONOCIMIENTO฀Y฀$ESARROLLO฀0ROFESIONAL฀DEL฀0ROFESOR฀DE฀-ATEMÕTICAS�฀EN฀EL฀QUE฀
tratamos de comprender el conocimiento del profesor a través del análisis de la práctica.
9A฀"ROWN฀Y฀"ORKO฀�����	฀DIFERENCIABAN฀TRES฀L¤NEAS฀DE฀INVESTIGACI�N฀EN฀LOS฀DISTINTOS฀

ESTUDIOS฀SOBRE฀EL฀DESARROLLO฀PROFESIONAL� APRENDER฀A฀ENSE¶AR�฀SOCIALIZACI�N฀DEL฀PROFESOR฀
Y฀DESARROLLO฀DEL฀PROFESOR�฀%STAS฀L¤NEAS฀REFLEJAN฀DIVERSOS฀ASPECTOS฀DE฀INTER£S฀CUANDO฀EL฀
PROFESOR฀ES฀OBJETO฀DE฀ESTUDIO�฀INCLUYENDO฀FORMACI�N�฀CONOCIMIENTO฀Y฀DESARROLLO�฀%N฀
PARTICULAR�฀LA฀CONSIDERACI�N฀DEL฀PROFESOR฀COMO฀APRENDIZ฀HA฀DADO฀LUGAR฀A฀ALGUNAS฀INVESTI

GACIONES฀Y฀PROPUESTAS฀FORMATIVAS฀DONDE฀SE฀HA฀INTEGRADO฀LA฀NOCI�N฀DE฀mirar con sentido 
�&ERNÕNDEZ�฀6ALLS฀Y฀,LINARES�฀����	฀COMO฀COMPETENCIA฀PROFESIONAL�
!CTUALMENTE�฀UN฀REFERENTE฀ESENCIAL฀EN฀EL฀ÕMBITO฀DEL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀PROFESOR฀ES฀

el Mathematical Knowledge for Teaching฀�-+4	�฀DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀-ICHIGAN฀�"ALL�฀
4HAMES฀Y฀0HELPS�฀����	�฀%STE฀GRUPO฀HA฀ANALIZADO฀LA฀PRÕCTICA฀DE฀LOS฀PROFESORES฀PARA฀
EXTRAER฀DE฀ELLA฀CLAVES฀DEL฀CONOCIMIENTO฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀!LGU

NOS฀INVESTIGADORES฀HAN฀EMPLEADO฀EL฀-+4฀EN฀SUS฀INVESTIGACIONES฀O฀EN฀SUS฀PROPUESTAS฀
FORMATIVAS�฀PODEMOS฀DESTACAR฀EL฀EMPLEO฀DEL฀-+4฀DESDE฀LA฀4EOR¤A฀!NTROPOL�GICA฀DE฀LO฀
$IDÕCTICO฀�2UIZ�฀3IERRA�฀"OSCH฀Y฀'ASC�N�฀����	฀O฀LA฀ADAPTACI�N฀DEL฀-+4฀POR฀PARTE฀DE฀
'ODINO฀�����	�฀PROPONIENDO฀EL฀MODELO฀DE฀#ONOCIMIENTO฀DIDÕCTICO
MATEMÕTICO�
!L฀ IGUAL฀QUE฀ELLOS�฀NUESTRA฀ INVESTIGACI�N฀EMERGE฀DEL฀ TRABAJO฀CON฀PROFESORES฀DE฀

MATEMÕTICA฀DE฀%DUCACI�N฀0RIMARIA฀Y฀3ECUNDARIA�฀EN฀EL฀QUE฀ESTAMOS฀INMERSOS฀DESDE฀
HACE฀MÕS฀DE฀VEINTE฀A¶OS�฀Y฀EN฀%DUCACI�N฀)NFANTIL�฀EN฀LOS฀¢LTIMOS฀A¶OS�฀Y฀ES฀DEUDORA฀DE฀
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TRABAJOS฀MUY฀RELEVANTES฀REALIZADOS฀EN฀LAS฀TRES฀¢LTIMAS฀D£CADAS�฀EN฀LAS฀QUE฀HA฀EXISTIDO฀UNA฀
PREOCUPACI�N฀CRECIENTE฀POR฀PROFUNDIZAR฀EN฀LOS฀ELEMENTOS฀QUE฀HAN฀DE฀FORMAR฀PARTE฀DEL฀
CONOCIMIENTO฀DE฀LOS฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS�฀0ARTIENDO฀DEL฀PRESUPUESTO฀INDISCUTIBLE฀
DE฀QUE฀UNA฀PARTE฀SUSTANCIAL฀DE฀ESE฀CONOCIMIENTO฀ES฀EL฀RELATIVO฀A฀LA฀PROPIA฀DISCIPLINA฀�NO฀
PARECE฀RAZONABLE฀QUE฀ALGUIEN฀SEA฀CAPAZ฀DE฀ENSE¶AR฀AQUELLO฀QUE฀NO฀CONOCE฀EN฀PROFUNDIDAD฀
�&ENNEMA�฀#ARPENTER฀Y฀0ETERSON�฀����	��฀HEMOS฀TRATADO฀DE฀DEFINIR฀CON฀PRECISI�N฀QU£฀
SIGNIFICA฀CONOCER฀EN฀PROFUNDIDAD฀EL฀CONTENIDO฀QUE฀SE฀PRETENDE฀ENSE¶AR�

El carácter especializado del conocimiento del profesor de matemáticas

#OMO฀SE฀HA฀SE¶ALADO�฀EN฀NUESTRA฀COMPRENSI�N฀DEL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀PROFESOR฀DE฀
MATEMÕTICAS฀HAY฀UN฀MOMENTO฀CLAVE฀EN฀EL฀QUE฀TOMAMOS฀CONSCIENCIA฀DE฀QUE฀EL฀CONO

CIMIENTO฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀QUE฀NECESITA฀EL฀PROFESOR฀ES฀DIFERENTE฀DEL฀CONOCIMIENTO฀
MATEMÕTICO฀FORMAL฀Y฀QUE฀NO฀ES฀UNA฀MERA฀SIMPLIFICACI�N฀DE฀ESTE�฀0OR฀OTRO฀LADO�฀RECO

NOCIENDO฀EL฀PAPEL฀DE฀OTRAS฀CIENCIAS฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀DE฀
MATEMÕTICAS�฀HEMOS฀SENTIDO฀QUE฀EL฀CONTENIDO฀DE฀ESTA฀FORMACI�N�฀MÕS฀ALLÕ฀DE฀LAS฀MATE

MÕTICAS�฀NO฀ERA฀UNA฀YUXTAPOSICI�N฀DE฀LOS฀CONTENIDOS฀MATEMÕTICOS฀Y฀LA฀PEDAGOG¤A�฀,OS฀
TRABAJOS฀DEL฀GRUPO฀DE฀"ALL�฀INSPIRADOS฀EN฀LAS฀APORTACIONES฀DE฀3HULMAN�฀REALIZARON฀UNA฀
APORTACI�N฀ESENCIAL�฀,A฀CONTRIBUCI�N฀DE฀3HULMAN฀SUPUSO฀CONSIDERAR฀LA฀ESPECIFICIDAD฀DEL฀
CONTENIDO฀QUE฀SE฀ESTÕ฀ENSE¶ANDO�฀#ON฀LA฀IDEA฀DE฀iPARADIGMA฀DESAPARECIDOw�฀3HULMAN฀
�����	฀INSTA฀A฀ENFOCAR฀EL฀CONOCIMIENTO฀NECESARIO฀PARA฀ENSE¶AR฀A฀TRAV£S฀DE฀LA฀LENTE฀DE฀
la propia disciplina, generando el concepto de conocimiento didáctico del contenido 

�"LANCO�฀-ELLADO฀Y฀2UIZ�฀����	�฀$ESDE฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀EL฀
CONOCIMIENTO฀DIDÕCTICO฀DEL฀CONTENIDO฀TUVO฀UNA฀GRAN฀ACOGIDA�฀AUNQUE฀NO฀ESTABA฀EXENTO฀
DE฀DIFICULTADES฀DE฀IDENTIFICACI�N฀EN฀LA฀PRÕCTICA�฀,A฀APORTACI�N฀FUNDAMENTAL฀DEL฀GRUPO฀
DE฀"ALL฀ES฀LA฀POSIBILIDAD฀DE฀ORGANIZAR฀Y฀OPERATIVIZAR฀EL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀PROFESOR฀DE฀
-ATEMÕTICAS฀A฀TRAV£S฀DE฀INVESTIGACIONES฀SOBRE฀LA฀PRÕCTICA�฀%L฀-+4฀PRETENDE฀SER฀¢TIL฀
PARA฀iREPRESENTAR฀EL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO�฀LAS฀HABILIDADES�฀LOS฀HÕBITOS฀DE฀LA฀MENTE�฀
LA฀SENSIBILIDAD฀QUE฀SE฀NECESITAN฀PARA฀EL฀TRABAJO฀CONCRETO฀DE฀ENSE¶AR฀;x=฀TAREAS฀ESPE

CIALIZADAS฀EN฀LAS฀QUE฀LOS฀PROFESORES฀NECESITAN฀CONOCER฀Y฀USAR฀LAS฀MATEMÕTICAS฀DE฀VARIOS฀
MODOSw฀�"ASS�฀�����฀P�฀���	�฀$EL฀TRABAJO฀DE฀3HULMAN฀ASUMEN฀DOS฀DE฀LOS฀DOMINIOS฀MÕS฀
importantes desde el punto de vista matemático: el Conocimiento de las Matemáticas 

Y฀EL฀#ONOCIMIENTO฀$IDÕCTICO฀DEL฀#ONTENIDO฀-ATEMÕTICO�฀%STOS฀DOMINIOS�฀A฀SU฀VEZ�฀
ESTÕN฀DIVIDIDOS฀EN฀SUBDOMINIOS�฀DESTACANDO�฀DENTRO฀DEL฀PRIMERO�฀EL฀SUBDOMINIO฀DEL฀
#ONOCIMIENTO฀%SPECIALIZADO฀DEL฀CONTENIDO�฀QUE฀ES฀UN฀CONOCIMIENTO฀iESTRICTAMENTE฀
MATEMÕTICO฀;x=฀QUE฀LOS฀PROFESORES฀CAPACITADOS฀NECESITAN฀Y฀USAN�฀Y฀SIN฀EMBARGO฀NO฀ES฀
DEL฀DOMINIO฀DE฀OTROS฀MUCHOS฀PROFESIONALES฀CON฀FORMACI�N฀MATEMÕTICA฀;xY฀QUE=฀NO฀
ES฀UN฀SUBCONJUNTO฀REDUCIDO฀DE฀LO฀QUE฀LOS฀MATEMÕTICOS฀CONOCENw฀�"ASS�฀�����฀P�฀���	�
#OINCIDIMOS฀CON฀LA฀IDEA฀DE฀QUE฀ESTE฀CONOCIMIENTO�฀SOLO฀EN฀PROPIEDAD฀Y฀USO฀DEL฀

profesorado, puede llamarse especializado, pero, a la hora de determinar la naturaleza 

ESPECIALIZADA฀DEL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀PROFESOR�฀NOS฀ENCONTRAMOS฀CON฀EL฀OBSTÕCULO฀GENE
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RADO฀POR฀EL฀CARÕCTER฀EXTR¤NSECO฀DE฀LA฀NATURALEZA฀DE฀LA฀ESPECIALIZACI�N฀�&LORES�฀%SCUDERO�฀
#ARRILLO�฀����	�฀PUES�฀SEG¢N฀LAS฀CARACTERIZACIONES฀QUE฀APARECEN฀EN฀LA฀LITERATURA฀DE฀INVESTI

GACI�N�฀DEBEMOS฀DISCUTIR฀SI฀UN฀CONOCIMIENTO฀ES฀O฀NO฀COMPARTIDO฀CON฀OTROS฀PROFESIONALES฀
QUE฀TAMBI£N฀SON฀USUARIOS฀DE฀LA฀MATEMÕTICA�
#ON฀LA฀IDEA฀DE฀APORTAR฀UNA฀CARACTERIZACI�N฀INTR¤NSECA฀DE฀ESPECIALIZACI�N�฀PROPONEMOS฀

UNAS฀ASUNCIONES฀SOBRE฀LAS฀QUE฀CONSTRUIR฀DICHA฀CARACTERIZACI�N�
 — La naturaleza especializada del conocimiento del profesor de matemáticas 

POSEE฀DOS฀FUENTES฀COMPLEMENTARIAS�฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀LA฀ACTIVIDAD฀DE฀ENSE

ñanza.

 — Un profesor comprende las matemáticas de un modo especializado. Es decir, 

UN฀PROFESOR฀ES฀UN฀SUJETO฀QUE฀CONOCE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀DESDE฀EL฀PUNTO฀DE฀VISTA฀
DE฀ALGUIEN฀QUE฀LAS฀USA฀EN฀UN฀CONTEXTO฀PROFESIONAL฀ESPEC¤lCO�฀LA฀ENSE¶ANZA�

 — 0ARA฀ DETERMINAR฀ LA฀ ESPECIALIZACI�N�฀ NO฀ DEBER¤A฀ SER฀ NECESARIO฀ MIRAR฀ FUERA฀
DEL฀DOMINIO฀DE฀ LAS฀MATEMÕTICAS�฀0RETENDEMOS฀EVITAR฀CUESTIONES฀SOBRE฀SI฀UN฀
DETERMINADO฀CONOCIMIENTO฀ES฀PURAMENTE฀MATEMÕTICO฀�COMPARTIDO฀CON฀MATE

MÕTICOS	�฀SI฀COMPRENDER฀ALGO฀CONCRETO฀ES฀EXCLUSIVO฀DEL฀PROFESORADO�฀ETC�

#OMO฀CONSECUENCIA�฀PARA฀ASIGNAR฀EL฀ADJETIVO฀iESPECIALIZADOw฀A฀UNA฀EVIDENCIA฀DE฀
CONOCIMIENTO�฀HA฀DE฀ESTAR฀RELACIONADO฀CON฀LA฀MATEMÕTICA�฀IMPLEMENTADO฀EN฀UN฀CONTEXTO฀
DE฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀�AULA�฀PLANIFICACI�N�฀ETC�	�฀EL฀CONOCIMIENTO฀PEDAG�GICO฀
general no se considera especializado en nuestra propuesta.

3ABER฀QUE฀UN฀POL¤GONO฀TIENE฀LADOS฀Y฀ÕNGULOS฀ES฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO�฀COM

PARTIDO฀CON฀MATEMÕTICOS฀Y฀MUCHAS฀PERSONAS�฀!HORA฀BIEN�฀EN฀GENERAL�฀ LOS฀PROFESORES฀
POSEEN฀ESTE฀CONOCIMIENTO฀JUNTO฀AL฀CONOCIMIENTO฀DE฀LAS฀PRINCIPALES฀DIFICULTADES฀DE฀LOS฀
ESTUDIANTES฀CUANDO฀DEFINEN฀Y฀TRABAJAN฀CON฀POL¤GONOS�฀AL฀CONOCIMIENTO฀DE฀ALGUNAS฀UNIDA

DES฀DIDÕCTICAS฀Y฀RECURSOS฀¢TILES฀PARA฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀MEJOREN฀SU฀APRENDIZAJE�฀Y฀A฀OTROS฀
conocimientos. Consideramos esto como un conglomerado de conocimiento especiali

zado: un conglomerado de Conocimiento Especializado del Profesor de Matemáticas 

�-43+	฀�#ARRILLO�฀#LIMENT�฀#ONTRERAS฀Y฀-U¶OZ
#ATALÕN�฀����	�฀%S฀EL฀-43+฀COMO฀UN฀
TODO฀LO฀QUE฀ES฀ESPECIALIZADO�฀%STE฀MODELO�฀MANTENIENDO฀LA฀DIVISI�N฀ENTRE฀LOS฀DOMINIOS฀
DEL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀Y฀DEL฀CONOCIMIENTO฀DIDÕCTICO฀DEL฀CONTENIDO�฀CONSIDERA฀TRES฀
SUBDOMINIOS฀EN฀CADA฀UNO฀DE฀ELLOS�฀AS¤฀COMO฀UN฀DOMINIO฀DE฀CREENCIAS฀Y฀CONCEPCIONES฀
SOBRE฀LA฀MATEMÕTICA฀Y฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀�#ARRILLO�฀&LORES฀
Y฀#ONTRERAS�฀����	�฀%L฀CONOCIMIENTO฀PROFUNDO฀DE฀LA฀MATEMÕTICA฀ESCOLAR฀SE฀ENCUENTRA฀
en el conocimiento de los temas�฀EL฀DE฀LAS฀CONEXIONES�฀LA฀VISI�N฀AVANZADA฀DE฀UN฀CONO

cimiento elemental o viceversa, se encuentra en el conocimiento de la estructura�฀Y฀EL฀
conocimiento de la práctica matemática se ocupa del modo de proceder en matemáticas. 

%N฀EL฀DOMINIO฀DEL฀CONOCIMIENTO฀DIDÕCTICO฀DEL฀CONTENIDO฀SE฀HALLAN฀LOS฀SUBDOMINIOS฀DEL฀
conocimiento de la enseñanza de las matemáticas฀�ESTRATEGIAS฀DE฀ENSE¶ANZA�฀RECURSOS�฀
EJEMPLOSx	�฀EL฀conocimiento de las características del aprendizaje de las matemáticas 

�ERRORES�฀DIFICULTADES�฀OBSTÕCULOSx	�฀Y฀EL฀conocimiento de los estándares de aprendizaje 

de las matemáticas฀�CONOCIMIENTO฀DEL฀CURR¤CULO฀INSTITUCIONAL�฀DE฀PRODUCCIONES฀DE฀LAS฀
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investigaciones en el campo del conocimiento especializado del profesor de matemáticas, 

DONDE฀SE฀HAN฀REALIZADO฀INTEGRACIONES฀ENTRE฀EL฀ANÕLISIS฀MENCIONADO฀Y฀LAS฀CATEGOR¤AS฀DE฀
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EL ANÁLISIS DIDÁCTICO  
EN LA FORMACIÓN INICIAL DE PROFESORES DE PRIMARIA, 

EN EL ÁREA DE MATEMÁTICAS

Didactical Analysis in Initial Primary School Teacher Training  
in Mathematics

Pablo Flores, Antonio Moreno y Aurora del Río

Universidad de Granada, España.

Resumen

Los aportes de Luis Rico, en forma de organizadores curriculares, se han convertido pro

GRESIVAMENTE฀EN฀LA฀IDEA฀DE฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO�฀PARA฀GENERAR฀UN฀PROCESO฀DE฀PROFUNDIZACI�N฀EN฀LAS฀
MATEMÕTICAS�฀QUE฀VA฀MÕS฀ALLÕ฀DE฀DOMINAR฀LAS฀DESTREZAS฀HABITUALES฀Y฀CONTEMPLA฀LA฀DIDÕCTICA฀DE฀LA฀
MATEMÕTICA฀DESDE฀UNA฀PERSPECTIVA฀FUNCIONAL�฀%N฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀'RANADA฀LLEVAMOS฀A฀CABO฀LA฀
FORMACI�N฀INICIAL฀DE฀PROFESORES฀DE฀PRIMARIA฀EN฀EL฀ÕREA฀DE฀-ATEMÕTICAS�฀TENIENDO฀COMO฀UNO฀DE฀
LOS฀OBJETIVOS฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀COMPRENDAN฀Y฀DEN฀SIGNIFICADO฀A฀LOS฀CONTENIDOS฀MATEMÕTICOS�฀
%N฀ESTE฀ART¤CULO฀DESCRIBIMOS฀EL฀PROCESO฀FORMATIVO฀QUE฀ESTAMOS฀LLEVANDO฀A฀CABO฀DESDE฀EL฀$EPARTA

MENTO฀DE฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA�฀BASADO฀EN฀LA฀APLICACI�N฀DE฀LAS฀IDEAS฀DE฀,UIS�฀SOBRE฀ANÕLISIS฀
DIDÕCTICO�฀$ESCRIBIMOS฀LAS฀DIMENSIONES฀SOBRE฀LAS฀QUE฀SE฀APOSENTA฀EL฀CURSO�฀EL฀PAPEL฀PROFESIONAL฀
DEL฀DOCENTE�฀EL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO฀Y฀EL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA�

Palabras clave: ANÕLISIS฀DIDÕCTICO�฀CONOCIMIENTO฀DEL฀PROFESOR฀DE฀MATEMÕTICAS�฀FORMACI�N฀
inicial de profesores de primaria

ABSTRACT

Luis Rico contributions in the form of curricular organizers, have increasingly become 

the idea of didactical analysis, to generate a process of deepening in mathematics, which goes 

beyond dominating the usual skills and to contemplate the teaching of mathematics from a 

functional perspective. At the University of Granada, we conducted the initial primary school 

teacher training in the area of mathematics, having as an objective that students understand and 

give meaning to the mathematical content. In this article we describe the training process we 

are carrying out from the Department of Mathematics Education, based on the application of 

Luis’s ideas, on didactical analysis. We describe the dimensions on which the course is seated, 

the role of teachers, the training analysis and mathematical knowledge for teaching.

Keywords: didactical analysis, knowledge mathematics teacher

Flores, P., Moreno, A., Y฀Del Río�฀!�฀�����	�฀%L฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO฀EN฀LA฀FORMACI�N฀INICIAL฀DE฀
PROFESORES฀DE฀PRIMARIA�฀EN฀EL฀ÕREA฀DE฀MATEMÕTICA�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀
4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀���
���	�฀
Granada: Comares.



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA142

Introducción

z#�MO฀HACER฀QUE฀LOS฀FUTUROS฀MAESTROS฀comprendan y den significado a las matemá

TICAS฀PARA฀PODER฀ENSE¶ARLA฀A฀SUS฀ESTUDIANTES�฀,A฀FORMACI�N฀DE฀LOS฀FUTUROS฀PROFESIONALES฀
DE฀LA฀EDUCACI�N฀QUE฀SE฀LLEVA฀A฀CABO฀EN฀LA฀&ACULTAD฀DE฀%DUCACI�N฀DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀
'RANADA฀PERSIGUE฀LOS฀SIGUIENTES฀OBJETIVOS�

 — &AVORECER฀LA฀COMPRENSI�N฀DE฀LOS฀CONCEPTOS฀MATEMÕTICOS�
 — 0ONER฀ AL฀ ESTUDIANTE฀ PARA฀ PROFESOR฀ EN฀ CONTACTO฀ CON฀ LECTURAS฀ Y฀ RESULTADOS฀
ALCANZADOS฀EN฀LAS฀DIDÕCTICAS฀DE฀LOS฀TEMAS฀MATEMÕTICOS�฀(ACER฀QUE฀LO฀REmEJE฀
PROFUNDIZANDO฀ EN฀ EL฀ SIGNIlCADO฀DE฀ LOS฀ CONTENIDOS฀MATEMÕTICOS�฀ PARA฀ COM

PRENDERLOS฀Y฀PROGRAMAR฀SU฀ENSE¶ANZA�

El Análisis Didáctico

$ESDE฀FINALES฀DE฀LOS฀A¶OS฀���฀,UIS฀2ICO฀�����A฀Y฀B	�฀DA฀FUNDAMENTO฀A฀LA฀TEOR¤A฀CURRI

CULAR�฀ESTABLECIENDO฀CUATRO฀DIMENSIONES฀�DIMENSI�N฀CULTURAL�CONCEPTUAL�฀COGNITIVA�฀£TICA฀
O฀FORMATIVA฀Y฀SOCIAL	�฀QUE฀SE฀MANIFIESTAN฀EN฀DIFERENTES฀NIVELES฀DE฀DESARROLLO฀DEL฀CURR¤CULO�

Figura 1. Análisis curricular de un contenido matemático

%N฀LA฀FORMACI�N฀INICIAL฀HAY฀QUE฀ABORDAR฀ESPECIALMENTE฀EL฀DISE¶O฀DE฀UNIDADES฀DIDÕC

TICAS฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀UN฀CONTENIDO�฀0ARA฀ELLO�฀2ICO฀�����A	฀DEFINE฀CUATRO฀ANÕLISIS฀
SOBRE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DEL฀CONTENIDO�฀CORRESPONDIENTES฀A฀LAS฀DIMENSIONES฀ANTERIORES�฀%L฀
CURR¤CULO฀REFLEJA฀UN฀ASPECTO฀CULTURAL�CONCEPTUAL฀QUE฀SE฀CONCRETA฀EN฀EL฀CONTENIDO฀MATE

MÕTICO฀A฀ENSE¶AR�฀PARA฀LO฀QUE฀EL฀PROFESOR฀NECESITA฀REALIZAR฀UN฀análisis del contenido. Al 

FOCALIZAR฀SU฀ATENCI�N฀SOBRE฀EL฀ALUMNO�฀SUS฀POSIBILIDADES฀Y฀OBSTÕCULOS฀DE฀APRENDIZAJE�฀
se realiza un análisis cognitivo�฀0ARA฀LLEVAR฀A฀CABO฀LA฀ENSE¶ANZA�฀EL฀PROFESOR฀ATIENDE฀
A฀LA฀DIMENSI�N฀£TICA฀O฀FORMATIVA�฀QUE฀REQUIERE฀analizar la instrucción, determinando 

TAREAS฀MATEMÕTICAS฀ESCOLARES�฀0OR฀¢LTIMO�฀EL฀PROFESOR฀REALIZA฀EL฀análisis de actuación, 

valorando tanto los logros como el proceso.

El significado del contenido MATEMÕTICO฀QUEDA฀DEFINIDO฀PARA฀2ICO฀�����A	฀MEDIANTE฀
EL฀TRIÕNGULO฀SEMÕNTICO฀DE฀&REGE�฀CUYOS฀V£RTICES฀SON฀REFERENCIA�฀SIGNO฀Y฀SENTIDO�฀%N฀EL฀
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PRIMER฀V£RTICE฀�REFERENCIA	�฀SE฀SIT¢A฀LA฀estructura conceptual�฀QUE฀REQUIERE฀EXAMINAR฀
LOS฀CONCEPTOS฀Y฀PROCEDIMIENTOS฀MATEMÕTICOS�฀TANTO฀ACTUALES฀COMO฀EN฀OTROS฀MOMENTOS฀
DE฀LA฀HISTORIA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀�evolución histórica	�฀%L฀SEGUNDO฀V£RTICE฀�SIGNO	฀ESTÕ฀
OCUPADO฀POR฀LAS฀REPRESENTACIONES฀EMPLEADAS฀PARA฀EXPRESAR฀EL฀CONTENIDO฀Y฀LOS฀MODELOS฀
QUE฀PUEDEN฀EMPLEARSE฀PARA฀MATERIALIZAR฀LOS฀CONCEPTOS�฀%L฀SENTIDO฀DE฀UN฀CONTENIDO฀LO฀
MARCAN฀LOS฀T£RMINOS฀QUE฀SE฀EMPLEAN฀PARA฀REFERIRSE฀AL฀CONTENIDO�฀LAS฀SITUACIONES฀EN฀QUE฀
SE฀PONEN฀EN฀MARCHA�฀LOS฀USOS฀QUE฀SE฀LES฀DAN฀EN฀ESTAS฀SITUACIONES฀Y฀LOS฀FEN�MENOS฀QUE฀
HIST�RICAMENTE฀SE฀HAN฀ORGANIZADO฀A฀TRAV£S฀DE฀DICHO฀CONTENIDO�฀0OR฀TANTO฀EL฀análisis de 

contenido฀ABARCA฀EL฀ESTUDIO฀DE฀LAS฀estructuras conceptuales, evolución histórica, sistemas 

de representación y modelos�฀Y฀análisis fenomenológico.
%L฀PROFESOR฀PLANIFICA฀EL฀APRENDIZAJE฀DEL฀ALUMNO฀A฀PARTIR฀DE฀LA฀DIMENSI�N฀cognitiva del 

CONTENIDO�฀%XAMINANDO฀LAS฀CUALIDADES฀COGNITIVAS฀DEL฀ALUMNO฀EN฀RELACI�N฀AL฀CONTENIDO�฀
AS¤฀COMO฀LOS฀REQUERIMIENTOS฀QUE฀EL฀ENTORNO฀HACE฀DE฀APRENDIZAJE฀DE฀ESTE฀CONTENIDO�฀LLEGA฀
A฀ESTABLECER฀LAS฀FINALIDADES฀DE฀APRENDIZAJE�฀FORMULADAS฀EN฀FORMA฀DE฀OBJETIVOS฀Y฀COMPE

TENCIAS�฀AS¤฀COMO฀LAS฀LIMITACIONES�฀CONSIDERANDO฀QU£฀ERRORES฀Y฀DIFICULTADES฀SE฀DETECTAN฀
HABITUALMENTE฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DEL฀TEMA฀MATEMÕTICO�฀%XPECTATIVAS฀Y฀LIMITACIONES฀DE฀
APRENDIZAJE฀PERMITEN฀CONSTRUIR฀SECUENCIAS฀DE฀CAPACIDADES฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀TIENEN฀QUE฀
APRENDER฀A฀PONER฀EN฀JUEGO฀PARA฀RESOLVER฀LAS฀TAREAS฀Y฀LLEVAR฀A฀CABO฀LOS฀APRENDIZAJES฀PREVISTOS�
,A฀PROFESI�N฀DOCENTE฀ES฀UNA฀TAREA฀PRÕCTICA�฀EN฀EL฀SENTIDO฀ARISTOT£LICO�฀,A฀ACCI�N฀ES฀

TAN฀IMPORTANTE฀COMO฀LOS฀FINES�฀,A฀DIMENSI�N฀£TICA฀O฀FORMATIVA฀DEBE฀LLEVAR฀AL฀PROFESOR฀
A฀EXAMINAR฀QU£฀TAREAS�฀MEDIOS�฀RECURSOS฀Y฀PRÕCTICAS�฀SON฀LAS฀MÕS฀ADECUADAS฀PARA฀ALCAN

ZAR฀LOS฀OBJETIVOS฀DE฀APRENDIZAJE�฀%L฀ANÕLISIS฀DE฀instrucción฀SE฀CENTRA฀EN฀BUSCAR฀TAREAS฀
matemáticas escolares significativas.

0REVER฀INSTRUMENTOS�฀CRITERIOS฀Y฀FORMAS฀DE฀PONER฀EN฀PRÕCTICA฀LA฀EVALUACI�N�฀DE฀FORMA฀
QUE฀SE฀APRECIEN฀LOGROS฀EN฀FORMA฀DE฀COMPETENCIAS�฀DA฀LA฀OCASI�N฀AL฀PROFESOR฀DE฀CERRAR฀EL฀PRO

CESO฀FORMATIVO฀DE฀MANERA฀COHERENTE�฀CON฀LO฀QUE฀SE฀CONSTITUYE฀EN฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀actuación.

 Figura 2. Análisis Didáctico en el proceso de enseñanza/aprendizaje matemático
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Formar profesores profesionales que comprendan

%L฀GENIAL฀&RANCESCO฀4ONUCCI฀HA฀DIBUJADO฀UNA฀VI¶ETA฀�฀&IGURA฀��฀ORIGEN฀DE฀LAS฀RESTANTES฀
FIGURAS฀DEL฀ART¤CULO	�฀EN฀LA฀QUE฀ENFATIZA฀LE฀PAPEL฀AMBIGUO฀DEL฀PROFESOR฀EN฀FORMACI�N�฀EN฀
EL฀CENTRO฀DE฀UN฀SISTEMA฀DOBLE�฀YA฀QUE฀SIEMPRE฀TIENE฀QUE฀TENER฀DE฀REFERENCIA฀SU฀ACTUACI�N฀
EN฀EL฀SISTEMA฀DIDÕCTICO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀0RIMARIA�฀4ONUCCI฀PONE฀DE฀MANIFIESTO฀QUE฀PARA฀
DESCRIBIR฀UN฀PLAN฀DE฀FORMACI�N฀HAY฀QUE฀CLARIFICAR฀DOS฀COMPONENTES฀AL฀MENOS�฀EL฀PROCESO฀
FORMATIVO฀Y฀SU฀CONTENIDO�
%STABLECER฀DOS฀PREMISAS฀�COMPRENDER฀Y฀PROFESIONALIZAR	�฀MEDIANTE฀UNA฀HERRAMIENTA฀

�EL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO	�฀HA฀DADO฀LUGAR฀A฀UN฀PROCESO฀FORMATIVO฀QUE฀SE฀UBICA฀EN฀LA฀TRADICI�N฀
PROFESIONAL฀DE฀FORMACI�N฀�:EICHNER�฀����	�฀CONCIBIENDO฀AL฀MAESTRO฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA฀
COMO฀UN฀EDUCADOR฀CON฀INTENCI�N฀INSTRUCTIVA�฀QUE฀PUEDA฀LOGRAR฀QUE฀EL฀ALUMNO฀DE฀�฀A฀��฀
A¶OS฀DESARROLLE฀COMPETENCIAS฀BÕSICAS฀RELACIONADAS฀CON฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SOBRE฀LAS฀QUE฀
PODER฀CONTINUAR฀SU฀FORMACI�N฀COMO฀CIUDADANO฀PARA฀AFRONTAR฀LOS฀RETOS฀DE฀LA฀SOCIEDAD฀ACTUAL�
3E฀TRATA฀DE฀UN฀PLAN฀DE฀FORMACI�N฀PROFESIONAL�฀QUE฀PARTE฀DEL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀

DE฀LA฀EDUCACI�N฀PRIMARIA�฀CONCIBI£NDOLO฀COMO฀PROBLEMÕTICO�฀NO฀COMPLETAMENTE฀DEFI

NIDO฀�:EICHNER�฀����	�฀Y฀COMPLETADO฀CON฀CONOCIMIENTO฀DE฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA�฀
CONCEBIDA฀COMO฀INSTRUMENTO฀PARA฀EL฀DESEMPE¶O฀PROFESIONAL�฀CON฀LO฀QUE฀INTERESA฀MÕS฀
AHONDAR฀EN฀SUS฀PROBLEMAS฀QUE฀EN฀SUS฀RESULTADOS�
%L฀CONTENIDO฀DE฀LOS฀CURSOS฀DE฀FORMACI�N฀MATEMÕTICA฀DE฀LOS฀FUTUROS฀MAESTROS�฀SE฀CENTRA�฀

fundamentalmente, en «conocimiento profesional del profesor de matemáticas», entendido 

TAL฀COMO฀LO฀HACE฀$EBORAH฀"ALL฀Y฀SU฀EQUIPO฀DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀-ICHIGAN฀�(ILL฀et al.,฀����	�฀
EL฀#ONOCIMIENTO฀DEL฀0ROFESOR฀DE฀-ATEMÕTICAS฀�-ATHEMATICAL฀+NOWLEDGE฀4EACHING	�฀%N฀ESTE฀
MODELO฀SE฀DISTINGUEN฀DOS฀COMPONENTES�฀LA฀PRIMERA฀DE฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO�฀QUE฀TIENE฀
TRES฀SUBDOMINIOS฀�CONOCIMIENTO฀COM¢N฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀CONOCIMIENTO฀ESPECIALIZADO฀DE฀
LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀CONOCIMIENTO฀DEL฀HORIZONTE฀MATEMÕTICO	฀Y฀LA฀SEGUNDA฀EL฀CONOCIMIENTO฀
DIDÕCTICO฀DEL฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO�฀CON฀OTROS฀TRES฀�CONOCIMIENTO฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀LA฀
ENSE¶ANZA�฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀LOS฀ALUMNOS�฀Y฀EL฀CONOCIMIENTO฀CURRICULAR	�

Figura 3. Formación de formadores. Tonucci, 1989
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,A฀FORMACI�N฀INICIAL฀DE฀PROFESORES฀DE฀0RIMARIA�฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀'RANADA�฀
ABARCA฀�฀CURSOS฀��฀SEMESTRES	�฀DURANTE฀LOS฀CUALES฀SE฀IMPARTEN฀ASIGNATURAS฀POR฀ÕREAS฀
EDUCATIVAS฀GENERALES฀�$IDÕCTICA฀Y฀/RGANIZACI�N฀%SCOLAR�฀0SICOLOG¤A฀DE฀LA฀%DUCACI�N฀Y฀
%VOLUTIVA�฀3OCIOLOG¤A฀0EDAGOG¤A฀Y฀-)$%	�฀ASIGNATURAS฀IMPARTIDAS฀POR฀ÕREAS฀DE฀DIDÕC

TICAS฀ESPEC¤FICAS฀INSTRUMENTALES฀�$IDÕCTICA฀DE฀LA฀,ENGUA฀ESPA¶OLA�฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS�฀
DE฀LAS฀#IENCIAS฀3OCIALES�฀DE฀LAS฀#IENCIAS฀%XPERIMENTALES฀Y฀DE฀LA฀&ORMACI�N฀ART¤STICA	�฀Y฀
DIDÕCTICAS฀ESPEC¤FICAS฀DE฀ESPECIALIDAD฀�$IDÕCTICA฀DE฀LENGUA฀EXTRANJERA�฀DE฀LA฀%DUCACI�N฀
&¤SICA฀Y฀DE฀LA฀-¢SICA	�
,A฀FORMACI�N฀MATEMÕTICA฀DE฀PROFESORES฀DE฀0RIMARIA�฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀'RANADA฀

SE฀CUBRE฀DE฀MANERA฀OBLIGATORIA�฀POR฀�฀ASIGNATURAS฀�&IGURA฀�	�฀"ASES฀-ATEMÕTICAS�฀%NSE

¶ANZA฀Y฀!PRENDIZAJE฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀Y฀$ISE¶O฀Y฀$ESARROLLO฀DEL฀#URR¤CULO�฀SIEMPRE฀
DE฀-ATEMÕTICAS฀EN฀%DUCACI�N฀0RIMARIA�฀,A฀FORMACI�N฀SE฀COMPLEMENTA฀CON฀UNA฀OPTATIVA�฀
#OMPETENCIAS฀-ATEMÕTICAS฀EN฀LA฀%DUCACI�N฀0RIMARIA�

Figura 4. Análisis Didáctico en el Plan de Formación de Maestros

Bases Matemáticas para la Educación Primaria

0ARA฀PODER฀PLANIFICAR฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀EN฀%DUCACI�N฀0RIMARIA�฀EL฀
MAESTRO฀NECESITA฀CONOCIMIENTOS฀MATEMÕTICOS�฀ESPECIALMENTE฀LOS฀CONTENIDOS฀QUE฀SE฀
IMPARTEN฀EN฀DICHO฀CICLO฀EDUCATIVO�฀$ETERMINAR฀QU£฀TIPO฀DE฀CONOCIMIENTO฀SE฀REQUIERE฀
PARA฀ESTE฀DESEMPE¶O฀HA฀SIDO฀OBJETO฀DE฀TRABAJOS฀COMPARTIDOS฀EN฀EL฀$EPARTAMENTO฀DE฀
Didáctica de la Matemática de la Universidad de Granada, desde hace más de 20 años, 

EN฀LOS฀PRIMEROS฀DE฀LOS฀CUALES฀HA฀TENIDO฀UNA฀INTERVENCI�N฀DESTACADA฀,UIS฀2ICO�฀,A฀DECI

SI�N฀SOBRE฀QU£฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀REQUIERE฀EL฀FUTURO฀MAESTRO฀SE฀HA฀FUNDAMENTADO฀
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en el Análisis Didáctico es decir, el conocimiento matemático resultante de realizar 
UN฀ANÕLISIS฀DEL฀CONTENIDO฀DE฀LOS฀N¢CLEOS฀TEMÕTICOS฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀DE฀0RIMARIA�฀%L฀
ANÕLISIS฀DIDÕCTICO฀NOS฀HA฀LLEVADO฀A฀ENFATIZAR฀QUE฀EL฀MAESTRO฀TIENE฀QUE฀DAR฀SIGNIFICADO฀A฀
LOS฀CONTENIDOS฀MATEMÕTICOS฀DE฀EDUCACI�N฀0RIMARIA�฀$AR฀SIGNIFICADO฀CONSISTE฀EN฀PRO

FUNDIZAR฀EN฀LOS฀TRES฀ASPECTOS฀QUE฀FORMAN฀EL฀TRIÕNGULO฀SEMÕNTICO฀�&REGE	�฀EL฀CONCEPTUAL�฀
EL฀REPRESENTACIONAL฀Y฀EL฀SENTIDO�

El estudio del sentido arranca de considerar el papel instrumental de las mate

máticas. El análisis de contenido nos aclara estos términos, tanto en un conocimiento 
COM¢N�฀COMO฀EXAMINANDO฀SENTIDOS�฀FORMAS฀DE฀REPRESENTAR฀Y฀ESTRUCTURAS฀CONCEPTUALES฀
�CONOCIMIENTO฀ESPECIALIZADO	�

La asignatura Bases Matemáticas trata el conocimiento matemático especializado 
PARA฀QUE฀EL฀FUTURO฀MAESTRO฀COMPRENDA฀Y฀DE฀SIGNIFICADO฀A฀LOS฀CONOCIMIENTOS฀MATEMÕTICOS฀
QUE฀VA฀A฀ENSE¶AR�฀#OMO฀APOYO฀A฀ESTA฀ASIGNATURA�฀DESDE฀EL฀$EPARTAMENTO฀DE฀$IDÕCTICA฀DE฀
LA฀-ATEMÕTICA�฀SE฀HA฀ELABORADO฀UN฀LIBRO฀DE฀TEXTO฀�3EGOVIA฀Y฀2ICO�฀����	฀QUE฀RECOGE฀LOS฀
CONTENIDOS฀DE฀LA฀ASIGNATURA�฀ATENDIENDO฀A฀ESTE฀ENFOQUE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀DE฀0RIMARIA�

Enseñanza y Aprendizaje de las Matemáticas en Educación Primaria

,OS฀ESTUDIANTES฀QUE฀DAN฀SIGNIFICADO฀Y฀COMPRENDEN฀EL฀CONTENIDO฀TIENEN฀MAYORES฀OPOR

TUNIDADES฀PARA฀ENSE¶ARLO�฀PERO฀NO฀BASTA฀CON฀ELLO�฀0ARA฀COMPLETAR฀LA฀FORMACI�N�฀LAS฀OTRAS฀
ASIGNATURAS฀DE฀-ATEMÕTICAS฀HACEN฀QUE฀LOS฀FUTUROS฀MAESTROS฀SE฀RELACIONEN฀CON฀LA฀$IDÕCTICA฀
de la Matemática, profundizando en el conocimiento didáctico del contenido matemático. 
La Didáctica de la Matemática ha llegado a consensuar un cuerpo de conocimiento espe

C¤FICO�฀PERO฀HAY฀QUE฀RECONOCER฀QUE฀SU฀ORIGEN฀Y฀DESARROLLO฀OBEDECEN฀MÕS฀A฀LA฀L�GICA฀DE฀LA฀
INVESTIGACI�N฀QUE฀A฀LA฀DE฀LOS฀PROFESORES฀QUE฀ESTÕN฀ENSE¶ANDO฀-ATEMÕTICAS฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀
OBLIGATORIA�฀&ALTA฀MUCHO฀PARA฀QUE฀LA฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀ATIENDA฀A฀LAS฀NECESIDADES฀
DE฀LOS฀PROFESORES฀EN฀SU฀TRABAJO�฀POR฀LO฀QUE฀NO฀PODEMOS฀PRETENDER฀FORMAR฀MAESTROS฀ERUDITOS฀
EN฀UN฀SABER฀QUE฀LOS฀VA฀A฀DISTANCIAR฀DE฀SUS฀PARES�฀CUANDO฀SE฀INCORPOREN฀A฀LA฀ESCUELA�

Tomando en cuenta esta circunstancia, el proceso formativo en Didáctica de la Mate

mática en la Universidad de Granada, se hace más profesionalizador, con un contenido 
MENOS฀DEFINIDO�฀MÕS฀PROBLEMÕTICO�฀4RATA฀DE฀RESPONDER฀A฀CUESTIONES฀COMO�฀z1U£฀DEBEMOS฀
LOGRAR฀QUE฀APRENDAN฀LOS฀ALUMNOS฀DE฀PRIMARIA�฀z#�MO฀PODEMOS฀SALVAR฀SUS฀DIFICULTADES฀
Y฀ERRORES�฀3ON฀CUESTIONES฀QUE฀AFRONTAMOS฀EN฀LA฀ASIGNATURA฀i%NSE¶ANZA฀Y฀!PRENDIZAJE฀
DE฀LAS฀-ATEMÕTICASw�฀CUYO฀FOCO฀DE฀ATENCI�N฀ES฀LA฀PROFUNDIZACI�N฀EN฀ASPECTOS฀COGNITIVOS฀
DEL฀APRENDIZAJE฀MATEMÕTICO�฀%STA฀ASIGNATURA฀SE฀PROPONE฀UNA฀INTENCI�N฀MÕS฀PRÕCTICA�฀SIN฀
PRETENDER฀SER฀EXHAUSTIVOS�
,AS฀HERRAMIENTAS�฀EN฀FORMA฀DE฀TEXTOS฀SOBRE฀DIDÕCTICA฀DE฀CADA฀CONTENIDO�฀ESTÕN฀AL฀

SERVICIO฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES�฀QUIENES฀TIENEN฀QUE฀LOCALIZARLOS�฀DARLE฀SENTIDO฀Y฀APLICARLOS฀A฀
LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀DE฀TEMAS฀CONCRETOS�฀/TRAS฀ASIGNATURAS฀GENERALES฀�0SICOLOG¤A฀
DEL฀!PRENDIZAJE�฀0SICOLOG¤A฀%VOLUTIVA฀Y฀DE฀LA฀%DUCACI�N�฀ETC�	�฀SUMINISTRAN฀REFERENTES฀
QUE฀AYUDAN฀A฀COMPRENDER฀LOS฀RESULTADOS฀QUE฀ENCONTRARÕN฀EN฀TEXTOS฀DE฀DIDÕCTICA฀DEL฀TEMA฀
QUE฀CORRESPONDE฀A฀CADA฀EQUIPO฀DE฀TRABAJO�
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Figura 5. Esquema de actuación en Enseñanza y Aprendizaje de las Matemáticas

%L฀RESULTADO฀DE฀ESTE฀CURSO฀DEBE฀SER฀UN฀ANÕLISIS฀COGNITIVO฀EN฀PROFUNDIDAD฀DE฀UN฀TEMA฀
DE฀MATEMÕTICAS฀DE฀0RIMARIA฀�COMO฀i5NIDAD�฀DECENA฀Y฀CENTENAw�฀PARA฀�฀A¶OS�฀i,OS฀
POL¤GONOSw�฀PARA฀�฀A¶OS�฀ETC�	�฀,OS฀FUTUROS฀MAESTROS�฀TRABAJANDO฀EN฀GRUPOS�฀TIENEN฀QUE฀
BUSCAR฀FUENTES฀DE฀INFORMACI�N฀SOBRE฀LA฀DIDÕCTICA฀DEL฀TEMA฀QUE฀LES฀CORRESPONDE�฀EXAMINAR฀
QU£฀OBJETIVOS฀DE฀ENSE¶ANZA฀PUEDEN฀PRETENDER฀EN฀EL฀CURSO฀O฀CICLO฀ADECUADO�฀QU£฀LIMITA

CIONES฀�DIFICULTADES฀Y฀ERRORES	�฀SON฀MÕS฀FRECUENTES฀PARA฀LOS฀ALUMNOS�฀%STE฀TRABAJO฀FINAL�฀
QUE฀SE฀VA฀COMPLETANDO฀A฀LO฀LARGO฀DE฀LAS฀��฀SEMANAS฀DEL฀CUATRIMESTRE�฀CUBRIRÕ฀UNA฀PARTE฀
DEL฀DESEMPE¶O฀PROFESIONAL฀PARA฀EL฀QUE฀SE฀ESTÕN฀PREPARANDO�฀%N฀LA฀&IGURA฀�฀APARECE฀EL฀
ESQUEMA฀DE฀ACTUACI�N฀CON฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES฀COMO฀EJEMPLO฀PARA฀NI¶OS฀DE฀�
�฀A¶OS�
%STA฀ASIGNATURA฀SE฀ENFOCA฀EN฀EL฀CONOCIMIENTO฀PROFESIONAL฀DEL฀PROFESOR฀SOBRE฀LAS฀

-ATEMÕTICAS฀Y฀LOS฀ALUMNOS�฀
z#�MO฀CONJUGAR฀LA฀PROFUNDIZACI�N฀EN฀LA฀DIDÕCTICA฀DE฀UN฀TEMA฀CON฀UNA฀VISI�N฀MÕS฀

AMPLIA฀SOBRE฀LAS฀DIDÕCTICAS฀DE฀LOS฀DEMÕS฀TEMAS�฀%STE฀INTERROGANTE฀NOS฀HA฀LLEVADO฀A฀
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FRECUENTES฀DEBATES฀ENTRE฀LOS฀PROFESORES�฀ESPECIALMENTE฀PORQUE฀NUESTRAS฀RA¤CES฀SE฀APO

SENTAN฀EN฀TIERRA฀ENCICLOP£DICA�฀EN฀LA฀QUE฀LA฀ENSE¶ANZA฀TIENE฀QUE฀BARRER฀TODO฀LO฀QUE฀SE฀
SABE฀DE฀UN฀TEMA�฀5NA฀SOLUCI�N฀DE฀CONSENSO฀HA฀TOMADO฀EN฀CUENTA฀LA฀ORIENTACI�N฀ACTUAL฀
DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀EN฀LOS฀NIVELES฀OBLIGATORIOS�฀EN฀LOS฀QUE฀PREDOMINA฀
UNA฀PRETENSI�N฀FUNCIONAL�฀ES฀DECIR�฀ENCAMINADA฀A฀DESARROLLAR฀COMPETENCIAS฀�3EGOVIA฀Y฀
2ICO�฀����	�฀5NA฀MANERA฀DE฀VER฀AL฀NI¶O฀COMO฀SUJETO฀MATEMÕTICAMENTE฀COMPETENTE�฀ES฀
CONSIDERARLO฀COMO฀ALGUIEN฀QUE฀EMPLEA฀LAS฀MATEMÕTICAS฀iCON฀SENTIDOw฀�2ICO�฀&LORES฀Y฀
2UIZ�฀����	�฀%STA฀IDEA฀DE฀iSENTIDO฀MATEMÕTICOw฀ESTÕ฀INSPIRADA฀EN฀APORTES฀RECIENTES฀SOBRE฀
iSENTIDO฀NUM£RICOw�฀iSENTIDO฀ESPACIALw�฀iSENTIDO฀DE฀MEDIDAw฀Y฀iSENTIDO฀ESTOCÕSTICOw฀
�&LORES฀Y฀2ICO�฀����	�฀%N฀ESTA฀ASIGNATURA฀SE฀HA฀INTRODUCIDO฀UN฀TEMA฀LLAMADO฀i3ENTIDO฀
MATEMÕTICOw�฀QUE฀MUESTRA฀ESTA฀ORIENTACI�N฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀MATEMÕTICO�฀CUBRIENDO฀LAS฀
componentes de cada uno de estos sentidos, pero realzando la importancia de desarro

LLARLAS฀DE฀MANERA฀COORDINADA�฀%STO฀HACE฀QUE฀EN฀LA฀PARTE฀PRÕCTICA฀DE฀ESTE฀CURSO฀SE฀REALICEN฀
ANÕLISIS฀DE฀HASTA฀QU£฀PUNTO฀SE฀LOGRA฀DESARROLLAR฀SENTIDO฀MATEMÕTICO฀RESOLVIENDO฀TAREAS฀
MATEMÕTICAS฀ESCOLARES�฀Y฀SE฀UTILICEN฀ESTAS฀COMPONENTES฀PARA฀DECIDIR฀QU£฀OBJETIVOS฀DE฀
APRENDIZAJE฀SE฀DEBEN฀PRETENDER�
%NTENDER฀QUE฀PARA฀MANEJAR฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES฀CON฀SENTIDO฀HAY฀QUE฀TOMAR฀EN฀

CONSIDERACI�N฀TANTO฀EL฀CONCEPTO฀Y฀LA฀REPRESENTACI�N฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES�฀COMO฀EL฀
SIGNIFICADO฀DE฀LAS฀OPERACIONES฀Y฀LOS฀PROCESOS฀DE฀OBTENCI�N฀DE฀RESULTADOS�฀LLEVA฀A฀ENFATIZAR฀
OBJETIVOS฀QUE฀ABARQUEN฀TODOS฀ESTOS฀CAMPOS�฀ADEMÕS฀DE฀AYUDAR฀A฀BUSCAR฀DIFICULTADES฀Y฀
errores asociados a cada uno de ellos.

Diseño y Desarrollo del Currículo de Matemáticas en Educación Primaria

5NA฀VEZ฀COMPRENDIDO฀EL฀CONTENIDO฀Y฀EXAMINADO฀LOS฀OBJETIVOS฀DE฀APRENDIZAJE�฀SE฀
PASA฀A฀ESTUDIAR฀C�MO฀ENSE¶ARLO�฀0ARA฀ELLO฀SE฀EMPLEAN฀LOS฀ANÕLISIS฀REALIZADOS฀EN฀CURSOS฀
ANTERIORES�฀DÕNDOLES฀UNA฀NUEVA฀VUELTA฀DE฀TUERCA�฀QUE฀CONSISTE฀EN฀APRECIAR฀LAS฀CUALIDA

DES฀EDUCATIVAS฀QUE฀TIENEN฀LOS฀RECURSOS฀DIDÕCTICOS�฀AS¤฀COMO฀LA฀FORMA฀DE฀LLEVAR฀A฀CABO฀
UNA฀ENSE¶ANZA฀CONSTRUCTIVISTA�฀SIGUIENDO฀LAS฀IDEAS฀DE฀ASIGNATURAS฀GENERALES฀�$IDÕCTICA฀
'ENERAL�฀0SICOLOG¤A฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA�฀ETC�	�
$ISTINGUIR฀TAREAS฀MATEMÕTICAS฀ESCOLARES฀PARA฀ENSE¶AR฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES�฀IDEN


TIFICAR฀EN฀ELLAS฀SUS฀ELEMENTOS�฀PERCIBIR฀SI฀PROMUEVEN฀QUE฀EL฀ALUMNO฀PONGA฀EN฀JUEGO฀SUS฀
conocimientos anteriores, si le lleva a realizar acciones con varias formas de representar 
LOS฀N¢MEROS฀NATURALES฀Y฀LAS฀OPERACIONES�฀SI฀LE฀OBLIGA฀A฀EXPLICAR฀A฀OTROS฀LOS฀PROCEDIMIENTOS฀
EJECUTADOS�฀A฀MOSTRAR฀SU฀L�GICA฀Y฀RELACI�N฀CON฀EL฀PROBLEMA฀PLANTEADO฀�QUE฀TIENE฀QUE฀ESTAR฀
BIEN฀SELECCIONADO	�฀REQUIERE฀ENTENDER฀IDEAS฀COMO฀iENSE¶ANZA฀SIGNIFICATIVAw�฀iRESOLUCI�N฀
DE฀PROBLEMASw�฀iCOMPRENSI�N฀DE฀UN฀CONCEPTOw�฀ETC�
%N฀ESTA฀ASIGNATURA฀LOS฀ESTUDIANTES฀TIENEN฀QUE฀PLANIFICAR฀UNA฀UNIDAD฀DIDÕCTICA฀SOBRE฀

UN฀TEMA฀MATEMÕTICO฀ESPEC¤FICO฀DE฀PRIMARIA�฀0ARA฀ELLO฀DEBEN฀LLEVAR฀A฀CABO฀LOS฀DOS฀ANÕ

lisis realizados en cursos anteriores. El análisis de contenido emplea como referentes 
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LIBROS฀DE฀-ATEMÕTICAS฀PARA฀MAESTROS�฀%L฀ANÕLISIS฀COGNITIVO฀UTILIZA฀TEXTOS฀ESPEC¤FICOS฀DE฀
DIDÕCTICA฀DEL฀BLOQUE฀DE฀CONTENIDO฀QUE฀LE฀CORRESPONDA�฀
0OSTERIORMENTE฀DEBEN฀BUSCAR฀TAREAS฀MATEMÕTICAS฀ESCOLARES�฀DESMENUZARLAS฀PARA฀

APRECIAR฀SUS฀CUALIDADES฀EDUCATIVAS�฀ANALIZARLAS฀EN฀RELACI�N฀A฀LAS฀TEOR¤AS฀DEL฀APRENDIZAJE฀
PROPUESTO�฀Y฀ORGANIZARLAS฀PARA฀FACILITAR฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀LLEVEN฀A฀CABO฀LA฀SECUENCIA฀DE฀
APRENDIZAJE฀ADECUADO฀A฀SUS฀OBJETIVOS�฀2EQUIERE฀PONER฀EN฀JUEGO฀Y฀COMENZAR฀A฀FAMILIA

rizarse con el conocimiento didáctico del contenido matemático, concretamente del 

CONOCIMIENTO฀DE฀-ATEMÕTICAS฀Y฀ENSE¶ANZA�฀DEL฀CONOCIMIENTO฀CURRICULAR�฀YA฀QUE�฀COMO฀
EN฀LAS฀ASIGNATURAS฀ANTERIORES�฀EL฀ESTUDIANTE฀PARA฀MAESTRO฀TIENE฀QUE฀EXAMINAR฀LOS฀DOCU

MENTOS฀OFICIALES�฀TANTO฀NACIONALES฀COMO฀DE฀OTROS฀LUGARES฀PARA฀UBICAR฀SU฀RESPONSABILIDAD฀
profesional.

0ARA฀COMPLETAR฀LA฀UNIDAD฀DIDÕCTICA�฀LOS฀ALUMNOS฀TIENEN฀QUE฀PLANIFICAR฀C�MO฀VAN฀A฀
EVALUAR฀EL฀APRENDIZAJE�฀INTERPRETANDO฀LOS฀CRITERIOS฀QUE฀SE฀PROPONEN฀EN฀LOS฀DOCUMENTOS฀
OFICIALES�฀Y฀DISE¶ANDO฀INSTRUMENTOS฀DE฀EVALUACI�N�฀#ON฀ELLO฀REALIZAN฀UN฀ANÕLISIS฀DE฀
ACTUACI�N�฀QUE฀PUEDEN฀APOYAR฀EN฀LAS฀EXPERIENCIAS฀DE฀ENSE¶ANZA฀QUE฀HAN฀LLEVADO฀A฀CABO฀
EN฀LA฀PRÕCTICA฀PEDAG�GICA�฀QUE฀SE฀DESARROLLA฀EN฀EL฀SEMESTRE฀ANTERIOR฀�&IGURA฀�	�

Figura 6. Esquema de la elaboración de Unidad Didáctica en Diseño  

y Desarrollo Currículo Matemáticas

%S฀IMPORTANTE฀APRECIAR฀EL฀PAPEL฀DESTACADO฀QUE฀JUEGAN฀LOS฀CR£DITOS฀PRÕCTICOS฀DE฀
FORMACI�N�฀QUE฀OCUPAN�฀AL฀MENOS�฀EL฀���฀DE฀LA฀CARGA฀DE฀CR£DITOS฀TOTAL�฀%NTENDEMOS฀POR฀
PREPARACI�N฀PRÕCTICA฀LA฀QUE฀HACE฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀SEAN฀PROTAGONISTAS฀DE฀SU฀TRABAJO�฀
0ARA฀DESARROLLARLA�฀SE฀DESCOMPONE฀CADA฀GRUPO฀�DE฀UNOS฀��฀ALUMNOS	�฀EN฀TRES฀PARTES฀DE฀
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UNOS฀��฀ALUMNOS�฀QUE฀TRABAJAN฀EN฀EQUIPOS฀DE฀��฀PARA฀RESOLVER฀DE฀MANERA฀PERSONAL�฀TAREAS฀
relacionadas con cada uno de los cursos.
!฀PARTIR฀DE฀LA฀EXPERIENCIA฀DE฀FORMACI�N฀SE฀HAN฀ELABORADO฀VARIOS฀LIBROS฀PARA฀APOYARLA฀

�#ASTRO�฀�����฀3EGOVIA฀Y฀2ICO�฀����฀Y฀&LORES฀Y฀2ICO�฀����	�฀)GUALMENTE฀SE฀HAN฀PUBLICADO฀
LOS฀TRABAJOS฀PRÕCTICOS�฀ESPECIALMENTE฀DE฀"ASES฀-ATEMÕTICAS�฀$URANTE฀SU฀IMPLEMENTACI�N฀
HEMOS฀LLEVADO฀A฀CABO฀�฀PROYECTOS฀DE฀INNOVACI�N฀DOCENTE�฀LO฀QUE฀HA฀SUPUESTO฀MUCHAS฀
HORAS฀DE฀COMPARTIR�฀REVISAR฀Y฀PONER฀AL฀D¤A�฀EL฀DISE¶O฀DE฀LAS฀ASIGNATURAS�฀&RUTO฀DE฀ELLO฀ES฀
LA฀ELABORACI�N฀DE฀�฀ART¤CULOS฀DE฀REVISTA�฀Y฀DE฀LA฀PRESENTACI�N฀EN฀VARIOS฀CONGRESOS�

Conclusiones

!฀LO฀LARGO฀DE฀ESTE฀ART¤CULO฀HEMOS฀QUERIDO฀MOSTRAR฀UN฀PROCESO฀FORMATIVO฀QUE฀ATIENDE฀
A฀LA฀FORMACI�N฀INICIAL฀DE฀PROFESORES฀DE฀NI¶OS฀DE฀�฀A฀��฀A¶OS�฀EN฀EL฀ÕREA฀DE฀-ATEMÕTICAS�฀
QUE฀SE฀ESTÕ฀APLICANDO฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀'RANADA�฀%N฀ESTE฀PROCESO฀SE฀HAN฀CONJUGADO฀
LA฀INTENCI�N฀DE฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀COMPRENDAN฀LOS฀CONTENIDOS฀MATEMÕTICOS฀DEL฀CICLO฀
EDUCATIVO฀QUE฀IMPARTIRÕN�฀DESDE฀UNA฀PERSPECTIVA฀QUE฀FAVOREZCA฀SU฀PROFESIONALIZACI�N�
3E฀APRECIA฀QUE฀DICHO฀MODELO฀ABARCA฀TODOS฀LOS฀COMPONENTES฀DEL฀CONOCIMIENTO฀MATE


MÕTICO฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA�฀SEG¢N฀EL฀MODELO฀-+4฀�(ILL฀et al.,฀����	�฀%N฀EL฀PRIMER฀CURSO฀SE฀
ATIENDE฀A฀LA฀FORMACI�N฀MATEMÕTICA฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES�฀PROMOVIENDO฀UNA฀PROFUNDIZACI�N฀
EN฀EL฀SIGNIFICADO฀DE฀LOS฀CONTENIDOS฀EN฀ARITM£TICA�฀MEDIDA�฀GEOMETR¤A฀Y฀ESTAD¤STICA�฀%L฀
CONOCIMIENTO฀COM¢N�฀QUE฀HA฀FORMADO฀PARTE฀DE฀LA฀FORMACI�N฀ANTERIOR฀DE฀ESTOS฀ESTUDIANTES�฀
SE฀VE฀REFORZADO฀POR฀LA฀B¢SQUEDA฀DE฀SIGNIFICADOS฀DE฀LOS฀CONTENIDOS฀TRABAJADOS�฀PROFUNDI

ZANDO฀EN฀EL฀CONOCIMIENTO฀ESPECIALIZADO�฀,A฀POCA฀ALUSI�N฀AL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀HORIZONTE฀
MATEMÕTICO�฀LA฀RECONOCEMOS฀COMO฀UNA฀DEBILIDAD฀QUE฀TENEMOS฀QUE฀ABORDAR�฀,OS฀CURSOS฀
DE฀$IDÕCTICA฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀CUBREN฀TODAS฀LAS฀COMPONENTES฀DEL฀CONOCIMIENTO฀DIDÕC

TICO฀DEL฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO�฀AUNQUE฀LA฀PROPUESTA฀FORMATIVA฀COMIENZA฀CON฀EL฀ANÕLISIS฀
COGNITIVO�฀QUE฀LLEVA฀A฀PROFUNDIZAR฀EN฀EL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀ALUMNO�฀0OSTERIORMENTE�฀EL฀
DISE¶O฀DE฀UNIDADES฀ACARREA฀UNA฀REVISI�N฀SOBRE฀EL฀CONOCIMIENTO฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀Y฀
LA฀ENSE¶ANZA�฀$URANTE฀TODA฀LA฀FORMACI�N฀SE฀ATIENDE฀AL฀CURR¤CULO฀DE฀-ATEMÕTICAS฀DE฀LA฀
%DUCACI�N฀0RIMARIA�฀CON฀LO฀QUE฀EL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀CURR¤CULO฀ESTÕ฀PRESENTE฀EN฀TODO฀EL฀
plan formativo.
%L฀PROCESO฀FORMATIVO฀DA฀MUCHO฀PROTAGONISMO฀A฀LOS฀ESTUDIANTES�฀QUIENES฀TIENEN฀

QUE฀IR฀REALIZANDO฀LOS฀DIFERENTES฀ANÕLISIS฀QUE฀COMPONEN฀LA฀HERRAMIENTA฀IDIOSINCRÕTICA฀
DE฀NUESTRO฀PLAN�฀%STO฀DA฀LUGAR฀A฀QUE฀LA฀FORMACI�N฀EN฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀NO฀
SEA฀EXHAUSTIVA�฀CONCIBI£NDOLA฀MÕS฀COMO฀HERRAMIENTAS฀QUE฀PREPARA฀PARA฀EL฀DESEMPE¶O฀
PROFESIONAL�฀QUE฀COMO฀CONTENIDO฀ERUDITO�
#OMO฀SE฀APRECIA�฀EL฀PROCESO฀FORMATIVO฀ESTÕ฀MUY฀CENTRADO฀EN฀EL฀CONTENIDO฀MATEMÕ


TICO�฀AUNQUE฀TOME฀EN฀CONSIDERACI�N฀APRECIACIONES฀SOBRE฀SU฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE�฀
SIEMPRE฀BASADAS฀EN฀RESULTADOS฀SUFICIENTEMENTE฀AFIANZADOS฀EN฀LA฀ INVESTIGACI�N฀EN฀LA฀
DIDÕCTICA฀DE฀LA฀MATEMÕTICA�฀QUE฀HEMOS฀EJEMPLIFICADO฀EN฀LA฀DE฀LA฀ARITM£TICA฀PARA฀EL฀CASO฀
DE฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES�
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%SPERAMOS฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀COMPRENDAN฀LOS฀CONTENIDOS฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀DE฀
0RIMARIA�฀EN฀NUESTRO฀EJEMPLO�฀QUE฀COMPRENDAN฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES�฀AS¤฀COMO฀SUS฀
DISTINTAS฀FORMAS฀DE฀REPRESENTACI�N�฀SUS฀SIGNIFICADOS฀Y฀SUS฀USOS฀Y฀LA฀RELACI�N฀QUE฀EXISTE฀
ENTRE฀ELLOS�฀9฀QUE฀BASEN฀TODAS฀ESTAS฀APRECIACIONES฀EN฀SU฀COMPRENSI�N฀Y฀EN฀LAS฀INFORMA

CIONES฀DIDÕCTICAS฀QUE฀LOS฀HAN฀INVESTIGADO�฀
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LA DIMENSIÓN AFECTIVA Y EL ANÁLISIS COGNITIVO  
EN UN MODELO DE FORMACIÓN DE PROFESORES 

DE MATEMÁTICAS BASADO EN EL ANÁLISIS DIDÁCTICO

The Affective Dimension and the Cognitive Analysis in a Mathematics 
Teacher Education Model Based on the Didactic Analysis Model

María José González-Lópeza y Pedro Gómezb 
a5NIVERSIDAD฀DE฀#ANTABRIA�฀%SPA¶A 

B5NIVERSIDAD฀DE฀,OS฀!NDES�฀#OLOMBIA

Resumen

%L฀ANÕLISIS฀COGNITIVO฀SE฀HA฀DESARROLLADO฀CON฀BASTANTE฀PROFUNDIDAD฀EN฀LOS฀DIFERENTES฀MODE

LOS฀DEL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO�฀.O฀OBSTANTE�฀SE฀HA฀TRABAJADO฀MENOS฀EL฀PAPEL฀Y฀LUGAR฀DE฀LA฀DIMENSI�N฀
AFECTIVA฀DENTRO฀DEL฀MODELO�฀%N฀ESTE฀CAP¤TULO�฀DESCRIBIMOS฀C�MO฀HEMOS฀INCLUIDO฀LA฀DIMENSI�N฀
AFECTIVA฀EN฀EL฀ANÕLISIS฀COGNITIVO฀DE฀LA฀VERSI�N฀DEL฀MODELO฀DEL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO฀QUE฀UTILIZAMOS฀
COMO฀FUNDAMENTO฀PARA฀EL฀DISE¶O฀E฀IMPLEMENTACI�N฀DE฀UN฀PROGRAMA฀DE฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀
DE฀MATEMÕTICAS฀EN฀EJERCICIO฀EN฀#OLOMBIA�

Palabras clave:฀ANÕLISIS฀COGNITIVO�฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO�฀DIMENSI�N฀AFECTIVA�฀FORMACI�N฀DE฀
profesores de matemáticas

ABSTRACT

Cognitive analysis has been profusely developed in the several didactic analysis models 

known. Nevertheless, very little work has ben done on the role and place of the affective dimension 

in the model. In this chapter, we describe how we have included the affective dimension within 

the cognitive analysis in the version of the didactic analysis model that support the design and 

implementation of a mathematics teacher education program in Colombia.

Keywords: affective dimension, cognitive analysis, didactic analysis, mathematics teacher 

education

González�฀-�฀*�฀Y฀Gómez�฀0�฀�����	�฀,A฀DIMENSI�N฀AFECTIVA฀Y฀EL฀ANÕLISIS฀COGNITIVO฀EN฀UN฀MODELO฀
DE฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS฀BASADO฀EN฀EL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀
,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor 

Luis Rico �PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�฀
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La dimensión afectiva en el análisis cognitivo

3I฀BIEN฀EL฀ANÕLISIS฀COGNITIVO฀SE฀CENTRA฀FUNDAMENTALMENTE฀EN฀ASPECTOS฀RELACIONADOS฀
CON฀EL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀�LO฀QUE฀SOLEMOS฀LLAMAR฀LO฀COGNITIVO��฀SU฀PROP�SITO฀
ES฀CONTRIBUIR฀A฀MEJORAR฀EL฀RENDIMIENTO฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES�฀%L฀ORIGEN฀DEL฀BAJO฀RENDIMIENTO฀
DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀EN฀MATEMÕTICAS฀NO฀SOLO฀SE฀EXPLICA฀DESDE฀UNA฀DIMENSI�N฀PURAMENTE฀
COGNITIVA฀CENTRADA฀EN฀LA฀FALTA฀DE฀CONOCIMIENTO�฀4AMBI£N฀INTERVIENEN฀OTROS฀FACTORES฀DE฀
TIPO฀AFECTIVO�฀%L฀DOMINIO฀AFECTIVO฀AGLUTINA฀UN฀iEXTENSO฀RANGO฀DE฀SENTIMIENTOS฀Y฀HUMO

RES฀�ESTADOS฀DE฀ÕNIMO	฀QUE฀SON฀GENERALMENTE฀CONSIDERADOS฀COMO฀ALGO฀DIFERENTE฀DE฀LA฀
PURA฀COGNICI�N�฀E฀INCLUYE฀COMO฀COMPONENTES฀ESPEC¤FICOS฀DE฀ESTE฀DOMINIO฀LAS฀ACTITUDES�฀
CREENCIAS฀Y฀EMOCIONESw฀�-C,EOD฀Y฀!DAMS�฀�����฀P�฀���	�฀
%L฀ESTUDIO฀DEL฀DOMINIO฀AFECTIVO฀ES฀COMPLEJO฀PUESTO฀QUE฀LAS฀INTERACCIONES฀ENTRE฀LO฀

COGNITIVO฀Y฀LO฀AFECTIVO฀CONSTITUYEN฀UN฀IMBRICADO฀MOSAICO฀DE฀FACTORES฀Y฀PARTICULARIDADES฀
EN฀CADA฀PERSONA�฀%N฀EL฀ÕMBITO฀EDUCATIVO�฀LA฀CONSIDERACI�N฀DE฀LO฀AFECTIVO฀ES฀RELATIVAMENTE฀
RECIENTE฀�UNOS฀��฀A¶OS	�฀3E฀SABE฀QUE฀LO฀AFECTIVO฀INFLUYE฀DE฀FORMA฀IMPORTANTE฀EN฀EL฀REN

DIMIENTO฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES�฀PERO฀NO฀SE฀HA฀LOGRADO฀ESTABLECER฀CORRELACI�N฀FUERTE฀ENTRE฀
LOS฀FACTORES฀ANALIZADOS฀Y฀DICHO฀RENDIMIENTO�฀Y฀DISTINTOS฀AUTORES฀REPORTAN฀INCONSISTENCIAS฀
EN฀ESTE฀CAMPO฀�!NDREWS�฀$IEGO
-ANTEC�N�฀6ANK¢Ý฀Y฀/P฀gT฀%YNDE�฀����	�฀,O฀QUE฀EL฀
ESTUDIANTE฀CREE฀SOBRE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀INFLUYE฀EN฀SUS฀EMOCIONES฀AL฀ESTUDIAR฀MATEMÕTICAS�฀
Y฀ESTO฀LO฀PREDISPONE฀A฀TENER฀DISTINTAS฀ACTITUDES�฀0OR฀EJEMPLO�฀UN฀ESTUDIANTE฀QUE฀TENGA฀
UNA฀CREENCIA฀NEGATIVA฀SOBRE฀S¤฀MISMO฀ANTE฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀TENDERÕ฀
A฀SENTIR฀INSEGURIDAD฀AL฀RESOLVER฀PROBLEMAS฀DE฀MATEMÕTICAS฀Y฀ELLO฀PODRÕ฀LLEVARLE฀A฀TENER฀
UNA฀ACTITUD฀DE฀RECHAZO฀HACIA฀LAS฀MISMAS�฀0ERO฀TAMBI£N฀PUEDE฀OCURRIR฀QUE฀UN฀ESTUDIANTE฀
CON฀UNA฀CREENCIA฀POSITIVA฀SOBRE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀COMO฀POR฀EJEMPLO�฀SU฀UTILIDAD�฀NO฀SE฀
SIENTA฀BIEN฀ANTE฀TAREAS฀MATEMÕTICAS฀CONCRETAS฀Y�฀COMO฀CONSECUENCIA�฀TAMBI£N฀TIENDA฀A฀
RECHAZARLAS�฀)GUALMENTE�฀RESULTA฀PARAD�JICO฀QUE�฀AUNQUE฀EL฀ESTUDIANTE฀SE฀MUESTRE฀CON

FIADO฀Y฀SEGURO฀DE฀SUS฀CAPACIDADES�฀NO฀LLEGUE฀A฀IMPLICARSE฀EN฀EL฀FUTURO�฀i-E฀ENCANTAN�฀
PERO฀NO฀SOY฀CAPAZ฀DE฀HACER฀UNA฀CARRERA฀QUE฀LLEVE฀MUCHAS฀-ATEMÕTICASw฀�"ÕEZ�฀�����฀
P�฀���	�฀4AMBI£N฀SE฀SABE฀QUE฀LA฀COGNICI�N฀Y฀EL฀AFECTO฀SE฀INFLUYEN฀UNO฀A฀OTRO฀DE฀FORMA฀
REC¤PROCA�฀POR฀UNA฀PARTE�฀LA฀EXPERIENCIA฀QUE฀TIENE฀EL฀ESTUDIANTE฀CUANDO฀APRENDE฀MATEMÕ

TICAS฀LE฀PROVOCA฀EMOCIONES฀E฀INFLUYE฀EN฀SU฀ACTITUD฀Y฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀SUS฀CREENCIAS�฀!฀
SU฀VEZ�฀LAS฀EMOCIONES�฀CREENCIAS฀Y฀ACTITUDES฀DEL฀ESTUDIANTE฀INFLUYEN฀EN฀SU฀RENDIMIENTO฀
ACAD£MICO฀�$IEGO�฀����	�฀
.UESTRA฀PREOCUPACI�N฀SOBRE฀EL฀PAPEL฀DEL฀DOMINIO฀AFECTIVO฀EN฀EL฀ANÕLISIS฀COGNITIVO฀

SURGE฀DEL฀TRABAJO฀QUE฀HEMOS฀VENIDO฀REALIZANDO฀EN฀UN฀PROGRAMA฀DE฀FORMACI�N฀DE฀PROFE

SORES฀DE฀MATEMÕTICAS฀BASADO฀EN฀EL฀MODELO฀DEL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO�฀%N฀ESTE฀PROGRAMA�฀LOS฀
GRUPOS฀DE฀PROFESORES฀REALIZAN฀UN฀CICLO฀DE฀PLANIFICACI�N�฀IMPLEMENTACI�N฀Y฀EVALUACI�N฀DE฀
UNA฀UNIDAD฀DIDÕCTICA฀SOBRE฀UN฀TEMA฀CONCRETO฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀ESCOLARES�฀%N฀LA฀FASE฀DE฀
PLANIFICACI�N�฀LOS฀GRUPOS฀ANALIZAN฀EL฀TEMA฀QUE฀HAN฀ESCOGIDO฀CON฀BASE฀EN฀UNA฀VERSI�N฀DE฀
LOS฀ANÕLISIS฀QUE฀COMPONEN฀EL฀MODELO฀DEL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO฀�'�MEZ฀Y฀'ONZÕLEZ�฀����	�฀
ANÕLISIS฀DE฀CONTENIDO�฀ANÕLISIS฀COGNITIVO�฀ANÕLISIS฀DE฀INSTRUCCI�N฀Y฀ANÕLISIS฀DE฀ACTUACI�N�฀
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!L฀FINAL฀DE฀ESTA฀PRIMERA฀FASE�฀LOS฀GRUPOS฀DE฀PROFESORES฀EN฀FORMACI�N฀PRODUCEN฀UN฀DISE¶O฀
CURRICULAR฀PARA฀SU฀TEMA฀Y฀LA฀IMPLEMENTAN฀EN฀EL฀AULA�฀%LLOS฀ANALIZAN฀LA฀INFORMACI�N฀QUE฀
RECOGEN฀DURANTE฀LA฀IMPLEMENTACI�N฀PARA฀ESTABLECER฀LAS฀FORTALEZAS฀Y฀DEBILIDADES฀DE฀SU฀
PROPUESTA฀Y฀MEJORARLA�
!฀CONTINUACI�N�฀MOSTRAMOS฀C�MO฀HEMOS฀INCLUIDO฀EL฀DOMINIO฀AFECTIVO฀DENTRO฀DEL฀

ANÕLISIS฀COGNITIVO�฀A฀TRAV£S฀DE฀UN฀CONSTRUCTO฀QUE฀TIENE฀GRAN฀INFLUENCIA฀EN฀EL฀RENDIMIENTO฀
DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀Y฀AL฀QUE฀CONSIDERAMOS฀ESPECIALMENTE฀¢TIL฀DESDE฀EL฀PUNTO฀DE฀VISTA฀DE฀
LA฀PLANIFICACI�N�฀LA฀MOTIVACI�N�

La Motivación

%L฀T£RMINO฀MOTIVACI�N฀SE฀VIENE฀DEFINIENDO฀DESDE฀HACE฀A¶OS฀EN฀LA฀LITERATURA฀SOBRE฀
INVESTIGACI�N฀EDUCATIVA�฀,EJOS฀DE฀HABERSE฀LLEGADO฀A฀UN฀CONSENSO฀SOBRE฀SU฀SIGNIFICADO�฀
SE฀PUEDEN฀ENCONTRAR฀DESCRIPCIONES฀MUY฀DIVERSAS฀Y฀UN฀AMPLIO฀ABANICO฀DE฀RECOMENDA

CIONES฀PARA฀EL฀PROFESOR�฀%N฀TODO฀CASO�฀ASUMIREMOS฀LA฀DEFINICI�N฀DE฀MOTIVACI�N฀DADA฀POR฀
'ONZÕLEZ฀Y฀4OUR�N฀�����	฀COMO฀EL฀iPROCESO฀QUE฀EXPLICA฀EL฀INICIO�฀DIRECCI�N�฀INTENSIDAD฀
Y฀PERSEVERANCIA฀DE฀LA฀CONDUCTA฀ENCAMINADA฀HACIA฀EL฀LOGRO฀DE฀UNA฀META�฀MODULADO฀POR฀
LAS฀PERCEPCIONES฀QUE฀LOS฀SUJETOS฀TIENEN฀DE฀S¤฀MISMOS฀Y฀POR฀LAS฀TAREAS฀A฀LAS฀QUE฀SE฀TIENEN฀
QUE฀ENFRENTARw฀�P�฀���	�฀%N฀SITUACIONES฀EDUCATIVAS�฀LA฀MOTIVACI�N฀HACE฀REFERENCIA฀AL฀
GRADO฀DE฀PARTICIPACI�N฀Y฀PERSEVERANCIA฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀AL฀ENFRENTARSE฀A฀UNA฀TAREA�
,A฀MOTIVACI�N฀SE฀HA฀ANALIZADO฀EN฀LA฀LITERATURA฀DESDE฀DISTINTOS฀PUNTOS฀DE฀VISTA฀TE�


RICOS�฀%CCLES฀Y฀7IGFIELD฀�����	฀REALIZAN฀UN฀COMPENDIO�฀-ENCIONAMOS฀AQU¤฀ALGUNOS฀DE฀
LOS฀QUE฀NOS฀RESULTAN฀MÕS฀INTERESANTES฀PARA฀ABORDAR฀LA฀PLANIFICACI�N฀DE฀UN฀TEMA฀DE฀LAS฀
matemáticas escolares. 

Teorías centradas en las expectativas sobre uno mismo («expectancy»)

%STAS฀TEOR¤AS฀ANALIZAN฀LAS฀CREENCIAS฀DE฀LOS฀SUJETOS฀SOBRE฀SU฀PROPIA฀COMPETENCIA�฀SOBRE฀
SU฀EFICACIA�฀SOBRE฀LAS฀EXPECTATIVAS฀QUE฀TIENEN฀DE฀TENER฀£XITO฀Y฀SOBRE฀SU฀SENTIDO฀DE฀CONTROL฀
SOBRE฀LOS฀RESULTADOS฀DE฀UN฀PROCESO�฀%N฀EL฀ÕMBITO฀DEL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SE฀
ANALIZA฀LA฀APRECIACI�N฀DEL฀ESTUDIANTE฀SOBRE฀SUS฀POSIBILIDADES฀PARA฀RESOLVER฀PROBLEMAS�฀
Cuando los estudiantes responden afirmativamente a la pregunta «¿puedo resolver esta 

TAREA�w�฀TIENEN฀MÕS฀GARANT¤AS฀DE฀£XITO฀PARA฀RESOLVERLA฀Y฀AUMENTA฀SU฀INTER£S฀POR฀RESOLVER฀
TAREAS฀MÕS฀COMPLEJAS�฀,AS฀SIGUIENTES฀FRASES฀EXPRESAN฀CREENCIAS฀SOBRE฀UNO฀MISMO฀COMO฀
estudiante de matemáticas.

 — 3E฀ME฀DAN฀BIEN฀LAS฀MATEMÕTICAS�
 — #UANDO฀ME฀ENFRENTO฀A฀UN฀PROBLEMA฀DE฀MATEMÕTICAS฀TENGO฀CONlANZA฀EN฀QUE฀
ENCONTRAR£฀LA฀SOLUCI�N�

 — !UNQUE฀ME฀ESFUERCE฀MUCHO฀TRATANDO฀DE฀RESOLVER฀PROBLEMAS฀DE฀MATEMÕTICAS฀
NO฀LOGRAR£฀ENCONTRAR฀LA฀SOLUCI�N�
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Teorías centradas en los factores que influyen en el compromiso

!LGUNOS฀ESTUDIANTES฀CREEN฀QUE฀S¤฀PUEDEN฀LOGRAR฀RESOLVER฀UNA฀TAREA�฀PERO�฀DE฀HECHO�฀
no encuentran interés en resolverla. Por tanto, algunas teorías analizan las razones por 
LAS฀CUALES฀UN฀ESTUDIANTE฀SE฀COMPROMETE฀CON฀SU฀PROPIO฀APRENDIZAJE�฀%STAS฀TEOR¤AS฀SEPARAN฀
LOS฀FACTORES฀EN฀INTR¤NSECOS฀�DISFRUTE฀PERSONAL�฀CURIOSIDAD�฀GANAS฀DE฀MEJORAR	฀Y฀EXTR¤NSECOS฀
�RECIBIR฀ALG¢N฀TIPO฀DE฀RECOMPENSA�฀APROBAR�฀RECIBIR฀EL฀RECONOCIMIENTO฀DE฀LA฀FAMILIA฀O฀DE฀
LOS฀COMPA¶EROS	�฀!LGUNAS฀DE฀ESTAS฀TEOR¤AS฀ANALIZAN฀LOS฀OBJETIVOS฀QUE฀QUIERE฀LOGRAR฀EL฀
ESTUDIANTE�฀0OR฀EJEMPLO�฀!MES฀�����	฀DISTINGUE฀ENTRE฀OBJETIVOS฀QUE฀IMPLICAN฀A฀LA฀TAREA฀
�QUE฀SE฀REFIEREN฀A฀LA฀APRECIACI�N฀DEL฀ESTUDIANTE฀SOBRE฀LA฀UTILIDAD�฀INTER£S฀O฀IMPORTANCIA฀
DE฀UNA฀TAREA�฀Y฀OBJETIVOS฀QUE฀IMPLICAN฀AL฀EGO�฀SIMILARES฀A฀LOS฀FACTORES฀INTR¤NSECOS�฀,OS฀
ESTUDIANTES฀QUE฀TIENEN฀OBJETIVOS฀QUE฀IMPLICAN฀AL฀EGO฀DISFRUTAN฀AL฀COMPETIR฀CON฀OTROS฀Y฀
PREFIEREN฀TAREAS฀QUE฀SABEN฀QUE฀ESTÕN฀A฀SU฀ALCANCE�฀,OS฀ESTUDIANTES฀QUE฀TIENEN฀OBJETIVOS฀
QUE฀IMPLICAN฀A฀LA฀TAREA฀PREFIEREN฀TAREAS฀RETADORAS฀Y฀ESTÕN฀MÕS฀INTERESADOS฀EN฀SU฀PROPIO฀
PROGRESO฀QUE฀EN฀SUPERAR฀A฀OTROS�

Teorías que entrelazan la motivación y la cognición

,A฀CARACTER¤STICA฀PRINCIPAL฀DE฀ESTAS฀TEOR¤AS฀ES฀QUE฀ANALIZAN฀C�MO฀LOS฀SUJETOS฀REGULAN฀
SU฀COMPORTAMIENTO฀PARA฀LOGRAR฀LOS฀OBJETIVOS฀DE฀APRENDIZAJE฀�3CHUNK฀Y฀:IMMERMAN�฀
����	�฀!DEMÕS฀DE฀TRATAR฀LA฀MOTIVACI�N฀COMO฀ELEMENTO฀QUE฀CONDUCE฀A฀TOMAR฀LA฀DECISI�N฀
DE฀ACTUAR�฀OBSERVAN฀C�MO฀EL฀SUJETO฀SE฀INVOLUCRA฀EN฀LA฀ACCI�N�฀!S¤�฀SE฀PROPONEN฀ESTRATEGIAS฀
COGNITIVAS฀DE฀CONTROL฀QUE฀AYUDAN฀A฀LOS฀SUJETOS฀A฀CENTRARSE฀EN฀LA฀INFORMACI�N฀PERTINENTE�฀
a evitar distractores, a optimizar la toma de decisiones, etc. Las estrategias cognitivas 
SE฀COMPLEMENTAN฀CON฀ESTRATEGIAS฀DE฀CONTROL฀EMOCIONAL�฀QUE฀CONSISTEN฀EN฀INHIBIR฀ESTA

DOS฀EMOCIONALES฀COMO฀LA฀ANSIEDAD฀Y฀FORTALECER฀ESTADOS฀EMOCIONALES฀POSITIVOS฀HACIA฀LA฀
RESOLUCI�N฀DE฀UNA฀TAREA�

Enfoques y expectativas de tipo afectivo 

%L฀V¤NCULO฀DE฀LA฀MOTIVACI�N฀DEL฀ESTUDIANTE฀CON฀EL฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO฀SE฀EXPRESA฀
A฀TRAV£S฀DE฀VARIOS฀ASPECTOS฀GENERALES฀DEL฀DOMINIO฀AFECTIVO฀QUE฀EL฀PROFESOR฀TAMBI£N฀
DEBE฀PREVER฀AL฀PLANIFICAR฀UN฀TEMA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀ESCOLARES�฀4ENIENDO฀EN฀CUENTA฀QUE฀
EL฀ENUNCIADO฀DE฀EXPECTATIVAS฀DE฀APRENDIZAJE฀ES฀UNO฀DE฀LOS฀PROP�SITOS฀PRINCIPALES฀DEL฀
ANÕLISIS฀COGNITIVO�฀DEBE฀COMPLEMENTARSE฀MEDIANTE฀EL฀ENUNCIADO฀DE฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀
afectivo. De esta forma, incluimos el dominio afectivo dentro del análisis cognitivo. A 
CONTINUACI�N�฀PRESENTAMOS฀LA฀ESTRUCTURA฀Y฀LOS฀NIVELES฀DE฀CONCRECI�N฀CON฀LOS฀QUE฀ESAS฀
EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀SE฀PUEDEN฀FORMULAR�
#ADA฀UNO฀DE฀LOS฀ENFOQUES฀TE�RICOS฀QUE฀ENUNCIAMOS฀EN฀EL฀APARTADO฀ANTERIOR฀TIENE฀

UNOS฀FOCOS฀DE฀ATENCI�N฀PREFERENTES฀EN฀EL฀ÕMBITO฀EDUCATIVO฀QUE฀NOS฀PERMITEN฀EXPRESAR฀
EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀ASOCIADOS฀A฀CADA฀ENFOQUE�฀!DEMÕS�฀DENTRO฀DE฀CADA฀ENFOQUE�฀
CONSIDERAREMOS฀DISTINTOS฀NIVELES฀DE฀CONCRECI�N฀DE฀LOS฀ENUNCIADOS�
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Enfoque centrado en las expectativas sobre uno mismo

%L฀ENFOQUE฀TE�RICO฀QUE฀CENTRA฀SU฀INTER£S฀EN฀LAS฀EXPECTATIVAS฀SOBRE฀UNO฀MISMO฀PONE฀
EL฀FOCO฀DE฀ATENCI�N฀EN฀ANALIZAR฀LA฀AUTOESTIMA฀DEL฀ESTUDIANTE฀Y฀SU฀CONFIANZA฀AL฀RESOLVER฀LOS฀
PROBLEMAS฀QUE฀SE฀LE฀PROPONEN�฀!S¤฀PUES�฀LAS฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀QUE฀PODEMOS฀
ENUNCIAR฀ASOCIADAS฀A฀ESTE฀ENFOQUE฀SON

 — %'��฀DESARROLLAR฀LA฀AUTOESTIMA฀Y
 — %'��฀DESARROLLAR฀LA฀CONlANZA฀EN฀UNO฀MISMO�

!DEMÕS�฀ES฀IMPORTANTE฀MANEJAR฀UN฀NIVEL฀DE฀CONCRECI�N฀MÕS฀CONCRETO฀QUE฀SEA฀¢TIL฀
PARA฀PODER฀ANALIZAR฀POSTERIORMENTE฀C�MO฀Y฀PORQU£฀LAS฀TAREAS฀MATEMÕTICAS฀QUE฀FORMEN฀
PARTE฀DE฀LA฀PROPUESTA฀DOCENTE฀SIRVEN฀PARA฀DESARROLLAR฀LAS฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀
ENUNCIADAS�฀0ARA฀ELLO�฀UNA฀VEZ฀DECIDIDO฀QUE฀SE฀DESEA฀DESARROLLAR฀ LA฀CONFIANZA฀EN฀EL฀
ESTUDIANTE�฀ES฀NECESARIO฀IDENTIFICAR฀ACCIONES฀CONCRETAS฀EN฀LAS฀QUE฀EL฀ESTUDIANTE฀DEBE฀
desarrollar esa confianza. Estas acciones pueden estar asociadas al nivel superior de 
EXPECTATIVAS฀DE฀APRENDIZAJE฀DE฀TIPO฀COGNITIVO฀�COMPETENCIAS�฀PROCESOS฀GENERALES฀O฀CAPA

CIDADES฀MATEMÕTICAS฀FUNDAMENTALES	�฀0OR฀EJEMPLO�฀SE฀PUEDEN฀ENUNCIAR฀LAS฀SIGUIENTES฀
EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO�

 — $ESARROLLAR฀CONlANZA฀PARA฀COMUNICAR฀INFORMACI�N�
 — !DQUIRIR฀SEGURIDAD฀AL฀PROPONER฀Y฀ LLEVAR฀A฀CABO฀ESTRATEGIAS฀DE฀RESOLUCI�N฀DE฀
PROBLEMAS�

!DICIONALMENTE�฀SE฀PUEDE฀AUMENTAR฀MÕS฀EL฀NIVEL฀DE฀CONCRECI�N�฀AL฀IDENTIFICAR฀LAS฀
ACCIONES฀DEL฀TEMA฀MATEMÕTICO฀ESPEC¤FICO฀EN฀LAS฀QUE฀ES฀IMPORTANTE฀QUE฀EL฀ESTUDIANTE฀
DESARROLLE฀CONFIANZA�฀0OR฀EJEMPLO�฀UNA฀ACCI�N฀SIGNIFICATIVA฀EN฀EL฀TEMA฀4EOREMA฀DE฀0ITÕ

GORAS฀ES฀CALCULAR฀LONGITUDES฀EN฀TRIÕNGULOS�฀!S¤฀PUES�฀PODEMOS฀ENUNCIAR฀LA฀EXPECTATIVA฀
de tipo afectivo siguiente.

 — $ESARROLLAR฀CONlANZA฀EN฀LAS฀PROPIAS฀HABILIDADES฀PARA฀CALCULAR฀LONGITUDES฀EN฀
triángulos al utilizar el Teorema de Pitágoras.

Enfoque centrado en factores personales intrínsecos y extrínsecos

%L฀ENFOQUE฀TE�RICO฀QUE฀CENTRA฀SU฀INTER£S฀EN฀CONSIDERAR฀LOS฀FACTORES฀PERSONALES฀INTR¤N

SECOS฀Y฀EXTR¤NSECOS฀QUE฀INTERVIENEN฀EN฀LA฀MOTIVACI�N฀DEL฀ESTUDIANTE฀PONE฀EL฀FOCO฀DE฀
ATENCI�N฀EN฀ANALIZAR฀EL฀INTER£S฀DEL฀ESTUDIANTE฀POR฀APRENDER�฀!S¤฀PUES�฀LAS฀EXPECTATIVAS฀
DE฀TIPO฀AFECTIVO฀QUE฀PODEMOS฀ENUNCIAR฀ASOCIADAS฀A฀ESTE฀ENFOQUE฀SON฀DEL฀SIGUIENTE฀TIPO�

 — EG1: desarrollar interés por aprender.

 — EG2: desarrollar curiosidad por aprender.

%STA฀EXPECTATIVA฀GENERAL฀PUEDE฀CONCRETARSE�฀AL฀IDENTIFICAR฀EXPECTATIVAS฀DE฀APRENDI

ZAJE฀DE฀NIVEL฀SUPERIOR฀EN฀LAS฀QUE฀EL฀PROFESOR฀DESEA฀QUE฀EL฀ESTUDIANTE฀DESARROLLE฀INTER£S฀Y฀
CURIOSIDAD�฀,AS฀SIGUIENTES฀SON฀EJEMPLOS฀DE฀ESTE฀TIPO฀DE฀EXPECTATIVAS�

 — $ESARROLLAR฀INTER£S฀POR฀MATEMATIZAR฀UNA฀SITUACI�N฀REAL�
 — $ESARROLLAR฀INTER£S฀POR฀FORMULAR฀CONJETURAS฀O฀HIP�TESIS�
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9�฀SI฀CONCRETAMOS฀A¢N฀MÕS�฀SE฀PUEDEN฀IDENTIFICAR฀LOS฀ASPECTOS฀MÕS฀SIGNIFICATIVOS฀DE฀
UN฀TEMA฀MATEMÕTICO฀SOBRE฀LOS฀QUE฀ES฀IMPORTANTE฀QUE฀EL฀ESTUDIANTE฀DESARROLLE฀SU฀INTER£S฀
Y฀CURIOSIDAD�฀0OR฀EJEMPLO�

 — DESARROLLAR฀ CURIOSIDAD฀ POR฀ DESCUBRIR฀ RELACIONES฀ NO฀ CONOCIDAS฀ ENTRE฀ lGURAS฀
geométricas o

 — incrementar el interés por conocer las aplicaciones del cálculo de áreas som

BREADAS�

Enfoque que entrelaza motivación y aprendizaje

%L฀ENFOQUE฀TE�RICO฀QUE฀ENTRELAZA฀LA฀MOTIVACI�N฀Y฀LA฀COGNICI�N฀PONE฀EL฀FOCO฀DE฀
ATENCI�N฀EN฀ANALIZAR฀LAS฀ACTITUDES฀Y฀LOS฀HÕBITOS฀FAVORABLES฀AL฀APRENDIZAJE�฀!S¤฀PUES�฀LAS฀
EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀MÕS฀GENERALES฀QUE฀PODEMOS฀ENUNCIAR฀ASOCIADAS฀A฀ESTE฀ENFO

QUE฀SE฀REFIEREN�฀EN฀RELACI�N฀CON฀EL฀APRENDIZAJE�฀A฀DESARROLLAR฀LAS฀SIGUIENTES฀EXPECTATIVAS�

 — EG1: actitud.
 — %'��฀PREDISPOSICI�N�
 — %'��฀HÕBITOS�

4AMBI£N฀SE฀PUEDE฀CONCRETAR฀ESTE฀ENUNCIADO฀GENERAL�฀AL฀VINCULARLO฀AL฀NIVEL฀SUPERIOR฀
DE฀EXPECTATIVAS฀DE฀APRENDIZAJE฀DE฀TIPO฀COGNITIVO�฀,AS฀SIGUIENTES฀SON฀EXPECTATIVAS฀DE฀
tipo afectivo de este tipo.

 — 6ALORAR฀POSITIVAMENTE฀LA฀PRECISI�N฀Y฀UTILIDAD฀DEL฀LENGUAJE฀MATEMÕTICO�
 — $ESARROLLAR฀ UNA฀ PREDISPOSICI�N฀ FAVORABLE฀ A฀ EMPLEAR฀ DISTINTOS฀ SISTEMAS฀ DE฀
REPRESENTACI�N�

 — $ESARROLLAR฀EL฀HÕBITO฀DE฀VERIlCAR฀LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS฀AL฀RESOLVER฀PROBLE

mas.

 — $ESARROLLAR฀ PERSEVERANCIA฀ EN฀ EL฀ PLANTEAMIENTO฀ Y฀ RESOLUCI�N฀ DE฀ SITUACIONES฀
relacionadas con las matemáticas.

 — 3ER฀CUIDADOSO฀Y฀PRECISO฀AL฀EXPRESAR฀EL฀RESULTADO฀DE฀UN฀PROBLEMA�
 — $ESARROLLAR฀VOLUNTAD฀Y฀GUSTO฀POR฀EL฀RAZONAMIENTO฀Y฀LA฀JUSTIlCACI�N฀DE฀LAS฀PRO


piedades matemáticas.
3I฀CONCRETAMOS฀A¢N฀MÕS�฀SE฀PUEDEN฀IDENTIFICAR฀LOS฀ASPECTOS฀MÕS฀SIGNIFICATIVOS฀DE฀UN฀

TEMA฀MATEMÕTICO฀SOBRE฀LOS฀QUE฀ES฀IMPORTANTE฀QUE฀EL฀ESTUDIANTE฀DESARROLLE฀BUENAS฀ACTITU

DES�฀PREDISPOSICI�N฀Y฀HÕBITOS�฀,OS฀SIGUIENTES฀SON฀EJEMPLOS฀DE฀ESTE฀TIPO฀DE฀CONCRECI�N�

 — 4ENER฀DISPOSICI�N฀ FAVORABLE฀PARA฀ REALIZAR�฀ESTIMAR฀Y฀EXPRESAR฀CORRECTAMENTE฀
MEDIDAS฀DE฀OBJETOS�฀ESPACIOS฀Y฀TIEMPOS�฀ADAPTADOS฀AL฀CONTEXTO฀EN฀QUE฀SE฀REA

LIZA฀LA฀MEDICI�N�

 — $ESARROLLAR฀ DISPOSICI�N฀ FAVORABLE฀ PARA฀ REALIZAR฀ LAS฀ TAREAS฀ DE฀ SUBDIVISI�N฀DE฀
polígonos en partes iguales.

 — $ESARROLLAR฀CUIDADO฀Y฀PRECISI�N฀EN฀EL฀USO฀DE฀LOS฀DIFERENTES฀ INSTRUMENTOS฀DE฀
MEDIDA฀Y฀EN฀LA฀REALIZACI�N฀DE฀MEDICIONES�
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 — 6ALORAR฀LA฀UTILIDAD฀DE฀LA฀GEOMETR¤A฀PARA฀CONOCER฀Y฀RESOLVER฀DIFERENTES฀SITUACIO

nes relativas al entorno.

 — 6ALORAR฀EL฀ORDEN฀QUE฀APORTAN฀LAS฀DIFERENTES฀REPRESENTACIONES฀PARA฀MOSTRAR฀CON

JUNTOS฀DE฀PERMUTACIONES฀�ESPECIALMENTE฀LA฀APORTACI�N฀DEL฀DIAGRAMA฀DE฀ÕRBOL฀
COMO฀FORMA฀DE฀PASAR฀DE฀LO฀PARTICULAR฀A฀LO฀GENERAL	�

 — $ESARROLLAR฀GUSTO฀POR฀LA฀PRECISI�N�฀EL฀ORDEN฀Y฀LA฀CLARIDAD฀EN฀EL฀TRATAMIENTO฀Y฀
PRESENTACI�N฀DE฀DATOS฀Y฀RESULTADOS฀RELATIVOS฀A฀OBSERVACIONES�฀EXPERIENCIAS฀Y฀
encuestas.

Enunciado de las expectativas de tipo afectivo

,AS฀IDEAS฀ANTERIORES฀SUGIEREN฀UN฀PROCEDIMIENTO฀PARA฀REDACTAR฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀
AFECTIVO฀RELACIONADAS฀CON฀UN฀TEMA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀ESCOLARES�฀(EMOS฀ESTABLECIDO฀TRES฀
ENFOQUES฀TE�RICOS�฀0ARA฀CADA฀UNO฀DE฀ELLOS�฀HEMOS฀ESTABLECIDO฀UNA฀O฀MÕS฀EXPECTATIVAS฀
DE฀CARÕCTER฀GENERAL�฀%STAS฀EXPECTATIVAS฀GENERALES฀SE฀PUEDEN฀CONCRETAR฀EN฀T£RMINOS฀DE฀
UNA฀O฀MÕS฀EXPECTATIVAS฀DE฀APRENDIZAJE฀DE฀NIVEL฀SUPERIOR�฀!฀SU฀VEZ�฀CADA฀UNA฀DE฀ESTAS฀
EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀SE฀PUEDE฀CONCRETAR฀EN฀T£RMINOS฀DEL฀CONTENIDO฀DEL฀TEMA�฀
$ESCRIBIMOS฀ESTE฀PROCEDIMIENTO฀EN฀EL฀ESQUEMA฀DE฀LA฀&IGURA฀�฀Y฀LO฀EJEMPLIFICAMOS฀
PARCIALMENTE฀CON฀EL฀PRIMER฀ENFOQUE฀TE�RICO�

Figura 1. Redacción de expectativas de tipo afectivo.

%L฀ESQUEMA฀DE฀LA฀&IGURA฀�฀PONE฀DE฀MANIFIESTO฀LA฀COMPLEJIDAD฀DEL฀DOMINIO฀AFECTIVO฀
Y฀LA฀MULTIPLICIDAD฀DE฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀QUE฀UN฀PROFESOR฀PUEDE฀FORMULAR฀
PARA฀UN฀TEMA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀ESCOLARES�฀3E฀APRECIA฀QUE฀HAY฀UNA฀GRAN฀CANTIDAD฀DE฀
COMBINACIONES฀POSIBLES�฀.O฀OBSTANTE�฀EN฀UN฀PROCESO฀DE฀PLANIFICACI�N�฀ES฀NECESARIO฀
CONTROLAR฀LA฀COMPLEJIDAD฀DE฀LAS฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀QUE฀SE฀ENUNCIAN�฀PUESTO฀
QUE฀DEBEN฀SER฀¢TILES฀PARA฀ANALIZAR฀POSTERIORMENTE฀C�MO฀Y฀PORQU£฀LAS฀TAREAS฀MATEMÕ

TICAS฀QUE฀FORMAN฀PARTE฀DE฀LA฀UNIDAD฀DIDÕCTICA฀SIRVEN฀PARA฀DESARROLLAR฀LAS฀EXPECTATIVAS฀
ENUNCIADAS�฀#ON฀EL฀PROP�SITO฀DE฀LOGRAR฀ESE฀CONTROL฀Y฀AS¤฀SER฀MÕS฀EFICACES฀EN฀LA฀CON
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SIDERACI�N฀DE฀LO฀AFECTIVO฀EN฀LOS฀OTROS฀ANÕLISIS฀DEL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO�฀PROPONEMOS฀QUE฀
SE฀MANEJE฀UN฀N¢MERO฀CONTROLABLE฀DE฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀ASOCIADAS฀AL฀TEMA฀
matemático concreto.

0OR฀EJEMPLO�฀PARA฀EL฀TEMA฀DE฀̧ REAS฀SOMBREADAS�฀UN฀PROFESOR฀PUEDE฀SELECCIONAR฀EL฀
SEGUNDO฀ENFOQUE฀TE�RICO�฀CENTRARSE฀EN฀LA฀EXPECTATIVA฀GENERAL฀DE฀DESARROLLAR฀INTER£S฀Y฀
CURIOSIDAD฀POR฀APRENDER�฀Y฀CONCRETARLA฀�DESDE฀LA฀PERSPECTIVA฀DE฀LA฀CAPACIDAD฀MATEMÕTICA฀
FUNDAMENTAL฀DE฀MATEMATIZAR	฀EN฀DESARROLLAR฀INTER£S฀POR฀MATEMATIZAR฀UNA฀SITUACI�N฀REAL�฀
&INALMENTE�฀PUEDE฀CONCRETAR฀ESTA฀EXPECTATIVA฀EN฀SU฀TEMA฀EN฀T£RMINOS฀DE

 — EA1: incrementar el interés por conocer las aplicaciones del cálculo de áreas 

SOMBREADAS�
$E฀LA฀MISMA฀FORMA�฀PUEDE฀SELECCIONAR฀EL฀TERCER฀ENFOQUE฀TE�RICO฀CON฀LA฀EXPECTATIVA฀

GENERAL฀DE฀DESARROLLAR฀ACTITUD�฀PREDISPOSICI�N฀Y฀HÕBITOS฀FAVORABLES฀AL฀APRENDIZAJE�฀Y฀
CONCRETARLA�฀PARA฀LA฀CAPACIDAD฀MATEMÕTICA฀FUNDAMENTAL฀DE฀REPRESENTACI�N�฀EN฀DESARRO

LLAR฀UNA฀PREDISPOSICI�N฀FAVORABLE฀A฀EMPLEAR฀DISTINTOS฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N�฀%N฀
T£RMINOS฀DE฀SU฀TEMA฀MATEMÕTICO�฀ESTA฀EXPECTATIVA฀SE฀PUEDE฀CONCRETAR฀EN�฀POR฀EJEMPLO�฀
LAS฀DOS฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀SIGUIENTES�

 — %!��฀VALORAR฀LA฀UTILIDAD฀DEL฀LENGUAJE฀ALGEBRAICO฀PARA฀EXPRESAR฀RELACIONES฀ENTRE฀
CANTIDADES฀DE฀ÕREA฀DE฀lGURAS฀GEOM£TRICAS�

 — %!��฀DESARROLLAR฀UNA฀ACTITUD฀FAVORABLE฀A฀INTERPRETAR฀EN฀T£RMINOS฀GEOM£TRICOS฀
LAS฀EXPRESIONES฀SIMB�LICAS฀REFERIDAS฀A฀ÕREAS฀DE฀lGURAS฀GEOM£TRICAS�

5NA฀VEZ฀QUE฀EL฀PROFESOR฀HA฀REDACTADO฀LAS฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀RELACIONADAS฀
CON฀SU฀TEMA�฀PUEDE฀DESCRIBIR฀LA฀ESTRUCTURA฀DE฀ESA฀SELECCI�N�฀AL฀INDICARLO฀COMO฀EN฀LA฀
TABLA฀��฀#ADA฀FILA฀DE฀LA฀TABLA฀CORRESPONDE฀A฀UNA฀DE฀LAS฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀
QUE฀£L฀HA฀REDACTADO฀PARA฀SU฀TEMA฀CONCRETO�฀0OR฀EJEMPLO�฀EN฀LA฀TABLA฀��฀LA฀SEGUNDA฀FILA฀
IDENTIFICA฀LA฀EXPECTATIVA฀AFECTIVA฀%!�฀DEL฀EJEMPLO฀QUE฀HEMOS฀VENIDO฀PRESENTANDO฀SOBRE฀
¸REAS฀SOMBREADAS฀�VALORAR฀LA฀UTILIDAD฀DEL฀LENGUAJE฀ALGEBRAICO฀PARA฀EXPRESAR฀RELACIONES฀
ENTRE฀CANTIDADES฀DE฀ÕREA฀DE฀FIGURAS฀GEOM£TRICAS	�฀%N฀LAS฀SIGUIENTES฀COLUMNAS�฀EL฀PRO

FESOR฀PUEDE฀INDICAR฀EL฀ORIGEN฀DE฀ESA฀EXPECTATIVA฀DENTRO฀DE฀LA฀ESTRUCTURA฀DE฀ENFOQUES฀Y฀
NIVELES฀DE฀EXPECTATIVAS฀QUE฀HEMOS฀MENCIONADO�฀%N฀EL฀CASO฀DE฀LA฀EXPECTATIVA฀%!��฀EL฀
PROFESOR฀INDICA฀EN฀LA฀TABLA฀QUE฀ESA฀EXPECTATIVA฀CORRESPONDE฀AL฀SEGUNDO฀ENFOQUE฀TE�RICO฀
�MARCA฀EN฀LA฀COLUMNA฀�	฀Y�฀DENTRO฀DE฀ESE฀ENFOQUE฀TE�RICO�฀A฀LA฀SEGUNDA฀EXPECTATIVA฀
GENERAL฀�MARCA฀EN฀LA฀COLUMNA฀�	฀QUE�฀EN฀ESTE฀CASO�฀SE฀REFIERE฀A฀DESARROLLAR฀CURIOSIDAD฀
POR฀APRENDER�฀0ARA฀CADA฀ENFOQUE฀TE�RICO�฀LAS฀EXPECTATIVAS฀GENERALES฀SON฀DIFERENTES�฀
COMO฀LO฀INDICAMOS฀ANTERIORMENTE�฀&INALMENTE�฀EN฀LAS฀COLUMNAS฀ENCABEZADAS฀POR฀EL฀
T¤TULO฀#APACIDADES฀MATEMÕTICAS฀FUNDAMENTALES�฀EL฀PROFESOR฀INDICA฀EN฀QU£฀CAPACIDAD฀
MATEMÕTICA฀FUNDAMENTAL฀SE฀CONCRETA฀LA฀EXPECTATIVA฀AFECTIVA฀�EN฀ESTE฀CASO�฀EN฀LA฀CAPA

CIDAD฀MATEMÕTICA฀FUNDAMENTAL฀5TILIZACI�N฀DE฀OPERACIONES฀Y฀UN฀LENGUAJE฀SIMB�LICO�฀
FORMAL฀Y฀T£CNICO	�
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4ABLA฀�� Estructura de las expectativas de tipo afectivo

Enfoque Generales Capacidades matemáticas fundamentales

EA 1 2 3 EG1 EG2 EG3 DRP M C Ra U Re H

1 � � �

2 � � �

3 � � �

.OTA�฀%!�฀EXPECTATIVA฀DE฀APRENDIZAJE�฀%'�฀EXPECTATIVA฀GENERAL�฀ 
$20�฀DISE¶O฀DE฀ESTRATEGIAS฀PARA฀RESOLVER฀PROBLEMAS�฀-�฀MATEMATIZACI�N�฀#�฀COMUNICACI�N�฀ 
2A�฀RAZONAMIENTO฀Y฀ARGUMENTACI�N�฀5�฀5TILIZACI�N฀DE฀OPERACIONES฀Y฀UN฀LENGUAJE฀SIMB�LICO�฀ 

FORMAL฀Y฀T£CNICO�฀2E�฀REPRESENTACI�N�฀(�฀UTILIZACI�N฀DE฀HERRAMIENTAS฀MATEMÕTICAS

Conclusión

%N฀ESTE฀CAP¤TULO�฀MOSTRAMOS฀C�MO฀HEMOS฀INCLUIDO฀LA฀DIMENSI�N฀AFECTIVA฀EN฀EL฀
ANÕLISIS฀COGNITIVO�฀0ARA฀ELLO�฀NOS฀CENTRAMOS฀EN฀LA฀IDEA฀DE฀MOTIVACI�N�฀%STABLECEMOS฀TRES฀
ENFOQUES฀CON฀BASE฀EN฀LAS฀TEOR¤AS฀SOBRE฀ESTE฀TEMA�฀0ROPONEMOS฀UN฀PROCEDIMIENTO฀PARA฀
FORMULAR฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀DE฀ACUERDO฀CON฀UNA฀ESTRUCTURA฀QUE฀TIENE฀EN฀CUENTA฀
EL฀ENFOQUE�฀LA฀EXPECTATIVA฀DE฀APRENDIZAJE฀DE฀NIVEL฀SUPERIOR฀Y฀EL฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO฀
ESPEC¤FICO฀QUE฀SE฀QUIEREN฀ABORDAR�
,A฀FORMULACI�N฀DE฀EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀ES฀IMPORTANTE฀EN฀LOS฀DEMÕS฀ANÕLISIS฀

DEL฀MODELO฀DEL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO�฀%STAS฀EXPECTATIVAS฀SE฀CONVIERTEN฀EN฀CRITERIOS฀PARA฀EL฀
ANÕLISIS฀Y฀MODIFICACI�N฀DE฀LAS฀TAREAS฀QUE฀CONFIGURAN฀LA฀UNIDAD฀DIDÕCTICA�฀(EMOS฀DESA

RROLLADO฀UN฀PROCEDIMIENTO฀PARA฀ESTE฀PROP�SITO฀�QUE฀NO฀DESCRIBIMOS฀AQU¤	฀EN฀EL฀ANÕLISIS฀
DE฀INSTRUCCI�N�฀#ON฀BASE฀EN฀ESE฀PROCEDIMIENTO�฀LOS฀GRUPOS฀DE฀PROFESORES฀EN฀FORMACI�N฀
PUEDEN฀ESTABLECER฀A฀PRIORI฀EN฀QU£฀MEDIDA฀CADA฀TAREA฀CONTRIBUYE฀A฀LAS฀EXPECTATIVAS฀DE฀
TIPO฀AFECTIVO฀QUE฀HAN฀PROPUESTO�฀,OS฀RESULTADOS฀DE฀ESE฀ANÕLISIS฀LOS฀PUEDE฀LLEVAR฀A฀MODI

FICAR฀UNA฀O฀MÕS฀TAREAS฀PARA฀MEJORAR฀SU฀CONTRIBUCI�N฀A฀ESAS฀EXPECTATIVAS�฀&INALMENTE�฀Y฀
DE฀ACUERDO฀CON฀OTRO฀PROCEDIMIENTO�฀LOS฀GRUPOS฀DE฀PROFESORES฀EN฀FORMACI�N฀ESTABLECEN�฀
DURANTE฀LA฀IMPLEMENTACI�N�฀LA฀CONTRIBUCI�N฀EN฀LA฀PRÕCTICA฀DE฀SU฀UNIDAD฀DIDÕCTICA฀A฀LAS฀
EXPECTATIVAS฀DE฀TIPO฀AFECTIVO฀QUE฀FORMULARON฀INICIALMENTE�
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SOBRE EL ANÁLISIS DIDÁCTICO DE LA RAZÓN

On the Didactic Analysis of the Ratio

Bernardo Gómez

Universidad de Valencia, España

Resumen

3E฀PRESENTAN฀AQU¤฀LOS฀PRINCIPALES฀APORTES฀QUE฀LA฀INVESTIGACI�N฀EDUCATIVA฀EN฀$IDÕCTICA฀DE฀LAS฀
-ATEMÕTICAS฀NOS฀OFRECE฀SOBRE฀EL฀CONSTRUCTO฀RAZ�N�฀#ON฀ESTE฀DOCUMENTO฀SE฀PRESENTA฀EL฀MARCO฀TE�

RICO฀QUE฀NUESTRO฀GRUPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀DE฀0.!฀DEL฀$EPARTAMENTO฀DE฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀
DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀6ALENCIA฀UTILIZA฀PARA฀DELIMITAR฀LAS฀SUBUNIDADES฀DEL฀ANÕLISIS฀DE฀CONTENIDO฀Y฀
DE฀INSTRUCCI�N฀PROPIOS฀DE฀UN฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO฀DEL฀MODELO฀DE฀ENSE¶ANZA฀DE฀LA฀RAZ�N�

Palabras clave: DIDÕCTICA�฀MATEMÕTICAS�฀RAZ�N�฀CANTIDADES฀RELATIVAS�฀PRÕCTICA฀EDUCATIVA

ABSTRACT

The main contributions of the educational research in Didactic of the Mathematics on the 

ratio construct are presented here. With this document we expose the elements of the theoretical 

frame that our group of PNA of the Didactic of Mathematics Department of the Valencia Uni-

versity, uses to delimit the subunits of the analysis of content and of instruction own of a didactic 

analysis to the teaching model of the ratio.

Keywords: Didactics, mathematics, ratio, relative quantities, educational practice. 

Introducción

%N฀LA฀VIDA฀DIARIA฀HAY฀CANTIDADES฀QUE฀NO฀SE฀CONSIDERAN฀EN฀T£RMINOS฀ABSOLUTOS�฀SINO฀
RELATIVOS�฀COMO฀POR฀EJEMPLO�฀CUANDO฀HABLAMOS฀DE฀QUE฀UN฀COCHE฀CORRE฀MÕS฀O฀CONSUME฀
MÕS฀QUE฀OTRO�฀NO฀POR฀QUE฀ANDE฀MÕS฀KIL�METROS฀O฀POR฀QUE฀GASTE฀MÕS฀LITROS�฀SINO฀POR฀QUE฀
ANDA฀MÕS฀KIL�METROS฀POR฀HORA฀O฀GASTA฀MÕS฀LITROS฀POR฀KM�฀

Gómez�฀"�฀�����	�฀3OBRE฀EL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO฀DE฀LA฀RAZ�N�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀
&�฀2UIZ�฀-�฀Y฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico 
�PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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La capacidad para pensar las cantidades de esta manera relacional amplía el rango 

DE฀APLICABILIDAD฀DE฀CIERTAS฀PALABRAS฀QUE฀INICIALMENTE฀SE฀HAN฀ASOCIADO฀A฀LOS฀CONCEPTOS฀
ADITIVOS�฀COMO฀SUCEDE฀EN฀ESTE฀CASO฀CON฀LA฀PALABRA฀iMÕSw฀QUE฀ADQUIERE฀DOS฀SIGNIFICA

DOS�฀UNO฀ABSOLUTO฀Y฀OTRO฀RELATIVO�฀AMBOS฀PERTINENTES฀Y฀CON฀SENTIDO�฀%N฀ESTAS฀SITUACIONES฀
LO฀ESENCIAL฀ES฀SABER฀DISTINGUIR฀CUANDO฀ES฀MÕS฀APROPIADO฀EL฀SIGNIFICADO฀RELATIVO฀QUE฀EL฀
ABSOLUTO฀DE฀LAS฀CANTIDADES฀Y฀EN฀ESE฀CASO฀CUAL฀ES฀EL฀REFERENTE฀CON฀EL฀QUE฀SE฀COMPARAN�฀
%STA฀COMPARACI�N฀CANTIDAD�REFERENTE฀INVOLUCRA฀AL฀CONCEPTO฀MATEMÕTICO฀DE฀RAZ�N�฀

PERO฀NO฀EN฀EL฀SENTIDO฀GRIEGO฀O฀INTERNO�฀DE฀COMPARACI�N฀DE฀CANTIDADES฀DE฀UNA฀MISMA฀
MAGNITUD฀�,IBRO฀6฀DE฀LOS฀%LEMENTOS฀DE฀%UCLIDES	�฀SINO฀EN฀EL฀SENTIDO฀EXTERNO�฀DE฀COM

PARACI�N฀DE฀MAGNITUDES฀DE฀DIFERENTE฀ESPECIE�
,A฀AMPLIACI�N฀DE฀LA฀NOCI�N฀GRIEGA฀DE฀RAZ�N�฀AL฀PERMITIR฀COMPARAR฀CANTIDADES฀DE฀

MAGNITUDES฀DIFERENTES�฀ES฀DECIR�฀AL฀CONSTITUIRSE฀LA฀RAZ�N฀NO฀SOLO฀COMO฀UNA฀RELACI�N฀EN฀
UNA฀MAGNITUD฀SINO฀TAMBI£N฀ENTRE฀MAGNITUDES�฀DESPLAZA฀EL฀£NFASIS฀DE฀LA฀ACCI�N฀DE฀MEDIR฀
A฀LA฀PRODUCCI�N฀DE฀CANTIDADES฀DE฀NATURALEZA฀INTENSIVA฀EN฀EL฀SENTIDO฀DE฀3CHWARTZ฀�����	�฀
%STAS฀SON฀FÕCILMENTE฀RECONOCIBLES฀PORQUE�฀A฀MENUDO�฀CONTIENEN฀LA฀PALABRA฀iPORw฀�KM฀
POR฀HORA�฀LITROS฀POR฀KM�฀PERSONAS฀POR฀M2�฀EUROS฀POR฀¤TEM�฀ETC�	฀Y฀PORQUE฀SUELEN฀GENERAR฀
UNA฀TERCERA฀MAGNITUD฀DERIVADA฀PERO฀DIFERENTE฀A฀LAS฀DOS฀QUE฀SE฀COMPARAN฀�VELOCIDAD�฀
CONSUMO�฀DENSIDAD�฀PRECIO�฀ETC�	�฀
,A฀ALGORITMIZACI�N฀DE฀ESTAS฀RAZONES฀DA฀EL฀TANTO฀POR฀UNO฀O฀EL฀TANTO฀POR฀CIEN�฀QUE฀ES฀LA฀

FORMA฀ESCOLAR฀DE฀TRATAR฀CON฀ELLAS�฀PERO฀ESTO฀ECLIPSA฀EL฀VERDADERO฀SIGNIFICADO฀DE฀LA฀RAZ�N�฀
LO฀QUE฀PARA฀&REUDENTHAL฀LA฀HACE฀VALIOSA�฀%STO฀ES�฀NO฀EL฀DE฀COCIENTE฀DE฀ENTEROS฀QUE฀RESULTA฀
DE฀CONSIDERAR฀LA฀RAZ�N฀COMO฀UNA฀FUNCI�N฀DE฀UN฀PAR฀ORDENADO฀DE฀N¢MEROS฀O฀DE฀VALORES฀DE฀
MAGNITUD�฀ESO฀LO฀SON฀LA฀SUMA�฀LA฀DIFERENCIA�฀EL฀PRODUCTO฀Y฀EL฀COCIENTE�฀PERO฀£STOS฀LO฀SON฀EN฀
EL฀SENTIDO฀ALGOR¤TMICO�฀HAY฀UNA฀RECETA฀PARA฀OBTENER฀EL฀VALOR฀DE฀LA฀FUNCI�N฀CORRESPONDIENTE฀
A฀UN฀PAR฀DETERMINADO฀O฀AL฀MENOS฀PARA฀ACTUAR฀COMO฀SI฀SE฀HUBIERA฀OBTENIDO฀n฀zQU£฀SE฀HA฀
OBTENIDO฀SI฀SE฀CONTESTA฀A฀�฀DE฀CADA฀�฀DICIENDO฀Ð��฀O฀zQU£฀SE฀HA฀OBTENIDO฀SI฀SE฀CONTESTA฀
TRANSFORMANDO฀LA฀RAZ�N฀EN฀COCIENTE�฀ESTO฀ES฀SI฀SE฀LEE฀�฀ES฀A฀�฀COMO฀SI฀DIJERA฀�฀DIVIDIDO฀
POR฀���฀UNO฀PUEDE฀INTERPRETARLA฀AS¤�฀PERO฀ES฀LA฀FORMA฀EQUIVOCADA�฀
%L฀SIGNIFICADO฀PROPIO฀DE฀LA฀RAZ�N฀NO฀RESIDE฀PUES฀EN฀EL฀PROCESO฀POR฀EL฀QUE฀SE฀LE฀ASIGNA฀

UN฀VALOR�฀SINO฀EN฀HABLAR฀DE฀IGUALDAD฀O฀DESIGUALDAD฀DE฀RAZONES฀SIN฀CONOCER฀EL฀TAMA¶O฀
DE฀LA฀RAZ�N�฀SER฀CAPAZ฀DE฀DECIR฀a es a b como c es a d�฀SIN฀ANTICIPAR฀QUE฀a es a b puede 

REDUCIRSE฀A฀UN฀N¢MERO฀O฀VALOR฀DE฀MAGNITUD฀a/b฀DE฀MODO฀QUE฀ENTONCES฀YA฀QUE฀c es a d 

es lo mismo: / � / ฀�&REUDENTHAL�฀�����฀P�฀���	�

La razón en la enseñanza

%N฀LA฀ENSE¶ANZA�฀LA฀RAZ�N฀NO฀ESTÕ฀BIEN฀TRATADA฀YA฀QUE฀A฀MENUDO฀LO฀QUE฀SE฀FOMENTA฀ES฀
LA฀MANIPULACI�N฀SIN฀SENTIDO฀DE฀S¤MBOLOS฀Y฀F�RMULAS฀�(OFFER�฀�����฀P�฀���฀Y฀���	�฀3OBRE฀
ESTA฀MISMA฀IDEA�฀3TREEFLAND฀������฀P�฀��	฀SE¶ALA฀QUE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LA฀RAZ�N฀TIENE฀UN฀
ENFOQUE฀PRECARIO�฀POBRE฀Y฀BREVE�฀POR฀SU฀DESCONEXI�N฀DE฀LA฀REALIDAD�฀POR฀LA฀FALTA฀REAL฀DE฀
APLICACIONES�฀QUE฀SON฀ESPORÕDICAS�฀A฀POSTERIORI฀E฀IN¢TILES฀PARA฀LA฀CONSTRUCCI�N฀DEL฀CONCEPTO�
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%N฀EL฀ÕMBITO฀DE฀LA฀FORMACI�N฀INICIAL฀Y฀PERMANENTE฀DE฀LOS฀PROFESORES฀TAMBI£N฀SE฀HA฀
CONSTATADO฀QUE฀LA฀RAZ�N฀ES฀UN฀TEMA฀POBREMENTE฀COMPRENDIDO�฀QUE฀A฀MENUDO฀ES฀T£CNICO�฀
ESQUEMÕTICO�฀DESCONECTADO฀E฀INCOHERENTE�฀Y฀QUE฀CUANDO฀SE฀APLICAN฀M£TODOS฀EFECTIVOS฀EN฀
su enseñanza el impacto es positivo  tanto para los estudiantes como para los profesores 
�"EN
#HAIM�฀)LANY฀Y฀+ERET�฀����	�
%N฀EL฀ESTUDIO฀DE฀QU£฀TIPO฀DE฀PROBLEMAS฀HAN฀SIDO฀LOS฀PROTAGONISTAS฀PRINCIPALES฀EN฀LA฀

HISTORIA฀Y฀EN฀LOS฀LIBROS฀ESCOLARES฀DE฀MATEMÕTICAS฀DE฀PRIMARIA฀Y฀SECUNDARIA�฀RELATIVOS฀A฀LA฀
RAZ�N฀Y฀C�MO฀ESTOS฀PROBLEMAS฀SE฀HAN฀ENCARGADO฀DE฀ORGANIZAR฀EL฀PROCESO฀DE฀ENSE¶ANZA฀
APRENDIZAJE�฀SE฀PUEDE฀OBSERVAR฀LA฀IMPORTANCIA฀OTORGADA฀A฀LA฀RELACI�N฀DE฀IGUALDAD�฀TENER฀
LA฀MISMA฀RAZ�N�฀POR฀SU฀CARÕCTER฀DEFINITORIO฀DE฀LA฀PROPORCI�N฀Y฀CUYA฀GENERALIZACI�N฀ES฀LA฀
PROPORCIONALIDAD�฀%STE฀HECHO�฀PODR¤A฀EXPLICAR฀EL฀ESCASO฀INTER£S฀DEL฀CURRICULUM฀IMPLE

MENTADO฀POR฀MOSTRAR฀LA฀RAZ�N฀EN฀LA฀RELACI�N฀DE฀DESIGUALDAD�฀TENER฀MAYOR฀O฀MENOR฀RAZ�N�฀
A฀PESAR฀DE฀SUS฀M¢LTIPLES฀E฀IMPORTANTES฀APLICACIONES฀EN฀LA฀VIDA฀DIARIA฀DE฀LOS฀CIUDADANOS�
%N฀RELACI�N฀CON฀LA฀RAZ�N฀EN฀LA฀RELACI�N฀DE฀IGUALDAD�฀LAS฀SITUACIONES฀ESCOLARES฀MÕS฀

HABITUALES฀EN฀QUE฀INTERVIENE฀SON฀LAS฀QUE฀SE฀AGRUPAN฀EN฀LOS฀CONTEXTOS฀DE฀PROPORCIONALIDAD�฀
0OR฀SU฀PARTE�฀LAS฀SITUACIONES฀MÕS฀HABITUALES฀EN฀LAS฀QUE฀INTERVIENE฀LA฀RAZ�N฀EN฀LA฀RELACI�N฀
DE฀DESIGUALDAD฀SON฀LAS฀COTIDIANAS฀DE฀LAS฀OFERTAS฀COMERCIALES�฀COMO฀POR฀EJEMPLO฀AQUE

LLAS฀EN฀LAS฀QUE฀INTERESA฀SABER฀CUÕL฀ES฀LA฀MEJOR฀COMPRA�฀%N฀ESTAS฀SITUACIONES�฀QUE฀NO฀SON฀
PROPORCIONALES�฀INTERVIENE฀EL฀OBJETO฀MENTAL฀iRELATIVAMENTEw�฀CUYO฀USO฀MÕS฀EXTENDIDO฀LO฀
SIT¢A฀&REUDENTHAL฀�����	฀EN฀LOS฀CONTEXTOS฀DE฀COMPARACI�N฀DE฀PAREJAS฀DE฀EXPOSICIONES฀
Y฀COMPOSICIONES฀�MÕS฀ADELANTE	�฀

La razón y sus contextos de uso 

,OS฀CONTEXTOS฀CURRICULARES฀MÕS฀HABITUALES฀DE฀LA฀RELACI�N฀DE฀IGUALDAD฀SON�฀PROPOR

CIONALIDAD฀NUM£RICA�฀ESCALAS�฀PENDIENTE฀Y฀4ALES฀�&ERNÕNDEZ฀Y฀'�MEZ�฀����	�
��฀0ROPORCIONALIDAD฀NUM£RICA�฀3E฀INCLUYEN฀AQU¤฀AQUELLOS฀PROBLEMAS฀O฀SITUACIONES฀

QUE฀EN฀LA฀!RITM£TICA฀CORRESPONDEN฀AL฀ESTUDIO฀DE฀LAS฀MAGNITUDES฀PROPORCIONALES�฀%STOS฀
INCLUYEN฀LOS฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀CLÕSICOS฀DE฀LAS฀APLICACIONES฀DE฀LAS฀REGLAS฀DE฀TRES฀
SIMPLE฀Y฀COMPUESTA�
��฀%SCALA�฀3E฀INCLUYEN฀AQU¤฀AQUELLOS฀PROBLEMAS฀O฀SITUACIONES฀QUE฀CORRESPONDEN฀A฀

FEN�MENOS฀QUE฀SE฀PUEDEN฀MODELAR฀O฀REPRESENTAR฀POR฀MEDIO฀DE฀TRANSFORMACIONES฀DEL฀
plano en el plano con las siguientes propiedades: Las medidas de ángulos correspon

DIENTES฀SE฀CONSERVAN�฀Y฀LAS฀RELACIONES฀ENTRE฀LAS฀MEDIDAS฀�LONGITUDES	฀DE฀SEGMENTOS฀DE฀
RECTA฀HOM�LOGOS฀ENTRE฀DOS฀FIGURAS฀SEMEJANTES฀SE฀PUEDEN฀EXPRESAR฀MEDIANTE฀UN฀N¢MERO฀
ENTERO฀O฀FRACCIONARIO฀QUE฀ES฀CONSTANTE�฀&EN�MENOS฀DE฀ESTE฀ TIPO฀SON฀REDUCCIONES฀O฀
AMPLIACIONES฀Y฀REPRESENTACIONES฀PLANAS฀DE฀OBJETOS฀REALES�฀TALES฀COMO฀PLANOS฀DE฀CASAS�฀
MAPAS�฀Y฀COSAS฀POR฀EL฀ESTILO�
��฀0ENDIENTE�฀!QU¤฀SE฀INCLUYEN฀LOS฀FEN�MENOS฀ASOCIADOS฀A฀LA฀PROPORCIONALIDAD฀QUE฀

SE฀PUEDEN฀VISUALIZAR฀A฀TRAV£S฀DE฀REPRESENTACIONES฀EN฀UN฀PLANO฀CARTESIANO฀CUYOS฀EJES฀SE฀
CONSTRUYEN฀CON฀AQUELLAS฀CANTIDADES฀QUE฀SE฀RELACIONAN�฀TALES฀COMO฀DISTANCIA฀MEDIDA฀EN฀
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KIL�METROS฀Y฀EL฀TIEMPO฀EN฀HORAS฀PARA฀REPRESENTAR฀DE฀FORMA฀GRÕFICA฀EL฀MOVIMIENTO฀RECTIL¤

NEO฀Y฀UNIFORME�฀%SA฀REPRESENTACI�N฀DE฀SITUACIONES฀DE฀PROPORCIONALIDAD฀POR฀MEDIO฀DE฀UNA฀
L¤NEA฀RECTA฀QUE฀PASA฀POR฀EL฀ORIGEN฀PONE฀EL฀£NFASIS฀EN฀LA฀RELACI�N฀ENTRE฀LAS฀DOS฀CANTIDADES฀
EN฀JUEGO฀Y฀EN฀AQUELLO฀QUE฀SE฀MANTIENE฀CONSTANTE�฀EL฀FACTOR฀DE฀PROPORCIONALIDAD�฀EN฀ESTE฀
caso la pendiente de la recta.
��฀4ALES�฀3E฀INCLUYEN฀AQU¤฀ LOS฀PROBLEMAS฀QUE฀TRADICIONALMENTE฀SE฀HAN฀LLAMADO฀

i!PLICACIONES฀DEL฀4EOREMA฀DE฀4ALESw�฀PARTICI�N฀DE฀UN฀SEGMENTO฀EN฀N฀PARTES฀IGUALES�฀
CÕLCULO฀DE฀LONGITUDES฀DE฀SEGMENTOS฀PROPORCIONALES�฀TRIÕNGULOS฀EN฀SITUACI�N฀DE฀4ALES฀Y฀
MEDICI�N฀DE฀DISTANCIAS฀INACCESIBLES�฀ETC��฀Y฀SUS฀IMPLICACIONES฀EN฀LA฀SEMEJANZA�
,A฀AMPLITUD฀DE฀CONTEXTOS฀DE฀QUE฀ES฀SUSCEPTIBLE฀LA฀RAZ�N฀LLEVA฀A฀&REUDENTHAL฀A฀AGRU


parlos en Exposiciones, Composiciones Y Constructos�฀ESTE฀¢LTIMO฀CONSTRUCTO฀AL฀SER฀PARA฀
SITUACIONES฀PREFERENTEMENTE฀GEOM£TRICAS฀NO฀SE฀ABORDA฀EN฀ESTE฀DOCUMENTO�฀
5NA฀EXPOSICI�N฀O฀UNA฀COMPOSICI�N฀ES฀UNA฀TERNA฀� �฀-�฀ä	฀DONDE฀ ฀ES฀UN฀CONJUNTO�฀

Y฀A฀CADA฀UNO฀DE฀SUS฀ELEMENTOS฀SE฀LE฀ASOCIA฀UNA฀MAGNITUD฀O฀UNA฀MEDIDA฀EN฀-฀MEDIANTE฀
UNA฀FUNCI�N฀ �฀,O฀QUE฀DIFERENCIA฀A฀LAS฀EXPOSICIONES฀DE฀LAS฀COMPOSICIONES฀ES฀QUE฀EN฀
UN฀CASO฀EL฀CONJUNTO฀LO฀FORMAN฀OBJETOS�฀Y฀EN฀EL฀OTRO�฀CLASES฀O฀PARTES฀DE฀UN฀UNIVERSO�฀!฀
MENUDO฀ESTOS฀CONTEXTOS฀APARECEN฀POR฀PAREJAS�฀DEFINIDAS฀SOBRE฀EL฀MISMO฀CONJUNTO�฀Y฀ES฀
AH¤฀DONDE฀SE฀PUEDE฀REQUERIR฀DE฀LA฀COMPARACI�N฀DE฀RAZONES฀EN฀SITUACIONES฀DE฀DESIGUALDAD�฀
��฀0AREJA฀DE฀EXPOSICIONES�฀3EA�฀POR฀EJEMPLO�฀ ฀UN฀CONJUNTO฀DE฀PA¤SES฀Y฀LAS฀FUNCIONES฀

1฀Y฀ 2฀SON฀LAS฀QUE฀A฀CADA฀PA¤S฀LE฀ASIGNAN฀UNA฀POBLACI�N฀Y฀UNA฀MEDIDA฀DE฀SU฀SUPERFICIE�฀
LA฀RAZ�N฀EXTERNA฀ 1: 2฀ES฀LA฀DENSIDAD฀DE฀POBLACI�N�฀,A฀COMPARACI�N฀DE฀RAZONES฀EXTERNAS฀
O฀DENSIDADES฀PERMITE฀AFIRMAR฀SI฀UN฀PA¤S฀TIENE฀RELATIVAMENTE฀MÕS�฀MENOS฀O฀IGUAL฀N¢MERO฀
DE฀HABITANTES�

4ABLA฀�� Ejemplo de una pareja de exposiciones

�฀[PA¤SES] -£XICO España

1: ฀POBLACI�N 120.000.000 h 40.000.000 h

2: ฀SUPERlCIE ���������฀KM� �������฀KM�

1/ 2 densidad ������������฀H�KM2 �����฀���฀H�KM2

��฀0AREJA฀DE฀COMPOSICIONES�฀3I฀ ฀ES฀EL฀CONJUNTO฀DE฀METALES฀CUYA฀ALEACI�N฀ES฀EL฀
BRONCE�฀Y฀LAS฀FUNCIONES฀ 1฀Y฀ 2 son las funciones de masa 1฀�COBRE�฀ZINC	฀�฀���฀KG�฀
��฀KG	�฀ 2฀�COBRE�฀ZINC	฀�฀���฀KG�฀��฀KG	�฀LA฀COMPARACI�N฀DE฀RAZONES฀INTERNAS฀�COBRE�฀
ZINC	฀PERMITE฀SABER฀QU£฀ALEACI�N฀TIENE฀RELATIVAMENTE฀MÕS�฀MENOS฀O฀IGUAL฀COBRE฀QUE฀ZINC�฀

4ABLA฀�� Ejemplo de una pareja de composiciones

�[BRONCE]�[COBRE�฀ZINC] COBRE zinc
i
�X1	�

i
�X2	

1
:  masa ��฀KG ��฀KG �����

2
:  masa ��฀KG ��฀KG ���������
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!S¤฀QUE฀LA฀RAZ�N฀PUEDE฀USARSE฀PARA฀COMPARAR฀MULTIPLICATIVAMENTE฀LAS฀CANTIDADES฀DE฀
UNA฀EXPOSICI�N฀O฀COMPOSICI�N�฀FORMANDO฀CANTIDADES฀RELATIVAS฀QUE฀PERMITEN฀CONTESTAR฀A฀
LA฀PREGUNTA฀iDE฀QU£฀O฀DONDE฀HAY฀TANTAS฀VECES฀MÕS�฀MENOS฀O฀IGUALw฀QUE฀x

Razón y cognición

,A฀INVESTIGACI�N฀PRECEDENTE฀SOBRE฀RAZ�N฀Y฀PROPORCI�N฀HA฀PERMITIDO฀IDENTIFICAR฀
UN฀CUERPO฀DE฀CONOCIMIENTOS฀QUE฀OFRECE฀FUNDAMENTOS฀PARA฀EL฀ANÕLISIS฀COGNITIVO฀DE฀LAS฀
DIFICULTADES฀Y฀DESAF¤OS฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀Y฀PROFESORES฀TIENEN฀QUE฀HACER฀FRENTE฀CUANDO฀
ABORDAN฀SU฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE�฀$ESTACAMOS฀LO฀SIGUIENTE�
��฀4IPOS฀DE฀PROBLEMAS�฀ESTRATEGIAS฀Y฀M£TODOS�฀!฀SABER�฀PROBLEMAS฀DE฀VALOR฀PERDIDO1, 

COMPARACI�N฀NUM£RICA2฀Y฀COMPARACI�N฀Y฀PREDICCI�N฀CUALITATIVA3�฀ESTRATEGIAS฀CORRECTAS฀
COMO฀LA฀RAZ�N฀UNITARIA4�฀FACTOR฀DE฀CAMBIO5, fraccion6, algoritmo del producto cruzado, 
Y฀CONSTRUCCI�N฀PROGRESIVA฀�BUILDING
UP	7�฀Y฀M£TODOS฀PARA฀COMPARAR฀RAZONES�฀COMO฀EL฀
de la unidad8฀Y฀EL฀DEL฀M¢LTIPLO฀COM¢N9. 
��฀&ORMAS฀DE฀LA฀RAZ�N�฀(AY฀DOS฀FORMAS฀PRINCIPALES฀DE฀PLANTEAR฀LAS฀RAZONES�฀UNA฀ES฀

POR฀COMPARACI�N฀DE฀DOS฀CANTIDADES฀MULTIPLICATIVAMENTE฀Y฀LA฀OTRA฀ES฀POR฀UNI�N฀O฀COM

POSICI�N�฀JUNTÕNDOLAS฀PARA฀HACER฀UNA฀UNIDAD฀COMPUESTA฀CUYA฀ITERACI�N฀O฀EQUIPARTICI�N฀
PRESERVA฀LA฀RELACI�N฀MULTIPLICATIVA�฀5N฀EJEMPLO฀DEL฀PRIMER฀CASO฀ES฀CUANDO฀DECIMOS฀QUE฀
UNA฀COSA฀ES฀TANTAS฀VECES฀MAYOR฀O฀MENOR฀QUE฀OTRA10�฀Y฀UN฀EJEMPLO฀DEL฀SEGUNDO฀ES฀CUANDO฀

1   En Missing-value problems three pieces of numerical information are given and one piece is 
UNKNOWN฀�#RAMER฀Y฀0OST�฀�����฀P�฀���	�

2   En Numerical comparison problems฀TWO฀COMPLETE฀RATES฀ARE฀GIVEN�฀THE฀RATES฀ARE฀TO฀BE฀COMPARED฀
�#RAMER฀Y฀0OST�฀�����฀P�฀���	�

3   Qualitative prediction and comparison problems�฀4HESE฀TYPES฀OF฀PROBLEMS฀REQUIRE฀COMPARISONS฀
NOT฀DEPENDENT฀TON฀SPECIFIC฀NUMERICAL฀VALUES฀�#RAMER฀Y0OST�฀�����฀P�฀���	�

4฀฀฀4HE฀UNIT฀RATE฀STRATEGY�฀!S฀THE฀NAME฀IMPLIES฀THIS฀IS฀A฀iHOW฀MANY฀FOR฀ONE�w฀STRATEGY฀�#RAMER฀Y฀0OST�฀
�����฀P�฀���	�

5฀฀฀4HIS฀IS฀A฀iTIMES฀AS฀MANYw฀STRATEGY�฀!฀STUDENT฀USING฀THIS฀METHOD฀WOULD฀REASON฀AS฀FOLLOWS�฀i)T฀TAKES฀
TWENTY฀MINUTES฀TO฀DRIVE฀FOUR฀MILES�฀3INCE฀-ARK฀IS฀DRIVING฀THREE฀TIMES฀AS฀FAR�฀IT฀SHOULD฀TAKE฀HIM฀THREE฀TIMES฀
AS฀LONG฀�#RAMER฀Y฀0OST�฀�����฀P�฀���	�

6฀฀฀3TUDENTS฀TREATED฀THE฀RATES฀AS฀FRACTIONS�฀APPLYING฀THE฀FRACTION฀RULE฀FOR฀EQUIVALENCE฀FRACTIONS฀�MULTIPLY฀
THE฀NUMERATOR฀AND฀DENOMINATOR	฀�#RAMER฀Y฀0OST�฀�����฀P�฀���฀Y฀���	�฀

7฀฀฀!฀SHORT฀OF฀iPATTERN฀RECOGNITION฀AND฀REPLICATIONw฀STRATEGY฀�,ESH�฀0OST฀Y฀"HER�฀�����฀P�฀���	�
8฀฀฀4HE฀UNIT฀METHOD฀CONSISTS฀OF฀SCALING฀BOTH฀RATIOS฀�UP฀AND฀DOWN	฀TO฀OBTAIN฀RATIOS฀THAT฀ARE฀EQUIVALENT฀

TO฀ONES฀REPORTED฀IN฀TERMS฀OF฀A฀SINGLE฀UNIT�฀IF฀POSSIBLE�฀)T฀IS฀BECAUSE฀OF฀THIS฀TECHNIQUE฀OF฀SCALING฀DOWN฀TO฀A฀
SINGLE฀UNIT฀THAT฀THIS฀IS฀CALLED฀THE฀UNIT฀METHOD฀�(OFFER�฀�����฀P�฀���	�

9฀฀฀4HE฀METHOD฀CONSISTS฀OF฀FINDING฀A฀COMMON฀MULTIPLE฀OF฀ONE฀OF฀THE฀UNITS฀FOR฀BOTH฀OF฀THE฀RATIOS฀INVOLVED฀
IN฀THE฀PROBLEM�฀SCALING฀THE฀RATIOS฀TO฀UTILIZE฀THAT฀COMMON฀MULTIPLE�฀AND฀COMPARING฀THE฀OTHER฀VALUES฀IN฀THE฀
TWO฀RATIOS฀�(OFFER�฀�����฀P�฀���	�

10฀฀฀!฀MULTIPLICATIVE฀COMPARISON฀INVOLVE฀ASKING�฀iHOW฀MANY฀TIMES฀GREATER฀IS฀ONE฀THING฀TO฀ANOTHERw฀
�,OBATO฀Y฀%LLIS�฀�����฀P�฀��	�฀
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DECIMOS฀QUE฀UNA฀PERSONA฀CORRE฀���฀METROS฀EN฀�฀MINUTOS�฀O฀EQUIVALENTEMENTE�฀��฀M�฀
en 30 s, o 9 m. en 3 s. 
��฀%SQUEMAS฀DE฀PENSAMIENTO�฀,A฀RAZ�N฀COMO฀UNIDAD฀COMPUESTA฀SUELE฀EXPRESARSE฀EN฀

LAS฀FORMAS฀COLOQUIALES฀iDE฀CADAw฀O฀iPOR฀CADAw�฀COMO฀EN฀i�฀DE฀CADA฀�฀PERSONAS฀FUMANw฀
O฀iHAY฀�฀FUMADORES฀POR฀CADA฀�฀NO฀FUMADORESw�฀%STAS฀FORMAS฀DE฀EXPRESI�N฀LLAMAN฀A฀DOS฀
ESQUEMAS฀DE฀PENSAMIENTO�฀PARTE�TODO฀Y฀PARTE�PARTE�฀$E฀ACUERDO฀CON฀3INGER฀Y฀2ESNICK฀
������฀P�฀���
���	�฀LA฀FORMA฀iDE฀CADAw฀LLAMA฀A฀UN฀RAZONAMIENTO฀BASADO฀EN฀EL฀ESQUEMA฀
iPARTE�TODOw฀Y฀LA฀FORMA฀iPOR฀CADAw฀LLAMA฀A฀UNO฀BASADO฀EN฀EL฀ESQUEMA฀iPARTE�PARTEw�฀
,A฀PRIMERA฀FORMA฀ES฀DIRECTAMENTE฀CONVERTIBLE฀A฀FRACCI�N�฀i���฀DE฀LAS฀PERSONAS฀FUMANw฀
PERO฀LA฀SEGUNDA฀NO�฀YA฀QUE฀LAS฀CANTIDADES฀SON฀DE฀NATURALEZA฀DIFERENTE฀Y฀FORMAN฀PARTES฀
SEPARADAS฀DE฀UN฀TODO�฀UNA฀NO฀ESTÕ฀CONTENIDA฀EN฀LA฀OTRA�฀.O฀OBSTANTE�฀SE฀PUEDE฀PASAR฀DE฀
PARTE�PARTE฀A฀PARTE�TODO฀Y฀DE฀AH¤฀A฀FRACCI�N฀CAMBIANDO฀EL฀REFERENTE�฀0OR฀EJEMPLO�฀CON

TESTANDO฀A฀LA฀PREGUNTA�฀zQU£฀PARTE฀DE฀LAS฀PERSONAS฀FUMAN��฀QUE฀EN฀i�฀FUMADORES฀POR฀
cada 3 no fumadores» es 2/5.
��฀i2ATIOw฀Y฀iRATEw�฀!฀VECES฀LAS฀RAZONES฀SE฀PLANTEAN฀ENTRE฀ELEMENTOS฀DE฀CONJUNTOS฀

DISTINTOS฀Y฀NO฀PUEDEN฀PLANTEARSE฀MEDIANTE฀ESQUEMAS฀DE฀PENSAMIENTO฀PARTE�PARTE฀O฀PARTE�
TODO�฀AUNQUE฀ADMITAN฀EXPRESIONES฀COLOQUIALES฀iDE฀CADAw฀O฀iPOR฀CADAw�฀%S฀EL฀CASO�฀POR฀
EJEMPLO�฀DE฀LA฀VELOCIDAD�฀LA฀DENSIDAD฀O฀EL฀PRECIO�฀PERO฀EN฀GENERAL฀A฀ESTAS฀RELACIONES฀NO฀
SE฀LES฀LLAMA฀iRATIOw฀SINO฀iRATEw฀�TASA	�฀!UNQUE฀EN฀LAS฀RAZONES�฀iRATEw�฀SE฀SUELE฀PONER฀UNA฀
CANTIDAD฀EN฀RELACI�N฀CON฀OTRA฀DE฀DIFERENTE฀MAGNITUD฀ESTAS฀CANTIDADES฀SUELEN฀REFERIRSE฀A฀
UNA฀MISMA฀SITUACI�N�฀COMO฀OCURRE�฀POR฀EJEMPLO�฀CON฀EL฀PRECIO฀Y฀EL฀PESO฀EN฀UNA฀OFERTA฀
COMERCIAL�฀O฀LA฀DISTANCIA฀Y฀EL฀TIEMPO฀DE฀UN฀VIAJE�฀i2ATEw฀TAMBI£N฀PUEDE฀SER฀LA฀RAZ�N฀
DE฀UNA฀MISMA฀CANTIDAD฀EXPRESADA฀EN฀UNIDADES฀DIFERENTES�฀COMO฀MILLAS฀Y฀KIL�METROS฀��฀
MILLA�฀���฀KM	�฀E฀INCLUSO฀LA฀RAZ�N฀ENTRE฀DOS฀CANTIDADES฀DE฀LA฀MISMA฀MAGNITUD�฀PERO฀SIN฀
SER฀UNA฀COMPARACI�N฀PARTE�PARTE฀O฀PARTE�TODO�฀COMO฀CUANDO฀SE฀COMPARA฀LO฀QUE฀CUESTA฀
UNA฀OBJETO฀EN฀DOS฀TIENDAS฀DIFERENTES..
%STA฀DISTINCI�N฀DUAL฀ENTRE฀LAS฀RAZONES�฀iRATIOw฀Y฀iRATEw�฀TAMBI£N฀LLAMADAS฀INTERNA฀Y฀

EXTERNA�฀O฀DENTRO฀Y฀ENTRE�฀SE฀SIGUE฀DE฀LA฀NATURALEZA฀DE฀LA฀RELACI�N฀MULTIPLICATIVA฀ENTRE฀LAS฀
CANTIDADES�฀QUE฀SON฀VALORES฀DE฀MAGNITUD�฀6ERGNAUD฀�����	฀SUSTENTA฀ESTA฀DUALIDAD฀EN฀EL฀
CARÕCTER฀ESCALAR฀O฀FUNCIONAL฀DE฀LA฀RELACI�N฀MULTIPLICATIVA฀QUE฀SE฀DA฀ENTRE฀LAS฀CANTIDADES�฀
YA฀SEA฀DE฀UN฀MISMO฀ESPACIO฀DE฀MEDIDA�฀O฀BIEN฀DE฀DOS฀ESPACIOS฀DE฀MEDIDA฀DIFERENTES�฀
��฀#OVARIACI�N�฀,A฀RELACI�N฀MULTIPLICATIVA฀EN฀UNA฀MAGNITUD฀Y฀ENTRE฀MAGNITUDES฀PUEDE฀

REFERIRSE฀A฀CANTIDADES฀VARIABLES�฀ENTENDIDAS฀EN฀EL฀SENTIDO฀DE฀LA฀POSIBILIDAD฀DE฀ELECCI�N฀
DE฀UN฀VALOR฀EN฀UN฀CONJUNTO฀DE฀ELLOS฀O฀DE฀TODOS฀ELLOS�฀%STA฀POSIBILIDAD฀DE฀ELECCI�N฀ENTRE฀
LOS฀VALORES฀DE฀UNA฀MAGNITUD฀SIGNIFICA฀LA฀POSIBILIDAD฀DE฀CAMBIAR฀DE฀VALOR฀Y฀ESTO฀ES฀UNA฀
APARIENCIA฀DE฀LA฀VARIACI�N�฀,A฀CANTIDAD฀QUE฀VAR¤A฀ES฀LA฀QUE฀CAMBIA฀DE฀VALOR�฀%N฀EL฀SIS

TEMA฀ESCOLAR฀EL฀ESTUDIO฀DE฀RELACIONES฀ENTRE฀CANTIDADES฀VARIABLES฀POR฀MEDIO฀DE฀LA฀RAZ�N฀
SE฀HACE฀EN฀SITUACIONES฀QUE฀IMPLICAN฀COVARIACI�N�฀ESTO฀ES�฀EL฀CAMBIO฀SIMULTÕNEO฀ENTRE฀
DOS฀VARIABLES฀QUE฀SE฀PRODUCE฀POR฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀UNA฀RELACI�N฀ENTRE฀ELLAS�฀DE฀TAL฀MODO฀
QUE�฀EN฀LA฀COVARIACI�N฀EL฀CONCEPTO฀DE฀RAZ�N฀SE฀ENLAZA฀CON฀LOS฀CONCEPTOS฀DE฀PROPORCI�N�฀
a través de los de similitud estructural Y฀DEPENDENCIA฀LINEAL�฀,A฀SIMILITUD฀ESTRUCTURAL฀SE฀
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refiere a la igualdad de razones entre cantidades homogéneas, de una misma magnitud, 
ESPECIE฀O฀ESPACIO฀DE฀MEDIDA�฀Y฀LA฀DEPENDENCIA฀LINEAL฀SE฀REFIERE฀A฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀UNA฀
LEY฀DE฀VARIACI�N฀QUE฀LIGA฀EL฀CAMBIO฀DE฀CANTIDADES฀HETEROG£NEAS�฀LAS฀DE฀UNA฀MAGNITUD฀
CON฀LAS฀DE฀OTRA�฀%STE฀ES฀EL฀CASO฀DE฀QUE฀EXISTA฀UNA฀RELACI�N฀ENTRE฀ELLAS฀TAL฀QUE฀DADO฀UN฀
ELEMENTO฀O฀VALOR฀DE฀UNA฀DE฀LAS฀MAGNITUDES฀SE฀PUEDA฀OBTENER฀COMO฀CONSECUENCIA฀DE฀ESA฀
RELACI�N฀UN฀ELEMENTO฀O฀VALOR฀DE฀LA฀OTRA฀MAGNITUD�
��฀)NVARIANCIA฀Y฀CONSTANCIA฀DE฀LA฀RAZ�N�฀%N฀LAS฀SITUACIONES฀DE฀COVARIACI�N฀PROPIAS฀DE฀

LA฀PROPORCIONALIDAD�฀LA฀RAZ�N฀DE฀DOS฀CANTIDADES฀HOMOG£NEAS�฀O฀LO฀QUE฀ES฀LO฀MISMO�฀DEL฀
MISMO฀ESPACIO฀DE฀MEDIDA�฀ES฀EQUIVALENTE฀A฀LA฀RAZ�N฀DE฀SUS฀IMÕGENES�฀xi/xj= f(xi)/f(xj) 
para todo i, j฀NATURAL฀�AUNQUE฀DICHA฀RAZ�N฀PUEDE฀DIFERIR฀DE฀LA฀QUE฀SE฀FORME฀ENTRE฀OTRA฀
PAREJA฀xr/xs฀DEL฀MISMO฀ESPACIO฀DE฀MEDIDA	�฀&REUDENTHAL฀������฀P�฀���	฀SE฀REFIERE฀A฀ESTA฀
CONSERVACI�N฀DE฀LA฀RAZ�N฀COMO฀INVARIANCIA฀DE฀LA฀RAZ�N฀INTERNA�฀0ERO�฀TAMBI£N฀HAY฀UNA฀
CANTIDAD฀QUE฀NO฀CAMBIA�฀QUE฀PERMANECE฀CONSTANTE฀Y฀QUE฀SURGE฀COMO฀RESULTADO฀DE฀LA฀
RAZ�N฀GENERADA฀POR฀UNA฀CANTIDAD฀DE฀UN฀ESPACIO฀DE฀MEDIDA฀Y฀SU฀IMAGEN�฀xi/f(xi)=k. A 
ESA฀PROPIEDAD฀DE฀LAS฀RAZONES฀EXTERNAS฀&REUDENTHAL฀������฀P�฀���	฀LA฀LLAMA฀CONSTANCIA฀
DE฀LA฀RAZ�N฀EXTERNA฀Y฀A฀LA฀CANTIDAD฀k se la conoce como constante de proporcionalidad. 
#UANDO฀LA฀CONSTANCIA฀DE฀LA฀RAZ�N฀SE฀DA฀ENTRE฀CANTIDADES฀QUE฀SON฀PARTE฀DE฀UN฀TODO฀SE฀

PRESENTA฀UNA฀RELACI�N฀INDEPENDIENTE฀DEL฀TODO�฀QUE฀NO฀SE฀NECESITA฀CONOCER�฀PORQUE฀DICHA฀
RELACI�N฀NO฀CAMBIA฀DE฀VALOR฀CUANDO฀CAMBIA฀LA฀CANTIDAD฀DE฀ESE฀TODO�฀%N฀EL฀EJEMPLO฀DEL฀
ZUMO฀DE฀NARANJA฀LA฀CONSTANCIA฀DE฀LA฀RAZ�N฀ENTRE฀EL฀ZUMO฀Y฀EL฀AGUA฀SE฀MANIFIESTA฀EN฀QUE฀
EL฀SABOR฀A฀NARANJA฀ES฀EL฀MISMO฀TANTO฀EN฀UN฀VASO฀COMO฀EN฀UNA฀JARRA฀DE฀ZUMO�฀SIENDO฀POR฀
TANTO฀INDEPENDIENTE฀DE฀LA฀CANTIDAD฀TOTAL฀DE฀L¤QUIDO฀QUE฀SE฀CONSIDERE�฀%STO฀ES฀ALGO฀QUE฀A฀
MENUDO฀NO฀SE฀TIENE฀EN฀CUENTA฀AL฀PLANTEAR฀RAZONES�฀PORQUE฀DESDE฀EL฀PUNTO฀DE฀VISTA฀DE฀LOS฀
PROCESOS฀COGNITIVOS฀REALIZADOS฀POR฀LOS฀ESTUDIANTES�฀iEL฀TODOw฀ES฀UN฀REFERENTE฀QUE฀GU¤A฀
Y฀DA฀SENTIDO฀A฀LA฀RESOLUCI�N�
��฀i5NITIZINGw�฀,AMON฀������฀P�฀��	�฀AL฀REFERIRSE฀A฀LAS฀CAPACIDAD฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀

DE฀PENSAR฀LAS฀CANTIDADES฀EN฀T£RMINOS฀ABSOLUTOS฀O฀RELATIVOS�฀SEG¢N฀LAS฀ASOCIEN฀AL฀PENSA

MIENTO฀ADITIVO฀O฀MULTIPLICATIVO�฀SE¶ALA฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES�฀NO฀SOLO฀NECESITAN฀RECONOCER฀
QUE฀LA฀COMPARACI�N฀RELATIVA฀ES฀ALTERNATIVA฀A฀SU฀PUNTO฀DE฀VISTA฀ADITIVO�฀SINO฀QUE฀NECESITAN฀
DESARROLLAR฀CRITERIOS฀PARA฀JUZGAR฀CUÕL฀DE฀LAS฀DOS฀PERSPECTIVAS฀ES฀LA฀APROPIADA฀SEG¢N฀SEA฀EL฀
CASO�฀!฀TAL฀FIN฀SE¶ALA฀QUE฀AUNQUE฀EN฀EL฀SISTEMA฀ESCOLAR฀SE฀PONE฀EL฀£NFASIS฀EN฀ENSE¶AR฀A฀
RESOLVER฀LOS฀PROBLEMAS฀DE฀COMPARACI�N฀DE฀CANTIDADES฀RELATIVAS฀MEDIANTE฀EL฀M£TODO฀DEL฀
VALOR฀UNITARIO฀HAY฀OTRAS฀ALTERNATIVAS฀QUE฀SE฀BASAN฀EN฀PENSAR฀UNA฀CANTIDAD฀DE฀UN฀MODO฀
DIFERENTE฀A฀COMO฀VIENE฀DADA�฀%STO฀SE฀PUEDE฀VER฀CON฀LOS฀PROBLEMAS฀DE฀LAS฀OFERTAS฀COMER

CIALES�฀POR฀EJEMPLO�฀SUP�NGASE฀QUE฀LA฀OFERTA฀ES฀�฀BOTELLINES฀POR฀�€�฀Y฀EL฀iPACKwES฀DE฀��฀
BOTELLINES�฀zCUÕL฀ES฀EL฀COSTE฀TOTAL฀DEL฀iPACKw�฀0ARA฀CONTESTAR฀A฀ESTA฀PREGUNTA฀EL฀M£TODO฀
ESCOLAR฀HABITUAL฀ES฀EL฀DE฀HALLAR฀EL฀COSTE฀UNITARIO฀���฀Y฀MULTIPLICARLO฀POR฀���฀#OMO฀ALTER

nativa al método del valor unitario escolar se puede pensar en 24 como 8 veces 3, por lo 
QUE฀PARA฀OBTENER฀LA฀RESPUESTA฀A฀LA฀PREGUNTA฀DEL฀PROBLEMA฀BASTA฀CON฀MULTIPLICAR฀�฀POR฀��฀
Esta manera de ver la cantidad total 24, en vez de en unidades simples, descompuesta en 
�฀UNIDADES฀M¢LTIPLES฀DE฀�฀ELEMENTOS�฀ES฀UN฀PROCESO฀DENOMINADO฀POR฀,AMON฀iUNITIZINGw�฀
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QUE฀DEFINE฀COMO฀LA฀HABILIDAD฀DE฀CONSTRUIR฀UNA฀UNIDAD฀DE฀REFERENCIA฀Y฀REINTERPRETAR฀LA฀
SITUACI�N฀DE฀ACUERDO฀CON฀ESA฀UNIDAD฀������฀P�฀��	�
(AY฀UNA฀LIGAZ�N฀ENTRE฀iUNITIZINGw฀Y฀PENSAR฀CON฀FLEXIBILIDAD฀ACERCA฀DE฀UNA฀CANTIDAD฀

DADA�฀$E฀HECHO�฀TIENE฀VENTAJAS฀PODER฀PENSAR฀UNA฀CANTIDAD฀AS¤�฀YA฀QUE฀A฀MENUDO฀EL฀CON

TEXTO฀HACE฀QUE฀SEA฀MEJOR฀UNA฀MANERA฀QUE฀OTRA฀DE฀MIRAR฀LA฀CANTIDAD�฀5NA฀PERSONA฀QUE฀
ES฀FLEXIBLE฀EN฀ESTO�฀Y฀ELIGE฀O฀ANTICIPA฀LA฀MEJOR฀MANERA฀DE฀HACERLO฀ES฀EVIDENTE฀QUE฀TIENE฀
VENTAJA฀SOBRE฀AQUELLA฀QUE฀SOLO฀PUEDE฀HACER฀LAS฀COSAS฀DE฀UNA฀SOLA฀MANERA�฀3IN฀EMBARGO฀
LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀RARAMENTE฀ESTIMULAN฀ESA฀FLEXIBILIDAD�฀INCLUSO฀FAVORECEN฀PROCEDIMIENTOS฀
QUE฀VAN฀EN฀CONTRA฀DEL฀DESARROLLO฀FLEXIBLE฀DEL฀USO฀DE฀LAS฀UNIDADES฀������฀P�฀���	฀O฀DE฀LA฀
FORMA฀EN฀QUE฀ESTÕN฀COMPUESTOS฀LOS฀N¢MEROS�
��฀i.ORMINGw�฀/TRO฀PROCESO฀CLAVE฀EN฀LA฀COMPARACI�N฀DE฀RAZONES฀CON฀REFERENTES฀

DISTINTOS�฀ES฀EL฀QUE฀&REUDENTHAL฀DENOMINA฀iNORMINGw�฀"AJO฀ESTE฀NOMBRE฀INCLUYE฀LAS฀
T£CNICAS฀PARA฀TRANSFORMAR฀EL฀REFERENTE฀DE฀UNA฀DETERMINADA฀MANERA฀QUE฀FAVOREZCA฀LA฀
VISUALIZACI�N฀DE฀LA฀COMPARACI�N�฀5NA฀DE฀LAS฀FORMAS฀DE฀iNORMINGw฀SE฀DA฀A฀TRAV£S฀DE฀
LA฀UNIFICACI�N฀DE฀LOS฀ANTECEDENTES฀O฀DE฀LOS฀CONSECUENTES฀DE฀LAS฀RAZONES฀QUE฀SE฀QUIEREN฀
COMPARAR�฀!S¤�฀POR฀EJEMPLO�฀LA฀NORMALIZACI�N฀SE฀PUEDE฀LIGAR฀A฀LA฀UNIDAD�฀BIEN฀SEA฀SIM

PLE฀O฀M¢LTIPLE�฀COMO฀EN฀LAS฀VERBALIZACIONES฀iUNO฀O฀VARIOS฀DE฀CADA฀x฀O฀POR฀CADAxw�฀Y฀
TAMBI£N฀SE฀PUEDE฀LIGAR฀AL฀SISTEMA฀DE฀NUMERACI�N฀DECIMAL�฀EN฀ESTE฀CASO฀EL฀CONSECUENTE฀
DE฀LA฀RAZ�N฀SUELE฀SER฀���฀Y฀LA฀RAZ�N฀UN฀PORCENTAJE฀O฀UN฀DECIMAL�฀%S฀EVIDENTE฀QUE฀ESTAS฀
T£CNICAS฀TAMBI£N฀ESTÕN฀SUPEDITADAS฀A฀LA฀FLEXIBILIDAD฀DE฀PENSAMIENTO�฀YA฀QUE฀PERMITEN฀
ELEGIR฀A฀CONVENIENCIA฀LA฀FORMA฀DE฀REPRESENTAR฀LA฀RAZ�N�฀FRACCI�N�฀DECIMAL�฀PORCENTAJE฀O฀
RAZ�N฀COMPUESTA�฀
%JEMPLOS฀COTIDIANOS฀DONDE฀ES฀NECESARIO฀APLICAR฀EL฀PENSAMIENTO฀RELATIVO�฀Y฀LAS฀T£CNI


cas de «norming», se encuentran en muchas situaciones de la vida real, especialmente en 
AQUELLAS฀QUE฀AFECTAN฀AL฀CIUDADANO฀COMO฀CONSUMIDOR฀REFLEXIVO�฀#ONCRETAMENTE฀LAS฀OFERTAS฀
COMERCIALES฀QUE฀OFRECEN฀DESCUENTOS฀SOBRE฀UN฀MISMO฀PRODUCTO�฀A฀MENUDO฀NORMALIZADAS฀
A฀PORCENTAJES�฀FRACCIONES�฀DECIMALES�฀O฀A฀FORMAS฀COMPUESTAS฀DE฀LA฀RAZ�N�฀i���฀EN฀LA฀
SEGUNDA฀UNIDADw�฀POR฀EL฀MISMO฀PRECIO฀PUEDES฀ELEGIR฀UN฀���฀MÕS฀DE฀VOLUMEN฀O฀UN฀���฀
DE฀DESCUENTO�฀iSEGUNDA฀UNIDAD฀A฀MITAD฀DE฀PRECIOw�฀�X��฀ETC�฀0OR฀SU฀TIPOLOG¤A�฀SE฀TRATA฀
DE฀TAREAS฀DE฀COMPARACI�N฀NUM£RICA฀MULTIPLICATIVA�฀EN฀DONDE฀HAY฀QUE฀JUZGAR฀CUÕL฀DE฀DOS฀
O฀MÕS฀RAZONES฀ES฀MAYOR฀O฀MENOR�฀O฀TAL฀VEZ฀IGUALES�฀,A฀DEMANDA฀PARA฀EL฀CONSUMIDOR฀
REFLEXIVO฀ES฀LA฀DE฀COMPARAR฀LAS฀OFERTAS฀PARA฀VER฀CUÕL฀ES฀LA฀MÕS฀VENTAJOSA�฀PARA฀ELLO฀HAY฀
QUE฀PERCATARSE฀DE฀QUE฀SE฀TRATA฀DE฀CANTIDADES฀RELATIVAS฀Y฀QUE฀POR฀TANTO฀HAY฀QUE฀TENER฀EN฀
CUENTA฀A฀QU£฀SE฀REFIEREN�฀ES฀LO฀QUE฀COM¢NMENTE฀SE฀LLAMA฀iEL฀REFERENTEw�฀4AMBI£N฀HAY฀
QUE฀DARSE฀CUENTA฀DE฀C�MO฀ESTÕN฀PRESENTADAS฀LAS฀RAZONES�฀Y฀DE฀C�MO฀ESTÕN฀NORMALIZADAS�฀
%STAS฀DIFERENCIAS�฀OBLIGAN฀A฀PLANTEAR฀PROCESOS฀DE฀HOMOGENEIZACI�N�฀REFORMULANDO฀

LA฀MANERA฀DE฀ENUNCIAR฀LAS฀OFERTAS฀PARA฀UNIFICAR฀LOS฀REFERENTES฀Y฀MEDIANTE฀ALG¢N฀PROCEDI

MIENTO฀ALGOR¤TMICO�฀YA฀SEA฀DEL฀COCIENTE�฀REGLA฀DE฀TRES�฀FRACCIONES฀EQUIVALENTES�฀M¢LTIPLO฀
COM¢N฀O฀CONSTRUCCI�N฀PROGRESIVA฀PARA฀NORMALIZAR฀DE฀LA฀MISMA฀FORMA�฀BIEN฀COMO฀POR

CENTAJES�฀DECIMALES฀O฀FRACCIONES�
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Epílogo

,OS฀ASPECTOS฀SE¶ALADOS฀SON฀APORTES฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀QUE฀PUEDEN฀SER฀TOMADAS฀
COMO฀SUBDIMENSIONES฀PARA฀EL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO฀DE฀LA฀RAZ�N�฀TANTO฀PARA฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀
CONTENIDO฀Y฀DESCRIPCI�N฀DE฀LOS฀ELEMENTOS฀CONSTITUTIVOS฀O฀DEFINITORIOS฀DE฀LOS฀MODELOS฀
DE฀ENSE¶ANZA�฀COMO฀PARA฀LA฀OBSERVACI�N฀DE฀LOS฀PROCESOS฀COGNITIVOS฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀
CUANDO฀ESTÕN฀INTENTANDO฀SER฀COMPETENTES฀EN฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀LAS฀TAREAS฀QUE฀INVOLUCRAN฀
ESTA฀NOCI�N�฀Y฀A฀PARTIENDO฀DE฀ESTA฀INFORMACI�N�฀DISE¶AR฀Y฀VALIDAR฀TAREAS฀QUE฀SEAN฀¢TILES฀
PARA฀UNA฀FENOMENOLOG¤A฀DIDÕCTICA฀DE฀LA฀RAZ�N฀EN฀EL฀SENTIDO฀DE฀&REUDENTHAL�฀
%N฀RELACI�N฀CON฀LOS฀PROCESO฀COGNITIVOS�฀SE฀HA฀PODIDO฀CONSTATAR฀�&ERNÕNDEZ�฀�����฀

6ALVERDE�฀�����฀'�MEZ�฀-ONJE�฀0£REZ
4YTECA฀Y฀2IGO�฀-��฀�����฀'�MEZ฀Y฀'ARC¤A�฀
����	฀QUE฀LA฀ESCASA฀ATENCI�N฀QUE฀PRESTA฀EL฀CURRICULUM฀IMPLEMENTADO฀A฀LAS฀RELACIONES฀DE฀
DESIGUALDAD฀TIENE฀COMO฀EFECTO฀QUE฀LA฀MAYOR¤A฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀Y฀FUTUROS฀PROFESORES฀
evidencian un escaso desarrollo del pensamiento relativo. 
%N฀UN฀TRABAJO฀RECIENTE฀CON฀ESTUDIANTES฀DE฀MAGISTERIO฀�'�MEZ�฀-ONJE�฀0£REZ
4YTECA฀

Y฀2IGO�฀-��฀�����฀'�MEZ฀Y฀'ARC¤A�฀����	฀A฀LOS฀QUE฀SE฀LES฀PRESENTARON฀FOLLETOS฀DE฀OFERTAS฀
COMERCIALES฀SE฀OBSERV�฀QUE฀CASI฀LA฀MITAD฀DE฀UNA฀AMPLIA฀MUESTRA฀HICIERON฀COMPARACIONES฀
propias del pensamiento aditivo, calcularon diferencias entre cantidades con independen

CIA฀DE฀SUS฀REFERENTES฀O฀IGNORARON฀UNA฀PARTE฀RELEVANTE฀DE฀LA฀INFORMACI�N�฀DANDO฀RESPUESTAS฀
DE฀CARÕCTER฀AFECTIVO฀O฀SUBJETIVO�฀%NTRE฀LOS฀QUE฀DIERON฀INDICIOS฀DE฀PENSAMIENTO฀RELATIVO�฀
MÕS฀DE฀LA฀MITAD฀DE฀ELLOS฀TROPEZARON฀CON฀DIFICULTADES฀QUE฀NO฀RADICARON฀EN฀LOS฀ASPECTOS฀
ALGOR¤TMICOS฀PROPIOS฀DE฀LAS฀T£CNICAS฀DE฀NORMALIZACI�N�฀SINO฀QUE฀RADICARON฀PRINCIPALMENTE฀
EN฀EL฀MANEJO฀DE฀LOS฀REFERENTES�฀%SPEC¤FICAMENTE฀TUVIERON฀DIFICULTADES฀CON฀LOS฀REFERENTES฀
DE฀LAS฀RAZONES฀NORMALIZADAS฀A฀PORCENTAJES฀MEDIANTE฀LAS฀QUE฀SE฀EXPRESAN฀LOS฀DESCUENTOS฀
Y฀QUE฀SON฀LOS฀QUE฀IDENTIFICAN฀LAS฀CANTIDADES฀A฀COMPARAR�฀,A฀DIFICULTAD฀EN฀EL฀MANEJO฀DE฀
LOS฀REFERENTES฀DE฀LAS฀RAZONES฀NORMALIZADAS฀A฀PORCENTAJES฀CONCUERDA฀CON฀LO฀SE¶ALADO฀POR฀
OTROS฀INVESTIGADORES฀�VER฀0ARKER�฀����	� Y฀SE฀PUEDE฀INTERPRETAR฀COMO฀UN฀EFECTO฀DEL฀MODELO฀
DE฀ENSE¶ANZA฀DOMINANTE฀QUE฀PRIORIZA฀LOS฀ASPECTOS฀PROCEDIMENTALES�฀
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LOS LIBROS DE TEXTO COMO FUENTES PRIMORDIALES  
PARA LA INVESTIGACIÓN EN HISTORIA 

DE LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA

Textbook as Primordial Sources for Research  
in History of Mathematics Education

Alexander Maz-Machadoa y Miguel Picadob

a5NIVERSIDAD฀DE฀#�RDOBA�฀%SPA¶A 
BUniversidad Nacional de Costa Rica, Costa Rica

Resumen

%STE฀CAP¤TULO฀DESTACA฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀MATEMÕTICAS฀COMO฀FUENTES฀PRIMARIAS฀DE฀INFORMA

CI�N฀EN฀LA฀INVESTIGACI�N฀HIST�RICA฀Y฀PARA฀SU฀ANÕLISIS฀EN฀LOS฀ESTUDIOS฀SOBRE฀(ISTORIA฀DE฀LA฀%DUCACI�N฀
Matemática. Se presentan propuestas de técnicas alternativas para el estudio de estos documen

TOS�฀0ARTICULARMENTE�฀SE฀ILUSTRA฀LA฀APLICACI�N฀DE฀ESTAS฀T£CNICAS฀CON฀EL฀ESTUDIO฀DEL฀CONCEPTO฀DE฀
FRACCI�N�฀Y฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀CONCEPTOS฀VINCULADOS฀AL฀3ISTEMA฀-£TRICO฀$ECIMAL�฀EN฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀
ARITM£TICA฀PUBLICADOS฀EN฀%SPA¶A฀EN฀EL฀SIGLO฀xix�฀3E฀DESTACA฀LA฀MANERA฀NO฀TRADICIONAL฀DE฀ABORDAR฀
ESTE฀TIPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀Y฀ALGUNOS฀RESULTADOS฀SOBRESALIENTES฀PARA฀EVIDENCIAR฀EL฀ALCANCE฀DEL฀USO฀
de estas técnicas.

Palabras clave:฀FRACCI�N�฀HISTORIA฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀MATEMÕ

ticas, técnicas de análisis, sistema métrico decimal

ABSTRACT

This chapter highlights mathematics textbooks as primary information sources in research 

about history and for their analysis in studies about History of Mathematics Education. It presents 

alternative techniques for the study of these documents. Specifically, it shows the application 

of these techniques for the study of the concept fraction and the analysis of the concepts linked 

to the Metrical Decimal System, in textbooks about arithmetic published in Spain during the 

XIX century. It is highlighted the non-traditional way of doing this kind of research and some 

outstanding results that show the scope of these technique

Keywords: fraction, history of mathematics education, mathematics textbooks, analysis 

techniques, Metrical Decimal System 

Maz-Machado,฀!�฀Y฀Picado�฀-�฀�����	�฀,OS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀COMO฀FUENTES฀PRIMORDIALES฀PARA฀LA฀
INVESTIGACI�N฀EN฀HISTORIA฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀
Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀���

���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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La investigación en historia de la educación matemática

,A฀INVESTIGACI�N฀HIST�RICA฀EN฀EDUCACI�N฀TIENE฀UNA฀RECONOCIDA฀TRADICI�N฀E฀IMPORTANCIA฀
�#OHEN฀Y฀-ANION�฀����	�฀,A฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA�฀POR฀SU฀NATURALEZA�฀TAMBI£N฀HA฀SIDO฀
OBJETO฀DE฀ANÕLISIS฀EN฀LAS฀¢LTIMAS฀D£CADAS�฀!LGUNOS฀EJEMPLOS฀DE฀ESTA฀TENDENCIA฀LA฀ENCON

TRAMOS฀EN฀ESTUDIOS฀COMO฀3CHUBRING฀������฀����	�฀+ATZ฀�����	�฀"ARBIN�฀+RONFELLNER฀Y฀
4ZANAKIZ฀�����	�฀ENTRE฀OTROS�
%N฀ESTE฀MARCO�฀DESTACAN฀NUMEROSAS฀PUBLICACIONES฀SERIADAS฀QUE฀HAN฀DEDICADO฀MONO


GRÕFICOS฀ESPECIALES฀A฀LA฀HISTORIA฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀COMO฀For the learning of 

Mathematics y Plot;฀Y฀SOBRESALE฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀REVISTAS฀COMO฀Revue d´Histoire des 

Mathematiques, Revista Brasileira de História da Matemática, International Journal for 

the History of Mathematics Education y BSHM Bulletin: Journal of the British Society 

for the History of Mathematics�฀Y฀DE฀GRUPOS฀DE฀INVESTIGACI�N฀COMO฀4HE฀)NTERNATIONAL฀
3TUDY฀'ROUP฀ON฀THE฀2ELATIONS฀BETWEEN฀(ISTORY฀AND฀0EDAGOGY฀OF฀-ATHEMATICS฀QUE฀
ABORDAN฀CON฀EXCLUSIVIDAD฀ESTA฀TEMÕTICA�
%N฀%SPA¶A฀SON฀FRECUENTES฀LOS฀TRABAJOS฀SOBRE฀HISTORIA฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀

EN฀ART¤CULOS฀PUBLICADOS฀EN฀REVISTAS�฀CONGRESOS฀Y฀VARIAS฀TESIS฀DOCTORALES฀�#ARRILLO�฀�����฀
,�PEZ�฀�����฀-AZ�฀�����฀0ICADO�฀����	�฀4ODO฀ESTO฀AUNADO฀A฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀UN฀GRUPO฀
DE฀INVESTIGACI�N฀EN฀EL฀SENO฀DE฀LA฀3OCIEDAD฀%SPA¶OLA฀DE฀)NVESTIGACI�N฀EN฀%DUCACI�N฀
-ATEMÕTICA฀�3%)%-	�฀%STA฀PROLIFERACI�N฀DE฀ESTUDIOS�฀QUE฀CONTINUA฀EN฀AUMENTO฀TANTO฀
EN฀%SPA¶A฀COMO฀A฀NIVEL฀INTERNACIONAL฀�VISIBLE฀EN฀LAS฀CONTRIBUCIONES฀PRESENTADAS฀EN฀
EVENTOS฀COMO฀EL฀#ONGRESO฀)BERO
AMERICANO฀DE฀(ISTORIA฀DE฀LA฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀
Y฀EL฀#ONGRESO฀)NTERNACIONAL฀SOBRE฀(ISTORIA฀DE฀LA฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA��฀CONDUCEN฀
A฀TRES฀CUESTIONES฀GENERALES฀QUE฀INTERESA฀ABORDAR�฀zQU£฀SE฀INVESTIGA฀SOBRE฀HISTORIA฀DE฀LA฀
EDUCACI�N฀MATEMÕTICA��฀zPARA฀QU£฀SE฀INVESTIGA�฀Y฀zC�MO฀SE฀INVESTIGA�฀
!฀LA฀LUZ฀DE฀LOS฀TRABAJOS฀PUBLICADOS�฀LAS฀INVESTIGACIONES฀EN฀HISTORIA฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀

MATEMÕTICA฀HAN฀ENFOCADO฀LOS฀CONCEPTOS฀MATEMÕTICOS฀Y฀SU฀ENSE¶ANZA�฀Y฀LOS฀SISTEMAS฀
DE฀MEDIDA�฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀MATEMÕTICAS�฀LAS฀INSTITUCIONES฀EDUCATIVAS�฀LOS฀AUTORES฀
DE฀TEXTOS฀�Y฀LIBROS฀DE฀TEXTO	฀Y฀MATEMÕTICOS�฀LA฀NORMATIVA฀EDUCATIVA฀Y฀LOS฀DICTÕMENES฀
CURRICULARES฀QUE฀INCIDEN฀Y฀AFECTAN฀A฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y�฀ENTRE฀OTROS�฀LOS฀
M£TODOS฀DE฀ENSE¶ANZA�฀EN฀CONTEXTOS฀Y฀£POCAS฀ESPEC¤FICAS�
%N฀CUANTO฀A฀LOS฀PROP�SITOS�฀ESTE฀TIPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀SE฀HACE�฀ENTRE฀OTRAS฀RAZONES�฀

PORQUE฀EL฀CONOCIMIENTO฀DE฀LAS฀DIFICULTADES฀QUE฀HAN฀AFRONTADO฀MATEMÕTICOS�฀PROFESORES฀Y฀
ESTUDIANTES฀A฀TRAV£S฀DEL฀TIEMPO�฀RESPECTO฀A฀DETERMINADOS฀CONCEPTOS�฀ES฀¢TIL฀PARA฀IDENTIFICAR฀
Y฀ATENDER฀ALGUNOS฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀ACTUALES฀EN฀SU฀ENSE¶ANZA�฀4AMBI£N�฀PORQUE฀PERMITEN฀
CONOCER฀C�MO฀DETERMINADOS฀ENTORNOS฀SOCIALES�฀POL¤TICOS�฀CULTURALES�฀CIENT¤FICOS฀O฀ECON�

MICOS฀HAN฀INFLUENCIADO฀EL฀DESARROLLO฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SU฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE�฀Y฀
su utilidad de las matemáticas . Así mismo, a través de estas investigaciones, ha sido 
POSIBLE฀CONOCER฀EL฀PROCESO฀DE฀FLUJO฀EN฀LA฀CONSTRUCCI�N฀Y฀TRANSMISI�N฀DE฀LOS฀CONOCIMIENTOS฀
matemáticos en las sociedades. Esto representa un intento por recuperar «la historia de 
LAS฀IDEAS฀PARA฀EL฀PROVECHO฀DE฀LA฀$IDÕCTICA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICASw฀�'�MEZ�฀�����฀P�฀��	�
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%N฀CUANTO฀A฀C�MO฀SE฀INVESTIGA�฀&OX฀�����	฀HA฀SE¶ALADO฀QUE฀LA฀EXPERIENCIA฀Y฀EL฀
CONOCIMIENTO฀DEL฀ INVESTIGADOR฀SON฀FUNDAMENTALES฀EN฀LAS฀ INVESTIGACIONES฀HIST�RICAS�฀
3IN฀EMBARGO�฀ALGUNOS฀INVESTIGADORES฀INICIARÕN฀SU฀CARRERA฀INVESTIGADORA฀SIN฀CONTAR฀CON฀
LOS฀CONOCIMIENTOS฀Y฀LA฀EXPERIENCIA฀QUE฀S�LO฀SE฀ADQUIEREN฀MEDIANTE฀PROFUNDAS฀LECTURAS฀
SOBRE฀EL฀TEMA฀Y฀EL฀TRABAJO฀ARDUO�฀%STE฀ES฀EL฀GRAN฀ESCOLLO฀PARA฀UN฀INVESTIGADOR฀NOVEL�฀
PORQUE฀CADA฀INVESTIGADOR฀APLICA฀SU฀PROPIO฀iM£TODOw฀Y฀LOS฀MANUALES฀DE฀INVESTIGACI�N฀
educativa son genéricos. 
!S¤�฀CADA฀INVESTIGACI�N฀HIST�RICA�฀SOBRE฀HISTORIA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀O฀SOBRE฀EDU


CACI�N฀MATEMÕTICA�฀PRESENTA฀ESPECIFICIDADES฀�TEMÕTICAS฀Y฀CONTEXTUALES	฀QUE฀LA฀HACEN฀
PARTICULAR฀Y฀¢NICA�฀SIN฀EMBARGO�฀TODAS฀ESTARÕN฀CARACTERIZADAS฀POR฀SUS฀FUENTES฀PRIMARIAS�฀
LOS฀REGISTROS฀DOCUMENTALES�฀!CTUALMENTE�฀EL฀AUGE฀DE฀LOS฀REPOSITORIOS฀Y฀LA฀DIGITALIZACI�N฀
DE฀INGENTES฀VOL¢MENES฀DE฀DOCUMENTOS฀Y฀LIBROS฀DE฀MATEMÕTICAS฀�TEXTOS฀MATEMÕTICOS฀O฀
MANUALES฀EDUCATIVOS	฀FACILITAN฀ESTA฀LABOR�
'�MEZ฀�����	฀AFIRMA฀QUE฀LA฀TENDENCIA฀DE฀LOS฀ESTUDIOS฀HIST�RICO
EPISTEMOL�GICOS฀

EN฀%SPA¶A฀SE฀HA฀ORIENTADO฀POR฀CINCO฀ENFOQUES�฀�A	฀LA฀ENSE¶ANZA฀DESDE฀UNA฀PERSPECTIVA฀
HIST�RICA�฀�B	฀LOS฀OBSTÕCULOS฀EPISTEMOL�GICOS�฀�C	฀EL฀MODELO฀TE�RICO
LOCAL�฀�D	฀EL฀ANÕLISIS฀
DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀Y฀�E	฀LA฀REPRODUCCI�N฀EN฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀LAS฀ETAPAS฀EN฀LA฀HISTORIA฀Y฀
EL฀ENFOQUE฀CULTURAL�฀-ÕS฀DE฀UNA฀D£CADA฀DESPU£S฀NO฀PARECE฀HABERSE฀ALTERADO฀ESTA฀CLASI

FICACI�N�฀%N฀LO฀QUE฀SIGUE฀SE฀ACENT¢A฀EL฀ENFOQUE฀SOBRE฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀QUE฀
FORMA฀PARTE฀DEL฀FUNDAMENTO฀TE�RICO฀Y฀METODOL�GICO฀DE฀LAS฀DOS฀INVESTIGACIONES฀MOSTRADAS฀
en los apartados siguientes.

El análisis de libros de texto históricos de matemáticas

,OS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀MATEMÕTICAS฀PRESENTAN฀UNA฀DIVERSIDAD฀DE฀CONCEPTOS฀MATE

MÕTICOS�฀SIGNIFICADOS�฀PROCEDIMIENTOS�฀REPRESENTACIONES฀Y฀ESTRATEGIAS฀DIDÕCTICAS�฀#OMO฀
REGISTROS฀HIST�RICOS�฀iREFLEJAN฀LOS฀HÕBITOS฀Y฀COSTUMBRES�฀LA฀ORGANIZACI�N฀DE฀LAS฀IDEAS�฀LA฀
ACTIVIDAD฀INTELECTUAL�฀LAS฀RELACIONES฀PUBLICAS฀DE฀APROPIACI�N฀Y฀EXCLUSI�N฀DEL฀SABER฀;x=฀
LAS฀MODAS฀Y฀TENDENCIAS฀IMPERANTES฀DE฀UNA฀£POCAw฀�-AZ
-ACHADO฀Y฀2ICO�฀�����฀P�฀��	�฀
3ON฀FUENTES฀PRIMARIAS฀PARA฀CONOCER฀EL฀ESTADO฀DEL฀CONOCIMIENTO฀CIENT¤FICO฀Y฀C�MO฀ESTE฀
SE฀INCARDINA฀EN฀LOS฀PLANES฀DE฀FORMACI�N฀�-AZ฀Y฀2ICO�฀����	�฀3U฀ANÕLISIS฀ARROJA฀INFOR

MACI�N฀VALIOSA฀SOBRE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SU฀DIFUSI�N฀Y฀ENSE¶ANZA฀A฀TRAV£S฀DEL฀TIEMPO�฀%L฀
ESTUDIO฀DE฀ESTOS฀DOCUMENTOS฀CONSTITUYE฀iUNA฀ACTIVIDAD฀ACERTADA฀EN฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀
DIDÕCTICA฀DE฀LA฀MATEMÕTICAw฀�0ICADO�฀�����฀P�฀���	
%L฀LENGUAJE฀ESCRITO฀ASUME฀UN฀IMPORTANTE฀PAPEL฀MEDIADOR฀ENTRE฀EL฀CONOCIMIENTO฀

MATEMÕTICO฀Y฀EL฀LECTOR฀EN฀DETERMINADA฀£POCA�฀EN฀ESTO฀RADICA฀LA฀IMPORTANCIA฀EPISTEMOL�

GICA฀DEL฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀MATEMÕTICAS฀DESDE฀EL฀PUNTO฀DE฀VISTA฀HIST�RICO�฀
%L฀ESTUDIO฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀PROPICIA฀UN฀ANÕLISIS฀DE฀CONTENIDO�฀%STE฀TIPO฀DE฀ANÕLISIS฀

PUEDE฀SER฀CUANTITATIVO฀O฀CUALITATIVO�฀%L฀PRIMERO�฀PUEDE฀SER฀SEMÕNTICO�฀DE฀COCITACI�N�฀
DE฀APLICACI�N฀DE฀LA฀LEY฀DE฀:IPF�฀ENTRE฀OTROS�฀$ESDE฀EL฀SEGUNDO฀ENFOQUE�฀SE฀ORIENTAR฀A฀
LO฀CONCEPTUAL�฀ LOS฀SIGNIFICADOS�฀ LO฀FENOMENOL�GICO�฀ LOS฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N�฀
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INCLUSO฀A฀ASPECTOS฀DIDÕCTICOS�฀4AMBI£N฀PUEDE฀SER฀MIXTO�฀COMO฀POR฀EJEMPLO฀EL฀ANÕLISIS฀
de correspondencias.
'ENERALMENTE�฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀SE฀ENMARCA฀DENTRO฀DE฀LAS฀PAUTAS฀O฀

iDIMENSIONESw฀PROPUESTAS฀POR฀3CHUBRING฀�����	�฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀CAMBIOS฀RECONOCIDOS฀
EN฀DISTINTAS฀EDICIONES฀DE฀UN฀LIBRO฀DE฀TEXTO�฀LA฀IDENTIFICACI�N฀DE฀ESTOS฀CAMBIOS฀EN฀OTROS฀TEX

TOS฀DE฀LA฀MISMA฀TEMÕTICA฀Y฀LA฀RELACI�N฀ENTRE฀ESTOS฀CAMBIOS฀Y฀LOS฀CAMBIOS฀EN฀EL฀CONTEXTO�฀
0OR฀SU฀PARTE�฀0ICADO฀Y฀2ICO฀�����A	฀PROPONEN฀DIVERSOS฀CRITERIOS฀E฀INDICAN฀PROCESOS฀

UTILIZADOS฀PARA฀SELECCIONAR฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀MATEMÕTICAS฀DE฀CARA฀A฀REALIZAR฀UNA฀INVES

TIGACI�N฀HIST�RICA�฀0ICADO�฀2ICO฀Y฀'�MEZ฀�����	฀Y฀-AZ฀�����	฀ESTABLECEN฀UNA฀SERIE฀
DE฀CRITERIOS฀Y฀PAUTAS฀PARA฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀CONTENIDO฀DE฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀EN฀ESTE฀TIPO฀DE฀
INVESTIGACIONES฀VINCULADAS฀CON฀LA฀ELECCI�N฀DE฀LAS฀UNIDADES฀DE฀ANÕLISIS�฀LA฀ELABORACI�N฀
DE฀LOS฀INDICADORES฀O฀CATEGOR¤AS฀Y฀EL฀FUNDAMENTO฀L�GICO฀QUE฀GU¤A฀LA฀ASIGNACI�N฀DE฀DATOS฀
en cada categoría.
,OS฀APARTADOS฀SIGUIENTES฀MUESTRAN฀PROPUESTAS฀METODOL�GICAS฀PARA฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀

LIBROS฀DE฀TEXTO฀HIST�RICOS฀DE฀MATEMÕTICAS�฀0RIMERO�฀SE฀PRESENTAN฀T£CNICAS฀METODOL�GI

CAS฀ALTERNATIVAS฀PARA฀EL฀ANÕLISIS฀HIST�RICO฀DE฀ESTAS฀FUENTES�฀Y�฀SEGUNDO�฀SE฀EJEMPLIFICA฀
UN฀ANÕLISIS฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀SUBRAYANDO฀LAS฀TENDENCIAS฀CONCEPTUALES�฀PROCEDIMENTALES฀
Y฀DIDÕCTICAS฀IDENTIFICADAS฀EN฀MANUALES฀DE฀ARITM£TICA฀PARA฀LA฀SEGUNDA฀ENSE¶ANZA฀EN฀LA฀
segunda mitad del siglo xix�฀ENFATIZANDO฀EN฀LA฀IMPLANTACI�N฀DEL฀3-$�

El concepto de fracción en los libros de aritmética de España en el 

siglo xix

#OMO฀SE฀HA฀SE¶ALADO�฀LA฀INVESTIGACI�N฀DE฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀EN฀LA฀(ISTORIA฀DE฀LA฀
%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀PERMITE฀DIFERENTES฀ENFOQUES฀DE฀ACUERDO฀AL฀OBJETO฀QUE฀SE฀PRETENDA฀
ANALIZAR�฀POR฀EJEMPLO฀LOS฀AUTORES�฀LOS฀TIPOS฀DE฀PROBLEMAS�฀LOS฀CONCEPTOS�฀LAS฀REPRESENTACIO

NES�฀LOS฀MODELOS�฀ETC�฀%N฀ESTE฀APARTADO฀SE฀MUESTRA฀LA฀UTILIZACI�N฀DEL฀ANÕLISIS฀CONCEPTUAL฀
PARA฀OBTENER฀UNA฀VISI�N฀DE฀UN฀CONCEPTO฀DETERMINADO฀EN฀UN฀PERIODO฀HIST�RICO฀Y฀EN฀UN฀
MARCO฀GEOGRÕFICO฀ESPEC¤FICO�฀0ARA฀ELLO฀SE฀UTILIZA฀EL฀CONCEPTO฀DE฀FRACCI�N฀Y฀LOS฀TIPOS฀DE฀
FEN�MENOS฀EN฀LOS฀QUE฀SE฀USABA฀EN฀%SPA¶A฀DURANTE฀EL฀SIGLO฀xix฀Y฀QUE฀SE฀PLASMAN฀EN฀LOS฀
LIBROS฀PUBLICADOS฀EN฀EL฀2EINO�฀EN฀ESE฀SIGLO฀POR฀AUTORES฀ESPA¶OLES�
3E฀REALIZ�฀UN฀ESTUDIO฀EXPLORATORIO฀CON฀UNA฀MUESTRA฀DE฀��฀LIBROS�฀CENTRANDO฀EL฀ANÕLISIS฀

¢NICAMENTE฀EN฀LA฀PARTE฀DE฀!RITM£TICA฀CUANDO฀ESTOS฀INCORPORAN฀TAMBI£N฀̧ LGEBRA�฀%N฀ESTE฀
SE฀FIJARON฀COMO฀UNIDADES฀DE฀ANÕLISIS฀LAS฀DEFINICIONES฀DE฀FRACCI�N฀Y฀LOS฀PROBLEMAS฀QUE฀
INCLUYEN฀FRACCIONES฀EN฀SU฀ENUNCIADO�฀$E฀ESTA฀FORMA฀SE฀DESCARTARON฀AQUELLOS฀EN฀LOS฀QUE฀LAS฀
FRACCIONES฀SOLO฀APARECEN฀EN฀LOS฀PROCESOS฀DE฀RESOLUCI�N�฀%L฀PROP�SITO฀ES฀PRESENTAR฀CUATRO฀
TRATAMIENTOS฀U฀OPCIONES฀DIFERENTES฀A฀LA฀HORA฀DE฀UTILIZAR฀LA฀INFORMACI�N฀OBTENIDA฀DE฀LOS฀
MANUALES฀PARA฀SU฀ANÕLISIS�฀%N฀PRIMER฀LUGAR฀SE฀EXPONE฀UN฀ANÕLISIS฀DESCRIPTIVO฀TABULAR฀A฀
PARTIR฀DEL฀ESTUDIO฀DE฀LOS฀SIGNIFICADOS฀EXPL¤CITOS฀POR฀LOS฀AUTORES�฀ESTA฀FORMA฀DE฀ANÕLISIS฀ES฀
FRECUENTE฀EN฀ESTE฀TIPO฀DE฀ESTUDIOS฀�-AZ฀Y฀2ICO�฀�����฀-ADRID฀Y฀-AZ
-ACHADO�฀����	�฀
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%N฀SEGUNDO฀LUGAR�฀SE฀MUESTRA฀UN฀EJEMPLO฀DE฀ANÕLISIS฀DE฀CORRESPONDENCIAS฀PARA฀LOS฀
TIPOS฀DE฀FEN�MENOS฀EN฀LOS฀QUE฀SE฀PRESENTABAN฀LAS฀FRACCIONES�฀%STE฀TIPO฀DE฀ANÕLISIS฀SE฀
APOYA฀EN฀LAS฀INTERPRETACIONES฀TABULARES฀QUE฀LUEGO฀SE฀TRANSFORMAN฀EN฀VARIABLES฀NOMINALES฀
QUE฀SON฀TRATADAS฀POR฀UN฀PROGRAMA฀INFORMÕTICO�฀SPSS฀EN฀ESTE฀CASO�฀Y฀ARROJAN฀UNA฀REPRE

SENTACI�N฀VISUAL฀BIDIMENSIONAL�฀%STA฀T£CNICA฀ES฀MÕS฀¢TIL฀CUANTO฀MAYOR฀SEA฀EL฀N¢MERO฀
DE฀VALORES฀NOMINALES฀QUE฀PUEDAN฀ADQUIRIR฀LAS฀VARIABLES฀A฀ANALIZAR�
!฀CONTINUACI�N�฀SE฀PRESENTA฀UNA฀RED฀DE฀COCITACI�N฀DE฀LOS฀T£RMINOS฀UTILIZADOS฀EN฀LAS฀

DEFINICIONES฀DADAS฀POR฀LO฀AUTORES฀PARA฀LA฀FRACCI�N฀Y�฀FINALMENTE�฀LA฀REPRESENTACI�N฀DE฀LA฀
red conceptual.
,A฀PRIMERA฀OPCI�N฀DE฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀RESULTADOS฀Y฀SU฀INTERPRETACI�N฀SE฀PRESENTA฀EN฀

LA฀4ABLA฀��฀3E฀HALLARON฀IDEAS฀DE฀FRACCI�N฀COMO฀MEDIDA�฀PARTE฀TODO฀Y฀COCIENTE�฀!LGUNOS฀
AUTORES฀PRESENTAN฀LAS฀TRES�฀OTROS฀DOS฀Y฀ALGUNOS฀SOLAMENTE฀UNA�฀/CHO฀DE฀LOS฀��฀AUTORES฀
DAN฀UNA฀DEFINICI�N฀BASADA฀EN฀LA฀IDEA฀DE฀LA฀FRACCI�N฀COMO฀PARTE฀TODO�฀4AMBI£N฀OCHO฀LO฀
HACEN฀RECURRIENDO฀A฀LA฀IDEA฀DE฀COCIENTE�฀MIENTRAS฀QUE฀S�LO฀DOS�฀6ALLEJO฀Y฀6ARAS�฀TAMBI£N฀
DEFINEN฀FRACCI�N฀COMO฀UNA฀MEDIDA�฀SIENDO฀ESTA฀IDEA฀PROPIA฀DE฀PRINCIPIOS฀DEL฀SIGLO฀xix. 
6ARAS฀ES฀EL฀¢NICO฀QUE฀UTILIZA฀LAS฀TRES฀IDEAS�

4ABLA฀�� Definición e interpretación de fracción en manuales del siglo XIX

Unidad de análisis Noción

i;x=฀QUEBRADO฀ES฀UNA฀COSA฀QUE฀TIENE฀UNA฀PARTE�฀�฀DOS�฀�฀TRES฀�฀MUCHAS฀DE฀ALG¢N฀ENTERO�฀Y฀NO฀
TODAS�w฀!TIENZA฀������฀PP�฀��
��	

0ARTE
TODO

฀i0ARA฀FORMAR฀JUICIO฀CABAL฀DE฀LOS฀QUEBRADOS�฀SE฀DEBE฀CONSIDERAR฀QUE฀LA฀CANTIDAD฀QUE฀SE฀TOMO฀
COMO฀UNIDAS�฀SE฀COMPONE฀ELLA฀MISMA฀DE฀CIERTO฀N¢MERO฀DE฀UNIDADES฀MÕS฀PEQUE¶AS�฀;x=
5NA฀�฀MUCHAS฀DE฀ESTAS฀PARTES฀FORMAN฀LO฀QUE฀LLAMAMOS฀QUEBRADO฀O฀FRACCI�N฀DE฀LA฀UNIDAD�฀3E฀
DA฀TAMBI£N฀ESTE฀NOMBRE฀Õ฀LOS฀N¢MEROS฀QUE฀REPRESENTAN฀DICHAS฀PARTES�w
i0UEDES฀CONSIDERAR฀TAMBI£N฀DE฀OTRO฀MODO฀UN฀QUEBRADO�฀SE฀PUEDE฀CONSIDERAR฀EL฀NUMERADOR฀
COMO฀QUE฀REPRESENTA฀CIERTA฀CANTIDAD�฀QUE฀DEBE฀DIVIDIRSE฀EN฀TANTA฀PARTES฀QUANTAS฀UNIDADES฀
HAY฀EN฀EL฀DENOMINADORw฀6ARAS�฀������฀PP�฀��
��	

 Medida

0ARTE
TODO

Cociente

i0�฀$E฀DONDE฀TOMA฀SU฀ORIGEN฀EL฀QUEBRADO�฀2�฀$E฀LA฀PARTICI�N฀DE฀UN฀N¢MERO฀MENOR฀POR฀OTRO฀
MAYORw฀&ERER฀������฀P�฀��	

Cociente

i,A฀FRACCI�N฀�฀QUEBRADO฀TOMA฀SU฀ORIGEN฀DE฀LAS฀PARTICI�N฀DE฀UN฀N¢MERO฀POR฀OTRO฀MAYOR�฀Y฀
AS¤฀SE฀EXPRESARÕ฀POR฀DOS฀N¢MEROS฀UNO฀SOBRE฀OTRO฀CON฀UNA฀L¤NEA฀INTERMEDIAw฀0OY฀Y฀#OMES฀
�����฀P�฀��	

 Cociente

i0ARA฀MEDIR฀UN฀QUEBRADO฀SE฀DIVIDE฀LA฀UNIDAD฀EN฀CIERTO฀N¢MERO฀DE฀PARTES฀QUE฀CONTIENE฀EL฀
QUEBRADOw
i4ODO฀QUEBRADO฀ES฀EL฀COCIENTE฀DE฀SU฀NUMERADOR฀PARTIDO฀POR฀SU฀DENOMINADORw฀,ISTA฀������฀
P�฀��	

0ARTE
TODO
Cociente

i0ARA฀FORMAR฀UN฀QUEBRADO฀SE฀CONSIDERA฀DIVIDIDA฀LA฀UNIDAD฀EN฀UN฀N¢MERO฀DE฀PARTES฀IGUALES฀
;x=w/RIOL฀������฀PP�฀��
��	

0ARTE
TODO

i3ON฀UNOS฀N¢MEROS฀QUE฀EXPRESAN฀PARTE฀O฀PARTES฀DE฀LA฀UNIDAD฀Y฀NO฀LLEGAN฀A฀EXPRESAR฀UNIDADES฀
ENTERASw฀-ANDRY฀������฀P�฀��	

0ARTE
TODO
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Unidad de análisis Noción

i;x=฀N¢MEROS฀QUEBRADOS฀SON฀AQUELLOS฀QUE฀RESULTAN฀DE฀COMPARAR฀LA฀UNIDAD฀CON฀LA฀MUCHE

DUMBRE�฀�฀UNA฀MUCHEDUMBRE฀CON฀OTRO฀MUCHEDUMBRE฀MAYOR�฀Y฀QUE฀SON฀AQUELLOS฀N¢MEROS฀
QUE฀CONSTAN฀SOLO฀DE฀PARTES฀DE฀LA฀UNIDAD�w฀
i;x=฀4ODO฀QUEBRADO฀SE฀PUEDE฀CONSIDERAR฀COMO฀EL฀QUOCIENTE฀DE฀UNA฀DIVISI�N฀DEL฀NUMERADOR฀
POR฀EL฀DENOMINADOR�w฀6ALLEJO฀������฀P�฀��	

Medida

Cociente

i,LAMAREMOS฀PUES฀QUEBRADO฀Õ฀LOS฀N¢MEROS฀QUE฀EXPRESAN฀UNA฀�฀MUCHAS฀DE฀LAS฀PARTES฀EN฀QUE฀
SE฀PUEDE฀CONCEBIR฀DIVIDIDA฀LA฀UNIDAD�w฀'ARC¤A฀������฀P�฀��	

0ARTE
TODO

«En este segundo modo de enunciar las cantidades numéricas se considera la unidad, u otra 
CANTIDAD฀CUALQUIERA�฀DIVIDIDA฀EN฀UN฀CIERTO฀N¢MERO฀DE฀PARTES฀IGUALES�฀Y฀SE฀EXPRESA฀DE฀CUÕNTAS฀
DE฀DICHAS฀PARTES฀CONSTA฀LA฀CANTIDAD฀QUE฀SE฀QUIERE฀REPRESENTAR฀�฀ENUNCIAR�w฀#ISCAR฀������฀P�฀��	

Cociente

i3E฀HA฀DICHO฀QUE฀QUEBRADO฀ES฀UN฀N¢MERO฀QUE฀EXPRESA฀PARTE฀�฀PARTES฀DE฀UN฀ENTERO�฀Y฀ SE฀
ESCRIBE฀CON฀DOS฀N¢MEROS฀CON฀UNA฀L¤NEA฀INTERMEDIA�฀;x=฀%L฀DE฀ARRIBA฀SE฀LLAMA฀NUMERADOR฀Y฀
MANIlESTA฀LAS฀PARTES฀QUE฀SE฀TOMARON฀DEL฀ENTERO�w฀
i5N฀QUEBRADO฀ES฀UN฀COCIENTE฀INDICADO�฀QUE฀EL฀NUMERADOR฀ES฀EL฀DIVIDENDO฀Y฀EL฀DENOMINADOR฀
EL฀DIVISOR�w฀.UNELL฀Y฀%SPONA฀������฀P�฀���	

0ARTE
TODO

Cociente

i,A฀DIVISI�N�฀PUES฀PUEDE฀CONSIDERARSE฀COMO฀UN฀MEDIO฀DE฀MEDIR฀EL฀DIVIDENDO�฀TOMANDO฀PARA฀
ELLO฀POR฀UNIDAD฀�฀TIPO฀EL฀DIVISOR�฀SI฀ES฀INCOMPLETA�฀ES฀EL฀ORIGEN฀ARITM£TICO฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀
FRACCIONARIOSw�฀$E฀"AJO฀)BA¶EZ฀������฀PP�฀��
���฀P�฀���	

Cociente

i%S�฀PUES�฀EL฀QUEBRADO฀UN฀N¢MERO฀DE฀PARTES฀�฀UNIDADES฀INFERIORES฀REFERIDAS฀Õ฀UNA฀UNIDAD฀
SUPERIOR฀POR฀UNA฀DENOMINACI�N฀CUALQUIERAw฀&ERNÕNDEZ฀Y฀#ARDIN฀������฀P�฀��	

0ARTE
TODO

i.¢MERO฀ FRACCIONARIO฀ES฀ LA฀ REUNI�N฀DE฀VARIAS฀PARTES฀ IGUALES฀DE฀ LA฀UNIDADw฀6ALL¤N฀ ������฀ 
P�฀���	

0ARTE
TODO

i3E฀LLAMA฀FRACCI�N฀A฀UN฀N¢MERO฀FORMADO฀POR฀VARIAS฀PARTES฀DE฀LA฀UNIDADw฀0ICATOSTE฀������฀
P�฀��	

0ARTE
TODO

La siguiente técnica a utilizar es el análisis de correspondencias. Se determinaron 
TODOS฀LOS฀FEN�MENOS฀EN฀LOS฀QUE฀SE฀UTILIZABAN฀LAS฀FRACCIONES฀A฀PARTIR฀DE฀REVISAR฀LA฀TOTALIDAD฀
DE฀EJERCICIOS฀Y฀EJEMPLOS฀QUE฀LOS฀AUTORES฀PRESENTAN฀EN฀CADA฀LIBRO�฀3E฀HALLARON฀SEIS฀TIPOS฀
DE฀FEN�MENOS�฀MATEMÕTICOS�฀DE฀MEDIDA�฀MONETARIOS�฀DEUDAS�GANANCIAS�฀COMPRA�VENTA฀
Y฀SALARIOS�฀!฀PARTIR฀DE฀ESTA฀INFORMACI�N฀SE฀DETERMINAN฀DOS฀VARIABLES฀NOMINALES�฀AUTORES฀
Y฀TIPO฀DE฀FEN�MENOS฀Y฀SE฀UTILIZA฀EL฀3033฀PARA฀REALIZAR฀EL฀ANÕLISIS฀QUE฀ARROJA฀RESULTADOS฀
NUM£RICOS฀MEDIANTE฀TABLAS฀DE฀PESOS฀DIMENSIONALES฀PARA฀LAS฀VARIABLES฀Y฀LA฀REPRESENTACI�N฀
GRÕFICA฀�&IGURA฀�	�฀
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Figura 1. Análisis de correspondencias entre autor y tipos de fenómenos.

Figura 2. Red de cocitación de términos.
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!S¤฀SE฀TIENE฀QUE�฀SI฀BIEN฀TODOS฀LOS฀AUTORES฀RECURREN฀A฀FEN�MENOS฀MATEMÕTICOS฀EN฀EL฀
USO฀DE฀LAS฀FRACCIONES�฀PODEMOS฀COMPROBAR฀QUE฀6ALL¤N฀Y฀"USTILLO฀HACE฀USO฀DE฀FEN�MENOS฀
NO฀TAN฀CERCANOS฀A฀LOS฀DEMÕS฀AUTORES฀DE฀LA฀£POCA�฀,OS฀AUTORES฀0OY฀Y฀#OMES�฀/RIOL฀Y฀
&ERRER฀RECURREN฀A฀FEN�MENOS฀SEMEJANTES฀ENTRE฀ELLOS฀AS¤฀EN฀LA฀&IGURA฀�฀SE฀LES฀ASOCIAN฀LOS฀
MISMOS฀ATRIBUTOS�฀%STOS฀SON฀LOS฀AUTORES฀QUE฀ADQUIEREN฀MAYOR฀PUNTUACI�N฀EN฀LA฀DIMENSI�N฀
��฀0OR฀OTRO฀LADO�฀&ERNÕNDEZ฀#ARD¤N฀SE฀HALLA฀EN฀UNA฀POSICI�N฀INTERMEDIA฀RESPECTO฀A฀LOS฀
FEN�MENOS฀UTILIZADOS฀POR฀LOS฀ANTERIORES฀Y฀EL฀GRUPO฀DE฀AUTORES฀CERCANOS฀A฀LOS฀FEN�MENOS฀
MATEMÕTICOS฀Y฀DE฀MEDIDA�
,A฀&IGURA฀�฀MUESTRA฀LA฀RED฀DE฀COCITACI�N฀DE฀LOS฀T£RMINOS฀UTILIZADOS฀EN฀LAS฀DEFINICIONES�฀

0ARA฀SU฀ELABORACI�N฀SE฀HA฀DETERMINADO฀LA฀FRECUENCIA฀DE฀CADA฀PALABRA฀ELIMINÕNDOSE฀LAS฀PREPO

SICIONES�฀LAS฀CONJUNCIONES฀COORDINANTES฀Y฀SUBORDINANTES�฀,UEGO฀SE฀ESTABLECEN฀LAS฀RELACIONES฀
ENTRE฀LOS฀T£RMINOS฀Y฀MEDIANTE฀UNA฀MATRIZ฀CUADRADA฀DONDE฀SE฀OTORGA฀�฀SI฀HAY฀RELACI�N฀Y฀�฀
SI฀NO฀LA฀HAY�฀%STA฀MATRIZ฀PUEDE฀REALIZARSE฀MANUALMENTE฀O฀CON฀UN฀PROGRAMA฀INFORMÕTICO�฀
3E฀OBSERVA฀COMO฀APARECEN฀GRUPOS฀DE฀T£RMINOS฀ASOCIADOS฀CON฀LAS฀DIFERENTES฀IDEAS฀DE฀

FRACCI�N�฀!S¤฀SE฀TIENEN�฀DIVIDE�฀DIVIDIDA�฀DIVISI�N�฀DIVISOR�฀QUOCIENTE�฀N¢MERO฀DIVIDENDO�฀
COCIENTE�฀DIVIDIRSE฀QUE฀SON฀CERCANAS฀A฀UNA฀INTERPRETACI�N฀DE฀Cociente�฀4AMBI£N฀SE฀DISTINGUE฀
otro grupo: Todo, cantidad, unidad, uno, contiene, partes, iguales, tomando, entero, enteras, 
PARTICI�N฀QUE฀SE฀ASOCIAN฀A฀LA฀IDEA฀DE฀Parte-todo. Por otra parte tenemos: línea, medida, 
COMPONE�฀ORIGEN�฀CANTIDADES฀QUE฀SE฀PUEDEN฀ASOCIAR฀A฀UNA฀INTERPRETACI�N฀DE฀Medida.
&INALMENTE�฀EN฀LA฀&IGURA฀�฀TENEMOS฀UNA฀RED฀CONCEPTUAL฀DE฀LA฀DEFINICI�N฀DE฀FRACCI�N฀

A฀PARTIR฀DE฀LOS฀DATOS฀OBTENIDOS฀DE฀LOS฀MANUALES฀EN฀EL฀SIGLO฀xix�฀,OS฀EJES฀CENTRALES฀DEL฀
CONCEPTO฀DE฀FRACCI�N฀SON฀LOS฀CONCEPTOS฀DE฀.¢MERO�฀0ARTES฀Y฀$IVISI�N�

Figura 3. Red conceptual de fracción en el siglo XIX.
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El cambio metrológico en España y su repercusión en libros de texto 

para la segunda enseñanza en el siglo xix

%L฀ANÕLISIS฀Y฀LA฀REFLEXI�N฀HIST�RICA฀SOBRE฀LOS฀DIVERSOS฀FEN�MENOS฀O฀SUCESOS฀SOCIALES�฀
QUE฀INCIDEN฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀DETERMINADOS฀CON

TEXTOS�฀CONSTITUYEN฀PROCESOS฀LATENTES฀EN฀LA฀ACTIVIDAD฀PROFESIONAL฀DE฀LOS฀INVESTIGADORES฀
EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀%STUDIAR฀ESTOS฀ACONTECIMIENTOS฀Y฀SUS฀IMPLICACIONES฀EN฀LOS฀
SISTEMAS฀EDUCATIVOS฀Y฀PLANES฀CURRICULARES�฀EN฀PERIODOS฀TEMPORALES฀ESPEC¤FICOS�฀CONDUCE฀
A฀PROFUNDIZAR฀EN฀ASPECTOS฀COMO฀SU฀ORIGEN฀E฀HISTORIA�฀DESTACANDO฀MODIFICACIONES฀QUE฀
CARACTERIZAN฀SU฀DESARROLLO฀Y฀EXPLICAN฀LOS฀EFECTOS฀Y฀ALCANCES฀DE฀SU฀INCIDENCIA฀EN฀DETER

MINADOS฀ESCENARIOS฀Y฀REALIDADES�
$ESDE฀EL฀CONTEXTO฀HIST�RICO฀DEL฀CAMBIO฀EN฀LA฀METROLOG¤A฀MUNDIAL฀EN฀EL฀SIGLO฀xix, 

DELIMITADO฀A฀LA฀IMPLANTACI�N฀DEL฀3ISTEMA฀-£TRICO฀$ECIMAL฀�3-$	฀EN฀%SPA¶A�฀SE฀HAN฀
ESTUDIADO฀LOS฀CAMBIOS฀CONCEPTUALES฀Y฀PROCEDIMENTALES฀�MATEMÕTICOS	฀Y฀DIDÕCTICOS฀
ACAECIDOS฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀SECUNDARIA�฀CON฀LA฀INCORPORACI�N฀DE฀LAS฀UNIDADES฀M£TRICO

DECIMALES฀EN฀EL฀CURR¤CULO฀DE฀MATEMÕTICAS฀DURANTE฀����
�����฀%STO฀A฀PARTIR฀DE฀LOS฀ANÕLISIS฀
DE฀UNA฀SERIE฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀MATEMÕTICA฀EDITADOS฀EN฀LA฀£POCA�฀PRINCIPALMENTE฀DE฀
ARITM£TICA฀�0ICADO�฀����	�
%L฀ESTUDIO�฀DELIMITADO฀ENTRE฀LA฀PROMULGACI�N฀DE฀LA฀Ley de Pesas y Medidas del 19 de 

julio de 1849�฀PARA฀EL฀ESTABLECIMIENTO฀EN฀%SPA¶A฀DE฀UN฀¢NICO฀SISTEMA฀DE฀PESAS฀Y฀MEDIDAS�฀
hasta la Ley del 8 de julio de 1892฀QUE฀OFICIALIZ�฀LA฀DECLARACI�N฀DE฀OBLIGATORIEDAD฀DE฀USO฀
DE฀LAS฀UNIDADES฀DE฀PESAS฀Y฀MEDIDAS฀DE฀ESTE฀SISTEMA�฀INICI�฀CON฀UNA฀APROXIMACI�N฀EN฀EL฀A¶O฀
����฀DONDE฀SE฀ESTABLECIERON฀DIVERSOS฀CRITERIOS฀PARA฀LA฀SELECCI�N฀DE฀LAS฀FUENTES฀�0ICADO฀Y฀
2ICO�฀����A	฀Y฀SE฀PROPUSIERON฀CATEGOR¤AS฀DE฀ANÕLISIS฀DESDE฀LOS฀PRINCIPIOS฀DEL฀ANÕLISIS฀DE฀
CONTENIDO฀�0ICADO฀Y฀2ICO�฀����B	�฀%N฀�����฀DESPU£S฀DE฀UN฀PROCESO฀DE฀SELECCI�N฀DE฀NUEVAS฀
FUENTES฀Y฀LA฀IMPLEMENTACI�N฀DE฀LOS฀ANÕLISIS฀DE฀CONTENIDO�฀COGNITIVO�฀DE฀INSTRUCCI�N฀Y฀DE฀
EVALUACI�N฀ COMPONENTES฀DEL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO฀�0ICADO�฀'�MEZ฀Y฀2ICO�฀����	 , se 
CULMIN�฀LA฀INVESTIGACI�N�฀%L฀PROCESO฀DE฀INDAGACI�N฀Y฀LOS฀RESULTADOS฀DE฀ESTE�฀CONDUJERON฀A฀LA฀
DEFINICI�N฀DE฀TRES฀ETAPAS฀HIST�RICAS฀QUE฀PARTICULARIZAN฀EL฀PROCESO฀DE฀IMPLANTACI�N�฀DIFUSI�N฀Y฀
LEGALIDAD฀DEL฀NUEVO฀SISTEMA฀METROL�GICO฀EN฀%SPA¶A�฀A฀UNA฀CARACTERIZACI�N฀DE฀LOS฀CONCEPTOS฀
MATEMÕTICOS฀VINCULADOS฀AL฀3-$฀PRESENTES฀EN฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTOS�฀Y�฀AL฀ESTABLECIMIENTOS฀DE฀
INDICADORES฀SOBRE฀LAS฀REPRESENTACIONES฀UTILIZADAS฀PARA฀MOSTRAR฀ESTOS฀CONCEPTOS�฀LAS฀SITUA

CIONES฀Y฀CONTEXTOS฀QUE฀EVIDENCIABAN฀LA฀UTILIDAD฀DE฀LA฀UNIDADES฀METROL�GICAS฀ADOPTADAS�฀
LAS฀FINALIDADES฀DE฀SU฀ENSE¶ANZA�฀LA฀DIVERSIDAD฀DE฀TAREAS฀PROPUESTAS฀PARA฀SU฀APRENDIZAJE฀Y฀
LAS฀LIMITACIONES฀IDENTIFICADAS฀POR฀LOS฀AUTORES�฀QUE฀CARACTERIZAN฀SU฀INCLUSI�N฀EN฀LOS฀LIBROS฀
DE฀TEXTO฀COMO฀RESULTADO฀DE฀SU฀ADOPCI�N฀EN฀EL฀SISTEMA฀EDUCATIVO฀ESPA¶OL�

En este apartado se muestra el tratamiento dado a los conceptos matemáticos vin

CULADOS฀A฀LAS฀UNIDADES฀DE฀PESAS฀Y฀MEDIDAS฀DEL฀3-$฀A฀PARTIR฀DEL฀ANÕLISIS฀DE฀LIBROS฀DE฀
TEXTO฀PARA฀LA฀SEGUNDA฀ENSE¶ANZA�฀SEG¢N฀LAS฀ETAPAS฀HIST�RICAS฀DEFINIDAS฀EN฀EL฀ESTUDIO�฀3E฀
ACENT¢AN฀LAS฀DESCRIPCIONES฀REALIZADAS฀A฀PARTIR฀DE฀LAS฀CATEGOR¤AS฀Y฀UNIDADES฀DE฀ANÕLISIS฀
DEFINIDAS฀PARA฀EL฀ESTUDIO�฀Y฀EL฀RECONOCIMIENTO฀DE฀TENDENCIAS฀EN฀LAS฀PROPUESTAS฀DIDÕCTICAS฀
A฀LO฀LARGO฀DEL฀PERIODO฀�����
����	�฀
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Tendencias para la enseñanza de unidades métrico-decimales

,A฀4ABLA฀�฀MUESTRA฀LOS฀DATOS฀VINCULADOS฀A฀LAS฀REPRESENTACIONES฀DE฀CONCEPTOS฀Y฀LOS฀
ASPECTOS฀FENOMENOL�GICOS฀PROPIOS฀DEL฀3-$฀RECONOCIDOS฀EN฀LOS฀TEXTOS฀ANALIZADOS�฀3OBRE฀
LOS฀SISTEMAS฀O฀MODOS฀DE฀REPRESENTACI�N�฀EN฀LAS฀TRES฀ETAPAS฀SE฀RECONOCE฀UN฀USO฀COM¢N฀
DE฀LAS฀REPRESENTACIONES฀VERBAL�฀SIMB�LICA฀Y฀TABULAR�฀$ESTACA฀EL฀PREDOMINIO฀DEL฀TEXTO฀EN฀
PROSA฀�REPRESENTACI�N฀VERBAL	฀PARA฀PRESENTAR฀LOS฀CONTENIDOS฀ARITM£TICOS�฀COMPLEMENTADO฀
CON฀LA฀ESCRITURA฀SIMB�LICO
NUM£RICA�฀%L฀USO฀DE฀TABLAS฀FACILITABA฀LA฀EXPOSICI�N฀DE฀LAS฀
RELACIONES฀ENTRE฀LAS฀UNIDADES฀DE฀MEDIDA฀DE฀LOS฀DOS฀SISTEMAS฀METROL�GICOS฀�3ISTEMA฀DE฀
PESAS฀Y฀MEDIDAS฀DE฀#ASTILLA฀Y฀3-$	�฀#ABE฀INDICAR฀QUE฀LA฀PRESENTACI�N฀DE฀ILUSTRACIONES฀
�REPRESENTACI�N฀IC�NICA	฀ES฀NOTORIA฀EN฀LOS฀TEXTOS฀EDITADOS฀EN฀LAS฀DOS฀¢LTIMAS฀D£CADAS฀
del siglo.

4ABLA฀��฀Representaciones y contextos en los textos para segunda enseñanza

%TAPA฀DE฀PROMULGACI�N฀E฀
INSERCI�N฀ESTATAL฀�����
����	

%TAPA฀DE฀GENERALIZACI�N฀DEL฀
sistema

�����
����	

%TAPA฀DE฀LEGALIDAD฀Y฀
OBLIGATORIEDAD
�����
����	

3ISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N

6ERBAL�฀SIMB�LICO฀Y฀TABULAR 6ERBAL�฀ SIMB�LICO฀ Y฀ TABULAR�฀ )NS

TRUMENTOS฀ DE฀ MEDICI�N฀ �DESCRIP

CI�N	

6ERBAL�฀SIMB�LICO�฀TABULAR�฀GRÕlCO�฀
)NSTRUMENTOS฀ DE฀ MEDICI�N฀ �LITRO�฀
RECIPIENTE	

#ONTEXTOS฀Y฀SITUACIONES

.ATURAL�฀ELEMENTOS฀F¤SICO
NATU

rales. Matemático: cálculo arit

M£TICO�฀ #OMERCIAL�฀ COMPRA฀ Y฀
VENTA�฀#IENT¤lCO�฀MOVIMIENTO

.ATURAL�฀ ELEMENTOS฀ F¤SICO
NATU

rales. Matemático: cálculo arit

M£TICO�฀ #IENT¤lCO�฀ MOVIMIENTO�฀
Comercial: costos. Técnico: cons

TRUCCI�N฀DE฀CAMINOS฀Y฀TEXTILES

Natural: elementos de la
Naturaleza. Comercial: intercam

BIO฀DE฀PRODUCTOS�
4£CNICO�฀CONSTRUCCI�N฀Y฀TRANSPORTE฀
de mercancía

&UENTE�฀0ICADO฀�����	�

,OS฀ASPECTOS฀FENOMENOL�GICOS�฀EXAMINADOS฀DESDE฀LAS฀SITUACIONES฀QUE฀EXPONEN฀
LA฀UTILIDAD฀DE฀LAS฀UNIDADES฀M£TRICO
DECIMALES�฀SE฀RECONOCEN฀EN฀LOS฀CONTEXTOS฀NATURAL�฀
MATEMÕTICO�฀COMERCIAL�฀ T£CNICO฀Y฀CIENT¤FICO�฀%STA฀DIVERSIDAD฀DE฀CONTEXTOS฀AMPLI�฀EL฀
USO฀DEL฀SISTEMA฀A฀CAMPOS฀DEL฀CONOCIMIENTO฀Y฀LA฀PRÕCTICA฀COTIDIANA�฀INICIALMENTE฀NO฀
CONSIDERADOS�฀COMO฀INTRODUCCI�N฀DE฀SU฀USO฀EN฀LAS฀ESPECIALIDADES฀PROFESIONALES฀DE฀LOS฀
estudiantes al terminar la secundaria.
!฀LO฀LARGO฀DEL฀PERIODO�฀LOS฀CONCEPTOS฀CANTIDAD�฀UNIDAD฀Y฀N¢MERO�฀MOSTRARON฀EN฀

LOS฀DOCUMENTOS฀UN฀POSICIONAMIENTO฀S�LIDO฀COMO฀FUNDAMENTOS฀DE฀LA฀ARITM£TICA฀EN฀LOS฀
PRELIMINARES฀DE฀LA฀METROLOG¤A�฀%N฀LA฀TERCERA฀ETAPA฀SE฀RECONOCE฀UNA฀DISCREPANCIA฀SOBRE฀
LA฀FORMA฀DE฀INTERPRETAR฀LA฀CANTIDAD฀SEG¢N฀LAS฀CONCEPCIONES฀MATEMÕTICAS฀TRADICIONALES฀
de la época. Esta particularidad es un indicador de un compromiso hacia la originalidad 
DE฀CONTENIDO�฀DE฀RECHAZO฀A฀UNA฀IDEOLOG¤A฀GENERALIZADA฀O฀DE฀LA฀ADQUISICI�N฀DE฀UN฀NUEVO฀
PARADIGMA฀CONCEPTUAL฀PARA฀LOS฀AUTORES฀DE฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀
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3OBRE฀EL฀N¢MERO�฀EL฀ESTUDIO฀HA฀PERMITIDO฀APUNTAR฀UNA฀SIMILITUD฀EN฀LA฀CLASIFICACI�N฀
DE฀ESTE฀CONCEPTO�฀3E฀DISTINGUE฀AL฀N¢MERO฀ENTERO�฀QUEBRADO�฀QUEBRADO฀DECIMAL�฀CONCRETO฀
Y฀COMPLEJO�฀TIPOLOG¤AS฀A฀LAS฀QUE฀SE฀VINCULABAN฀LAS฀UNIDADES฀DE฀PESAS฀Y฀MEDIDAS�฀%L฀3-$฀
SE฀CONCIBI�฀COMO฀UNA฀NOMENCLATURA฀NOVEDOSA฀A฀PARTIR฀DE฀LA฀ETAPA฀DE฀GENERALIZACI�N�฀3U฀
ORGANIZACI�N฀CONCEPTUAL฀PARA฀LA฀SEGUNDA฀ENSE¶ANZA฀CONSERVABA฀LOS฀CONCEPTOS฀Y฀PROCE

DIMIENTOS฀BÕSICOS฀QUE฀LO฀COMPON¤AN�฀DIFERENCIADA฀ENTRE฀LAS฀ETAPAS฀POR฀ASPECTOS฀COMO฀
LA฀DEFINICI�N฀DE฀LA฀UNIDAD฀PARA฀LA฀PONDERACI�N฀�PESO	�฀LOS฀ENFOQUES฀PARA฀LA฀PRESENTACI�N฀
del metro científico e instrumental como los fundamentales O฀LA฀INTRODUCCI�N฀DE฀
M¢LTIPLOS฀Y฀SUBM¢LTIPLOS�฀%N฀S¤NTESIS�฀SE฀RECONOCE฀UNA฀UNIFICACI�N฀O฀CONTINUIDAD฀EN฀
CUANTO฀A฀LA฀PRESENTACI�N฀DE฀HECHOS�฀CONCEPTOS฀Y฀ESTRUCTURAS฀MATEMÕTICAS�฀SALVO฀ALGUNAS฀
variaciones menores.
,OS฀PROCEDIMIENTOS฀ENFATIZARON฀LOS฀CÕLCULOS฀ARITM£TICOS฀CON฀UNIDADES฀M£TRICO


DECIMALES�฀REALIZAR฀REDUCCIONES฀ENTRE฀UNIDADES฀DE฀LA฀MISMA฀ESPECIE฀Y฀LAS฀CONVERSIONES฀
ENTRE฀UNIDADES฀HOM�LOGAS฀DE฀LOS฀DOS฀SISTEMAS�฀EN฀EL฀MARCO฀DE฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀EJERCICIOS฀
�TAREAS	฀EN฀SITUACIONES฀PARTICULARES�฀,A฀LECTURA฀Y฀ESCRITURA฀DE฀ESTAS฀UNIDADES฀SOBRESA

LIERON฀COMO฀PROCESOS฀A฀LLEVAR฀A฀CABO฀EN฀LOS฀TEXTOS฀DE฀LA฀TERCERA฀ETAPA�฀,A฀TENDENCIA฀EN฀
LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀SEGUNDA฀ENSE¶ANZA฀ERA฀FOMENTAR฀EL฀DESARROLLO฀DE฀DESTREZAS฀Y฀EL฀
DESARROLLO฀Y฀APLICACI�N฀DE฀ESTRATEGIAS฀DE฀RESOLUCI�N฀CON฀APROXIMACIONES฀AL฀NIVEL฀DE฀
RAZONAMIENTO฀A฀PARTIR฀DE฀SOPORTES฀GRÕFICOS�฀%STO฀CONCUERDA฀CON฀LA฀PRESENTACI�N฀DE฀UNA฀
METROLOG¤A฀NOVEDOSA฀PARA฀EL฀TRATAMIENTO฀DE฀LAS฀PESAS฀Y฀MEDIDAS฀EN฀%SPA¶A฀Y฀CON฀SU฀
INCORPORACI�N฀EN฀LOS฀CONTENIDOS฀ARITM£TICOS฀PARA฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀%N฀CUANTO฀A฀
LAS฀TAREAS฀�IDENTIFICADAS฀EN฀EJEMPLOS฀Y฀EJERCICIOS	�฀SE฀PRETEND¤A฀DEL฀ESTUDIANTE฀UN฀MAYOR฀
ENTENDIMIENTO฀DE฀LOS฀CONCEPTOS฀Y฀SU฀APLICACI�N฀EN฀LA฀ATENCI�N฀DE฀SITUACIONES
PROBLEMA฀
MATEMÕTICAS฀Y฀EN฀ENTORNOS฀COTIDIANOS�
#ON฀LA฀IMPLEMENTACI�N฀DEL฀ANÕLISIS฀DIDÕCTICO�฀SE฀LOGRARON฀RECONOCER฀PROP�SITOS฀

EDUCATIVOS฀ESPEC¤FICOS฀ESTABLECIDOS฀EN฀LOS฀DOCUMENTOS฀DESDE฀LOS฀FINES฀POL¤TICO�฀FORMA

TIVO�฀CULTURAL฀Y฀SOCIAL�฀3E฀IDENTIFIC�฀QUE�฀POR฀PARTE฀DE฀LOS฀AUTORES�฀EXISTI�฀LA฀INTENCI�N฀
DE฀ELABORAR฀TEXTOS฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LA฀ARITM£TICA�฀QUE฀INTEGRARAN฀EL฀
3-$฀EN฀LA฀PREPARACI�N฀DE฀LOS฀J�VENES฀PARA฀SU฀INCORPORACI�N฀A฀LA฀FORMACI�N฀PROFESIONAL�฀
#ON฀LA฀INCORPORACI�N฀DEL฀3-$฀AL฀SISTEMA฀EDUCATIVO฀ESPA¶OL�฀LA฀SEGUNDA฀ENSE¶ANZA฀SE฀
VIO฀IMPREGNADA฀DE฀OPCIONES฀METODOL�GICAS฀CENTRADAS฀EN฀LA฀PRÕCTICA�฀EL฀RAZONAMIENTO฀Y฀
LA฀CONSTRUCCI�N฀DEL฀CONOCIMIENTO�฀%L฀APRENDIZAJE฀MEMOR¤STICO฀DEJ�฀DE฀SER฀LA฀ESTRATEGIA฀
DE฀ENSE¶ANZA฀PRIORITARIA฀�SIN฀DESAPARECER฀POR฀COMPLETO	 ฀LOS฀NUEVOS฀CONOCIMIENTOS฀YA฀
NO฀ERAN฀TAN฀NOVEDOSOS�฀LA฀ENSE¶ANZA฀BUSCABA฀LA฀PUESTA฀EN฀PRÕCTICA฀DE฀LO฀APRENDIDO�฀%N฀
LAS฀TRES฀ETAPAS฀EL฀3-$฀FUE฀UN฀CONTENIDO฀QUE฀SE฀ABORDABA฀DESDE฀SU฀UTILIDAD฀PRÕCTICA�฀
!฀PESAR฀DE฀SER฀ LIBROS฀PARA฀UN฀SEGUNDO฀CICLO฀DE฀ENSE¶ANZA�฀ LA฀ IDENTIFICACI�N฀DE฀

DIFICULTADES฀Y฀ERRORES฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DEL฀3-$฀PROPIAS฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀PRIMARIA฀NO฀
FORM�฀PARTE฀DE฀LAS฀OBSERVACIONES฀DE฀LOS฀AUTORES�฀SALVO฀ALGUNAS฀PUNTUALIDADES฀SOBRE฀EL฀
RECONOCIMIENTO฀DE฀DIFICULTADES฀EN฀LA฀INTERPRETACI�N฀DE฀ENUNCIADOS฀COMO฀PARTE฀DE฀LA฀
RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�
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,OS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀ANALIZADOS฀PROPORCIONAN฀INFORMACI�N฀SOBRE฀LAS฀FORMAS฀DE฀ABORDAR฀
EL฀3-$�฀DESDE฀SU฀INCORPORACI�N฀INICIAL฀A฀LA฀EDUCACI�N฀DE฀LOS฀ESPA¶OLES฀EN฀EL฀SIGLO฀xix, 
SU฀DESARROLLO฀Y฀CONSUMACI�N฀PARCIAL฀EN฀EL฀PERIODO฀����
�����฀,AS฀TENDENCIAS฀RECONO

CIDAS฀DURANTE฀ESTE฀PERIODO฀�&IGURA฀�	฀EXPONEN฀NO฀SOLO฀SIMILITUDES฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀A฀
PARTIR฀DE฀LOS฀TEXTOS�฀SINO฀TAMBI£N฀LAS฀VARIACIONES฀DIDÕCTICAS฀REALIZADAS฀PARA฀UNA฀MEJOR฀
COMPRENSI�N฀Y฀DIFUSI�N฀DE฀SU฀UTILIDAD�

Figura 4. Tendencias reconocidas en los libros de texto para la enseñanza del SMD

Conclusiones

%L฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀ES฀UNA฀L¤NEA฀DE฀INVESTIGACI�N฀EN฀AUGE฀EN฀%SPA¶A�฀
#ADA฀VEZ฀ES฀POSIBLE฀EXTRAER฀INFORMACI�N฀DIVERSA฀Y฀¢TIL฀DE฀ESTAS฀FUENTES�฀QUE฀CONDUCE฀A฀
ESTABLECER฀NUEVAS฀FORMAS฀PARA฀SU฀APROVECHAMIENTO�฀
(EMOS฀PRESENTADO฀OPCIONES฀DIFERENTES฀DE฀TRATAMIENTO฀DE฀LA฀INFORMACI�N฀QUE฀PUE


DEN฀SER฀UTILIZADAS฀PARA฀DISTINTOS฀ESTUDIOS฀SOBRE฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀CONTENIDO฀EN฀HISTORIA฀DE฀
LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀3I฀BIEN฀NO฀HEMOS฀PROFUNDIZADO฀EN฀LOS฀ANÕLISIS฀ES฀PORQUE฀EL฀
PROP�SITO฀ERA฀EJEMPLIFICAR฀ESTAS฀T£CNICAS฀ACERCA฀DE฀UN฀MISMO฀CONCEPTO�฀INTERPRETACI�N฀
CONCEPTUAL�฀ANÕLISIS฀DE฀CORRESPONDENCIAS�฀ESTUDIO฀DE฀COCITACI�N฀DE฀T£RMINOS฀DE฀CONCEPTOS฀
Y฀RED฀CONCEPTUAL�
0OR฀SU฀PARTE�฀SE฀HA฀MOSTRADO฀LA฀UTILIDAD฀DE฀LOS฀DATOS฀EXTRA¤BLES฀DE฀LOS฀LIBROS฀DE฀

TEXTO฀PARA฀EL฀RECONOCIMIENTO฀DE฀ASPECTOS฀VINCULADOS฀AL฀APRENDIZAJE฀Y฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀
CONCEPTOS฀MATEMÕTICOS฀PARTICULARES฀COMO฀EXPECTATIVAS�฀FINES�฀DIFICULTADES�฀ERRORES฀Y฀LA฀
ELABORACI�N฀DE฀TAREAS�฀Y฀LA฀DEFINICI�N฀DE฀SECUENCIAS฀DE฀TAREAS฀Y฀LA฀SELECCI�N฀DE฀RECURSOS฀
Y฀MATERIALES�฀ENFATIZANDO฀SU฀UTILIDAD฀EN฀EL฀ESTUDIO฀DE฀CAMBIOS฀CURRICULARES฀Y฀REFORMAS฀
educativas acaecidas en el sistema educativo español.
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#ONSIDERAMOS฀QUE฀PARA฀ LOS฀ INVESTIGADORES฀DEL฀ ÕREA฀ES฀¢TIL฀ CONOCER฀DIFERENTES฀
ALTERNATIVAS฀METODOL�GICAS฀Y฀VALORAR฀SU฀APORTE฀EN฀EL฀PLANTEAMIENTO฀Y฀DESARROLLO฀DE฀
INVESTIGACIONES฀BASADAS฀EN฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀TEXTOS฀MATEMÕTICOS฀O฀MANUALES฀ESCOLARES฀DEL฀
PASADO�฀3ON฀ESTUDIOS฀QUE฀AMPL¤AN฀EL฀CONOCIMIENTO฀SOBRE฀EL฀CRECIMIENTO฀Y฀LA฀MADUREZ฀
EDUCATIVA฀DE฀UN฀PA¤S฀Y฀EXPLICAN฀LOS฀CAMBIOS฀CURRICULARES฀PARA฀SU฀ALCANCE�
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LA HISTORIA DE LAS MATEMÁTICAS EN SU ENSEÑANZA

The History of Mathematics in Teaching

Isidoro Segovia y Francisco Fernández

Universidad de Granada, España

Resumen

La historia de las matemáticas puede tener un papel relevante en la enseñanza de las mate

MÕTICAS�฀PARA฀EL฀PROFESOR฀CONSTITUYE฀UNA฀FUENTE฀DE฀VOCACI�N�฀MOTIVACI�N�฀ORIENTACI�N�฀INSPIRACI�N฀
Y฀AUTOFORMACI�N฀QUE฀LE฀GENERA฀UNA฀ACTITUD฀POSITIVA฀QUE฀PUEDE฀TRASLADAR฀AL฀ALUMNO฀Y฀A฀ESTE฀¢LTIMO฀
LE฀PERMITE฀DEJAR฀DE฀CONSIDERAR฀A฀LAS฀MATEMÕTICAS฀COMO฀UNA฀CIENCIA฀TERMINADA฀DE฀CONSTRUIR฀MOS

TRANDO฀SU฀ESTATUS฀DE฀ACTIVIDAD฀CULTURAL฀Y฀HUMANA฀Y฀LE฀MOTIVA฀Y�฀EN฀ALGUNOS฀CASOS�฀LE฀PERMITE฀
COMPRENDER฀MEJOR฀LOS฀CONCEPTOS฀A฀TRAV£S฀DE฀SU฀DESARROLLO฀Y฀CAMBIO�

Palabras clave: HISTORIA�฀MATEMÕTICAS�฀ENSE¶ANZA�฀APRENDIZAJE

ABSTRACT

The history of mathematics can play an important role in the teaching of mathematics; It 

constitutes a source of vocation, motivation, guidance, inspiration and self-education for the 

teacher that generates a positive attitude which can be transferred to the student. Additionally, 

this allows the student to see the mathematics under a new perspective, as a evolving science. 

By showing its status as a cultural and human activity, the student is motivated and, in some 

cases, understand better the concepts through their development and change.

Keywords: history, mathematics, teaching, learning

Segovia�฀)�฀Y฀Fernández�฀&�฀�����	�฀,A฀HISTORIA฀DE฀LA฀MATEMÕTICA฀EN฀SU฀ENSE¶ANZA�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀
#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje 

al profesor Luis Rico �PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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Introducción

,OS฀CONCEPTOS฀O฀PROCEDIMIENTOS฀MATEMÕTICOS�฀ESPECIALMENTE฀LOS฀QUE฀FORMAN฀PARTE฀
DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀OBLIGATORIA�฀SON฀EL฀RESULTADO฀DE฀UN฀AMPLIO฀PROCESO฀DE฀EVOLUCI�N฀A฀LO฀
LARGO฀DE฀LOS฀A¶OS�฀EN฀MUCHOS฀CASOS฀DE฀SIGLOS฀Y฀QUE฀HA฀IMPLICADO฀LA฀INTERVENCI�N฀DE฀UN฀
C¢MULO฀DE฀ESCUELAS฀Y฀PERSONALIDADES฀DENTRO฀DEL฀DESARROLLO฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀$ENTRO฀
DE฀ESTE฀PROCESO฀HAY฀ASPECTOS฀QUE฀TIENEN฀UNA฀GRAN฀UTILIDAD฀PARA฀MEJORAR฀LA฀ENSE¶ANZA฀
de las matemáticas.

La Historia de la Matemática en el Análisis Didáctico

La Historia de las Matemáticas tiene un papel de carácter trasversal en el Análisis 
$IDÕCTICO�฀%S฀PARTE฀DEL฀!NÕLISIS฀DE฀#ONTENIDO฀EN฀CUANTO฀QUE�฀EL฀DESARROLLO฀HIST�RICO฀
DE฀UN฀TEMA฀PUEDE฀SER฀¢TIL฀PARA฀DETERMINAR฀EL฀ORIGEN฀DE฀ALGUNAS฀NOCIONES�฀COMPARAR฀
DIFERENTES฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀O฀LOCALIZAR฀PROBLEMAS฀CLÕSICOS฀�,UPIÕ¶EZ�฀����	�฀
4AMBI£N฀ES฀PARTE฀DEL฀!NÕLISIS฀#OGNITIVO฀SI฀ADMITIMOS฀EL฀PUNTO฀DE฀VISTA฀GEN£TICO฀SEG¢N฀
EL฀CUAL฀EL฀CONOCIMIENTO฀DE฀CADA฀PERSONA฀SIGUE฀EL฀MISMO฀PROCESO฀QUE฀EL฀CONOCIMIENTO฀
DE฀LA฀HUMANIDAD฀�&AUVEL�฀����	�฀Y฀ALGO฀DE฀ESTO฀DEBEMOS฀ADMITIR฀SI฀OBSERVAMOS฀QUE฀LOS฀
CONCEPTOS฀MATEMÕTICOS฀MÕS฀COMPLEJOS฀Y฀QUE฀MAYOR฀DIFICULTAD฀TIENEN฀PARA฀LOS฀ALUMNOS฀
SE฀HAN฀DESARROLLADO฀CON฀POSTERIORIDAD฀A฀OTROS฀QUE฀SON฀MÕS฀FÕCILES฀EN฀SU฀APRENDIZAJE�฀
i.O฀SE฀PUEDE฀DUDAR฀DE฀QUE฀LAS฀DIFICULTADES฀QUE฀LOS฀GRANDES฀MATEMÕTICOS฀ENCONTRARON฀
SON฀TAMBI£N฀LOS฀OBSTÕCULOS฀EN฀LOS฀QUE฀TROPIEZAN฀LOS฀ESTUDIANTES฀Y฀NO฀PUEDE฀TENER฀£XITO฀
NING¢N฀INTENTO฀DE฀ACABAR฀CON฀ESTAS฀DIFICULTADES฀A฀BASE฀DE฀PALABRER¤A฀L�GICAw฀�+LEIN�฀
�����฀PP�฀��
��	�฀0OR฀¢LTIMO�฀FORMA฀PARTE฀DEL฀!NÕLISIS฀DE฀)NSTRUCCI�N฀PUES฀LA฀HISTORIA฀
CONSTITUYE฀UN฀RECURSO฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀COMO฀ELEMENTO฀DE฀MOTIVACI�N฀Y฀COMO฀MODO฀DE฀
MOSTRAR฀QUE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀CONSTITUYEN฀UN฀PRODUCTO฀HUMANO฀EN฀CONSTANTE฀EVOLUCI�N฀
al cual se pueden seguir haciendo aportaciones. 

El papel de la Historia de las Matemáticas en su enseñanza

Al profesor de matemáticas, la historia de las matemáticas le permite conectar con 
UN฀CONJUNTO฀DE฀MEDIOS฀QUE฀PUEDEN฀HACER฀MÕS฀ASEQUIBLE฀AL฀ALUMNO฀EL฀CONOCIMIENTO฀MATE

MÕTICO�฀TAMBI£N฀LE฀AYUDA฀A฀DESCUBRIR฀LAS฀DIFICULTADES฀Y฀ERRORES฀QUE฀SE฀HAN฀PRESENTADO฀EN฀
EL฀DESARROLLO฀DE฀LOS฀CONCEPTOS฀�3IERRA�฀����	�฀'ONZÕLEZ฀5RBANEJA฀�����	฀VE฀LA฀HISTORIA฀DE฀
LAS฀MATEMÕTICAS฀COMO฀FUENTE฀DE฀VOCACI�N�฀MOTIVACI�N�฀ORIENTACI�N�฀INSPIRACI�N฀Y฀AUTO

FORMACI�N฀QUE฀GENERA฀EN฀EL฀PROFESOR฀UNA฀ACTITUD฀POSITIVA฀QUE฀PUEDE฀TRASLADAR฀AL฀ALUMNO฀
Y฀£STA฀ES฀LA฀MÕS฀IMPORTANTE฀DE฀LAS฀ENSE¶ANZAS�฀,OS฀ARGUMENTOS฀QUE�฀EN฀ESTE฀SENTIDO�฀DA฀
'ONZÕLEZ฀5RBANEJA฀�����	฀SOBRE฀EL฀PAPEL฀DE฀,A฀(ISTORIA฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀SON�฀

 — 3U฀CONOCIMIENTO฀FAVORECE฀LA฀COMPRENSI�N฀PROFUNDA฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀MATE

máticos.

 — ฀,A฀FUERZA฀CREATIVA฀QUE฀GENERA฀PUEDE฀SER฀PROYECTADA฀EN฀EL฀AULA฀PROPICIANDO฀UN฀
CLIMA฀DE฀INVESTIGACI�N�
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 — 0ONE฀DE฀MANIlESTO฀LAS฀DIlCULTADES฀QUE฀HAN฀TENIDO฀EL฀NACIMIENTO฀Y฀DESARRO

LLO฀DE฀ LOS฀ CONCEPTOS฀Y฀ SU฀CONOCIMIENTO�฀ ADEMÕS฀DE฀ENRIQUECER฀ LA฀ ACTIVIDAD฀
DOCENTE฀DEL฀PROFESOR�฀LE฀HACEN฀MÕS฀CAUTO฀Y฀PACIENTE฀ANTE฀LAS฀DIlCULTADES฀DE฀
APRENDIZAJE฀QUE฀PUEDAN฀PRESENTAR฀SUS฀ALUMNOS�

 — 0ROPORCIONAN฀AL฀PROFESOR฀UNA฀MOTIVACI�N฀HACIA฀UNA฀AUTOFORMACI�N฀CONTINUA�
 — 4RASMITE฀UNIDAD฀EN฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀PERMITE฀DIRIGIR฀LAS฀INVESTIGACIONES฀POR฀

las vías más fructíferas.
 — 3UBVIERTE฀LA฀CREENCIA฀DE฀QUE฀EL฀RIGOR฀ES฀EL฀SUPREMO฀VALOR฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀QUE฀
IMPONE฀UNA฀V¤A฀¢NICA฀DE฀RAZONAMIENTO�฀

 — %VITA฀PERCIBIR฀LA฀-ATEMÕTICA฀COMO฀UN฀LENGUAJE฀AL฀SERVICIO฀DE฀LAS฀DEMÕS฀CIEN

CIAS฀O฀COMO฀UNA฀HERRAMIENTA฀DE฀ SELECCI�N฀DEL฀ALUMNADO�฀PARA฀CONSIDERARLA฀
como una disciplina cultural.

 — %S฀FUENTE฀DE฀INSPIRACI�N฀PARA฀LA฀MATEMÕTICA฀RECREATIVA�฀
0ARA฀EL฀ALUMNO�฀LA฀(ISTORIA฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀LE฀PERMITE฀DEJAR฀DE฀CONSIDERAR฀LAS฀

MATEMÕTICAS฀COMO฀UNA฀CIENCIA฀TERMINADA฀DE฀CONSTRUIR฀RESTABLECI£NDOSE฀SU฀ESTATUS฀DE฀
ACTIVIDAD฀CULTURAL฀Y฀HUMANA฀Y฀LE฀MOTIVA฀Y�฀EN฀ALGUNOS฀CASOS�฀LE฀PERMITE฀COMPRENDER฀
MEJOR฀LOS฀CONCEPTOS฀A฀TRAV£S฀DE฀SU฀DESARROLLO฀Y฀CAMBIO฀�3IERRA�฀����	�฀'ONZÕLEZ฀5RBA

NEJA฀�����	฀RECOGE฀LA฀REIVINDICACI�N฀DEL฀M£TODO฀GEN£TICO฀COMO฀MODO฀DE฀ENSE¶ANZA฀DE฀
LAS฀-ATEMÕTICAS฀QUE฀HAN฀PROPUESTO฀GRANDES฀MATEMÕTICOS฀Y฀PROFESORES�฀POR฀EL฀QUE�฀PARA฀
LA฀COMPRENSI�N฀DE฀UN฀CONCEPTO�฀EL฀ALUMNO฀DEBE฀REPETIR฀EL฀PROCESO฀HIST�RICO฀QUE฀SE฀HA฀
DESARROLLADO฀HASTA฀LA฀FORMULACI�N฀ACTUAL฀DEL฀CONCEPTO�฀
&AUVEL฀�����	฀PRESENTA฀UN฀ABANICO฀DE฀POSIBILIDADES฀DEL฀USO฀DE฀LA฀(ISTORIA฀DE฀LAS฀

Matemáticas en su enseñanza:
 — Mencionando anécdotas matemáticas del pasado.
 — 0RESENTADO฀UNA฀INTRODUCCI�N฀HIST�RICA฀DE฀LOS฀CONCEPTOS฀NUEVOS฀PARA฀LOS฀ALUM


nos.
 — &OMENTANDO฀EN฀LOS฀ALUMNOS฀LA฀COMPRENSI�N฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀HIST�RICOS฀CUYA฀
SOLUCI�N฀HA฀DADO฀LUGAR฀A฀LOS฀CONCEPTOS�

 — Impartiendo lecciones de historia de las matemáticas.
 — )DEANDO฀EJERCICIOS฀UTILIZANDO฀PARA฀ELLO฀TEXTOS฀MATEMÕTICOS฀DEL฀PASADO�
 — &OMENTANDO฀LA฀CREACI�N฀DE฀CARTELES�฀EXPOSICIONES฀U฀OTROS฀PROYECTOS฀CON฀TEMAS฀
HIST�RICOS�

 — 2EALIZANDO฀PROYECTOS฀EN฀TORNO฀A฀UNA฀ACTIVIDAD฀MATEMÕTICA฀LOCAL฀DEL฀PASADO�
 — 5SANDO฀EJEMPLOS฀DEL฀PASADO฀PARA฀ILUSTRAR฀T£CNICAS฀O฀M£TODOS�฀
 — 5SANDO฀EJEMPLOS฀DEL฀PASADO฀PARA฀AYUDAR฀A฀COMPRENDER฀Y฀RESOLVER฀LAS฀DIlCUL

TADES฀DEL฀APRENDIZAJE�

 — )DEANDO฀APROXIMACIONES฀PEDAG�GICAS฀AL฀T�PICO฀DE฀ACUERDO฀CON฀SU฀DESARROLLO฀
HIST�RICO�

 — Ideando el orden de la estructura de los temas dentro del programa, de acuerdo 
CON฀SU฀DESARROLLO฀HIST�RICO�
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La indagación histórica en el Departamento de Didáctica de la Mate-

mática de la Universidad de Granada

!DEMÕS฀DE฀LOS฀LIBROS฀SOBRE฀HISTORIA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀EL฀USO฀DE฀LA฀MISMA฀EN฀SU฀
ENSE¶ANZA�฀REQUIERE฀QUE฀LA฀ INVESTIGACI�N฀PROPORCIONE฀INFORMACI�N�฀ACERCA฀DE฀C�MO฀
EVOLUCIONARON฀LOS฀CONCEPTOS฀Y฀PROCEDIMIENTOS฀MATEMÕTICOS฀DESDE฀EL฀MOMENTO฀EN฀QUE฀
SURGEN฀HASTA฀SU฀FORMATO฀ACTUAL�฀QU£฀DIFICULTADES฀TUVIERON฀EN฀SU฀DESARROLLO�฀QU£฀FEN�MENOS฀
HICIERON฀SURGIR฀CADA฀CONCEPTO�฀QU£฀VARIEDAD฀DE฀PROBLEMAS฀RESOLVIERON฀Y฀QU£฀ESCUELAS฀Y฀
personalidades los desarrollaron. Es el marco del área de Didáctica de la Matemática 
DONDE฀SE฀INCIDE฀EN฀ESTE฀TIPO฀DE฀INDAGACIONES฀Y฀EN฀EL฀CASO฀DEL฀$EPARTAMENTO฀DE฀$IDÕCTICA฀
DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀'RANADA�฀LA฀HISTORIA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀DE฀LA฀
EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀CONSTITUYE฀UNA฀L¤NEA฀DE฀INVESTIGACI�N฀DIRIGIDA฀POR฀,UIS฀2ICO�฀EN฀
LA฀QUE฀SE฀HAN฀DESARROLLADO฀ALGUNOS฀TRABAJOS฀CUYAS฀APORTACIONES฀PRINCIPALES฀RESUMIMOS�
�฀,OS฀N¢MEROS฀NEGATIVOS฀EN฀%SPA¶A฀EN฀LOS฀SIGLOS฀xviii฀Y฀xix฀�-AZ�฀����	�฀
%N฀ESTE฀TRABAJO฀SE฀HACE฀UNA฀REVISI�N฀DEL฀TRATAMIENTO฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NEGATIVOS฀POR฀

AUTORES฀DE฀TEXTOS฀PUBLICADOS฀ENTRE฀����฀Y฀����฀Y฀EN฀EL฀MISMO�฀EL฀N¢MERO฀NEGATIVO฀SE฀
manifiesta como un catalizador de determinadas ideas científicas de la época como los 
CONCEPTOS฀DE฀CANTIDAD�฀N¢MERO฀Y฀CANTIDAD฀NEGATIVA�฀!S¤฀-AZ฀�����	฀REGISTRA฀CUATRO฀
NOCIONES฀DE฀CANTIDAD฀�ARISTOT£LICA�฀EMPIRISTA�฀FENOM£NICA�฀EULERIANA฀Y฀POSITIVISTA	�฀CINCO฀
DE฀N¢MERO฀�EUCLIDEA�฀RELACIONAL�฀ INDUCTIVA�฀CARDINAL฀O฀PRECONJUNTISTA฀Y฀ALGEBRAICA฀O฀
FORMALISTA	฀Y฀OCHO฀NOCIONES฀DE฀CANTIDAD฀NEGATIVA฀�FALSAS�฀DE฀NEGACI�N฀L�GICA�฀RESULTADO฀
DE฀OPERACIONES�฀MAGNITUDES฀RELATIVAS�฀DE฀NATURALEZA฀DUAL฀ARITM£TICO
ALGEBRAICA�฀GEOM£

TRICA�฀ALGEBRAICA฀Y฀COMO฀AMPLIACI�N฀DE฀LOS฀NATURALES	�฀4AMBI£N฀EL฀TRABAJO฀SE฀ANALIZAN฀LOS฀
SIGNIFICADOS฀DE฀LOS฀S¤MBOLOS฀�฀Y฀n�฀Y฀LOS฀CONCEPTOS฀DE฀SUMA฀Y฀PRODUCTO฀DE฀NEGATIVOS�฀
0OR฀¢LTIMO�฀EL฀TRABAJO฀PRESENTA฀UNA฀CATEGORIZACI�N฀SOBRE฀LOS฀FEN�MENOS฀ASOCIADOS฀A฀LOS฀
NEGATIVOS฀�F¤SICOS�฀CONTABLES�฀TEMPORALES฀Y฀MATEMÕTICOS	฀Y฀SUS฀FORMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀
�VERBALES�฀NUM£RICAS�฀GRÕFICAS฀Y฀ALGEBRAICAS	�฀%N฀LAS฀CONCLUSIONES฀DEL฀ TRABAJO�฀-AZ฀
SUGIERE฀INDAGAR฀C�MO฀AFECTAN฀LOS฀CONFLICTOS฀DETECTADOS฀SOBRE฀LAS฀NOCIONES฀DE฀CANTIDAD�฀
N¢MERO฀Y฀NEGATIVOS฀EN฀LOS฀ALUMNOS฀DE฀SECUNDARIA�
�฀,A฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀!NDR£S฀-ANJ�N฀�2EAL�฀����	�
%N฀EL฀TRABAJO฀SE฀DESCRIBEN฀LOS฀ELEMENTOS฀CARACTER¤STICOS฀DE฀LA฀DIDÕCTICA฀DE฀LAS฀-ATE


MÕTICAS฀LLEVADA฀A฀CABO฀POR฀EL฀FUNDADOR฀DE฀LAS฀%SCUELAS฀DEL฀!VE
-AR¤A฀ENTRE฀����฀Y฀����฀
DENTRO฀DEL฀PARTICULAR฀MODELO฀DE฀EDUCACI�N฀QUE฀£L฀PROPUGNA�฀INTEGRAL฀Y฀TEOC£NTRICO�฀EN฀EL฀
QUE฀ADEMÕS฀INCORPORA฀UNA฀METODOLOG¤A฀ACTIVA฀Y฀L¢DICA฀QUE฀RECUERDA฀A฀LA฀DE฀LA฀%SCUELA฀
.UEVA�฀,A฀B¢SQUEDA�฀SELECCI�N฀Y฀ANÕLISIS฀DE฀DIVERSAS฀FUENTES฀�ENTRE฀ELLAS฀FUENTES฀PRIMA

RIAS�฀COMO฀LAS฀LECCIONES฀DE฀-ATEMÕTICAS฀QUE฀EL฀PEDAGOGO฀CONFECCION�฀PARA฀SUS฀%SCUELAS	�฀
permite situar la enseñanza de las Matemáticas dentro del pensamiento educativo de 
!NDR£S฀-ANJ�N฀Y฀SUGIERE฀QUE฀SUS฀PLANTEAMIENTOS฀Y฀M£TODOS฀DIDÕCTICOS฀CONTIENEN฀ELE

MENTOS฀ORIGINALES฀E฀INNOVADORES฀PARA฀LA฀£POCA�฀Y฀VISTOS฀DESDE฀UNA฀PERSPECTIVA฀ACTUAL�฀
SON฀RELEVANTES฀Y฀ENRIQUECEDORES฀PARA฀LA฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA�฀



193LA HISTORIA DE LAS MATEMÁTICAS EN SU ENSEÑANZA

�฀%L฀3ISTEMA฀-£TRICO฀$ECIMAL฀EN฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀MATEMÕTICAS฀EN฀%SPA¶A฀DURANTE฀
la segunda mitad del siglo xix฀�����
����	฀�0ICADO�฀����	�
%L฀TRABAJO฀CONSTITUYE฀UN฀ESTUDIO฀SOBRE฀LA฀INTRODUCCI�N฀DEL฀SISTEMA฀DE฀PESAS฀Y฀MEDIDAS฀

del Sistema Métrico Decimal en el sistema educativo español en la primera mitad del 
siglo xix฀A฀TRAV£S฀DE฀LOS฀TEXTOS฀DE฀LA฀£POCA�฀3E฀MUESTRAN฀LAS฀LIMITACIONES฀DE฀SU฀ENSE¶ANZA฀
AL฀INCLUIRSE฀EN฀LIBROS฀DE฀ARITM£TICA฀ELABORADOS฀CON฀ANTERIORIDAD�฀BASADA฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀
MEMOR¤STICO�฀EN฀LOS฀PRIMEROS฀NIVELES฀Y฀MÕS฀PRÕCTICO฀EN฀NIVELES฀SUPERIORES�฀3E฀DESCRIBEN฀
LOS฀CONCEPTOS฀Y฀PROCEDIMIENTOS฀EMPLEADOS฀EN฀LOS฀TEXTOS�฀SUS฀FORMAS฀DE฀REPRESENTACI�N�฀
LOS฀CONTEXTOS฀Y฀MODOS฀DE฀USO฀AS¤฀COMO฀LAS฀APLICACIONES฀DE฀LAS฀UNIDADES฀DE฀MEDIDA�
�฀,A฀HISTORIA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀�!MO�฀����	
%L฀TRABAJO฀ESTUDIA฀EL฀TRATAMIENTO฀QUE฀LE฀DAN�฀A฀LA฀HISTORIA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀LOS฀LIBROS฀

DE฀TEXTO�฀5TILIZANDO฀COMO฀CATEGOR¤AS฀DE฀ANÕLISIS฀LAS฀FORMAS฀DE฀ENSE¶ANZA฀ESTABLECIDAS฀POR฀
&AUVEL฀�����	฀OBTIENE฀COMO฀RESULTADOS฀QUE฀A฀PESAR฀DE฀QUE฀LAS฀ORIENTACIONES฀CURRICULARES฀
SUGIEREN฀EL฀EMPLEO฀DE฀LA฀HISTORIA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀SU฀ENSE¶ANZA฀�VER฀DECRETO฀DE฀
DESARROLLO฀DEL฀CURR¤CULO฀DE฀PRIMARIA฀ANDALUZ	�฀EL฀TRATAMIENTO฀ES฀ESCASO�฀DEPENDE฀DE฀LA฀
EDITORIAL฀Y฀QUE฀LAS฀FORMAS฀DE฀USO฀DE฀LA฀HISTORIA฀MÕS฀DESTACADAS฀SON฀LA฀INTRODUCCI�N฀HIS

T�RICA฀EN฀LOS฀TEMAS฀NUEVOS฀Y฀EL฀EMPLEO฀DE฀AN£CDOTAS฀ASOCIADAS฀A฀GRANDES฀MATEMÕTICOS�฀

Algunos ejemplos del uso de la historia en la enseñanza, en la for-

mación de maestros

5N฀EJEMPLO฀DEL฀USO฀DE฀LA฀HISTORIA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀SIGUIENDO฀LA฀PROPUESTA฀DE฀
&AUVEL฀�����	�฀RELATIVO฀A฀REALIZAR฀UNA฀APROXIMACI�N฀PEDAG�GICA฀A฀LOS฀TEMAS฀DE฀ACUERDO฀
CON฀SU฀DESARROLLO฀HIST�RICO�฀SE฀LLEVA฀A฀CABO฀EN฀LOS฀ESTUDIOS฀DE฀-AESTRO฀DE฀%DUCACI�N฀
0RIMARIA฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀'RANADA฀CUANDO฀SE฀TRABAJA฀EL฀3ISTEMA฀DE฀.UMERACI�N฀
$ECIMAL�฀SE฀HACE฀UNA฀PRESENTACI�N฀DE฀LOS฀SISTEMAS฀DE฀NUMERACI�N฀ANTIGUOS฀COMENZANDO฀
por los vestigios encontrados en un hueso del Paleolítico del uso de marcas represen

TANDO฀CANTIDADES฀Y฀SE฀PASA฀POR฀LA฀REFLEXI�N฀SOBRE฀LOS฀SISTEMAS฀DE฀NUMERACI�N฀EGIPCIO฀Y฀
BABILONIO�฀GRIEGO฀Y฀ROMANO�฀%L฀ESTUDIO฀DE฀ESTOS฀SISTEMAS฀PERMITE฀COMPRENDER฀EL฀SISTEMA฀
DE฀NUMERACI�N฀DECIMAL฀DE฀CARÕCTER฀POSICIONAL฀COMO฀EL฀RESULTADO฀DE฀UNA฀EVOLUCI�N฀AS¤฀
COMO฀COMPRENDER฀POR฀QU£฀DICHOS฀SISTEMAS฀NO฀TEN¤AN฀CERO�
/TRO฀EJEMPLO฀DE฀USO฀DE฀LA฀HISTORIA฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀MAESTROS฀ES฀EL฀REFERIDO฀AL฀USO฀

DE฀EJEMPLOS฀DEL฀PASADO฀PARA฀COMPRENDER฀Y฀JUSTIFICAR฀LOS฀ALGORITMOS฀USUALES฀DE฀LAS฀OPE

RACIONES฀ARITM£TICAS�฀,OS฀ALGORITMOS฀DE฀LA฀&IGURA฀�฀COMO฀EL฀DE฀gLA฀CELOS¤Ag฀QUE฀APARECE฀
EN฀UN฀LIBRO฀DE฀ARITM£TICA฀IMPRESO฀EN฀4REVISO฀�)TALIA	฀EN฀�����฀PERMITEN฀COMPRENDER฀EL฀
MECANISMO฀DEL฀ALGORITMO฀USUAL฀DE฀LA฀MULTIPLICACI�N�฀4AMBI£N฀RESULTA฀MUY฀MOTIVADOR฀
PARA฀LOS฀ESTUDIANTES฀DESCUBRIR฀C�MO฀FUNCIONAN฀ESTOS฀ANTIGUOS฀ALGORITMOS฀COMO฀LOS฀QUE฀
se presentan.
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Figura 1. Algoritmos de la multiplicación 934x314 de la aritmética de Treviso (1478).

4AMBI£N�฀LA฀HISTORIA฀DE฀LA฀CONSTRUCCI�N฀E฀IMPLANTACI�N฀DEL฀3-$฀PERMITIRÕ฀A฀LOS฀FUTU

ROS฀MAESTROS฀TENER฀UN฀ACERCAMIENTO฀CULTURAL�฀SOCIAL฀Y฀POL¤TICO฀EN฀MOMENTOS฀IMPORTANTES฀
DE฀NUESTRA฀HISTORIA฀RECIENTE฀Y฀SU฀REPERCUSI�N฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀%N฀LA฀
Figura 2 tomada de las páginas de 'El Agrimensor Métrico. El nuevo Sistema Decimal 

de cada una de las medidas antiguas agrariasg฀DE฀�����฀SE฀MUESTRAN฀EJEMPLOS฀DE฀UNI

DADES฀DE฀MEDIDA฀DE฀DIF¤CIL฀MANEJO฀Y฀C�MO�฀EN฀DOS฀PUEBLOS฀DE฀LA฀PROVINCIA฀DE฀'RANADA�฀
ESTAS฀UNIDADES฀AGRARIAS฀ERAN฀DIFERENTES฀Y฀DE฀AH¤฀LA฀NECESIDAD฀DE฀UN฀SISTEMA฀COM¢N฀Y฀
MÕS฀SENCILLO฀DE฀MANEJAR�฀

Figura 2. Unidades agrarias de superficie premétricas en dos pueblos de Granada.
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%N฀ESTE฀SENTIDO�฀LA฀,EY฀DE฀0ESAS฀Y฀-EDIDAS�฀SANCIONADA฀POR฀LA฀REINA฀)SABEL฀))฀EL฀��฀
DE฀JULIO฀DE฀�����฀ENUNCIA฀EN฀SUS฀ART¤CULOS฀LA฀TRASCENDENCIA฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DEL฀3-$฀EN฀
LA฀VIDA฀MODERNA฀ESPA¶OLA�฀2ECOGEMOS�฀COMO฀EJEMPLO�฀ALGUNO฀DE฀SUS฀ART¤CULOS�

!RT¤CULO฀���฀%N฀TODOS฀LOS฀DOMINIOS฀ESPA¶OLES฀HABRÕ฀UN฀SOLO฀SISTEMA฀DE฀MEDIDAS฀Y฀PESAS�
!RT¤CULO฀����฀%N฀TODAS฀LAS฀ESCUELAS฀P¢BLICAS฀O฀PARTICULARES฀EN฀QUE฀SE฀ENSE¶E฀O฀DEBA฀

ENSE¶ARSE฀LA฀ARITM£TICA฀O฀CUALQUIERA฀OTRA฀PARTE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SERÕ฀OBLIGATORIA฀LA฀DEL฀
SISTEMA฀LEGAL฀DE฀MEDIDAS฀Y฀PESAS฀Y฀SU฀NOMENCLATURA฀CIENT¤FICA�฀DESDE฀���฀DE฀ENERO฀DE฀�����฀
QUEDANDO฀FACULTADO฀EL฀GOBIERNO฀PARA฀CERRAR฀DICHOS฀ESTABLECIMIENTOS฀SIEMPRE฀QUE฀NO฀SE฀
CUMPLA฀CON฀AQUELLA฀OBLIGACI�N�
!RT¤CULO฀����฀$ESDE฀LA฀MISMA฀£POCA฀SERÕN฀TAMBI£N฀OBLIGATORIOS฀EN฀LA฀REDACCI�N฀DE฀LAS฀

SENTENCIAS฀DE฀LOS฀TRIBUNALES฀Y฀DE฀LOS฀CONTRATOS฀P¢BLICOS�
!RT¤CULO฀����฀,OS฀CONTRATOS฀Y฀ESTIPULACIONES฀ENTRE฀PARTICULARES฀EN฀QUE฀NO฀INTERVENGA฀

ESCRIBANO฀P¢BLICO�฀PODRÕN฀HACERSE฀VÕLIDAMENTE฀EN฀LAS฀UNIDADES฀ANTIGUAS฀MIENTRAS฀NO฀SE฀
DECLAREN฀OBLIGATORIAS฀LAS฀NUEVAS฀DE฀SU฀CLASE�
!RT¤CULO฀����฀,OS฀CONTRAVENTORES฀A฀ESTA฀LEY฀QUEDAN฀SUJETOS฀A฀LAS฀PENAS฀QUE฀SE¶ALAN฀O฀

SE¶ALAREN฀LAS฀LEYES฀CONTRA฀LOS฀QUE฀EMPLEAN฀PESAS฀Y฀MEDIDAS฀NO฀CONTRASTADAS�

!CTUALMENTE฀EL฀3-$฀ES฀UNA฀HERRAMIENTA�฀UN฀SISTEMA฀Y฀UN฀LENGUAJE฀EXTENDIDO฀POR฀
TODO฀EL฀MUNDO฀Y฀FORMA฀PARTE฀DEL฀SISTEMA฀OFICIAL฀DE฀MEDICI�N฀EN฀TODOS฀LOS฀PA¤SES�฀SALVO฀
EN฀TRES฀QUE฀TODAV¤A฀NO฀LO฀HAN฀ADOPTADO฀LEGALMENTE�฀%STADOS฀5NIDOS�฀,IBERIA฀Y฀-YANMAR�
5N฀EJEMPLO฀DE฀USO฀DE฀LA฀HISTORIA฀A฀PARTIR฀DE฀UNA฀ACTIVIDAD฀DEL฀PASADO�฀COMO฀MEDIR฀LA฀

ANCHURA฀DE฀UN฀RIO฀CON฀DOS฀BASTONES฀�&IG�฀�	�฀CONSISTE฀EN฀PLANTEAR฀UNA฀TAREA฀DE฀AULA฀EN฀LA฀
QUE฀SE฀PIDE฀A฀LOS฀ALUMNOS฀QUE฀IDENTIFIQUEN฀LOS฀CONCEPTOS฀Y฀PROCEDIMIENTOS฀MATEMÕTICOS฀
QUE฀HAY฀IMPLICADOS฀Y฀LOS฀JUSTIFIQUEN�

Figura 3. Tomada del libro ‘Tratado completo de agrimensura y aforage’ de 1845.
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Abella฀�����	�฀Manual del arbitrio de pesas y 

medidas฀POR฀LA฀REDACCI�N฀DE฀%L฀#ONSULTOR฀DE฀
LOS฀!YUNTAMIENTOS฀Y฀DE฀LOS฀*UZGADOS฀-UNI

CIPALES฀����฀%D�4ERCERA	�฀-ADRID�฀)MPRENTA฀
de El Consultor. 

Amo�฀-�฀�����	�฀La historia de las matemá-

ticas en los libros de texto�฀4RABAJO฀&IN฀DE฀
Máster. Departamento de Didáctica de la 
Matemática. Universidad de Granada.
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CONOCIMIENTO MATEMÁTICO DEL CONCEPTO DE LÍMITE 
EN ALUMNOS DEL MÁSTER DE SECUNDARIA (MATEMÁTICAS)

Mathematical Knowledge of the Limit Concept in Students  
of the Master in Teaching in Secondary School (Mathematics)

Matías Arce, Laura Conejo, Tomás Ortega y Cristina Pecharromán

Universidad de Valladolid, España

Resumen

3E฀PRESENTA฀UNA฀INVESTIGACI�N฀SOBRE฀LA฀COMPRENSI�N฀DEL฀CONCEPTO฀DE฀L¤MITE฀FUNCIONAL฀FINITO฀
EN฀UN฀PUNTO฀QUE฀LOS฀FUTUROS฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS฀PODR¤AN฀TRANSMITIR฀A฀SUS฀ALUMNOS฀DE฀
BACHILLERATO�฀0ARA฀ELLO฀SE฀DETERMINA฀QU£฀TIPO฀DE฀CONCEPTUALIZACI�N฀�INTUITIVA�฀APROXIMACI�N฀
�PTIMA�฀M£TRICA	฀ESTÕ฀ASOCIADA฀A฀SU฀COMPRENSI�N�฀&INALMENTE�฀SE฀DESCUBRE฀QUE฀ENTRE฀LAS฀COORDI

NACIONES฀INTUITIVA฀Y฀M£TRICA฀DE฀LAS฀APROXIMACIONES฀DE฀LOS฀VALORES฀DE฀LA฀VARIABLE฀INDEPENDIENTE฀Y฀
SUS฀IMÕGENES�฀APARECE฀UNA฀COORDINACI�N฀NUM£RICA฀ASOCIADA฀A฀UNA฀TABLA฀DE฀VALORES฀CONVERGENTES�฀

Palabras clave�฀APROXIMACI�N�฀TENDENCIA�฀L¤MITE�฀APROXIMACI�N฀�PTIMA�฀COORDINACI�N

ABSTRACT

A research focused on the understanding of the concept of finite limit of a function at a point 

in prospective secondary teachers of mathematics is presented. It is determined the type of con-

ceptualization (intuitive, optimal approximation, metric) of limit, related to their understanding, 

that they could transmit to their students. Finally, it is found that among the intuitive and metric 

coordination of the approximations of the values of the independent variable and their images, 

it appears a numerical coordination linked to a table of convergent values.
Keywords: approximation, tendency, limit, optimal approximation, coordination

Arce, M., Conejo, L., Ortega, T�฀Y฀Pecharromán�฀#�฀�����	�฀#ONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀DEL฀
CONCEPTO฀DE฀L¤MITE฀EN฀ALUMNOS฀DEL฀-ÕSTER฀DE฀3ECUNDARIA฀�-ATEMÕTICAS	�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀
,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor 

Luis Rico �PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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Planteamiento inicial

%N฀NUESTRA฀EXPERIENCIA฀COMO฀DOCENTES฀HEMOS฀OBSERVADO฀LA฀DIFICULTAD฀DEL฀CONCEPTO฀
DE฀L¤MITE฀PARA฀LOS฀ALUMNOS฀Y฀C�MO฀LO฀OLVIDABAN฀FÕCILMENTE�฀9A฀EN฀LOS฀A¶OS฀���฀UNO฀DE฀
LOS฀AUTORES฀ESCRIBI�฀UN฀PROGRAMA฀DE฀ORDENADOR฀PARA฀AYUDARLOS฀A฀COMPRENDER฀EL฀CONCEPTO�฀
%STE฀PROGRAMA฀DE฀ORDENADOR฀GENERABA฀UNA฀TABLA฀DE฀APROXIMACIONES฀NUM£RICAS฀QUE฀SUR

G¤AN฀AL฀EVALUAR฀FUNCIONES฀�DE฀UNO฀O฀DOS฀CRITERIOS�฀QUE฀SE฀INTRODUC¤AN฀A฀VOLUNTAD	฀EN฀EL฀
ENTORNO฀DEL฀PUNTO฀EN฀EL฀QUE฀SE฀ESTUDIABA฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀L¤MITE฀Y�฀A฀PARTIR฀DE฀ESTA฀TABLA�฀
LOS฀ALUMNOS฀DEB¤AN฀ENCONTRAR฀EL฀VALOR฀DE฀ >0 a partir de un ��฀DADO฀QUE฀CUMPLIERA฀LA฀
DEFINICI�N฀M£TRICA฀DE฀L¤MITE฀EN฀LOS฀VALORES฀DE฀LA฀TABLA฀GENERADA฀�SE฀TRATABA฀DE฀ESTABLECER฀LO฀
QUE฀#OTTRILL�฀$UBINSKY�฀�฀.ICHOLLS฀�����	฀POSTERIORMENTE฀DENOMINARON฀COORDINACIONES	�
,AMENTABLEMENTE�฀EL฀FEN�MENO฀DEL฀OLVIDO�฀COMO฀HEMOS฀COMPROBADO฀EN฀REPETIDAS฀

OCASIONES฀Y฀LO฀AVALA฀EL฀TRABAJO฀DE฀"LÕZQUEZ�฀'ATICA฀Y฀/RTEGA฀�����	�฀TAMBI£N฀ES฀COM¢N฀EN฀
LOS฀ALUMNOS฀UNIVERSITARIOS฀DE฀#IENCIAS฀�MATEMÕTICAS�฀F¤SICAS�฀INGENIER¤AS�฀ARQUITECTURA	�฀
Y฀POCOS฀ALUMNOS฀QUE฀CURSAN฀ESTOS฀ESTUDIOS฀SON฀CAPACES฀DE฀ESCRIBIR฀UNA฀DEFINICI�N฀DEL฀
concepto si ha pasado cierto tiempo desde su estudio.

Desde hace unos cuantos años se han prodigado numerosísimas investigaciones 
SOBRE฀EL฀CONCEPTO฀DE฀L¤MITE฀TANTO฀EN฀%SPA¶A฀COMO฀EN฀EL฀EXTRANJERO�฀QUE฀NO฀VOY฀A฀CITAR฀
POR฀SER฀SOBRADAMENTE฀CONOCIDAS�฀Y฀QUE฀APARECEN฀BIEN฀REFERENCIADAS฀EN฀LA฀TESIS฀DOCTORAL฀
DE฀&ERNÕNDEZ
0LAZA฀�����	�฀!QU¤฀SE฀PRESENTA฀UNA฀INVESTIGACI�N฀REALIZADA฀CON฀ALUMNOS฀
DEL฀MASTER฀DE฀3ECUNDARIA฀EN฀LA฀QUE฀SE฀ANALIZA฀EL฀NIVEL฀DE฀COORDINACI�N฀QUE฀ALCANZAN฀LOS฀
ALUMNOS฀ENTRE฀LAS฀VARIABLES฀DEPENDIENTE฀E฀INDEPENDIENTE฀Y฀EL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀
PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀QUE฀POSEEN฀SOBRE฀DICHO฀CONCEPTO

Marco teórico y objetivos

4ANTO฀#OTTRILL฀ET฀AL�฀�����	฀COMO฀6ALLS�฀0ONS฀Y฀,LINARES฀�����	�฀APLICANDO฀EL฀MARCO฀
!0/%�฀A฀PARTIR฀DE฀UNA฀DESCOMPOSICI�N฀GEN£TICA฀DEL฀CONCEPTO�฀CONSIDERAN฀QUE฀LA฀FUNCI�N฀
ES฀LA฀QUE฀ORGANIZA฀LA฀COORDINACI�N฀ENTRE฀LAS฀APROXIMACIONES฀DE฀LA฀VARIABLE฀INDEPENDIENTE฀
Y฀LOS฀VALORES฀DE฀LA฀FUNCI�N�฀PONIENDO฀EN฀JUEGO฀EL฀TIPO฀DE฀DEFINICI�N฀DEL฀CONCEPTO฀QUE฀
SE฀CONSIDERE�฀,A฀APRECIACI�N฀DEL฀NIVEL฀DE฀LA฀COORDINACI�N฀DE฀LAS฀APROXIMACIONES฀ES฀LA฀
QUE฀MARCA฀LA฀COMPRENSI�N฀DEL฀CONCEPTO฀DE฀L¤MITE฀POR฀LOS฀ALUMNOS�฀#OTTRILL฀ET฀AL�฀TRATAN฀
DE฀ESTABLECER฀ESTA฀COORDINACI�N฀A฀TRAV£S฀DE฀LA฀DEFINICI�N฀M£TRICA฀Y฀CONCLUYEN฀QUE฀S�LO฀
LA฀LOGRAN฀ALGUNOS฀ALUMNOS�฀6ALLS฀ET฀AL�฀NO฀ANALIZAN฀MÕS฀ALLÕ฀DE฀LA฀COORDINACI�N฀DE฀LAS฀
APROXIMACIONES฀DE฀LAS฀VARIABLES฀INDEPENDIENTE฀Y฀DEPENDIENTE�
0OR฀OTRA฀PARTE�฀DESPU£S฀DE฀QUE฀3HULMAN฀�����	฀CONSIDERARA฀TRES฀GRANDES฀COMPO


NENTES฀SOBRE฀CONOCIMIENTO฀PROFESIONAL฀DEL฀PROFESOR฀�#ONOCIMIENTO฀DEL฀#ONTENIDO�฀
#ONOCIMIENTO฀$IDÕCTICO฀DEL฀#ONTENIDO฀Y฀#ONOCIMIENTO฀#URRICULAR	�฀VARIOS฀AUTORES฀HAN฀
DESARROLLADO฀ESTA฀TEOR¤A�฀%NTRE฀ELLOS฀DESTACAN฀"ALL�฀4HAMES฀Y฀0HELPS฀�����	�฀QUIENES฀
PROPUSIERON฀UN฀MODELO฀QUE฀LLAMARON฀Conocimiento Matemático para la Enseñanza 
�-+4	฀QUE฀CONSIDERA฀ TRES฀SUBDOMINIOS฀DEL฀#ONOCIMIENTO฀DEL฀#ONTENIDO฀DE฀3HUL

man: Conocimiento Común del Contenido, Conocimiento Especializado del Contenido 
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Y฀Conocimiento sobre el Horizonte Matemático. Posteriormente, Rowland, Turner, 
4HWAITES�฀�฀(UCKSTEP฀�����	฀INTERPRETAN฀EL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀CONTENIDO฀DE฀3HULMAN฀
como un conocimiento contextualizado en acciones฀Y�฀POR฀TERMINAR�฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀
DE฀(UELVA�฀#ARRILLO�฀#ONTRERAS�฀#LIMENT�฀%SCUDERO
¸VILA�฀&LORES
-EDRANO฀Y฀-ONTES฀
�����	�฀DESARROLLAN฀LOS฀MODELOS฀ANTERIORES฀Y฀PROPONEN฀EL฀#ONOCIMIENTO฀%SPECIALIZADO฀
DEL฀0ROFESOR฀DE฀-ATEMÕTICAS฀�-43+	฀EN฀EL฀QUE฀SOBRE฀EL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀CONTENIDO฀
destaca el Conocimiento de la estructura de las matemáticas (KSM). Para el análisis 
QUE฀SE฀REALIZA฀EN฀ESTE฀TRABAJO฀ES฀SUFICIENTE฀CONSIDERAR฀DOS฀DE฀LOS฀SUBDOMINIOS฀DEL฀-+4�฀
el Conocimiento Común del Contenido �CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀QUE฀HA฀ALCANZADO฀
CUALQUIER฀GRADUADO฀CON฀SUFICIENTES฀ESTUDIOS฀EN฀MATEMÕTICAS฀Y�฀COMO฀PROFESOR�฀EL฀CONO

CIMIENTO฀QUE฀NECESITA฀SABER฀PARA฀TRANSMITIR฀EL฀CONTENIDO฀QUE฀ENSE¶A	฀EL฀Conocimiento 

Especializado del Contenido �CONOCIMIENTOS฀Y฀HABILIDADES฀PROPIAS฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA�฀z0OR฀
QU£��฀EJEMPLOS�฀RELACIONES�฀EXPLICACIONES�฀ELECCIONES�฀EVALUACIONES�x	฀Y฀LA฀ESTRUCTURA฀
del concepto.
%NTRE฀LOS฀DOS฀PLANTEAMIENTOS฀CONSIDERADOS฀CABE฀UN฀TERCERO฀QUE฀ESTÕ฀LIGADO฀A฀LA฀DEFI


NICI�N฀DE฀L¤MITE฀COMO฀APROXIMACI�N฀�PTIMA�฀Y฀QUE฀CONSISTE฀EN฀ESTABLECER฀LA฀DEPENDENCIA฀
DE฀LA฀APROXIMACI�N�฀H�฀DE฀LA฀VARIABLE฀INDEPENDIENTE฀EN฀UN฀PUNTO�฀x=a�฀CUANDO฀SE฀FIJA฀
UNA฀APROXIMACI�N฀ARBITRARIA�฀K,฀DEL฀L¤MITE฀DE฀LA฀FUNCI�N฀EN฀DICHO฀PUNTO�฀0RECISAMENTE�฀
EL฀PRIMER฀OBJETIVO฀DE฀ESTA฀INVESTIGACI�N฀CONSISTE฀EN฀AVERIGUAR฀SI฀LOS฀ALUMNOS฀DEL฀MÕS

TER฀DE฀SECUNDARIA฀�M�DULO฀DE฀MATEMÕTICAS	฀SON฀CAPACES฀DE฀ESTABLECER฀COORDINACIONES฀
ENTRE฀LAS฀VARIABLES฀OPTIMIZANDO฀Y฀CONTROLANDO฀LAS฀APROXIMACIONES�฀5N฀SEGUNDO฀OBJETIVO฀
CONSISTE฀EN฀AVERIGUAR฀CUÕL฀ES฀LA฀COMPRENSI�N฀DEL฀CONCEPTO฀DE฀L¤MITE฀FUNCIONAL฀FINITO฀EN฀
UN฀PUNTO฀QUE฀MUESTRAN฀LOS฀FUTUROS฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS�฀Y฀QUE฀PODR¤AN฀TRANSMITIR฀
A฀SUS฀ALUMNOS฀DE฀BACHILLERATO�฀Y฀DETERMINAR฀QU£฀TIPO฀DE฀CONCEPTUALIZACI�N฀�INTUITIVA�฀
APROXIMACI�N฀�PTIMA�฀M£TRICA	฀ESTÕ฀ASOCIADA฀A฀SU฀COMPRENSI�N�

Metodología

%L฀TRABAJO฀QUE฀SE฀PRESENTA฀ES฀DE฀TIPO฀PRÕCTICO฀Y฀EN฀£L฀SE฀DESCRIBE฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀LAS฀
RESPUESTAS฀QUE฀HAN฀DADO฀LOS฀��฀ALUMNOS฀DEL฀-ÕSTER฀DE฀3ECUNDARIA฀DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀
DE฀6ALLADOLID฀��฀ARQUITECTOS�฀�฀INGENIEROS฀Y฀�฀MATEMÕTICOS	�฀QUE฀YA฀HAB¤AN฀COMPLETADO฀
SU฀FORMACI�N฀MATEMÕTICA฀DEL฀GRADO฀Y฀DEL฀MÕSTER฀�S�LO฀LES฀FALTABA฀CURSAR฀LAS฀ASIGNATURAS฀
DE฀)NNOVACI�N฀$OCENTE฀EN฀-ATEMÕTICAS฀E฀)NICIACI�N฀A฀LA฀)NVESTIGACI�N฀%DUCATIVA฀EN฀
-ATEMÕTICAS	�฀3E฀HA฀APLICADO฀UNA฀METODOLOG¤A฀DE฀DISE¶O฀�"AKKER฀�฀6AN฀%ERDE�฀����	�฀
refinando el diseño a lo largo de las siguientes fases:

1.  3E฀PARTE฀DE฀DOS฀CUESTIONES฀PREVIAS�฀EN฀LA฀PRIMERA฀DEB¤AN฀ESCRIBIR฀LA฀DElNICI�N฀
DEL฀CONCEPTO฀DE฀L¤MITE฀QUE฀RECORDABAN�฀EN฀LA฀SEGUNDA฀SE฀LES฀PIDI�฀QUE฀RESPON

DIERAN฀SI฀UNA฀SUCESI�N฀MON�TONA฀CRECIENTE฀SE฀APROXIMABA฀A฀�����฀%N฀ESTA฀FASE฀
SE฀LES฀ENTREG�฀UN฀CUADERNILLO฀AUTOFORMATIVO฀DE฀TRABAJO฀QUE฀CUMPLIMENTARON฀
FUERA฀DEL฀AULA฀Y฀DEL฀QUE฀SE฀ANALIZARON฀SUS฀RESPUESTAS�฀%NTRE฀OTROS฀OBJETIVOS�฀SE฀
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BUSCABA฀QUE฀REmEXIONARAN฀SOBRE฀QU£฀DElNICI�N฀DE฀L¤MITE�฀DE฀TODAS฀LAS฀REmEJA

DAS�฀ERA฀LA฀MÕS฀ADECUADA฀PARA฀LA฀DOCENCIA฀EN฀BACHILLERATO�

2.  3E฀GRAB�฀EN฀V¤DEO฀EL฀DEBATE฀QUE฀ SE฀ ESTABLECI�฀ SOBRE฀ LAS฀ RESPUESTAS฀QUE฀ LOS฀
ALUMNOS฀ESCRIBIERON฀EN฀EL฀CUADERNILLO฀DE฀ TRABAJO�฀%STE฀DEBATE�฀QUE฀ TAMBI£N฀
TUVO฀CARÕCTER฀FORMATIVO�฀FUE฀TRANSCRITO฀Y฀ANALIZADO�

3.  ,OS฀ ALUMNOS฀ CUMPLIMENTARON฀ UNA฀ NUEVA฀ VERSI�N฀ RElNADA฀ DEL฀ CUADERNILLO฀
DE฀TRABAJO�฀DONDE฀SE฀REFORMULARON฀ALGUNAS฀CUESTIONES฀Y฀SE฀INCLUYERON฀OTRAS�฀
DESTACAN฀LA฀��฀Y฀LA฀��฀QUE฀SE฀INCLUYEN฀PARA฀ANALIZAR฀LA฀APLICABILIDAD฀Y฀LAS฀COOR

DINACIONES฀A฀TRAV£S฀DE฀TABLAS฀NUM£RICAS�฀

Desarrollo de la investigación

,OS฀DOS฀CUADERNILLOS฀DE฀TRABAJO฀ANALIZADOS฀CONSTITU¤AN�฀EN฀S¤฀MISMOS�฀TEXTOS฀DE฀
APRENDIZAJE฀REFLEXIVO�฀YA฀QUE฀AL฀AVANZAR฀EN฀SU฀CUMPLIMENTACI�N฀LOS฀ALUMNOS฀TEN¤AN฀
QUE฀REFLEXIONAR฀SOBRE฀LOS฀CONTENIDOS฀QUE฀IBAN฀PRESENTÕNDOSE฀EN฀LOS฀¤TEMS�฀!PARTE฀DEL฀
ANÕLISIS฀REALIZADO฀SOBRE฀LAS฀DOS฀CUESTIONES฀PREVIAS�฀AQU¤฀S�LO฀SE฀PRESENTA฀UN฀RESUMEN฀DE฀
LOS฀ANÕLISIS฀REALIZADOS฀SOBRE฀�฀¤TEMS฀DEL฀PRIMER฀CUADERNILLO฀Y฀�฀¤TEMS฀DEL฀SEGUNDO�฀#ON฀
ELLOS฀SE฀TRAT�฀DE฀AVERIGUAR฀LA฀FAMILIARIDAD฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀CON฀LAS฀DIFERENTES฀DEFINICIONES฀
Y฀LA฀FACILIDAD฀QUE฀PERCIBEN�฀QU£฀DEFINICI�N฀CREEN฀QUE฀SE฀DEBE฀UTILIZAR฀EN฀BACHILLERATO฀Y฀
LA฀COORDINACI�N฀NUM£RICA�฀

Respuestas a las preguntas previas

1.  ,A฀MAYOR฀PARTE฀DE฀LOS฀��฀ALUMNOS฀RESPONDIERON฀QUE฀2-1/n, n=1, 2,… es una 
SUCESI�N฀QUE฀SE฀APROXIMA฀A฀2฀Y฀QUE฀TIENDE฀A฀2�฀PERO฀TODOS฀AlRMARON฀QUE฀NO฀SE฀
APROXIMA฀A฀1000.

2.  .ING¢N฀ALUMNO฀ESCRIBI�฀UNA฀DElNICI�N฀CORRECTA฀DE฀ L¤MITE�฀,A฀MÕS฀ACERTADA฀
es ésta:

Figura 1. Definición dada por un alumno del grado de matemáticas.

4ODOS฀LOS฀ALUMNOS฀DEL฀MÕSTER฀IDENTIFICARON฀APROXIMACI�N฀CON฀TENDENCIA�฀Y฀TODAS฀
LAS฀DEFINICIONES฀QUE฀ESCRIBIERON฀DEL฀CONCEPTO฀DE฀L¤MITE฀SE฀QUEDAN฀EN฀UNA฀CONCEPCI�N฀
INTUITIVA�฀3E฀ESTABLECI�฀UN฀DEBATE฀PREVIO฀AL฀PRIMER฀CUADERNILLO฀DE฀TRABAJO฀PARA฀DISCRIMINAR฀
APROXIMACI�N฀Y฀TENDENCIA�฀Y฀REFLEXIONAR฀SOBRE฀LA฀NO฀VALIDEZ฀DE฀LA฀DEFINICI�N฀INTUITIVA�฀%L฀
CUADERNILLO�฀QUE฀NOS฀AYUDA฀A฀ANALIZAR฀EL฀GRADO฀DE฀COMPRENSI�N฀DEL฀CONCEPTO฀QUE฀POSEEN฀
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LOS฀ALUMNOS�฀PARTE฀DE฀LOS฀CONCEPTOS฀DE฀APROXIMACI�N฀Y฀TENDENCIA�฀Y฀DE฀LAS฀FORMULACIO

NES฀DEL฀CONCEPTO฀DE฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀SUCESI�N�฀0OSTERIORMENTE�฀SE฀LES฀PLANTEAN฀LAS฀
siguientes definiciones de límite funcional finito en un punto:

I.  ,A฀FUNCI�N฀f tiende hacia el límite L en a฀SIGNIlCA�฀PARA฀TODO฀ ��฀EXISTE฀ALG¢N฀
��฀TAL฀QUE�฀PARA฀TODO฀X�฀SI฀��\X
A\� �฀ENTONCES฀\F�X	
,\� . 

II.  ,A฀FUNCI�N฀f tiende hacia el límite L en a฀SIGNIlCA�฀PARA฀TODO฀ ��฀EXISTE฀ALG¢N฀
��฀TAL฀QUE฀PARA฀TODO฀X฀DE฀�A
 �฀A� 	
฀SE฀VERIlCA฀QUE฀F�X	 �,
 �฀,� 	�

III.  L฀ES฀EL฀L¤MITE฀DE฀LA฀FUNCI�N฀f en el punto a�฀Y฀SE฀ESCRIBE฀L¤MX aF�X	�,฀�SE฀LEE฀
L¤MITE฀DE฀F�X	฀CUANDO฀X฀TIENDE฀A฀A฀ES฀,	�฀SI�฀Y฀SOLO฀SI�฀CUANDO฀X฀TIENDE฀A฀A�฀
SIENDO฀X฀DISTINTO฀DE฀A�฀SUS฀IMÕGENES�฀F�X	�฀TIENDEN฀A฀,�

IV.  %L฀N¢MERO฀L฀ES฀EL฀L¤MITE฀DE฀LA฀FUNCI�N฀f en el punto a�฀Y฀SE฀ESCRIBE฀L¤MX aF�X	�,�฀
SI�฀Y฀SOLO฀SI�฀PARA฀CUALQUIER฀APROXIMACI�N฀+฀DE฀,฀�DISTINTA฀DE฀,	฀EXISTE฀OTRA฀
APROXIMACI�N฀(฀DE฀A฀�DISTINTA฀DE฀A	฀TAL฀QUE฀LAS฀IMÕGENES�฀F�X	�฀DE฀TODOS฀LOS฀
PUNTOS�฀DISTINTOS฀DE฀A�฀QUE฀MEJORAN฀ESTA฀APROXIMACI�N�฀(฀DE฀A�฀MEJORAN฀ LA฀
APROXIMACI�N฀+฀DE฀,

V.  %L฀N¢MERO฀L฀ES฀EL฀L¤MITE฀DE฀LA฀FUNCI�N฀f en el punto a�฀Y฀SE฀ESCRIBE฀L¤MX aF�X	�,�฀
SI�฀Y฀SOLO�฀SI฀PARA฀CUALQUIER฀APROXIMACI�N฀+฀DE฀,฀�DISTINTA฀DE฀,	฀EXISTE฀UN฀
ENTORNO฀REDUCIDO฀DE฀A฀TAL฀QUE฀LAS฀IMÕGENES฀DE฀TODOS฀SUS฀PUNTOS฀MEJORAN฀LA฀
APROXIMACI�N฀+฀DE฀,�

VI.  %L฀N¢MERO฀L฀ES฀EL฀L¤MITE฀DE฀LA฀FUNCI�N฀f en el punto a�฀Y฀SE฀ESCRIBE฀L¤MX aF�X	�,�฀
SI�฀Y฀SOLO฀SI�฀PARA฀TODA฀SUCESI�N฀[Xn]฀CON฀L¤MITE฀A�฀LA฀SUCESI�N฀DE฀SUS฀IMÕGE

NES�฀[F�Xn	]�฀TIENE฀L¤MITE฀,�

VII.  %L฀N¢MERO฀L฀ES฀EL฀L¤MITE฀DE฀LA฀FUNCI�N฀f en el punto a�฀Y฀SE฀ESCRIBE฀L¤MX aF�X	�,�฀
SI�฀Y฀SOLO฀SI�฀L¤MX a
F�X	�฀L¤MX a�F�X	�,

3OBRE฀ELLAS฀SE฀LES฀PREGUNT�฀POR฀SU฀FAMILIARIDAD฀PARA฀ELLOS�฀SU฀EQUIVALENCIA�฀SU฀VERA

CIDAD฀O฀FALSEDAD฀Y฀CUÕLES฀CONSIDERABAN฀MÕS฀APROPIADAS฀PARA฀LA฀DOCENCIA฀EN฀BACHILLERATO�฀
,AS฀DEFINICIONES฀CONSIDERADAS฀MÕS฀FAMILIARES฀FUERON฀)฀Y฀))�฀Y฀LAS฀MENOS฀)))�฀)6฀Y฀6�฀
CURIOSAMENTE฀LAS฀MÕS฀PARECIDAS฀A฀SUS฀DEFINICIONES฀EN฀LA฀CUESTI�N฀PREVIA�฀,OS฀MATEMÕ

TICOS฀E฀INGENIEROS฀MARCAN฀UN฀MAYOR฀N¢MERO฀DE฀DEFINICIONES฀COMO฀FAMILIARES�฀3OBRE฀SU฀
EQUIVALENCIA฀Y฀SU฀VERACIDAD฀O฀FALSEDAD�฀�฀ALUMNOS฀NO฀RESPONDIERON฀NADA�฀�฀ALUMNOS฀
RESALTARON฀LA฀VERACIDAD฀DE฀TODAS฀ELLAS�฀INDICANDO฀�฀DE฀ELLOS฀QUE฀iES฀REESCRIBIR฀LO฀MISMO฀
CON฀OTRAS฀PALABRASw฀Y฀�฀ALUMNOS฀INDICAN฀QUE฀LA฀6))฀ES฀UNA฀PROPIEDAD�฀NO฀UNA฀DEFINICI�N�฀
!DEMÕS�฀UN฀ALUMNO฀INDICA฀LA฀EQUIVALENCIA฀DE฀LAS฀CINCO฀PRIMERAS�฀DOS฀CONSIDERAN฀QUE฀)฀
ES฀EQUIVALENTE฀A฀))�฀Y฀)6฀A฀6�฀Y฀PARA฀OTROS฀�฀S�LO฀SON฀EQUIVALENTES฀LAS฀DOS฀PRIMERAS�฀,AS฀
DEFINICIONES฀QUE฀MARCAN฀COMO฀MÕS฀APROPIADAS฀PARA฀LA฀DOCENCIA฀DE฀BACHILLERATO�฀POR฀
ESTE฀ORDEN�฀SON�฀)))�฀)6�฀6�฀6)�฀)�฀))฀Y฀6))�฀FIJÕNDOSE฀PARA฀ELLO฀EN฀SU฀CARÕCTER฀INTUITIVO฀Y฀
SU฀MAYOR฀CLARIDAD฀Y฀SENCILLEZ�฀
!DEMÕS�฀EN฀EL฀¤TEM฀QUE฀PED¤A฀DEMOSTRAR฀QUE฀SI฀EL฀L¤MITE฀DE฀UNA฀FUNCI�N฀EN฀X�A฀ES฀

POSITIVO�฀DICHA฀FUNCI�N฀ES฀POSITIVA฀EN฀UN฀ENTORNO฀REDUCIDO฀DE฀X�A�฀DOS฀ALUMNOS฀LO฀REALIZAN฀
APLICANDO฀LA฀DEFINICI�N฀6฀�&IGURA฀�	�฀�฀INTENTAN฀APLICAR฀LA฀DEFINICI�N฀)฀�&IGURA฀�	�฀PERO฀
S�LO฀UNO฀LO฀HACE฀BIEN�฀�฀LO฀INTENTAN�฀PERO฀NO฀ESCRIBEN฀NADA฀BIEN฀Y฀�฀LO฀DEJAN฀EN฀BLANCO�฀



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA204

Figura 2. Intento de demostración aplicando la definición métrica (I).

Figura 3. Demostración aplicando la definición como aproximación óptima (V).

%L฀ANÕLISIS฀DE฀LAS฀RESPUESTAS฀DEL฀CUADERNILLO฀Y฀DEL฀DEBATE฀POSTERIOR฀PUSO฀DE฀MANIFIESTO฀
QUE฀LOS฀ALUMNOS฀SE฀HAN฀IDO฀AFIANZANDO฀EN฀LOS฀CONCEPTOS฀DE฀APROXIMACI�N�฀TENDENCIA฀Y฀
L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀FUNCI�N฀EN฀UN฀PUNTO�฀.O฀SE฀HAN฀ENCONTRADO฀DIFERENCIAS฀SUSTANCIALES฀
ENTRE฀LAS฀RESPUESTAS฀DE฀LOS฀GRADUADOS฀EN฀MATEMÕTICAS�฀INGENIER¤A฀Y฀ARQUITECTURA�฀TODAS฀
ellas caracterizadas por su alto grado de deficiencia. Los alumnos fracasan al utilizar 
LAS฀DEFINICIONES฀MÕS฀FAMILIARES฀PARA฀ELLOS฀�LAS฀M£TRICAS	�฀INTERPRETANDO฀LA฀EQUIVALENCIA฀
ENTRE฀DEFINICIONES฀MÕS฀POR฀SU฀FORMA฀QUE฀POR฀SU฀SIGNIFICADO�฀3�LO฀���฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀
considera correctas las definiciones presentadas. En suma, poseen un conocimiento 
COM¢N฀BASTANTE฀DEFICIENTE฀Y฀ESTÕN฀MUY฀LEJOS฀DE฀POSEER฀UN฀CONOCIMIENTO฀ESPECIALIZADO฀
SOBRE฀EL฀CONCEPTO฀Y฀SU฀ESTRUCTURA�฀%L฀DEBATE฀POSTERIOR฀TUVO฀UN฀CARÕCTER฀FORMATIVO�฀DADO฀
QUE฀SE฀FUERON฀ANALIZANDO฀CON฀ELLOS฀LAS฀RESPUESTAS฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀HAB¤AN฀ESCRITO฀EN฀EL฀
PRIMER฀CUADERNILLO�฀Y฀CORRIGIENDO฀DE฀FORMA฀EXPLICATIVA฀LAS฀RESPUESTAS฀ERR�NEAS�฀COMO฀
PONE฀DE฀MANIFIESTO฀LA฀SIGUIENTE฀TRANSCRIPCI�N�฀SOBRE฀LA฀IDEA฀DE฀TENDENCIA�฀

P: (AB£IS฀ESCRITO฀QUE฀+ L ฀1�+�,�฀z1U£฀ESTÕ฀MAL฀PUESTO฀AH¤�฀z1U£฀ES฀+�
A: 5NA฀APROXIMACI�N฀DE฀,�
P: 5N฀N¢MERO�฀zNO�
A: Sí.
P: Vale. 
A: #LARO�฀NO฀TIENE฀POR฀QU£฀SER฀CIERTO�
P: 0ERO�฀zCUÕL฀NO฀TIENE฀POR฀QU£฀SER฀CIERTO�
A: 1UE฀1฀�+�,�
P: 3I฀ESCRIBIMOS฀+ ,�฀zTIENE฀SENTIDO฀ESO�
A: No.
P: +฀ES฀UNA฀CONSTANTE฀FIJA�฀zNO�
A: "UENO฀CLARO�฀TAMBI£N฀PODR¤AMOS฀TENER฀,�+�
P: "UENO�฀BIEN�฀$EJEMOS฀LA฀DESIGUALDAD฀POR฀AHORA�฀VEAMOS฀QU£฀SIGNIFICA฀+ L.
A: Sí.
P: z1U£�
(ABLAN฀ENTRE฀S¤฀LAS฀�฀ALUMNAS฀DEL฀GRUPO�
A: 1UE฀+฀ES฀UN฀N¢MERO�
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P: 0UES฀SI฀+฀ES฀UN฀N¢MERO฀NO฀PUEDE฀TENER฀TENDENCIA�
Todos los alumnos: Claro, claro.
P: z4IENE฀SENTIDO฀DECIR฀QUE฀� ��
Todos: .O�฀CLARO�฀NO�x
4RAS฀ESTE฀DEBATE฀SE฀DISE¶�฀UN฀NUEVO฀CUADERNILLO฀EN฀EL฀QUE฀SE฀INCLUYERON฀LOS฀DOS฀¤TEMS�฀

CUYO฀ENUNCIADO฀Y฀RESUMEN฀DEL฀ANÕLISIS฀DE฀SUS฀RESPUESTAS฀SE฀PRESENTA฀A฀CONTINUACI�N�
ÙTEM฀���฀$EMUESTRA฀QUE฀SI฀límx af(x)฀ES฀POSITIVO฀EXISTE฀UN฀ENTORNO฀REDUCIDO฀DE฀a 

EN฀EL฀QUE฀f(x)>0.
ÙTEM฀���฀#ONSTRUYE฀TRES฀TABLAS฀NUM£RICAS฀CON฀'EO'EBRA฀QUE฀ILUSTREN฀LA฀CONVERGENCIA฀

Y฀DETERMINA฀SOBRE฀ELLAS฀LA฀APROXIMACI�N฀(฀DE฀A฀�( A	฀PARA฀UNA฀APROXIMACI�N฀+฀DE฀,฀
DADA฀�+ ,	฀EN฀LOS฀VALORES฀DE฀LA฀TABLA�฀!DJUNTA฀LOS฀FICHEROS฀DE฀'EO'EBRA�
,OS฀ALUMNOS฀ARQUITECTOS฀SE฀CODIFICAN฀CON฀!I�฀LOS฀INGENIEROS฀CON฀)J฀Y฀LOS฀MATEMÕ


TICOS฀CON฀-K฀�I�฀J�฀K฀SON฀ENTEROS฀ENTRE฀�฀Y฀�	�฀3US฀RESPUESTAS฀PERMITEN฀APRECIAR฀QUE฀LOS฀
ALUMNOS฀HAN฀EVOLUCIONADO฀EN฀LA฀OPINI�N฀SOBRE฀LA฀CREENCIA฀ACERCA฀DE฀QU£฀DEFINICI�N฀ES฀
LA฀MÕS฀APROPIADA฀EN฀"ACHILLERATO�฀!HORA�฀POR฀ESTE฀ORDEN�฀CREEN฀QUE฀LA฀DEFINICI�N฀MÕS฀
ADECUADA฀ES�฀6�฀)�฀))�฀)6�฀6))฀Y฀)))�฀3IN฀EMBARGO฀LAS฀RAZONES฀QUE฀JUSTIFICAN฀SUS฀ELECCIONES฀
SON฀MUY฀DIFERENTES�฀0ARA฀!��฀LA฀DEFINICI�N฀6฀PORQUE฀ES฀UNA฀DEFINICI�N฀RIGUROSA฀EXENTA฀
DE฀FORMALISMO�฀!��฀-�฀Y฀-�฀ESCRIBEN฀ALGO฀SIMILAR�฀0ARA฀!��฀LA฀))฀ES฀LA฀MÕS฀SENCILLA฀DE฀
comprender. Este mismo argumento utiliza I1 para la VII e I4 para la I, añadiendo ade

MÕS฀QUE฀iES฀LA฀MÕS฀CORTAw�฀0ARA฀)��฀LA฀)฀PORQUE฀ES฀LA฀MÕS฀FORMAL�฀0ARA฀-�฀LA฀))฀PORQUE฀
SE฀PUEDE฀DIBUJAR฀BIENx
2ESPECTO฀DEL฀¤TEM฀���฀CASI฀TODOS฀LOS฀ALUMNOS฀QUE฀CONTESTAN฀SALVO฀DOS฀�!�฀Y฀!�	�฀

UTILIZAN฀LA฀DEFINICI�N฀6�฀%N฀ESTAS฀RESPUESTAS฀DISTINGUIMOS฀CUATRO฀NIVELES�
.IVEL฀��฀2ESPUESTAS฀CORRECTAS�฀&IJAN฀UNA฀APROXIMACI�N฀+��฀DE฀,฀Y฀DEDUCEN฀QUE฀

EXISTIRÕ฀UN฀ENTORNO฀REDUCIDO฀DE฀A฀TAL฀QUE฀TODAS฀SUS฀IMÕGENES฀F�X	�+���฀!LUMNOS฀)��฀
-�฀Y฀-��
.IVEL฀��฀2ESPUESTAS฀CON฀EL฀ERROR฀DE฀OMISI�N฀+ ��฀!LUMNOS฀)��฀-�฀Y฀-�฀�&IGURA฀�	�฀

Figura 4. Respuesta del alumno M2.

.IVEL฀��฀2ESPUESTA฀QUE฀NO฀LLEGA฀AL฀FINAL�฀PORQUE฀USA฀VALORES฀ABSOLUTOS฀�QUE฀SON฀
INNECESARIOS	฀Y฀SE฀PIERDE฀EN฀EL฀SIMBOLISMO�฀!LUMNO฀!��฀
.IVEL฀��฀2ESPUESTAS฀QUE฀MEZCLAN฀LAS฀DEFINICIONES฀)฀Y฀6�฀Y฀NO฀LLEGAN฀A฀ESTABLECER฀EL฀

resultado. Alumnos A4, I2 e I3. Concretamente, el alumno A4, como se aprecia en la 
&IGURA฀��฀ESCRIBE฀+฀Y฀ ฀SIN฀RELACI�N฀ALGUNA�
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Figura 5. Respuesta del alumno A4.

3OBRE฀EL฀¤TEM฀���฀APARTE฀DE฀UNA฀RESPUESTA฀EN฀BLANCO฀Y฀OTRAS฀DOS฀SIN฀SENTIDO�฀SE฀PRO

DUCEN฀TRES฀TIPOS฀DE฀RESPUESTA฀QUE฀DAN฀SENTIDO฀A฀LAS฀COORDINACIONES฀NUM£RICAS�
��฀2ESPUESTAS฀QUE฀S�LO฀REPRODUCEN฀APROXIMACIONES฀NUM£RICAS฀DE฀AMBAS฀VARIABLES�฀

%STOS฀ALUMNOS฀SE฀QUEDAN฀EN฀LAS฀COORDINACIONES฀SE¶ALADAS฀POR฀6ALLS฀et al. �����	�
��฀,OS฀ALUMNOS฀QUE฀GENERAN฀UNA฀TABLA฀DE฀APROXIMACIONES฀NUM£RICAS฀AL฀PUNTO฀Y฀

AL฀L¤MITE฀Y฀CALCULAN฀VARIAS฀APROXIMACIONES฀DE฀(฀Y฀+�฀PERO฀NO฀ESTABLECEN฀QUE฀PARA฀UNA฀
APROXIMACI�N฀ARBITRARIA฀+฀DE฀,฀SE฀DEBA฀ENCONTRAR฀UN฀ENTORNO฀REDUCIDO฀DE฀A฀TAL฀QUE฀TODAS฀
LAS฀IMÕGENES฀DE฀LOS฀PUNTOS฀DE฀ESTE฀ENTORNO฀MEJORAN฀LA฀APROXIMACI�N฀+฀DE฀,�
��฀,A฀MAYOR฀PARTE฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀��฀DE฀��	฀APLICAN฀CORRECTAMENTE฀LA฀DEFINICI�N฀6�฀

CONSTRUYEN฀LA฀TABLA฀DE฀APROXIMACIONES฀Y฀OBTIENEN฀LA฀APROXIMACI�N฀(฀DE฀A฀QUE฀DETERMINA฀
UN฀ENTORNO฀REDUCIDO฀DE฀LA฀VARIABLE฀INDEPENDIENTE฀TAL฀QUE฀TODAS฀SUS฀IMÕGENES฀MEJORAN฀LA฀
APROXIMACI�N฀+฀DE฀,฀PREFIJADA฀EN฀LOS฀VALORES฀DE฀LA฀TABLA�฀%JEMPLO�฀%L฀ALUMNO฀!�฀CON

JETURA฀QUE฀LIMX a฀F�X	���฀!DEMÕS�฀ESCRIBE฀QUE฀para K=3.9, las imágenes de cualquier 

x  (1.9, 2.1) mejoran la aproximación K dada.

Conclusiones

)NICIALMENTE฀LOS฀ALUMNOS฀DEL฀MÕSTER�฀QUE฀YA฀HAB¤AN฀COMPLETADO฀SU฀FORMACI�N฀MATE

MÕTICA�฀NO฀DISCRIMINABAN฀ENTRE฀APROXIMACI�N฀Y฀TENDENCIA�฀3�LO฀ACERTABAN฀A฀REPRODUCIR฀
UNA฀DEFINICI�N฀INTUITIVA฀EN฀T£RMINOS฀DE฀APROXIMACI�N�฀Y฀CASI฀SIEMPRE฀INCOMPLETA฀O฀
ERR�NEA�฀%L฀CARÕCTER฀FORMATIVO฀DEL฀CUADERNILLO฀DE฀TRABAJO฀Y฀EL฀DESARROLLO฀DE฀LOS฀DEBATES฀
LES฀HA฀AFIANZADO฀PROGRESIVAMENTE฀EN฀LA฀DISCRIMINACI�N฀ENTRE฀APROXIMACI�N฀Y฀TENDENCIA฀
Y฀EN฀LA฀INSUFICIENCIA฀DE฀LA฀DEFINICI�N฀INTUITIVA�฀,A฀EVOLUCI�N฀DE฀TODOS฀ELLOS฀ES฀POSITIVA�฀
PERO฀DESIGUAL�฀Y฀SON฀LOS฀ALUMNOS฀DE฀MATEMÕTICAS฀QUIENES฀MÕS฀HAN฀PROGRESADO฀DURANTE฀
el desarrollo de la metodología.

En este estadio formativo, los alumnos del máster han mostrado poseer un cono

CIMIENTO฀COM¢N฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DEL฀CONCEPTO฀DEL฀L¤MITE฀BASTANTE฀DEFICIENTE�฀0ARA฀
VARIOS฀TIENE฀MÕS฀SIGNIFICACI�N฀LA฀FORMA฀QUE฀EL฀CONTENIDO�฀Y฀QUE฀MÕS฀DE฀LA฀MITAD฀CONSI

deren incorrectas algunas de las definiciones de límite presentadas pone de manifiesto 
QUE฀ESTÕN฀MUY฀ALEJADOS฀DEL฀CONOCIMIENTO฀ESPEC¤FICO฀DEL฀CONCEPTO฀Y฀QUE฀NO฀POSEEN฀LA฀
estructura del mismo.
.O฀HAY฀DIFERENCIAS฀SUSTANCIALES฀ENTRE฀LOS฀ALUMNOS฀DE฀LOS฀DISTINTOS฀GRADOS฀Y�฀COMO฀

PONE฀DE฀MANIFIESTO฀LA฀GRABACI�N฀DEL฀DEBATE�฀TIENEN฀OBSTÕCULOS฀TAN฀ARRAIGADOS฀QUE฀ES฀
DIF¤CIL฀QUE฀SE฀PERCATEN฀DE฀SUS฀ERRORES�฀3E฀CONSTATA฀QUE฀UNOS฀Y฀OTROS฀CONCEDEN฀MÕS฀VALOR฀
A฀SUS฀CREENCIAS฀FORMATIVAS฀PASADAS฀QUE฀AL฀RAZONAMIENTO�฀%STO฀SE฀PONE฀DE฀MANIFIESTO฀EN฀
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EL฀CONTRASTE฀ENTRE฀LAS฀CREENCIAS฀SOBRE฀LAS฀DEFINICIONES฀MÕS฀APROPIADAS฀PARA฀TRANSMITIRLAS฀
EN฀"ACHILLERATO฀Y฀LA฀DEFINICI�N฀APLICADA฀PARA฀DAR฀RESPUESTA฀AL฀¤TEM฀���
&INALMENTE�฀LAS฀RESPUESTAS฀DADAS฀POR฀LOS฀ALUMNOS฀AL฀¤TEM฀��฀PONEN฀DE฀MANIFIESTO฀QUE฀

S¤฀QUE฀SE฀PRODUCEN฀COORDINACIONES฀NUM£RICAS฀DE฀LAS฀VARIABLES฀INDEPENDIENTE฀Y฀DEPEN

DIENTE฀ASOCIADAS฀AL฀CONCEPTO฀DEL฀L¤MITE�฀Y฀QUE฀ESTAS฀COORDINACIONES฀PUEDEN฀GARANTIZAR฀
LA฀COMPRENSI�N฀DEL฀CONCEPTO�฀%STO฀SUPONE฀UN฀AVANCE฀RESPECTO฀DE฀LA฀POSICI�N฀DE฀6ALLS฀
ET฀AL�฀�����	฀QUE฀S�LO฀SE฀QUEDAN฀EN฀APROXIMACIONES฀Y฀DE฀LA฀DE฀#OTRILL฀EL฀AL�฀�����	�฀YA฀
QUE฀LA฀DEPENDENCIA฀ � � �฀F�฀A	฀UTILIZANDO฀LA฀DEFINICI�N฀M£TRICA฀SOLO฀PUEDE฀DETERMINARSE฀
EN฀FUNCIONES฀MUY฀SENCILLAS�
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Resumen

%N฀ESTE฀CAP¤TULO฀ABORDAMOS฀DOS฀ASPECTOS฀RELACIONADOS฀CON฀EL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL�฀%N฀
PRIMER฀LUGAR�฀HACEMOS฀UNA฀APROXIMACI�N฀AL฀MARCO฀CONCEPTUAL฀DEL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL�฀#ON

SIDERAMOS฀ESTE฀TIPO฀DE฀PENSAMIENTO฀COMO฀UN฀MODO฀DE฀PENSAMIENTO฀ALGEBRAICO฀DENTRO฀DE฀LA฀
PROPUESTA฀CURRICULAR฀EARLY฀ALGEBRA�฀0ARA฀ESTE฀ENFOQUE�฀LAS฀FUNCIONES฀SON฀EL฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO฀
PROTAGONISTA�฀%N฀ESTE฀MARCO�฀JUSTIFICAMOS฀EL฀INTER£S฀DE฀INVESTIGAR฀SOBRE฀EL฀PENSAMIENTO฀FUNCIO

NAL฀EN฀LAS฀PRIMERAS฀EDADES฀Y฀PARTICULARIZAMOS฀EL฀INTER£S฀AL฀CASO฀DE฀%SPA¶A�฀%N฀SEGUNDO฀LUGAR�฀
PRESENTAMOS฀Y฀DESCRIBIMOS฀LOS฀PRINCIPALES฀ESTUDIOS฀DESARROLLADOS฀SOBRE฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀
EN฀LAS฀PRIMERAS฀EDADES฀EN฀LOS฀CONTEXTOS฀INTERNACIONAL฀Y฀ESPA¶OL�฀#ONCLUIMOS฀ESTE฀CAP¤TULO฀CON฀
ALGUNAS฀REFLEXIONES฀FINALES�฀

Términos clave:฀ÕLGEBRA฀ESCOLAR�฀EARLY฀ALGEBRA�฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL

ABSTRACT

In this chapter, we address two aspects concerning functional thinking. Firstly, we present an 

approach to the conceptual framework of functional thinking. We consider this kind of thinking 

as a way of algebraic thinking within the curricular proposal early algebra. From this perspec-

tive, functions are the protagonist mathematics topic. In this framework, we justify the interest 

of researching on functional thinking on early years, and we particularize this interest in the 

case of Spain. Secondly, we present and describe the main studies developed about functional 

thinking in early years in the international and Spanish contexts. We conclude this chapter with 

some final reflections.

Keywords: early algebra, functional thinking, school algebra

Cañadas�฀-�#�฀Y฀Molina�฀-�฀�����	�฀5NA฀APROXIMACI�N฀AL฀MARCO฀CONCEPTUAL฀Y฀PRINCIPALES฀ANTE

cedentes del pensamiento funcional en las primera edades. En E. Castro, E. Castro, J. L. Lupiáñez, J. F. 
2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀
���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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Introducción

La propuesta early algebra฀PROPUGNA฀INTEGRAR฀EL฀PENSAMIENTO฀ALGEBRAICO฀EN฀LOS฀NIVE

LES฀EDUCATIVOS฀PREVIOS฀A฀LA฀EDUCACI�N฀SECUNDARIA�฀COMO฀OCURRE฀TRADICIONALMENTE�฀3URGE฀
EN฀%STADOS฀5NIDOS�฀CON฀BASE฀EN฀EL฀TRABAJO฀DE฀+APUT฀�����	�฀SI฀BIEN฀YA฀EN฀����฀$AVIS฀
DESTAC�฀EL฀POTENCIAL฀DEL฀ÕLGEBRA฀PARA฀PROVEER฀A฀LOS฀ALUMNOS฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA฀DE฀
OPORTUNIDADES฀PARA฀DESARROLLAR฀UNA฀COMPRENSI�N฀PROFUNDA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀PROMOVER฀
SU฀CREATIVIDAD�฀%STA฀PROPUESTA฀PARTE฀DE฀LA฀EVIDENCIA฀MOSTRADA฀EN฀DIVERSOS฀ESTUDIOS฀DE฀QUE฀
LOS฀NI¶OS฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA฀TIENEN฀CAPACIDADES฀INNATAS฀PARA฀REALIZAR฀RAZONAMIENTOS฀
ALGEBRAICOS฀AS¤฀COMO฀DE฀LA฀CONSIDERACI�N฀DE฀UNA฀AMPLIA฀CONCEPCI�N฀DEL฀ÕLGEBRA�฀Y฀DEL฀
PENSAMIENTO฀ALGEBRAICO�฀NO฀RESTRINGIDA฀AL฀USO฀DE฀SIMBOLISMO฀�-OLINA�฀����	�฀
+APUT฀�����	฀RECONOCE฀QUE฀NO฀ES฀FÕCIL฀DEFINIR฀EL฀PENSAMIENTO฀ALGEBRAICO�฀ESPE


CIALMENTE฀CUANDO฀NOS฀CENTRAMOS฀EN฀LOS฀PRIMEROS฀CURSOS�฀3EG¢N฀ESTE฀AUTOR�฀ESTE฀TIPO฀DE฀
PENSAMIENTO฀CONSIDERA฀LAS฀FORMAS฀DE฀HACER�฀DE฀PENSAR฀Y฀DE฀HABLAR฀SOBRE฀EL฀ÕLGEBRA฀COMO฀
CONTENIDO฀MATEMÕTICO�฀%STE฀CONTENIDO฀SE฀CONSIDERA฀CARACTERIZADO฀POR฀LA฀EXPRESI�N฀DE฀LA฀
GENERALIDAD�฀RELATIVA฀A฀RELACIONES�฀LA฀CUAL฀CONDUCE฀A฀LA฀DESCRIPCI�N฀O฀CAPTURA฀DE฀CIERTA฀
ESTRUCTURA฀�-OLINA�฀����	�฀#UANDO฀EL฀FOCO฀MATEMÕTICO฀DEL฀PENSAMIENTO฀ALGEBRAICO฀SE฀
SIT¢A฀EN฀LAS฀FUNCIONES�฀SE฀HABLA฀DEL฀ENFOQUE฀FUNCIONAL฀DEL฀early algebra�฀%N฀ESTE฀ENFOQUE฀
EL฀CONCEPTO฀DE฀FUNCI�N�฀LAS฀RELACIONES฀ENTRE฀LAS฀CANTIDADES฀INVOLUCRADAS�฀Y฀LA฀VARIACI�N฀
CONJUNTA฀ENTRE฀CANTIDADES฀SON฀CONTENIDOS฀CLAVE฀QUE฀PERMITEN฀DESARROLLAR฀EL฀PENSAMIENTO฀
ALGEBRAICO฀EN฀ESTUDIANTES฀DE฀PRIMEROS฀NIVELES฀EDUCATIVOS�฀.O฀SE฀TRATA฀DE฀INTRODUCIR฀LAS฀
FUNCIONES฀EN฀NIVELES฀EDUCATIVOS฀PREVIOS฀TAL฀Y฀COMO฀SE฀TRABAJAN฀EN฀EDUCACI�N฀SECUNDARIA�฀
sino de aprovechar el potencial de este contenido matemático para promover capacida

DES฀EN฀LOS฀NI¶OS฀QUE฀LES฀SEAN฀¢TILES฀PARA฀EL฀RAZONAMIENTO฀EN฀GENERAL฀Y฀EL฀MATEMÕTICO฀EN฀
PARTICULAR�฀TANTO฀EN฀EL฀NIVEL฀EDUCATIVO฀EN฀EL฀QUE฀SE฀ENCUENTRAN฀COMO฀EN฀LOS฀SUCESIVOS�฀
$ESDE฀EL฀ENFOQUE฀FUNCIONAL฀SE฀SUGIERE฀UN฀ESTUDIO฀DEL฀ÕLGEBRA฀CENTRADO฀EN฀EL฀DESA


RROLLO฀DE฀EXPERIENCIAS฀CON฀FUNCIONES฀Y฀FAMILIAS฀DE฀FUNCIONES฀EN฀SITUACIONES฀DE฀LA฀VIDA฀
REAL฀EN฀LAS฀QUE฀RELACIONES฀CUANTITATIVAS฀PUEDEN฀EXPLICARSE฀POR฀MEDIO฀DE฀ESTOS฀MODELOS฀
�(EID�฀����	�฀%STA฀APROXIMACI�N฀ES฀RECOMENDADA฀PARA฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀LOS฀PRIMEROS฀
CURSOS฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA�฀YA฀QUE฀PERMITE฀EL฀USO฀DEL฀ÕLGEBRA฀EN฀SITUACIONES฀CONCRETAS฀
DE฀UNA฀FORMA฀SIGNIFICATIVA฀�$RIJVERS�฀$EKKER฀Y฀7IJERS�฀����	�
%N฀ESTE฀CONTEXTO�฀SURGE฀COMO฀PROCESO฀COGNITIVO฀CLAVE฀EL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL�฀

ENTENDIDO฀COMO฀UN฀COMPONENTE฀DEL฀PENSAMIENTO฀ALGEBRAICO฀BASADO฀EN฀LA฀CONSTRUCCI�N�฀
DESCRIPCI�N�฀REPRESENTACI�N฀Y฀RAZONAMIENTO฀CON฀Y฀SOBRE฀LAS฀FUNCIONES฀Y฀LOS฀ELEMENTOS฀
QUE฀LAS฀CONSTITUYEN�฀
%N฀ESTE฀TRABAJO฀RECOGEMOS฀IDEAS฀QUE฀JUSTIFICAN฀EL฀INTER£S฀DEL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀

COMO฀TEMA฀DE฀INVESTIGACI�N�฀PRESENTAMOS฀ALGUNOS฀ELEMENTOS฀CENTRALES฀DE฀SU฀MARCO฀CON

CEPTUAL฀QUE฀NOS฀PERMITEN฀CARACTERIZARLO฀Y฀SINTETIZAMOS฀LOS฀PRINCIPALES฀ESTUDIOS฀LLEVADOS฀
A฀CABO�฀#ONCLUIMOS฀CON฀ALGUNAS฀REFLEXIONES฀FINALES�
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Justificación del interés del pensamiento funcional en las primeras 

edades 

Justificamos el interés de estudiar el pensamiento funcional en las primeras edades 
DESDE฀DOS฀PERSPECTIVAS�฀INVESTIGADORA฀Y฀CURRICULAR�฀
%L฀TRABAJO฀CON฀FUNCIONES฀DEPENDE฀DE฀Y฀APORTA฀COMPRENSI�N฀SOBRE฀LAS฀VARIABLES�฀LA฀

MANIPULACI�N฀DE฀F�RMULAS฀Y฀LA฀RELACI�N฀ENTRE฀DIFERENTES฀REPRESENTACIONES�฀,AS฀TABLAS�฀
LOS฀GRÕFICOS฀Y฀EL฀SIMBOLISMO฀ALGEBRAICO฀SON฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀CLAVE฀PARA฀ESTE฀
CONTENIDO฀MATEMÕTICO฀�$OORMAN฀Y฀$RIJVERS�฀����	�฀,AS฀FUNCIONES฀SE฀CONSIDERAN฀UNA฀
POTENTE฀HERRAMIENTA฀EN฀MATEMÕTICAS฀�ADEMÕS฀DE฀EN฀OTRAS฀DISCIPLINAS	฀Y฀PUEDEN฀SERVIR฀
COMO฀UNA฀TEMÕTICA฀QUE฀CONECTA฀E฀INCLUSO฀UNIFICA฀CONTENIDOS฀EN฀EL฀CURR¤CULO฀�3CHWARTZ�฀
����	�฀3IN฀EMBARGO�฀HASTA฀HACE฀MENOS฀DE฀UNA฀D£CADA�฀SU฀ESTUDIO฀�CUYA฀COMPRENSI�N฀SE฀
CONSIDERABA฀QUE฀REQUER¤A฀UNA฀PENSAMIENTO฀FORMAL฀Y฀ABSTRACTO฀POR฀PARTE฀DEL฀ESTUDIANTE�฀
ESTABA฀RELEGADO฀A฀LA฀EDUCACI�N฀SECUNDARIA�฀
%N฀LA฀¢LTIMAS฀D£CADAS�฀INVESTIGACIONES฀EN฀EL฀MARCO฀DE฀LA฀PROPUESTA฀early algebra 

PONEN฀DE฀MANIFIESTO฀QUE฀LOS฀NI¶OS฀TIENEN฀CAPACIDADES฀RELACIONADAS฀CON฀EL฀PENSAMIENTO฀
FUNCIONAL฀DESDE฀ANTES฀DE฀LO฀QUE฀SE฀LES฀PRESUPON¤A฀�E�G��฀"RIZUELA�฀"LANTON�฀3AWREY�฀.EW

MAN
/WENS฀Y฀'ARDINER�฀����	�฀%L฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀PROMUEVE฀EN฀LOS฀ESTUDIANTES฀
LA฀IDENTIFICACI�N฀DE฀PATRONES฀Y฀LA฀GENERALIZACI�N฀A฀TRAV£S฀DE฀LAS฀RELACIONES฀FUNCIONALES�฀
%STO฀HACE฀QUE฀FOMENTE฀EL฀RAZONAMIENTO฀INDUCTIVO฀Y�฀COMO฀CONSECUENCIA�฀FACILITE฀HERRA

MIENTAS฀A฀LOS฀ESTUDIANTES฀PARA฀LA฀ADQUISICI�N฀DE฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀�#ASTRO�฀
#A¶ADAS฀Y฀-OLINA�฀����	�฀
%N฀LA฀ACTUALIDAD฀LA฀PROPUESTA฀EARLY฀ALGEBRA฀ESTÕ฀YA฀INCLUIDA฀EN฀CURR¤CULOS฀DE฀PA¤SES฀

TAN฀DIVERSOS฀COMO฀!USTRALIA�฀#ANADÕ�฀#HINA�฀#OREA�฀%STADOS฀5NIDOS฀O฀0ORTUGAL฀�-ERINO�฀
#A¶ADAS฀Y฀-OLINA�฀����A	�฀%N฀LA฀MAYOR¤A฀DE฀LOS฀CASOS฀MENCIONADOS�฀LA฀INCLUSI�N฀SE฀HA฀
PRODUCIDO฀DESPU£S฀DEL฀A¶O฀�����฀POR฀LO฀QUE฀SE฀PUEDE฀CONSIDERAR฀RECIENTE�฀%L฀ENFOQUE฀
funcional, como presentamos al inicio, se enmarca dentro de esta propuesta pero se ha 
INCLUIDO฀POSTERIORMENTE�฀%N฀%SPA¶A฀HA฀SIDO฀EN฀LA฀¢LTIMA฀LEY฀DE฀EDUCACI�N฀�,EY฀/RGÕ

NICA฀PARA฀LA฀-EJORA฀DE฀LA฀#ALIDAD฀%DUCATIVA�฀����	฀CUANDO฀SE฀HA฀HECHO฀EXPL¤CITA฀EN฀EL฀
currículo la necesidad de desarrollar en esta etapa la capacidad de los escolares «de 
DESCRIBIR฀Y฀ANALIZAR฀SITUACIONES฀DE฀CAMBIO�฀ENCONTRAR฀PATRONES�฀REGULARIDADES฀Y฀LEYES฀
MATEMÕTICAS฀EN฀CONTEXTOS฀NUM£RICOS�฀GEOM£TRICOS฀Y฀FUNCIONALES�฀VALORANDO฀SU฀UTILIDAD฀
PARA฀HACER฀PREDICCIONESw฀�-INISTERIO฀DE฀%DUCACI�N฀Y฀#IENCIA�฀�����฀P�฀������	�

Caracterización del pensamiento funcional

%N฀ESTE฀APARTADO฀DESCRIBIMOS฀EL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀COMO฀CONSTRUCTO฀COGNITIVO฀
Y฀PRESENTAMOS฀LOS฀PRINCIPALES฀ELEMENTOS฀CON฀LOS฀QUE฀SE฀RELACIONA�฀
,A฀FUNCI�N�฀ENTENDIDA฀COMO฀UNA฀RELACI�N฀DE฀DEPENDENCIA฀ENTRE฀CANTIDADES฀CO
VARIAN


TES�฀ES฀EL฀FOCO฀DE฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO฀EN฀EL฀QUE฀SE฀CENTRA฀EL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL�฀2ICO฀
�����	฀DEFINE฀ESTE฀TIPO฀DE฀PENSAMIENTO฀COMO฀EL฀ACTO฀DE฀PENSAR฀EN฀T£RMINOS฀DE฀Y฀ACERCA฀
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de relaciones, destacándolo como una meta disciplinar fundamental en la enseñanza de 

las matemáticas. El pensamiento funcional es una actividad cognitiva de las personas 

QUE฀SE฀CENTRA฀EN฀LA฀RELACI�N฀ENTRE฀DOS฀O฀MÕS฀CANTIDADES฀QUE฀VAR¤AN฀�3MITH�฀����	�฀
&REUDENTHAL฀�����	฀RESALTA฀ LA฀ IMPORTANCIA฀FENOMENOL�GICA฀DE฀ LA฀FUNCI�N�฀CON


SIDERANDO฀QUE฀ES฀ LA฀RELACI�N฀ENTRE฀ALGO฀QUE฀VAR¤A฀ LIBREMENTE฀Y฀ALGO฀QUE฀VAR¤A฀BAJO฀
DETERMINADAS฀LIMITACIONES฀�P�฀���	�฀%STE฀AUTOR฀DESTACA฀QUE฀EL฀ORIGEN฀DE฀LA฀FUNCI�N฀ESTÕ฀
EN฀ENUNCIAR�฀POSTULAR�฀PRODUCIR฀Y฀REPRODUCIR฀DEPENDENCIA฀O฀CONEXIONES฀ENTRE฀VARIABLES฀
QUE฀TIENEN฀LUGAR฀EN฀Y฀ENTRE฀LOS฀MUNDOS฀F¤SICO�฀SOCIAL฀Y฀MENTAL�฀
,AS฀CANTIDADES฀VARIABLES�฀SUS฀RELACIONES�฀LA฀RECURSIVIDAD�฀LA฀CORRESPONDENCIA฀ENTRE฀

VALORES฀DE฀LAS฀VARIABLES฀O฀LA฀UTILIZACI�N฀DE฀DIFERENTES฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀EN฀
UN฀CONTEXTO฀DE฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�฀SON฀ELEMENTOS฀CLAVE฀PARA฀EL฀DESARROLLO฀DEL฀
pensamiento funcional desde los primeros cursos. Este tipo de pensamiento implica 

LA฀GENERALIZACI�N฀DE฀RELACIONES฀ENTRE฀CANTIDADES฀CO
VARIANTES�฀ LA฀REPRESENTACI�N฀DE฀
ESAS฀RELACIONES฀DE฀DIFERENTES฀FORMAS฀UTILIZANDO฀EL฀ LENGUAJE฀NATURAL�฀ LAS฀EXPRESIONES฀
SIMB�LICAS�฀TABLAS฀Y฀GRÕFICOS�฀Y฀RAZONAR฀DE฀MANERA฀FLUIDA฀CON฀ESAS฀REPRESENTACIONES฀
PARA฀INTERPRETAR฀Y฀PREDECIR฀EL฀COMPORTAMIENTO฀DE฀LAS฀FUNCIONES฀�"LANTON�฀,EVI�฀#RITES฀
Y฀$OUGHERTY�฀����	�฀
#ONFREY฀Y฀3MITH฀�����	฀PROPONEN฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀CONTEXTUALIZADOS฀

PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀FUNCIONES�฀INVOLUCRANDO฀REPRESENTACIONES฀M¢LTIPLES฀Y฀TRANS

FORMACIONES฀ENTRE฀ESTAS฀REPRESENTACIONES�฀%STOS฀AUTORES฀CONSIDERAN฀DOS฀APROXIMACIONES฀
PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀FUNCIONES฀PARA฀LA฀EDUCACI�N฀SECUNDARIA�฀�A	฀CO
VARIACI�N฀Y฀�B	฀
CORRESPONDENCIA�฀3MITH฀�����	฀RETOMA฀ESTA฀ESTRUCTURA฀Y฀PROPONE฀TRES฀IDEAS฀PARA฀CLASIFICAR฀
EL฀TIPO฀DE฀ACTIVIDADES฀QUE฀CONECTAN฀CON฀LAS฀RELACIONES฀IMPLICADAS฀EN฀LAS฀FUNCIONES฀Y฀
QUE฀PUEDEN฀REALIZAR฀EN฀LOS฀PRIMEROS฀NIVELES฀PARA฀FOMENTAR฀EL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL�฀�A	฀
PATRONES฀RECURSIVOS�฀QUE฀IMPLICA฀ENCONTRAR฀EL฀PATR�N฀DE฀VARIACI�N฀QUE฀SE฀PUEDE฀IDENTIFICAR฀
EN฀UNA฀SECUENCIA฀DE฀VALORES�฀�B	฀PENSAMIENTO฀COVARIACIONAL�฀QUE฀SE฀BASA฀EN฀EL฀ANÕLISIS฀
DE฀C�MO฀DOS฀CANTIDADES฀VAR¤AN฀SIMULTÕNEAMENTE฀Y฀EN฀C�MO฀LOS฀CAMBIOS฀EN฀LOS฀VALORES฀
DE฀UNA฀VARIABLE฀PRODUCEN฀CAMBIOS฀EN฀OTRA฀VARIABLE฀Y฀�C	฀CORRESPONDENCIA฀DE฀LA฀RELACI�N�฀
QUE฀SE฀BASA฀EN฀LA฀IDENTIFICACI�N฀DE฀UNA฀CORRELACI�N฀ENTRE฀VARIABLES�฀

En la Figura 1 recogemos los principales elementos relacionados con el pensamiento 

funcional señalados. 
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Figura 1. Mapa conceptual del pensamiento funcional.

Principales estudios

%STUDIOS฀PREVIOS�฀DESARROLLADOS฀EN฀SU฀MAYOR¤A฀EN฀OTROS฀PA¤SES�฀PONEN฀EN฀ENTREDICHO฀
LAS฀LIMITACIONES฀QUE฀TRADICIONALMENTE฀SE฀HAN฀SUPUESTO฀A฀LA฀CAPACIDAD฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀DE฀
EDUCACI�N฀PRIMARIA฀PARA฀EL฀TRABAJO฀CON฀ELEMENTOS฀FUNCIONALES฀�E�G��฀"LANTON฀Y฀+APUT�฀
�����฀"RIZUELA฀Y฀-ART¤NEZ�฀����	�฀%L฀£NFASIS฀EN฀LA฀ACTUALIDAD฀SE฀CENTRA฀EN฀PONER฀DE฀
MANIFIESTO฀CAPACIDADES฀DE฀DICHOS฀ESTUDIANTES฀PARA฀IDENTIFICAR฀Y฀EXPRESAR฀RELACIONES฀ENTRE฀
VARIABLES�฀RAZONAR฀SOBRE฀FUNCIONES�฀E฀INCLUSO฀GENERALIZAR�฀!LGUNOS฀ESTUDIOS฀TAMBI£N฀
BUSCAN฀APORTAR฀EVIDENCIAS฀DE฀QUE฀EXPERIENCIAS฀TEMPRANAS฀CON฀TAREAS฀QUE฀INVOLUCRAN฀
RELACIONES฀FUNCIONALES฀CONTRIBUYEN฀AL฀APRENDIZAJE฀FORMAL฀POSTERIOR฀DE฀ESTAS฀NOCIONES�฀
%N฀ESTE฀APARTADO฀MENCIONAMOS฀LAS฀PRINCIPALES฀INVESTIGACIONES฀REALIZADAS฀SOBRE฀ESTA฀
TEMÕTICA฀A฀NIVEL฀INTERNACIONAL฀Y฀A฀NIVEL฀NACIONAL�

Contexto internacional

%N฀EL฀CONTEXTO฀INTERNACIONAL�฀DIVERSOS฀ESTUDIOS฀CONCLUYEN฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀
EDUCACI�N฀PRIMARIA฀PUEDEN฀DESCRIBIR฀LAS฀RELACIONES฀RECURSIVAS�฀LA฀COVARIACI�N฀Y฀LA฀CORRES

PONDENCIA฀DE฀CANTIDADES�฀Y฀PUEDEN฀LLEGAR฀A฀UTILIZAR฀DIFERENTES฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀
PARA฀RAZONAR฀SOBRE฀FUNCIONES฀AS¤฀COMO฀MODELIZAR฀Y฀RESOLVER฀ECUACIONES฀DE฀CANTIDADES฀
DESCONOCIDAS฀�E�G��฀-OSS฀et al., ����	�฀%STUDIOS฀COMO฀LOS฀DE฀-ASON�฀3TEPHENS฀Y฀7ATSON฀
�����	฀O฀7ARREN฀Y฀#OOPER฀�����	฀EVIDENCIAN฀LA฀CAPACIDAD฀DE฀ESTUDIANTES฀DE฀EDUCACI�N฀
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primaria para identificar propiedades generales a partir de situaciones particulares 
EN฀LAS฀QUE฀EXISTE฀UNA฀RELACI�N฀ENTRE฀DOS฀CANTIDADES฀CAMBIANTES�฀#ARRAHER�฀-ART¤NEZ฀Y฀
3CHLIEMANN฀�����	฀SE¶ALAN฀CIERTA฀TENDENCIA฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀OCHO฀A¶OS฀A฀PENSAR฀
RECURSIVAMENTE฀SOBRE฀RELACIONES฀FUNCIONALES฀EN฀TAREAS฀CON฀FIGURAS฀GEOM£TRICAS�฀-EDIANTE฀
UN฀ESTUDIO฀LONGITUDINAL�฀"RIZUELA฀Y฀-ART¤NEZ฀�����	฀CONFIRMAN฀QUE฀EXPERIENCIAS฀TEM

PRANAS฀CON฀TAREAS฀QUE฀INVOLUCRAN฀RELACIONES฀FUNCIONALES฀SON฀POSITIVAS฀A฀LARGO฀PLAZO�฀,AS฀
AUTORAS฀CONCLUYEN฀QUE฀ESTOS฀ALUMNOS฀MANEJAN฀UN฀LENGUAJE฀MATEMÕTICO฀CARACTERIZADO฀
POR฀EL฀USO฀DE฀LETRAS฀PARA฀REPRESENTAR฀VARIABLES฀Y฀CANTIDADES฀GENERALIZADAS฀CON฀FLUIDEZ�฀
!LGUNOS฀ESTUDIOS฀�"LANTON฀Y฀+APUT�฀�����฀�����฀"RIZUELA฀Y฀!LVARADO�฀����	฀SUGIE


REN฀QUE฀EL฀USO฀DE฀DIFERENTES฀REPRESENTACIONES฀PUEDE฀SERVIR฀COMO฀MEDIADOR฀Y฀APOYO฀PARA฀
EL฀DESARROLLO฀DEL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL�฀%STE฀ES�฀POR฀EJEMPLO�฀EL฀CASO฀DEL฀USO฀DE฀LA฀TABLA฀
QUE฀HACEN฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀PRIMERO฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA�฀QUE฀LES฀PERMITE฀ESTABLECER฀
RELACIONES฀DE฀CORRESPONDENCIA฀ENTRE฀LA฀CANTIDAD฀Y฀EL฀NUMERAL฀�"RIZUELA฀Y฀!LVARADO�฀
����	�฀%STAS฀AUTORAS฀CONSTATAN฀QUE฀ESTOS฀ESTUDIANTES฀PUEDEN฀CREAR฀TABLAS฀DE฀VALORES฀COMO฀
HERRAMIENTAS฀PARA฀ORGANIZAR฀LA฀COVARIACI�N฀DE฀LOS฀DATOS�฀-OSS�฀"EATTY�฀3HILLOLO฀Y฀"ARKIN฀
�����	฀DAN฀MUESTRAS฀DE฀LA฀CAPACIDAD฀DE฀ESTUDIANTES฀DE฀SEGUNDO฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA฀
PARA฀UTILIZAR฀LA฀TABLA฀DE฀FORMA฀TRANSPARENTE�฀PUDIENDO฀COMPRENDER฀Y฀PENSAR฀SOBRE฀LOS฀
DATOS฀QUE฀LA฀TABLA฀CON฀VALORES฀DE฀DOS฀VARIABLES฀QUE฀CONTIENE�฀%N฀ESTA฀L¤NEA�฀"LANTON฀Y฀
+APUT฀�����	฀SE¶ALAN฀QUE฀LA฀REPRESENTACI�N฀TABULAR฀PRODUCE฀DIFERENCIAS฀EN฀LOS฀PROCESOS฀
COGNITIVOS฀QUE฀PRODUCEN฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀DIFERENTES฀EDADES�฀
%N฀RELACI�N฀CON฀EL฀USO฀DE฀REPRESENTACIONES฀Y฀EVIDENCIAS฀SOBRE฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀

EN฀ESTUDIANTES฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA�฀EL฀PROYECTO฀Early Algebra Project es uno de los 
PRINCIPALES฀ANTECEDENTES฀DE฀ACTUALIDAD�฀LIDERADO฀POR฀"ÕRBARA฀"RIZUELA฀Y฀-AR¤A฀"LANTON฀
EN฀%STADOS฀5NIDOS�฀%STE฀PROYECTO฀PARTE฀DE฀INVESTIGACIONES฀PREVIAS฀COMO฀LA฀DE฀"LANTON฀
Y฀+APUT฀�����	�฀QUE฀DESTACAN฀QUE฀LOS฀NI¶OS฀DE฀�฀A฀�฀A¶OS฀SON฀CAPACES฀DE฀PASAR฀DE฀IMÕ

GENES฀IC�NICAS฀AL฀LENGUAJE฀NATURAL฀EN฀EDUCACI�N฀INFANTIL฀Y฀LLEGAN฀A฀UTILIZAR฀SISTEMAS฀DE฀
REPRESENTACI�N฀SIMB�LICOS฀EN฀TERCERO฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA฀�"LANTON฀Y฀+APUT�฀����	�

Contexto español

%L฀TRABAJO฀DE฀-ERINO฀�����	฀ES฀EL฀PRIMER฀ANTECEDENTE฀A฀NIVEL฀NACIONAL฀QUE฀SE฀CENTRA฀
EN฀EL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀DE฀ESTUDIANTES฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA�฀%STE฀AUTOR฀INDAGA฀
SOBRE฀LAS฀ESTRATEGIAS฀Y฀REPRESENTACIONES฀QUE฀UTILIZAN฀ESTUDIANTES฀DE฀��
��฀A¶OS฀CUANDO฀
ABORDAN฀UNA฀TAREA฀DE฀GENERALIZACI�N฀BASADA฀EN฀UN฀EJEMPLO฀GEN£RICO�฀3E฀OBSERVA฀QUE฀EL฀
TIPO฀DE฀REPRESENTACI�N฀MÕS฀USADO฀ES฀LA฀VERBAL�฀SI฀BIEN฀EN฀LA฀MAYOR¤A฀DE฀LOS฀CASOS฀ESTAS฀
REPRESENTACIONES฀APARECEN฀ACOMPA¶ADAS฀DE฀LOS฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀PICT�RICO฀
Y�฀PUNTUALMENTE�฀EL฀SISTEMA฀DE฀REPRESENTACI�N฀SIMB�LICO�฀,A฀VARIEDAD฀DE฀SISTEMAS฀DE฀
REPRESENTACI�N฀Y฀DE฀PATRONES฀IDENTIFICADOS฀POR฀LOS฀ESTUDIANTES�฀PONE฀DE฀MANIFIESTO฀QUE฀
DISPONEN฀DE฀LOS฀CONOCIMIENTOS฀Y฀LAS฀HERRAMIENTAS฀NECESARIAS฀PARA฀QUE฀ESTE฀TIPO฀DE฀TAREAS฀
SE฀TRABAJEN฀EN฀EL฀AULA฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA�฀!S¤฀MISMO�฀SE฀OBSERVA฀QUE฀EL฀TIPO฀DE฀ESTRA
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TEGIA฀EMPLEADA฀POR฀LOS฀ESCOLARES฀EN฀EL฀TRABAJO฀CON฀CASOS฀PARTICULARES฀CONDICIONA฀SU฀£XITO฀
EN฀LA฀GENERALIZACI�N฀DE฀LA฀RELACI�N฀FUNCIONAL฀�-ERINO�฀#A¶ADAS฀Y฀-OLINA�฀����A�฀����B	�฀
&UENTES฀�����	฀Y฀#A¶ADAS฀Y฀&UENTES฀�����	฀INDAGAN฀SOBRE฀EL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀

DE฀ESTUDIANTES฀DE฀SEGUNDO฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA฀EN฀%SPA¶A�฀%STAS฀AUTORAS฀DESTACAN฀LAS฀
DIFERENTES฀ESTRATEGIAS฀QUE฀UTILIZAN฀LOS฀ESTUDIANTES฀PARA฀REPRESENTAR฀LA฀RELACI�N฀ENTRE฀LAS฀
VARIABLES฀DE฀UN฀PROBLEMA฀CONTEXTUALIZADO฀QUE฀INVOLUCRA฀LA฀RELACI�N฀FUNCIONAL฀F�X	��X�฀
%NTRE฀LAS฀ESTRATEGIAS฀QUE฀LES฀LLEVAN฀A฀UNA฀RELACI�N฀CORRECTA฀DESTACA฀EL฀CONTEO฀DE฀DIBUJOS�฀
LA฀RESPUESTA฀DIRECTA฀MULTIPLICANDO฀POR฀CINCO฀EL฀VALOR฀DE฀LA฀VARIABLE฀INDEPENDIENTE฀O฀LA฀
ASOCIACI�N฀DE฀ELEMENTOS฀EN฀GRUPOS฀DE฀CINCO�
%STOS฀TRABAJOS฀MARCAN฀EL฀INICIO฀DE฀LA฀L¤NEA฀DE฀INVESTIGACI�N฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀

'RANADA฀EN฀LA฀QUE฀EN฀LA฀ACTUALIDAD�฀LAS฀AUTORAS฀DE฀ESTE฀TRABAJO฀ESTÕN฀LIDERANDO฀UN฀PRO

YECTO฀DE฀INVESTIGACI�N฀)�$฀QUE฀ABORDA฀EL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀COMO฀APROXIMACI�N฀AL฀
PENSAMIENTO฀ALGEBRAICO฀EN฀LOS฀PRIMEROS฀NIVELES�฀#ON฀ESTE฀PROYECTO฀SE฀PRETENDE฀CONTRI

BUIR฀A฀LA฀CARACTERIZACI�N฀DEL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀LOS฀PRIMEROS฀
NIVELES฀EDUCATIVOS฀EN฀%SPA¶A�฀MOSTRAR฀EVIDENCIAS฀DEL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀QUE฀PONE฀
DE฀MANIFIESTO฀DICHO฀ALUMNADO฀Y฀PRODUCIR฀MATERIALES฀QUE฀SEAN฀¢TILES฀PARA฀PROMOVER฀EL฀
PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀EN฀LAS฀AULAS฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA�
$E฀ESTE฀MODO�฀CON฀UN฀ENFOQUE฀DE฀ACTUALIDAD฀A฀NIVEL฀INTERNACIONAL�฀SE฀DA฀CONTINUI


DAD฀A฀INVESTIGACIONES฀SOBRE฀LAS฀IDEAS฀DE฀REPRESENTACIONES�฀GENERALIZACI�N�฀PATRONES฀Y฀
early algebra EN฀LAS฀QUE฀SE฀VIENE฀TRABAJANDO฀EN฀OTROS฀NIVELES฀EDUCATIVOS฀EN฀EL฀GRUPO฀DE฀
INVESTIGACI�N฀&1-
���฀i$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA�฀0ENSAMIENTO฀.UM£RICOw฀�E�G��฀
#A¶ADAS�฀#ASTRO฀Y฀#ASTRO�฀�����฀#ASTRO�฀�����฀#ASTRO�฀#A¶ADAS฀Y฀-OLINA�฀�����฀-OLINA�฀
�����฀4RUJILLO�฀#ASTRO฀Y฀-OLINA�฀����	�

Reflexiones finales

,OS฀RESULTADOS฀DE฀LAS฀INVESTIGACIONES฀PREVIAS฀SUGIEREN฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀EDU

CACI�N฀INFANTIL฀ESTABLECEN฀RELACIONES฀DE฀COVARIACI�N฀ENTRE฀CANTIDADES฀VARIABLES฀A฀PARTIR฀
DE฀UNA฀RELACI�N฀ADITIVA�฀!DEMÕS�฀SON฀CAPACES฀DE฀DESCUBRIR฀EL฀PATR�N฀DE฀LA฀PARIDAD฀ENTRE฀
ESAS฀CANTIDADES�฀,OS฀ESTUDIANTES฀DE฀PRIMERO฀DE฀PRIMARIA฀IDENTIFICAN฀Y฀UTILIZAN฀PATRONES฀
BASADOS฀EN฀LAS฀RELACIONES฀ADITIVAS฀Y฀MULTIPLICATIVAS฀PARA฀PREDECIR฀CANTIDADES�฀4AMBI£N฀
EMPLEAN฀ESTRATEGIAS฀COMO฀CONTEOS฀SOBRE฀DIBUJOS฀Y฀UTILIZAN฀DIVERSOS฀SISTEMAS฀DE฀REPRE

SENTACI�N฀PREDOMINANDO฀EL฀PICT�RICO฀Y฀EL฀SIMB�LICO฀�N¢MEROS	฀PARA฀DAR฀RESPUESTA฀A฀
PREGUNTAS฀SOBRE฀CANTIDADES฀VARIABLES�฀Y฀VERBAL฀PARA฀EXPRESAR฀GENERALIZACIONES฀LEJANAS�฀
,OS฀ANTECEDENTES฀RECOGIDOS฀PONEN฀DE฀MANIFIESTO฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀EDUCACI�N฀
primaria, son capaces de dar respuestas a tareas de pensamiento funcional. Además, 
coinciden en destacar la necesidad de profundizar en el pensamiento funcional de los 
ESTUDIANTES฀DE฀PRIMERAS฀EDADES�฀PARTICULARMENTE฀EN฀EDUCACI�N฀INFANTIL฀Y฀PRIMERO฀DE฀
EDUCACI�N฀PRIMARIA�฀
!S¤฀MISMO�฀DE฀LA฀REVISI�N฀DE฀LITERATURA฀PRESENTADA฀SE฀DESPRENDE฀LA฀ACTUALIDAD฀DE฀LA฀

INVESTIGACI�N฀SOBRE฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀EN฀ESTAS฀EDADES฀Y฀LA฀NECESIDAD฀DE฀LLEVAR฀A฀CABO฀



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA216

MÕS฀ESTUDIOS฀QUE�฀POR฀UN฀LADO�฀CLARIFIQUEN฀LOS฀DESCRIPTORES฀DEL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀Y�฀
POR฀OTRO�฀MUESTREN฀EVIDENCIAS฀SOBRE฀SON฀CAPACES฀DE฀HACER฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀EDUCACI�N฀
PRIMARIA฀EN฀RELACI�N฀CON฀ESTE฀TIPO฀DE฀PENSAMIENTO�฀%STO฀APORTAR¤A฀INFORMACI�N฀DE฀UTILI

DAD฀PARA฀LA฀TOMA฀DE฀DECISIONES฀DOCENTES฀EN฀LAS฀AULAS฀DE฀ESTE฀NIVEL฀EDUCATIVO�฀Y฀PARA฀LA฀
FORMACI�N฀DE฀MAESTROS฀DE฀PRIMARIA�฀!UNQUE฀HAY฀DIVERSOS฀ESTUDIOS฀A฀NIVEL฀INTERNACIONAL฀
QUE฀SE฀HAN฀PREOCUPADO฀POR฀EL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀EDUCACI�N฀
PRIMARIA�฀SON฀ESCASAS฀Y฀NECESARIAS฀MÕS฀INVESTIGACIONES฀QUE฀INDAGUEN฀SOBRE฀ESTE฀ASPECTO�฀
%STOS฀INTERESES฀SE฀VEN฀ACENTUADOS฀EN฀EL฀CONTEXTO฀ESPA¶OL�฀DONDE฀VARIADAS฀INVESTIGACIONES฀
PONEN฀DE฀MANIFIESTO฀LAS฀DIFICULTADES฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀CUANDO฀ABORDAN฀EL฀ESTUDIO฀FORMAL฀
DEL฀ÕLGEBRA฀EN฀EDUCACI�N฀SECUNDARIA�฀Y฀NO฀SE฀HA฀REALIZADO฀HASTA฀EL฀MOMENTO฀NING¢N฀
ESTUDIO฀QUE฀ABORDE฀LA฀INTRODUCCI�N฀DEL฀ÕLGEBRA฀DESDE฀UNA฀APROXIMACI�N฀FUNCIONAL฀DESDE฀
LA฀ETAPA฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA�฀
,A฀INCORPORACI�N฀DEL฀PENSAMIENTO฀FUNCIONAL฀EN฀EL฀CURR¤CULO฀DE฀EDUCACI�N฀PRIMARIA฀

RECIENTEMENTE฀HACE฀QUE฀EL฀INTER£S฀POR฀LA฀INVESTIGACI�N฀SOBRE฀ESTE฀TIPO฀DE฀PENSAMIENTO฀
SE฀EXTIENDA฀AL฀ÕMBITO฀DOCENTE�฀%S฀DESEABLE฀QUE฀LOS฀RESULTADOS฀PUEDAN฀LLEGAR฀A฀LAS฀AULAS�฀
APORTANDO฀IDEAS฀SOBRE฀C�MO฀PROMOVER฀ESTE฀TIPO฀DE฀PENSAMIENTO฀EN฀EDUCACI�N฀PRIMARIA฀
Y฀GUIANDO฀AS¤฀LA฀IMPLANTACI�N฀DE฀ESTA฀COMPONENTE฀EN฀LAS฀NUEVAS฀DIRECTRICES฀CURRICULARES�
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LA COMPARACIÓN E INVESTIGACIÓN COMPARATIVA

Comparison and Comparative Research

Elena Castro-Rodríguez y Enrique Castro-Martínez

Universidad de Granada, España

Resumen

!BORDAMOS฀LA฀COMPARACI�N฀COMO฀CONSTRUCTO฀TE�RICO฀Y฀COMO฀PROCESO฀FUNDAMENTAL฀TANTO฀
en la actividad docente como investigadora del profesor Rico. Realizamos en primer lugar un 
ANÕLISIS฀CONCEPTUAL฀DE฀LA฀COMPARACI�N฀Y฀MOSTRAMOS฀DISTINTAS฀TIPOLOG¤AS฀Y฀MODELOS฀DE฀COMPA

RACI�N฀ATENDIENDO฀A฀LA฀NATURALEZA฀DE฀LOS฀OBJETOS฀QUE฀SE฀COMPARAN฀Y฀AL฀ÕMBITO฀AL฀QUE฀SE฀APLICAN�฀
0OR฀¢LTIMO�฀PRESENTAMOS฀INVESTIGACIONES฀REALIZADAS฀POR฀EL฀PROFESOR฀2ICO฀DENTRO฀DEL฀ÕREA฀DE฀LA฀
EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀EN฀LOS฀QUE฀LA฀COMPARACI�N฀HA฀TENIDO฀UN฀PAPEL฀RELEVANTE�

Palabras clave: ANÕLISIS฀CONCEPTUAL�฀COMPARACI�N�฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀INVESTIGACI�N฀
comparativa

ABSTRACT

We board the comparison as theoretical construct and as a fundamental process in the teach-

ing and research of professor Rico. First we perform a conceptual analysis of the comparison and 

show different types and models of comparison based on the nature of the objects being compared 

and the scope to which they apply. Finally, we present some research performed by professor 

Rico within the area of mathematics education in the comparison has played an important role.

Keywords: comparative research, comparison, conceptual analysis, mathematics education

Castro-Rodríguez,฀%�฀Y฀Castro�฀%�฀�����	�฀,A฀COMPARACI�N฀E฀INVESTIGACI�N฀COMPARATIVA�฀%N฀%�฀
#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. 
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Introducción

5N฀BREVE฀REPASO฀DE฀NUESTRA฀HISTORIA฀PASADA฀COMO฀COMPONENTES฀DEL฀GRUPO฀DE฀INVES

TIGACI�N฀COORDINADO฀POR฀EL฀PROFESOR฀2ICO�฀PONE฀DE฀MANIFIESTO฀QUE฀LA฀COMPARACI�N฀HA฀
ESTADO฀PRESENTE฀DE฀FORMAS฀VARIADAS฀EN฀SU฀QUEHACER฀ INVESTIGADOR�฀5NAS฀VECES฀COMO฀
OBJETO฀DE฀INVESTIGACI�N฀EN฀TRABAJOS฀REALIZADOS฀BAJO฀SU฀DIRECCI�N฀�#ASTRO�฀�����฀#ASTRO�฀
����	�฀OTRAS฀VECES฀COMO฀INSTRUMENTO฀DE฀METODOLOG¤A฀DIDÕCTICA฀EN฀LA฀CONSTRUCCI�N฀DE฀
CONCEPTOS฀MATEMÕTICOS฀COMO฀LAS฀MAGNITUDES฀�V£ASE฀LA฀COLECCI�N฀-ATEMÕTICAS�฀CULTURA฀
Y฀APRENDIZAJE฀DE฀LA฀COLECCI�N฀S¤NTESIS฀DE฀LA฀QUE฀ES฀EDITOR	฀Y�฀EN฀TODOS฀LOS฀CASOS�฀Y฀DESDE฀
SU฀INICIO�฀LA฀COMPARACI�N฀SE฀HA฀TRATADO฀DESDE฀UN฀PUNTO฀DE฀VISTA฀DE฀LA฀L�GICA฀CIENT¤FICA฀
�2ICO฀Y฀&ERNÕNDEZ�฀����	�
,A฀CIENCIA฀EN฀GENERAL�฀CONSIDERADA฀COMO฀UN฀PROCESO฀DE฀INDAGACI�N�฀CONLLEVA฀UNA฀

SERIE฀DE฀ACTIVIDADES฀COGNITIVAS฀BÕSICAS฀GENERALES฀TALES฀COMO฀OBSERVACI�N�฀COMPARACI�N�฀
INFERENCIA฀Y฀PREDICCI�N�฀,A฀COMPARACI�N�฀COMO฀ACTIVIDAD฀BÕSICA฀DE฀PENSAMIENTO฀SE฀HAYA฀
PRESENTE฀EN฀DISTINTOS฀ÕMBITOS฀DE฀LA฀CIENCIA฀Y�฀PARTICULARMENTE�฀TIENE฀UNA฀PRESENCIA฀IMPOR

TANTE฀EN฀LA฀CONSTRUCCI�N฀Y฀ADQUISICI�N฀DEL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO�฀$URANTE฀LOS฀¢LTIMOS฀
CINCUENTA฀A¶OS฀LA฀COMPARACI�N฀HA฀ESTADO฀PRESENTE฀EN฀LA฀INVESTIGACI�N฀SOBRE฀APRENDIZAJE฀
DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀Y฀HA฀SIDO฀INCLUIDA฀DE฀UN฀MODO฀U฀OTRO฀EN฀LOS฀CURR¤CULOS฀ESCOLARES�฀
LA฀COMPARACI�N฀Y฀LA฀CLASIFICACI�N฀COMO฀CONCEPTOS฀L�GICO
MATEMÕTICOS฀EN฀EDUCACI�N฀
INFANTIL�฀COMO฀CATEGOR¤A฀SEMÕNTICA฀DE฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀ENUNCIADOS฀VERBALMENTE�฀
COMO฀COMPONENTE฀DEL฀PROCESO฀DE฀CONSTRUCCI�N฀DEL฀CONCEPTO฀DE฀MAGNITUD฀�LONGITUD�฀
SUPERFICIE�฀CAPACIDAD�฀PESO�฀ETC�	฀Y฀DE฀LA฀MEDIDA�฀!S¤฀PUES�฀EN฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀
SE฀UTILIZA฀LA฀COMPARACI�N฀EN฀DISTINTOS฀CONTEXTOS�฀CON฀FINES฀DIVERSOS�฀CON฀DISTINTO฀NIVEL฀
DE฀GENERALIDAD฀Y฀CON฀DISTINTA฀COMPLEJIDAD฀MATEMÕTICA�฀!฀PESAR฀DE฀ESTA฀UBICUIDAD฀DE฀LA฀
COMPARACI�N฀EN฀LA฀INVESTIGACI�N฀Y฀EL฀CURR¤CULO฀ESCOLAR฀DE฀MATEMÕTICAS�฀SE฀LE฀HA฀PRESTADO฀
POCA฀ATENCI�N฀A฀SU฀ANÕLISIS฀COMO฀CONSTRUCTO฀TE�RICO฀Y฀CIENT¤FICO�฀0OR฀ELLO�฀CON฀ESTE฀TRA

BAJO฀QUEREMOS฀CONTRIBUIR฀A฀CUBRIR฀ESA฀LAGUNA�฀NUESTRA฀INTENCI�N฀ES฀REFLEXIONAR฀SOBRE฀LA฀
COMPARACI�N฀DESDE฀EL฀ÕMBITO฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀Y฀REALIZAR฀
DE฀LA฀MISMA฀UN฀ANÕLISIS฀CONCEPTUAL฀�2ICO�฀����	�฀$ESDE฀EL฀ÕMBITO฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀
nos hacemos eco de la importancia de este análisis:

0ARTE฀INICIAL฀DEL฀TRABAJO฀DE฀UN฀INVESTIGADOR฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀ES฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀
LOS฀CONCEPTOS฀SOBRE฀LOS฀QUE฀VA฀A฀TRABAJAR฀Y฀QUE฀SOSTIENEN฀LA฀INVESTIGACI�N�฀LO฀CUAL฀DEBE฀
CONDUCIR฀A฀UNA฀DELIMITACI�N฀ADECUADA฀DEL฀PROBLEMA฀�2ICO�฀�����฀P�฀���	�

,A฀COMPARACI�N�฀CONSIDERADA฀COMO฀ACTIVIDAD฀COGNITIVA�฀ES฀UNO฀DE฀LOS฀RASGOS฀CEN

TRALES฀DE฀LA฀EMPRESA฀CIENT¤FICA฀�0IOVANI�฀����	�฀0ERO฀TAMBI£N฀ESTÕ฀PRESENTE฀DE฀UN฀MODO฀
CONTINUO฀EN฀NUESTRA฀VIDA฀COTIDIANA�฀,A฀COMPARACI�N฀ES฀UNA฀DE฀LAS฀ACTIVIDADES฀QUE฀DA฀
FORMA฀A฀LA฀EXPERIENCIA฀HUMANA฀Y฀LOS฀SERES฀HUMANOS฀HACEN฀COMPARACIONES฀CONTINUAMENTE฀
ENTRE฀OBJETOS฀Y฀EVENTOS฀QUE฀ENCUENTRAN฀DURANTE฀SU฀VIDA฀�DE฀.ARDIS�฀����	�฀%XPLORAR฀
ENTONCES�฀COMO฀INDICA฀&IDELI฀�����	�฀EL฀MODO฀EN฀QUE฀LA฀COMPARACI�N฀SE฀REALIZA฀EN฀LA฀
VIDA฀COTIDIANA฀PUEDE฀SER฀¢TIL฀PARA฀COMPRENDER฀LOS฀PROCEDIMIENTOS฀MEDIANTE฀LOS฀CUALES฀
ORGANIZAMOS฀NUESTROS฀CONOCIMIENTOS�฀,A฀COMPARACI�N฀QUE฀SE฀REALIZA฀DURANTE฀UN฀PRO
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CESO฀DE฀INVESTIGACI�N฀TIENE฀CONNOTACIONES฀DISTINTAS�฀,A฀COMPARACI�N฀EN฀LA฀VIDA฀DIARIA฀
SE฀CONFIGURA฀COMO฀UNA฀OBSERVACI�N฀RÕPIDA�฀MIENTRAS฀QUE฀EN฀LA฀CIENCIA฀ES฀MÕS฀COMPLEJA�฀
/BVIAMENTE�฀DEPENDE฀DEL฀CONTEXTO฀Y฀LOS฀OBJETIVOS฀DE฀COMPARACI�N฀�DE฀.ARDIS�฀����	�

Primera aproximación

,LEGADOS฀A฀ESTE฀PUNTO฀NOS฀PLANTEAMOS฀C�MO฀DEFINIR฀LA฀COMPARACI�N�฀QU£฀ASPECTOS฀
CARACTERIZAN฀AL฀ACTO฀DE฀COMPARACI�N�฀!L฀MARGEN฀DEL฀NIVEL฀DE฀COMPLEJIDAD฀QUE฀PUEDE฀
ACARREAR฀EL฀ACTO฀DE฀COMPARAR฀HAY฀UNOS฀ASPECTOS฀SUBYACENTES฀EN฀TODA฀COMPARACI�N฀QUE฀
DEBEN฀APARECER฀EXPL¤CITOS฀EN฀LA฀CARACTERIZACI�N฀DE฀LA฀MISMA�฀,A฀PRIMERA฀APROXIMACI�N฀
QUE฀REALIZAMOS฀ES฀LA฀QUE฀SE฀TIENE฀EN฀EL฀LENGUAJE฀ORDINARIO�฀LA฀DEFINICI�N฀OFICIAL฀QUE฀SE฀DA฀
DE฀LA฀COMPARACI�N฀EN฀EL฀DICCIONARIO฀DE฀LA฀2EAL฀!CADEMIA฀DE฀LA฀,ENGUA฀DEFINE฀EL฀T£RMINO฀
COMPARAR฀COMO฀EL฀ACTO฀DE฀i&IJAR฀LA฀ATENCI�N฀EN฀DOS฀O฀MÕS฀OBJETOS฀PARA฀DESCUBRIR฀SUS฀
RELACIONES฀O฀ESTIMAR฀SUS฀DIFERENCIAS฀O฀SEMEJANZAw฀�2!%�฀����	�฀%STA฀DEFINICI�N฀INCLUYE฀
SOMERAMENTE฀TRES฀ASPECTOS฀QUE฀SON฀TRATADOS฀DE฀FORMA฀GENERAL�฀COMO฀NO฀POD¤A฀SER฀DE฀
OTRA฀MANERA�฀DADA฀LA฀FUENTE�฀%L฀PRIMER฀ASPECTO฀ES฀UN฀ACTO฀DE฀VOLUNTAD฀�FIJAR฀LA฀ATENCI�N	฀
QUE฀REQUIERE฀POR฀TANTO฀DE฀UN฀SUJETO�฀DE฀UNA฀PERSONA฀QUE฀LA฀REALICE�฀EL฀SEGUNDO฀ASPECTO฀
QUE฀INCLUYE฀SON฀LOS฀ELEMENTOS฀L�GICOS฀DE฀LA฀COMPARACI�N฀�DOS฀O฀MÕS฀OBJETOS฀Y฀LA฀RELA

CI�N฀ENTRE฀ELLOS	฀Y�฀EL฀TERCERO�฀LA฀FINALIDAD฀DE฀LA฀COMPARACI�N฀�DESCUBRIR฀SUS฀RELACIONES฀
O฀ESTIMAR฀SUS฀DIFERENCIAS฀O฀SEMEJANZAS	�฀

Aproximación epistemológica

5NA฀SEGUNDA฀APROXIMACI�N฀REALIZADA฀DESDE฀EL฀PUNTO฀DE฀VISTA฀EPISTEMOL�GICO�฀CON

SIDERA฀QUE฀LO฀QUE฀SE฀COMPARA฀NO฀SON฀LOS฀OBJETOS฀SINO฀ESTADOS฀EN฀LO฀QUE฀SE฀ENCUENTRAN฀
ESOS฀OBJETOS฀CON฀RESPECTO฀A฀UNA฀PROPIEDAD฀EN฀UN฀MOMENTO฀DADO�฀iLA฀COMPARACI�N฀ES฀
UNA฀OPERACI�N฀COGNITIVA฀A฀TRAV£S฀DE฀LA฀CUAL฀SE฀COTEJAN฀LOS฀ESTADOS฀DE฀UNO฀�O฀MÕS	฀OBJE

TOS฀SOBRE฀LA฀BASE฀DE฀AL฀MENOS฀UNA฀PROPIEDAD฀DE฀LOS฀MISMOSw฀�&IDELI�฀�����฀-ARRADI�฀
����	�฀0ARA฀ESTOS฀AUTORES฀EN฀LA฀COMPARACI�N฀INTERVIENEN฀CUATRO฀ELEMENTOS�฀EL฀OBJETO฀O฀
LOS฀OBJETOS฀�QUE฀PUEDEN฀SER฀SUJETOS�฀GRUPOS�฀INSTITUCIONES�฀ETC�	�฀AL฀MENOS฀UNA฀PROPIEDAD฀
DE฀LOS฀OBJETOS�฀LOS฀ESTADOS฀DE฀LOS฀OBJETOS฀SOBRE฀DICHA฀PROPIEDAD฀Y฀EL฀PUNTO฀DEL฀TIEMPO฀EN฀
EL฀QUE฀FUERON฀RELEVADOS฀DICHOS฀ESTADOS฀�0IOVANI�฀����	�฀!S¤฀PUES�฀EN฀EL฀ANÕLISIS฀L�GICO฀
DE฀-ARRADI฀�����	฀COMENTADO฀POR฀&IDELI฀�����	฀Y฀0IOVANI฀�����	�฀ENCONTRAMOS฀QUE฀
iOBJETOSw�฀iESTADOSw�฀iPROPIEDADESw฀Y฀POSIBLEMENTE฀iPUNTOS฀EN฀EL฀TIEMPOw฀DEBEN฀SER฀
CONSIDERADOS฀COMO฀LOS฀ELEMENTOS฀L�GICOS฀DE฀LA฀COMPARACI�N�฀
0ARA฀EXPLICAR฀Y฀JUSTIFICAR฀LA฀DEFINICI�N฀ANTERIOR�฀-ARRADI฀�����	฀OBSERVA฀EN฀PRIMER฀

LUGAR฀QUE฀LA฀COMPARACI�N฀SE฀DA฀EN฀DISTINTOS฀ÕMBITOS฀SOCIALES�฀CIENT¤FICOS฀Y฀CULTURALES�฀
EN฀LA฀VIDA฀COTIDIANA฀�*UAN฀ES฀MÕS฀ALTO฀QUE฀!NTONIO	�฀EN฀LAS฀CIENCIAS฀SOCIALES฀�%UROPA฀ES฀
MENOS฀LIBERAL฀QUE฀!M£RICA	�฀EN฀LAS฀CIENCIAS฀F¤SICAS฀�EL฀COBRE฀ES฀MEJOR฀CONDUCTOR฀DE฀LA฀
ELECTRICIDAD฀QUE฀EL฀HIERRO	�฀/BSERVA฀QUE฀LAS฀TRES฀FRASES฀ANTERIORES฀TIENEN฀UNA฀ESTRUCTURA฀
L�GICA฀ID£NTICA�฀EN฀CADA฀UNA฀DE฀ELLAS฀HAY฀DOS฀OBJETOS฀�*UAN฀Y฀!NTONIO�฀%UROPA฀Y฀!M£

RICA�฀DIAMANTE฀Y฀CRISTAL	�฀Y฀UNA฀PROPIEDAD฀QUE฀LOS฀RELACIONA฀�ALTURA�฀LIBERALIDAD�฀DUREZA	�฀
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!S¤฀PUES�฀CONCLUYE฀QUE฀HAY฀DOS฀CLASES฀DE฀ELEMENTOS฀BÕSICOS฀EN฀UNA฀COMPARACI�N�฀LOS฀
OBJETOS฀Y฀LA฀PROPIEDAD฀QUE฀SE฀TOMA฀PARA฀COMPARAR฀LOS฀OBJETOS�฀0ERO฀ANALIZADO฀CON฀MÕS฀
PRECISI�N�฀EN฀LA฀RELACI�N฀QUE฀SE฀ESTABLECE฀NO฀SE฀COMPARAN฀LOS฀OBJETOS฀GLOBALMENTE฀ENTRE฀
S¤฀�Y฀NI฀SIQUIERA฀SUS฀PROPIEDADES�฀SINO฀LOS฀estados en la misma propiedad. Tales esta

DOS฀SON฀PUES�฀PARA฀-ARRADI฀�����	�฀UNA฀TERCERA฀CLASE฀DE฀ELEMENTOS฀NECESARIOS฀PARA฀LA฀
ESTRUCTURA฀L�GICA฀DE฀LA฀COMPARACI�N�
5NA฀CONSECUENCIA฀DEL฀HECHO฀DE฀QUE฀SE฀COMPAREN฀LOS฀ESTADOS฀Y฀NO฀LOS฀OBJETOS฀ES฀

QUE�฀PARA฀QUE฀EXISTA฀COMPARACI�N�฀NO฀ES฀PRECISO฀QUE฀LOS฀OBJETOS฀SEAN฀DOS฀CON฀TAL฀DE฀
QUE฀LOS฀ESTADOS฀SEAN฀DOS�฀%S฀DECIR�฀SE฀PUEDEN฀COMPARAR฀DOS฀ESTADOS฀DEL฀MISMO฀OBJETO฀
EN฀LA฀MISMA฀PROPIEDAD�฀CON฀TAL฀DE฀QUE฀SE฀DISTINGAN฀UTILIZANDO฀EL฀TIEMPO฀COMO฀CRITERIO฀
DIFERENCIADOR�฀0OR฀EJEMPLO฀i-AR¤A฀ESTÕ฀MÕS฀ALTA฀QUE฀EL฀A¶O฀PASADOw�฀%N฀ESTE฀CASO฀SE฀
COMPARAN฀LOS฀DOS฀ESTADOS฀DE฀LA฀ALTURA฀DE฀-AR¤A฀EN฀DOS฀MOMENTOS฀DISTINTOS�฀%STO฀¢LTIMO�฀
CONLLEVA฀LA฀NECESIDAD฀DE฀PRECISAR฀EL฀PAPEL฀DEL฀TIEMPO฀EN฀LA฀COMPARACI�N�฀,OS฀PUNTOS฀DEL฀
TIEMPO฀EN฀EL฀MOMENTO฀DEL฀ESTABLECIMIENTO฀DE฀LOS฀DIFERENTES฀ESTADOS฀EN฀LAS฀PROPIEDADES฀
SON฀EL฀CUARTO฀TIPO฀DE฀ELEMENTOS฀�JUNTO฀CON฀LOS฀OBJETOS�฀PROPIEDAD฀Y฀ESTADOS฀RELATIVOS	฀
NECESARIOS฀PARA฀LA฀ESTRUCTURA฀L�GICA฀DE฀LA฀COMPARACI�N�

Comparación cualitativa

,A฀COMPARACI�N฀ES฀CONSUSTANCIAL฀CON฀LA฀INVESTIGACI�N฀CIENT¤FICA฀EN฀GENERAL�฀PERO฀
TAMBI£N฀EN฀LA฀DENOMINADA฀INVESTIGACI�N฀CUALITATIVA�฀%N฀LA฀INVESTIGACI�N฀SE฀UTILIZA฀LA฀
COMPARACI�N฀DE฀FORMA฀INDUCTIVA฀PARA฀DETECTAR฀PROPIEDADES฀COMUNES฀DE฀LOS฀OBJETOS฀
QUE฀SE฀COMPARAN฀O฀DE฀FORMA฀DEDUCTIVA฀PARTIENDO฀DE฀UNA฀PROPIEDAD฀PREESTABLECIDA฀Y฀
CLASIFICANDO฀LOS฀OBJETOS฀DE฀ACUERDO฀A฀ESA฀PROPIEDAD�฀0OR฀EJEMPLO�฀SI฀LA฀PROPIEDAD฀ES฀EL฀
COLOR฀DE฀LOS฀OBJETOS�฀PODEMOS฀DECIDIR฀SI฀DOS฀OBJETOS฀TIENEN฀O฀NO฀EL฀MISMO฀COLOR฀O฀TIENEN฀
DISTINTO฀COLOR�฀%STA฀FORMA฀DE฀DEDUCCI�N฀ES฀EL฀TIPO฀DE฀COMPARACI�N฀MÕS฀BÕSICA�฀SIRVE฀PARA฀
FORMAR฀CLASIFICACIONES฀DE฀OBJETOS฀SEG¢N฀SU฀COLOR�฀,OS฀OBJETOS฀SE฀AGRUPAN฀SEG¢N฀EL฀COLOR฀
QUE฀POSEEN฀Y฀SE฀OBTIENEN฀TANTOS฀GRUPOS฀COMO฀COLORES฀TIENEN฀LOS฀OBJETOS฀COMPARADOS�฀
#UANDO฀DESCONOCEMOS฀LA฀PROPIEDAD฀QUE฀COMPARTEN฀LOS฀OBJETOS฀INTENTAMOS฀AVERIGUAR฀SI฀
HAY฀ALGO฀QUE฀LOS฀UNE�฀!฀ESTE฀TIPO฀DE฀COMPARACI�N฀SE฀LE฀DENOMINA฀cualitativa, se utiliza en 
LA฀INVESTIGACI�N฀CUALITATIVA฀TRATANDO฀DE฀ENCONTRAR฀CATEGOR¤AS฀DE฀MODO฀INDUCTIVO฀MEDIANTE฀
UNA฀COMPARACI�N฀CONSTANTE฀Y฀SISTEMÕTICA฀DE฀LOS฀HECHOS฀OBSERVADOS�

Modelos de comparación 

!DEMÕS฀DE฀QUE฀LA฀COMPARACI�N฀PUEDE฀TENER฀UNA฀PROYECCI�N฀CUALITATIVA฀O฀CUAN

TITATIVA฀EN฀LOS฀ESTUDIOS฀INFERENCIALES�฀TAMBI£N฀EN฀LA฀INVESTIGACI�N฀COMPARATIVA฀SE฀HAN฀
DISTINGUIDO฀TIPOLOG¤AS฀DE฀MODELOS฀DE฀COMPARACI�N�฀%NTRE฀LOS฀DISTINTOS฀MODELOS�฀&IDELI฀
�����	฀Y฀-ARRADI฀�����	฀DESTACAN฀DOS฀DE฀ELLOS�฀LA฀COMPARACI�N฀MACRO
ANAL¤TICA฀Y฀LA฀
COMPARACI�N฀MICRO
ANAL¤TICA�฀LAS฀CUALES฀ADQUIEREN฀ESPECIAL฀RELEVANCIA฀EN฀LA฀INVESTIGA

CI�N฀EN฀EL฀CAMPO฀DE฀LAS฀#IENCIAS฀3OCIALES�฀!UNQUE฀AMBOS฀MODELOS฀TIENEN฀SUS฀PROPIAS฀
CARACTER¤STICAS�฀LA฀DIFERENCIA฀ENTRE฀ELLOS฀ES฀A฀MENUDO฀UNA฀CUESTI�N฀DE฀MATICES�฀COMO฀SE฀
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DEMUESTRA฀COMPARANDO฀LAS฀DOS฀FRASES�฀i&INLANDIA฀TIENE฀ALUMNOS฀MÕS฀ESTUDIOSOS฀QUE฀
!LEMANIAw฀Y฀iLOS฀FINLANDESES฀SON฀MÕS฀ESTUDIOSOS฀QUE฀LOS฀ALEMANESw�฀
,A฀COMPARACI�N฀MACRO
ANAL¤TICA฀INCLUYE฀AQUELLOS฀CASOS฀EN฀LOS฀QUE฀LA฀NATURALEZA฀

DEL฀OBJETO฀NO฀INFLUYE฀EN฀LA฀ESTRUCTURA฀DE฀LA฀COMPARACI�N�฀%N฀ESTE฀MODELO฀SE฀COMPARAN฀
OBJETOS฀ENTEROS�฀NO฀SUS฀PARTES�฀O฀BIEN฀SE฀COMPARAN฀SISTEMAS฀EN฀BASE฀A฀SUS฀PROPIEDADES฀
GLOBALES�฀%STE฀ESTILO฀DE฀COMPARACI�N�฀MUY฀USUAL฀EN฀INVESTIGACI�N฀SOCIO
POL¤TICA�฀SUELE฀
PRESENTAR฀COMO฀OBJETOS฀DE฀COMPARACI�N฀SISTEMAS฀COMPLEJOS฀COMO฀SOCIEDADES฀O฀CULTURAS�฀
DONDE฀ES฀DIF¤CIL฀ESTABLECER฀PARTES฀O฀PROPIEDADES฀SIMPLES�฀
%N฀EL฀CASO฀CONTRARIO�฀LA฀COMPARACI�N฀MICRO
ANAL¤TICA�฀ABARCA฀AQUELLOS฀CASOS฀EN฀LOS฀

QUE฀LA฀NATURALEZA฀DEL฀OBJETO฀S¤฀ES฀IMPORTANTE�฀%N฀ESTE฀MODELO฀SE฀COMPARAN฀LOS฀OBJETOS฀
EN฀BASE฀A฀PROPIEDADES฀MÕS฀SIMPLES�฀CONSIDERANDO฀SUS฀PARTES฀O฀MIEMBROS�฀O฀BIEN฀SON฀
OBJETOS฀SIMPLES�฀QUE฀ANTES฀DE฀SER฀COMPARADOS�฀SE฀AGRUPAN฀EN฀BASE฀A฀SU฀PERTENENCIA฀A฀
UN฀OBJETO฀MÕS฀COMPLEJO�฀

En el área de las Ciencias Sociales, se han desarrollado diversos estudios e inves

TIGACIONES฀DONDE฀DESTACAN฀LAS฀COMPARACIONES฀MICRO
ANAL¤TICAS�฀0ARTICULARMENTE�฀EN฀EL฀
SIGUIENTE฀APARTADO�฀MOSTRAMOS฀ALGUNAS฀INVESTIGACIONES฀DEL฀ÕREA฀DE฀%DUCACI�N฀-ATEMÕ

TICA฀DONDE฀SE฀ESTABLECEN฀COMPARACIONES฀ENTRE฀DISTINTOS฀TIPOS฀DE฀ELEMENTOS฀Y฀QUE฀HAN฀
sido desarrollados por el profesor Luis Rico.

La comparación en los trabajos del profesor Luis Rico

,A฀COMPARACI�N�฀COMO฀OBJETO฀DE฀ESTUDIO฀�2ICO฀Y฀&ERNÕNDEZ�฀����	฀O฀COMO฀M£TODO฀
DE฀ANÕLISIS฀�2ICO�฀$¤EZ�฀#ASTRO฀Y฀,UPIÕ¶EZ�฀�����฀'UTI£RREZ
'UTI£RREZ�฀2ICO฀Y฀'�MEZ�฀
����	�฀HA฀SIDO฀UN฀ELEMENTO฀PRESENTE฀EN฀LOS฀TRABAJOS฀DEL฀PROFESOR฀,UIS฀2ICO�฀#OMO฀MUES

TRA฀DE฀ELLO�฀PRESENTAMOS฀ALGUNOS฀DE฀ESTOS฀TRABAJOS฀QUE฀AGRUPAMOS฀SEG¢N฀SU฀TEMÕTICA฀
EN฀ESTUDIOS฀SOBRE฀COMPARACI�N฀INTERNACIONAL�฀ESTUDIOS฀SOBRE฀COMPARACI�N฀CURRICULAR�฀
ESTUDIOS฀SOBRE฀COMPARACI�N฀DE฀TEXTOS฀Y฀ESTUDIOS฀SOBRE฀COMPARACI�N฀CIENT¤FICA�฀

4ABLA฀��฀Algunos trabajos relativos a la comparación desarrollados por el profesor Luis Rico

#OMPARACI�N฀
internacional

Gutiérrez-Gutiérrez, A. Gómez, P. Y฀Rico�฀,�฀�����	�฀#ONOCIMIENTO฀DIDÕCTICO฀DE฀
LOS฀ESTUDIANTES฀ESPA¶OLES฀DE฀-AGISTERIO฀SOBRE฀N¢MEROS�฀RESULTADOS฀EN฀4%$3
-�฀Cultura 

y Educación, 26��	�฀���n����

Gutiérrez-Gutiérrez, A., Rico,฀,�฀Y฀Gómez�฀0�฀�����	�฀#ONOCIMIENTO฀DIDÕCTICO฀SO

BRE฀N¢MEROS฀Y฀OPERACIONES�฀UNA฀COMPARACI�N฀INTERNACIONAL�฀Electronic Journal of Re-

search in Educational Psychology, 13��	�฀��n���฀

Instituto Nacional de Evaluación Educativa฀ �).%%	฀ �����	�฀ TEDS-M. Estu-

dio internacional sobre la formación inicial en matemáticas de los maestros. Informe 

español�฀-ADRID�฀-INISTERIO฀DE฀%DUCACI�N�฀#ULTURA฀Y฀$EPORTE�
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#OMPARACI�N฀
curricular

Castro-Rodríguez, E., Lupiáñez, J. L., Ruiz-Hidalgo, J. F., Rico, ,�฀Y฀Díez, A. 
�EN฀PRENSA	�฀-ATEMÕTICAS฀ESCOLARES฀Y฀CAMBIO฀CURRICULAR�฀ �����n����	�฀%L฀CASO฀DE฀ LOS฀
N¢MEROS฀RACIONALES�฀Profesorado. Revista de Currículum y Formación de Profesorado. 

Díez, A., Cañadas, M. C., Picado, M., Rico, L.฀Y฀Castro�฀%�฀ �EN฀PRENSA	�฀-AGNI

TUDES฀Y฀ SU฀MEDIDA฀ EN฀ EL฀ CURR¤CULO฀DE฀PRIMARIA฀ EN฀%SPA¶A฀ �����n����	�฀0ROFESORADO�฀
Revista de Currículum y Formación de Profesorado.

Rico, L., Díez, A., Castro, E�฀Y฀Lupiáñez�฀ *�฀,�฀ �����	�฀#URR¤CULO฀DE฀-ATEMÕTICAS฀
PARA฀LA฀%DUCACI�N฀OBLIGATORIA฀EN฀%SPA¶A฀DURANTE฀EL฀PERIODO฀����n�����฀Educatio Siglo 

XXI, 29, 141–167.

#OMPARACI�N฀
DE฀TEXTOS

Maz�฀!�฀ Y฀Rico�฀ ,�฀ �����	�฀ 0RINCIPIOS฀ DIDÕCTICOS฀ EN฀ TEXTOS฀ ESPA¶OLES฀ DE฀MATEMÕTI

cas en los siglos xviii฀Y฀xix. RELIME. Revista Latinoamericana de Investigación en 

Matemática Educativa, 18��	�฀��n���

Picado�฀-��฀Y฀Rico�฀,�฀�����	�฀,A฀INTRODUCCI�N฀DEL฀SISTEMA฀M£TRICO฀DECIMAL฀Y฀LOS฀LIBROS฀
DE฀TEXTO฀EN฀%SPA¶A�฀Suma: Revista sobre Enseñanza y Aprendizaje de las Matemáticas, 

7, 9–18.

#OMPARACI�N฀
cientímétrica

Rico, L., Torralbo, M., Gutiérrez, M. P., Fernández, A�฀Y฀Maz�฀!�฀�����	�฀4ESIS฀
DOCTORALES฀ESPA¶OLAS฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀Enseñanza de las Ciencias: Revista de 

Investigación y Experiencias Didácticas, 21��	�฀���n����

Comparaciones internacionales

%L฀ESTUDIO฀4%$3
-฀(Teacher Education and Development Study in Mathematics), 

LLEVADO฀A฀CABO฀DURANTE฀LOS฀A¶OS฀����
�����฀FUE฀EL฀PRIMER฀ESTUDIO฀INTERNACIONAL฀COM

PARATIVO฀A฀GRAN฀ESCALA฀SOBRE฀LOS฀PLANES฀DE฀FORMACI�N฀INICIAL฀Y฀SOBRE฀EL฀CONOCIMIENTO฀
ADQUIRIDO฀POR฀LOS฀FUTUROS฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS฀EN฀EDUCACI�N฀PRIMARIA฀Y฀SECUNDARIA฀
OBLIGATORIA฀AL฀ACABAR฀SU฀FORMACI�N฀INICIAL�
%SPA¶A฀COLABOR�฀EN฀4%$3
-฀A฀TRAV£S฀DEL฀)NSTITUTO฀.ACIONAL฀PARA฀LA฀%VALUACI�N฀DE฀

LA฀%DUCACI�N฀�).%%	�฀,A฀5NIVERSIDAD฀DE฀'RANADA฀PARTICIP�฀EN฀EL฀ESTUDIO฀POR฀MEDIO฀DEL฀
GRUPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA�฀0ENSAMIENTO฀.UM£RICO �&1-
���	฀
DEL฀0LAN฀!NDALUZ฀DE฀)NVESTIGACI�N฀�0!)$)	�฀DENTRO฀DEL฀0ROYECTO฀DE฀%XCELENCIA฀DE฀LA฀*UNTA฀
DE฀!NDALUC¤A฀0��
&1-�����฀�4%$3
-฀%SPA¶A�฀Y฀DEL฀PROYECTO฀%$5����
�����฀
DEL฀-INISTERIO฀DE฀#IENCIA฀E฀)NNOVACI�N�฀%L฀PROP�SITO฀DE฀LA฀PARTICIPACI�N฀ESPA¶OLA฀FUE฀
ANALIZAR฀Y฀DESCRIBIR฀LA฀FORMACI�N฀INICIAL฀EN฀MATEMÕTICAS฀DEL฀PROFESORADO฀DE฀EDUCACI�N฀
PRIMARIA�฀COMPARARLA฀CON฀LA฀DE฀OTROS฀PA¤SES฀Y฀ESTABLECER฀PROPUESTAS฀DE฀TRABAJO฀Y฀POSIBLES฀
L¤NEAS฀DE฀ACTUACI�N฀QUE฀CONTRIBUYERAN฀A฀MEJORAR฀DICHA฀FORMACI�N฀�).%%�฀����	�
#OMO฀CONSECUENCIA฀DE฀ESTE฀ESTUDIO�฀SURGIERON฀DIVERSAS฀PUBLICACIONES฀ENTRE฀LAS฀

QUE฀DESTACAN฀'UTI£RREZ
'UTI£RREZ�฀2ICO฀Y฀'�MEZ฀�����	�฀'UTI£RREZ
'UTI£RREZ�฀'�MEZ฀
Y฀2ICO฀�����	฀ENTRE฀OTRAS�

Comparaciones curriculares

/TRO฀ÕMBITO฀A฀DESTACAR฀EN฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀ES฀LA฀COMPARACI�N฀CURRICU

LAR�฀0ARTICULARMENTE�฀CENTRADOS฀EN฀EL฀ÕREA฀DE฀MATEMÕTICAS�฀ENCONTRAMOS฀VARIOS฀TRABAJOS฀
QUE฀COMPARAN฀PROGRAMAS฀DE฀MATEMÕTICAS฀VIGENTES฀EN฀DIFERENTES฀MOMENTOS฀HIST�RICOS�฀
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%STAS฀COMPARACIONES฀SE฀REALIZAN฀EN฀BASE฀A฀LAS฀DIMENSIONES฀CURRICULARES฀�2ICO�฀$¤EZ�฀
#ASTRO฀Y฀,UPIÕ¶EZ�฀����	฀O฀EN฀BASE฀A฀CONTENIDOS฀MATEMÕTICOS฀ESPEC¤FICOS�฀COMO฀SON฀LOS฀
N¢MEROS฀RACIONES฀�#ASTRO
2ODR¤GUEZ�฀,UPIÕ¶EZ�฀2UIZ
(IDALGO�฀2ICO฀Y฀$¤EZ�฀EN฀PRENSA	฀
O฀LAS฀MAGNITUDES฀Y฀SU฀MEDIDA฀�$¤EZ�฀#A¶ADAS�฀0ICADO�฀2ICO฀Y฀#ASTRO�฀EN฀PRENSA	�฀,AS฀
COMPARACIONES฀REALIZADAS฀EN฀TALES฀TRABAJOS฀PONEN฀DE฀MANIFIESTO฀LA฀IMPORTANCIA฀EN฀CADA฀
MOMENTO฀DEL฀CONTEXTO฀SOCIAL�฀ LAS฀EXPECTATIVAS฀FORMATIVAS฀Y฀EL฀MODO฀DE฀ENTENDER฀LAS฀
matemáticas escolares. 

Comparaciones de textos

$ENTRO฀DEL฀ÕREA฀DE฀HISTORIA฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀SE฀INCLUYEN฀VARIAS฀CONTRI

BUCIONES฀CENTRADAS฀EN฀LA฀COMPARACI�N฀DE฀LIBROS฀O฀TEXTOS฀EDUCATIVOS฀DE฀SIGLOS฀PASADOS�฀
#ENTRÕNDOSE฀EN฀T�PICOS฀COMO฀LOS฀N¢MEROS฀NEGATIVOS฀�-AZ฀Y฀2ICO�฀����	฀O฀EL฀SISTEMA฀
M£TRICO฀DECIMAL฀�0ICADO฀Y฀2ICO�฀�����฀2ICO฀Y฀0ICADO�฀����	�฀ESTOS฀ESTUDIOS฀IDENTIFICAN฀
DETERMINADOS฀CRITERIOS฀DIDÕCTICOS฀QUE฀LOS฀TEXTOS฀PONEN฀DE฀MANIFIESTO฀EN฀LA฀ORGANIZACI�N฀
de tales contenidos.

Comparaciones cienciométricas

&INALMENTE�฀ENCONTRAMOS฀ESTUDIOS฀CIENCIOM£TRICOS฀QUE฀TIENEN฀EL฀FIN฀DE฀COMPROBAR฀
LA฀CONSOLIDACI�N฀DE฀LA฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀-ATEMÕTICA฀EN฀%SPA¶A฀COMO฀DISCIPLINA฀CIENT¤FICA฀
�2ICO�฀4ORRALBO�฀'UTI£RREZ�฀&ERNÕNDEZ฀Y฀-AZ�฀����	�฀0ARA฀ELLO�฀SE฀LLEV�฀A฀CABO฀UN฀ANÕLISIS฀
Y฀COMPARACI�N฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀EN฀%SPA¶A฀MEDIANTE฀LAS฀
TESIS฀DOCTORALES฀REALIZADAS฀ENTRE฀����฀Y฀�����฀,OS฀ANÕLISIS฀CIENCIM£TRICOS฀Y฀CONCEPTUALES฀
REALIZADOS�฀DETECTARON฀PATRONES�฀TENDENCIAS฀Y฀T�PICOS฀DE฀GRAN฀ACTIVIDAD฀INVESTIGADORA฀
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REPRESENTACIONES GRÁFICAS DE CANTIDADES DISCRETAS 
EN CONTEXTOS DE COMUNICACIÓN 

Y RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS EN EDUCACIÓN INFANTIL

Graphical Representations of Discrete Quantities in Contexts  
of Communication and Problem solving in Early Childhood Education

Carlos De Castroa y Asunción Boschb

a5NIVERSIDAD฀!UT�NOMA฀DE฀-ADRID�฀%SPA¶A 
BUniversidad de Almería, España

Resumen

%N฀ESTE฀ TRABAJO฀PROPONEMOS฀UN฀ESQUEMA฀DE฀CLASIFICACI�N฀PARA฀ LAS฀REPRESENTACIONES฀DE฀
CANTIDADES฀DISCRETAS�฀%STE฀ESQUEMA฀SE฀HA฀UTILIZADO฀PARA฀ANALIZAR฀LAS฀REPRESENTACIONES฀GRÕFICAS฀
ELABORADAS฀POR฀DOS฀GRUPOS฀DE฀ALUMNOS฀DE฀�
�฀Y฀�
�฀A¶OS฀AL฀ABORDAR฀DOS฀TAREAS฀MATEMÕTICAS฀
QUE฀IMPLICAN฀PROCESOS฀DE฀COMUNICACI�N฀Y฀DE฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�฀3E฀HAN฀ENCONTRADO฀GRAN฀
CANTIDAD฀DE฀REPRESENTACIONES�฀LA฀MAYOR¤A฀DENTRO฀DEL฀ESQUEMA฀DE฀CLASIFICACI�N฀PROPUESTO�฀CUYA฀
variedad muestra la potencialidad de las tareas para el desarrollo de la competencia matemática 
DE฀REPRESENTACI�N฀EN฀LA฀EDUCACI�N฀INFANTIL�

Palabras clave: CANTIDAD�฀COMUNICACI�N�฀EDUCACI�N฀INFANTIL�฀REPRESENTACI�N�฀RESOLUCI�N฀DE฀
PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀VERBALES�

ABSTRACT

We propose a classification scheme for children representations of discrete quantities. This 

scheme has been used to analyze the representations, made by two groups of students of 4-5 and 

5-6 years, to solve two mathematical tasks involving processes of communication and problem 

solving. We have found a large number of representations, most of which were within the proposed 

classification scheme, which variety shows the potential of the tasks for the development of the 

mathematical competence of representation in early childhood education.

Keywords: communication, kindergarten, quantity, representation, verbal arithmetic pro-

blem solving.

De Castro�฀#�฀Y฀Bosch฀!�฀�����	�฀2EPRESENTACIONES฀GRÕFICAS฀DE฀CANTIDADES฀DISCRETAS฀EN฀CONTEXTOS฀
DE฀COMUNICACI�N฀Y฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀EN฀EDUCACI�N฀INFANTIL�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀
*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico 

�PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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Introducción

$ESDE฀LA฀D£CADA฀DE฀LOS฀��฀DEL฀SIGLO฀PASADO�฀LA฀NOCI�N฀DE฀REPRESENTACI�N฀COMIENZA฀
A฀USARSE฀DE฀FORMA฀SISTEMÕTICA฀EN฀LA฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀Y฀SU฀INTER£S฀DIDÕCTICO฀VA฀EN฀
AUMENTO�฀%STO฀SE฀DEBE฀A฀QUE฀LAS฀REPRESENTACIONES฀HACEN฀PRESENTES฀LOS฀CONCEPTOS฀Y฀PRO

CEDIMIENTOS฀MATEMÕTICOS�฀PERMITEN฀REGISTRAR฀Y฀COMUNICAR฀EL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO�฀
ASIGNAR฀SIGNIFICADOS฀Y฀COMPRENDER฀LAS฀ESTRUCTURAS฀MATEMÕTICAS฀�2ICO�฀����	�
$ENTRO฀DEL฀ÕMBITO฀DEL฀PENSAMIENTO฀NUM£RICO�฀EL฀CONOCIMIENTO฀DEL฀SISTEMA฀DECIMAL฀DE฀

NUMERACI�N฀ES฀FUNDAMENTAL฀EN฀NUESTRA฀CULTURA�฀PERO฀UNA฀ASOCIACI�N฀R¤GIDA฀ENTRE฀N¢MERO฀
Y฀NUMERAL฀IMPONE฀LIMITACIONES฀EN฀EL฀CONOCIMIENTO฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES�฀(AY฀OTROS฀
SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀COMO฀EL฀ANÕLISIS฀ARITM£TICO฀DE฀LOS฀N¢MEROS�฀LA฀RECTA฀NUM£RICA�฀O฀
LAS฀CONFIGURACIONES฀PUNTALES�฀%NTRE฀LOS฀N¢MEROS฀Y฀SUS฀REPRESENTACIONES฀EN฀DISTINTOS฀SISTEMAS฀
SE฀ESTABLECEN฀UN฀GRAN฀N¢MERO฀DE฀RELACIONES�฀CUYO฀DOMINIO฀DETERMINA฀LA฀COMPRENSI�N฀QUE฀
LOS฀ALUMNOS฀TIENEN฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES฀�#ASTRO�฀2ICO฀Y฀2OMERO�฀����	�฀
%L฀ANÕLISIS฀ARITM£TICO�฀EN฀QUE฀CADA฀N¢MERO฀SE฀DESCOMPONE฀EN฀SUMAS฀O฀PRODUCTOS฀DE฀

N¢MEROS�฀FAVORECE฀LA฀COMPRENSI�N฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES฀�#ASTRO�฀2ICO฀Y฀2OMERO�฀
����	�฀)NVESTIGACIONES฀DESARROLLADAS฀CON฀ALUMNOS฀EN฀LAS฀PRIMERAS฀ETAPAS฀EDUCATIVAS฀
MUESTRAN฀C�MO฀LOS฀NI¶OS฀REALIZAN฀ESTE฀TIPO฀DE฀ANÕLISIS�฀"ADILLO�฀&ONT฀Y฀%DO฀�����	฀ANA

LIZAN฀LAS฀REPRESENTACIONES฀DE฀NI¶OS฀DE฀�
�฀A¶OS฀AL฀RESOLVER฀UN฀PROBLEMA฀DE฀DISTRIBUCI�N฀
DE฀UNA฀CANTIDAD฀EN฀PARTES�฀%STOS฀PROBLEMAS฀CUENTAN฀CON฀VARIAS฀SOLUCIONES�฀PUES฀EN฀ELLOS฀
NO฀SE฀DETERMINA฀EL฀N¢MERO฀DE฀PARTES�฀NI฀EL฀N¢MERO฀DE฀OBJETOS฀EN฀CADA฀PARTE฀�SI฀TIENES฀��฀
RUEDAS�฀zCUÕNTOS฀JUGUETES฀CON฀RUEDAS฀PUEDES฀TENER�	�฀,AS฀REPRESENTACIONES฀SE฀CLASIFICAN฀
EN฀VERBALES�฀SIMB�LICO�NUM£RICAS฀E฀IC�NICAS�฀%N฀ESTE฀TRABAJO�฀AL฀IGUAL฀QUE฀EN฀3CHULMAN฀
Y฀%STON฀�����	�฀EN฀QUE฀NI¶OS฀DE฀�฀A¶OS฀RESUELVEN฀PROBLEMAS฀DE฀DESCOMPOSICI�N฀ADI

TIVA�฀SE฀PONE฀DE฀MANIFIESTO฀QUE฀LOS฀PROBLEMAS฀EN฀QUE฀UN฀TODO฀SE฀SEPARA฀EN฀PARTES฀SON฀
PARTICULARMENTE฀APROPIADOS฀PARA฀QUE฀LOS฀NI¶OS฀REPRESENTEN฀EL฀TIPO฀DE฀OBJETO�฀ADEMÕS฀DEL฀
N¢MERO�฀!DEMÕS�฀LAS฀REPRESENTACIONES฀QUE฀APARECEN฀EN฀LOS฀TRABAJOS฀CITADOS฀ENFATIZAN฀LA฀
RELACI�N฀PARTE
TODO฀ADITIVA฀�#ASTRO
2ODR¤GUEZ฀Y฀#ASTRO�฀����	�฀/TRO฀EJEMPLO฀DE฀ANÕLISIS฀
ARITM£TICO฀ES฀LA฀DESCOMPOSICI�N฀FACTORIAL�฀PLANTEADA฀DESDE฀EDUCACI�N฀INFANTIL฀�"OSCH�฀
�����฀"OSCH�฀#ASTRO฀Y฀3EGOVIA�฀�����฀$E฀#ASTRO฀Y฀(ERNÕNDEZ�฀����	฀QUE฀SUBRAYA฀LA฀
RELACI�N฀PARTE฀TODO฀MULTIPLICATIVA฀�#ASTRO
2ODR¤GUEZ฀Y฀#ASTRO�฀����	�
$ENTRO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀INFANTIL�฀EL฀TEMA฀DE฀LA฀INICIACI�N฀A฀LA฀REPRESENTACI�N฀DE฀N¢ME


ROS฀Y฀CANTIDADES฀HA฀RECIBIDO฀MUCHA฀ATENCI�N฀EN฀LA฀INVESTIGACI�N�฀5N฀EJEMPLO฀RECIENTE฀ES฀
EL฀TRABAJO฀DE฀!LSINA฀�����	�฀QUE฀ESTUDIA฀LAS฀NOTACIONES฀NUM£RICAS฀ELABORADAS฀POR฀NI¶OS฀
DE฀�฀A฀�฀A¶OS฀EN฀TAREAS฀DE฀DICTADO฀DE฀N¢MEROS�฀ENCONTRANDO฀QUE฀ESTAS฀EVOLUCIONAN฀DESDE฀
LA฀AUSENCIA฀DE฀C�DIGO฀SIMB�LICO�฀CON฀REPRESENTACIONES฀IC�NICAS฀DEL฀N¢MERO฀�UN฀�����฀
EN฀�฀A¶OS	�฀HASTA฀EL฀USO฀DE฀C�DIGO฀SIMB�LICO฀�UN฀���฀A฀LOS฀�฀A¶OS	�฀3I฀NOS฀REFERIMOS฀A฀
LAS฀REPRESENTACIONES฀DE฀N¢MEROS฀PEQUE¶OS�฀HASTA฀��฀MEDIANTE฀MARCAS�฀A฀TRAV£S฀DE฀UNA฀
CORRESPONDENCIA฀UNO฀A฀UNO�฀ALGUNOS฀NI¶OS฀DE฀�
�฀Y฀DE฀�
�฀A¶OS฀SON฀CAPACES฀DE฀UTILIZAR฀
ESTE฀TIPO฀DE฀REPRESENTACIONES�฀AUNQUE฀OTROS฀TIENEN฀DIFICULTADES�฀TANTO฀CON฀EL฀USO฀DE฀ESTE฀
TIPO฀DE฀REPRESENTACI�N�฀COMO฀CON฀LA฀COMPRENSI�N฀DE฀LAS฀INSTRUCCIONES฀DE฀LAS฀TAREAS฀
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DE฀EDUCACI�N฀INFANTIL�฀PENSAMOS฀QUE฀EN฀LOS฀PRIMEROS฀A¶OS฀HAY฀QUE฀DAR฀PRIORIDAD฀A฀LAS฀
CANTIDADES฀SOBRE฀LOS฀N¢MEROS฀�$E฀#ASTRO�฀0ASTOR�฀0INA�฀2OJAS฀Y฀%SCORIAL�฀�����฀2ESNICK�฀
����	฀Y฀A฀£STAS฀DENTRO฀DE฀UNA฀SITUACI�N฀SIGNIFICATIVA฀PARA฀LOS฀NI¶OS�฀A฀TRAV£S฀DE฀TAREAS฀
DE฀PETICIONES฀�%L฀"OUAZZAOUI�฀����	฀O฀DE฀PROBLEMAS฀QUE฀IMPLICAN฀DESCOMPOSICIONES฀
�"ADILLO฀Y฀OTROS�฀�����฀3CHULMAN฀Y฀%STON�฀����	฀Y฀CONVENIENTEMENTE฀CONTEXTUALIZADAS�฀
EN฀NUESTRO฀CASO�฀A฀TRAV£S฀DE฀LA฀LITERATURA฀INFANTIL฀�$E฀#ASTRO฀Y฀(ERNÕNDEZ�฀����	�
%STE฀TRABAJO฀SE฀ENMARCA฀DENTRO฀DE฀UNA฀INVESTIGACI�N฀ORIENTADA฀AL฀DESARROLLO฀DEL฀

CURR¤CULO฀MATEMÕTICO฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀INFANTIL�฀,AS฀TAREAS฀PROPUESTAS฀FORMARON฀PARTE฀
DE฀UN฀ESTUDIO฀PILOTO฀Y฀HAN฀SIDO฀FINALMENTE฀INCLUIDAS฀EN฀UN฀MATERIAL฀CURRICULAR฀PARA฀EL฀
AULA฀DE฀%DUCACI�N฀)NFANTIL฀�$E฀#ASTRO฀Y฀(ERNÕNDEZ�฀����	฀CON฀LA฀EXPECTATIVA฀DE฀QUE฀SU฀
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REALIZACI�N฀CONTRIBUYA฀A฀LA฀INICIACI�N฀EN฀EL฀DESARROLLO฀DE฀LA฀COMPETENCIA฀MATEMÕTICA�฀
EN฀ESPECIAL�฀EN฀SU฀ASPECTO฀DE฀hREPRESENTACI�N฀Y฀USO฀DE฀OPERACIONES฀Y฀LENGUAJE฀T£CNICO�฀
SIMB�LICO฀Y฀FORMALv฀TAL฀COMO฀SUGIERE฀EL฀MARCO฀TE�RICO฀DE฀0)3!฀�$E฀#ASTRO�฀0ASTOR�฀0INA�฀
2OJAS฀Y฀%SCORIAL�฀�����฀2ICO฀Y฀,UPIÕ¶EZ�฀����	�

Objetivo

0LANTEAMOS฀DOS฀OBJETIVOS�฀��	฀#LASIFICAR฀LAS฀REPRESENTACIONES฀GRÕFICAS฀DE฀CANTIDADES฀
DISCRETAS฀REALIZADAS฀POR฀ALUMNOS฀DE฀EDUCACI�N฀INFANTIL฀DE฀�฀A฀�฀A¶OS฀EN฀TAREAS฀DE฀PETICIONES฀
Y฀EN฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀DE฀DESCOMPOSICI�N฀ADITIVA�฀Y฀��	฀%STUDIAR฀LAS฀DIFERENCIAS฀ENTRE฀
LAS฀REPRESENTACIONES฀UTILIZADAS฀EN฀EL฀AULA฀DE฀�
�฀A¶OS฀Y฀�
�฀A¶OS�฀AS¤฀COMO฀EL฀N¢MERO฀DE฀
SOLUCIONES฀PROPUESTAS฀EN฀CADA฀EDAD฀PARA฀EL฀PROBLEMA฀DE฀DESCOMPOSICI�N฀ADITIVA�

Método

Participantes

(AN฀PARTICIPADO฀DOS฀GRUPOS฀DE฀ALUMNOS฀DE฀DOS฀COLEGIOS฀P¢BLICOS�฀UN฀GRUPO฀DE฀
ALUMNOS฀DE฀�
�฀A¶OS฀DE฀3AN฀3EBASTIÕN฀DE฀LOS฀2EYES฀�-ADRID	฀Y฀OTRO�฀DE฀¢LTIMO฀CURSO฀
DE฀EDUCACI�N฀INFANTIL฀��
�฀A¶OS	�฀DE฀LA฀LOCALIDAD฀DE฀'UILLENA฀�3EVILLA	�

Las tareas

Hemos utilizado dos tipos de tareas:
Tareas de peticiones. En ellas se presenta al alumno una figura modelo decorada con 

FORMAS฀GEOM£TRICAS�฀%L฀ALUMNO฀CUENTA฀CON฀UNA฀FIGURA฀IGUAL�฀SIN฀DECORAR�฀Y฀DEBE฀PEDIR฀
EN฀SU฀CUADERNO฀�ESCRIBIENDO�฀DIBUJANDO�฀SIN฀COMUNICACI�N฀ORAL	฀LAS฀PEGATINAS฀NECESARIAS฀
PARA฀REPRODUCIR฀EL฀MODELO฀ORIGINAL�฀%N฀LA฀&IGURA฀�฀VEMOS฀UN฀EJEMPLO฀DE฀ESTE฀TIPO฀DE฀
actividad en el cuaderno del alumno.

Figura 1. Hoja del cuaderno para la tarea de peticiones en 4-5 años.
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4AREAS฀DE฀RESOLUCI�N฀DE฀UN฀PROBLEMA฀VERBAL�฀,OS฀ALUMNOS฀TEN¤AN฀QUE฀RESOLVER฀UN฀
PROBLEMA฀ARITM£TICO฀VERBAL฀DE฀DESCOMPOSICI�N฀ADITIVA�฀4RAS฀RESOLVER฀EL฀PROBLEMA฀CON฀
AYUDA฀DE฀MATERIALES฀MANIPULATIVOS�฀LOS฀ALUMNOS฀DEB¤AN฀UTILIZAR฀UN฀DIBUJO฀PARA฀RESOL

VER฀EL฀PROBLEMA฀Y฀ANOTAR฀LA฀SOLUCI�N฀EN฀SU฀CUADERNO฀DE฀TRABAJO�฀,OS฀ENUNCIADOS฀SON฀
LOS฀SIGUIENTES�฀�A	฀3I฀EL฀REY฀DIO฀�฀REGALOS฀A฀LA฀ANCIANA฀Y฀A฀6ALENTINA�฀z#UÕNTOS฀REGALOS฀
SE฀QUED�฀CADA฀UNA�฀�PROBLEMA฀EN฀�
�฀A¶OS	�฀�B	฀%N฀EL฀ARROYO฀HAB¤A฀��฀CERDOS฀NEGROS฀
Y฀ROSADOS�฀z#UÕNTOS฀CERDITOS฀NEGROS฀CREES฀QUE฀HAB¤A�฀z9฀CUÕNTOS฀CERDITOS฀ROSADOS�฀
�PROBLEMA฀EN฀�
�฀A¶OS	�

En cuanto a la forma de presentar las tareas, estas se proponen a partir de la literatura 
INFANTIL�฀5TILIZAMOS�฀EN฀EL฀GRUPO฀DE฀�
�฀A¶OS฀Y฀EN฀EL฀DE฀�
��฀RESPECTIVAMENTE�฀LAS฀ADAP

TACIONES฀DE฀LOS฀CUENTOS฀POPULARES฀RUSOS฀DE฀!LEKANDR฀!FANASIEV฀;����
����=฀h6ALENTINA฀
LA฀COSTURERAv฀Y฀h%L฀PR¤NCIPE฀CABRITOv฀�3ANTILLANA�฀����	�฀PERTENECIENTES฀AL฀PROYECTO฀h_!฀
CONTAR�฀-ATEMÕTICAS฀PARA฀PENSARv฀�$E฀#ASTRO฀Y฀(ERNÕNDEZ�฀����	�฀#ADA฀UNO฀DE฀LOS฀
CUENTOS฀SE฀HAB¤A฀LE¤DO฀VARIAS฀VECES฀ANTES฀DE฀LAS฀ACTIVIDADES฀PARA฀CONTEXTUALIZARLAS฀Y฀
FAVORECER฀QUE฀LOS฀NI¶OS฀PUDIERAN฀IMAGINAR฀LAS฀SITUACIONES฀Y฀ELABORAR฀REPRESENTACIONES฀
de las mismas. 

Recogida de datos

3E฀HAN฀RECOGIDO฀TODAS฀LAS฀HOJAS฀DE฀TRABAJO�฀CORRESPONDIENTES฀A฀LAS฀CUATRO฀ACTIVIDADES�฀
DE฀LOS฀CUADERNOS฀DE฀TRABAJO฀DE฀AMBOS฀GRUPOS�฀$ADO฀QUE฀EN฀EL฀GRUPO฀DE฀�
�฀A¶OS฀LAS฀
REPRESENTACIONES฀GRÕFICAS฀SON฀MÕS฀DIF¤CILES฀DE฀INTERPRETAR�฀EL฀MAESTRO฀ENTREVIST�฀A฀CADA฀
UNO฀DE฀LOS฀NI¶OS฀PIDI£NDOLES฀QUE฀EXPLICARAN฀LO฀QUE฀HAB¤AN฀REPRESENTADO฀EN฀SU฀CUADERNO฀
Y฀ESCRIBIENDO฀NOTAS฀ACLARATORIAS�

Resultados

Para analizar las representaciones gráficas de cantidades discretas de los partici

PANTES�฀HEMOS฀SEGUIDO฀EL฀SIGUIENTE฀ESQUEMA฀DE฀CLASIFICACI�N฀�4ABLA฀�	�฀%STE฀ESQUEMA฀
RECOGE฀IDEAS฀DE฀TRABAJOS฀CITADOS฀EN฀LA฀INTRODUCCI�N�฀ESPECIALMENTE฀EL฀DE฀(UGHES฀�����	�฀
A¶ADIENDO฀LA฀CONSIDERACI�N฀DE฀LA฀CANTIDAD฀COMO฀PAR฀N¢MERO
NOMBRE฀DE฀OBJETO�฀%N฀
EL฀CONTEXTO฀DE฀LA฀TABLA฀��฀LOS฀ASPECTOS฀IC�NICOS฀�MARCAS�฀DIBUJOS	฀LOS฀TOMAMOS฀COMO฀
CONOCIMIENTOS฀INFORMALES�฀MIENTRAS฀QUE฀LOS฀SIMB�LICOS฀�NUMERALES฀ESCRITOS฀CON฀CIFRAS฀Y฀
CON฀PALABRAS�฀Y฀PALABRAS	฀TIENEN฀UN฀ESTATUS฀DE฀CONOCIMIENTO฀FORMAL฀�$E฀#ASTRO�฀&LECHA฀
Y฀2AM¤REZ�฀����	�
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4ABLA฀�� Esquema propuesto para las representaciones de cantidades discretas

Representación del número

Representación  

del tipo de objeto
��฀)C�NICA

��฀#ON฀ASPECTOS฀IC�NICOS฀
Y฀SIMB�LICOS

��฀3IMB�LICA฀
�CON฀CIFRAS	

��฀3IMB�LICA฀
�CON฀PALABRAS	

!�฀3IN฀REPRESENTACI�N \฀\฀\฀\ 1 2 3 4 o 4 4 4 4 4 cuatro

"�฀)C�NICA
\฀\฀\฀\฀

1 2 3 4 

4 4 4 4 

4 

4 cuatro 

#�฀3IMB�LICA \฀\฀\฀\฀PERROS 1 2 3 4 perros 4 perros cuatro perros

%N฀LA฀TAREA฀DE฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀DE฀DESCOMPOSICI�N฀ADITIVA฀DE฀LOS฀REGALOS�฀
EN฀EL฀GRUPO฀DE฀�฀A¶OS�฀��฀DE฀LOS฀��฀NI¶OS฀RESOLVIERON฀CORRECTAMENTE฀EL฀PROBLEMA�฀4ODOS฀
LOS฀NI¶OS฀�LOS฀QUE฀DAN฀RESPUESTAS฀CORRECTAS฀Y฀LOS฀QUE฀NO	฀UTILIZAN฀REPRESENTACIONES฀DE฀
TIPO฀"�฀�VER฀4ABLA฀�	�฀ES฀DECIR�฀IC�NICAS฀DE฀N¢MERO฀Y฀DE฀TIPO฀DE฀OBJETO�฀.ING¢N฀NI¶O฀
PROPUSO฀MÕS฀DE฀UNA฀SOLUCI�N฀DIFERENTE฀PARA฀EL฀PROBLEMA�฀3OLO฀UN฀NI¶O฀DE฀LA฀CLASE฀UTI

LIZ�฀NUMERALES�฀SIN฀REPRESENTAR฀EL฀TIPO฀DE฀OBJETO฀�!�	�฀PUES฀EN฀LA฀&IGURA฀��฀A฀LA฀DERECHA�฀
CONSIDERAMOS฀QUE฀HAY฀DOS฀REPRESENTACIONES฀DIFERENTES�฀

 Figura 2. Respuestas en los problemas de descomposición en el grupo de 4-5 años.

%N฀EL฀PROBLEMA฀DE฀DESCOMPOSICI�N฀DE฀LOS฀CERDOS�฀DE฀LOS฀��฀ALUMNOS฀DE฀�
�฀A¶OS�฀
SOLO฀�฀NO฀RESOLVI�฀EL฀PROBLEMA�฀�฀HALLARON฀�฀SOLUCI�N�฀OTROS฀��฀�฀SOLUCIONES�฀�฀MÕS�฀DIE

RON฀�฀SOLUCIONES�฀Y฀FINALMENTE�฀�฀ALUMNOS฀ENCONTRARON฀�฀SOLUCIONES฀CORRECTAS�฀!PARECE฀
ALGUNA฀REPRESENTACI�N฀hREDUNDANTEv฀NO฀PREVISTA฀EN฀EL฀ESQUEMA฀DE฀CLASIFICACI�N�฀COMO฀
LA฀DE฀LA฀&IGURA฀�฀A฀LA฀DERECHA�฀EN฀QUE฀EL฀TIPO฀DE฀OBJETO฀SE฀REPRESENTA฀A฀LA฀VEZ฀DE฀FORMA฀
SIMB�LICA฀E฀IC�NICA�฀!฀LA฀IZQUIERDA�฀EL฀TIPO฀"��฀QUE฀COMUNICA฀EL฀N¢MERO฀DE฀FORMA฀IC�

NICA฀Y฀SIMB�LICA�฀!L฀CONTRARIO฀QUE฀EN฀EL฀GRUPO฀DE฀�
�฀A¶OS�฀EN฀QUE฀SOLO฀UN฀NI¶O฀UTILIZ�฀
NUMERALES�฀EN฀EL฀GRUPO฀DE฀�
�฀A¶OS�฀TODOS฀LOS฀NI¶OS฀LOS฀UTILIZARON฀ESPONTÕNEAMENTE�฀
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!PARECEN฀�฀TIPOS฀DE฀REPRESENTACIONES�฀"��฀EN฀�฀CASOS�฀"��฀EN฀�฀CASOS�฀#��฀EN฀�฀CASOS�฀Y฀
LOS฀RESTANTES฀�฀CASOS�฀COMO฀EL฀DE฀LA฀&IGURA฀��฀A฀LA฀DERECHA�฀QUE฀PODEMOS฀CONSIDERAR฀UN฀
CASO฀INTERMEDIO฀ENTRE฀LOS฀TIPOS฀"�฀Y฀#��

 Figura 3. Respuestas en los problemas de descomposición en el grupo de 5-6 años.

%N฀LAS฀TAREAS฀DE฀PETICI�N฀DE฀�
�฀A¶OS�฀MUCHOS฀NI¶OS฀NO฀ENTENDIERON฀BIEN฀EN฀QU£฀
CONSIST¤A฀LA฀ACTIVIDAD฀AL฀SER฀LA฀PRIMERA฀VEZ฀QUE฀HAC¤AN฀UNA฀DE฀ESE฀TIPO�฀!S¤�฀ JUNTO฀A฀
DIVERSAS฀PETICIONES฀EN฀LAS฀QUE฀LOS฀NI¶OS฀DIBUJAN฀UN฀N¢MERO฀VARIADO฀DE฀OBJETOS฀SIN฀TENER฀
EN฀CUENTA฀LA฀FORMA฀O฀EL฀COLOR฀DE฀LAS฀FIGURAS฀DEL฀MODELO�฀VEMOS฀PETICIONES฀CORRECTAS฀QUE฀
CORRESPONDEN฀SOBRE฀TODO฀A฀LAS฀CATEGOR¤AS฀"�฀Y฀"�฀�VER฀&IGURA฀��฀A฀LA฀IZQUIERDA฀Y฀CENTRO	�฀
5N฀NI¶O฀TRAT�฀DE฀ESCRIBIR฀LA฀PETICI�N฀Y�฀ANTE฀LA฀PREGUNTA฀DEL฀MAESTRO�฀ACAB�฀ESCRIBIENDO฀
LOS฀NUMERALES฀�฀Y฀�฀EN฀LA฀TERCERA฀L¤NEA฀�&IGURA฀��฀DERECHA	�

 Figura 4. Respuestas en las tareas de peticiones en el grupo de 4-5 años.

%N฀LAS฀TAREAS฀DE฀PETICIONES฀EN฀�
�฀A¶OS฀TODOS฀LOS฀NI¶OS฀UTILIZAN฀NUMERALES฀ESCRITOS฀
CON฀CIFRAS฀Y฀DAN฀LA฀RESPUESTA฀CORRECTA�฀3ALVO฀EN฀TRES฀CASOS฀�DOS฀REPRESENTACIONES฀"��฀
&IGURA฀�฀EN฀EL฀CENTRO�฀Y฀UNA฀#��฀&IGURA฀�฀A฀LA฀DERECHA	�฀TODAS฀LAS฀REPRESENTACIONES฀SON฀
DEL฀TIPO฀"�฀�&IGURA฀��฀IZQUIERDA	�฀,OS฀TIPOS฀DE฀REPRESENTACIONES�฀Y฀SUS฀FRECUENCIAS�฀SON฀
BASTANTE฀COINCIDENTES฀CON฀LOS฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀DE฀DESCOMPOSICI�N�฀SALVO฀EN฀EL฀TIPO฀#��฀
mucho menos frecuente en las tareas de peticiones.
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 Figura 5. Respuestas en las tareas de peticiones en el grupo de 5-6 años.

6IENDO฀GLOBALMENTE฀LOS฀RESULTADOS�฀EN฀LAS฀TAREAS฀DE฀PETICIONES฀SE฀OBSERVA฀EN฀�
�฀
A¶OS฀UN฀USO฀MAYOR฀DE฀LA฀REPRESENTACI�N฀SIMB�LICA฀DEL฀N¢MERO฀CON฀CIFRAS�฀QUE฀CASI฀NO฀
SE฀DA฀EN฀LOS฀PROBLEMAS฀A฀ESA฀EDAD�฀Y฀UN฀USO฀MAYOR฀DE฀LA฀REPRESENTACI�N฀SIMB�LICA฀DE฀
N¢MERO฀Y฀DE฀TIPO฀DE฀OBJETO฀��฀TRIÕNGULOS	฀EN฀LAS฀PETICIONES฀DE฀�฀A¶OS�฀QUE฀EN฀LA฀RESO

LUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�฀%N฀GENERAL�฀HAY฀UN฀GRADO฀MÕS฀AVANZADO฀DE฀SIMBOLIZACI�N฀EN฀LAS฀
PETICIONES฀QUE฀EN฀LOS฀PROBLEMAS�฀LO฀QUE฀ATRIBUIMOS฀AL฀TIPO฀DE฀TAREA�฀%N฀LA฀RESOLUCI�N฀
DE฀UN฀PROBLEMA฀LOS฀NI¶OS฀MODELIZABAN฀DIRECTAMENTE฀CON฀DIBUJOS�฀LO฀QUE฀IMPLICA฀UNA฀
REPRESENTACI�N฀IC�NICA฀DEL฀N¢MERO�฀DE฀CARÕCTER฀INFORMAL�฀MIENTRAS฀QUE฀PARA฀ESCRIBIR฀
una cantidad resultado del conteo en un modelo dado, se puede directamente apuntar 
LA฀CANTIDAD฀DE฀FORMA฀SIMB�LICA�฀3E฀HACE฀TAMBI£N฀EVIDENTE฀EN฀ESTE฀TRABAJO฀LA฀EVOLUCI�N฀
DE฀LAS฀REPRESENTACIONES฀DE฀�
�฀A¶OS฀AL฀GRUPO฀DE฀�
�฀A¶OS�

Discusión y conclusiones

5NA฀CARACTER¤STICA฀DEL฀ESQUEMA฀DE฀CLASIFICACI�N฀QUE฀LO฀HACE฀INTERESANTE฀ES฀QUE�฀
MIENTRAS฀QUE฀LAS฀REPRESENTACIONES฀IC�NICAS฀DE฀N¢MERO฀SE฀CORRESPONDEN฀CON฀ESTRATEGIAS฀
DE฀MODELIZACI�N฀DIRECTA฀PARA฀RESOLVER฀EL฀PROBLEMA�฀Y฀CON฀REPRESENTACIONES฀INFORMALES฀
MEDIANTE฀DIBUJOS฀O฀MARCAS�฀LAS฀REPRESENTACIONES฀SIMB�LICAS฀DE฀N¢MERO฀SE฀UTILIZAN฀MÕS฀
PARA฀ESCRIBIR฀LAS฀SOLUCIONES฀Y฀TIENEN฀UN฀CARÕCTER฀MÕS฀FORMAL�฀,AS฀REPRESENTACIONES฀DE฀
N¢MEROS฀CON฀ASPECTOS฀IC�NICOS฀Y฀SIMB�LICOS฀SON฀ESTRATEGIAS฀DE฀TRANSICI�N฀DE฀UN฀CONO

cimiento informal al formal, resultan poco eficientes, por redundantes, al utilizar dos 
REPRESENTACIONES฀DIFERENTES฀QUE฀TRANSMITEN฀LA฀MISMA฀INFORMACI�N�฀!DEMÕS�฀PUEDEN฀
denotar una falta de dominio del principio de cardinalidad. Como hemos visto, el tipo 
DE฀REPRESENTACI�N฀VAR¤A฀SEG¢N฀LA฀EDAD฀Y฀LA฀TAREA�฀SIENDO฀MÕS฀ELEVADO฀EL฀GRADO฀DE฀SIM

BOLIZACI�N฀EN฀EL฀GRUPO฀DE฀�
�฀A¶OS฀Y฀EN฀LAS฀TAREAS฀DE฀PETICIONES�
,AS฀REPRESENTACIONES฀EN฀PROBLEMAS฀DE฀DESCOMPOSICI�N฀SON฀SIMILARES฀A฀ LAS฀QUE฀

FIGURAN฀EN฀3CHULMAN฀Y฀%STON฀�����	�฀AUNQUE฀EN฀AQUEL฀TRABAJO�฀AL฀PLANTEAR฀PROBLEMAS฀
DE฀DESCOMPOSICI�N฀A฀LO฀LARGO฀DE฀TODO฀EL฀CURSO฀DE฀�
�฀A¶OS�฀SE฀VE฀MÕS฀LA฀EVOLUCI�N฀EN฀
LAS฀REPRESENTACIONES฀Y฀EN฀EL฀N¢MERO฀DE฀DESCOMPOSICIONES฀DADO�฀!฀CAMBIO�฀EN฀NUESTRO฀
TRABAJO฀APARECEN฀LAS฀REPRESENTACIONES฀INTERMEDIAS฀ENTRE฀LOS฀TIPOS฀"�฀Y฀#��฀NO฀DESCRITAS฀
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EN฀3CHULMAN฀Y฀%STON฀�����	�฀5N฀ASPECTO฀LLAMATIVO฀DE฀ESTAS฀REPRESENTACIONES฀ES฀QUE฀EL฀
TIPO฀DE฀OBJETO฀CONSTA฀DE฀DOS฀ATRIBUTOS�฀CERDO�฀QUE฀ES฀REPRESENTADO฀DE฀MANERA฀IC�NICA�฀Y฀
COLOR�฀QUE฀APARECE฀REFLEJADO฀DE฀FORMA฀SIMB�LICA฀�CON฀PALABRAS	�฀%N฀CONJUNTO�฀CONFORMAN฀
UNA฀REPRESENTACI�N฀hMIXTAv฀DEL฀TIPO฀DE฀OBJETO�
#ADA฀SISTEMA฀DE฀REPRESENTACI�N฀ENFATIZA฀UN฀DETERMINADO฀ASPECTO฀DE฀UN฀CONCEPTO�฀

0ARA฀EL฀SISTEMA฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES฀DESTACAN฀LAS฀MODALIDADES฀DE฀REPRESENTACI�N฀
SIMB�LICA�฀VERBAL�฀GRÕFICA฀Y฀MANIPULATIVA฀�2ICO�฀-AR¤N�฀,UPIÕ¶EZ฀Y฀'�MEZ�฀����	�฀%N฀
LAS฀TAREAS฀QUE฀HEMOS฀PRESENTADO฀EN฀ESTE฀TRABAJO�฀ESTÕN฀PRESENTES฀TODAS฀ESTAS฀MODALIDADES�฀
!L฀CENTRARNOS฀EN฀LAS฀REPRESENTACIONES฀GRÕFICAS�฀NO฀HEMOS฀DESCRITO฀LA฀FASE฀DE฀RESOLUCI�N฀
DE฀PROBLEMAS฀CON฀MATERIALES฀MANIPULATIVOS�฀PREVIA฀AL฀TRABAJO฀EN฀EL฀CUADERNO฀DEL฀ALUMNO�฀
,OS฀PROBLEMAS฀DE฀DESCOMPOSICI�N฀DE฀CANTIDADES฀SUPONEN฀UN฀ANTECEDENTE฀DEL฀ANÕLISIS฀
ARITM£TICO฀DE฀N¢MEROS฀Y฀LAS฀REPRESENTACIONES฀QUE฀APARECEN฀EN฀ELLOS฀REMARCAN฀LAS฀RELA

CIONES฀PARTE
TODO฀�#ASTRO
2ODR¤GUEZ฀Y฀OTROS�฀����	�
0ARA฀FINALIZAR�฀UNA฀IMPLICACI�N฀DE฀ESTE฀TRABAJO฀PARA฀LA฀PLANIFICACI�N฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀

EN฀EL฀AULA฀DE฀EDUCACI�N฀INFANTIL�฀ES฀QUE฀DEBEMOS฀SELECCIONAR฀CUIDADOSAMENTE฀Y฀VARIAR฀
LAS฀TAREAS฀QUE฀PLANTEAMOS฀DESDE฀LOS฀�฀A¶OS�฀PARA฀POTENCIAR฀AL฀MÕXIMO฀EL฀DESARROLLO฀DE฀
las capacidades de representar cantidades discretas.
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CREENCIAS QUE MUESTRAN PROFESORES ESPAÑOLES,  
ARGENTINOS Y CHILENOS SOBRE LAS MATEMÁTICAS, 

SU ENSEÑANZA Y APRENDIZAJE

Beliefs that Spanish, Argentinian and Chilean Teachers Show  
about Mathematics, its Teaching and Learning

Paola Donoso, Nuria Rico y Encarnación Castro

Universidad de Granada, España

Resumen

3E฀PRESENTA฀EN฀ESTE฀TRABAJO฀UNA฀COMPARACI�N฀DE฀LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS฀SOBRE฀CREENCIAS฀
HACIA฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SU฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE�฀POR฀GRUPOS฀DE฀DOCENTES฀DE฀%SPA¶A�฀!RGENTINA฀
Y฀#HILE�฀CON฀EL฀OBJETIVO฀DE฀CONSTATAR฀SEMEJANZAS฀Y฀DIFERENCIAS฀EN฀DICHAS฀CREENCIAS�฀,A฀RECOGIDA฀
DE฀LOS฀DATOS฀SE฀EFECTU�฀A฀TRAV£S฀DE฀UN฀CUESTIONARIO฀DE฀VALORACI�N฀TIPO฀,IKERT�฀!DEMÕS฀DE฀EJERCER฀
LA฀DOCENCIA฀EN฀DIFERENTES฀PA¤SES�฀EL฀N¢MERO฀DE฀DOCENTES฀PERTENECIENTE฀A฀CADA฀PA¤S฀ES฀DIFERENTE�฀Y฀
DESARROLLAN฀SU฀TRABAJO฀EN฀NIVELES฀EDUCATIVOS฀DISTINTOS�฀%NTRE฀LOS฀HALLAZGOS฀ENCONTRAMOS฀QUE฀LOS฀
DOCENTES฀MUESTRAN฀CREENCIAS฀COMPARTIDAS�฀INDEPENDIENTEMENTE฀DEL฀NIVEL฀EDUCATIVO฀Y฀DEL฀PA¤S฀
DONDE฀DESARROLLAN฀SU฀LABOR฀PROFESIONAL�

Palabras clave: CONCEPCIONES�฀CREENCIAS�฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀PROFESORES�

ABSTRACT

In this work we present a comparison between the obtained results about the beliefs of 

teachers, about mathematics, its teaching and learning for teachers from Chile, Argentina 

and Spain. The objective is to verify the similarity and difference about these beliefs. The data 

collection was carried out through a evaluation survey with a Likert scale. For each country, 

teachers practice in different educational levels and the sample size is different. Between results, 

we find that teachers show some same beliefs, independently the educational level or the country 

where they practice.

Keywords: conceptions, beliefs, mathematical education, teachers. 

Donoso, P., Rico, .�฀Y฀Castro�฀%�฀�����	�฀#REENCIAS฀QUE฀MUESTRAN฀PROFESORES฀ESPA¶OLES�฀ARGENTINOS฀
Y฀CHILENOS฀SOBRE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SU฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀
&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico 

�PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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Introducción

5N฀VASTO฀CUERPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀SE฀HA฀REALIZADO฀EN฀LAS฀¢LTIMAS฀D£CADAS฀SOBRE฀EL฀
PENSAMIENTO฀DEL฀PROFESOR�฀5NA฀PARTE฀IMPORTANTE฀DE฀ESTA฀INVESTIGACI�N฀SE฀HA฀BASADO฀EN฀
EL฀ESTUDIO฀DE฀LAS฀CREENCIAS฀DE฀LOS฀PROFESORES฀DE฀MATEMÕTICAS฀SOBRE฀DICHA฀MATERIA฀Y฀SU฀
PROCESO฀DE฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀�"LANCO�฀�����฀$ODERA�฀"URRONI�฀,ÕZARO฀Y฀0IACENTINI�฀
�����฀%RNEST�฀�����฀&LORES�฀�����฀&LORES�฀�����฀'IL�฀�����฀'IL฀Y฀2ICO�฀�����฀(ANDAL฀
Y฀(ERRINGTON�฀�����฀,LINARES�฀3ÕNCHEZ�฀'ARC¤A฀Y฀%SCUDERO�฀�����฀-ORENO฀Y฀!ZCÕRATE�฀
�����฀0ONTE�฀�����฀4HOMPSON�฀����	�฀
%N฀ESTA฀INVESTIGACI�N฀NO฀EXISTE฀UNANIMIDAD�฀ENTRE฀LOS฀INVESTIGADORES�฀SOBRE฀LA฀RELA


CI�N฀QUE฀GUARDAN฀LAS฀CREENCIAS฀Y฀LAS฀CONCEPCIONES�฀PRESENTÕNDOSE฀DOS฀PUNTOS฀DE฀VISTA฀
DIFERENTES�฀5N฀PUNTO฀DE฀VISTA฀MANTIENE฀QUE฀NO฀EXISTEN฀DIFERENCIAS฀SUBSTANCIALES฀ENTRE฀
CONCEPCIONES฀Y฀CREENCIAS�฀POR฀LO฀QUE฀PUEDEN฀SER฀TOMADOS฀INDISTINTAMENTE฀�EJ�฀4HOMPSON�฀
����	�฀/TRO฀PUNTO฀DE฀VISTA฀SOSTIENE฀QUE฀LA฀DISTINCI�N฀ES฀POSIBLE฀Y฀¢TIL฀�EJ�฀0ONTE�฀����	�฀
0ARA฀ALGUNOS฀AUTORES฀LAS฀CREENCIAS฀SON฀CONSIDERADAS฀VERDADES฀PERSONALES฀INDISCUTIBLES�฀
GENERADAS฀POR฀LA฀EXPERIENCIA฀O฀LA฀FANTAS¤A�฀CON฀UN฀FUERTE฀COMPONENTE฀EVALUATIVO฀Y฀AFECTIVO฀
Y฀LAS฀CONCEPCIONES฀SON฀MARCOS฀IMPL¤CITOS฀DE฀ORGANIZADORES฀DE฀CONCEPTOS�฀DE฀NATURALEZA฀
ESENCIALMENTE฀COGNITIVA�฀QUE฀CONDICIONAN฀LA฀FORMA฀DE฀ABORDAR฀LAS฀TAREAS฀�0AJARES�฀����	�฀
,AS฀CONCEPCIONES฀ESTAR¤AN฀ASOCIADAS฀A฀LAS฀CREENCIAS�฀Y฀CONSTITUIR¤AN฀UN฀SISTEMA฀ORGANIZADO�฀
QUE฀PERMITIR¤A฀COMPRENDERLAS฀EN฀T£RMINOS฀DE฀SU฀FORMACI�N�฀CONSISTENCIA฀Y฀ORGANIZACI�N฀
�-OREANO�฀!SMAD�฀#RUZ฀Y฀#UGLIEVAN�฀����	�฀,AS฀CREENCIAS฀PONEN฀DE฀MANIFIESTO฀VERDADES฀
CONSIDERADAS฀EN฀ALG¢N฀ÕMBITO�฀Y฀LAS฀CONCEPCIONES฀CONSTITUYEN฀UNA฀NOCI�N฀MÕS฀AMPLIA฀
QUE฀ABARCA฀SIGNIFICADOS�฀CONCEPTOS�฀PROPOSICIONES�฀REGLAS฀E฀IMÕGENES฀MENTALES�฀
!฀SU฀VEZ�฀POR฀LO฀GENERAL�฀NO฀SE฀HACE฀DISTINCI�N฀ENTRE฀CONOCIMIENTOS฀Y฀CREENCIAS฀POR฀

LO฀QUE฀CUANDO฀LOS฀PROFESORES฀RESPONDEN฀A฀CUESTIONES฀SOBRE฀SU฀ACTUACI�N฀DOCENTE฀�:HENG�฀
����	฀NO฀SE฀PUEDE฀DISTINGUIR฀SI฀RESPONDEN฀SOBRE฀SUS฀CONOCIMIENTO฀O฀SOBRE฀SUS฀CREENCIAS�฀
%N฀ESTE฀TRABAJO฀UTILIZAMOS฀LOS฀T£RMINOS฀CREENCIAS฀Y฀CONCEPCIONES�฀INDISTINTAMENTE�฀Y฀

LOS฀CONSIDERAMOS฀COMO฀CONSTRUCTOS฀QUE฀FORMAN฀PARTE฀DEL฀CONOCIMIENTO฀�0AJARES�฀����	�฀
QUE฀TIENEN฀SU฀ORIGEN฀EN฀LAS฀EXPERIENCIAS฀DE฀VIDA฀DE฀CADA฀PERSONA�฀EN฀LA฀OBSERVACI�N฀
DIRECTA฀DE฀LA฀REALIDAD�฀EN฀LA฀INFORMACI�N฀RECIBIDA฀O฀SER฀INFERIDAS฀POR฀OTRAS฀CREENCIAS�฀
3ON฀ESTRUCTURAS฀MENTALES฀DINÕMICAS฀QUE฀PUEDEN฀CAMBIAR฀INFLUIDAS฀POR฀LAS฀EXPERIENCIAS฀
�4HOMPSON�฀����	�฀EN฀CUYO฀DESARROLLO฀DESEMPE¶AN฀UN฀PAPEL฀FUNDAMENTAL฀LOS฀FACTORES฀
CULTURALES฀�-C,EOD�฀����	�
,A฀CONSIDERACI�N฀DE฀QUE฀LAS฀CREENCIAS฀Y฀CONCEPCIONES฀CONDICIONAN฀LAS฀PRÕCTICAS฀DE฀

enseñanza de las matemáticas está presente en los diferentes estudios analizados. La 
JUSTIFICACI�N฀PARA฀REALIZAR฀ESTOS฀ESTUDIOS฀SE฀BASAN฀EN฀QUE฀LOS฀HALLAZGOS฀DE฀ESTA฀EXPLORA

CI�N฀CONSTITUYEN฀UN฀PRIMER฀PASO฀PARA฀GENERAR฀PRÕCTICAS฀MÕS฀ADECUADAS฀A฀PLANTEAMIENTOS฀
PEDAG�GICOS฀YA฀TRASNOCHADOS฀�"LANCO�฀����	�฀3E฀SE¶ALA฀QUE฀NUMEROSAS฀REFORMAS฀CURRI

CULARES฀DE฀MATEMÕTICAS฀SE฀HAN฀INTENTADO�฀EN฀MUCHOS฀PA¤SES฀Y฀DURANTE฀VARIAS฀D£CADAS�฀
Y฀HAN฀SIDO฀EN฀GRAN฀MEDIDA฀INFRUCTUOSAS฀�9ATES�฀����	�฀(A฀SIDO฀EN฀MATEMÕTICAS฀DONDE฀
SE฀HA฀DADO฀EL฀MAYOR฀N¢MERO฀DE฀INTENTOS฀FUGACES฀DE฀INNOVACI�N฀�(ANDAL฀Y฀(ERRINGTON�฀
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����	�฀ACHACÕNDOSE฀ESTE฀HECHO฀A฀LA฀FALTA฀DE฀INTER£S฀DEL฀PROFESORADO�฀INFLUENCIADO฀POR฀
sus creencias.฀%N฀NUMEROSOS฀TRABAJOS฀SE฀PLANTEAN฀INTERROGANTES฀A฀LOS฀QUE฀DAR฀RESPUESTA฀
EN฀NUEVAS฀INVESTIGACIONES�฀ENTRE฀ESOS฀INTERROGANTES฀ESTÕN�฀z(AY฀CREENCIAS฀QUE฀JUEGAN฀
UN฀PAPEL฀MÕS฀FUERTE฀QUE฀OTRAS��฀ES฀DECIR�฀zALGUNAS฀DE฀ELLAS฀INFLUYEN฀MÕS฀EN฀LA฀PRÕCTICA฀
DOCENTE�฀z%S฀POSIBLE฀POSEER฀CREENCIAS฀CONTRADICTORIAS�฀z4ODOS฀LOS฀PROFESORES฀DE฀MATE

MÕTICAS฀PRESENTAN฀LAS฀MISMAS฀CREENCIAS�฀�0ONTE�฀����	�฀%STE฀¢LTIMO฀INTERROGANTE฀HA฀
CONSTITUIDO฀EL฀IMPULSO฀PARA฀REALIZAR฀EL฀ESTUDIO฀QUE฀REPORTAMOS�

Estudio

%N฀ESTE฀ TRABAJO฀SE฀REALIZA฀UNA฀COMPARACI�N฀ENTRE฀ LAS฀CONCEPCIONES฀Y฀CREENCIAS฀
MOSTRADAS฀POR฀PROFESORES฀ESPA¶OLES�฀ARGENTINOS฀Y฀CHILENOS฀SOBRE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SU฀
APRENDIZAJE฀Y฀SU฀ENSE¶ANZA�฀%N฀LOS฀TRES฀CASOS฀SE฀UTILIZ�฀EL฀MISMO฀INSTRUMENTO฀PARA฀LA฀
RECOGIDA฀DE฀DATOS�฀.O฀OBSTANTE฀EXISTEN฀ALGUNAS฀DIFERENCIAS฀ENTRE฀ESTOS฀TRES฀ESTUDIOS�฀EL฀
NIVEL฀EDUCATIVO฀EN฀EL฀QUE฀DESARROLLABAN฀LA฀DOCENCIA฀LOS฀PROFESORES฀QUE฀FORMARON฀PARTE฀
DEL฀ESTUDIO�฀EL฀N¢MERO฀DE฀SUJETOS฀QUE฀EN฀CADA฀CASO฀COMPONE฀LA฀MUESTRA฀Y฀LA฀MANERA฀DE฀
elegir dicha muestra.

Objetivo

.OS฀PLANTEAMOS�฀ESTUDIAR฀SI฀EXISTEN฀COINCIDENCIAS฀EN฀LAS฀CONCEPCIONES฀Y฀CREENCIAS฀
MOSTRADAS฀POR฀PROFESORES฀ESPA¶OLES�฀ARGENTINOS฀Y฀CHILENOS฀SOBRE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SU฀
ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE�฀A฀TRAV£S฀DE฀LAS฀RESPUESTAS฀DADAS฀A฀UN฀MISMO฀CUESTIONARIO�

Metodología

,A฀INVESTIGACI�N฀ES฀DE฀TIPO฀TRANSVERSAL�฀3E฀LLEVA฀A฀CABO฀MEDIANTE฀LA฀APLICACI�N฀DE฀UN฀
CUESTIONARIO฀CERRADO฀DE฀ESCALA฀VALORATIVA�฀ELABORADO฀Y฀APLICADO฀EN฀%SPA¶A฀�'IL�฀����	�฀
APLICADO฀POSTERIORMENTE฀EN฀!RGENTINA฀�$ODERA฀et al.,฀����	฀Y฀EN฀#HILE฀�$ONOSO�฀2ICO฀
Y฀#ASTRO�฀EN฀�����฀TRABAJO฀ACEPTADO฀PARA฀SU฀PUBLICACI�N	�฀

El instrumento utilizado para la recogida de datos ha sido un cuestionario cerrado 
�RECOGIDO฀EN฀EL฀!NEXO	�฀%L฀CUESTIONARIO฀CONSTA฀DE฀DIEZ฀PREGUNTAS�฀CADA฀UNA฀DE฀ELLAS฀
INCORPORA฀VARIAS฀RESPUESTAS฀POSIBLES฀A฀LAS฀CUALES฀HEMOS฀DENOMINADO฀¤TEMS�฀%L฀DOCENTE฀
ENCUESTADO฀HA฀DE฀VALORAR฀CADA฀UNO฀DE฀DICHOS฀¤TEMS฀CON฀UNA฀PUNTUACI�N฀DE฀UNA฀ESCALA�฀
manifestando su nivel de acuerdo o desacuerdo respecto al mismo. Las preguntas con

TEMPLAN฀ASPECTOS฀SOBRE฀EPISTEMOLOG¤A฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SU฀ENSE¶ANZA฀Y฀SU฀APRENDIZAJE�฀
,AS฀PREGUNTAS฀�฀Y฀�฀SE฀REFIEREN฀AL฀POR฀QU£฀Y฀AL฀C�MO฀SE฀APRENDEN฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀

ES฀DECIR�฀ASPECTOS฀EPISTEMOL�GICOS฀SOBRE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀,AS฀PRE

GUNTAS฀��฀�฀Y฀�฀APORTAN฀INFORMACI�N฀SOBRE฀LOS฀CONTENIDOS�฀LAS฀ACTIVIDADES�฀Y฀EL฀PROCESO฀
DE฀PREPARACI�N฀DE฀MATERIALES�฀,AS฀PREGUNTAS฀�฀Y฀�฀SE฀CENTRAN฀EN฀LAS฀DIFICULTADES฀DE฀LA฀
ENSE¶ANZA฀Y฀LA฀UTILIDAD฀DEL฀ERROR�฀,AS฀PREGUNTAS฀��฀�฀Y฀��฀VALORAN฀ASPECTOS฀ESPEC¤FICOS฀
SOBRE�฀EL฀ALUMNADO�฀SATISFACCI�N฀Y฀FORMACI�N฀DEL฀PROFESORADO�



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA240

Sujetos

En España la muestra estuvo constituida por un grupo de 163 docentes de enseñanza 
SECUNDARIA฀EN฀EJERCICIO�฀EN฀LA฀COMUNIDAD฀ANDALUZA�฀,A฀MUESTRA฀DEL฀ESTUDIO฀REALIZADO฀
EN฀!RGENTINA฀LA฀CONSTITUYERON฀DOS฀GRUPOS฀DE฀DOCENTES฀EN฀EJERCICIO�฀��฀DOCENTES฀DE฀
NIVEL฀UNIVERSITARIO฀�!RGENTINA฀�	฀Y฀��฀DE฀ENSE¶ANZA฀SECUNDARIA฀�!RGENTINA฀�	฀ELEGIDOS฀
INTENCIONALMENTE�฀%N฀#HILE฀LA฀MUESTRA฀ESTABA฀CONSTITUIDA฀POR฀���฀DOCENTES฀EN฀EJERCICIO฀
QUE฀ENSE¶AN฀MATEMÕTICAS฀EN฀LOS฀NIVELES฀DE฀%DUCACI�N฀'ENERAL฀"ÕSICA�฀ELEGIDOS฀POR฀
MUESTREO฀ALEATORIO฀BIETÕPICO฀POR฀CONGLOMERADOS�฀,A฀MUESTRA฀OBTENIDA฀RECOGE฀DOCENTES฀
PERTENECIENTES฀A฀��฀CENTROS฀DE฀LA฀2EGI�N฀-ETROPOLITANA฀DE฀#HILE�฀DISTRIBUIDOS฀EN฀LAS฀
PROVINCIAS฀DE฀#HACABUCO�฀-AIPO�฀3ANTIAGO฀Y฀4ALAGANTE�฀

4ABLA฀��฀País, región y nivel educativo de los sujetos de la muestra

País Ciudad o Región Nivel educativo N

España Comunidad andaluza %DUCACI�N฀3ECUNDARIA 163

Argentina Buenos Aires Universitario o superior 26

%DUCACI�N฀3ECUNDARIA 14

Chile 2EGI�N฀-ETROPOLITANA %DUCACI�N฀0RIMARIA 418

En los tres estudios se ha realizado un análisis descriptivo de las valoraciones otor

GADAS฀POR฀LOS฀DOCENTES฀A฀LOS฀DIFERENTES฀¤TEMS�฀TOMANDO฀LA฀MEDIA฀Y฀LA฀DESVIACI�N฀T¤PICA�฀
0ARTIENDO฀DE฀ESTOS฀DATOS฀ESTAD¤STICOS฀HEMOS฀REALIZADO฀UNA฀COMPARACI�N฀PARA฀INDAGAR฀
SOBRE฀LAS฀POSIBLES฀COINCIDENCIAS฀EN฀LAS฀CREENCIAS฀QUE฀PONEN฀DE฀MANIFIESTO฀SOBRE฀LAS฀
MATEMÕTICAS�฀SU฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE�฀LOS฀DOCENTES฀PARTICIPANTES฀EN฀ESTOS฀ESTUDIOS�฀
ATENDIENDO฀DE฀ESTE฀MODO฀AL฀OBJETIVO฀QUE฀NOS฀HEMOS฀PROPUESTO�

Análisis de datos

!฀CONTINUACI�N฀SE฀PRESENTA฀UN฀GRÕFICO฀PARA฀CADA฀UNA฀DE฀LAS฀PREGUNTAS฀DEL฀CUES

TIONARIO�฀Y฀SE฀COMENTAN฀LOS฀RESULTADOS�฀%N฀ESTOS฀GRÕFICOS฀SE฀COMPARA฀LAS฀MEDIAS฀DE฀
LAS฀PUNTUACIONES฀OBTENIDAS฀EN฀LOS฀CUATRO฀GRUPOS฀QUE฀HAN฀INTERVENIDO฀EN฀LOS฀DIFERENTES฀
estudios. Se ha tomado como referencia los datos de Chile, ordenando los ítems de 

MAYOR฀A฀MENOR฀PUNTUACI�N฀MEDIA�

Preguntas 1 y 4

%N฀RELACI�N฀A฀LAS฀PREGUNTAS฀�฀Y฀�฀�POR฀QU£฀Y฀C�MO฀SE฀APRENDEN฀LAS฀MATEMÕTICAS	฀AL฀
OBSERVAR฀LAS฀MEDIAS฀DE฀LOS฀¤TEMS฀REGISTRADAS฀EN฀LAS฀&IGURAS฀�฀Y฀�฀PODEMOS฀INFERIR฀QUE฀
LOS฀DOCENTES฀DE฀!RG��฀Y฀%SPA¶A฀MANIFIESTAN฀IGUAL฀MANERA฀DE฀PENSAR�฀,O฀MISMO฀SUCEDE฀
CON฀LOS฀GRUPOS฀DE฀!RG��฀Y฀#HILE�฀,OS฀¤TEMS฀DE฀MAYOR฀VALORACI�N฀POR฀!RG��฀Y฀%SPA¶A฀
SE฀REFIEREN฀A฀QUE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀SE฀DEBEN฀APRENDER฀POR฀SU฀CARÕCTER฀FORMATIVO฀Y฀SE฀
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APRENDEN฀MEDIANTE฀EL฀ESFUERZO฀Y฀TRABAJO฀PERSONAL�฀!฀DIFERENCIA฀DE฀LO฀QUE฀PIENSAN฀LOS฀
DOCENTES฀DE฀!RG��฀Y฀#HILE�฀QUE฀COINCIDEN฀EN฀QUE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀SE฀DEBEN฀APRENDER฀POR฀
RAZONES฀DE฀UTILIDAD฀SOCIAL฀Y฀PROFESIONAL�฀Y฀SE฀APRENDEN฀ESTIMULANDO฀PROCESOS฀COGNITIVOS฀
Y฀FOMENTANDO฀CIERTAS฀ACTIVIDADES�

Figura 1. Respuestas a la pregunta ¿por qué los escolares han de aprender matemáticas?

Figura 2. Respuestas a la pregunta. Cuarta pregunta ¿cómo se aprenden las matemáticas?
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Preguntas 2, 3 y 7

,AS฀PREGUNTAS฀��฀�฀Y฀�฀APORTAN฀INFORMACI�N฀SOBRE฀LOS฀CONTENIDOS�฀LAS฀ACTIVIDADES�฀Y฀
EL฀PROCESO฀DE฀PREPARACI�N฀DE฀MATERIALES�฀3E฀OBSERVA฀EN฀LAS฀&IGURAS฀��฀�฀Y฀�฀QUE฀LAS฀RES

PUESTAS฀OTORGADAS฀POR฀LOS฀DOCENTES฀DE฀!RG��฀Y฀%SPA¶A฀EN฀LAS฀PREGUNTAS฀�฀Y฀�฀SON฀BASTANTE฀
SIMILARES�฀PUDI£NDOSE฀INTERPRETAR฀QUE฀AMBOS฀GRUPOS฀DE฀DOCENTES฀COMPARTEN฀LAS฀MISMAS฀
CREENCIAS฀RESPECTO฀A฀LAS฀ACTIVIDADES฀Y฀PROCESOS฀QUE฀SIGUEN฀PARA฀PREPARAR฀MATERIALES�

Los cuatro grupos de docentes coinciden en otorgar menor valor a los contenidos 
pertenecientes a determinadas disciplinas matemáticas, esta creencia predomina en la 
TOTALIDAD฀DE฀LOS฀DOCENTES�฀%XISTE฀SEMEJANZA฀EN฀PUNTUAR฀CON฀UNA฀VALORACI�N฀ALTA฀A฀LAS฀
ACTIVIDADES฀QUE฀DESTACAN฀EL฀TRABAJO฀INTELECTUAL฀DE฀LOS฀ALUMNOS�฀!UNQUE฀PARA฀LOS฀DOCENTES฀
DE฀#HILE�฀RECIBE฀MAYOR฀VALORACI�N฀LAS฀ACTIVIDADES฀QUE฀DESTACAN฀LA฀UTILIDAD฀Y฀CONEXI�N฀
CON฀SITUACIONES฀REALES�฀LA฀PUNTUACI�N฀OTORGADA฀AL฀¤TEM฀��฀ES฀ALTA�฀
/TRA฀SIMILITUD฀QUE฀SE฀OBSERVA฀EN฀LA฀&IGURA฀�฀ES฀QUE฀LOS฀CUATRO฀GRUPOS฀OTORGAN฀MAYOR฀

VALOR฀A฀REFLEXIONAR฀SOBRE฀EL฀PROCESO฀DE฀APRENDIZAJE฀CUANDO฀PREPARAN฀MATERIALES�฀3IN฀
EMBARGO�฀LOS฀GRUPOS฀DE฀!RG��฀Y฀%SPA¶A฀RESTAN฀VALOR฀A฀ELABORAR฀DOCUMENTOS฀SOBRE฀CON

TENIDOS฀Y฀OTROS฀MATERIALES�฀MIENTRAS฀QUE฀!RG��฀Y฀#HILE฀DESVALORIZAN฀PEDIR฀INFORMACI�N฀
A฀LOS฀COMPA¶EROS฀EN฀EL฀PROCESO฀DE฀PREPARACI�N฀DE฀MATERIALES�

Figura 3. Respuestas a la pregunta ¿qué contenidos son los más importantes  

en la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas?



243CREENCIAS QUE MUESTRAN PROFESORES ESPAÑOLES, ARGENTINOS Y CHILENOS SOBRE LAS MATEMÁTICAS

Figura 4. Respuestas a la pregunta  

¿Qué actividades son más recomendables para enseñar matemáticas?

Figura 5. Respuestas a la pregunta ¿Qué procesos sigues cuando preparas materiales  

para la clase de matemáticas?
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Preguntas 5 y 6

%STAS฀PREGUNTAS฀SE฀CENTRAN฀EN฀LAS฀DIFICULTADES฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀LA฀UTILIDAD฀DEL฀ERROR�฀
.UEVAMENTE฀SE฀OBSERVA฀QUE฀LOS฀GRUPOS฀DE฀!RG��฀Y฀%SPA¶A฀COMPARTEN฀SUS฀CREENCIAS฀CON฀
RESPECTO฀AL฀PAPEL฀QUE฀JUEGA฀EL฀ERROR฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀PUESTO฀QUE฀EN฀
LA฀&IGURA฀�฀LAS฀L¤NEAS฀DE฀AMBOS฀GRUPOS฀MANTIENEN฀IGUAL฀FORMA�฀
%XISTE฀SEMEJANZA฀EN฀LOS฀CUATRO฀GRUPOS฀DE฀DOCENTES฀EN฀PENSAR฀QUE฀EL฀SISTEMA฀EDU


cativo es el principal elemento donde se encuentran las dificultades en la enseñanza 
de las matemáticas, siendo el ítem más valorado en la Figura 6. Lo mismo sucede con 

RESPECTO฀AL฀PAPEL฀QUE฀JUEGA฀EL฀ERROR฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀TODOS฀LOS฀GRUPOS฀
OTORGAN฀MAYOR฀PUNTUACI�N฀A฀LA฀CREENCIA฀DE฀QUE฀LOS฀ERRORES฀SIRVEN฀PARA฀DIAGNOSTICAR฀EL฀
CONOCIMIENTO฀Y฀CORREGIR฀LAS฀DEFICIENCIAS�

Figura 6. Quinta pregunta ¿A qué se deben las dificultades  

de la enseñanza de las matemáticas escolares?
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Figura 7. Sexta pregunta ¿qué papel juega el error en la enseñanza de las matemáticas?

Preguntas 8, 9 y 10

,AS฀PREGUNTAS฀��฀�฀Y฀��฀VALORAN฀ASPECTOS฀ESPEC¤FICOS฀SOBRE�฀EL฀ALUMNADO�฀SATISFACCI�N฀
Y฀FORMACI�N฀DEL฀PROFESORADO�

Una vez más se registran similitudes significativas en las creencias de los grupos 
DE฀!RG��฀Y฀%SPA¶A�฀AL฀OBSERVAR฀LAS฀&IGURAS฀�฀Y฀�฀LAS฀L¤NEAS฀DE฀AMBOS฀GRUPOS฀DE฀DOCENTES฀
SON฀CASI฀PARALELAS�฀POR฀TANTO�฀SE฀PUEDE฀INFERIR฀QUE฀LAS฀CREENCIAS฀SOBRE฀QU£฀ES฀UN฀BUEN฀
ALUMNO�฀Y฀CUÕNDO฀SE฀SIENTEN฀SATISFECHOS฀CON฀SU฀TRABAJO฀SON฀LAS฀MISMAS�฀
%N฀LA฀FIGURA฀�฀SE฀REGISTRA฀QUE฀LOS฀CUATRO฀GRUPOS฀DE฀DOCENTES฀COINCIDEN฀EN฀ESTAR฀EN฀

DESACUERDO฀EN฀QUE฀UN฀BUEN฀ALUMNO฀ES฀AQUEL฀QUE฀TIENE฀BUENAS฀CAPACIDADES฀INTELECTUALES�฀
#OINCIDIENDO฀EN฀ESTAR฀ALTAMENTE฀DE฀ACUERDO฀EN฀QUE฀UN฀BUEN฀ALUMNO฀ES฀AQUEL฀QUE฀SE฀
ESFUERZA฀Y฀TRABAJA�฀!UNQUE฀EL฀GRUPO฀!RG��฀VALORA฀A¢N฀MÕS฀AL฀ESTUDIANTE฀QUE฀ES฀RESPON

SABLE�฀SOLIDARIO฀Y฀PARTICIPATIVO�
!฀SU฀VEZ�฀LOS฀CUATRO฀GRUPOS฀DE฀DOCENTES฀SE฀SIENTEN฀SATISFECHOS฀CON฀SU฀TRABAJO฀CUANDO฀

OBSERVAN฀AVANCES฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀SUS฀ALUMNOS�฀%STA฀CREENCIA฀OBTIENE฀UNA฀VALORACI�N฀
ALTA฀POR฀TODOS฀LOS฀DOCENTES�฀SEGUIDO฀EN฀ORDEN฀DE฀PUNTUACI�N฀POR฀LA฀CREENCIA฀DE฀SENTIRSE฀
SATISFECHOS฀CUANDO฀APRECIAN฀INTER£S฀Y฀PARTICIPACI�N฀DE฀LOS฀ALUMNOS�฀POR฀TANTO�฀TODOS฀LOS฀
DOCENTES฀ESTÕN฀DE฀ACUERDO฀EN฀AMBAS฀CREENCIAS�
%XISTE฀SIMILITUD฀RESPECTO฀A฀LAS฀CREENCIAS฀SOBRE฀EN฀QU£฀DEBER¤AN฀AUMENTAR฀O฀PERFECCIO


NAR฀SU฀FORMACI�N฀ENTRE฀LOS฀GRUPOS฀DE฀#HILE�฀!RG��฀Y฀!RG���฀%STOS฀TRES฀GRUPOS฀OTORGAN฀UNA฀
VALORACI�N฀SIMILAR฀A฀LOS฀CUATRO฀¤TEMS�฀SIENDO฀VALORADOS฀COMO฀MEDIO฀ALTO�฀3IN฀EMBARGO�฀
EL฀GRUPO฀DE฀%SPA¶A฀SE฀ASEMEJA฀A฀LOS฀OTROS฀GRUPOS�฀EXCEPTUANDO฀EN฀EL฀¤TEM฀���฀AL฀CUAL฀LE฀
RESTA฀TOTAL฀IMPORTANCIA฀A฀MEJORAR฀SU฀CONOCIMIENTO฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�
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Figura 8. Octava pregunta ¿Qué es un «buen» alumno en matemáticas?

Figura 9. Novena pregunta ¿Qué hechos te hacen sentir que has realizado  

una buena labor con tus alumnos en su aprendizaje de las matemáticas?
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Figura 10. Décima pregunta ¿en qué aspectos deberían aumentar o perfeccionar su forma-
ción los docentes que enseñan matemáticas?

Discusión y conclusiones

%N฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀ LOS฀DATOS฀ RECOGIDOS฀ENCONTRAMOS฀ALGUNAS฀CREENCIAS฀QUE฀ SON฀
COMPARTIDAS฀POR฀LA฀TOTALIDAD฀DE฀LOS฀DOCENTES�฀3OBRE฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀
MATEMÕTICAS฀MANIFIESTAN฀NO฀ESTAR฀DE฀ACUERDO฀EN฀QUE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀SE฀DEBEN฀APRENDER฀
POR฀SU฀INTER£S฀DENTRO฀DEL฀SISTEMA฀EDUCATIVO�฀SINO฀QUE฀OBEDECE฀A฀OTRAS฀RAZONES�฀3IENDO฀
COHERENTES฀CON฀ESTE฀PENSAMIENTO�฀ TODOS฀ELLOS฀EXPRESAN฀ESTAR฀EN฀DESACUERDO฀EN฀QUE฀
los contenidos pertenecientes a determinadas disciplinas matemáticas sean los más 
IMPORTANTES฀DE฀ENSE¶AR�฀!DEMÕS�฀SUS฀CREENCIAS฀COINCIDEN฀EN฀QUE฀EL฀SISTEMA฀EDUCATIVO฀
es el principal elemento donde se encuentran las dificultades en la enseñanza de las 

MATEMÕTICAS�฀4AMBI£N฀MUESTRAN฀ACUERDO฀EN฀CONSIDERAR฀QUE฀UN฀BUEN฀ALUMNO฀NO฀ES฀
AQUEL฀QUE฀TIENE฀BUENAS฀CAPACIDADES฀INTELECTUALES�฀SINO฀AQUEL฀QUE฀SE฀ESFUERZA฀Y฀TRABAJA�฀
0OR฀¢LTIMO�฀EXISTE฀CONSENSO฀EN฀TODOS฀LOS฀DOCENTES฀EN฀QUE฀SE฀SIENTEN฀SATISFECHOS฀CON฀SU฀
TRABAJO฀CUANDO฀OBSERVAN฀AVANCES฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀SUS฀ALUMNOS฀Y฀CUANDO฀APRECIAN฀
INTER£S฀Y฀PARTICIPACI�N฀DE฀SUS฀ESTUDIANTES�
,OS฀CUATRO฀GRUPOS฀DE฀DOCENTES฀COINCIDEN฀EN฀VALORAR฀ALTAMENTE฀LA฀IDEA฀DE฀QUE฀LAS฀

DIFICULTADES฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀SE฀DEBEN฀AL฀SISTEMA฀EDUCATIVO฀Y฀EN฀
MENOR฀MEDIDA฀TAMBI£N฀A฀LOS฀PROFESORES�฀#OINCIDEN฀EN฀VALORAR฀MEDIANAMENTE฀LA฀IDEA฀DE฀
QUE฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀ES฀NECESARIO฀QUE฀EL฀ESTUDIANTE฀RECIBA฀ASISTENCIA฀
EXTERNA฀Y฀QUE฀UNA฀BUENA฀DISPOSICI�N฀HACIA฀LA฀MATERIA฀AYUDA฀AL฀APRENDIZAJE฀DE฀LA฀MISMA�฀
(AN฀APARECIDO฀COINCIDENCIAS฀ENTRE฀LAS฀SIGUIENTES฀PAREJAS฀DE฀GRUPOS�

 — %SPA¶A฀Y฀!RGENTINA฀�฀COINCIDEN฀EN฀CONSIDERAR�฀CON฀VALORACI�N฀ALTA�฀EL฀INTER£S฀
DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀Y฀LA฀PARTICIPACI�N฀COMO฀INDICIO฀DE฀UN฀TRABAJO฀BIEN฀HECHO฀
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POR฀PARTE฀DEL฀PROFESOR�฀-UESTRAN฀UNA฀PUNTUACI�N฀MEDIA฀AL฀CONSIDERAR฀QUE฀LAS฀
MATEMÕTICAS฀DEBEN฀DE฀SER฀ESTUDIADAS฀POR฀SU฀INTER£S฀PARA฀EL฀SISTEMA฀EDUCATIVO฀
Y฀UNA฀VALORACI�N฀MUY฀BAJA฀A฀LA฀IDEA฀DE฀QUE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀SE฀APRENDEN฀POR฀
incremento de capacidades.

 — %SPA¶A฀Y฀!RGENTINA฀ �฀ COINCIDEN฀ EN฀ CONSIDERAR฀ EL฀ CARÕCTER฀ FORMATIVO฀DE฀ LAS฀
MATEMÕTICAS฀ COMO฀ RAZ�N฀ PARA฀ SU฀ APRENDIZAJE฀ ESCOLAR฀ Y฀ ASOCIAR฀ LAS฀ BUENAS฀
CAPACIDADES฀INTELECTUALES฀PARA฀CARACTERIZAR฀EL฀BUEN฀ALUMNADO฀DE฀MATEMÕTICAS�

 — !RGENTINA฀�฀Y฀#HILE฀COINCIDEN฀EN฀MUCHOS฀DE฀LOS฀¤TEMS฀QUE฀HEMOS฀CONSIDE

RADO�฀,AS฀RAZONES฀DE฀UTILIDAD฀SOCIAL฀Y฀PROFESIONAL฀SON฀PARA฀ESTOS฀DOS฀GRUPOS�฀
CON฀VALORACI�N฀ALTA�฀LAS฀QUE฀SE฀CONSIDERAN฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕ

TICAS฀ ESCOLARES฀ Y฀ ES฀ NECESARIO฀ EL฀ EST¤MULO฀ DE฀ LOS฀ PROCESOS฀ COGNITIVOS฀ PARA฀
APRENDER฀MATEMÕTICAS�฀ SENTIRSE฀ SATISFECHOS฀ CUANDO฀ SE฀ APRECIA฀ PARTICIPACI�N฀
EN฀EL฀AULA฀Y฀CUANDO฀SE฀MUESTRAN฀AVANCES฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DEL฀ALUMNADO�฀#ON฀
UNA฀VALORACI�N฀MEDIA�฀LOS฀DOCENTES฀DE฀ESTOS฀GRUPOS฀COINCIDEN฀EN฀CONSIDERAR฀
QUE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀SE฀APRENDEN฀MEDIANTE฀AUMENTO฀DE฀CONOCIMIENTOS฀Y฀CAPA

CIDADES�฀COINCIDEN฀AS¤฀MISMO฀EN฀TODOS฀LOS฀¤TEMS฀DE฀LA฀PREGUNTA฀OCHO฀QUE฀SE฀
RElERE฀A฀QU£฀ES฀UN฀BUEN฀ESTUDIANTE฀DE฀MATEMÕTICAS฀Y฀SE฀RECOGE฀LAS฀CAPACIDADES฀
INTELECTUALES�฀EL฀ESFUERZO฀Y฀TRABAJO฀PERSONAL�฀EL฀QUE฀ESTÕ฀MOTIVADO฀Y฀EL฀QUE฀ES฀
SOLIDARIO�฀TAMBI£N฀COINCIDEN฀EN฀UNA฀VALORACI�N฀MEDIA฀EL฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀
OBTENGAN฀BUENOS฀ RESULTADOS฀EN฀ LAS฀EVALUACIONES฀COMO฀CRITERIO฀PARA฀SENTIRSE฀
SATISFECHO฀CON฀SU฀TRABAJO�

.O฀HAY฀COINCIDENCIAS�฀POR฀PAREJAS�฀ENTRE฀LOS฀GRUPOS฀!RGENTINA�฀Y฀!RGENTINA฀�฀NI฀
%SPA¶A฀Y฀#HILE�฀NI฀#HILE฀Y฀!RGENTINA฀��
,OS฀DATOS฀PRESENTADOS฀EN฀ESTE฀ESTUDIO฀MUESTRAN฀QUE฀LOS฀DOCENTES฀MANIFIESTAN฀ALGUNAS฀

CREENCIAS฀SIMILARES฀CON฀RESPECTO฀A฀ASPECTOS฀ESPEC¤FICOS฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀APRENDIZAJE฀DE฀
LAS฀MATEMÕTICAS�฀SIN฀IMPORTAR฀SU฀NACIONALIDAD฀Y฀EL฀CONTEXTO฀EN฀QUE฀SE฀ENCUENTRAN�฀%N฀
LOS฀TRES฀PA¤SES฀LA฀ENCUESTA฀SE฀APLIC�฀EN฀UN฀PERIODO฀DE฀REFORMA฀EN฀LEYES฀EDUCATIVAS฀A฀NIVEL฀
NACIONAL�฀,OS฀DOCENTES฀DE฀!RGENTINA฀�฀Y฀%SPA¶A฀COINCIDEN฀EN฀SU฀MANERA฀DE฀PENSAR฀CON฀
RESPECTO฀A฀C�MO฀SE฀APRENDEN฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀QU£฀CONSIDERAN฀QUE฀ES฀UN฀BUEN฀ALUMNO฀Y฀
CUÕNDO฀SE฀SIENTEN฀SATISFECHOS฀CON฀SU฀LABOR�฀!UNQUE฀SUS฀PENSAMIENTOS฀SON฀BASTANTE฀SIMI

LARES�฀AMBOS฀GRUPOS฀DE฀DOCENTES฀EJERCEN฀EN฀DIFERENTE฀NIVEL�฀LOS฀DE฀!RGENTINA฀�฀ENSE¶AN฀EN฀
LA฀UNIVERSIDAD฀Y฀LOS฀DE฀%SPA¶A฀EN฀SECUNDARIA�฀0ODR¤AMOS฀SUPONER฀QUE฀LOS฀DOCENTES฀QUE฀
EJERCEN฀EN฀EL฀MISMO฀NIVEL฀DEBER¤AN฀MANIFESTAR฀CREENCIAS฀SIMILARES�฀SIN฀EMBARGO฀EN฀ESTE฀
CASO฀NO฀SUCEDE�฀PUESTO฀QUE฀%SPA¶A฀Y฀!RGENTINA฀�฀EJERCEN฀EN฀SECUNDARIA฀Y฀SUS฀CREENCIAS฀
NO฀SON฀TAN฀SIMILARES฀COMO฀LO฀SON฀!RGENTINA฀�฀Y฀%SPA¶A�฀0OR฀TANTO฀CONCLUIMOS฀QUE฀LAS฀
CREENCIAS฀NO฀LLEGAN฀A฀SER฀TOTALMENTE฀UNÕNIMES฀Y฀NO฀PARECE฀QUE฀INFLUYA฀NI฀EL฀PA¤S฀EN฀QUE฀
DESARROLLAN฀SU฀DOCENCIA฀NI฀EL฀NIVEL฀EDUCATIVO฀EN฀EL฀QUE฀LO฀HACEN�
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Anexo

Cuestionario cerrado de escala de valoración

0REGUNTA฀��฀z0OR฀QU£฀LOS฀ESCOLARES฀HAN฀DE฀APRENDER฀MATEMÕTICAS�
Los estudiantes han de aprender matemáticas por:
1.  El carácter formativo de la materia.
2.  2AZONES฀DE฀UTILIDAD฀SOCIAL฀Y฀PROFESIONAL�
3.  Su interés dentro del propio sistema educativo.

��฀ z1U£฀CONTENIDOS฀SON฀LOS฀MÕS฀IMPORTANTES฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA�APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀
ESCOLARES�
Los contenidos matemáticos más importantes en las matemáticas escolares son:
1.  !QUELLOS฀QUE฀POTENCIAN฀LA฀ABSTRACCI�N�฀LA฀SIMBOLIZACI�N฀O฀ALG¢N฀OTRO฀RASGO฀DEL฀CONO


cimiento matemático.
2.  ,OS฀QUE฀SON฀¢TILES฀PARA฀LA฀VIDA฀REAL�
3.  ,OS฀QUE฀TIENEN฀IMPLICACIONES฀CURRICULARES฀POSTERIORES�
4.  Los pertenecientes a determinadas disciplinas matemáticas.
5.  Los conceptuales.
6.  Los procedimentales.
7.  Los actitudinales.

��฀ z1U£฀ACTIVIDADES฀SON฀MÕS฀RECOMENDABLES฀PARA฀ENSE¶AR฀MATEMÕTICAS�
,AS฀ACTIVIDADES฀MÕS฀ADECUADAS฀PARA฀ENSE¶AR฀MATEMÕTICAS฀SON฀LAS฀QUE฀DESTACAN�
1.  %L฀TRABAJO฀INTELECTUAL฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀Y฀ALUMNAS�฀RAZONAMIENTO�฀ANÕLISIS�฀S¤NTESIS�
2.  ,A฀DINÕMICA฀DE฀TRABAJO฀DE฀LOS฀ALUMNOS�
3.  ,A฀UTILIDAD฀Y฀CONEXI�N฀CON฀SITUACIONES฀REALES�
4.  ,A฀REALIZACI�N฀DE฀EJERCICIOS฀Y฀PRÕCTICAS฀PARA฀ADQUIRIR฀DESTREZAS�
5.  ,A฀MOTIVACI�N฀Y฀EL฀INTER£S�

��฀ z#�MO฀SE฀APRENDEN฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀
Las matemáticas se aprenden:
1.  -EDIANTE฀EL฀ESFUERZO฀Y฀TRABAJO฀PERSONAL�
2.  -EDIANTE฀AYUDAS฀EXTERNAS�฀CORRECCIONES฀Y฀EXPLICACIONES�
3.  0OR฀PREDISPOSICI�N฀NATURAL฀DEL฀ALUMNO฀O฀ALUMNA฀O฀POR฀MOTIVACI�N�
4.  -EDIANTE฀INCREMENTO฀DE฀ALG¢N฀TIPO฀DE฀CONOCIMIENTO฀O฀CAPACIDAD�
5.  %STIMULANDO฀PROCESOS฀COGNITIVOS฀Y฀FOMENTANDO฀CIERTAS฀ACTIVIDADES�

��฀ z!฀QU£฀SE฀DEBEN฀LAS฀DIFICULTADES฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀ESCOLARES�
Las principales dificultades en la enseñanza de las matemáticas escolares se encuentran en:
1.  ,OS฀ALUMNOS฀Y฀ALUMNAS�
2.  La materia.
3.  Los profesores.
4.  El sistema educativo.
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��฀ z1U£฀PAPEL฀JUEGA฀EL฀ERROR฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀
Los errores sirven:
1.  0ARA฀DIAGNOSTICAR฀EL฀CONOCIMIENTO฀Y฀CORREGIR฀LAS฀DElCIENCIAS�
2.  #OMO฀FACTOR฀O฀CONDICI�N฀PARA฀EL฀APRENDIZAJE�
3.  0ARA฀VALORAR฀Y฀RECONSIDERAR฀LA฀PLANIlCACI�N฀O฀PROGRAMACI�N�

��฀ ฀z1U£฀PROCESO฀SIGUES฀CUANDO฀PREPARAS฀MATERIALES฀PARA฀LA฀CLASE฀DE฀MATEMÕTICAS�฀
Cuando preparo materiales para la clase de matemáticas:
1.  %LABORO฀DOCUMENTOS฀SOBRE฀CONTENIDOS฀Y฀OTROS฀MATERIALES�
2.  2EmEXIONO฀SOBRE฀EL฀CURR¤CULO�
3.  2EmEXIONO฀SOBRE฀EL฀PROCESO฀DE฀APRENDIZAJE�
4.  0IDO฀INFORMACI�N฀A฀LOS฀COMPA¶EROS฀O฀COMPA¶ERAS�
5.  %LABORO฀LISTAS฀DE฀PROBLEMAS�฀EJERCICIOS฀Y฀ACTIVIDADES฀DE฀MOTIVACI�N�

��฀ z1U£฀ES฀UN฀iBUENw฀ALUMNO฀O฀iBUENAw฀ALUMNA฀EN฀MATEMÕTICAS�
5N฀BUEN฀ALUMNO฀O฀BUENA฀ALUMNA฀EN฀MATEMÕTICAS฀ES฀AQUEL฀O฀AQUELLA฀QUE�
1.  4IENE฀BUENAS฀CAPACIDADES฀INTELECTUALES�
2.  3E฀ESFUERZA฀Y฀TRABAJA�
3.  Está motivado o motivada por las matemáticas.
4.  %S฀RESPONSABLE�฀SOLIDARIO�A฀Y฀PARTICIPATIVO�A�

��฀ z1U£฀HECHOS฀TE฀HACEN฀SENTIR฀QUE฀HAS฀REALIZADO฀UNA฀BUENA฀LABOR฀CON฀TUS฀ALUMNOS฀Y฀ALUMNAS฀
EN฀SU฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�
-E฀SIENTO฀SATISFECHA�฀O฀SATISFECHO�฀DE฀MI฀TRABAJO฀CUANDO
1.  /BSERVO฀UN฀BUEN฀AMBIENTE฀EN฀EL฀AULA�
2.  !PRECIO฀INTER£S฀Y฀PARTICIPACI�N฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀Y฀ALUMNAS฀EN฀EL฀AULA�
3.  (AY฀AVANCES฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀Y฀ALUMNAS�
4.  ,OS฀ALUMNOS฀Y฀ALUMNAS฀OBTIENEN฀BUENOS฀RESULTADOS฀EN฀LAS฀EVALUACIONES�

���฀ ,OS฀PROFESORES฀Y฀PROFESORAS฀QUE฀HAN฀DE฀ENSE¶AR฀MATEMÕTICAS฀zEN฀QU£฀ASPECTOS฀DEBER¤AN฀
AUMENTAR฀O฀PERFECCIONAR฀SU฀FORMACI�N�฀
,OS฀PROFESORES฀Y฀PROFESORAS฀QUE฀ENSE¶AN฀MATEMÕTICAS�฀DEBER¤AN฀AUMENTAR฀O฀PERFECCIONAR฀
SU฀FORMACI�N฀EN�
1.  -EJORAR฀SU฀CONOCIMIENTO฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�
2.  Profundizar en el conocimiento didáctico.
3.  ,A฀FORMACI�N฀PRÕCTICA฀Y฀EL฀CONOCIMIENTO฀DE฀RECURSOS�
4.  ,A฀COMUNICACI�N฀E฀INTERCAMBIO฀DE฀EXPERIENCIAS�





PARADOJA DE LA DICOTOMÍA
UNA REVISIÓN DESDE LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA

Dichotomy Paradox. A Review from Mathematics Education

José Antonio Fernández-Plaza, Juan Francisco Ruiz-Hidalgo y José Luis Lupiáñez

Universidad de Granada, España

Resumen

,AS฀PARADOJAS฀DE฀:EN�N฀HAN฀SIDO฀OBJETO฀DE฀REFLEXI�N฀A฀LO฀LARGO฀DE฀LA฀HISTORIA฀POR฀MULTITUD฀
DE฀PENSADORES฀Y�฀EN฀PARTICULAR�฀POR฀MUCHOS฀MATEMÕTICOS�฀%N฀ESTE฀TRABAJO฀INDAGAMOS฀SOBRE฀LA฀
PARADOJA฀DE฀LA฀DICOTOM¤A�฀SU฀HISTORIA�฀EL฀PAPEL฀QUE฀JUEGA฀EN฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀ACTUAL฀Y฀
QU£฀PAPEL฀PUEDEN฀JUGAR฀LOS฀MODELOS฀NUM£RICOS฀ESCOLARES฀EN฀SU฀INTERPRETACI�N�

Palabras clave�฀PARADOJAS�฀DICOTOM¤A�฀:EN�N�฀MODELOS฀NUM£RICOS

ABSTRACT

Zeno's paradoxes have been the subject of reflection throughout history by many thinkers 

and, in particular, for many mathematicians. In this paper we reflect on the paradox of the 

dichotomy, its history, its role in the current mathematics education and what role that numerical 

models can play in interpreting it.

Keywords: paradoxes, dichotomy, Zeno, numerical models 
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Introducción

i.O฀HAY฀PROBLEMAS฀EN฀LOS฀FUNDAMENTOS฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀QUE฀SEAN฀TAN฀VIEJOS฀Y฀QUE฀
DESPIERTEN฀UN฀INTER£S฀TAN฀PERENNE�฀ALCANZANDO฀LAS฀MÕS฀RECIENTES฀CONJETURAS฀DE฀LA฀FILOSOF¤A฀
DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀COMO฀SON฀LOS฀ARGUMENTOS฀DE฀:EN�N฀SOBRE฀EL฀MOVIMIENTOw฀�#AJORI�฀
�����฀PTE�฀��฀P�฀�	�

#ON฀ESTAS฀PALABRAS�฀&LORIAN฀#AJORI฀COMIENZA฀UNA฀SERIE฀DE฀��฀ART¤CULOS฀DEDICADOS฀A฀
LA฀HISTORIA฀DE฀LOS฀ARGUMENTOS฀SOBRE฀EL฀MOVIMIENTO฀DE฀:EN�N฀DE฀%LEA฀PUBLICADOS฀EN฀����฀
en la revista The American Mathematical Monthly�฀%N฀ELLOS฀HACE฀UN฀RECORRIDO฀HIST�RICO฀
DE฀MÕS฀DE฀����฀A¶OS฀DE฀REACCIONES�฀INTERPRETACIONES฀Y฀EXPLICACIONES฀A฀LAS฀CONOCIDAS฀
PARADOJAS฀DE฀:EN�N฀DE฀%LEA฀SOBRE฀EL฀MOVIMIENTO�฀
%N฀ESTE฀TRABAJO฀CE¶IMOS฀NUESTRA฀ATENCI�N฀A฀LA฀CONOCIDA฀COMO฀PARADOJA฀DE฀LA฀DICOTO


M¤A฀Y฀A฀LA฀REPERCUSI�N฀QUE฀HA฀TENIDO฀EN฀LOS฀¢LTIMOS฀A¶OS฀EN฀LA฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA�฀
0ARA฀ELLO�฀EN฀PRIMER฀LUGAR�฀PRESENTAMOS฀UNA฀INTRODUCCI�N฀A฀LA฀PARADOJA฀JUNTO฀CON฀UNAS฀
BREVES฀NOTAS฀HIST�RICAS�฀0OSTERIORMENTE�฀REALIZAMOS฀UNA฀REVISI�N฀BIBLIOGRÕFICA฀DETALLADA฀
DE฀LOS฀TRABAJOS฀RECIENTES฀PUBLICADOS฀SOBRE฀DICHA฀PARADOJA฀QUE฀ESTÕN฀RELACIONADOS฀CON฀LA฀
EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀0ARA฀TERMINAR�฀HACEMOS฀UNA฀LECTURA฀DE฀LA฀PARADOJA฀MEDIANTE฀EL฀
uso de modelos matemáticos escolares.

Paradoja de la Dicotomía

No puedes recorrer un número infinito de puntos en un tiempo finito. Debes recorrer 

primeramente la mitad del todo, después la mitad de lo que te resta, y así sucesivamente. 

Por tanto, dado que hay un número infinito de distancias por recorrer, esto no se puede 

hacer en un tiempo finito.

!฀LO฀LARGO฀DEL฀DESARROLLO฀HIST�RICO฀DE฀LA฀MATEMÕTICA฀SE฀HAN฀SE¶ALADO฀£POCAS฀Y฀
PERSONAJES฀QUE฀CON฀MÕS฀O฀MENOS฀RESERVAS�฀SUPERARON฀LOS฀OBSTÕCULOS฀SUGERIDOS฀POR฀ESTA฀
PARADOJA�฀5NA฀PRIMERA฀FASE฀ES฀ LA฀QUE฀SE฀DENOMINA฀NEGACI�N฀DE฀LOS฀INFINITESIMALES�฀
$EM�CRITO฀ES฀UN฀REFERENTE฀DE฀LOS฀MATEMÕTICOS฀GRIEGOS฀QUE฀NEGARON฀LOS฀INFINITESIMALES฀
Y฀ADOPTARON฀UNA฀PERSPECTIVA฀ATOMISTA฀DE฀LA฀MATERIA฀Y฀LAS฀MAGNITUDES�฀
5N฀SEGUNDO฀MOMENTO�฀ESTÕ฀PROTAGONIZADO฀POR฀!RQU¤MEDES�฀%L฀M£TODO฀DE฀EXHAUS


CI�N฀DISE¶ADO฀PARA฀EL฀CÕLCULO฀DE฀ÕREAS�฀SE฀BASA฀EN฀LA฀CONOCIDA฀PROPIEDAD฀ARQUIMEDIANA฀
DE฀LAS฀MAGNITUDES�฀3UPONE฀UNA฀RUPTURA฀PRELIMINAR฀CON฀LA฀PARADOJA฀DE฀LA฀$ICOTOM¤A�
3AN฀!GUST¤N฀Y฀3ANTO฀4OMÕS฀ADMITEN฀LA฀EXISTENCIA฀DEL฀INFINITO฀ACTUAL฀AL฀ACEPTAR฀LA฀

EXISTENCIA฀DE฀PUNTOS�฀3IN฀EMBARGO�฀LOS฀PUNTOS฀NO฀CONSTITUYEN฀LA฀RECTA�฀DADO฀QUE฀£STA฀S�LO฀
SE฀COMPONE฀DE฀SEGMENTOS฀POR฀DIVISI�N�฀PERO฀SOSTIENEN฀QUE฀LA฀RECTA฀PUEDE฀SER฀UN฀PUNTO฀
EN฀MOVIMIENTO�฀"ACON฀CRITICA฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀INDIVISIBLES฀DIFERENTES฀A฀PUNTOS�฀PORQUE฀
TODOS฀ELLOS฀TENDR¤AN฀UN฀TAMA¶O฀UNIFORME฀QUE฀CONVERTIR¤A฀LA฀DIAGONAL฀DE฀UN฀CUADRADO฀
CONMENSURABLE฀RESPECTO฀DEL฀LADO�

En los siglos xv฀Y฀xvi�฀'ALILEO฀PERCIBE฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀INFINITOS฀DEL฀MISMO฀TAMA¶O฀
QUE฀CONTRADICEN฀LA฀AFIRMACI�N฀EUCL¤DEA฀i%L฀TODO฀ES฀MAYOR฀QUE฀LA฀PARTEw�฀SIN฀EMBARGO�฀
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NO฀PROFUNDIZA฀EN฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀INFINITOS฀DE฀DIFERENTE฀TAMA¶O�฀"AYLE�฀EN฀EL฀SIGLO฀xvii, 
JUSTIFICA฀QUE฀EL฀TIEMPO฀NO฀PUEDE฀DIVIDIRSE฀DE฀MANERA฀INFINITA�฀PERO฀S¤฀ADMITE฀LA฀INFINITA฀
DIVISIBILIDAD฀DEL฀ESPACIO�

Newton, en el siglo xviii�฀ES฀EL฀MÕXIMO฀EXPONENTE฀EN฀EL฀DESARROLLO฀DEL฀CÕLCULO฀
INFINITESIMAL�฀NO฀OBSTANTE�฀SU฀DEFINICI�N฀DE฀L¤MITE฀DE฀RAZONES฀DE฀INFINITESIMALES�฀O฀COMO฀
£L฀LAS฀LLAMABA�฀iCANTIDADES฀EVANESCENTESw�฀FUE฀CRITICADA฀POR฀"ERKELEY฀POR฀FALTA฀DE฀PRECI

SI�N฀EN฀LO฀QUE฀ENTRA¶A฀EL฀HECHO฀DE฀QUE฀EL฀L¤MITE฀ES฀A฀LO฀QUE฀SE฀APROXIMA฀LA฀RAZ�N฀DE฀LAS฀
CANTIDADES฀iEN฀PROCESOw฀DE฀ANULARSE�฀PERO฀NO฀EN฀SU฀JUSTO฀MOMENTO�฀.EWTON฀SOSTIENE฀
ADEMÕS฀LA฀ALCANZABILIDAD฀DEL฀L¤MITE�฀PERO฀NO฀LA฀POSIBILIDAD฀DE฀REBASARSE�
#ON฀POSTERIORIDAD�฀LAS฀IDEAS฀ACERCA฀DE฀LAS฀CANTIDADES฀Y฀LOS฀INDIVISIBLES฀EVOLUCIONA


RON฀HASTA฀LA฀FORMALIZACI�N฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀EN฀EL฀SIGLO฀xix�฀EN฀EL฀QUE฀SE฀DESARROLLA฀UNA฀
TEOR¤A฀AXIOMÕTICA฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES�฀ENTEROS�฀RACIONALES฀Y฀REALES�฀0OR฀OTRO฀LADO�฀
LA฀TEOR¤A฀DE฀#ANTOR฀SOBRE฀LOS฀N¢MEROS฀TRANSFINITOS฀JUNTO฀CON฀LA฀TEOR¤A฀DE฀LA฀MEDIDA฀DE฀
,EBESGUE฀ESTABLECEN฀LA฀RUPTURA฀DEFINITIVA฀ENTRE฀MAGNITUD฀Y฀CARDINAL�

Lectura dual y argumentos de Aristóteles

,A฀PARADOJA฀TIENE฀UNA฀LECTURA฀DUAL�฀No puedes recorrer una cantidad de longitud 

dada porque primeramente has de recorrer la mitad, pero antes de este paso has de 

recorrer la mitad de ese recorrido, y así sucesivamente. Por tanto, dado que hay un 

número infinito de distancias a recorrer previas, ¿cuándo se inicia el movimiento? 

3E฀OBSERVA฀QUE฀LAS฀DOS฀PARADOJAS฀NO฀PUEDEN฀SER฀CIERTAS฀AL฀MISMO฀TIEMPO�฀%XISTEN฀
DOS฀ARGUMENTOS฀SUGERIDOS฀POR฀!RIST�TELES฀QUE฀RESUELVEN฀EN฀CIERTA฀MEDIDA฀LA฀PRIMERA฀
VERSI�N฀DE฀LA฀PARADOJA�฀SI฀BIEN�฀INCURREN฀EN฀LA฀NEGACI�N฀DEL฀INFINITO฀ACTUAL�฀%L฀PRIMERO฀
DE฀ELLOS฀SOSTIENE฀QUE฀EL฀ESPACIO฀Y฀TIEMPO฀SON฀DIVISIBLES฀INFINITAMENTE฀PERO฀NIEGA฀QUE฀
EST£N฀COMPUESTOS฀POR฀PUNTOS฀�INDIVISIBLES	�฀SINO฀QUE฀¢NICAMENTE฀ESTÕN฀COMPUESTOS฀POR฀
SEGMENTOS�฀%L฀SEGUNDO฀SOSTIENE฀QUE฀A฀PESAR฀DE฀QUE฀EL฀ESPACIO฀Y฀TIEMPO฀SON฀DIVISIBLES฀
infinitamente, si el tiempo fuera infinito, tendría una parte finita T. En dicha parte finita se 
HA฀DE฀RECORRER฀UNA฀PARTE฀DE฀ESPACIO฀FINITA฀3�฀,A฀PROPIEDAD฀ARQUIMEDIANA฀PERMITE฀AFIRMAR฀
QUE฀iMANTENIENDO฀LA฀VELOCIDAD฀CONSTANTEw฀EXISTE฀UNA฀REITERACI�N฀FINITA฀DE฀ESPACIOS฀DE฀
VALOR฀3�฀QUE฀SE฀CORRESPONDEN฀CON฀LA฀MISMA฀REITERACI�N฀DE฀TIEMPOS฀4�฀TAL฀QUE฀SE฀SUPERA฀
CUALQUIER฀ESPACIO฀DE฀LONGITUD฀FINITA฀PREFIJADA�฀LUEGO฀HA฀DE฀HABER฀UNA฀PARTE฀DE฀DICHO฀
TIEMPO฀EN฀LA฀QUE฀SE฀HA฀RECORRIDO฀EXACTAMENTE฀EL฀ESPACIO฀PREFIJADO�฀3IN฀EMBARGO�฀ESTE฀
ARGUMENTO฀CONTRADICE฀LA฀INFINITA฀DIVISIBILIDAD฀DEL฀TIEMPO�฀DADO฀QUE฀EL฀TIEMPO฀INVERTIDO฀
EN฀RECORRER฀LA฀DIAGONAL฀DE฀UN฀CUADRADO฀DE฀LADO฀3฀AUNQUE฀FINITO฀ES฀INCONMENSURABLE฀
RESPECTO฀DEL฀TIEMPO฀4�฀Y฀POSIBLEMENTE฀!RIST�TELES฀NO฀ADMITIR¤A฀PARTES฀INCONMENSURABLES฀
CON฀LA฀UNIDAD�฀0OR฀OTRO฀LADO�฀LA฀VERSI�N฀DUAL฀DE฀LA฀PARADOJA฀NO฀PODR¤A฀SER฀SUPERADA฀POR฀
!RIST�TELES฀DEBIDO฀A฀QUE฀NO฀PODR¤A฀SER฀CAPAZ฀DE฀JUSTIFICAR฀LA฀CAUSA฀DEL฀MOVIMIENTO�฀QUE฀
ES฀EN฀DEFINITIVA฀LO฀QUE฀LA฀PARADOJA฀DUAL฀DE฀:EN�N฀NIEGA�
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Revisión de la literatura existente

#ON฀EL฀OBJETIVO฀DE฀REVISAR฀LA฀BIBLIOGRAF¤A�฀SE฀REALIZA฀UN฀ANÕLISIS฀DETENIDO฀EN฀LAS฀BASES฀
DE฀DATOS฀MÕS฀CONOCIDAS฀Y฀QUE฀PROPORCIONEN฀INFORMACI�N฀DE฀REVISTAS฀ESPECIALIZADAS฀EN฀
%DUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀%STE฀TIPO฀DE฀ESTUDIOS฀SE฀PUEDEN฀CONSIDERAR฀DESCRIPTIVOS฀�#OLÕS฀
Y฀"UEND¤A�฀����	�฀%L฀ANÕLISIS฀ESTÕ฀BASADO฀EN฀LA฀B¢SQUEDA฀DE฀T£RMINOS฀CLAVE฀EN฀DIFERENTES฀
CAMPOS฀DE฀B¢SQUEDA฀DE฀LAS฀BASES฀DE฀DATOS฀PARA�฀POSTERIORMENTE�฀REALIZAR฀UN฀ANÕLISIS฀DE฀
CONTENIDO฀DE฀LOS฀TEXTOS฀SELECCIONADOS�฀

Diseño de la búsqueda

,A฀PERSPECTIVA฀CONCEPTUAL฀DE฀ LA฀B¢SQUEDA฀PRETENDE฀OFRECER฀UNA฀VISI�N฀GENERAL฀
DE฀LAS฀INVESTIGACIONES฀SOBRE฀LA฀PARADOJA฀DE฀LA฀DICOTOM¤A฀EN฀REVISTAS฀ESPECIALIZADAS฀DE฀
EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀,A฀PLANIFICACI�N฀RECOGE฀LOS฀SIGUIENTES฀ASPECTOS฀QUE฀COMIENZAN฀
CON฀LA฀B¢SQUEDA฀DE฀REFERENCIAS฀EN฀BASES฀DE฀DATOS�฀3E฀ANALIZAN฀EXHAUSTIVAMENTE฀BASES฀
DE฀DATOS฀SOBRE฀#IENCIAS฀3OCIALES�฀%DUCACI�N฀Y฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA�฀TANTO฀NACIONALES฀
como internacionales. 
3EGUIDAMENTE฀SE฀DETERMINAN฀LA฀POBLACI�N฀Y฀MUESTRA�฀0OR฀ACUERDO฀DE฀LOS฀AUTORES฀

SE฀SELECCIONAN฀LAS฀BASES฀DE฀DATOS฀INTERNACIONALES�฀3COPUS�฀33#)�฀%2)#฀�LAS฀TRES฀DE฀
CARÕCTER฀GENERAL฀PARA฀#IENCIAS฀3OCIALES	฀Y฀-ATH%DUC฀�DEL฀ÕREA฀ESPEC¤FICA฀DE฀%DUCACI�N฀
-ATEMÕTICA	�฀#OMO฀BASES฀DE฀DATOS฀NACIONALES฀SE฀CONSIDERAN฀$IALNET฀E฀)3/#�฀AMBAS฀
de carácter general.
5TILIZANDO฀LAS฀HERRAMIENTAS฀DE฀B¢SQUEDA฀DE฀LAS฀BASES฀DE฀DATOS�฀SE฀INTRODUJERON฀LOS฀

T£RMINOS�฀:EN�N�฀:EN�N฀DE฀%LEA�฀0ARADOJAS�฀$ICOTOM¤A฀Y฀SU฀EQUIVALENTES฀EN฀INGL£S฀:ENO�฀
:ENO฀OF฀%LEA�฀0ARADOXES฀Y฀$ICHOTOMY�฀,A฀B¢SQUEDA฀SE฀REALIZ�฀EN฀DIFERENTES฀CAMPOS฀DE฀
LA฀HERRAMIENTA฀DE฀B¢SQUEDA�฀AUTOR�฀T¤TULO�฀RESUMEN฀Y฀PALABRAS฀CLAVE�
,OS฀RESULTADOS฀SE฀RECOGIERON฀EN฀UNA฀HOJA฀DE฀CÕLCULO฀QUE฀CONTEN¤A฀INFORMACI�N฀

SOBRE฀LA฀BASE฀DE฀DATOS฀EN฀LA฀QUE฀SE฀HAB¤A฀ENCONTRADO�฀EL฀AUTOR฀O฀AUTORES�฀T¤TULO�฀REVISTA�฀
DISPONIBILIDAD฀�EN฀L¤NEA�฀EN฀PAPEL฀O฀SIN฀DISPONIBILIDAD	฀Y฀SI฀ERAN฀TRABAJOS฀ESPEC¤FICOS฀DE฀
EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀&INALMENTE�฀LA฀ORGANIZACI�N฀DE฀RESULTADOS฀DIO฀LUGAR฀A฀LA฀SELECCI�N฀
DE฀ALGUNOS฀DE฀LOS฀TRABAJOS�฀

Resultados de la búsqueda

,A฀4ABLA฀�฀RESUME฀EL฀N¢MERO฀DE฀TRABAJOS฀QUE฀SE฀OBTIENEN฀CON฀LOS฀PARÕMETROS฀DE฀
B¢SQUEDA฀DESCRITOS฀EN฀EL฀EP¤GRAFE฀ANTERIOR�
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4ABLA฀��฀Recuentos en la búsqueda de documentos (las palabras se usaron en español e inglés)

Base de datos Zenón Zenón+Paradoja

Zenón + Dicotomía

Zenón+Paradoja+Dicotomía

ERIC 25 4 0

Scopus 985 511 7

SSCI 1679 384 7

MathEduc 38 18 5

Dialnet 276 12 inglés + 15 español 0

ISOC 87 2 0

!LGUNOS฀DE฀LOS฀TRABAJOS฀RECOGIDOS฀EN฀LA฀4ABLA฀�฀SE฀REPITEN฀EN฀VARIAS฀BASES฀DE฀DATOS�฀
%L฀TOTAL฀DE฀TRABAJOS฀QUE฀SUPERAN฀EL฀PRIMER฀FILTRO฀DE฀REPETICI�N฀ES฀DE฀��฀�DESTACADOS฀EN฀
NEGRITA฀EN฀LA฀4ABLA฀�	�฀%STOS฀TRABAJOS฀SE฀FILTRAN฀POR฀SU฀CONTENIDO�฀SELECCIONANDO฀AQUELLOS฀
QUE฀TIENEN฀QUE฀VER฀CON฀ASPECTOS฀DIDÕCTICOS฀O฀DE฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀%L฀RESULTADO฀DE฀
ESTE฀SEGUNDO฀FILTRO฀ES฀�฀TRABAJOS�฀.U¶EZ฀�����	�฀0ELED฀Y฀(ERSHKOVITZ฀�����	�฀$E฀LA฀4ORRE฀
Y฀0£REZ฀�����	�฀-ART¤NEZ฀�����	�฀(ONG฀�����	฀Y฀3PROWS฀�����	�

Descripción de los trabajos

$E฀LA฀4ORRE฀Y฀0£REZ฀�����	฀DISE¶AN฀UNA฀PROPUESTA฀METODOL�GICA฀PARA฀EL฀ESTUDIO฀DE฀
LAS฀MAGNITUDES฀ESPACIO฀Y฀TIEMPO฀CUYO฀RENDIMIENTO฀SE฀ESPERA฀DESCRIBIR฀EN฀T£RMINOS฀DE฀
NIVELES฀DE฀6AN฀(IELE�฀%L฀TRÕNSITO฀ENTRE฀UN฀NIVEL฀Y฀OTRO฀SE฀CARACTERIZA฀MEDIANTE฀LA฀SUPERA

CI�N฀DE฀CIERTAS฀PARADOJAS฀DE฀:EN�N฀O฀DE฀OTRAS฀PARADOJAS฀RELACIONADAS฀CON฀LAS฀ESTRUCTURAS฀
DE฀LAS฀MAGNITUDES฀ESPACIO฀Y฀TIEMPO�
(ONG฀�����	฀DEDICA฀UNA฀REFLEXI�N฀AL฀ TRATAMIENTO฀MATEMÕTICO฀Y฀FILOS�FICO฀DE฀LA฀

PARADOJA฀DE฀!QUILES฀Y฀LA฀4ORTUGA�฀#RITICA฀EN฀PRIMER฀LUGAR฀QUE฀LA฀APLICACI�N฀INMEDIATA฀DE฀
LAS฀PROPIEDADES฀DEL฀L¤MITE฀DE฀SERIES฀NO฀RESUELVE฀LA฀ESTRUCTURA฀QUE฀SUBYACE฀EN฀EL฀RAZONA

MIENTO฀DE฀:EN�N�฀DADO฀QUE฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀DICHO฀L¤MITE฀NO฀JUSTIFICA฀LA฀ALCANZABILIDAD฀
DEL฀MISMO�฀5NA฀SEGUNDA฀CR¤TICA฀ES฀LA฀SUPOSICI�N฀A฀PRIORI฀DE฀QUE฀LA฀VELOCIDAD฀DEL฀ATLETA฀
ES฀DOBLE฀DE฀LA฀DE฀LA฀TORTUGA฀LO฀CUAL฀PERMITE฀RESOLVER฀LA฀PARADOJA฀DE฀FORMA฀ALGEBRAICA�฀EN฀
CONSECUENCIA�฀SE฀OBTIENE฀EL฀INSTANTE฀Y฀DISTANCIA฀EN฀LA฀QUE฀!QUILES฀ALCANZA฀A฀LA฀TORTUGA�
-ART¤NEZ฀�����	฀IMPLEMENTA฀LA฀PARADOJA฀DE฀!QUILES฀Y฀LA฀TORTUGA฀DENTRO฀DE฀UN฀CON


TEXTO฀DE฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS฀CON฀ESTUDIANTES฀DE฀SECUNDARIA฀Y฀UNIVERSIDAD�฀)DENTIFICA฀
EN฀LOS฀ESTUDIANTES฀LA฀APLICACI�N฀DE฀ESTRATEGIAS฀ALGEBRAICAS฀Y฀ANAL¤TICAS฀PARA฀ABORDAR฀LA฀
RESOLUCI�N฀DE฀LA฀PARADOJA�
.U¶EZ฀�����	฀REALIZA฀UNA฀INVESTIGACI�N฀ACERCA฀DE฀LA฀PARADOJA฀DE฀LA฀DICOTOM¤A฀CON฀

ESTUDIANTES฀DE฀DIFERENTES฀RANGOS฀DE฀EDAD฀���฀���฀���฀��฀A¶OS	�฀%L฀ALUMNADO฀DE฀�฀A¶OS฀
MANIFIESTA฀UNA฀CONCEPCI�N฀FINITISTA฀MOTIVADA฀POR฀LAS฀LIMITACIONES฀DEL฀ESPACIO฀Y฀LA฀PER

CEPCI�N�฀%L฀ALUMNADO฀DE฀��฀A¶OS฀ES฀CONSCIENTE฀DE฀LA฀INFINITUD฀DEL฀PROCESO฀IDEAL�฀PERO฀
MANTIENEN฀UNA฀POSTURA฀FINITISTA฀EN฀LA฀PRÕCTICA�฀AFIRMANDO฀QUE฀EL฀RECORRIDO฀HA฀DE฀COMPLE

TARSE�฀%N฀RELACI�N฀AL฀ALUMNADO฀DE฀��฀Y฀��฀A¶OS�฀NO฀ENCUENTRA฀DIFERENCIAS฀SIGNIFICATIVAS�฀
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!LGUNOS฀ESTUDIANTES฀PERCIBEN฀QUE฀EL฀RESULTADO฀DEL฀PROCESO฀DEPENDERÕ฀DE฀LA฀ESCALA฀DEL฀
PROBLEMA฀�DISTANCIAS฀GRANDES฀O฀CORTAS	�฀MANTENIENDO฀QUE฀EN฀DISTANCIAS฀GRANDES฀NO฀SE฀
ALCANZARÕ฀EL฀FINAL฀Y฀EN฀DISTANCIAS฀CORTAS฀S¤฀SE฀ALCANZARÕ�฀/TROS฀ESTUDIANTES฀SOSTIENEN฀QUE฀
JAMÕS฀SE฀COMPLETARÕ฀EL฀RECORRIDO฀DADO฀QUE฀SIEMPRE฀QUEDARÕN฀DISTANCIAS฀POR฀RECORRER�฀
0ELED฀Y฀(ERSHKOVITZ฀�����	฀INVESTIGAN฀LOS฀MODOS฀EN฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀RELACIONAN฀

UNA฀EXPRESI�N฀DECIMAL฀INFINITA฀CON฀SU฀REPRESENTACI�N฀EN฀LA฀RECTA฀REAL�฀EN฀PARTICULAR�฀
OBSERVA฀QUE฀ALGUNOS฀ESTUDIANTES฀CONSIDERAN฀QUE฀��������x฀O฀ 5 no pueden ser represen

TADOS฀EN฀LA฀RECTA฀REAL�฀LO฀CUAL฀RELACIONA฀CON฀LA฀PARADOJA฀DE฀:EN�N฀DE฀!QUILES฀Y฀LA฀TORTUGA�
3PROWS฀�����	฀REALIZA฀UN฀TRATAMIENTO฀DE฀LAS฀PARADOJAS฀DE฀:EN�N฀BASADAS฀EN฀EL฀SIS


TEMA฀DE฀NUMERACI�N฀BINARIO�฀PERO฀ENCUENTRA฀CIERTA฀RESISTENCIA฀DE฀LOS฀ESCOLARES฀A฀SUSTITUIR฀
EL฀SISTEMA฀DECIMAL฀POR฀EL฀BINARIO฀EN฀SUS฀RAZONAMIENTOS�

Modelos numéricos en la matemática escolar

$ESDE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀PLANTEAMOS฀LA฀LECTURA฀DE฀LA฀PARADOJA฀DE฀LA฀DICOTOM¤A฀
MEDIANTE฀EL฀USO฀DE฀MODELOS฀NUM£RICOS�฀%STOS฀MODELOS฀CORRESPONDEN฀CON฀LOS฀CONJUN

TOS฀NUM£RICOS�฀PERO฀A฀SU฀VEZ฀ESTÕN฀RELACIONADOS฀CON฀LA฀PERCEPCI�N฀DE฀LA฀REALIDAD฀Y฀LA฀
PRECISI�N฀DE฀LOS฀INSTRUMENTOS฀DE฀MEDIDA�฀!S¤�฀AGRUPAMOS฀LOS฀MODELOS฀EN฀TRES฀CLASES�

1. Modelo discreto�฀$A฀RESPUESTA฀AL฀FEN�MENO฀DE฀LAS฀MEDICIONES฀DE฀MAGNITUDES฀EN฀
LA฀PRÕCTICA฀DEBIDO฀A฀QUE฀TODO฀INSTRUMENTO฀DE฀MEDICI�N฀TIENE฀UNA฀PRECISI�N฀LIMITADA�฀POR฀
TANTO�฀GENERA฀MEDIDAS฀QUE฀TIENEN฀UNA฀CANTIDAD฀FINITA฀N฀DE฀CIFRAS฀DECIMALES�฀3E฀DENOTA฀POR฀
Dn฀PARA฀CADA฀N฀NATURAL฀AL฀CONJUNTO฀DE฀LOS฀DECIMALES฀QUE฀TIENEN฀COMO฀MÕXIMO฀N฀CIFRAS฀
DECIMALES�฀%L฀CONJUNTO฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES฀EQUIVALE฀A฀$0. Una regla graduada esco

lar tiene estructura D3฀�TOMANDO฀COMO฀UNIDAD฀DE฀MEDIDA฀EL฀METRO	�฀UN฀CRON�METRO฀$2 
�TOMANDO฀COMO฀UNIDAD฀DE฀MEDIDA฀EL฀SEGUNDO	�฀,A฀recta discreta está formada segmentos 
de longitud mínima denominados indivisibles฀Y฀LA฀NOCI�N฀PUNTO฀NO฀SE฀PUEDE฀DEFINIR�

2. Modelo denso (numerable)�฀%NTRE฀LOS฀CONJUNTOS฀NUM£RICOS฀QUE฀CUMPLEN฀LA฀PRO

PIEDAD฀DE฀DENSIDAD�฀ENTRE฀CUALESQUIERA฀DOS฀ELEMENTOS฀HAY฀OTRO฀ELEMENTO�฀EL฀CONJUNTO฀DE฀
LOS฀DECIMALES฀QUE฀TIENEN฀UNA฀CANTIDAD฀FINITA฀DE฀CIFRAS฀DECIMALES฀ES฀EL฀MENOR฀DE฀ELLOS฀QUE฀
DENOTAMOS฀POR฀$�฀3IN฀EMBARGO�฀ESTE฀CONJUNTO฀NO฀ES฀CERRADO฀PARA฀EL฀L¤MITE฀DE฀SUCESIONES�฀
5NA฀AMPLIACI�N฀NATURAL฀DE฀$฀ES฀EL฀CONJUNTO฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀RACIONALES�฀CONSIDERANDO฀LAS฀
EXPRESIONES฀DECIMALES฀PERI�DICAS�฀PERO฀A¢N฀AS¤฀EL฀CONJUNTO฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀RACIONALES฀NO฀ES฀
cerrado para el paso al límite de sucesiones. La recta racional฀ES฀EL฀CONJUNTO฀DE฀SEGMENTOS฀
CONMENSURABLES฀CON฀EL฀SEGMENTO฀UNIDAD�฀,OS฀SEGMENTOS฀¢NICAMENTE฀SE฀PUEDEN฀DESCOM

PONER฀EN฀SEGMENTOS฀MEDIANTE฀DIVISI�N฀EN฀PARTES฀IGUALES�฀3EG¢N฀!RIST�TELES฀ESTE฀CONJUNTO฀
CARECE฀DE฀ELEMENTOS฀INDIVISIBLES฀DADO฀QUE฀EXCLUYE฀EL฀PASO฀AL฀L¤MITE�฀$E฀UN฀MODO฀ANÕLOGO�฀
NO฀SE฀PUEDE฀ADMITIR฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀PUNTOS฀EN฀EL฀MODELO฀DENSO฀NUMERABLE�฀.O฀OBSTANTE�฀EN฀
UNA฀REPRESENTACI�N฀GRÕFICA฀NO฀PODEMOS฀PERCIBIR฀LA฀DIFERENCIA฀ENTRE฀LA฀RECTA฀RACIONAL฀Y฀LA฀REAL�฀

3. Modelo continuo�฀%S฀EL฀CONJUNTO฀NUM£RICO฀QUE฀CUMPLE฀CON฀LA฀CONDICIONES฀DE฀
clausura para el paso al límite aparte de la característica de densidad, dotándolo de 

IDONEIDAD฀PARA฀LA฀MODELIZACI�N฀DE฀LOS฀FEN�MENOS฀F¤SICOS฀HABITUALES�฀,A฀recta continua 
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ES฀LA฀UNI�N฀DE฀TODOS฀LOS฀puntos฀QUE฀SE฀OBTIENEN฀COMO฀PASO฀AL฀L¤MITE฀DE฀FAMILIAS฀DE฀SEG

MENTOS฀RACIONALES�฀%S฀LA฀¢NICA฀QUE฀SE฀PUEDE฀AFIRMAR฀DE฀ESTAR฀COMPUESTA฀DE฀PUNTOS�฀EN฀
este caso los puntos se pueden considerar como elementos primitivos.

Modelizaciones del movimiento

$OTANDO฀A฀LAS฀MAGNITUDES฀ESPACIO฀Y฀TIEMPO฀DE฀ALGUNA฀DE฀ESTAS฀TRES฀ESTRUCTURAS฀
DEFINIMOS฀EL฀MOVIMIENTO฀COMO฀TODA฀FUNCI�N฀QUE฀RELACIONA฀CADA฀iELEMENTOw฀DE฀TIEMPO฀
�INSTANTE฀O฀DURACI�N	฀CON฀UN฀iELEMENTOw฀DE฀ESPACIO฀�POSICI�N฀O฀ESPACIO฀RECORRIDO	�฀SIENDO฀
EL฀REPOSO฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀UN฀INTERVALO฀DE฀INSTANTES฀O฀DURACIONES฀QUE฀LE฀CORRESPONDE฀UNA฀
MISMA฀POSICI�N�฀#ADA฀UNO฀DE฀ESTOS฀MODELOS฀PROVEE฀AL฀MOVIMIENTO฀RESULTANTE฀DE฀UNAS฀
PROPIEDADES฀DEDUCIDAS฀DE฀MANERA฀L�GICA฀Y฀QUE฀PUEDEN�฀O฀NO�฀CONTRADECIR฀LA฀OBSERVACI�N฀
EMP¤RICA฀DEL฀FEN�MENO฀REAL�

Movimiento discreto-discreto�฀3I฀MODELAMOS฀ESPACIO฀Y฀TIEMPO฀DE฀FORMA฀DISCRETA�฀
SE฀PUEDE฀DEDUCIR฀QUE฀EXISTIRÕ฀UN฀¢NICO฀MOVIMIENTO฀SIN฀REPOSO฀A฀VELOCIDAD฀CONSTANTE฀��฀
DADO฀QUE฀EN฀CADA฀INDIVISIBLE฀DE฀TIEMPO฀¢NICAMENTE฀SE฀PUEDE฀RECORRER฀UN฀INDIVISIBLE฀DE฀
ESPACIO�฀$E฀LO฀CONTRARIO�฀SI฀EXISTIERA฀UN฀INDIVISIBLE฀DE฀TIEMPO฀4฀EN฀EL฀QUE฀SE฀RECORREN฀
AL฀MENOS฀DOS฀INDIVISIBLES฀DE฀ESPACIO�฀EL฀TIEMPO฀QUE฀SE฀INVIERTE฀EN฀RECORRER฀EL฀PRIMER฀
INDIVISIBLE฀DE฀ESPACIO฀ES฀ESTRICTAMENTE฀MENOR฀QUE฀EL฀QUE฀INVIERTE฀EN฀RECORRER฀LOS฀DOS�฀POR฀
LO฀TANTO�฀CONTRADICE฀LA฀INDIVISIBILIDAD฀DE฀4�฀,A฀&IGURA฀�฀MUESTRA฀QUE฀LA฀RELACI�N฀GRÕFICA฀
ENTRE฀ESPACIO฀Y฀TIEMPO฀SE฀PRESENTA฀POR฀iBLOQUESw�

 Figura 1. Gráfica de la relación espacio-tiempo en un modelo discreto-discreto.

0RESENTAMOS฀COMO฀EJEMPLO฀DE฀MOVIMIENTO฀DISCRETO
DISCRETO฀EL฀iCABALLO฀DE฀-UY

BRIDGEw�฀,OS฀INDIVISIBLES฀DE฀ESPACIO฀�FOTOGRAMAS฀CAPTADOS	฀DEPENDEN฀DE฀LA฀VELOCIDAD฀
MÕXIMA฀DE฀OBTURACI�N฀DE฀LA฀CÕMARA�฀MIENTRAS฀QUE฀LOS฀INDIVISIBLES฀DE฀TIEMPO฀�PERIODO฀
ENTRE฀FOTOGRAMAS	฀DEPENDEN฀DE฀LA฀VELOCIDAD฀DE฀REPRODUCCI�N�
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Figura 2. Serie de Fotografías del «Caballo de Muybridge».

0ARA฀EXPLICAR฀LA฀MODELIZACI�N฀DE฀MOVIMIENTOS฀A฀DIFERENTE฀VELOCIDAD�฀TOMEMOS฀COMO฀
EJEMPLO฀EL฀MOVIMIENTO฀QUE฀SE฀GENERA฀EN฀LA฀PROYECCIONES฀CINEMATOGRÕFICAS฀DEL฀CABALLO฀
DE฀-UYBRIDGE�฀3UPONGAMOS฀QUE฀REPRODUCIMOS฀A฀VELOCIDAD฀NORMAL฀UNA฀CINTA฀CINEMATO

GRÕFICA฀CON฀��฀FOTOGRAMAS�฀3I฀LA฀VELOCIDAD฀DE฀PROYECCI�N฀ES฀FIJA�฀LA฀FORMA฀DE฀RALENTIZAR฀
el desarrollo de la película es «replicando» fotogramas, es decir, insertando una cinta 
CINEMATOGRÕFICA฀CON฀LOS฀��฀FOTOGRAMAS฀DUPLICADOS�฀%N฀CAMBIO�฀SI฀SE฀DESEA฀DUPLICAR฀LA฀
VELOCIDAD฀DEL฀MOVIMIENTO�฀LA฀SOLUCI�N฀ES฀ELIMINAR฀FOTOGRAMAS�฀DEJANDO฀LA฀CINTA฀EN฀�฀
FOTOGRAMAS�฀,A฀¢NICA฀LIMITACI�N฀DE฀ESTE฀PROCEDIMIENTO฀ES฀EL฀UMBRAL฀DE฀PERCEPCI�N�฀3I฀
SE฀DESEAN฀CONSERVAR฀iTODAS฀LAS฀FASESw฀DEL฀MOVIMIENTO�฀ENTONCES฀EL฀¢NICO฀PROCEDIMIENTO฀
VIABLE฀ES฀LA฀REDUCCI�N฀DE฀VELOCIDAD�

Imposibilidad de movimiento discreto-denso. Si consideramos un modelo denso en 
TIEMPO฀Y฀UN฀MODELO฀DISCRETO฀EN฀ESPACIO�฀PARA฀LO฀CUAL฀PODEMOS฀EMPLEAR฀LOS฀FOTOGRAMAS฀
DEL฀iCABALLO฀DE฀-UYBRIDGEw�฀SE฀OBSERVA฀QUE฀NO฀EXISTIR¤A฀UN฀MOVIMIENTO฀SIN฀REPOSO�฀
AUNQUE฀HABR¤A฀MOVIMIENTOS฀DE฀DIFERENTE฀VELOCIDAD�฀4AMBI£N฀EXISTIR¤AN฀MOVIMIENTOS฀
CON฀NITIDEZ฀CADA฀VEZ฀MEJOR฀HASTA฀DONDE฀EL฀INDIVISIBLE฀DE฀ESPACIO฀PERMITA�฀DE฀AH¤฀QUE฀
EXISTAN฀INTERVALOS฀DE฀REPOSO�฀ES฀DECIR�฀LA฀VELOCIDAD฀DE฀OBTURACI�N฀PUEDE฀SER฀TAN฀GRANDE฀
COMO฀QUERAMOS฀PERO฀SIEMPRE฀FIJA฀Y฀DEBIDO฀A฀LA฀NATURALEZA฀DISCRETA฀DEL฀ESPACIO฀HA฀DE฀
HABER฀UN฀FOTOGRAMA฀INDIVISIBLE�
,A฀REFLEXI�N฀ACERCA฀DE฀UN฀MOVIMIENTO฀CON฀ESTRUCTURA฀DISCRETA฀EN฀TIEMPO฀Y฀DENSA฀

EN฀ESPACIO�฀HACE฀QUE฀ESTA฀COMBINACI�N฀SEA฀INVIABLE�฀PORQUE฀AL฀SER฀EL฀ESPACIO฀RECORRIDO฀
DURANTE฀EL฀INDIVISIBLE฀DE฀TIEMPO�฀DIVISIBLE�฀HA฀DE฀EXISTIR฀UNA฀PARTE฀DE฀TIEMPO฀EN฀EL฀QUE฀
EL฀M�VIL฀HA฀RECORRIDO฀UNA฀PARTE฀PROPIA฀DEL฀ESPACIO�

Imposibilidad de movimiento denso-continuo�฀3I฀EL฀TIEMPO฀ES฀DENSO฀Y฀EL฀ESPACIO฀
ES฀UN฀CONTINUO�฀ENTONCES฀A฀VELOCIDAD฀CONSTANTE฀NO฀SE฀PUEDE฀MEDIR฀EL฀TIEMPO฀EN฀QUE฀UN฀
M�VIL฀RECORRE฀LA฀DIAGONAL฀DE฀UN฀CUADRADO฀DE฀LADO฀UNIDAD�฀PERO฀S¤฀SE฀PUEDE฀ACOTAR�฀Y฀
EN฀REALIDAD�฀EL฀M�VIL฀HA฀DE฀OCUPAR฀ESA฀POSICI�N฀PORQUE฀NO฀SE฀PODR¤A฀DETENER฀EN฀NING¢N฀
iPUNTO฀RACIONALw฀ANTERIOR�฀%N฀CAMBIO�฀SI฀EL฀TIEMPO฀ES฀CONTINUO฀Y฀EL฀ESPACIO฀ES฀DENSO�฀
ENTONCES฀LA฀CÕMARA฀FOTOGRÕFICA฀IDEAL฀PUEDE฀TOMAR฀iPUNTOSw฀DEL฀MOVIMIENTO฀DEL฀CABALLO�฀
lo cual contradice la densidad racional del espacio.

Uso de modelos en los artículos seleccionados y en Aristóteles

$E฀LA฀4ORRE฀Y฀0£REZ฀�����	฀AUNQUE฀SOSTIENEN฀UNA฀MODELIZACI�N฀CONTINUA฀DEL฀ESPA

CIO
TIEMPO฀DESCRIBEN฀NIVELES฀DE฀6AN฀(IELE฀QUE฀SE฀CARACTERIZAN฀POR฀LA฀PERSISTENCIA฀O฀
SUPERACI�N฀DE฀DIFERENTES฀MODELOS�฀AS¤฀EL฀NIVEL฀�฀SE฀CARACTERIZA฀COMO฀EL฀PREDOMINIO฀DEL฀
MODELO฀DISCRETO
DISCRETO฀EN฀EL฀RAZONAMIENTO฀DEL฀ESCOLAR�฀%L฀NIVEL฀�฀SE฀CARACTERIZA฀COMO฀
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EL฀USO฀DEL฀MODELO฀CONTINUO
CONTINUO�฀CON฀UNA฀SUPERACI�N฀DE฀LA฀DISCRETIZACI�N฀PERO฀
EXISTE฀RESISTENCIA฀A฀ADMITIR฀LA฀INDEPENDENCIA฀L�GICA฀ENTRE฀LONGITUD฀Y฀CARDINAL�฀%L฀NIVEL฀
�฀LO฀CARACTERIZAN฀COMO฀LA฀CONSIDERACI�N฀DEL฀MODELO฀CONTINUO฀�NATURALEZA฀DEL฀SEGMENTO฀
MATEMÕTICO	฀IDEAL฀Y฀LAS฀LIMITACIONES฀EN฀LA฀PRÕCTICA฀�NO฀SE฀PUEDEN฀OBTENER฀FRACCIONES฀
DE฀MATERIA฀Y฀TIEMPO฀ARBITRARIAMENTE฀PEQUE¶AS	�฀&INALMENTE฀EL฀NIVEL฀��฀CORRESPONDE฀A฀LA฀
CONSIDERACI�N฀PLENA฀DEL฀MODELO฀CONTINUO�฀ACEPTANDO฀QUE฀!QUILES฀ALCANZA฀A฀LA฀TORTUGA฀
RECORRIENDO฀IGUAL฀CANTIDAD฀DE฀POSICIONES฀DURANTE฀TODO฀EL฀TRAYECTO฀EN฀UN฀TIEMPO฀DADO�฀
SIN฀EMBARGO�฀NO฀EN฀LA฀MISMA฀RAZ�N�
-ART¤NEZ฀�����	฀SE¶ALA฀LAS฀ESTRATEGIAS฀ALGEBRAICAS฀EMPLEADAS฀POR฀LOS฀ESTUDIANTES฀

PARA฀RESOLVER฀LA฀PARADOJA฀DE฀!QUILES�฀LO฀CUAL฀ESTABLECE฀QUE฀EL฀MODELO฀SUBYACENTE฀DE฀
ESPACIO฀Y฀TIEMPO฀ES฀EL฀DENSO�DENSO�฀DADO฀QUE฀LA฀SOLUCI�N฀TEMPORAL฀OBTENIDA฀ES฀RACIONAL�
,OS฀RESULTADOS฀DE฀.U¶EZ฀�����	฀SE฀PUEDEN฀INTERPRETAR฀EN฀T£RMINOS฀DE฀LOS฀MODELOS฀

numéricos antes mencionados. Los estudiantes de 8 años interpretan el espacio con 

UN฀MODELO฀DISCRETO฀DADO฀QUE฀EN฀LA฀PRÕCTICA฀NO฀SE฀PUEDEN฀OBTENER฀LAS฀DIVISIONES฀QUE฀
PLANTEA฀:EN�N�฀0OR฀OTRO฀LADO�฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀��฀A¶OS฀SON฀CONSCIENTES฀DEL฀MODELO฀
DENSO�฀SIN฀EMBARGO�฀EN฀LA฀PRÕCTICA฀ADOPTAN฀UNA฀PERSPECTIVA฀DISCRETA�฀,OS฀ESTUDIANTES฀DE฀
��
��฀A¶OS฀SOSTIENEN฀SORPRENDENTEMENTE฀UN฀MODELO฀DISCRETO฀EN฀PEQUE¶AS฀DISTANCIAS฀Y฀
UN฀MODELO฀DENSO฀EN฀GRANDES฀DISTANCIAS�฀AUNQUE฀HAY฀ESTUDIANTES฀EN฀LOS฀QUE฀PERSISTE฀EL฀
modelo denso durante todo el proceso.

,OS฀RESULTADOS฀DE฀0ELED฀Y฀(ERSHKOVITZ฀�����	฀QUE฀SE฀RELACIONAN฀CON฀LA฀REPRESENTA

CI�N฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀REALES฀EN฀LA฀RECTA�฀DESTACAN฀QUE฀������x฀NO฀PUEDE฀REPRESENTARSE฀EN฀
LA฀RECTA�฀LO฀CUAL฀MANIFIESTA฀UNA฀PERCEPCI�N฀BASADA฀EN฀EL฀MODELO฀DENSO฀PROPORCIONADO฀POR฀
LOS฀DECIMALES฀EXACTOS฀�QUE฀NO฀INCLUYE฀LA฀DIVISI�N฀DE฀LA฀UNIDAD฀EN฀TERCIOS	�฀DESLIGADO฀DEL฀
MODELO฀DENSO฀RACIONAL฀�QUE฀S¤฀LA฀INCLUYE	�฀0OR฀EL฀MISMO฀MOTIVO�฀ �฀NO฀ES฀REPRESENTABLE฀
EN฀LA฀RECTA�฀POR฀DISPONER฀DE฀UNA฀REPRESENTACI�N฀DECIMAL฀INFINITA฀NO฀PERI�DICA�

Conclusiones

,AS฀PARADOJAS฀DE฀:EN�N฀HAN฀SIDO฀EJE฀CENTRAL฀EN฀LA฀FORMALIZACI�N฀DE฀LOS฀CONCEPTOS฀
NUM£RICOS฀A฀LO฀LARGO฀DE฀LA฀HISTORIA�฀,OS฀PROBLEMAS฀REFERENTES฀A฀LOS฀CONJUNTOS฀NUM£RICOS฀
CONSIDERADOS฀PARA฀EXPLICARLA�฀AS¤฀COMO฀LOS฀PROBLEMAS฀DE฀FORMALIZACI�N฀DE฀DICHOS฀CONJUN

TOS฀HAN฀SUPUESTO฀UN฀OBSTÕCULO฀PARA฀OBTENER฀EXPLICACIONES฀SATISFACTORIAS�฀$ESTACAMOS฀EL฀
TRABAJO฀DE฀#AJORI฀�����	฀EN฀LOS฀QUE฀SE฀RECOGE฀UNA฀REVISI�N฀EXHAUSTIVA฀DE฀LOS฀ARGUMENTOS฀
UTILIZADOS฀DESDE฀!RIST�TELES�
%N฀LA฀ACTUALIDAD�฀Y฀DESDE฀UNA฀PERSPECTIVA฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA�฀NOS฀SORPRENDE฀

ENCONTRAR฀POCOS฀TRABAJOS฀DEDICADOS฀A฀LA฀PARADOJA฀DE฀LA฀DICOTOM¤A�฀,A฀LISTA฀OBTENIDA฀
mediante un procedimiento cienciométrico los reduce a seis. 

0ARA฀TERMINAR�฀HEMOS฀PROPORCIONADO฀ARGUMENTOS฀SOBRE฀MODELOS฀NUM£RICOS฀QUE฀
pueden ser utilizados tanto para interpretar los razonamientos de otros autores como 

PARA฀PROPONER฀EXPLICACIONES฀ESCOLARES฀A฀LA฀PARADOJA฀DE฀LA฀DICOTOM¤A�
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MAGNITUD Y SU MEDIDA EN LA FORMACIÓN INICIAL  
DE MAESTROS DE PRIMARIA.

DISEÑO DE UNA INVESTIGACIÓN

Magnitude and its Measurement in Pre-Service Primary  
school Teacher Training. Design of a Research

Francisco Gila, Ana Belén Montorob y María Francisca Morenoa

aUniversidad de Almería, España 
B฀Universidad Camilo José Cela, España

Resumen

%N฀ESTE฀TRABAJO฀SE฀PRESENTA฀EL฀DISE¶O฀DE฀UN฀EXPERIMENTO฀DE฀ENSE¶ANZA฀PARA฀EVALUAR฀LA฀EFICACIA฀
DE฀UN฀MODELO฀INSTRUCCIONAL฀SOBRE฀LA฀COMPARACI�N฀DE฀MAGNITUDES฀UTILIZADO฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀
-AESTROS฀DE฀0RIMARIA฀EN฀LA฀ASIGNATURA฀%NSE¶ANZA฀Y฀!PRENDIZAJE฀DE฀LA฀'EOMETR¤A฀Y฀LA฀-EDIDA฀
en la Universidad de Almería. Este diseño surge del desarrollo previo de varios ciclos donde se 

HAN฀PUESTO฀EN฀PRÕCTICA฀Y฀VALORADO฀SECUENCIAS฀DE฀TAREAS�
#ONCRETAMENTE�฀SE฀PARTE฀DEL฀MODELO฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LA฀MEDIDA฀Y฀ADECUAMOS฀LA฀METO


DOLOG¤A฀A฀LAS฀CARACTER¤STICAS฀DEL฀GRUPO
CLASE฀Y฀EL฀N¢MERO฀DE฀HORAS฀PRESENCIALES�฀3E฀APLICA฀A฀LOS฀
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Y฀LOS฀ERRORES฀Y฀DIFICULTADES�฀SE฀DISE¶AN฀TAREAS฀QUE฀HACEN฀AFLORAR฀CONCEPCIONES฀ERR�NEAS�฀FAVORECEN฀
LA฀DISCUSI�N฀Y฀LA฀MODIFICACI�N฀Y�O฀ELABORACI�N฀DE฀ESTRATEGIAS฀PROPIAS�฀AS¤฀COMO฀LA฀EVALUACI�N฀DE฀
la validez de estrategias distintas de las propias.
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ABSTRACT

This work presents the design of a teaching experiment to evaluate the efficacy of an instruc-
tional model about measurement comparison used in primary school teachers´ training during 
a subject called Teaching and Learning of Geometry and Measurement at Almeria University. 
This design arises from the (prior) development of several instructional cycles in which the model 
was used and sequences of tasks were evaluated.

Specifically, based on the teaching model we consider more appropriate for measurement, 
the methodology was adapt to our groups of students and their characteristics, as well as to 
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the number of in-person classes. An initial knowledge test about measurement was developed. 

Likewise, possible gaps in their knowledge, difficulties and mistakes were anticipated. Moreover, 

we designed tasks to make misleading ideas arise, to favor discussion and the modification or 

creation of their own strategies in order to solve the tasks. Finally, it was important to evaluate 

the validity of strategies different from ours.

Keywords: Magnitude and its measurement, teacher training, Primary Education, teaching 

experiments. 

Contextualización del problema. Justificación de la investigación

!L฀RECIBIR฀LA฀INVITACI�N฀DE฀COLABORACI�N฀EN฀LA฀PUBLICACI�N฀DE฀UN฀LIBRO฀COMO฀PARTE฀DEL฀
HOMENAJE฀AL฀PROFESOR฀$R�฀,UIS฀2ICO�฀NOS฀PLANTEAMOS฀VARIAS฀POSIBILIDADES฀PERO฀RÕPIDAMENTE฀
NOS฀INCLINAMOS฀HACIA฀UN฀TEMA฀EN฀EL฀QUE฀COMENZAMOS฀A฀TRABAJAR฀A฀RA¤Z฀DE฀LA฀PUBLICACI�N฀
DE฀UNO฀DE฀LOS฀LIBROS฀DE฀LA฀COLECCI�N฀@-ATEMÕTICAS�฀CULTURA฀Y฀APRENDIZAJE��฀3E฀TRATA฀DE฀LAS฀
MAGNITUDES฀Y฀SU฀MEDIDA�฀UN฀TEMA฀QUE฀HA฀SIDO฀UNA฀CONSTANTE฀EN฀NUESTRO฀TRABAJO�

Antecedentes

,AS฀MAGNITUDES฀Y฀SU฀MEDIDA฀FORMAN฀PARTE฀DE฀LOS฀CURR¤CULOS฀DE฀LAS฀DIFERENTES฀ETAPAS฀
EDUCATIVAS฀Y฀EXISTE฀CONSENSO฀EN฀EL฀DESTACADO฀PAPEL฀QUE฀JUEGA฀LA฀MEDIDA�฀COMO฀HABILIDAD฀
práctica importante en la vida diaria, en el desarrollo de la competencia matemática de 

LOS฀ESCOLARES�฀3IN฀EMBARGO�฀ES฀CONSTATABLE฀QUE฀EN฀SUS฀ACTIVIDADES฀COTIDIANAS฀MUCHOS฀
ADULTOS฀MUESTRAN฀UN฀DOMINIO฀INSUFICIENTE฀DE฀LA฀MEDIDA฀Y฀A฀ELLO฀PROBABLEMENTE฀CONTRIBUYE฀
UNA฀LIMITADA฀EXPERIENCIA฀CON฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀ESTOS฀CONTENIDOS฀DURANTE฀SU฀PASO฀POR฀LA฀
EDUCACI�N฀OBLIGATORIA�฀%N฀ESTE฀SENTIDO฀TAMBI£N฀EXISTE฀ACUERDO฀EN฀QUE฀ES฀MEJORABLE฀EL฀
MODO฀EN฀QUE฀SE฀ABORDAN฀LOS฀PROCESOS฀DE฀ENSE¶ANZA฀APRENDIZAJE฀QUE฀SE฀PLANIFICAN฀PARA฀
LOS฀ESCOLARES�฀0OR฀EJEMPLO�฀SE฀SUELE฀INCIDIR฀EN฀EL฀DOMINIO฀DE฀DETERMINADAS฀HABILIDADES฀
AISLADAS฀MÕS฀QUE฀EN฀EL฀DESARROLLO฀DE฀CONCEPTOS฀Y฀COMPRENSI�N฀QUE฀FACILITEN฀UN฀VERDADERO฀
SENTIDO฀DEL฀PROCESO฀DE฀MEDIDA฀EN฀EL฀QUE฀SE฀INTEGREN฀VARIAS฀COMPONENTES�฀#ON฀FRECUEN

CIA฀SE฀OMITEN฀LAS฀IMPLICACIONES฀QUE฀TENDR¤A฀REFLEXIONAR฀SOBRE฀DESARROLLO฀HIST�RICO฀DE฀LA฀
MEDIDA�฀LO฀QUE฀CONLLEVA�฀PARA฀EMPEZAR�฀QUE฀NO฀SE฀OFREZCA฀LA฀OPORTUNIDAD฀DE฀PERCIBIR฀LA฀
NECESIDAD฀MISMA฀DE฀MEDIR�฀NI฀DE฀C�MO฀LA฀MEDIDA฀EMERGE฀DE฀UNA฀iNOCI�N฀DE฀IGUALDAD฀
SOCIALMENTE฀ACEPTADAw�฀AL฀COMPARAR฀EL฀TAMA¶O�฀LA฀DURACI�N�฀EL฀VALOR�฀ETC��฀EN฀SITUACIONES฀
COMERCIALES฀O฀DE฀TRUEQUE�฀
$E฀ESTE฀MODO�฀LA฀NATURALEZA฀DE฀LAS฀TAREAS฀HABITUALES฀EN฀EL฀ÕMBITO฀ESCOLAR฀SOBRE฀MAG


NITUDES฀Y฀MEDIDA฀PROVOCAN฀QUE฀MUCHOS฀ESCOLARES฀NO฀TENGAN฀CONCIENCIA�฀POR฀EJEMPLO�฀
DE฀LA฀NOCI�N฀DE฀REPLICACI�N฀DE฀LA฀UNIDAD�฀ES฀DECIR�฀LA฀REPETICI�N฀DE฀UNA฀¢NICA฀UNIDAD฀
DE฀MEDIDA�฀A฀PARTIR฀DE฀LO฀CUAL฀EL฀HOMBRE฀HA฀LLEGADO฀AL฀RECUENTO฀Y฀AL฀N¢MERO�฀%STO฀ES฀
RELEVANTE฀PUESTO฀QUE฀DE฀ESTE฀HECHO฀NACI�฀LA฀NECESIDAD฀DE฀PATRONES฀DE฀MEDIDA฀FIJOS�฀,AS฀
EXPERIENCIAS฀ESCOLARES฀CON฀LAS฀MEDIDAS฀COMIENZAN฀NORMALMENTE฀CON฀EL฀N¢MERO�฀Y฀ESTÕN฀
FRECUENTEMENTE฀RESTRINGIDAS฀A฀£L�฀CON฀POCAS฀POSIBILIDADES฀DE฀EXPLORAR฀OTROS฀ASPECTOS฀EN฀
LOS฀CUALES฀SE฀FUNDAMENTA฀LA฀MEDICI�N�฀
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#ONSIDERAMOS฀IMPRESCINDIBLE฀MODIFICAR฀HÕBITOS฀DEFICIENTES฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀
ESTOS฀CONTENIDOS฀QUE฀SE฀HAN฀MANTENIDO฀DE฀MANERA฀PERSISTENTE�฀INCLUSO฀A฀PESAR฀DE฀LAS฀
INDICACIONES฀INCLUIDAS฀EN฀LAS฀DISTINTAS฀NORMATIVAS฀CURRICULARES�฀%STA฀NECESIDAD฀DE฀MEJORA฀
DETECTADA฀EN฀LA฀COMPRESI�N฀Y฀MANEJO฀DE฀LA฀MEDIDA฀POR฀PARTE฀DE฀LOS฀ESCOLARES฀NOS฀CONDUCE�฀
INMEDIATAMENTE�฀A฀CENTRAR฀NUESTRA฀ATENCI�N฀EN฀LOS฀RESPONSABLES฀DE฀LAS฀PLANIFICACIONES฀
REALIZADAS฀SOBRE฀ESTOS฀CONTENIDOS�฀!UNQUE฀ESTE฀TIPO฀DE฀CONSIDERACIONES฀SE฀PODR¤AN฀REA

LIZAR฀PARA฀EL฀PROFESORADO฀DE฀CUALQUIER฀NIVEL฀EDUCATIVO�฀EN฀NUESTRO฀CASO฀NOS฀CENTRAREMOS฀
EN฀EL฀FUTURO฀PROFESORADO฀DE฀PRIMARIA฀QUE฀DEBE฀DISE¶AR�฀DESARROLLAR฀Y฀EVALUAR฀TAREAS฀QUE฀
PROMUEVAN฀EN฀LOS฀ESCOLARES฀UN฀DOMINIO฀SIGNIFICATIVO฀DE฀LA฀MEDIDA�฀#OBRA฀POR฀TANTO฀ESPE

CIAL฀RELEVANCIA฀LA฀FORMACI�N฀DE฀LOS฀FUTUROS฀PROFESORES฀DE฀0RIMARIA�฀)NCLUSO฀ES฀CONVENIENTE฀
Y�O฀NECESARIO�฀COMO฀PASO฀PREVIO�฀VALORAR฀LA฀COMPETENCIA฀DE฀LOS฀FUTUROS฀PROFESORES฀EN฀LO฀
RELATIVO฀AL฀DOMINIO฀DE฀LAS฀MAGNITUDES฀Y฀SU฀MEDIDA�฀
!CTUALMENTE฀ES฀AMPLIO฀EL฀ESFUERZO฀REALIZADO฀SOBRE฀EL฀TRATAMIENTO฀DE฀LAS฀MAGNITUDES฀Y฀

LA฀MEDIDA฀DENTRO฀DE฀LA฀FORMACI�N฀EN฀MATEMÕTICA฀Y฀SU฀DIDÕCTICA฀EN฀EL฀ÕMBITO฀DE฀MAESTROS฀
DE฀0RIMARIA�฀%N฀#ASTRO฀�����	฀SE฀REALIZA฀UN฀PRIMER฀TRATAMIENTO฀DE฀ESTOS฀CONTENIDOS฀A฀
TRAV£S฀DE฀LOS฀ORGANIZADORES฀DEL฀CURR¤CULO฀Y฀CONSTITUYEN฀UNA฀CONTRIBUCI�N฀AL฀ANÕLISIS฀DE฀
CONTENIDO�฀AL฀COGNITIVO฀Y฀AL฀DE฀INSTRUCCI�N�฀%STOS฀CONTENIDOS฀ESTÕN฀INTEGRADOS฀EN฀3EGOVIA฀
Y฀2ICO฀�����	฀DONDE฀SE฀APORTA฀UNA฀INTRODUCCI�N฀SISTEMÕTICA฀DE฀LOS฀SIGNIFICADOS฀DE฀LOS฀
CONCEPTOS฀CONVENCIONALES฀Y฀DE฀LAS฀ESTRUCTURAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀LA฀%DUCACI�N฀0RIMARIA�฀
!DEMÕS฀SE฀LE฀DEDICAN฀DOS฀CAP¤TULOS฀EN฀&LORES฀Y฀2ICO฀�����	�฀ORIENTADO฀A฀RECOPILAR฀EL฀
CONOCIMIENTO฀DIDÕCTICO฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀ESCOLARES฀Y฀PROFUNDIZANDO฀EN฀EL฀CONOCIMIENTO฀
REQUERIDO฀POR฀EL฀PROFESOR฀DE฀MATEMÕTICAS฀DE฀0RIMARIA�
%S฀NECESARIO฀REFLEXIONAR฀SOBRE฀EL฀PROCESO฀DE฀MEDIR฀UNA฀MAGNITUD฀PARA฀PODER฀DISE¶AR฀

Y฀TRABAJAR฀EN฀EL฀AULA฀TAREAS฀QUE฀IMPLIQUEN฀UN฀APRENDIZAJE฀SIGNIFICATIVO฀DE฀LA฀MEDIDA�฀!฀
CONTINUACI�N฀RESUMIMOS฀ESTE฀PROCESO�

Marco de referencia

,A฀MEDICI�N฀DE฀UNA฀MAGNITUD฀ES฀UN฀PROCESO฀QUE฀SE฀INICIA฀CON฀LA฀CONSTRUCCI�N฀DE฀LA฀
MAGNITUD฀Y฀SE฀COMPLETA฀CON฀SU฀MEDIDA฀Y฀SU฀ESTIMACI�N�฀%STE฀NO฀ES฀UN฀PROCESO฀LINEAL�฀
NI฀SE฀DESARROLLA฀DE฀MODO฀SECUENCIAL฀SEG¢N฀SEA฀LA฀MAGNITUD�฀LONGITUD�฀MASA�฀CAPACIDAD�฀
VOLUMENx฀ETC�฀%S฀UN฀PROCESO฀COMPLEJO฀QUE฀COMIENZA฀CON฀LA฀PERCEPCI�N฀DE฀LOS฀ATRIBU

TOS฀EN฀LOS฀OBJETOS฀Y฀EL฀AISLAMIENTO฀DE฀LA฀CUALIDAD฀QUE฀SE฀VA฀A฀MEDIR�฀0OSTERIORMENTE฀SE฀
COMPARAN฀OBJETOS฀QUE฀COMPARTEN฀ESTE฀ATRIBUTO฀COM¢N฀MEDIBLE฀MEDIANTE฀LOS฀T£RMINOS฀
RELACIONALES฀gMÕS฀QUEg�฀ gMENOS฀QUEg฀Y฀gTANTO฀COMOg�฀!L฀CONSIDERAR฀gEQUIVALENTESg฀TODOS฀
LOS฀OBJETOS฀QUE฀SE฀HAN฀COMPORTADO฀IGUAL฀FRENTE฀A฀LA฀COMPARACI�N฀Y฀RESPONDEN฀AL฀gTANTO฀
COMOg�฀SURGE฀LA฀NOCI�N฀DE฀CANTIDAD฀DE฀MAGNITUD�฀%STAS฀CANTIDADES฀SE฀PUEDEN฀SUMAR฀Y฀
ORDENAR�฀$IFERENTES฀CIRCUNSTANCIAS�฀POR฀EJEMPLO�฀DIFICULTAD฀EN฀LA฀COMPARACI�N�฀NECESIDAD฀
DE฀PRECISI�N�฀ETC��฀HACEN฀CONVENIENTE฀ASIGNAR฀UN฀N¢MERO฀A฀UNA฀CANTIDAD฀DE฀MAGNITUD�฀
%STE฀HECHO�฀DE฀ENORME฀UTILIDAD฀PRÕCTICA�฀ES฀LO฀QUE฀DENOMINAMOS฀MEDIR฀Y฀SE฀DESARROLLA฀
en varias etapas:
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 — %SCOGER฀UNA฀CANTIDAD฀lJA�฀QUE฀SE฀DENOMINA฀UNIDAD฀DE฀MEDIDA�
 — 2EITERAR฀ESTA฀UNIDAD�฀TANTAS฀VECES฀COMO฀SEA฀PRECISO�฀SOBRE฀EL฀OBJETO฀A฀MEDIR�
 — #ONTAR฀EL฀N¢MERO฀DE฀VECES฀QUE฀SE฀HA฀ITERADO�
 — !SIGNAR฀AL฀OBJETO฀ESE฀N¢MERO�฀INDICANDO฀LA฀UNIDAD฀UTILIZADA�

4ODOS฀LOS฀DEMÕS฀OBJETOS฀QUE฀SEAN฀gEQUIVALENTESg฀AL฀DADO�฀ES฀DECIR�฀QUE฀COMPARTAN฀LA฀
MISMA฀CANTIDAD฀DE฀MAGNITUD฀�SEAN฀IGUALES฀DEx	฀MEDIRÕN฀LO฀MISMO�฀2ESALTAR฀TAMBI£N฀
QUE฀LA฀MEDIDA฀DE฀UN฀OBJETO฀DEPENDE฀DE฀LA฀UNIDAD฀ESCOGIDA฀Y฀POR฀ESA฀RAZ�N฀ES฀IMPRES

CINDIBLE฀INDICAR�฀JUNTO฀AL฀N¢MERO฀ASIGNADO฀COMO฀MEDIDA�฀DE฀QU£฀UNIDAD฀SE฀TRATA�฀
#ON฀ESTO฀SE฀DESTACA฀gQU£฀SE฀VA฀A฀MEDIRg�฀MEDIANTE฀LA฀NECESIDAD฀DE฀LA฀PERCEPCI�N฀Y฀LA฀

COMPARACI�N�฀AS¤฀COMO฀LA฀IMPORTANCIA฀DE฀LA฀ELECCI�N฀Y฀FIJACI�N฀DE฀UNA฀UNIDAD฀DE฀MEDIDA�฀
%L฀PROCESO฀SE฀COMPLETA฀CON฀LA฀ESTIMACI�N�฀ES฀DECIR�฀LA฀POSIBILIDAD฀DE฀APRECIAR฀gA฀OJOg฀SIN฀
LA฀AYUDA฀DE฀INSTRUMENTOS฀DE฀MEDIDA�฀LA฀MEDIDA฀DE฀LA฀CANTIDAD฀DE฀MAGNITUD�฀%STA฀ES฀UNA฀
HABILIDAD฀QUE฀DEBE฀FOMENTARSE฀POR฀SU฀INDUDABLE฀INTER£S฀PRÕCTICO฀Y฀QUE฀REQUIERE฀EL฀HABER฀
INTERIORIZADO฀UNOS฀REFERENTES฀Y฀EL฀HABER฀DESARROLLADO฀UNAS฀ESTRATEGIAS�฀
,A฀ENSE¶ANZA฀DE฀LOS฀CONCEPTOS฀DE฀ATRIBUTO�CUALIDAD฀Y฀MEDIDA฀ES฀ESENCIAL฀EN฀%DUCA


CI�N฀0RIMARIA฀PERO฀SON฀NUMEROSOS฀LOS฀ESTUDIOS฀QUE฀PONEN฀DE฀MANIFIESTO฀LAS฀DIFICULTADES฀
QUE฀TIENEN฀LOS฀ESCOLARES฀PARA฀APRENDERLOS�฀2ECIENTEMENTE�฀0ASSELAIGUE฀Y฀-UNIER฀�����	฀
CONSIDERAN฀QUE฀PARA฀ENSE¶AR฀ESTOS฀CONCEPTOS฀LOS฀PROFESORES฀DEBEN฀DOMINARLOS฀Y฀DESPU£S฀
DE฀ANALIZAR฀EL฀NIVEL฀DE฀DOMINIO฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀PARA฀PROFESOR฀EN฀&RANCIA�฀CONCLUYEN฀
QUE฀LOS฀FUTUROS฀PROFESORES฀NO฀DIFERENCIAN฀ESTOS฀CONCEPTOS�฀SIENDO฀LA฀NOCI�N฀DE฀ATRIBUTO�
cualidad la menos comprendida.
.UESTRO฀INTER£S฀SE฀CENTRA฀EN฀INVESTIGAR฀SOBRE฀EL฀MODELO฀DEL฀PROCESO฀DE฀MEDIDA฀ORIEN


tado a conseguir su dominio por parte de los futuros maestros de Primaria. Inicialmente 
ESTE฀MODELO฀SE฀APOYA฀EN฀LA฀PERCEPCI�N�฀COMPARACI�N�฀MEDIDA฀Y฀ESTIMACI�N฀�/LMO�฀
-ORENO฀Y฀'IL�฀����	�฀QUE฀ACABAMOS฀DE฀DESCRIBIR฀BREVEMENTE�฀%N฀&R¤AS�฀'IL฀Y฀-ORENO฀
�����	฀Y฀-ORENO�฀'IL฀Y฀&R¤AS฀�����	฀ESTÕN฀AMPLIAMENTE฀DESARROLLADAS฀LAS฀FASES฀DE฀PER

CEPCI�N฀Y฀COMPARACI�N฀DE฀CUALIDADES฀DE฀LOS฀OBJETOS฀AS¤฀COMO฀SU฀TRATAMIENTO฀NUM£RICO฀
MEDIANTE฀LA฀MEDIDA฀Y฀LA฀ESTIMACI�N�฀%STE฀ES฀UN฀INTENTO฀DE฀RESALTAR฀LAS฀CUALIDADES฀DE฀LOS฀
OBJETOS�฀AISLAR฀LA฀QUE฀INTERESA฀CUANTIFICAR฀Y฀DESARROLLAR฀EL฀PROCESO฀DE฀MEDIRLA฀O฀ESTIMARLA�฀
-ÕS฀CONCRETAMENTE�฀NUESTROS฀OBJETIVOS฀INSTRUCCIONALES฀SE฀ORIENTAN฀A฀CONSEGUIR฀QUE฀

los estudiantes para maestro desarrollen las competencias necesarias para enfrentarse, 
CON฀CIERTAS฀GARANT¤AS�฀A฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MAGNITUDES฀Y฀SU฀MEDIDA�฀#OMO฀AUTORES฀JUS

TIFICAMOS฀LA฀ELECCI�N฀DEL฀CONTENIDO฀EN฀QUE฀LO฀HEMOS฀MANTENIDO�฀TRADICIONALMENTE�฀COMO฀
UN฀ÕMBITO฀DE฀TRABAJO฀CONSTANTE฀Y฀PORQUE฀LA฀MAYOR฀PARTE฀DE฀NUESTRA฀ACTIVIDAD฀DOCENTE฀SE฀
DESARROLLA฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀MAESTROS�฀HABIENDO฀TENIDO฀OPORTUNIDAD฀DE฀CONSTATAR฀LAS฀
deficiencias de los estudiantes para maestro en estos contenidos.

La investigación

0ARA฀PROPICIAR฀EL฀LOGRO฀DE฀DICHO฀OBJETIVO฀PLANIFICAMOS฀UNA฀INVESTIGACI�N฀DE฀DISE¶O�฀
QUE฀RESUMIMOS฀EN฀ESTE฀DOCUMENTO�฀(EMOS฀IMPLEMENTADO฀EL฀MODELO฀EN฀SUCESIVOS฀CURSOS฀
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EN฀LA฀ASIGNATURA฀%NSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀DE฀LA฀'EOMETR¤A฀Y฀LA฀-EDIDA฀DE฀SEGUNDO฀DE฀
-AESTRO฀DE฀%DUCACI�N฀0RIMARIA฀DE฀!LMER¤A�฀EN฀CONCRETO฀EN฀EL฀CUATRIMESTRE฀DEDICADO฀
a la medida. El proceso ha sido cíclico, cada curso hemos rediseñado la asignatura en 

FUNCI�N฀DE฀LOS฀DATOS฀RECOGIDOS฀EL฀CURSO฀ANTERIOR�฀REFORMULANDO฀O฀CAMBIANDO฀ACTIVIDADES฀
QUE฀NO฀HAB¤AN฀PRODUCIDO฀LOS฀RESULTADOS฀DESEADOS�฀INTRODUCIENDO฀OTRAS฀NUEVAS฀Y฀OTROS฀
PLANTEAMIENTOS฀METODOL�GICOS฀PARA฀DESARROLLAR฀ASPECTOS฀QUE฀ANTES฀NO฀LO฀ESTABAN฀LO฀
suficiente, etc. 

4ODO฀ELLO฀EN฀ARAS฀DE฀ALCANZAR฀NUESTRO฀OBJETIVO�฀FORMAR฀MAESTROS฀CAPACES฀DE฀AFRONTAR฀
CON฀COMPETENCIA฀LA฀TAREA฀DE฀ENSE¶AR฀A฀LOS฀ESCOLARES฀LAS฀MAGNITUDES฀Y฀SU฀MEDIDA�฀5NA฀
parte importante de nuestra actividad, para alcanzar este fin, se centra en desarrollar en 

LOS฀ESTUDIANTES฀PARA฀MAESTROS฀AQUELLAS฀CAPACIDADES฀QUE฀DEBEN฀FOMENTAR฀EN฀LOS฀ESCOLARES฀
Y฀QUE฀ELLOS฀MISMOS฀NO฀POSEEN�฀POR฀EJEMPLO�฀LA฀CAPACIDAD฀DE฀COMPARAR฀O฀LA฀DE฀ESTIMAR�

Metodología

3E฀HA฀ELEGIDO฀EL฀DISE¶O฀DE฀EXPERIMENTO฀DE฀ENSE¶ANZA฀PORQUE฀iMÕS฀ALLÕ฀DE฀CREAR฀
DISE¶OS฀EFECTIVOS฀PARA฀ALG¢N฀APRENDIZAJE�฀SE฀PERSIGUE฀EXPLICAR฀POR฀QU£฀EL฀DISE¶O฀INSTRUC

CIONAL฀PROPUESTO฀FUNCIONA฀Y฀SUGERIR฀FORMAS฀CON฀LAS฀QUE฀PUEDE฀SER฀ADAPTADO฀A฀NUEVAS฀
CIRCUNSTANCIASw฀�-OLINA฀Y฀OTROS�฀�����฀P�฀��	�
฀0ARA฀EXPLICAR฀EL฀DISE¶O฀DE฀NUESTRO฀EXPERIMENTO฀DE฀ENSE¶ANZA฀VAMOS฀A฀SEGUIR฀LOS฀

PASOS฀SE¶ALADOS฀POR฀-OLINA฀Y฀OTROS฀�����	�฀COMENZANDO฀POR฀LA฀FASE฀DE฀PREPARACI�N฀DEL฀
EXPERIMENTO�
!฀NIVEL฀GENERAL฀PRETENDEMOS฀PROBAR฀LA฀UTILIDAD฀DE฀NUESTRO฀MODELO฀DE฀ENSE¶ANZA฀DE฀

LAS฀MAGNITUDES฀Y฀SU฀MEDIDA฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀MAESTROS�฀4RAS฀VARIOS฀CICLOS฀DE฀EXPERI

MENTACI�N฀EN฀LOS฀QUE฀SE฀HA฀IDO฀ADAPTANDO฀UNA฀SECUENCIA฀DE฀ACTIVIDADES฀PARA฀ARTICULAR฀
EL฀MODELO�฀PARA฀EL฀PRESENTE฀EXPERIMENTO฀DE฀ENSE¶ANZA�฀PRETENDEMOS฀POR฀UNA฀PARTE฀COM

PROBAR�฀ADAPTAR฀O฀EN฀SU฀CASO฀MODIFICAR฀LA฀SECUENCIA฀DE฀ACTIVIDADES฀QUE฀PROPONEMOS฀A฀LOS฀
ESTUDIANTES�฀Y฀POR฀OTRA฀CONTRASTAR฀LOS฀ASPECTOS฀GLOBALES฀A฀TRABAJAR฀DENTRO฀DE฀CADA฀APARTADO�
.UESTRO฀EXPERIMENTO฀DE฀ENSE¶ANZA฀VA฀A฀TENER฀POR฀OBJETIVO฀CONTRASTAR฀LA฀UTILIDAD฀DEL฀

MODELO฀TE�RICO฀PARA฀FORMAR฀MAESTROS฀COMPETENTES฀PARA฀ENSE¶AR฀LAS฀MAGNITUDES฀Y฀SU฀
MEDIDA�฀)NICIALMENTE฀NOS฀VAMOS฀A฀CENTRAR฀EN฀LA฀PRIMERA฀PARTE฀DEL฀MODELO�฀PERCEPCI�N฀
Y฀COMPARACI�N�฀,A฀PERCEPCI�N฀DE฀LAS฀DISTINTAS฀CUALIDADES฀ES฀ALGO฀BASTANTE฀SUPERADO฀POR฀
NUESTROS฀ESTUDIANTES�฀AUNQUE฀ALGUNOS฀SIGUEN฀MOSTRANDO฀CONFUSIONES฀COMO฀LA฀DEL฀ÕREA฀
CON฀EL฀PER¤METRO฀O฀LA฀DEL฀VOLUMEN฀CON฀LA฀MASA�฀POR฀ELLO฀VAMOS฀A฀REALIZAR฀UN฀TRATAMIENTO฀
CONJUNTO฀DE฀ESTOS฀APARTADOS฀CON฀ACTIVIDADES฀QUE฀AFLOREN฀LAS฀DIFICULTADES฀EN฀CUALQUIERA฀
de ellos.

Concretamente, nos proponemos constatar el grado de desarrollo de la compe

TENCIA฀DE฀COMPARACI�N฀DE฀CANTIDADES฀�CON฀O฀SIN฀MEDIDA	฀QUE฀ALCANZAN฀LOS฀ESTUDIANTES฀
PARA฀MAESTRO�฀ENTENDIENDO฀ESTA฀COMPETENCIA฀COMO฀BÕSICA฀PARA฀SU฀POSTERIOR฀TRATAMIENTO฀
docente con los escolares. Para esto pretendemos: 
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/��฀)DENTIFICAR฀LAS฀ESTRATEGIAS฀UTILIZADAS฀EN฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀SITUACIONES฀RELACIONADAS฀
CON฀LA฀COMPARACI�N฀�CON฀O฀SIN฀MEDIDA	฀DE฀MAGNITUDES�
/��฀!NALIZAR฀LOS฀ERRORES฀Y฀DIFICULTADES฀QUE฀SURGEN฀A฀LA฀HORA฀DE฀RESOLVER฀ESAS฀SITUA


ciones.
/��฀%STUDIAR฀LA฀EVOLUCI�N฀DEL฀CONOCIMIENTO฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀A฀LO฀LARGO฀DE฀LAS฀

distintas sesiones.
(EMOS฀OPTADO฀POR฀UN฀EXPERIMENTO฀DE฀ENSE¶ANZA฀QUE฀SE฀DESARROLLARÕ฀CON฀LOS฀CUATRO฀

GRUPOS
CLASE฀DE฀ESTUDIANTES฀DE฀LA฀ASIGNATURA฀%NSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀DE฀LA฀'EOMETR¤A฀
Y฀LA฀-EDIDA฀EN฀LA฀%DUCACI�N฀0RIMARIA฀DE฀SEGUNDO฀DEL฀'RADO฀DE฀-AESTRO�฀2ESTRINGIMOS฀
NUESTRO฀ESTUDIO฀AL฀CUATRIMESTRE฀DE฀MEDIDA฀Y฀LO฀HACEMOS฀EXTENSIVO฀A฀TODOS฀LOS฀ESTUDIAN

TES�฀SOBRE฀����
,A฀FASE฀DE฀PREPARACI�N฀SE฀HA฀BASADO฀EN฀LA฀RECOGIDA฀Y฀ELABORACI�N฀DE฀LA฀DOCU


MENTACI�N฀A฀PRESENTAR฀EN฀EL฀AULA�฀DE฀LOS฀DOCUMENTOS฀DE฀TRABAJO฀Y฀DE฀REFERENCIA฀DE฀LOS฀
ESTUDIANTES฀Y฀DE฀LAS฀ACTIVIDADES฀PRÕCTICAS฀DE฀AULA
TALLER�฀PARA฀ELLO฀HEMOS฀TENIDO฀EN฀CUENTA฀
LOS฀TRABAJOS฀DE�฀/LMO�฀-ORENO฀Y฀'IL฀�����	�฀&R¤AS�฀-ORENO฀Y฀'IL฀�����	�฀-ORENO�฀'IL฀
Y฀&R¤AS฀�����	�฀'ONZÕLEZ฀Y฀'�MEZ฀�����	฀Y฀-ORENO�฀'IL฀Y฀-ONTORO฀�����	�
%N฀TODOS฀LOS฀CURSOS฀SE฀HA฀APLICADO฀UNA฀PRUEBA฀PARA฀CONOCER฀EL฀NIVEL฀INICIAL฀DE฀LOS฀

ESTUDIANTES฀QUE฀INCLUYE฀CUESTIONES฀PARA฀VER฀SI฀SE฀DIFERENCIA฀UNAS฀MAGNITUDES฀DE฀OTRAS�฀
POR฀EJEMPLO�฀LA฀SUPERFICIE฀DEL฀PER¤METRO�฀RELACIONES฀ENTRE฀UNIDADES�฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀
PROBLEMAS฀SENCILLOS฀DE฀MEDIDA�฀POR฀EJEMPLO�฀DIFERENCIAS฀DE฀EDADES�฀O฀ALGUNAS฀CUESTIONES฀
DE฀ESTIMACI�N�฀COMO฀ESTIMAR฀LA฀LONGITUD฀DE฀LA฀PIZARRA�฀%STA฀PRUEBA฀NOS฀HA฀PERMITIDO฀
COMPROBAR฀A฀LO฀LARGO฀DE฀LOS฀A¶OS฀LAGUNAS฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES�฀POR฀EJEMPLO�฀LA฀DISTIN

CI�N฀DE฀MAGNITUDES฀O฀LA฀ESTIMACI�N�฀5NA฀POSIBLE฀CAUSA฀DE฀ESTAS฀DEFICIENCIAS฀PUEDE฀SER฀
HABERLO฀TRABAJADO฀MUY฀POCO฀O฀NADA฀DURANTE฀SUS฀ETAPA฀ESCOLAR�฀PERO฀LO฀MÕS฀LLAMATIVO฀
ES฀QUE฀TAMBI£N฀PRESENTAN฀DIFICULTADES฀EN฀LA฀CONVERSI�N฀DE฀UNIDADES฀Y฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀
PROBLEMAS฀CLÕSICOS�฀AUN฀SIENDO฀ASPECTOS฀QUE฀RECONOCEN฀HABER฀TRABAJADO฀INTENSAMENTE฀
en la etapa escolar.
.UESTRA฀METODOLOG¤A฀DE฀ENSE¶ANZA฀SE฀BASA฀EN฀EL฀DESARROLLO฀DEL฀MODELO฀DESCRITO฀

ANTERIORMENTE฀PARA฀TRABAJAR฀LAS฀MAGNITUDES฀Y฀SU฀MEDIDA�฀PARTIENDO฀SIEMPRE฀DE฀ACTIVIDADES฀
GRUPALES฀EN฀LAS฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀MUESTREN฀SU฀DOMINIO฀DEL฀CONCEPTO฀QUE฀SE฀ESTUDIA�฀
%LLO฀PERMITE฀QUE฀CADA฀UNO฀DESCUBRA฀SUS฀ERRORES฀Y฀LAGUNAS฀Y฀APRENDA฀DE฀LOS฀DEMÕS�฀%N฀
PRINCIPIO฀LOS฀ESTUDIANTES฀VEN฀EL฀TEMA฀COMO฀MUY฀SENCILLO�฀NO฀MUESTRAN฀RETICENCIAS฀INICIA

LES฀Y฀ELLO฀HACE฀QUE฀A฀MENUDO฀SURJAN฀CONTROVERSIAS฀SOBRE฀EL฀MODO฀CORRECTO฀DE฀COMPARAR�฀
MEDIR฀O฀ESTIMAR฀Y฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀DESCUBRAN฀ESTRATEGIAS฀MÕS฀EFICIENTES฀QUE฀LAS฀SUYAS�
4RAS฀VARIOS฀CICLOS฀PUESTOS฀EN฀PRÕCTICA฀ANTERIORMENTE฀EN฀LOS฀QUE฀SE฀HA฀INCLUIDO฀UNA฀

VALORACI�N฀DE฀LAS฀SECUENCIAS�฀CONTRASTANDO฀EMP¤RICAMENTE฀�EN฀CADA฀CICLO	฀ALGUNO฀DE฀LOS฀
ASPECTOS฀QUE฀ENTENDEMOS฀FUNCIONABA฀BIEN�฀SE฀HA฀PERFILADO฀UNA฀SECUENCIA฀DE฀ACTIVIDADES฀
QUE฀PRODUCE฀BUENOS฀RESULTADOS�฀#OMO฀EJEMPLO�฀EN฀EL฀DISE¶O฀QUE฀PRESENTAMOS฀VAMOS฀A฀
CONTRASTAR฀EL฀GRADO฀DE฀DESARROLLO฀DE฀LA฀COMPETENCIA฀DE฀COMPARACI�N�฀
%N฀BASE฀A฀LA฀EXPERIENCIA฀ACUMULADA฀EN฀CURSOS฀ANTERIORES฀PODEMOS฀CONJETURAR฀QUE฀

LOS฀ESTUDIANTES�฀AL฀ENFRENTARSE฀A฀TAREAS฀DE฀COMPARACI�N฀DE฀DISTINTAS฀MAGNITUDES�฀REPRODU
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CIRÕN฀MUCHOS฀DE฀LOS฀ERRORES฀QUE฀YA฀SE฀HAN฀VISTO฀EN฀CLASE฀QUE฀COMETEN฀LOS฀NI¶OS฀CUANDO฀
SE฀ENFRENTAN฀A฀ESTAS฀TAREAS฀EN฀LA฀ESCUELA�฀,A฀INTERACCI�N฀CON฀LOS฀COMPA¶EROS฀DE฀GRUPO�฀
cuando están resolviendo la tarea, les permitirá en muchos casos tomar conciencia del 
PROCEDIMIENTO฀ERR�NEO฀QUE฀ESTÕN฀SIGUIENDO฀Y฀CAMBIARLO�
%NTRE฀LAS฀ESTRATEGIAS฀ERR�NEAS฀QUE฀APARECEN฀SE฀ENCUENTRAN�฀USAR฀UNA฀FALSA฀TRANSITI


VIDAD฀A฀LA฀HORA฀DE฀ORDENAR฀OBJETOS฀RESPECTO฀DE฀UNA฀MAGNITUD�฀POR฀EJEMPLO฀SU฀MASA฀O฀SU฀
CAPACIDAD�฀PARA฀COMPARAR฀DOS฀SUPERFICIES฀IRREGULARES฀DE฀CARTULINA฀RECURRIR฀A฀MEDIR฀CON฀
UNA฀CUERDA฀SU฀PER¤METRO�฀AFIRMAR฀QUE฀EL฀CUERPO฀QUE฀MÕS฀PESA฀ES฀EL฀QUE฀MÕS฀VOLUMEN฀
TIENE�฀NO฀SUMERGIR฀TOTALMENTE฀UN฀CUERPO฀PARA฀MEDIR฀EL฀VOLUMEN฀DE฀AGUA฀QUE฀DESPLAZA�฀
#OMO฀HEMOS฀MENCIONADO฀ANTERIORMENTE�฀AUNQUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀HAN฀VISTO฀EN฀CLASE฀

QUE฀LOS฀NI¶OS฀PRESENTAN฀ESTAS฀DIFICULTADES�฀ELLOS฀CONSIDERAN฀QUE฀LAS฀TIENEN฀PERFECTAMENTE฀
SUPERADAS฀Y฀SOLO฀CUANDO฀SE฀ENFRENTAN฀A฀TAREAS฀CONCRETAS฀Y฀EMPIEZAN฀A฀COMETER฀ERRORES฀
TOMAN฀CONCIENCIA฀DE฀LAS฀LIMITACIONES฀DE฀SU฀CONOCIMIENTO฀Y฀DE฀LA฀UTILIDAD฀DE฀ESTAS฀TAREAS฀
PARA฀FOMENTAR฀EL฀DESARROLLO฀DE฀ESTRATEGIAS฀O฀PONER฀A฀PRUEBA฀LAS฀QUE฀SE฀POSEEN�
(AY฀QUE฀SE¶ALAR฀QUE฀LAS฀TAREAS฀DE฀COMPARACI�N฀SE฀HAN฀IDO฀SELECCIONANDO฀EN฀FUNCI�N฀

DE฀LA฀EXPERIENCIA฀ACUMULADA฀DE฀VARIOS฀CURSOS฀DE฀MODO฀QUE฀A฀LOS฀ESTUDIANTES฀LES฀PAREZ

CAN฀SENCILLAS฀Y฀NO฀LES฀BLOQUEEN฀POR฀NO฀SABER฀POR฀D�NDE฀EMPEZAR�฀PERO฀A฀LA฀VEZ฀NO฀SEAN฀
TRIVIALES�฀SINO฀QUE฀DURANTE฀SU฀DESARROLLO฀LES฀SURGEN฀DIFICULTADES฀QUE฀TRABAJANDO฀COLABO

rativamente pueden superar. Es decir, durante el desarrollo de la tarea los estudiantes 
SE฀VERÕN฀OBLIGADOS฀A฀REELABORAR฀LAS฀ESTRATEGIAS฀DE฀COMPARACI�N฀QUE฀TEN¤AN฀PARA฀INCLUIR฀
ESTAS฀NUEVAS฀SITUACIONES�฀3E฀PRODUCIRÕ฀UN฀APRENDIZAJE฀TANTO฀DEL฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO�฀
COMO฀DE฀CONTENIDO฀DIDÕCTICO฀DE฀LA฀COMPARACI�N฀DE฀MAGNITUDES�฀CONOCIMIENTO฀DE฀LOS฀
ERRORES�฀USO฀DE฀ESOS฀ERRORES฀PARA฀PLANTEAR฀ACTIVIDADES฀QUE฀HAGAN฀QUE฀LOS฀NI¶OS฀TENGAN฀
QUE฀REELABORAR฀SUS฀ESTRATEGIAS฀Y฀CAMBIARLAS฀POR฀OTRAS฀DE฀MAYOR฀NIVEL�฀USO฀DE฀MATERIALES฀
Y฀RECURSOS�฀GESTI�N฀DE฀AULA฀EN฀SESIONES฀DE฀TRABAJO฀EN฀GRUPO�฀ETC�
.UESTRA฀PROPUESTA฀DE฀TRABAJO฀PARTE฀DE฀LAS฀MAGNITUDES฀LINEALES฀�LONGITUD�฀MASA�฀

CAPACIDAD	฀PARA฀PASAR฀POSTERIORMENTE฀A฀LA฀SUPERFICIE฀Y฀AL฀VOLUMEN�฀%N฀LAS฀PRIMERAS฀SE฀
PIDE฀UNA฀ORDENACI�N฀A฀OJO฀DE฀VARIOS฀OBJETOS฀ATENDIENDO฀A฀LA฀CUALIDAD฀Y฀LUEGO฀TIENEN฀
QUE฀COMPROBAR฀SU฀ORDENACI�N฀UTILIZANDO฀ESTRATEGIAS฀DE฀COMPARACI�N฀DIRECTA฀O฀INDIRECTA฀
PERO฀SIN฀RECURRIR฀A฀LA฀MEDIDA�฀%N฀LAS฀SEGUNDAS฀S¤฀SE฀LES฀PERMITE฀MEDIR�฀PERO฀LOS฀OBJETOS฀
QUE฀TIENEN฀QUE฀ORDENAR฀TIENEN฀FORMAS฀IRREGULARES฀QUE฀NO฀FACILITAN฀SU฀MEDIDA฀DIRECTA�฀
POR฀EJEMPLO�฀PARA฀COMPARAR฀EL฀VOLUMEN฀DE฀DOS฀PIEDRAS฀SIN฀FORMA฀PRECISA฀Y฀DE฀UN฀BOTE฀
DE฀DESODORANTE฀VAC¤O�฀Y฀EL฀¢NICO฀RECIPIENTE฀DONDE฀CABEN฀LOS฀OBJETOS฀NO฀ESTÕ฀GRADUADO�
.UESTRA฀RECOGIDA฀DE฀DATOS฀COMIENZA฀CON฀UNA฀PRUEBA฀INICIAL฀DE฀CONOCIMIENTOS฀DE฀

MAGNITUDES฀Y฀MEDIDA�฀$URANTE฀EL฀TRANSCURSO฀DE฀LA฀ASIGNATURA฀SE฀ELABORA฀UN฀DIARIO฀DONDE฀
SE฀REFLEJAN฀LAS฀INCIDENCIAS฀DEL฀DESARROLLO฀DEL฀TRABAJO฀EN฀AL฀AULA�
3E฀RECOGEN฀TODAS฀LAS฀PRODUCCIONES฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES�฀LAS฀TAREAS฀QUE฀RESUELVEN฀DE฀

MANERA฀AUT�NOMA�฀LOS฀TRABAJOS฀EN฀GRUPO฀DE฀LOS฀TALLERES�฀LOS฀TRABAJOS฀VOLUNTARIOS฀DE฀PRO

FUNDIZACI�N฀QUE฀REALIZAN�฀LOS฀EXÕMENES�x฀!DEMÕS฀SE฀REALIZAN฀GRABACIONES฀EN฀VIDEO฀DE฀
DISTINTOS฀GRUPOS฀DE฀ESTUDIANTES฀RESOLVIENDO฀LAS฀TAREAS฀DE฀LOS฀TALLERES฀�SE฀SELECCIONAN฀LOS฀
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GRUPOS฀A฀GRABAR฀ENTRE฀VOLUNTARIOS฀PROCURANDO฀QUE฀HAYA฀UNA฀GRAN฀DIVERSIDAD฀RESPECTO฀A฀
SUS฀DESTREZAS฀MATEMÕTICAS�฀EL฀G£NERO฀DE฀LOS฀INTEGRANTES�฀ETC�	�฀
3E฀ANALIZAN฀LOS฀V¤DEOS฀Y฀EXTRAEN฀DISTINTAS฀FORMAS฀DE฀RESOLVER฀LAS฀TAREAS฀PROPUESTAS฀

EN฀LOS฀TALLERES฀Y฀SE฀ANALIZA฀SU฀VALIDEZ�฀AS¤฀COMO฀LAS฀VENTAJAS฀E฀INCONVENIENTES฀DE฀CADA฀
UNA฀DE฀LAS฀RESPUESTAS฀CORRECTAS�฀3E฀TRATA฀DE฀PROPORCIONAR฀RETROALIMENTACI�N�฀A฀LA฀VEZ฀QUE฀
SE฀HACE฀CONSCIENTE฀A฀LOS฀FUTUROS฀MAESTROS฀DE฀LA฀GRAN฀VARIEDAD฀DE฀RESPUESTAS฀QUE฀PUEDEN฀
APORTAR฀SUS฀ALUMNOS�฀DE฀LA฀IMPORTANCIA฀DE฀EVALUARLAS�฀Y฀DE฀QUE฀DEBERÕN฀SER฀CAPACES�฀NO฀
S�LO฀DE฀RESOLVER฀LAS฀TAREAS�฀SINO฀DE฀JUZGAR฀LA฀VALIDEZ฀DE฀SUS฀RAZONAMIENTOS�
4AMBI£N฀SE฀REFLEXIONA฀CON฀LOS฀ESTUDIANTES฀SOBRE฀LA฀POSIBILIDAD฀DE฀REALIZAR฀EN฀LA฀

ESCUELA฀TAREAS฀SEMEJANTES฀A฀LAS฀QUE฀ELLOS฀HAN฀EXPERIMENTADO฀EN฀LOS฀TALLERES฀Y฀C�MO฀
adecuarlas a los distintos niveles.

Conclusiones

%N฀ESTE฀TRABAJO฀HEMOS฀PRESENTADO฀EL฀DISE¶O฀DE฀UNA฀INVESTIGACI�N฀QUE฀SIGUIENDO฀LOS฀
PLANTEAMIENTOS฀DE฀UN฀EXPERIMENTO฀DE฀ENSE¶ANZA฀PRETENDE฀RECOGER฀EVIDENCIAS฀EMP¤RICAS฀
QUE฀NOS฀PERMITAN฀VALIDAR฀PARCIALMENTE฀UN฀MODELO฀DE฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MAGNITUDES฀Y฀SU฀
MEDIDA฀EN฀LA฀FORMACI�N฀INICIAL฀DE฀MAESTROS�
(EMOS฀PARTIDO฀DE฀UNA฀PLANIFICACI�N฀INSTRUCCIONAL฀QUE฀SE฀BASA฀EN฀TRABAJAR฀LOS฀SIGUIEN


TES฀ASPECTOS฀DE฀LAS฀MAGNITUDES�฀ LA฀PERCEPCI�N�฀COMPARACI�N�฀MEDIDA฀Y฀ESTIMACI�N�฀
#ONCRETAMENTE฀NUESTRO฀ESTUDIO฀SE฀CENTRA฀EN฀LA฀COMPARACI�N฀DE฀MAGNITUDES�
%L฀EXPERIMENTO฀DE฀ENSE¶ANZA฀QUE฀HEMOS฀PRESENTADO฀SE฀HA฀DISE¶ADO฀PARA฀IMPLEMEN


TARLO฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀-AESTROS฀DE฀0RIMARIA�฀EN฀CONCRETO฀EN฀LA฀ASIGNATURA฀%NSE¶ANZA฀
Y฀!PRENDIZAJE฀DE฀LA฀'EOMETR¤A฀Y฀LA฀-EDIDA฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀!LMER¤A�฀%STE฀DISE¶O฀
SURGE฀DEL฀DESARROLLO฀PREVIO฀DE฀VARIOS฀CICLOS฀DONDE฀SE฀HAN฀PUESTO฀EN฀PRÕCTICA฀Y฀VALORADO฀
UNAS฀SECUENCIAS฀DE฀TAREAS�฀SE฀APLICA฀UNA฀PRUEBA฀INICIAL฀DE฀CONOCIMIENTOS฀SOBRE฀MEDIDA�฀
SE฀DISE¶AN฀ACTIVIDADES฀PARA฀HACER฀AFLORAR฀LAS฀LAGUNAS฀QUE฀PRESENTAN฀LOS฀ESTUDIANTES฀AS¤฀
COMO฀SUS฀ERRORES฀Y฀DIFICULTADES�฀!DEMÕS�฀ESTAS฀ACTIVIDADES฀FAVORECEN฀LA฀DISCUSI�N฀Y฀LA฀
MODIFICACI�N฀Y�O฀ELABORACI�N฀DE฀ESTRATEGIAS฀PROPIAS�฀AS¤฀COMO฀LA฀EVALUACI�N฀DE฀LA฀VALIDEZ฀
de estrategias distintas de las propias.
%STÕ฀PREVISTA฀SU฀IMPLEMENTACI�N฀EN฀CUATRO฀GRUPOS
CLASE฀DURANTE฀��฀HORAS฀PRESEN


CIALES฀DEDICADAS฀A฀GRUPO฀DOCENTE฀���฀ESTUDIANTES฀POR฀CLASE฀APROXIMADAMENTE	฀Y฀SIETE฀
HORAS฀DE฀PRÕCTICAS฀CON฀GRUPOS฀DE฀TRABAJO฀�DE฀��฀ESTUDIANTES	฀�LA฀CARGA฀DOCENTE฀DE฀UN฀
CUATRIMESTRE฀DE฀UNA฀ASIGNATURA฀DE฀NUEVE฀CR£DITOS	�฀
3OMOS฀CONSCIENTES฀DE฀LA฀NECESIDAD฀DE฀DESCRIBIR฀CON฀PRECISI�N฀TODAS฀LAS฀CONDICIONES฀

EN฀LAS฀QUE฀SE฀REALIZA฀LA฀EXPERIENCIA�฀AS¤฀COMO฀LAS฀ACTIVIDADES฀Y฀LAS฀ORIENTACIONES฀QUE฀SE฀
DAN฀PARA฀FAVORECER฀LA฀TRANSFERENCIA฀DE฀LOS฀RESULTADOS฀QUE฀SE฀OBTENGAN�
4AMBI£N฀ADMITIMOS฀QUE฀ESTE฀DISE¶O฀DE฀INVESTIGACI�N฀SOLO฀VA฀A฀PERMITIR฀CONTRASTAR฀LA฀

PARTE฀DEL฀MODELO฀DE฀FORMACI�N฀QUE฀ES฀OBJETO฀DE฀ESTUDIO฀Y฀QUE฀SERÕN฀NECESARIOS฀NUEVAS฀
investigaciones para contrastar las apartados restantes, incluso una posterior para con

TRASTAR฀EL฀MODELO฀EN฀SU฀CONJUNTO�฀%N฀CICLOS฀POSTERIORES฀SE฀REALIZARÕN฀ESTAS฀DISTINTAS฀FASES�
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RASTROS DE COMPRENSIÓN, ESTRATEGIAS Y ERRORES  
SOBRE EL SISTEMA DE NUMERACIÓN DECIMAL

Traces of Understanding, Strategies and Errors  
about Decimal Numeration System

Antonio Luis Ortiz y José Luis González

Universidad de Málaga, España

Resumen

-EDIANTE฀LA฀APLICACI�N฀DE฀UN฀MODELO฀OPERATIVO฀PARA฀LA฀INTERPRETACI�N฀DE฀LA฀COMPRENSI�N฀DEL฀
CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀SE฀ESTABLECEN฀UNAS฀PAUTAS฀GENERALES฀SOBRE฀LA฀COMPRENSI�N฀Y฀EL฀DOMINIO฀
DE฀LOS฀SISTEMAS฀DE฀NUMERACI�N฀EN฀SUJETOS฀FUTUROS฀DOCENTES฀Y฀EN฀GRADUADOS฀CON฀UNA฀ELEVADA฀FOR

MACI�N฀MATEMÕTICA�฀%N฀PARTICULAR�฀SE฀ANALIZAN฀LAS฀ESTRATEGIAS฀QUE฀SE฀UTILIZAN฀Y฀LOS฀ERRORES฀QUE฀SE฀
COMETEN฀EN฀EL฀USO฀DE฀LAS฀PROPIEDADES฀BÕSICAS฀DE฀LA฀NUMERACI�N฀PARA฀JUSTIFICAR฀ALGUNOS฀ASPECTOS฀
DE฀LA฀ESTRUCTURA฀Y฀EL฀FUNCIONAMIENTO฀DEL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀SUSTRACCI�N�฀%NTREVISTAS฀INDIVIDUALES฀
PONEN฀DE฀MANIFIESTO฀LA฀EXISTENCIA฀DE฀DIVERSOS฀RASTROS฀DE฀COMPRENSI�N฀Y฀DE฀DIFERENCIAS฀APRECIABLES฀
ENTRE฀SUJETOS฀CON฀FORMACI�N฀MATEMÕTICA฀DIFERENTE�

Palabras clave:฀COMPRENSI�N�฀SISTEMAS฀DE฀NUMERACI�N�฀ALGORITMO฀DE฀LA฀SUSTRACCI�N

ABSTRACT

By means of the application of an operative model for the interpretation of understanding 

mathematics a few general guidelines on the comprehensionof the systems of numeration have 

been identified in subjects of a teacher training program and also in graduates with a high 

mathematical formation. Especially, there are analyzed the usual strategies and the mistakes 

that are committed in the use of the basic properties of the numeration to justify some aspects 

of the structure and functioning of the algorithm for subtraction. Individual interviews reveal 

the existence of diverse traces of comprehension and apreciable differences between subjects 

with different mathematical formation.

Keywords: understanding, numeration systems, substraction algorithm 

Ortiz, A. L. Y González, *�฀,�฀�����	�฀2ASTROS฀DE฀COMPRENSI�N�฀ESTRATEGIAS฀Y฀ERRORES฀SOBRE฀EL฀SISTEMA฀
DE฀NUMERACI�N฀DECIMAL�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Inves-

tigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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Introducción

%N฀EL฀CAMPO฀DE฀LA฀FORMACI�N฀DE฀-AESTROS฀Y฀PROFESORES฀DE฀-ATEMÕTICAS฀EXISTE฀EL฀
PRINCIPIO฀AMPLIAMENTE฀ADMITIDO฀DE฀QUE฀LA฀iBUENA฀FORMACI�N฀MATEMÕTICAw฀DEL฀PROFESIONAL฀
DE฀LA฀DOCENCIA฀ES฀UNA฀CONDICI�N฀NECESARIA�฀AUNQUE฀NO฀SUFICIENTE�฀PARA฀EL฀DESARROLLO฀DE฀UNA฀
%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA฀DE฀CALIDAD฀�3HULMAN�฀�����฀,LINARES฀Y฀3ÕNCHEZ�฀�����฀,LINARES�฀
����	�฀PARA฀LA฀DISMINUCI�N฀DEL฀FRACASO฀ESCOLAR฀Y฀PARA฀LA฀SUPERACI�N฀DE฀LA฀SITUACI�N฀ACTUAL฀
DE฀BAJO฀RENDIMIENTO฀ACAD£MICO฀QUE฀SE฀PUEDE฀APRECIAR฀CLARAMENTE฀EN฀LAS฀EVALUACIONES฀
DE฀DIAGN�STICO฀REALIZADAS฀HASTA฀LA฀FECHA฀�2ICO�฀�����฀)NFORME฀0ISA฀�����฀����	�฀0OR฀
OTRA฀PARTE�฀EXISTE฀UN฀CIERTO฀CONSENSO฀EN฀QUE฀EL฀-AESTRO฀DE฀0RIMARIA฀DEBE฀SER฀UN฀PROFE

SIONAL฀REFLEXIVO฀EN฀LO฀QUE฀CONCIERNE฀A฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀
ELEMENTALES฀�&LORES�฀�����฀,LINARES฀Y฀3ÕNCHEZ�฀����	�฀LO฀QUE฀REQUIERE฀TENER฀UN฀CIERTO฀
DOMINIO฀Y฀UN฀BUEN฀NIVEL฀DE฀COMPRENSI�N฀DE฀LOS฀CONOCIMIENTOS฀MATEMÕTICOS฀ELEMENTALES�
#ONSCIENTES฀DE฀ELLO�฀HEMOS฀DESARROLLADO฀UNA฀INVESTIGACI�N฀SOBRE฀LA฀COMPRENSI�N฀

Y฀EL฀DOMINIO฀DE฀LOS฀CONOCIMIENTOS�฀PROCEDIMIENTOS฀Y฀DESTREZAS฀QUE฀POSEEN�฀LOS฀ERRORES฀
QUE฀COMETEN฀Y฀LAS฀ESTRATEGIAS฀QUE฀UTILIZAN฀ESTUDIANTES฀DEL฀NUEVO฀'RADO฀DE฀-AESTRO฀EN฀
%DUCACI�N฀0RIMARIA฀ACERCA฀DE฀LOS฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀NUM£RICA฀�/RTIZ�฀'ONZÕLEZ฀
Y฀'ALLARDO�฀�����฀'ONZÕLEZ�฀/RTIZ฀Y฀'ALLARDO�฀�����฀/RTIZ�฀'ONZÕLEZ฀Y฀'ALLARDO�฀�����฀
'ONZÕLEZ�฀/RTIZ฀Y฀'ALLARDO�฀�����฀/RTIZ�฀����	�฀%L฀ESTUDIO฀UTILIZA฀Y฀PONE฀A฀PRUEBA฀UN฀
MODELO฀OPERATIVO฀PARA฀LA฀INTERPRETACI�N฀DE฀LA฀COMPRENSI�N฀DEL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕ

TICO฀DE฀'ALLARDO฀Y฀OTROS฀�'ALLARDO฀Y฀'ONZÕLEZ�฀����A�฀����C�฀�����฀�����฀'ALLARDO�฀
'ONZÕLEZ฀Y฀1UISPE�฀�����฀�����฀'ALLARDO�฀'ONZÕLEZ฀Y฀1UINTANILLA�฀����	�฀QUE฀PARTE฀DEL฀
ANÕLISIS฀EPISTEMOL�GICO฀Y฀FENOMENOL�GICO฀DEL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO�฀EN฀PARTICULAR฀
DE฀LOS฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀�2ICO�฀�����฀�����฀2ICO�฀#ASTRO฀Y฀2OMERO�฀�����฀
3ALINAS�฀����A�฀����B�฀����	�฀PARA฀LA฀ELABORACI�N�฀EN฀UNA฀PRIMERA฀FASE�฀DE฀DIVERSOS฀
INSTRUMENTOS฀DE฀RECOGIDA฀DE฀DATOS�฀,OS฀DATOS฀OBTENIDOS฀HAN฀PERMITIDO฀ESTABLECER฀UNAS฀
PAUTAS฀GENERALES฀SOBRE฀LA฀COMPRENSI�N฀Y฀EL฀DOMINIO฀DE฀LOS฀SISTEMAS฀DE฀NUMERACI�N฀Y฀
DISPONER฀DE฀UNA฀PRIMERA฀APROXIMACI�N฀AL฀ESTADO฀DE฀LA฀COMPRENSI�N�฀
0ERO฀LA฀APROXIMACI�N฀COGNITIVA฀GLOBAL฀DESCRITA฀S�LO฀PROPORCIONA฀UNA฀INFORMACI�N฀DE฀

PATRONES฀Y฀COMPORTAMIENTOS฀GENERALES฀QUE฀DEBE฀SER฀COMPLETADA฀CON฀ANÕLISIS฀SEMI�TICOS฀
�SIGNIFICADOS฀DE฀LAS฀RESPUESTAS�฀SINTAXIS�฀ERRORES฀Y฀ESTRATEGIAS�฀ENTRE฀OTROS	฀Y฀HERMEN£U

TICOS฀�IDENTIFICACI�N฀DE฀RASTROS฀DE฀COMPRENSI�N�฀INFLUENCIA฀DE฀LAS฀CARACTER¤STICAS฀DE฀LOS฀
ESCENARIOS฀DE฀VALORACI�N฀O฀LA฀INTERVENCI�N฀DE฀LOS฀SUJETOS฀EN฀EL฀PROPIO฀PROCESO฀DE฀VALO

RACI�N	�฀#ON฀ELLO�฀ADEMÕS฀DE฀OBTENER฀NUEVA฀INFORMACI�N฀SOBRE฀EL฀PROBLEMA�฀ESTAREMOS฀
EN฀CONDICIONES฀DE฀CONFIRMAR฀QUE฀LOS฀ERRORES฀COMETIDOS฀Y฀LAS฀ESTRATEGIAS฀UTILIZADAS฀AL฀
RESOLVER฀TAREAS฀PROPIAS฀DEL฀CAMPO฀ANALIZADO฀PROPORCIONAN฀INFORMACI�N฀PRIVILEGIADA฀
SOBRE฀LAS฀LIMITACIONES�฀DIFICULTADES฀Y฀OTRAS฀CARACTER¤STICAS฀DE฀LAS฀CAPACIDADES�฀DESTREZAS฀
Y฀MANERAS฀DE฀RAZONAR฀PUNTUALES฀RELACIONADAS฀CON฀LOS฀SISTEMAS฀DE฀NUMERACI�N�฀%L฀MARCO฀
GENERAL฀SE฀SUSTENTA฀EN฀LAS฀TRES฀ORIENTACIONES฀BÕSICAS฀SIGUIENTES�

 — 5NA฀CONCEPCI�N฀OPERATIVA฀SOBRE฀LA฀COMPRENSI�N฀DEL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕ

TICO฀Y฀SU฀VALORACI�N�
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 — 5NA฀CONCEPCI�N฀RELATIVA฀Y฀NO฀ACUMULATIVA฀DE฀LA฀COMPRENSI�N฀QUE฀EVOLUCIONA฀
EN฀FUNCI�N฀DE฀LA฀SITUACI�N�฀LAS฀CONDICIONES฀Y฀LOS฀FACTORES฀QUE฀INTERVIENEN�

 — 5NA฀ CONCEPCI�N฀ ANAL¤TICA฀ DEL฀ CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀ BASADA฀ EN฀ LAS฀ DOS฀
ESTRUCTURAS฀ BÕSICAS฀ �EPISTEMOL�GICA฀ Y฀ FENOMENOL�GICA	฀ Y฀ EN฀ LOS฀ DIFERENTES฀
tipos de categorías del conocimiento

 — Y฀UN฀MODELO฀GENERAL฀BASADO฀EN฀UN฀M£TODO฀O฀PROCESO฀SECUENCIADO฀EN฀TORNO฀A฀
dos dimensiones: 

 — $IMENSI�N฀ FEN�MENO
EPISTEMOL�GICA�฀ EN฀ LA฀ QUE฀ SE฀ INICIA฀ EL฀ ESTUDIO฀ CON฀ EL฀
SIGUIENTE฀PROCEDIMIENTO฀OPERATIVO฀�'ALLARDO฀Y฀'ONZÕLEZ�฀����A	�
s฀ !NÕLISIS฀$IDÕCTICO฀�'ONZÕLEZ�฀�����฀'ALLARDO฀Y฀'ONZÕLEZ�฀����B	�
s฀ $ELIMITACI�N฀DEL฀CONJUNTO฀GEN£RICO฀DE฀SITUACIONES�
s฀ %STRUCTURACI�N฀ FEN�MENO
EPISTEMOL�GICA฀ DEL฀ CONJUNTO฀ DE฀ SITUACIONES�฀

Modelo local.
s฀ 3ELECCI�N฀DE฀TAREAS฀Y฀CONSTRUCCI�N฀DE฀INSTRUMENTOS�
s฀ !NÕLISIS฀DE฀RESULTADOS฀Y฀PRIMERAS฀CONCLUSIONES�

 — $IMENSI�N฀HERMEN£UTICA�฀EN฀LA฀QUE฀SE฀ANALIZA฀LA฀INFORMACI�N฀Y฀SE฀COMPLETAN฀
LOS฀RESULTADOS฀Y฀CONCLUSIONES฀MEDIANTE฀LO฀QUE฀DENOMINAMOS฀C¤RCULO฀INTERPRE

TATIVO฀O฀M£TODO฀HERMEN£UTICO฀�'ALLARDO฀Y฀'ONZÕLEZ�฀����	�

$ENTRO฀DEL฀MARCO฀GENERAL฀DESCRITO�฀EL฀ESTUDIO฀SE฀PROPONE฀AVERIGUAR�฀�A	฀EL฀ESTADO฀RELATIVO฀
DE฀LA฀COMPRENSI�N฀QUE฀MANIFIESTAN�฀LOS฀ERRORES฀QUE฀COMETEN฀Y฀LAS฀ESTRATEGIAS฀Y฀RAZONAMIENTOS฀
QUE฀UTILIZAN฀LOS฀ALUMNOS฀FUTUROS฀MAESTROS฀DEL฀NUEVO฀'RADO฀DE฀-AESTRO฀EN฀%DUCACI�N฀0RI

MARIA฀�5NIVERSIDAD฀DE฀-ÕLAGA	฀SOBRE฀EL฀SISTEMA฀DE฀NUMERACI�N฀USUAL฀�DECIMAL฀POSICIONAL	฀
PARA฀LOS฀N¢MEROS฀NATURALES�฀�B	฀ESTABLECER฀CONSECUENCIAS฀FUNDADAS฀PARA฀ORIENTAR฀EL฀DISE¶O฀
DE฀LA฀FORMACI�N฀INICIAL฀DE฀LOS฀FUTUROS฀MAESTROS฀EN฀LA฀ASIGNATURA฀$IDÕCTICA฀DE฀LA฀!RITM£TICA�

Desarrollo del estudio

,A฀INVESTIGACI�N฀EN฀SU฀CONJUNTO฀SE฀HA฀DESARROLLADO฀EN฀TRES฀FASES�฀%N฀LA฀PRIMERA฀SE฀
HA฀CONFIGURADO฀UNA฀APROXIMACI�N฀COGNITIVA฀GLOBAL฀DE฀CARÕCTER฀MUESTRAL฀CARACTERIZADA฀
POR฀LA฀CONSTRUCCI�N฀DE฀UN฀MODELO฀LOCAL฀ADAPTADO฀AL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀OBJETO฀DEL฀
ESTUDIO฀Y฀A฀LAS฀CARACTER¤STICAS฀DE฀LA฀POBLACI�N฀DE฀SUJETOS฀Y฀EL฀DESARROLLO฀DE฀TRES฀PRUEBAS฀
ESCRITAS฀�/RTIZ�฀'ONZÕLEZ฀Y฀'ALLARDO�฀�����฀�����฀/RTIZ�฀����	�฀%N฀LA฀SEGUNDA฀FASE�฀SE฀
HA฀DEDICADO฀LA฀ATENCI�N฀A฀UNA฀APROXIMACI�N฀SEMI�TICA฀Y฀HERMEN£UTICA฀CON฀DOS฀PARTES฀
DIFERENCIADAS�฀UN฀ANÕLISIS฀DE฀ERRORES฀Y฀ESTRATEGIAS฀Y฀UN฀ANÕLISIS฀DE฀RASTROS฀DE฀COMPRENSI�N฀
Y฀USOS฀DEL฀CONOCIMIENTO฀EN฀LAS฀RESPUESTAS฀ESCRITAS฀�'ONZÕLEZ�฀/RTIZ�฀Y฀'ALLARDO�฀�����฀
'ONZÕLEZ�฀/RTIZ฀Y฀'ALLARDO�฀�����฀/RTIZ�฀����	�฀%NTRE฀LOS฀RESULTADOS฀Y฀CONCLUSIONES฀
DE฀ESTA฀SEGUNDA฀APROXIMACI�N฀DESTACAMOS฀LAS฀COINCIDENCIAS฀EN฀ESTRATEGIAS฀Y฀ERRORES฀
COMETIDOS฀EN฀LAS฀DOS฀PRIMERAS฀PRUEBAS฀Y฀LAS฀DIFERENCIAS฀SIGNIFICATIVAS฀ENTRE฀SUJETOS฀
CON฀DIFERENTE฀FORMACI�N฀MATEMÕTICA฀INICIAL�฀%N฀LA฀TERCERA฀FASE�฀DE฀LA฀QUE฀SE฀EXPONE฀UNA฀
parte en el presente capítulo, se ha desarrollado un programa de entrevistas individuales 
SEMIESTRUCTURADAS฀QUE฀HAN฀SERVIDO฀PARA฀CONFIRMAR�฀RECHAZAR฀O฀COMPLETAR฀PUNTUALMENTE฀
LA฀INFORMACI�N฀MUESTRAL฀E฀INDIVIDUAL฀OBTENIDA฀PREVIAMENTE�
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Tercera aproximación: entrevistas sobre rastros de comprensión, es-

trategias y errores

,A฀TERCERA฀APROXIMACI�N฀SE฀HA฀ORIENTADO฀A�
 — Reconocer los usos detectados en los estudios anteriores en forma de errores 
Y฀ESTRATEGIAS�

 — 2ECONOCER฀PERlLES฀IDENTIlCADOS฀EN฀LOS฀ESTUDIOS฀CUANTITATIVOS฀GLOBALES�
 — 0RECISAR฀ALGUNAS฀RESPUESTAS฀OBTENIDAS฀EN฀LOS฀CUESTIONARIOS฀ESCRITOS฀Y฀VALORAR฀
LA฀DETERMINACI�N฀DE฀LOS฀ERRORES฀Y฀ESTRATEGIAS฀ANALIZADAS฀DETECTADAS฀EN฀DICHOS฀
cuestionarios.

 — #ONlRMAR฀QUE฀LAS฀32฀CORRESPONDEN฀A฀LA฀iNO฀COMPRENSI�Nw฀Y฀NO฀A฀LA฀DEJADEZ฀
O฀EL฀CANSANCIO฀O฀A฀OTROS฀FACTORES฀QUE฀PUDIERAN฀ESTAR฀PRESENTE฀EN฀LA฀REALIZACI�N฀
de los cuestionarios escritos.

 — Incluir algunas cuestiones correspondientes al nivel de síntesis II.
 — !NALIZAR฀LOS฀TIPOS฀DE฀RESPUESTAS฀DE฀SUJETOS฀CON฀UN฀MAYOR฀NIVEL฀DE฀FORMACI�N฀

matemática.
 — ,LEGAR฀ A฀ ACUERDOS฀ SOBRE฀ LAS฀ DIlCULTADES�฀ LOS฀ ERRORES฀ DE฀ COMPRENSI�N฀ Y฀ LAS฀
NECESIDADES฀DE฀FORMACI�N฀PARA฀AFRONTAR฀CON฀GARANT¤AS฀EL฀FUTURO฀DESARROLLO฀EN฀
EL฀ÕMBITO฀DE฀LA฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA�

 — 6ALIDAR฀EL฀MODELO฀LOCAL฀Y฀LA฀PRUEBA฀DE฀COMPRENSI�N฀NUM£RICA฀CONSTRUIDA�

Entrevistas y tareas

Se han realizado un total de 21 entrevistas a una muestra intencional de alumnos 
DE฀PRIMER฀Y฀SEGUNDO฀CURSO฀DEL฀GRADO฀DE฀%DUCACI�N฀0RIMARIA฀Y฀ALUMNOS฀DEL฀-ASTER฀DE฀
0ROFESORADO฀DE฀%DUCACI�N฀3ECUNDARIA฀Y฀"ACHILLERATO�฀4ODAS฀LAS฀ENTREVISTAS฀SE฀HAN฀GRA

BADO฀EN฀VIDEO฀Y฀SE฀HAN฀REALIZADO฀EN฀LOS฀MESES฀DE฀MAYO฀Y฀JUNIO฀DEL฀A¶O฀�����฀%N฀/RTIZ฀
�����	฀SE฀OFRECE฀UN฀PRIMER฀ANÕLISIS฀DE฀CADA฀UNA฀DE฀LAS฀ENTREVISTAS฀CON฀LA฀CONSIDERACI�N฀
DE฀LOS฀ERRORES฀Y฀LAS฀ESTRATEGIAS฀DETECTADAS�
0ARA฀IDENTIFICAR฀Y฀CARACTERIZAR฀LOS฀USOS฀DEL฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀HEMOS฀SELECCIO


NADO฀LAS฀��฀TAREAS฀DE฀LOS฀NIVELES฀DE฀ANÕLISIS฀Y฀S¤NTESIS�฀TANTO฀ESTRUCTURAL฀COMO฀FUNCIONAL�฀
QUE฀MUESTRAN฀MAYORES฀RASTROS฀DE฀COMPRENSI�N฀EN฀LOS฀ANÕLISIS฀PREVIOS฀REALIZADOS฀Y฀LOS฀
CUATRO฀GRUPOS฀DE฀TAREAS฀SIGUIENTES�฀DE฀LOS฀QUE฀LOS฀TRES฀PRIMEROS฀HAN฀ESTADO฀PRESENTES฀
EN฀LOS฀CUESTIONARIOS฀APLICADOS฀Y฀EL฀CUARTO฀RECOGE฀NUEVAS฀TAREAS฀DEL฀NIVEL฀SINT£TICO฀Y฀
fronterizo con el formal:

 — 0RIMER฀GRUPO�฀TAREAS฀�฀Y฀�฀DEL฀NIVEL฀DE฀ANÕLISIS฀ESTRUCTURAL฀QUE฀CORRESPONDEN฀A฀
LOS฀¤TEMS฀)).�฀Y฀)).��฀DE฀LOS฀CUESTIONARIOS฀APLICADOS�

 — 3EGUNDO฀GRUPO�฀ TAREAS฀ ��฀ �฀ Y฀ �฀ DEL฀ NIVEL฀ DE฀ ANÕLISIS฀ FUNCIONAL฀ ASOCIADAS฀ A฀
LA฀ CATEGOR¤A฀ FENOMENOL�GICA฀ DE฀ CALCULAR�฀ ALGORITMOS฀ Y฀ OPERACIONES�฀ QUE฀
CORRESPONDEN�฀RESPECTIVAMENTE�฀A฀LOS฀¤TEMS฀))!���฀))!��฀Y฀))!��฀DE฀LOS฀CUES

tionarios aplicados. 
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 — 4ERCER฀GRUPO�฀TAREAS฀��฀Y฀��฀ASOCIADAS฀AL฀NIVEL฀DE฀S¤NTESIS฀FUNCIONAL฀DEL฀SIS

TEMA฀DE฀NUMERACI�N฀ASOCIADA฀A฀LOS฀ALGORITMOS฀EN฀AGRUPAMIENTOS฀DISTINTOS฀AL฀
DECIMAL�฀CORRESPONDIENTES฀A฀LOS฀¤TEMS฀)))�)!��฀Y฀)))�))!��฀DE฀LOS฀CUESTIONA

rios aplicados.

 — #UARTO฀ GRUPO�฀ TAREA฀ ��฀ �¤TEM฀ )))�))#��	฀ DE฀ S¤NTESIS฀ FUNCIONAL฀ ASOCIADA฀ A฀ LA฀
OBTENCI�N฀DEL฀CARDINAL฀DE฀COLECCIONES฀EN฀AGRUPAMIENTOS฀INDETERMINADOS�

,AS฀TAREAS฀QUE฀COMPONEN฀LAS฀ENTREVISTAS฀CONSTAN฀DE฀CUATRO฀PARTES฀DIFERENCIADAS�฀
CUESTIONES฀DEL฀NIVEL฀T£CNICO฀O฀DE฀REPRODUCCI�N�฀CUESTIONES฀DEL฀NIVEL฀DE฀ANÕLISIS�฀DEL฀NIVEL฀
DE฀S¤NTESIS฀)฀Y฀DEL฀NIVEL฀DE฀S¤NTESIS฀))฀�/RTIZ�฀�����฀PP�฀���฀Y฀SGTES�	�

Desarrollo y codificación de respuestas

El desarrollo de las entrevistas ha seguido el siguiente protocolo:
 — %XPLICACI�N฀DEL฀OBJETIVO฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀Y฀DE฀LA฀PROPIA฀ENTREVISTA�
 — 0ROYECCI�N฀EN฀LA฀0$)฀DE฀LA฀CUESTI�N฀A฀RESOLVER�
 — ,ECTURA฀Y฀ACLARACI�N฀DEL฀CONTENIDO฀DE฀CADA฀CUESTI�N฀RESPONDIENDO฀A฀LAS฀DUDAS฀
QUE฀PUDIERAN฀TENER฀Y฀REALIZANDO฀PREGUNTAS฀iACLARATORIASw฀EN฀LOS฀CASOS฀EN฀QUE฀
SE฀CONSTATARA�฀DESPU£S฀DE฀UN฀TIEMPO฀RAZONABLE�฀ LA฀ INACTIVIDAD฀DEL฀ALUMNO฀O฀
QUE฀RESPONDIERAN฀DE฀FORMA฀INCORRECTA�

 — $ESARROLLO฀DE฀ LA฀ENTREVISTA฀HASTA฀ACABAR฀O฀COMPROBAR฀QUE฀EL฀PROPIO฀ALUMNO฀
reconocía su incapacidad para resolver la tarea propuesta.

 — )NTERCAMBIO฀DE฀IMPRESIONES฀SOBRE฀LAS฀TAREAS�฀EL฀CONTENIDO฀Y฀SU฀RELACI�N฀CON฀LA฀
FORMACI�N฀DE฀DOCENTES�

0ARA฀LA฀TRASCRIPCI�N฀SE฀INDICA฀EL฀CURSO฀AL฀QUE฀PERTENECE฀EL฀�LA	฀ALUMNO�A	�฀LA฀LETRA฀
2฀PARA฀REGISTRAR฀LAS฀RESPUESTAS฀Y฀LAS฀LETRAS฀%฀Y฀%|฀PARA฀LAS฀INTERVENCIONES฀DEL฀ENTREVIS

TADOR฀Y฀EL฀DIRECTOR฀DE฀LA฀TESIS฀QUE฀PARTICIP�฀EN฀ALGUNAS฀DE฀LAS฀ENTREVISTAS�฀%N฀CADA฀UNA฀
de las tareas propuestas enumeramos tanto las preguntas como las respuestas para su 
IDENTIFICACI�N฀Y฀LOCALIZACI�N�฀2EFLEJAMOS฀LOS฀COMENTARIOS฀DE฀LOS฀PARTICIPANTES฀Y฀ENTRE฀
PAR£NTESIS฀DESCRIBIMOS฀LAS฀ACCIONES฀QUE฀REALIZA฀EL฀ENTREVISTADO฀PARA฀RESOLVER฀LAS฀TAREAS�

Análisis de la información

(EMOS฀ELEGIDO฀LAS฀SIGUIENTES฀UNIDADES฀DE฀ANÕLISIS฀QUE฀SERVIRÕN฀PARA฀IDENTIFICAR฀LOS฀
FRAGMENTOS฀QUE฀CONTIENEN฀LOS฀RASTROS฀DE฀COMPRENSI�N฀SE¶ALADOS฀EN฀CADA฀UNO฀DE฀ELLOS�
5NIDAD฀��฀$ISTINCI�N฀ENTRE฀EL฀NUMERO฀DE฀�RDENES฀PRESENTES฀EN฀UN฀N¢MERO฀Y฀LA฀CIFRA฀

DEL฀ORDEN฀CORRESPONDIENTE�฀VALOR฀DE฀POSICI�N�฀RELACI�N฀Y฀TRANSFERENCIA฀ENTRE฀LOS฀DISTINTOS฀
�RDENES�
5NIDAD฀��฀4RADUCCI�N฀A฀DECIMAL฀DE฀UN฀N¢MERO฀EXPRESADO฀COMO฀CONGLOMERADO฀DE฀

DISTINTOS฀ORDENES฀�EXPRESI�N฀POLIN�MICA฀NO฀CAN�NICA	�฀RELACIONES฀Y฀TRANSFERENCIAS฀ENTRE฀
los distintos ordenes.
5NIDAD฀��฀*USTIFICACI�N฀DE฀LAS฀LLEVADAS฀EN฀EL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀SUMA�฀VALOR฀DE฀POSICI�N฀

Y฀TRANSFERENCIAS฀ENTRE฀LOS฀DISTINTOS฀�RDENES฀DE฀UNIDADES฀EN฀EL฀SISTEMA฀DECIMAL�
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5NIDAD฀��฀*USTIFICACI�N฀DE฀LAS฀LLEVADAS฀EN฀EL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀RESTA�฀VALOR฀DE฀POSICI�N฀
Y฀TRANSFERENCIAS฀ENTRE฀LOS฀DISTINTOS฀�RDENES฀DE฀UNIDADES฀EN฀EL฀SISTEMA฀DECIMAL�
5NIDAD฀��฀*USTIFICACI�N฀DE฀LA฀DISPOSICI�N฀DE฀LOS฀SUMANDOS฀EN฀EL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀

MULTIPLICACI�N�฀DESCOMPOSICI�N฀POLIN�MICA฀DEL฀MULTIPLICADOR฀Y฀APLICACI�N฀DE฀LA฀PRO

PIEDAD฀DISTRIBUTIVA�
5NIDAD฀��฀!PLICACI�N฀DEL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀SUMA฀EN฀AGRUPAMIENTOS฀DISTINTOS฀AL฀DECI


MAL�฀VALOR฀DE฀POSICI�N฀Y฀TRANSFERENCIAS฀ENTRE฀LOS฀DISTINTOS฀�RDENES฀DE฀UNIDADES฀EN฀SISTEMAS฀
posicionales distintos al decimal.
5NIDAD฀��฀!PLICACI�N฀DEL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀RESTA฀EN฀AGRUPAMIENTOS฀DISTINTOS฀AL฀DECIMAL�฀

VALOR฀DE฀POSICI�N฀Y฀TRANSFERENCIAS฀ENTRE฀LOS฀DISTINTOS฀�RDENES฀DE฀UNIDADES฀EN฀SISTEMAS฀
posicionales distintos al decimal.
5NIDAD฀��฀!PLICACI�N฀DEL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀SUMA฀EN฀AGRUPAMIENTOS฀INDETERMINADOS�฀

VALOR฀DE฀POSICI�N฀Y฀TRANSFERENCIAS฀ENTRE฀LOS฀DISTINTOS฀�RDENES฀DE฀UNIDADES฀EN฀SISTEMAS฀
posicionales indeterminados.
5NIDAD฀��฀!PLICACI�N฀DEL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀RESTA฀EN฀AGRUPAMIENTOS฀INDETERMINADOS�฀

VALOR฀DE฀POSICI�N฀Y฀TRANSFERENCIAS฀ENTRE฀LOS฀DISTINTOS฀�RDENES฀DE฀UNIDADES฀EN฀SISTEMAS฀
posicionales indeterminados.

Unidad 10: Cálculo del cardinal de colecciones en agrupamientos indeterminados: 
APLICACI�N฀DEL฀PRINCIPIO฀ADITIVO฀O฀DE฀AGRUPAMIENTOS฀M¢LTIPLES฀Y฀DEL฀PRINCIPIO฀POSICIONAL฀
EN฀SISTEMAS฀DE฀BASE฀INDETERMINADA�
#ON฀RESPECTO฀A฀CADA฀UNIDAD฀DE฀ANÕLISIS฀SE฀IDENTIFICAN฀LOS฀FRAGMENTOS฀QUE฀INCLUYEN฀

LOS฀RASTROS฀DE฀COMPRENSI�N�฀LOS฀RASTROS฀DE฀COMPLICIDAD�EMPAT¤A฀ENTRE฀ENTREVISTADOR฀Y฀
entrevistado, los errores cometidos, las estrategias utilizadas, los usos del conocimiento 
Y฀LAS฀RELACIONES�฀INTERFERENCIAS฀ENTRE฀NIVELES�฀6EAMOS฀A฀CONTINUACI�N฀LA฀TRANSCRIPCI�N฀
COMPLETA฀DE฀LA฀ENTREVISTA฀Y฀LAS฀INTERPRETACIONES฀DE฀LAS฀RESPUESTAS฀DE฀UNA฀DE฀LAS฀ALUMNAS฀
DE฀LA฀MUESTRA฀�TABLA฀�	�

Ejemplo de entrevista (alumna A5-1.º)

,A฀ALUMNA฀QUE฀REALIZA฀ESTA฀ENTREVISTA฀PERTENECE฀AL฀GRUPO฀%฀DE฀PRIMER฀CURSO฀DEL฀
GRADO฀DE฀%DUCACI�N฀0RIMARIA�฀(A฀CURSADO฀UN฀BACHILLERATO฀DE฀##33฀Y฀NO฀HA฀PARTICIPADO฀
EN฀NINGUNA฀DE฀LAS฀TRES฀PRUEBAS฀ESCRITAS�฀3E฀PRESENTA฀A฀CONTINUACI�N฀UNA฀PARTE฀DE฀LOS฀
RESULTADOS฀OBTENIDOS�฀EN฀PARTICULAR฀LAS฀RESPUESTAS฀A฀LAS฀UNIDADES฀��฀�฀Y฀�฀Y฀EL฀CUADRO฀
resumen de todas las unidades de análisis.

Unidad 4.฀*USTIFICACI�N฀DE฀LAS฀LLEVADAS฀EN฀EL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀RESTA฀�TAREA฀��฀EFECT¢A฀
LA฀SUSTRACCI�N�฀���
��	�฀!฀CONTINUACI�N฀SE฀TRANSCRIBE฀PARTE฀DEL฀DIÕLOGO฀RELACIONADO฀CON฀
esta tarea.
2��฀ "UENO�฀ESTO฀ES฀MÕS฀COMPLICADO฀DE฀EXPLICARLO�฀#OMO฀TENEMOS฀EL฀�฀Y฀EL฀�฀

ES฀MAS฀CHICO฀QUE฀EL฀��฀PUES฀ES฀COMO฀SI฀SE฀LO฀RESTARA฀A฀DOCE�฀1UEDAR¤A฀�฀Y฀
AHORAx฀ES฀COMO฀SI฀COGIERA฀UNA฀DECENA฀DEL฀�฀Y฀ENTONCESxCOMO฀SE฀LA฀HAS฀
QUITADO฀AL฀�฀AHORA฀SE฀LA฀PONES฀AL฀��
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%��฀ #OMO฀SE฀LA฀HE฀QUITADO฀AL฀�฀SE฀LA฀PONE฀AHORA฀AL฀TRES�฀zESO฀C�MO฀ES�
2��฀ %STO฀PARA฀EXPLICÕRSELO฀A฀UN฀NI¶O฀DE฀PRIMARIA฀ES฀MUY฀COMPLICADO�
%��฀ z0ERO฀TU฀LO฀TIENES฀CLARO�
R3: Bueno en realidad se hacerlo, pero de tanto aplicarlo se me ha olvidado el 

PORQU£�
%��฀ z4E฀EXPLICARON฀ALGUNA฀VEZ฀EL฀PORQU£�
2��฀ 3I฀LA฀PRIMERA฀VEZ฀QUE฀LO฀HICE฀ME฀LO฀EXPLICARON�
%��฀ z.O฀TE฀ACUERDAS฀DE฀LA฀JUSTIFICACI�N฀QUE฀TE฀DIERON�
R5: No me acuerdo
%��฀ z9฀TE฀CONVENCIERON฀LAS฀EXPLICACIONES฀QUE฀TE฀DIERON�
2��฀ .O฀MUCHO�฀3I฀NO฀ME฀ACUERDO฀SERÕ฀PORQUE฀NO฀ME฀CONVENCIERON฀MUY฀BIEN�฀

9O฀ME฀HE฀QUEDADO฀CON฀EL฀PROCEDIMIENTO�
,OS฀REGISTROS฀2�฀Y฀2�฀NOS฀PERMITEN฀INTERPRETAR฀UN฀USO฀T£CNICO฀DEL฀SISTEMA฀DE฀NUME


RACI�N฀EN฀LA฀JUSTIFICACI�N฀DE฀LOS฀PROCEDIMIENTOS฀REALIZADOS฀EN฀EL฀DESARROLLO฀DEL฀ALGORITMO฀
DE฀LA฀SUSTRACCI�N�฀SIN฀EMBARGO฀LA฀ALUMNA฀RECONOCE฀EXPRESAMENTE฀NO฀SABER฀LAS฀RAZONES฀
DE฀LOS฀PROCEDIMIENTOS฀APLICADOS฀�2�฀Y฀2�	�

Unidades 7.1 y 7.2.฀!PLICACI�N฀DEL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀RESTA฀EN฀AGRUPAMIENTOS฀DISTINTOS฀
AL฀DECIMAL฀�&IGURA฀�	�฀SE฀SOLICITA฀EL฀INCREMENTO฀DE฀VASOS฀DEL฀A¶O฀����฀RESPECTO฀AL฀A¶O฀
ANTERIOR฀EXPRESADO฀EN฀AGRUPAMIENTOS฀DE฀��


฀%XPRESA฀EN฀FORMA฀ABREVIADA฀EL฀
TOTAL฀DE฀VENTAS฀EN฀LOS฀DOS฀A¶OS฀Y฀
EXPLICA฀C�MO฀HACES฀LOS฀CÕLCULOS�

฀%XPRESA฀EL฀INCREMENTO฀
PRODUCIDO฀EN฀EL฀A¶O฀����฀Y฀
EXPLICA฀C�MO฀HACES฀LOS฀CÕLCULOS�

Figura 1. Ítem III.IA18.2 de los cuestionarios PCN1, PCN2, PCN3 y de la entrevista.

,A฀ENTREVISTA฀ARROJA฀LOS฀SIGUIENTES฀RESULTADOS�฀DE฀LOS฀QUE฀EXTRAEMOS฀LOS฀FRAGMENTOS฀
Y฀LAS฀INTERPRETACIONES฀QUE฀SIGUEN�
%��฀ z9฀EL฀INCREMENTO�
2��฀ �%SCRIBE฀LAS฀DOS฀CANTIDADES฀A฀RESTAR฀�฀�฀�฀�฀Y฀DEBAJO฀�฀�฀�฀��฀PONE฀EL฀SIGNO฀

MENOS฀Y฀LA฀RAYA฀PARA฀EL฀RESULTADO�฀RESTA฀EN฀BASE฀��฀Y฀OBTIENE฀COMO฀RESULTADO฀
�฀�฀�	�

%��฀ %SO฀SIGNIFICA฀QUE฀LA฀VENTA฀EN฀LOS฀DOS฀A¶OS฀SER¤A฀�฀VASO�฀�฀PAQUETES�
2��฀ 3I�฀�฀VASO�฀�฀CAJAS�฀NO฀ESPERA�฀ESTO฀ERANx�฀PAQUETES฀DE฀�฀VASOS฀Y฀�฀CAJAS฀DE฀

�฀PAQUETES�฀z.O�
,A฀ALUMNA฀MANIFIESTA฀UN฀RASTRO฀DE฀COMPRENSI�N฀T£CNICA฀AL฀PROCEDER฀COMO฀EN฀BASE฀

��฀�2�	�฀ERROR฀CATALOGADO฀COMO฀%3OP��฀Y฀HERENCIA฀DEL฀USO฀DEL฀CONOCIMIENTO฀SOBRE฀LA฀
RESTA฀EN฀NUESTRO฀SISTEMA�฀.UESTROS฀SILENCIOS฀Y฀EL฀CUESTIONAMIENTO฀DE฀SUS฀RESPUESTAS฀LE฀
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HACEN฀REFLEXIONAR฀Y฀MODIFICAR฀SUS฀RESPUESTAS�฀LO฀QUE฀AS¤฀SE฀RECOGE฀EN฀EL฀SIGUIENTE฀FRAG

mento de la Unidad 7.2:
%��฀ z0ERO฀SON฀����฀Y฀����฀VASOS�฀4E฀PREGUNTO�฀zLOS฀VASOS฀VENDIDOS฀EN฀ESTOS฀

DOS฀A¶OS฀SON฀����฀Y฀�����
2��฀ !H�฀CLARO฀QUE฀NO�฀A฀VER฀SER¤ANx฀%STO฀TIENE฀TRUCO�฀PUES฀YO฀LO฀HE฀SUMADO฀COMO฀

SI฀FUERAN฀N¢MEROS฀ENTEROS฀Y฀NO฀LO฀SON�฀3ER¤A�฀EN฀EL฀����฀SE฀HA฀INCREMENTADO฀
UN฀VASO�฀NO฀SE฀HA฀INCREMENTADO฀PAQUETES�฀AQU¤฀TAMPOCO฀�SE฀REFIERE฀A฀CAJAS	฀
Y฀AQU¤฀S¤�

%��฀ 9฀ESO฀COMO฀SE฀PODR¤A฀EXPRESAR�
2��฀ !฀VER�฀LO฀PONDR¤AMOS฀�%SCRIBE�฀0AL฀��฀#A฀��฀0A฀�	฀BUENO฀CERO฀NO฀SER¤A�฀SINO฀

NEGATIVO฀�ESCRIBE฀#A฀
��฀0A฀
��฀6฀�	�
%��฀ z9฀SI฀NOS฀PIDIERAN฀QUE฀ESCRIBAMOS฀EL฀INCREMENTO฀EN฀FORMA฀REDUCIDA�
2��฀ 3ER¤A฀UN฀POQUILLO฀MÕS฀COMPLICADO฀SER¤A฀�ESCRIBE฀������	
%��฀ %SO฀SIGNIFICAR¤A฀QUE฀SE฀HA฀INCREMENTADO฀�฀VASO฀Y฀UN฀PAL£�฀zESA฀SER¤A฀ LA฀

EXPRESI�N฀DEL฀INCREMENTO�
,A฀ALUMNA฀MODIFICA฀SUS฀RESPUESTAS�฀PERO฀LA฀HERENCIA฀DE฀LO฀APRENDIDO฀Y฀PRACTICADO฀

EXHAUSTIVAMENTE฀SOBRE฀EL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀SUSTRACCI�N�฀EN฀EL฀QUE฀NO฀REALIZA฀LAS฀TRANSFEREN

cias inversas necesarias, impide encontrar soluciones adecuadas a las dudas planteadas. 
0ROPONE฀UNA฀SOLUCI�N฀DEL฀TIPO฀%3OP���฀QUE฀SUPONE฀UN฀RASTRO฀DE฀COMPRENSI�N฀DEL฀CONO

CIMIENTO฀DE฀MAYOR฀NIVEL฀PERO฀QUE฀NO฀PODEMOS฀CONSIDERARLO฀COMO฀UN฀USO฀SINT£TICO฀
FUNCIONAL฀DEL฀SISTEMA฀DE฀NUMERACI�N�

Unidad 9.฀!PLICACI�N฀DEL฀ALGORITMO฀DE฀LA฀RESTA฀EN฀AGRUPAMIENTOS฀INDETERMINADOS฀�฀
&IGURA฀�	�฀3E฀PIDE฀EL฀INCREMENTO฀PRODUCIDO฀ENTRE฀LOS฀MESES฀DE฀AGOSTO฀Y฀SEPTIEMBRE฀EN฀
agrupamientos indeterminados.


฀%XPRESA฀EN฀FORMA฀ABREVIADA฀EL฀
total de ventas en los meses de 
JUNIO฀Y฀JULIO�

฀%XPRESA฀EL฀INCREMENTO฀PRODUCIDO฀
ENTRE฀LOS฀MESES฀DE฀AGOSTO฀Y฀SEP

TIEMBRE�

Figura 2. Ítem III.IIA24 de los cuestionarios PCN1, PCN2, PCN3 y de la entrevista.

%L฀SIGUIENTE฀FRAGMENTO฀PROPORCIONA฀INFORMACI�N฀SOBRE฀LA฀COMPRENSI�N฀DE฀LA฀ALUMNA฀
ante este tipo de situaciones:
%��฀ z9฀EL฀INCREMENTO฀ENTRE฀LOS฀MESES฀DE฀AGOSTO฀Y฀SEPTIEMBRE�
2��฀ �%SCRIBE�฀�X
�	
�X
�	฀�
�X
�	฀�
�X
�		฀z,O฀RESUELVO�฀�LE฀INDICO฀QUE฀SIGA	฀

�%SCRIBE�฀�฀�
X฀�
X฀	�฀3ER¤A฀EL฀N¢MERO฀�฀�
X฀�
X฀
%��฀ 3I฀LA฀X฀FUERA฀MAYOR฀QUE฀��฀zQU£฀PASAR¤A�
2��฀ 3I฀LA฀X฀ES฀MAYOR฀QUE฀TRES฀TENDR¤A฀DOS฀CIFRAS฀NEGATIVAS�฀EN฀ESAS฀DOS฀CIFRAS฀NO฀
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,OS฀RASTROS฀DE฀COMPRENSI�N฀ENCONTRADOS฀EN฀2��฀NOS฀PERMITEN฀INTERPRETAR฀QUE฀IDENTIFICA฀
LOS฀DISTINTOS฀�RDENES฀PRESENTES�฀PERO฀MANIFIESTA฀SU฀INCAPACIDAD฀PARA฀REALIZAR฀TRANSFERENCIAS฀
INVERSAS฀CON฀AGRUPAMIENTOS฀INDETERMINADOS�฀,A฀HERENCIA฀DE฀SU฀COMPRENSI�N฀T£CNICA฀DEL฀
ALGORITMO฀DE฀LA฀RESTA�฀INDICADA฀EN฀EL฀FRAGMENTOS฀��฀JUSTIFICA฀ESTA฀LIMITACI�N�฀A฀PESAR฀DE฀LA฀
CAPACIDAD฀MANIFIESTA฀PARA฀REALIZAR฀SUSTRACCIONES฀POLIN�MICAS฀�2�	�
,A฀4ABLA฀�฀RECOGE�฀DE฀FORMA฀RESUMIDA�฀LOS฀RESULTADOS฀QUE฀HEMOS฀DEDUCIDO฀DE฀LA฀

INFORMACI�N฀DE฀LA฀ENTREVISTA฀A฀LA฀ALUMNA฀!�
���

4ABLA฀��฀Resumen del análisis semiótico y hermenéutico de la entrevista a la alumna A5-1.º

Tareas Fragmentos Rastros de  

comprensión

Rastros de 

complicidad/

empatía

Estrate-

gias

Errores Uso del 

conoci-

miento

Relaciones/ interfe-

rencias entre niveles

IIN8 Fragmento 1 
 Eae1
Eae4

Técnico

IIN12 Fragmento 2 ฀4RADUCE฀DEL฀POLIN�

mico al decimal.

Analítico Resuelve la tarea 
IIN8, como conse

cuencia de la resolu

CI�N฀DE฀LA฀)).���

IIA13 Fragmento 3 *USTIlCACI�N฀DE฀LAS฀
LLEVADAS฀EN฀LA฀ADICI�N�

Analítico

IIA14 Fragmento 4 .O฀JUSTIlCACI�N฀DE฀LAS฀
LLEVADAS฀EN฀LA฀ADICI�N�

Reconoce la 
necesidad de 
conocer las 
JUSTIlCACI�N�

Técnico

IIA15 Fragmento 5 *USTIlCACI�N฀DE฀LA฀POSI

CI�N฀DE฀LOS฀SUMANDOS

AAop.1 Analítico

III.IA18 Fragmento 6.1 /PERA฀EN฀BASE฀��� ESop.5 Técnico

Fragmento 6.2 Opera parcialmente en 
BASE฀��฀Y฀REALIZA฀TRANS

ferencia de ordenes.

ASop.7 Analí

TICO
3IN

tético

III.IA18 Fragmento 7.1 ฀/PERA฀EN฀BASE฀���฀ ESop.5 Técnico Herencia del nivel 
técnico de nuestro 
sistema.

Fragmento 7.2 ESop.8 Analítico

III.
IIA24

Fragmento 8 Opera en los distintos 
ORDENES฀Y฀REALIZA฀TRANS

FERENCIAS฀PARA฀OBTENER฀
LA฀EXPRESI�N฀CAN�NICA�

ASop.6 Analí

tico/
Sintético 

III.
IIA24

Fragmento 9 Realiza sin ninguna 
DIlCULTAD฀LA฀RESTA฀CON฀
EXPRESIONES฀ALGEBRAICAS

Analí

tico/
Sintético

Herencia del nivel 
técnico de nuestro 
sistema.

III.
IIC26

Fragmento 10 El carácter indetermi

nado de la cantidad 
PRESENTADO฀Y฀CARACTE

rizada por los puntos 
suspensivos supone un 
OBSTÕCULO฀INSALVABLE�

ASc.2 Analí

tico/
Sintético
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UNA APROXIMACIÓN A LA INTEGRACIÓN  
ENTRE MATEMÁTICAS, CIENCIAS Y TECNOLOGÍA 

DESDE EL APRENDIZAJE BASADO EN LA INDAGACIÓN

An Approach to the Integration Between Mathematics, Science  
and Technology from Inquiry Based Learning

Isabel María Romero y Antonio Codina

Universidad de Almería, España

Resumen 

PISA 2012 define la competencia matemática como la capacidad de los individuos para 
FORMULAR�฀EMPLEAR฀E฀INTERPRETAR฀LAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀UNA฀VARIEDAD฀DE฀CONTEXTOS�฀$ICHOS฀PROCESOS฀
SIT¢AN฀ESTA฀CONCEPTUALIZACI�N฀EN฀UN฀ENFOQUE฀FUNCIONAL฀DEL฀APRENDIZAJE฀MATEMÕTICO�฀,AS฀REFORMAS฀
CURRICULARES฀ACTUALES฀APUESTAN฀POR฀ESTE฀ENFOQUE�฀JUNTO฀CON฀UNA฀PERSPECTIVA฀INTEGRADORA฀DEL฀CONO

CIMIENTO฀MATEMÕTICO�฀CIENT¤FICO฀Y฀TECNOL�GICO�฀%N฀ESTE฀CAP¤TULO฀PRESENTAMOS฀EL฀DISE¶O฀DE฀UNA฀
TAREA฀QUE฀INTEGRA฀MATEMÕTICAS฀Y฀CIENCIAS฀PARA฀RESOLVER฀UNA฀CUESTI�N฀SOBRE฀EFICIENCIA฀ENERG£TICA฀
en un edificio utilizando sensores conectados a ordenadores portátiles. Discutimos el potencial 
DE฀LA฀METODOLOG¤A฀DE฀!PRENDIZAJE฀"ASADO฀EN฀LA฀)NDAGACI�N฀PARA฀PROPORCIONAR฀A฀LOS฀ESTUDIANTES฀
DE฀PRIMEROS฀NIVELES฀DE฀SECUNDARIA฀OPORTUNIDADES฀DE฀DESCRIBIR�฀EXPLICAR฀Y฀PREDECIR฀FEN�MENOS฀
relacionados con el aprovechamiento energético.

Palabras clave: competencia matemática, procesos, interdisciplinaridad, ciencias, apren

DIZAJE฀BASADO฀EN฀LA฀INDAGACI�N

ABSTRACT

PISA 2012 mathematics framework defines mathematical literacy as the capacity of indivi-

duals to formulate, employ, and interpret mathematics in a variety of contexts. Those processes 

place this conceptualization in a functional approach of mathematical learning. Current curri-

cular reforms bank on this approach, together with an integrative perspective of mathematical, 

scientific and technological knowledge. In this chapter, we present the design of an interdiscipli-

nary task which integrates mathematics and sciences to solve a question on energetic efficiency 

in a building employing sensors connected to laptops. We discuss the potential of Inquiry Based 

Romero฀)�฀-�฀Y฀Codina�฀!�฀�����	�฀5NA฀APROXIMACI�N฀A฀LA฀INTEGRACI�N฀ENTRE฀MATEMÕTICAS�฀CIENCIAS฀
Y฀TECNOLOG¤A฀DESDE฀EL฀APRENDIZAJE฀BASADO฀EN฀LA฀INDAGACI�N�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀
2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀
���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA286

Learning methodology for providing students with opportunities to describe, explain and predict 

phenomena related with energy use.

Keywords: mathematical literacy, processes, interdisciplinarity, sciences, inquiry based 

learning 

Introducción 

%N฀UN฀LIBRO฀HOMENAJE฀AL฀PROFESOR฀,UIS฀2ICO�฀NOS฀GUSTAR¤A฀RESALTAR฀SU฀DECISIVA฀INFLUEN

CIA฀EN฀NUESTRA฀VISI�N฀FUNCIONAL�฀TANTO฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS฀COMO฀DE฀LA฀
PROPIA฀DISCIPLINA฀DE฀LA฀%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA�
0OR฀LO฀QUE฀RESPECTA฀A฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀LA฀APUESTA฀POR฀UN฀ENFOQUE฀

FUNCIONAL฀ES฀CADA฀VEZ฀MÕS฀PATENTE฀DENTRO฀DE฀LA฀COMUNIDAD฀INTERNACIONAL฀�/RGANISATION฀
FOR฀%CONOMIC฀#OOPERATION฀AND฀$EVELOPMENT฀;/%#$=�฀�����฀#OUNCIL฀OF฀#HIEF฀3TATE฀
3CHOOL฀/FFIERS฀;##33/=�฀����	�฀3E฀ENTIENDE฀POR฀ENFOQUE฀FUNCIONAL฀AQUEL฀DONDE฀EL฀
CONOCIMIENTO฀PERMITE฀MODELIZAR฀SITUACIONES฀REALES฀Y฀ESTÕ฀ORIENTADO฀A฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀
PROBLEMAS฀EN฀DIFERENTES฀CONTEXTOS฀�#ARABALLO�฀2ICO฀Y฀,UPIÕ¶EZ�฀����	�฀%STA฀TENDENCIA฀
TIENE฀SU฀REFLEJO฀EN฀LOS฀RECIENTES฀DOCUMENTOS฀CURRICULARES฀ESPA¶OLES�฀QUE฀ESTABLECEN฀COMO฀
una de las siete competencias clave del sistema educativo español la «competencia 
MATEMÕTICA฀Y฀COMPETENCIAS฀BÕSICAS฀EN฀CIENCIA฀Y฀TECNOLOG¤Aw�฀INTERPRETANDO฀POR฀COMPE

TENCIAS฀AQUELLAS฀QUE฀SE฀CONCEPTUALIZAN฀COMO฀UN฀iSABER฀HACERw฀APLICADO฀A฀LA฀DIVERSIDAD฀
DE฀CONTEXTOS฀ACAD£MICOS�฀SOCIALES฀Y฀PROFESIONALES฀�-INISTERIO฀DE฀%DUCACI�N�฀#ULTURA฀
Y฀$EPORTE฀;-%#$=฀�����	�
%N฀LO฀QUE฀SE฀REFIERE฀A฀LA฀%DUCACI�N฀MATEMÕTICA฀COMO฀DISCIPLINA�฀EL฀ENFOQUE฀FUNCIONAL฀

SE฀MANIFIESTA฀EN฀LAS฀CONTRIBUCIONES฀DEL฀PROFESOR฀2ICO฀EN฀MATERIA฀DE฀DISE¶O฀Y฀DESARROLLO฀
DEL฀CURR¤CULO฀DE฀MATEMÕTICAS฀�2ICO�฀�����฀2ICO฀Y฀,UPIÕ¶EZ�฀����	�฀AS¤฀COMO฀EN฀LA฀DIREC

CI�N฀DE฀TRABAJOS฀DE฀INVESTIGACI�N฀QUE฀DESARROLLAN฀ESTE฀ENFOQUE฀Y฀SIGUEN฀METODOLOG¤AS฀
DIRECTAMENTE฀VINCULADAS฀AL฀TRABAJO฀EN฀EL฀AULA฀�#ASTRO�฀�����฀'�MEZ�฀�����฀,UPIÕ¶EZ�฀
�����฀2OMERO�฀����	�฀!MBAS฀L¤NEAS฀DE฀INTER£S฀TIENEN฀SU฀REPERCUSI�N฀EN฀EL฀TRABAJO฀QUE฀
AQU¤฀PRESENTAMOS�
%N฀RELACI�N฀A฀LOS฀PROCESOS฀DE฀MODELIZACI�N฀DE฀SITUACIONES฀EN฀CONTEXTO�฀COBRA฀UNA฀

ESPECIAL฀RELEVANCIA฀LA฀INTEGRACI�N฀DE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀LAS฀CIENCIAS฀Y฀LA฀TECNOLOG¤A฀EN฀
LOS฀SISTEMAS฀EDUCATIVOS฀ACTUALES�฀!S¤�฀LA฀EDUCACI�N฀34%-฀�SIGLAS฀EN฀INGL£S฀DE฀Science, 

Technology, Engineering and Mathematics	�฀QUE฀ABOGA฀POR฀UNA฀ENSE¶ANZA
APRENDIZAJE฀
integrado de todas estas materias, se está implantando en países como Estados Unidos, 

'RAN฀"RETA¶A�฀!LEMANIA�฀LOS฀PA¤SES฀N�RDICOS�฀*AP�N฀O฀#OREA฀DEL฀3UR�฀%STOS฀PA¤SES฀SE฀
CARACTERIZAN�฀ADEMÕS฀DE฀POR฀SU฀POTENCIAL฀ INDUSTRIAL฀Y฀ TECNOL�GICO�฀POR฀PRESTAR฀GRAN฀
ATENCI�N฀A฀SUS฀SISTEMAS฀EDUCATIVOS�฀%N฀EL฀CASO฀DEL฀SISTEMA฀EDUCATIVO฀ESPA¶OL�฀LA฀VINCU

LACI�N฀EN฀UNA฀MISMA฀COMPETENCIA฀CLAVE฀DE฀LA฀iCOMPETENCIA฀MATEMÕTICA฀Y฀COMPETENCIAS฀
BÕSICAS฀EN฀CIENCIA฀Y฀TECNOLOG¤Aw฀APUNTA฀EN฀ESA฀DIRECCI�N�฀%N฀ESTE฀MARCO�฀EL฀APRENDIZAJE฀
SE฀CARACTERIZA฀ADEMÕS฀POR฀LA฀TRANSVERSALIDAD�฀EL฀DINAMISMO฀Y฀EL฀CARÕCTER฀INTEGRAL฀DESDE฀
TODAS฀LAS฀ÕREAS฀DE฀CONOCIMIENTO฀�-%#$�฀����	�
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%STA฀DEMANDA฀DE฀INTEGRACI�N฀EDUCATIVA฀ENTRE฀MATEMÕTICAS฀Y฀CIENCIAS�฀Y฀MÕS฀RECIEN

TEMENTE฀TECNOLOG¤A�฀TIENE฀UNA฀LARGA฀HISTORIA฀QUE฀DATA฀DE฀PRINCIPIOS฀DEL฀SIGLO฀PASADO฀Y฀
EXPERIMENTA฀UN฀AUGE฀DE฀RESPUESTA฀EN฀LO฀QUE฀VA฀DE฀NUESTRO฀SIGLO�฀%LLO฀SE฀REFLEJA฀EN฀LA฀
PROLIFERACI�N฀DE฀DOCUMENTOS฀CON฀PROPUESTAS฀PARA฀LA฀INSTRUCCI�N฀Y�฀EN฀MENOR฀MEDIDA�฀
DE฀LITERATURA฀DE฀INVESTIGACI�N฀CON฀PROPUESTAS฀DE฀MODELOS฀TE�RICOS�฀LOS฀CUALES฀SE฀CENTRAN฀
EN฀SU฀MAYOR¤A฀EN฀EL฀NIVEL฀DE฀SECUNDARIA�฀!฀D¤A฀DE฀HOY�฀LA฀DEMANDA฀ESTÕ฀PUESTA฀EN฀LA฀
INVESTIGACI�N฀EMP¤RICA฀QUE฀EXPLORE฀EL฀ALCANCE฀DE฀DICHOS฀MODELOS฀TE�RICOS฀�"ERLIN฀Y฀,EE�฀
����	�฀$ENTRO฀DE฀ELLOS�฀LOS฀BASADOS฀EN฀EL฀!PRENDIZAJE฀"ASADO฀EN฀LA฀)NDAGACI�N฀O฀)",฀
�SIGLAS฀EN฀INGL£S฀DE฀Inquiry Based Learning	฀Y฀EN฀LOS฀PROCESOS฀DE฀MODELIZACI�N฀SON฀
APROPIADOS฀PARA฀ABORDAR฀LA฀INTERDISCIPLINARIDAD฀ENTRE฀CIENCIAS฀Y฀MATEMÕTICAS฀Y฀SE฀HAN฀
VENIDO฀UTILIZANDO฀EN฀DIVERSAS฀EXPERIENCIAS฀�2OTH�฀����	�
%L฀TRABAJO฀INTERDISCIPLINAR฀SUPONE฀UN฀PASO฀MÕS฀ALLÕ฀DE฀SITUAR฀LAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀

UN฀CONTEXTO�฀EN฀ESTE฀CASO฀CIENT¤FICO�฀PARA฀TRATAR฀DE฀EXPLORAR฀LA฀INTRODUCCI�N฀EN฀LAS฀AULAS฀
DE฀TAREAS฀INTERDISCIPLINARES�฀QUE฀A¢NEN฀CONTENIDOS฀Y฀PROCEDIMIENTOS฀DE฀MATEMÕTICAS฀Y฀
ciencias, así como el uso de tecnología, para desarrollar la competencia matemática, 
CIENT¤FICA฀Y฀TECNOL�GICA฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES�฀APROVECHANDO฀LAS฀VENTAJAS฀QUE฀LA฀SINERGIA฀
entre disciplinas puede suponer a tal efecto. 
%N฀ESTE฀CAP¤TULO฀NOS฀PROPONEMOS฀EXPLORAR฀LA฀APLICACI�N฀DEL฀)",฀Y฀DE฀LOS฀PROCESOS฀

DE฀MODELIZACI�N฀AL฀DISE¶O฀DE฀UNA฀TAREA฀INTERDISCIPLINAR฀ENTRE฀MATEMÕTICAS฀Y฀CIENCIAS�฀
QUE฀UTILIZA฀TECNOLOG¤A฀�CALCULADORES฀CON฀SENSORES	฀PARA฀RESOLVER฀UNA฀CUESTI�N฀SOBRE฀
EFICIENCIA฀ENERG£TICA฀EN฀UN฀EDIFICIO�฀%L฀DISE¶O฀SE฀ENMARCA฀DENTRO฀DE฀UN฀EXPERIMENTO฀DE฀
ENSE¶ANZA฀�-OLINA�฀#ASTRO�฀-OLINA฀Y฀#ASTRO�฀����	฀QUE฀SE฀LLEVA฀A฀CABO฀EN฀UN฀INSTITUTO฀
P¢BLICO฀QUE฀HA฀ADOPTADO฀EL฀M£TODO฀DE฀!PRENDIZAJE฀"ASADO฀EN฀0ROYECTOS฀�"ENJUMEDA�฀
2OMERO฀Y฀,�PEZ�฀����	�฀$ISCUTIMOS฀EL฀POTENCIAL฀DE฀LA฀METODOLOG¤A฀DE฀!PRENDIZAJE฀
"ASADO฀EN฀LA฀)NDAGACI�N฀PARA฀PROPORCIONAR฀A฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀PRIMEROS฀NIVELES฀DE฀
SECUNDARIA฀OPORTUNIDADES฀DE฀DESCRIBIR�฀EXPLICAR฀Y฀PREDECIR฀FEN�MENOS฀RELACIONADOS฀CON฀
el aprovechamiento energético en un edificio.

Marco

%L฀MARCO฀DE฀MATEMÕTICAS฀DE฀0)3!฀����฀�/%#$�฀����	฀DEFINE฀LA฀ALFABETIZACI�N฀O฀
competencia matemática como: 

La capacidad de un individuo para formular, emplear e interpretar las matemáticas 
EN฀UNA฀VARIEDAD฀DE฀CONTEXTOS�฀)NCLUYE฀EL฀RAZONAR฀MATEMÕTICAMENTE฀Y฀EL฀USAR฀CONCEPTOS�฀
PROCEDIMIENTOS�฀HECHOS฀Y฀HERRAMIENTAS฀MATEMÕTICAS฀PARA฀DESCRIBIR�฀EXPLICAR�฀Y฀PREDECIR฀
FEN�MENOS�฀!YUDA฀A฀LOS฀INDIVIDUOS฀A฀RECONOCER฀EL฀PAPEL฀QUE฀JUEGAN฀LAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀EL฀
MUNDO฀Y฀A฀REALIZAR฀LOS฀JUICIOS฀BIEN฀FUNDADOS฀Y฀LAS฀DECISIONES฀QUE฀NECESITAN฀LOS฀CIUDADANOS฀
REFLEXIVOS�฀CONSTRUCTIVOS฀Y฀COMPROMETIDOS฀�/%#$�฀�����฀P�฀�	�

%N฀ESTA฀DEFINICI�N�฀EL฀LENGUAJE฀SE฀CENTRA฀EN฀LA฀PARTICIPACI�N฀ACTIVA฀DEL฀INDIVIDUO฀Y฀
PRETENDE฀ENGLOBAR฀EL฀RAZONAMIENTO฀MATEMÕTICO฀Y฀LA฀UTILIZACI�N฀DE฀CONCEPTOS�฀PROCEDI

MIENTOS�฀DATOS฀Y฀HERRAMIENTAS฀MATEMÕTICAS฀PARA฀DESCRIBIR�฀EXPLICAR฀Y฀PREDECIR฀FEN�MENOS�฀
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%L฀MARCO฀DESTACA฀LOS฀VERBOS฀iFORMULARw�฀iEMPLEARw฀E฀iINTERPRETARw�฀QUE฀SE฀REFIEREN฀A฀
LOS฀TRES฀PROCESOS฀EN฀LOS฀QUE฀VAN฀A฀PARTICIPAR฀LOS฀ALUMNOS฀COMO฀INDIVIDUOS฀QUE฀RESUELVEN฀
PROBLEMAS฀DE฀FORMA฀ACTIVA�฀&ORMULAR฀INCLUYE฀LA฀CAPACIDAD฀PARA฀TOMAR฀UNA฀SITUACI�N฀TAL฀Y฀
COMO฀SE฀PRESENTA฀Y฀TRANSFORMARLA฀EN฀ALGO฀SUSCEPTIBLE฀DE฀SER฀TRATADO฀DE฀FORMA฀MATEMÕTICA�฀
PROPORCIONANDO฀ESTRUCTURAS฀Y฀REPRESENTACIONES฀MATEMÕTICAS�฀IDENTIFICANDO฀VARIABLES฀Y฀
FORMULANDO฀SUPUESTOS฀SIMPLIFICADORES�฀%MPLEAR฀INCLUYE฀LA฀REALIZACI�N฀DE฀CÕLCULOS�฀LA฀
MANIPULACI�N฀DE฀EXPRESIONES฀ALGEBRAICAS฀Y฀ECUACIONES฀U฀OTROS฀MODELOS฀MATEMÕTICOS�฀EL฀
ANÕLISIS฀MATEMÕTICO฀DE฀INFORMACI�N฀PROCEDENTE฀DE฀DIAGRAMAS฀Y฀GRÕFICOS฀MATEMÕTICOS�฀
EL฀DESARROLLO฀DE฀DESCRIPCIONES฀Y฀EXPLICACIONES฀MATEMÕTICAS฀Y฀LA฀UTILIZACI�N฀DE฀HERRA

MIENTAS฀MATEMÕTICAS฀PARA฀RESOLVER฀PROBLEMAS�฀)NTERPRETAR฀INCLUYE฀LA฀VALORACI�N฀DE฀LAS฀
SOLUCIONES฀O฀RAZONAMIENTOS฀MATEMÕTICOS฀CON฀RELACI�N฀AL฀CONTEXTO฀DEL฀PROBLEMA฀Y฀EL฀
HECHO฀DE฀DETERMINAR฀SI฀LOS฀RESULTADOS฀SON฀RAZONABLES฀Y฀TIENEN฀SENTIDO฀EN฀LA฀SITUACI�N�฀
!SIMISMO�฀EL฀ LENGUAJE฀DE฀LA฀DEFINICI�N฀PRETENDE฀INTEGRAR฀LA฀NOCI�N฀DE฀CONSTRUCCI�N฀
DE฀MODELOS฀MATEMÕTICOS�฀QUE฀HA฀SIDO฀DESDE฀SIEMPRE฀UNA฀PIEDRA฀ANGULAR฀DEL฀MARCO฀DE฀
matemáticas de PISA.

!฀LA฀HORA฀DE฀BUSCAR฀METODOLOG¤AS฀DE฀ENSE¶ANZA
APRENDIZAJE฀EN฀CONSONANCIA฀CON฀
ESTE฀ENFOQUE�฀EL฀!PRENDIZAJE฀"ASADO฀EN฀LA฀)NDAGACI�N฀RESULTA฀PARTICULARMENTE฀APROPIADO�฀
PUESTO฀QUE฀ES฀UN฀PARADIGMA฀PARA฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀CIENCIAS฀Y฀LAS฀MATEMÕTICAS฀CENTRADO฀
EN฀LOS฀ESTUDIANTES�฀EN฀EL฀QUE฀SE฀PRETENDE฀PROPORCIONAR฀A฀ESTOS฀OPORTUNIDADES฀DE฀TRABAJAR฀
COMO฀LO฀HACEN฀LOS฀MATEMÕTICOS฀Y฀LOS฀CIENT¤FICOS�฀DIAGNOSTICANDO฀PROBLEMAS�฀DISE¶ANDO฀Y฀
CRITICANDO฀EXPERIMENTOS�฀PLANIFICANDO฀INVESTIGACIONES�฀EXPLORANDO฀CONJETURAS�฀BUSCANDO฀
INFORMACI�N�฀CONSTRUYENDO฀MODELOS�฀DEBATIENDO฀CON฀LOS฀COMPA¶EROS฀Y฀FORMULANDO฀
ARGUMENTOS฀COHERENTES฀�$ORIER฀Y฀-AASS�฀����	�
%N฀ESTE฀TRABAJO฀INTEGRAMOS฀UN฀ESQUEMA฀DE฀LOS฀PROCESOS฀DE฀INDAGACI�N฀PARA฀EL฀APREN


DIZAJE฀DE฀LAS฀CIENCIAS฀�-ART¤NEZ
#HICO�฀*IM£NEZ฀Y฀,�PEZ
'AY�฀����	฀Y฀UN฀ESQUEMA฀DE฀
MODELIZACI�N฀MATEMÕTICA฀BASADO฀EN฀0)3!฀����฀�/%#$�฀����	�฀7HITE฀�����	฀Y�฀"LUM฀
Y฀,EI฀�����	฀QUE฀NOS฀PERMITIRÕN�฀EN฀EL฀SIGUIENTE฀APARTADO�฀�A	฀DESCRIBIR฀EL฀DESARROLLO฀DE฀
UNA฀TAREA฀ABIERTA฀DENTRO฀DE฀UN฀PROYECTO฀INTERDISCIPLINAR฀SOBRE฀EL฀DISE¶O฀DE฀UN฀INSTITUTO฀
Y฀�B	฀DISCUTIR฀LAS฀VENTAJAS฀QUE฀EL฀TRABAJO฀INTEGRADO฀ENTRE฀LAS฀MATERIAS฀DE฀MATEMÕTICAS฀Y฀
CIENCIAS฀OFRECE฀AL฀ALUMNADO฀PARA฀DESARROLLAR฀LOS฀PROCESOS฀IMPLICADOS฀EN฀LA฀ALFABETIZA

CI�N฀MATEMÕTICA�
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Figura 2. Maqueta de vivienda con sensor de temperatura.

!UNQUE฀DIFERENTES฀EN฀ALGUNOS฀ASPECTOS�฀PUEDE฀OBSERVARSE฀C�MO฀LOS฀CICLOS฀DE฀LA฀
&IGURA฀�฀ESTÕN฀VINCULADOS฀EN฀SUS฀DIVERSAS฀FASES�฀%N฀PRIMER฀LUGAR�฀SE฀PARTE฀DE฀UN฀PROBLEMA฀
RELACIONADO฀CON฀EL฀MUNDO฀NATURAL฀O฀TECNOL�GICO฀QUE฀TENGA฀SENTIDO฀PARA฀EL฀ALUMNADO฀Y฀
TENGA฀RELACI�N฀CON฀SU฀EXPERIENCIA�฀%N฀OCASIONES�฀ES฀NECESARIA฀UNA฀TAREA฀DE฀OBSERVACI�N�฀
DE฀B¢SQUEDA฀DE฀INFORMACI�N�฀DE฀DISCUSI�N�฀ETC�฀PARA฀LLEGAR฀A฀APROPIARSE฀DE฀LA฀CUESTI�N฀
CON฀LA฀QUE฀SE฀ENFRENTAN฀E฀IMPLICARSE฀EN฀SU฀RESOLUCI�N�฀!฀CONTINUACI�N�฀LOS฀ALUMNOS฀HAN฀
DE฀FORMULAR฀EXPLICACIONES฀PERSONALES฀AL฀PROBLEMA฀O฀PREGUNTA฀DE฀PARTIDA�฀JUSTIFICADAS฀
EN฀SU฀EXPERIENCIA฀PREVIA�฀CONOCIMIENTO฀O฀INFORMACI�N฀QUE฀HAYAN฀MANEJADO�฀$ICHAS฀
EXPLICACIONES฀PUEDEN฀SER฀HIP�TESIS฀QUE฀EXPRESAN฀UNA฀RELACI�N฀ENTRE฀VARIABLES�฀O฀BIEN฀
MODELOS฀QUE฀EXPRESAN฀UNA฀REPRESENTACI�N฀Y฀SIMPLIFICACI�N฀DE฀LA฀REALIDAD�฀,A฀SIGUIENTE฀
FASE฀CONSISTE฀EN฀BUSCAR฀PRUEBAS฀QUE฀PERMITAN฀CONFIRMAR฀O฀REFUTAR฀LAS฀EXPLICACIONES฀Y฀QUE฀
GENERALMENTE฀PROCEDEN฀DE฀DATOS฀OBTENIDOS฀A฀TRAV£S฀DE฀DISE¶OS฀EXPERIMENTALES฀PROPIOS�฀%N฀
ESTA฀FASE�฀EL฀ALUMNADO฀DEBE฀REFINAR฀LAS฀PREGUNTAS฀O฀LAS฀HIP�TESIS฀HASTA฀CONCRETAR�฀SEPARAR฀
Y฀SIMPLIFICAR฀LOS฀ASPECTOS฀NECESARIOS฀PARA฀RESOLVER฀LA฀TAREA�฀DISTINGUIENDO฀CUÕLES฀DE฀ELLOS฀
SON฀SUSCEPTIBLES฀DE฀SER฀TRATADOS฀COMO฀UN฀MODELO฀MATEMÕTICO�฀5NA฀VEZ฀CONFECCIONADO฀
EL฀EXPERIMENTO�฀SE฀HACE฀USO฀DE฀DIVERSAS฀HERRAMIENTAS฀MATEMÕTICAS฀PARA฀TRATAR฀DE฀OBTENER฀
UNOS฀RESULTADOS฀AL฀PROBLEMA฀DE฀PARTIDA�฀$ICHA฀RESOLUCI�N฀LLEVA฀IMPL¤CITO฀EL฀REPLANTEA

MIENTO฀DEL฀MODELO฀INICIAL฀Y฀SUS฀POSIBILIDADES฀DE฀RESPONDER฀A฀LA฀SITUACI�N฀PLANTEADA�฀
)GUALMENTE�฀EL฀HECHO฀DE฀COMPROBAR฀LA฀VALIDEZ฀DE฀LA฀SOLUCI�N฀Y฀EVALUAR฀LAS฀CONCLUSIONES฀
A฀LA฀LUZ฀DE฀LAS฀EXPLICACIONES฀CIENT¤FICAS฀PUEDE฀VOLVER฀A฀REPLANTEAR฀LA฀VALIDEZ฀DEL฀MODELO฀
Y฀PERMITIR�฀POR฀¢LTIMO�฀SU฀INTERPRETACI�N฀EN฀EL฀CONTEXTO฀DEL฀PROBLEMA�฀PROPICIANDO฀LA฀
COMUNICACI�N฀DE฀CONCLUSIONES฀Y฀ARGUMENTOS฀QUE฀DEN฀RESPUESTA฀A฀LA฀SITUACI�N฀DE฀PARTIDA�

#ICLO฀DE฀MODELIZACI�N฀MATEMÕTICA#ICLO฀DE฀INDAGACI�N฀CIENT¤lCA
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Diseño de la experiencia

%L฀DISE¶O฀DE฀TAREA฀INTERDISCIPLINAR฀QUE฀PLANTEAMOS฀SE฀ENCUADRA฀DENTRO฀DEL฀PROYECTO฀
i)NSTITUTO฀%COEFICIENTEw�฀QUE฀FORMA฀PARTE฀DE฀LOS฀PROYECTOS฀INTERDISCIPLINARES฀SOBRE฀LOS฀
QUE฀SE฀SUSTENTA฀EL฀CURR¤CULO฀DE฀SIETE฀ASIGNATURAS฀DE฀LOS฀DOS฀PRIMEROS฀CURSOS฀DE฀%3/฀EN฀
UN฀INSTITUTO฀P¢BLICO฀DE฀!LMER¤A�฀ENTRE฀ELLAS฀-ATEMÕTICAS�฀#IENCIAS฀Y฀4ECNOLOG¤A�฀$ICHO฀
PROYECTO฀CULMINA฀CON฀EL฀DISE¶O฀Y฀LA฀CONSTRUCCI�N�฀POR฀PARTE฀DEL฀ALUMNADO�฀DE฀LA฀MAQUETA฀
DE฀UN฀)NSTITUTO฀DE฀CREACI�N฀PROPIA�฀AS¤฀COMO฀UN฀MODELO฀DE฀LAS฀DEPENDENCIAS฀PRINCIPALES฀
DEL฀MISMO�฀ACOMPA¶ADO฀DE฀UN฀PLANO฀A฀ESCALA฀Y฀UN฀DOSSIER฀EXPLICATIVO฀CON฀SUS฀PRINCIPALES฀
CARACTER¤STICAS�฀'LOBALMENTE�฀SE฀PRETENDE฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀DESARROLLEN฀CONOCIMIENTOS฀
SOBRE฀EFICIENCIA฀ENERG£TICA฀Y฀ENERG¤AS฀RENOVABLES�฀$ESDE฀LA฀ASIGNATURA฀DE฀-ATEMÕTICAS�฀
EL฀PROYECTO฀SE฀ABORDA฀MEDIANTE฀UN฀ANDAMIAJE฀CONSISTENTE฀EN฀CINCO฀TAREAS฀AMPLIAS฀QUE฀
TRABAJAN�฀�A	฀EL฀DISE¶O฀DE฀LA฀iPIELw฀DEL฀INSTITUTO�฀PONIENDO฀EN฀JUEGO฀ANÕLISIS฀E฀INTERPRE

TACI�N฀DE฀GRÕFICAS฀Y฀UTILIZACI�N฀DE฀HOJAS฀DE฀CÕLCULO�฀�B	฀LA฀ORIENTACI�N฀MÕS฀CONVENIENTE�฀
UTILIZANDO฀LOS฀MISMOS฀RECURSOS�฀JUNTO฀A฀CONTENIDOS฀DE฀ÕNGULOS฀Y฀SISTEMA฀SEXAGESIMAL�฀
�C	฀DISE¶O฀DE฀MODELOS฀DE฀LAS฀DEPENDENCIAS฀PRINCIPALES฀DEL฀INSTITUTO�฀HACIENDO฀USO฀DE฀
CONTENIDOS฀DE฀GEOMETR¤A฀PLANA�฀ÕREAS฀Y฀VOL¢MENES฀DE฀CUERPOS�฀�E	฀ELABORACI�N฀DE฀PLANOS฀
DE฀LAS฀DEPENDENCIAS�฀UTILIZANDO฀ESCALAS�฀Y฀�D	฀CONSTRUCCI�N฀DE฀LA฀MAQUETA฀DEL฀INSTITUTO�฀
TRABAJANDO฀DE฀FORMA฀INTERDISCIPLINAR฀CON฀LA฀ASIGNATURA฀DE฀4ECNOLOG¤A�฀
%L฀PROYECTO฀SE฀ABORDA฀EN฀CLASES฀DIVIDIDAS฀EN฀EQUIPOS฀DE฀�฀ALUMNOS฀DURANTE฀UN฀

PERIODO฀DE฀APROXIMADAMENTE฀�฀MESES�฀,AS฀DOS฀PRIMERAS฀TAREAS฀SON฀IGUALES฀PARA฀TODOS฀LOS฀
GRUPOS฀Y฀SE฀TRABAJAN฀DE฀FORMA฀INTERDISCIPLINAR฀CON฀LA฀ASIGNATURA฀DE฀#IENCIAS�฀!฀PARTIR฀DE฀
LA฀TERCERA�฀SE฀DISTRIBUYE฀ENTRE฀LOS฀DISTINTOS฀GRUPOS฀EL฀DISE¶O฀DE฀LAS฀DIFERENTES฀DEPENDENCIAS฀
DE฀FORMA฀COORDINADA฀CON฀EL฀PROYECTO฀GLOBAL�฀#ADA฀UNA฀DE฀ESTAS฀TAREAS฀REQUIERE฀DE฀UN฀
ANDAMIAJE฀ESPEC¤FICO�฀%N฀LO฀QUE฀SIGUE�฀NOS฀CENTRAREMOS฀EN฀LA฀PRIMERA฀DE฀ELLAS฀PARA฀ILUSTRAR฀
C�MO฀SE฀TRADUCE฀ESTE฀ANDAMIAJE�฀EN฀QU£฀CONSISTE฀LA฀INTERDISCIPLINARIDAD฀CON฀LA฀MATERIA฀
DE฀#IENCIAS฀Y฀QU£฀VENTAJAS฀PUEDE฀SUPONER฀DICHA฀INTERDISCIPLINARIDAD฀PARA฀EL฀ALUMNADO�

Tarea interdisciplinar

,A฀TAREA฀i6ENTANAS฀Y฀MUROSw฀PLANTEA฀EL฀INTERROGANTE฀DE฀C�MO฀DEBE฀SER฀LA฀iPIELw฀
EXTERIOR฀DEL฀INSTITUTO฀�VENTANAS฀Y฀MUROS	฀PARA฀APROVECHAR฀EFICIENTEMENTE฀LA฀ENERG¤A฀SOLAR�฀
,AS฀IDEAS฀CIENT¤FICAS฀DE฀iEFECTO฀INVERNADEROw฀Y฀iCONDUCCI�N฀DEL฀CALORw�฀AS¤฀COMO฀LA฀
CONSTRUCCI�N฀E฀INTERPRETACI�N฀DE฀GRÕFICAS฀EN฀MATEMÕTICAS�฀PERMITIRÕN฀A฀LOS฀ESTUDIANTES฀
ABORDAR฀EL฀PROBLEMA฀PROPUESTO�
0ARA฀ESTA฀TAREA�฀PRESENTAMOS฀EL฀DISE¶O฀DE฀UNA฀SECUENCIA฀DE฀INDAGACI�N฀QUE฀SE฀TRA


BAJARÕ฀DE฀FORMA฀INTEGRADA฀DESDE฀LAS฀ASIGNATURAS฀DE฀#IENCIAS฀Y฀-ATEMÕTICAS฀�4ABLA฀�	�฀
!LGUNAS฀CUESTIONES
ACTIVIDADES฀SERÕN฀TRATADAS฀EXCLUSIVAMENTE฀EN฀LA฀ASIGNATURA฀DE฀#IEN

CIAS�฀OTRAS฀EN฀LA฀ASIGNATURA฀DE฀-ATEMÕTICAS฀Y฀EL฀RESTO฀SE฀ABORDARÕN฀EN฀AMBAS฀ASIGNATURAS฀
DE฀FORMA฀COMPLEMENTARIA�฀!฀LA฀IZQUIERDA฀DE฀LA฀SECUENCIA�฀PUEDE฀VERSE฀LA฀CORRESPONDENCIA฀
DE฀SUS฀DISTINTAS฀ETAPAS฀CON฀EL฀CICLO฀DE฀INDAGACI�N฀CIENT¤FICA฀Y฀A฀LA฀DERECHA฀SU฀CORRESPON

DENCIA฀CON฀EL฀CICLO฀DE฀MODELIZACI�N฀Y฀PROCESOS฀MATEMÕTICOS฀PRESENTADOS฀EN฀LA฀&IGURA฀
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��฀!DEMÕS�฀PARA฀LAS฀CUESTIONES฀O฀ACTIVIDADES฀QUE฀SE฀ABORDAN฀DESDE฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀SE฀
INDICAN฀AQUELLAS฀CAPACIDADES฀�/%#$�฀����	฀QUE฀PUEDEN฀DESARROLLARSE฀MEDIANTE฀ELLAS�
0ARA฀REALIZAR฀LA฀EXPERIMENTACI�N฀PROPUESTA฀EN฀LA฀ETAPA฀�฀�4ABLA฀�	�฀LOS฀ESTUDIANTES฀

UTILIZAN฀UNA฀MAQUETA฀DE฀VIVIENDA฀EN฀LA฀QUE฀UNA฀DE฀LAS฀PAREDES฀ES฀INTERCAMBIABLE�฀PUDI£N

DOSE฀PONER฀EN฀ELLA฀UNA฀VENTANA฀GRANDE�฀UNA฀VENTARA฀PEQUE¶A฀O฀NINGUNA฀VENTANA�฀%N฀UNA฀
PRIMERA฀INSTANCIA�฀ORIENTARÕN฀LA฀VIVIENDA฀AL฀SOL฀HASTA฀QUE฀SE฀ESTABILICE฀LA฀TEMPERATURA฀Y฀
LUEGO฀LA฀SITUARÕN฀EN฀LA฀SOMBRA฀PARA฀VER฀C�MO฀£STA฀DESCIENDE�฀%STE฀PROCESO฀SE฀REALIZARÕ฀
para cada tipo de pared. A través de un sensor de temperatura conectado a un ordenador 
PORTÕTIL�฀SE฀RECOGEN฀LOS฀DATOS฀QUE฀POSTERIORMENTE฀SON฀TRATADOS฀EN฀UNA฀HOJA฀DE฀CÕLCULO฀
PARA฀GENERAR฀DISTINTAS฀GRÕFICAS฀�&IGURA฀�	�

Figura 2. Maqueta de vivienda con sensor de temperatura.
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4ABLA฀��฀Diseño de la secuencia de indagación, correspondencia  

con la indagación científica y los procesos de modelización matemática

0ROBLEMA฀O฀CUESTI�N฀CIENT¤lCA�
z#�MO฀DEBE฀SER฀LA฀�PIEL�฀EXTERIOR฀�VENTANAS฀Y฀MUROS	฀DE฀NUESTRO฀)NSTITUTO฀PARA฀APROVECHAR฀ElCIENTEMENTE฀LA฀%NERG¤A฀3OLAR฀

�LUZ฀Y฀CALOR	�

)NDAGACI�N฀
en ciencias

3ECUENCIA฀DE฀)NDAGACI�N
�%TAPAS	

Capacidades Matemáticas 0ROCESOS฀DE฀!LFABETIZA

CI�N฀MATEMÕTICAC M R A RP O H

Formular 
Y฀JUSTIlCAR฀
HIP�TESIS�฀
EXPLICA

ciones o 
modelos

��฀$ISCUTIR฀SOBRE฀LOS฀ASPECTOS฀A฀TENER฀EN฀CUENTA฀EN฀LA฀CONSTRUCCI�N฀EXTERIOR฀DEL฀EDIlCIO฀
PARA฀APROVECHAR฀AL฀MÕXIMO฀LA฀%NERG¤A฀3OLAR�฀CAPTANDO฀EL฀MÕXIMO฀DE฀ENERG¤A฀EN฀£POCA฀
DE฀FR¤O฀E฀IMPIDIENDO฀QUE฀SALGA�฀Y฀AL฀CONTRARIO฀EN฀£POCA฀DE฀CALOR

Paso de 
SITUACI�N฀

real a 
modelo o 
ESQUEMA

Formula-

ción mate

mática de 
las situa


ciones

��฀%LABORAR฀UN฀MODELO฀SENCILLO฀�EN฀UNA฀CAJA฀EN฀FORMA฀DE฀
ORTOEDRO	฀CON฀LA฀DISTRIBUCI�N฀DE฀VENTANAS฀GRANDES�฀PEQUE

¶AS฀Y฀MUROS฀EN฀EL฀EXTERIOR฀DONDE฀SE฀REmEJEN฀LOS฀ASPECTOS฀
ANTERIORES�฀*USTIlCAR฀EL฀DISE¶O

X  X X    

��฀$ISE¶AR฀UN฀EXPERIMENTO฀QUE฀PERMITIRÕ฀VERIlCAR฀O฀REFU

TAR฀LAS฀JUSTIlCACIONES฀

X X X X X X X

"¢SQUEDA฀
DE฀PRUEBAS

��฀)DENTIlCAR฀LAS฀VARIABLES฀QUE฀INTERVENDRÕN฀EN฀EL฀EXPE

rimento

X X X

��฀ %XPONER฀ LAS฀ POSIBLES฀ VARIABLES฀ Y฀ LOS฀ ASPECTOS฀MATE

MÕTICOS฀QUE฀PERMITIR¤AN฀ ANALIZAR฀ LA฀ SITUACI�N฀Y฀OBTENER฀
conclusiones 

X X  X X   
Modelo o 
formula

CI�N฀MATE


mática
��฀ 2EmEXIONAR฀ SOBRE฀ POSIBLES฀ RESULTADOS฀ MEDIANTE฀ LA฀
INTERPRETACI�N฀DE฀SUPUESTOS฀EN฀FORMA฀DE฀GRÕlCAS

X X X X   X

��฀2EALIZAR฀LA฀EXPERIMENTACI�N฀Y฀OBTENER฀DATOS X X X X Empleo de conceptos, 
datos, procedimientos 
Y฀RAZONAMIENTOS฀MATE


máticosAnalizar e 
interpretar 
la infor

MACI�N฀
Y฀DATOS฀

recogidos

��฀!NALIZAR฀MATEMÕTICAMENTE฀ LOS฀DATOS฀OBTENIDOS฀EN฀EL฀
EXPERIMENTO

X X X X  X X

��฀)NTERPRETAR฀LOS฀RESULTADOS฀Y฀EXTRAER฀CONCLUSIONES฀SOBRE฀
LA฀TEMPERATURA฀ALCANZADA฀EN฀EL฀INTERIOR฀DEL฀HABITÕCULO฀Y฀
SU฀POSTERIOR฀CONSERVACI�N

X X

Validar 
soluciones

Interpre-

tación, 
APLICACI�N฀
Y฀VALORA

CI�N฀DE฀LOS฀
resultados 
matemá


ticos

���฀%VALUAR฀LAS฀EXPLICACIONES฀Y฀DISTRIBUCI�N฀INICIAL฀PLAN

TEADA฀POR฀CADA฀EQUIPO฀A฀LA฀LUZ฀DE฀LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS฀
EN฀EL฀EXPERIMENTO

X   X    

Comunicar 
e intercam

BIAR฀IDEAS฀
SOBRE฀LOS฀
resultados 
OBTENIDOS

���฀#OMUNICAR฀Y฀JUSTIlCAR฀LAS฀MODIlCACIONES฀POSIBLES฀EN฀
LOS฀MODELOS฀INICIALES฀DE฀CADA฀EQUIPO

X   X    

���฀%VALUAR฀LAS฀CONCLUSIONES฀A฀LA฀LUZ฀DE฀EXPLICACIONES฀CIENT¤lCAS฀�EFECTO฀INVERNADERO�฀
CONDUCCI�N฀DE฀CALOR	
���฀"USCAR฀ NUEVAS฀ ALTERNATIVAS฀ PARA฀ APROVECHAR฀ AL฀MÕXIMO฀ LA฀ %NERG¤A฀ 3OLAR฀ �PLACAS฀
SOLARES�฀ORIENTACI�N฀DEL฀#ENTRO�฀ETC�	

%XPONER฀
las conclu

siones del 

estudio

Utilizar, 
REVISAR฀Y฀
evaluar el 
modelo o 
EXPLICACIO


nes

���฀ )NCORPORAR฀ AL฀ PRODUCTO฀ lNAL฀ LOS฀ RESULTADOS฀ OBTENI

DOS�฀ JUSTIlCANDO฀ LA฀ DISTRIBUCI�N฀ DE฀ VENTANAS฀ Y฀ MUROS฀
UTILIZANDO฀DIFERENTES฀ARGUMENTOS฀YA฀CONTRASTADOS฀PREVIA

mente

X   X    

���฀#ONSIDERAR฀OTROS฀FACTORES฀COMO฀LA฀LUZ฀NECESARIA฀PARA฀LA฀DISTRIBUCI�N฀Y฀CONSTRUCCI�N฀
de sus dependencias en el interior del Centro
���฀#ONTRASTAR฀LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS฀Y฀SU฀MODELO฀CON฀OTRAS฀CONSTRUCCIONES฀ElCIENTES฀
�!RFRISOL	
���฀%XPONER฀LOS฀RESULTADOS฀DEL฀ESTUDIO฀EN฀UN฀INFORME฀UTI

LIZANDO฀RAZONAMIENTOS฀CIENT¤lCOS฀ARGUMENTADOS฀Y฀EXPLI

cando las herramientas matemáticas utilizadas

X X X X X X X

Notas�฀#�#OMUNICAR�฀-�-ATEMATIZAR�฀2�2EPRESENTAR�฀!�!RGUMENTAR฀Y฀RAZONAR�฀20�$ISE¶O฀DE฀ESTRATEGIAS฀PARA฀RESOLVER฀
PROBLEMAS�฀/�5TILIZAR฀OPERACIONES�฀LENGUAJE฀FORMAL฀Y฀T£CNICO�฀(�5TILIZAR฀HERRAMIENTAS฀MATEMÕTICAS

�4RATADAS฀EN฀LA฀ASIGNATURA฀DE฀#IENCIAS฀EXCLUSIVAMENTE

�4RATADAS฀EN฀LA฀ASIGNATURA฀DE฀-ATEMÕTICAS฀EXCLUSIVAMENTE
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!฀CONTINUACI�N�฀EXAMINAMOS฀MÕS฀DE฀CERCA฀ALGUNAS฀DE฀LAS฀ACTIVIDADES฀QUE฀SE฀REALI

ZARÕN฀EN฀LA฀ASIGNATURA฀DE฀MATEMÕTICAS฀DENTRO฀DE฀LA฀SECUENCIA฀PRINCIPAL฀DE฀INDAGACI�N�฀
Y฀QUE฀CONSTITUYEN฀PEQUE¶OS฀CICLOS฀DE฀INDAGACI�N฀EN฀S¤฀MISMAS�฀!S¤�฀EN฀LAS฀ACTIVIDADES฀
PREVIAS฀A฀LA฀EXPERIMENTACI�N฀�ETAPAS฀��฀�฀Y฀��฀4ABLA฀�	�฀SE฀PRETENDE�฀POR฀UN฀LADO�฀QUE฀EL฀
ALUMNADO฀SE฀SIT¢E฀EN฀EL฀CONTEXTO฀DEL฀EXPERIMENTO�฀IDENTIFICANDO฀LAS฀VARIABLES฀IMPLICADAS฀
Y฀ESTRUCTURANDO฀GRÕFICAS฀�SITUACI�N฀Y฀ESCALA฀DE฀LOS฀EJES�฀CRECIMIENTO�฀DECRECIMIENTO�฀ETC�	฀
QUE฀LE฀PERMITAN฀EXTRAER฀CONCLUSIONES฀ACERCA฀DEL฀PROBLEMA�฀0OR฀OTRO฀LADO�฀SE฀PRETENDE฀
QUE฀ANALICE฀DISTINTOS฀MODELOS฀DE฀GRÕFICAS฀Y฀RAZONE฀SUS฀POSIBILIDADES฀EN฀EL฀CONTEXTO฀DEL฀
EXPERIMENTO�฀JUSTIFICANDO฀LOS฀POSIBLES฀RESULTADOS฀OBTENIDOS฀Y฀SU฀SIGNIFICADO�฀,A฀&IGURA฀
�฀ES฀UN฀EJEMPLO฀DE฀LA฀INDAGACI�N฀SOBRE฀ESTE฀¢LTIMO฀ASPECTO฀EN฀LA฀CLASE฀DE฀MATEMÕTICAS�

Figura 3. Ejemplo de la indagación que se puede llevar a cabo en la clase de matemáticas.
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4RAS฀LA฀REALIZACI�N฀DEL฀EXPERIMENTO�฀SE฀PROPONEN฀DOS฀FASES฀DE฀INDAGACI�N�฀,A฀PRI

MERA฀�ETAPAS฀�฀Y฀��฀4ABLA฀�	�฀DE฀CARÕCTER฀ANAL¤TICO�฀ABORDA฀ASPECTOS฀SOBRE฀LA฀IDONEIDAD฀
DE฀LA฀ESCALA฀EN฀CADA฀EJE�฀LA฀COMPARACI�N฀Y฀TOMA฀DE฀DATOS฀CONCRETOS฀ENTRE฀LAS฀DIFERENTES฀
CURVAS�฀Y฀LAS฀PROPIEDADES฀DE฀LAS฀GRÕFICAS฀�MÕXIMOS
M¤NIMOS�฀CRECIMIENTO
DECRECIMIENTO�฀
INCREMENTO�฀ETC�	�฀,A฀SEGUNDA฀FASE฀DE฀LA฀INDAGACI�N฀�ETAPAS฀��฀Y฀���฀4ABLA฀�	�฀DE฀CARÕCTER฀
INTERPRETATIVO�฀PRETENDE฀PROPICIAR฀QUE฀LOS฀ESTUDIANTES฀EXTRAIGAN฀CONCLUSIONES฀EN฀RELACI�N฀
AL฀PROBLEMA฀PLANTEADO�฀ANALICEN฀LOS฀RESULTADOS฀Y฀JUSTIFIQUEN฀MODIFICACIONES฀DE฀SUS฀HIP�

TESIS฀INICIALES�฀,A฀&IGURA฀�฀ILUSTRA฀PARTE฀DE฀LA฀INDAGACI�N฀QUE฀SE฀PUEDE฀REALIZAR฀A฀PARTIR฀DE฀
LOS฀GRÕFICOS฀OBTENIDOS฀DE฀LA฀EXPERIMENTACI�N�฀EN฀LA฀FASE฀ANAL¤TICA฀Y฀EN฀LA฀INTERPRETATIVA�

Figura 4. Partes del proceso de indagación, ejemplos.
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Conclusión

En el presente capítulo, hemos pretendido mostrar el potencial de una tarea interdis

CIPLINAR฀PARA฀EL฀DESARROLLO฀DE฀LOS฀PROCESOS฀QUE฀CONSTITUYEN฀LA฀COMPETENCIA฀MATEMÕTICA฀
DEL฀ALUMNADO฀DE฀SECUNDARIA�฀0ENSAMOS฀QUE฀LA฀APROPIACI�N฀DEL฀PROBLEMA฀QUE฀SE฀PRETENDE฀
fomentar en los estudiantes, concienciándolos de la relevancia del aprovechamiento 
ENERG£TICO฀Y฀DELIMITANDO฀EN฀QU£฀CONSISTE฀DICHO฀APROVECHAMIENTO฀EN฀LA฀TAREA฀DE฀DISE¶O฀
DEL฀EXTERIOR฀DEL฀EDIFICIO�฀LES฀AYUDARÕ฀A฀formular฀LA฀SITUACI�N฀EN฀T£RMINOS฀MATEMÕTICOS�฀
�A	฀AISLANDO฀VARIABLES฀PARA฀DISE¶AR฀UN฀EXPERIMENTO฀�A	฀DOTÕNDOLAS฀DE฀SIGNIFICADO฀E฀
IDENTIFICANDO฀RELACIONES฀DE฀DEPENDENCIA฀ENTRE฀ELLAS�฀Y฀�C	฀REALIZANDO฀PREVISIONES฀DE฀
COMPORTAMIENTO฀DE฀GRÕFICAS฀ASOCIADAS฀AL฀FEN�MENO฀ESTUDIADO�฀
#REEMOS฀QUE฀LA฀SIGNIFICATIVIDAD฀DEL฀PROBLEMA฀CONSEGUIDA฀EN฀LA฀FASE฀ANTERIOR฀Y฀LA฀

MOTIVACI�N฀POR฀EL฀USO฀DE฀RECURSOS฀TECNOL�GICOS฀FACILITARÕN฀SU฀empleo para el análisis de 
LOS฀DATOS฀OBTENIDOS฀DEL฀EXPERIMENTO�฀%SPERAMOS฀QUE฀LAS฀GRÕFICAS฀RESULTANTES฀PERMITAN฀
COMPRENDER฀EL฀EFECTO฀DE฀USAR฀VENTANAS฀GRANDES�฀PEQUE¶AS฀O฀UN฀MURO฀PARA฀EL฀PROP�SITO฀
DE฀APROVECHAR฀LA฀ENERG¤A฀SOLAR�฀!SIMISMO�฀ESPERAMOS฀QUE฀ESTA฀COMPRENSI�N฀FACILITE฀LA฀
ASIMILACI�N฀DE฀ELEMENTOS฀Y฀PROPIEDADES฀DE฀LAS฀GRÕFICAS�฀QUE฀PUEDAN฀UTILIZAR฀PARA฀JUSTI

ficar dicho efecto.
0OR฀LO฀QUE฀RESPECTA฀AL฀PROCESO฀DE฀interpretación DE฀LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS�฀EL฀TRA


BAJO฀CON฀IDEAS฀Y฀EXPLICACIONES฀CIENT¤FICAS�฀SUSTENTADAS฀SOBRE฀LAS฀GRÕFICAS฀DEL฀EXPERIMENTO�฀
ENRIQUECERÕ฀PREVISIBLEMENTE฀LAS฀EXPLICACIONES฀SOBRE฀EL฀APROVECHAMIENTO฀ENERG£TICO฀DE฀
LOS฀MODELOS฀INICIALES฀PROPUESTOS฀POR฀LOS฀EQUIPOS฀Y฀LAS฀PREDICCIONES฀SOBRE฀LO฀QUE฀OCURRIRÕ฀
después de introducir modificaciones.
&INALMENTE�฀SE¶ALAMOS฀QUE฀EL฀POTENCIAL฀QUE฀HEMOS฀PRETENDIDO฀MOSTRAR฀EN฀EL฀DISE¶O฀

de la tarea necesita ser confrontado con su puesta en práctica. Es entonces cuando 
PODREMOS฀OBSERVAR฀EN฀QU£฀MEDIDA฀Y฀DE฀QU£฀MANERA฀LOS฀ESTUDIANTES฀APROVECHAN฀O฀NO฀
LAS฀OPORTUNIDADES฀QUE฀SE฀LES฀BRINDAN�฀%L฀REALIZAR฀PREVISIONES฀AL฀RESPECTO฀PROPORCIONA฀
UNA฀VISI�N฀QUE฀POSIBILITA฀HACER฀REAJUSTES฀A฀LO฀LARGO฀DE฀LA฀IMPLEMENTACI�N฀ENCAMINADOS฀
a facilitar este aprovechamiento.
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CALENDARIOS

Modularity and Patterns on Numerical Tables. Calendars

Francisco Ruiz y Rafael Ramírez

Universidad de Granada, España

Resumen

%L฀PRESENTE฀ART¤CULO฀RECOGE฀LA฀IMPORTANCIA฀QUE฀TIENEN฀EN฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀LAS฀REGULARIDADES฀
Y฀PATRONES฀NUM£RICOS�฀ESPECIALMENTE฀CUANDO฀£STOS฀SON฀GENERADOS฀EN฀TABLAS฀DE฀N¢MEROS�฀DANDO฀
LUGAR฀A฀PATRONES฀VISUALES�฀%L฀ESTUDIO฀DE฀ESTAS฀REGULARIDADES฀VISUALES฀PUEDE฀ARROJAR฀INFORMACI�N฀
SOBRE฀PROPIEDADES฀NUM£RICAS฀O฀ALGEBRAICAS�฀COMO฀OCURRE฀CUANDO฀SE฀INTRODUCE฀LA฀RELACI�N฀DE฀CON

GRUENCIA฀EN฀TABLAS฀NUM£RICAS฀COMO฀EL฀TRIÕNGULO฀DE฀0ASCAL฀O฀LA฀TABLA฀DE฀LOS฀���฀PRIMEROS฀N¢MEROS฀
NATURALES�฀%STOS฀EJEMPLOS฀MENCIONADOS฀PROPORCIONAN฀MODELOS฀DE฀PATRONES฀QUE฀EXTENDEMOS฀AL฀
CASO฀DE฀LAS฀REGULARIDADES฀VISUALES฀QUE฀SE฀PRODUCEN฀EN฀LOS฀CALENDARIOS฀AL฀SE¶ALAR฀LOS฀D¤AS฀EN฀LOS฀
QUE฀HAY฀LUNA฀LLENA�

Palabras clave: didáctica, matemáticas, patrones numéricos, calendarios, fases lunares

ABSTRACT

The present work describes the importance of regularity and numerical patterns in Mathe-

matics, especially when they are generated inside numerical tables thus giving rise to visual 

patterns. The study of these visual regularities can shed light on their numerical or algebraic 

properties, as happens when the congruence relation is introduced in numerical tables like the 

Pascal triangle or the set of first 100 natural numbers. These examples provide pattern models that 

we extend to the visual regularities observed in calendars highlighting the days with full moon.

Keywords: didactics, mathematics, numerical patterns, calendars, moon phase

Ruiz,฀&�฀Y฀Ramírez�฀2�฀�����	�฀-ODULARIDAD฀Y฀PATRONES฀EN฀TABLAS฀NUM£RICAS�฀#ALENDARIOS�฀%N฀%�฀
#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. 

Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀���
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Introducción

5NA฀DE฀LAS฀ACTIVIDADES฀FUNDAMENTALES฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀ES฀EL฀ESTUDIO฀Y฀CREACI�N฀DE฀
REGULARIDADES฀Y฀PATRONES�฀TANTO฀NUM£RICOS฀COMO฀REFERIDOS฀A฀LA฀FORMA�฀Y฀AFORTUNADAMENTE฀
esta idea está cada vez más presente en las aulas donde se imparte la enseñanza de esta 

CIENCIA�฀!S¤฀POR฀EJEMPLO�฀$EVLIN฀�����	฀Y฀3TEEN฀�����	฀CONCIBEN฀LA฀-ATEMÕTICA฀COMO฀
LA฀CIENCIA฀QUE฀SE฀ENCARGA฀DEL฀ESTUDIO฀DE฀LOS฀PATRONES�฀ADMITIENDO฀QUE฀PUEDEN฀SER฀ESTOS฀
patrones reales o imaginarios, visuales o mentales, estáticos o dinámicos, cualitativos 

o cuantitativos.

%L฀RECONOCIMIENTO฀Y฀ESTUDIO฀DE฀PATRONES฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀ES฀
IMPORTANTE�฀YA฀QUE฀PATRONES฀Y฀REGULARIDADES฀APARECEN฀TANTO฀EN฀EL฀MUNDO฀F¤SICO฀EN฀EL฀QUE฀
VIVIMOS�฀COMO฀EN฀EL฀MUNDO฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS�฀Y฀AS¤฀COMO฀LA฀LABOR฀DEL฀F¤SICO฀ES฀TRATAR฀
DE฀COMPRENDER฀EL฀MUNDO฀NATURAL�฀LA฀DEL฀MATEMÕTICO฀ES฀ESTRUCTURAR฀ESE฀PROCESO฀BUSCANDO฀
LA฀REGLA�฀LA฀NORMA�฀LA฀ESTRUCTURA�฀ES฀DECIR�฀EL฀PATR�N�
#OMO฀SOPORTE฀BÕSICO฀PARA฀GENERAR฀Y฀ESTUDIAR฀PATRONES฀PODEMOS฀CONSIDERAR฀DIVERSAS฀

TABLAS฀DE฀N¢MEROS�฀TALES฀COMO฀LAS฀DE฀SUMAR�฀DE฀RESTAR฀O฀DE฀MULTIPLICAR�฀AS¤฀COMO฀TABLAS฀
DEL฀TIPO฀4RIÕNGULO฀DE฀0ASCAL�฀0ERO฀SIN฀DUDA฀ALGUNA฀LA฀TABLA฀MÕS฀SIMPLE฀ES฀AQUELLA฀EN฀LA฀
QUE฀APARECEN฀LOS฀���฀PRIMEROS฀N¢MEROS฀NATURALES฀DISPUESTOS฀EN฀FILAS฀Y฀COLUMNAS�฀CONO

CIDA฀COMO฀TABLA
����฀5N฀EJEMPLO฀REDUCIDO฀DE฀ELLA฀ES฀EL฀CALENDARIO�฀DONDE฀EL฀N¢MERO฀DE฀
COLUMNAS฀ES฀�฀Y฀EL฀MÕXIMO฀N¢MERO฀A฀TOMAR฀EN฀CUENTA฀ES฀���

Números primos y patrones

5NA฀DE฀LAS฀PARTES฀MÕS฀MISTERIOSAS฀Y฀CURIOSAS฀DE฀LA฀TEOR¤A฀DE฀N¢MEROS฀ES฀LA฀QUE฀HACE฀
REFERENCIA฀A฀LOS฀N¢MEROS฀PRIMOS฀Y฀SUS฀POSIBLES฀REGULARIDADES�฀,A฀CONFIGURACI�N฀EN฀LA฀QUE฀
APARECEN฀ESTOS฀N¢MEROS฀EN฀LA฀RECTA฀NUM£RICA฀NO฀ES฀ALEATORIA฀PERO฀NO฀SE฀PUEDE฀PRECISAR฀
UN฀PATR�N฀DE฀APARICI�N�฀YA฀QUE฀LA฀FORMA฀DE฀OBTENER฀ESTOS฀N¢MEROS฀ES฀CONFECCIONAR฀UNA฀
LISTA฀EN฀LA฀TABLA฀NUM£RICA฀QUE฀RESULTA฀DESPU£S฀DE฀DE฀TACHAR฀LOS฀M¢LTIPLOS฀DE฀��฀��฀ETC��฀
CONOCIDA฀COMO฀#RIBA฀DE฀%RAT�STENES�
0ARA฀FAMILIARIZARSE฀CON฀LOS฀N¢MEROS฀PRIMOS�฀3WALLOW฀�����	฀SUGIERE฀DISPONER฀LOS฀

���฀PRIMEROS฀N¢MEROS฀NATURALES฀EN฀UNA฀TABLA฀DE฀�฀COLUMNAS฀Y฀TACHAR฀LOS฀N¢MEROS฀COM

PUESTOS�฀,OS฀M¢LTIPLOS฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀DEL฀�฀AL฀��฀SE฀DISPONEN฀SIGUIENDO฀CIERTOS฀PATRONES฀
RECTIL¤NEOS�฀BIEN฀EN฀COLUMNAS฀VERTICALES฀O฀EN฀DIAGONALES�฀PUDI£NDOSE฀IDENTIFICAR฀DE฀ESTA฀
FORMA฀LOS฀N¢MEROS฀QUE฀SON฀M¢LTIPLOS฀DE฀DOS฀O฀MÕS฀N¢MEROS�฀Y฀DETECTANDO฀LOS฀N¢MEROS฀
PRIMOS฀QUE฀SON฀LOS฀QUE฀NO฀ESTÕN฀TACHADOS฀�EN฀NEGRITA฀Y฀CON฀FONDO฀GRIS฀EN฀LA฀&IGURA฀�	�฀
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Figura 1. Criba de Erastótenes en tabla de 6 columnas.

Una vez detectadas estas regularidades visuales, las podemos utilizar para la identi

FICACI�N฀Y฀ESTUDIO฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀PRIMOS�฀!S¤฀POR฀EJEMPLO�฀OBSERVAMOS฀QUE฀LOS฀N¢MEROS฀
PRIMOS฀MAYORES฀QUE฀�฀ESTÕN฀EN฀LA฀PRIMERA฀Y฀QUINTA฀COLUMNA�฀LO฀QUE฀NOS฀LLEVA฀A฀AFIRMAR฀
QUE฀SE฀PUEDEN฀EXPRESAR฀COMO฀UN฀M¢LTIPLO฀DE฀�฀MÕS฀�฀O฀MENOS฀��฀$ISTINGUIMOS฀TAMBI£N฀
CUANDO฀DOS฀N¢MEROS฀TIENEN฀FACTORES฀PRIMOS฀COMUNES�฀SI฀AMBOS฀ESTÕN฀CONECTADOS฀POR฀LAS฀
L¤NEAS฀RESPECTIVAS�฀!S¤฀��฀Y฀��฀ESTÕN฀CONECTADOS฀POR฀LA฀L¤NEA฀DEL฀��฀�QUE฀UNE฀LOS฀M¢LTI

PLOS฀DE฀��	�฀MIENTRAS฀QUE฀��฀Y฀���฀ESTÕN฀CONECTADAS฀POR฀DOS฀L¤NEAS�฀LAS฀DEL฀�฀Y฀LA฀DEL฀��
%STOS฀PATRONES฀TAMBI£N฀PROPORCIONAN฀UNA฀FORMA฀SENCILLA฀DE฀OBTENER฀UNA฀DESCOM


POSICI�N฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀COMPUESTOS฀EN฀FACTORES฀PRIMOS�฀SIN฀MÕS฀QUE฀DIVIDIR฀EL฀N¢MERO฀
COMPUESTO฀POR฀EL฀N¢MERO฀PRIMO฀DE฀LA฀L¤NEA฀QUE฀PASA฀POR฀£L�฀Y฀REPETIR฀LA฀OPERACI�N฀CON฀
EL฀COCIENTE฀OBTENIDO�฀
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Figura 2. Números primos en espiral.

3I฀CAMBIAMOS฀LA฀TABLA฀NUM£RICA�฀LOS฀N¢MEROS฀PRIMOS฀CONFORMAN฀PATRONES฀DISTINTOS�฀
!S¤�฀SI฀DISPONEMOS฀LOS฀���฀PRIMEROS฀N¢MEROS฀NATURALES฀EN฀FORMA฀DE฀ESPIRAL�฀COMEN

ZANDO฀EN฀EL฀CENTRO฀CON฀EL฀��฀SE฀OBSERVA฀C�MO฀LOS฀N¢MEROS฀PRIMOS฀SE฀SIT¢AN฀DE฀MANERA฀
ALINEADA฀�&IGURA฀�	�฀
฀!PROVECHANDO฀ESTAS฀CONFIGURACIONES฀EL฀ARTISTA฀ALEMÕN฀2UNE฀-IELDS฀REALIZ�฀EN฀

�����	฀LA฀OBRA฀TITULADA฀i,A฀CRIBA฀DE฀%RAT�STENES฀)))w�฀QUE฀MUESTRA฀LAS฀DISPOSICIONES฀
LINEALES฀�DIAGONALES฀Y฀VERTICALES	฀QUE฀ADOPTAN฀LOS฀N¢MEROS฀PRIMOS฀RESALTADOS฀EN฀TABLAS฀
DE฀���฀��฀Y฀��฀COLUMNAS�฀DE฀ENTRE฀LOS฀PRIMEROS฀���������฀DE฀N¢MEROS฀NATURALES�฀#OMO฀
SE฀OBSERVA฀EN฀LA฀FIGURA฀��฀PARA฀EL฀N¢MERO฀DE฀COLUMNAS฀��฀�PRIMO	฀LA฀ESTRUCTURA฀ES฀DOBLE

MENTE฀DIAGONAL�฀PARA฀EL฀N¢MERO฀��฀�PAR	฀LA฀ESTRUCTURA฀ES฀VERTICAL�฀Y฀PARA฀EL฀N¢MERO฀��฀
�IMPAR฀COMPUESTO	฀LA฀ESTRUCTURA฀ES฀VERTICAL฀Y฀DOBLEMENTE฀DIAGONAL฀�'REVSMÓHL�฀����	�

Figura 3. Patrones de números primos cuando los primeros 1.000.000 de números naturales 

se disponen en 89, 90 y 91 columnas.
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La congruencia, fuente de patrones en tablas numéricas

%L฀CONCEPTO฀MATEMÕTICO฀DE฀CONGRUENCIA฀DE฀N¢MEROS฀ES฀UN฀RECURSO฀¢TIL฀PARA฀DETECTAR฀
E฀IDENTIFICAR฀PATRONES฀NUM£RICOS�฀3I฀AHORA฀NOS฀SITUAMOS฀EN฀UNA฀TABLA฀NUM£RICA฀COMO฀EL฀
4RIÕNGULO฀DE฀0ASCAL฀Y฀NOS฀PLANTEAMOS฀EN฀QU£฀LUGARES฀DE฀LA฀TABLA฀SE฀COLOCAN฀LOS฀N¢MEROS฀
PARES฀Y฀LOS฀IMPARES�฀PODEMOS฀SUSTITUIR฀CADA฀ELEMENTO฀POR฀EL฀RESTO฀AL฀DIVIDIRLO฀POR฀��฀
,OS฀N¢MEROS฀PARES฀DARÕN฀RESTO฀�฀Y฀LOS฀IMPARES฀RESTO฀��฀Y฀DE฀ESTA฀FORMA฀VEMOS฀COMO฀SE฀
FORMAN฀PATRONES฀TRIANGULARES�฀COMO฀MUESTRA฀LA฀TABLA฀DE฀LA฀FIGURA฀�฀REALIZADA฀CON฀UNA฀
HOJA฀DE฀CÕLCULO�฀UTILIZANDO฀LA฀FUNCI�N฀iRESIDUOw�฀
%N฀EL฀CASO฀DE฀CONSIDERAR฀UN฀M�DULO฀MAYOR฀QUE฀��฀SE฀OBTIENEN฀OTRAS฀FAMILIAS฀DE฀

triángulos correspondientes a más clases residuales. 

Figura 4. Patrones triangulares que adoptan las clases residuales  

módulo 2 en el Triángulo de Pascal.

La congruencia en la Tabla-100 y patrones rectilíneos

$IVERSOS฀PATRONES฀RECTIL¤NEOS฀SE฀OBTIENEN฀CUANDO฀EN฀LA฀4ABLA
���฀INTRODUCIMOS฀LA฀
CONGRUENCIA฀Y฀A฀SU฀VEZ฀CAMBIAMOS฀EL฀N¢MERO฀DE฀COLUMNAS฀DE฀LA฀TABLA�฀!S¤฀POR฀EJEMPLO�฀
SI฀EN฀LA฀TABLA฀DE฀DOS฀COLUMNAS฀SUSTITUIMOS฀CADA฀N¢MERO฀POR฀EL฀RESTO฀QUE฀RESULTA฀DE฀DIVI

DIRLO฀POR฀��฀LOS฀N¢MEROS฀DE฀DICHA฀TABLA฀QUEDAN฀CLASIFICADOS฀EN฀DOS฀CLASES฀RESIDUALES�฀LA฀
CLASE฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀PARES฀Y฀LA฀CLASE฀DE฀LOS฀IMPARES฀�&IGURA฀�	�฀,OS฀ELEMENTOS฀DE฀ESTAS฀
CLASES฀ESTÕN฀ALINEADOS�฀SI฀BIEN฀ESTA฀ALINEACI�N฀CAMBIA฀CUANDO฀VAR¤AN฀TANTO฀EL฀M�DULO฀M฀
COMO฀EL฀N¢MERO฀DE฀COLUMNAS฀K฀DE฀LA฀TABLA฀�2UIZ�฀����	�
,A฀FIGURA฀�฀MUESTRA฀TRES฀PATRONES฀RECTIL¤NEOS฀DISTINTOS฀QUE฀SE฀PRODUCEN฀EN฀LA฀4ABLA


���฀DE฀�฀COLUMNAS฀CON฀UNA฀DE฀LAS฀CLASES฀RESIDUALES฀M�DULO฀��
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Figura 5. Clases residuales módulo 2.

%N฀GENERAL�฀CONSIDEREMOS฀LA฀4ABLA
���฀ORGANIZADA฀EN฀k฀COLUMNAS฀Y฀SEA฀m฀EL฀M�DULO฀
RESPECTO฀AL฀CUAL฀VAMOS฀A฀CLASIFICAR฀LOS฀N¢MEROS฀DE฀LA฀TABLA�฀,A฀CLASIFICACI�N฀QUE฀SE฀
OBTIENE฀AL฀CONSIDERAR฀LAS฀CLASES฀RESIDUALES฀M�DULO฀m฀EN฀DICHA฀TABLA฀DE฀k columnas la 
DENOMINAMOS฀TABLA฀(m, k), Y฀EN฀ELLA฀OBTENDREMOS฀M฀CLASES฀RESIDUALES�฀QUE฀NOTAMOS฀1, 
2�฀x�฀M
�, m�฀$OS฀ELEMENTOS฀CUALESQUIERA�฀A฀Y฀B�฀DE฀UNA฀MISMA฀CLASE฀CUMPLEN฀LA฀CON


DICI�N฀DE฀QUE฀SU฀DIFERENCIA฀ES฀SIEMPRE฀UN฀M¢LTIPLO฀DEL฀M�DULO฀M�฀ES฀DECIR฀
3I฀USAMOS฀EL฀MISMO฀COLOR฀PARA฀RESALTAR฀LOS฀N¢MEROS฀QUE฀SON฀CONGRUENTES฀ENTRE฀

S¤�฀M�DULO฀m, visualizamos mediante colores distintos las m฀CLASES฀DE฀EQUIVALENCIA฀
resultantes:

m�฀[ }�฀1�฀[ }�฀2�฀[ }�฀x฀�฀M
�฀�฀[ }

  Figura 6. Patrones rectilíneos distintos formados por una de las clases residuales  

módulo 5 en la Tabla-100 de 8 columnas.
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,A฀&IGURA฀�฀RECOGE฀LAS฀TABLAS฀(m, k), cuando m฀Y฀k฀VAR¤AN฀ENTRE฀�฀Y฀���฀0ARA฀SU฀MEJOR฀
OBSERVACI�N฀SE฀HAN฀DESTACADO฀SOLAMENTE฀LOS฀ELEMENTOS฀DE฀UNA฀SOLA฀CLASE฀DE฀CONGRUENCIA�฀
YA฀QUE฀LAS฀DEMÕS฀CLASES฀SE฀DISPONEN฀DE฀FORMA฀iparalela» a ella. 

Figura 7. Patrones rectilíneos en las tablas (m, k).
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!฀PARTIR฀DE฀ESTA฀TABLA฀DE฀TABLAS฀QUE฀RECOGE฀LOS฀PATRONES฀RECTIL¤NEOS฀QUE฀FORMAN฀LAS฀
CLASES฀RESIDUALES�฀SE฀ESTUDIAN฀LAS฀REGULARIDADES฀QUE฀SE฀VISUALIZAN฀EN฀LAS฀TABLAS฀�M�฀K	�฀
TANTO฀DESDE฀UN฀PUNTO฀DE฀VISTA฀VISUAL
GEOM£TRICO฀COMO฀CON฀UN฀ENFOQUE฀ALGEBRAICO�฀0ARA฀
EXPRESAR฀DICHAS฀PROPIEDADES฀EN฀T£RMINOS฀ALGEBRAICOS�฀AS¤฀COMO฀PARA฀SU฀DEMOSTRACI�N�฀
SE฀UTILIZA฀EL฀CONCEPTO฀DE฀CADENA�฀QUE฀RECOGE฀EL฀SIGNIFICADO฀DE฀OPERADOR฀ADITIVO฀DE฀LOS฀
DIVERSOS฀RECORRIDOS฀QUE฀SE฀PUEDEN฀EFECTUAR฀EN฀LA฀4ABLA
���฀�2UIZ�฀����	�฀$E฀ESTA฀FORMA�฀
INTRODUCIENDO฀LA฀MODULARIDAD฀EN฀LA฀TABLA฀NUM£RICA�฀SE฀OBTIENEN฀UNOS฀PATRONES฀VISUALES฀
QUE฀A฀SU฀VEZ฀SON฀DESCRITOS฀EN฀T£RMINOS฀ALGEBRAICOS฀PARA฀OBTENER฀Y฀DEMOSTRAR฀PROPIEDADES฀
de dichos patrones.

Patrones en los calendarios

#OMO฀HEMOS฀VISTO�฀LOS฀PATRONES฀CONFIGURADOS฀POR฀LOS฀N¢MEROS฀PRIMOS฀HAN฀SIDO฀
OBJETO฀DE฀ALGUNAS฀OBRAS฀DE฀ARTE�฀PERO฀LA฀FENOMENOLOG¤A฀DE฀ESTAS฀CONFIGURACIONES฀TAMBI£N฀
SE฀PRESENTA฀EN฀SITUACIONES฀MÕS฀FAMILIARES�฀0OR฀EJEMPLO�฀EN฀LOS฀CALENDARIOS฀HABITUALES�฀LA฀
DISTRIBUCI�N฀DE฀LOS฀MESES฀EN฀TABLAS฀DE฀SIETE฀COLUMNAS฀FACILITA฀VISUALMENTE฀LA฀LOCALIZACI�N฀
DE฀LOS฀D¤AS฀DE฀LA฀SEMANA�฀/TRA฀INFORMACI�N฀HABITUAL฀EN฀LOS฀CALENDARIOS฀ES฀MOSTRAR฀LA฀
FASE฀LUNAR฀DE฀CADA฀D¤A฀YA฀QUE฀LA฀LUNA฀TRADICIONALMENTE฀HA฀SIDO฀UN฀REFERENTE฀EN฀LA฀MEDI

CI�N฀DEL฀TIEMPO�฀COMO฀POR฀EJEMPLO฀EN฀LA฀DETERMINACI�N฀DE฀LA฀3EMANA฀3ANTA฀Y฀FESTIVOS฀
RELACIONADOS�฀PUESTO฀QUE฀EL฀$OMINGO฀DE฀0ASCUA฀SE฀DETERMINA฀A฀PARTIR฀DE฀LA฀LUNA฀LLENA฀
POSTERIOR฀AL฀EQUINOCCIO฀DE฀PRIMAVERA�
.OS฀PLANTEAMOS฀SI฀ES฀POSIBLE฀LOCALIZAR฀EN฀LOS฀CALENDARIOS฀PATRONES฀EN฀LAS฀POSICIONES฀

DE฀LOS฀D¤AS฀QUE฀HAY฀LUNA฀LLENA�฀5NA฀PRIMERA฀DIFICULTAD฀QUE฀ENCONTRAMOS฀ES฀RELACIONAR฀LAS฀
fases lunares con la «modularidad», como hemos descrito en los apartados anteriores, 
YA฀QUE฀EN฀T£RMINO฀MEDIO�฀EL฀N¢MERO฀DE฀D¤AS฀ENTRE฀DOS฀LUNAS฀LLENAS฀ES฀DE฀������฀D¤AS฀
APROXIMADAMENTE�฀
%STE฀HECHO฀OBLIGA฀A฀QUE฀EL฀M�DULO฀m฀A฀CONSIDERAR฀NO฀ES฀ENTERO�฀POR฀LO฀QUE฀LOS฀

CONCEPTOS฀DE฀M¢LTIPLO฀Y฀CLASES฀RESIDUALES฀ADQUIEREN฀UN฀MATIZ฀CONTINUO฀EN฀EL฀QUE฀HABR¤A฀
QUE฀PROFUNDIZAR�฀PERO฀ESTO฀SE฀ALEJA฀DE฀LAS฀PRETENSIONES฀DE฀ESTE฀TRABAJO�฀0ARA฀SIMPLIFICAR฀
Y฀FACILITAR฀LA฀B¢SQUEDA฀DE฀PATRONES�฀VAMOS฀A฀CONSIDERAR฀EL฀CALENDARIO฀DE฀����฀QUE฀ES฀
EL฀PR�XIMO฀A¶O฀EN฀EL฀QUE฀EL฀�฀DE฀%NERO฀ES฀,UNES฀Y฀ADEMÕS฀TIENE฀CURIOSAS฀PROPIEDADES฀
RELATIVAS฀A฀LAS฀LUNAS฀LLENAS�฀COMO฀EL฀HECHO฀DE฀QUE฀%NERO฀Y฀-ARZO฀TIENEN฀DOS฀LUNAS฀LLENAS฀
Y฀&EBRERO฀NINGUNA�฀Y฀QUE฀HABRÕ฀ADEMÕS฀DOS฀ECLIPSES฀LUNARES�฀UNO฀PARCIAL฀Y฀OTRO฀TOTAL�฀
3USTITUYAMOS฀LOS฀iM¢LTIPLOS฀DE฀LUNAS฀LLENASw฀POR฀LA฀SIGUIENTE฀TABLA฀�4ABLA฀�	฀EN฀LA฀QUE฀
APARECEN฀LAS฀LUNAS฀LLENAS฀DE฀����฀�7ERNER฀Y฀7ERNER�฀����	�
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4ABLA฀��฀Hora y día de la semana de las lunas llenas de 2018

Fecha Día de la semana Hora (central europea)

2 de Enero Martes 03:24:06 

31 de Enero Miércoles 14:26:48 

2 de Marzo Viernes 01:51:24 

31 de Marzo 3ÕBADO 14:36:54 

��฀DE฀!BRIL Lunes 02:58:12

��฀DE฀-AYO Martes 16:19:36

28 de Junio Jueves 06:53:00

27 de Julio Viernes 22:20:24

26 de Agosto Domingo 13:56:12

��฀DE฀3EPTIEMBRE Martes 04:52:30

��฀DE฀/CTUBRE Miércoles 18:45:12

��฀DE฀.OVIEMBRE Viernes 06:39:18

��฀DE฀$ICIEMBRE 3ÕBADO 18:48:36

5BICANDO฀ESTAS฀LUNAS฀LLENAS฀EN฀EL฀CALENDARIO�฀LOCALIZAMOS฀ALGUNOS฀PATRONES฀�&IGURA฀�	�฀

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes Sábado Domingo

E
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1 2 LLENA 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14
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5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25
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26 27 28 1 2 LLENA 3 4

5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25

26 27 28 29 30 31 LLENA 1
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ri
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2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22

23 24 25 26 27 28 29

M
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yo

30 LLENA 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12 13

14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27

28 29 LLENA 30 31 1 2 3
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Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes Sábado Domingo
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10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23

24 25 LLENA 26 27 28 29 30
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1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 LLENA 25 26 27 28

N
o
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re

29 30 31 1 2 3 4

5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 LLENA 24 25

26 27 28 29 30 1 2

D
ic
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b
re

3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 LLENA 23

24 25 26 27 28 29 30

31

Figura 8. Lunas llenas en el calendario de siete columnas.

0ODEMOS฀OBSERVAR฀QUE�฀DE฀MANERA฀DISCRETA�฀LAS฀LUNAS฀LLENAS฀SE฀LOCALIZAN฀CADA฀��฀
O฀��฀D¤AS�฀DEPENDIENDO฀DE฀LA฀HORA�฀%N฀LA฀DISTRIBUCI�N฀DE฀LA฀TABLA฀CON฀SIETE฀COLUMNAS฀SE฀
OBSERVA฀UNA฀ESPECIE฀DE฀REGULARIDAD฀EN฀ESCAL�N�฀MAYORITARIAMENTE฀DESCENDIENDO฀CUATRO฀
CASILLAS฀Y฀DESPLAZANDO฀UNA฀O฀DOS฀HACIA฀LA฀DERECHA�฀%STE฀PATR�N฀SE฀VISUALIZA฀MEJOR฀AL฀
convertir el calendario en un cilindro uniendo los domingos con los lunes siguientes.
0RESENTAMOS฀A฀CONTINUACI�N฀UN฀CALENDARIO฀EN฀EL฀QUE฀SE฀PRIORIZA฀LA฀LOCALIZACI�N฀

DE฀LUNAS฀LLENAS฀FRENTE฀A฀LA฀VISUALIZACI�N฀DE฀LOS฀D¤AS฀DE฀LA฀SEMANA�฀(EMOS฀MARCADO฀LOS฀
DOMINGOS฀PARA฀EJEMPLIFICAR฀LA฀DISTRIBUCI�N฀DE฀CUALQUIER฀D¤A฀DE฀LA฀SEMANA�฀PUDI£NDOSE฀
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ENCONTRAR฀CIERTA฀REGULARIDAD฀DIAGONALMENTE�฀3I฀OBSERVAMOS฀LA฀COLUMNA฀DE฀LUNAS฀LLENAS฀
Y฀SE฀INTERPRETA฀LA฀SINGULARIDAD฀POR฀EL฀N¢MERO฀DE฀D¤AS฀DEL฀MES฀DE฀FEBRERO�฀A฀PARTIR฀DE฀
MARZO฀SE฀OBSERVA฀QUE฀EL฀D¤A฀DEL฀MES฀EN฀EL฀QUE฀HAY฀LUNA฀LLENA฀DESCIENDE฀UNO฀RESPECTO฀
al mes anterior.
/BSERVAMOS฀QUE฀EL฀MES฀DE฀!BRIL฀HAY฀QUE฀DESPLAZARLO฀PORQUE฀LA฀LUNA฀LLENA฀ANTERIOR฀

ES฀EL฀��฀DE฀-ARZO฀Y฀LA฀DEL฀��฀DE฀!BRIL฀ES฀CASI฀EL฀���฀%STE฀iESCAL�Nw฀HACE฀QUE฀EN฀����฀
EL฀$OMINGO฀DE฀0ASCUA฀SEA฀EL฀�฀DE฀!BRIL�฀QUE฀NO฀SE฀CORRESPONDE฀EXACTAMENTE฀CON฀LUNA฀
LLENA฀�&IGURA฀�	�
%STE฀HECHO฀PERMITE฀UNA฀APROXIMACI�N฀AL฀CASO฀CONTINUO฀AL฀QUE฀HAC¤AMOS฀REFERENCIA�฀

Si en la columna correspondiente a las lunas llenas consideramos el intervalo de 24 
HORAS�฀PODEMOS฀SITUAR฀ALINEADAS฀EN฀VERTICAL฀LAS฀HORAS฀EXACTAS฀EN฀LAS฀QUE฀HAY฀LUNA฀LLENA�฀
Esto supone unos desplazamientos «continuos» en las tiras correspondientes a los 
MESES�฀%STA฀RUPTURA฀DE฀LA฀TABLA฀APORTA฀UN฀MAYOR฀EFECTO฀VISUAL฀PARA฀LOCALIZAR฀LOS฀MESES฀
CON฀DOS฀LUNAS฀LLENAS�฀,A฀SEGUNDA฀LUNA฀LLENA฀DE฀UN฀MES฀SE฀LLAMA฀LUNA฀AZUL฀Y฀SON฀ESCASOS฀
LOS฀A¶OS฀EN฀LOS฀QUE฀HAY฀DOS฀LUNAS฀AZULES฀�EL฀ANTERIOR฀FUE฀����฀Y฀EL฀SIGUIENTE฀SERÕ฀����	�
#OMO฀EN฀EL฀CASO฀DE฀LA฀B¢SQUEDA฀DE฀PRIMOS�฀LA฀REDISTRIBUCI�N฀DE฀LOS฀D¤AS฀DE฀LOS฀

calendarios en distintas filas, columnas, tiras o incluso cilindros puede facilitar la 
LOCALIZACI�N฀DE฀PATRONES฀EN฀LOS฀EVENTOS฀QUE฀SE฀DESEE฀ESTUDIAR�฀COMO฀EL฀CASO฀PRESENTADO฀
DE฀LUNAS฀LLENAS฀QUE฀INFLUYEN฀EN฀LA฀DETERMINACI�N฀DE฀FESTIVOS฀O฀EN฀OTRAS฀CURIOSIDADES฀
ASTRON�MICAS฀�ECLIPSES�฀LUNAS฀AZULES�฀ETC�	�
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e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

a 
 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

Figura 9. Domingos en el calendario de meses representados en filas.
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LOS BENEFICIOS DEL FEEDBACK CON EL PROFESOR RICO  

EN UNA INVESTIGACIÓN SOBRE EL LÍMITE 

Professor Rico´s Feedback and its Benefits in a Research on the Limit 

María Teresa Sáncheza, Francisco Javier Clarosb y Moisés Coriatc

aUniversidad de Málaga, España 
BUniversidad Complutense de Madrid, España 

cUniversidad de Granada, España

Resumen

En este documento señalamos la importancia de las aportaciones del Profesor Rico a dos 

TESIS฀DOCTORALES฀CENTRADAS฀EN฀EL฀ESTUDIO฀DE฀L¤MITE�฀UNA฀RELATIVA฀A฀LA฀NOCI�N฀DE฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀
SUCESI�N฀Y฀LA฀OTRA฀A฀LA฀DE฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀FUNCI�N฀EN฀UN฀PUNTO�฀%STAS฀APORTACIONES฀REALIZADAS฀
DURANTE฀EL฀PERIODO฀DE฀ELABORACI�N�฀AS¤฀COMO฀EN฀SU฀FASE฀FINAL�฀PERMITIERON฀DAR฀MÕS฀CLARIDAD฀AL฀
contenido de las mismas, así como solidez a las conclusiones derivadas de las investigaciones 
REALIZADAS�฀$ICHAS฀APORTACIONES฀CONSTITUYEN฀TAMBI£N฀UNA฀METODOLOG¤A฀DE฀TRABAJO฀QUE฀HA฀PERMI

TIDO฀MEJORAR฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀EDUCACI�N฀MATEMÕTICA฀EN฀%SPA¶A฀A฀TRAV£S฀DE฀LA฀PRESENTACI�N฀Y฀
DEBATE฀EN฀P¢BLICO฀DE฀LAS฀INVESTIGACIONES�฀CONSTITUY£NDOSE฀DE฀ESTA฀MANERA฀UN฀CLIMA฀DE฀TRABAJO฀
ADECUADO฀PARA฀EL฀AVANCE฀EN฀ESTA฀DISCIPLINA�฀%N฀ESTE฀AVANCE฀HA฀SIDO฀Y฀SIGUE฀SIENDO฀IMPRESCINDIBLE฀
EL฀TRABAJO฀Y฀DEDICACI�N฀REALIZADO฀POR฀EL฀0ROFESOR฀2ICO�

Palabras clave: L¤MITE�฀FENOMENOLOG¤A�฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀ALUMNOS�฀PROFESORES฀

ABSTRACT

In this article we share the important contributions made by Professor Rico to a couple of 

doctoral thesis in regard to the notion of limit: one related to the finite limit of a sequence and 

the other related to the finite limit of a function at a point. These contributions made both in the 

making and in the final stages of the dissertations allowed to clarify the content and the con-

clusions extracted from the research. These additions also helped towards establishing a work 

methodology that has permitted to improve the research in mathematical education in Spain 

through the public presentation and discussion of the research, building a working environment 

to make progress in this field of study. The work and dedication offered by Professor Rico has 

been, and still is, essential to this area of knowledge and its development.

Keywords: limit, phenomenology, textbooks, students, teachers

Sánchez, M. T., Claros, F. J. Y Coriat�฀-�฀�����	�฀,OS฀BENEFICIOS฀DEL฀FEEDBACK฀CON฀EL฀PROFESOR฀2ICO฀
EN฀UNA฀INVESTIGACI�N฀SOBRE฀EL฀L¤MITE�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀
Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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Introducción

,OS฀FIRMANTES฀DE฀ESTE฀TRABAJO฀CONSTITUIMOS฀PARTE฀DE฀UN฀PEQUE¶O฀EQUIPO฀DE฀INVESTI

GACI�N฀QUE฀EN฀SUS฀OR¤GENES฀ESTUVO฀ORIENTADO฀A฀ELABORAR฀DOS฀TESIS฀DOCTORALES฀RELACIONADAS฀
CON฀LO฀QUE�฀EN฀EL฀A¶O฀�����฀DENOMINÕBAMOS฀APROXIMACI�N฀SIMPLE฀Y฀APROXIMACI�N฀
DOBLE�฀%N฀LA฀ACTUALIDAD฀EL฀EQUIPO฀HA฀AUMENTADO฀CON฀VARIOS฀ESTUDIANTES฀DE฀DOCTORADO฀
QUE฀ESTÕN฀EN฀LA฀FASE฀INICIAL฀DE฀SU฀INVESTIGACI�N�฀,A฀PRINCIPAL฀DIFICULTAD฀QUE฀AFRONTAMOS฀
AL฀COMIENZO฀FUE฀DEBIDA฀AL฀TRABAJO฀DE฀LOS฀DOCTORANDOS�฀COMO฀PROFESORES฀DE฀INSTITUTO�฀QUE฀
LIMITABA฀BASTANTE฀SU฀TIEMPO฀DISPONIBLE฀PARA฀LA฀INVESTIGACI�N�฀%N฀EL฀LARGO฀PERIODO฀QUE฀
MEDI�฀HASTA฀LA฀DEFENSA฀DE฀AMBAS฀TESIS฀DOCTORALES฀�EN฀����฀Y฀�����฀RESPECTIVAMENTE	�฀
APRENDIMOS฀A฀PRESENTAR฀EN฀P¢BLICO฀NUESTROS฀RESULTADOS฀PARCIALES�฀NUESTROS฀M£TODOS�฀
NUESTRAS฀ENCUESTAS฀PILOTO฀Y฀NUESTRAS฀CONCLUSIONES฀AS¤฀COMO฀A฀ESCUCHAR฀CUANTO฀LOS฀COLE

GAS฀DE฀DISTINTOS฀$EPARTAMENTOS฀Y฀'RUPOS฀TUVIERAN฀A฀BIEN฀COMENTAR฀Y฀DECIRNOS�฀$E฀,UIS฀
2ICO฀APRENDIMOS฀QUE฀LAS฀TESIS฀DOCTORALES�฀CASI฀TERMINADAS�฀COMO฀PRODUCTO฀iMEMORIA฀DE฀
INVESTIGACI�Nw�฀ANTES฀DE฀SER฀PRESENTADAS฀EN฀LOS฀$EPARTAMENTOS�฀POD¤AN฀GANAR฀EN฀CALIDAD฀SI฀
SE฀SOMET¤AN฀A฀DISCUSI�N฀DESDE฀DENTRO฀CON฀PERSONAS฀DE฀RECONOCIDO฀PRESTIGIO�฀QUE฀TUVIERAN฀
LA฀AMABILIDAD฀DE฀DEDICARNOS฀UNA฀TARDE฀Y฀EL฀TIEMPO฀SUFICIENTE�฀ANTES฀DE฀ELLO�฀PARA฀LEER฀
UNA฀VERSI�N฀CASI
COMPLETA฀DE฀CADA฀TESIS฀DOCTORAL�฀0ARA฀LA฀PRIMERA฀TESIS฀�#LAROS�฀����	�฀
ADEMÕS฀DEL฀0ROFESOR฀3IERRA�฀LA฀0ROFESORA฀!ZCÕRATE฀Y฀EL฀0ROFESOR฀'ONZÕLEZ฀-AR¤�฀EL฀PROPIO฀
0ROFESOR฀2ICO฀FUE฀UN฀LECTOR฀CR¤TICO฀QUE฀SE฀SENT�฀CON฀EL฀DOCTORANDO฀Y฀CON฀EL฀DIRECTOR฀PARA฀
ESCUCHAR฀UNA฀BREVE฀EXPOSICI�N฀Y฀COMENTAR฀SUS฀OPINIONES฀DE฀BUENA฀FE�฀0ARA฀LA฀SEGUNDA฀
TESIS฀�3ÕNCHEZ�฀����	�฀FUERON฀OTROS฀RECONOCIDOS฀INVESTIGADORES�฀LA฀0ROFESORA฀!ZCÕRATE�฀EL฀
0ROFESOR฀/RTEGA�฀LA฀0ROFESORA฀6ELASCO฀Y฀EL฀0ROFESOR฀'ONZÕLEZ฀-AR¤�฀LOS฀QUE฀SE฀SENTARON฀
CON฀LA฀$OCTORANDA฀Y฀CON฀ALG¢N฀CODIRECTOR฀PARA฀INTEGRAR฀ENFOQUES฀O฀DESAJUSTES฀SEVEROS฀
QUE฀PUDIERAN฀SURGIR�฀%N฀LA฀DEFENSA฀DE฀ESTA฀SEGUNDA฀TESIS฀DOCTORAL�฀AL฀TRATARSE฀DE฀UN฀ACTO฀
P¢BLICO�฀SE฀AUTORIZ�฀LA฀GRABACI�N�฀POR฀LO฀QUE฀ADEMÕS฀CONTAMOS฀CON฀LAS฀APORTACIONES฀DEL฀
PRESIDENTE฀DEL฀TRIBUNAL�฀PRECISAMENTE฀HOMENAJEADO฀EN฀ESTE฀LIBRO�
%N฀ESTE฀CAP¤TULO฀REPRODUCIMOS฀BÕSICAMENTE฀LAS฀TAN฀OPORTUNAS฀OBSERVACIONES฀DE฀

,UIS฀2ICO฀EN฀EL฀PROCESO฀DE฀iCIERREw฀Y฀iDEFENSAw฀DE฀UNA฀TESIS฀DOCTORAL฀Y฀EN฀EL฀PROCESO฀
DE฀iDEFENSAw฀DE฀LA฀OTRA�฀0ENSAMOS฀QUE฀LA฀APORTACI�N฀DE฀IDEAS฀PERSONALES฀CONTRIBUIRÕ฀A฀
PONER฀DE฀MANIFIESTO฀LA฀VISI�N฀PROFUNDA฀Y฀SINT£TICA฀A฀LA฀QUE฀,UIS฀2ICO฀NOS฀HA฀ACOSTUM

BRADO฀DURANTE฀TANTOS฀A¶OS฀DE฀DEDICACI�N฀A฀LA฀INVESTIGACI�N�฀

Lo hemos organizado en dos apartados, el primero de ellos lo comenzamos resu

MIENDO฀LAS฀APORTACIONES฀HECHAS฀POR฀EL฀EQUIPO฀DE฀INVESTIGACI�N�฀EL฀SEGUNDO฀CONTIENE฀LAS฀
OBSERVACIONES฀Y฀PROPUESTAS฀DE฀MEJORA฀REALIZADAS฀POR฀EL฀0ROFESOR฀,UIS฀2ICO฀QUE฀CONTRI

BUYERON฀A฀QUE฀DICHAS฀APORTACIONES฀FUESEN฀MÕS฀RICAS�฀

Producciones del equipo de investigación 

,AS฀APORTACIONES฀QUE฀AQU¤฀PRESENTAMOS฀DE฀MANERA฀MUY฀RESUMIDA฀SURGEN฀DE฀UNA฀
EXTENSA฀INVESTIGACI�N฀QUE฀AFRONTA฀EL฀L¤MITE฀FINITO฀DESDE฀UNA฀PERSPECTIVA฀FENOMENOL�GICA฀
EN฀EL฀SENTIDO฀DE฀&REUDENTHAL฀�����	�
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&REUDENTHAL฀DIFERENCI�฀CUATRO฀TIPOS฀DE฀FENOMENOLOG¤A�฀FENOMENOLOG¤A�฀FENOME

NOLOG¤A฀DIDÕCTICA�฀FENOMENOLOG¤A฀GEN£TICA฀Y฀FENOMENOLOG¤A฀HIST�RICA�฀$EPENDIENDO฀
DE฀CUÕL฀FUERA฀LA฀NATURALEZA฀DEL฀FEN�MENO฀QUE฀TIENE฀EN฀CUENTA฀CON฀RESPECTO฀AL฀CONCEPTO฀
MATEMÕTICO฀DEL฀QUE฀TODAS฀SE฀OCUPAN�฀%N฀EL฀PRIMER฀CASO�฀HABLAMOS฀DE฀FEN�MENOS฀QUE฀
ESTÕN฀ORGANIZADOS฀POR฀LAS฀MATEMÕTICAS฀EN฀EL฀MOMENTO฀ACTUAL฀Y฀EN฀EL฀USO฀ACTUAL�฀%N฀EL฀
SEGUNDO฀CASO�฀HABLAMOS฀DE฀FEN�MENOS฀PRESENTES฀EN฀EL฀MUNDO฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA�฀%N฀EL฀
TERCER฀CASO�฀HABLAMOS฀DE฀FEN�MENOS฀QUE฀TIENEN฀EN฀CUENTA฀EL฀DESARROLLO฀COGNITIVO฀DE฀
LOS฀APRENDICES฀Y�฀EN฀¢LTIMO฀LUGAR�฀HABLAMOS฀DE฀FEN�MENOS฀QUE฀SON฀ORGANIZADOS฀POR฀EL฀
CONCEPTO฀MATEMÕTICO฀Y฀C�MO฀ESTA฀ORGANIZACI�N฀SE฀EXTENDI�฀A฀OTROS฀FEN�MENOS�
%N฀NUESTRA฀INVESTIGACI�N฀HEMOS฀CENTRADO฀LA฀ATENCI�N฀EN฀FEN�MENOS฀ORGANIZADOS฀

POR฀LAS฀MATEMÕTICAS�฀CON฀LA฀CONVICCI�N฀DE฀QUE฀ES฀NECESARIO฀COMPRENDER฀LOS฀FEN�MENOS฀
HALLADOS฀EN฀EL฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀SUCESI�N฀Y฀EN฀EL฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀FUNCI�N฀EN฀UN฀PUNTO฀
ANTES฀DE฀USARLOS฀EN฀LA฀ELABORACI�N฀DE฀UNA฀FENOMENOLOG¤A฀DIDÕCTICA฀DE฀DICHOS฀L¤MITES�฀
!UNQUE฀UNA฀DE฀LAS฀GRANDES฀APORTACIONES฀DEL฀PROFESOR฀2ICO฀ES฀PONER฀DE฀MANIFIESTO฀QUE�฀
PESE฀A฀QUE฀NUESTRA฀INTENCI�N฀PRIMERA฀NO฀HA฀SIDO฀LA฀DETECCI�N฀DE฀FEN�MENOS฀DIDÕCTICOS�฀S¤฀
QUE฀HAN฀SURGIDO฀ALGUNOS฀COMO฀RESULTADO฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀COMO฀VEREMOS฀MÕS฀ADELANTE�
#OMO฀RESULTADO฀FUNDAMENTAL฀DE฀LA฀REVISI�N฀DE฀ANTECEDENTES฀NECESARIA฀PARA฀DESARRO


LLAR฀LA฀INVESTIGACI�N�฀CONSTATAMOS�฀AL฀IGUAL฀QUE฀LO฀INTUYEN฀EN฀SU฀PRÕCTICA฀TANTOS฀PROFESORES฀
QUE฀ENSE¶AN฀EL฀L¤MITE฀EN฀BACHILLERATO฀Y฀EN฀LOS฀PRIMEROS฀CURSOS฀UNIVERSITARIOS�฀LAS฀NUME

ROSAS฀DIFICULTADES฀QUE฀ES฀NECESARIO฀AFRONTAR฀PARA฀CONSEGUIR฀UN฀TRATAMIENTO฀ADECUADO฀DE฀
LA฀NOCI�N฀L¤MITE฀DE฀FINITO฀DE฀UNA฀FUNCI�N฀EN฀UN฀PUNTO฀EN฀LA฀EDUCACI�N฀SECUNDARIA�฀
,A฀MAYOR¤A฀DE฀LAS฀INVESTIGACIONES฀CONSULTADAS฀RECONOCE฀QUE฀EL฀FORMALISMO฀NO฀ES฀LA฀

FORMA฀MÕS฀ADECUADA฀DE฀TRANSMITIR฀EL฀CONCEPTO฀DE฀L¤MITE฀EN฀LA฀EDUCACI�N฀PREUNIVERSITARIA�฀
DONDE฀SE฀HA฀PROBADO฀QUE฀LOS฀ALUMNOS฀UTILIZAN฀OTRAS฀IDEAS฀DE฀L¤MITE฀QUE฀INCLUSO฀PUEDEN฀
ESTAR฀EN฀CONTRADICCI�N฀CON฀UNA฀DEFINICI�N฀FORMAL฀�V£ASE฀2AMAN�฀�����฀����	�฀!DEMÕS�฀
SE฀HA฀CONCLUIDO฀QUE฀UNA฀PARTE฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀NO฀LLEGA฀A฀ENTENDER฀LA฀NOCI�N�฀AUNQUE฀
S¤฀SEA฀CAPAZ฀DE฀RESOLVER฀ALGUNOS฀PROBLEMAS฀ALGOR¤TMICOS฀CON฀L¤MITES฀�V£ASE฀3ÕNCHEZ�฀
����	�฀#ORNU฀�����	�฀ENTRE฀OTROS�฀OBSERVA฀QUE฀SE฀HAN฀ENFATIZADO฀EN฀EXCESO฀LAS฀RUTINAS฀
ALGEBRAICAS฀EN฀DETRIMENTO฀DEL฀PROPIO฀CONCEPTO�฀
5NA฀DE฀LAS฀COSAS฀QUE฀MÕS฀HA฀LLAMADO฀LA฀ATENCI�N฀DEL฀EQUIPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀EN฀LA฀

REVISI�N฀DE฀ANTECEDENTES฀ES฀QUE�฀EN฀LA฀MAYOR¤A฀DE฀LOS฀TRABAJOS฀CONSULTADOS�฀NO฀SE฀HACEN฀
DISTINCIONES฀ENTRE฀LOS฀DIFERENTES฀TIPOS฀DE฀L¤MITE�฀,O฀QUE฀NOS฀HA฀LLEVADO฀A฀REALIZAR฀DOS฀
INVESTIGACIONES฀INDEPENDIENTES฀Y฀COMPLEMENTARIAS�฀LA฀DE฀#LAROS฀�����	�฀SOBRE฀EL฀L¤MITE฀
FINITO฀DE฀UNA฀SUCESI�N�฀Y฀LA฀DE฀3ÕNCHEZ฀�����	฀QUE฀SE฀OCUPA฀DEL฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀
FUNCI�N฀EN฀UN฀PUNTO�฀%N฀LA฀ACTUALIDAD฀YA฀SE฀HA฀INICIADO฀UNA฀TERCERA฀INVESTIGACI�N฀QUE฀
VERSA฀SOBRE฀LAS฀SUCESIONES฀NO฀CONVERGENTES�฀EN฀CONCRETO฀SOBRE฀AQUELLAS฀QUE฀TIENEN฀L¤MITE฀
INFINITO�฀!฀LO฀LARGO฀DE฀TODA฀LA฀INVESTIGACI�N฀SE฀ENCUENTRAN฀ARGUMENTOS฀QUE฀JUSTIFICAN฀EL฀
estudio separado de las estas nociones.
%N฀EL฀EQUIPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀SURGIERON฀PREGUNTAS฀RELATIVAS฀A฀LA฀NOCI�N฀DE฀L¤MITE฀Y฀A฀

QU£฀ASPECTOS฀DE฀£STA฀DIFICULTAN฀O฀FACILITAN฀SU฀ENSE¶ANZA�฀,A฀SITUACI�N฀DE฀DOBLE฀APROXIMA

CI�N฀QUE฀TODOS฀MENCIONABAN฀EN฀EL฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀FUNCI�N฀EN฀UN฀PUNTO�฀Y฀QUE฀EN฀EL฀
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CASO฀DE฀LA฀SUCESI�N฀ESTÕ฀APROXIMACI�N฀NO฀ERA฀DOBLE฀SINO฀SIMPLE�฀CAPT�฀NUESTRA฀ATENCI�N฀
Y฀NOS฀LLEV�฀A฀ESTUDIAR฀LA฀MANERA฀EN฀QUE฀LOS฀INVESTIGADORES฀DEL฀ÕREA฀HAB¤AN฀ABORDADO฀
ESTA฀SITUACI�N�฀$IVERSOS฀AUTORES฀�!RTIGUE�฀$OUADY�฀-ORENO฀Y฀'�MEZ฀�����	�฀6INNER฀
�����	�฀#OTTRILL฀�����	�฀-AMONA
$OWNS฀�����	�฀3IERPINSKA฀�����		฀SE฀REFER¤AN฀A฀LA฀
DOBLE฀APROXIMACI�N฀SIN฀LLEGAR฀A฀ESTABLECER฀UNA฀CARACTERIZACI�N฀SATISFACTORIA฀PARA฀NUESTRO฀
TRABAJO�฀.ECESITÕBAMOS฀APOYARLO฀EN฀UNA฀IDEA฀QUE�฀DANDO฀SENTIDO฀TANTO฀A฀LA฀APROXIMACI�N฀
SIMPLE�฀EN฀EL฀CASO฀DE฀LA฀SUCESI�N�฀Y฀A฀LA฀DOBLE฀APROXIMACI�N�฀EN฀EL฀CASO฀DE฀LA฀FUNCI�N฀
con límite finito, integrara éstas con naturalidad en las propias definiciones. Freudenthal 

�����	฀ES฀LA฀FUENTE฀DE฀ESTA฀IDEA�฀3U฀TRABAJO�฀PRIMORDIAL฀Y฀FUERTEMENTE฀RECONOCIDO�฀NOS฀
PERMITI�฀RECONOCER฀LAS฀APROXIMACIONES฀SIMPLE฀Y฀DOBLE฀COMO฀FEN�MENOS฀ORGANIZADOS�฀
JUNTO฀CON฀OTROS�฀POR฀UNA฀VARIEDAD฀DE฀DEFINICIONES฀DE฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀SUCESI�N฀Y฀
DE฀UNA฀FUNCI�N฀EN฀UN฀PUNTO�฀%STA฀IDEA฀ES฀UNO฀DE฀LOS฀PILARES฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀TE�RICA฀
APORTADA฀POR฀EL฀EQUIPO฀DE฀INVESTIGACI�N�฀
&REUDENTHAL฀�����	฀APORT�฀UNA฀BASE฀PARA฀REFLEXIONAR฀SOBRE฀EL฀PROCESO฀DE฀ENSE¶ANZA


APRENDIZAJE฀AUNQUE฀LO฀HALLEMOS฀EN฀CURR¤CULOS฀DIFERENTES�฀!LGUNOS฀AUTORES�฀COMO฀$REYFUS฀
�����	฀Y฀4ALL฀�����	�฀RECONOCEN฀QUE฀EL฀APRENDIZAJE฀DEL฀L¤MITE�฀DESDE฀ALGUNA฀PERSPECTIVA�฀
REQUIERE฀UNA฀CAPACIDAD฀L�GICA
ABSTRACTA฀Y฀EL฀ESTUDIO฀DE฀ESTA฀CUESTI�N฀PLANTEA฀UNA฀DIS

CUSI�N฀ENTRE฀LO฀QUE฀DIFERENTES฀AUTORES฀DENOMINAN฀PENSAMIENTO฀MATEMÕTICO฀ELEMENTAL฀
�0-%	฀Y฀PENSAMIENTO฀MATEMÕTICO฀AVANZADO฀�0-!	�
#LAROS฀�����	฀DESARROLL�฀ESTA฀PERSPECTIVA฀EN฀EL฀CASO฀DE฀LAS฀SUCESIONES฀CONVERGENTES฀

Y฀MOSTR�฀COMO฀LA฀DEFINICI�N฀CORRESPONDIENTE฀ORGANIZA฀DOS฀FEN�MENOS฀QUE฀DENOMIN�฀
iAPROXIMACI�N฀SIMPLE฀INTUITIVAw฀�A�S�I	฀Y฀iRETROALIMENTACI�Nw฀O฀iIDA฀VUELTA฀EN฀SUCE

SIONESw฀�I�V�S	�฀
3ÕNCHEZ฀�����	฀DESARROLL�฀DICHA฀PERSPECTIVA฀EN฀EL฀CASO฀DE฀LAS฀FUNCIONES฀CON฀L¤MITE฀

FINITO฀EN฀UN฀PUNTO฀Y฀MOSTR�฀C�MO฀LA฀DEFINICI�N฀CORRESPONDIENTE฀ORGANIZA฀DOS฀FEN�MENOS฀
A฀LOS฀QUE฀DENOMIN�฀iAPROXIMACI�N฀DOBLE฀INTUITIVAw฀�!�$�)	฀Y฀iRETROALIMENTACI�Nw฀O฀
iIDA
VUELTA฀EN฀FUNCIONESw฀�)�6�&	�
%N฀AMBOS฀TRABAJOS฀SE฀PUSO฀DE฀MANIFIESTO฀QUE฀LOS฀FEN�MENOS฀DESCRITOS฀SE฀SUELEN฀

PRESENTAR฀EN฀DIFERENTES฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N�฀3IGUIENDO฀A฀*ANVIER฀�����	฀Y฀A฀"LÕZ

QUEZ฀Y฀/RTEGA฀�����	฀SE฀MANEJARON฀CUATRO฀SISTEMAS�฀VERBAL�฀GRÕFICO�฀SIMB�LICO฀Y฀TABULAR�฀
!DEMÕS�฀SE฀OBSERV�฀QUE฀LOS฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀SE฀MANEJAN฀CON฀INTENCI�N฀BIEN฀
EJEMPLIFICADORA฀O฀BIEN฀DEFINIDORA�฀POR฀LO฀QUE฀SE฀CONSIDERARON฀RELEVANTES฀LOS฀LLAMADOS฀
FORMATO฀EJEMPLO฀Y฀FORMATO฀DEFINICI�N�
,A฀CARACTERIZACI�N฀DE฀LOS฀FEN�MENOS฀MENCIONADOS฀PARECE฀INSUFICIENTE฀SI฀NO฀SE฀APOYA฀

EN฀UNA฀VALIDACI�N฀iEXTERNAw�฀LO฀QUE฀NOS฀CONDUJO฀A฀BUSCAR฀EVIDENCIAS฀DE฀SU฀PRESENCIA฀EN฀
EL฀PROCESO฀DE฀ENSE¶ANZA
APRENDIZAJE฀DEL฀L¤MITE�฀0ARA฀ELLO฀SE฀PLANTE�฀SU฀POSIBLE฀OBSER

VACI�N฀EN฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀SECUNDARIA�฀%STA฀CUESTI�N฀MARC�฀EL฀INICIO฀DE฀LA฀B¢SQUEDA฀
DE฀UNA฀MUESTRA฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTOS�฀CUYOS฀RESULTADOS฀ESTÕN฀PENDIENTES฀DE฀PUBLICACI�N�฀
%L฀TRABAJO฀DE฀3IERRA�฀'ONZÕLEZ฀Y฀,�PEZ฀�����	�฀NOS฀PROPORCION�฀HERRAMIENTAS฀TE�RICAS฀
PARA฀ESTRUCTURAR฀UNA฀INFORMACI�N฀QUE฀QUER¤AMOS฀QUE฀ABARCARA฀UNOS฀��฀A¶OS�฀%STOS฀
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AUTORES฀ESTUDIARON฀LA฀EVOLUCI�N฀HIST�RICA฀DEL฀L¤MITE฀FUNCIONAL฀EN฀EL฀INTERVALO฀����
�����฀
CONSIDERARON฀TRES฀PERIODOS฀TEMPORALES฀BASADOS฀EN฀LAS฀LEYES฀EDUCATIVAS฀QUE฀SE฀ESTABAN฀
DESARROLLANDO�฀.UESTRA฀MUESTRA฀FUE฀UN฀POCO฀MÕS฀EXTENSA�฀YA฀QUE฀ABARC�฀DESDE฀����฀HASTA฀
�����฀POR฀LO฀QUE฀ORLAMOS฀ESOS฀iPERIODOS฀EDUCATIVOSw฀CON฀OTROS฀DOS�฀UNO�฀PARA฀ABARCAR฀EL฀
LAPSO฀ANTERIOR฀A฀����฀Y฀OTRO฀PARA฀ABARCAR฀EL฀LAPSO฀POSTERIOR฀A฀�����฀#OMO฀SE฀COMPRUEBA฀
EN฀LA฀INVESTIGACI�N�฀EN฀EL฀CAMPO฀QUE฀ABARCAN฀NUESTROS฀TRABAJOS�฀ LOS฀DATOS฀OBTENIDOS฀
PERMITIERON฀CARACTERIZAR฀TRES฀PERIODOS�฀!DEMÕS�฀COMPARAMOS฀LOS฀PARES฀DE฀FEN�MENOS฀
�APROXIMACI�N฀INTUITIVA฀Y฀RETROALIMENTACI�N	฀ASOCIADOS฀A฀CADA฀NOCI�N฀�LIMITE฀FINITO฀DE฀
UNA฀SUCESI�N฀Y฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀FUNCI�N฀EN฀UN฀PUNTO	฀Y฀DESCRIBIMOS฀SU฀EVOLUCI�N฀EN฀
los periodos educativos considerados. Otra de las aportaciones del profesor Rico nos 
LLEV�฀A฀QUE฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀PESE฀A฀SER฀SOBRE฀UNA฀MUESTRA฀INTENCIONAL฀Y฀NO฀
REPRESENTATIVA�฀S¤฀QUE฀NOS฀PERMITI�฀EXTRAER฀CONCLUSIONES�฀
#ON฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀OBTUVIMOS฀INFORMACI�N฀QUE฀UTILIZAMOS฀PARA฀OTROS฀

DOS฀ESTUDIOS฀EXPERIMENTALES�฀%L฀PRIMERO฀DE฀ELLOS฀SE฀LLEV�฀A฀CABO฀CON฀ALUMNOS฀DE฀BACHI

LLERATO฀#LAROS฀�����	�฀Y฀EL฀SEGUNDO฀3ÕNCHEZ฀�����	฀SE฀BAS�฀EN฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀RELATOS฀
DE฀PROFESORES฀DE฀EDUCACI�N฀SECUNDARIA฀Y฀BACHILLERATO�฀
%N฀#LAROS฀�����	฀DECIDIMOS฀PLANTEAR฀LA฀B¢SQUEDA฀DE฀LOS฀FEN�MENOS฀A�S�I฀E฀I�V�S฀

EN฀PRODUCCIONES฀DE฀ALUMNOS�฀0ARA฀HACERLO�฀HUBIMOS฀DE฀DISE¶AR฀UN฀INSTRUMENTO฀QUE฀
PERMITIERA฀RECOGER฀INFORMACI�N฀SOBRE฀LO฀QUE฀ESCRIBEN฀LOS฀ALUMNOS�฀LA฀MUESTRA฀ELEGIDA�฀
DESDE฀LUEGO�฀NO฀ES฀REPRESENTATIVA�฀PERO฀LOS฀ESTUDIOS฀DE฀FRECUENCIAS฀QUE฀HEMOS฀REALIZADO฀
APORTAN฀ABUNDANTE฀INFORMACI�N฀SOBRE฀ESTE฀T�PICO�
%L฀INSTRUMENTO฀DEFINITIVO฀SE฀COMPUSO฀DE฀UN฀CUESTIONARIO฀CON฀�฀PREGUNTAS฀Y฀DE฀UNA฀

TABLA฀DE฀CATEGOR¤AS�฀PARA฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀LAS฀RESPUESTAS�฀�฀DE฀ESTAS฀CATEGOR¤AS฀CORRESPOND¤AN฀
A฀RESPUESTAS฀POSIBLES฀QUE฀SOMOS฀CAPACES฀DE฀ASOCIAR฀A฀C�DIGOS฀DE฀FEN�MENOS฀A�S�I฀O฀I�V�S�฀
%L฀ESTUDIO฀DE฀LAS฀RESPUESTAS฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀PERMITI�฀DETECTAR฀LOS฀DOS฀FEN�MENOS฀

A�S�I฀E฀I�V�S฀EN฀EL฀PROCESO฀DE฀ENSE¶ANZA
APRENDIZAJE฀DE฀LA฀NOCI�N฀DE฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀
SUCESI�N�
0OR฀OTRA฀PARTE฀EN฀3ÕNCHEZ฀�����	�฀OBTUVIMOS฀Y฀ESTUDIAMOS฀LOS฀RELATOS฀DE฀NUEVE฀

PROFESORES�฀%N฀LA฀MEMORIA฀SE฀EXPONEN฀LAS฀ETAPAS฀QUE฀SE฀SIGUIERON฀DESDE฀LA฀ELABORACI�N฀
DE฀UN฀MODELO฀DE฀ENTREVISTA฀HASTA฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀DATOS฀Y฀OBTENCI�N฀DE฀RESULTADOS�฀Para 
el desarrollo de las entrevistas, se emplearon una serie de fragmentos EXTRA¤DOS฀DEL฀
ANÕLISIS฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO�฀LO฀QUE฀NOS฀SIRVI�฀COMO฀PATR�N฀COM¢N฀PARA฀AYUDAR฀A฀GENERAR฀
RESPUESTAS฀Y฀QUE฀PERMITI�฀REALIZAR฀UN฀POSTERIOR฀ESTUDIO฀DE฀LOS฀RELATOS฀DE฀LOS฀PROFESORES฀DE฀
FORMA฀SISTEMÕTICA�฀3E฀LLEV�฀A฀CABO฀EL฀DISE¶O฀DE฀UN฀MODELO฀PARA฀LA฀REALIZACI�N฀Y฀ANÕLISIS฀
DE฀LAS฀ENTREVISTAS�฀JUSTIFICANDO฀SU฀ADECUACI�N฀A฀LOS฀FINES฀PERSEGUIDOS�฀!DEMÕS฀ANTES฀DE฀
REALIZAR฀LAS฀ENTREVISTAS฀DEFINITIVAS฀LLEVAMOS฀A฀CABO฀ENTREVISTAS฀PILOTO฀Y฀REUNIONES฀CON฀EL฀
EQUIPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀QUE฀DIERON฀COMO฀RESULTADO฀EL฀ESTABLECIMIENTO฀DE฀CATEGOR¤AS฀Y฀
DIMENSIONES�฀UN฀PROTOCOLO฀DE฀ACTUACI�N฀PARA฀LA฀INVESTIGADORA฀Y฀UN฀GUI�N฀PARA฀SU฀ENTREGA฀
A฀LOS฀PROFESORES฀EN฀EL฀MOMENTO฀DE฀LA฀ENTREVISTA�฀0ARTE฀DE฀ESTA฀INFORMACI�N฀ES฀¢TIL฀PARA฀
el análisis de los datos. 
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%L฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀RELATOS฀DE฀LOS฀NUEVES฀PROFESORES฀ENTREVISTADOS�฀PENDIENTE฀DE฀PUBLI

CACI�N�฀SE฀LLEV�฀A฀CABO฀SEG¢N฀SEIS฀IDEAS฀ORGANIZATIVAS�฀LAS฀CUALES฀CONDUCEN฀A฀DEFINIR฀EL฀
iPERFIL฀FENOMENOL�GICOw฀DE฀CADA฀PROFESOR�฀,O฀FORMAN฀DOS฀COMPONENTES�฀UNA฀ORIENTADA฀
A฀LO฀NUM£RICO฀Y฀OTRA฀A฀LO฀VISUAL�฀,A฀COMPONENTE฀NUM£RICA฀SERVIRÕ฀PARA฀DETERMINAR฀DIFE

RENTES฀TIPOS฀DE฀PERFILES฀FENOMENOL�GICOS�

El siguiente apartado lo dedicamos a comentar con detalle las aportaciones concretas 
DEL฀0ROFESOR฀2ICO�฀%L฀HABER฀DEDICADO฀TANTOS฀A¶OS฀A฀LA฀INVESTIGACI�N�฀LE฀PROPORCIONAN฀UNA฀
VISI�N฀SINT£TICA฀Y฀RIGUROSA฀QUE฀LE฀LLEVA฀A฀DETECTAR฀EN฀LAS฀INVESTIGACIONES฀MÕS฀CONTRIBUCIO

NES฀DE฀LAS฀QUE฀SUS฀PROPIOS฀AUTORES฀SON฀CAPACES฀DE฀OBSERVAR�฀9฀ESO฀ES฀LO฀QUE฀QUEREMOS฀
DESTACAR฀EN฀ESTE฀CAP¤TULO฀CON฀EL฀QUE฀SE฀RINDE฀HOMENAJE฀A฀SU฀PERSONA�฀LA฀CAPACIDAD฀DE฀
VER฀MÕS฀ALLÕ�฀DE฀TENER฀ESE฀TALENTO฀QUE฀SOLO฀SE฀CONSIGUE฀CON฀EL฀ESFUERZO฀Y฀LA฀CONSTANCIA�฀
!PROVECHAMOS฀LA฀OCASI�N฀PARA฀AGRADECER฀SU฀DEDICACI�N฀Y฀POR฀SUPUESTO฀SUS฀APORTACIONES�฀

Aportaciones del Profesor Rico

3ON฀MUCHAS฀LAS฀HORAS฀DE฀TRABAJO฀COMPARTIDAS�฀LO฀QUE฀PONE฀DE฀MANIFIESTO฀EL฀PROFUNDO฀
CONOCIMIENTO฀QUE฀EL฀0ROFESOR฀2ICO฀TIENE฀DE฀NUESTRA฀INVESTIGACI�N�฀TANTO฀EN฀SU฀VISI�N฀DE฀
CONJUNTO�฀COMO฀DE฀LA฀DOS฀TESIS฀DOCTORALES�฀QUE฀HASTA฀LA฀PRESENTE฀ESTÕN฀PUBLICADAS�฀%STO฀LO฀
SIT¢A฀EN฀UNA฀POSICI�N฀PRIVILEGIADA�฀YA฀QUE฀LE฀PERMITE฀CONOCER฀EL฀TRABAJO฀CON฀LA฀SUFICIENTE฀
PROFUNDIDAD฀PARA฀PODER฀HACER฀APORTACIONES�฀Y฀A฀LA฀VEZ฀LE฀DA฀LA฀iFRESCURAw฀DE฀QUIEN฀VE฀
LAS฀COSAS฀DESDE฀FUERA�฀4ODO฀ESTO฀UNIDO฀A฀UNA฀EXTENS¤SIMA฀EXPERIENCIA฀INVESTIGADORA฀LO฀
LLEVA฀A฀REALIZAR฀APORTACIONES฀COMO฀LAS฀QUE฀DETALLAREMOS฀A฀CONTINUACI�N�

La primera de las grandes sugerencias del Profesor Rico fue la de mantener una 
REUNI�N฀CON฀EL฀0ROFESOR฀3IERRA�฀YA฀QUE฀DE฀ESTA฀REUNI�N฀POD¤AN฀SURGIR฀IDEAS฀DE฀MEJORA฀
PARA฀EL฀ESTUDIO฀EMP¤RICO฀QUE฀SE฀ESTABA฀LLEVANDO฀A฀CABO฀CON฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DE฀SECUNDARIA฀
Y฀BACHILLERATO�฀%SA฀SUGERENCIA฀SE฀JUSTIFICA฀CON฀LA฀GRAN฀EXPERIENCIA฀QUE฀EL฀0ROFESOR฀3IERRA฀
TIENE฀SOBRE฀ESTE฀TIPO฀DE฀ANÕLISIS฀Y฀EN฀PARTICULAR฀SOBRE฀TEXTOS฀HIST�RICOS�฀$E฀ESTA฀REUNI�N฀
CONCLUIMOS฀QUE฀PARA฀QUE฀LA฀MUESTRA฀DE฀LIBROS�฀PESE฀A฀SER฀INTENCIONAL฀Y฀NO฀REPRESENTA

TIVA�฀NOS฀PERMITIESE฀EXTRAER฀CONCLUSIONES�฀DEB¤AMOS฀TENER฀AL฀MENOS฀TRES฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀
ANALIZADOS฀POR฀CADA฀PERIODO฀EDUCATIVO฀CONSIDERADO�฀%STO฀SUPUSO฀UN฀ESFUERZO฀EXTRA�฀YA฀
QUE฀PARA฀ENCONTRAR฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀DEL฀PERIODO฀QUE฀ABARCABA฀DE฀����฀HASTA฀����฀TUVIMOS฀
QUE฀RECURRIR฀A฀LA฀"IBLIOTECA฀.ACIONAL�฀CON฀TODAS฀LAS฀DIFICULTADES฀QUE฀ELLO฀SUPONE�฀0ERO฀
LA฀VERDAD฀ES฀QUE฀FINALMENTE฀NOS฀ALEGRAMOS฀MUCH¤SIMO฀DE฀LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS�฀
PORQUE฀ESTE฀HECHO฀NOS฀HIZO฀TENER฀ARGUMENTOS฀PARA฀FUNDAMENTAR฀LAS฀CONCLUSIONES฀A฀LAS฀
QUE฀LLEGAMOS�฀4AMBI£N฀APROVECHAMOS฀LA฀OCASI�N฀PARA฀AGRADECER฀AL฀0ROFESOR฀3IERRA฀SU฀
INTER£S฀Y฀DEDICACI�N฀DURANTE฀EL฀DESARROLLO฀DEL฀ESTUDIO฀DE฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀QUE฀LLEVAMOS฀A฀
CABO฀TANTO฀EN฀SUCESIONES฀COMO฀EN฀FUNCIONES�฀
,A฀SEGUNDA฀GRAN฀APORTACI�N฀DEL฀0ROFESOR฀2ICO฀FUE฀REFERENTE฀AL฀ESTUDIO฀DE฀ANTECE


DENTES�฀0ARA฀EL฀EQUIPO฀NO฀ERA฀UN฀OBJETIVO฀PONER฀DE฀MANIFIESTO฀LA฀NECESIDAD฀DE฀REALIZAR฀
INVESTIGACIONES฀BASADAS฀EN฀LA฀NOCI�N฀DE฀L¤MITE฀QUE฀TENGAN฀EN฀CONSIDERACI�N฀LAS฀DIFEREN
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CIAS฀NOTABLES฀QUE฀SE฀OBSERVAN฀EN฀FUNCI�N฀DEL฀TIPO฀DE฀L¤MITE฀QUE฀SE฀EST£฀CONSIDERANDO�฀
9฀ESO฀JUSTIFICA฀EL฀PORQU£฀DE฀UN฀SOLO฀EQUIPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀SE฀HAN฀PODIDO฀PUBLICAR�฀
HASTA฀LA฀PRESENTE�฀DOS฀TESIS฀DOCTORALES�฀5NA฀RELATIVA฀A฀LA฀NOCI�N฀DE฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀
SUCESI�N฀#LAROS฀�����	�฀Y฀LA฀OTRA฀RELATIVA฀A฀LA฀NOCI�N฀DE฀L¤MITE฀FINITO฀DE฀UNA฀FUNCI�N฀EN฀
UN฀PUNTO฀3ÕNCHEZ฀�����	�฀$E฀HECHO฀YA฀SE฀HA฀COMENZADO฀OTRA฀TERCERA฀INVESTIGACI�N�฀QUE฀
TIENE฀COMO฀OBJETO฀DE฀ESTUDIO฀LAS฀SUCESIONES฀NO฀CONVERGENTES�฀
,A฀TERCERA฀SUGERENCIA฀ES฀ENFATIZAR฀EL฀HECHO฀DE฀QUE฀EL฀CONTEXTO฀EDUCATIVO฀EN฀EL฀QUE฀

SE฀DESARROLLAN฀LAS฀DOS฀TESIS฀DOCTORALES฀YA฀PUBLICADAS�฀ES฀EL฀DE฀LA฀EDUCACI�N฀SECUNDARIA฀
POSTOBLIGATORIA�฀9฀QUE฀LOS฀TIPOS฀DE฀SUCESIONES฀Y฀FUNCIONES฀ESTUDIADOS฀SON฀SUCESIONES฀Y฀
FUNCIONES฀ELEMENTALES�฀/TRO฀HECHO฀QUE฀NOS฀HACE฀DESTACAR฀ES฀QUE฀EL฀ESTUDIO฀FENOMENO

L�GICO฀QUE฀SE฀HACE฀ES฀REFERENTE฀A฀UNA฀FENOMENOLOG¤A฀MATEMÕTICA�฀QUE฀NO฀TRABAJAMOS฀
FEN�MENOS฀DE฀LOS฀QUE฀SE฀PROPONEN฀EN฀LOS฀MODELOS฀DE฀0)3!�฀CON฀LA฀IDEA฀DE฀NO฀CREAR฀
FALSAS฀EXPECTATIVAS฀A฀LOS฀POSIBLES฀LECTORES฀DE฀LOS฀TRABAJOS�
1UEREMOS฀DAR฀IMPORTANCIA฀A฀LA฀CUARTA฀SUGERENCIA฀HECHA฀POR฀EL฀0ROFESOR฀2ICO�฀Y฀QUE฀

HACE฀REFERENCIA฀A฀UNA฀DE฀LAS฀CONCLUSIONES฀QUE฀SE฀PUEDEN฀SACAR฀DEL฀ANÕLISIS฀DE฀LIBROS฀DE฀
TEXTO�฀%L฀0ROFESOR฀2ICO�฀NOS฀HACE฀VER฀QUE฀DE฀ESE฀ANÕLISIS฀SE฀PUEDE฀CONCLUIR฀ALGO฀QUE฀NO฀
HEMOS฀DESTACADO�฀9฀ES฀QUE฀EL฀PODER฀ESTABLECER฀TRES฀PERIODOS฀PRINCIPALES฀EN฀EL฀TRATAMIENTO฀
DE฀LA฀NOCI�N฀DE฀L¤MITE฀EN฀LOS฀LIBROS฀DE฀TEXTO฀ESPA¶OLES฀EN฀LOS฀¢LTIMOS฀A¶OS�฀PONE฀DE฀
MANIFIESTO฀LA฀PRESENCIA฀DE฀UN฀FEN�MENO฀DIDÕCTICO฀EN฀EL฀SENTIDO฀DADO฀POR฀&REUDENTHAL฀
�����	�฀YA฀QUE฀ESTE฀HECHO฀EXPLICA฀CUÕL฀HA฀SIDO฀LA฀EVOLUCI�N฀HIST�RICA฀DEL฀TRATAMIENTO฀DE฀
LA฀NOCI�N฀DE฀L¤MITE฀DESDE฀EL฀PUNTO฀DE฀VISTA฀DE฀LOS฀CAMBIOS฀CURRICULARES�
/TRA฀DE฀LAS฀GRANDES฀APORTACIONES฀LA฀HACE฀RESPECTO฀AL฀ESTUDIO฀EMP¤RICO฀LLEVADO฀A฀CABO฀

CON฀PROFESORES�฀Y฀ESTÕ฀EN฀LA฀MISMA฀L¤NEA฀QUE฀LA฀ANTERIOR�฀%L฀0ROFESOR฀2ICO฀AFIRMA฀QUE฀iLA฀
RESPUESTA฀DE฀LOS฀PROFESORES฀ES฀PREOCUPANTEw�฀Y฀QUE฀DE฀ELLA฀SE฀DETECTA฀OTRO฀NUEVO฀FEN�MENO฀
DIDÕCTICO฀QUE฀NO฀SE฀MENCIONA฀EN฀3ÕNCHEZ฀�����	�฀Y฀ES฀iLA฀INTRANQUILIDAD฀O฀DESACOMODO฀
DEL฀PROFESORADO฀AL฀TRABAJAR฀LA฀NOCI�N฀DE฀L¤MITEw�฀%N฀PALABRAS฀DEL฀PROPIO฀0ROFESOR฀iPARECE฀
QUE฀LA฀DEFINICI�N฀FORMAL฀NO฀TERMINA฀DE฀RESOLVER฀LOS฀PROBLEMAS฀DE฀APRENDIZAJE�฀PUEDE฀QUE฀
EL฀FALLO฀SEA฀QUE฀TIENE฀QUE฀SER฀LA฀DEFINICI�N฀FORMAL�฀HAY฀OTRAS฀DEFINICIONES�฀Y฀EN฀VUESTRA฀
INVESTIGACI�N฀NO฀SE฀LE฀PREGUNTA฀AL฀PROFESOR฀QUE฀OTRO฀TIPO฀DE฀EJEMPLOS฀O฀RECURSOS฀EMPLEA฀
PARA฀TRABAJAR฀EN฀L¤MITE฀CON฀SUS฀ALUMNOS฀DE฀SECUNDARIA฀O฀BACHILLERATOw�
%STA฀¢LTIMA฀REFLEXI�N฀HA฀CAPTADO฀EL฀INTER£S฀DE฀OTRO฀NUEVO฀MIEMBRO฀DEL฀EQUIPO฀DE฀

INVESTIGACI�N฀-ACIAS฀�����	�฀EL฀CUAL฀PROPONE฀EN฀SU฀4RABAJO฀&IN฀DE฀-ASTER฀�PENDIENTE฀
DE฀PUBLICAR	฀UNA฀UNIDAD฀DIDÕCTICA฀INNOVADORA฀PARA฀TRABAJAR฀LA฀NOCI�N฀DE฀L¤MITE฀EN฀CUARTO฀
CURSO฀DE฀LA฀%�3�/฀OPCI�N฀!�฀%N฀ESTA฀EMPLEA฀JUSTAMENTE฀LO฀QUE฀SUGER¤A฀EL฀PROFESOR฀2ICO�฀
OTRO฀TIPO฀DE฀MATERIALES฀Y฀RECURSOS�฀PARA฀TRABAJAR฀EL฀L¤MITE฀EN฀LA฀EDUCACI�N฀SECUNDARIA฀
OBLIGATORIA฀Y฀EL฀BACHILLERATO�฀
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FOCOS DE INVESTIGACIÓN EN PENSAMIENTO ALGEBRAICO  
Y NUMÉRICO EN LA UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Research Focuses on Algebraic and Numerical Thinking  

at the University of La Laguna

Martín M. Socas, M. Mercedes Palarea, Alicia Bruno y M. Aurelia Noda

Universidad de La Laguna, España

Resumen

,A฀INVESTIGACI�N฀ALGEBRAICA฀SE฀HA฀DESARROLLADO฀CON฀ESTUDIANTES฀PARA฀PROFESORES฀DE฀-ATEMÕ

TICAS฀EN฀LA฀%DUCACI�N฀0RIMARIA฀Y฀3ECUNDARIA฀Y฀CON฀ESTUDIANTES฀DE฀3ECUNDARIA�฀#ON฀LOS฀PRIMEROS�฀
LOS฀ESTUDIOS฀HAN฀SIDO�฀LAS฀DIFICULTADES฀Y฀ERRORES�฀EL฀USO฀DE฀RECURSOS฀Y฀LAS฀FORMAS฀DE฀PENSAMIENTO฀
QUE฀DESARROLLAN฀EN฀SITUACIONES
PROBLEMAS฀DE฀CONTENIDO฀ALGEBRAICO�฀#ON฀LOS฀SEGUNDOS�฀LOS฀ESTUDIOS฀
SE฀HAN฀CENTRADO฀EN฀LAS฀DIFICULTADES฀Y฀ERRORES฀EN฀¸LGEBRA�฀EN฀LAS฀OPERACIONES�฀EN฀LAS฀ESTRUCTURAS฀
Y฀EN฀LOS฀PROCESOS฀ALGEBRAICOS฀IMPLICADOS฀EN฀LAS฀SITUACIONES
PROBLEMAS�฀PROPIOS฀DE฀ESTA฀ETAPA฀
EDUCATIVA�฀QUE฀REQUIEREN฀EL฀USO฀DE฀DIFERENTES฀REPRESENTACIONES฀Y฀RAZONAMIENTOS฀ALGEBRAICOS�

%N฀LA฀INVESTIGACI�N฀NUM£RICA�฀SE฀DISTINGUEN฀TAMBI£N฀DOS฀L¤NEAS�฀UNA฀REALIZADA฀CON฀ALUMNADO฀
QUE฀TIENEN฀DIFICULTADES฀DE฀APRENDIZAJE฀�S¤NDROME฀DE฀$OWN	�฀EN฀LA฀QUE฀SE฀ABORDA฀EL฀PROCESO฀DE฀
ENSE¶ANZA
APRENDIZAJE฀DE฀CONCEPTOS฀NUM£RICOS�฀OPERACIONES฀ADITIVAS฀Y฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLE

MAS�฀Y฀OTRA�฀CON฀ESTUDIANTES฀DE฀SECUNDARIA�฀CENTRADA฀EN฀EL฀ESTUDIO฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NEGATIVOS฀Y�฀
de manera más amplia, en el sentido numérico.

Palabras clave:฀ÕLGEBRA�฀PROCESOS฀ALGEBRAICOS�฀N¢MEROS฀NEGATIVOS�฀SENTIDO฀NUM£RICO�฀3¤N

DROME฀DE฀$OWN�฀DIFICULTADES฀Y฀ERRORES�฀EDUCACI�N฀OBLIGATORIA฀Y฀FORMACI�N฀DE฀PROFESORES฀

ABSTRACT

The algebraic research has been conducted with two target groups. One group of students 

for teachers of Mathematics in the Primary and Secondary Education, and the second group of 

Secondary School students. With the first one, the research has focused on difficulties and errors, 

the use of resources and the way of thinking developed in situations/problems with algebraic 

contents. With the secondary school students, the aim was the study of the difficulties and errors 

in Algebra, in the operations, the structures and the algebraic process involved in the situations/

Socas, M. M., Palarea, M. M., Bruno, A�฀Y฀Noda�฀-�฀!�฀�����	�฀&OCOS฀DE฀INVESTIGACI�N฀EN฀0EN

SAMIENTO฀!LGEBRAICO฀Y฀.UM£RICO฀DESARROLLADOS฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀,A฀,AGUNA�฀%N฀%�฀#ASTRO�฀%�฀#ASTRO�฀
*�฀,�฀,UPIÕ¶EZ�฀*�฀&�฀2UIZ฀Y฀-�฀4ORRALBO฀�%DS�	�฀Investigación en Educación Matemática. Homenaje al 

profesor Luis Rico �PP�฀���
���	�฀'RANADA�฀#OMARES�
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problems, own of this educative stage, which require the use of different representations and 

algebraic reasoning.

Concerning with the numeric research, we worked with two target groups of young students. 

First, students with special learning needs (Down syndrome), attending the teaching-learning's 

process of numerical concepts, additive operations and problems' solving. The second group was 

formed by secondary school students, focusing our research in the study of negative numbers 

and, with a wider point of view, the numerical sense.

Keywords: Algebra, algebraic processes, negative numbers, numerical sense, Down's Syn-

drome, difficulties and errors, obligatory education and training teachers.

Introducción

%N฀RELACI�N฀CON฀EL฀0ENSAMIENTO฀.UM£RICO฀Y฀!LGEBRAICO฀SE฀HAN฀DESARROLLADO฀EN฀LA฀
5NIVERSIDAD฀DE฀,A฀,AGUNA฀DIFERENTES฀FOCOS฀DE฀INVESTIGACI�N฀QUE฀ABORDAREMOS฀EN฀ESTE฀
CAP¤TULO�฀!฀EFECTO฀DE฀CONCRETAR฀Y฀ORGANIZAR฀LAS฀DIFERENTES฀INVESTIGACIONES฀DESARROLLADAS�฀
DISTINGUIREMOS฀DOS฀L¤NEAS�฀UNA฀REALIZADA฀CON฀ALUMNADO฀CON฀DIFICULTADES฀DE฀APRENDIZAJE฀
Y฀OTRA฀CON฀ESTUDIANTES฀DE฀3ECUNDARIA�฀EN฀0ENSAMIENTO฀.UM£RICO�฀Y฀UNA฀CON฀ESTUDIAN

TES฀PARA฀PROFESORES฀DE฀-ATEMÕTICAS฀EN฀LA฀%DUCACI�N฀0RIMARIA฀Y฀3ECUNDARIA฀Y฀OTRA฀CON฀
ESTUDIANTES฀DE฀3ECUNDARIA�฀EN฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO�
#ON฀RESPECTO฀A฀LA฀ENSE¶ANZA
APRENDIZAJE฀DE฀CONCEPTOS฀NUM£RICOS฀EN฀PERSONAS฀CON฀

DIFICULTADES฀DE฀APRENDIZAJE�฀EN฀CONCRETO�฀CON฀S¤NDROME฀DE฀$OWN�฀LOS฀FOCOS฀DE฀INTER£S฀
HAN฀SIDO�฀A	฀EL฀ANÕLISIS฀DE฀DIFICULTADES฀Y฀DE฀ERRORES฀EN฀CONCEPTOS฀NUM£RICOS฀�CONCEPTOS฀
INICIALES฀DE฀N¢MERO�฀OPERACIONES฀ADITIVAS฀Y฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS	�฀B	฀LA฀EVALUACI�N฀
DE฀LA฀COMPRENSI�N฀DE฀ESTRUCTURAS฀CONCEPTUALES฀QUE฀SUBYACEN฀AL฀SISTEMA฀DE฀NUMERA

CI�N฀DECIMAL�฀C	฀EL฀USO฀DE฀LA฀TECNOLOG¤A�฀EN฀ESPECIAL�฀DE฀TUTORIALES฀INTELIGENTES�฀PARA฀EL฀
APRENDIZAJE฀DE฀LOS฀PRIMEROS฀CONCEPTOS฀NUM£RICOS฀Y฀D	฀EL฀DISE¶O฀Y฀LA฀IMPLEMENTACI�N฀
DE฀SITUACIONES฀DE฀APRENDIZAJE฀ADECUADAS฀A฀LAS฀CARACTER¤STICAS฀COGNITIVAS฀PARTICULARES฀DEL฀
alumnado con síndrome de Down.
%N฀RELACI�N฀CON฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀EN฀%DUCACI�N฀3ECUNDARIA�฀LAS฀PRIN


CIPALES฀INVESTIGACIONES฀SE฀HAN฀CENTRADO฀EN฀EL฀ESTUDIO฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NEGATIVOS฀Y�฀DE฀
MANERA฀MÕS฀AMPLIA�฀EN฀EL฀SENTIDO฀NUM£RICO�฀%N฀ESTA฀L¤NEA฀SE฀HAN฀OBSERVADO฀DIFICULTADES฀
Y฀ERRORES฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀DE฀3ECUNDARIA�฀ANALIZANDO฀LOS฀MODOS฀DE฀PENSAMIENTO฀PARA฀
ESTABLECER฀PERFILES฀DE฀ESTUDIANTES฀Y฀TAMBI£N฀SE฀HAN฀DESARROLLADO฀Y฀ANALIZADO฀SECUENCIAS฀
DE฀APRENDIZAJE฀DE฀AULA�
#ON฀LOS฀ESTUDIANTES฀PARA฀PROFESORES�฀EN฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO฀LOS฀CENTROS฀DE฀INTE


R£S฀HAN฀SIDO�฀EL฀ESTUDIO฀DE฀LAS฀DIFICULTADES฀Y฀ERRORES฀EN฀EL฀CAMPO฀CONCEPTUAL฀ALGEBRAICO�฀
EL฀USO฀DE฀RECURSOS฀Y฀LAS฀FORMAS฀DE฀PENSAMIENTO฀QUE฀DESARROLLAN฀EN฀SITUACIONES
PROBLEMAS฀
DE฀CONTENIDO฀ALGEBRAICO�฀9฀CON฀LOS฀ESTUDIANTES฀DE฀3ECUNDARIA�฀LAS฀INVESTIGACIONES฀SE฀HAN฀
CENTRADO฀EN฀EL฀ESTUDIO฀DE฀LAS฀DIFICULTADES฀Y฀ERRORES฀EN฀EL฀CAMPO฀CONCEPTUAL฀ALGEBRAICO฀
EN฀RELACI�N฀CON฀LAS฀OPERACIONES�฀LAS฀ESTRUCTURAS฀Y฀LOS฀PROCESOS฀ALGEBRAICOS฀IMPLICADOS฀
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EN฀SITUACIONES
PROBLEMAS�฀PROPIOS฀DE฀ESTA฀ETAPA฀EDUCATIVA�฀QUE฀REQUIEREN฀EL฀USO฀DE฀
DIFERENTES฀REPRESENTACIONES฀Y฀RAZONAMIENTOS฀ALGEBRAICOS�
0RESENTAREMOS�฀INICIALMENTE�฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO฀Y฀DESPU£S฀

LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀0ENSAMIENTO฀.UM£RICO�

Pensamiento algebraico

,AS฀INVESTIGACIONES฀EN฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO�฀SE฀HAN฀ORIENTADO฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀
DE฀LA฀,AGUNA�฀AL฀ANÕLISIS฀DE฀LAS฀CARACTER¤STICAS฀DEL฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO฀Y฀AL฀ESTUDIO฀DE฀
LOS฀PROBLEMAS฀QUE฀SE฀OCASIONAN฀EN฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀EN฀EL฀APRENDIZAJE�฀AS¤฀COMO฀AL฀ESTUDIO฀
DE฀RESPUESTAS฀Y฀PROCESOS฀DE฀SOLUCI�N฀DE฀ESTUDIANTES฀Y฀PROFESORES฀EN฀TAREAS฀ESPEC¤FICAS฀
EN฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO�฀3E฀PROPONE฀ENCONTRAR฀RESPUESTAS฀A฀PREGUNTAS฀COMO�฀z1U£฀
PUEDEN฀HACER฀Y฀QU£฀NO฀PUEDEN฀HACER฀LOS฀ESTUDIANTES฀Y฀LOS฀PROFESORES฀EN฀LOS฀DISTINTOS฀
CICLOS฀O฀NIVELES฀DEL฀SISTEMA฀EDUCATIVO฀EN฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO�฀%N฀GENERAL�฀ESTAS฀
INVESTIGACIONES฀SE฀PUEDEN฀AGRUPAR฀EN฀TRES฀GRANDES฀N¢CLEOS�฀

 — ,A฀TRANSICI�N฀DEL฀0ENSAMIENTO฀.UM£RICO฀AL฀!LGEBRAICO�฀ANALIZANDO฀LOS฀ASPEC

TOS฀ DEL฀ PRIMERO฀ QUE฀ SON฀ LA฀ BASE฀ PARA฀ LOS฀ CONOCIMIENTOS฀ DE฀ LA฀!RITM£TICA฀
Generalizada.

 — ,A฀B¢SQUEDA฀DE฀SIGNIlCADOS฀PARA฀LOS฀OBJETOS฀DEL฀̧ LGEBRA฀QUE฀FACILITEN฀LA฀ENSE

¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀DEL฀̧ LGEBRA฀EN฀LA฀%DUCACI�N฀3ECUNDARIA�

 — %L฀ PAPEL฀ REFERENCIAL฀ DEL฀¸LGEBRA฀ EN฀ LAS฀ -ATEMÕTICAS฀ CARACTERIZADO฀ POR฀ EL฀
LENGUAJE฀Y฀LOS฀PROCESOS฀ESPEC¤lCOS฀DEL฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO฀COMO฀LA฀SUS

TITUCI�N฀FORMAL�฀LA฀GENERALIZACI�N฀Y฀LA฀MODELIZACI�N฀�"EDNARZ�฀+IERAN฀Y฀,EE�฀
�����฀0ALAREA�฀�����฀3OCAS�฀�����฀3OCAS฀et al., �����฀�����x	�

La transición del pensamiento numérico al algebraico

%NTRE฀ESTAS฀INVESTIGACIONES฀PODEMOS฀DESTACAR฀LOS฀ESTUDIOS฀RELATIVOS฀A฀LA฀RELACI�N฀
ENTRE฀LA฀!RITM£TICA฀Y฀EL฀¸LGEBRA�฀EN฀EL฀QUE฀TIENEN฀UN฀PAPEL฀ESENCIAL฀EL฀ESTUDIO฀DE฀LAS฀
DIFICULTADES฀Y฀ERRORES�฀LA฀B¢SQUEDA฀DE฀SIGNIFICADOS฀PARA฀EL฀̧ LGEBRA�฀EL฀PAPEL฀REFERENCIAL฀
DEL฀¸LGEBRA฀EN฀LAS฀-ATEMÕTICAS�฀ASPECTOS฀DETERMINANTES฀PARA฀LA฀ORGANIZACI�N฀DE฀LA฀
ENSE¶ANZA฀DEL฀̧ LGEBRA฀Y฀LA฀FORMACI�N฀DEL฀PROFESORADO�
,A฀TRANSICI�N฀DE฀LA฀!RITM£TICA฀AL฀¸LGEBRA�฀HA฀SIDO฀Y฀ES฀UN฀TEMA฀DE฀INVESTIGACI�N฀

PERMANENTE�฀EN฀EL฀QUE฀EL฀ESTUDIO฀DE฀LAS฀DIFICULTADES฀Y฀LOS฀ERRORES฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DEL฀
¸LGEBRA฀Y฀EN฀LAS฀-ATEMÕTICAS�฀HAN฀SIDO฀Y฀SON฀HOY฀UN฀FOCO฀DE฀ESTUDIO฀E฀INVESTIGACI�N฀EN฀
%DUCACI�N฀-ATEMÕTICA�฀EN฀EL฀QUE฀A฀PESAR฀DE฀SU฀ANTIGÓEDAD�฀DE฀LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS฀
Y฀DE฀LOS฀ESQUEMAS฀TE�RICOS฀UTILIZADOS฀PARA฀INTERPRETAR฀ESOS฀RESULTADOS�฀HAY฀CUESTIONES฀
IMPORTANTES฀A¢N฀NO฀RESUELTAS�฀
%N฀EL฀ESTUDIO฀DE฀LAS฀DIFICULTADES฀Y฀ERRORES฀PODEMOS฀DISTINGUIR�฀A฀GRANDES฀RASGOS�฀

TRES฀ETAPAS�฀%N฀UNA฀PRIMERA฀ETAPA฀LA฀INVESTIGACI�N฀CONSIST¤A�฀PRIORITARIAMENTE�฀EN฀HACER฀
RECUENTOS฀DEL฀N¢MERO฀DE฀SOLUCIONES฀INCORRECTAS฀A฀UNA฀VARIEDAD฀DE฀SITUACIONES฀PROBLE

MÕTICAS฀Y฀EN฀HACER฀UN฀ANÕLISIS฀DE฀LOS฀TIPOS฀DE฀ERRORES฀DETECTADOS�฀PARA฀PROCEDER฀A฀UNA฀
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CLASIFICACI�N฀QUE฀PERMITIERA฀EXAMINAR฀C�MO฀£STOS฀SURGEN฀A฀PARTIR฀DE฀LA฀SOLUCI�N฀CORRECTA�฀
Y�฀HACER฀INFERENCIAS฀SOBRE฀QU£฀FACTORES�฀ESPECIALMENTE฀DEL฀CONTENIDO฀MATEMÕTICO�฀PUEDEN฀
HABER฀CONDUCIDO฀AL฀ERROR�฀%N฀UNA฀SEGUNDA฀ETAPA�฀A฀PARTIR�฀APROXIMADAMENTE�฀DE฀LA฀D£CADA฀
DE฀LOS฀OCHENTA�฀SE฀TOMA฀CONCIENCIA฀DE฀QUE฀EL฀ERROR฀ES฀ALGO฀NORMAL฀EN฀LOS฀PROCESOS฀DE฀
ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE�฀%LLO฀SUPONE฀INDAGAR฀SOBRE฀LOS฀ERRORES�฀NO฀¢NICAMENTE฀DESDE฀
CUESTIONARIOS฀GENERALES�฀SINO�฀ADEMÕS�฀PROFUNDIZAR฀EN฀EL฀MISMO฀PROCESO฀DE฀CONSTRUCCI�N฀
DE฀LOS฀OBJETOS฀MATEMÕTICOS฀POR฀PARTE฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀COMO฀RECURSO฀PARA฀SABER฀EN฀QU£฀
ESTÕN฀PENSANDO฀�2ADATZ�฀�����฀2ICO�฀����	�
%N฀LOS฀¢LTIMOS฀A¶OS�฀TERCERA฀ETAPA�฀ENCONTRAMOS฀ESTUDIOS฀EN฀LOS฀QUE฀SE฀ABORDAN฀GLO


BALMENTE฀LAS฀DIFICULTADES฀Y฀ERRORES฀QUE฀SE฀DAN฀EN฀EL฀APRENDIZAJE฀DEL฀,ENGUAJE฀!LGEBRAICO฀
EN฀LA฀%DUCACI�N฀3ECUNDARIA�฀ES฀EL฀CASO฀DE฀LOS฀DEL฀GRUPO฀DE฀¸LGEBRA฀DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀
DE฀,A฀,AGUNA�฀EN฀LA฀QUE฀EN฀LA฀PROPUESTA฀DE฀TRABAJO฀SE฀ABORDA฀NO฀S�LO฀UN฀ANÕLISIS฀Y฀
CLASIFICACI�N฀DE฀LOS฀ERRORES฀QUE฀COMETEN฀ALUMNOS฀DE฀SECUNDARIA฀DE฀FORMA฀GLOBAL�฀CONSI

DERANDO฀TODOS฀LOS฀ASPECTOS฀DEL฀,ENGUAJE฀!LGEBRAICO�฀OPERACIONES�฀ESTRUCTURAS฀Y฀PROCESOS฀
�SUSTITUCI�N฀FORMAL�฀GENERALIZACI�N฀Y฀MODELIZACI�N	�฀SINO฀QUE฀SE฀ESTUDIAN฀LOS฀OR¤GENES฀
DE฀LOS฀MISMOS฀EN฀UN฀MARCO฀TE�RICO฀DENOMINADO฀%NFOQUE฀,�GICO฀3EMI�TICO฀�%,/3	�฀
LO฀QUE฀PERMITE฀ARBITRAR฀PROCEDIMIENTOS฀QUE฀AYUDAN฀A฀LOS฀ALUMNOS฀A฀CORREGIR฀SUS฀ERRORES฀
�0ALAREA�฀�����฀0ALAREA฀Y฀3OCAS�฀����฀Y฀�����฀2UANO�฀3OCAS฀Y฀0ALAREA�฀�����฀3OCAS�฀
�����฀�����฀�����฀3OCAS฀Y฀0ALAREA�฀����฀Y฀����	�

Búsqueda de significados para el álgebra

,A฀B¢SQUEDA฀DE฀SIGNIFICADOS฀PARA฀EL฀̧ LGEBRA฀HA฀SIDO฀TAMBI£N฀UNA฀CONSTANTE฀EN฀LAS฀
INVESTIGACIONES฀EN฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO฀Y฀HA฀ESTADO฀PRESENTE฀EN฀LA฀MAYOR¤A฀DE฀LAS฀
INVESTIGACIONES฀�+APUT�฀�����฀+IERAN�฀�����฀�����฀,INS�฀����	�฀$ISTINTOS฀AUTORES฀HAN฀
tratado de identificar las diferentes fuentes de significados para los sistemas de repre

SENTACI�N฀SEMI�TICOS฀DEL฀̧ LGEBRA฀�+APUT�฀�����฀+IERAN�฀�����฀2ADFORD�฀�����฀3OCAS฀Y฀
0ALAREA�฀����	�
%N฀ESTA฀B¢SQUEDA฀DE฀SIGNIFICADOS฀PARA฀EL฀¸LGEBRA�฀SOBRESALEN฀EL฀USO฀DE฀M¢LTIPLES฀

REPRESENTACIONES฀EN฀LA฀FORMACI�N฀DE฀CONCEPTOS฀Y฀HA฀SIDO฀DESTACADO฀POR฀DIFERENTES฀INVES

TIGADORES�฀EN฀ESTE฀SENTIDO�฀*ANVIER฀�����	�฀+APUT฀�����	�฀$UVAL฀�����	�฀2ICO�฀#ASTRO฀Y฀
2OMERO฀�����	�฀0ALAREA฀Y฀3OCAS฀�����฀Y฀����	�฀3OCAS฀Y฀0ALAREA฀�����	�฀HAN฀REALIZADO฀
INVESTIGACIONES฀Y฀HAN฀DESARROLLADO฀ASPECTOS฀TE�RICOS�฀CON฀LA฀INTENCI�N฀DE฀ACLARAR฀LOS฀
MECANISMOS฀DE฀ARTICULACI�N฀QUE฀SE฀DAN฀DENTRO฀DE฀UN฀PROCESO฀DE฀COMPRENSI�N฀DEL฀CONO

CIMIENTO฀MATEMÕTICO�฀!NÕLOGAMENTE฀EL฀USO฀DE฀2EPRESENTACIONES฀3EMI�TICAS฀M¢LTIPLES฀
CONSTITUYE฀UNA฀RECOMENDACI�N฀AL฀DESARROLLO฀CURRICULAR฀EN฀CASI฀TODAS฀LAS฀PROPUESTAS฀EN฀
T£RMINOS฀PARECIDOS฀A฀LA฀RECOMENDACI�N฀DE฀LOS฀ESTÕNDARES฀�.#4-�฀�����฀����	�

El papel referencial del álgebra en las matemáticas

%L฀PAPEL฀REFERENCIAL฀DEL฀¸LGEBRA฀EN฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀SE฀MANIFIESTA฀EN฀M¢LTIPLES฀
FACETAS�฀PERO฀SOBRESALEN฀DOS฀QUE฀HAN฀TENIDO฀REPERCUSI�N฀EN฀EL฀DESARROLLO฀CURRICULAR฀Y฀
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EN฀LA฀ORGANIZACI�N฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DEL฀¸LGEBRA�฀EL฀LENGUAJE฀Y฀LOS฀PROCESOS฀DEL฀0EN

SAMIENTO฀!LGEBRAICO�฀%N฀RELACI�N฀CON฀LOS฀PROCESOS฀DEL฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO�฀LA฀
SUSTITUCI�N฀FORMAL�฀LA฀GENERALIZACI�N฀Y฀LA฀MODELIZACI�N�฀SON฀LOS฀PROCESOS฀CARACTER¤STICOS฀
DEL฀LENGUAJE฀ALGEBRAICO฀QUE฀SE฀UTILIZAN฀TAMBI£N฀EN฀OTRAS฀PARTES฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀Y฀
EN฀OTRAS฀RAMAS฀DEL฀SABER�฀%NCONTRAMOS฀DIFERENTES฀ESTILOS฀DE฀ENSE¶ANZA฀DEL฀̧ LGEBRA฀QUE฀
TOMAN฀COMO฀BASE฀LOS฀PROCESOS฀DE฀GENERALIZACI�N฀Y฀MODELIZACI�N฀�"EDNARZ�฀+IERAN฀
Y฀,EE�฀����	�
,A฀GENERALIZACI�N฀Y฀LA฀MODELIZACI�N฀HAN฀SIDO฀ANALIZADAS฀POR฀M¢LTIPLES฀AUTORES�฀

0OR฀EJEMPLO�฀PARA฀-ASON฀�����	�฀LA฀GENERALIZACI�N฀ES฀EL฀CORAZ�N฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀Y฀
consiste en ver tanto los casos particulares en la generalidad como ver la generalidad a 
TRAV£S฀DE฀LOS฀CASOS฀PARTICULARES�฀0ARA฀OTROS฀COMO฀2ADFORD฀�����	�฀LA฀GENERALIZACI�N฀ES฀UN฀
PROCEDIMIENTO฀QUE฀LLEGA฀A฀UNA฀CONCLUSI�N฀QUE�฀POSTERIORMENTE�฀HAY฀QUE฀VALIDAR�฀A฀PARTIR฀
DE฀UNA฀SUCESI�N฀DE฀HECHOS฀OBSERVADOS�฀$E฀ESTA฀MANERA�฀TODO฀PROCESO฀DE฀GENERALIZACI�N฀
CONLLEVA฀UNA฀FASE฀DE฀VALIDACI�N�
3IN฀EMBARGO�฀LA฀MODELIZACI�N฀IMPLICA�฀EN฀PRIMER฀LUGAR�฀UNA฀FASE฀DE฀FORMULACI�N฀

QUE฀SE฀COMPLETA฀CON฀UNA฀DE฀VALIDACI�N�฀DE฀MANERA฀QUE฀DURANTE฀LA฀FASE฀DE฀FORMULACI�N฀
SE฀EXAMINA฀UN฀FEN�MENO฀O฀SITUACI�N฀PARA฀ESTABLECER฀ALGUNA฀RELACI�N฀ENTRE฀LAS฀VARIABLES฀
IMPLICADAS�฀%STAS฀RELACIONES฀PROCEDEN฀DE฀LAS฀OBSERVACIONES฀O฀SIMPLEMENTE฀DE฀CONJETU

RAS฀HECHAS฀SOBRE฀LA฀SITUACI�N฀BAJO฀ESTUDIO�฀!DEMÕS�฀COMPRENDE฀UNA฀SERIE฀MÕS฀O฀MENOS฀
COMPLEJA฀DE฀TRANSFORMACIONES฀U฀OPERACIONES฀MATEMÕTICAS฀QUE�฀POR฀¢LTIMO�฀LLEVA฀A฀UN฀
MODELO฀EXPRESADO฀SIMB�LICAMENTE�฀,A฀FASE฀DE฀VALIDACI�N฀CONSISTE฀EN฀COMPROBAR฀LA฀
VALIDEZ฀DEL฀MODELO฀REGRESANDO฀A฀LA฀REALIDAD฀QUE฀SE฀SUPONE฀REPRESENTA฀�*ANVIER�฀����	�
0ARA฀&REUDENTHAL฀�����	�฀TODAS฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀ESTÕN฀IMPREGNADAS฀DE฀LA฀SUSTITUCI�N฀

FORMAL�฀!S¤�฀LA฀SUSTITUCI�N฀FORMAL฀ES฀UN฀INSTRUMENTO฀DE฀CÕLCULO฀ALGEBRAICO฀IMPORTANTE฀
A฀CAUSA฀DE฀SU฀AMPLIO฀CAMPO฀DE฀APLICACIONES�฀QUE฀SE฀MANIFIESTA฀EN฀DIFERENTES฀PROCESOS฀
MATEMÕTICOS฀TALES฀COMO�฀GENERALIZACI�N�฀SIMPLIFICACI�N�฀ELIMINACI�N�฀COMPLICACI�N฀
ESTRUCTURAL�฀PARTICULARIZACI�N�฀SE฀PUEDE฀AFIRMAR฀QUE฀PARA฀&REUDENTHAL�฀LA฀MODELIZACI�N฀
Y฀LA฀GENERALIZACI�N฀SON฀PARTES฀EXPL¤CITAS฀DE฀UN฀PROCESO฀MÕS฀GENERAL฀QUE฀£L฀DESCRIBE฀
COMO฀SUSTITUCI�N฀FORMAL�
%N฀2UANO฀�����	฀ENCONTRAMOS฀UN฀ESTUDIO฀SOBRE฀LOS฀PROCESOS฀DE฀SUSTITUCI�N฀FORMAL�฀

GENERALIZACI�N฀Y฀MODELIZACI�N฀EN฀-ATEMÕTICAS฀CON฀ALUMNOS฀DE฀%DUCACI�N฀3ECUNDARIA�฀
EN฀EL฀QUE฀SE฀ANALIZAN฀LAS฀DIFICULTADES฀DE฀ESTOS฀ALUMNOS�฀EN฀T£RMINOS฀DE฀ERRORES�฀EN฀LOS฀
DIFERENTES฀PROCESOS�฀Y�฀SE฀COMPARAN฀LOS฀RESULTADOS฀DE฀LOS฀ALUMNOS฀DE฀%3/฀CON฀LOS฀DE฀
"ACHILLERATO�฀APORTANDO฀ALGUNAS฀IMPLICACIONES฀DIDÕCTICAS฀PARA฀SU฀IMPLEMENTACI�N฀EN฀
estas etapas educativas.
%N฀2UANO�฀3OCAS฀Y฀0ALAREA฀�����	฀SE฀ANALIZA฀EL฀PROCESO฀DE฀GENERALIZACI�N฀ALGEBRAICA฀

DESDE฀LAS฀PERSPECTIVAS฀EPISTEMOL�GICA�฀SEMI�TICA฀Y฀FENOMENOL�GICA฀QUE฀PROPORCIONA฀EL฀
ENFOQUE฀L�GICO฀SEMI�TICO฀�%,/3	฀Y฀SE฀ESTUDIAN฀LAS฀DIFICULTADES฀Y฀ERRORES฀DE฀LOS฀ALUM

NOS฀Y฀LA฀ORGANIZACI�N฀DE฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LA฀GENERALIZACI�N฀ALGEBRAICA฀EN฀LA฀SECUNDARIA�฀
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Consideraciones

%L฀GRUPO฀DE฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO฀DE฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀,A฀,AGUNA�฀ESTUDIA฀EL฀
¸LGEBRA฀DESDE฀LA฀�PTICA฀DE฀LA฀MULTIPLICIDAD฀DE฀V¤NCULOS฀QUE฀ESTE฀PENSAMIENTO฀TIENE฀CON฀
EL฀0ENSAMIENTO฀.UM£RICO฀Y฀!NAL¤TICO�฀DE฀MANERA฀QUE฀LOS฀PROBLEMAS฀DERIVADOS฀DE฀LA฀
ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀DE฀ESTOS฀TRES฀CAMPOS�฀NUM£RICO�฀ALGEBRAICO฀Y฀ANAL¤TICO�฀TIENEN฀
ASPECTOS฀COMUNES฀Y฀LAS฀BASES฀TE�RICAS฀Y฀METODOL�GICAS฀PARA฀SU฀ESTUDIO�฀POSEEN฀TAMBI£N฀
componentes afines.
%N฀RESUMEN�฀LOS฀&OCOS฀DE฀)NVESTIGACI�N฀EN฀0ENSAMIENTO฀!LGEBRAICO฀EN฀LA฀5NIVERSI


DAD฀DE฀,A฀,AGUNA฀EN฀̧ LGEBRA�฀ESTÕN฀ORIENTADOS฀A฀LA฀TRANSICI�N฀DEL฀0ENSAMIENTO฀.UM£RICO฀
AL฀!LGEBRAICO�฀AL฀LENGUAJE฀Y฀A฀LOS฀PROCESOS฀DE฀PENSAMIENTO฀ALGEBRAICO�฀SUSTITUCI�N฀FORMAL�฀
GENERALIZACI�N฀Y฀MODELIZACI�N�฀QUE฀CONSTITUYEN฀EL฀PAPEL฀REFERENCIAL฀DEL฀̧ LGEBRA฀EN฀LAS฀
-ATEMÕTICAS�฀Y฀A฀LA฀B¢SQUEDA฀DE฀SIGNIFICADO฀PARA฀LOS฀OBJETOS฀DEL฀̧ LGEBRA�

Estas investigaciones ponen de manifiesto, la necesidad de progresar en la enseñanza 
Y฀EL฀APRENDIZAJE฀DEL฀¸LGEBRA฀TOMANDO฀EN฀CONSIDERACI�N฀TANTO฀LA฀CONCEPCI�N฀PROCEDI

MENTAL฀�OPERACIONES฀Y฀PROCESOS	฀COMO฀LA฀ESTRUCTURAL�฀QUE�฀POR฀OTRA฀PARTE�฀COINCIDE฀CON฀
EL฀DESARROLLO฀HIST�RICO฀DEL฀̧ LGEBRA�฀3IN฀EMBARGO�฀AUNQUE฀DIFERENTES฀PROPUESTAS฀ENFATIZAN฀
LAS฀CONSIDERACIONES฀ESTRUCTURALES฀DEL฀̧ LGEBRA�฀LA฀MAYOR¤A฀DE฀LOS฀ESTUDIANTES฀NO฀ALCANZAN฀
ESTA฀META�฀3E฀ACEPTA฀QUE฀EL฀PASO฀DE฀LA฀!RITM£TICA฀AL฀̧ LGEBRA฀QUEDA฀DETERMINADO฀COMO฀
el tránsito de lo procedimental a lo estructural, pero este tránsito podría conducir a los 

mismos resultados si no se interpreta correctamente.

3E฀DESARROLLA฀UNA฀PROPUESTA฀DE฀ TRÕNSITO฀DE฀ LA฀!RITM£TICA฀AL฀¸LGEBRA฀DESDE฀UNA฀
PERSPECTIVA฀GLOBAL฀QUE฀COMPRENDE฀EL฀DESARROLLO฀DEL฀PENSAMIENTO฀OPERACIONAL�฀ESTRUCTU

RAL฀Y฀PROCESUAL฀TANTO฀EN฀LA฀!RITM£TICA฀COMO฀EN฀EL฀¸LGEBRA�฀MEDIANTE฀UN฀ACERCAMIENTO฀
SEMI�TICO฀AL฀LENGUAJE฀ALGEBRAICO฀QUE฀INTEGRE฀LOS฀CONTEXTOS฀NUM£RICO฀Y฀GEOM£TRICO�฀EN฀
UN฀MARCO฀DEL฀̧ LGEBRA฀COMO฀,ENGUAJE�฀EN฀EL฀QUE฀LAS฀FUENTES฀DE฀SIGNIFICADO฀Y฀LOS฀SISTEMAS฀
DE฀REPRESENTACI�N฀JUEGAN฀UN฀PAPEL฀DETERMINANTE�฀,OS฀SISTEMAS฀DE฀REPRESENTACI�N฀QUE฀SE฀
UTILIZAN฀PARA฀DAR฀SIGNIFICADO฀AL฀,ENGUAJE฀!LGEBRAICO�฀ADEMÕS฀DE฀CONSIDERAR฀SU฀CARÕCTER฀
CONCEPTUAL฀Y฀PROCEDIMENTAL�฀ABORDAN฀TAMBI£N฀LA฀NECESIDAD฀DE฀CONSIDERAR฀EL฀¸LGEBRA฀
COMO฀UNA฀ACTIVIDAD฀MÕS฀DE฀LOS฀ALUMNOS�฀Y฀LOS฀SIGNOS�฀COMO฀UN฀INSTRUMENTO฀ESPEC¤FICO฀
Y฀MEDIADOR฀DE฀LA฀ACTIVIDAD�

Pensamiento Numérico

$ENTRO฀DEL฀ÕMBITO฀DE฀LA฀%DUCACI�N฀0RIMARIA�฀SE฀ENCUENTRAN฀LAS฀INVESTIGACIONES฀
RELACIONADAS฀CON฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀EL฀APRENDIZAJE฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀DE฀PERSONAS฀CON฀
S¤NDROME฀DE฀$OWN฀�EN฀ADELANTE฀3$	�฀DESARROLLADAS฀POR฀!LICIA฀"RUNO฀#ASTA¶EDA฀Y฀-AR¤A฀
Aurelia Noda Herrera.

%STA฀L¤NEA฀DE฀INVESTIGACI�N฀SE฀INICIA฀EN฀EL฀A¶O฀�����฀,AS฀AUTORAS฀COMENZARON฀REA

LIZANDO฀REUNIONES฀PERI�DICAS฀CON฀PEDAGOGOS฀Y฀MAESTROS฀VINCULADOS฀A฀LA฀!SOCIACI�N฀
4INERFE¶A฀DE฀4RIS�MICOS฀��฀�EN฀ADELANTE฀!44��	฀CON฀EL฀OBJETIVO฀DE฀REFLEXIONAR฀SOBRE฀
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C�MO฀ABORDAR฀LA฀ENSE¶ANZA฀DE฀LAS฀-ATEMÕTICAS฀DE฀NI¶OS฀Y฀J�VENES฀CON฀3$฀Y฀ELABORAR฀
MATERIALES฀Y฀SECUENCIAS฀DE฀APRENDIZAJE฀ADAPTADAS฀A฀ESTA฀POBLACI�N฀�!COSTA et al.,฀����	�฀
,UEGO฀SE฀INICIA฀UNA฀ETAPA฀DE฀COLABORACI�N฀CON฀INVESTIGADORES฀DEL฀$EPARTAMENTO฀DE 

Ingeniería de Sistemas y Automática y Arquitectura y Tecnología de Computadores de la 
5NIVERSIDAD฀DE฀,A฀,AGUNA�฀3E฀FORM�฀UN฀EQUIPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀CON฀EL฀OBJETO฀DE฀DISE¶AR฀
HERRAMIENTAS฀INFORMÕTICAS฀PARA฀EL฀APRENDIZAJE฀Y฀EL฀REFUERZO฀DE฀CONTENIDOS฀MATEMÕTICOS฀
PARA฀PERSONAS฀CON฀3$�฀%L฀EQUIPO฀DE฀INVESTIGACI�N฀CRE�฀UN฀4UTORIAL฀)NTELIGENTE฀DISE¶ADO฀
PARA฀REFORZAR฀LOS฀CONCEPTOS฀L�GICOS฀Y฀NUM£RICOS฀CORRESPONDIENTES฀AL฀CURR¤CULO฀DE฀LA฀
%DUCACI�N฀)NFANTIL฀E฀INICIO฀DE฀LA฀0RIMARIA฀�"RUNO฀et al.,฀����	�฀%L฀4UTORIAL฀INCORPORA฀
T£CNICAS฀DE฀)NTELIGENCIA฀!RTIFICIAL฀DE฀MANERA฀QUE฀ES฀CAPAZ฀DE฀PRESENTAR฀ACTIVIDADES฀SEG¢N฀
LAS฀CARACTER¤STICAS฀Y฀EXPECTATIVAS฀DE฀CADA฀ESTUDIANTE�฀3IGUE฀UN฀PROCESO฀QUE฀CONSISTE฀EN฀
DETERMINAR�฀A฀PARTIR฀DE฀LAS฀CARACTER¤STICAS฀DE฀CADA฀ALUMNO�฀CUÕLES฀SON฀LOS฀OBJETIVOS฀DE฀
APRENDIZAJE�฀$E฀ESTA฀MANERA�฀EL฀CONJUNTO฀DE฀ACTIVIDADES฀PARA฀UN฀MISMO฀OBJETIVO฀NO฀ES฀
ESTÕNDAR฀PARA฀TODOS฀LOS฀ALUMNOS�฀SINO฀QUE฀DEPENDE฀DE฀LAS฀CARACTER¤STICAS฀DE฀CADA฀UNO฀
DE฀ELLOS�฀%N฀ESTE฀4UTORIAL฀SE฀ESTABLECIERON฀TRES฀GRUPOS฀DIFERENTES�฀ALUMNOS฀CON฀MIEDO฀A฀
FALLAR�฀ALUMNOS฀CON฀ALTA฀MOTIVACI�N฀Y฀ALUMNOS฀HIPERACTIVOS�฀
0OSTERIORMENTE�฀SE฀CRE�฀Divermates�฀UNA฀HERRAMIENTA฀INFORMÕTICA฀QUE฀CONTIENE฀UNA฀

PIZARRA฀DIGITAL�฀DISE¶ADA฀PARA฀TRABAJAR฀OPERACIONES฀Y฀PROBLEMAS฀ARITM£TICOS฀DE฀SUMAS฀Y฀
RESTAS฀�'ONZÕLEZ฀et al.,฀����	�฀,A฀PIZARRA฀DISPONE฀DE฀UN฀SISTEMA฀AUTOMÕTICO฀QUE฀REGISTRA฀
LAS฀ACCIONES฀Y฀LOS฀RESULTADOS฀OBTENIDOS฀POR฀LOS฀ALUMNOS฀Y฀DETECTA฀LOS฀ERRORES฀COMETIDOS�฀
AS¤฀COMO฀LAS฀CAUSAS฀POTENCIALES฀DE฀LOS฀MISMOS�฀#ON฀LA฀INFORMACI�N฀OBTENIDA฀SE฀GENERA฀
UN฀INFORME฀PERSONALIZADO฀PARA฀CADA฀ALUMNO฀QUE฀SIRVE฀DE฀ORIENTACI�N฀AL฀PROFESOR�฀,A฀
PRESENTACI�N฀DE฀LOS฀ENUNCIADOS฀DE฀LOS฀PROBLEMAS฀SE฀HACE฀EN฀FORMA฀TEXTUAL�฀GRÕFICA฀Y฀
SONORA�฀Y฀ESTO฀POSIBILITA฀REPETIR฀EL฀ENUNCIADO฀LAS฀VECES฀QUE฀SEA฀NECESARIO�฀,A฀BARRA฀DE฀
N¢MEROS�฀BOLAS฀Y฀SIGNOS�฀PERMITE฀A฀LOS฀ALUMNOS฀EFECTUAR฀LOS฀CÕLCULOS฀DE฀LA฀MISMA฀FORMA฀
A฀C�MO฀LO฀APRENDIERON฀CON฀LÕPIZ฀Y฀PAPEL� 

Con estas herramientas informáticas se realizaron diferentes investigaciones en las 
QUE฀PARTICIPARON฀ESTUDIANTES฀PERTENECIENTES฀A฀LA฀!44��฀CON฀DOS฀POBLACIONES฀DIFERENTES�฀
NI¶OS฀ENTRE฀�฀Y฀��฀A¶OS�฀INTEGRADOS฀EN฀DIFERENTES฀NIVELES฀EDUCATIVOS฀SEG¢N฀LA฀EDAD�฀Y฀
J�VENES฀ENTRE฀��฀Y฀��฀A¶OS�฀QUE฀POR฀SU฀EDAD฀YA฀NO฀ESTÕN฀ESCOLARIZADOS�฀PERO฀ACUDEN฀A฀
DICHA฀!SOCIACI�N฀PARA฀REALIZAR฀DIFERENTES฀ACTIVIDADES�฀ENTRE฀ELLAS�฀APOYO฀ESCOLAR�
%N฀ESTOS฀¢LTIMOS฀A¶OS�฀LA฀INVESTIGACI�N฀EN฀ESTA฀POBLACI�N฀SE฀HA฀CENTRADO฀EN฀LA฀COM


PRENSI�N฀DEL฀sistema de numeración decimal�฀%L฀OBJETIVO฀HA฀SIDO฀REALIZAR฀UN฀ESTUDIO฀
COGNITIVO฀EN฀ALUMNADO฀CON฀3$฀EN฀TAREAS฀SOBRE฀EL฀SISTEMA฀DE฀NUMERACI�N฀DECIMAL฀Y฀ADAP

TAR฀MATERIAL฀CURRICULAR�฀0ARA฀ELLO฀SE฀HAN฀DISE¶ADO฀Y฀ELABORADO฀SECUENCIAS฀DE฀ENSE¶ANZA฀
PARA฀EL฀APRENDIZAJE฀DEL฀SISTEMA฀DE฀NUMERACI�N฀DECIMAL�฀ADAPTADAS฀A฀ESTE฀ALUMNADO�฀
SIGUIENDO฀EL฀MODELO฀DE฀*ONES฀ET฀AL�฀�����	�฀%LLO฀HA฀IMPLICADO฀EL฀DISE¶O฀DE฀PROTOCOLOS฀
DE฀EVALUACI�N฀DEL฀CONOCIMIENTO฀ADQUIRIDO฀POR฀EL฀ALUMNADO฀EN฀LAS฀DISTINTAS฀ETAPAS฀DEL฀
DESARROLLO฀DE฀LA฀SECUENCIA฀DE฀APRENDIZAJE฀Y฀LA฀REALIZACI�N฀DE฀LA฀MISMA�฀CON฀ENTREVISTAS฀
AL฀ALUMNADO฀QUE฀HA฀SEGUIDO฀DICHA฀SECUENCIA฀�"RUNO฀Y฀.ODA�฀����	�
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/TRA฀L¤NEA฀DE฀INVESTIGACI�N฀SOBRE฀EL฀APRENDIZAJE฀NUM£RICO฀SE฀SIT¢A฀EN฀ALUMNADO฀DE฀
%DUCACI�N฀3ECUNDARIA฀/BLIGATORIA�฀%N฀ESTA฀ETAPA฀EDUCATIVA฀SE฀HA฀ANALIZADO฀ESPECIAL

MENTE฀LA฀ENSE¶ANZA฀Y฀APRENDIZAJE฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NEGATIVOS฀Y�฀EN฀LOS฀¢LTIMOS฀A¶OS�฀SE฀
ha centrado en el desarrollo del sentido numérico, de manera más amplia.
#ON฀RESPECTO฀A฀ESTE฀CAMPO฀DE฀N¢MEROS฀SE฀HAN฀ANALIZADO฀SECUENCIAS฀DE฀ENSE¶ANZA฀

QUE฀TIENEN฀EN฀CUENTA฀TRES฀DIMENSIONES฀DEL฀CONOCIMIENTO฀NUM£RICO�฀LA฀ABSTRACTA฀�USO฀DE฀
LOS฀S¤MBOLOS฀Y฀CONOCIMIENTO฀DE฀LAS฀REGLAS	�฀LA฀REPRESENTACI�N฀EN฀LA฀RECTA฀NUM£RICA฀Y฀LOS฀
CONTEXTOS฀QUE฀DAN฀SENTIDO฀A฀LOS฀N¢MEROS฀NEGATIVOS฀Y฀A฀LAS฀OPERACIONES�฀"AJO฀ESTAS฀TRES฀
dimensiones se han realizado estudios de aula con el diseño de secuencias de apren

DIZAJE�฀BASADO฀EN฀LA฀RESOLUCI�N฀DE฀PROBLEMAS�฀AS¤฀COMO฀ESTUDIOS฀DE฀TIPO฀COGNITIVO�฀%N฀
TODOS฀ELLOS฀SE฀HAN฀OBSERVADO฀LOS฀LOGROS�฀LAS฀DIFICULTADES฀Y฀LOS฀ERRORES฀DEL฀ALUMNADO�฀
ESTABLECIENDO฀PERFILES฀DE฀COMPRENSI�N฀DE฀LOS฀N¢MEROS฀NEGATIVOS฀Y฀ LAS฀OPERACIONES฀
�"RUNO฀Y฀-ARTIN�N�฀����	�฀
,AS฀INVESTIGACIONES฀SOBRE฀N¢MEROS฀NEGATIVOS฀SE฀HAN฀EXTENDIDO฀A฀LOS฀FUTUROS฀PRO


FESORES฀DE฀PRIMARIA�฀POBLACI�N฀EN฀LA฀QUE฀SE฀HAN฀ANALIZADO฀LAS฀ESTRATEGIAS฀DE฀RESOLUCI�N฀
DE฀PROBLEMAS฀ADITIVOS฀SIMPLES฀CON฀N¢MEROS฀NEGATIVOS�฀,OS฀ESTUDIOS฀CON฀ESTA฀POBLACI�N฀
MUESTRAN฀DIFICULTADES฀NO฀SUPERADAS฀RESPECTO฀A฀LOS฀N¢MEROS฀NEGATIVOS฀EN฀LAS฀ETAPAS฀DE฀
ENSE¶ANZA฀OBLIGATORIA�฀COMO฀ERRORES฀EN฀LAS฀REGLAS฀OPERATORIAS฀O฀POCO฀RIGOR฀EN฀LA฀ESCRITURA฀
MATEMÕTICA฀DE฀LAS฀OPERACIONES฀�!LMEIDA฀Y฀"RUNO�฀����	�

El sentido numérico฀HACE฀REFERENCIA฀A฀LA฀COMPRENSI�N฀GENERAL฀DE฀UNA฀PERSONA฀SOBRE฀
LOS฀N¢MEROS฀Y฀LAS฀OPERACIONES�฀Y฀SE฀DEFINE฀COMO฀UNA฀RED฀CONCEPTUAL�฀BIEN฀ORGANIZADA�฀
QUE฀PERMITE฀RELACIONAR฀LOS฀N¢MEROS฀Y฀LAS฀OPERACIONES�฀SUS฀PROPIEDADES฀Y฀RESOLVER฀LOS฀
PROBLEMAS฀DE฀UNA฀FORMA฀CREATIVA฀Y฀FLEXIBLE�฀,AS฀INVESTIGACIONES฀SOBRE฀SENTIDO฀NUM£RICO฀
REALIZADAS฀EN฀LA฀5NIVERSIDAD฀DE฀,A฀,AGUNA฀HAN฀TENIDO฀COMO฀POBLACI�N฀DE฀INTER£S฀A฀LOS฀
FUTUROS฀PROFESORES฀DE฀SECUNDARIA฀�ALUMNADO฀DEL฀GRADO฀EN฀-ATEMÕTICAS	�฀ESTUDIANDO฀
LAS฀ESTRATEGIAS฀DE฀SENTIDO฀NUM£RICO฀QUE฀MANIFIESTAN�฀COMPARÕNDOLAS฀CON฀LAS฀DE฀FUTUROS฀
PROFESORES฀DE฀PRIMARIA฀�PRESENTADAS฀EN฀ESTUDIOS฀PREVIOS	�฀,OS฀RESULTADOS฀MUESTRAN฀BAJOS฀
NIVELES฀DE฀USO฀DE฀ESTRATEGIAS฀PROPIAS฀DE฀UN฀BUEN฀DE฀SENTIDO฀NUM£RICO�฀TENIENDO฀EN฀CUENTA฀
EL฀NIVEL฀DE฀CONOCIMIENTO฀MATEMÕTICO฀DE฀LA฀POBLACI�N฀ANALIZADA�฀PERO฀TAMBI£N฀UNA฀MAYOR฀
VARIEDAD฀DE฀RAZONAMIENTOS�฀EN฀COMPARACI�N฀A฀LOS฀FUTUROS฀DOCENTES฀DE฀PRIMARIA฀�!LMEIDA�฀
"RUNO฀Y฀0ERDOMO
$¤AZ�฀����	�
%N฀LA฀ACTUALIDAD฀LA฀INVESTIGACI�N฀SOBRE฀SENTIDO฀NUM£RICO฀SE฀HA฀EXTENDIDO฀A฀ALUMNADO฀

DE฀3ECUNDARIA฀/BLIGATORIA�฀3E฀ANALIZAN฀LAS฀DIFERENTES฀ESTRATEGIAS฀POR฀PARTE฀DE฀ESTUDIANTES฀
DE฀3ECUNDARIA฀Y฀LA฀TENDENCIA฀QUE฀TIENEN฀LOS฀MISMOS฀A฀ESCOGER฀RAZONAMIENTOS฀DE฀SENTIDO฀
NUM£RICO฀O฀BASADO฀EN฀REGLAS฀O฀ALGORITMOS�฀!NTE฀UNA฀VARIEDAD฀DE฀ESTRATEGIAS฀ENCONTRADAS฀
SE฀OBSERVA฀COMO฀EL฀TIPO฀DE฀ACTIVIDAD฀CONDICIONA฀LA฀ELECCI�N฀DE฀LAS฀MISMAS�฀HACIENDO฀USO฀
DE฀REGLAS฀Y฀ALGORITMOS฀EN฀AQUELLAS฀QUE฀RESULTAN฀SIMILARES฀A฀LAS฀ACTIVIDADES฀TRADICIONALES฀
DE฀AULA�฀%L฀FIN฀¢LTIMO฀DE฀LA฀INVESTIGACI�N฀ES฀ESTABLECER฀PERFILES฀DE฀RAZONAMIENTO฀DE฀LOS฀
ESTUDIANTES฀EN฀TAREAS฀SUSCEPTIBLES฀DE฀RESOLVERSE฀CON฀SENTIDO฀NUM£RICO�
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