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PRÓLOGO 

Este libro ofrece al lector una síntesis de avances significativos de la investigación 
contemporánea en el campo de la educación matemática a lo largo de las últimas 
décadas. Se edita para ofrecer un homenaje al Profesor Luis Rico con motivo de su 
jubilación. 

El Profesor Luis Rico representa una de las figuras clave en la historia de la edu-
cación matemática en España y uno de los agentes impulsores de la construcción, 
dinamización e institucionalización del área de Didáctica de las Matemáticas. 

No es gratuito que sea la Universidad de Granada quien dote la primera cátedra 
de esta disciplina, constituya el primer Departamento del Área, organice el primer 
programa de doctorado específico sobre Enseñanza y Aprendizaje de las Matemá-
ticas, articule la defensa de las primeras tesis de este ámbito universitario e invite a 
investigadores de renombre a sus aulas. 

Sin duda estas iniciativas han otorgado a esta Universidad un prestigio incues-
tionable y un protagonismo indiscutible en la consolidación de la Didáctica de las 
Matemáticas como disciplina reconocida al mismo nivel que otros campos de conoci-
miento, todo como consecuencia de su presencia en planes de estudio de titulaciones 
de Matemáticas, Magisterio y Ciencias de la Educación y el desarrollo progresivo 
de la investigación empírica, el desarrollo del conocimiento científico básico y la 
fundamentación epistemológica de un campo del saber joven y con poca tradición. 
Protagonismo que ha impuesto, a su vez, un nivel de responsabilidad institucional 
y un estándar de excelencia y exigencia en la institución universitaria y su entorno 
inmediato; y que ha debido mantener, cultivar y desarrollar a lo largo del tiempo, 
siendo modelo de referencia y objeto de inspiración en el que muchas otras disciplinas 
de las didácticas específicas afines del campo educativo han tomado como ejemplo 
de buenas prácticas universitarias. 

Basta revisar algunos de los rankings al uso para constatar el lugar que ocupa 
la Universidad de Granada en el contexto de las Ciencias Sociales a nivel nacional, 
tercer puesto en 2014, y la progresión exponencial de productividad científica que 
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ilustra su evolución y crecimiento en los últimos años respecto a otros ámbitos cien-
tíficos. Destacar la posición que ha empezado a ocupar la investigación educativa 
en relación a la producción relativa dentro del estatus alcanzado en el seno interno 
de la propia institución respecto a disciplinas de una mayor visibilidad histórica, tra-
dición universitaria y presencia sistemática en bases de datos internacionales como 
la psicología o la sociología1. 

Adjudicar la responsabilidad del progreso, desarrollo y evolución de un campo 
disciplinar es una tarea compleja que puede rozar la ingenuidad bajo los patrones 
contemporáneos de productividad científica compartida con los que se evalúa, se 
diseña, acomete y se difunde la ciencia en nuestros días, pero también resulta no 
menos banal pensar que la ausencia de liderazgos bien definidos sea capaz de generar 
frutos espontáneos a corto plazo y sin agentes singulares que dinamicen, impulsen y 
consoliden proyectos con señas de identidad propias y objetivos bien definidos. Esta 
doble tarea de construir y consolidar una disciplina como espacio de profesionali-
zación y objeto no solo de enseñanza y aprendizaje, sino de convertirla a su vez en 
investigación y divulgación científica fértil con proyección en los diferentes niveles 
básico y avanzado del sistema educativo ha sido posible a partir de unos fundamentos 
sobre los que no había tradición, de unos lenguajes nuevos y de unos instrumentos 
de trabajo en continua revisión por parte del colectivo de profesores universitarios 
como el Profesor Rico que han trabajado incansablemente en alcanzar este propósito.

Más allá de convertir este homenaje en un encuentro ocasional de investigadores 
preocupados por un mismo objeto de estudio, la investigación sobre la enseñanza-
aprendizaje de las matemáticas, el texto intenta articular un acopio documental de 
trayectorias investigadoras consolidadas en el tiempo y cercanas al pensamiento del 
Profesor Rico, de manera que contribuyan al análisis de su legado, por ello los textos 
están organizados conceptualmente en torno a las que vienen siendo sus principales 
líneas de investigación: pensamiento numérico y algebraico, currículum, evaluación, 
formación de profesores e historia de la educación matemática. 

Respetamos así su deseo explícito de que esta actividad sea tal y como nos 
insinuaba en uno esos correos que habitualmente envía de madrugada: «organizar 
un espacio donde disfrutar de vuestras ideas y propuestas, de vuestra compañía y la 
de otros compañeros, donde hacer balance e ironizar un poco sobre una trayectoria 
como reconocimiento a nuestra profesión. También como pretexto y oportunidad para 
soñar de nuevo el futuro de nuestro campo profesional, a partir de unas circunstancias 
concretas de trabajo, docencia e investigación».

Si bien será el trabajo historiográfico minucioso y sosegado el que deberá poner 
las cosas en su lugar y explicar con mayor recorrido, sistematicidad, amplitud de 
miras, detalles y evidencias conceptuales el calado y transcendencia de los aportes 
del Profesor Rico. Estamos convencidos de que este compendio de aportaciones que 

1   http://investigacion.ugr.es/ugrinvestiga/pages/doc_ugrcifras/hojabibliometrican7/!
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presentamos supone un hito importante en la contextualización de los futuros traba-
jos del campo; y que los jóvenes investigadores podrán recurrir a él para encontrar 
ideas inspiradoras sin perder de vista algunas claves del contexto socio-histórico en 
el que se desenvuelven los procesos de creación científica; también del papel clave 
que juegan en ello determinadas personas que con su trabajo sistemático continuado 
han contribuido a perfilar las señas de identidad de una comunidad científica cua-
lificada, a fundamentar un objeto de estudio, a consolidar líneas de investigación 
estructuradas y a otorgar respeto académico al área de conocimiento de Didáctica 
de las Matemáticas como campo de problemas propio; que se apoya en medios de 
difusión reconocidos y asociaciones estables; que promueve espacios de debate 
continuados y redes de intercambio de ideas que estimulan e incentivan el desarrollo 
profesional, el intercambio de información y la cualificación científica de sus socios.

A esto ha dedicado el Profesor Luis Rico todo su empeño con sus contribuciones 
periódicas en el Boletín de la Gaceta de la Real Sociedad de Matemáticas, de las 
revistas Enseñanza de las Ciencias, Suma, Épsilon, Números, … y tantas y tantas otra 
revistas del campo específico de la investigación educativa que han sentado las bases 
de un buen número de los hallazgos más sobresalientes de nuestro campo; ideas 
que han permitido continuar la indagación en vías de exploración complementaria, 
tomarlos como base de réplica y avanzar al mismo nivel que lo han hecho otros 
campos científicos del entorno universitario. 

Fundador de la Asociación de profesores de matemáticas en Andalucía y de la 
Federación Nacional de Asociaciones de Profesores de Matemáticas; o de la Sociedad 
Española de Investigación en Educación Matemática de la que fue primer presidente, 
espacios donde hemos podido crear, discutir, construir y avanzar sin pausa. Director 
de más de treinta tesis doctorales. Autor de más de un centenar de libros en los dife-
rentes niveles del sistema educativo. Editor infatigable de colecciones y monografías 
como Síntesis, Comares y Pirámide y de las múltiples contribuciones de su obra y 
de sus aportaciones científicas, podemos hoy reconstruir una parte significativa de 
estas señas de identidad de nuestra comunidad, explicar la evolución de las agendas 
de investigación del campo a lo largo del tiempo, entender los patrones de interés 
de la comunidad, analizar los marcos de fundamentación, comparar los resultados 
de investigación y evaluar la productividad de las líneas de trabajo científico que se 
han ido abriendo en la enseñanza de las matemáticas en nuestro país. 

La figura del Profesor Rico no es posible concebirla desligada de una intensa 
trayectoria de trabajo colaborativo: GranadaMaths, GrupoEGB de la SAEM-Thales, 
Seminario CIEM, Grupo de Investigación Pensamiento Numérico, SEIEM… En su obra 
destaca de forma sobresaliente la contribución compartida por encima del trabajo 
individual. Desde las herramientas de la cienciometría actual podemos encontrar 
unos índices elevadísimos de colaboración lo que ilustra y ensalza sus cualidades 
de liderazgo personal y su generosidad científica al compartir de forma permanente 
sus ideas y su trabajo con investigadores de geografías diversas.
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Los jóvenes investigadores de la Didáctica de las Matemáticas que se acerquen 
hoy a este campo, cuentan con un patrimonio científico y un haber importante: aso-
ciaciones consolidadas, revistas reconocidas e instrumentos de difusión de resultados 
indexados, así como líneas de investigación asentadas con un recorrido y tradición 
que permiten seguir avanzando y cultivando para afrontar los retos de internaciona-
lización y trabajo en red que nos impone la ciencia del siglo XXI. 

Su papel en los trabajos de investigación evaluativa a nivel internacional como 
estudios PISA, TEDS-M y TALIS han arrojado luz a un necesario debate sobre la cua-
lificación docente, la competencia de los profesores y los cauces de alfabetización 
matemática de generaciones de ciudadanos que han de habitar mundos cambiantes 
y emplear la matemática como instrumento de toma de decisiones personales o 
resolución de problemas en el ámbito profesional. Sin sus contribuciones al campo 
no podríamos entender los avances producidos ni explicar el protagonismo exterior 
que ha alcanzado la enseñanza de las matemáticas, tampoco la versatilidad con la 
que se ha ido modernizando y adaptando a las exigencias y demandas de nuestra 
sociedad. La Academia de Ciencias Matemáticas, Físico-Químicas y Naturales de 
Granada también le reconoció esta labor al nombrarlo académico numerario con la 
medalla 25. 

Mencionaba el Profesor Rico en alguna de sus conferencias recientes que «enseñar 
y aprender son verbos transitivos que han de llevar algún predicado y que por ello, se 
articulan siempre sobre algún tipo de conocimiento», en nuestro caso el conocimiento 
matemático. Toda la arquitectura disciplinar que hay detrás le otorga legitimidad, 
credibilidad social y reconocimiento público de su valor y utilidad en la formación 
de ciudadanos con competencia matemática o de profesionales cualificados para 
llevar a cabo esta empresa. Lo que se le olvidó contarnos es que sin sujetos no hay 
historia, y que la narrativa de las disciplinas la construyen y reconstruyen las personas 
singulares que dedican en cuerpo y alma toda su vida a una causa. 

Nos encontramos ante uno de estos personajes históricos, ante un científico y 
profesor sin cuyo legado la educación matemática no habría llegado a alcanzar las 
cotas de excelencia y reconocimiento que la caracterizan en este momento, un Profe-
sor sin cuyo trabajo las herramientas disponibles, los marcos de fundamentación, las 
metodologías de investigación, los modos de producción y uso del conocimiento sobre 
la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas no habrían avanzado en nuestro país 
al ritmo que lo han hecho en el resto de sociedades desarrolladas de nuestro entorno.

La presencia en este texto de contribuciones de colegas expertos de universidades 
españolas e internacionales de países como Estados Unidos, Dinamarca, Canadá, 
México o Italia de la mano de autoridades y referentes mundiales en la disciplina 
Didáctica de las Matemáticas como Jeremy Kilpatrick, Mogens Niss, Nicolina Malara, 
Vilma Mesa, Olimpia Figueras y Fernando Hitt, obedece simplemente a criterios de 
cercanía y proximidad con el homenajeado, en cuanto personas clave que también 
juegan un papel principal como sujetos históricos activos y dinámicos dentro de su 
contexto geográfico y con una proyección e impacto global. Profesores, que junto 
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con otros muchos no referenciados, han realizado en algún momento de su vida pro-
fesional contribuciones compartidas con el Profesor Luis Rico en diferentes contextos 
y formatos ya sea en la modalidad de libros, artículos o ediciones de proceedings de 
congresos, seminarios y encuentros científicos. Un ejemplo más de las amplias vías 
de comunicación internacional y de conexión sistemática con una comunidad de 
investigación extensa que ha permitido enriquecer y alimentar en una doble dirección 
el progreso científico del campo aportando a las nuevas generaciones un caudal de 
desarrollo profesional y conexiones indiscutibles.

Confiemos que en este texto se pueda encontrar respuesta a algunas de las cues-
tiones que sistemáticamente nos viene formulando el Profesor Rico desde hace ya 
más de tres décadas acerca de preocupaciones tan relevantes como: el nacimiento 
de esta disciplina, las herramientas que dotan de significado nuestro trabajo en este 
área de conocimiento y la utilidad del esfuerzo que se realiza. Pero sobre todo, 
considerar y destacar la contribución del pensamiento numérico y algebraico en un 
contexto de alfabetización múltiple en el que las nuevas tecnologías juegan hoy un 
papel tan importante.

MANUEL TORRALBO RODRÍGUEZ 

Secretario General de Universidades, Investigación y Tecnología
Consejería de Economía y Conocimiento de la Junta de Andalucía
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MODELOS DE ENSEÑANZA DE LAS FRACCIONES  
EN LOS SIGLOS XVI A XVIII: 

EL CASO DEL DORADO CONTADOR1 

Teaching Models for Fractions from the xvith to xviiith Centuries:
‘Dorado Contador’ as a Case Study

Olimpia Figueras
#ENTRODE)NVESTIGACI�NYDE%STUDIOS!VANZADOSDEL)0.�-£XICO

Resumen

,OSMODELOSDEENSE¶ANZADELASFRACCIONESESTRUCTURADOSANTESDELAIMPLANTACI�NDEL
SISTEMAM£TRICODECIMAL�DELAFORMALIZACI�NDELAARITM£TICAYDELUSODELMODELODELPASTELY
la recta numérica, como recursos didácticos, contienen los elementos de sistemas de cantidades 
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Palabras clave�MODELOSDEENSE¶ANZA�MODELOSTE�RICOSLOCALES�FENOMENOLOG¤ADELAS
fracciones, didáctica de las fracciones

ABSTRACT

Teaching models for fractions structured before the introduction of the metric system, the 
formalisation of arithmetic and the use of the pizza model and the numerical line as didactical 
resources include components of quantities’ systems used for the constitution of magnitudes. 
Those systems are associated with phenomena for which fractions act as a means of organiza-
tion. The main purposes of a research study which is being carryied out are the identification 
of the aforementioned elements of the quantities’ systems, as well as the description of those 
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phenomena used by the authors of books meant for teaching arithmetic. In this chapter foundings 

about the study of the book known as ‘El Dorado Contador’, written during the last decade of 

the XVI
th Century, are described.

Keywords: teaching models, fractions phenomenology, local theoretical models, didactics 

for fractions

Persistencia de una problemática

Miguel Geronimo Santa Cruz (1625, Folio 90; edición 1769, p. 163)

En la cita se pone de manifiesto una de las características de un usuario competente 

de la aritmética relacionada con el conocimiento de las fracciones. Miguel Geronimo 

3ANTA#RUZ�NATURALDELA#IUDADDE6ALENCIAYVECINODE3EVILLA�AFINALESDELSIGLOxvi 

ESTABACONVENCIDODEQUEELCONOCIMIENTODELOSQUEBRADOSJUGABAUNPAPELRELEVANTE
ENLAPRÕCTICADEL!RITM£TICO�3IEGLERYCOLABORADORES�����	�CASICUATROSIGLOSDESPU£S�
MOSTRARONATRAV£SDEUNESTUDIOEMP¤RICOLONGITUDINAL�REALIZADOCONDATOSDEPRUEBAS
NACIONALESAPLICADASEN%STADOS5NIDOSYLA'RAN"RETA¶A�QUEELCONOCIMIENTODE
ESTUDIANTESDEPRIMARIAACERCADELASFRACCIONESYLADIVISI�NPREDICEDEMANERA¢NICA
su desempeño en matemáticas hasta cinco o seis años después.

5NODELOSASPECTOSIMPORTANTESDELAREFORMAEDUCATIVAQUESEPUSOENMARCHA
EN-£XICOEN�����FUELAINTRODUCCI�NENLAEDUCACI�NBÕSICADELOSSIGNIFICADOSDE
FRACCI�NIDENTIFICADOSPOR+IEREN�����	YDEDISTINTOSTIPOSDEPROBLEMASMULTIPLICA
TIVOS�6ERGNAUD�����	�4AMBI£NSEPUSO£NFASISENELUSODECANTIDADESADJETIVALES
�3CHWARTZ�����	YENLAREFERENCIAOBLIGADADELAUNIDADENLOSPROBLEMASSOBRELAS
FRACCIONES�(IEBERTY"EHR�����	�#ONLAINCORPORACI�NDEESTOSELEMENTOSSUSTENTADOS
ENRESULTADOSDEINVESTIGACI�NDELA£POCA�SETEN¤ALAHIP�TESISQUELOSALUMNOSPOD¤AN
CONSTRUIRUNCONOCIMIENTOPERDURABLEYLOPODR¤ANUTILIZARPARARESOLVERPROBLEMAS�
%MPERO�PESEALASSUPUESTASMEJORASIMPLEMENTADAS�HOYEND¤A�SECUENTACONDATOSDE
PRUEBASNACIONALESQUEMUESTRANELPOCO£XITODEESTUDIANTESDESECUNDARIAALRESOLVER
PROBLEMASARITM£TICOSQUEREQUIERENELUSODELASFRACCIONES�
#ONLAINTENCI�NDECOADYUVARCONELMEJORAMIENTODELAPRENDIZAJEDEESTOSN¢ME

ROSQUEPUEDAREPERCUTIRENELDESEMPE¶ODELOSESTUDIANTESSERETOM�UNPROYECTO
DEINVESTIGACI�NINICIADOALFINALDELOSOCHENTA�&IGUERAS�����	�,AIDEACENTRALES
ESTRUCTURARESTUDIOSENCADENADOSPARAELABORARUNMODELODEENSE¶ANZADELASFRAC
ciones desde preescolar hasta final de la secundaria. Entre los estudios diseñados, se 

ENCUENTRAELDE2EAL�����	QUIENPRETENDEPONERAPRUEBAUNAPROPUESTADIDÕCTICAEN
%DUCACI�N3ECUNDARIA�
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$EBIDOAQUEUNODELOSACERCAMIENTOSTE�RICOSYMETODOL�GICOSEMPLEADOENEL
DISE¶ODETODOSESOSESTUDIOSESLACONSTRUCCI�NRECURSIVADE-ODELOS4E�RICO,OCALES
�-4,	�&ILLOY�2OJANOY0UIG�����	�2EALSEPROPUSOLACONSTRUCCI�NDEUN-4,DELAS
FRACCIONESYDELOSN¢MEROSRACIONALES�5NODELOSCUATROCOMPONENTESDEL-4,�ELDE
LOSMODELOSDECOMPETENCIAFORMALVERSASOBREELCONOCIMIENTOMATEMÕTICOPONIENDO
£NFASISENLAESTRUCTURAYLASPROPIEDADESDELASFRACCIONESCOMOOBJETOSMATEMÕTICOS
�2EALY&IGUERAS�����	�%SACONSTRUCCI�NHASERVIDOCOMOHERRAMIENTAMETODOL�GICA
PARACARACTERIZARMODELOSDEENSE¶ANZA�2EAL�'�MEZY&IGUERAS�����	�ENPARTICULAR
SEESTÕUSANDOPARAESTUDIARLOSMODELOSSUBYACENTESENLIBROSDELOSSIGLOSxvi a xviii. 
5NEJEMPLODEESTACARACTERIZACI�NESTÕDESCRITOENESTECAP¤TULO�%LSIGUIENTEAPARTADO
CONTIENEUNABREVEEXPOSICI�NDEESECOMPONENTEQUESIRVECOMOPUNTODEPARTIDAPARA
CONSTRUIRSUBSECUENTES-4,DELASFRACCIONESODELOSRACIONALES�

Fundamentos: la fenomenología didáctica de Freudenthal 

!LPROPONERSECARACTERIZARMODELOSDEENSE¶ANZAEXISTENTESACTUALMENTEENEL
SISTEMAEDUCATIVONACIONAL�SURGIERONPREGUNTAS�z#ONQU£MARCODEREFERENCIASEPUE
DENIDENTIFICARFORTALEZASYDEBILIDADESDELOSMODELOSDEENSE¶ANZADELASFRACCIONES�
z#�MOCONSTRUIRHILOSCONDUCTORESVINCULADOSCONLOSDIFERENTESSIGNIFICADOSDELAS
FRACCIONESYNIVELESDEABSTRACCI�NGRADUALQUEPERMITANORGANIZARLAENSE¶ANZAALO
LARGODEDOCEA¶OSDEEDUCACI�NOBLIGATORIA�
#ONELPROP�SITODEENCONTRARRESPUESTASALASPREGUNTASSEDECIDI�VOLVERACON

SIDERARELESP£CIMENDEFENOMENOLOG¤ADIDÕCTICAELABORADOPOR&REUDENTHAL�����	�EL
CUALFUEREINTERPRETADOATRAV£SDELADELIMITACI�NDECLASESDEFEN�MENOS�DESCRIPCI�N
YCOMPARACI�NDECANTIDADES�VALORESDEMAGNITUDUOBJETOS�DIVISI�NDESUSTANCIAS
MEDIDASPORMAGNITUDES�DISTRIBUCI�NDECANTIDADES�MEDICI�N�YN¢MEROSCOMOPARTE
DESISTEMASNUM£RICOS�0ARACADAUNADEELLASSEIDENTIFICARONNOCIONESYASPECTOSDE
LAFRACCI�NYSEVINCULARONCONCINCOPROCESOSMATEMÕTICOS�DESCRIBIR�COMPARAR�DIVI
DIR�DISTRIBUIRYMEDIR�5NASEXTACLASESEDETERMIN�CONFEN�MENOSVINCULADOSALAS
CONSTRUCCIONESMATEMÕTICASDELOSN¢MEROSRACIONALESYSUFORMALIZACI�N�,ASCARAC
TERIZACIONESSEESTRUCTURARONPORMEDIODEUNAREDDENOCIONES�CONCEPTOSYPROCESOS
QUECOMPRENDEDESDEELUSODELASPRIMERASIDEASENELLENGUAJECOTIDIANOHASTALAS
FRACCIONESCOMON¢MEROSRACIONALES�ESDECIRCOMOELEMENTOSDEUNCAMPOTOTALMENTE
ORDENADO�#ONLAREDSEMUESTRANINTERRELACIONESQUEEXISTENENTRELOSPROCESOSYLOS
DIFERENTESASPECTOSDELAFRACCI�NCONSIDERADOSPOR&REUDENTHAL�
,ASSECCIONESSIGUIENTESCONTIENENUNABREVERESE¶ADELOSPROCESOS�CLASESDE

FEN�MENOSASOCIADOSCONLASFRACCIONESYLOSN¢MEROSRACIONALES�LAATENCI�NSECEN
TRAENAQUELLOSASPECTOSDELAFRACCI�NQUEJUEGANUNPAPELRELEVANTEENELESTUDIODEL
MODELODEENSE¶ANZADEL$ORADO#ONTADOR�%N2EALY&IGUERAS�����	SEENCUENTRA
UNADESCRIPCI�NMÕSAMPLIADEESTEMARCODEREFERENCIATE�RICOYLASPARTESDELARED
correspondientes a procesos.
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Describir

%XPRESIONESTALESCOMO�@LAMITADDEUNREAL��@LASDOSTERCIASDEUNAARROBA��@GIRA
LAPERILLADOSTERCIOSDEVEZ�Y@SEPAGARONTRESDUCADOSPORCADADOSQUINTOSDEVARA��
ENLASCUALESLAFRACCI�NSEUSAPARADESCRIBIR�I	UNACANTIDADOUNVALORDEMAGNITUD
PORMEDIODEOTRACANTIDADOVALORDEMAGNITUD�II	UNAMEDIDAEXPRESADAPORN¢ME
ROS�III	PROCESOSC¤CLICOSOPERI�DICOSYIV	RAZONES�SONYHANSIDOEMPLEADASENEL
LENGUAJECOTIDIANO�%STETIPODEEXPRESIONESSEASOCIARONCONELPROCESODEDESCRIBIR
YSEVINCULANCONCUATROTIPOSDEFEN�MENOSENDIFERENTESCONTEXTOS�ENLOSCUALESLA
FRACCI�NACT¢ACOMODESCRIPTOR�

Comparar

&REUDENTHALIDENTIFIC�TRESTIPOSDEFEN�MENOSASOCIADOSCONELPROCESOCOMPARAR�
ENELLOSLAFRACCI�NACT¢ACOMOCOMPARADOR�0ARAEXPRESARRESULTADOSDELACOMPARA
CI�NENTREDOSCANTIDADESOVALORESDEMAGNITUDENELLENGUAJECOTIDIANO�TAMBI£NSE
USANLASFRACCIONES�£STASAPARECENENEXPRESIONESENLASCUALESSEEMPLEANN¢MEROS
MULTIPLICATIVOS�POREJEMPLOiELCENT¤METROESELC£NTUPLODELMETROw�#ONFRECUENCIA
ESTOSN¢MEROSSEREEMPLAZANPOREXPRESIONESDELTIPO@VECESMÕSQUE�O@VECESMENOR
QUE��COMOENLAFRASEiELCENT¤METROESCIENVECESMENORQUEELMETROwQUEESMÕS
USUALQUELAANTERIOR�!MBASEXPRESIONESEXPRESANLACOMPARACI�NDEDOSVALORESDE
MAGNITUD�%STETIPODECOMPARACI�NESTÕRELACIONADOCONUNPRIMERNIVELDEABSTRACCI�N�
%NUNSEGUNDONIVEL�DIVERSOSASPECTOSDELAFRACCI�NSEHANINCORPORADO�ELOPE

RADORFRACTURANTE�LARELACI�NDEFRACTURA�LARELACI�NRAZ�N�ELOPERADORRAZ�NYELDE
TRANSFORMADOR�%NESTEDOCUMENTOSEHARÕREFERENCIASOLAMENTEALOPERADORRAZ�N�ESTE
ASPECTODELAFRACCI�NACT¢ASOBREUNACANTIDADOVALORDEMAGNITUDTRANSFORMÕNDOLAEN
OTRACANTIDADOVALORDEMAGNITUD�0OREJEMPLO�ALOBTENERELCOSTODE���DETONELADADE
MA¤Z�SABIENDOQUEELPRECIOENPESOSPORTONELADAESDE�����!LOBTENERUNPORCENTAJE
OUNTANTOPORMILDEUNACANTIDAD�LAFRACCI�NTAMBI£NACT¢ACOMOOPERADORRAZ�N�

Dividir

Al dividir sustancias medidas por magnitudes, el todo se fragmenta en partes iguales 
YSERELACIONACONUNAOMÕSDEESASPARTES�%NESTESENTIDO�LASFRACCIONESREPRESENTAN
RELACIONESPARTETODOYACT¢ANCOMOFRACTURADORES�,OSSISTEMASDECANTIDADESPARA
CONSTITUIRMAGNITUDESSONUNEJEMPLODELASRELACIONESQUESEPUEDENOBTENERALDIVIDIR
UNTODOENPARTESIGUALES�I	UNCAH¤ZSEDIVIDEEN��FANEGAS�CADAFANEGAREPRESENTAUN
����DECAH¤Z�II	UNAFANEGASEDIVIDEEN��ALMUDES�CADAALMUDREPRESENTAUN����
DE����DEUNCAH¤Z�III	�CUARTILLOSEQUIVALENAUNALMUD�CADACUARTILLOESUN���DE
����DE����DEUNCAH¤Z�(AYDIFERENTESM£TODOSDEPARTIRUNTODOENPARTESIGUALES�
DEMANERAREVERSIBLEOIRREVERSIBLEYDEFORMASIMB�LICA�%LTODOPUEDESERCONTINUO
o discreto, definido o indefinido, estructurado o sin estructura. Las partes pueden ser 
CONEXASONOESTARCONECTADASENTRESI�
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Distribuir

%LPROCESODEDISTRIBUIRESTÕASOCIADOCONTRESTIPOSDEFEN�MENOSENLOSCUALESSE
REPARTENPEQUE¶ASOGRANDESCANTIDADES�5NAVEZQUELADISTRIBUCI�NSELLEV�ACABO�LA
FRACCI�NREPRESENTAELRESULTADODELPROCESO�OBIENLOQUELECORRESPONDEACADAOBJETO
OPERSONADELACANTIDADREPARTIDA�%NESTEFEN�MENOLAFRACCI�NACT¢ACOMODESCRIPTOR�
,ADISTRIBUCI�NDEGRANDESCANTIDADESSEPUEDEHACERUSANDOELALGORITMODELADIVISI�N�
DOSCASOSSONPOSIBLES�ELRESIDUOESCEROODISTINTODECERO�#UANDOELRESIDUOESCERO�
ELPROCESOHATERMINADOYESTÕASOCIADOCONEL-ODELODELCONJUNTOFINITO�-IENTRAS
QUE�SIELRESIDUOESDIFERENTEDECERO�SEPUEDEONOSEGUIRDISTRIBUYENDOSEG¢NELTIPO
DEOBJETOS�LAUNIDADPUEDESERINQUEBRANTABLE�3INEMBARGO�CUANDOSEDISTRIBUYEN
POREJEMPLODIEZSACOSDEAZ¢CARENTRETRESCOMPA¶EROS�SEHACEUSODEL-ODELODE
MAGNITUDPARADISTRIBUIRELCONTENIDODELCOSTALRESTANTECONSIDERANDOSUMASATOTAL�

Medir

%LPROCESOMEDIRSERELACIONACONTRESTIPOSDEFEN�MENOSENLOSQUESEUSAUNA
UNIDADDEMEDIDAPARACOMPARARLACONELOBJETOAMEDIR�LAFRACCI�NACT¢ACOMOMEN
SURADOR�#ADAUNODELOSFEN�MENOSSEDIFERENCIAPORLANATURALEZADELAUNIDADDE
medida, —no convencional, convencional o un segmento de la recta numérica usado 
PARACONSTRUIRINSTRUMENTOSDEMEDICI�NEMPLEANDOESCALAS��

La fracción como número

,AFRACCI�NACT¢ACOMON¢MEROENSITUACIONESENLASCUALESSEOPERACONELLAS
DEFORMASIMB�LICA�OBIENALUSARSUSPROPIEDADESCOMOOBJETOSMATEMÕTICOSENLA
RESOLUCI�NDEPROBLEMAS�
%NLASIGUIENTESECCI�NSEDESCRIBENRESULTADOSDELUSODELMARCOTE�RICODEREFE

RENCIADESCRITOPARACARACTERIZARUNAPARTEDELLIBRODELSIGLOxvi.

Estudio de Caso: EL Dorado Contador

,OSPROP�SITOSPRINCIPALESPARACARACTERIZARMODELOSDEENSE¶ANZADELIBROSDE
ARITM£TICAESCRITOSANTESDELAIMPLANTACI�NDELSISTEMAM£TRICODECIMAL�DELAFOR
MALIZACI�NDELAARITM£TICAYDELUSODELMODELODELPASTELYLARECTANUM£RICACOMO
RECURSOSDIDÕCTICOSSON�I	IDENTIFICARFEN�MENOSVINCULADOSCONDIFERENTESASPECTOSDE
LAFRACCI�NUSADOSPORLOSAUTORESPARAESTRUCTURARSUENSE¶ANZAYII	PRECISARAQUELLOS
ELEMENTOSDELOSSISTEMASDECANTIDADESQUESIRVIERONPARACONSTITUIRMAGNITUDES�%SAS
IDEASPUEDENSERVIRPARACONCRETARSITUACIONES¢TILESPARALAENSE¶ANZADEESOSN¢MEROS
YAQUESEESTABAENUNAETAPAENLACUALLASFRACCIONESERANQUEBRADOSYNON¢MEROS
RACIONALES�TODAV¤ANOSECONSTRU¤ANLASCADENASFEN�MENOS�MEDIOSDEORGANIZACI�N
ENELSENTIDODE0UIG�����	QUEDIERONORIGENALOSN¢MEROSRACIONALESYTODAV¤ANO
competían con los decimales.
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0ORELLOSEINICI�UNESTUDIODECASOSCONLIBROSDEARITM£TICADELOSSIGLOSxvi 
a xviii�ELPRIMEROCORRESPONDECOMOSEMENCION�AL$ORADO#ONTADOR�3ANTA#RUZ�
����	�LIBROQUERESISTI�ELPASODELTIEMPO�
0EDRO!MBROSIO/NDERIZ�CATEDRÕTICODELA!CADEMIADE-ATEMÕTICASFUNDADAPOR

&ELIPE))YCOSM�GRAFODEL2EY�DAELAVALPORELCONSEJO2EALDE#ASTILLAEL�DEMAYODE
����PARADARLELICENCIAALA6DA�DE!LONSO-ART¤NDEIMPRIMIRESELIBROEN-ADRID�%L
EJEMPLARREVISADOENLA"IBLIOTECA(IST�RICADELA5NIVERSIDADDE3ALAMANCATIENEFECHA
��DEFEBRERODE�����NOESCLAROSIESUNAPRIMERAEDICI�N�ENWWW�MCNBIOGRAF¤AS�COM
APARECENESTOSDATOS������-ADRID�S�I�����	�REIMPRESOEN3EVILLA����YEN-ADRID
�������������������������Y����		�(AYCOPIASDIGITALESDELASREIMPRESIONESDE
���������Y����ENLABIBLIOTECADEGoogle Books�%NLAREIMPRESI�NDE����TODAV¤A
APARECELAAPROBACI�NDE/NDERIZ�.OTARÕELLECTORELCAMBIODET¤TULODEUNAREIMPRE
SI�NALAOTRA�VERLA&IGURA�	�QUIZÕELT¤TULODISTINGU¤AALLIBRODEOTRASARITM£TICAS�
0ARAELESTUDIOSEUSARONELEJEMPLARDE����YLACOPIADIGITALDE����PORLACLA

RIDADDELADIGITALIZACI�NYELUSOMÕSMODERNODELLENGUAJE�
%LESCRUTINIODELLIBROSEHAHECHOTOMANDOENCUENTALOSSIGUIENTESCOMPONENTES�I	

,ACARACTERIZACI�NDEEXPRESIONESLINGÓ¤STICASENLASCUALESSEHACEREFERENCIAANOCIONES�
PROCESOS�FEN�MENOSYASPECTOSDELAFRACCI�N�OBIEN�AQUELLASASOCIADASCONSISTEMAS
DECANTIDADESENUSO�II	,ACLASIFICACI�NDEPROBLEMASOPROCEDIMIENTOSREGLADOSDE
ACUERDOCONTIPOSDEN¢MEROS�DEPROBLEMASYMAGNITUDES�ASPECTOSDELAFRACCI�NY
PROCESOSMATEMÕTICOS�III	%LRECONOCIMIENTODEDEFINICIONESDELOSCONCEPTOSENJUEGO
YIV	%LRECONOCIMIENTODELASREPRESENTACIONESUSADAS�

Figura 1. Portadas del Dorado Contador de las reimpresiones de 1643 y de 1769
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0ARALOSTRESPRIMEROSCOMPONENTESSEHICIERONTABLASPARAORGANIZARLOSDATOSE
IDENTIFICARREGULARIDADESOSINGULARIDADES�%NELSIGUIENTEAPARTADOSEDESCRIBENLOS
RESULTADOSDELESTUDIODELOSPRIMEROS8))CAP¤TULOSDELLIBRO0RIMERO�

Sobre aritmética teórica o especulativa

%STAPARTEDELLIBROCORRESPONDEALCAP¤TULO)�ENELCUALSEINCLUYENDISTINTASCLA
SIFICACIONESDELOSN¢MEROSASOCIADASCONDIFERENTESPROPIEDADES�%NLASDEFINICIONES
SEUSANEXPRESIONESQUEREFIERENACCIONESQUEVANASERFUNDAMENTALESENLOSPROCEDI
MIENTOSYRAZONAMIENTOSUSADOSPARAARGUMENTARLASACCIONESYLOSRESULTADOS�PEROQUE
TAMBI£NSONNOCIONESVINCULADASCONELCONCEPTODEFRACCI�NYSUSDISTINTOSASPECTOS�
POREJEMPLO�%NLASEGUNDACLASIFICACI�NDEN¢MERO�LADEFINICI�NDEN¢MEROART¤CULO
HACEREFERENCIAALAEQUIPARTICI�NYALAEXHAUSTIVIDADDELPROCESO�ixCUALQUIERN¢MERO
divisible en 10 partes iguales, en tal manera que ninguna cosa de superfluo resta …». 

#ONLAEXPRESI�Ni0ARAHALLARPARTESAL¤CUOTASDELOSN¢MEROSPERFECTOS�demedia 
ELN¢MEROPERFECTOTANTASCUANTASVECESPODRÕS�xYDESPU£Sdemedia tantas veces 
AQUELN¢MERO�xYTODASESTASdemediacionesSONPARTESAL¤CUOTASDEAQUELN¢MERO
PERFECTOxw�P���	�SEHACEREFERENCIAPORPRIMERAVEZALPROCESODEMEDIAR�PARTEDE
LAFENOMENOLOG¤ADELASFRACCIONES�£STASAPARECENDEMANERAEXPL¤CITA�VERCITAP��	
PARAREFERIRSEAQUEEL�TIENEMITAD�TERCIAYSEXTA�LASPARTESAL¤CUOTASSONLOSDIVISORES
YNUMERARESDIVIDIR�;/BS£RVESELASDIFICULTADESQUESETEN¤ANPARAUSARLOSS¤MBOLOS=�

%LASPECTODELAFRACCI�NSUBYACENTEENESAEXPRESI�NESDEFRACTURANTE�ELSEISPUEDE
PARTIRSEENDOSPARTESIGUALES��VECES�ES�YSEESTABLECEUNARELACI�NDEFRACTURACON
£NFASISENLANATURALEZAMULTIPLICATIVADELASPROPIEDADESDELOSN¢MEROSQUEJUEGANUN
papel central en el acercamiento didáctico.

Sobre aritmética práctica

!LINICIARELCAP¤TULO))�ELAUTORAFIRMAQUELAPRÕCTICADELAARITM£TICAESTÕDADA
PORNUEVEESPECIES�ENTREELLASLADEMEDIACI�N�PEROAGREGAiYPORQUEELDOBLARNOSE
DISTINGUEDEMULTIPLICAR�NIELMEDIARDEPARTIR�MUCHOSHANDICHOQUES�LOSONSIETE�
NUMERAR�SUMAR�RESTAR�MULTIPLICAR�PARTIR�PROGRESIONESYEXTRACCI�NDERA¤CES�w�P���	�
%STEESUNEJEMPLODEC�MOPORMEDIODEUNCONCEPTOSEORGANIZANFEN�MENOSDIVERSOS
YSEVANESTRUCTURANDOLASCADENASFEN�MENOS�MEDIOSDEORGANIZACI�N�ELDEMEDIARHA
PASADOASERPARTEDELOSFEN�MENOSQUESEORGANIZANCONELPARTIR�$EMEDIARESUNA
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DELASPRIMERASACCIONESQUELOSNI¶OSHACENPARARESOLVERSITUACIONESDEPARTICI�N
�&IGUERAS�����	�

El uso de las fracciones aparece pronto en la aritmética práctica, está conectado 

CONELPARTIR�DIVIDIR	QUESURGECOMOINVERSODELAMULTIPLICACI�NPARASATISFACERUNA
NECESIDAD�LADEVERIFICARLAOPERACI�NREALIZADA�i,APRUEBAREALDEESTAREGLADEMUL
TIPLICARESPARTIRxELPARTIRSEPRUEBACONSUCONTRARIO�QUEESMULTIPLICARxw�P���	�
,OSPROCEDIMIENTOSPARAVERIFICARCÕLCULOSJUEGANUNPAPELIMPORTANTEENLASPRÕCTICAS
DEL@!RITM£TICO�O@#ONTADOR��
%LESTUDIODELADIVISI�NESTÕFORMADOPOR@ELMEDIOPARTIRYELPARTIRPORENTERO��%L

primero corresponde a dividir entre un dígito en la cual las fracciones surgen de manera 

NATURAL�TANTOENLASEXPLICACIONESDELOSPROCEDIMIENTOSEMPLEADOS�COMOENLASFOR
mas de representar los resultados. «Quiero partir 4507 maravedís a tres compañeros, 

QUELLEVENPARTESIGUALESCADAUNOw�!LEXPLICARLAFORMADEPROCEDERELAUTORUSALAS
SIGUIENTESEXPRESIONES�i#OMIENZAAPARTIRDICIENDO�ELTERCIODE�ES�OREPARTIDOS
�ATRESCOMPA¶EROS�CÕBELESA�xel tercio de 15 es 5�xELTERCIODECEROESNADA
x�el tercio de 7 es dosxYHABRÕSACABADOLACUENTAYDIRÕSxACADAUNOLECABE
MILQUINIENTOSYDOSYun tercio números�w;0����=�,OSASPECTOSPRESENTESENESTAS
EXPLICACIONESSONELDEOPERADORRAZ�N�DEFRACTURADORYELDEDESCRIPTORQUESEUSAPOR
PRIMERAVEZPARADESCRIBIRUNCOCIENTE�
!CERCADELTIPODEPROBLEMASOSITUACIONESQUEELAUTORUSAPARAEXPLICAR�SEEXPONEN

LOSRESULTADOSOBTENIDOSRESPECTOALAMULTIPLICACI�NDEQUEBRADOS�$ELOSDOCECAP¤
TULOSREVISADOS�ELDELAMULTIPLICACI�NDEQUEBRADOSESELQUECONTIENEMÕSEJEMPLOS
DEPROBLEMAS@VERBALES�CONRESOLUCIONES�EXPLICACIONES�PRUEBASYREPRESENTACIONES
GRÕFICOSIMB�LICASDELASACCIONESREALIZADASPARAREGISTRARDATOSYCÕLCULOS�%SOSSE
han dividido en seis tipos de multiplicaciones: de fracciones unitarias, de fracciones 

PROPIAS�DEENTEROSPORN¢MEROSMIXTOS�CONFRACCIONESUNITARIASOPROPIAS	�DEN¢MEROS
MIXTOSYDEN¢MEROSMIXTOSPORQUEBRADOSSIMPLES�3EUSANSITUACIONESDECOMPRAY
venta de distintos tipos de mercaderías, incluso de monedas de distintas denominaciones 

YREGIONES�%SPA¶A�&LANDESYLA.UEVA%SPA¶A��,AMAYOR¤ADELAS��SITUACIONES
CONSIDERADASSONDEUNAETAPA�ISOMORFISMOSDEMEDIDASCONVALORUNITARIO�YTRESSE
vinculan con partes de partes.

%NT£RMINOSGENERALES�ENLOSDOCECAP¤TULOSREVISADOS�LOSASPECTOSDELAFRACCI�N
IDENTIFICADOSSONLOSDEDESCRIPTOR�FRACTURADOR�COMPARADOR�OPERADORRAZ�NYLAFRACCI�N
COMON¢MERO�,OSFEN�MENOSCONSIDERADOSSEASOCIANCONLOSPROCESOSDEDESCRIBIR�
COMPARAR�DIVIDIR�DISTRIBUIRYLAFRACCI�NCOMON¢MERO�0ESEAQUESEUSANVARIOSSISTE
MASDECANTIDADESYENLASSITUACIONESDECOMPRAYVENTAQUESECONSIDERAN�LAFRACCI�N
ACT¢ACOMODESCRIPTORDEMEDIDASEXPRESADASPORMEDIODEN¢MEROS�LAFRACCI�NCOMO
mensurador no está presente.
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Comentarios finales
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LASFRACCIONESELABORADOPOR&REUDENTHALCONSTITUYEUNAS¤NTESISDENOCIONES�CONCEPTOS
YPROCESOSDELASFRACCIONESYLOSN¢MEROSRACIONALESASOCIADACONUNANÕLISISCONCEP
TUAL�%SEMARCOPERMITELAB¢SQUEDADEELEMENTOSQUEPUDIERANCARACTERIZARUNAG£NESIS
EPISTEMOL�GICAATRAV£SDELANÕLISISDETEXTOSCORRESPONDIENTESADISTINTOSPERIODOSDE
FORMALIZACI�NDELOSCONCEPTOSMATEMÕTICOS�0OROTROLADO�ELANÕLISISFENOMENOL�
GICODEESOSTEXTOS�QUEENESTECASOSEHAHECHOCONESAS¤NTESISCOMOHERRAMIENTA
METODOL�GICA�JUNTOCONLAIDENTIFICACI�NDESISTEMASDEREPRESENTACI�NCONSTITUYENUN
ANÕLISISCONCEPTUALDELTEXTOQUESEESTUDIA�%LPROCESOEMPRENDIDOESC¤CLICO�DEBIDOA
QUELOSRESULTADOSOBTENIDOSDEESTEESTUDIODECASO�PERMITENREESTRUCTURAREL-ODELO
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LOSQUEBRADOSQUESUBYACEENEL$ORADO#ONTADOR�
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FORMACIÓN DE PROFESORES DE MATEMÁTICAS  
EN EDUCACIÓN SECUNDARIA 

Y USO DE TECNOLOGÍA EN QUEBEC

Mathematic’ Training Teachers in Secondary Education  
and the use of Technology in Quebec

Fernando Hitt

5NIVERSIT£DU1U£BECÍ-ONTR£AL�#ANADÕ

Resumen

,AESCUELASECUNDARIAEN1UEBECCONSTADE�A¶OS�EDADES��A��	�,ASNUEVASGENERACIONES
DEPROFESORES�TIENENQUEAFRONTAR�UNPROGRAMADEESTUDIOSCENTRADOENELDESARROLLODECOM
PETENCIASMATEMÕTICASSOBRELARESOLUCI�NDESITUACIONESPROBLEMA�ENUNAPRENDIZAJEDECORTE
SOCIOCONSTRUCTIVISTAYENAMBIENTESTECNOL�GICOS�1UEBECHAPUESTOENMARCHAUNPROGRAMAENEL
AULADE4ABLEROS"LANCOS)NTERACTIVOS�UN4")PORCADA��ALUMNOS	�z#�MOENFRENTALA51!-
ESTAPROBLEMÕTICAENLAFORMACI�NDEPROFESORESDEMATEMÕTICAS�,AFORMACI�NDEPROFESORES
DEMATEMÕTICASENNUESTRAINSTITUCI�N�51!-	TIENETRESCOMPONENTESPRINCIPALES�CURSOSDE
PEDAGOG¤A�DEMATEMÕTICASYAPLICACIONESENAMBIENTESTECNOL�GICOS�%NESTEDOCUMENTONOS
RESTRINGIREMOSALASVARIABLES�PROGRAMAS�LIBROSDETEXTOYCURSOSSOBRETECNOLOG¤A�

Palabras clave:FORMACI�NDEPROFESORES�DIDÕCTICADELASMATEMÕTICAS�TECNOLOG¤A

ABSTRACT

The secondary school in Quebec included 5 ages (years 12-16). New generations of teachers 

have to implement, a curriculum focused on developing mathematics competences on problem 

solving situations in a socioconstructivist settings learning and technological environments. 

Quebec has launched a program of classroom use of Interactive White Boards (average of 28 

students per IWB). How do the UQAM deal with this problem of teacher training in mathematics? 

The training of mathematics teachers at our institution (UQAM) has three main components; 

pedagogy courses, mathematics and mathematics in technological environments. In this paper 

we restrict us to the variables: programs, textbooks and technology courses.

Keywords: teacher training, mathematics education, technology 

Hitt�&������	�&ORMACI�NDEPROFESORESDEMATEMÕTICASENSECUNDARIAYUSODELATECNOLOG¤AEN
1U£BEC�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación 

Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�����	�'RANADA�#OMARES�
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Introducción

%LNACIMIENTODELADIDÕCTICADELASMATEMÕTICASEN1UEBECENFORMASISTEMÕTICA�
SEDIOENLAD£CADADELOS���IGUALQUEENOTROSPA¤SES�MOTIVADOPORLOSPROBLEMASDE
APRENDIZAJEDELASMATEMÕTICASPROMOVIDOSPORLAMANERADEENSE¶ARLOSCONTENIDOSDE
MATEMÕTICASDESDEUNPUNTODEVISTAFORMAL�!S¤�ENELINTENTODEREPARARLOSPROBLEMAS
DEAPRENDIZAJEDELAESCUELAQUEBEQUENSECAUSADOPORESEMOVIMIENTODENOMINADO
i-ATEMÕTICAMODERNAw�SEPRODUJOUNCAMBIOENLOSPROGRAMASDEESTUDIODELA£POCA�
INICIANDOUNATRANSFORMACI�NPARTICULARENELSISTEMAEDUCATIVOENLAPROVINCIADE
1UEBEC�$ECIMOSESTRUCTURAPARTICULARPORELHECHODEQUESEDISTINGUECONRESPECTOAL
RESTODE#ANADÕ�VER4ABLA�	�

4ABLA��Edad y nivel educativo

Nivel de educación Edades

-ATERNAL��A¶OS	 de 4 a 5 años

0RIMARIA��A¶OS	 de 6 a 11 años

3ECUNDARIA��A¶OS	 de 12 a 16 años

#£GEPT£CNICO��A¶OS	
#£GEPPREUNIVERSITARIO��A¶OS	

de 17 a 19 años
de 17 a 18 años

Universidad de 19 a 22 años

El avance de las diferentes corrientes en el mundo tuvieron una influencia, por 
UNLADO�ENELTIPODEINVESTIGACI�NENDIDÕCTICADELASMATEMÕTICAS�YPOROTRO�ENLA
ORIENTACI�NQUELEPROPORCIONABANALAEDUCACI�NDEPARTEDELASAUTORIDADESEDUCATIVAS�
%FECTIVAMENTE�PODEMOSDECIRQUELOSDIDACTASDELAMATEMÕTICAEN1UEBECYENPARTICU
LARENNUESTRAUNIVERSIDAD�51!-	CONSIDERABANVARIASCORRIENTES�LAESCUELABRITÕNICA
PORPARTEDELGRUPOi3HELL#ENTREFOR-ATHEMATICS%DUCATIONwDE.OTTINGHAM�!LLAN
Bell et al.,YSU-ATEMÕTICAENCONTEXTO	�ELGRUPODEL)NSTITUTO&REHUDENTALDE(OLANDA�
LAESCUELAFRANCESACON"ROUSSEAU�CONSU4EOR¤ADE3ITUACIONES$IDÕCTICAS	Y6ERGNAUD
�4EOR¤ADELOS#AMPOS#ONCEPTUALES	�TAMBI£NERACONSIDERADOELACERCAMIENTODEL
0ROBLEM3OLVING�0OLYA������3CHOENFELD������+YLPATRICK������2OMBERG������
Carpenter et al.,�����ENTREOTROS	�%STOSACERCAMIENTOSTE�RICOSERANTRATADOSPOR
LOSMIEMBROSDELA51!-�%STOSDIDACTAS�INTEGRABANESTASCORRIENTESTE�RICASENLA
FORMACI�NDEPROFESORES�CONUNAAMPLIAVISI�NDELAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICASY
CONCARACTER¤STICASMULTIVARIADASSOBREELACERCAMIENTOALPROBLEMSOLVING�TOMANDO
ENCONSIDERACI�NLASDIFERENTESESCUELASMENCIONADAS	�

Del lado de las autoridades educativas, específicamente a partir de los 90, ellos 
SEACERCARONAUNCURRICULUMCENTRADOALPROBLEMSOLVINGLIGADOALCONTEXTODELOS
i0RINCIPIOSY%STÕNDARESPARALA%SCUELADE-ATEMÕTICASwDELOS%STADOS5NIDOS�0RO
BLEMASOLVING�2AZONAMIENTOYPRUEBA�#OMUNICACI�N�#ONEXIONES�2EPRESENTACI�N	
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YENCONSECUENCIA�LOSAUTORESDELIBROSDETEXTO�SEGU¤ANESATENDENCIA�%NGENERAL�LOS
PROFESORESCONSIDERABANQUELOSTEXTOSTEN¤ANUNALTOGRADODECALIDAD�YPOCOAPOCOSE
FUELLEGANDOACIERTAESTABILIDADENLAFORMACI�NDEPROFESORESYENSUPRÕCTICAEDUCATIVA�
!LINICIODELPRESENTESIGLO�LASAUTORIDADESEDUCATIVASDANUNCAMBIORADICAL�%N

����SEANUNCIAUNNUEVOACERCAMIENTOENEDUCACI�N�LIGADOAPROGRAMASDEESTUDIO
BASADOSENLANOCI�NDECOMPETENCIA�!S¤�DIOINICIOEN����ELPROGRAMAPORCOMPETEN
CIASENLAESCUELAPRIMARIAYEN����ENLAESCUELASECUNDARIA�%NGENERAL�ELMINISTERIO
DECIDI�SEGUIRUNMODELODECOMPETENCIASUTILIZADOPORLAESCUELASUIZA�,ADEFINICI�N
DECOMPETENCIAELEGIDAPORELMINISTERIOFUELADE0ERRENAUD�����	�

competencia es la capacidad de actuar de manera eficaz cuando uno se enfrenta a una 
FAMILIADESITUACIONES�QUESELLEGAADOMINARPORQUESETIENEASUDISPOSICI�NTANTOLOS
CONOCIMIENTOSNECESARIOSYLACAPACIDADDEMOVILIZARESTOSCONOCIMIENTOSDEMANERA
EFECTIVA�ENELMOMENTOAPROPIADO�PARAIDENTIFICARYRESOLVERPROBLEMASREALES��P���	

5NACOMPARACI�NCONLADEFINICI�NUTILIZADAPOR2ICOY,UPIA¶EZ�����	NOSMUESTRA
una gran similitud con el acercamiento de Perrenaud,

.UESTROACERCAMIENTOESFUNCIONAL�3OSTENEMOSQUELASCOMPETENCIAS�COMOEXPECTATI
VASDEAPRENDIZAJE�SEPRESENTANCONTEXTUALIZADAS�HACENUSODEHERRAMIENTASCOGNOSCITIVAS
YLOSSUJETOSLASMUESTRANMEDIANTELAPUESTAENPRÕCTICADEUNASERIEDEACTUACIONES�
DECISIONESYACTITUDESCONLASQUEDANRESPUESTAALASDEMANDASYPROBLEMASPLANTEADOS�
�P����	

,AELECCI�NDELMINISTERIODELADEFINICI�NDECOMPETENCIATUVOGRANDESIMPLICACIO
NES�0ERRENAUDEXPLICITASUDEFINICI�NDIRECTAMENTELIGADAALARESOLUCI�NDESITUACIONES
PROBLEMAENCONTEXTOREAL�!S¤�QUED�DETERMINADALAPRIMERACOMPETENCIAENLADIS
CIPLINADEMATEMÕTICAS�LIGADAALARESOLUCI�NDESITUACI�NPROBLEMA�-%,3�����	�
#OMPETENCIA��2ESOLVERUNASITUACI�NPROBLEMA�

 — ,ASITUACI�NNODEBEHABERSIDOPREVIAMENTEPRESENTADAx
 — ,AOBTENCI�NDEUNASOLUCI�NSATISFACTORIAREQUIERELACOMBINACI�NDEREGLAS
O PRINCIPIOSQUEELESTUDIANTEHAADQUIRIDOONOx

 — El producto o su forma esperada, no ha sido presentado anteriormente.
Competencia 2. Desarrollar un razonamiento matemático.

#OMPETENCIA��#OMUNICARUSANDOELLENGUAJEMATEMÕTICO��P���	
%LCAMBIONOSOLODESCONTROL�APROFESORESEINVESTIGADORES�SINOTAMBI£NAAUTORES

DELIBROSDETEXTOQUENOTEN¤ANEXPERIENCIALIGADAAUNACERCAMIENTOPORCOMPETENCIAS
YDERESOLUCI�NDESITUACIONESPROBLEMA�5NAEXIGENCIAMÕSDELMINISTERIO�FUEQUEAL
INICIODECADACAP¤TULOSEPRESENTARAUNASITUACI�NPROBLEMAQUEHICIERAREFERENCIAA
UNPROBLEMADELAHUMANIDAD�POREJEMPLOLACONTAMINACI�NDELMEDIOAMBIENTE�LA
FALTADEAGUAENALGUNOSPA¤SES	�
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El profesor de matemáticas cara a la reforma del 2001

%LPROGRAMAPORCOMPETENCIAS�TRAJOCONSIGOPROBLEMASMAYORESENSUINTERPRE
TACI�NYPUESTAENPRÕCTICAENLAESCUELAQUEBEQUENSE�,ACOMPETENCIA�EXIGESER
CONSCIENTEDELADIFERENCIAENTREEJERCICIO�PROBLEMAYSITUACI�NPROBLEMA�0UESTOQUE
ELMINISTERIODEEDUCACI�NTAMBI£NPROPUSOQUELAREFORMAEDUCATIVASEAPOYARAENUN
ACERCAMIENTOSOCIOCONSTRUCTIVISTADELAEDUCACI�N�YSEINCORPORARALANOCI�NDEi2EGIS
TRODEREPRESENTACI�Nw�$UVAL����������	�ELLOA¶ADI�OTRAVARIABLEMÕSACONSIDERAR
en los procesos de enseñanza. Ahí no terminan las dificultades, como lo señalamos 
ANTES�ELMINISTERIOEXIGI�ALOSPRODUCTORESDEMANUALESESCOLARESQUECADACAP¤TULO
SEINICIARACONUNASITUACI�NPROBLEMAQUEHICIERAREFERENCIAEXPL¤CITAAUNPROBLEMA
RELATIVOALAHUMANIDAD�!S¤�LAACUMULACI�NDEVARIABLESPROVOC�ELTRATAMIENTODEUN
PROBLEMAMUYCOMPLEJODEENSE¶ANZA�#ONRESPECTOALPROFESORDELAESCUELASECUNDARIA�
LASITUACI�NNOERADELTODOACOGEDORA�

 — ,OSPROFESORESEMPEZABANATENERUNCONOCIMIENTOESTABLERELACIONADOALA
RESOLUCI�N DE PROBLEMAS� ,A LITERATURA DEL PROBLEMSOLVING Y DEMANUALES
ESCOLARES SECENTRABANMÕSEN LA RESOLUCI�NDEPROBLEMASDECORTECERRADO
�SOLUCI�N ¢NICA	 QUE LOS PROBLEMAS DE TIPO ABIERTO �SOLUCI�NM¢LTIPLE	� %L
CAMBIOPRODUJOUNADESESTABILIZACI�NENLOSPROFESORES�

 — %LPASODEUNCONTEXTOCONSTRUCTIVISTAAUNOSOCIOCONSTRUCTIVISTAIMPLICABA
UNCAMBIOENLASMANERASDEENSE¶AR�%LMINISTERIODEEDUCACI�NNOFUEEXPL¤
CITOENC�MOREALIZARUNTIPODEENSE¶ANZASOCIOCONSTRUCTIVISTAENELAULADE
MATEMÕTICASYENTONCES�ELPROFESORNOSINTI�QUEDEBER¤ACAMBIARSUSHÕBITOS
DEENSE¶ANZA�$EHECHO�ELPROFESORESTABAFAMILIARIZADOCONLACOMPETENCIA
��YLA�NOFUEINTERPRETADABAJOUNACERCAMIENTOSOCIOCONSTRUCTIVISTA�3E
PENS�QUELACOMPETENCIA�DEBER¤AEVALUARSEDEACUERDOALACOMUNICACI�N
DELESTUDIANTECONELPROFESORYANÕLISISDESUSPRODUCCIONESESCRITAS�

 — 3EPROMOV¤ALAIMPORTANCIADELPASODEUNAREPRESENTACI�NAOTRAYCAMBIOS
DEREGISTRO�PERONOSEHAC¤AEXPL¤CITOLASNOCIONESDEUNIDADESSIGNIlCATIVAS
REFERENTESALREGISTROGRÕlCOYSUSCORRESPONDIENTESUNIDADESSIMB�LICASDE
LASREPRESENTACIONESDECORTEALGEBRAICO�$UVAL�����	�

%NLOSPRIMEROSA¶OSDELAIMPLEMENTACI�NDEUNPROGRAMAPORCOMPETENCIASY
RESOLUCI�NDESITUACIONESPROBLEMA�ELMINISTERIOINICI�UNAFASEDECONCIENCIACI�N
PROPORCIONANDOEJEMPLOSDESITUACIONESPROBLEMA�%LRESULTADOFUEQUEELMINISTERIO
IMPL¤CITAMENTEDEJ�ENTREVERQUEELENUNCIADODEBER¤ASERCOMPLEJO�,OSPROFESORESEN
SERVICIO�MENCIONANDEFORMAINFORMAL�QUEENGENERALLASITUACI�NPROBLEMAQUESE
PROPONEALINICIODECADACAP¤TULODELOSTEXTOS�CONTIENEUNAGRANCANTIDADDEDATOS�
QUELASITUACI�NESDEMASIADOABIERTAYQUETOMAMUCHOTIEMPOPARAPODERCONCILIAR
LASIDEASQUEAFLORANENCLASE�%NCAMBIO�LOSINVESTIGADORESCENTRADOSENLOSPROBLEMAS
DEAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS�PRECISAMENTEPROPON¤ANLOCONTRARIO�LASSITUACIONES
PROBLEMADEBER¤ANSERSIMPLESDEENTENDER�ELLONOQUIEREDECIRFÕCILESDERESOLVER	�
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QUEPROMUEVANQUEELESTUDIANTESECOMPROMETAYHAGASUYALASITUACI�N�PROCESOSDE
DEVOLUCI�N	YSEGENEREUNAREFLEXI�NPROFUNDAQUEGENEREELAPRENDIZAJE�"ROUSSEAU�
�����'RENIERY0AYAN������ENTREOTROS	�%SDECIR�LOQUEPROMULGANLOSINVESTIGA
DORES�ESQUELADIFICULTADSEPRESENTEDEFORMAGRADUALENLAACTIVIDADMATEMÕTICADE
LOSALUMNOSYNOENLACOMPRESI�NDEUNENUNCIADOMUYLARGOYCOMPLEJO�%STASDOS
TENDENCIASENTREINVESTIGADORESYELMINISTERIO�TODAV¤ANOLOGRANLLEGARAUNEQUILIBRIO
en la época actual.
/TRACARACTER¤STICAPARTICULARDELAREFORMABASADAENCOMPETENCIASESQUELATEC

NOLOG¤ANOSEESPECIFIC�ENLASCOMPETENCIASDISCIPLINARIASSINOQUESEENUNCIARONEN
las competencias transversales, como lo veremos enseguida.
"AJOTODASESTASVARIABLES�EN����LLEGAALAUNIVERSIDADLAPRIMERAGENERACI�NDE

ALUMNOSBAJOUNAORIENTACI�NPORCOMPETENCIAS�(ASTAELMOMENTONOSECUENTACON
UNAEVALUACI�NFORMALDELOSRESULTADOSDELAREFORMAPORCOMPETENCIASYSOLOSETIENEN
TESTIMONIOSAISLADOSDEALGUNOSPROFESORES�0OREJEMPLO�ALGUNOSSE¶ALANQUE�

 — LASNUEVASGENERACIONESCUESTIONANMÕSENCLASEQUELASANTERIORES�
 — LOSALUMNOSPARECENMOSTRARMENOSHABILIDADESESPEC¤lCASENMATEMÕTICAS�
PEROUNAACTITUDPOSITIVAHACIALACOMPRENSI�NDETAREASCOMPLEJAS�

 — CUENTANCONUNAVISI�NMÕSAMPLIADELOSPROBLEMASQUEAFRONTALAHUMANI
dad. 

!NTESDELAREFORMA�PODEMOSDECIRTAMBI£NQUELATECNOLOG¤ANOTEN¤AELIMPACTO
QUETIENEENESTOSMOMENTOS�3EUTILIZABAELRETROPROYECTORYLACALCULADORAFUNDAMEN
TALMENTE�3EINICIABAENESEENTONCESCONPAQUETESINFORMÕTICOSDEGEOMETR¤ADINÕMICA
�#ABRI'£OMÞTRE�P�E�	�PEROLATECNOLOG¤AENGENERALNOERAUTILIZADAPORLOSPROFESORES
ENGRANESCALA�%NLASIGUIENTESECCI�NVEREMOSCONMÕSDETALLEQU£PAS�ENLAREFORMA
con respecto al uso de tecnología.

La tecnología en el desarrollo de competencias matemáticas en la 

formación de profesores de secundaria (edades de 12 a 16 años)

%NELCASODE1UEBEC�ELUSODELATECNOLOG¤AENELAULADEMATEMÕTICASSEREFLEJA
EXPL¤CITAMENTEENUNADELASCOMPETENCIASTRANSVERSALES�EXPLOTARLAINFORMACI�N�RESOL
VERPROBLEMAS�EJERCERUNJUICIOCR¤TICO�PONERENPRÕCTICASUPENSAMIENTOCREATIVO�
PROPORCIONARM£TODOSDETRABAJOEFICACES�explotar las tecnologías de la información y 

de la comunicación (TIC), actualizar su potencial, cooperar, comunicar de forma apro
piada. Esta competencia relativa a la tecnología hace referencia a: utilizar las tecnologías 
APROPIADAS�SACARPROVECHODELATECNOLOG¤A�EVALUARLAEFICACIDADDESUUTILIZACI�N�
%RAUNHECHOQUELAPROPUESTADELMINISTERIOERADIF¤CILDEIMPLEMENTARENELAULA

DEMATEMÕTICAS�YAQUEELLOSMISMOSMOSTRABANCIERTAINGENUIDADENSUSACERCAMIEN
TOSANTESDELAREFORMA�0OREJEMPLO�ELMINISTERIOENLAD£CADADELOS���ANTESDELA
REFORMAPORCOMPETENCIAS	AFIRMABALOSIGUIENTE�
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-IENTRASQUELATECNOLOG¤AAFECTAALASMATEMÕTICASYSUUSO�ESNECESARIOQUELOS
ESTUDIANTESUTILICENHÕBILMENTELASHERRAMIENTASELECTR�NICASMODERNAS�x,ATECNOLOG¤A
NOGARANTIZAEL£XITODELOSESTUDIANTESENMATEMÕTICAS�YAQUELASCALCULADORASYLOS
ORDENADORES�SONCOMOELPROCESADORDETEXTOPARAUNESCRITOR�SONS�LOHERRAMIENTAS�
Sin embargo, la tecnología permite al estudiante adquirir y comprender nuevos con-

ceptos con mayor rapidez��-INISTERIODE%DUCACI�NDE1UEBEC������P��	;%L£NFASIS
ESNUESTRO=

%STOMUESTRALOQUE!RTIGUESE¶ALABAENEL�����ACERCADELdesconocimiento de 
LOSPROCESOSDEINSTRUMENTACI�NEINSTRUMENTALIZACI�NDELOSARTEFACTOSTECNOL�GICOS�
Los investigadores, posterior al artículo de Artigue, han realizado una gran cantidad 

DEINVESTIGACIONESALRESPECTO�YLALITERATURAENESTOSMOMENTOS�MUESTRAMUCHOSDE
LOSPROBLEMASDEINSTRUMENTACI�NEINSTRUMENTALIZACI�N�4ROUCHE�����	ENELAULA
DEMATEMÕTICAS�-IENTRASLOSINVESTIGADORESAVANZABANENENTENDERESTOSPROCESOS�EL
MINISTERIODEEDUCACI�NSORPRENDI�ALACOMUNIDADDEESTUDIANTES�PROFESORESEINVESTI
gadores, al impulsar la tecnología tanto en la escuela primaria como secundaria dotando 

LASAULASDEUN4ABLERO"LANCO)TERATIVO�SEESTIMAUN4")PORCADA��ALUMNOS	�5NA
PREGUNTAQUEEMERGEDEINMEDIATOESC�MOSEUTILIZAEL4")ENELAULADEMATEMÕTICAS
YQU£PROPONENLOSAUTORESDELIBROSDETEXTO�$EHECHO�ENESTEDOCUMENTO�NOSOTROS
QUEREMOSSE¶ALARLOSPROBLEMASDELUSODELATECNOLOG¤ATOMANDOENCONSIDERACI�NLAS
PROPUESTASEXPL¤CITASDELMINISTERIODEEDUCACI�NYSUINTERPRETACI�NENLOSLIBROSDE
TEXTOSOBREUNTEMAESPEC¤FICOYSURELACI�NCONELUSODELATECNOLOG¤A�%NGENERAL�
NUESTROANÕLISISDELOSLIBROSDETEXTODE1UEBECNOSMUESTRANQUELATECNOLOG¤AQUESE
PROPONE�TIENEQUEVERCON�

 — APROPIACI�NDEINFORMACI�NPRESENTADAEN)NTERNET�ENGENERALSINESPECIlCA
CI�NDELSITIOWEBACONSIDERAR	�

 — USODEUNPROCESADORDEPALABRASYDECORREOELECTR�NICO�
 — CALCULADORACONPANTALLAGRÕlCA�
 — EXCEL�
 — USODEPAQUETESDEGEOMETR¤ADINÕMICA�#ABRI'£OMÞTREYMÕSRECIENTEMENTE
'EO'EBRA	�

 — USODEAPPLETSQUESEENCUENTRANENLA7EB�
%NLASECCI�NSIGUIENTENOSPROPONEMOSPROPORCIONARUNEJEMPLOCONCRETOCON

ALGUNOSCONTENIDOSDEMATEMÕTICAS�BAJOVARIOSPUNTOSDEVISTA�
 — LOQUELOSPROGRAMASDEESTUDIOPROPONEN�
 — LOQUELOSLIBROSDETEXTOPRESENTAN�
 — LOQUEPODEMOSENCONTRAREN)NTERNET�
 — propuestas remediales locales a esos contenidos.
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El Teorema de Pitágoras en la reforma y su tratamiento en los libros 

de texto

%LMINISTERIODEEDUCACI�N�PROPONEELSIGUIENTECONTENIDOPARAELTERCERA¶ODE
la escuela secundaria: Relación Pitagórica�-%,3������P���	�%NLADESCRIPCI�N
DELOSPROGRAMASDEESTUDIOSEMENCIONAFRECUENTEMENTELARELACI�NDE0ITÕGORAS�LA
INTERPRETACI�NQUEENCONTRAMOSENLOSTEXTOS�ESPOREJEMPLOLADELA&IGURA��6ISION�
VOL���P����YUNSITIOWEB	�

Figura 1. Visión y http://www.alloprof.qc.ca/BV/Pages/vm1284.aspx

%LMINISTERIOENFATIZALARELACI�NDE0ITÕGORAS�YLOSAUTORESDETEXTOSYSITIOSWEB
DESTACANESTARELACI�NDESDEUNPUNTODEVISTAALGEBRAICO�3IBIEN�ESTEACERCAMIENTO
TIENECOMOOBJETIVOELUSOEFICIENTE�COMPETENCIA	DEUNARELACI�NDECORTEALGEBRAICA
ENLARESOLUCI�NDEPROBLEMAS�LAPRESENTACI�NEXCLUYEPROCESOSVISUALESDELARELACI�N�
0ARECIERAQUETANTOLASAUTORIDADESEDUCATIVASCOMOAUTORESDETEXTOSYPRODUCTORESDE
SITIOSDE)NTERNETCONSIDERENSUPERFLUOOTROTIPODEREPRESENTACI�NENMATEMÕTICASYLA
IMPORTANCIADEPASARDEUNAREPRESENTACI�NAOTRA�2ECORDEMOSQUEELMINISTERIOHA
TOMADOENCONSIDERACI�NELACERCAMIENTOTE�RICODE$UVALSOBREREPRESENTACIONES�!NTES
DELAREFORMA�ENELPROGRAMACENTRADOENLARESOLUCI�NDEPROBLEMAS�ERAEXPL¤CITOLOS
PROCESOSDEPASARDEUNAREPRESENTACI�NAOTRA�INFLUENCIADE*ANVIER������ENTREOTROS	�
,OSAUTORESDELMISMOTEXTO�PROPONENELUSODE#ABRIPARAVERIFICARLARELACI�N

PITAG�RICADESDEUNPUNTODEVISTAVISUALYNUM£RICO�!¶ADENASUUSODETECNOLOG¤A�UNA
PREGUNTAPARAQUEELALUMNOGENERALICELARELACI�N�SISEUTILIZAUNTRIÕNGULORECTÕNGULO
YSECONSTRUYENHEXÕGONOSREGULARESSOBRELOSLADOS�zPODEMOSESTABLECERUNARELACI�N
ENTRELASÕREASDELOSHEXÕGONOS�
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Figura 2. Libro de texto: Vision (p. 36).

3IBIENSEINTENTAPROMOVERELPASODEUNAREPRESENTACI�NAOTRA�QUEDANOLVIDADOS
ASPECTOSIMPORTANTESENELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICASCOMO�ANTICIPACI�N�CONJETURA�
SENSIBILIDADALACONTRADICCI�NYPROCESOSDEVALIDACI�N�3ABOYA�"EDNARZY(ITT�����	�
5NASPECTOIMPORTANTEQUESE¶ALANLASAUTORIDADESEDUCATIVASESSOBRELAIMPOR

TANCIADEINCLUIRASPECTOSHIST�RICOSRELACIONADOSCONLOSCONTENIDOSDEMATEMÕTICAS
TRATADOSENELAULA�,OQUEENCONTRAMOSENLOSTEXTOSESELUSODECÕPSULASHIST�RICAS
AISLADASQUENOTIENENUNROLPREPONDERANTEENSUACERCAMIENTOALOSCONTENIDOSTRATADOS�
Enseguida enfatizamos este aspecto.

Las representaciones visuales y sus consecuencias en el aprendizaje y desarrollo 
de competencias matemáticas

%SIMPORTANTEOBSERVARQUEUNHISTORIADORDELASMATEMÕTICAS�3ZAB������	SE¶ALA
QUEENLA£POCADEORODELOSGRIEGOS�YPRECISAMENTEENLOS%LEMENTOSDE%UCLIDES
�SIGLOiiiA�#�	�SEDIOUNCAMBIORADICALDELAPRESENTACI�NDELAMATEMÕTICAPARADAR
inicio a una ciencia deductiva, en donde es notoria la tendencia a evadir las represen
taciones visuales.
3ZAB��)DEM	�NOSMUESTRALAIMPORTANCIADELAMATEMÕTICAGRIEGAYLOSESFUERZOS

PARACONSTRUIRUNAMATEMÕTICAFUNDADAENDEFINICIONESYAXIOMAS�,AMATEMÕTICA�
SIGUIENDOUNPRINCIPIODENOCONTRADICCI�N�SEVEENLANECESIDADDEBASARSUFUNDA
MENTACI�NALAMANERACOMOLAINICIARONLOSGRIEGOS�YLASSUBSECUENTESFORMALIZACIONES
QUEHATENIDOATRAV£SDELAHISTORIA�3INEMBARGO�ENELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS�
SEDEBEPRIORIZARELDESCUBRIMIENTO�LAANTICIPACI�N�LACONJETURA�LASENSIBILIDADALA
CONTRADICCI�NYLOSPROCESOSDEVALIDACI�N�
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(AGAMOSUNPOCODEHISTORIA�"USCANDOENLASTABLETASBABIL�NICASQUECONOCEMOS�
CONTAMOSCONLATABLETADELA&IGURA��QUEQUEREMOSRELACIONARCONEL-ENONDE0LAT�N
����A���A�#�	�

Figura 3. Tableta babilónica y posibles dibujos sobre la arena en el Menon de Platón.

,ATABLETAYLASPOSIBLESFIGURASDEL-ENONENRELACI�NALA TEOR¤ADE3�CRATES
SOBRELAREMINISCENCIA�REDUCI£NDOLAAUNASPALABRAS�ESTIPULAQUETODOLOSABEMOS�
SOLAMENTEESNECESARIOCONTARCONPREGUNTASADECUADASPARARECORDARALG¢NCONTENIDO	�
3INDISCUTIRENESTEDOCUMENTOSOBREESTATEOR¤A�LOQUEQUEREMOSSE¶ALARESELUSODE
LASPROBABLESFIGURASDIBUJADASENLAARENA�,ASCUALES�TIENENRELACI�NDIRECTAENLA
RESOLUCI�NDELPROBLEMADELADUPLICACI�NDEUNCUADRADOYFIGURASCONOCIDASDESDE
£POCASMUYREMOTAS�&IGURA�	�

Figura 4. Posible dibujo sobre la arena y su relación con el Teorema de Pitágoras.

4ODOPARECEINDICARQUEELDESCUBRIMIENTODEL4EOREMADE0ITÕGORAS�SEGURAMENTE
TUVOQUEVERCONUNTRIÕNGULORECTÕNGULOIS�SCELES�ANTESDELLEGARALENUNCIADOQUESE
ENCUENTRAENLOS%LEMENTOSDE%UCLIDES�&IGURA�	�
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Figura 5. Teorema 33, proposición 47 de los Elementos de Euclides.

,AREPRESENTACI�NVISUALDE%UCLIDES�PERMITEREALIZARUNSEGUIMIENTODELADEMOS
TRACI�NYENESTECASO�LAREPRESENTACI�NINTENTAMOSTRAR�iUNCASOGENERALCUALQUIERAw�
#OMOLOAFIRMA3ZAB��)DEM	�SIREALIZÕRAMOSUNANÕLISISDELAHISTORIADELASMATEMÕ
TICASSOBREELROLDELASREPRESENTACIONESVISUALES�NOSPODR¤AMOSPERCATARDELAENORME
IMPORTANCIAQUEHANTENIDOENELDESCUBRIMIENTODELASMATEMÕTICASANTESDELLEGARA
Euclides.
%STEEJEMPLONOSMUESTRAQUEFALTAMUCHOPARAEQUILIBRARUNPROGRAMAPORCOMPE

TENCIAS�LOQUESEENCUENTRAENLOSLIBROSDETEXTOYLOQUESUGIERENLOSINVESTIGADORES�

¿Cómo la UQAM realiza la formación de profesores de matemáticas 

para la escuela secundaria, y en particular sobre el uso de tec-

nología?

A finales del siglo pasado, un grupo de profesores de la UQAM se dieron a la 
TAREADECONSTRUIRVARIOSCURSOSPARALAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICASENAMBIENTES
TECNOL�GICOS�#OMOLOSE¶ALAMOSENLA4ABLA)� LALICENCIATURAENENSE¶ANZADELAS
MATEMÕTICASSEREALIZAEN�A¶OS�,AOBTENCI�NDESUDIPLOMALESPERMITEEJERCERSU
PROFESI�NENLAESCUELASECUNDARIA�EDADESDE��A��A¶OS	�,OSESTUDIANTESSEFORMAN
en 4 áreas generales:

 — &ORMACI�NDISCIPLINAR���CURSOS	�
 — &ORMACI�NPSICOPEDAG�GICAYCLIENTELASPARTICULARES���CURSOS	�
 — &ORMACI�NDIDÕCTICA���CURSOS	�
 — &ORMACI�NPRÕCTICA��ESTANCIASFRENTEAUNGRUPOENUNAESCUELASECUNDARIA	�

Entre los cursos antes mencionados, 4 de entre ellos tienen un acercamiento tec
NOL�GICO�



23FORMACIÓN DE PROFESORES DE MATEMÁTICAS EN EDUCACIÓN SECUNDARIA

 — MAT1812: Programas profesionales en la enseñanza de las matemáticas I,
 — -!4�����!PLICACIONES PEDAG�GICAS DE LA INFORMÕTICA EN LA ENSE¶ANZA Y
APRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS�

 — MAT3812: Programas profesionales en la enseñanza de las matemáticas II,
 — -!4�����%XPLORACIONESMATEMÕTICASCONLAAYUDADELAINFORMÕTICA�

$OSDEESOSCURSOSTIENENUNACERCAMIENTODEAPROPIACI�NDELATECNOLOG¤AYMANERAS
DEAPLICARLA-!4����Y-!4�����SUCONTENIDOTIENEQUEVERCONELAPRENDIZAJEDE
PROCESADORESDEPALABRAS�%XCEL�'EO'EBRAYELEMENTOSDEPROGRAMACI�N6ISUAL"ASICY
(4,-�%NCAMBIO�LOSOTROSDOSCURSOS-!4����Y-!4�����TIENENUNACERCAMIENTO
INVERSO�SEPLANTEANPROBLEMASYSITUACIONESPROBLEMAS�PORPARTEDELOSPROFESORESO
PORELLOSMISMOS	YLOQUESEREQUIEREESQUELOSESTUDIANTESSELECCIONENLATECNOLOG¤A
pertinente como una herramienta para resolver lo planteado.

En el primer semestre de sus estudios ligado a la tecnología, se les propone, por 

EJEMPLO�QUEREALICENUNANUNCIO�POSTER	CONLASHERRAMIENTASTECNOL�GICAS�7ORDY
PROGRAMACI�NCON6ISUAL"ASICLIGADOAUNPAQUETE,ANGAGE'RAPHIQUE	QUEHANLLEVADO
ENLASPRIMERAS�SEMANAS�VER&IGURA�	�

 Figura 6. Primeras actividades con tecnología de un profesor en formación.

#ONLOSESTUDIANTESDEESTENIVEL��ERSEMESTREDESUSESTUDIOS	�NOSEDISCUTEEL
ART¤CULODE3ZAB��)DEM	�SOLAMENTESELESSOLICITAREALIZARUNACERCAMIENTOVISUALAL
4EOREMADE0ITÕGORASUTILIZANDOHERRAMIENTASTECNOL�GICAS�#OMOLOSE¶ALAMOSANTES�
LOSESTUDIANTESENSUPRIMERCURSOAPRENDENAAPLICARCONPROBLEMASESPEC¤FICOS�EL
USODEUNPROCESADORDEPALABRAS�7ORD	�%XCELYUNAINTRODUCCI�NA6ISUAL"ASICEN
UNCONTEXTODEUNAPPLET�,ANGAGE'RAPHIQUE	�'EO'EBRAY'EO'EBRA#!3�5NAVEZ
INTRODUCIDALAIMPORTANCIADELOSASPECTOSVISUALESPARAELDESCUBRIMIENTODECONCEPTOS
YRELACIONESMATEMÕTICAS�SEHACEEXPL¤CITOQUEUNACERCAMIENTOVISUALTIENELIMITACIO
NES�SELESSOLICITAPRESENTARLADEMOSTRACI�NVISUALDEQUE������SEG¢NLAPROPOSICI�N
DE#ARRROL�����	�
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Figura 7. Primeras actividades con tecnología de un profesor en formación.

5NAVEZQUELOSPROFESORESENFORMACI�NSONCONSCIENTESDELAIMPORTANCIADELOS
ACERCAMIENTOSVISUALESYDELASLIMITACIONESDEESTOSPROCESOSPARASERCONSIDERADOS
COMOPRUEBAS�SELESEXAMINAENUNLABORATORIO�DONDEDEBENRESOLVERPROBLEMASESPE
C¤FICOSCONLASHERRAMIENTASTRATADASENELCURSO�%NESTOSEXÕMENES�SEHACEREFERENCIA
EXPL¤CITAALATECNOLOG¤AQUEDEBEUTILIZARPARARESOLVERUNPROBLEMAPLANTEADO�

Modelación matemática y competencias en la resolución de situacio-

nes problema

%NELSEGUNDOCURSOSOBRETECNOLOG¤A� LOSESTUDIANTESSONINVITADOSACONOCER
CARACTER¤STICASDELPROGRAMADEESTUDIOSENSECUNDARIA�ANALIZANDOCONTENIDOSYSU
PRESENTACI�NENLIBROSDETEXTO�%SAQU¤ENDONDELOSALUMNOSDISCUTENSOBREEJERCICIOS�
PROBLEMASYSITUACIONESPROBLEMA�!S¤�SELESSOLICITALATRANSFORMACI�NDEEJERCICIOSEN
SITUACIONESPROBLEMA�0OREJEMPLO�ENUNMANUALESCOLAR�0OINTDE6UE-ATH£MATIQUE�
��A¶O�6OL���P����	�SESOLICITALOMOSTRADOENLA&IGURA��

Figura 8. ¿Cuál es la cantidad máxima de líquido en el recipiente?

%STEEJERCICIOREQUIEREDELCÕLCULODELAALTURADELCONO�YAPLICACI�NDEF�RMULAS
SOBREELVOLUMENDEUNAMEDIAESFERA�VOLUMENDEUNCILINDROYDEUNCONO�0OREL
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CONTRARIO�DENTRODELOSCURSOSDETECNOLOG¤A�LOSESTUDIANTESALHABERTRABAJADOCON
'EO'EBRASELESINVITAATRANSFORMARELEJERCICIOENUNPROBLEMAENFORMADINÕMICA
�VER&IGURA�	�

Figura 9. Transformación de un ejercicio en un problema.

%LCURRICULUMDEMATEMÕTICASPORCOMPETENCIASYCENTRADOENLARESOLUCI�NDESITUA
CIONESPROBLEMATRAJOCONSIGOELIMPULSODELAMODELACI�NMATEMÕTICA�%NALGUNOSDE
LOSMANUALESESCOLARES�LOSPROCESOSDEMODELACI�NESCENTRAL�3INEMBARGO�LATECNOLOG¤A
SUGERIDAENLOSLIBROSDETEXTOESTÕMUYLEJOSDESERUNAPOYOREALENELAPRENDIZAJEDELAS
MATEMÕTICAS�,OSPROFESORESDELA51!-�ENSUPROGRAMADEFORMACI�NDEPROFESORES
CONSIDERAQUELOSPROCESOSDEMODELACI�NMATEMÕTICASONESENCIALES�!S¤�UNAVEZQUE
LOSALUMNOSSONCOMPETENTESENELUSODE'EO'EBRA�SELESSOLICITAREALIZAREXPERIMENTOS
ENEQUIPO�PROYECTOS	REALIZANDOUNVIDEOYSUANÕLISISCONELPAQUETE4RACKER�VER&IGURA
��	PARALATOMADEDATOS�%SOSDATOSSECOPIANDIRECTAMENTEENUNATABLADE'EO'EBRA�
YLOSALUMNOSSEINICIANAS¤�ENLOSPROCESOSDELAMODELACI�NMATEMÕTICA�QUESONMUY
IMPORTANTESENUNPROGRAMAPORCOMPETENCIASYRESOLUCI�NDESITUACIONESPROBLEMA�

Figura 10. Tracker y GeoGebra combinados  
(datos de una persona en movimiento, tiempo frente a distancia recorrida).
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Formación de másters y su relación con el uso de tecnología

Los estudiantes de licenciatura, una vez terminados sus estudios, pueden continuar 
CONUNODELOSTRESTIPOSDEMÕSTER�5NOQUELLEVAALESTUDIANTEHACIALAINVESTIGACI�NY
ENTONCESTIENECOMOOBJETIVOPREPARARLOHACIAUNDOCTORADOENDIDÕCTICADELASMATE
MÕTICAS�%STAOPCI�NSOLICITAUNAMEMORIA�OTESISNIVELMAESTR¤A	QUELOPREPARAHACIA
LAINVESTIGACI�N�/TRAOPCI�NESUNAMEMORIAPROFESIONAL�ELLOIMPLICAQUEELESTUDIANTE
LLEVEMÕSCURSOSYREALICEUNDOCUMENTODEINVESTIGACI�NDELIMITADAENVERGADURA	�,A
TERCERAOPCI�NESPARAAQUELLOSQUEHANREALIZADOESTUDIOSENOTRARAMACIENT¤FICAYQUE
SONPROFESORESSUPLENTESDEMATEMÕTICAS�PEROQUENOTIENENFORMALMENTEELDIPLOMA
QUELESPERMITETENERUNEMPLEOFIJO�ESTAOPCI�NNOTIENEMEMORIA�VERMÕSADELANTE	�
%SELCASODEMUCHOSEXTRANJEROSQUETIENEN�POREJEMPLO�UNDIPLOMADEINGENIER¤A
YQUEEJERCENCOMOPROFESORESSUPLENTESENMATEMÕTICASEN1UEBEC�LAMAESTR¤AEN
ENSE¶ANZASECUNDARIACONOPCI�NENMATEMÕTICASLESPERMITEOBTENERUNDIPLOMAYEL
permiso respectivo para poder aplicar a un puesto definitivo. En esta maestría no es 

NECESARIOREALIZARUNAMEMORIA�PEROINCLUYEMÕSCURSOSY�ADEMÕSENESTAOPCI�N�ES
OBLIGATORIOREALIZARESTANCIASDEPRÕCTICASFRENTEAUNGRUPOQUESONEVALUADAS�

En estos cursos de maestría, dependiendo del curso, el uso de tecnología puede 

SEREXIGIDO�0OREJEMPLO�ENUNCURSOSOBREDIDÕCTICADELAFUNCI�N�ENELPROGRAMA
DEMAESTR¤ACONMEMORIAOTESIS	�LOSESTUDIANTESANALIZANART¤CULOSDEINVESTIGACI�NY
DESARROLLANTRABAJOSSOBREESECONTENIDO�QUEENALGUNOSCASOSINCLUYELATECNOLOG¤A�%N
ESETIPODECURSO�POREJEMPLO�LOSESTUDIANTESHANSELECCIONADOYANALIZADOART¤CULOS
DE$UVAL����������	�DE!RCAVIY(ADAS�����	YDE(ITTY'ONZÕLEZ-ART¤N�����	�
ENTREOTROSMUCHASLECTURAS�,OSESTUDIANTESDECIDENPRESENTARUNTRABAJOQUERELACIONE
SUSLECTURASYUNAPROPUESTADEENSE¶ANZASOBREELCONCEPTODEFUNCI�N�%LEJEMPLO
QUEPRESENTAMOSACONTINUACI�N�FUEDESARROLLADOPOR4RAMBLAYY/UELLET������DOCU
MENTOINTERNONOPUBLICADO	�%NESETRABAJO�ESTOSDOSESTUDIANTESHANTOMADOCOMO
REFERENCIATE�RICAELTRABAJODE$UVALYELDE(ITTY'ONZÕLEZ-ART¤N�PROPONIENDOUN
ACERCAMIENTOCUALITATIVOALAPRENDIZAJEDELASREPRESENTACIONESGRÕFICASDELASFUNCIONES
ENUNCONTEXTODEUNASITUACI�NPROBLEMA�$ELMARCOTE�RICODE$UVAL�LOSESTUDIANTES
HANELEGIDOLOSCONCEPTOSTE�RICOSSOBRE�

 — UNIDADES SIGNIlCATIVAS DE UNA REPRESENTACI�N GRÕlCA Y SU RELACI�N CON LAS
RESPECTIVASUNIDADESSIMB�LICAS�

 — REGISTROSDEREPRESENTACI�NYLAIMPORTANCIADELOSPROCESOSDECONVERSI�N�
$ELTRABAJODE(ITTY'ONZÕLEZ-ART¤N�ELLOSHANSELECCIONADOLAPARTEDEENSE

¶ANZAENUNMEDIOENCOLABORACI�N�M£TODO!#/$%3!	�,ALECTURADELOSART¤CULOS
DEINVESTIGACI�NYENPARTICULARLOSARRIBAMENCIONADOS�LESHAPERMITIDOAESTEPARDE
ESTUDIANTESELABORARUNAACTIVIDADENUNMEDIODEPAPELYLÕPIZYTECNOLOG¤A�%LLOSPRO
PONENLALECTURADEUNAPÕGINA�VER&IGURA��	PARAPONERALESTUDIANTEENELCONTEXTO
DELASITUACI�NPROBLEMAANTESDELADISCUSI�NENEQUIPOYGRANGRUPO�
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#ONTEXTO�5NEQUIPODECIENT¤FICOSOBSERVARONLOSIGUIENTE�
i5N#ORVETTEAZULESTÕPARADOFRENTEAUNSEMÕFOROQUECAMBIAAVERDE�%NTONCES�EL#ORVETTE

ARRANCAYCOMIENZAAACELERAR�UN9ARISROJOLLEGAJUSTOALSEMÕFOROCUANDOCAMBIAAVERDE�CONTI
NUANDOCONLAVELOCIDADQUELLEVABAYPASANDOAL#ORVETTE�

!CONTINUACI�NPRESENTAMOSLASVARIABLESQUEHANSIDOIDENTIFICADAS�
El tiempo, la distancia recorrida por cada auto, la distancia entre los autos, la velocidad de cada 

AUTO�LADISTANCIAQUESEPARAELAUTODELAGRANTIENDA�
,OSCIENT¤FICOSHANPRODUCIDO�GRÕFICAS�3INEMBARGO�ELLOSHANOLVIDADOIDENTIFICARLOSEJES

DEACUERDOACADAGRÕFICA�z0UEDESAYUDARLES�
)DENTIFICAENCADAUNADELASRELACIONESLAVARIABLEINDEPENDIENTEYLAVARIABLEDEPENDIENTE�

Figura 11. Presentación de la situación.

5NAVEZQUELOSALUMNOSREALIZANUNALECTURAINDIVIDUALYPROPONENDIFERENTES
VARIABLESPARACADAREPRESENTACI�NGRÕFICA�PASANAUNADISCUSI�NENEQUIPO�ENDONDE
SEPROMUEVELADISCUSI�N�LAANTICIPACI�N�LACONJETURA�LASENSIBILIDADALACONTRADICCI�N
YPROCESOSDEVALIDACI�N�%NSEGUIDASELESPERMITEUTILIZARUNMICROMUNDOELABORADO
PORELLOSCON'EO'EBRA�PARACONTINUARLADISCUSI�NYLAREFLEXI�N�VER&IGURA��	�
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Figura 12. Micromundo realizado con GeoGebra para la lectura de gráficas.

2EGRESANDOALOSASPECTOSGENERALESDENUESTROPROGRAMADELICENCIATURA�VERSEC
CI�N�DEESTEDOCUMENTO	�LAPARTEPRÕCTICADELOSPROFESORESENFORMACI�NESEVALUADA�
(EMOSTENIDOOPORTUNIDADDEESTARENALGUNASPRÕCTICASDEALGUNOSESTUDIANTESQUESON
ENTUSIASTASDELATECNOLOG¤AYQUETIENENGRUPOSENDONDEUTILIZANEL4")�(EMOSPODIDO
COMPROBARQUEALGUNOSDELOSESTUDIANTESUTILIZANEL4")COMOPIZARR�NCLÕSICOPARA
ESCRIBIR�PEROHACEFALTAMOTIVARLOSMÕSPARAQUEREALICENUNUSOEFICIENTEDELATECNO
LOG¤AENELAULA�%SCIERTOQUEESTOSFUTUROSPROFESORESTIENENQUESEGUIRELPROGRAMADE
ESTUDIOSYELLIBRODETEXTOQUESEHAELEGIDOENLAINSTITUCI�NYLESQUEDAPOCOTIEMPO
PARADEDICARLOAPREPARARUNACLASEENUNAMBIENTETECNOL�GICORICO�)NCLUSO�PODEMOS
DECIRQUEEL4")ENGENERALESTÕMALCOLOCADO�ENMEDIODELAULA�DEJANDOELPIZARR�N
CLÕSICOPORDETRÕS�_%LLOPARECEPROMOVERELUSODEL4")COMOSIMPLEPIZARR�N�

 Figura 13. Uso del TBI en el aula de matemáticas.
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A modo de reflexión

$EACUERDOCON(OWSONY7ILSON�����	�UNANÕLISISCURRICULARDEBEREALIZARSECON
SIDERANDOLOSPROGRAMASDEESTUDIOYMATERIALESDIDÕCTICOS�LOQUEELPROFESORENSE¶A�YLO
QUEELALUMNOAPRENDE�DESDEESEPUNTODEVISTADELAINVESTIGACI�NCURRICULAR�EN1UEBEC
SECUENTACONLAINFORMACI�NDEPROGRAMASDEESTUDIO�LIBROSDETEXTOYSITIOSDE)NTERNET�
NOSESABEMUCHOSOBRELOQUEELPROFESORENSE¶AUTILIZANDOMEDIOSTECNOL�GICOS�NILO
QUEELESTUDIANTEAPRENDE�.OSOTROSSABEMOSLOQUENUESTROSESTUDIANTESENFORMACI�N
APRENDEN�YCONTAMOSCONPOCAINFORMACI�NDELUSODELATECNOLOG¤AQUEELPROFESOR
REALIZAENELAULA�SINEMBARGO�COMOLOHEMOSSE¶ALADO�LASAUTORIDADESEDUCATIVASLE
HANOTORGADOUNAGRANIMPORTANCIAALUSODELATECNOLOG¤A�,ASUNIVERSIDADESQUETIENEN
ASUCARGOLAFORMACI�NDEPROFESORESDEMATEMÕTICAS�REALIZANESFUERZOSPARARESOLVER
ESTEPROBLEMA�#REEMOSQUEAUTORIDADESEDUCATIVASEINVESTIGADORESDEBENCONSIDERAR
POL¤TICASOBJETIVASPARALADIFUSI�NPERMANENTEDELOSRESULTADOSDEINVESTIGACI�NQUE
VAYANENAPOYODELPROFESORDEMATEMÕTICASENEJERCICIO�
#OMOLOHEMOSSE¶ALADOANTES�ELPROGRAMAPORCOMPETENCIASEMPEZ�DESDEEL

�����$ESPU£SDED£CADAYMEDIA�SER¤ACONVENIENTECONTARCONDATOSMÕSPRECISOS
SOBRELASMANERASDEENSE¶ARDELPROFESORYDELOSRESULTADOSDEAPRENDIZAJEDELOS
ALUMNOS�#ONRESPECTOALOSLIBROSDETEXTO�UNAVEZQUEYAHANSIDOUTILIZADOSDURANTE
MÕSDEUNAD£CADA�SER¤ACONVENIENTEPROPONERUNANUEVASERIEDELIBROSQUEHAGAN
un uso eficiente de la tecnología. En estos momentos, los esfuerzos de las editoriales 

ESPONERLOSLIBROSDETEXTOYAEXISTENTESENFORMAELECTR�NICAYESTOSYAEMPIEZANA
SERUTILIZADOSPORLOSALUMNOSENTABLETASELECTR�NICASENALGUNASESCUELAS�3OBRETODO
ENLASESCUELASPRIVADASYENALGUNASESCUELASP¢BLICAS�CUYOSALUMNOSPROVIENENDE
padres de clase media.

,ADIDÕCTICADELASMATEMÕTICASHAAVANZADODEFORMACONSIDERABLEENESTESIGLO�
!HORASESABEMÕSSOBRE LOSPROBLEMASDE INSTRUMENTACI�NE INSTRUMENTALIZACI�N
DELASHERRAMIENTASTECNOL�GICASENELAULADEMATEMÕTICAS�,A51!-SEPREOCUPA
DELAFORMACI�NDEFUTUROSPROFESORES�PEROELACTUALPROFESORENEJERCICIOALQUESE
LESOLICITAUNUSOEFICIENTEDELATECNOLOG¤AYENPARTICULARDEL4")�REQUIEREDEUN
APOYODEAUTORESDELIBROSDETEXTOEINVESTIGADORESQUELEPROPORCIONENSITUACIONES
PROBLEMAad hoc.

0ROBABLEMENTE�AHORAQUEESTÕMUYPRESENTEENTRELOSINVESTIGADORESLACORRIENTE
DELi$ISE¶ODETAREASw�4ASKDESIGN�POREJEMPLOVER(ITTY+IERAN������0RUSAKet 

al.,�����(ITT�3ABOYAY#ORT£S�ENPROCESO	ELLODARÕCOMORESULTADOCONTARCONTAREAS
EXPERIMENTADASQUEPODRÕNSERUTILIZADASPORELPROFESORDEMATEMÕTICASENEJERCICIO�
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MÁS RICO: UNA HISTORIA ACTUALIZADA  
DE INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA

Más Rico: An Updated History of Research in Mathematics Education

Jeremy Kilpatrick

5NIVERSITYOF'EORGIA�53!

Resumen

(ACEMÕSDEDOSD£CADAS�ELVOLUMENDE%DUCACI�N-ATEMÕTICAE)NVESTIGACI�N�POR+IL
PATRICK�2ICOY3IERRAFUEPUBLICADOPOR%DITORIAL3¤NTESISDE-ADRID�&ORM�UNAHISTORIADELA
INVESTIGACI�NENEDUCACI�NMATEMÕTICAYUNADESCRIPCI�NDELAEDUCACI�NMATEMÕTICAEN%SPA¶A
del siglo xx�%NESTETRABAJO�OFREZCOUNAACTUALIZACI�NDELAPRIMERAPARTEDEESEVOLUMEN�EL
EXAMENDEVARIASFORMASENQUELAINVESTIGACI�NENEDUCACI�NMATEMÕTICASEHADESARROLLADO
DESDE�����,ACARACTER¤STICAMÕSLLAMATIVAESLACRECIENTEINTERNACIONALIZACI�NDELAINVESTIGACI�N
en nuestro campo. Una segunda característica es el amplio crecimiento en el uso de métodos 

DEINVESTIGACI�NCUALITATIVA�AMENUDOMEZCLADACONM£TODOSCUANTITATIVOS�%SECAMBIOHAIDO
ACOMPA¶ADODEUNGIROSOCIAL�MAYORATENCI�NALASTEOR¤ASSOCIALES�CULTURALESYPOL¤TICASDELA
ENSE¶ANZAYELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS�

Palabras clave:INTERNACIONALIZACI�N�M£TODOSCUALITATIVOS�GIROSOCIAL�MATEMÕTICASTERCIA
RIAS�CONOCIMIENTODIDÕCTICODELCONTENIDO�TECNOLOG¤AENLAEDUCACI�NMATEMÕTICA

ABSTRACT

More than two decades ago, the volume Educación Matemática e Investigación, by Kilpa-

trick, Rico, and Sierra, was published by Editorial Síntesis in Madrid. It comprised a history 

of research in mathematics education and a description of mathematics education in twentieth-

century Spain. In this paper, I offer an updating of the first part of that volume, examining 

several ways in which research in mathematics education has developed since 1994. The most 

striking feature is the increased internationalization of research in our field. A second feature 

is the extensive growth in the use of qualitative research methods, often mixed with quantitative 

methods. That change has been accompanied by a social turn: greater attention to social, cul-

tural, and political theories of teaching and learning mathematics.

Keywords: internationalization, qualitative methods, social turn, tertiary mathematics, 

pedagogical content knowledge, technology in mathematics education

Kilpatrick�*������	�-ÕS2ICO�!NUPDATEDHISTORYOFRESEARCHINMATHEMATICSEDUCATION�%N%�
#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. 

Homenaje al profesor Luis Rico �PP�����	�'RANADA�#OMARES�
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3INCETHEPUBLICATIONOFEducación Matemática e Investigación�+ILPATRICK�2ICO�
�3IERRA�����	�RESEARCHINMATHEMATICSEDUCATIONHASGROWNENORMOUSLYINVOLUME
ANDHASDEVELOPEDINMANYDIFFERENTDIRECTIONS�4HATGROWTHANDDEVELOPMENTCANBE
seen in the three International Handbooks of Mathematics EducationPUBLISHEDSINCE
�����"ISHOP�#LEMENTS�+EITEL�+ILPATRICK��,ABORDE������"ISHOP�#LEMENTS�+EITEL�
+ILPATRICK��,EUNG������#LEMENTS�"ISHOP�+EITEL�+ILPATRICK��,EUNG�����	�4HE
TABLEOFCONTENTSOFTHEFIRSTHANDBOOK�"ISHOPet al.,����	HADFOURSECTIONSTHATDEALT
WITHFAIRLYSTANDARDTOPICS�THEMATHEMATICSCURRICULUM�TEACHINGANDLEARNINGMATHE
MATICS�CONTEXTSANDPERSPECTIVES�ANDSOCIALCONDITIONSANDPROFESSIONALDEVELOPMENT�
4HESECONDHANDBOOK�"ISHOPet al.,����	ATTEMPTEDTOTREATDEVELOPMENTSINTHEFIELD
AFTER�����ANDITSSECTIONSDEALTWITHPOLICYDIMENSIONS�TECHNOLOGICALDEVELOPMENTS�
research issues, and professional practice —all seen as topics in which the field had shown 
SUBSTANTIALACTIVITY�!DECADELATER�THEFOURSECTIONSOFTHETHIRDHANDBOOK�#LEMENTS
et al.,����	�SOCIAL�POLITICAL�ANDCULTURALDIMENSIONSOFTHEFIELD�MATHEMATICSASA
FIELDOFSTUDY�TECHNOLOGYINTHEMATHEMATICSCURRICULUM�ANDINTERNATIONALPERSPECTIVES
ONMATHEMATICSEDUCATION�WEREIDENTIFIEDBYTHEEDITORSASOFFERINGTHEBESTPOTENTIAL
TOFOLLOWUPTHESECONDHANDBOOKINLIGHTOFACTIVITIESSINCE�����/NECANSEEINTHE
LISTSOFSECTIONSINTHETHREEHANDBOOKSBOTHCONTINUITYANDGROWTH�4HEFIELDHASBEEN
GIVINGGREATERATTENTIONTOINTERDISCIPLINARYWORKANDTOADOPTINGBROADERPERSPECTIVES�

The three editions of the Handbook of International Research in Mathematics 
Education�%NGLISH�"ARTOLINI"USSI�*ONES�,ESH��4IROSH������%NGLISHet al.,�����
%NGLISH�+IRSHNER�����B	HAVEKEPTTHEIRCHAPTERSINMOREORLESSTHESAMECATEGORIES�
PRIORITIESININTERNATIONALMATHEMATICSEDUCATIONRESEARCH�LIFELONGDEMOCRATICACCESS
TOPOWERFULMATHEMATICALIDEAS�DIVIDEDBETWEENLEARNINGANDTEACHING�ANDLEARNING
CONTEXTSANDPOLICYISSUES	�ADVANCESINRESEARCHMETHODOLOGIES�ANDINFLUENCESOF
advanced technologies. Nonetheless, although each new edition contains some revisions, 
most chapters are new, and all demonstrate how the field is growing and changing. 
%NGLISHAND+IRSHNER�����A	�INTHEIRINTRODUCTIONTOTHETHIRDEDITION�NOTETHATSINCE
THESECONDEDITION�hTHEREHAVEBEENSTIMULATINGDEVELOPMENTSINRESEARCH�ASWELLAS
NEWCHALLENGESINTRANSLATINGOUTCOMESINTOPRACTICEv�P��	�
)NHISINTRODUCTIONTOTHETHIRDHANDBOOK�-�!��+EN	#LEMENTS�����	IDENTIFIES

THREEhMAJORDEVELOPMENTSINMATHEMATICSEDUCATIONv���	THESOCALLEDSOCIAL TURN
�,ERMAN�����	TOWARDSOCIOCULTURALTHEORIESANDAWAYFROMRANDOMIZEDEXPERIMENTAL
DESIGNS���	THECHALLENGESPOSEDBYTECHNOLOGICALCHANGES�AND��	THEGLOBALIZATIONAND
internationalization of mathematics education. In what follows, I attempt to show how 
these and other developments in our field have enriched our theories and practices in 
RESEARCHOVERTHEPASTTWODECADES�/URRESEARCHTODAYEXHIBITSAMUCHGREATERVARIETY
OFACTIVITIES�STRONGERCONNECTIONSAMONGRESEARCHERSANDTHERESEARCHTHEYDO�ANDMORE
APPROACHESTOCONDUCTINGRESEARCHSTUDIESTHANWASTHECASEIN�����E�G��2ICO�����	�
)CANNOTPOSSIBLYDOJUSTICETOANYOFTHOSETHEMES�BUT)HOPE)CANATLEASTSUGGESTTHE
RICHNESSOFOURFIELDTODAY�
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Greater Variety

)NMYREVIEWOF THEHISTORYOFRESEARCHINMATHEMATICSEDUCATION�+ILPATRICK�
�����P���	�THEREWERETWOFIGURESTHATSHOWEDHOWTHENUMBEROFRESEARCHSTUDIESIN
MATHEMATICSEDUCATIONHADGROWNDURINGTHETWENTIETHCENTURY�!LTHOUGHMOSTOFTHE
STUDIESINTHEFIRSTFIGUREWEREDONEINTHE5NITED3TATES�SOMESURVEYSCOUNTEDWORK
DONEINOTHERCOUNTRIES�4HEGRAPHSSTARTEDOUTNEARZEROANDGREWSLOWLYDURINGTHE
FIRSTDECADESOFTHECENTURY�"ETWEENTHE����SAND����S�AFTERTHENEWMATHAPPEARED�
THEGRAPHSSHOWEDADRAMATICINCREASEINTHENUMBEROFRESEARCHSTUDIESEACHYEAR�SEE
ALSO+ILPATRICKet al.,�����P���	�4HESECONDFIGUREHADTWOGRAPHSRECORDINGTHE
NUMBEROFTHESESANDDISSERTATIONSINMATHEMATICSEDUCATIONFROM����TO�����ONE
from the United States and the other from Britain and Ireland. Both graphs showed a 
SHARPRISEINTHENUMBEROFRESEARCHSTUDIESBEINGREPORTEDBEGINNINGABOUT����FOR
the first graph and 1965 for the second. The common pattern of steep increase followed 
BYSOMELEVELINGOFFWASTHEPOINT)WANTEDTOMAKE�
-YFRIEND(EINRICH"AUERSFELD�����	SOMEWHATRELUCTANTLYREVIEWEDFORTHEJour-

nal for Research in Mathematics EducationTHEBOOKINWHICHMYCHAPTERONHISTORY
APPEARED�(EWASRELUCTANTBECAUSETHEBOOKHADBEENPUBLISHEDBYTHE.ATIONAL#OUNCIL
OF4EACHERSOF-ATHEMATICS�ALARGELY.ORTH!MERICANORGANIZATION�AND(EINRICH
WASFROM'ERMANY�!LMOSTALLTHEREFERENCESINTHEBOOKWERETOWORKDONEIN%NGLISH�
WHICHHESAWASASEVERELIMITATION�!BOUTMYCHAPTER�(EINRICHWROTE�h4HEDATAGIVEN
ABOUTTHENUMBEROFPUBLICATIONSANDRESEARCHSTUDIES�P���	ANDTHENICEDIAGRAMS�P�
��	SUFFERFROMBEINGLIMITEDTOMAINLY!MERICANPUBLICATIONSANDFROMTHEOMISSION
OFRECENTDATA�WITHTHEEXCEPTIONOFDISSERTATIONS	v�"AUERSFELD������P����	�)WAS
DISAPPOINTEDBYHISCRITICISMBECAUSE)HADSPENTSEVERALYEARSTRYINGTOLOCATEYEARLY
SURVEYSINANYLANGUAGEOFHOWMUCHRESEARCHINMATHEMATICSEDUCATIONWASBEING
DONEINOTHERCOUNTRIES�3INCETHEN�THEREHAVEBEENSUCHSURVEYS�FOREXAMPLE�IN
3PAINAND0ORTUGAL�SEE+ILPATRICK�����B	�BUTASOF�����)HADNOTLOCATEDANY�)WAS
SOMEWHATANNOYEDTHAT(EINRICHCRITICIZEDMEFORCONCENTRATINGONTHE5NITED3TATES
when I had little choice in the matter. As an aside, I should note that Heinrich, in an 
EARLIERREPORTONRESEARCHRELATEDTOTHEPROCESSOFLEARNINGMATHEMATICS�"AUERSFELD�
����	�HADACKNOWLEDGEDTHATABOUT��PERCENTOFTHERESEARCHTHATHEWASREVIEWING
HADCOMEFROMTHE5NITED3TATES�P����	�3OPERHAPS)WASNOTASMISGUIDEDINMY
HANDBOOKCHAPTERASHETHOUGHT�

Internationalization

+EN#LEMENTS�����	SAYSINHISINTRODUCTIONTOTHETHIRDINTERNATIONALHANDBOOK�
h4HENATIONWHICHHASTHEMOSTQUALIFIEDMATHEMATICSEDUCATIONRESEARCHERSISPROBABLY
THE53!v�P�X	�4HATDOMINANCE�IFITEVEREXISTED�HASBEENERODING�HOWEVER�AS
research in our field increases in volume and spreads around the world. That the volume 
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ISINCREASINGRAPIDLYGOESWITHOUTQUESTION�)N�����INCONNECTIONWITHTHECENTENNIAL
of the International Commission on Mathematical Instruction, 

)SEARCHEDTHE7EBFORhMATHEMATICSEDUCATION�v5SING'OOGLE�)GOT���������HITS�
USING'OOGLE3CHOLAR�)GOT��������+ILPATRICK�����A	����)N&EBRUARY�����)CONDUCTED
ASIMILARSEARCH�5SING'OOGLE�)GOT���������HITS�USING'OOGLE3CHOLAR���������)N
EACHCASE�THENUMBERHADMORETHANDOUBLEDINJUST�YEARS��+ILPATRICK������P����	

The spreading of research in mathematics education across the world is more 
DIFFICULTTODOCUMENT�BUTITISOCCURRINGNONETHELESS�!NEXAMPLECANBESEENINTHE
PAPERBY,LINARES�����	�WHONOTONLYCHRONICLESTHEDEVELOPMENTOFMATHEMATICS
EDUCATIONRESEARCHIN3PAINBUTALSOMAPSTHEVARIETYOFTOPICSBEINGADDRESSEDBYTHAT
RESEARCH�!NOTHEREXAMPLEISTHEJOINTMEETINGOFTHETHREESOCIETIESFROM3PAINAND
0ORTUGALATWHICH,LINARESPRESENTEDHISPAPER�THE3OCIEDAD%SPA¶OLADE)NVESTIGACI�N
EN%DUCACI�N-ATEMÕTICA�THE'RUPODE4RABALHODE)NVESTIGA½áOOFTHE!SSOCIA½áODOS
0ROFESSORESDE-ATEMÕTICA�ANDTHE3EC½áODE%DUCA½áOE-ATEMÕTICADA3OCIEDADE
0ORTUGUESADE#IãNCIASDA%DUCA½áO�/THEREXAMPLESINCLUDETHE%UROPEAN3OCIETYFOR
2ESEARCHIN-ATHEMATICS%DUCATION�WHICHWASESTABLISHEDIN����ANDCONTINUESITS
WORKTODAY�THE.ORDIC'RADUATE3CHOOLIN-ATHEMATICS%DUCATION�WHICHFUNCTIONED
FROM����TO����ANDYIELDEDOVER��DOCTORALDISSERTATIONS�'REVHOLM�����	�THE
)NTERNATIONAL#ONFERENCESON3CIENCEAND-ATHEMATICS%DUCATIONIN0ENANG�-ALAY
SIA�THATBEGANIN����ANDHAVEBEENHELDINALTERNATEYEARSEVERSINCE�ANDNOTLEAST�
THE*OINT%UROPEAN$OCTORATE�Doctor Europaeus	DEGREEOBTAINEDATINSTITUTIONSLIKE
THE5NIVERSITYOF'RANADABYSCHOLARSSUCHAS0EDRO'�MEZ�����	�4HEASTONISHING
NUMBEROFINTERNATIONALANDMULTINATIONALORGANIZATIONSINMATHEMATICSEDUCATIONHAS
BEENANALYZEDBY(ODGSON�2OGERS�,ERMAN�AND,IM4EO�����	�
/NEOFTHEMOSTSTRIKINGDEVELOPMENTSOFTHEPASTSEVERALDECADESHASBEENTHE

GROWTHINLARGESCALESTUDIESCOMPARINGPUPILS�ACHIEVEMENTACROSSCOUNTRIES�FROMTHE
&IRST)NTERNATIONAL3TUDYOF-ATHEMATICSTHROUGHTHEMULTIPLE4RENDSIN)NTERNATIONAL
-ATHEMATICSAND3CIENCE�4)-33	STUDIESTOTHE0ROGRAMMEFOR)NTERNATIONAL3TUDENT
!CHIEVEMENT�0)3!	STUDIESANDBEYOND�FORMOREINFORMATIONABOUTTHESESTUDIES�SEE
.ISS�%MANUELSSON��.YSTR�M������2ICO������FORTHEIRINFLUENCEONTHETEACHING
ANDLEARNINGOFMATHEMATICS�SEE-ESA�'�MEZ��#HEAH�����	�)NFACT�#LEMENTS
�����	COMPLAINEDTHATDESPITETHEBESTEFFORTSOFTHEEDITORSOFTHEThird Handbook to 
RESTRICTATTENTIONTOSUCHSTUDIES�THEYENDEDUPBEINGCITEDOFTENhBECAUSEMANYAUTHORS
RECOGNIZEDTHEHUGEIMPACTTHAT4)-33AND0)3!�ANDOTHERINTERNATIONALSTUDIESSUCH
ASTHE,EARNER�S0ERSPECTIVE3TUDY�,03	HAVEHADDURINGTHEPASTDECADEv�P�X	�

Social turn

)NMYREVIEWOFTHEHISTORYOFMATHEMATICSEDUCATION�+ILPATRICK�����	�)IDEN
TIFIEDMATHEMATICSANDPSYCHOLOGYASTHETWOPILLARSSUPPORTINGTHEDEVELOPMENTOF
THEFIELD�!LTHOUGHOTHERSOCIALSCIENCEDISCIPLINESSUCHASANTHROPOLOGYANDSOCIOLOGY
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WEREBEGINNINGTOBEINCORPORATEDINTORESEARCHINMATHEMATICSEDUCATION�PSYCHO
LOGY�ESSENTIALLYTHEPSYCHOLOGYOFTHEINDIVIDUALCHILD�WASTHEBASISONWHICH
MOSTRESEARCHWASBEINGDONE�)N�����THE)NTERNATIONAL'ROUPFORTHE0SYCHOLOGYOF
-ATHEMATICS%DUCATIONWASESTABLISHED�ANDANAFFILIATED.ORTH!MERICANBRANCHWAS
FORMEDIN�����0SYCHOLOGYSEEMEDTOBEREMAININGINPLACE�ASITHADBEENFORSOME
TIME�ASTHESOCALLEDMASTERSCIENCEOFTHESCHOOL�%VENTUALLY�HOWEVER�RESEARCHERSIN
OURFIELDBEGANTOCHAFEATTHEIDEATHATPSYCHOLOGYWASTHEONLYSOCIALSCIENCETHEYCOULD
DRAWUPON�4HEYSTARTEDTOFOCUSMOREOFTHEIRATTENTIONONSOCIALASPECTSOFLEARNING�
viewing cognition as situated in the social realm and the learning of mathematics as 
OCCURRINGWITHINASOCIOCULTURAL�POLITICALCONTEXT�)N�����0-%CHANGEDITSCONSTITU
TIONTOALLOWTHEORETICALFIELDSINADDITIONTOPSYCHOLOGYTOBEUSEDASJUSTIFICATIONSFOR
RESEARCHREPORTEDATITSMEETINGS�,ERMAN�����	APPEARSTOHAVEBEENTHEONETOCOIN
the term social turnTODESCRIBETHISSHIFT�

Part of the social turn was a natural accompaniment to other shifts going on in mathe
MATICSEDUCATIONRESEARCH�%ARLYSTUDIESTENDEDTOFOCUSPRINCIPALLYONTHELEARNINGOF
MATHEMATICSBYPRIMARYSCHOOLCHILDRENANDONLYGRADUALLY�DURINGTHEMIDDLEOFTHE
TWENTIETHCENTURY�BEGANTOADDRESSSECONDARYSCHOOLMATHEMATICS�1 As the social turn 
OCCURREDNEARTHEENDOFTHECENTURY�RESEARCHERSBEGANINCREASINGLYTOLOOKATTHETEACHING
ANDLEARNINGOFTERTIARYMATHEMATICSASWELL�-OREOVER�THEIRATTENTIONBEGANTOSHIFTFROM
LEARNERSTOTEACHERS�NOTONLYHOWTHEYTEACHBUTALSOHOWTHEYAREEDUCATEDANDWHAT
THEYKNOWANDBELIEVE�4HESPECIALKNOWLEDGENEEDEDFORTEACHINGMATHEMATICS�SOME
times termed pedagogical content knowledge or mathematical knowledge for teaching 
�"ALL�4HAMES��0HELPS������#ARRILLO�#LIMENT�#ONTRERAS��-U¶OZ#ATALÕN�����	�
BECAMEANEWFOCUSOFRESEARCHERS�ATTENTION�4HESOCIALTURNHASCONTINUEDTOPREOCCUPY
RESEARCHERSINMATHEMATICSEDUCATIONASTHEYCONSIDERBOTHTHECULTURESINWHICHSCHOOL
MATHEMATICSISEMBEDDEDANDTHESOCIALPRACTICESOFTHECLASSROOMANDSCHOOL�

Stronger Connections

/VERTHEPASTTWODECADES�RESEARCHERSHAVEINCREASINGLYBEENABLETOMEETANDWORK
with colleagues from across their countries and around the world. Cooperative research 
PROJECTSINVOLVINGPEOPLEWITHAVARIETYOFSPECIALIZATIONSHAVEBECOMECOMMON�)N
PARTICULAR�THELARGESCALESTUDIESOFSTUDENTACHIEVEMENTMENTIONEDABOVEHAVEREQUIRED
teams of researchers within participating countries as well as international governing 
BOARDSANDTECHNICALCOMMITTEES�4HESEDEVELOPMENTS�ALONGWITHTHEINCREASEDNUMBER
OFORGANIZATIONSOFMATHEMATICSEDUCATORSCONCERNEDWITHRESEARCH�(ODGSONet al., 
����	�HAVECONTRIBUTEDGREATLYTOTHEENRICHMENTOFOURFIELD�

13EE'�MEZ�����	FORARECENTTREATMENTOFDIDACTICANALYSIS INTHEPREPARATIONOFSECONDARY
TEACHERSIN3PAINAND#OLOMBIA�
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Advances in travel and communication

4ODAY�RESEARCHERSINMATHEMATICSEDUCATIONAREEASILYABLETOTRAVELTOVARIOUS
countries and assist them in developing their research presence. Let me offer some 
EXAMPLESFROMMYOWNEXPERIENCESIN,ATIN!MERICA�4HEFIRSTTIME)WENTTO3OUTH
!MERICAWASIN-ARCH�����)GAVEACOURSEENTITLED!SSESSMENT4ECHNIQUESFOR3EC
ONDARY4EACHERSATTHE5NIVERSITYOF,OS!NDESIN"OGOTÕ�ALONGWITH,UIS2ICO�WHO
gave a course entitled Errors and Difficulties in Learning Mathematics. The materials 
FROMTHOSECOURSESWEREPUBLISHED� TOGETHERWITHMATERIALSFROMASYMPOSIUMWE
GAVETHERE�IN+ILPATRICK�'�MEZ��2ICO�����	�)N!PRILn-AY�����)GAVEACOURSE
ONRESEARCHINMATHEMATICSEDUCATIONATTHE5NIVERSITYOF#AMPINASIN"RAZIL�ANDIN
-AYn*UNE�����)GAVEAMASTER�SCOURSEONRESEARCHATTHE5NIVERSITYOF%L3ALVADOR
IN3AN3ALVADOR�&INALLY�IN$ECEMBER�����)GAVEACOURSE4ENDãNCIASEM%DUCA½áO
-ATEMÕTICAATTHE5NIVERSIDADE"ANDEIRANTEDE3áO0AULO�5.)"!.	�"RAZIL�4HESE
AREEXAMPLESOFEFFORTSTHAT)HAVEMADE�INADDITIONTOCONFERENCEPRESENTATIONS�TO
PRESENTMATERIALINVARIOUS,ATIN!MERICANCOUNTRIES�TRYINGTOSUPPORT,ATIN!MERICAN
COLLEAGUESASTHEYDORESEARCHINMATHEMATICSEDUCATION�
)T ISNOLONGERNECESSARYTOTRAVELTOANOTHERCOUNTRY�HOWEVER� TOINTERACTWITH

PEOPLETHERE�ASWELLASWITHOTHERSINONE�SOWNCOUNTRY�4HE)NTERNETALLOWSUSTO
WORKCOLLABORATIVELYWITHCOLLEAGUESATADISTANCE�4HEEDITORSOFTHETHREEInterna-

tional Handbooks of Mathematics Education�"ISHOPet al.,�����"ISHOPet al.,�����
Clements et al.,����	�FOREXAMPLE�HAVEENCOURAGEDTHEFORMATIONOFAUTHORTEAMS
composed of researchers from different countries as a means of increasing the scope 
ANDCOVERAGEOFTHEHANDBOOKTOPICS�7EREITNOTFORTHE)NTERNET�THESETEAMSWOULD
NOTHAVEBEENABLETOPRODUCETIMELYREPORTS�
$EVELOPMENTSINCOMMUNICATIONTECHNOLOGYHAVEENABLEDRESEARCHERSINMATHEMAT

ICSEDUCATIONTOCONDUCTSEARCHESOFRELATEDLITERATUREMUCHFASTERANDMOREEXTENSIVELY
THANINTHEPAST�ANDTHEYCANEASILYLOCATEOTHERRESEARCHERSWORKINGONTOPICSRELATED
TOTHEIRINTERESTS�0OSSIBILITIESFORCOLLABORATIVERESEARCHSTUDIESACROSSINSTITUTIONSHAVE
BLOSSOMEDNOTONLYASTRAVELHASHELPEDPEOPLEGETACQUAINTEDBUTALSOASCOMMUNICATION
ACROSSLONGDISTANCESHASBECOMEEASIER�$OCTORALSTUDENTSINOURPROGRAMAT'EORGIA
CANWORKNOTONLYWITHMATHEMATICSEDUCATIONRESEARCHERSTHEYMEETATCONFERENCES
ORWHOVISITOURCAMPUSBUTALSOWITHSTUDENTSANDFACULTYMEMBERSINMATHEMATICS
EDUCATIONTHEYKNOWONLYONLINE�

Research and practice

4HEPROBLEMOFCONNECTINGRESEARCHTOPRACTICEHASBEENWITHUSSINCETHEEARLIEST
DAYSOFRESEARCHINMATHEMATICSEDUCATION�7ENOWHAVEAFIELDTHATHASDEVELOPEDTO
THEPOINTWHEREMUCHSTRONGERCONNECTIONSHAVEBEENFORMEDBETWEENTHEORY�RESEARCH�
PRACTICE�ANDPOLICY�4HESOCIALTURNHASENABLEDTHECONSTRUCTIONANDAPPROPRIATIONOF
AVARIETYOFTHEORIESTOSUPPORTOURRESEARCH�3IMULTANEOUSLY�THENOTIONOFTEACHERSAS
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RESEARCHERSISBEINGINCREASINGLYREALIZED�TEACHERSHAVEJOINEDRESEARCHTEAMS�ANDMORE
RESEARCHSTUDIESAREBEINGINFORMEDBYISSUESCOMINGFROMPRACTICE�!LSO�RESEARCHERS
ANDTEACHERSARECONTRIBUTINGMORETOPOLICYSTUDIESINMATHEMATICSEDUCATION�
,LINARES�����	ARGUESTHATANEWOBJECTIVEFORTHECOMMUNITYOFRESEARCHERSIN

MATHEMATICSEDUCATIONIN3PAINISTODETERMINETHEEXTENTTOWHICHRESEARCHRESULTSARE
IMPROVINGTEACHINGLEARNINGPROCESSESANDSCHOOLCONTEXTS�(ENOTESTHATTHEhtransfe-

rencia del conocimientovTOTHEEDUCATIONALSYSTEMISATASKSTILLTOBEACCOMPLISHEDIN
3PAIN�AND�HEMIGHTHAVEADDED�OTHERCOUNTRIESASWELL�!hMAJORTHEMEv�%NGLISH
�+IRSHNER�����A�P��	OFTHETHIRDEDITIONOFTHEHandbook of International Research 

in Mathematics EducationISWHATTHEEDITORSCALLhTHERESEARCH�PRACTICERIFTv�P��	�
4HEREISALONGPROGRESSIONOFELEMENTSFROMRESEARCHTOLEARNER�WITHMANYMEDIATORS

INBETWEEN�ANDTHEPOTENTIALIMPACTOFRESEARCHONPRACTICETENDSTOBECOMEQUITEDILUTED
ORDISTORTEDALONGTHEWAY�'UTI£RREZ�"AZZINI�'ÕLVEZ�%NG�AND3ZTAJN�����	REPORTTHE
RESULTSOFANINTERNATIONALSURVEYTHEYCONDUCTEDONTHEIMPACTTHATRESEARCHFINDINGSIN
MATHEMATICSEDUCATIONHAVEHADONSTUDENTS�LEARNINGOFMATHEMATICS�4HEYARGUETHAT
THEREISADIFFERENCEBETWEENTHEIMPACTOFRESEARCHRESULTSONSTUDENTS�LEARNINGWHEN
STUDENTSAREINEXPERIMENTALCLASSROOMSASOPPOSEDTOhORDINARYCLASSROOMS�vANDTHEY
ARGUETHATTHELATTERCLASSROOMSARETHEONESTOWHICHATTENTIONSHOULDBEPAID�'UTI£RREZ
ETAL�CITEAVARIETYOFEXAMPLESINWHICHRESEARCHRESULTSDIDORDIDNOTINFLUENCENATIONAL
POLICIES�OFFICIALORSCHOOLCURRICULUMS�ANDTEXTBOOKS�4HOSEEXAMPLESINCLUDEDAREPORT
BY'UY"ROUSSEAUTHAT&RENCHDECISIONMAKERSCOULDNOTBECONVINCEDTOADOPTTHEUSE
of the Russian lattice multiplication algorithm even after his research had demonstrated 
ITSADVANTAGESANDTHEREPORTEDINCORPORATIONOF0�LYA�SPROBLEMSOLVINGPHASESINTO
THE-ALAYSIANCURRICULUMSOFTHE����SANDINTOTHE����CURRICULUMOFTHEREGIONOF
6ALENCIA�WITHCOMPANIONEFFECTSONTEXTBOOKS�9ETANOTHEREXAMPLECOMESFROM#HILE�
WHEREBEGINNINGIN����TEACHINGUNITSFORTHEPRIMARYGRADESWERECONSTRUCTEDAND
IMPLEMENTEDTHATWEREBASEDON#HEVALLARD�S!NTHROPOLOGICAL4HEORYOF$IDACTICS
AND"ROUSSEAU�S4HEORYOF$IDACTICAL3ITUATIONS�&INALLY�INTHE5NITED3TATES�ABOOK
PUBLISHEDBYTHE.ATIONAL#OUNCILOF4EACHERSOF-ATHEMATICS�+ILPATRICK�-ARTIN�
�3CHIFTER�����	ATTEMPTEDTOSPELLOUTTHERESEARCHTHATHADGUIDEDTHECONTENTAND
RECOMMENDATIONSOFTHESOCALLEDSTANDARDSDOCUMENTSTHATTHE.#4-HADPUBLISHED�
'UTI£RREZETAL� �����	NOTE THEDIFFICULTYOF TRACINGTHEIMPACTOFRESEARCHON

STUDENTS�LEARNING�CLAIMINGTHATTEACHERSARETHEWEAKLINKINTHECHAINBECAUSETHEY
NEEDHELPIFTHEYARETOIMPLEMENTCHANGESINTHEIRCLASSES�4EACHERSNEEDNOTONLYTO
UNDERSTANDANDAGREEWITHANYPROPOSEDCHANGES�THEYALSONEEDTOBECONVINCEDTHAT
THECHANGESAREWORTHMAKINGANDNOTTOODIFFICULTFORTHEMTOMANAGE�4HEPROCESSIS
CLEARLYASLOWONE�/NEEXAMPLECITEDINTHEREPORTISTHATOF#OGNITIVELY'UIDED)NS
TRUCTION�#ARPENTER�&ENNEMA�&RANKE�,EVI��%MPSON�����	INTHE5NITED3TATES�4HE
WORKBEGANINTHE����SWITHPROFESSIONALDEVELOPMENTPROGRAMS�ANDONLYRECENTLY
HAVEEFFECTSONSTUDENTS�LEARNINGBEENDOCUMENTED�!LTHOUGHWENOWHAVEAMUCH
BETTERAPPRECIATIONOFTHERESEARCHTOPRACTICEPROCESS�ITISSTILLFRAUGHTWITHPROBLEMS�
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More Approaches

2ESEARCHINMATHEMATICSEDUCATIONHASBEENINCORPORATINGAVARIETYOFNEWMETHODS
ASTHEFIELDHASMOVEDFURTHERAWAYFROMTHEDOMINANCEOFQUANTITATIVEMETHODSTWO
DECADESAGO�+ILPATRICK�����	�4HESOCIALTURNINOURFIELDHASMEANTTHATDIMENSIONS
OFKNOWLEDGE�BELIEF�THOUGHT�ANDBEHAVIORTHATDONOTLENDTHEMSELVESWELLTOQUAN
TIFICATIONHAVEBECOMEINCREASINGLYPROMINENTINRESEARCH�-ETHODSFORGATHERINGAND
ANALYZINGDATA�THEREFORE�HAVEHADTOCHANGE�

Qualitative and mixed research methods

7HATEVERTHEIRSOURCE�TESTS�QUESTIONNAIRES�SURVEYS�INTERVIEWS�OROBSERVATIONS�
RESEARCHDATACANBECLASSIFIEDASQUANTITATIVE�NUMERICAL	ORQUALITATIVE�CATEGORICAL	�
2ESEARCHSTUDIES�THEREFORE�CANBEQUANTITATIVE�QUALITATIVE�ORAMIXTUREOFTHETWO�)N
THEPASTTWODECADES�QUALITATIVESTUDIESHAVECOMETODOMINATERESEARCHINMATHEMATICS
education.
(ART�3MITH�3WARS�AND3MITH�����	SURVEYED���ARTICLESPUBLISHEDFROM����TO

����THATREPORTEDRESEARCHINMATHEMATICSEDUCATIONANDFOUNDTHATQUALITATIVESTUDIES
WERETHEMOSTCOMMON�STUDIESUSINGMIXEDMETHODSWERETHENEXTMOSTCOMMON�ANDA
NONTRIVIALNUMBERWEREQUANTITATIVESTUDIES�4HECLASSIFICATIONOFRESEARCHASQUALITATIVE�
QUANTITATIVE�ORMIXEDTURNEDOUTTOPRESENTSOMESERIOUSPROBLEMSOFINTERPRETATION�)N
PARTICULAR�STUDIESUSINGMIXEDMETHODSWERESELDOMIDENTIFIEDASSUCHINTHEREPORTOF
THESTUDY�!LTHOUGHTHEYDIDNOTFINDCLEARTRENDSINTHEFRACTIONOFSTUDIESUSINGMIXED
METHODS�(ARTETAL�EXPECTEDTHATMOREHIGHQUALITYMIXEDMETHODSRESEARCHWOULD
BEPUBLISHEDINTHECOMINGYEARS�SEEINGMIXEDMETHODSASPOSSIBLYhANAPPROPRIATE
RESPONSETOCALLSFORGREATERGENERALIZABILITYOFRESULTSWHILEMAINTAININGENOUGHDETAIL
ABOUTTHEPROCESSESOFTEACHINGANDLEARNINGTOBEVALIDANDUSEFULv�P���	�1UANTI
TATIVEDATASTILLHAVEAPLACEINOURRESEARCH�BUTIMPROVEDWAYSTOGATHERANDANALYZE
QUALITATIVEDATAHAVETRULYTRANSFORMEDTHEFIELD�

Technology in research

4HEAVAILABILITYOFUNOBTRUSIVEVIDEOANDAUDIORECORDERSHASCHANGEDRESEARCHIN
MATHEMATICSEDUCATIONAND�INPARTICULAR�THESTUDYOFMATHEMATICSTEACHING�%XAM
PLESINCLUDETHEVIDEOSTUDIESCONDUCTEDASPARTOFTHE4)-33�/NEOFTHEHYPOTHESES
EMERGINGFROMTHE����4)-336IDEO3TUDY�3TIGLER�(IEBERT�����	�WHICHINVOL
VEDEIGHTHGRADEMATHEMATICSCLASSROOMSIN'ERMANY�*APAN�ANDTHE5NITED3TATES�
WASTHATLESSONSWITHINCOUNTRIESTENDTOSHOWGREATERSIMILARITYINSUCHFEATURESAS
reviewing content or introducing a new topic than did lessons across countries. Some 
PEOPLESUGGESTEDTHATTHEREMIGHTBEACULTURALhSCRIPTvFORTEACHINGEIGHTHGRADEMATHE
MATICSWITHINEACHCOUNTRY�4HERESULTSOFTHE����4)-336IDEO3TUDY�(IEBERTet 

al.,����	�WHICHINVOLVEDEIGHTHGRADECLASSROOMSIN!USTRALIA�THE#ZECH2EPUBLIC�
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(ONG+ONG�*APAN�THE.ETHERLANDS�3WITZERLAND�ANDTHE5NITED3TATES�WEREMOSTLY
CONSISTENTWITHTHEHYPOTHESISFROMTHEEARLIERSTUDY�BUTTHEDATADIDNOTSUPPORTTHE
CONCLUSIONTHATCOUNTRIESHAVEAUNIFORMMATHEMATICSTEACHINGSCRIPT�h4HEVARIABILITY
WITHINSOMECOUNTRIESSUGGESTSAMORECOMPLICATEDPICTUREv�(IEBERTet al., 2003, p. 
���	�&OREXAMPLE�3WITZERLANDHADCONSIDERABLEVARIATIONACROSSSEVERALASPECTSOF
LESSONSTRUCTURE�ANDTHERESEARCHERSCONJECTUREDTHATLANGUAGEDIFFERENCESPLUSREFORM
ACTIVITIESPROMOTINGTWOMETHODSOF TEACHINGMIGHTHAVEBEENRESPONSIBLEFOR THAT
VARIATION�4HE4)-33VIDEOSTUDIESHAVERAISEDIMPORTANTHYPOTHESESTHATWERENOT
POSSIBLETOTESTBEFORETHETECHNOLOGYWASAVAILABLETOGATHERANDANALYZEDATAFROM
“average” classrooms in different countries.

Conclusion

3PAINPRESENTSANEXCELLENTEXAMPLEOFWAYSINWHICHMATHEMATICSEDUCATIONHAS
BEENENRICHEDOVERTHEPASTDECADES�!CCORDINGTO2ICO�3IERRA�AND#ASTRO�����	�
DISCIPLINESANDDEPARTMENTSWITHINTHEUNIVERSITY�BYPROVIDINGANINSTITUTIONALSTRUC
ture for implementing doctoral programs and research groups, have created the current 
COMMUNITYOF3PANISHRESEARCHERSINMATHEMATICSEDUCATION�4HATCOMMUNITYHASCON
SOLIDATEDAPROGRAMOFTEACHINGANDRESEARCHINTHEUNIVERSITY�PARTICIPATEDINTRAINING
TEACHERSFORPRIMARYANDSECONDARYEDUCATION�ANDDEVELOPEDPROGRAMSOFDOCTORAL
STUDIES�2ICOETAL�IDENTIFYCONTINUINGPROBLEMS�HOWEVER�WITHTHEINITIALTRAININGOF
PRIMARYSCHOOLTEACHERS�INADEQUATETRAININGOFSECONDARYSCHOOLTEACHERS�ANDBARRIERS
TODEVELOPINGSUCHTRAININGFURTHER�!LTHOUGHPROBLEMSREMAIN�ASTHEYDOINOTHER
countries as well— Spain has made a huge intellectual investment in the field of didactics 
of mathematics, which promises well for the future.
)KNOWOFNOONEWHOHASCONTRIBUTEDMORETOTHEDEVELOPMENTOFMATHEMATICS

EDUCATIONASARESEARCHFIELDIN3PAINTHAN,UIS2ICO2OMERO�(EHASESTABLISHED'RA
NADAASACENTERFORTHATRESEARCH�ANDTHROUGHHISCOLLABORATIONSANDSTUDENTSHEHAS
ENRICHEDTHEORY�RESEARCH�ANDPRACTICEINTHEDIDACTICSOFMATHEMATICS�)AMPRIVILEGED
TOCOUNTHIMASAFRIENDANDCOLLABORATOR�ASUPREMEACADEMICANDAFINEHUMANBEING�
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EARLY ALGEBRA Y FORMACIÓN DEL PROFESORADO:  
EL CASO DEL PROYECTO ARAL

Early Algebra and Teachers Education: the case of the ArAl Project
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Resumen 

$ESPU£SDEALGUNASINDICACIONESSOBRELOSESTUDIOSQUEHANDETERMINADOLAG£NESISDELA
early algebra,PRESENTAMOSEL0ROYECTO!R!L�DIRIGIDOALARENOVACI�NDELAENSE¶ANZADELA
ARITM£TICAENPERSPECTIVAALGEBRAICAATRAV£SDEUNACERCAMIENTOLINGÓ¤STICO�SOCIOCONSTRUCTIVOY
METACOGNITIVO�$ISCUTIMOSACERCADEASPECTOSTE�RICOSDELPROYECTOYDENUESTRASMODALIDADESDE
TRABAJOCONELPROFESORADOPARALLEVARLESAADQUIRIRFORMASDEACTUARENELAULAENSINTON¤ACONLOS
OBJETIVOSDELPROYECTO�0RESENTAMOSUNBREVEEXTRACTODEUNADISCUSI�NENCLASEQUEMUESTRALA
APARICI�NDELASPRIMERASFORMASDEPENSAMIENTOALGEBRAICOENLOSESTUDIANTESY�MÕSENGENERAL�
DISCUTIMOSACERCADELASDIFICULTADESIDENTIFICADASENLOSDOCENTES�#ONCLUIMOSCONOBSERVACIO
NESSOBRELASCONDICIONESQUEDANLUGARACAMBIOSENLOSDOCENTESYLADIFICULTADDEAVERIGUAR
ENELTIEMPOSUINCIDENCIAENELDESARROLLODEUNANUEVAVISI�NDELALGEBRAENLOSESTUDIANTES�

Palabras clave:EARLYALGEBRA�FORMACI�NPROFESORADO�PENSAMIENTOALGEBRAICO�PRÕCTICA
REFLEXIVA�RELACI�NTEOR¤APRÕCTICA

ABSTRACT

After some indications on the studies which generate early algebra and on the socio-cultural 

aspects implied in its teaching, we present the ArAl Project—which proposes a renewal of the 

arithmetic teaching in an algebraic perspective through a linguistic, socio-constructive, and 

metacognitive approach. We discuss on its theoretical aspects and on our ways of working with 

the teachers in order to bring them to acquire ways of acting in the class in tune with the indi-

cations and aims of the project. We present a short excerpt of classroom discussion showing the 

appearing of first forms of algebraic thinking in the pupils and we discuss about the difficulties 

detected in the teachers. We conclude with some remarks on the conditions which can produce 

a change in teachers’ performance, on the difficulties to spread these innovations at large and 

Malara�.�!������	�%ARLYALGEBRAANDTEACHERSEDUCATION�4HECASEOFTHE!R!L0ROJECT�%N%�
#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. 

Homenaje al profesor Luis Rico�PP�����	�'RANADA�#OMARES�
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on the one to control in the time their incidence on the development of a new view of algebra 

in the students.

Keywords: algebraic thinking, early algebra, reflective practice, teacher education, theory 

& practice relationship

On Early Algebra

%ARLYALGEBRAISARECENTLYBORNDISCIPLINARYAREA�APPEAREDINTHESYLLABUSESOF
LEADERCOUNTRIESSUCHAS5+AND53!�ANDPRESENTLYSTUDIEDATINTERNATIONALRESEARCH
level as far as the didactical transposition of its principles is concerned. Its origins can 
BETRACEDBACKINTHESTUDIESTHAT�INTHE%IGHTIES�ARISEDDIFFICULTIESINALGEBRATEACHING
ANDLEARNING�)TSCONSTITUTIONASADISCIPLINARYAREAISTHERESULTOFSTUDIESTHATWEBRIEFLY
recall in the following lines. 
!SALREADYKNOWN�THEMODERNMATHEMATICSOFTHE3IXTIESABANDONSTHEIDEAOF

MATHEMATICSASANABSTRACT�STATICANDISOLATEDDISCIPLINEINFAVOUROFADYNAMICAND
EVOLUTIONARYVISIONOFIT�ROOTEDINTHECONCRETEWORLDANDOPENTOINTERACTIONSWITH
DIFFERENTDISCIPLINESANDCONTEXTS�4HECONTENTS IN THESYLLABUSESARERENEWEDAND
EXPANDED�WHILEADEEPMETHODOLOGICALREVOLUTIONSHIFTSTHEATTENTIONFROMTHEPASSIVE
LEARNINGOFMATHEMATICALFACTSTOWARDSPROBLEMSOLVINGANDMATHEMATICALDISCOVERY�

According to these developments, there is a widespread awareness of the importance 
OFINVESTINGONSTUDIESDEDICATEDTOPROBLEMSOFTEACHINGANDLEARNINGANDTOIMPROVE
THECULTUREOFTEACHERSAFFECTEDBYTHENOVELTIES�
!SFARASTHETEACHINGOFALGEBRAISCONCERNED�THEFIRSTSTUDIESCONCENTRATEONTHE

DEFINITIONOFPROJECTSOFCURRICULARINNOVATION�4HEPIONEERSINTHISAREAARETHE%NGLISH
PROJECTSFORTHETEACHINGOFMATHEMATICSINGRADES�th to 10th�E�G��"ELLet al������� 
(ARPER�����	�WHICHPROMOTEANAPPROACHTOALGEBRACENTRED�FROMTHEVERYBEGINNING�
ONMODELLIZATION�"ESIDETHESEPROJECTSAPPEARSTUDIESOFDIAGNOSTICKIND�INSEARCHFOR
THEMOSTWIDESPREADWRONGBEHAVIOURSINTHEPUPILS�0ARTICULARLYIMPORTANTARE+IERAN�S
STUDIES�����	�WHICHCLEARLYSHOWHOWTHEPROBLEMSINTHELEARNINGOFALGEBRAARE
MAINLYDUETOTHEARITHMETICTRADITIONALTEACHING�COMPLETELYREGARDLESSOFTHERELATIONAL
ASPECTSANDOFTHECONTROLOFTHEMEANINGSIMPLIEDBYCALCULUSPROCESSES�
)NTHOSEYEARS�SCHOLARSHAVEDIFFERENTOPINIONSABOUTTHERELATIONSHIPBETWEEN

ARITHMETICANDALGEBRATEACHING�ASWELLASONTHEAGEATWHICHPUPILSSHOULDBEFACED
WITHALGEBRA�!SFARASTHEFIRSTQUESTIONISCONCERNED�SOMESCHOLARSUNDERLINETHE
EPISTEMOLOGICALRUPTUREBETWEENTHETWOAREAS�E�G��&ILLOY�2OJANO������(ESCOVIZ
�,INCEVSKI�����	�OTHERSHIGHLIGHTTHEIMPORTANCEOFLOOKINGATTHETWOAREASINA
PERSPECTIVEOFCONTINUITY�STRESSINGTHEIRMUTUALSYNERGIES�E�G��#HEVALLARD���������	�
!STOTHEIDEALONSETAGEFORALGEBRA�SOMESCHOLARSMAINTAINTHATTHISSHOULDOCCURINTHE
8thGRADE�E�G��5SISKIN�����	�WHILEOTHERAUTHORSSTATETHATITSHOULDBETACKLEDEARLIER�
ATPRIMARYLEVEL�E�G��$AVIS�����	�.EVERTHELESS�THEREISGENERALAGREEMENTONTHE
NEEDTOSETTHEFOUNDATIONSOFTHETEACHINGOFARITHMETICINARELATIONALANDPREALGEBRAIC
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PERSPECTIVE�4HEOBJECTIVESARE��A	TOOVERCOMECLASSICALDIFFICULTIESANDSTEREOTYPES
SUCHASTHEDIRECTIONALEQUALSIGN�ORTHELACKOFCLOSUREINARITHMETICEXPRESSIONS��B	
TOINDUCEASTRUCTURALVISIONOFARITHMETICEXPRESSIONS�DETECTINGEQUALITIESORANALOGIES
ANDDIFFERENCES�AND�C	TOOPENTHEWAYTOGENERALIZATIONPROCESSESANDMODELLIZATION
FORTHEGENESISOFTHEOBJECTSOFALGEBRA�
4HEACKNOWLEDGEMENTOFTHEIMPORTANCEOFTHESEISSUESISHIGHLIGHTEDATTHE7'

ONALGEBRAAT)#-%6))�,AVAL�����	WHERETHESCHOLARSGETTOENVISAGEASPECIFICAREA
OFTEACHINGTHEYCALLPREALGEBRA�ASABRIDGEBETWEENARITHMETICANDALGEBRA�,INCEVSKI�
����	�4HISDENOMINATIONTURNSTHENSOONINTOEARLYALGEBRA�-OREOVER�THEACTIVITIESOF
SYNTACTICTRANSFORMATIONARENOLONGERSEENASISOLATED�BUTRATHERINTHEIRRELATIONSHIP
WITHACTIVITIESOFREPRESENTATIONANDINTERPRETATION�"ELL�����	SPEAKSOF@ESSENTIAL
ALGEBRAICCYCLE��/THERSCHOLARS�!RCAVI������!RZARELLOet al., �����"OERO�����	
open to the metacognitive dimension, shifting the attention towards the control of the 
PROPERTIESTHATLEGITIMATETHEPROCESSESOFSYNTACTICTRANSFORMATIONANDTHEACTIVATION
OFANTICIPATORYTHINKING�SEENASTHEABILITYTOFORESEE�WITHOUTCARRYINGOUTSYNTACTIC
TRANSFORMATIONS	NEWPOSSIBLEFORMSOFANEXPRESSION�BYCHECKINGITSMEANINGSWITH
REFERENCETOAGIVENAIM�ORTOHYPOTHESIZEFORMALWRITINGSTOBEREACHEDINORDERTO
ACHIEVESPECIFICRESULTS�7ITHREFERENCETOGENERALISATION�-ASONMAINTAINSTHATPUPILS
SHOULDBELEADTOCONQUERTHEDOUBLEAWARENESSOFseeing the general in the particular 
and seeing the particular in the generalAND�MOSTOFALL�BECOMEAWAREOFTHEPLURALITY
OFCASESCONTAINEDINAGENERALSTATEMENT�)NTHISFIELD�MANYSTUDIESAREDEVOTEDTO
FIGURALANDNUMERICALSEQUENCES�E�G��3TACEY�����	�

In the second half of the Nineties there is a flourishing of studies on these aspects 
MAINLYTARGETEDATPUPILSAGED��TO���3OMEOFTHESTUDIESSTANDOUTFORTHEIRTHEORI
SINGOFMODELSFORACONCEPTUALDEVELOPMENTINALGEBRAOFASOCIOCONSTRUCTIVETYPE�
which highlights the influence of the classroom environment on teaching within the 
FRAMEWORKOFANALGEBRAICVISIONOFALGEBRAASALANGUAGE�E�G��$A2OCHA&ALCáO������
-EIRA������2ADFORD�����	�)NTHE53AREATHEREISWIDESPREADAGREEMENTONTHEIDEA
THATPRIMARYSCHOOLSYLLABUSESSHOULDBEREARRANGED�ACCORDINGTOTHESOCIALNEEDSOF
the 21stCENTURY�INTHESENSEOFEARLYALGEBRA�+APUT�����	�3INCE�����EARLYALGEBRA
ISSUESHAVERAISEDANINCREASINGINTERESTWITHINTHEINTERNATIONALSCIENTIFICCOMMUNITY�AS
TESTIFIEDBYTHEMANYINTERVENTIONSDEVOTEDTOTHISTHEMEATINTERNATIONALCONFERENCES�AS
WELLASBYTHEPRODUCTIONOFSPECIFICMONOGRAPHS�#AIet al.,�����#AJ�+NUT������
+APUTet al.,����	�-ANYEXPERIMENTALSTUDIESOFCLASSROOMIMPLEMENTATIONOFEARLY
ALGEBRATACKLESIMULTANEOUSLYTHEISSUEOFTEACHERTRAINING�E�G��THEREPORTSBY#ARPENTER
et al.,����� $AUGHERTYIN#ICKet al.,�����+APUT�"LANTON�����	�

Our research studies are located within this frame and develop within the ArAl 

Project: Paths in arithmetic to favour pre-algebraic thinking, a PROJECTTHAT�ASWESHALL
clear later, develops through two merged educational paths: The first one is devoted 
TOTHEPLANNINGANDIMPLEMENTATIONOFCLASSACTIVITIESANDTOTHEANALYSISOFSTUDENTS
LEARNING� THESECONDONEISAIMEDATARENEWALOF TEACHERPROFESSIONALISMTHROUGH
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INDIVIDUALANDSHAREDREFLECTIVEPRACTICESONTHEACTIVATEDDIDACTICALPROCESSES�#USI�
-ALARA������#USIet al.,�����-ALARA�.AVARRA������-ALARA�.AVARRA�INPRESS	�
"EFORECONCENTRATINGONTHE!R!L0ROJECT�WERECALLHERESOMEQUESTIONSRELATEDTOTHE
SOCIOCONSTRUCTIVETEACHINGANDTOTEACHERSEDUCATION�

Socio-Constructive Teaching and Teachers Education 

4HESOCIOCONSTRUCTIVEMODELOFMATHEMATICSTEACHINGSEESTHEPUPILSASCREATORS
OFTHEIRKNOWLEDGETHROUGHACTIVITIESOFCOLLECTIVEWORKONPROBLEMATICSITUATIONSTHAT
allow specific properties or mathematical concepts to arise. In this model, mathematical 
DISCUSSIONHASACENTRALROLE�SINCEITMAKESPUPILSEXPRESSTHEIRIDEASANDDEBATEONTHE
DIFFERENTPOINTSOFVIEWTHATEMERGEINTHECLASSROOM�CONQUERINGNEWKNOWLEDGEWHILE
SHARINGTHEIRCONSTRUCTIONSANDCONSOLIDATINGTHEMBYREFLECTINGONTHEIRMEANINGAND
ROLE�4HECOORDINATIONOFAMATHEMATICALDISCUSSIONREQUIRESINTHETEACHERSMETHODO
LOGICALSKILLSTHATGOBEYONDTHEMEREDISCIPLINARYCOMPETENCE�&IRSTOFALL�TEACHERS
MUSTFORESEETHEDEVELOPMENTOFCLASSROOMACTION�THEN�THEYSHOULDMAKEHYPOTHESES
ABOUT PUPILS�CONCEPTUALCONSTRUCTS ANDONTHEPOSSIBLEDIDACTICALSTRATEGIESTOHELPTHEM
MODIFY such constructs. FromASOCIALPOINTOFVIEW�THEYMUSTBEABLETOCREATEAGOOD
interaction environment, stimulating participation, mutual listening and facilitating the 
PRODUCTIONOFCOUNTERARGUMENTS�THEYSHOULDAVOIDJUDGEMENTANDASKTHESTUDENTSTO
VALIDATETHEARGUMENTS�THEYSHOULDASKQUESTIONSATMETACOGNITIVELEVELSOASTOALLOW
pupils to internalize the processes carried out. 
)NORDERTODEVELOPTHESESKILLS�THECONSOLIDATEDKEYPRACTICEINRESEARCHENVIRON

MENTISBASEDONTHEIMPORTANCEOFTEACHERS�CRITICALREFLECTIONONCLASSROOMPROCESSES�
PARTICULARLYWHENTHESEREFLECTIONSARESHARED�4OFOSTERTEACHERS�SELFOBSERVATIONABILITY
DURINGCLASSROOMACTION�-ASON�����	SUGGESTSTHECONSTANTPRACTICEOFTHE@disci-

pline of noticing�ANDHEUNDERLINESTHATTEACHERSHAVETOBECOMEAWAREhNOTSIMPLY
OFTHEFACTOFDIFFERENTWAYSOFINTERVENING�BUTOFTHEFACTOFSUBTLESENSITIVITIESWHICH
GUIDEORDETERMINECHOICESBETWEENTYPESANDTIMINGSOFINTERVENTIONSv�-ASON������
P���	�*AWORSKI�����	SUPPORTSTHEEFFICACYOFhINQUIRYCOMMUNITIESv�MIXEDGROUPS
OFTEACHERSANDUNIVERSITYRESEARCHERS	ANDSHESTRESSESTHATTHISDIALOGICALMODELIS
PARTICULARLYRELEVANTTOTEACHERPROFESSIONALDEVELOPMENTBECAUSEITMAKESTEACHERS
RESEARCHONTHEIROWNPRACTICEAND�CONSEQUENTLY�DEVELOPACRITICALINTELLIGENCEANDAN
INCREASINGAWARENESSOFTHEDIFFERENTASPECTSTOBEFACEDDURINGTHETEACHINGPROCESSES�
2ECENTLY�3CHOENFELD�����	UNDERLINES THEIMPORTANCEOFSTUDYINGTHEINTERACTION
BETWEENTEACHERS�KNOWLEDGE�RESOURCES�GOALS�BELIEFS�ANDORIENTATIONSANDTHEIRINTHE
MOMENTDECISIONMAKING�4HISPOSITIONISCONSISTENTWITHTHESTUDIESWHICHDISCUSSTHE
CRUCIALROLEPLAYEDBYANINVESTIGATIONin situ OFTHEINTERRELATIONSHIPSBETWEENTEACHER
KNOWLEDGE�BELIEFSANDEMOTIONSBECAUSEITALLOWSTHETEACHERSTOBECOMEAWAREOFTHE
MISMATCHBETWEENTHEIRESPOUSEDBELIEFSANDTHEBELIEFSTHATEMERGEFROMPRACTICE�E�G��
3OWDER������4HAMES�6AN:OEST�����	�
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)NTHELASTDECADESEVERALRESEARCHPROJECTSFORTEACHEREDUCATIONAREPLANNEDFOCU
SEDONAREALTEACHERS�INVOLVEMENTANDTHEIRACTIVECOLLABORATIONWITHRESEARCHERSBUT
WHERETHEREFERENCETOTHETHEORYISCONSIDEREDFUNDAMENTAL�E�G��0OTARI�����	�4HE
TEACHERSWHOCOLLABORATEINTHESEPROJECTAREMOTIVATEDTOUNDERTAKEINQUIRYBASED
PRACTICE�TOGIVETIMETOCOLLABORATIONWITHRESEARCHERS�ANDTOENGAGESERIOUSLYWITH
REFLECTIVEDEVELOPMENTALPRACTICE�7EAREINTUNEWITHTHESESCHOLARS�E�G��-ALARA�
:AN�����	�7EBELIEVETHATSUITABLERESEARCHPROJECTSANDTEACHEREDUCATIONPROGRAMS
SHOULDBECONCEIVEDWITHTHEAIMOFACTIVELYINVOLVINGTEACHERSINTHEFIELDOFPRACTICE
AND�INTHESAMETIME�MOTIVATINGTHEMTOAPPROACHTHEORYTOELICITUSEFULTOOLSTOPRO
MOTETHEIROWNPRACTICEANDTOBECOMEMORESENSITIVEINPERCEIVINGANDINTERPRETING
CLASSPROCESSES�7EALSOAGREEWITH4HAMESAND6AN:OEST�����	�WHOSTRESSTHENEED
OFDEVELOPINGSTUDIESAIMEDATTHEANALYSISOFTHEEFFECTSOFSPECIFICTEACHERACTIONSON
STUDENTS�LEARNING�4HEREFORE�INOUREDUCATIONALPROGRAMSWEWORKWITHANDFORTEACHERS
WITHTHEAIMOFMAKINGTHEMBECOMEMORESENSITIVEANDABLETOCONSCIOUSLYOBSERVE
ANDCONTROLTHEIRBEHAVIOUR�ALSOINFACINGCONTINGENTACTIONSANDTAKINGSUDDENDECI
SIONS�BUTABOVEALLINCONTROLLINGTHEINCIDENCEOFHOWTHEYTEACHTHEBASICTHEORETICAL
ELEMENTSOFOURAPPROACHTOEARLYALGEBRA�ANDTHEFEEDBACKOFTHEORETICALASPECTSON
THEPUPILS�ATTITUDEANDARGUMENTS�

The ArAl Project

/URINTERESTINEARLYALGEBRADERIVESFROMABROADSTUDYWECARRIEDOUTINTHEEARLY
.INETIES�CONCERNINGDIDACTICINNOVATIONON!LGEBRAINMIDDLESCHOOL�)NTHEBEGINNING
WEDETECTEDINSEVERALSTUDENTSACERTAINRIGIDITYWHICHWECOULDOVERCOMEONLYINLONG
TERM�THISFACTMOTIVATEDUSTOWARDSTHEOPPORTUNITYOFOPERATINGINPREALGEBRAICKEYAT
PRIMARYSCHOOLLEVEL�4HAT�SHOWTHEProgetto ArAlWASBORN �-ALARA�.AVARRA�����	�
/URPERSPECTIVEINTHEAPPROACHTOEARLYALGEBRAISLINGUISTICANDMETACOGNITIVE�

BASEDONTHEHYPOTHESISTHATTHEREISASTRONGANALOGYBETWEENTHEMODALITIESOFLEARNING
NATURALLANGUAGEANDALGEBRAICLANGUAGE�4HESPECIFICHYPOTHESISONWHICHTHE!R!L
0ROJECTISBASEDISTHATTHEMENTALFRAMEWORKOFALGEBRAICTHINKINGSHOULDBEBUILTRIGHT
FROMTHEEARLIESTYEARSOFPRIMARYSCHOOLINARITHMETICREALM�BUTNOTONLYINIT	THROUGH
ADIDACTICALCONTRACTBASEDONTHEPRINCIPLEfirst represent then solve and the construction 
OFANENVIRONMENTWHICHMIGHTINFORMALLYSTIMULATETHEAUTONOMOUSPROCESSINGOFTHAT
we call algebraic babbling, I�E�THEEXPERIMENTALANDCONTINUOUSLYREDEFINEDMASTERING
OFANEWLANGUAGE�INWHICHTHERULESMAYFINDTHEIRPLACEJUSTASGRADUALLY�TROUGH
THEPRODUCTION�THEANALYSISANDTHEDISCUSSIONOFINITIALLYIMPRECISEREPRESENTATIONS�
7ITHINAGAMEOFTRANSLATIONANDINTERPRETATIONBETWEENSENTENCESINNATURALLANGUAGE
ANDINFORMALLANGUAGETHEPUPILS�APPROACHTHEUSEOFLETTERS�ACTIVATETHECONSTRUCTION
ANDTHEELABORATIONOFTHEFIRSTALGEBRAICEXPRESSION�CONSTRUCTANDSOLVEEQUATIONSIN
ANAIVEWAY�REFLECTINGONTHEUNDERLYINGPROCESSES�INTERPRETTHEMEANINGOFFORMAL
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SENTENCESASTOSPECIFICQUESTIONS�4HISWAY�THEYBECOMEAWAREOFTHEMEANINGOFSIGNS
ANDSYMBOLSANDOFTHEIRROLEINTHEFORMALWRITINGS�
4HEPROJECTDEVELOPSWITHINTHECLASSESTHROUGHTHEEXPLORATIONOFSITUATIONSWITH

SOCIOCONSTRUCTIVEMETHODS�DISCUSSION�ARGUMENTATION�VERBALIZATION	�"ASICMATHEMA
TICALELEMENTSARE�THESYMMETRYOFTHEEQUALITYSIGN�THEPLURALITYOFREPRESENTATIONS
OFANUMBER�THEREIFICATIONOFTHEPROPERTIESOFTHEARITHMETICALOPERATIONSTHROUGHTHE
ANALYSISOFPROBLEMSOLVINGWAYS�THECOMPARISONOFTHEVALUEOFNUMERICALEXPRESSIONS
WITHOUTDOINGCALCULATIONS�THEALGEBRAICMODELLINGANDTHESOLUTIONSOFVERBALPROBLEMS
WITHUNKNOWNDATA�THEINDIVIDUATIONANDTHEREPRESENTATIONOFNUMERICALREGULARITIES
and of correspondence laws1. 
)NTHE!R!L0ROJECT�THEIMAGEOFEARLYALGEBRAISEXPRESSEDTHROUGHASETOFKEYWORDS

ANDCONCEPTSTHATREFERTOARITHMETICANDALGEBRA�BUTITDEFINESITSAREASEVOLVINGFROM
BOTHDISCIPLINESTOWARDSADIFFERENTANDORIGINALIDENTITY�7ECANCONSIDERITAMETA
DISCIPLINE�CONCERNINGNOTMUCHTHEOBJECTS�PROCESSESANDPROPERTIESOFARITHMETIC
ANDALGEBRA�BUTRATHERTHEGENESISOFAUNIFYINGLANGUAGEBETWEENTHETWO�I�E�AMETA
LANGUAGE�)NORDERTOCONTROL THEMETADISCIPLINARYKNOWLEDGEOFEARLYALGEBRA� THE
TEACHERACQUIRESTHEMEANINGOFWORDSANDLINGUISTICCONSTRUCTSWHICHREPRESENTNEW
CONCEPTIONSOFINTERTWININGBETWEENARITHMETICANDALGEBRA�(EREWESHALLONLYRECALL
SOMEOFTHESETERMSTHATTURNEDOUTTOBEFUNDAMENTALINORDERTOGENERATEINTHEPUPILS
WAYSOFSEEINGTHATAREFUNCTIONALTOTHEDEVELOPMENTOFALGEBRAICTHINKING�

Some theoretical key elements of the ArAl Project

7EPRESENTHERESOMETHEORETICALKEYELEMENTSINOURAPPROACHTOEARLYALGEBRA�THE
�SIGN�REPRESENTINGVERSUSSOLVING�CANONICALFORM�NONCANONICALFORMOFTHENUMBER�
TRANSLATIONSBETWEENLANGUAGESANDTHERESPECTTOTHERULES�

The equal sign and the duality process-product. 4HEUSUALREADINGOF������ISh�
plus 6 is��v�7HAT�SONTHELEFTTOTHEEQUALSIGNISSEENASANoperation, whereas on the 
right it is seen a result�4HETWOSIDESOFTHEEQUALSIGNAREINTERPRETEDASontologically 

different entities�"UTTHEALGEBRAICMEANINGISDIFFERENT�ITINDICATESTHEEQUIVALENCE
BETWEENTWOREPRESENTATIONSOFTHESAMEQUANTITIES�I�E�BETWEENTWOENTITIESTHATARE
ontologically equal�7EUSUALLYINTRODUCETHISALTERNATIVEPERSPECTIVEBYDISCUSSINGWITH

1%XAMPLESOFCLASSROOMACTIVITIESANDRELATEDDIDACTICALPROCESSES�CANBEFOUNDINTHEArAl Units. 
4HE5NITSCANBESEENASMODELSOFTEACHING�LEARNINGSOCIOCONSTRUCTIVEPROCESSES related to a specific 
ARITHMETIC�ALGEBRAICTHEME�4HEYARESTRUCTUREDINSUCHAWAYASTOMAKETHETEACHINGPROCESSTRANSPARENT
TOTHETEACHERS�METHODOLOGICALCHOICES�ACTIVATEDCLASSDYNAMICS�KEYELEMENTSOFTHEPROCESS�EXTENSIONS�
POTENTIALBEHAVIOUROFPUPILSANDDIFFICULTIESTHEYMAYENCOUNTER�ECC�ALLESSENTIALELEMENTSFORTHEIRFREE
REPRODUCTION�-OREOVERTHEREARESEVERALMATERIALS�VIDEOOFCLASSROOMACTIVITIES�ARTICLESFORTHECURRICOLAR
PLANNING�COMMENTEDCLASSROOMTRANSCRIPTS�x	WHICHCANBEDAWNLOADEDFROMTHE0ROJECTWEBSITEwww.
progettoaral.it .
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TEACHERSTHEWORDSOFAN�YEAROLDPUPIL�h)TISCORRECTTOSAYTHAT�PLUS�MAKES���
BUTYOUCANNOTSAYTHAT��gMAKESg�PLUS��SO�ITISBETTERTOSAYTHAT�PLUS�gISEQUALg
TO���BECAUSEINTHISCASETHEOTHERWAYROUNDISALSOTRUE�v

Representing vs. solving. !WIDESPREADBELIEFAMONGPUPILS�FAVOUREDBYTHETRADI
TIONALTEACHINGOFARITHMETIC�ISTHATSOLVINGAPROBLEMMEANSIDENTIFYINGITSRESULT�THIS
PERSPECTIVEFOCUSESTHEATTENTIONONTHEOPERATIONS�)NORDERTOBRINGABOUTACHANGEOF
PERSPECTIVE�ITISNECESSARYTOMOVEFROMTHECOGNITIVETOTHEMETACOGNITIVELEVEL�)N
!R!L0ROJECTTHEPUPILSAREBROUGHTTONOTIMMEDIATELYSEARCHTHERESULTOFAPROBLEM
BUTTHEYARESLOWLYGUIDEDFORWARDSTHEMETACOGNITIVELEVEL�SHIFTINGTHEATTENTIONONITS
STRUCTUREANDREPRESENTSITTHROUGHALGEBRAICLANGUAGE�4HEFOLLOWINGEXAMPLEHIGHLIGHTS
THEDIFFERENCEBETWEENTHETASKS3OLVEAND2EPRESENT�3ITUATION� Eva has 13 euros. She 
receives 9 more euros and spends 6 euros. 
�A	@CLASSICAL�ARITHMETICALTASK�PROCEDURALVIEW	�(OWMANYEUROSARELEFTTO%VA�
�B	4ASKINPREALGEBRAICVIEW�2EPRESENTTHESITUATIONINTHEMATHEMATICALLANGUAGE

SOTHATOTHERSCANFINDOUTHOWMANYEUROSARELEFTTO%VA�
4ASK�A	EMPHASIZESTHESEARCHFORTHEPRODUCT���	�WHEREAS�B	CONCENTRATESON

THEPROCESS�����n�	�I�E�THEREPRESENTATIONOFTHERELATIONSHIPSBETWEENTHEELEMENTSIN
PLAY�4HISSHIFTOFPERSPECTIVEALSOFAVOURSTHENAMINGTOTHEQUANTITYTOBEDETERMINED�
REPRESENTATIONSSUCHASh%VALEFTEUROS�����n�vOFTENARESIMPLIFIEDBYTHEPUPILS
introducing a letter for representing the euros left to Eva. This difference is connected 
TOONEOFTHEMOSTIMPORTANTASPECTSOFTHEEPISTEMOLOGICALGAPBETWEENARITHMETIC
ANDALGEBRA�7HILEARITHMETICIMPLIESANIMMEDIATESEARCHFORSOLUTION�ALGEBRADELAYS
ITANDBEGINSWITHAFORMALTRANSPOSITIONOFTHEPROBLEMSITUATIONFROMTHEDOMAINOF
NATURALLANGUAGETOASPECIFICSYSTEMOFREPRESENTATION�

Canonical and non-canonical representation of a number. In order to promote the 
COMPREHENSIONOFTHESECONCEPTSWERESORTTOTHESTRATEGYOFWRITINGONTHEBLACKBOARD
THENAMEOFAPUPILANDSOMEINFORMATIONCONCERNINGHIM�HER�E�G��SON�DAUGHTEROF�
FRIEND�!�PARTNER�AOFBANK�ETC�	�4HECLASSUNDERSTANDSTHATTHOSEAREDIFFERENTWAYS
to callTHEPUPIL�ONEISHIS�HERNAME�ALLTHEOTHERDEFINITIONS�representations	EXPAND
THEKNOWLEDGEONHIM�HERBYADDINGINFORMATIONTHATTHEFIRSTNAMEDOESNOTGIVE�4HE
TEACHERLEADSPUPILSTOUNDERSTANDTHATTHESITUATIONISSIMILARWITHNUMBERS�!NUMBER�
��FOREXAMPLE�HASITSOWNNAMEWHICHWECALLcanonical form�ALLOTHEREXPRESSIONS
QUANTITATIVELYEQUIVALENTTO���SUCHAS�¾������	¾�������������¾�¾�, x�ARE
their non canonical forms and each of them has its senseWITHREFERENCETOTHEUNDERLYING
PROCESSANDTOTHECONTEXTWHICHDETERMINESIT�4HECONCEPTOFCANONICAL�NONCANONICAL
FORMHASCRUCIALIMPLICATIONSFORBOTHPUPILSANDTEACHERS�ALSOINORDERTOREFLECTON
THEPOSSIBLEMEANINGSATTRIBUTEDTOTHESIGNOFEQUALITY�-OREOVER�ITBECOMES AKINDOF
hSEMANTICFERRYvTOWARDSGENERALIZATION�

Transparent representations vs. opaque representations. A representation in mathe
MATICALLANGUAGEISMADEOFSYMBOLSTHATCONVEYMEANINGS�THECOMPREHENSIONOFWHICH
DEPENDSBOTHONTHEREPRESENTATIONINITSELFANDONTHEABILITYOFINTERPRETATION�&OR
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EXAMPLE�THENONCANONICALFORM�2¾�3¾�2 gives more information on the divisors of the 
NUMBER����THANITSCANONICALFORM�����	�7ECANTHEREFORETALKOFAHIGHERopacity 
for writings such as 1350, of a higher transparencyFORTHOSELIKE�2¾�3¾�2�'ENERALLY
SPEAKING�THEPROCESSTRANSPARENCYFAVOURSTHEMANAGEOFMEANINGS�HIGHLIGHTINGTHE
UNDERLYINGPROPERTIES�ITALLOWSTOAVOIDPOSSIBLEERRORSANDTOCLEARUPPOSSIBLEMIS
CONCEPTIONSWHICHMAYARISE�

Translations between languages and the respect of the rules.!KEYASPECTISMAKING
STUDENTSUNDERSTANDTHEIMPORTANCEOFRESPECTINGTHERULESOFALGEBRAICLANGUAGE�7HILE
STUDENTSSTARTSOONINTERIORIZINGTHEIMPORTANCEOFRESPECTINGTHENATURALLANGUAGE�S
RULESINORDERTOFACILITATECOMMUNICATION�ITISDIFFICULTTOMAKETHEMDEVELOPASIMI
LARAWARENESSINRELATIONTOALGEBRAICLANGUAGE�)TISTHEREFORENECESSARYTOHELPTHEM
UNDERSTANDTHATALGEBRAICLANGUAGE�TOO�ISAFINITESETOFARBITRARYSYMBOLSWHICHCAN
BECOMBINEDACCORDINGTOSPECIFICRULESTOBERESPECTED�)NOURPROJECT�THISKINDOFCON
ception is fostered through the creation of linguistic mediators which force the respect 
OFRULESINCOMMUNICATING�EVENADVANCEDCONCEPTSBYMEANSOFALGEBRAICLANGUAGE�IN
APERSPECTIVEWHICHFOSTERGENERALIZATION�!MEDIATORTHATTEACHERSPARTICULARLYAPPRE
CIATEFORITSEFFICACY�BOTHINCONVEYINGTHECONSTRUCTIONOFTHEALGEBRAICLANGUAGEAND
TOMOTIVATETHEINTERPRETATIONOFFORMALWRITINGSWITHREFERENCETOGIVENCONTEXTS	IS
"RIOSHI�AVIRTUAL*APANESESTUDENTWHODOESN�TSPEAKTHE)TALIANLANGUAGEBUTKNOWS
HOWTOEXPRESSHIMSELFUSINGACORRECTMATHEMATICALLANGUAGE�(EISANALGEBRAICPEN
FRIENDWITHWHOMSTUDENTSCOMMUNICATEUSINGMATHEMATICALSENTENCESWHICHSHOULDBE
WRITTENTHROUGHACORRECTAPPLICATIONOFSYNTACTICALRULESINORDERTOBEUNDERSTANDABLE�

Teachers Education: Our Approach

!TTHEBASISOFOURPROJECTISTHEHYPOTHESISTHATAFRUITFULEXCHANGEBETWEENTHEORY
ANDPRAXISCANMAKETEACHERS�COMPETENCEEVOLVEATTWODIFFERENTLEVELS�&IRST�INPICKING 
UPSIGNALSINEVERYTHINGTHATCODEFINESTHEIRPROFESSIONALSETTING�EITHERon the spot or in 
THEORGANIZATIONOFTHEIRTHEORETICALTOOLS�3ECONDLY�INPROCESSINGTHERECEIVEDSIGNALS
TOCONVERTTHEMINTOTHEIROWNCULTURALPATRIMONY�
)NORDERTOFACILITATETHETEACHER�SAPPROACHTOTHEORY�WEHAVECONCEIVEDAGLOSSARY 

�SEEWWW�PROGETTOARAL�IT	�PRESENTLYMADEUPOFALMOST���INTERCONNECTEDKEYWORDS
REFERRINGTOFIVEAREAS�GENERAL�LINGUISTIC�MATHEMATICAL�SOCIODIDACTICAL�ANDPSYCHO
LOGICAL	�)TISSTRUCTUREDSOASTOAVOIDPREDEFINEDAPPROACHESTOTHECONTAINEDTERMS�
4HETEXTSDESCRIBINGEACHTERMOFTHEGLOSSARYSHOWKEYWORDSINBOLDTYPE�SOTHAT
EACHTERMPUTSTHETEACHERINTOADOUBLEPROCESSOFCONCEPTUALSCRUTINYANDEXPANSION�
SCRUTINIZINGTHETERMTHROUGHTHERELATIONSHIPSOFTHEKEYTERMSMENTIONEDINITSDEFI
NITION�EXPANDING�SINCETHEIRBOLDPRINTOFFERSAPOTENTIALINCENTIVETOFURTHERREADING�
4HE!R!LGLOSSARYREPRESENTSAREFERENCESYSTEMTHATALLOWSTHETEACHERTOGRADUALLY
ATTAINAGLOBALVISIONOFEARLYALGEBRA�COMBININGTHEORYANDPRACTICEBYPURSUINGA
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LINGUISTICCONCEPTIONOFALGEBRA�WITHINWHICHHE�SHESHOULDCONSTRUCTWITHTHEPUPILS
an convincing control over its meanings.
!STOTHETEACHERS�ABILITY TO INTERPRETSIGNALSWHENTHEYARE IN THECLASSROOM�

IMPROVEMENTCANBEOBTAINEDTHROUGHTHEINCREASINGAWARENESSWITHWHICHTHEYLEARNTO
TRANSFORMTHEMANIFOLDOCCASIONALOBSERVATIONSANDREFLECTIONSINTOTHETOOLOFAPERSO
NALMETHODOLOGY�RESULTINGFROMTHEINTERLACEOFOBSERVATIONSKILLS�MOTIVATIONTOACTION
ANDKNOWLEDGEOFhowITWOULDBEAPPROPRIATETOINTERVENE�/URAIMISTHATteachers 
APPROACHINGEARLYALGEBRABECOMELEADERSOFTHEIROWNTRAINING�WILLINGNESSTOTAKEA
CHALLENGEANDREFLECTONTHEIROWNACTIONWITHINSHARINGPRACTICESTHATGRADUALLYGENERATE
a new forma mentisINTHEM�DEEPLYDIFFERENTFROMTHEPREVIOUSONE�!KEYASPECTOFTHE
TRAININGPROCESSWEPROPOSELIESINLEADINGTHETEACHERSTOWARDSTHEABILITYTONOTICE�BY
SHOWINGTHEMONWHICHASPECTSTHEYSHOULDCONCENTRATEAND�SIMULTANEOUSLY�HELPING
them understand how to intervene.
7ITHTHISAIM�WEINVOLVETEACHERSINANACTIVITYOFCRITICALANALYSIS�ANDCONSEQUENT

REFLECTIONS�OFTHETRANSCRIPTSOFAUDIOANDVIDEORECORDINGSOFCLASSROOMSESSIONS�4HE
AIMOFTHISACTIVITYISHIGHLIGHTINGTHEINTERRELATIONBETWEENTHEKNOWLEDGESTUDENTS�
CONSTRUCTIONANDTHETEACHER�SBEHAVIOURSINGUIDINGTHEM�4EACHERSTRANSCRIPTTHESES
SIONSANDSENDTHEM�TOGETHERWITHTHECOMMENTS�TOTHEETUTORS�4HEETUTORSPROVIDE
FEEDBACKTOTHETEACHERSANDOTHERTEAMMEMBERS�WHOCANALSOADDADITIONALCOMMENTS�
4HETRANSCRIPTSSOENRICHEDBECOMEANINTERESTINGOBJECTFORTEACHERSEDUCATIONTHAT
WECALLMULTICOMMENTEDTRANSCRIPTS�-4S	�4HROUGHTHE-4S�THETEACHERISGUIDED
TOWARDSREREADINGHIS�HERINTERVENTIONSWITHhTHEORETICALGLASSESvON�REFERRINGBOTHTO
THELITERATUREANDTOTHE!R!L'LOSSARY�4HISPROCESSOFANALYSISANDREFLECTIONONTHE
MICRODECISIONSTHATTHETEACHERMAKESDURINGHIS�HERLESSONSALLOWSTOOBJECTIFYTHE
LIMITSANDTHEPROBLEMATICISSUESINHIS�HERACTION�LEADINGHIM�HERTOACONVERSIONOFHIS�
HERKNOWLEDGEANDBELIEFSONARITHMETICTEACHINGANDALGEBRA�TOWARDSARECONSTRUCTION
of their personal attitudes in the classroom. 
4HECOMMENTSIN-4SHIGHLIGHTNOTONLYTHEPOSITIVEASPECTS�BUTALSOTHEPOSSIBLE

STEREOTYPES�BELIEFSANDBEHAVIOURTHATAREOFTENMISTAKEN�&REQUENTLY�THECOMMENTS
UNDERLINETHATTEACHERSNEEDTOHAVEBETTERCONTROLONUSINGLINGUISTICOPERATIVETERMS
�calculate, solve, find the result, it gives …) THATINHIBITTHEDEVELOPMENTNOTONLYOF
ARELATIONALVISIONINARITHMETIC�BUTALSOOFTHEINTRODUCTIONOFPREALGEBRAICTERMS
�connect, translate, represent, interpret	�&URTHERMORE�SUGGESTIONSAREGIVENONHOWTO
GUIDEANDHELPTHEPUPILSTRANSLATEFROMNATURALLANGUAGEINTOTHESYMBOLICLANGUAGE�&OR
INSTANCE�ONDEALINGWITHTHEPROBLEM�PRESENTEDTOTHECLASSROOM	OFEXPRESSINGARITHME
TICALLYTHETERMhPREVIOUSv�REFERREDTOANATURALNUMBER�ITSOMETIMESHAPPENSTHAT
THEPUPILSAREONLYCAPABLEOFLINGUISTICPARAPHRASES�SUCHAS@THATPRECEDES��@THATCOMES
BEFORE��WITHOUTEVERMENTIONINGTHENUMBERTOWHICHTHETERMREFERS�4HISSOMETIMES
produces an empasse in the discussion and the teacher is led to give the solution to the 
QUESTION�/FTEN�THECOMMENTS�ANDEVENMORETHECOLLECTIVEREFLECTION�DISCUSSON
HOWTEACHERSSHOULDGUIDETHEPUPILSTOOBJECTIFYTHEARITHMETICALCONNECTIONSBETWEEN
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TWONATURALSUBSEQUENTNUMBERS�SOTHATTHEYCANGETTOEXPRESSEACHOFTHETWONUMBERS
THROUGHTHEOTHERONE�4HISKINDOFSITUATIONS�ASKINGTHEPUPILSTOEXPRESSNUMBERRELA
TIONSHIPSINDIFFERENTWAYS�USUALLYPROVIDESTHEIDENTIFICATIONOFTHEPRODUCTIVEPOINT
OFVIEW�0ARTICULARCAREISDEVOTEDTOMAKETEACHERSREFLECTINGONTHEIRACTIONINFRONTOF
@FALSEDISCUSSIONS�FOCUSINGONADIALOGUEBETWEENTHETEACHERANDSOMEORFEWPUPILS�
WHERETHETEACHERCONTINUOUSLYRHETORICALLYSUGGESTSTHEANSWERS�POSSIBLYTHROUGH
PLEONASTICQUESTIONSSUCHAS�)SEVERYTHINGCLEAR�$OYOUUNDERSTAND�$OYOUAGREE�
)SITTRUE�)SITOKFOREVERYONE�WITHOUTACTUALLYALLOWINGTHECLASSTOREEXAMINETHE
WHOLEDISCUSSIONSOASTOCHECKWHETHERITHASBEENEFFECTIVELYACQUIRED�4HEGENERAL
COMMENTSRECOMMENDTHATPUPILSBEEDUCATEDTOARGUETHOROUGHLYANDCOHERENTLY�WITH
an appropriate use of language, underlining that the mathematics comprehension occurs 
also through its collective and appropriate usage. Moreover, teachers are recommended 
TOPROVIDEPEERDIALOGUEINTERACTIONANDLIMITHIS�HERROLEASMUCHASPOSSIBLE�REFLECTING
ONTHEIMPORTANCEOFASKINGTHOUGHTPROVOKINGQUESTIONSINTHECLASSROOMANDDRAWING
BACKDURINGTHEANSWERPHASE�)FTHETEACHERISTHECONSTANTPIVOTOFTHEDISCUSSION�THE
SOCIALASPECTSOFKNOWLEDGECONSTRUCTIONAREWEAKENED�
)NTHISSCENERY�THETEACHERSLEARNAGAINTOMANAGETHESOCIOCOGNITIVEPROCESSES�

COMPARINGITSEPISTEMOLOGYWITHTHEREFERENCEFRAMESTHATTHEYAREOFFEREDANDGRADUALLY
DEVELOPINGTHEOUTCOMESOFTHEDEBATE�SOASTOCONSOLIDATETHEMASASTEADYCULTURAL
HERITAGE�4HISPROCESSAIMSMAKINGTHEMTOGRASPASPECTS�OFTHEIRBEHAVIOURASWELL
ASINTHEPUPILS�BEHAVIOUR	THATDIDNOTEMERGEATTHEBEGINNING�0ARTICULARLYEFFECTIVE
ISTHECOLLECTIVEDEBATEONTHECLASSROOMACTIONOFDIFFERENTTEACHERSDEALINGWITHTHE
SAMEACTIVITY�SINCETHEACTIONOFONETEACHERCANBECOMEAMODELOFGOODPRACTICEFOR
their colleagues. 
4HEJOINTREFLECTIONONTHE-4SSTRONGLYINFLUENCESTHEDEVELOPMENTOFTHEORETI

CAL�METHODOLOGICAL�INSTRUMENTAL�MATERIALASPECTS�5NITSOFTHE!R!L3ERIES�PAPERS�
ARTICLES�LEARNINGOBJECTS	ANDSUPPORTINGELEMENTS�WEBSITE�BLOG�&ACEBOOK'ROUP	
AIMEDATOFFERINGTEACHERSACULTURALBACKGROUNDTHATCANHELPTHEMACTDIFFERENTLYIN
THECLASSROOM�SEE&IGURE��BELOW	�

Figure 1. The cycle of teachers’ mathematics education.

-OREOVERTHE-4SALLOWTOASCERTAINWHETHERTHECLASSROOMLEADINGSTRATEGIES
HAVECHANGED�ANDhow	DURINGTHE TRAINING�!MONGTHEFACTORS THAT INFLUENCETHE
ASSESSMENTOFTHETEACHERGROWTHTHEREARE�FOREXAMPLE�THEFOLLOWINGISSUES�$OESTHE
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teacher develop a wide range of roles in order to promote a refection onto mathematical 
PROCESSESOROBJECTS�$OESHE�SHEFOSTERLINGUISTICINTERACTIONSBYENCOURAGINGVERBALI
ZATION�ARGUMENTATION�ANDCOLLECTIVEDISCUSSION�$OESHE�SHENEGOTIATEANDSHAREWITH
THEPUPILSTHETHEORETICALFRAMEWORK�$OESHE�SHEMODIFYTHEIRINITIALPOINTSOFVIEWOR
DOESHE�SHESEEMINSENSITIVETOWARDSMEANINGFULCHANGESINHIS�HERINITIALATTITUDE�&OR
REASONSOFSPACE�HEREWECANNOTOFFERSUFFICIENTLYMEANINGFULEXAMPLESOFTHEINSIGHTS
ACHIEVEDBYTHETEACHERSANDOFTHEEVOLUTIONTHEYUNDERWENTTHROUGHTHESEPRACTICES�
WETHEREFOREREFERTO-ALARA�����	�#USIet al.�����	�#USI�-ALARA�����	�7E
LIMITOURSELVESTOASMALLEXAMPLEDRAWNFROM-ALARAAND.AVARRA�INPRESS	�WHICH
HIGHLIGHTSTHEPREALGEBRAICAPPROACHATTAINEDBYTHEPUPILS�
%PISODE�PUPILS�YEARSOLD�GRADE�	

The pupils have represented this situation in the mathematical language and reflect 
ONTHESUGGESTIONSMADEBY!LICEN����¾��-ARTINA���¾��NAND!DAN�����	¾��
&RANCESCO� )THINKTHEYARERIGHTBECAUSE���REPRESENTSTHEMARBLESTHATAREINA

BOX�BY�WHICHISTHENUMBEROFTHEBOXES�
-ARIA� 4HEYARETHESAMEAS!DA�SBUTTHEYDON�THAVEPARENTHESES�
4EACHER� ,ET�S REFLECT ON THEPRESENCEOF THEPARENTHESES�$O THEY CHANGE

ANYTHING�
!NDREA� )THINKTHEYDO�BECAUSE���¾�ISEQUALTO���WHILE����	¾�ISEQUAL

to 56.
"RUNO� )T�STRUE�THETEACHERSAIDONCETHATINACHAINOFOPERATIONSYOUSOLVE

multiplications first.
-ARIA� 4HISMEANSTHEYARENOTTHESAME�
&RANCESCO� 4HAT�SRIGHT�THETRANSLATIONWITHTHEPARENTHESESISTHEMORECORRECT

one.
4HEREAREMANYELEMENTSHERETHATLETUSAPPRECIATEPOSITIVELY�ATDIFFERENTLEVELS�

THETEACHER�SACTION��A	mathematically: she has introduced the pupils to the use of 
LETTERS�TOTHEPRIORITYOFOPERATIONSWITHINEXPRESSIONS�TOTHEUSEOFPARENTHESES��B	
linguistically�SHEHASFOSTEREDTHEORGANIZATIONOFMEANINGFUL�COMPLETESENTENCES��C	
metalinguistically: she has promoted the reflection on the mathematical writings and 
THEIRCOMPARISON��D	socially�BYINVITINGPUPILSINTODISCUSSION�SHEHASLETTHEMINTE
RACTWITHOUTHERINFLUENCE�LISTENINGTOEACHOTHERANDHAVINGSPONTANEOUSDIALOGUES�
AND�E	methodologically�SHEHASSHAREDTHETHEORETICALFRAMEWORKWITHTHECLASS�BY
SPREADINGWORDSSUCHAS@REPRESENT�AND@TRANSLATE��/NTHEOTHERHAND�WEMAKETHE
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TEACHERNOTICEANDREFLECTONTHEFACTTHAT��	&RANCESCOHASREFERRED@����to the mar-

bles and not to their number���	!NDREA�SARGUMENTHIGHLIGHTSAPOSSIBLEHISDIRETIONAL
VISIONOFTHESIGN@��FOCUSINGONTHEresult�ANDPUPILSSHOULDBEGUIDEDFROMTHELEVEL
of calculations to the level of representations.

Concluding Remarks

)MPLEMENTINGANAWAREANDMEANINGFULAPPROACHTOEARLYALGEBRAIMPLIESTHATTHE
TEACHERSCONVERTTHEIRBELIEFSNOTONLYONTHESUBJECTITSELF�BUTALSOONITSTEACHING�4HE
SOCIOCONSTRUCTIVEAPPROACHREQUIRESDIDACTICALSENSITIVITY�LISTENINGSKILLS�POLYPHONY
MANAGEMENTDURINGTHEDISCUSSIONSANDAGREATCONTROLOFTIMINGANDCLASSROOMDYNA
MICS�3HIFTINGTHETEACHERS�ATTENTIONFROMRESULTSTOPROCESSESANDOPENINGTORELATIONAL
ACTIVITIESANDGENERALIZATIONINARITHMETICREQUIREINTHETEACHERSAGREATREVISIONOFTHE
TEACHINGCONTENTSANDAMETHODOLOGICALRENEWALTHATALLOWSPUPILS�GROUPWORKAND
mathematical discussion in the class. 
4HANKSTOTHESPECIFICWORKMETHODOLOGYADOPTEDWITHANDFORTHETEACHERS�SOME

TERMSANDTHEORETICALCONSTRUCTSOFOURFRAMEWORKHAVEPROVEDTHEMSELVESTOBEFUNDA
MENTALNOTONLYINTHECOMMUNICATIONAMONGTEACHERSANDBETWEENTHEMANDUS�BUT
ALSODURINGCLASSROOMACTIVITIESANDINTEACHERPUPILCOMMUNICATION�4HISREPRESENTSA
CONCRETEEXAMPLEOFTHEROLEPLAYEDBYTHEORYINDIDACTICSOFMATHEMATICS�WHENPROPERLY
MEDIATED�ITCONTRIBUTESTOREFOUNDINGATEACHER�SCULTUREACCORDINGTOTHECURRENTEDUCA
TIONALCHALLENGESANDGOALS�0ARTICULARLY�WEREFERTOTERMSSUCHAS@REPRESENT��@TRANSLATE��
@INTERPRET�ANDTHEIRCORRESPONDINGNOUNSWITHREFERENCETOTHECOORDINATIONOFTHEVERBAL
ANDALGEBRAICREGISTERS�TOTERMSSUCHAS@CANONICALREPRESENTATION�AND@NONCANONICAL
REPRESENTATION�WITHREFERENCETONUMERICALDESIGNATIONS�TOTHEATTRIBUTES@OPAQUEAND
TRANSPARENT�WITHREFERENCETONUMERICALREPRESENTATIONSCONCERNINGCALCULUSPROCESSES�TO
THETERMSPROCESS�PRODUCTWITHREFERENCETOTHEPOINTSOFVIEWARISINGINPROBLEMSOLVING�
/URSTUDIESHAVESHOWNATIGHTINTERCONNECTIONBETWEENTHEBELIEFS�ATTITUDESAND

LEXICONUSEDBYTHETEACHERONONEHANDANDTHEPERSPECTIVESANDLANGUAGEDEVELOPED
BYTHEPUPILSONTHEOTHER�7HENTHETEACHERSACTINACONSCIOUSANDEFFECTIVEWAY�THE
PUPILS�ACQUISITIONSBECOMEEVIDENTANDINCREASING�FROMNAIVEFORMSOFALGEBRAIC
BABBLINGTOAFRIENDLYATTITUDETOWARDSTHEUSEOFLETTERSFORCODIFYINGANDGENERALIZING
OBSERVEDFACTSAND�MOREGENERALLY�TOTHEACHIEVEMENTOFAVISIONANDAPPRECIATIONOF
mathematics as a constructive discipline. A critical aspect of the results concerns the 
POSSIBILITYOFOBSERVINGINAMORECONSISTENTWAY�ANDTHEREFORE�ATLEASTPOTENTIALLY�
MORESIGNIFICANTLYTHECOMPONENTOFCONTINUITYBETWEENPRIMARYANDSECONDARYSCHOOL�
INORDERTOASSESSTHERELAPSESINTOANANTICIPATEDAPPROACHTOALGEBRAICTHINKING�OR�
INOTHERWORDS�OFANAPPROACHTOARITHMETICINANALGEBRAICKEY�ONTHEEVOLUTIONOF
THEPUPILS�MATHEMATICALTHINKING�
"ESIDETHESUCCESSFULASPECTS�THEMANIFOLDANALYSESOFTHETRANSCRIPTIONOFCLAS

sroom processes have made us aware of the difficulties that the teachers meet on 
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MANAGINGMATHEMATICALDISCUSSIONS�ANDHOWTEACHERSNEEDUSTOWORKBESIDETHEMAT
AMETHODOLOGICALANDDIDACTICALLEVEL�4HERESULTSOBTAINEDINMORETHANADECADEOF
STUDYALLOWUSTOSTATETHATTHEREFINEMENTOFTHETEACHERS�ABILITYTOOBSERVEANDCON
TROLTHEMSELVESDURINGCLASSROOMACTIONCANNOTBEACHIEVEDINTHESHORTTERM�SINCEIT
DEVELOPSSLOWLY�PROVIDEDTHATTHEYINTERFACECONSTRUCTIVELYWITHCOLLEAGUES�LEARNING
TOCONSTANTLYANALYSETHEDIDACTICALPROCESSESINWHICHTHEYAREINVOLVEDANDREFLECTING
ONTHEMICRODECISIONSTHATDETERMINETHEIRDEVELOPMENTANDFEELINGOF@INTELLECTUAL
NEED�OFREFERRINGTOLITERATUREFORSUPPORT�
!LLTHESEPOINTSCANBEHARDLYOBTAINEDEXTENSIVELY�&ROMASOCIALPOINTOFVIEW�

THEPROBLEMISHUGEANDWOULDREQUIRESTRONGINVESTMENTS�)N)TALY� THESITUATIONIS
DRAMATICBECAUSEOFTOTHELACKOFQUALIFIEDPRESERVICEEDUCATIONANDFORTHEDISCON
TINUITYOFINSERVICETRAINING�/NESHOULD�ONONEHAND�CREATEPROFESSIONALTRAININGS�
STUDYPATHSTHATENDOWFUTURETEACHERSWITHMATHEMATICALKNOWLEDGEFORTEACHING�AS
INDICATEDBY"ASS�����	�ANDATLEASTBIENNIALLABS�THORUGHTRIENNIALWOULDBEBETTER	TO
TRAINTEACHERSTOMANAGECLASSROOMACTION�TOACQUIREHIGHERSKILLSINMETHODOLOGYAND
DIDACTICS�INCLUDINGANINTELLIGENTANDCRITICALUSAGEOFTEACHINGTOOLS�TEXTBOOK�SPECIFIC
SOFTWARE�ETC	�/NTHEOTHERHAND�UNIVERSITIESSHOULDSTARTLONGLIFETRAININGCOURSESFOR
INSERVICETEACHERS�SOASTODELETETHEINSTITUTIONALRIFTBETWEENSCHOOLANDUNIVERSITY�A
DIFFICULTGOALTOACCOMPLISH�OWINGTOTHESTATICNATUREOFOURACADEMICSYSTEMANDTHE
SLOWNESSATWHICHTHEREGIONALSCHOOLCOUNCILS�THATSHOULDREPRESENTALINKBETWEEN
THETWOWORLDS�WORK�/URBELIEFISTHAT�FROMASOCIALPOINTOFVIEW�ITISURGENTTO
INVESTRESOURCESFORANADEQUATEANDWIDESPREADTEACHERS�PROFESSIONALISM�/WINGTO
THESOCIOPOLITICALSITUATIONINMYCOUNTRY�OURHOPEISWEAK�3TILL�ITISIMPORTANTTO
BELIEVETHATSOMEHOW�SOONERORLATER�THINGSWILLCHANGEFORTHEBETTER�
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EL CURRÍCULO DE CÁLCULO  
EN EL ESTUDIO NACIONAL DE CÁLCULO EN ESTADOS UNIDOS 

The Calculus Curriculum in the National Study of Calculus in the U.S.A.1 

Vilma Mesaa y Helen Burnb 
a5NIVERSITYOF-ICHIGAN�!NN!RBOR�53! 

B(IGHLINE#OLLEGE�$ES-OINES�7ASHINGTON�53!

Resumen

$ESCRIBIMOSASPECTOSCURRICULARESDELPRIMERCURSODECÕLCULOUNIVERSITARIOUSANDODATOS
RECOLECTADOSENEL%STUDIO.ACIONALDE#ALCULO)ENLOS%STADOS5NIDOS�"RESSOUD�2ASMUS
SEN�#ARLSON�-ESAY0EARSON�����	�%LESTUDIOSEEJECUT�ENDOSFASES�PRIMEROUTILIZANDO
CUESTIONARIOSSOBREPROGRAMAS�ENSE¶ANZAYAPRENDIZAJEDECÕLCULO�YMOTIVACI�NYDESEMPE¶O
DELOSESTUDIANTES�YSEGUNDOCONESTUDIOSDECASOSDE��INSTITUCIONESCUYOSPROGRAMASSE
CONSIDERARONiEXITOSOSwENT£RMINOSDEMOTIVACI�NYDESEMPE¶O�.UESTROANÕLISIS�BASADOEN
LACONCEPTUALIZACI�NCURRICULARDE2ICO�����	�ILUSTRALAESTABILIDADDELCURR¤CULOAPESARDELOS
ESFUERZOSDEREFORMADELOSA¶OS���,ACONCEPTUALIZACI�NTAMBI£NOFRECEPOSIBLESÕREASPARA
FUTURAINTERVENCI�N�

Palabras clave�CURR¤CULO�PRIMERCURSODECÕLCULOUNIVERSITARIO�CONTENIDO�OBJETIVOSCOG
NITIVOS�ENSE¶ANZA�VALORACI�NDELAPRENDIZAJE

ABSTRACT

We describe findings of an analysis of curricular aspects related to the teaching of first-year 

of university calculus in the US, based on data collected as part of the Mathematical Associa-

tion of America’s Characteristics of Successful Programs in College Calculus study (Bressoud, 

Rasmussen, Carlson, Mesa, & Pearson, 2010). The study was conducted in two phases, first via 

surveys and questionnaires on programs, teaching and learning of calculus, and student moti-

vation and performance; and second via qualitative case studies of 18 institutions identified as 

“successful” in terms of student performance and motivation. Our analysis using Rico’s concep-

Mesa�6�YBurn�(������	�4HECALCULUSCURRICULUMINTHE.ATIONAL3TUDYOF#ALCULUSINTHE5�3�!�
%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Mate-

mática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�����	�'RANADA�#OMARES�
14HEWORKREPORTEDINTHISARTICLEISSUPPORTEDINPARTBYTHE.ATIONAL3CIENCE&OUNDATIONGRANT$2,

2%%3%���������/PINIONSEXPRESSEDHEREARETHESOLERESPONSIBILITYOFTHEAUTHORSANDDONOTREFLECTTHE
VIEWSOFTHE&OUNDATION�0ARTSOFTHEARTICLEHAVEAPPEAREDIN"URNAND-ESA�����	�
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tualization of curriculum illustrates the stability of the calculus curriculum in spite of the reform 

efforts of the 90s. It also gives departments tools to propose possible more viable interventions.

Keywords: curriculum, first-year university calculus, content, cognitive goals, features of 

teaching, assessment of student learning 

Introduction

&IRSTYEAR#ALCULUS�#ALCULUS)	PROVIDESTHEBASICMATHEMATICAL TOOLSTOSTUDY
CHANGE�$IFFERENTFROMOTHERCOUNTRIESINTHEWORLD�CALCULUSISUSUALLYAFIRSTYEAR
UNIVERSITYCOURSEINTHE5NITED3TATESANDITISNORMALLYREQUIREDFORANYSCIENCE�TECH
NOLOGY�ENGINEERING�ORMATHEMATICS�34%-	MAJOR�)NDEEDIN&ALL�����OVER�������
STUDENTSNATIONWIDEWERETAKINGACALCULUSCOURSEATTHEIRCOLLEGEORUNIVERSITY�"LAIR�
+IRKMAN��-AXWELL�����	�7HILETHESENUMBERSAREIMPRESSIVE�APERSISTENTPROBLEM
OFTHETEACHINGOFUNIVERSITYCALCULUSISTHEHIGHFAILURERATEINTHECOURSE�3TUDENTS�
DISENGAGEMENTISUSUALLYAMAJORREASON�LECTURESAREUNINSPIRINGORUNIMAGINATIVE�THE
CURRICULUMIShOVERSTUFFEDvANDTAUGHTATTOOFASTAPACE�ANDINSTRUCTORSSHOWLITTLE
CONCERNFORSTUDENTUNDERSTANDING�3EYMOUR�(EWITT�����	�7HENSTUDENTSFAILTHE
COURSE�THEIROPPORTUNITIESTOPURSUE34%-FIELDSARECURTAILED�!COUNTRYWITHAHIGH
DEMANDOFTECHNICALJOBSCAN�TAFFORDTHISSITUATION�0RESIDENT�S#OUNCILOF!DVISORS
ON3CIENCEAND4ECHNOLOGY�0#!34������	�!DDEDTOTHISMIXISTHELARGEINFLUX
OFSTUDENTSINTERESTEDINPURSUINGACOLLEGEDEGREE�ADIRECTCONSEQUENCEOF0RESIDENT
/BAMA�SINITIATIVEFORINCREASINGCOLLEGEGRADUATIONRATESINTHECOUNTRY�

This dramatic growth in incoming students aspiring to pursue STEM careers has 
BEENPITTEDAGAINSTTHEDRASTICBUDGETCUTSTHATHAVEFORCEDDEPARTMENTSTOREDUCETHE
NUMBEROFFULLTIMEFACULTYANDTOTEACHCALCULUSINEVERLARGERCLASSES�-ATHEMATICS
DEPARTMENTSHAVEALSOBEENSLOWTOADAPTTOTHECHANGINGDEMOGRAPHICSOFCOLLEGEAGE
students and who want to go into STEM fields. Success rates in calculus for women, 
STUDENTSFROMUNDERREPRESENTEDMINORITIES�ECONOMICALLYDISADVANTAGEDSTUDENTS�AND
FIRSTGENERATIONCOLLEGESTUDENTSCONTINUETOBEDISAPPOINTINGLYLOWRELATIVETOTHOSE
OF#AUCASIANAND!SIANSTUDENTS�,INN�+ESSEL������3EYMOUR������7AKE�����	�
/VER��YEARSAGOSEVERALMATHEMATICIANS�CONFRONTEDWITHSIMILARISSUESCALLED

FORCALCULUSTOBEAPUMP�NOTAFILTER�3TEEN�����	�3UCHCALLFORACTIONRESULTEDIN
ANUNPRECEDENTEDEFFORTTOREFORMTHECALCULUSCURRICULUMTOBRINGMORETECHNOLOGY�
MOREREALWORLDPROBLEMS�ANDAMORECONCEPTUALAPPROACHTOTHESUBJECT�E�G�USING
MULTIPLEREPRESENTATIONS	�(ARVER�����	�/NEWONDERSABOUTTHEEXTENTTOWHICHTHE
INITIATIVESPROPOSEDTHENARENOWPARTOFTHEFIRSTYEAROF#ALCULUSCURRICULUMIN!MERICAN
UNIVERSITIES�THEhRULEOFFOURv�ALWAYSUSINGVERBAL�TABULAR�SYMBOLIC�ANDGRAPHICAL
REPRESENTATIONS	�SPREADUSEOFTECHNOLOGY�NOTABLYGRAPHINGCALCULATORSANDCOMPUTER
ALGEBRASYSTEMS	�CONTEXTUALIZEDPROBLEMS�ANDEMPHASISONCONCEPTUALUNDERSTANDING�
)NTHISCHAPTER�ANEXTENSIONOFACHAPTERWEWROTEFORA-ATHEMATICAL!SSOCIATION

OF!MERICA�-!!	PUBLICATIONREPORTINGMAJORFINDINGSFROMTHE.ATIONAL3TUDYOF
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#ALCULUS�"RESSOUD�-ESA�2ASMUSSEN�����	�WESTARTTOANSWERTHATQUESTION�7E
DOSOBYUSING,UIS2ICO�SCONCEPTUALIZATIONOFCURRICULUMTOANALYSEDATATHATWOULD
ALLOWUSTODESCRIBETHE5�3�#ALCULUS)CURRICULUMANDTHENDISCUSSTHEDESCRIPTIONWITH
WHATTHEREFORMERSHADINMIND�7EORGANIZETHECHAPTERINTOFOURSECTIONS�7EBEGIN
BYASHORTDESCRIPTIONOFTHENOTIONOFCURRICULUMFOLLOWEDBYABRIEFDESCRIPTIONOFTHE
STUDYANDTHEDATAUSEDTOCONDUCTTHEANALYSISPRESENTEDINTHISCHAPTER�7ETHENPRE
SENTTHEMAJORFEATURESOFTHE#ALCULUS)CURRICULUMUSING2ICO�S�����	FOURCURRICULAR
DIMENSIONS�CONCEPTUAL�COGNITIVE�FORMATIVE�ANDSOCIAL�7ECONCLUDEWITHADISCUSSION
OFTHEFINDINGSANDTHEAFFORDANCESANDCHALLENGESOFSTUDYINGCURRICULUMINTHISWAY�

Rico’s Curriculum

From the Latin currere—to run—the word curriculum ISABROADTERMUSEDIN
EDUCATIONWITHMULTIPLEMEANINGS�3TEIN�2EMILLARD�3MITH�����	�#URRICULUMCAN
REFERTOTHESEQUENCESOFCOURSESTHATASTUDENTCANTAKE�THETOPICSTHATARECOVEREDIN
AGIVENGRADE�ORTHECONTENT�SKILLS�COMPETENCIES�ANDHABITSOFMINDTHATAPERSON
NEEDSTOACQUIRE THROUGHSCHOOLINGINORDERPARTICIPATESUCCESSFULLY IN THESOCIETY
�,ATTUCA�3TARK�����	�4HECLASSICALDISTINCTIONBETWEENINTENDED�IMPLEMENTED�AND
ATTAINEDCURRICULA�4RAVERS�7ESTBURY�����	ISUSEFULTODESCRIBEHOWTHECURRICULUM
ISTRANSFORMEDFROMINTENTIONTOEXECUTIONTOASSESSMENT�BUTITISINSUFFICIENTTODEFINE
a curriculum. 

In Bases Teóricas del Currículo de Matemáticas en Educación Secundaria, Luis 
2ICO�USINGAMONGOTHERS3TENHOUSE�S�����	WORK�PROPOSESADEFINITIONOFCURRICULUM
as an educative plan2THATDESCRIBESTHEGROUPOFPEOPLETHATWILLBEEDUCATEDORTRAINED�
THETYPEOFEDUCATIONORTRAININGTHATNEEDSTOBEDONE�THEINSTITUTIONWHEREEDUCATION
ORTRAININGTAKESPLACE�THEGOALSTHATNEEDTOBEACHIEVED�ANDTHEMEANSOFCONTROLAND
ASSESSMENT�2ICO������P���	�2ICOAFFIRMSTHATANYEDUCATIVEPLANNEEDSTORECONCILE
THETHEORETICALANDPRACTICALASPECTSTHATSUPPORTIT�INWAYSTHATACKNOWLEDGESTHEPRO
fessionalism of the teachers who are in charge of putting the plan into action. To this 
effect, he proposes a theoretical and practical conceptualization of curriculum that is 
WELLSUITEDFOREMPIRICALSTUDIESOFCURRICULUM�4HISCONCEPTUALIZATIONRESPONDSTOFOUR
COREQUESTIONSTHATTHEPLANMUSTADDRESS�WHATISTHENATUREOFKNOWLEDGE�WHATIS
LEARNING�WHATISTEACHING�ANDWHATCONSTITUTESUSEFULKNOWLEDGE��EACHADDRESSINGTHE
FOURDIMENSIONSOFTHECURRICULUM�CONCEPTUAL�COGNITIVE�FORMATIVE�ANDSOCIAL�P����	�

The conceptual dimension refers to content and topics that are specific to a given 
DISCIPLINE�ITDEFINESTHOSEELEMENTSPARTICULARTOADISCIPLINE�E�G��MATHEMATICS	THAT
AREASYNTHESISOFHISTORICALANDCULTURALTRADITIONS�THISDIMENSIONISINFORMEDBYEPIS

2)N3PANISH2ICOUSEShPLANDEFORMACI�N�v!DIRECTTRANSLATIONWOULDBEhFORMATIVEPLANvYETTHIS
wording seems more restrictive than educative plan, the wording chosen here.
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TEMOLOGYANDTHEHISTORYOFMATHEMATICSANDDEFINESLARGERCULTURALAIMS�4HISPAPER
EXAMINEDTHECONTENTOF#ALCULUS)�4HEcognitive dimension refers to learning and 
the learner, and deals with understanding what learning is, how it happens, and how 
DODIFFERENTPEOPLELEARN�ITALSOHASPARTICULARMANIFESTATIONSDEPENDINGONAGIVEN
DISCIPLINE�ITISDIRECTLYINFORMEDBYLEARNINGTHEORIESANDDEFINESSPECIFICEXPECTATIONS�
DEVELOPMENT�ANDLEARNINGAIMS�7EEXAMINEFACULTY�SSTATEDGOALSFORTHECOURSE�4HE
formativeDIMENSIONREFERSTOTEACHINGANDTHETEACHER�ITDEALSWITHASPECTSSUCHAS
WHATTEACHINGISANDWHATMATHEMATICSTEACHINGIS�ITSPECIFIESPRACTICESTHATAREBELIE
VEDTOBEUSEFULFORTEACHING�E�G��DIFFERENTIATINGINSTRUCTION	ANDITPROVIDESTHEBASIS
FORGENERATINGPROGRAMSFORPREPARINGTEACHERS�ITISINFORMEDBYPEDAGOGICALTHEORIES
ANDDEFINESFORMATIVEAIMS�4HEFORMATIVEDIMENSIONISEXPLOREDBYEXAMININGWAYSIN
which teaching was enacted in calculus lessons. The social dimension refers to the value 
THATTHESOCIETYPLACESONTHEUTILITYANDUSEFULNESSOFTHEMATHEMATICALKNOWLEDGE�4HIS
DIMENSIONADDRESSESTHEMECHANISMSTHATNEEDTOBEUSEDINORDERTODETERMINEWHEN
ANINDIVIDUALHASUSEFULKNOWLEDGEORTHATHEORSHEHASMATHEMATICALCAPABILITIES�AND
THEAPPROPRIATENESSOFTHECURRICULUMITSELF�P����	�7EEXAMINEDTHISDIMENSIONBY
ANALYSINGDEMANDSOFGRADEDANDUNGRADEDWORKINONECOLLEGE�

The CSPCC Study

)N�����THE-ATHEMATICAL!SSOCIATIONOF!MERICALAUNCHEDAPROJECTFUNDEDBY
the National Science Foundation, the Characteristics of Successful Programs in College 

Calculus�WITHTHEPURPOSEOFSTUDYINGHOWCALCULUSCONTRIBUTEDTOSTUDENTS�ACADEMIC
GOALSFULFILMENTANDTOUNDERSTANDOTHERFEATURESOFCALCULUS�4HEPROJECTHADFIVEGOALS�

 — To improve our understanding of the demographics of students who enrol in 
calculus,

 — To measure the impact of the various characteristics of calculus classes that 
AREBELIEVEDTOINmUENCESTUDENTSUCCESS�

 — 4OCONDUCTEXPLANATORYCASESTUDYANALYSISOFEXEMPLARYPROGRAMSINORDERTO
IDENTIFYWHYANDHOWTHESEPROGRAMSSUCCEED�

 — 4ODEVELOPATHEORETICALFRAMEWORKTHATARTICULATESTHEFACTORSUNDERWHICH
STUDENTSARELIKELYTOSUCCEEDINCALCULUS�AND

 — 4OUSETHERESULTSOFTHESESTUDIESANDTHEINmUENCEOFTHE-!!TOLEVERAGE
improvements in calculus instruction across the United States.

4HEPROJECTWASCONDUCTEDINTWOPHASES�)N0HASE�SURVEYS�&ALL�����	WERESENT
to a stratified random sample of 521 institutions. At these institutions, all instructors 
TEACHINGACALCULUSCOURSEDESIGNEDTOPREPARESTUDENTSFORTHESTUDYOFENGINEERING�
THEMATHEMATICAL�ORPHYSICALSCIENCES�ANDTHEIRSTUDENTS�WEREINVITEDTOPARTICIPATE�
4HEREWEREFIVESURVEYSINTOTAL�PREANDPOSTSURVEYSOFSTUDENTSANDINSTRUCTORS
ADMINISTEREDATTHEBEGINNINGANDTHEENDOFTHEIR#ALCULUS)COURSE�ANDONESENTAT
THEBEGINNINGOFTHECOURSETOTHECOURSEADMINISTRATOR�4HESURVEYSWEREDESIGNED
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TOGAINANOVERVIEWOFTHEVARIOUSCALCULUSPROGRAMSNATIONWIDE�ANDINCLUDEDQUES
TIONSONTHEDEPARTMENT�THETEACHING�THELEARNING�ANDTHEASSESSMENTOFCALCULUS�
RESOURCEAVAILABILITYFORSTUDENTSANDINSTRUCTORS�E�G�� TECHNOLOGY�OR TUTORINGAND
TEACHINGCENTERS	�ANDSTUDENTANDINSTRUCTORBACKGROUND�)NADDITION�THESURVEYSCOL
LECTEDINFORMATIONONINTENTIONTOTAKE#ALCULUS))�APROXYFORPERSISTENCEINA34%-
MAJOR	�AFFECTIVEASPECTS�INCLUDINGENJOYMENTOFMATH�CONFIDENCEINMATHEMATICAL
ABILITY�INTERESTTOCONTINUESTUDYINGMATH�ANDSELFREPORTEDPERFORMANCE�EXPECTED
GRADEINCOURSE	�7EOBTAINEDFULL INFORMATIONFOR�����STUDENTS����CLASSROOMS�
and 168 calculus programs. 
)N0HASE�OFTHEPROJECT�&ALL�����	�WECONDUCTEDEXPLANATORYCASESTUDIESAT

��INSTITUTIONSSELECTEDBECAUSETHEYHADMORESUCCESSFULCALCULUSPROGRAMS�3UCCESS
WASDEFINEDBYACOMBINATIONOFSTUDENTVARIABLES�PERSISTENCEINCALCULUSANDPOSITIVE
CHANGEINAFFECTIVEVARIABLESANDPROGRAMVARIABLES�E�G��PASSINGRATES	�7ECONDUCTED
NEARLY���INTERVIEWSWITHINSTRUCTORSANDADMINISTRATORS���FOCUSGROUPSWITHOVER���
STUDENTS���CLASSROOMOBSERVATIONS�ANDCOLLECTEDOVER���ARTIFACTS�SYLLABI�EXAMS�
QUIZZES�ANDINSTITUTIONALINFORMATION	�
&ORTHEPURPOSESOFTHISPAPERWERELIEDONBOTHTHEDATAFROMTHESURVEYSANDTHE

DATAFROMTHECASESTUDIES�)NORDERTODESCRIBETHEFOURCURRICULARELEMENTS�CONTENT�
COGNITIVEGOALS�FEATURESOFTEACHING�ANDASSESSMENT	WEWORKEDWITHDIFFERENTSOU
RCES�4HECONTENTOF#ALCULUS)PRESENTEDINTHISCHAPTERDERIVESFROMASYNTHESISOF
FOURSOURCES�THECOURSEDESCRIPTIONFORTHE!DVANCED0LACEMENT�!0	CALCULUS�4HE
#OLLEGE"OARD�����	�3OFRONASETAL��S�����	hBRAINTRUSTvSTUDYWITH��CALCULUS
EXPERTSWHOIDENTIFIEDCONTENTANDGOALSCRITICALFORSTUDENTUNDERSTANDINGOFFIRSTYEAR
CALCULUS�THETOPICSINCLUDEDIN+HAN!CADEMYWEBSITE�HTTP���WWW�KHANACADEMY�
ORG�MATH�CALCULUS	�AND*OHNSON�%LLIS�AND2ASMUSSEN�����	ANALYSISOFCOURSE
CONTENTLISTEDINMASTERSYLLABICOLLECTEDFROMTHE0H$GRANTINGUNIVERSITIESSELECTED
FORCASESTUDY�$ATAFORTHEANALYSISOFCOGNITIVEGOALSANDASSIGNMENTSIN#ALCULUS
)DERIVEFROMTHEFACULTYSURVEYS�4HESAMPLE INCLUDEDALL FACULTYWHORESPONDED
TOPREORPOSTCOURSEINSTRUCTORSURVEY�N = ���	�&ACULTYRESPONSERATESTOSURVEY
QUESTIONSANALYSEDRANGEDFROMAMINIMUMOF���TOAMAXIMUMOF����WITHAN
AVERAGERESPONSERATEACROSSTHESURVEYQUESTIONSOF����&ORTHEANALYSISOFFEATU
RESOFTEACHINGWEUSEDTHEFIELDNOTESOFOBSERVATIONSMADEOF��CALCULUSLESSONS
ACROSSTHECASESTUDYINSTITUTIONS�!LLTHETASKSRECORDEDINTHEOBSERVATIONPROTOCOL
�N����	WERECHARACTERIZEDACCORDINGTOFOURFEATURES�WHOWASTHEMAINACTORIN
SOLVINGTHEPROBLEM�WHICHREPRESENTATIONSWEREUSED�WHATTECHNOLOGYWASUSED�
ANDWHATOTHERCOMPLEXITYCHARACTERISTICSWEREPRESENT�E�G��USINGMULTIPLEMETHODS�
REQUIRINGAPROOF	�&INALLY�TOCHARACTERIZEASSESSMENTWEUSEDTHETASKSASSIGNEDIN
GRADEDANDUNGRADEDHOMEWORK�QUIZZES�ANDEXAMSASSIGNEDBYFIVEINSTRUCTORSIN
ONECOLLEGE�N������	�4HEANALYSISCENTREDONTHECOGNITIVEORIENTATIONOFTHETASKS
USEDINTHESECONTEXTS�7HITE�-ESA�����	�
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!SWITHANYSURVEYRESEARCH�LIMITATIONSDUETOCONSTRUCTVALIDITYNEEDTOBECON
SIDERED�&OREXAMPLE�#ALCULUS)FACULTYWERENOTASKEDDIRECTLYABOUTCOGNITIVEGOALS
FOR#ALCULUS)�INSTEAD�SELECTEDSURVEYQUESTIONSSERVEDASPROXIES�!SECONDLIMITATION
INANYSTUDYUSINGSELFREPORTDATARELATESTOPOTENTIALDIFFERENCESBETWEENWHATFACULTY
SAYTHEYDOANDWHATTHEYACTUALLYENACTINCLASSROOMS�THATIS�BETWEENTHEINTENDED
ANDTHEENACTEDCURRICULUM�(OWEVER�THEREISNOREASONTOBELIEVETHATFACULTYWOULD
RESPONDTOQUESTIONSWITHOUTACCURACY�GIVENTHATTHEREWERENOREPERCUSSIONSFORTHE
RESPONSESPROVIDED�ANDTHECASESTUDYDATASUGGESTTHATFORTHEMOSTPART�INSTRUCTORS
ANDSTUDENTSACCURATELYDESCRIBEDTHEIRPRACTICES�4HUS�WEHAVECONFIDENCETHATTHESELF
REPORTEDDATAACCURATELYDESCRIBEPRACTICE�

The Calculus Curriculum in the CSPCC study

7ENOWPRESENTASYNTHESISOFTHEANALYSISOFTHEFOURDIMENSIONSDEFININGCURRI
CULUMASWEINTERPRETEDTHEMINTHEDATACOLLECTEDINTHESTUDY�

Conceptual dimension: The content of Calculus I

!COURSEOFCALCULUS)INCLUDESFOURMAJORCONTENTAREAS�LIMITSANDCONTINUITY�DERI
VATIVES�INTEGRATIONANDSEQUENCESANDSERIES�SEE&IGURE�	WITHSOMECOURSESSTARTING
WITHAREVIEWOFTHEFUNCTIONCONCEPT�7ENOTETHATALTHOUGH   proofs are no longer 
CONSIDEREDASTANDARDPARTOFTHE#ALCULUS)CURRICULUM�THEhRULEOFFOURv�EMPHASIZING
THECOMBINATIONOFGRAPHICAL�NUMERICAL�ALGEBRAIC�ANDVERBALAPPROACHES	HASHADA
LASTINGIMPACTON#ALCULUS)TEXTBOOKSANDTHATTECHNOLOGY�PARTICULARLYINTHEFORMOF
GRAPHINGCALCULATORSANDCOMPUTERALGEBRASYSTEMS�E�G��-APLE�-ATHEMATICA	THAT
ENABLESINCREASEDEMPHASISONVISUALIZINGGRAPHSOFFUNCTIONSANDTHEIRDERIVATIVESAND
OTHERGRAPHICALCONNECTIONS�AREUSUALLYPARTOFTHELABSOFFEREDTOCALCULUSSTUDENTS�
&URTHER�#ALCULUS)COURSESNOWMOREOFTENTHANINTHEPASTATTENDTOEMPLOYABILITY
ORTRANSFERSKILLS�SUCHASCOMMUNICATION�TEAMWORK�ANDTECHNOLOGYSKILLS�(OUSTON�
����	�



67EL CURRÍCULO DE CÁLCULO EN EL ESTUDIO NACIONAL DE CÁLCULO EN ESTADOS UNIDOS

Figure 1. Calculus I content identified in CSPCC study (Burn & Mesa, 2015).
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Cognitive dimension: The learning goals of Calculus I

4ODISCERNTHECOGNITIVEGOALSFORSTUDENTSIN#ALCULUS)�WEEXPLOREDFACULTYEXPEC
TATIONSFORSTUDENTLEARNINGSUGGESTEDBYTHETYPESOFPROBLEMSTHEYREPORTEDTHEYASSIGN
STUDENTSANDBYTHEIREXPECTATIONSFORSTUDENTSTOEXPLAINTHEIRTHINKING�-AINTAINING
HIGHERLEVELSOFCOGNITIVEDEMANDHASBEENASSOCIATEDWITHHIGHERLEVELSOFSTUDENT
ACHIEVEMENTINMATHEMATICS�"OALER�3TAPLES������3ILVER�3TEIN������3TIGLER�
'IVVIN�4HOMPSON�����	�&IGURE�SHOWSTHEMEDIANRESPONSETOTHEPERCENTAGEOF
DIFFERENTTYPESOFPROBLEMSFACULTYASSIGNINEXAMSANDOTHERASSIGNMENTS�4HEPERCEN
TAGESWERENEARLYIDENTICALFORBOTH�

Figure 2. Median responses to the percentage (0% to 100%) of different problem types faculty 

include on exams and assignments. Q1 = 25th percentile; Q3 = 75th percentile. 

&IGURE�SUGGESTSTHATINSTRUCTORSTENDTOINCLUDEALARGERNUMBEROFPROBLEMSFOCU
SEDONSKILLSANDCOMPUTATIONS����	OVEROTHERTYPESOFPROBLEMS�PROBLEMSINVOLVING
GRAPHICALINTERPRETATIONSOFCENTRALIDEAS�STANDARDWORDPROBLEMS�COMPLEXORUNFAMILIAR
WORDPROBLEMS�ORPROOFSANDJUSTIFICATIONS	�4HISTENDENCYMIGHTBEPARTIALLYEXPLAI
NEDBYTHEFACTTHAT���OFFACULTYAGREEDSOMEWHATORSTRONGLYWITHTHESTATEMENT�
Understanding ideas in calculus typically comes after achieving procedural fluency. 

&ACULTYWEREASKEDTOREPORTHOWFREQUENTLYTHEYASKEDSTUDENTSTOEXPLAINTHEIR
THINKINGDURINGCLASSORREQUIREDTHEMTOEXPLAINTHEIRTHINKINGONEXAMSORASSIGNMENTS
ONASCALETHATRANGEDFROM��Not at all	TO��Very often	�/VERALL����OFFACULTYREPOR
TEDTHATTHEYOften3 or Very oftenREQUIREDSTUDENTSTOEXPLAINTHEIRTHINKINGONEXAMS
AND���OFFACULTYREPORTEDTHATTHEYOften or Very oftenASKEDSTUDENTSTOEXPLAINTHEIR
THINKINGDURINGCLASS�)NCONTRAST�ASMALLER���OFFACULTYREPORTEDTHATTHEYOften or 
Very oftenREQUIREDSTUDENTSTOEXPLAINTHEIRTHINKINGONASSIGNMENTS�4HESEFINDINGS

3   A response of 5 is interpreted to mean Often.
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SUGGESTTHATFACULTYPRIVILEGESTUDENTPRACTICEWITHSKILLSASAWAYTOBUILDUNDERSTANDING
ASACOREFEATUREOFLEARNINGEXPECTATIONSINTHECOURSE�&ACULTYDOEXPECTHOWEVERTHAT
STUDENTSEXPLAININGTHEIRTHINKINGINCLASSANDINEXAMS�

Formative dimension: The features of calculus teaching

4HEANALYSISOFTHEWAYSINWHICHTHEPROBLEMSUSEDDURINGTHECLASSROOMWERE
enacted revealed several interesting patterns. First, we found that the instructor lectured 
ORUSEDDIRECTINSTRUCTIONIN���OFTHEPROBLEMS�)NTHESELESSONSSTUDENTPRESENTATIONS�
GROUPWORK�ORSTUDENTSWORKINGINPAIRSWASOBSERVEDINLESSTHAN���OFTHEPROBLEMS�
WORKINDIVIDUALLYWASOBSERVEDIN���OFTHEPROBLEMS�3YMBOLICREPRESENTATIONSWERE
USEDIN���OFTHEPROBLEMSANDITWASUSEDINCONJUNCTIONWITHOTHERREPRESENTATIONS�A
SIZABLEPROPORTIONOFPROBLEMS�����RELIEDONOTHERNONSYMBOLICREPRESENTATIONS�4HE
LESSONSOBSERVEDDIDNOTAPPEARASTECHNOLOGICALLYADVENTUROUSASTHEREFORMERSWOULD
HAVELIKED�/NLY��OFTHEPROBLEMSUSEDSOMEFORMOFTECHNOLOGY�BASICCALCULATOR�
GRAPHINGCALCULATORS�ORCOMPUTERALGEBRASYSTEMS�&INALLY����OFPROBLEMSSOUGHTTO
DEVELOPPROFICIENCYWITHPROCEDURES����WERECONTEXTUALIZEDINREALWORLDSITUATIONS�
��REQUIREDAPROOFORAJUSTIFICATION���WEREOPENENDED�ANDONLY��SHOWEDDIFFERENT
SOLUTIONMETHODS�&IGURE�SHOWSANEXAMPLEOFACODEDENTRYINTHEOBSERVATIONPROTOCOL�

 Figure 3. Problem log entry (White, Blum, & Mesa, 2013)

Social dimension: The assessment of student learning in Calculus I

4HEANALYSISOFTHEPROBLEMSTHATINSTRUCTORSINONECOLLEGEASSIGNEDSUGGESTDIFFE
RENCESINTHECOGNITIVEORIENTATIONBYTYPEOFCOURSEWORKASSIGNED�GRADEDVS�UNGRADED	
ANDDIFFERENCESBYTHEINSTRUCTORSWHOASSIGNEDTHECOURSEWORK�!BOUTHALFOFTHEPRO
BLEMSASSIGNEDWEREWHATWECALLEDSIMPLEPROCEDURETASKS4�ABOUT���WERECOMPLEX
PROCEDURESTASKS5�ANDABOUT���WERERICHTASKS6�4HEHOMEWORK�WHICHWASUNGRADED�

43TUDENTSAREPROMPTEDTORETRIEVEINFORMATIONORCARRYOUTRECALLEDPROCEDURES�E�G��&INDTHE
derivative of f at x�a	�

53TUDENTSMUSTRECOGNIZEKNOWLEDGEORPROCEDURESCALLEDFORINASITUATIONWITHOUTBEINGPROMPTED
�E�G��!TWHATVALUEOFx does fATTAINAMINIMUM�	�

63TUDENTSAREPROMPTEDTOMAKEINTERPRETATIONS�GIVEEXPLANATIONS�RECOGNIZEWHENTOAPPLYA
PROCEDURE�ANALYSEASITUATION�ORJUDGEBASEDONCERTAINCRITERIA�E�G��)SITREASONABLETOUSETHISMODELTO
PREDICTTHEWINNINGHEIGHT;OFTHEHIGHJUMP=ATTHE����/LYMPICS�	�
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TENDEDTOINCLUDEMORESIMPLEPROCEDURETASKSTHANEXAMS�WHICHWEREGRADED����VS�
���RESPECTIVELY	�MORECOMPLEXPROCEDURESTASKSTHANEXAMS����VS����RESPEC
TIVELY	BUTLESSRICHTASKSTHANEXAMS����VS����RESPECTIVELY	�4HUSEXAMSTENDED
TOHAVEAHIGHERLEVELOFCOMPLEXITYTHANHOMEWORK�)NADDITIONWEFOUNDTHATWHILE
THEINSTRUCTORSASSIGNEDHOMEWORKWITHSIMILARLEVELSOFCOMPLEXITY�SOMEINSTRUCTORS
ASSIGNEDMORERICHTASKSTHANOTHERSINTHEEXAMS�WHICHSUGGESTSTHATINSTRUCTORSHAD
DIFFERENTVALUESINDECIDINGWHATCOUNTSASCALCULUSWORK�7HITE�-ESA�����	�

Discussion

/URANALYSISOFTHEVARIOUSDIMENSIONSOFCURRICULUMSUGGESTSTHATTHECALCULUS
COURSEISLESSREFORMEDTHANWHATCOULDHAVEBEENANTICIPATED�)NTERMSOFCONTENT�THE
TOPICSINCLUDEDSHOWREMARKABLESTABILITY�3TEEN�����	REGARDLESSOFEFFORTSTOCREATEA
hLEANANDLIVELYCALCULUSv�$OUGLAS�����	�THEREFORMMOVEMENTOFTHE����S�(UGHES
(ALLETT�N�D�	�ORGENERALATTEMPTSTOREDUCETHEBREADTHANDTOINCREASETHEDEPTHOF
TOPICSINCLUDEDINMATHEMATICSCOURSESINTHE5NITED3TATES�(ILLEL�����	�,IKEWISE�THE
COGNITIVEGOALSESPOUSEDBYTHEFACULTYSEEMTOCONTINUETOPRIVILEGETHEDEVELOPMENTOF
PROFICIENCYWITHPROCEDURESUNDERTHEASSUMPTIONTHATONEMUSTMASTERBASICINFORMATION
BEFOREMOVINGTOMORECOMPLEXIDEAS�WHICHISANIMPLICITBEHAVIOURISTASSUMPTION
ABOUTHOWONELEARNS�4HATSAID�THESIZABLEINTERESTINHAVINGSTUDENTSEXPLAINTHEIR
THINKINGINCLASSANDINEXAMSSUGGESTAPOSSIBLETURNTOWARDSMOREDISCURSIVEBASED
NOTIONSOFLEARNING�-OREOVER�SMALLGROUPWORK�USEOFMULTIPLEREPRESENTATIONSAND
TECHNOLOGYANDINCLUSIONOFCONTEXTUALIZEDPROBLEMSTHATWOULDEMPHASISETHEDEVE
LOPMENTOFUNDERSTANDINGOFCALCULUSNOTIONSOVERTECHNICALPROFICIENCYHAVENOTYET
made it to all lessons in which calculus is taught. The dominant teaching paradigm still 
SEEMSTOBELECTUREANDDEMONSTRATION�&INALLY�WEIDENTIFIEDDIFFERENCESINEMPHASIS
INSTRUCTORSPUTONTHEIREXAMS�)NSTRUCTORSMAKETHEEXAMS�THESPACEWHERESTUDENTS
SHOWPROFICIENCYANDTHEIRKNOWLEDGEOFTHECOURSECONTENTAPPRAISED�MUCHHARDER
THANTHEUNGRADEDHOMEWORK�/VERALLTHEANALYSESALONGTHEFOURDIMENSIONSPROVIDE
a richer picture of the calculus curriculum and supports that it has not changed much 
over time. 
#URRICULUMUSUALLYGETSDESCRIBEDINTERMSOFITSCONTENTDIMENSION�ANDTHISIS

CLEARLYANINSUFFICIENTDESCRIPTION�)NTHECASEOFAUNIVERSITYCOURSE�ONEHASTOTAKE
into account institutional and societal demands. Universities in the United States are 
FACINGTREMENDOUSDIFFICULTIESDOCUMENTINGTHEIRVALUE�ESPECIALLYWHENTHEYHAVEA
DIFFICULTTIMEDEMONSTRATINGTHATSTUDENTSLEARN�!RUM�2OKSA�����	ANDFEDERALAND
STATESUPPORTFORHIGHEREDUCATIONISATANALLTIMELOW�3OCIETALPRESSURESONUNIVERSITIES
TODEMONSTRATETHATTHEYINDEEDMAKEADIFFERENCEHAVESPARKEDINWARDREFLECTIONAND
EXAMINATIONOFSPECIFICPROGRAMSTHATMIGHTNOTSUPPORTSTUDENTSINTHEIRGOALSTOPURSUE
34%-CAREERS�-ATHEMATICSDEPARTMENTSHAVEBEENTHEMAJORTARGETOFTHESECRITIQUES
�0#!34�����	AND�FROMTHEANALYSESREPORTEDHERE�SOMEOFTHESECRITIQUESMIGHTBE
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WELLFOUNDED�THEOPPORTUNITIESFORSTUDENTSTOEXPERIENCEAMORELIVELYCALCULUS�ONE
THATUSESMORECOLLABORATIVEFORMSOFLEARNINGANDTEACHING�SUPPORTEDBYTECHNOLOGY�
ANDVALUINGCOMPLEXWORKARENOTUNIFORMLYOFFERED�(OWEVER�2ICO�SRICHERCONCEP
TUALIZATIONOFCURRICULUMPROVIDESDEPARTMENTSWITHSPECIFICDIMENSIONSTOLOOKATWHEN
THINKINGABOUTPOSSIBILITIESFORCHANGE�,EAVINGASIDETHEPOTENTIALNEEDTOEVALUATETHE
CONTENTIN4ABLE��ABEHAVIOURISTAPPROACHTOSTUDENTLEARNINGWITHITSACCOMPANYING
PEDAGOGYMIGHTBEATODDSWITHTHEPOTENTIALOFACOURSESUCHASCALCULUSTOEXPAND
STUDENTS�MATHEMATICALOPPORTUNITIES�7ORKINGTOADDRESSHOWTHEVISIONSOFCALCULUS
LEARNINGANDTEACHINGMIGHTBEMADEMORECURRENTWITHRECENTRESEARCHFINDINGSABOUT
THEIMPORTANCEOFINQUIRYMIGHTBEAANIMPORTANTSTARTINGPOINT�,IKEWISE�ATTENDING
TOHOWSTUDENTS�CALCULUSLEARNINGISAPPRAISEDCOULDBEANAREATHATHASPOTENTIALTO
BOOSTTHECALCULUSCURRICULUMINWAYSTHATMIGHTBETTERSATISFYTHESTUDENTS�INTERESTS
ANDTHEDEMANDSOFTHESOCIETY�
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ASSESSMENT OF MATHEMATICAL COMPETENCIES
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MERADOENTRETEJIDODETODOELCONJUNTODELASCOMPETENCIASMATEMÕTICASQUENORMALMENTEESTÕN
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ABSTRACT

The present paper offers a presentation and analysis of challenges to the assessment of 

mathematical competencies, in the sense of the Danish KOM Project, and of the funamental 

mathematical capabilities in the sense of PISA 2012. Two such challenges are identified. The 

holistic challenge consists in assessing a single mathematical competency (capability) from 

the interwoven conglomerate of the entire set of mathematical competencies that are typically 

involved in authentic mathematical activity. The atomistic challenge consists in assessing a 

single mathematical competency in contexts in which the other competencies have deliberately 

been removed or reduced. The paper suggests modes and instruments of assessment that may 

Niss�-������	�!SSESSMENTOFMATHEMATICALCOMPETENCES�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�
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meet these challenges without jeopardising the intrisic interwovenness of the mathematical 

competencies. The paper finishes by a few reflections on the need for teacher pre- and in-service 

education in these respects.

Keywords: mathematical competencies, fundamental mathematical capabilities, mathema-

tical literacy, assessment, PISA

Foreword

-YGREATCOLLEAGUEANDFRIENDOFLONGSTANDING�,UIS2ICO�WHOSEACCOMPLISH
MENTSWEARECELEBRATINGWITHTHISVOLUME�HASALWAYSINVESTEDSERIOUSINTERESTINTHE
ASSESSMENTOFMATHEMATICS�4HESPIRITANDTHRUSTOFHISPOSITIONISEXPRESSEDCLEARLYINTHE
FOLLOWINGQUOTE�2ICO�����P���	�WHICH)HAVECHOSENASAMOTTOFORTHISCONTRIBUTION�

“First we should consider assessment as a continuous and interdependent process with 
THEOTHERCOMPONENTSINTHECURRICULUM�CONTENTS�OBJECTIVESANDMETHDOLOGYCANNOTBE
DEALTWITHASISOLATEDQUESTIONSINTHEPROCESSOFASSESSMENT�BUTRATHERMUSTBECONTEM
PLATEDASINTERCONNECTED�!SSESSMENTISNOTANISOLATEDSINGLEELEMENTBUTONETHATSHOULD
IMPREGNATEALLTHESTAGESTHATMAKEUPMATHEMATICSTEACHINGANDLEARNING�v

Introduction: The Notion Of Mathematical Competency

2OUGHLYSINCETHETURNOFTHEMILLENIUM�THENOTIONOFMATHEMATICALCOMPETENCY
HASGAINEDCONSIDERABLEMOMENTUMINSEVERALASPECTSOFRESEARCH�DEVELOPMENTAND
PRACTICEOFMATHEMATICSEDUCATION�4HISNOTIONHASBEENPUTONTHEAGENDAOFCURRICULUM
DEVELOPMENTANDDESIGNINSEVERALCOUNTRIES�INCLUDING3PAIN�OFRESEARCHPROJECTS�OF
INTERNATIONALCOMPARATIVESTUDIESOFSTUDENTACHIEVEMENT�E�G�0)3!�ANDnMOREBROADLY
– of mathematics assessment at large. This is true, as well, of its closer relatives such as 
MATHEMATICALPROFICIENCYANDMATHEMATICALPRACTICES�ANDOFITSSLIGHTLYMOREDISTANT
RELATIVESMATHEMATICALLITERACY�QUANTITATIVELITERACYANDNUMERACY�

The notions of mathematical competence and mathematical competency are com
PLEXNOTIONS�INVOLVINGAHIGHLEVELOFAGGREGATIONANDINTEGRATIONOFITSCOMPONENTS
and elements. It is not surprising, therefore, that the issue of assessment of mathematical 
competencyANDCOMPETENCIESISNECESSARILYACOMPLEXANDTRICKYONEASWELL�
)NTHE$ANISH+/-0ROJECT�.ISS�*ENSEN�����.ISS�(�JGAARD����	THENOTION

OFMATHEMATICALCOMPETENCEISDEFINEDASANINDIVIDUAL�SABILITYTOACTPURPOSEFULLYAND
INSIGHTBASEDINAWIDEVARIETYOFINTRAOREXTRAMATHEMATICALSITUATIONSANDCONTEXTS�
WHICHACTUALLYORPOTENTIALLYGIVERISETOTHEACTIVATIONOFMATHEMATICSINORDERTOANSWER
QUESTIONS�SOLVEPROBLEMS�UNDERSTANDPHENOMENA�RELATIONSHIPSANDMECHANISMS�OR
TOTAKEASTANCEORMAKEADECISION�WHILSTTHENOTIONOFAMATHEMATICALCOMPETENCy 
ISDEFINEDASAMAJORCONSTITUENTOFMATHEMATICALCOMPETENCE�MORESPECIFICALLYASAN
INDIVIDUAL�SABILITYTOACTPURPOSEFULLYANDINSIGHTBASEDINSITUATIONSANDCONTEXTS�
WHICHACTUALLYORPOTENTIALLYGIVERISETOa specific kind of activation of mathematics 
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INORDERTOANSWERQUESTIONS�SOLVEPROBLEMS�UNDERSTANDPHENOMENA�RELATIONSHIPSAND
MECHANISMS�ORTOTAKEASTANCEORMAKEADECISION�
4HE0ROJECTIDENTIFIESEIGHTWELLDELINEATEDmathematical competencies:

 — -ATHEMATICALTHINKING
 — 0ROBLEMHANDLING
 — Modelling 
 — Reasoning 
 — Representation 
 — 3YMBOLSANDFORMALISM
 — Communication 
 — Aids and tools,

EACHWITHITSOWNIDENTITY�ORhCENTREOFGRAVITYvIFYOUPREFER�BUTTHEENTIRECOLLECTION
OFTHECOMPETENCIESHASANONEMPTYINTERSECTION�4HISREFLECTSTHEFACTTHATUSUALLY
SEVERAL�IFNOTALL�COMPETENCIESHAVETOCOMEINTOPLAYINDEALINGWITHANYSORTOF
NONROUTINEMATHEMATICALACTIVITY�EVENTHOUGHONEORTWOCOMPETENCIESMAYSOMETIMES
FORMTHECENTREPIECEOFSUCHANACTIVITYWHILSTTHEOTHERSPLAYSUBSIDUARYORAUXILLIARY
ROLES�)NTHISCONTEXTITISCRUCIALTONOTETHATTHEMATHEMATICALCOMPETENCIES�BYTHEIR
VERYNATURE�CONCERNTHEPRACTISINGANDENACTMENTOFMATHEMATICS�I�E�DOINGMATHEMA
TICS�APPLYINGMATHEMATICSANDINVESTIGATINGANDANALYSINGMATHEMATICS�.EEDLESSTO
SAY�KNOWLEDGEOFMATHEMATICALCONCEPTS�DEFINITIONS�THEOREMS�PROCESSES�METHODS�
PROCEDURESETC� ISNECESSARYFORTHEPRACTISINGANDENACTINGOFMATHEMATICS�WHICH�
HOWEVER�GOESFARBEYONDPOSSESSINGSTORED�hPASSIVEvKNOWLEDGEOFMATHEMATICS�
IRRESPECTIVEOFHOWEXTENSIVE�DEEPANDRICHONE�SKNOWLEDGEMAYBE�

Assessing Mathematical Competencies – What are the Challenges?

)TFOLLOWSFROMTHEABOVETHATASSESSINGSOMEONE�SMATHEMATICALCOMPETENCIESMUST
CONSIDERANDBEBASEDONTHATINDIVIDUAL�SENACTMENTANDPRACTISINGOFMATHEMATICS�HIS
ORHERhMATHEMATICSINACTIONv�ANDNOTONLYONHISORHERKNOWLEDGEOFMATHEMATICS�)F
we focus our attention on the assessment of students in different parts of the education 
SYSTEM�FROM+INDERGARTENTOUNIVERSITY�WEHAVETOTAKEALOOKATTYPICALMATHEMA
TICALACTIVITIES THATSTUDENTSMAYENGAGEINWITHINTHATSYSTEM�!CTIVITIES TYPICALLY
INCLUDEnAMONGOTHERTHINGS�@DOINGROUTINEEXERCISES��@EXPLORINGMATHEMATICSLADEN
SITUATIONS��@SOLVINGPUREMATHEMATICALPROBLEMS��@SOLVINGAPPLIEDMATHEMATICALPRO
BLEMS��@ANALYSINGMATHEMATICALMODELSOFEXTRAMATHEMATICALSITUATIONS��@CONSTRUCTING
MATHEMATICALMODELSOFEXTRAMATHEMATICALSITUATIONS�� @PRESENTING�EXPLAININGOR
ANALYSINGMATHEMATICALPROOFS��@PRESENTINGANDEXPLAININGORGANISEDMATHEMATICAL
SUBJECTMATTER�METHODSORPROCEDURESTOOTHERS��@REFLECTINGONASPECTSOFMATHEMATI
CALTHEORY�METHODOLOGY�ORPHILOSOPHY��@PROVIDINGACCOUNTSORANALYSESOFASPECTSOF
THEHISTORYOFMATHEMATICS��ANDSOONANDSOFORTH�!LLTHISCANTAKEPLACEINAVARIETY
OFDIFFERENTWAYSINFORMSDIRECTLYORINDIRECTLYADDRESSINGOTHERPEOPLE� INCLUDING



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA78

@WRITTEN�FORMS�E�G�TESTOREXAMPAPERS�QUESTIONNAIRES�ESSAYS�NOTES�ACTIVITYLOGS�
DISSERTATIONS	�@ORAL�FORMS�E�G�MAKINGSTATEMENTS�PRESENTATIONSORSUGGESTIONSINCLASS�
ANSWERINGQUESTIONS�RESPONDINGTOINTERVIEWS�GIVINGTALKS�UNDERTAKINGCONVERSATIONS
ORDISCUSSIONS	�@GESTURAL�FORMS�E�G�POINTING�POSING�SHOWINGPROCESSESBYWAYOF
BODILYMOTIONS�DANCING�PLAYING	�@PICTORIAL�FORMS�E�G�PRODUCINGORUSINGDRAWINGS�
FIGURES�DIAGRAMS�CHARTS�BETHEYSTATICORDYNAMIC�ANIMATIONS	OR@PRACTICAL�FORMS
�E�G�MAKINGUSEOFCONCRETEMATERIALS�E�G�BUILDINGBLOCKS�CREATINGOBJECTS�PHYSICAL
CONSTRUCTIONSSUCHASINSTRUMENTSANDMACHINES�DESIGNINGSCHEMESFORDECISIONMAKING
ORFOLLOWINGPROCEDURES�WRITINGCOMPUTERPROGRAMS�PLAYINGGAMES	�JUSTTOMENTION
AFEW�-OREOVER�ACTIVITIESCANBEDONEBYINDIVIDUALSWORKINGALONE�ORBYSMALLEROR
larger groups of students, including classes or institutions.

The holistic and the atomistic challenges

)NTHEFARMAJORITYOFTHESEACTIVITIES�THEEIGHTCOMPETENCIESOCCURINHIGHLYCOM
PLEXANDINTERTWINEDWAYS�!STOASSESSMENTOFTHECOMPETENCIES� THISGIVESRISETO
SIGNIFICANTCHALLENGESTOTHEDESIGNANDIMPLEMENTATIONOFSUITABLEANDEFFECTIVEMODES
of assessment.
'IVENTHEINTRINSICINTERTWINEDNESSOFTHECOMPETENCIESINPROPER�COMPLEXMATHE

MATICALACTIVITIES�CANWEFINDWAYSTODISENTANGLEEACHCOMPETENCYFROMTHEOTHERS
FORMINGPARTOFTHEACTIVTIESSOASTOBECOMEABLETOASSESSIT�)FNOT�WEWOULDONLYBE
ABLETOASSESSTHEENTIRESETOFCOMPETENCIESASAPACKAGE�WHICHWOULDALMOSTJEOPARDISE
THEVERYNOTIONOFWELLDEFINED�DISTINCTANDDISCERNABLECOMPETENCIES�ATLEASTASFAR
ASASSESSMENTISCONCERNED�"ORROWINGTERMSFROM�"LOMH�J�*ENSEN�����P����	
INTRODUCEDINADIFFERENTCONTEXT�)CALLTHISthe holistic challenge: whilst preserving the 
HOLISTICINTEGRITYOFCOMPLEXANDINTERTWINEDMATHEMATICALACTIVITIES�WEWANT�ATTHE
SAMETIME�TOASSESSTHESTUDENTS�POSSESSIONOFEACHOFTHECOMPETENCIESFROMSUCH
activities.
&ROMADUALPERSPECTIVE�AREWEABLETODESIGNANDIMPLEMENTASSESMENTMODES

ANDINSTRUMENTSFOCUSINGONACTIVITIESINWHICHASINGLEORAVERYFEWCOMPETENCIESARE
PRESENTINISOLATIONFROMTHEOTHERS�WITHOUTFUNDAMENTALLYCOMPROMISINGTHEINTRINSIC
HOLISTICINTEGRITYOFPROPER�COMPLEXANDINTERTWINEDMATHEMATICALACTIVITIES�)CALLTHIS
the atomistic challenge.
4HESETWOCHALLENGESARECOMBINEDINTOONEIFWEASK�!REWEABLETODESIGNAND

implement sets of modes and instruments for the assessment of mathematical compe
TENCIESWHICHCOMBINETHEHOLISTICANDTHEATOMISTICAPPROACHINASATISFACTORYMANNER�
%NGAGINGINTHISENDEAVOUR�THEREISANOVERARCHINGLESSONWEHAVETOKEEPINMIND�

)NANENVIRONMENTWHICHDOESMAKEUSEOFEXPLICITASSESSMENThWHATYOUASSSESSIS
WHATYOUGETv�79!79'	�)NOTHERWORDS�THETHINGS�FORINSTANCEMATHEMATICAL
competencies — that are assessed are the entities that end up receiving attention and 
EMPHASISINTEACHINGANDLEARNING�#ONVERSELY�THINGS�INCLUDINGCOMPETENCIES�
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WHICHINANASSESSMENTORIENTEDENVIRONMENTARENOTASSESSEDINANAPPROPRIATEMANNER
WILLLOSEATTENTIONANDEVENTUALLYDISAPPEARFROMTHEAGENDAOFTEACHINGANDLEARNING�

Different purposes and kinds of assessment

!SISALWAYSTHECASE�ITISIMPORTANTTODISTINGUISHBETWEEN�ANDCONSIDER�
DIFFERENTKINDSOFASSESSMENT�Formative assessment has the purpose of providing 
FEEDBACKONTHEMATHEMATICALLEARNINGPROCESSES�CURRENTLEARNINGOUTCOMESANDCOM
PETENCIESOFTHEINDIVIDUALSTUDENTTOTHATSTUDENT�ANDTOHISORHERTEACHER�S		�BOTH
FROMASNAPSHOT�STATIC	PERSPECTIVEANDFROMADEVELOPMENTAL�DYNAMIC	PERSPECTIVE�
INORDERTOHELPTHESTUDENTMONITORANDCONTROLHISORHERWORKINANDLEARNINGOF
MATHEMATICSSOASTOFOSTERPROGRESSIONANDDEVELOPMENTOFTHESTUDENT�SMATHEMATICAL
COMPETENCIES�4HEREISAWIDEVARIETYOFDIFFERENTAPPROACHES�MODESANDINSTRUMENTS
AVAILABLEFORFORMATIVEASSESSMENT�SO ITSPURPOSEDOESNOTDETERMINEITSFORM�)N
contradistinction, the purpose of summativeASSESSMENT IS TO TAKESTOCKOF�AND
OFTENTIMESMARK�THEACCUMULATEDMATHEMATICALLEARNINGOUTCOMES�ACHIEVEMENTS
and resulting competencies of the individual student so as to provide information on 
THESEMATTERSTOAVARIETYOFSTAKEHOLDERS�THESTUDENT�HISORHERPARENTS�TEACHERSAND
HOMEINSTITUTION�POTENTIALRECIPIENTSOFTHESTUDENTFORFURTHEREDUCATION�EMPLOYMENT�
SCHOLARSHIPSANDAWARDS�ANDSOON	�&ORSUMMATIVEASSESSMENT�TOO�AMULTITUDEOF
DIFFERENTFORMSOFASSESSMENTAREAVAILABLE�SO�ONCEAGAIN�THEFORMSOFSUMMATIVE
ASSESSMENTARENOTDETERMINEDBYITSPURPOSE�
7HILSTBOTHFORMATIVEANDSUMMATIVEASSESSMENTFOCUSESONTHEindividual student, 

there are other sorts of evaluation of the outcomes of mathematics teaching and learning 
that operate at a population or systemLEVEL�4HEPURPOSEOFSUCHEVALUATIONISTOLOOK
INTOTHEEXTENTTOWHICHGIVENPOLITIES�I�E�POLITICOADMINISTRATIVEUNITS	LIKEREGIONS�
COUNTRIES�EDUCATIONSYSTEMSORSUBSYSTEMSTHEREOF�MUNICIPALITIES�INSTITUTIONSANDSO
ONANDSOFORTHPRODUCEANDOBTAINSATISFACTORYOUTCOMESOFTHEIREFFORTSANDINVES
TMENTS�WHETHERINABSOLUTE�CRITERIONREFERENCED	TERMSORINRELATIVE�NORMREFERENCED	
TERMS�-OREOFTENTHANNOT�SUCHEVALUATIONISCONDUCTEDBYMEANSOFSURVEYSOFTHE
performance and achievement of populations of students, aiming at characterising and 
MEASURINGTHESTATE�ORDEVELOPMENT	OFTHEPOPULATIONATLARGE�BASEDONSOMEWAYOF
aggregating summative assessment outcomes concerning the performance and achie
vements of the individual students. Here, the intrinsic interest is not in the individual 
student per seBUTINUSINGCHARACTERISTICSOFSEVERALINDIVIDUALSTUDENTSASAMEANS�A
VEHICLE�FOROBTAININGAGGREGATEEVALUATIONRESULTSFORTHEPOPULATION�S	ORSYSTEM�S	
UNDERCONSIDERATION�4HELARGESCALEINTERNATIONALCOMPARISONSTUDIES� LIKE4)-33�
0)3!AND0)!!#�ALLAREBASEDONTHISAPPROACH�EVENTHOUGHTHEDATABASESDOCONTAIN
INFORMATIONTHATALLOWSFORCHARTINGINDIVIDUALSTUDENTS�ACHIEVEMENTACROSSTHEPOOL
OFITEMSTHEYWEREGIVEN�
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Mathematical Competencies, Mathematical Literacy and Pisa

7ESHALLNOWPAYPARTICULARATTENTIONTOTHEROLEOFMATHEMATICALCOMPETENCIESIN
ONEOFTHEINTERNATIONALCOMPARATIVESTUDIES�0)3!�&ORTHISTOMAKESENSE�WEFIRSTHAVE
TOCONSIDERTHERELATIONSHIPBETWEENMATHEMATICALCOMPETENCIESANDTHEKEYNOTION
INALL0)3!CYCLESASFARASMATHEMATICS ISCONCERNED� THENOTIONOFmathematical 

literacy�-ATHEMATICALLITERACYHASBEENGIVENSLIGHLYDIFFERENTDEFINITIONSINTHE0)3!
FRAMEWORKSFORTHECYCLESFROM����TO�����4HEDIFFERENCESBETWEENTHEDEFINITIONS
ARE�HOWEVER�DIFFERENCESINARTICULATIONANDEMPHASISRATHERTHANINSPIRITANDSUBSTANCE�
4HE����DEFINITIONOFMATHEMATICALLITERACYREADS�hxANINDIVIDUAL�SCAPACITY

TOIDENTIFYANDUNDERSTANDTHEROLETHATMATHEMATICSPLAYSINTHEWORLD�TOMAKEWELL
FOUNDEDMATHEMATICALJUDGEMENTSANDTOENGAGEINMATHEMATICS�INWAYSTHATMEET
THENEEDSOFTHATINDIVIDUAL�SCURRENTANDFUTURELIFEASACONSTRUCTIVE�CONCERNEDAND
REFLECTIVECITIZEN�v�/%#$������P���	
4HE����AND����DEFINITIONREADS�h-ATHEMATICALLITERACYISANINDIVIDUAL�SCAPA

CITYTOFORMULATE�EMPLOYANDINTERPRETMATHEMATICSINAVARIETYOFCONTEXTS�)TINCLUDES
REASONINGMATHEMATICALLYANDUSINGMATHEMATICALCONCEPTS�PROCEDURES�FACTS�AND
TOOLSTODESCRIBE�EXPLAINANDPREDICTPHENOMENA�)TASSISTSINDIVIDUALSTORECOGNISETHE
ROLETHATMATHEMATICSPLAYSINTHEWORLDANDTOMAKETHEWELLFOUNDEDJUDGMENTSAND
DECISIONSNEEDEDBYCONSTRUCTIVE�ENGAGEDANDREFLECTIVECITIZENS�v�/%#$������P���	
!QUESTIONFREQUENTLYASKED�E�G�3TACEY�4URNER������PP��n��	ISWHETHER

MATHEMATICALCOMPETENCEANDMATHEMATICALLITERACYARETWODIFFERENTWORDSFORTHE
SAMETHING�ORONEISAhSUBSETvOFTHEOTHER�4HEANSWERTOTHISQUESTIONDETERMINESTHE
ROLEOFTHEMATHEMATICALCOMPETENCIESIN0)3!�!SSTATEDINTHEDEFINITIONSJUSTQUOTED�
MATHEMATICALLITERACYISTHEABILITYTOPUTMATHEMATICSTOFUNCTIONALuse in situations 
ANDCONTEXTSTHATARESIGNIFICANTTOSTUDENTS�CURRENTANDFUTURELIVESINSOCIETY�)NCON
TRAST�MATHEMATICALCOMPETENCEISTHEhABILITYTOACTPURPOSEFULLYANDINSIGHTBASEDIN
AWIDEVARIETYOFINTRAOREXTRAMATHEMATICALSITUATIONSANDCONTEXTS�WHICHACTUALLY
ORPOTENTIALLYGIVERISETOTHEACTIVATIONOFMATHEMATICSv�%VENTHOUGHCLOSELYRELATED�
THEREARESIGNIFICANTDIFERENCESBETWEENTHETWONOTIONS�-ATHEMATICALLITERACYFOCUSES
on the use of mathematics in extra-mathematicalSITUATIONSANDCONTEXTS�WHEREASMATHE
matical competence focuses on the enactment of mathematics in all sorts of situations 
ANDCONTEXTS�BETHEYEXTRAORINTRAMATHEMATICAL�4HISIMPLIESTHATITISPOSSIBLETOBE
MATHEMATICALLYLITERATEWITHOUTPOSSESSINGFULLMATHEMATICALCOMPETENCE�BUTSOMEONE
WHOIS�FULLY	MATHEMATICALLYCOMPETENTWILLALSOBEMATHEMATICALLYLITERATE�4HISMEANS
THATMATHEMATICALLITERACYISAhPROPERSUBSETvOFMATHEMATICALCOMPETENCE�
(OWEVER�THERELATIONSHIPBETWEENLITERACYANDCOMPETENCEISTRICKIERTHANTHAT�&OR

even though mathematical competence does have a wider scope and a wider range than 
MATHEMATICALLITERACY�MATHEMATICALLITERACYDRAWSUPONTHEMATHEMATICALCOMPETENCIES
INACRUCIALMANNER�ALBEITNOTINALLTHEIRASPECTS�
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4OELUCIDATE THISRELATIONSHIP� LETUSCONSIDER THE0)3!����FRAMEWORKMORE
CLOSELY�THE0)3!����MATHEMATICSFRAMEWORKDIFFERSONLYMARGINALLYFROMTHE����
FRAMEWORK	�)NTHISFRAMEWORK�/%#$����	�MATHEMATICALLITERACYISCHARACTERISED
BYWAYOFWHATINMATHEMATICSEDUCATIONRESEARCHISNORMALLYCALLEDTHEMATHEMATICAL
MODELLINGCYCLE�SEE�E�G��"LUMETAL������.ISS����	BUTISCALLEDMATHEMATICALPRO
CESSESINTHE0)3!FRAMEWORK�BECAUSETHE/%#$INSISTEDONTERMINOLOGICALUNIFORMITY
ACROSSTHEDIFFERENTASSESSMENTDOMAINS�"YFOCUSINGEXPLICITLYONTHEMODELLINGPROCESS
ANDTHEMODELLINGCYCLE�THOUGHUNDERADIFFERENTNAME	�THEFRAMEWORKEMPHASISES
THATMATHEMATICALLITERACYISINDEEDTOBEUNDERSTOODASAPPLICATIONALFUNCTIONALITYWITH
respect to mathematics. 
4HE����FRAMEWORK�/%#$�����P���	EMPHASISESTHREECATEGORIESOFMATHE

MATICALPROCESSES�FORMULATINGSITUATIONSMATHEMATICALLY�INTHEMODELLINGLITERATURE
USUALLYCALLEDhMATHEMATISINGv	�EMPLOYINGMATHEMATICALCONCEPTS�FACTSPROCEDURES�
ANDREASONING�INTHEMODELLINGLITERATUREUSUALLYCALLEDhOBTAININGMATHEMATICALOUTCO
MESvOREQUIVALENT	�INTERPRETING�APPLYINGANDEVALUATINGMATHEMATICALOUTCOMES�IN
THEMODELLINGLITERATUREUSUALLYCALLEDhDEMATHEMATISINGvANDhVALIDATINGv	�
7HAT�THEN�ISTHEROLEOFTHEMATHEMATICALCOMPETENCIESINTHESETHREEPROCESSES�

ALLOFWHICHAREACTUALLYSUBPROCESSESOFTHEMODELLINGCYCLE�KEEPINGINMINDTHAT
THEMODELLINGCYCLEISMEANTTOCAPTURETHEACTIVESIDEOFTHEMODELLINGCOMPETENCY�
WHICHINTURNISONEOFSEVERALCOMPETENCIES�&ORSUCCESSFULCOMPLETIONOFTYPICAL
0)3!TASKS�THEPROCESSformulatingDRAWSUPONCRUCIAL�ALBEITNOTALL	ASPECTSOFTHE
@MATHEMATICALTHINKING�COMPETENCY�OFTHE@REPRESENTATION�COMPETENCY�OFTHE@SYM
BOLSANDFORMALISM�COMPETENCY�ANDOFTHE@COMMUNICATION�COMPETENCY�4HEPROCESS
employingDRAWSUPONCRUCIAL�ALBEITNOTALL	ASPECTSOFTHE@MATHEMATICALTHINKING�
COMPETENCY�OFTHE@PROBLEMHANDLING�COMPETENCYOFTHE@REASONING�COMPETENCY�OF
THE@REPRESENTATION�COMPETENCY�OFTHE@SYMBOLSANDFORMALISM�COMPETENCY��OFTHE
@COMMUNICATION�COMPETENCY�ANDOFTHE@AIDSANDTOOLS�COMPETENCY�4HEPROCESS
interpretingDRAWSUPONCRUCIAL�ALBEITNOTALL	ASPECTSOFTHE@THINKING�COMPETENCY�OF
THE@REASONING�COMPETENCY�OFTHE@REPRESENTATION�COMPETENCYANDOFTHE@COMMUNICA
TION�COMPETENCY�-OREOVER�ALLPROCESSESDRAWUPONTHESTUDENT�SPREVIOUSEXPERIENCES
with mathematical models and modelling, and hence on the state and condition of his 
ORHERALREADYESTABLISHED@MODELLINGCOMPETENCY��)TFOLLOWSTHATTHEENTIRESPECTRUM
OFTHEEIGHTMATHEMATICALCOMPETENCIESISINPLAYINDEALINGWITH0)3!TASKS�BUTNOT
ALLASPECTSOFTHESECOMPETENCIESAREINVOLVEDINTHISUNDERTAKING�!STHEABILITYTO
SUCCCESSFULLYDEALWITHTHECOLLECTIONOF0)3!TASKSISMEANTTOBEANEXPRESSIONOF
MATHEMATICALLITERACY�ITFURTHERFOLLOWSTHATMATHEMATICALLITERACYISUNDERPINNEDBY
MATHEMATICALCOMPETENCEANDCOMPETENCIES�WHEREASMATHEMATICALLITERACYDOESNOT
EXHAUSTMATHEMATICALCOMPETENCE�
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Assessing Mathematical Literacy by Making Use of Mathematical 

Competencies

Now, the place and role of mathematical competencies in the different PISA fra
MEWORKSHAVEACTUALLYGREATLYCHANGEDTHROUGHTHEDIFFERENTCYCLES�4HESECHANGES
PERTAINTOSUBSTANCEASWELLASTOTERMINOLOGY�!DETAILEDACCOUNTOFTHEDEVELOPMENT
ISOFFEREDIN�.ISS�������n��	�)NTHEFIRSTSEVERALCYCLES�0)3!��������������
AND����	�THEEIGHTMATHEMATICALCOMPETENCIESWEREPRESENTTOVARYINGDEGREESINTHE
ASESSMENTFRAMEWORKS�SOMETIMESUNDEROTHERNAMES�THOUGH�SUCHAShSKILLSvOR
hPROCESSESv�BUTTHEYNEVERFORMEDPARTOFTHEOFFICIALREPORTINGOFTHE0)3!RESULTS
BY/%#$�
)NTHE0)3!����FRAMEWORK�/%#$WANTEDTORESERVETHENOTIONOFhCOMPETENCYv

FORSOMETHINGOTHERTHANWHATTHEMATHEMATICSEDUCATIONCOMMUNITYTERMShMATHEMATI
CALCOMPETENCYv�FORINSTANCE�GENERAL	PROBLEMSOLVINGCOMPETENCY�)NTHEMATHEMATICS
FRAMEWORK�THETERMhFUNDAMENTALMATHEMATICALCAPABILITIESvWASTHEREFOREADOPTEDINS
TEAD�(OWEVER�ANDMOREIMPORTANTLY�ASACONSEQUENCEOFALONGTERMRESEARCHPROJECT
CONDUCTEDBYMEMBERSOFTHE0)3!-ATHEMATICS%XPERT'ROUP�THE-%'	�INCLUDING
THEAUTHOROFTHISPAPER�THEFUNDAMENTALMATHEMATICALCAPABILITIESWEREDEFINEDINTHE
FRAMEWORK�/%#$�����PP��n��	INAWAYTHATDIFFEREDSOMEWHATFROMTHEEIGHT
MATHEMATICALCOMPETENCIESOFTHE+/-0ROJECTANDOFTHEPREVIOUS0)3!FRAMEWORKS�
The reason for this was the following.
&ORALONGTIMEITWASANISSUEOFGREATINTERESTTO0)3!-%'MEMBERSTOIDEN

TIFYTHEINTRINSICKEYFACTORSOFDIFFICULTYIN0)3!ITEMS�!TSOMEPOINTITWASDECIDED
TOTRYTOFOCUSONTHEMATHEMATICALCOMPETENCYDEMANDSOFTHESEITEMSASTHEMOST
SIGNIFICANTVARIABLES TOHELPEXPLAINEMPIRICAL ITEMDIFFICULTY�)N THISWORK�DUETO
NATUREOFTHE0)3!ITEMS�THEMATHEMATICALTHINKINGCOMPETENCYANDTHEMATHEMA
TICALREASONINGCOMPETENCYWEREAMALGAMATEDINTOONE�WHEREASTHEAIDSANDTOOLS
COMPETENCYWAS LEFTOUT�!FTERQUITEANAMOUNTOFWORK�ONWHICHPARTICIPATING
-%'MEMBERS�RATEDTHECOMPETENCYDEMANDSOFAPOOLOFSELECTEDITEMS�RESULTS
TURNEDOUTTOBERATHERPROMISING�4URNERet al.,����	�(OWEVER�WHENATTEMPTING
TOINVOLVENEWPEOPLEINPRODUCINGCOMPETENCYRATINGSOF0)3!ITEMS�WENOTICED
THATITREQUIREDALOTOFTRAININGFORPEOPLETOBEABLETOGETACCUSTOMEDTOANDCOME
TOGRIPSWITHTHISAPPROACH�7ETHEREFORECONCLUDEDTHATITWASNECESSARYTOCOME
UPWITHASETOFVERYCLEARANDDETAILEDDEFINITIONSOFTHECOMPETENCIESSOTHATTHE
ASSIGNMENTOFCOMPETENCIESANDRATINGSTOANITEMCOULDBEUNDERTAKENNOTONLYBY
SPECIALISED�EXPERIENCED-%'EXPERTSBUTALSOBYOUTSIDERSWITHBASICRATERTRAINING
ONLY�)NTHECOURSEOFUNFOLDINGTHISENDEAVOUR�ANEEDWASFELT�INTHERESEARCHPRO
JECT�TOhDISJUNCTIFYvTHECOMPETENCIESASMUCHASWASPOSSIBLEWITHOUTDESTROYING
the fundamentals of the whole enterprise. 
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Six fundamental capabilities underpinning PISA items – the holistic approach

4HISRESULTEDINSETOFSIX�SUPPOSEDLYDISJOINT�REVISEDCOMPETENCIES�WHICHWERE
SOONTOBERENAMEDFUNDAMENTALMATHEMATICALCAPABILITIES�!LTHOUGHTHISTERMWAS
PRIMARILYCHOSENINORDERTOACCOMMODATE/%#$�SBANONTHETERMhMATHEMATICAL
COMPETENCYv�ITACTUALLYTURNEDOUTTOBEHELPFULINAVOIDINGCONFUSIONWITHTHEORIGI
NALEIGHTMATHEMATICAL+/-COMPETENCIES�3O�WHILETHEMATHEMATICALCOMPETENCIES
ARESTILLMEANTTOBEOVERLAPPING�THEFUNDAMENTALMATHEMATICALCAPABILITIESARE� IN
CONTRAST�MEANTTOBEMUTUALLYDISJOINT�EVENTHOUGHTHEREARECLEARLINKSBETWEENTHE
COMPETENCIESANDTHECAPABILITIES�
0ARTOFTHEAPPROACHTAKENINDEFININGTHEFUNDAMENTALCAPABILITIESWASTOORDER

THEMSOASTOEMULATETHESEQUENCEOFSTEPSANDMEASURESTHATA0)3!PROBLEMSOLVER
WOULDENCOUNTERANDUNDERTAKEWHENWORKINGHISORHERWAYTHROUGHANITEM�!PART
FROMTHEWISHTOCOMMUNICATECLEARLYBOTHTHEESSENCEOFTHEFUNDAMENTALCAPABILITIES
ANDTHEDEMARCATIONLINESBETWEENTHEM�ALSOPSYCHOMETRICNEEDSCALLEDFORCLEARDIS
TINCTIONSBETWEENTHECAPABILITIES�4HESIXFUNDAMENTALCAPABILITIESTHENARE�4URNER�
"LUM�.ISS�����	�

 — Communication.
 — Devising strategies.
 — Mathematising.
 — Representation.
 — 5SINGSYMBOLS�OPERATIONSANDFORMALLANGUAGE�
 — Reasoning and argument.
 — $ETAILEDDElNITIONSANDDESCRIPTIONSOFTHESECAPABILITIESATDIFFERENT LEVELS
AREOFFEREDIN�4URNER�"LUM�.ISS����	�

5SINGTHESCHEMETORATEITEMSTHENAMOUNTSTOASSIGNINGA�VECTOROFCAPABILITY
RATINGS�ATLEVELS������OR��TOEACHITEM�%VENTHOUGHMOREWORKSTILLNEEDSTOBE
DONE�SOFARTHESCHEMEHASPROVEDRATHERSUCCESSFULINEXPLAININGANDPREDICTINGDIFFI
CULTYOF0)3!ITEMS�4HISPROVIDESAPRETTYSUBSTANTIALCORROBORATIONOFTHECRUCIALPART
PLAYEDBYTHESIXFUNDAMENTALMATHEMATICALCAPABILITIES�ANDBEHINDTHESE�THEEIGHT
MATHEMATICALCOMPETENCIES	INCONSTITUTINGMATHEMATICALLITERACYASDEFINEDIN0)3!�
#ONVERSELY�THEPOOLOF0)3!ITEMSOFFERSONESIGNIFICANTWAYTOASSESSTHEFUN

DAMENTALMATHEMATICALCAPABILITIES�ANDHENCETHEUNDERLYINGCOMPETENCIES�-ORE
SPECIFICALLY�IFWEWANTEDTOASSESSANINDIVIDUALSTUDENT�SPOSSESSIONOFAGIVENFUNDA
MENTALCAPABILITY�SAYhDEVISINGSTRATEGIESv�ANOBVIOUSAPPROACHWOULDBETOCHOOSE
ASUFFCIENTLYVARIEDSETOF0)3!OR0)3!LIKEITEMSINEACHOFWHICHTHELEVELOFTHE
“devising strategies” component is at least as high as the levels of the all the other 
COMPONENTS�ANDSUCHTHATTHEREAREITEMSREPRESENTINGANYLEVELOFRATINGWITHREGARD
TOhDIVISINGSTRATEGIESv�4HEPROFILEOFTHESTUDENT�SACHIEVEMENTONSUCHASETOFITEMS
WOULDTHENGIVEANINDICATIONOFHISORHERhDEVISINGSTRATEGIESvCAPABILITY�3IMILAR
REMARKSPERTAINTOTHEOTHERCAPABILITIES�
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7HATWEHAVEJUSTLOOKEDATISANEXAMPLEOFANATTEMPTTOASSESSASINGLEFUNDA
MENTALCAPABILITYBYZOOMINGINONITSPARTICULARROLEINAPOOLOFITEMSINWHICHSEVERAL
OTHERCAPABILITIESAREPRESENTASWELL�)NOTHERWORDS�ITCANBESEENASONEWAYTOMEET
the holistic challenge�!SITSTANDSITISANEXAMPLEPERTAININGTOSUMMATIVEASSESSMENT�
(OWEVER�ITMAYBETURNEDINTOANINSTRUMENTFORFORMATIVEASSESSMENTIFUSEDASABASIS
FORFEEDBACKCONVERSATIONSWITHINDIVIDUALSTUDENTSABOUTTHEIRCOMPETENCYPROFILES�
ESPECIALLYIFTHEINSTRUMENTISPUTTOUSEATREGULARINTERVALS�E�G�EVERYSIXMONTHS�

Assessing individual competencies atomistically

7HENITCOMESTOMEETINGthe atomistic challenge�I�E�ASSESSINGAGIVENCOMPETENCY
INCONTEXTSANDSITUATIONSINWHICHTHEOTHERCOMPETENCIESARENOTPRESENTORPLAYONLY
AVERYMINORROLE�WITHOUTHAVINGJEOPARDISEDTHEINTRINSICALLYINTERWOVENNATUREOFTHE
COMPETENCIES�THEFIRSTTASKISTODESIGNSUITABLESUCHCONTEXTSANDSITUATIONS�'OINGINTO
GREATDETAILWITHEXAMPLESOFTHISISBEYONDTHESCOPEOFTHISPAPER�3OMEBRIEFOUTLINES
OFAVERYFEWEXAMPLESHAVETOSUFFICE�

As regards the mathematical thinkingCOMPETENCY�ONEOFITSELEMENTSISTHEABILITY
TO@MAKECONJECTURES��$EPENDINGONTHEEDUCATIONALLEVELOFTHESTUDENTBEINGASSESSED�
HEORSHECAN�FOREXAMPLE�BEPRESENTEDWITHSTATEMENTSINDICATINGTHESUMSOFANGLES
INTRIANGLESANDCONVEXQUADRANGLESANDPENTAGONS�RESPECTIVELY�ANDTHENBEASKEDTO
MAKEACONJECTURE �WITHOUTPROOF	CONCERNINGTHESUMOFANGLESOFACONVEXnGON�!S
APOSSIBLENEXTSTEP�THESTUDENTMAYBEASKEDTOMAKECONJECTURESCONCERNINGNON
CONVEX nGONSWITHOUTSELFINTERSECTION�/RTHESTUDENTCANBEREMINDEDTHAT�SAY�THE
SUMS��������������������������AREALLEVEN�WHEREASTHESUMS�������������
AREALLODD�ANDTHENBEASKEDTOFORMULATEACONJECTURE�WITHOUTPROOF	ONTHEEVENNESS
ORODDNESSOFTHESUMOFANYTWONATURALNUMBERS�4HENANALOGOUSQUESTIONSMAYBE
POSEDCONCERNINGTHEPRODUCTSOFTWONATURALNUMBERS�4HECONJECTURESJUSTREFERREDTO
ALLINVOLVEANOTHERKEYCOMPONENTOFTHEMATHEMATICALTHINKINGCOMPETENCY�THEABILITY
TO@GENERALISE�STATEMENTS�&URTHERMORE�UPPERSECONDARYORUNIVERSITYSTUDENTSMAYBE
ASKEDTOPROPOSECONJECTURESCONCERNINGSUMSANDPRODUCTSOFEVENORODDREALFUNCTIONS�
DEFINEDONSETOFTHEREALNUMBERS�WHICHALSOINVOLVES@ABSTRACTION�OFNOTIONSFROM
ONEDOMAIN�NATURALNUMBERS	TOANOTHER�REALFUNCTIONS	�!SANOTHEREXAMPLE�STUDENTS
AREREMINDEDOFTHE0YTHAGOREANTHEOREM�ifATRIANGLEISRIGHTANGLED�thenTHESQUARE
OFTHEHYPOTENUSEEQUALSTHESUMOFTHESQUARESOFTHESMALLERLEGS	ANDTHENINVITED
TOSTATECONJECTURES�WITHOUTPROOF	ABOUTATRIANGLEWHOSESIDESFULFILTHE0YTHAGOREAN
IDENTITY�)NOTHERWORDSSTUDENTSARECHALLENGEDTOCONSIDERTHEPOSSIBILITYOFREVERTING
ANESTABLISHEDIMPLICATIONSOASTOOBTAINABIIMPLICATION�)FTHISPROVESSUCCESSFUL�
THESTUDENTSCANBEASKEDTOCOMEUPWITHMATHEMATICALEXAMPLESOFIMPLICATIONSTHAT
CANNOTBEREVERTED�
.EXT�LETUSCONSIDERTHEmodelling competency�&OREXAMPLE�ASTUDENTMAYBE

SHOWNTWOTABLES�ONEFORADULTMALESANDONEFORADULTFEMALES�EACHCOMPOSEDOF
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LARGESETSOFCORRESPONDINGVALUESOFFOOTLENGTHANDBODYHEIGHTFORINDIVIDUALMALES
ORFEMALES�4HESTUDENTISTHENASKEDTOIDENTIFYAPOSSIBLERELATIONSHIPBETWEENFOOT
LENGTHANDBODYHEIGHT�$EPENDINGONTHEEDUCATIONALLEVELOFTHESTUDENT�THISTASKMAY
BEAPPROACHEDINAVARIETYOFWAYS�RANGINGFROMSIMLYINSPECTINGTHETABLESLEADING
TOQUALITATIVECONCLUSIONSONLY�OVERCONVERTINGTHETABLESINTOPOINTSINONEORTWO
COORDINATESYSTEMS�TRYINGTOFITFUNCTIONGRAPHSTOTHEDATAPOINTSBYVISUALORFORMAL
MEANS�PERHAPSUSING#!3TOOLS�ORFURTHERTOCONDUCTINGAREGRESSIONANALYSIS�THROUGH
TOSTATISTICALTESTSOFMODELVALIDITYANDTESTSFORHOMOGENEITYOFTHEMALEANDFEMALEDATA
ATMOREADVANCEDLEVELS�!SANOTHEREXAMPLE�ASTUDENTISPRESENTEDWITHANAUTHENTIC
PHOTOOFABUILDINGINACITY�INANENVIRONMENTCONTAININGOTHERBUILDINGS�PEOPLE�CARS�
LAMPPOSTS�ETC��ANDISTHENASKEDTOESTIMATETHEHEIGHTOFTHEBUILDING�4HIS�TOO�CAN
BEAPPROACHEDINAVARIETYOFDIFFERENTWAYS�RANGINGFROMSHEERGUESSING�OVERCOUNTING
THENUMBEROFFLOORSOFTHEBUILDINGANDMULTIPLYINGBYANESTIMATEDAVERAGEHEIGHTOF
ONEFLOOR�OVERSCALINGACTIVITIESBASEDONMEASURESOFREFERENCEOBJECTS�E�G�PERSONS
or cars — in the photo, through to more sophisticated estimates involving uncertainties. 
4HESE TWOEXAMPLESARE TODOWITHSTUDENTS@ACTIVEMATHEMATICALMODELLING��

WHICHISAKEYCOMPONENTOFTHEMODELLINGCOMPETENCY�@$EALINGWITHALREADYEXISTING
MODELS�ISANOTHERKEYCOMPONENTOFTHEMODELLINGCOMPETENCY�(ERE�STUDENTSCANBE
ASSESSEDBYINVITINGTHEMTOANALYSEANDASSESSPROPOSEDMODELSBYWAYOFSPECIFIC
QUESTIONS�&OREXAMPLE�ASTUDENTMAYBESHOWNAGRAPHOFALINEARFUNCTIONWITHNEGA
tive slope as an alleged model of the average temperature of a point in the atmosphere 
ASAFUNCTIONOFTHEPOINT�SDISTANCEFROMTHESURFACEOFTHE%ARTHANDBEASKEDTOASSESS
THEMODELBASEDONTHECONCLUSIONSITGIVESRISETO�E�G�THATARBITRARILYLOWNEGATIVE
TEMPERATURESCANBEENCOUNTEREDIFYOUMOVEFARENOUGHAWAYFROMTHE%ARTH�/RAN
UPPERSECONDARYORTERTIARYSTUDENTMAYBEASKEDTOASSESSTHERANGEOFVALIDITYOFTHE
ROUGHRULEOFTHUMBFORTHEDOUBLINGTIMEOFAFORTUNE�ORADEBT	ATINTERESTRATEI�PER
YEAR70 / iYEARSAFTERHAVINGBEENSHOWNTHAT(1+i/100)n = 2 is fulfilled for n = ln 

2 / ln (1+i/100)  ln 2 / (i/100)  70 / i, using that ln 2  0.7 and that ln (1+x) / x = [ln 

(1+x) – ln 1] / x  ln´ (1) = 1, whence ln (1+x)  x for small x. Even though the student 
ISONLYEXPECTEDTOBEABLETOFOLLOWTHISEXPOSITION�WITHFURTHERDETAILSADDED	AND
NOTTOPERFORMTHEMODELLINGHIMORHERSELF�ITIS�HOWEVER�NECESSARYTHATTHESTUDENT
KNOWSSOMEELEMENTARYCALCULUS�
!SAFINALEXAMPLEWESHALLCONSIDERTHEmathematical reasoningCOMPETENCY�WHICH

ISTODOWITHTHEJUSTIFICATIONOFMATHEMATICALSTATEMENTS�)NORDERTODISENTANGLETHE
ASSESSMENTOFASTUDENT�SMATHEMATICALREASONINGCOMPETENCYFROMHISORHERGENERAL
REASONINGCOMPETENCY�ITHASPROVENFRUITFULTOASKTHESTUDENTTOCONSIDERANDMAKE
INFERENCESINEVERYDAYCONTEXTSWHERELOGICALRELATIONSHIPSCONCERNINGIMPLICATIONS�
BIIMPLICATIONS�NEGATIONS�CONJUNCTIONS�DISJUNCTIONS�UNIVERSALANDEXISTENCEQUANTI
FIERS�ALLINVERBALFORMONLY�AREINTHECENTRE�ANDTHENASKTHESTUDENTTOSUBSEQUENTLY
CONSIDERANDMAKEINFERENCESCONCERNINGTHEVERYSAMELOGICALSTRUCTUREBUTINMATHE
MATICALCONTEXTS�-ATHEMATICALEXAMPLESMAYINCLUDEhJUSTIFYTHATAMONGSTRECTANGLES
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WITHAFIXEDCIRCUMFERENCETHEREEXISTRECTANGLESWITHARBITRARILYSMALLAREASv�hDOTHE
FOLLOWINGTWOSTATEMENTSSAYTHESAMETHING�@IFm and n are even integers then m+n is 
EVEN�AND@IFFORTWOINTEGERSm and n, m+n is even then m and nAREBOTHEVEN��v�AND
hISANYOFTHESESTATEMENTSACTUALLYTRUE�v�!LSOTHESTUDENTMAYBEASKEDTOANSWERTHE
FOLLOWINGQUESTION�h#ONSIDERTHEARGUMENT@3INCEWEHAVETHAT1 – 1 = 12 – 12 = (1 – 1)

(1 + 1), then we have that 1 = (1 – 1) / (1 - 1) = (1 – 1)(1 + 1)/(1 - 1) = 1 + 1 = 2, and 
we conclude that 1 = 2��)STHISARGUMENTCORRECT�)FNOT�WHEREANDHOWISITWRONG�v�
)NORDERTOREALLYASSESSASTUDENT�SPOSSESSIONOFONEOFTHESEORANYOTHERCOM

PETENCIESINANATOMISTICSETTING�ITISESSENTIALTHATTHESTUDENTISASKEDTODEALWITH
AWIDEVARIETYOFTASKSINWHICHTHECOMPETENCYINFOCUSPREDOMINATES�)TISFURTHER
IMPORTANTTHATTHETASKSAREVARIEDWITHRESPECTTOTHETHREEDIMENSIONSOFCOMPETENCY
POSSESSIONIDENTIFIEDINTHE+/-0ROJECT�@DEGREEOFCOVERAGE��WHICHREFERSTOTHE
degree to which the individual masters the entire set of aspects involved in the definition 
OFTHECOMPETENCY�@RADIUSOFACTION��WHICHREFERSTOTHERANGEOFCONTEXTSINWHICH
THEINDIVIDUALCANACTIVATETHECOMPETENCY�ANDFINALLY@TECHNICALLEVEL��WHICHREFERSTO
THEMATHEMATICALDOMAINSANDLEVELSOFCONCEPTUALANDTECHNICALCOMPLEXITYATWHICH
THEINDIVIDUALMASTERSTHECOMPETENCY�FORFURTHERDETAILS�SE.ISS�(�JGAARD����	�
4HEACTUALASSESSMENTOFINDIVIDUALCOMPETENCIESBYANATOMISTICAPPROACHCAN

BECARRIEDOUTINSEVERALDIFFERENTWAYS�E�G�PAPERWORKSUBMITTEDBYTHESTUDENTS�
QUESTIONNAIRES�INTERVIEWSWITHSTUDENTSWHILEATWORK�OBSERVATIONSOFSTUDENTS�WORK�
Moreover, the unit of assessment can range from an individual student, over pairs and 
small groups of students, to whole classes.

The Ultimate Challenge: The Teacher - Conclusion

&ORMATIVEASSESSMENTOFA STUDENT IS� ALMOSTBYDEFINITION�CONDUCTEDBY THE
STUDENT�SOWNTEACHER�S	�$EPENDINGONPLACE� LEVELANDCONTEXT�ALSOPARTSnORALL
OFSUMMATIVEASSESSMENTMAYBEUNDERTAKENBYTHESTUDENT�STEACHER�!TANYRATE�
the mathematics teacher is a protagonist in the assessment of his or her students. Evi
DENTLY�THISMEANSTHATIFTHEFOCUSIS�MEANTTOBE	ONTHEASSESSMENTOFTHESTUDENT�S
MATHEMATICALCOMPETENCIES�THETEACHERNEEDSTOBEABLETOCONDUCTASSESSMENTOFSUCH
COMPETENCIES�4HISFURTHERREQUIRESTHATTHETEACHERHASTOBOTHPOSSESSANAPPROPRIATE
ANDCLEARUNDERSTANDINGOFTHENATUREANDSPECIFICSOFTHECOMPETENCIESANDAKNOWLEDGE
OFTHEMODESANDINSTRUMENTSOFASSESSMENTTHATAREAVAILABLEFORTHEASSESSMENTOF
mathematical competencies.
%XPERIENCESHOWSTHATTHESETWOPREREQUISITESAREHARDTOOBTAINFORTHEMAJORITY

OFhORDINARYvTEACHERS�#OMINGTOGRIPSWITHTHENOTIONANDUNFOLDINGOFMATHEMATICAL
competencies is in itself demanding and time consuming for teachers who have often 
BEENTRAINEDANDENCULTURATEDWITHANEMPHASISONSPECIFICMATHEMATICALCONCEPTS�
RESULTS�PROCEDURESANDSKILLSASTHEPRIMARYOBJECTOFMATHEMATICALTEACHINGANDLEAR
NING�3IMILARLY�MANYTEACHERSHAVELIMITEDKNOWLEDGEOFANDEXPERIENCEWITHMODES
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ANDINSTRUMENTSOFASSESSMENTTHATGOBEYONDCLASSICALFORMSOFWRITTENTESTSINVOLVING
EXERCISESANDPROBLEMSOROFORALQUIZZESANDPRESENTATIONS�4HISISAGGRAVATEDBYTHE
FACTTHATSERIOUSLYUNCOVERINGANDASSESSINGSTUDENTS�POSSESSIONOFAGIVENMATHEMATICAL
COMPETENCYRESEMBLESANEMPIRCALRESEARCHINVESTIGATION�INWHICHCONTROLOFVARIABLES
ISAKEYCOMPONENT�ONCEAGAINSOMETHINGWITHWHICHMOSTTEACHERSHAVELIMITED�IF
ANY�EXPERIENCE�
3O�ENABLINGTEACHERSTOASSESSTHEIRSTUDENTS�MATHEMATICALCOMPETENCIESCANNOT

BEEXPECTEDTORESULTAUTOMATICALLYFROMTHEIREVERYDAYTEACHINGPRACTICE�NOTEVENFOR
EXCELLENTANDVERYEXPERIENCEDTEACHERS�4HEREFORE�IFWEWANTTEACHERSTOBEABLETO
UNDERTAKETHISTASKWEHAVETOINSTIGATEPRESERVICEANDINSERVICEPROGRAMMESTHAT
FOSTERTHISCAPABILITY�4HISISCOSTLYINTERMSOFTIMEANDEFFORTnANDHENCEOFFINANCES
nWHICHMAYWELLCONSTITUTEABOTTLENECKINMANYPLACES�(OWEVER�ASISALWAYSTHE
CASE�IFONEISUNWILLINGTOINVESTAVAILABLEMEANSSOASTOACHIEVEAGOAL�ITISBECAUSE
THEGOALDOESNOTREALLYHAVEAHIGHPRIORITYWITHTHEPOTENTIALINVESTOR�)�FORONE�PLEAD
FORASSIGNINGHIGHPRIORITYTOTHEGOALOFMAKINGTEACHERSABLETOASSESSTHEIRSTUDENTS�
mathematical comptencies. For that purpose investments are needed.
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PONIENDO LAS BASES PARA UNA EDUCACIÓN  
DE CALIDAD EN ESPAÑA

Setting – Up the Basis for Quality Education in Spain
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Resumen

,ACALIDADDELAEDUCACI�NESUNODELOSFACTORESDETERMINANTESDELBIENESTARSOCIALDEL
FUTUROPORSU IMPACTOEN LAPRODUCTIVIDADLABORALYELCRECIMIENTOECON�MICO�COMOBIEN
REFLEJAELPROYECTOPIONERODELA/#$%DENOMINADO0)!!#�0ROGRAMMEFORTHE)NTERNATIONAL
!SSESSMENTOF!DULT#OMPETENCIES�,ASCOMPETENCIASADQUIRIDASALOLARGODELPERIODOESCOLAR
INFLUYENDEFORMADECISIVAENELDESEMPE¶OLABORALFUTURODELOSINDIVIDUOSYDELCONJUNTODE
LASOCIEDAD�5NSISTEMAEDUCATIVOMÕSEXIGENTEYDECALIDADPUEDECONTRIBUIRAQUEUNPA¤SSE
ESPECIALICEENRAMASDEACTIVIDADECON�MICAMÕSINTENSIVASENCAPITALHUMANOYTECNOL�GICO�
%STOSSECTORES�QUEPORLODEMÕS�GENERANUNALTOVALORA¶ADIDO�ESTÕNGENERALMENTEASOCIADOS
APUESTOSDETRABAJOBIENREMUNERADOS�%LPROCESODEGLOBALIZACI�NDELAACTIVIDADECON�MICAY
LAREVOLUCI�NQUESUPONENLASNUEVASTECNOLOG¤ASDELAINFORMACI�NYLACOMUNICACI�N�IMPIDEN
LANECESIDADDEQUELOSPA¤SESPUEDANPRODUCIRBIENESYSERVICIOSDECALIDAD�DIFERENCIADOSDEL
RESTO�QUELESPERMITANHUIRDELACOMPETENCIAENPRECIOS�YCRECIENTEMENTETAMBI£NENCALIDAD	
de los «tigres» asiáticos.

Palabras clave: COMPETENCIA�PRODUCTIVIDAD�CAPITALHUMANO�CALIDAD�BIENESTAR

ABSTRACT

The quality of education is one of the factors determining the future welfare because of 
their impact on labor productivity and economic growth. As the pioneering OECD project called 
PIAAC reflects, (Programme for the International Assessment of Adult Competencies) the skills 
acquired during the school year have a decisive influence on the future job performance of indi-
viduals and of society as a whole. A quality and more demanding education system can help a 
country to specialize in more intensive industries focusing on human and technological capital. 
These are sectors that generate high added value and generally associated with well-paid jobs. 
The economic globalisation process and the revolution brought about by the new information and 

Sanz�)�YDíez�-�!������	�0ONIENDOLASBASESPARAUNAEDUCACI�NDECALIDADEN%SPA¶A�%N%�
#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. 

Homenaje al profesor Luis Rico �PP������	�'RANADA�#OMARES�
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communications technologies exacerbate the need for countries to produce quality goods and 

services different from the rest which allow them to escape price competition ( and increasingly 

also quality) of the Asian "tigers".

Keywords: competence, productivity, human capital, quality, wellness

Pruebas externas y estandarizadas 

,ASPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZADASPERMITENEVALUARATODOSLOSALUMNOSCON
ELMISMOTESTYCONOCERSUGRADODELOGRODELASCOMPETENCIASYLADESUSCENTROS
educativos. 
,AINTRODUCCI�NDEPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZADASESUNADELASTRANSFORMACIONES

MÕSRELEVANTESDELOSSISTEMASEDUCATIVOSCONLAFINALIDADDEMEJORARLOSRESULTADOSDE
LOSESTUDIANTES�,OSEFECTOSPOSITIVOSDELAPUESTAENMARCHADELASEVALUACIONESEXTERNAS
YESTANDARIZADASSEPUEDENCONCRETARENLOSSIGUIENTESPUNTOS�

 — %N��DE LOS��PA¤SESDE LA/#$%EXISTEUNAPRUEBAEXTERNAYESTANDARI
zada. Dos de cada tres alumnos de los países más desarrollados del mundo se 
ENCUENTRANENSISTEMASEDUCATIVOSENLOSQUESEREALIZANESTETIPODEPRUEBAS�

 — 4ODAS ESTAS PRUEBAS TIENEN CONSECUENCIAS ACAD£MICAS PARA LOS ESTUDIANTES�
BIENSEAPARA LOGRARUNCERTIlCADOOPARAPASARDEUNNIVELDEEDUCACI�NA
OTRO�%L)NFORMEDEL0)3!�����DElNETAMBI£NLASPRUEBASEXTERNASCOMOLAS
QUETIENENCONSECUENCIASACAD£MICAS�

 — %NUNESTUDIODE����QUETRABAJACONLOSART¤CULOSDEINVESTIGACI�NQUEHAN
ANALIZADO LA RELACI�N ENTRE LA EXISTENCIA DE ESTAS PRUEBAS Y EL RENDIMIENTO
ACAD£MICO DE LOS ALUMNOS� %RIC(ANUSHEK �5� 3TANFORD	 Y,�7OESSMANN
�#ES)&/DE-UNICH	CONCLUYENQUELOSTESTEXTERNOSYESTANDARIZADOSMEJORAN
LOSRESULTADOSACAD£MICOSDELOSALUMNOSTANTOCOMOSIHUBIESENESTUDIADO
medio curso escolar más al llegar a 4.º de la ESO. 

 — %L 0ANORAMA DE LA %DUCACI�N DE LA/#$%DE ���� CONCLUYE QUE iEN LOS
PA¤SESENCUYOSSISTEMASDEEVALUACI�NINCLUYENEXÕMENESEXTERNOSESTANDA
RIZADOS�LAPUNTUACI�NDE,ECTURAES��PUNTOSSUPERIORDEMEDIAQUEENLOS
QUENOSEAPLICANPRUEBASDEESTASCARACTER¤STICASw�

 — ,OSESTUDIOSRESUMIDOSENELART¤CULODELOSPROFESORES(ANUSHEKY7OESSMANN
�����	 SE¶ALAN QUE AQUELLOS PA¤SES O REGIONES EN DONDE EXISTE UN EXAMEN
NACIONALEXTERNOYESTANDARIZADOOBTIENENMEJORESRESULTADOSENPRUEBASINTER
NACIONALESMUYDIFERENTESAESEEXAMENNACIONALCOMOSON0)3!�4)-33Y
0)2,3�,AEVIDENCIAEMP¤RICAMENCIONADAPOR!NTONIO#ABRALES�#ATEDRÕTICO
DE5NIVERSITY#OLLEGE,ONDON�ESQUELASPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZADAS
NO REDUCENACTIVIDADESCOMO LEERPORPLACEROVERPROGRAMASCIENT¤lCOS�9
AUMENTANACTIVIDADESCOMOHACEREXPERIMENTOS�QUENOiENTRANENELEXAMENw�
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 — %S IMPORTANTEQUEEL RENDIMIENTOMEDIOALCANZADOPOR LOSCENTROSSESIT¢E
ENRELACI�NALASITUACI�NSOCIOECON�MICAYCARACTER¤STICASDESUSALUMNOS�
%SDECIR� CENTRARSE EN EL VALOR A¶ADIDODEL CENTRO EDUCATIVOO LOQUE ES LO
MISMO�ALOSRESULTADOSMEDIOSQUELOGRAUNAVEZDESCONTADOELCONTEXTOEN
ELQUESEENCUENTRA�(ABLAR¤AMOSPORTANTO�DESIUNCENTROOBTIENEMEJORES
OPEORESRESULTADOSDELOSQUELEcorrespondería�#OMOCONCLUYE�0ANORAMA
DE LA%DUCACI�NDE LA/#$%DE����iLAEXISTENCIADEPRUEBASEXTERNASY
ESTANDARIZASNOPERJUDICALAEQUIDADw�

,AEVALUACI�NESUNINSTRUMENTOALIADODELDOCENTE�QUETIENECOMOFINALIDADLA
MEJORADELOSPROCESOSDEENSE¶ANZAAPRENDIZAJEYLAMEJORAENELNIVELEDUCATIVO
DENUESTROSALUMNOS�0ORTODOELLO�LACONSOLIDACI�NDEUNACULTURADEEVALUACI�NEN
NUESTROPA¤S�ENTODOSYCADAUNODELOSAGENTESIMPLICADOSSEANTOJAESENCIAL�%SUNA
tarea de todos.

Dentro de esta práctica de transparencia, es importante señalar algunos de los pro
BLEMASQUESEHANENCONTRADOLOSPA¤SESOREGIONESQUEHANINTRODUCIDOESTASPRUEBAS�
YQUESON�

 — El "score inflation"�ELHECHODEQUELOSRESULTADOSPROMEDIOENLASPROPIAS
PRUEBASEXTERNASINTRODUCIDASHANMEJORADOSUSTANCIALMENTEMIENTRASQUEEL
RENDIMIENTOENOTROTIPODEPRUEBASSEHAINCREMENTANDOENMENORMEDIDA�
ONISIQUIERASEHAALTERADO�%NSUSURVEY&IGLIOY,OEB�����	SE¶ALANQUE
EL%STADODE4EXASMEJOR�MUCHO LOS RESULTADOSENSUSPRUEBASEXTERNASY
ESTANDARIZADASENTRE����Y�����%NOTROTIPODEPRUEBAS�LASNACIONALESDE
LA.!%0�SINEMBARGO�ESASGANANCIASFUERONDE���DEMAGNITUD�

 — #AMBIOSENELPOOLDEALUMNOSAREALIZARLAPRUEBA�HACIENDOREPETIRAALUM
NOSENMAYORMEDIDAELCURSOPREVIOALQUESEREALIZAELTEST�CLASIlCANDOA
MÕSESTUDIANTESCOMODENECESIDADESEDUCATIVASESPECIALESOEVITANDOQUE
TOMENELEXAMEN�&IGLIO�����	�

 — %XISTELAPREOCUPACI�NDEQUELOSCENTROSSECENTRENENMEJORARELAPRENDIZAJE
ACORTOPLAZOYREDUZCANELCURRICULUMAAQUELLASÕREASQUESONEVALUADASA
COSTADELASQUENOSEINCLUYENENLASPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZADASOLA
CREATIVIDADOHABILIDADESNOCOGNITIVASCOMOLAMOTIVACI�NOLASOCIABILIDAD
QUESONMÕSRELEVANTESALARGOPLAZO�

 — %LDISE¶ODELASPRUEBASTIENEEFECTOSIMPORTANTESENSUEFECTOENELAPRENDI
ZAJEDELOSALUMNOS�!S¤POREJEMPLO$EMINGETAL������	MUESTRANQUELOS
CENTROSEDUCATIVOSDE4EXASENLOSQUETODOSSUSSUBGRUPOS£TNICOSYSOCIO
ECON�MICOSSEENCONTRABANCLARAMENTEPORENCIMADELUMBRALREQUERIDOPARA
NOSERCATALOGADOCOMODEi"AJO2ENDIMIENTOw�SEDEJARONLLEVARONLLEVARY
NOREACCIONARONALARENDICI�NDECUENTAS�
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Evaluación centrada en valor añadido

Las evaluaciones educativas suelen criticarse por dos motivos. El primero es por
QUEPROVOCAUNEFECTODEiTEACHINGTOTHETESTw�%SDECIR�QUELASPRUEBASGENERANUN
INCENTIVOAQUELOSPROFESORESSECONCENTRENENENTRENARASUSALUMNOSAOBTENERBUENOS
RESULTADOSENLOSEXÕMENESESTANDARIZADOS�,OSESTUDIOSRESUMIDOSENELART¤CULODELOS
PROFESORES(ANUSHEKY7OESSMANN�����	SE¶ALANQUEAQUELLOSPA¤SESOREGIONESEN
DONDEEXISTEUNEXAMENNACIONALEXTERNOYESTANDARIZADOOBTIENENMEJORESRESULTADOS
ENLASPRUEBASINTERNACIONALESDE0)3!�4)-33Y0)2,3�QUESONDIFERENTES�
%NUNART¤CULOQUEHEREALIZADOJUNTOCONLOSPROFESORES"RINDUSA¸NGHEL�*ORGE

3AINZY!NTONIO#ABRALES�SEMUESTRAQUELA#OMUNIDADDE-ADRIDHAMEJORADOSUS
RESULTADOSENLECTURAEN0)3!ENTREELA¶O����YEL����EN��PUNTOSMÕSDELOQUELE
CORRESPONDER¤AUNAVEZDESCONTADOSTODOSLOSFACTORESSOCIOECON�MICOSYDEENTORNO�
9SELLEGAALACONCLUSI�NDEQUEUNAPARTEIMPORTANTEDEESTABUENAEVOLUCI�NDELA
EDUCACI�NEN-ADRIDSEPUEDEATRIBUIRALAINTRODUCCI�NDELA#$)EN�����
,ASEGUNDACR¤TICAESQUELASPRUEBASPERJUDICANAAQUELLOSCENTROSQUESEENCUENTRAN

ENZONASDESAVENTAJADAS�0ORESOESIMPORTANTEQUEELRENDIMIENTOMEDIOALCANZADO
PORLOSCENTROSSESIT¢EENRELACI�NALASITUACI�NSOCIOECON�MICAYCARACTER¤STICASDE
SUSALUMNOS�%SDECIR�CENTRARSEENELVALORA¶ADIDODELCENTROEDUCATIVOOLOQUEESLO
MISMO�ALOSRESULTADOSMEDIOSQUELOGRAUNAVEZDESCONTADOELCONTEXTOENELQUESE
ENCUENTRA�(ABLAR¤AMOSPORTANTO�DESIUNCENTROOBTIENEMEJORESOPEORESRESULTADOS
DELOSQUELECORRESPONDER¤A�
5NAFORMAMÕSSENCILLADEAPROXIMARELVALORA¶ADIDODEUNCENTROESCOMPARARLE

CONSIGOMISMOENLOSA¶OSANTERIORES�DADOQUELASITUACI�NSOCIOECON�MICODEUN
COLEGIOOINSTITUTONOCAMBIASIGNIFICATIVAMENTEENTREUNA¶OYOTRO�$EESTEMODOTODOS
LOSCENTROSTIENENLASMISMASOPORTUNIDADES�EINCLUSOTENDR¤ANMÕSMARGENDEMEJORA
AQUELLOSQUEPARTENDEPEORSITUACI�N�0RECISAMENTE�LAEVIDENCIAEMP¤RICADE(ANUSHEK
Y7OESSMANN�����	CONCLUYEQUELASPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZADASMEJORANEN
MAYORMEDIDAALOSCENTROSYALUMNOSCONPEORRENDIMIENTOACAD£MICO�
%NUNMAGN¤FICOPAPERLOSPROFESORESDELA5NIVERSIDADDE(ARVARDY#OLUMBIA

2AJ#HETTY�*ONAH2OCKOFFY*OHN&RIEDMANESTIMANELVALORA¶ADIDOQUEPROPORCIONAN
LOSPROFESORESALAEDUCACI�NDELOSALUMNOSi4HELONGTERMIMPACTSOFTEACHERS�TEACHER
VALUEADDEDANDSTUDENTOUTCOMESINADULTHOODw�HTTP���OBS�RC�FAS�HARVARD�EDU�CHETTY�
VALUE?ADDED�PDF�%SDECIRQUEESOSAUTORESVANMÕSALLÕYNOS�LOCALCULANELVALOR
añadido del centro, sino el individualizado de cada profesor. No se trata de llegar a ese 
NIVEL�ESPOSIBLEQUE%SPA¶ANOEST£PREPARADAA¢NPARAACEPTARQUESEMIDALAPRODUC
TIVIDADDECADADOCENTE�PEROS¤QUEINDICAQUET£CNICAMENTEESPOSIBLE�
%NDEFINITIVA�PARAQUELARENDICI�NDECUENTASPUEDASERVALORADACORRECTAMENTE

DEBERÕREALIZARSETENIENDOENCUENTATANTOELCONTEXTODELOSCENTROS�YSUSRECURSOS
HUMANOSYMATERIALES�COMOLASCARACTER¤STICASDELAPOBLACI�NDEALUMNOSQUEESCOLA
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RIZAN�ENTRELASQUEELNIVELSOCIOECON�MICOYCULTURALDESUSFAMILIASOCUPAUNPAPEL
especialmente relevante. 
3INEMBARGO�MUCHOSESTUDIOSCOMPRUEBANQUELOSALUMNOSQUEALCANZANBUENOS

RESULTADOSENLASPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZADASTIENENUNDESEMPE¶OEDUCATIVOY
LABORALPOSTERIORMEJORQUEAQUELLOSOTROSESTUDIANTESQUETIENENPEORESRESULTADOSO
QUEACUDENACENTROSDONDENOHAYPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZADAS�

A modo de conclusión

,OSCENTROSREZAGADOSMEJORANSURENDIMIENTOACAD£MICOPROMEDIOCUANDOSE
INTRODUCENPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZADASYLOHACENENMAYORMEDIDAQUEELRESTO
DECENTROS�!SHY6IDGOR������$EMINGet al.,����	�!DEMÕS�ESTAMEJORASEPRODUCE
por incrementos en los resultados educativos de los alumnos de minorías o de entornos 
SOCIOECON�MICOSDESFAVORECIDOS�!ELLOCONTRIBUYEQUELAi.O#HILD,EFT"EHINDwSE
CENTRADEFORMAPRIORITARIAENELRENDIMIENTOACAD£MICODELSUBGRUPORACIALOSOCIO
ECON�MICOSYEXIGEMEJORASENLAPROPORCI�NDEAPROBADOSDEAQUELLOSSUBGRUPOSCON
MÕSDIFICULTADESDEAPRENDIZAJE�%STALEGISLACI�NHAPROVOCADOQUELOSCENTROSEDUCATIVOS
HAYANPRESTADOA¢NMAYORATENCI�NALOSALUMNOSYSUBGRUPOSREZAGADOS�PUESDEELLOS
DEPENDEQUESUPERENELUMBRALDEPROPORCI�NDEAPROBADOSREQUERIDO�
!LGUNOSPA¤SESANGLOSAJONESHANINTRODUCIDOINCLUSOSANCIONESPARAAQUELLOSCEN

TROSQUEREPETIDAMENTENOALCANZANUNM¤NIMODEPORCENTAJEDEAPROBADOSENTODOSLOS
SUBGRUPOSRACIALESYDECARÕCTERSOCIOECON�MICOYQUEADEMÕSNOMEJORANCONELPASO
de los años. Entre estas sanciones se encuentra la de permitir a los alumnos de estos 
CENTROSCAMBIARSEDE)NSTITUTOO#OLEGIO�CONAYUDASP¢BLICASALTRANSPORTE	�CAMBIOS
ENLADIRECCI�NDELOSPROFESORESODIRECTORESYENALGUNOSCASOS�RARAMENTEUTILIZADOS	
el cierre de los centros.

Aproximando la evaluación pisa a nuestro sistema educativo

z1U£ES0)3!�%SUNESTUDIOINTERNACIONALORGANIZADOPORLA/#$%QUEEVAL¢AALOS
ALUMNOSDE��A¶OS�EN%SPA¶A�LAMAYOR¤ASEENCUENTRANEN���%3/�ENLASCOMPE
TENCIASDELECTURA�MATEMÕTICAS�CIENCIASYRESOLUCI�NDEPROBLEMASENGRUPO�!DEMÕS�A
TRAV£SDEESTOSRESULTADOSYCONLAAYUDADECUESTIONARIOSDISE¶ADOSADHOC�SECONSIGUEN
DATOSDEMOGRÕFICOSDEALUMNOSYPROFESORES�DEPERCEPCI�NDESUPERSONALIDAD�DESU
FORMACI�NYSUSPRÕCTICASDOCENTES�DELAORGANIZACI�NDELOSCENTROSESCOLARES�ETC��CON
LOQUESETRAZAADEMÕSUNAFOTOGRAF¤AMULTIDIMENSIONALDELOSSISTEMASEDUCATIVOSEN
CONJUNTO�COMPARABLEINTERNACIONALMENTE�0ORESO�RESULTAUNESTUDIOCLAVEPARAAYUDAR
AMEJORARLACALIDAD�EQUIDADYEFICIENCIADENUESTROSSISTEMASEDUCATIVOS�
%STRIENALYCOMENZ�ENELA¶O�����,OS¢LTIMOSRESULTADOSPUBLICADOSSONDELA

EDICI�NDE�����ENLAQUEPARTICIPARONMÕSDE��PA¤SES�%SPA¶ALLEVAPARTICIPANDO
DESDESUPRIMERAEDICI�N�4ODOSLOSPA¤SESMIEMBROSDELA/#$%YUNN¢MEROA¢N
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MAYORDEPA¤SESASOCIADOSHANREALIZADODENUEVOESTEESTUDIO�EN�����%N%SPA¶ALA
APLICACI�NSELLEV�ACABOENTREABRILYMAYO�ENMÕSDE��CENTROSDECADACOMUNIDAD
AUT�NOMA�%NTOTAL�UNOS������ALUMNOSENMÕSDE���CENTROSESPA¶OLES�
,ODESTACADODELAPRUEBA0)3!ESSUCONTENIDO�YAQUEEVAL¢ACOMPETENCIASCLAVES

COMOLECTURA�MATEMÕTICASYCIENCIAS�3EMIDENTAMBI£NCOMPETENCIASOPCIONALES�COMO
LAFINANCIERAOLARESOLUCI�NDEPROBLEMAS�,ACOMPETENCIAQUESEHAEXPLORADOCON
MÕSPROFUNDIDADENESTASEXTAEDICI�NES#IENCIAS�9LANOVEDADESQUELOSALUMNOSHAN
REALIZADOLAPRUEBA¤NTEGRAMENTEPORORDENADOR�ALGOCOMPLETAMENTEINNOVADORHASTA
ELMOMENTOENLAREALIZACI�NDEEVALUACIONESENCENTROSESCOLARESEN%SPA¶A�
0)3!VIENEMOSTRANDOQUELASMEJORASENLAEDUCACI�NDEPENDENDEUNESFUERZO

COOPERATIVODELOSALUMNOS�LOSPROFESORES�LOSCENTROS�LASFAMILIASYLASOCIEDADEN
GENERAL�$EESEESFUERZONACENLOSINFORMESINTERNACIONALESYNACIONALESQUEANALIZAN
YDIFUNDENLOSRESULTADOSDELESTUDIOYQUESEPUBLICARÕNENDICIEMBREDE�����

Evolución de los resultados en pisa

,A%VOLUCI�NDELOSRESULTADOSDE%SPA¶AEN0)3!MUESTRAUNESTANCAMIENTOEN
LASCOMPETENCIASDE,ECTURAY-ATEMÕTICAS�ENDONDENUESTROPA¤SNOHALOGRADOA¢N
SUPERARLAPUNTUACI�NQUEOBTUVOENLASPRIMERASEDICIONES�!LGOMEJORESLASITUACI�N
EN#IENCIAS�DONDESEHAPRODUCIDOUNAMEJOR¤AEN����Y�����QUENOESESTAD¤S
TICAMENTESIGNIFICATIVA�PEROQUEDEJAA%SPA¶AENUNAPOSICI�NNOMUYLEJANADELA
medida de la OCDE. 
,A/#$%CONCLUYEQUE��PUNTOSEN0)3!EQUIVALENALOQUEUNALUMNOAPRENDE

en un curso escolar. Por lo tanto, los alumnos españoles se encontrarían un trimestre 
PORDEBAJODELAMEDIADELA/#$%�

4ABLA��Evolución de los resultados de España y OCDE en las tres competencias en PISA

2000 2003 2006 2009 2012

Lectura España 493 481 488

OCDE 500 493 496

Matemáticas España 485 484

OCDE 500 494

Ciencias España 488 496

OCDE 500 501

&UENTE�)NSTITUTO.ACIONALDE%VALUACI�N%DUCATIVA�0)3!����-%#$�)NFORME%SPA¶OL�

%NCUANTOALOSRESULTADOSPOR#OMUNIDADES�&IGURAS��	�SEPUEDEOBSERVARQUE
HAY2EGIONESQUETIENENUNRENDIMIENTOSUPERIORALAMEDIADELA/#$%Y5%ENTODAS
LASCOMPETENCIAS�COMO.AVARRAY-ADRID�MIENTRASQUEOTRASSEENCUENTRANMUYPOR
DEBAJODEESEPROMEDIO�
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Figura 1. Rendimiento de las Comunidades Autónomas de España en Matemáticas en PISA 2012. 
&UENTE�)NSTITUTO.ACIONALDE%VALUACI�N%DUCATIVA�0)3!����-%#$�)NFORME%SPA¶OL�

Figura 2. Rendimiento de las Comunidades Autónomas de España en Ciencias en PISA 2012.
&UENTE�)NSTITUTO.ACIONALDE%VALUACI�N%DUCATIVA�0)3!����-%#$�)NFORME%SPA¶OL�

Figura 3. Rendimiento de las Comunidades Autónomas de España en Lectura en PISA 2012 .
&UENTE�)NSTITUTO.ACIONALDE%VALUACI�N%DUCATIVA�0)3!����-%#$�)NFORME%SPA¶OL�
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0UESBIEN�LOSINDICADORESINTERNACIONALESSOBRELACALIDADDELAEDUCACI�NDE%SPA¶A
NOINVITANALOPTIMISMOSOBREELFUTURODELBIENESTARSOCIAL�,OSRESULTADOSDEL0ROGRAMA
DELA/#$%DE0)3!�0ROGRAMMEFOR)NTERNATIONAL3TUDENT!SSESSMENT	SIT¢ANA%SPA¶A
ENLOS���PUNTOS�SIGNIFICATIVAMENTEPORDEBAJODELOS���DELPROMEDIODELOSPA¤SES
MÕSDESARROLLADOS�$ADOQUELA/#$%SE¶ALAQUE��PUNTOSEQUIVALENAUNCURSOESCOLAR�
SEPUEDECONCLUIRQUELOSALUMNOSESPA¶OLESDE��A¶OSSEENCUENTRANENMEDIACASIUN
cuatrimestre de retraso con respecto a sus colegas. Tampoco la tendencia es positiva. 
%NELA¶O�����LAPRIMERAEDICI�NDE0)3!�NUESTROPA¤SOBTUVO���PUNTOSPORLOS

���DELA/#$%�.UEVEA¶OSMÕSTARDE�CUANDODENUEVO0)3!SECENTR�ENLECTURA�
NUESTROPA¤SDISMINUY�SUPUNTUACI�NEN��PUNTOS�LOQUELECONVIERTEENELQUINTO
%STADOCONPEOREVOLUCI�NENTRE����Y����DETODALA/#$%�Informe PISA. Capítulo 

V: Learning Trends	�%STATENDENCIADESCENDENTESEPRODUJOAPESARDEQUEDURANTEESOS
�A¶OS%SPA¶ADUPLIC�ELGASTOP¢BLICOENEDUCACI�NHASTASITUARELGASTOP¢BLICOPOR
ALUMNOP¢BLICOUN���PORENCIMADELPROMEDIODELA/#$%YLA5%�
-ÕSRECIENTESSONLOSRESULTADOSDELASPRUEBASREALIZADASPORLA)%!«International 

Association for the Evaluation of Educational Achievement»�PUBLICADOSELPASADOMES
DEDICIEMBRE�SOBRELASCOMPETENCIASDELOSALUMNOSDE���DE0RIMARIADE��PA¤SESEN
,ECTURAY��EN-ATEMÕTICASY#IENCIAS�%SPA¶AOCUPALAPOSICI�N��DELTOTALDE��
PA¤SESDELA/#$%QUEPARTICIPANENESTASPRUEBASEN,ECTURAY-ATEMÕTICAS�YEL��
EN#IENCIAS�CONUNOSRESULTADOSSIMILARESALOSDEPRUEBASANTERIORESEN����Y�����
2ESULTASORPRENDENTEQUELOSALUMNOSESPA¶OLESSEENCUENTRENYAREZAGADOSNADAMÕS
EMPEZARSUVIDAESCOLAR�EN���DE0RIMARIA�APESARDEQUE%SPA¶AESUNODELOSPA¤SES
CONMAYORESTASASDEESCOLARIZACI�NENEDUCACI�NINFANTIL�

Si los indicadores de calidad educativa no son positivos para nuestro país, tampoco 
RESULTANOPTIMISTASLOSDECANTIDAD�,ATASADEABANDONOTEMPRANOEDUCATIVAESINFERIOR
ALADELA5%�CONELAGRAVANTEDESUMARCADADISTRIBUCI�NINEQUITATIVA�LOSJ�VENESDE
MADRECONESTUDIOSSUPERIORESTIENENSEISVECESMENOSDEPROBABILIDADDEABANDONARLOS
ESTUDIOS�%NDEFINITIVA�HAYQUELLEVARACABOMEDIDASEDUCATIVASQUEPERMITANMEJORARLA
CALIDADDELAEDUCACI�NAS¤COMOAUMENTARELPORCENTAJEDEALUMNOSQUEFINALIZAESTUDIOS
DE"ACHILLERATOO&0DE'RADO-EDIO�ELUMBRALAPARTIRDELCUALLOSJ�VENESPODRÕNINSER
TARSECONGARANT¤ASENELMUNDOLABORALYDESARROLLARUNAVIDAPROFESIONALSATISFACTORIA�
4ENIENDOPRESENTESESTOSRESULTADOSYLASCONSIDERACIONESQUELASORGANIZACIONES

INTERNACIONALESESPECIALIZADASENEDUCACI�NYM¢LTIPLESEXPERTOSHANSE¶ALADOCOMO
MUY¢TILESENLAMEJORADELOSSISTEMASEDUCATIVOS�ESDEINTER£SLASIGUIENTEPROPUESTA
DEMEJORA�

 — ,A INTRODUCCI�NDEPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZAS� LAPRÕCTICADE TRANSPA
RENCIA Y RENDICI�N DE CUENTAS ESTÕMUY EXTENDIDA YA ENTRE LOS PA¤SESMÕS
AVANZADOSDELMUNDO�%N��DELOS��PA¤SESDELA/#$%EXISTEUNAPRUEBA
EXTERNAYESTANDARIZADA�$OSDECADATRESALUMNOSDELOSPA¤SESMÕSDESARRO
LLADOSDELMUNDOSEENCUENTRANENSISTEMASEDUCATIVOSENLOSQUESEREALIZAN
ESTETIPODEPRUEBAS�,OSEXÕMENESEXTERNOSYESTANDARIZADOSSEHANMOSTRADO



99PONIENDO LAS BASES PARA UNA EDUCACIÓN DE CALIDAD EN ESPAÑA

COMOUNAHERRAMIENTAMUYElCAZPARAMEJORARELAPRENDIZAJEDELOSALUMNOS�
,OSPROFESORESDELA5NIVERSIDADDE3TANFORD%RIC(ANUSHEKYELDEL)NSTITUTO
#ES)FODE-UNICH,UDGER7OESSMANN�RESUMENENELHandbook of the Eco-

nomics of Education������HASTA��ESTUDIOSPUBLICADOSENREVISTADEGRAN
REPUTACI�NQUEENCUENTRANQUELASPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZASMEJORAEL
RENDIMIENTOACAD£MICODELOSALUMNOSENTREUN���YUN���DELADESVIA
CI�NT¤PICA�TANTOCOMODEMEDIOAUNCURSOESCOLARENTERO�

 — Dotar de autonomía a los centros educativos. La autonomía permite a los centros 
TOMARDECISIONESORGANIZATIVAS�DERECURSOSYDECURRICULUMALMISMOTIEMPO
QUEFACILITAQUEPADRESYALUMNOSPUEDENELEGIRENTREUNAOFERTAVARIADAAQUEL
CENTROQUEMEJORSEAJUSTAASUSINTERESESOSENSIBILIDADES�"ANCO-UNDIAL������
School Autonomy and Accountability	�,AAUTONOM¤ADELOSCENTROSEN%SPA¶A
SEENCUENTRAREZAGADACONRESPECTOALA/#$%YLA5%�Education at a Glance, 
����	�4ANSOLOUN���DELASDECISIONESQUESETOMANENLA%3/LASREALIZAN
LOSPROPIOSCENTROSPOREL���DELA/#$%YEL���DELA5%�%STEDESFASESE
CENTRASOBRETODOENLAGESTI�NDERECURSOS�DEPERSONASYENLAPLANIlCACI�NY
ESTRUCTURAS�,AESCASAAUTONOM¤ADELOSCENTROSESPA¶OLESPUEDEEXPLICARPARTE
de nuestro peor desempeño pues la toma de decisiones por parte de los propios 
CENTROSTIENEUNARELACI�NPOSITIVAYSIGNIlCATIVACONELRENDIMIENTODELOSALUM
NOS�SOBRETODOENLOSPA¤SESMÕSDESARROLLADOS�0)3!�����6OLUME)6�What 

Makes a School Successful?�(ANUSHEK�,INKY7OESSMANN�����Does School 

Autonomy Make Sense Everywhere? Panel Estimates from PISA, Documento de 
4RABAJODEL."%2	�%LSIGUIENTEGRÕlCOEXTRA¤DODELAPÕGINA���DE(ANUSHEK
Y7OESSMAN�Handbook of the Economics of Education�����MUESTRAQUELA
COMBINACI�NENTREAUTONOM¤ADELOSCENTROSYPRUEBASEXTERNASYESTANDARIZADAS
PUEDEMEJORARLOSRESULTADOSEN4)-33�0)2,3HASTAEN��PUNTOS�

 Figura 4. Relación entre la Autonomía de los centros y rendimiento en pruebas externas (TIMSS).
&UENTE�%RIC(ANUSHEK�i4HE%CONOMICSOFINTERNATIONALDIFFERENCESINEDUCATIONALACHIEVEMENTw�
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 — 2EFORZARLASMATERIASINSTRUMENTALESDELENGUAYMATEMÕTICAS�!CTUALMENTE�
España es uno de los países con más horas de clase lectiva para los alumnos 
ALA¶OY� SINEMBARGO�ESDE LOSQUEMENOSHORASDECLASEDEDICAAMATE
MÕTICAS Y LENGUA� %S DECIR� QUE SE DEDICANMUCHAS HORAS LECTIVAS A OTRAS
MATERIASDIFERENTESALASINSTRUMENTALES�$ENUEVO�EXISTEEVIDENCIAEMP¤RICA
DEQUEUNAUMENTODELASHORASDECLASEMEJORALOSRESULTADOSENLASASIGNA
TURASCORRESPONDIENTES�,EVY������$O$IFFERENCESIN3CHOOL�S)NSTRUCTION
4IME%XPLAIN)NTERNATIONAL!CHIEVEMENT'APSIN-ATH�3CIENCE�AND2EAD
ING�%VIDENCE FROM$EVELOPED AND$EVELOPING#OUNTRIES�$OCUMENTO DE
4RABAJODE5NIVERSIDADDE7ARWICK	�%STASTRESMEDIDASQUECONTEMPLALA
,/-#%AYUDARÕNAMEJORARDEFORMASIGNIlCATIVALACALIDADDELAEDUCA
CI�NENNUESTROPA¤SCONTRIBUYENDOAENCARARCONMEJORESGARANT¤ASLORETOS
QUESUPONENGLOBALIZACI�NDELAACTIVIDADECON�MICAYLASINTRODUCCI�NDE
nuevas tecnologías.
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DELOSTRABAJOSSEMINALESQUEMÕSMARC�NUESTROPROCESODEFORMACI�NCOMOMAESTROS�SEM
BRANDOENNOSOTROSUNINTER£SPORLAINVESTIGACI�NENEDUCACI�NMATEMÕTICAQUEA¢NPERDURA�

��(ACE��A¶OSQUEENLAS))*ORNADASDE%DUCACI�N-ATEMÕTICA4HALES�!LMER¤A�����	
PRESENTAMOSUNTRABAJOEMP¤RICOSOBREVERBOSYPROBLEMASESCOLARES�

��%LESTUDIOPART¤ADELAIDEADEQUELOSVERBOSTIENENUNPAPELRELEVANTEENELAPRENDIZAJE
DELASMATEMÕTICASEINCIDENYCONDICIONANSIGNIFICATIVAMENTELOSPROCESOSDEENSE¶ANZAY
RESOLUCI�NDEPROBLEMASARITM£TICOS�

��z9PORQU£NOHACEMOSUNAR£PLICADELTRABAJOVERBOOPERACI�N�AVERQU£SALE�
"AJOESTASTRESPREMISASOFRECEMOSAQU¤LOSRESULTADOSDELAAPLICACI�NDELAMISMAPRUEBA

ATRESD£CADASDESUCREACI�N�.OSPREGUNTAMOSHOYQU£COSASHANPERMANECIDOINAMOVIBLES
YCUÕLESHANCAMBIADOALOLARGODEESTETRANCEYC�MOELLOHAAFECTADOAESTARELACI�NENTRE
VERBOS�PROBLEMASYEDUCACI�NMATEMÕTICA�

Palabras clave: PROBLEMASARITM£TICOSESCOLARES�INVENCI�NDEPROBLEMAS�VERBOYOPERA
CI�N�VARIABLESLINGÓ¤STICAS

ABSTRACT

On the occasion of the preparation of our contribution in the Proceeding to the birthday 

of Luis, we meeting, for academic purposes, to bring to the classroom again one of the seminal 

Tortosa, A., González, B., González, %�YGutiérrez�*������	�,ARELACI�NVERBOOPERACI�N
REVISITADA��A¶OSDESPU£S�%STUDIODER£PLICASOBREVARIABLESLINGÓ¤STICASENPROBLEMASARITM£TICOSESCO
LARES�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación 

Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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works most marked our training as teachers, sowing in us a interest in research in mathematics 

education that still exists.

1. 30 years in the Second Conference on Mathematics Education Thales (Almería, 1985) 

present an empirical work on verbs and school problems.

2. The study was based on the idea that verbs play an important role in learning and 

influence of mathematics and significantly condition the processes of teaching and solving 

arithmetic problems.

3. Why do not we make a replication of the verb-operation work, to see what comes up?

Under these three premises we offer here the results of the application of the same test 

three decades of creation. We wonder today how things have remained immovable and which 

have changed throughout this ordeal and how it has affected the relationship between verbs and 

mathematics education problems.

Keywords: schoolar arithmetic problems, invention problem, word and operation, linguistic 

labels.

Introducción

i5NPROBLEMAESUNASITUACI�NSTANDARDENDONDEHAYQUECALCULARUNDATODESCONOCIDO
MEDIANTEOPERACIONESARITM£TICASYAESTUDIADAS�REALIZADASAPARTIRDELOSDATOSDEUNA
INFORMACI�N�0EROELPROBLEMARESPONDEDIF¤CILMENTEAUNASITUACI�NREAL�TALYCOMOESTÕ�
YADEMÕSSUDESARROLLOENPARALELOYSIMULTÕNEOCONELAPRENDIZAJEDELASOPERACIONES
ARITM£TICAS�HACEQUESEESTUDIENSITUACIONESPURAMENTECONVENCIONALESYMUYDISTINTAS
DELASQUESEDANENLAVIDAREALw�2ICOYCOL������P���	�

%LPRESENTETEXTOCONSTITUYEUNESTUDIODER£PLICADEUNTRABAJOREALIZADOALLÕPOR
ELA¶O����ENELSENODEUN3EMINARIODEMAESTROSDONDETRABAJÕBAMOSCOLABORATIVA
MENTECONLOSPROFESORESDEL$PTO�$IDÕCTICA-ATEMÕTICASCOMPARTIENDOINQUIETUDESY
BUSCANDORESPUESTASDESDELAINVESTIGACI�NENELAULAACUESTIONESREALESDELD¤AAD¤ADE
LASCLASESDEMATEMÕTICAS�2ICOYCOL������������ ����A� ����A� ����	�3INORDENADOR�
SINTEL£FONOM�VIL�SINTAXONOM¤ASDEREFERENCIAALOSTIPOSDEPROBLEMASARITM£TICOS
QUESEPROPON¤ANENLASCLASESDEMATEMÕTICAS�SINPAQUETESESTAD¤STICOSDEANÕLISISDE
DATOSCUANTITATIVOSNISOFTWAREINFORMÕTICODEAPOYOALANÕLISISCUALITATIVODELCONTENIDO
SEMÕNTICODELOSPROBLEMASINVENTADOSPORLOSESCOLARES�3INPowerPoint para defender 
YAPOYARLAARGUMENTACI�NDERESULTADOSPRESENTÕBAMOSENSEPTIEMBREUNPRIMERAVANCE
DERESULTADOSDEUNTRABAJOORIGINALQUEESTABAALAALTURADELOSREFERENTESMUNDIALESDE
LOQUEENESEMOMENTOEMPEZABANAPROPONEROTROSAUTORESDECONTEXTOSCULTURALESNO
HISPANOS�.ESHER������6ERGNAUD������#ARPENTERY-OSER�����	�ÉpsilonPUBLIC�EN
ESTA£POCADOSART¤CULOSQUERECOG¤ANLAFILOSOF¤ADETRABAJODELGRUPOYELENFOQUEDADO
ALARESOLUCI�NDEPROBLEMASCOMOMETODOLOG¤AACTIVA�2ICOYCOL�����������A	�.OS
SITUAMOSENLOSINICIOSDELOQUESER¤AUNAARQUITECTURAINCIPIENTEDELAINVESTIGACI�NSOBRE
ARITM£TICAESCOLARYMÕSCONCRETAMENTESOBREINVENCI�N�RESOLUCI�NYCARACTERIZACI�NDE
TIPOLOG¤ASDEPROBLEMASARITM£TICOSESCOLARES�2EFERENCIASRECIENTESAESTEESTUDIOYSUS
VARIANTESATIENDENALUSODEPALABRASCLAVEEINDICIOSVERBALESDIRECTOSOINVERSOSCOMO
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VARIABLESDETERMINANTESDELAAPUESTAPORUNTIPODEOPERACI�N�0OREJEMPLO�#ASTRO�����	
FORZ�ASUSESTUDIANTESDEPROFESORESAEMPLEARELVERBOiFALTARwPARAFORMULARPROBLEMAS
DESUMAYiA¶ADIRwPARARESOLVERPROBLEMASCONUNARESTA�)DEAQUEYAHAB¤AMOSEXPLO
RADOENNUESTROESTUDIO�DESCUBRIENDOQUEiROBARwERAUNVERBODESUMADEPENDIENDODEL
COLEGIOYLACLASESOCIALDELASFAMILIASDELMISMO�%STAL¤NEADETRABAJOSRATIFICAELVALOR
POSICIONALDEAQUELLAIDEASEMINALENLACOMUNIDADCIENT¤FICAYNOSLLEVAAPREGUNTARNOS
PORLARELEVANCIAEINTER£SDEESTAAPORTACI�NALCAMPODELAEDUCACI�NMATEMÕTICACUYA
VIGENCIASIGUEARROJANDOCITASAD¤ADEHOY�%LTRABAJOHASIDOAMPLIAMENTEREFERENCIADO
YUSADOCONFRECUENCIAENLOSPROGRAMASDEFORMACI�NDEPROFESORESALOLARGODEESTAS
¢LTIMASD£CADAS�0UIGY#ERDÕ�����	�!CTUALMENTEELESTUDIOSIGUERECIBIENDOCITAS
RECIENTESQUESINLUGARADUDASMUESTRANELVALORDEPERDURABILIDADDEUNAIDEAMOTRIZ�DE
INDISCUTIBLECALADOEINTER£SENRESOLUCI�NDEPROBLEMASDIGNADEMAYORATENCI�N�2ESULTA
CURIOSOCONSTATARELINCREMENTOQUEHAEXPERIMENTADOESTET�PICOCONLAIMPLANTACI�NDE
LOSGRADOSYMÕSTERESQUEHANCONVERTIDOESTEÕMBITOENUNCAMPOEMP¤RICOF£RTILDONDE
EJERCITARTAREASVINCULADASAL4&-O4&'QUEFAVORECENLAINICIACI�NALAINVESTIGACI�N�

Antecedentes

%LESTUDIOSEINICIAENELCURSO�����ENELCONTEXTODEARRANQUEYCONSTITUCI�NDEL
Grupo EGB de la APMA�%NESEMOMENTONOSPREGUNTÕBAMOSPORLARELACI�NENTRELA
RESOLUCI�NDEPROBLEMASYLAEDUCACI�NMATEMÕTICA�2ICOYCOL������	�AS¤COMOSU
TRATAMIENTOENELCURR¤CULUMESCOLAR�2ICOYCOL�����������A�����A�2ICOYCOL�����	�
LOSCRITERIOSQUEDETERMINABANLASVARIABLESDELOSPROBLEMASARITM£TICOS�#ASTRO�2ICO
Y'IL�����	�DESTACANDOENTREOTRAS�LAINFORMACI�NPROPORCIONADA�2ICOYCOL������B�
2ICOYCOL������D	�LACUESTI�NOPREGUNTAPLANTEADA�4ORTOSAY2ICO�����	�ELPAPELDE
LOSVERBOSAFINESOCONTRARIOS�2ICOYCOL������A	�LASECUENCIAOPERATORIAQUERELACIONABA
LAINFORMACI�NCONLAPREGUNTA�#ASTRO�2ICOYCOL����������A�B�#ASTRO�2ICOYCOL�
�����2ICOYCOL�����A�B�#ASTRO�#ASTRO�2ICOYCOL������	�%LTRABAJOPART¤ADEALGUNAS
PREMISASTALESCOMO�QUELARESOLUCI�NDEPROBLEMASESUNM£TODOCONENTIDADPROPIA�
QUELOSPROBLEMASSURGENDESITUACIONESREALES�QUELAPREGUNTADEUNPROBLEMADEBETENER
SENTIDOPARAQUIENHADERESPONDERYPARAELQUELAPLANTEA�QUEELALUMNOPUEDEYDEBE
PLANTEARCUESTIONESSIGNIFICATIVASDENTRODEUNCONTEXTO�QUELARESPUESTANOTIENEPORQU£
SER¢NICA�PUEDEHABERSOLUCIONESM¢LTIPLES�QUEELDEBATEYLADISCUSI�NENTRELOSALUMNOS
SOBRELAFORMAADECUADADELOCALIZARYMANEJARUNAINFORMACI�N�MEJORALACAPACIDAD
DEEXPRESI�N�DEPLANTEARCUESTIONESYBUSCARRESPUESTAS�OBLIGAAESTOSAJUSTIFICARSUS
ACTUACIONES�PERMITECONOCERCUÕLESSONLOSPROCEDIMIENTOSPUESTOSENJUEGO�CAPACITANDO
ALALUMNOPARAENFRENTARSEALASCONSECUENCIASDESUELECCI�NYMEJORARSUSACTUACIONES�
QUEELPROFESORFAVORECEELPENSAMIENTOCREATIVOYCONSIGUEQUELOSALUMNOSSESIENTAN
MOTIVADOSCONESTAMETODOLOG¤A�%VIDENTEMENTETODOSESTOSPLANTEAMIENTOSIBANCONTRA
UNAVISI�NCAUTIVA�ESTRECHAYCERRADAIMPERANTEENLASAULAS�ORIENTADAAOCUPARELTIEMPO
DELOSALUMNOSRESOLVIENDOLISTASINTERMINABLESDEPROBLEMASTIPOALFINALDECADATEMA�
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!LOLARGODEUNAD£CADA�LLEVAMOSACABOUNAINVESTIGACI�NSISTEMÕTICAINSPIRADAEN
UNADIDÕCTICAACTIVAPARALARESOLUCI�NDEPROBLEMAS�%LTRABAJODELGRUPOSEPLANTEABA
CONMETODOLOG¤ASABIERTASQUEDABANLAPALABRAALESTUDIANTEYOTORGABANALPROFESOR
UNPAPELCREATIVOENLAELABORACI�NDEMATERIALESDEAPOYOYCOMPLEMENTACI�NALLIBRO
DETEXTOORDINARIOYALMODELODEENSE¶ANZAAPRENDIZAJE�QUECONVERT¤ANELD¤AAD¤AEN
UNAAVENTURAINNOVADORAYCONSTRUCTIVISTA�%L3EMINARIOSECONSTRUYECOMOUNESPACIO
APROPIADODONDECONFRONTARTRESPERFILESDECOMPETENCIASSINCAERENLATENTACI�NDE
CONSIDERARLASCATEGOR¤ASEXCLUYENTESNIEXCLUSIVAS�HACERINVESTIGACI�N�PLANIFICAREL
CURR¤CULUMEINTERVENIRENELAULA�2ICO�����	�,AF�RMULA�APRIORI�PODR¤AHABERSIDO
UNC�CTELEXPLOSIVO�SIBIENLASINTERACCIONESPROLONGADASENELTIEMPOHICIERONPOSIBLE
QUECADACUALAPROVECHARAASUMODOAQUELESPACIODECRECIMIENTOPROFESIONAL�,A
MOTIVACI�NA¶ADIDAQUECONLLEVABAELCOMPARTIRTAREASDERESOLUCI�NDEPROBLEMASARIT
M£TICOSHIZOPOSIBLEQUELOSAUTORESDEESTETRABAJONOSCONOCI£RAMOS�YEMPEZÕRAMOSA
TRABAJARCON,UISCADAMARTES�#OMOUNAGRATAOBLIGACI�NYCONUNAF£RREADISCIPLINADE
militancia con la enseñanza de las matemáticas, el grupo empieza a reunirse cada martes 
DE�A��$ISE¶AMOSSITUACIONESDEAPRENDIZAJEQUEFUERONENSAYADASCOMOEXPERIENCIAS
DEINVESTIGACI�NACCI�NENELAULAQUEACTUABANDEREVULSIVOALESQUEMACLÕSICODEPRO
BLEMAS�LATABLETADECHOCOLATE�ELSUPERMERCADO�LASBOTELLASDEREFRESCO�ELPERI�DICO�
MIDOMICUERPOYOBJETOSDEMICLASE�HAGOELPLANODELACLASEYDELPATIODELCOLEGIO�
CONSTRUIMOSELPLANODEUNACASA�9ENPARALELOINICIÕBAMOSESTUDIOSDECASOS�2ICOY
COL������B	ENPROFUNDIDADEINVESTIGACIONESEMP¤RICASLOCALESMÕSACOTADASCOMOLA
QUENOSOCUPAENESTETEXTO�%NTRELOSCAMBIOSMÕSRELEVANTESQUEEXPERIMENTAMOSLOS
PROFESORESIMPLICADOSENAQUELLAINVESTIGACI�NDESTACAMOS�2ICOYCOL������C�����E	�
I	LANECESIDADDEINTRODUCIRLOSPROBLEMASDESDEELINICIODECADATEMA�YNOESPERARA
LASAPLICACIONES�II	ENFATIZARELPAPELDELALUMNOCOMOAUTORDESUPROPIOAPRENDIZAJE
YNOCOMOUNRECEPTORMÕSOMENOSPASIVODELAINFORMACI�NPREVIAMENTESELECCIONADA
PORELPROFESOR�III	SEMODIFICASIGNIFICATIVAMENTELAVISI�NTRADICIONALDELCONOCIMIENTO
COMOALGOYAELABORADOYPREPARADOPARASUCONSUMO�YSEREEMPLAZAPORLACONCEP
TUALIZACI�NDEQUEEXISTENSITUACIONESREALESANTELASQUEUNAPERSONASEPLANTEAUNAS
CUESTIONESSEG¢NSUSINTERESESYNECESIDADES�DONDEELCONOCIMIENTOMATEMÕTICOSIRVE
PARADARRESPUESTAAALGUNASDEESASCUESTIONES�IV	ELTRABAJOENEQUIPOPORPARTEDE
LOSALUMNOS�SECONSIDERATANIMPORTANTECOMOELTRABAJOINDIVIDUAL�LADISCUSI�NDELAS
T£CNICASDERESOLUCI�NYDELOSVALORESOBTENIDOSSECONSIDERAUNM£TODODETRABAJOA
POTENCIAR�V	LAINVENCI�NDELOSPROBLEMASPORLOSALUMNOSSEPRESENTACOMOELM£TODO
MÕSADECUADOPARAELABORARENUNCIADOS�VI	ELABORACI�NDEESQUEMASDETRABAJOENTRES
FASES�CONSUSTAREASYMATERIAL�PREPARACI�N�DESARROLLOPRÕCTICO�ANÕLISISYVALORACI�N	�
VII	LADETERMINACI�NDECRITERIOSPARACLASIFICARLASPREGUNTASINVENTADASPORLOSALUMNOS
YELTRABAJOCONVERBOSAFINESONOAFINESAUNADETERMINADAOPERACI�N�VIII	ANÕLISISDE
LAINTERACCI�NVERBALPROFESOR�ALUMNOPARADETECTARLOSPRINCIPALESERRORESCOMETIDOS
PORLOSALUMNOSEINCIDENCIAQUETIENENLASINTERVENCIONESDELPROFESOR�VIII	ANÕLISIS
SOBREELPROCESOSEGUIDOPORLOSALUMNOSENLARESOLUCI�NDEPROBLEMAS�
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Problemas de ayer y hoy

$ESDELOSAVANCESDEINVESTIGACI�NCONTEMPORÕNEAENLACAMPODELAEDUCACI�N
MATEMÕTICA�SEADMITEQUEESDISCUTIBLECONSIDERARCOMOTAREASDERESOLUCI�NDEPRO
BLEMASLASPROPUESTASENLIBROSDETEXTO�QUEOFRECENTEXTOSVERBALESQUESERESUELVEN
CONSIMPLESEJERCICIOSDECÕLCULOARITM£TICODEDOSOTRESN¢MEROS�QUEMÕSPOTENCIAN
LAREPETICI�NMECÕNICADEUNAREGLA�CARENTEDELRETOYLACREATIVIDADQUEREQUIERETODA
ACCI�NDERESOLUCI�NDEPROBLEMAS�#ASTRO�2ICOYCOL�������'EROFSKY������#ASTRO�
2ICOYCOL������	�,ASIDEASPRECONCEBIDASQUETIENEUNESCOLARDELASMATEMÕTICASSON
FRUTODESUSEXPERIENCIASPREVIASENELAPRENDIZAJE�%SASIDEASESTÕNRELACIONADASCON
CONCEPCIONESINGENUASSOBRELARESOLUCI�NDEPROBLEMAS�YCONSUMANERADECONCEBIR
las matemáticas, por eso muchos escolares consideran las matemáticas como una dis
CIPLINAR¤GIDA�CONESCASOMARGENDECREATIVIDAD�NOSUSCEPTIBLEDECAMBIOS�GOBERNADA
PORREGLASQUENOTIENENQUEVERSONSUPROPIAEXPERIENCIA�YDONDELAMEMORIZACI�NY
LARUTINAIMPORTANMÕSQUELACOMPRENSI�N�#ASTROY2UIZ��������	�5NADEFINICI�N
DEPROBLEMAMÕSRECIENTEESESTA�iUNATAREAPARALACUALELINDIVIDUOOGRUPOQUESE
ENFRENTACONELLAQUIEREONECESITAENCONTRARUNASOLUCI�N�YNOHAYUNPROCEDIMIENTO
FÕCILMENTEACCESIBLEQUEGARANTICEODETERMINECOMPLETAMENTELASOLUCI�N�YELINDIVIDUO
OGRUPODEBEREALIZARINTENTOSPARAENCONTRARLAw�&LORESY2ICO��������	
(AYPRUEBASEMP¤RICASSUFICIENTESDELAFUERZAQUEEJERCEESTEC¤RCULOVICIOSOENEL

APRENDIZAJE�ENCUANTOACTIVIDADESYTAREASESCOLARESMON�TONASYREPETITIVASCENTRADAS
EXCLUSIVAMENTEENLAB¢SQUEDAMECÕNICADEUNASOLUCI�N�RUTINASQUEAMEDIOPLAZO
VICIANYCONTAMINANLOSPROCESOSDEENSE¶ANZAAPRENDIZAJEREDUCI£NDOLOSAPROCESOS
ESTEREOTIPADOSDELOSQUEESDIF¤CILESCAPAR�%NPARTELOSRESULTADOSOBTENIDOSENESTA
INVESTIGACI�NDER£PLICAATREINTAA¶OSDELAPRIMERAAPLICACI�NCONSTATANESTEC¤RCULO
VICIOSOYESTAINERCIAINSOSLAYABLEDENUESTROSSISTEMASESCOLARES�#OMOACTORESCAU
TIVOSDEESTEC¤RCULOLOSESTUDIANTESPREGUNTANALPROFESOR��izMAESTRO�£STEDEQU£
ES�w�CONLAESPERANZADEQUEELPROFESORLOSSAQUEDELATOLLADERORESPONDIENDO��iDE
SUMARw�,ACONDUCTADELOSESCOLARESANTEESTASSITUACIONESESLAMISMAQUELADELOS
ANIMALESDELZOOL�GICOQUEDANVUELTASCIRCULARESALINTERIORDESUCELDASINNINGUNA
ESPERANZAPORAMPLIARELHORIZONTEDESUESTRECHATRAYECTORIACARCELARIA�)NCLUSOSIUN
D¤AAPARECELAPUERTAABIERTA�LAINERCIADELACONDUCTAREPETITIVAESTANFUERTEQUENO
CONTEMPLALAPOSIBILIDADDEDARVUELTASENSENTIDOCONTRARIOOSIMPLEMENTEAPROVECHAR
LASALIDAPARAESCAPARYEXPLORARNUEVASRUTASENELEXTERIORDELRECINTOQUELOSCAUTIVA�
%LCLÕSICOPROBLEMADEiLAEDADDELCAPITÕNwPROPUESTOPOR#.2ENLOSA¶OS���REFUERZA
esta metáfora con evidencias empíricas de estudios con distractores. Los escolares 

PARTENDELSUPUESTOEIDEAPRECONCEBIDACREADAPORLAPROPIAESCUELADEQUESOLAMENTE
HAYUNTIPODEPROBLEMAS�QUETODOSTIENENUNASOLUCI�N¢NICA�QUELACLAVEDEDICHA
SOLUCI�NRESIDEENACERTARCONALGUNADELASCUATROOPERACIONESYSUSPOSIBLESCOMBI
NACIONES�"USCANLASOLUCI�NFUERADELPROPIOPROBLEMA�ENLALIBRETADELCOMPA¶ERO�
PREGUNTANDOREITERADAYCOMPULSIVAMENTEUNOTRASOTROLAMISMAPREGUNTAALPROFESORO
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EMPLEANDOELLENGUAJEGESTUALYNOVERBALPARAOBTENERLACERTEZADEQUEVANPORBUEN
CAMINOSINNECESIDADDELEERELTEXTOENPROFUNDIDAD�OSIMPLEMENTEALVISLUMBRARQUE
ALG¢NINDICIOOPALABRACLAVELESPERMITEAVENTURARUNASOLUCI�NCONPROBABILIDADDE
£XITOAZAROSO�4ANMECÕNICOESELPROCESOQUENOSELEELAPREGUNTAPARADARSENTIDO
ALAPOSIBLERESPUESTANISEARTICULANING¢NMECANISMODECONTROLSOBRELACALIDADDEL
RESULTADO�#ASTROY2UIZ�����	�
,AB¢SQUEDADEINDICIOSVERBALESENLOSTEXTOSDELOSPROBLEMASARROJAEVIDENCIAS

ACERCADEESTAINERCIAGENERALIZADAARESOLVERPROBLEMASDEMANERAESTEREOTIPADA�0UIG
Y#ERDÕ�����	�!ELLOSEA¶ADEOTRAIDEAMOTRIZAMPLIAMENTEEXTENDIDAQUERADICAEN
LACREENCIADEQUELOSPROBLEMASARITM£TICOSESCOLARESYLASSOLUCIONESQUEENELLOS
SEDANNOTIENENNING¢NSENTIDOREALENLAVIDA�'EROFSKY�����	�2OMPERESTOSMITOS�
CREENCIASYPRÕCTICASANCESTRALESAMPLIAMENTEARRAIGADOSENLAENSE¶ANZAESUNODELOS
RETOSPRINCIPALESDELAINVESTIGACI�NCONTEMPORÕNEASOBRERESOLUCI�NDEPROBLEMASY
APRENDIZAJEMATEMÕTICOENLAFORMACI�NDENUEVASGENERACIONESDEPROFESORES�0ORESO
ALGUNOSAUTORESNOSOFRECENCLAVESPRÕCTICASSOBRERESOLUCI�NDEPROBLEMASQUEPERMITEN
DESTERRARESTEREOTIPOSYFAVORECERUNAENSE¶ANZAAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICASMÕS
CREATIVA�ESTIMULANTEYDIVERGENTE�#ASTROY2UIZ�����������	�

 — ,OSESTUDIANTESPUEDENEMPEZARAPLANIlCARYRESOLVERPROBLEMASDESDELOS
PRIMEROSNIVELESEDUCATIVOS�.OHAYQUEESPERARAQUEAPRENDANALGORITMOS
DECÕLCULOPARAEMPEZARAPLANTEARYRESOLVERPROBLEMAS�

 — ,OSESTUDIANTESDEPRIMARIAPOSEENUNBAGAJEPREVIOSOBRERESOLUCI�NDEPRO
BLEMASQUEDEBETENERSEENCUENTAPARACONSTRUIRNUEVOCONOCIMIENTO�

 — ,OSPROBLEMASQUESEPROPONGANDEBENESTIMULARALOSESTUDIANTESYSERADE
cuados a su nivel. 

 — ,AINTERACCI�NYLADISCUSI�NENTRELOSESTUDIANTES�LASINTUICIONESQUEMOVI
LIZANYLASPROPUESTASQUEHACENPARALASOLUCI�NDEPROBLEMASCONTRIBUYEN
ALACONSTRUCCI�NDESIGNIlCADOSCOMPARTIDOSYAMEJORARSUSAPRENDIZAJES�

 — !SIGNARAGRUPOSDEESTUDIANTESUNATAREARETADORAOUNPROBLEMAINTERESANTE
YOBSERVARYTOMARNOTADELASPROPUESTASPARASUSOLUCI�NQUESURGENENLOS
GRUPOSPEQUE¶OS�ESUNAESTRATEGIADEINSTRUCCI�N¢TIL�

 — ,OSESTUDIANTESPUEDENTRABAJARENPEQUE¶OSGRUPOS�YDESPU£SCOMPARTIRSUS
INTERPRETACIONESYSOLUCIONESCONTODOELGRUPO�0OSTERIORMENTEEXPONDRÕNLAS
ESTRATEGIASALGRANGRUPODEESTUDIANTES�YELMAESTROLASJERARQUIZARÕDESDELAS
BÕSICASALASMÕSSOlSTICADAS�

 — ,A RESOLUCI�N DE PROBLEMAS ES UNA BUENA ESTRATEGIA PARA EL APRENDIZAJE
MATEMÕTICOESCOLAR�PUESCONTRIBUYEAQUELOSESTUDIANTESAPRENDANNUEVOS
CONCEPTOSYHABILIDADES�

 — ,AENSE¶ANZADEESTRATEGIASPARALARESOLUCI�NDEPROBLEMASDEBESERHILOCON
DUCTORDELAPLANIlCACI�NPARALASMATEMÕTICASESCOLARES�#ONVIENEARRAIGAR
LAIDEADEQUENOHAYUNAESTRATEGIA�PTIMAQUERESUELVATODOSLOSPROBLEMAS�
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 — ,ARESOLUCI�NDEPROBLEMASESUNBUENM£TODOPARALAENSE¶ANZADELASMATE
MÕTICASESCOLARES�$ESARROLLARHABILIDADESYDESTREZASYRESOLVERPROBLEMAS
NOSONACTIVIDADESCONSECUTIVAS�YAQUEAMBASSEPUEDENTRABAJARSIMULTÕNEA
mente.

 — ,OSMAESTROSDEBENPROPORCIONARALOSESTUDIANTESOPORTUNIDADESPARAINTE
RACTUAR SOBRE SITUACIONES PROBLEMÕTICAS� AS¤ COMO A ALENTARLOS A REDACTAR
ENUNCIADOS DE PROBLEMAS YM£TODOS PROPIOS PARA SU SOLUCI�N�$EBENPRO
MOVER LACOMPARACI�NDESUSPROPUESTASYEL INTERCAMBIODE IDEASCONSUS
compañeros. 

 — 3EDEBENRESOLVERDISTINTOSPROBLEMASCONUNAMISMAESTRATEGIAYREmEXIONAR
CON LOSESTUDIANTES SOBREPORQU£UNASESTRATEGIAS SONMÕSADECUADASPARA
RESOLVERCIERTOTIPODEPROBLEMAS�

 — 4AMBI£NSEDEBEPRACTICARLARESOLUCI�NDEUNMISMOPROBLEMACONDISTINTAS
ESTRATEGIASYCOMPARARLASVENTAJASRELATIVASDECADAUNADEELLAS�

 — %SNECESARIOPROPONER A LOS ESTUDIANTESPROBLEMASQUENO TENGAN SOLUCI�N
INMEDIATA�DONDEENSAYENDISTINTASAPROXIMACIONESPARALOGRARLASOLUCI�N�

 — ,ASDIlCULTADESQUETIENENLOSESTUDIANTESENRESOLUCI�NDEPROBLEMASSEPUE
DENAGRUPARENFUNCI�NDEFACTORESDECONOCIMIENTO�CREENCIASYAFECTOS�DE
CONTROLYDEFACTORESSOCIOCULTURALES�

 — ,A EVALUACI�N DE LA RESOLUCI�N DE PROBLEMAS DEBE DESTACAR EL PROGRESO Y
DOMINIODEPROCEDIMIENTOSYESTRATEGIASPORENCIMADELLOGRODEUNRESULTADO
EXITOSODECÕLCULO�EXCLUSIVAMENTE�

Objetivos del estudio sobre verbos y operaciones

,AINTENCI�NDEROMPERESTEC¤RCULOVICIOSOYCAUTIVODELOSPROBLEMASARITM£TICOS
ESCOLARESYAPORTARIDEASS�LIDASALASMETODOLOG¤ASDETRABAJOENELAULALAINICIAMOS
en 1984 con el estudio Didáctica Activa para la Resolución de Problemas en el Ter-

cer Ciclo de la EGB �2ICOYCOL������	�%LTRABAJOCONVERBOSSEPLANTE�COMOUN
DIAGN�STICOPIONERODEESTASPRÕCTICASEND£MICASYALAVEZTRATABADEROMPERMOLDES
BUSCANDOESCENARIOSMETODOL�GICOSALTERNATIVOSQUEPERMITIERANFORMARALOSPROFESO
RESENRESOLUCI�NDEPROBLEMASPARAQUEAYUDASENASUSESTUDIANTESAESCAPARDELOS
ANCLAJESYCREENCIASSOBRELARESOLUCI�NDEPROBLEMASCOMOCAMINOCIRCULAR�BUSCANDO
ALTERNATIVASQUEAYUDASENASUPERARESTAVISI�NLIMITADABAJOUNNUEVOENFOQUEQUEINVITA
AINVENTARPREGUNTAS�PROPONERPROBLEMASABIERTOSENLOSQUEHAYQUETOMARDECISIONES
QUECAMBIANLASOLUCI�NFINALOSIMPLEMENTETRABAJARCONPROBLEMASQUETIENENMÕSDE
UNASOLUCI�N�"AJOESTESUPUESTOSEINVITABAALOSESTUDIANTESAQUEINVENTARANYCONS
TRUYERANPROBLEMASDESUMACONVERBOSQUEHABITUALMENTEERANDERESTACOMOQUITAR�
ROBARYPERDEROPROBLEMASDERESTACONVERBOSQUEHABITUALMENTEERANDESUMACOMO
GANARYJUNTAR�/UNPROBLEMADESUMAYRESTAUNMISMOVERBO�
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5NBUENN¢MERODEACCIONESCOTIDIANASDASENTIDOMENTALYMANIPULATIVOALOS
PROBLEMASARITM£TICOSQUENOSPLANTEANLOSLIBROSYPROFESORESDEMATEMÕTICAS�!CCIONES
ADITIVASCOMO�AGREGAR�ACUMULAR�AMPLIAR�A¶ADIR�AUMENTAR�DAR�DISMINUIRINGRESAR�QUI
TAR�RECIBIR�REGALAR�RETIRAROREUNIRREPRESENTANUNREFLEJODIRECTOALINEADOCONPROBLEMAS
DEUNDETERMINADOTIPOQUESERESUELVENCONUNASUMA�!CCIONESDESUSTRACCI�NCOMO�
COGER�QUITAR�PERDER�SACAR�CORTAR�RETIRAR�REPRESENTANUNREFLEJODIRECTOYALINEADOCON
PROBLEMASQUESERESUELVENCONUNARESTA�$ICHASACCIONESRESPONDENENUNOSCASOSA
TRANSFORMACIONESF¤SICASDIRECTASOINVERSASCUANDOUNSUJETOENPRIMERA�YO	OTERCERA
PERSONA�*UAN�-ARGARITA�MIAMIGO	MANIPULAYDESARROLLAUNAACTIVIDADREAL�DOY�
GANO�COMPRO�PIERDO	�YOTRASMENTALRELATIVAAPROPIEDADESDELOSOBJETOSGENERANDO
SITUACIONESFINALESDECAMBIOOCOMBINACI�NDECUALIDADESQUEDERIVANENUNASITUA
CI�NDEAUMENTO�SUMA	ODISMINUCI�N�RESTA	�!LGUNASACCIONESMULTIPLICATIVASESTÕN
LIGADASAVERBOSQUECONLLEVANUNACUANTIFICACI�NIMPL¤CITACOMODUPLICAR�TRIPLICAR�Y
OTROSEXPRESANCUALIDADESINCUESTIONABLESDEREPARTO�FRACCIONAMIENTOODIVISI�N�#ON
SUSVARIANTES�SONTAMBI£NVARIABLESINFLUYENTES�ELSUJETODELAACCI�N�PRIMERAOTERCERA
PERSONA	�ELTIEMPOVERBAL�TENGOTENDR£�TEN¤ATENGO�TENGODOY�PIERDETIENE�GANA
TENDRÕ�FALTATENER�x	�%NALGUNASSITUACIONESUNMISMOVERBOPUEDEIMPLICARVARIAS
ACCIONES�2OBAR�POREJEMPLO�TIENEUNSENTIDODEAUMENTOPARAELSUJETOQUEREALIZA
LAACCI�N�ODEDISMINUCI�NPARAELQUELASUFRE�(AYVERBOSQUEINDICANCLARAMENTE
UNADELASCUATROOPERACIONES�UNIR�QUITAR�DUPLICAROREPARTIR	�,ADISTINCI�NENTRE
PROBLEMASCONVERBOSDIRECTOS�COINCIDENTESOCONSISTENTES�YPROBLEMASCONVERBOS
indirectos, no coincidentes, inconsistentes, o contrariados permite articular procesos 
DEFORMACI�NINTEGRADOS�COMPLEJOSYMÕSCOMPLETOSQUEAYUDANALOSPROFESORESA
SUPERARLOSOBSTÕCULOS�RUTINASYMIMETISMOS�ESTIMULANDOALOSALUMNOSAENTENDERLOS
PROBLEMASDESDEUNAPERSPECTIVANOSUPERFICIALNIUNMERORECURSOESTEREOTIPADOYAL
APRENDIZAJEDELASOPERACIONESMÕSALLÕDESUESTRECHARELACI�NSEMÕNTICACONUNAACCI�N
OGRUPODEACCIONES�3IBIENESINGENUOASOCIAREXCLUSIVAMENTEUNAOPERACI�NAUNA
ACCI�NVERBALADITIVAOMULTIPLICATIVA�LATENDENCIAMAYORITARIAMUESTRALANATURALIDAD
CONQUEALUMNOSYESTUDIANTESPARAPROFESORESLOSASOCIANENLAPRÕCTICAYLADIFICULTAD
DEFORMULAR�DEFORMAESPONTÕNEA�PROBLEMASCONACCIONESINVERSASALAOPERACI�NDE
MAYORAFINIDADSEMÕNTICA�
%STONOSLLEV�ENSUMOMENTOAELABORARUNACLASIFICACI�NDEVERBOS�2ICOYCOL��

����	YAPLANTEARCUESTIONESCOMO�zDEPENDELARESOLUCI�NDEUNPROBLEMADELVERBO
QUEEXPRESALAACCI�NENELENUNCIADO��zEVOCACADAVERBOCONCRETOUNAOPERACI�N
ESPEC¤FICAANUESTROSESCOLARESCUANDOLOENCUENTRANENELENUNCIADODEUNPROBLEMA��
zCUÕLESELVERBOMÕSREPRESENTATIVOPARACADAUNADELASCUATROOPERACIONES��zQU£
OTROSVERBOSALCANZANUNPORCENTAJEDEELECCI�NELEVADO��zQU£VERBOSNOSONELEGI
DOS�ESTANDOAPRIORIENELCAMPOSEMÕNTICODEINFLUENCIADEESAOPERACI�NYPOREL
CONTRARIOCUÕLESS¤�SINSERAPRIORIREPRESENTATIVOSDEELLA��zQU£VERBOSNOPRESENTAN
PROBLEMASALPLANTEARENUNCIADOSYCUÕLESENTRA¶ANDIFICULTADESALFORZARUNCONTEXTO��
zCONQU£OPERACI�NAPARECENMÕSFRACASOSYENQU£CIRCUNSTANCIASAPARECENSITUACIONES
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MÕSARTIFICIALESVINCULADASACONTEXTOSIRREALES��zQU£VERBOSNUEVOSINCORPORANEN
ELCONTEXTODELPROBLEMAOENLAPREGUNTA��zCORRESPONDENLOSVERBOSELEGIDOSCONLA
CLASIFICACI�NREALIZADA��zQU£VERBOSSEELIGENCONMAYORFRECUENCIAPARAMÕSDEUNA
OPERACI�N��zC�MOSEDISTRIBUYENLASRESPUESTASINVENTADASENLASTAXONOM¤ASACTUALES
DEPROBLEMASARITM£TICOS�
0RESENTAMOSAQU¤UNASELECCI�NDEALGUNOSDELOSVERBOSINVENTADOSPORLAMUESTRA

YCONSTATAMOSQUEAPARECENVERBOSDISTINTOSALOSCLÕSICOSDEACCI�NASOCIADOSACADA
OPERACI�NARITM£TICAQUESIGUENMANTENI£NDOSEFIELESASUCONDICI�NNUM£RICADEVERBOS
ESTIGMATIZADOSDESUMA�RESTA�PRODUCTOYDIVISI�N�0EROHOYENCONTRAMOSOTROSVERBOS
IN£DITOSALOSDEAQUELLAETAPA�FRUTODELATRANSFORMACI�NQUEHASUFRIDONUESTRASOCIEDAD
YDELAEVOLUCI�NLINGÓ¤STICAQUEELLOCONLLEVA�%SPECIALMENTEENCONTRAMOSUNSINF¤N
DEiACCIONESw�VIRTUALESENSUMAYOR¤A	LIGADASAUNAACTIVIDADELECTR�NICA�QUENOES
MISMAMENTEUNAACCI�NENSUSENTIDOCLÕSICOPEROQUEINCORPORANUEVOSESCENARIOSDE
EXPLORACI�NDELVERBOOPERACI�NENCONTEXTOSLIGADOSAPANTALLAS�APLICACIONESM�VILES
YNUEVASTECNOLOG¤AS�.OSPREGUNTAMOSSILOSNUEVOSPROBLEMASYLOSNUEVOSVERBOS
QUEHANIDOACEPTÕNDOSEPORLA2!%ENESTASTRESD£CADAS� INCLUIDOSLOSVERBOSDE
ACCI�NVIRTUAL�INFLUYENDEALGUNAMANERAENTODOESTOYSIREALMENTEHANMEJORADOLAS
METODOLOG¤ASDEENSE¶ANZAPARACONVERTIRELPROBLEMAENUNRETOMOTIVADOREINTRIGANTE
QUEESTIMULAELPENSAMIENTODELALUMNODELSIGLOxxi. 

Instrumento y muestra

!PARTIRDEUNASELECCI�NDE��VERBOSSEPLANTE�ALOSALUMNOSQUELOSCLASIFICARAN�
ELIGIENDOELVERBOMÕSADECUADOPARACADAOPERACI�N�3EGUIDAMENTESELESPED¤AQUE
NOMBRARANCINCOVERBOSPARACADAOPERACI�N�DIFERENTESALOSDADOS�!CONTINUACI�N
SELESSOLICITABAQUEELIGIERANUNVERBOPARACADAOPERACI�NEINVENTARANUNPROBLEMA�
&INALMENTESELESINVITABAAQUEELIGIERANVERBOSCONLOSSEPUDIESENPLANTEARPROBLEMAS
DESUMARYRESTARALAVEZYQUEPLANTEARANUNPROBLEMA�3EHATRABAJADOCONMUESTRAS
DEDOSGRUPOSDE%DUCACI�N0RIMARIACONCLASESDE���Y���

Resultados 

0REGUNTA��3ESOLICITACLASIFICARUNLISTADODE��VERBOSENALGUNADELASCUATRO
OPERACIONESRESULTANDOUNAGRUPAMIENTONATURALDE�GRUPOSDEVERBOSCUYOCAMPO
SEMÕNTICOSEVINCULADEFORMAMAYORITARIAAESTRUCTURASADITIVAS��VERBOSPARASUMAY�
PARARESTA	OMULTIPLICATIVAS��PARAMULTIPLICACI�NY�PARADIVISI�N	�,A&IGURA�MUESTRA
C�MOALGUNOSVERBOSSONiEXCLUSIVOSwDEUNADETERMINADAESTRUCTURAARITM£TICA�BARRAS
MONOCOLORDELAIZQUIERDADECADAGRUPO	PUESAPARECENVINCULADOS¢NICAMENTEAUNA
OPERACI�N�A¶ADIR�JUNTAR�PERDER�SACAR�DESCONTAR�DUPLICAR�TRIPLICARYREPARTIR�DISTRIBUIR	�
YENOTROSCASOSCOMPARTIENDOUNPORCENTAJEMINORITARIODESUCAMPOSEMÕNTICOCONEL
RESTODEOPERACIONES�BARRASMULTICOLORDELADERECHADECADAGRUPO	�
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Figura 1. Clasificación de verbos según tipo de operación.

0REGUNTA��3ESOLICITAQUEAPORTENVERBOSDIFERENTESALOSANTERIORESPARACADAUNA
DELASOPERACIONES�%LN¢MERODEVERBOSADITIVOS���	ESCONSIDERABLEMENTEMÕSAMPLIO
ENLOSDOSCURSOSQUEELDELOSMULTIPLICATIVOS���	�,OSVERBOSAPORTADOSSONMUYSIMI
LARESALOSDELESTUDIOANTERIOR�SINQUEAPAREZCANVERBOSDENUEVAGENERACI�NLIGADOSA
ACCIONESCOTIDIANASDISTINTASALASCLÕSICASQUECONTEMPLANLOSLIBROSDEMATEMÕTICAS�
5NAREPRESENTACI�NENNUBEDELOSCAMPOSSEMÕNTICOSMUESTRALADOMINANCIAVISUAL
DEUNOSVERBOSSOBREOTROSSEG¢NELTIPODEOPERACI�N�&IGURA�	

0REGUNTA��6ERBOSDEsumar 0REGUNTA��6ERBOSDErestar

0REGUNTA��6ERBOSDEmultiplicar 0REGUNTA��6ERBOSDEdividir

Figura 2. Nubes de campos semánticos de los verbos  

propuestos por los escolares por operaciones.
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0REGUNTA���3ESOLICITAELEGIRUNVERBOEINVENTARUNPROBLEMADESUMA�RESTA�
MULTIPLICACI�NODIVISI�N�,AESTRUCTURAGRAMATICALDELOSENUNCIADOSSIGUENSIENDO
MUYUNIFORMES�COMOSUCED¤AENELESTUDIODE�����,AGAMADEESTRUCTURASESMUY
REDUCIDA�PREDOMINANDOLOSDESUMAYRESTAENSITUACIONESDECAMBIO�3ECONSTATAQUE
ELPORCENTAJEDEERRORESENSUMAYRESTAHADISMINUIDOLIGERAMENTECONRELACI�NALOS
RESULTADOSDE�����!LPLANTEARENUNCIADOSDEMULTIPLICACI�NYDIVISI�NSEPRODUCEUN
INCREMENTODEPROBLEMASMALPLANTEADOSMUYSIMILARALAQUETAMBI£NSEOBSERVABAEN
ELESTUDIOANTERIOR�%LMAYORN¢MERODEERRORESALFORMULARPROBLEMASAPARECEENLOSDE
RESTADECAMBIOCONDISMINUCI�N�CONLAINC�GNITAENLACANTIDADFINAL�#	�SEGUIDOSDE
LOSDEPRODUCTOYDIVISI�NCONLAINC�GNITAENLAMEDIDA�TASA�.OSEAPRECIANDIFERENCIAS
SIGNIFICATIVASENRELACI�NALCURSO�%L���DEPROBLEMASENUNCIADOSMALFORMULADOS
se agrupan en una sola categoría para cada una de las operaciones de resta, multipli
CACI�NYDIVISI�N�#�$Y&	�0ARALASUMA����ENUNCIADOSDELOS���SEAGRUPANEN
DOSCATEGOR¤AS!Y"�

!35-! #OMBINACI�N�CONLAINC�GNITAENELTODO

"35-! #AMBIODEAUMENTO�CONLAINC�GNITAENLACANTIDADlNAL

#2%34! #AMBIODEDISMINUCI�N�CONLAINC�GNITAENLACANTIDADlNAL

$02/$5#4/ )NC�GNITAENMEDIDADELASEGUNDAMAGNITUD

&$)6)3)Ê. )NC�GNITAENTASA

Figura 3. Enunciados mal de «+,-,x,/».

0REGUNTA��$ADOUNLISTADODEVERBOSSEPIDEELEGIRAQUELLOSCONLOSQUESEPODR¤A
FORMULARUNPROBLEMADESUMAYRESTAALAVEZ�
,OSVERBOSDARYCOGERENLASDOSINVESTIGACIONESSONELEGIDOSPORELMAYORN¢MERO

de alumnado. 
%LPORCENTAJEENLAELECCI�NDELOSVERBOSROBAR�QUITAR� TOMARYPERDERHASIDO

SUPERIORENLASPRUEBASREALIZADASPARAESTEESTUDIODER£PLICA�
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Figura 4. Verbos para «+ y-«.

0REGUNTA��%LIGEUNMISMOVERBOEINVENTAUNPROBLEMADESUMAYOTRODERESTA�
%LN¢MEROTOTALDEPROBLEMASINVENTADOSHASIDODE������DELOSCUALESESTABAN

MALFORMULADOS�%NTRELOSVERBOSMÕSELEGIDOSDESTACAMOS�DAR�ROBAR�COGER�QUITAR�
UNIR�CARGAR�TOMAR�SACAR�SEPARARYJUNTARENUNINTERVALO;���=ELECCIONES�,A&IGURA
�MUESTRALADISTRIBUCI�NDEPROBLEMASBIENYMALFORMULADOSSEG¢NELVERBOELEGIDO�
5NIR�SEPARARYJUNTARSONLOSVERBOSQUEACUMULANMAYOR�ERRORES;ENTRE��Y��=�
,A&IGURA�MUESTRALADISTRIBUCI�NDEERRORESPORCURSO�SACAR�SEPARARYUNIRACUMU
LAN�ENTRE;��Y��=�,A&IGURA�MUESTRALOSPROBLEMASMALPLANTEADOSPORCURSOY
OPERACI�N�DESTACANDOCOMOVERBOSQUEMÕSERRORESSUSCITANALINVENTARPROBLEMAS�
COGERRESTA�SACARSUMA�RESTA�SEPARARSUMA�RESTAUUNIRSUMA�RESTA�2ESULTADOSBASTANTE
coincidentes con el estudio previo.

Figura 5. % Problemas bien y mal formulados 
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Figura 6. % Problemas mal formulados por curso.

Figura7. % Problemas mal por curso y operación.

Conclusiones

.OTODASLASPALABRASDEUNPROBLEMAJUEGANELMISMOROLALAHORADERESOLVERLO�
,OSVERBOSINDUCENYCONDICIONANDEFORMADETERMINANTELAELECCI�NDELAOPERACI�NA
EMPLEAR�MÕXIMECUANDOELPROCESODEINVENCI�NYRESOLUCI�NDEPROBLEMASSEABORDA
COMOUNATAREAORIENTADAALAB¢SQUEDADEUNASOLUCI�NEXENTADECONTROLDECALIDAD
POSTERIORENELMARCOGLOBALDELCONTEXTOGENERALDELPROBLEMA�,AINVENCI�NDEPROBLE
MASLIGADAAVERBOSSACAALALUZLAPREVALENCIADEDOMINIOSSEMÕNTICOSPREDOMINANTES
QUEASOCIANDEFORMAESPONTÕNEA�NATURALYGENERALIZADADETERMINADOSiVERBOSCLÕSI
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COSwAUNADELASCUATROOPERACIONESCONCIERTAEXCLUSIVIDAD�#UANDOLASOLUCI�NPASA
POREMPLEAROTRAOPERACI�NDIFERENTEQUENOSEALADESUCAMPOSEMÕNTICODIRECTO
APARECENERRORESQUEILUSTRANELGRADODESUPERFICIALIDADCONQUESEABORDANESTETIPO
DETAREASYLASSECUELASQUEPROVOCA�4AMBI£NELINCREMENTODELN¢MERODEERRORESEN
LAFORMULACI�NDEPROBLEMASESINVERSAALCAMPOSEMÕNTICOQUEREPRESENTACADAVERBO�
MOSTRANDOLANECESIDADDEINCREMENTARACTUACIONESDOCENTESSIGNIFICATIVASQUEPERMITAN
ABORDARLOSPROBLEMASSISTEMÕTICAMENTEENDIRECCIONESCRUZADAS�%LESTUDIOMUESTRA
LAPESADAINERCIAQUEEJERCENLOSAPRENDIZAJESESCOLARESESTEREOTIPADOSYSUIMPACTOEN
LAFORMULACI�NDEPROBLEMASARITM£TICOSTIPO�CONESTRUCTURASGRAMATICALESESTIGMATI
ZADASPORUNABAJACREATIVIDAD�SUJETASALOSCLÕSICOSPROBLEMASDELIBRO�AS¤COMOAL
LIMITADOUSODEELEMENTOSYCONTEXTOSDEREFERENCIAAMAGNITUDESDISCRETASDELTIPO
CANICAS�CROMOS�CARAMELOS�BOMBONES�PIRULETAS�YOBJETOSESCOLARES�LÕPICES�LIBROS�
CUADERNOSOLIBRETAS	�JUNTOALOSELEMENTOSFRACCIONABLESCLÕSICOSCOMOTARTAS�DINERO�
ESPACIOYTIEMPO�3ORPRENDELAESCASAREFERENCIAQUEHACENHOYLOSESCOLARESAOTROS
CONTEXTOSMÕSNOVEDOSOSYACTUALESMEDIATIZADOSPORPANTALLASYNUEVASTECNOLOG¤AS�
PUESNISIQUIERAMENCIONANENSUSPROBLEMASACCIONESVIRTUALES�COMOSIELREGISTRODE
LOSPROBLEMASTUVIESEUNFORMATOATEMPORAL�4ALVEZSEAESTAR£PLICAUNANUEVACOARTADA
PARARETOMAR�JUNTOANUESTROMAESTROYAMIGO,UIS�AQUELVIEJOT�PICODEESTUDIOY
SEGUIRREENCONTRÕNDONOSALG¢NMARTESCONELPRETEXTODELVERBOOPERACI�N�LASFUNCIONES
YLASGRÕFICAS�LAINVENCI�NDEPROBLEMASYLAB¢SQUEDADESUSSOLUCIONESENLAVIDAREAL�

Referencias

Castro, A., Gorgorió, N.YPrat, M. �����	� 
Indicios verbales en los PAEV aditivos plan-

teados por estudiantes para maestro. En 
González, M. et al. �%DS�	� )NVESTIGACI�N
ENEDUCACI�NMATEMÕTICA�PP����n���	�
Salamanca: SEIEM.

Castro, E., Rico, ,�YGil&������	�%NFOQUES
DEINVESTIGACI�NENPROBLEMASVERBALESARIT
méticos aditivos, Enseñanza de las Ciencias, 

10��	����n����
Castro, E., Castro E., Rico,,�YCOL������	�
0ROBLEMASARITM£TICOSCOMPUESTOSDEDOS
RELACIONES�%N,�2ICOY-�3IERRA�%DS�	�
Primer Simposio Nacional de la SEIEM. 

Granada: SEIEM, 69–82.

Castro, E., Rico, ,�YCOL������	�2ESOLUCI�N
DEPROBLEMASENELTERCERCICLODE%�'�"�
'RANADA� $EP� $IDÕCTICA-ATEMÕTICA
3!%-4HALES�

— �����	�4WOSTEPADDITIONARITHMETICPROB
LEMS�%N.�-ALARA�,�2ICO�%DS�	�First 

Italian-Spanish research symposium in Math-

ematics Education: Problems of the teaching 

and learning of mathematics�PP����n���	�
-�DENA�)TALY�$IPART�$I-ATEMATICA�

Castro�%�YRuiz�*�&������	�-ATEMÕTICAS
YRESOLUCI�NDEPROBLEMAS�%N0�&LORESY
,�2ICO�#OORDS�	Enseñanza y aprendizaje 

de las matemáticas en Educación Primaria 

�PP������	�Madrid: Pirámide.

Carpenter�4�0�YMoser� *� �����	�The 

development of addition and sustraction 

PROBLEMSOLVINGSKILLS�%N4�#ARPENTER�*�
-OSER�Y4�2OMBERG��%DS�	�Addition and 

sustraction: A cognitive perspective �PP�
���	�.EW*ERSEY�,AW%RLBAUM!SS�

Gerofsky�3������	�!LINGUISTICANDNARRA
TIVEVIEWOFWORDPROBLEMSINMATHEMATICS



117,!2%,!#)Ê.6%2"//0%2!#)Ê.2%6)3)4!$!��!Á/3$%305�3

education, For the Learning of Mathematics, 
����	������

González, E., Gutiérrez, J., Rico, L.YTor-

tosa�!������	�2ELACI�NVERBOOPERACI�N
ENLOSPROBLEMASDEARITM£TICADEL TERCER
ciclo de E.G.B. Actas de las II Jornadas 

Andaluzas de Profesores de Matemáticas. 
3!0-4HALES�PP�������	�!LMER¤A�!RTES
'RÕFICAS'UTENBERG�

Nesher�0������	�4HEDEVELOPMENTOFSEMANTIC
CATEGORIESFORADDITIONANDSUBTRACTION�Edu-

cational Studies in Mathematics , 13,�������
Puig�,�YCerdá�%������	�Problemas arit-

méticos escolares. Madrid: Síntesis.
Rico�,�YCOL������	�/BJETIVOSTERMINALESPARA

el área de matemáticas en el ciclo superior 
de la EGB: una alternativa. Grupo EGB de 
la APMA, Épsilon 2, 76–89.

������	�!RITM£TICAELEMENTALPARALARESO
LUCI�NDEPROBLEMASENELTERCERCICLODELA
%�'�"�)	�'RUPO%'"DELA!0-!�Épsilon 
5,�����

������A	�!RITM£TICAELEMENTALPARALARESO
LUCI�NDEPROBLEMASENEL TERCERCICLODE
LA%�'�"��))	�'RUPO%'"DELA!0-!�
Épsilon 6/7������

Rico�,� �����B	�,ASSITUACIONESREALESDE
LOSPROBLEMASARITM£TICOS�Actas de las II 
Jornadas Andaluzas de Profesores de Mate-
máticas�3OCIEDAD4HALES�PP�������	�
!LMER¤A�'RÕF�'UTENBERG�

Rico�,�YCOL������A	�,ARESOLUCI�NDEPRO
BLEMASCOMOFUNDAMENTODELCURRICULUM
de matemáticas en el tercer ciclo de la EGB 
APROXIMACI�NMEDIANTEESTUDIOEXPERIMEN
tal. Enseñanza de las Ciencias, 5,  �������

������B	�%STUDIODECASOSENLARESOLUCI�N
DEPROBLEMASMEDIANTEUNADIDÕCTICAACTIVA�
Actas III Jornadas Andaluzas sobre Didác-
tica de las Matemáticas, Soc. Andaluza de 
0ROF�DE-ATEMÕTICAS4HALES�PP�������	�
Huelva: Gráficas Puerto.

������C	�-ODIFICACI�NENELPENSAMIENTOY
toma de decisiones del profesor al aplicar un 

PLANDETRABAJOSOBRERESOLUCI�NDEPROBLEMAS. 
Enseñanza de las Ciencias, 5, 385–386.

������D	�%STUDIOSOBRERESOLUCI�NDEPROBLE
mas aritméticos. Actas III Jornadas Anda-
luzas sobre Didáctica de las Matemáticas, 
�PP� ������	3!0-4HALES�(UELVA�'RÕF�
Puerto.

������E	�%LSEMINARIODEPROFESORESCOMO
MEDIOPARAMODIFICARELPENSAMIENTOYLA
ACTUACI�NENELAULA�DISE¶OPARAUNAMETO
DOLOG¤AACTIVAENLARESOLUCI�NDEPROBLEMAS�
Actas III Jornadas Andaluzas sobre Did. 
Matemáticas, �PP� ������	3!0-4HALES�
Huelva: Gráficas Puerto.

������	�Didáctica activa para la resolución 
de problemas. Sexto nivel de EGB. Granada, 
España: Dpto. Didáctica de la Matemática.

Rico�,�YOTROS�����A	�$IFICULTADDEBIDAAL
ORDENDEOPERACIONESENPROBLEMASADITI
vos de dos etapas con estructura semántica 
duplicada. Actas VI Jornadas Andaluzas 
sobre Didáctica de las Matemáticas, 3!0-
Thales. Sevilla.

Rico�,�YCOL������B	�0ROBLEMASADITIVOSDE
DOSETAPASCONIGUALOPERACI�NYESTRUCTURA
semántica duplicada. Estudio preliminar en 
5.º de Primaria. VI Jornadas de Aprendizaje 
y Enseñanza de las Matemáticas�"ADAJOZ�
FNPM. 

Rico�,������	�%LSEMINARIODEPROFESORES
COMOESTRATEGIADEINVESTIGACI�NENELAULADE
matemáticas. Actas Seminario Investigación 
en el Aula �PP���n��	�'RANADA�3!0-
4HALES$PTO�$ID�-ATEMÕTICA�

Rico�,�YCOL������A	�%STRUCTURASEMÕNTICADE
LOSCUANTIFICADORESVERBALESDEUNARELACI�N
ENTREVARIABLESGRÕFICAMENTEREPRESENTADAS�
VII Jornadas Andaluzas de Educación Mate-
mática Thales. #�RDOBA�3!0-4HALES�

������B	�4WOSTEPADDITIONPROBLEMSWITH
duplicatic semantic structure. En J. P. da 
0ONTE�*�&�-ATOS�%DS�	Proceedings of 
the 8th Int. Conf. PME�VOL���PP�������	�
,ISBON�5NIV�,ISBON�



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA118

������	�%VALUACI�NDELARESOLUCI�NDEPRO
BLEMASARITM£TICOSEN0RIMARIA�Revista de 

investigación educativa, 14��	��������
Tortosa�!�YRico�,������	�)NVENCI�NDE
PROBLEMASARITM£TICOS�VII Jornadas Anda-

luzas de Educación Matemática Thales �PP�
������	� #�RDOBA�3!0-4HALES�

Vergnaud�'������	�!CLASSIFICATIONOFCOGNI
TIVETASKANDOPERATIONSOFTHOUGHTINVOLVED
INADDITIONANDSUBTRACTIONPROBLEMS�%N4�
0�#ARPENTER�*�-�-OSERY4�!�2OMBERG
�%DS�	� Addition and subtraction: A cogni-
tive perspective �PP�����	�.EW*ERSEY�
,AWRENCE%RLBAUM�



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA INDEXADA  
EN LA BASE CONFERENCE PROCEEDINGS CITATION 

INDEX SOCIAL SCIENCE & HUMANITIES

Research in Mathematics Education Indexed in Conference Proceeding 
Citation Index-Social Science & Humanities database

Mónica Vallejoa, Manuel Torralbob y Antonio Fernández-Canoc

aUniversidad de Murcia, España 
B5NIVERSIDADDE#�RDOBA�%SPA¶A 
cUniversidad de Granada, España

Resumen

%NESTEESTUDIOSEPRESENTAUNANÕLISISCIENCIOM£TRICOBASADOENPALABRASCLAVESOBREEL
T�PICOCIENT¤FICODELAPRODUCCI�NINTERNACIONALENEDUCACI�NMATEMÕTICACONTENIDASENACTAS
DECONGRESOS�CONFERENCEPROCEEDINGS	EINDEXADASENLABASE#ONFERENCE0ROCEEDINGS#ITATION
)NDEX3OCIAL3CIENCE�(UMANITIESPERTENECIENTEALA7EBOF3CIENCEDELCONOCIDO)NSTITUTEFOR
3CIENTIFIC)NFORMATION�)3)	DE&ILADELFIA�53!	�3EREALIZAUNANÕLISISDETALLADOSOBRELOSAPOR
TESCONGRESUALESENELCAMPODELAINVESTIGACI�NENEDUCACI�NMATEMÕTICACONTENIDOSENDICHA
BASEDESDEELA¶O����HASTALAACTUALIDAD�,OSHALLAZGOSSONPRESENTADOSSIGUIENDOLASIGUIENTE
ESTRUCTURA�CATEGOR¤ASTEMÕTICASDELA7EBOF3CIENCE�CONFERENCIAS�CONGRESOSMÕSPRODUCTIVOS�
PRODUCCI�NDIACR�NICA�PRODUCCI�NPORPA¤SESEINSTITUCIONESYDATOSDECITACI�NAFINES�

Palabras clave: EDUCACI�NMATEMÕTICA�COMUNICACIONESACONGRESOS�#ONFERENCE0ROCEE
DINGS#ITATION)NDEXBASEDEDATOS�ESTUDIOCIENCIOM£TRICO�

ABSTRACT

In this study, we present a scientometric analysis based on keywords about the scientific 

topic of international production in mathematical education contained in conference proceedings 

indexed in the Conference Proceedings Citation Index Social Science Humanities database 

belonging to the Web of Science from the well-known Institute for Scientific Information (ISI) 

from Philadelphia (USA). It is a detailed analysis on the conference papers in the field of research 

of mathematics education contained in this database since 1986 to the present. The findings 

are presented according to the following structure: subject categories of Web of Science, more 

productive conferences, diachronic production, production by countries and institutions and 

citation data related.

Keywords: mathematic education, conference papers, Conference Proceedings Citation 

Index database, scientometrical study
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INDEXADAENLABASE#ONFERENCE0ROCEEDINGS#ITATION)NDEX3OCIAL3CIENCE�(UMANITIES�%N%�#ASTRO�%�
#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje 
al profesor Luis Rico �PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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Introducción

En ELÕMBITOANGLOSAJ�NSEHABLADEfully fredged researchPARADESIGNARAAQUELLA
INVESTIGACI�NRELEVANTEPORVISIBLE�CONRIQUEZACONCEPTUAL�RIGORMETODOL�GICOYDE
IMPACTODEMOSTRADOPORSUCITACI�NPOSTERIOR�4ALINVESTIGACI�NCONTRIBUYEALAG£NESIS
YDESARROLLODEUNADISCIPLINACIENT¤FICAPUESACAPARALAATENCI�NDELOSMIEMBROSDE
UNACOMUNIDADOiCOLEGIOINVISIBLEw�%NELÕMBITODELAINFORMACI�NCIENT¤FICASUELEN
SERDOCUMENTOSCONFORMATOSDEART¤CULOOESTUDIOSDEREVISI�N�MIENTRASQUEOTROS
DOCUMENTOSCOMOREVISI�NDELIBRO�COMUNICACI�NCONGRESUAL�NOTA�CARTA�CORRECCI�N
OBIBLIOGRAF¤A�QUEDANOMITIDOSYPORENDESONESCASAMENTECONSIDERADOSENINVESTIGA
CIONESSOBREINFORMACI�NCIENT¤FICA�
,ASESCASASINVESTIGACIONESCIENCIOM£TRICASDISPONIBLESSOBREACTASDECONGRESOS

PLANTEANUNENFOQUEINNOVADORYPOCOCOM¢N�YCOMIENZANASERUNAINCIPIENTEL¤NEA
DEINVESTIGACI�N�!LGUNOSDELOSESTUDIOSYTRABAJOSREALIZADOSENTIENDENQUEESTAPRO
DUCCI�NPUEDEINTERPRETARSECOMOINDICADORESTEMPRANOSDEDESARROLLOCIENT¤FICO�QUE
SEPLASMARÕENFUTUROSART¤CULOS�,ISEE�,ARIVIEREY!RCHAMBAULT�����	�-IENTRASQUE
OTROS�CONSIDERANQUELASACTASDECONGRESOSSONUNAFUENTEMENORDECONOCIMIENTO
CIENT¤FICO�ENLAMEDIDAQUESUIMPORTANCIANOSEHAMEDIDODEMANERASISTEMÕTICA�E
INCLUSO�LASENGLOBANENLOQUESEHADENOMINADO�UNTANTODESPECTIVAMENTE�COMO
iLITERATURAGRISw�'ARC¤A3ANTIAGO�����	�
,ASBASESDE4HOMSON2EUTERS�ANTIGUASBASESDEL)3)�AHORATAMBI£NCONOCIDAS

CONELD¢OENACR�NIMO)3)7/3	SEHANCONSOLIDADOENLAREDCOMOLASFUENTESBÕSICAS
DEINFORMACI�NYEVALUACI�NCIENT¤FICASQUEDENOTANELESTADOYELVIGORINVESTIGADORDE
UNSISTEMANACIONAL�DESUSAGENTESEINSTITUCIONES�VER&ERNÕNDEZ#ANO�����������
PARAELSUBSISTEMADEINVESTIGACI�NEDUCATIVAEN%SPA¶A	�DEUNADISCIPLINA�COMOLA
EDUCACI�NMULTICULTURALEN6ALLEJO�/CA¶A�"UENO�4ORRALBOY&ERNÕNDEZ#ANO�����	
O� INCLUSO�DEUNDETERMINADOM£TODODEINVESTIGACI�N�POREJEMPLO�ELESTUDIODE
CASO�EN$ELGADOY&ERNÕNDEZ#ANO�����	�#ONESTEAFÕNDEAMPLIACI�NDEFUENTES
DEINFORMACI�N�EN����)3)7/3INSTITUYEOTRANUEVABASE�#ONFERENCE0ROCEEDINGS
#ITATION)NDEX3OCIAL3CIENCE�(UMANITIES�ENADELANTE�#0#)33�(	�ESTABASESERÕ
LABASEDEREFERENCIADEESTEESTUDIOQUEINDEXALASACTAS(proceedings) de congresos 
(conferences) a partir de las comunicaciones (conference papers) a ellos remitidos desde 
el año 1986 hasta la actualidad.

Procedimiento de Búsqueda Documental 

,ABASE#0#)33�(PERMITEREALIZARB¢SQUEDASDIVERSASUTILIZANDOCAMPOSRELA
TIVOSA�T�PICO�T¤TULO�AUTOR�NOMBREDELAPUBLICACI�N�A¶O�DIRECCI�N�IDIOMA�$/)�
TIPODEDOCUMENTOYALGUNOSOTROSMÕS�0ARALOCALIZARLAINVESTIGACI�NENEDUCACI�N
MATEMÕTICAINDEXADAENESTABASE�SEUTILIZARONCOMOSECUENCIADEB¢SQUEDALOST�PICOS�
�mathem* or arithm* or geome*) and (educat* or teach* or learn*	�,OSRESULTADOSDE
B¢SQUEDAIDENTIFICARON����COMUNICACIONESOPONENCIAS�DELASCUALES���CONSIGUEN
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SEREDITADAS�DESPU£S�COMOART¤CULOS�%STEHECHOSEDEBEAQUECIERTASREVISTASA¢N
MANTIENENESAiIMPROCEDENTECOSTUMBREwDECONVERTIRSEENLIBROSDEACTAS�
!DICIONALMENTE�SEREALIZ�OTRAB¢SQUEDAINCORPORANDOELT�PICODE%STAD¤STICAEDU

CATIVA�Statist* and educat*	�LOQUESUPUSOUNRESULTADODE����DOCUMENTOS�$ICHO
RESULTADOPONEDEMANIFIESTOQUELAEDUCACI�NESTAD¤STICAMERECEUNACONSIDERACI�NESPECIAL
YDIFERENCIADADENTRODELCAMPODELAEDUCACI�NMATEMÕTICA�Y QUEAQU¤NOSECONSIDERARÕ�

Análisis de Resultados 

%LANÕLISISDERESULTADOSQUEDAESTRUCTURADOENSEISGRANDESAPARTADOS�CATEGOR¤AS
DELA7EBOF3CIENCE�CONFERENCIAS�CONGRESOSMÕSPRODUCTIVAS�PRODUCCI�NDIACR�NICA�
PORPA¤SESEINSTITUCIONES�IDIOMASYDATOSDECITACI�N�

Categorías de Web of Science

Se HADEADVERTIRQUEUNMISMODOCUMENTOPUEDEPERTENECERADOSOMÕSCATEGOR¤AS
TEMÕTICASDE)3)7/3�VISIBLESENLOS*OURNAL#ITATION2EPORTS�*#2	�

4ABLA��Producción científica en educación matemática  
según categorías WOS indexada en la base CPCI-SS&H

R.º Categoría temática de los JCR # Documentos �

1.º Education & Educational Research 4892 87.38

2.º %DUCATION3CIENTIlC$ISCIPLINES 1727 30.85

3.º Mathematics 971 17.34

4.º #OMPUTER3CIENCE)NTERDISCIPLINARY!PPLICATIONS 467 8.34

5.º 0SYCHOLOGY%DUCATIONAL 349 6.23

6.º #OMPUTER3CIENCE)NFORMATION3YSTEMS 330 5.89

7.º 3OCIAL3CIENCES)NTERDISCIPLINARY 279 4.98

8.º Management 196 3.50

9.º )NFORMATION3CIENCE,IBRARY3CIENCE 153 2.73

10.º Economics 141 2.51

Estos primeros resultados muestran como la categoría general vinculada al campo 
EDUCATIVO�Education & Educational Research	ESDONDESERECOGELAMAYORPRODUCCI�N
CIENT¤FICADEAPORTESCONGRESUALESALCAMPODELAEDUCACI�NMATEMÕTICA�ESTABLECI£NDOSE
UNACLARADISTINCI�NENTRELOSCAMPOSDE%DUCACI�NY-ATEMÕTICAS�AUNQUERELEGÕNDOSE
ESTE¢LTIMOAUNTERCERPUESTOENPRODUCTIVIDAD	�

Por otro lado, es preciso poner de manifiesto la afinidad central de estas 10 categorías 
ALCONVERGER�TODASELLAS�ENLAEDUCACI�NMATEMÕTICAY�TANGENCIALMENTECONOTRAS��
CATEGOR¤ASDELA7/3�QUEAQU¤SEOMITENPORBREVEDAD	�%STAAFINIDADESPREDOMINANTE
CONELMUNDODELOSORDENADORES�PORLOQUEPARECIERAQUELAINVESTIGACI�NSOBREEDUCA
CI�NMATEMÕTICAHAENCONTRADOENLASNUEVASTECNOLOG¤ASSUMEJORALIADO�$EHECHO�A
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LASCATEGOR¤ASAQU¤SE¶ALADASHABR¤AQUEA¶ADIRLACATEGOR¤AComputer Science Theory & 

MethodsQUEOCUPAELPUESTO����CON���APORTACIONES������	OLACATEGOR¤AComputer 

Science Artificial IntelligenceQUEOCUPAELPUESTO����CON��APORTACIONES������	�

4ABLA��Conferencias en educación matemática con más aportes  

indexados en la base CPCI-SS&H

R.º Conferencia/Congreso Año N �

1.º 33rd#ONFERENCEOFTHE)NTERNATIONAL'ROUPFOR4HE0SYCHOLOGYOF-ATHEMA
tics Education

2009 256 4.57

2.º 30th#ONFERENCEOF4HE)NTERNATIONAL'ROUPFORTHE0SYCHOLOGYOF-ATHEMA
tics Education

2006 218 3.89

3.º 35th!NNUAL#ONFERENCE OF4HE )NTERNATIONAL'ROUP FOR THE 0SYCHOLOGY OF
Mathematics Education

2011 192 3.43

4.º 34th#ONFERENCEOF4HE)NTERNATIONAL'ROUPFORTHE0SYCHOLOGYOF-ATHEMAT
ics Education

2010 156 2.78

5.º 36th!NNUAL#ONFERENCEOFTHE)NTERNATIONAL'ROUPFOR0SYCHOLOGYOF-ATHE
matics Education

2012 123 2.19

6.º Annual Conference of the North American Chapter of the International Group 
FORTHE0SYCHOLOGYOF-ATHEMATICS%DUCATION

2008 101 1.8

7.º 2nd7ORLD#ONFERENCEON%DUCATIONAL3CIENCES 2010 89 1.59

8.º Annual Meeting of the American Educational Research Association 2009 88 1.57

9.º 4th7ORLD#ONFERENCEON%DUCATIONAL3CIENCES 2012 85 1.51

10.º )NTERNATIONAL3YMPOSIUMON%LEMENTARY-ATHEMATICS4EACHING 2009 77 1.37

#OMORESULTADOANECD�TICODESTACARLAAFINIDADCONLACATEGOR¤AHospitality Lei-

sure Sport TourismQUEOCUPAEL����CON��DOCUMENTOS�SUPONIENDOUN�����DELA
PRODUCCI�NCIENT¤FICADEESTECAMPO�
%NGENERAL� LOSRESULTADOSMUESTRANCOMOLAEDUCACI�NMATEMÕTICA�SEG¢NSUS

APORTESCONGRESUALES	ESUNCAMPODEESTUDIOEINVESTIGACI�NCONN¢CLEOENEDUCA
CI�N�INVESTIGACI�NEDUCATIVAYUNASERIEDECAPASPERIF£RICASCONC£NTRICASRELATIVASA
M¢LTIPLESDISCIPLINASCIENT¤FICASALGUNASTANDISPARESCOMOLAMEDICINA�LAINGENIER¤A
OLACOMPUTACI�N�

Top 10 Congresos más Productivos. #ONUNAPRETENSI�NORIENTATIVASEMUESTRAN
AQUELLASCONFERENCIAS�CONGRESOSENEDUCACI�NMATEMÕTICAQUEHANINCORPORADOUN
MAYORN¢MERODEAPORTESENSUSCORRESPONDIENTESACTAS�proceedings	YQUE�POSTE
RIORMENTE�FUERONINDEXADASENLABASE#0#)33�(�#ONCRETAMENTE�ALOLARGODEL
PERIODOANALIZADO�HANSIDOINDEXADASMÕSDE����ACTASDECONFERENCIAS�CONGRESOS�
en concreto, 1121 actas . 
$EL TOTALDEESTAPRODUCCI�N� LASDIEZCONFERENCIASMÕSPRODUCTIVASSER¤AN LAS

DADASENLA4ABLA��#ABEDESTACAR las Conferences of the International Group for 

the Psychology of Mathematics Education�TAMBI£NCONOCIDASCOMOCONGRESOS0-%�
COMOLOSCONGRESOSCONUNAMAYORPUBLICACI�NDEAPORTESENELCAMPODELAEDUCACI�N
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MATEMÕTICA�%L0-%ESUNGRUPODEINVESTIGADORES�ESTABLECIDOEN����ENEL#ONGRESO
)NTERNACIONALDE%DUCACI�N-ATEMÕTICA�)#-%�	EN+ARLSRUHE�!LEMANIA	�CUYOS
PRINCIPALESOBJETIVOSSER¤AN�

 — 0ROMOVERCONTACTOSEINTERCAMBIODEINFORMACI�NCIENT¤lCAENELCAMPODELA
EDUCACI�NMATEMÕTICAINTERNACIONALES�

 — 0ROMOVERYESTIMULARLAINVESTIGACI�NINTERDISCIPLINARIAENELÕREAANTESMEN
cionada. 

 — 0ROMOVERUNACOMPRENSI�NMÕSPROFUNDAYCORRECTADELAPSICOLOG¤AYOTROS
ASPECTOSDELAENSE¶ANZAYELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICASYDELASCONSE
cuencias de los mismos.

Producción diacrónica 

Realizando un análisis longitudinal desde finales del siglo xx�ENCONCRETO�DESDE
����HASTALAACTUALIDAD	SEOBSERVAQUELAREALIZACI�NDEENCUENTROSDECARÕCTERCIENT¤
FICOY�PORTANTO�LAPRODUCCI�NDERIVADADEELLOS�HAIDOINCREMENTÕNDOSEPAULATINAMENTE
hasta 2010. 

Figura 1. Producción diacrónica de aportes congresuales sobre educación matemática in-
dexados en la base CPCI-SS&H.

%LMAYORAUMENTODEESTAPRODUCCI�NSEDESARROLLAENELA¶O�����!PARTIRDEESE
A¶O�ESTAPRODUCCI�NSEREDUCEDRÕSTICAMENTE�
0OROTROLADO�DESTACARQUEHASTAELA¶O�����!¶O)NTERNACIONALDELAS-ATEMÕTICAS	

LAPRODUCCI�NCIENT¤FICADEACTASDECONGRESOSOSCILAPORENCIMADE���PUBLICACIONES
PORA¶O�!PARTIRDEESTACONMEMORACI�N�LAPRODUCCI�NSEREDUCEPAULATINAMENTE�4AL
ABRUPTACA¤DAESPREOCUPANTEYDEBIERASERINDAGADAENPROFUNDIDAD�TALVEZSEADEBIDA
AFALTADEACTUALIZACI�NDELABASE�ALGOQUENOOCURRECONLASBASESPRINCIPALESDE)3)
7/3�3CIENCE#ITATION)NDEXY3OCIAL3CIENCES#ITATION)NDEX	�
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Productividad institucional: Países

3IANALIZAMOSESTAPRODUCCI�NATENDIENDOAPA¤SES�SEG¢NLASRESPECTIVASINSTITUCIO
NESACAD£MICASDELOSDIVERSOSAUTORES�SEDENOTAUNAAMPLIADISPERSI�NGEOGRÕFICA�!
LOS��PA¤SESREPRESENTADOSENLAFIGURA��HABR¤AQUESUMAROTROS��PA¤SESMÕS�APARTE
DE���APORTESQUEAPARECENINDEXADOSSINIDENTIFICACI�NNACIONAL�

Figura 2. Productividad según países de aportes congresuales en educación matemática 
indexados en la base CPCI-SS&H.

#OMOSEOBSERVA�53!ESELPA¤SCONMAYORPRODUCCI�NSOBREAPORTESCONGRESUA
LESENEDUCACI�NMATEMÕTICA�%STERESULTADODEBESERCONTEXTUALIZADOPORLABASEDE
REFERENCIAUTILIZADA�/TROSPA¤SESCOMO#HINA�%SPA¶AO4URQU¤ATIENENUNANOTABLE
PRODUCCI�N�QUESER¤AAMPLIABLESICONSIDERÕRAMOSLAPRODUCCI�NENLALENGUAOFICIAL
DELPA¤SQUENOSUELEESTARINDEXADAENLABASE#0#)33�(�

Productividad institucional: Organizaciones/universidades

,APRODUCCI�NCIENT¤FICAANALIZADASEDESARROLLAEN����CENTROS�UNIVERSIDADESDIFE
RENTES�!LDESGLOSARLAINFORMACI�NDELAS��INSTITUCIONESMÕSPRODUCTIVAS�SEOBTIENEN
LOSDATOSQUEAPARECENREFLEJADOSENLASIGUIENTE4ABLA��

4ABLA�� Producción por universidades de aportes congresuales  
en educación matemática indexados en la base CPCI-SS&H

R.º /RGANIZACI�N País N �

1.º Universidad de Granada España 66 1.17

2.º Universidad Charles Praga R. Checa 65 1.15

3.º 5NIVERSIDAD+EBANGSAAN-ALAYSIA Malasia 50 0.89

4.º Universidad de Alicante España 36 0.64

5.º Universidad de Marmara 4URQU¤A 35 0.62

6.º Universidad de Michigan USA 35 0.62

7.º 5NIVERSIDAD0UTRA-ALAYSIA Malasia 33 0.58
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R.º /RGANIZACI�N País N �

8.º 5NIVERSIDADDE7ISCONSIN USA 30 0.53

9.º 5NIVERSIDAD+ARADENIZ4ECH 4URQU¤A 28 0.49

10.º Universidad IslamicAzad Irán 25 0.44

11.º Universidad de Valencia España 25 0.44

12.º Universidad Monash Austalia 24 0.42

13.º Universidad Nacional Taiwan Normal Taiwan 24 0.42

14.º 5NIVERSIDAD!UT�NOMA"ARCELONA España 23 0.41

15.º 5NIVERSIDAD.ACIONAL!UT�NOMA-£XICO -£XICO 23 0.41

16.º 5NIVERSIDAD!TATURK 4URQU¤A 21 0.37

17.º Universidad Middle East Tech 4URQU¤A 21 0.37

18.º Universidad de Nottingham Gran Bretaña 21 0.37

19.º 5NIVERSIDADDE#YPRUS Chipre 20 0.35

20.º 5NIVERSIDADDE7ITWATERSRAND Sudáfrica 20 0.35

%SDESTACABLEQUELAINSTITUCI�NCONUNAMAYORPRODUCCI�NENESTECAMPOSEALA
5NIVERSIDADDE'RANADA�%SPA¶A	�YCONUNAPRODUCCI�NMUYSIMILARLA5NIVERSIDAD
CHECADE#HARLES0RAGA�2EP¢BLICA#HECA	�/TRASINSTITUCIONESESPA¶OLASQUEOCUPAN
ALGUNOSDELOSPRIMEROS��PUESTOSSON�LA5NIVERSIDADDE!LICANTE����PUESTO	� LA
5NIVERSIDADDE6ALENCIA�����	YLA5NIVERSIDAD!UT�NOMADE"ARCELONA�����	�

La importante productividad de la Universidad de Granada en el campo de la edu
CACI�NMATEMÕTICAESCOINCIDENTECONOTROSESTUDIOSQUEHANANALIZADOSUPRODUCCI�N
DETESISDOCTORALES�6ALLEJO������6ALLEJOETAL�����	OART¤CULOSINDEXADOSEN)3)
�&ERNÕNDEZ#ANO����������	�(ALLAZGOQUEMUESTRALAALTAPRODUCTIVIDADYPORENDE
LARELEVANCIADELOSGRUPOSDEINVESTIGACI�NENELCAMPODELAEDUCACI�NMATEMÕTICA
de la Universidad de Granada. 
!DESTACAR�TAMBI£N�LAPRODUCCI�NDEINSTITUCIONESDEPA¤SESEMERGENTESALACIENCIA

COMO4URQU¤A�)RÕNY-ALASIA�

Idiomas

%NRELACI�NALOSIDIOMASDEESTASPUBLICACIONES�L�GICAMENTE�ELINGL£SESELIDIOMA
MAYORITARIO�ENUNTOTALDE����COMUNICACIONES������	�OBVIAMENTEESLAlingua 

francaDELACOMUNICACI�NCIENT¤FICAYELIDIOMADEiREFERENCIAwDELABASESELECCIONADA�
%LSEGUNDOLUGARLOOCUPAR¤AELESPA¶OL�CONUNTOTALDE���APORTACIONES������	Y�EN
TERCERLUGAR�ELCHINOCON���DOCUMENTOS������	�%STOSRESULTADOSSONCONCORDANTES
CONLOSDATOSAPORTADOSENELTERCERAPARTADO�PRODUCCI�NPORPA¤SES	�%NUNSEGUNDO
NIVELDEIMPORTANCIASEUBICAR¤ANOTROSNUEVEIDIOMASQUENOSUPERANEL��DELOS
aportes analizados.
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Datos de Citación

%LANÕLISISDELOSDATOSDECITACI�NPERMITEEVIDENCIARELIMPACTOQUETIENEESTA
PRODUCCI�NCIENT¤FICACOMOFUENTEDEREFERENCIAPARAOTROSPRODUCTOSCIENT¤FICOS�ART¤
CULOS�FUNDAMENTALMENTE	�

4ABLA��Datos generales de impacto por citación de los aportes congresuales  

sobre educación matemática indexados en la base CPCI-SS&H

Datos de productividad y citación Número 

Aportes congresuales encontrados 5612 

Total de veces citados 14202

Total de veces citados sin citas propias 13594

!RT¤CULOSENQUESECITA 12144

!RT¤CULOSTOTALESENQUESECITASINCITASPROPIAS 11692

Promedio de citas por aporte 2.53

Índice h de Hirsch 56

,OSRESULTADOSENCONTRADOSREVELANQUELOSAPORTESCONGRESUALESSONDOCUMENTOS
DEESCASAREFERENCIAPARALAPRODUCCI�NDELACIENCIAENELCAMPODELAEDUCACI�NMATE
MÕTICA�%LPROMEDIODELASCITAS�����	ESALGOBAJO�ACORDECONLASESCASASPÕGINAS
DEDICADASALASACTASDECONGRESOSYSUINICIALANÕLISISDERESULTADOSYCONCLUSIONES�%L
índice hDE(IRSCHPARATANINGENTEPRODUCCI�NES���OSEA�ALMENOS��APORTESHAN
RECIBIDO��CITAS�
%STOSRESULTADOSSONCONCORDANTESCONLASCONCLUSIONESEXTRA¤DASPOR(OFER�3ME

JKAL�"ILGINETAL������	QUIENESDETERMINARONQUELASACTASDECONGRESOS�proceedings	
REPRESENTANS�LOEL����DELASREFERENCIASQUESEHACENENLAS#IENCIAS.ATURALESY
LA)NGENIER¤A�YEL����ENLAS#IENCIAS3OCIALESYLAS(UMANIDADES�%L¢NICOCAMPO�
DONDESEG¢NESTOSAUTORESLASACTASDECONGRESOSDESEMPE¶ANUNPAPELPARTICULARMENTE
IMPORTANTE�ESENELCAMPODELAINFORMÕTICA�DONDEREPRESENTANCERCADEL���DELAS
REFERENCIASCITADAS�YRESULTADOSSIMILARESTAMBI£NHANCONSTATADO'ONZÕLEZ!LBOY
"ORDONS�����	ENELCAMPODELA)NFORMACI�NCIENT¤FICAY"IBLIOTECAS�

Conclusiones

,OSAPORTESCONGRESUALES�PESEASUHETEROGENEIDAD�CUESTIONABLECALIDADCIENT¤FICA�
DIFICULTADDEACCESOYSUVISI�NGRIS�EMERGENCOMOUNAFUENTEDEINFORMACI�NCIENT¤FICA
PRIMARIA�CUYOESTUDIONODEBIERADESCONSIDERARSE�%NCONCRETO�YTRASANALIZARESTA
PRODUCCI�NENELCAMPODELAEDUCACI�NMATEMÕTICA�ESTEESTUDIOPERMITEESTABLECER
NEXOSDEUNI�NENTREDICHOÕMBITOEDUCATIVOYELCAMPODELAMEDICINA�LAINGENIER¤A
OELEMERGENTECAMPODELACOMPUTACI�N�!SIMISMO�ESDESTACABLELAINVESTIGACI�N
DESARROLLADAENTERRITORIONACIONAL�PUDI£NDOSEEQUIPARARAPA¤SESCOMO%%55O#HINA�
CONCRETAMENTE�ESLA5NIVERSIDADDE'RANADALAINSTITUCI�NDEENSE¶ANZASUPERIORCUYOS
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INVESTIGADORESACOPIANLOSMAYORES¤NDICESDEPRODUCCI�N�/TRASDELASINSTITUCIONES
ESPA¶OLASQUEMERECENDISTINCI�N�AUNQUECONMENORPRESENCIA�SER¤ANLA5NIVERSIDAD
DE!LICANTE�LA5NIVERSIDADDE6ALENCIAYLA5NIVERSIDAD!UT�NOMADE"ARCELONA�0OR
¢LTIMO�YCONRELACI�NALACANTIDADDECITASRECIBIDASPORESTETIPODEPRODUCCIONES�
CONCLUIRQUELOSAPORTESCONGRESUALESTIENENUNBAJOIMPACTODECITACI�NENCOMPARACI�N
CONOTROSAPORTESCIENT¤FICOS�SIBIENESCIERTOQUEESTEBAJO¤NDICEQUEDACONDICIONADO
a la naturaleza de las disciplinas.
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CUATRO DÉCADAS FORMANDO MAESTROS  
DESDE LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA

Four Decades Training Teachers from Mathematics Education

Luis Carlos Contrerasa, Lorenzo Blancob y José Carrilloa

aUniversidad de Huelva, España 
B5NIVERSIDADDE%XTREMADURA�%SPA¶A

Resumen

%STECAP¤TULOHACEUNRECORRIDOPORLAEVOLUCI�NDELPAPELDELAEDUCACI�NMATEMÕTICAEN
LAFORMACI�NINICIALDEMAESTROSEN%SPA¶AENLAS¢LTIMASD£CADAS�%LPUNTODEPARTIDASESIT¢A
ENLOSA¶OSPREVIOSALAPROMULGACI�NDELA,EYDE2EFORMA5NIVERSITARIADE�����QUESUPUSO
LACREACI�NDELÕREADE$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICA�%LDESARROLLOCRONOL�GICOSIRVE�ACONTINUA
CI�N�DEHILOCONDUCTORPARAMOSTRARLOSDISTINTOSENFOQUESBAJOLOSQUESEHAIDOABORDANDOLA
FORMACI�NDELOSMAESTROSPARALAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICAS�%NESTAEVOLUCI�N�MATEMÕTICAS�
DIDÕCTICADELASMATEMÕTICASOENSE¶ANZAYAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS�NIHANTENIDOSIEMPRE
el mismo significado, ni esos significados han sido compartidos por la comunidad de profesores 
DELAMENCIONADAÕREA�NIHANSIDOELEMENTOSDEIGUALPESOENESAFORMACI�N�

Palabras clave�FORMACI�NINICIALDEMAESTROS�EDUCACI�NMATEMÕTICA

ABSTRACT

We approach the evolution of the role of mathematics education in the context of primary 

teacher training in Spain in the last decades. We start coming back to the period before the pro-

mulgation of the Law of University Reform in 1984, which meant the creation of the Didactics of 

Mathematics Area. Next we use a chronological development as a means to show several pers-

pectives in the training of primary teachers to teach mathematics. In this evolution, mathematics, 

mathematics pedagogy or teaching and learning mathematics have not got the same meaning, 

nor these meanings have been shared by the teachers community of the above mentioned area, 

nor have their weight been homogeneous in teacher training.

Keywords: primary teachers’ training, mathematics education 

Contreras, L. C., Blanco, L.YCarrillo�*������	�#UATROD£CADASFORMANDOMAESTROSDESDELA
EDUCACI�NMATEMÕTICA�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Educación 

Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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Introducción

%LT¤TULODELCAP¤TULOCONDUCEALRELATODEUNTIEMPOQUE�ENNUESTROCASO�HAESTADO
CENTRADOENLAFORMACI�NYELDESARROLLOPROFESIONALDELOSPROFESORESDEMATEMÕTICASEN
ELÕMBITODELADOCENCIAYENELDELAINVESTIGACI�N�PERIODOCOMPARTIDOCON,UIS2ICO
ENELTERRENOPERSONALYENELACAD£MICO�DEBIDO�PARTICULARMENTE�ASUCONTRIBUCI�NEN
LAL¤NEADEINVESTIGACI�NSOBRELAFORMACI�NDEPROFESORESDEMATEMÕTICAS�-OSTRAMOS
LAEVOLUCI�NDENUESTRACOMPRENSI�NYEXPERIENCIAPROFESIONALSOBREELCONOCIMIENTO
DELPROFESORDEMATEMÕTICAS�UNCONOCIMIENTOQUE�ALPRINCIPIO�ESTABAEXCLUSIVAMENTE
CENTRADOENELCONTENIDOMATEMÕTICOYQUELUEGOSEHADESVELADOMUCHOMÕSCOMPLEJO�
%NLAFORMACI�NDEUNPROFESORDEMATEMÕTICASINTERVIENENMUCHOSASPECTOSNO

DIRECTAMENTERELACIONADOSCONLAMATEMÕTICA�ENLOSQUENOENTRAREMOS�0ONDREMOS
NUESTROFOCOENAQUELLOQUESEPUEDEANALIZARYCOMPRENDERDESDELAMATEMÕTICA�DESDE
SUESTRUCTURA�SUEPISTEMOLOG¤A�SUSINTAXIS�SUSMODELOSDEREPRESENTACI�NODESDELA
INTERACCI�NDEESTOSELEMENTOSCONLOSOTROSDOSACTORESDELTRIÕNGULODIDÕCTICO�
%LRECORRIDOSEINICIARÕENLOSA¶OSPREVIOSALAPROMULGACI�NDELA,EYDE2EFORMA

5NIVERSITARIA�,�2�5�	EN�����TRASLACUALNACEELÕREADE$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICA�
QUESEINTEGRAENDEPARTAMENTOSUNIVERSITARIOS�!PARTIRDEESTEMOMENTOSEPASADE
UNTRABAJOINDIVIDUALIZADOOENPEQUE¶OSGRUPOSAUNTRABAJOCONJUNTOANIVELESTATAL�
DONDELACREACI�NDELA3OCIEDAD%SPA¶OLADE)NVESTIGACI�NEN%DUCACI�N-ATEMÕTICA
�3%)%-	�EL��DEMARZODE�����JUEGAUNPAPELCRUCIAL�,OSRESULTADOSACTUALESDE
NUESTRAINVESTIGACI�NENELCONOCIMIENTODELPROFESORDEMATEMÕTICASCONSTITUIRÕNLA
parte final del itinerario.

Los años previos a la L.R.U.

#OMENZAMOSNUESTRAANDADURAENLAFORMACI�NDEMAESTROS�ANTESDELAPROMUL
GACI�NDELA,25�QUESUPUSOUNHITOENELDEVENIRDELAS%SCUELAS5NIVERSITARIASDE
&ORMACI�NDEL0ROFESORADODE%'"�,OSPROFESORESDE-ATEMÕTICASDEESTOSCENTROS
SEGU¤AMOSUNATRADICI�NDOCENTE�ENM£TODOSYENCONTENIDOS�MUYSIMILARALAQUE
HAB¤AMOSRECIBIDOENNUESTRAFORMACI�NCOMOMATEMÕTICOS�!ELLOAYUDABAELHECHODE
QUEELPLANDEESTUDIOSDE�����VIGENTEENESEMOMENTO�TUVIERAMATERIASCOMO!NÕLISIS
-ATEMÕTICO�̧ LGEBRAO%STAD¤STICA�%RATAMBI£NUNMOMENTOENELQUELA-ATEMÕTICA
-ODERNAHAB¤ADEJADOSUHUELLAENLAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICAS�DEFORMAQUE�
INCLUSOLAS-ATEMÕTICAS"ÕSICASQUESEIMPART¤ANENLAS%SPECIALIDADESQUENOERANDE
#IENCIASESTABANINSPIRADASENLATEOR¤ADECONJUNTOS�YASIGNATURASCOMO-ETODOLOG¤A
DELAS-ATEMÕTICASCONSIST¤ANENPOCOMÕSQUEENUNELENCODERECOMENDACIONESDE
USODERECURSOSCOMOLOS"LOQUES,�GICOSOLOSBLOQUESMULTIBASE�
,A$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICAESTABAMÕSCERCADESER!RTEQUE#IENCIA�EINVESTIGAR

ENESTEÕREAEN%SPA¶ANOERACONCEBIBLE�ENTREOTRASCOSASPORQUELOSPOCOSDOCTORES
QUEHAB¤AENTRELOSDENUESTROGREMIO�LOERANEN-ATEMÕTICAS�.OHAB¤APROGRAMAS
DE$OCTORADOESPEC¤FICOS�YLOS¢NICOSENCUENTROSDEPROFESORESDEMATEMÕTICASERAN
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promovidos por asociaciones repartidas por el Estado para tratar, en general, temáticas 
DEINTER£SPARAPROFESORESNOUNIVERSITARIOS�'UTI£RREZ������2ICOY3IERRA�����	�
,ASPUBLICACIONESALASQUETEN¤AMOSACCESOENLASBIBLIOTECASDENUESTROSCENTROS

ERAN�FUNDAMENTALMENTE�LIBROSCUYOSCONTENIDOSRESPOND¤ANALOSMISMOSENFOQUES
CITADOSDELA-ATEMÕTICA-ODERNA�CUYOTRASVASEPREMATUROALAENSE¶ANZAPRIMARIA
ERAYAPREVENIDOPOROTROSLIBROSQUEMARCARONLAEVOLUCI�NDENUESTROPENSAMIENTO
YQUECONSTITU¤ANUNVIENTOFRESCOQUEENTRABAENNUESTRASBIBLIOTECAS�El fracaso de 

la Matemática Moderna. ¿Por qué Juanito no sabe sumar?�DE-ORRIS+LINE�OLa 

enseñanza de las matemáticas modernas,SELECCI�NDE*ES¢S(ERNÕNDEZDEART¤CULOSDE
0IAGET�#HOQUET�$IEUDON£Y4HOM�ENTREOTROS�
.OCREEMOSQUEPODAMOSHABLARDEUNMODELOEXPL¤CITODEMAESTROQUEAMPARARA

AQUELLAFORMACI�N�PERO�DEHABERLO�HABR¤AESTADOFUNDAMENTADOENQUEUNS�LIDO
CONOCIMIENTOMATEMÕTICO�"LANCO�����	ERALAESENCIAEXCLUSIVADEUNBUENPROFESOR�

Los primeros encuentros de profesores de matemáticas de Escuelas de 

Magisterio

#ONLACREACI�NDELÕREADE$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICA�LOSPROFESORESDEMATEMÕ
TICASDELAS%SCUELASDE-AGISTERIOTUVIMOSQUEOPTARPOR$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICA
�COMOHICIMOSNOSOTROS	�!NÕLISIS-ATEMÕTICOO-ATEMÕTICA!PLICADA�ENTREOTRASÕREAS�
%LLONOSCONDUJOAUNANUEVAREALIDAD�ALGUNOSFORMADORESDEMAESTROSMOSTRAMOS
NUESTROCONVENCIMIENTODEQUEALGOMUYPARTICULARYESPEC¤FICOCARACTERIZABAELCONTE
NIDOMATEMÕTICOQUEDEB¤AFORMARPARTEDELCONOCIMIENTODELPROFESORDEMATEMÕTICAS�
YQUEESTECONTENIDOERADIFERENTEDELCONTENIDOMATEMÕTICODEOTRASPROFESIONESO
TITULACIONESUNIVERSITARIAS�YNOSMOSTRÕBAMOSDISPUESTOSAEXPLORARESASDIFERENCIAS
DESDEUNASPERSPECTIVASEPISTEMOL�GICAS�ONTOL�GICASYMETODOL�GICASSUSTANCIALMENTE
diferentes a las propias del conocimiento matemático formal.

Un segundo hito lo componen las primeras reuniones de profesores de Didáctica de 
LA-ATEMÕTICA�!LMER¤A�����Y6ALENCIA����������	ENLASQUESECOMIENZAADEBATIR
LANATURALEZADELA$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICACOMODISCIPLINACIENT¤FICAY�ENLOQUEA
NOSOTROSNOSCONCIERNE�SOBREELCONOCIMIENTOESPEC¤FICODELPROFESORDEMATEMÕTICAS�
Los programas de las asignaturas impartidas por los profesores del área de conoci
MIENTOFUERONTAMBI£NOBJETODEANÕLISIS�INICIÕNDOSECIERTOPROCESODECONVERGENCIA
ENLAMANERADEENTENDERLAFORMACI�NDEMAESTROS�#ONVIVENENESTEPERIODODIVERSOS
MODELOSDEFORMACI�N�DESDELOSQUEINTENTANCONJUGARLOSCONOCIMIENTOSPURAMENTE
MATEMÕTICOSCONLOSDERIVADOSDELAENSE¶ANZAYELAPRENDIZAJEDELAMATEMÕTICAESCOLAR�
HASTALOSQUELOSABORDANDEFORMASEPARADA�
#OINCIDEENELTIEMPOCONLOSTRABAJOSDE3HULMAN����������	QUE�AUNQUENO

SONESPEC¤FICOSSOBRELAEDUCACI�NMATEMÕTICA�APORTANUNNUEVOCONCEPTO�Pedagogical 

Content Knowledge�QUEPERMITEVERELCONOCIMIENTODELCONTENIDODISCIPLINARDESDE
la perspectiva específica de ser enseñado.
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,ASINVESTIGACIONESDESARROLLADASEN%SPA¶ASOBREPROCESOSDEENSE¶ANZAAPREN
DIZAJEDELAS-ATEMÕTICASY�ESPEC¤FICAMENTE�SOBRELAFORMACI�NDELPROFESORADODE
-ATEMÕTICAS� INDICABANLANECESIDADDEMODIFICARLAESTRUCTURAYCONTENIDOSDELOS
PROGRAMASDEFORMACI�NDEMAESTROS�INCIDIENDOENLARELACI�NENTREEL#ONOCIMIENTO
-ATEMÕTICOYEL#ONOCIMIENTO$IDÕCTICODE#ONTENIDO-ATEMÕTICO�,LINARES�����	�
%LLOMOTIV�LACELEBRACI�NDEDIFERENTESSIMPOSIOSOENCUENTROSNACIONALES�ORGANIZA
DOSENTORNOALOSPROBLEMASSOBRELAFORMACI�NDELPROFESORADODEMATEMÕTICAS�,E�N
�����,OGRO¶O�����(UELVA�����/VIEDO�����!LICANTE����	�

Simultáneamente, al final de esta década aparecen los primeros programas de docto
RADO�DE$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICAOENCOLABORACI�NCONOTRASDIDÕCTICASESPEC¤FICAS�
en paralelo, muchos profesores del área de conocimiento desarrollan sus tesis docto
rales. Algunos de ellos las realizan dirigidas por doctores de otras áreas, en particular 

EN$IDÕCTICAY/RGANIZACI�N%SCOLAR�COMOESELCASODELASREALIZADASENLAL¤NEADE
TRABAJODE0ENSAMIENTODEL0ROFESOR�ENLASQUELOSCITADOSTRABAJOSDE,EE3HULMANERAN
especialmente relevantes. En este sentido, hemos de destacar el congreso internacional 

QUE�SOBREESTATEMÕTICA�SEDESARROLL�EN,A2ÕBIDA�(UELVA	�EN�����%SASINVESTIGA
CIONESFUERONELGERMENDEUNGRUPOIMPORTANTEDETRABAJOSSOBREELCONOCIMIENTODEL
PROFESORDEMATEMÕTICASQUEPERMITIERONVERENLAFORMACI�NCONTENIDOSRELATIVOSAL
CONOCIMIENTODIDÕCTICODELCONTENIDOMATEMÕTICO�TRADUCCI�NCOM¢NDELPedagogical 

Content Knowledge�REFERIDOALASMATEMÕTICAS�QUECONVIVECONLATRADUCCI�NCOMO
CONOCIMIENTOPEDAG�GICODELCONTENIDO	�QUENOESDENATURALEZAMATEMÕTICAPERO
EMERGEDEELLA�YNODEOTRASCIENCIASDELAEDUCACI�N�
4AMBI£NALFINALDEESTEPERIODO�YENPARTECOMOCONSECUENCIADELOANTERIOR

MENTEDESCRITO�AINICIATIVADE,UIS2ICO�SEPUBLICALACOLECCI�NMatemáticas, cultura 

y aprendizaje�DELAEDITORIAL3¤NTESIS�QUESEPUEDECONSIDERARLAPRIMERAPRODUCCI�N
COLECTIVA�EN%SPA¶A�DEUNMATERIALQUEA¢NAPRODUCTOSTRANSFERIBLESDELAINVESTIGACI�N
INTERNACIONALENEDUCACI�NMATEMÕTICACONAPORTACIONESRELEVANTESYFUNDAMENTADAS
PARALAFORMACI�NINICIAL�
4RASLAAPROBACI�N�EN�����DELA,EYDE/RDENACI�N'ENERALDEL3ISTEMA%DUCATIVO

�,�/�'�3�%�	�ASISTIMOSALAELABORACI�NDENUEVOSPLANESDEESTUDIOENLAFORMACI�NDE
MAESTROSY�PORPRIMERAVEZ�CONUNASDIRECTRICESCOMUNES�LOQUENOSIGNIFICADEIGUAL
DISE¶O�%STOSPLANESMOSTRARONDEFORMACLARALADIVERSIDADDEENFOQUESCOEXISTENTES
ENESTAFORMACI�NDESDELA%DUCACI�N-ATEMÕTICA�!BRAIRA�'�MEZ�"LANCOY-ART¤N�
����	�!LGUNOSPROGRAMASMANTEN¤ANUNCLARO£NFASISENLAFORMACI�NMATEMÕTICAFOR
MAL�OTROS�DEFORMASEPARADAONO�INCLU¤ANRESULTADOSDEEXPERIENCIASDEINNOVACI�N
OINVESTIGACI�NENEDUCACI�NMATEMÕTICA�%STASDIFERENCIASSEACRECENTABANCUANDOSE
ANALIZABANLOSDISE¶OS�DONDE�POREJEMPLO�SECONTRAPON¤ANPROPUESTASENLASQUETEOR¤A
DE$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICAFORMABAPARTEDELOSCONTENIDOSDELOSFUTUROSMAESTROS�
CONOTRASPROPUESTASENLASQUELOSCONTENIDOSTE�RICOSDELÕREAESTABANIMPL¤CITOS�
0ARADEBATIRSOBREESTOSMODELOS�LA3%)%-ORGANIZ�EN����EL3EMINARIOSOBRELA

&ORMACI�N)NICIALDEL0ROFESORADODE-ATEMÕTICASANTELAIMPLANTACI�NDELOSNUEVOS
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'RADOSEN)NFANTILY0RIMARIAYEL-ÕSTERDE&ORMACI�NDEL0ROFESORADODE3ECUNDARIA�
%NSUSPONENCIASYMESASREDONDASSEDEBATI�ELCONTENIDODELASASIGNATURASDENUESTRO
ÕREA�SE¶ALANDOALGUNOSMODELOSYPROPONI£NDOSEEJEMPLOSCONCRETOSPARADESARROLLAR
ENLASAULASDEFORMACI�NDEPROFESORES�

El desarrollo de la investigación en Educación Matemática en re-

lación con el profesor

Los programas de doctorado específicos potenciaron el desarrollo de líneas de 
INVESTIGACI�NENEDUCACI�NMATEMÕTICA�ALAMPARODEPROYECTOSNACIONALESEINTERNACIO
NALES�SIENDOLA3%)%-UNFOROENELQUESECOMPART¤ANLOSRESULTADOSYSEESTABLEC¤AUN
corpusTE�RICOSOBRELAINVESTIGACI�NENEDUCACI�NMATEMÕTICA�LOSPROBLEMASPROPIOS�
LOSM£TODOSPARAABORDARLOS�LOSCRITERIOSDECALIDADYTRANSFERENCIAYLOSPROCESOSDE
ELABORACI�NDEINFORMES�#ONSECUENTEMENTE�LASPUBLICACIONESESPA¶OLASENREVISTAS
nacionales e internacionales se incrementaron de forma sustancial.
,ACANTIDADYDIVERSIDADDELAPRODUCCI�NCONTRIBUY�AQUE�DESDEMUYPRONTO�LA

3%)%-SEORGANIZARAENGRUPOSDETRABAJO�ALGUNOSDELOSCUALESHANPUESTOENMARCHA
CANALESNUEVOSDEPUBLICACI�NDELAPRODUCCI�NCIENT¤FICAYHANCONTRIBUIDOAQUEGRUPOS
como el International Group for the Psychology of Mathematics Education�0-%	�OLA
ASOCIACI�NEuropean Research of Mathematics Education�%2-%	CREARANGRUPOSDE
TRABAJOSOBRELOSCONTENIDOSDESUSÕMBITOSDEINVESTIGACI�N�%STEESELCASODELGRUPO
SOBRE#ONOCIMIENTOY$ESARROLLO0ROFESIONALDEL0ROFESORDE-ATEMÕTICAS�ENELQUE
tratamos de comprender el conocimiento del profesor a través del análisis de la práctica.
9A"ROWNY"ORKO�����	DIFERENCIABANTRESL¤NEASDEINVESTIGACI�NENLOSDISTINTOS

ESTUDIOSSOBREELDESARROLLOPROFESIONAL� APRENDERAENSE¶AR�SOCIALIZACI�NDELPROFESOR
YDESARROLLODELPROFESOR�%STASL¤NEASREFLEJANDIVERSOSASPECTOSDEINTER£SCUANDOEL
PROFESORESOBJETODEESTUDIO�INCLUYENDOFORMACI�N�CONOCIMIENTOYDESARROLLO�%N
PARTICULAR�LACONSIDERACI�NDELPROFESORCOMOAPRENDIZHADADOLUGARAALGUNASINVESTI
GACIONESYPROPUESTASFORMATIVASDONDESEHAINTEGRADOLANOCI�NDEmirar con sentido 
�&ERNÕNDEZ�6ALLSY,LINARES�����	COMOCOMPETENCIAPROFESIONAL�
!CTUALMENTE�UNREFERENTEESENCIALENELÕMBITODELCONOCIMIENTODELPROFESORES

el Mathematical Knowledge for Teaching�-+4	�DELA5NIVERSIDADDE-ICHIGAN�"ALL�
4HAMESY0HELPS�����	�%STEGRUPOHAANALIZADOLAPRÕCTICADELOSPROFESORESPARA
EXTRAERDEELLACLAVESDELCONOCIMIENTOPARALAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICAS�!LGU
NOSINVESTIGADORESHANEMPLEADOEL-+4ENSUSINVESTIGACIONESOENSUSPROPUESTAS
FORMATIVAS�PODEMOSDESTACARELEMPLEODEL-+4DESDELA4EOR¤A!NTROPOL�GICADELO
$IDÕCTICO�2UIZ�3IERRA�"OSCHY'ASC�N�����	OLAADAPTACI�NDEL-+4PORPARTEDE
'ODINO�����	�PROPONIENDOELMODELODE#ONOCIMIENTODIDÕCTICOMATEMÕTICO�
!L IGUALQUEELLOS�NUESTRA INVESTIGACI�NEMERGEDEL TRABAJOCONPROFESORESDE

MATEMÕTICADE%DUCACI�N0RIMARIAY3ECUNDARIA�ENELQUEESTAMOSINMERSOSDESDE
HACEMÕSDEVEINTEA¶OS�YEN%DUCACI�N)NFANTIL�ENLOS¢LTIMOSA¶OS�YESDEUDORADE
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TRABAJOSMUYRELEVANTESREALIZADOSENLASTRES¢LTIMASD£CADAS�ENLASQUEHAEXISTIDOUNA
PREOCUPACI�NCRECIENTEPORPROFUNDIZARENLOSELEMENTOSQUEHANDEFORMARPARTEDEL
CONOCIMIENTODELOSPROFESORESDEMATEMÕTICAS�0ARTIENDODELPRESUPUESTOINDISCUTIBLE
DEQUEUNAPARTESUSTANCIALDEESECONOCIMIENTOESELRELATIVOALAPROPIADISCIPLINA�NO
PARECERAZONABLEQUEALGUIENSEACAPAZDEENSE¶ARAQUELLOQUENOCONOCEENPROFUNDIDAD
�&ENNEMA�#ARPENTERY0ETERSON�����	��HEMOSTRATADODEDEFINIRCONPRECISI�NQU£
SIGNIFICACONOCERENPROFUNDIDADELCONTENIDOQUESEPRETENDEENSE¶AR�

El carácter especializado del conocimiento del profesor de matemáticas

#OMOSEHASE¶ALADO�ENNUESTRACOMPRENSI�NDELCONOCIMIENTODELPROFESORDE
MATEMÕTICASHAYUNMOMENTOCLAVEENELQUETOMAMOSCONSCIENCIADEQUEELCONO
CIMIENTODELASMATEMÕTICASQUENECESITAELPROFESORESDIFERENTEDELCONOCIMIENTO
MATEMÕTICOFORMALYQUENOESUNAMERASIMPLIFICACI�NDEESTE�0OROTROLADO�RECO
NOCIENDOELPAPELDEOTRASCIENCIASDELAEDUCACI�NENLAFORMACI�NDEPROFESORESDE
MATEMÕTICAS�HEMOSSENTIDOQUEELCONTENIDODEESTAFORMACI�N�MÕSALLÕDELASMATE
MÕTICAS�NOERAUNAYUXTAPOSICI�NDELOSCONTENIDOSMATEMÕTICOSYLAPEDAGOG¤A�,OS
TRABAJOSDELGRUPODE"ALL�INSPIRADOSENLASAPORTACIONESDE3HULMAN�REALIZARONUNA
APORTACI�NESENCIAL�,ACONTRIBUCI�NDE3HULMANSUPUSOCONSIDERARLAESPECIFICIDADDEL
CONTENIDOQUESEESTÕENSE¶ANDO�#ONLAIDEADEiPARADIGMADESAPARECIDOw�3HULMAN
�����	INSTAAENFOCARELCONOCIMIENTONECESARIOPARAENSE¶ARATRAV£SDELALENTEDE
la propia disciplina, generando el concepto de conocimiento didáctico del contenido 

�"LANCO�-ELLADOY2UIZ�����	�$ESDELAINVESTIGACI�NENEDUCACI�NMATEMÕTICA�EL
CONOCIMIENTODIDÕCTICODELCONTENIDOTUVOUNAGRANACOGIDA�AUNQUENOESTABAEXENTO
DEDIFICULTADESDEIDENTIFICACI�NENLAPRÕCTICA�,AAPORTACI�NFUNDAMENTALDELGRUPO
DE"ALLESLAPOSIBILIDADDEORGANIZARYOPERATIVIZARELCONOCIMIENTODELPROFESORDE
-ATEMÕTICASATRAV£SDEINVESTIGACIONESSOBRELAPRÕCTICA�%L-+4PRETENDESER¢TIL
PARAiREPRESENTARELCONOCIMIENTOMATEMÕTICO�LASHABILIDADES�LOSHÕBITOSDELAMENTE�
LASENSIBILIDADQUESENECESITANPARAELTRABAJOCONCRETODEENSE¶AR;x=TAREASESPE
CIALIZADASENLASQUELOSPROFESORESNECESITANCONOCERYUSARLASMATEMÕTICASDEVARIOS
MODOSw�"ASS������P����	�$ELTRABAJODE3HULMANASUMENDOSDELOSDOMINIOSMÕS
importantes desde el punto de vista matemático: el Conocimiento de las Matemáticas 

YEL#ONOCIMIENTO$IDÕCTICODEL#ONTENIDO-ATEMÕTICO�%STOSDOMINIOS�ASUVEZ�
ESTÕNDIVIDIDOSENSUBDOMINIOS�DESTACANDO�DENTRODELPRIMERO�ELSUBDOMINIODEL
#ONOCIMIENTO%SPECIALIZADODELCONTENIDO�QUEESUNCONOCIMIENTOiESTRICTAMENTE
MATEMÕTICO;x=QUELOSPROFESORESCAPACITADOSNECESITANYUSAN�YSINEMBARGONOES
DELDOMINIODEOTROSMUCHOSPROFESIONALESCONFORMACI�NMATEMÕTICA;xYQUE=NO
ESUNSUBCONJUNTOREDUCIDODELOQUELOSMATEMÕTICOSCONOCENw�"ASS������P����	�
#OINCIDIMOSCONLAIDEADEQUEESTECONOCIMIENTO�SOLOENPROPIEDADYUSODEL

profesorado, puede llamarse especializado, pero, a la hora de determinar la naturaleza 

ESPECIALIZADADELCONOCIMIENTODELPROFESOR�NOSENCONTRAMOSCONELOBSTÕCULOGENE
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RADOPORELCARÕCTEREXTR¤NSECODELANATURALEZADELAESPECIALIZACI�N�&LORES�%SCUDERO�
#ARRILLO�����	�PUES�SEG¢NLASCARACTERIZACIONESQUEAPARECENENLALITERATURADEINVESTI
GACI�N�DEBEMOSDISCUTIRSIUNCONOCIMIENTOESONOCOMPARTIDOCONOTROSPROFESIONALES
QUETAMBI£NSONUSUARIOSDELAMATEMÕTICA�
#ONLAIDEADEAPORTARUNACARACTERIZACI�NINTR¤NSECADEESPECIALIZACI�N�PROPONEMOS

UNASASUNCIONESSOBRELASQUECONSTRUIRDICHACARACTERIZACI�N�
 — La naturaleza especializada del conocimiento del profesor de matemáticas 

POSEEDOSFUENTESCOMPLEMENTARIAS�LASMATEMÕTICASYLAACTIVIDADDEENSE
ñanza.

 — Un profesor comprende las matemáticas de un modo especializado. Es decir, 

UNPROFESORESUNSUJETOQUECONOCELASMATEMÕTICASDESDEELPUNTODEVISTA
DEALGUIENQUELASUSAENUNCONTEXTOPROFESIONALESPEC¤lCO�LAENSE¶ANZA�

 — 0ARA DETERMINAR LA ESPECIALIZACI�N� NO DEBER¤A SER NECESARIO MIRAR FUERA
DELDOMINIODE LASMATEMÕTICAS�0RETENDEMOSEVITARCUESTIONESSOBRESIUN
DETERMINADOCONOCIMIENTOESPURAMENTEMATEMÕTICO�COMPARTIDOCONMATE
MÕTICOS	�SICOMPRENDERALGOCONCRETOESEXCLUSIVODELPROFESORADO�ETC�

#OMOCONSECUENCIA�PARAASIGNARELADJETIVOiESPECIALIZADOwAUNAEVIDENCIADE
CONOCIMIENTO�HADEESTARRELACIONADOCONLAMATEMÕTICA�IMPLEMENTADOENUNCONTEXTO
DEENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�AULA�PLANIFICACI�N�ETC�	�ELCONOCIMIENTOPEDAG�GICO
general no se considera especializado en nuestra propuesta.

3ABERQUEUNPOL¤GONOTIENELADOSYÕNGULOSESCONOCIMIENTOMATEMÕTICO�COM
PARTIDOCONMATEMÕTICOSYMUCHASPERSONAS�!HORABIEN�ENGENERAL� LOSPROFESORES
POSEENESTECONOCIMIENTOJUNTOALCONOCIMIENTODELASPRINCIPALESDIFICULTADESDELOS
ESTUDIANTESCUANDODEFINENYTRABAJANCONPOL¤GONOS�ALCONOCIMIENTODEALGUNASUNIDA
DESDIDÕCTICASYRECURSOS¢TILESPARAQUELOSALUMNOSMEJORENSUAPRENDIZAJE�YAOTROS
conocimientos. Consideramos esto como un conglomerado de conocimiento especiali
zado: un conglomerado de Conocimiento Especializado del Profesor de Matemáticas 

�-43+	�#ARRILLO�#LIMENT�#ONTRERASY-U¶OZ#ATALÕN�����	�%SEL-43+COMOUN
TODOLOQUEESESPECIALIZADO�%STEMODELO�MANTENIENDOLADIVISI�NENTRELOSDOMINIOS
DELCONOCIMIENTOMATEMÕTICOYDELCONOCIMIENTODIDÕCTICODELCONTENIDO�CONSIDERATRES
SUBDOMINIOSENCADAUNODEELLOS�AS¤COMOUNDOMINIODECREENCIASYCONCEPCIONES
SOBRELAMATEMÕTICAYLAENSE¶ANZAYELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS�#ARRILLO�&LORES
Y#ONTRERAS�����	�%LCONOCIMIENTOPROFUNDODELAMATEMÕTICAESCOLARSEENCUENTRA
en el conocimiento de los temas�ELDELASCONEXIONES�LAVISI�NAVANZADADEUNCONO
cimiento elemental o viceversa, se encuentra en el conocimiento de la estructura�YEL
conocimiento de la práctica matemática se ocupa del modo de proceder en matemáticas. 

%NELDOMINIODELCONOCIMIENTODIDÕCTICODELCONTENIDOSEHALLANLOSSUBDOMINIOSDEL
conocimiento de la enseñanza de las matemáticas�ESTRATEGIASDEENSE¶ANZA�RECURSOS�
EJEMPLOSx	�ELconocimiento de las características del aprendizaje de las matemáticas 

�ERRORES�DIFICULTADES�OBSTÕCULOSx	�YELconocimiento de los estándares de aprendizaje 

de las matemáticas�CONOCIMIENTODELCURR¤CULOINSTITUCIONAL�DEPRODUCCIONESDELAS
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DISTINTASINVESTIGACIONESENEDUCACI�NMATEMÕTICARESPECTOALOSLOGROSDEAPRENDIZAJE
ESPERADOSENCADAETAPAx	�
,ACONTRIBUCI�NDE,UIS2ICOYCOLABORADORES�ENPARTICULARENRELACI�NCONEL

!NÕLISIS$IDÕCTICO�2ICO�,UPIÕ¶EZY-OLINA�����	�SEHAVISTOREFLEJADATAMBI£NEN
investigaciones en el campo del conocimiento especializado del profesor de matemáticas, 

DONDESEHANREALIZADOINTEGRACIONESENTREELANÕLISISMENCIONADOYLASCATEGOR¤ASDE
LOSSUBDOMINIOSDELMODELO-43+�2OJAS�&LORESY#ARRILLO����������	�
/TRASGENERACIONESDE INVESTIGADORESEN%DUCACI�N-ATEMÕTICAESCRIBIRÕN LAS

PÕGINASQUEHANDESEGUIRAESTANARRACI�N�
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EL ANÁLISIS DIDÁCTICO  
EN LA FORMACIÓN INICIAL DE PROFESORES DE PRIMARIA, 

EN EL ÁREA DE MATEMÁTICAS

Didactical Analysis in Initial Primary School Teacher Training  
in Mathematics

Pablo Flores, Antonio Moreno y Aurora del Río

Universidad de Granada, España.

Resumen

Los aportes de Luis Rico, en forma de organizadores curriculares, se han convertido pro
GRESIVAMENTEENLAIDEADEANÕLISISDIDÕCTICO�PARAGENERARUNPROCESODEPROFUNDIZACI�NENLAS
MATEMÕTICAS�QUEVAMÕSALLÕDEDOMINARLASDESTREZASHABITUALESYCONTEMPLALADIDÕCTICADELA
MATEMÕTICADESDEUNAPERSPECTIVAFUNCIONAL�%NLA5NIVERSIDADDE'RANADALLEVAMOSACABOLA
FORMACI�NINICIALDEPROFESORESDEPRIMARIAENELÕREADE-ATEMÕTICAS�TENIENDOCOMOUNODE
LOSOBJETIVOSQUELOSESTUDIANTESCOMPRENDANYDENSIGNIFICADOALOSCONTENIDOSMATEMÕTICOS�
%NESTEART¤CULODESCRIBIMOSELPROCESOFORMATIVOQUEESTAMOSLLEVANDOACABODESDEEL$EPARTA
MENTODE$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICA�BASADOENLAAPLICACI�NDELASIDEASDE,UIS�SOBREANÕLISIS
DIDÕCTICO�$ESCRIBIMOSLASDIMENSIONESSOBRELASQUESEAPOSENTAELCURSO�ELPAPELPROFESIONAL
DELDOCENTE�ELANÕLISISDIDÕCTICOYELCONOCIMIENTOMATEMÕTICOPARALAENSE¶ANZA�

Palabras clave: ANÕLISISDIDÕCTICO�CONOCIMIENTODELPROFESORDEMATEMÕTICAS�FORMACI�N
inicial de profesores de primaria

ABSTRACT

Luis Rico contributions in the form of curricular organizers, have increasingly become 

the idea of didactical analysis, to generate a process of deepening in mathematics, which goes 

beyond dominating the usual skills and to contemplate the teaching of mathematics from a 

functional perspective. At the University of Granada, we conducted the initial primary school 

teacher training in the area of mathematics, having as an objective that students understand and 

give meaning to the mathematical content. In this article we describe the training process we 

are carrying out from the Department of Mathematics Education, based on the application of 

Luis’s ideas, on didactical analysis. We describe the dimensions on which the course is seated, 

the role of teachers, the training analysis and mathematical knowledge for teaching.

Keywords: didactical analysis, knowledge mathematics teacher

Flores, P., Moreno, A., YDel Río�!������	�%LANÕLISISDIDÕCTICOENLAFORMACI�NINICIALDE
PROFESORESDEPRIMARIA�ENELÕREADEMATEMÕTICA�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�
4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�������	�
Granada: Comares.
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Introducción

z#�MOHACERQUELOSFUTUROSMAESTROScomprendan y den significado a las matemá
TICASPARAPODERENSE¶ARLAASUSESTUDIANTES�,AFORMACI�NDELOSFUTUROSPROFESIONALES
DELAEDUCACI�NQUESELLEVAACABOENLA&ACULTADDE%DUCACI�NDELA5NIVERSIDADDE
'RANADAPERSIGUELOSSIGUIENTESOBJETIVOS�

 — &AVORECERLACOMPRENSI�NDELOSCONCEPTOSMATEMÕTICOS�
 — 0ONER AL ESTUDIANTE PARA PROFESOR EN CONTACTO CON LECTURAS Y RESULTADOS
ALCANZADOSENLASDIDÕCTICASDELOSTEMASMATEMÕTICOS�(ACERQUELOREmEJE
PROFUNDIZANDO EN EL SIGNIlCADODE LOS CONTENIDOSMATEMÕTICOS� PARA COM
PRENDERLOSYPROGRAMARSUENSE¶ANZA�

El Análisis Didáctico

$ESDEFINALESDELOSA¶OS���,UIS2ICO�����AYB	�DAFUNDAMENTOALATEOR¤ACURRI
CULAR�ESTABLECIENDOCUATRODIMENSIONES�DIMENSI�NCULTURAL�CONCEPTUAL�COGNITIVA�£TICA
OFORMATIVAYSOCIAL	�QUESEMANIFIESTANENDIFERENTESNIVELESDEDESARROLLODELCURR¤CULO�

Figura 1. Análisis curricular de un contenido matemático

%NLAFORMACI�NINICIALHAYQUEABORDARESPECIALMENTEELDISE¶ODEUNIDADESDIDÕC
TICASPARALAENSE¶ANZADEUNCONTENIDO�0ARAELLO�2ICO�����A	DEFINECUATROANÕLISIS
SOBRELAENSE¶ANZADELCONTENIDO�CORRESPONDIENTESALASDIMENSIONESANTERIORES�%L
CURR¤CULOREFLEJAUNASPECTOCULTURAL�CONCEPTUALQUESECONCRETAENELCONTENIDOMATE
MÕTICOAENSE¶AR�PARALOQUEELPROFESORNECESITAREALIZARUNanálisis del contenido. Al 

FOCALIZARSUATENCI�NSOBREELALUMNO�SUSPOSIBILIDADESYOBSTÕCULOSDEAPRENDIZAJE�
se realiza un análisis cognitivo�0ARALLEVARACABOLAENSE¶ANZA�ELPROFESORATIENDE
ALADIMENSI�N£TICAOFORMATIVA�QUEREQUIEREanalizar la instrucción, determinando 

TAREASMATEMÕTICASESCOLARES�0OR¢LTIMO�ELPROFESORREALIZAELanálisis de actuación, 

valorando tanto los logros como el proceso.

El significado del contenido MATEMÕTICOQUEDADEFINIDOPARA2ICO�����A	MEDIANTE
ELTRIÕNGULOSEMÕNTICODE&REGE�CUYOSV£RTICESSONREFERENCIA�SIGNOYSENTIDO�%NEL
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PRIMERV£RTICE�REFERENCIA	�SESIT¢ALAestructura conceptual�QUEREQUIEREEXAMINAR
LOSCONCEPTOSYPROCEDIMIENTOSMATEMÕTICOS�TANTOACTUALESCOMOENOTROSMOMENTOS
DELAHISTORIADELASMATEMÕTICAS�evolución histórica	�%LSEGUNDOV£RTICE�SIGNO	ESTÕ
OCUPADOPORLASREPRESENTACIONESEMPLEADASPARAEXPRESARELCONTENIDOYLOSMODELOS
QUEPUEDENEMPLEARSEPARAMATERIALIZARLOSCONCEPTOS�%LSENTIDODEUNCONTENIDOLO
MARCANLOST£RMINOSQUESEEMPLEANPARAREFERIRSEALCONTENIDO�LASSITUACIONESENQUE
SEPONENENMARCHA�LOSUSOSQUESELESDANENESTASSITUACIONESYLOSFEN�MENOSQUE
HIST�RICAMENTESEHANORGANIZADOATRAV£SDEDICHOCONTENIDO�0ORTANTOELanálisis de 

contenidoABARCAELESTUDIODELASestructuras conceptuales, evolución histórica, sistemas 

de representación y modelos�Yanálisis fenomenológico.
%LPROFESORPLANIFICAELAPRENDIZAJEDELALUMNOAPARTIRDELADIMENSI�Ncognitiva del 

CONTENIDO�%XAMINANDOLASCUALIDADESCOGNITIVASDELALUMNOENRELACI�NALCONTENIDO�
AS¤COMOLOSREQUERIMIENTOSQUEELENTORNOHACEDEAPRENDIZAJEDEESTECONTENIDO�LLEGA
AESTABLECERLASFINALIDADESDEAPRENDIZAJE�FORMULADASENFORMADEOBJETIVOSYCOMPE
TENCIAS�AS¤COMOLASLIMITACIONES�CONSIDERANDOQU£ERRORESYDIFICULTADESSEDETECTAN
HABITUALMENTEENELAPRENDIZAJEDELTEMAMATEMÕTICO�%XPECTATIVASYLIMITACIONESDE
APRENDIZAJEPERMITENCONSTRUIRSECUENCIASDECAPACIDADESQUELOSALUMNOSTIENENQUE
APRENDERAPONERENJUEGOPARARESOLVERLASTAREASYLLEVARACABOLOSAPRENDIZAJESPREVISTOS�
,APROFESI�NDOCENTEESUNATAREAPRÕCTICA�ENELSENTIDOARISTOT£LICO�,AACCI�NES

TANIMPORTANTECOMOLOSFINES�,ADIMENSI�N£TICAOFORMATIVADEBELLEVARALPROFESOR
AEXAMINARQU£TAREAS�MEDIOS�RECURSOSYPRÕCTICAS�SONLASMÕSADECUADASPARAALCAN
ZARLOSOBJETIVOSDEAPRENDIZAJE�%LANÕLISISDEinstrucciónSECENTRAENBUSCARTAREAS
matemáticas escolares significativas.

0REVERINSTRUMENTOS�CRITERIOSYFORMASDEPONERENPRÕCTICALAEVALUACI�N�DEFORMA
QUESEAPRECIENLOGROSENFORMADECOMPETENCIAS�DALAOCASI�NALPROFESORDECERRARELPRO
CESOFORMATIVODEMANERACOHERENTE�CONLOQUESECONSTITUYEENELANÕLISISDEactuación.

 Figura 2. Análisis Didáctico en el proceso de enseñanza/aprendizaje matemático



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA144

Formar profesores profesionales que comprendan

%LGENIAL&RANCESCO4ONUCCIHADIBUJADOUNAVI¶ETA�&IGURA��ORIGENDELASRESTANTES
FIGURASDELART¤CULO	�ENLAQUEENFATIZALEPAPELAMBIGUODELPROFESORENFORMACI�N�EN
ELCENTRODEUNSISTEMADOBLE�YAQUESIEMPRETIENEQUETENERDEREFERENCIASUACTUACI�N
ENELSISTEMADIDÕCTICODELAEDUCACI�N0RIMARIA�4ONUCCIPONEDEMANIFIESTOQUEPARA
DESCRIBIRUNPLANDEFORMACI�NHAYQUECLARIFICARDOSCOMPONENTESALMENOS�ELPROCESO
FORMATIVOYSUCONTENIDO�
%STABLECERDOSPREMISAS�COMPRENDERYPROFESIONALIZAR	�MEDIANTEUNAHERRAMIENTA

�ELANÕLISISDIDÕCTICO	�HADADOLUGARAUNPROCESOFORMATIVOQUESEUBICAENLATRADICI�N
PROFESIONALDEFORMACI�N�:EICHNER�����	�CONCIBIENDOALMAESTRODEEDUCACI�NPRIMARIA
COMOUNEDUCADORCONINTENCI�NINSTRUCTIVA�QUEPUEDALOGRARQUEELALUMNODE�A��
A¶OSDESARROLLECOMPETENCIASBÕSICASRELACIONADASCONLASMATEMÕTICAS�SOBRELASQUE
PODERCONTINUARSUFORMACI�NCOMOCIUDADANOPARAAFRONTARLOSRETOSDELASOCIEDADACTUAL�
3ETRATADEUNPLANDEFORMACI�NPROFESIONAL�QUEPARTEDELCONOCIMIENTOMATEMÕTICO

DELAEDUCACI�NPRIMARIA�CONCIBI£NDOLOCOMOPROBLEMÕTICO�NOCOMPLETAMENTEDEFI
NIDO�:EICHNER�����	�YCOMPLETADOCONCONOCIMIENTODE$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICA�
CONCEBIDACOMOINSTRUMENTOPARAELDESEMPE¶OPROFESIONAL�CONLOQUEINTERESAMÕS
AHONDARENSUSPROBLEMASQUEENSUSRESULTADOS�
%LCONTENIDODELOSCURSOSDEFORMACI�NMATEMÕTICADELOSFUTUROSMAESTROS�SECENTRA�

fundamentalmente, en «conocimiento profesional del profesor de matemáticas», entendido 

TALCOMOLOHACE$EBORAH"ALLYSUEQUIPODELA5NIVERSIDADDE-ICHIGAN�(ILLet al.,����	�
EL#ONOCIMIENTODEL0ROFESORDE-ATEMÕTICAS�-ATHEMATICAL+NOWLEDGE4EACHING	�%NESTE
MODELOSEDISTINGUENDOSCOMPONENTES�LAPRIMERADECONOCIMIENTOMATEMÕTICO�QUETIENE
TRESSUBDOMINIOS�CONOCIMIENTOCOM¢NDELASMATEMÕTICAS�CONOCIMIENTOESPECIALIZADODE
LASMATEMÕTICASYCONOCIMIENTODELHORIZONTEMATEMÕTICO	YLASEGUNDAELCONOCIMIENTO
DIDÕCTICODELCONTENIDOMATEMÕTICO�CONOTROSTRES�CONOCIMIENTODELASMATEMÕTICASYLA
ENSE¶ANZA�DELASMATEMÕTICASYLOSALUMNOS�YELCONOCIMIENTOCURRICULAR	�

Figura 3. Formación de formadores. Tonucci, 1989
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,AFORMACI�NINICIALDEPROFESORESDE0RIMARIA�ENLA5NIVERSIDADDE'RANADA�
ABARCA�CURSOS��SEMESTRES	�DURANTELOSCUALESSEIMPARTENASIGNATURASPORÕREAS
EDUCATIVASGENERALES�$IDÕCTICAY/RGANIZACI�N%SCOLAR�0SICOLOG¤ADELA%DUCACI�NY
%VOLUTIVA�3OCIOLOG¤A0EDAGOG¤AY-)$%	�ASIGNATURASIMPARTIDASPORÕREASDEDIDÕC
TICASESPEC¤FICASINSTRUMENTALES�$IDÕCTICADELA,ENGUAESPA¶OLA�DELAS-ATEMÕTICAS�
DELAS#IENCIAS3OCIALES�DELAS#IENCIAS%XPERIMENTALESYDELA&ORMACI�NART¤STICA	�Y
DIDÕCTICASESPEC¤FICASDEESPECIALIDAD�$IDÕCTICADELENGUAEXTRANJERA�DELA%DUCACI�N
&¤SICAYDELA-¢SICA	�
,AFORMACI�NMATEMÕTICADEPROFESORESDE0RIMARIA�ENLA5NIVERSIDADDE'RANADA

SECUBREDEMANERAOBLIGATORIA�POR�ASIGNATURAS�&IGURA�	�"ASES-ATEMÕTICAS�%NSE
¶ANZAY!PRENDIZAJEDELAS-ATEMÕTICASY$ISE¶OY$ESARROLLODEL#URR¤CULO�SIEMPRE
DE-ATEMÕTICASEN%DUCACI�N0RIMARIA�,AFORMACI�NSECOMPLEMENTACONUNAOPTATIVA�
#OMPETENCIAS-ATEMÕTICASENLA%DUCACI�N0RIMARIA�

Figura 4. Análisis Didáctico en el Plan de Formación de Maestros

Bases Matemáticas para la Educación Primaria

0ARAPODERPLANIFICARLAENSE¶ANZADELAS-ATEMÕTICASEN%DUCACI�N0RIMARIA�EL
MAESTRONECESITACONOCIMIENTOSMATEMÕTICOS�ESPECIALMENTELOSCONTENIDOSQUESE
IMPARTENENDICHOCICLOEDUCATIVO�$ETERMINARQU£TIPODECONOCIMIENTOSEREQUIERE
PARAESTEDESEMPE¶OHASIDOOBJETODETRABAJOSCOMPARTIDOSENEL$EPARTAMENTODE
Didáctica de la Matemática de la Universidad de Granada, desde hace más de 20 años, 

ENLOSPRIMEROSDELOSCUALESHATENIDOUNAINTERVENCI�NDESTACADA,UIS2ICO�,ADECI
SI�NSOBREQU£CONOCIMIENTOMATEMÕTICOREQUIEREELFUTUROMAESTROSEHAFUNDAMENTADO
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en el Análisis Didáctico es decir, el conocimiento matemático resultante de realizar 
UNANÕLISISDELCONTENIDODELOSN¢CLEOSTEMÕTICOSDELAS-ATEMÕTICASDE0RIMARIA�%L
ANÕLISISDIDÕCTICONOSHALLEVADOAENFATIZARQUEELMAESTROTIENEQUEDARSIGNIFICADOA
LOSCONTENIDOSMATEMÕTICOSDEEDUCACI�N0RIMARIA�$ARSIGNIFICADOCONSISTEENPRO
FUNDIZARENLOSTRESASPECTOSQUEFORMANELTRIÕNGULOSEMÕNTICO�&REGE	�ELCONCEPTUAL�
ELREPRESENTACIONALYELSENTIDO�

El estudio del sentido arranca de considerar el papel instrumental de las mate
máticas. El análisis de contenido nos aclara estos términos, tanto en un conocimiento 
COM¢N�COMOEXAMINANDOSENTIDOS�FORMASDEREPRESENTARYESTRUCTURASCONCEPTUALES
�CONOCIMIENTOESPECIALIZADO	�

La asignatura Bases Matemáticas trata el conocimiento matemático especializado 
PARAQUEELFUTUROMAESTROCOMPRENDAYDESIGNIFICADOALOSCONOCIMIENTOSMATEMÕTICOS
QUEVAAENSE¶AR�#OMOAPOYOAESTAASIGNATURA�DESDEEL$EPARTAMENTODE$IDÕCTICADE
LA-ATEMÕTICA�SEHAELABORADOUNLIBRODETEXTO�3EGOVIAY2ICO�����	QUERECOGELOS
CONTENIDOSDELAASIGNATURA�ATENDIENDOAESTEENFOQUEDELASMATEMÕTICASDE0RIMARIA�

Enseñanza y Aprendizaje de las Matemáticas en Educación Primaria

,OSESTUDIANTESQUEDANSIGNIFICADOYCOMPRENDENELCONTENIDOTIENENMAYORESOPOR
TUNIDADESPARAENSE¶ARLO�PERONOBASTACONELLO�0ARACOMPLETARLAFORMACI�N�LASOTRAS
ASIGNATURASDE-ATEMÕTICASHACENQUELOSFUTUROSMAESTROSSERELACIONENCONLA$IDÕCTICA
de la Matemática, profundizando en el conocimiento didáctico del contenido matemático. 
La Didáctica de la Matemática ha llegado a consensuar un cuerpo de conocimiento espe
C¤FICO�PEROHAYQUERECONOCERQUESUORIGENYDESARROLLOOBEDECENMÕSALAL�GICADELA
INVESTIGACI�NQUEALADELOSPROFESORESQUEESTÕNENSE¶ANDO-ATEMÕTICASENLAENSE¶ANZA
OBLIGATORIA�&ALTAMUCHOPARAQUELA$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICAATIENDAALASNECESIDADES
DELOSPROFESORESENSUTRABAJO�PORLOQUENOPODEMOSPRETENDERFORMARMAESTROSERUDITOS
ENUNSABERQUELOSVAADISTANCIARDESUSPARES�CUANDOSEINCORPORENALAESCUELA�

Tomando en cuenta esta circunstancia, el proceso formativo en Didáctica de la Mate
mática en la Universidad de Granada, se hace más profesionalizador, con un contenido 
MENOSDEFINIDO�MÕSPROBLEMÕTICO�4RATADERESPONDERACUESTIONESCOMO�z1U£DEBEMOS
LOGRARQUEAPRENDANLOSALUMNOSDEPRIMARIA�z#�MOPODEMOSSALVARSUSDIFICULTADES
YERRORES�3ONCUESTIONESQUEAFRONTAMOSENLAASIGNATURAi%NSE¶ANZAY!PRENDIZAJE
DELAS-ATEMÕTICASw�CUYOFOCODEATENCI�NESLAPROFUNDIZACI�NENASPECTOSCOGNITIVOS
DELAPRENDIZAJEMATEMÕTICO�%STAASIGNATURASEPROPONEUNAINTENCI�NMÕSPRÕCTICA�SIN
PRETENDERSEREXHAUSTIVOS�
,ASHERRAMIENTAS�ENFORMADETEXTOSSOBREDIDÕCTICADECADACONTENIDO�ESTÕNAL

SERVICIODELOSESTUDIANTES�QUIENESTIENENQUELOCALIZARLOS�DARLESENTIDOYAPLICARLOSA
LAENSE¶ANZAYAPRENDIZAJEDETEMASCONCRETOS�/TRASASIGNATURASGENERALES�0SICOLOG¤A
DEL!PRENDIZAJE�0SICOLOG¤A%VOLUTIVAYDELA%DUCACI�N�ETC�	�SUMINISTRANREFERENTES
QUEAYUDANACOMPRENDERLOSRESULTADOSQUEENCONTRARÕNENTEXTOSDEDIDÕCTICADELTEMA
QUECORRESPONDEACADAEQUIPODETRABAJO�
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Figura 5. Esquema de actuación en Enseñanza y Aprendizaje de las Matemáticas

%LRESULTADODEESTECURSODEBESERUNANÕLISISCOGNITIVOENPROFUNDIDADDEUNTEMA
DEMATEMÕTICASDE0RIMARIA�COMOi5NIDAD�DECENAYCENTENAw�PARA�A¶OS�i,OS
POL¤GONOSw�PARA�A¶OS�ETC�	�,OSFUTUROSMAESTROS�TRABAJANDOENGRUPOS�TIENENQUE
BUSCARFUENTESDEINFORMACI�NSOBRELADIDÕCTICADELTEMAQUELESCORRESPONDE�EXAMINAR
QU£OBJETIVOSDEENSE¶ANZAPUEDENPRETENDERENELCURSOOCICLOADECUADO�QU£LIMITA
CIONES�DIFICULTADESYERRORES	�SONMÕSFRECUENTESPARALOSALUMNOS�%STETRABAJOFINAL�
QUESEVACOMPLETANDOALOLARGODELAS��SEMANASDELCUATRIMESTRE�CUBRIRÕUNAPARTE
DELDESEMPE¶OPROFESIONALPARAELQUESEESTÕNPREPARANDO�%NLA&IGURA�APARECEEL
ESQUEMADEACTUACI�NCONLOSN¢MEROSNATURALESCOMOEJEMPLOPARANI¶OSDE��A¶OS�
%STAASIGNATURASEENFOCAENELCONOCIMIENTOPROFESIONALDELPROFESORSOBRELAS

-ATEMÕTICASYLOSALUMNOS�
z#�MOCONJUGARLAPROFUNDIZACI�NENLADIDÕCTICADEUNTEMACONUNAVISI�NMÕS

AMPLIASOBRELASDIDÕCTICASDELOSDEMÕSTEMAS�%STEINTERROGANTENOSHALLEVADOA
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FRECUENTESDEBATESENTRELOSPROFESORES�ESPECIALMENTEPORQUENUESTRASRA¤CESSEAPO
SENTANENTIERRAENCICLOP£DICA�ENLAQUELAENSE¶ANZATIENEQUEBARRERTODOLOQUESE
SABEDEUNTEMA�5NASOLUCI�NDECONSENSOHATOMADOENCUENTALAORIENTACI�NACTUAL
DELAENSE¶ANZADELAS-ATEMÕTICASENLOSNIVELESOBLIGATORIOS�ENLOSQUEPREDOMINA
UNAPRETENSI�NFUNCIONAL�ESDECIR�ENCAMINADAADESARROLLARCOMPETENCIAS�3EGOVIAY
2ICO�����	�5NAMANERADEVERALNI¶OCOMOSUJETOMATEMÕTICAMENTECOMPETENTE�ES
CONSIDERARLOCOMOALGUIENQUEEMPLEALASMATEMÕTICASiCONSENTIDOw�2ICO�&LORESY
2UIZ�����	�%STAIDEADEiSENTIDOMATEMÕTICOwESTÕINSPIRADAENAPORTESRECIENTESSOBRE
iSENTIDONUM£RICOw�iSENTIDOESPACIALw�iSENTIDODEMEDIDAwYiSENTIDOESTOCÕSTICOw
�&LORESY2ICO�����	�%NESTAASIGNATURASEHAINTRODUCIDOUNTEMALLAMADOi3ENTIDO
MATEMÕTICOw�QUEMUESTRAESTAORIENTACI�NENELAPRENDIZAJEMATEMÕTICO�CUBRIENDOLAS
componentes de cada uno de estos sentidos, pero realzando la importancia de desarro
LLARLASDEMANERACOORDINADA�%STOHACEQUEENLAPARTEPRÕCTICADEESTECURSOSEREALICEN
ANÕLISISDEHASTAQU£PUNTOSELOGRADESARROLLARSENTIDOMATEMÕTICORESOLVIENDOTAREAS
MATEMÕTICASESCOLARES�YSEUTILICENESTASCOMPONENTESPARADECIDIRQU£OBJETIVOSDE
APRENDIZAJESEDEBENPRETENDER�
%NTENDERQUEPARAMANEJARLOSN¢MEROSNATURALESCONSENTIDOHAYQUETOMAREN

CONSIDERACI�NTANTOELCONCEPTOYLAREPRESENTACI�NDELOSN¢MEROSNATURALES�COMOEL
SIGNIFICADODELASOPERACIONESYLOSPROCESOSDEOBTENCI�NDERESULTADOS�LLEVAAENFATIZAR
OBJETIVOSQUEABARQUENTODOSESTOSCAMPOS�ADEMÕSDEAYUDARABUSCARDIFICULTADESY
errores asociados a cada uno de ellos.

Diseño y Desarrollo del Currículo de Matemáticas en Educación Primaria

5NAVEZCOMPRENDIDOELCONTENIDOYEXAMINADOLOSOBJETIVOSDEAPRENDIZAJE�SE
PASAAESTUDIARC�MOENSE¶ARLO�0ARAELLOSEEMPLEANLOSANÕLISISREALIZADOSENCURSOS
ANTERIORES�DÕNDOLESUNANUEVAVUELTADETUERCA�QUECONSISTEENAPRECIARLASCUALIDA
DESEDUCATIVASQUETIENENLOSRECURSOSDIDÕCTICOS�AS¤COMOLAFORMADELLEVARACABO
UNAENSE¶ANZACONSTRUCTIVISTA�SIGUIENDOLASIDEASDEASIGNATURASGENERALES�$IDÕCTICA
'ENERAL�0SICOLOG¤ADELAENSE¶ANZA�ETC�	�
$ISTINGUIRTAREASMATEMÕTICASESCOLARESPARAENSE¶ARLOSN¢MEROSNATURALES�IDEN

TIFICARENELLASSUSELEMENTOS�PERCIBIRSIPROMUEVENQUEELALUMNOPONGAENJUEGOSUS
conocimientos anteriores, si le lleva a realizar acciones con varias formas de representar 
LOSN¢MEROSNATURALESYLASOPERACIONES�SILEOBLIGAAEXPLICARAOTROSLOSPROCEDIMIENTOS
EJECUTADOS�AMOSTRARSUL�GICAYRELACI�NCONELPROBLEMAPLANTEADO�QUETIENEQUEESTAR
BIENSELECCIONADO	�REQUIEREENTENDERIDEASCOMOiENSE¶ANZASIGNIFICATIVAw�iRESOLUCI�N
DEPROBLEMASw�iCOMPRENSI�NDEUNCONCEPTOw�ETC�
%NESTAASIGNATURALOSESTUDIANTESTIENENQUEPLANIFICARUNAUNIDADDIDÕCTICASOBRE

UNTEMAMATEMÕTICOESPEC¤FICODEPRIMARIA�0ARAELLODEBENLLEVARACABOLOSDOSANÕ
lisis realizados en cursos anteriores. El análisis de contenido emplea como referentes 
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LIBROSDE-ATEMÕTICASPARAMAESTROS�%LANÕLISISCOGNITIVOUTILIZATEXTOSESPEC¤FICOSDE
DIDÕCTICADELBLOQUEDECONTENIDOQUELECORRESPONDA�
0OSTERIORMENTEDEBENBUSCARTAREASMATEMÕTICASESCOLARES�DESMENUZARLASPARA

APRECIARSUSCUALIDADESEDUCATIVAS�ANALIZARLASENRELACI�NALASTEOR¤ASDELAPRENDIZAJE
PROPUESTO�YORGANIZARLASPARAFACILITARQUELOSALUMNOSLLEVENACABOLASECUENCIADE
APRENDIZAJEADECUADOASUSOBJETIVOS�2EQUIEREPONERENJUEGOYCOMENZARAFAMILIA
rizarse con el conocimiento didáctico del contenido matemático, concretamente del 

CONOCIMIENTODE-ATEMÕTICASYENSE¶ANZA�DELCONOCIMIENTOCURRICULAR�YAQUE�COMO
ENLASASIGNATURASANTERIORES�ELESTUDIANTEPARAMAESTROTIENEQUEEXAMINARLOSDOCU
MENTOSOFICIALES�TANTONACIONALESCOMODEOTROSLUGARESPARAUBICARSURESPONSABILIDAD
profesional.

0ARACOMPLETARLAUNIDADDIDÕCTICA�LOSALUMNOSTIENENQUEPLANIFICARC�MOVANA
EVALUARELAPRENDIZAJE�INTERPRETANDOLOSCRITERIOSQUESEPROPONENENLOSDOCUMENTOS
OFICIALES�YDISE¶ANDOINSTRUMENTOSDEEVALUACI�N�#ONELLOREALIZANUNANÕLISISDE
ACTUACI�N�QUEPUEDENAPOYARENLASEXPERIENCIASDEENSE¶ANZAQUEHANLLEVADOACABO
ENLAPRÕCTICAPEDAG�GICA�QUESEDESARROLLAENELSEMESTREANTERIOR�&IGURA�	�

Figura 6. Esquema de la elaboración de Unidad Didáctica en Diseño  

y Desarrollo Currículo Matemáticas

%SIMPORTANTEAPRECIARELPAPELDESTACADOQUEJUEGANLOSCR£DITOSPRÕCTICOSDE
FORMACI�N�QUEOCUPAN�ALMENOS�EL���DELACARGADECR£DITOSTOTAL�%NTENDEMOSPOR
PREPARACI�NPRÕCTICALAQUEHACEQUELOSESTUDIANTESSEANPROTAGONISTASDESUTRABAJO�
0ARADESARROLLARLA�SEDESCOMPONECADAGRUPO�DEUNOS��ALUMNOS	�ENTRESPARTESDE
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UNOS��ALUMNOS�QUETRABAJANENEQUIPOSDE��PARARESOLVERDEMANERAPERSONAL�TAREAS
relacionadas con cada uno de los cursos.
!PARTIRDELAEXPERIENCIADEFORMACI�NSEHANELABORADOVARIOSLIBROSPARAAPOYARLA

�#ASTRO������3EGOVIAY2ICO�����Y&LORESY2ICO�����	�)GUALMENTESEHANPUBLICADO
LOSTRABAJOSPRÕCTICOS�ESPECIALMENTEDE"ASES-ATEMÕTICAS�$URANTESUIMPLEMENTACI�N
HEMOSLLEVADOACABO�PROYECTOSDEINNOVACI�NDOCENTE�LOQUEHASUPUESTOMUCHAS
HORASDECOMPARTIR�REVISARYPONERALD¤A�ELDISE¶ODELASASIGNATURAS�&RUTODEELLOES
LAELABORACI�NDE�ART¤CULOSDEREVISTA�YDELAPRESENTACI�NENVARIOSCONGRESOS�

Conclusiones

!LOLARGODEESTEART¤CULOHEMOSQUERIDOMOSTRARUNPROCESOFORMATIVOQUEATIENDE
ALAFORMACI�NINICIALDEPROFESORESDENI¶OSDE�A��A¶OS�ENELÕREADE-ATEMÕTICAS�
QUESEESTÕAPLICANDOENLA5NIVERSIDADDE'RANADA�%NESTEPROCESOSEHANCONJUGADO
LAINTENCI�NDEQUELOSESTUDIANTESCOMPRENDANLOSCONTENIDOSMATEMÕTICOSDELCICLO
EDUCATIVOQUEIMPARTIRÕN�DESDEUNAPERSPECTIVAQUEFAVOREZCASUPROFESIONALIZACI�N�
3EAPRECIAQUEDICHOMODELOABARCATODOSLOSCOMPONENTESDELCONOCIMIENTOMATE

MÕTICOPARALAENSE¶ANZA�SEG¢NELMODELO-+4�(ILLet al.,����	�%NELPRIMERCURSOSE
ATIENDEALAFORMACI�NMATEMÕTICADELOSESTUDIANTES�PROMOVIENDOUNAPROFUNDIZACI�N
ENELSIGNIFICADODELOSCONTENIDOSENARITM£TICA�MEDIDA�GEOMETR¤AYESTAD¤STICA�%L
CONOCIMIENTOCOM¢N�QUEHAFORMADOPARTEDELAFORMACI�NANTERIORDEESTOSESTUDIANTES�
SEVEREFORZADOPORLAB¢SQUEDADESIGNIFICADOSDELOSCONTENIDOSTRABAJADOS�PROFUNDI
ZANDOENELCONOCIMIENTOESPECIALIZADO�,APOCAALUSI�NALCONOCIMIENTODELHORIZONTE
MATEMÕTICO�LARECONOCEMOSCOMOUNADEBILIDADQUETENEMOSQUEABORDAR�,OSCURSOS
DE$IDÕCTICADELAS-ATEMÕTICASCUBRENTODASLASCOMPONENTESDELCONOCIMIENTODIDÕC
TICODELCONTENIDOMATEMÕTICO�AUNQUELAPROPUESTAFORMATIVACOMIENZACONELANÕLISIS
COGNITIVO�QUELLEVAAPROFUNDIZARENELCONOCIMIENTODELALUMNO�0OSTERIORMENTE�EL
DISE¶ODEUNIDADESACARREAUNAREVISI�NSOBREELCONOCIMIENTODELAS-ATEMÕTICASY
LAENSE¶ANZA�$URANTETODALAFORMACI�NSEATIENDEALCURR¤CULODE-ATEMÕTICASDELA
%DUCACI�N0RIMARIA�CONLOQUEELCONOCIMIENTODELCURR¤CULOESTÕPRESENTEENTODOEL
plan formativo.
%LPROCESOFORMATIVODAMUCHOPROTAGONISMOALOSESTUDIANTES�QUIENESTIENEN

QUEIRREALIZANDOLOSDIFERENTESANÕLISISQUECOMPONENLAHERRAMIENTAIDIOSINCRÕTICA
DENUESTROPLAN�%STODALUGARAQUELAFORMACI�NEN$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICANO
SEAEXHAUSTIVA�CONCIBI£NDOLAMÕSCOMOHERRAMIENTASQUEPREPARAPARAELDESEMPE¶O
PROFESIONAL�QUECOMOCONTENIDOERUDITO�
#OMOSEAPRECIA�ELPROCESOFORMATIVOESTÕMUYCENTRADOENELCONTENIDOMATEMÕ

TICO�AUNQUETOMEENCONSIDERACI�NAPRECIACIONESSOBRESUENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�
SIEMPREBASADASENRESULTADOSSUFICIENTEMENTEAFIANZADOSENLA INVESTIGACI�NENLA
DIDÕCTICADELAMATEMÕTICA�QUEHEMOSEJEMPLIFICADOENLADELAARITM£TICAPARAELCASO
DELOSN¢MEROSNATURALES�
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%SPERAMOSQUELOSESTUDIANTESCOMPRENDANLOSCONTENIDOSDELASMATEMÕTICASDE
0RIMARIA�ENNUESTROEJEMPLO�QUECOMPRENDANLOSN¢MEROSNATURALES�AS¤COMOSUS
DISTINTASFORMASDEREPRESENTACI�N�SUSSIGNIFICADOSYSUSUSOSYLARELACI�NQUEEXISTE
ENTREELLOS�9QUEBASENTODASESTASAPRECIACIONESENSUCOMPRENSI�NYENLASINFORMA
CIONESDIDÕCTICASQUELOSHANINVESTIGADO�
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LA DIMENSIÓN AFECTIVA Y EL ANÁLISIS COGNITIVO  
EN UN MODELO DE FORMACIÓN DE PROFESORES 

DE MATEMÁTICAS BASADO EN EL ANÁLISIS DIDÁCTICO

The Affective Dimension and the Cognitive Analysis in a Mathematics 
Teacher Education Model Based on the Didactic Analysis Model

María José González-Lópeza y Pedro Gómezb 
a5NIVERSIDADDE#ANTABRIA�%SPA¶A 

B5NIVERSIDADDE,OS!NDES�#OLOMBIA

Resumen

%LANÕLISISCOGNITIVOSEHADESARROLLADOCONBASTANTEPROFUNDIDADENLOSDIFERENTESMODE
LOSDELANÕLISISDIDÕCTICO�.OOBSTANTE�SEHATRABAJADOMENOSELPAPELYLUGARDELADIMENSI�N
AFECTIVADENTRODELMODELO�%NESTECAP¤TULO�DESCRIBIMOSC�MOHEMOSINCLUIDOLADIMENSI�N
AFECTIVAENELANÕLISISCOGNITIVODELAVERSI�NDELMODELODELANÕLISISDIDÕCTICOQUEUTILIZAMOS
COMOFUNDAMENTOPARAELDISE¶OEIMPLEMENTACI�NDEUNPROGRAMADEFORMACI�NDEPROFESORES
DEMATEMÕTICASENEJERCICIOEN#OLOMBIA�

Palabras clave:ANÕLISISCOGNITIVO�ANÕLISISDIDÕCTICO�DIMENSI�NAFECTIVA�FORMACI�NDE
profesores de matemáticas

ABSTRACT

Cognitive analysis has been profusely developed in the several didactic analysis models 

known. Nevertheless, very little work has ben done on the role and place of the affective dimension 

in the model. In this chapter, we describe how we have included the affective dimension within 

the cognitive analysis in the version of the didactic analysis model that support the design and 

implementation of a mathematics teacher education program in Colombia.

Keywords: affective dimension, cognitive analysis, didactic analysis, mathematics teacher 

education

González�-�*�YGómez�0������	�,ADIMENSI�NAFECTIVAYELANÕLISISCOGNITIVOENUNMODELO
DEFORMACI�NDEPROFESORESDEMATEMÕTICASBASADOENELANÕLISISDIDÕCTICO�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�
,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor 

Luis Rico �PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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La dimensión afectiva en el análisis cognitivo

3IBIENELANÕLISISCOGNITIVOSECENTRAFUNDAMENTALMENTEENASPECTOSRELACIONADOS
CONELCONOCIMIENTOMATEMÕTICO�LOQUESOLEMOSLLAMARLOCOGNITIVO��SUPROP�SITO
ESCONTRIBUIRAMEJORARELRENDIMIENTODELOSESTUDIANTES�%LORIGENDELBAJORENDIMIENTO
DELOSESTUDIANTESENMATEMÕTICASNOSOLOSEEXPLICADESDEUNADIMENSI�NPURAMENTE
COGNITIVACENTRADAENLAFALTADECONOCIMIENTO�4AMBI£NINTERVIENENOTROSFACTORESDE
TIPOAFECTIVO�%LDOMINIOAFECTIVOAGLUTINAUNiEXTENSORANGODESENTIMIENTOSYHUMO
RES�ESTADOSDEÕNIMO	QUESONGENERALMENTECONSIDERADOSCOMOALGODIFERENTEDELA
PURACOGNICI�N�EINCLUYECOMOCOMPONENTESESPEC¤FICOSDEESTEDOMINIOLASACTITUDES�
CREENCIASYEMOCIONESw�-C,EODY!DAMS������P����	�
%LESTUDIODELDOMINIOAFECTIVOESCOMPLEJOPUESTOQUELASINTERACCIONESENTRELO

COGNITIVOYLOAFECTIVOCONSTITUYENUNIMBRICADOMOSAICODEFACTORESYPARTICULARIDADES
ENCADAPERSONA�%NELÕMBITOEDUCATIVO�LACONSIDERACI�NDELOAFECTIVOESRELATIVAMENTE
RECIENTE�UNOS��A¶OS	�3ESABEQUELOAFECTIVOINFLUYEDEFORMAIMPORTANTEENELREN
DIMIENTODELOSESTUDIANTES�PERONOSEHALOGRADOESTABLECERCORRELACI�NFUERTEENTRE
LOSFACTORESANALIZADOSYDICHORENDIMIENTO�YDISTINTOSAUTORESREPORTANINCONSISTENCIAS
ENESTECAMPO�!NDREWS�$IEGO-ANTEC�N�6ANK¢ÝY/PgT%YNDE�����	�,OQUEEL
ESTUDIANTECREESOBRELASMATEMÕTICASINFLUYEENSUSEMOCIONESALESTUDIARMATEMÕTICAS�
YESTOLOPREDISPONEATENERDISTINTASACTITUDES�0OREJEMPLO�UNESTUDIANTEQUETENGA
UNACREENCIANEGATIVASOBRES¤MISMOANTEELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS�TENDERÕ
ASENTIRINSEGURIDADALRESOLVERPROBLEMASDEMATEMÕTICASYELLOPODRÕLLEVARLEATENER
UNAACTITUDDERECHAZOHACIALASMISMAS�0EROTAMBI£NPUEDEOCURRIRQUEUNESTUDIANTE
CONUNACREENCIAPOSITIVASOBRELASMATEMÕTICAS�COMOPOREJEMPLO�SUUTILIDAD�NOSE
SIENTABIENANTETAREASMATEMÕTICASCONCRETASY�COMOCONSECUENCIA�TAMBI£NTIENDAA
RECHAZARLAS�)GUALMENTE�RESULTAPARAD�JICOQUE�AUNQUEELESTUDIANTESEMUESTRECON
FIADOYSEGURODESUSCAPACIDADES�NOLLEGUEAIMPLICARSEENELFUTURO�i-EENCANTAN�
PERONOSOYCAPAZDEHACERUNACARRERAQUELLEVEMUCHAS-ATEMÕTICASw�"ÕEZ������
P����	�4AMBI£NSESABEQUELACOGNICI�NYELAFECTOSEINFLUYENUNOAOTRODEFORMA
REC¤PROCA�PORUNAPARTE�LAEXPERIENCIAQUETIENEELESTUDIANTECUANDOAPRENDEMATEMÕ
TICASLEPROVOCAEMOCIONESEINFLUYEENSUACTITUDYENLAFORMACI�NDESUSCREENCIAS�!
SUVEZ�LASEMOCIONES�CREENCIASYACTITUDESDELESTUDIANTEINFLUYENENSURENDIMIENTO
ACAD£MICO�$IEGO�����	�
.UESTRAPREOCUPACI�NSOBREELPAPELDELDOMINIOAFECTIVOENELANÕLISISCOGNITIVO

SURGEDELTRABAJOQUEHEMOSVENIDOREALIZANDOENUNPROGRAMADEFORMACI�NDEPROFE
SORESDEMATEMÕTICASBASADOENELMODELODELANÕLISISDIDÕCTICO�%NESTEPROGRAMA�LOS
GRUPOSDEPROFESORESREALIZANUNCICLODEPLANIFICACI�N�IMPLEMENTACI�NYEVALUACI�NDE
UNAUNIDADDIDÕCTICASOBREUNTEMACONCRETODELASMATEMÕTICASESCOLARES�%NLAFASEDE
PLANIFICACI�N�LOSGRUPOSANALIZANELTEMAQUEHANESCOGIDOCONBASEENUNAVERSI�NDE
LOSANÕLISISQUECOMPONENELMODELODELANÕLISISDIDÕCTICO�'�MEZY'ONZÕLEZ�����	�
ANÕLISISDECONTENIDO�ANÕLISISCOGNITIVO�ANÕLISISDEINSTRUCCI�NYANÕLISISDEACTUACI�N�
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!LFINALDEESTAPRIMERAFASE�LOSGRUPOSDEPROFESORESENFORMACI�NPRODUCENUNDISE¶O
CURRICULARPARASUTEMAYLAIMPLEMENTANENELAULA�%LLOSANALIZANLAINFORMACI�NQUE
RECOGENDURANTELAIMPLEMENTACI�NPARAESTABLECERLASFORTALEZASYDEBILIDADESDESU
PROPUESTAYMEJORARLA�
!CONTINUACI�N�MOSTRAMOSC�MOHEMOSINCLUIDOELDOMINIOAFECTIVODENTRODEL

ANÕLISISCOGNITIVO�ATRAV£SDEUNCONSTRUCTOQUETIENEGRANINFLUENCIAENELRENDIMIENTO
DELOSESTUDIANTESYALQUECONSIDERAMOSESPECIALMENTE¢TILDESDEELPUNTODEVISTADE
LAPLANIFICACI�N�LAMOTIVACI�N�

La Motivación

%LT£RMINOMOTIVACI�NSEVIENEDEFINIENDODESDEHACEA¶OSENLALITERATURASOBRE
INVESTIGACI�NEDUCATIVA�,EJOSDEHABERSELLEGADOAUNCONSENSOSOBRESUSIGNIFICADO�
SEPUEDENENCONTRARDESCRIPCIONESMUYDIVERSASYUNAMPLIOABANICODERECOMENDA
CIONESPARAELPROFESOR�%NTODOCASO�ASUMIREMOSLADEFINICI�NDEMOTIVACI�NDADAPOR
'ONZÕLEZY4OUR�N�����	COMOELiPROCESOQUEEXPLICAELINICIO�DIRECCI�N�INTENSIDAD
YPERSEVERANCIADELACONDUCTAENCAMINADAHACIAELLOGRODEUNAMETA�MODULADOPOR
LASPERCEPCIONESQUELOSSUJETOSTIENENDES¤MISMOSYPORLASTAREASALASQUESETIENEN
QUEENFRENTARw�P����	�%NSITUACIONESEDUCATIVAS�LAMOTIVACI�NHACEREFERENCIAAL
GRADODEPARTICIPACI�NYPERSEVERANCIADELOSESTUDIANTESALENFRENTARSEAUNATAREA�
,AMOTIVACI�NSEHAANALIZADOENLALITERATURADESDEDISTINTOSPUNTOSDEVISTATE�

RICOS�%CCLESY7IGFIELD�����	REALIZANUNCOMPENDIO�-ENCIONAMOSAQU¤ALGUNOSDE
LOSQUENOSRESULTANMÕSINTERESANTESPARAABORDARLAPLANIFICACI�NDEUNTEMADELAS
matemáticas escolares. 

Teorías centradas en las expectativas sobre uno mismo («expectancy»)

%STASTEOR¤ASANALIZANLASCREENCIASDELOSSUJETOSSOBRESUPROPIACOMPETENCIA�SOBRE
SUEFICACIA�SOBRELASEXPECTATIVASQUETIENENDETENER£XITOYSOBRESUSENTIDODECONTROL
SOBRELOSRESULTADOSDEUNPROCESO�%NELÕMBITODELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS�SE
ANALIZALAAPRECIACI�NDELESTUDIANTESOBRESUSPOSIBILIDADESPARARESOLVERPROBLEMAS�
Cuando los estudiantes responden afirmativamente a la pregunta «¿puedo resolver esta 

TAREA�w�TIENENMÕSGARANT¤ASDE£XITOPARARESOLVERLAYAUMENTASUINTER£SPORRESOLVER
TAREASMÕSCOMPLEJAS�,ASSIGUIENTESFRASESEXPRESANCREENCIASSOBREUNOMISMOCOMO
estudiante de matemáticas.

 — 3EMEDANBIENLASMATEMÕTICAS�
 — #UANDOMEENFRENTOAUNPROBLEMADEMATEMÕTICASTENGOCONlANZAENQUE
ENCONTRAR£LASOLUCI�N�

 — !UNQUEMEESFUERCEMUCHOTRATANDODERESOLVERPROBLEMASDEMATEMÕTICAS
NOLOGRAR£ENCONTRARLASOLUCI�N�
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Teorías centradas en los factores que influyen en el compromiso

!LGUNOSESTUDIANTESCREENQUES¤PUEDENLOGRARRESOLVERUNATAREA�PERO�DEHECHO�
no encuentran interés en resolverla. Por tanto, algunas teorías analizan las razones por 
LASCUALESUNESTUDIANTESECOMPROMETECONSUPROPIOAPRENDIZAJE�%STASTEOR¤ASSEPARAN
LOSFACTORESENINTR¤NSECOS�DISFRUTEPERSONAL�CURIOSIDAD�GANASDEMEJORAR	YEXTR¤NSECOS
�RECIBIRALG¢NTIPODERECOMPENSA�APROBAR�RECIBIRELRECONOCIMIENTODELAFAMILIAODE
LOSCOMPA¶EROS	�!LGUNASDEESTASTEOR¤ASANALIZANLOSOBJETIVOSQUEQUIERELOGRAREL
ESTUDIANTE�0OREJEMPLO�!MES�����	DISTINGUEENTREOBJETIVOSQUEIMPLICANALATAREA
�QUESEREFIERENALAAPRECIACI�NDELESTUDIANTESOBRELAUTILIDAD�INTER£SOIMPORTANCIA
DEUNATAREA�YOBJETIVOSQUEIMPLICANALEGO�SIMILARESALOSFACTORESINTR¤NSECOS�,OS
ESTUDIANTESQUETIENENOBJETIVOSQUEIMPLICANALEGODISFRUTANALCOMPETIRCONOTROSY
PREFIERENTAREASQUESABENQUEESTÕNASUALCANCE�,OSESTUDIANTESQUETIENENOBJETIVOS
QUEIMPLICANALATAREAPREFIERENTAREASRETADORASYESTÕNMÕSINTERESADOSENSUPROPIO
PROGRESOQUEENSUPERARAOTROS�

Teorías que entrelazan la motivación y la cognición

,ACARACTER¤STICAPRINCIPALDEESTASTEOR¤ASESQUEANALIZANC�MOLOSSUJETOSREGULAN
SUCOMPORTAMIENTOPARALOGRARLOSOBJETIVOSDEAPRENDIZAJE�3CHUNKY:IMMERMAN�
����	�!DEMÕSDETRATARLAMOTIVACI�NCOMOELEMENTOQUECONDUCEATOMARLADECISI�N
DEACTUAR�OBSERVANC�MOELSUJETOSEINVOLUCRAENLAACCI�N�!S¤�SEPROPONENESTRATEGIAS
COGNITIVASDECONTROLQUEAYUDANALOSSUJETOSACENTRARSEENLAINFORMACI�NPERTINENTE�
a evitar distractores, a optimizar la toma de decisiones, etc. Las estrategias cognitivas 
SECOMPLEMENTANCONESTRATEGIASDECONTROLEMOCIONAL�QUECONSISTENENINHIBIRESTA
DOSEMOCIONALESCOMOLAANSIEDADYFORTALECERESTADOSEMOCIONALESPOSITIVOSHACIALA
RESOLUCI�NDEUNATAREA�

Enfoques y expectativas de tipo afectivo 

%LV¤NCULODELAMOTIVACI�NDELESTUDIANTECONELCONTENIDOMATEMÕTICOSEEXPRESA
ATRAV£SDEVARIOSASPECTOSGENERALESDELDOMINIOAFECTIVOQUEELPROFESORTAMBI£N
DEBEPREVERALPLANIFICARUNTEMADELASMATEMÕTICASESCOLARES�4ENIENDOENCUENTAQUE
ELENUNCIADODEEXPECTATIVASDEAPRENDIZAJEESUNODELOSPROP�SITOSPRINCIPALESDEL
ANÕLISISCOGNITIVO�DEBECOMPLEMENTARSEMEDIANTEELENUNCIADODEEXPECTATIVASDETIPO
afectivo. De esta forma, incluimos el dominio afectivo dentro del análisis cognitivo. A 
CONTINUACI�N�PRESENTAMOSLAESTRUCTURAYLOSNIVELESDECONCRECI�NCONLOSQUEESAS
EXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOSEPUEDENFORMULAR�
#ADAUNODELOSENFOQUESTE�RICOSQUEENUNCIAMOSENELAPARTADOANTERIORTIENE

UNOSFOCOSDEATENCI�NPREFERENTESENELÕMBITOEDUCATIVOQUENOSPERMITENEXPRESAR
EXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOASOCIADOSACADAENFOQUE�!DEMÕS�DENTRODECADAENFOQUE�
CONSIDERAREMOSDISTINTOSNIVELESDECONCRECI�NDELOSENUNCIADOS�
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Enfoque centrado en las expectativas sobre uno mismo

%LENFOQUETE�RICOQUECENTRASUINTER£SENLASEXPECTATIVASSOBREUNOMISMOPONE
ELFOCODEATENCI�NENANALIZARLAAUTOESTIMADELESTUDIANTEYSUCONFIANZAALRESOLVERLOS
PROBLEMASQUESELEPROPONEN�!S¤PUES�LASEXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOQUEPODEMOS
ENUNCIARASOCIADASAESTEENFOQUESON

 — %'��DESARROLLARLAAUTOESTIMAY
 — %'��DESARROLLARLACONlANZAENUNOMISMO�

!DEMÕS�ESIMPORTANTEMANEJARUNNIVELDECONCRECI�NMÕSCONCRETOQUESEA¢TIL
PARAPODERANALIZARPOSTERIORMENTEC�MOYPORQU£LASTAREASMATEMÕTICASQUEFORMEN
PARTEDELAPROPUESTADOCENTESIRVENPARADESARROLLARLASEXPECTATIVASDETIPOAFECTIVO
ENUNCIADAS�0ARAELLO�UNAVEZDECIDIDOQUESEDESEADESARROLLAR LACONFIANZAENEL
ESTUDIANTE�ESNECESARIOIDENTIFICARACCIONESCONCRETASENLASQUEELESTUDIANTEDEBE
desarrollar esa confianza. Estas acciones pueden estar asociadas al nivel superior de 
EXPECTATIVASDEAPRENDIZAJEDETIPOCOGNITIVO�COMPETENCIAS�PROCESOSGENERALESOCAPA
CIDADESMATEMÕTICASFUNDAMENTALES	�0OREJEMPLO�SEPUEDENENUNCIARLASSIGUIENTES
EXPECTATIVASDETIPOAFECTIVO�

 — $ESARROLLARCONlANZAPARACOMUNICARINFORMACI�N�
 — !DQUIRIRSEGURIDADALPROPONERY LLEVARACABOESTRATEGIASDERESOLUCI�NDE
PROBLEMAS�

!DICIONALMENTE�SEPUEDEAUMENTARMÕSELNIVELDECONCRECI�N�ALIDENTIFICARLAS
ACCIONESDELTEMAMATEMÕTICOESPEC¤FICOENLASQUEESIMPORTANTEQUEELESTUDIANTE
DESARROLLECONFIANZA�0OREJEMPLO�UNAACCI�NSIGNIFICATIVAENELTEMA4EOREMADE0ITÕ
GORASESCALCULARLONGITUDESENTRIÕNGULOS�!S¤PUES�PODEMOSENUNCIARLAEXPECTATIVA
de tipo afectivo siguiente.

 — $ESARROLLARCONlANZAENLASPROPIASHABILIDADESPARACALCULARLONGITUDESEN
triángulos al utilizar el Teorema de Pitágoras.

Enfoque centrado en factores personales intrínsecos y extrínsecos

%LENFOQUETE�RICOQUECENTRASUINTER£SENCONSIDERARLOSFACTORESPERSONALESINTR¤N
SECOSYEXTR¤NSECOSQUEINTERVIENENENLAMOTIVACI�NDELESTUDIANTEPONEELFOCODE
ATENCI�NENANALIZARELINTER£SDELESTUDIANTEPORAPRENDER�!S¤PUES�LASEXPECTATIVAS
DETIPOAFECTIVOQUEPODEMOSENUNCIARASOCIADASAESTEENFOQUESONDELSIGUIENTETIPO�

 — EG1: desarrollar interés por aprender.

 — EG2: desarrollar curiosidad por aprender.

%STAEXPECTATIVAGENERALPUEDECONCRETARSE�ALIDENTIFICAREXPECTATIVASDEAPRENDI
ZAJEDENIVELSUPERIORENLASQUEELPROFESORDESEAQUEELESTUDIANTEDESARROLLEINTER£SY
CURIOSIDAD�,ASSIGUIENTESSONEJEMPLOSDEESTETIPODEEXPECTATIVAS�

 — $ESARROLLARINTER£SPORMATEMATIZARUNASITUACI�NREAL�
 — $ESARROLLARINTER£SPORFORMULARCONJETURASOHIP�TESIS�
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9�SICONCRETAMOSA¢NMÕS�SEPUEDENIDENTIFICARLOSASPECTOSMÕSSIGNIFICATIVOSDE
UNTEMAMATEMÕTICOSOBRELOSQUEESIMPORTANTEQUEELESTUDIANTEDESARROLLESUINTER£S
YCURIOSIDAD�0OREJEMPLO�

 — DESARROLLAR CURIOSIDAD POR DESCUBRIR RELACIONES NO CONOCIDAS ENTRE lGURAS
geométricas o

 — incrementar el interés por conocer las aplicaciones del cálculo de áreas som
BREADAS�

Enfoque que entrelaza motivación y aprendizaje

%LENFOQUETE�RICOQUEENTRELAZALAMOTIVACI�NYLACOGNICI�NPONEELFOCODE
ATENCI�NENANALIZARLASACTITUDESYLOSHÕBITOSFAVORABLESALAPRENDIZAJE�!S¤PUES�LAS
EXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOMÕSGENERALESQUEPODEMOSENUNCIARASOCIADASAESTEENFO
QUESEREFIEREN�ENRELACI�NCONELAPRENDIZAJE�ADESARROLLARLASSIGUIENTESEXPECTATIVAS�

 — EG1: actitud.
 — %'��PREDISPOSICI�N�
 — %'��HÕBITOS�

4AMBI£NSEPUEDECONCRETARESTEENUNCIADOGENERAL�ALVINCULARLOALNIVELSUPERIOR
DEEXPECTATIVASDEAPRENDIZAJEDETIPOCOGNITIVO�,ASSIGUIENTESSONEXPECTATIVASDE
tipo afectivo de este tipo.

 — 6ALORARPOSITIVAMENTELAPRECISI�NYUTILIDADDELLENGUAJEMATEMÕTICO�
 — $ESARROLLAR UNA PREDISPOSICI�N FAVORABLE A EMPLEAR DISTINTOS SISTEMAS DE
REPRESENTACI�N�

 — $ESARROLLARELHÕBITODEVERIlCARLOSRESULTADOSOBTENIDOSALRESOLVERPROBLE
mas.

 — $ESARROLLAR PERSEVERANCIA EN EL PLANTEAMIENTO Y RESOLUCI�N DE SITUACIONES
relacionadas con las matemáticas.

 — 3ERCUIDADOSOYPRECISOALEXPRESARELRESULTADODEUNPROBLEMA�
 — $ESARROLLARVOLUNTADYGUSTOPORELRAZONAMIENTOYLAJUSTIlCACI�NDELASPRO

piedades matemáticas.
3ICONCRETAMOSA¢NMÕS�SEPUEDENIDENTIFICARLOSASPECTOSMÕSSIGNIFICATIVOSDEUN

TEMAMATEMÕTICOSOBRELOSQUEESIMPORTANTEQUEELESTUDIANTEDESARROLLEBUENASACTITU
DES�PREDISPOSICI�NYHÕBITOS�,OSSIGUIENTESSONEJEMPLOSDEESTETIPODECONCRECI�N�

 — 4ENERDISPOSICI�N FAVORABLEPARA REALIZAR�ESTIMARYEXPRESARCORRECTAMENTE
MEDIDASDEOBJETOS�ESPACIOSYTIEMPOS�ADAPTADOSALCONTEXTOENQUESEREA
LIZALAMEDICI�N�

 — $ESARROLLAR DISPOSICI�N FAVORABLE PARA REALIZAR LAS TAREAS DE SUBDIVISI�NDE
polígonos en partes iguales.

 — $ESARROLLARCUIDADOYPRECISI�NENELUSODELOSDIFERENTES INSTRUMENTOSDE
MEDIDAYENLAREALIZACI�NDEMEDICIONES�
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 — 6ALORARLAUTILIDADDELAGEOMETR¤APARACONOCERYRESOLVERDIFERENTESSITUACIO
nes relativas al entorno.

 — 6ALORARELORDENQUEAPORTANLASDIFERENTESREPRESENTACIONESPARAMOSTRARCON
JUNTOSDEPERMUTACIONES�ESPECIALMENTELAAPORTACI�NDELDIAGRAMADEÕRBOL
COMOFORMADEPASARDELOPARTICULARALOGENERAL	�

 — $ESARROLLARGUSTOPORLAPRECISI�N�ELORDENYLACLARIDADENELTRATAMIENTOY
PRESENTACI�NDEDATOSYRESULTADOSRELATIVOSAOBSERVACIONES�EXPERIENCIASY
encuestas.

Enunciado de las expectativas de tipo afectivo

,ASIDEASANTERIORESSUGIERENUNPROCEDIMIENTOPARAREDACTAREXPECTATIVASDETIPO
AFECTIVORELACIONADASCONUNTEMADELASMATEMÕTICASESCOLARES�(EMOSESTABLECIDOTRES
ENFOQUESTE�RICOS�0ARACADAUNODEELLOS�HEMOSESTABLECIDOUNAOMÕSEXPECTATIVAS
DECARÕCTERGENERAL�%STASEXPECTATIVASGENERALESSEPUEDENCONCRETARENT£RMINOSDE
UNAOMÕSEXPECTATIVASDEAPRENDIZAJEDENIVELSUPERIOR�!SUVEZ�CADAUNADEESTAS
EXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOSEPUEDECONCRETARENT£RMINOSDELCONTENIDODELTEMA�
$ESCRIBIMOSESTEPROCEDIMIENTOENELESQUEMADELA&IGURA�YLOEJEMPLIFICAMOS
PARCIALMENTECONELPRIMERENFOQUETE�RICO�

Figura 1. Redacción de expectativas de tipo afectivo.

%LESQUEMADELA&IGURA�PONEDEMANIFIESTOLACOMPLEJIDADDELDOMINIOAFECTIVO
YLAMULTIPLICIDADDEEXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOQUEUNPROFESORPUEDEFORMULAR
PARAUNTEMADELASMATEMÕTICASESCOLARES�3EAPRECIAQUEHAYUNAGRANCANTIDADDE
COMBINACIONESPOSIBLES�.OOBSTANTE�ENUNPROCESODEPLANIFICACI�N�ESNECESARIO
CONTROLARLACOMPLEJIDADDELASEXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOQUESEENUNCIAN�PUESTO
QUEDEBENSER¢TILESPARAANALIZARPOSTERIORMENTEC�MOYPORQU£LASTAREASMATEMÕ
TICASQUEFORMANPARTEDELAUNIDADDIDÕCTICASIRVENPARADESARROLLARLASEXPECTATIVAS
ENUNCIADAS�#ONELPROP�SITODELOGRARESECONTROLYAS¤SERMÕSEFICACESENLACON
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SIDERACI�NDELOAFECTIVOENLOSOTROSANÕLISISDELANÕLISISDIDÕCTICO�PROPONEMOSQUE
SEMANEJEUNN¢MEROCONTROLABLEDEEXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOASOCIADASALTEMA
matemático concreto.

0OREJEMPLO�PARAELTEMADȨ REASSOMBREADAS�UNPROFESORPUEDESELECCIONAREL
SEGUNDOENFOQUETE�RICO�CENTRARSEENLAEXPECTATIVAGENERALDEDESARROLLARINTER£SY
CURIOSIDADPORAPRENDER�YCONCRETARLA�DESDELAPERSPECTIVADELACAPACIDADMATEMÕTICA
FUNDAMENTALDEMATEMATIZAR	ENDESARROLLARINTER£SPORMATEMATIZARUNASITUACI�NREAL�
&INALMENTE�PUEDECONCRETARESTAEXPECTATIVAENSUTEMAENT£RMINOSDE

 — EA1: incrementar el interés por conocer las aplicaciones del cálculo de áreas 

SOMBREADAS�
$ELAMISMAFORMA�PUEDESELECCIONARELTERCERENFOQUETE�RICOCONLAEXPECTATIVA

GENERALDEDESARROLLARACTITUD�PREDISPOSICI�NYHÕBITOSFAVORABLESALAPRENDIZAJE�Y
CONCRETARLA�PARALACAPACIDADMATEMÕTICAFUNDAMENTALDEREPRESENTACI�N�ENDESARRO
LLARUNAPREDISPOSICI�NFAVORABLEAEMPLEARDISTINTOSSISTEMASDEREPRESENTACI�N�%N
T£RMINOSDESUTEMAMATEMÕTICO�ESTAEXPECTATIVASEPUEDECONCRETAREN�POREJEMPLO�
LASDOSEXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOSIGUIENTES�

 — %!��VALORARLAUTILIDADDELLENGUAJEALGEBRAICOPARAEXPRESARRELACIONESENTRE
CANTIDADESDEÕREADElGURASGEOM£TRICAS�

 — %!��DESARROLLARUNAACTITUDFAVORABLEAINTERPRETARENT£RMINOSGEOM£TRICOS
LASEXPRESIONESSIMB�LICASREFERIDASAÕREASDElGURASGEOM£TRICAS�

5NAVEZQUEELPROFESORHAREDACTADOLASEXPECTATIVASDETIPOAFECTIVORELACIONADAS
CONSUTEMA�PUEDEDESCRIBIRLAESTRUCTURADEESASELECCI�N�ALINDICARLOCOMOENLA
TABLA��#ADAFILADELATABLACORRESPONDEAUNADELASEXPECTATIVASDETIPOAFECTIVO
QUE£LHAREDACTADOPARASUTEMACONCRETO�0OREJEMPLO�ENLATABLA��LASEGUNDAFILA
IDENTIFICALAEXPECTATIVAAFECTIVA%!�DELEJEMPLOQUEHEMOSVENIDOPRESENTANDOSOBRE
¸REASSOMBREADAS�VALORARLAUTILIDADDELLENGUAJEALGEBRAICOPARAEXPRESARRELACIONES
ENTRECANTIDADESDEÕREADEFIGURASGEOM£TRICAS	�%NLASSIGUIENTESCOLUMNAS�ELPRO
FESORPUEDEINDICARELORIGENDEESAEXPECTATIVADENTRODELAESTRUCTURADEENFOQUESY
NIVELESDEEXPECTATIVASQUEHEMOSMENCIONADO�%NELCASODELAEXPECTATIVA%!��EL
PROFESORINDICAENLATABLAQUEESAEXPECTATIVACORRESPONDEALSEGUNDOENFOQUETE�RICO
�MARCAENLACOLUMNA�	Y�DENTRODEESEENFOQUETE�RICO�ALASEGUNDAEXPECTATIVA
GENERAL�MARCAENLACOLUMNA�	QUE�ENESTECASO�SEREFIEREADESARROLLARCURIOSIDAD
PORAPRENDER�0ARACADAENFOQUETE�RICO�LASEXPECTATIVASGENERALESSONDIFERENTES�
COMOLOINDICAMOSANTERIORMENTE�&INALMENTE�ENLASCOLUMNASENCABEZADASPOREL
T¤TULO#APACIDADESMATEMÕTICASFUNDAMENTALES�ELPROFESORINDICAENQU£CAPACIDAD
MATEMÕTICAFUNDAMENTALSECONCRETALAEXPECTATIVAAFECTIVA�ENESTECASO�ENLACAPA
CIDADMATEMÕTICAFUNDAMENTAL5TILIZACI�NDEOPERACIONESYUNLENGUAJESIMB�LICO�
FORMALYT£CNICO	�
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4ABLA�� Estructura de las expectativas de tipo afectivo

Enfoque Generales Capacidades matemáticas fundamentales

EA 1 2 3 EG1 EG2 EG3 DRP M C Ra U Re H

1 � � �

2 � � �

3 � � �

.OTA�%!�EXPECTATIVADEAPRENDIZAJE�%'�EXPECTATIVAGENERAL� 
$20�DISE¶ODEESTRATEGIASPARARESOLVERPROBLEMAS�-�MATEMATIZACI�N�#�COMUNICACI�N� 
2A�RAZONAMIENTOYARGUMENTACI�N�5�5TILIZACI�NDEOPERACIONESYUNLENGUAJESIMB�LICO� 

FORMALYT£CNICO�2E�REPRESENTACI�N�(�UTILIZACI�NDEHERRAMIENTASMATEMÕTICAS

Conclusión

%NESTECAP¤TULO�MOSTRAMOSC�MOHEMOSINCLUIDOLADIMENSI�NAFECTIVAENEL
ANÕLISISCOGNITIVO�0ARAELLO�NOSCENTRAMOSENLAIDEADEMOTIVACI�N�%STABLECEMOSTRES
ENFOQUESCONBASEENLASTEOR¤ASSOBREESTETEMA�0ROPONEMOSUNPROCEDIMIENTOPARA
FORMULAREXPECTATIVASDETIPOAFECTIVODEACUERDOCONUNAESTRUCTURAQUETIENEENCUENTA
ELENFOQUE�LAEXPECTATIVADEAPRENDIZAJEDENIVELSUPERIORYELCONTENIDOMATEMÕTICO
ESPEC¤FICOQUESEQUIERENABORDAR�
,AFORMULACI�NDEEXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOESIMPORTANTEENLOSDEMÕSANÕLISIS

DELMODELODELANÕLISISDIDÕCTICO�%STASEXPECTATIVASSECONVIERTENENCRITERIOSPARAEL
ANÕLISISYMODIFICACI�NDELASTAREASQUECONFIGURANLAUNIDADDIDÕCTICA�(EMOSDESA
RROLLADOUNPROCEDIMIENTOPARAESTEPROP�SITO�QUENODESCRIBIMOSAQU¤	ENELANÕLISIS
DEINSTRUCCI�N�#ONBASEENESEPROCEDIMIENTO�LOSGRUPOSDEPROFESORESENFORMACI�N
PUEDENESTABLECERAPRIORIENQU£MEDIDACADATAREACONTRIBUYEALASEXPECTATIVASDE
TIPOAFECTIVOQUEHANPROPUESTO�,OSRESULTADOSDEESEANÕLISISLOSPUEDELLEVARAMODI
FICARUNAOMÕSTAREASPARAMEJORARSUCONTRIBUCI�NAESASEXPECTATIVAS�&INALMENTE�Y
DEACUERDOCONOTROPROCEDIMIENTO�LOSGRUPOSDEPROFESORESENFORMACI�NESTABLECEN�
DURANTELAIMPLEMENTACI�N�LACONTRIBUCI�NENLAPRÕCTICADESUUNIDADDIDÕCTICAALAS
EXPECTATIVASDETIPOAFECTIVOQUEFORMULARONINICIALMENTE�
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SOBRE EL ANÁLISIS DIDÁCTICO DE LA RAZÓN

On the Didactic Analysis of the Ratio

Bernardo Gómez

Universidad de Valencia, España

Resumen

3EPRESENTANAQU¤LOSPRINCIPALESAPORTESQUELAINVESTIGACI�NEDUCATIVAEN$IDÕCTICADELAS
-ATEMÕTICASNOSOFRECESOBREELCONSTRUCTORAZ�N�#ONESTEDOCUMENTOSEPRESENTAELMARCOTE�
RICOQUENUESTROGRUPODEINVESTIGACI�NDE0.!DEL$EPARTAMENTODE$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICA
DELA5NIVERSIDADDE6ALENCIAUTILIZAPARADELIMITARLASSUBUNIDADESDELANÕLISISDECONTENIDOY
DEINSTRUCCI�NPROPIOSDEUNANÕLISISDIDÕCTICODELMODELODEENSE¶ANZADELARAZ�N�

Palabras clave: DIDÕCTICA�MATEMÕTICAS�RAZ�N�CANTIDADESRELATIVAS�PRÕCTICAEDUCATIVA

ABSTRACT

The main contributions of the educational research in Didactic of the Mathematics on the 

ratio construct are presented here. With this document we expose the elements of the theoretical 

frame that our group of PNA of the Didactic of Mathematics Department of the Valencia Uni-

versity, uses to delimit the subunits of the analysis of content and of instruction own of a didactic 

analysis to the teaching model of the ratio.

Keywords: Didactics, mathematics, ratio, relative quantities, educational practice. 

Introducción

%NLAVIDADIARIAHAYCANTIDADESQUENOSECONSIDERANENT£RMINOSABSOLUTOS�SINO
RELATIVOS�COMOPOREJEMPLO�CUANDOHABLAMOSDEQUEUNCOCHECORREMÕSOCONSUME
MÕSQUEOTRO�NOPORQUEANDEMÕSKIL�METROSOPORQUEGASTEMÕSLITROS�SINOPORQUE
ANDAMÕSKIL�METROSPORHORAOGASTAMÕSLITROSPORKM�

Gómez�"������	�3OBREELANÕLISISDIDÕCTICODELARAZ�N�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�
&�2UIZ�-�Y4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico 
�PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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La capacidad para pensar las cantidades de esta manera relacional amplía el rango 

DEAPLICABILIDADDECIERTASPALABRASQUEINICIALMENTESEHANASOCIADOALOSCONCEPTOS
ADITIVOS�COMOSUCEDEENESTECASOCONLAPALABRAiMÕSwQUEADQUIEREDOSSIGNIFICA
DOS�UNOABSOLUTOYOTRORELATIVO�AMBOSPERTINENTESYCONSENTIDO�%NESTASSITUACIONES
LOESENCIALESSABERDISTINGUIRCUANDOESMÕSAPROPIADOELSIGNIFICADORELATIVOQUEEL
ABSOLUTODELASCANTIDADESYENESECASOCUALESELREFERENTECONELQUESECOMPARAN�
%STACOMPARACI�NCANTIDAD�REFERENTEINVOLUCRAALCONCEPTOMATEMÕTICODERAZ�N�

PERONOENELSENTIDOGRIEGOOINTERNO�DECOMPARACI�NDECANTIDADESDEUNAMISMA
MAGNITUD�,IBRO6DELOS%LEMENTOSDE%UCLIDES	�SINOENELSENTIDOEXTERNO�DECOM
PARACI�NDEMAGNITUDESDEDIFERENTEESPECIE�
,AAMPLIACI�NDELANOCI�NGRIEGADERAZ�N�ALPERMITIRCOMPARARCANTIDADESDE

MAGNITUDESDIFERENTES�ESDECIR�ALCONSTITUIRSELARAZ�NNOSOLOCOMOUNARELACI�NEN
UNAMAGNITUDSINOTAMBI£NENTREMAGNITUDES�DESPLAZAEL£NFASISDELAACCI�NDEMEDIR
ALAPRODUCCI�NDECANTIDADESDENATURALEZAINTENSIVAENELSENTIDODE3CHWARTZ�����	�
%STASSONFÕCILMENTERECONOCIBLESPORQUE�AMENUDO�CONTIENENLAPALABRAiPORw�KM
PORHORA�LITROSPORKM�PERSONASPORM2�EUROSPOR¤TEM�ETC�	YPORQUESUELENGENERAR
UNATERCERAMAGNITUDDERIVADAPERODIFERENTEALASDOSQUESECOMPARAN�VELOCIDAD�
CONSUMO�DENSIDAD�PRECIO�ETC�	�
,AALGORITMIZACI�NDEESTASRAZONESDAELTANTOPORUNOOELTANTOPORCIEN�QUEESLA

FORMAESCOLARDETRATARCONELLAS�PEROESTOECLIPSAELVERDADEROSIGNIFICADODELARAZ�N�
LOQUEPARA&REUDENTHALLAHACEVALIOSA�%STOES�NOELDECOCIENTEDEENTEROSQUERESULTA
DECONSIDERARLARAZ�NCOMOUNAFUNCI�NDEUNPARORDENADODEN¢MEROSODEVALORESDE
MAGNITUD�ESOLOSONLASUMA�LADIFERENCIA�ELPRODUCTOYELCOCIENTE�PERO£STOSLOSONEN
ELSENTIDOALGOR¤TMICO�HAYUNARECETAPARAOBTENERELVALORDELAFUNCI�NCORRESPONDIENTE
AUNPARDETERMINADOOALMENOSPARAACTUARCOMOSISEHUBIERAOBTENIDOnzQU£SEHA
OBTENIDOSISECONTESTAA�DECADA�DICIENDOÐ��OzQU£SEHAOBTENIDOSISECONTESTA
TRANSFORMANDOLARAZ�NENCOCIENTE�ESTOESSISELEE�ESA�COMOSIDIJERA�DIVIDIDO
POR���UNOPUEDEINTERPRETARLAAS¤�PEROESLAFORMAEQUIVOCADA�
%LSIGNIFICADOPROPIODELARAZ�NNORESIDEPUESENELPROCESOPORELQUESELEASIGNA

UNVALOR�SINOENHABLARDEIGUALDADODESIGUALDADDERAZONESSINCONOCERELTAMA¶O
DELARAZ�N�SERCAPAZDEDECIRa es a b como c es a d�SINANTICIPARQUEa es a b puede 

REDUCIRSEAUNN¢MEROOVALORDEMAGNITUDa/bDEMODOQUEENTONCESYAQUEc es a d 

es lo mismo: / � / �&REUDENTHAL������P����	�

La razón en la enseñanza

%NLAENSE¶ANZA�LARAZ�NNOESTÕBIENTRATADAYAQUEAMENUDOLOQUESEFOMENTAES
LAMANIPULACI�NSINSENTIDODES¤MBOLOSYF�RMULAS�(OFFER������P����Y���	�3OBRE
ESTAMISMAIDEA�3TREEFLAND������P���	SE¶ALAQUELAENSE¶ANZADELARAZ�NTIENEUN
ENFOQUEPRECARIO�POBREYBREVE�PORSUDESCONEXI�NDELAREALIDAD�PORLAFALTAREALDE
APLICACIONES�QUESONESPORÕDICAS�APOSTERIORIEIN¢TILESPARALACONSTRUCCI�NDELCONCEPTO�
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%NELÕMBITODELAFORMACI�NINICIALYPERMANENTEDELOSPROFESORESTAMBI£NSEHA
CONSTATADOQUELARAZ�NESUNTEMAPOBREMENTECOMPRENDIDO�QUEAMENUDOEST£CNICO�
ESQUEMÕTICO�DESCONECTADOEINCOHERENTE�YQUECUANDOSEAPLICANM£TODOSEFECTIVOSEN
su enseñanza el impacto es positivo  tanto para los estudiantes como para los profesores 
�"EN#HAIM�)LANYY+ERET�����	�
%NELESTUDIODEQU£TIPODEPROBLEMASHANSIDOLOSPROTAGONISTASPRINCIPALESENLA

HISTORIAYENLOSLIBROSESCOLARESDEMATEMÕTICASDEPRIMARIAYSECUNDARIA�RELATIVOSALA
RAZ�NYC�MOESTOSPROBLEMASSEHANENCARGADODEORGANIZARELPROCESODEENSE¶ANZA
APRENDIZAJE�SEPUEDEOBSERVARLAIMPORTANCIAOTORGADAALARELACI�NDEIGUALDAD�TENER
LAMISMARAZ�N�PORSUCARÕCTERDEFINITORIODELAPROPORCI�NYCUYAGENERALIZACI�NESLA
PROPORCIONALIDAD�%STEHECHO�PODR¤AEXPLICARELESCASOINTER£SDELCURRICULUMIMPLE
MENTADOPORMOSTRARLARAZ�NENLARELACI�NDEDESIGUALDAD�TENERMAYOROMENORRAZ�N�
APESARDESUSM¢LTIPLESEIMPORTANTESAPLICACIONESENLAVIDADIARIADELOSCIUDADANOS�
%NRELACI�NCONLARAZ�NENLARELACI�NDEIGUALDAD�LASSITUACIONESESCOLARESMÕS

HABITUALESENQUEINTERVIENESONLASQUESEAGRUPANENLOSCONTEXTOSDEPROPORCIONALIDAD�
0ORSUPARTE�LASSITUACIONESMÕSHABITUALESENLASQUEINTERVIENELARAZ�NENLARELACI�N
DEDESIGUALDADSONLASCOTIDIANASDELASOFERTASCOMERCIALES�COMOPOREJEMPLOAQUE
LLASENLASQUEINTERESASABERCUÕLESLAMEJORCOMPRA�%NESTASSITUACIONES�QUENOSON
PROPORCIONALES�INTERVIENEELOBJETOMENTALiRELATIVAMENTEw�CUYOUSOMÕSEXTENDIDOLO
SIT¢A&REUDENTHAL�����	ENLOSCONTEXTOSDECOMPARACI�NDEPAREJASDEEXPOSICIONES
YCOMPOSICIONES�MÕSADELANTE	�

La razón y sus contextos de uso 

,OSCONTEXTOSCURRICULARESMÕSHABITUALESDELARELACI�NDEIGUALDADSON�PROPOR
CIONALIDADNUM£RICA�ESCALAS�PENDIENTEY4ALES�&ERNÕNDEZY'�MEZ�����	�
��0ROPORCIONALIDADNUM£RICA�3EINCLUYENAQU¤AQUELLOSPROBLEMASOSITUACIONES

QUEENLA!RITM£TICACORRESPONDENALESTUDIODELASMAGNITUDESPROPORCIONALES�%STOS
INCLUYENLOSPROBLEMASARITM£TICOSCLÕSICOSDELASAPLICACIONESDELASREGLASDETRES
SIMPLEYCOMPUESTA�
��%SCALA�3EINCLUYENAQU¤AQUELLOSPROBLEMASOSITUACIONESQUECORRESPONDENA

FEN�MENOSQUESEPUEDENMODELAROREPRESENTARPORMEDIODETRANSFORMACIONESDEL
plano en el plano con las siguientes propiedades: Las medidas de ángulos correspon
DIENTESSECONSERVAN�YLASRELACIONESENTRELASMEDIDAS�LONGITUDES	DESEGMENTOSDE
RECTAHOM�LOGOSENTREDOSFIGURASSEMEJANTESSEPUEDENEXPRESARMEDIANTEUNN¢MERO
ENTEROOFRACCIONARIOQUEESCONSTANTE�&EN�MENOSDEESTE TIPOSONREDUCCIONESO
AMPLIACIONESYREPRESENTACIONESPLANASDEOBJETOSREALES�TALESCOMOPLANOSDECASAS�
MAPAS�YCOSASPORELESTILO�
��0ENDIENTE�!QU¤SEINCLUYENLOSFEN�MENOSASOCIADOSALAPROPORCIONALIDADQUE

SEPUEDENVISUALIZARATRAV£SDEREPRESENTACIONESENUNPLANOCARTESIANOCUYOSEJESSE
CONSTRUYENCONAQUELLASCANTIDADESQUESERELACIONAN�TALESCOMODISTANCIAMEDIDAEN
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KIL�METROSYELTIEMPOENHORASPARAREPRESENTARDEFORMAGRÕFICAELMOVIMIENTORECTIL¤
NEOYUNIFORME�%SAREPRESENTACI�NDESITUACIONESDEPROPORCIONALIDADPORMEDIODEUNA
L¤NEARECTAQUEPASAPORELORIGENPONEEL£NFASISENLARELACI�NENTRELASDOSCANTIDADES
ENJUEGOYENAQUELLOQUESEMANTIENECONSTANTE�ELFACTORDEPROPORCIONALIDAD�ENESTE
caso la pendiente de la recta.
��4ALES�3EINCLUYENAQU¤ LOSPROBLEMASQUETRADICIONALMENTESEHANLLAMADO

i!PLICACIONESDEL4EOREMADE4ALESw�PARTICI�NDEUNSEGMENTOENNPARTESIGUALES�
CÕLCULODELONGITUDESDESEGMENTOSPROPORCIONALES�TRIÕNGULOSENSITUACI�NDE4ALESY
MEDICI�NDEDISTANCIASINACCESIBLES�ETC��YSUSIMPLICACIONESENLASEMEJANZA�
,AAMPLITUDDECONTEXTOSDEQUEESSUSCEPTIBLELARAZ�NLLEVAA&REUDENTHALAAGRU

parlos en Exposiciones, Composiciones Y Constructos�ESTE¢LTIMOCONSTRUCTOALSERPARA
SITUACIONESPREFERENTEMENTEGEOM£TRICASNOSEABORDAENESTEDOCUMENTO�
5NAEXPOSICI�NOUNACOMPOSICI�NESUNATERNA� �-�ä	DONDE ESUNCONJUNTO�

YACADAUNODESUSELEMENTOSSELEASOCIAUNAMAGNITUDOUNAMEDIDAEN-MEDIANTE
UNAFUNCI�N �,OQUEDIFERENCIAALASEXPOSICIONESDELASCOMPOSICIONESESQUEEN
UNCASOELCONJUNTOLOFORMANOBJETOS�YENELOTRO�CLASESOPARTESDEUNUNIVERSO�!
MENUDOESTOSCONTEXTOSAPARECENPORPAREJAS�DEFINIDASSOBREELMISMOCONJUNTO�YES
AH¤DONDESEPUEDEREQUERIRDELACOMPARACI�NDERAZONESENSITUACIONESDEDESIGUALDAD�
��0AREJADEEXPOSICIONES�3EA�POREJEMPLO� UNCONJUNTODEPA¤SESYLASFUNCIONES

1Y 2SONLASQUEACADAPA¤SLEASIGNANUNAPOBLACI�NYUNAMEDIDADESUSUPERFICIE�
LARAZ�NEXTERNA 1: 2ESLADENSIDADDEPOBLACI�N�,ACOMPARACI�NDERAZONESEXTERNAS
ODENSIDADESPERMITEAFIRMARSIUNPA¤STIENERELATIVAMENTEMÕS�MENOSOIGUALN¢MERO
DEHABITANTES�

4ABLA�� Ejemplo de una pareja de exposiciones

�[PA¤SES] -£XICO España

1: POBLACI�N 120.000.000 h 40.000.000 h

2: SUPERlCIE ���������KM� �������KM�

1/ 2 densidad ������������H�KM2 ��������H�KM2

��0AREJADECOMPOSICIONES�3I ESELCONJUNTODEMETALESCUYAALEACI�NESEL
BRONCE�YLASFUNCIONES 1Y 2 son las funciones de masa 1�COBRE�ZINC	����KG�
��KG	� 2�COBRE�ZINC	����KG���KG	�LACOMPARACI�NDERAZONESINTERNAS�COBRE�
ZINC	PERMITESABERQU£ALEACI�NTIENERELATIVAMENTEMÕS�MENOSOIGUALCOBREQUEZINC�

4ABLA�� Ejemplo de una pareja de composiciones

�[BRONCE]�[COBRE�ZINC] COBRE zinc
i
�X1	�

i
�X2	

1
:  masa ��KG ��KG �����

2
:  masa ��KG ��KG ���������
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!S¤QUELARAZ�NPUEDEUSARSEPARACOMPARARMULTIPLICATIVAMENTELASCANTIDADESDE
UNAEXPOSICI�NOCOMPOSICI�N�FORMANDOCANTIDADESRELATIVASQUEPERMITENCONTESTARA
LAPREGUNTAiDEQU£ODONDEHAYTANTASVECESMÕS�MENOSOIGUALwQUEx

Razón y cognición

,AINVESTIGACI�NPRECEDENTESOBRERAZ�NYPROPORCI�NHAPERMITIDOIDENTIFICAR
UNCUERPODECONOCIMIENTOSQUEOFRECEFUNDAMENTOSPARAELANÕLISISCOGNITIVODELAS
DIFICULTADESYDESAF¤OSQUELOSESTUDIANTESYPROFESORESTIENENQUEHACERFRENTECUANDO
ABORDANSUENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�$ESTACAMOSLOSIGUIENTE�
��4IPOSDEPROBLEMAS�ESTRATEGIASYM£TODOS�!SABER�PROBLEMASDEVALORPERDIDO1, 

COMPARACI�NNUM£RICA2YCOMPARACI�NYPREDICCI�NCUALITATIVA3�ESTRATEGIASCORRECTAS
COMOLARAZ�NUNITARIA4�FACTORDECAMBIO5, fraccion6, algoritmo del producto cruzado, 
YCONSTRUCCI�NPROGRESIVA�BUILDINGUP	7�YM£TODOSPARACOMPARARRAZONES�COMOEL
de la unidad8YELDELM¢LTIPLOCOM¢N9. 
��&ORMASDELARAZ�N�(AYDOSFORMASPRINCIPALESDEPLANTEARLASRAZONES�UNAES

PORCOMPARACI�NDEDOSCANTIDADESMULTIPLICATIVAMENTEYLAOTRAESPORUNI�NOCOM
POSICI�N�JUNTÕNDOLASPARAHACERUNAUNIDADCOMPUESTACUYAITERACI�NOEQUIPARTICI�N
PRESERVALARELACI�NMULTIPLICATIVA�5NEJEMPLODELPRIMERCASOESCUANDODECIMOSQUE
UNACOSAESTANTASVECESMAYOROMENORQUEOTRA10�YUNEJEMPLODELSEGUNDOESCUANDO

1   En Missing-value problems three pieces of numerical information are given and one piece is 
UNKNOWN�#RAMERY0OST������P����	�

2   En Numerical comparison problemsTWOCOMPLETERATESAREGIVEN�THERATESARETOBECOMPARED
�#RAMERY0OST������P����	�

3   Qualitative prediction and comparison problems�4HESETYPESOFPROBLEMSREQUIRECOMPARISONS
NOTDEPENDENTTONSPECIFICNUMERICALVALUES�#RAMERY0OST������P����	�

44HEUNITRATESTRATEGY�!STHENAMEIMPLIESTHISISAiHOWMANYFORONE�wSTRATEGY�#RAMERY0OST�
�����P����	�

54HISISAiTIMESASMANYwSTRATEGY�!STUDENTUSINGTHISMETHODWOULDREASONASFOLLOWS�i)TTAKES
TWENTYMINUTESTODRIVEFOURMILES�3INCE-ARKISDRIVINGTHREETIMESASFAR�ITSHOULDTAKEHIMTHREETIMES
ASLONG�#RAMERY0OST������P����	�

63TUDENTSTREATEDTHERATESASFRACTIONS�APPLYINGTHEFRACTIONRULEFOREQUIVALENCEFRACTIONS�MULTIPLY
THENUMERATORANDDENOMINATOR	�#RAMERY0OST������P����Y���	�

7!SHORTOFiPATTERNRECOGNITIONANDREPLICATIONwSTRATEGY�,ESH�0OSTY"HER������P����	�
84HEUNITMETHODCONSISTSOFSCALINGBOTHRATIOS�UPANDDOWN	TOOBTAINRATIOSTHATAREEQUIVALENT

TOONESREPORTEDINTERMSOFASINGLEUNIT�IFPOSSIBLE�)TISBECAUSEOFTHISTECHNIQUEOFSCALINGDOWNTOA
SINGLEUNITTHATTHISISCALLEDTHEUNITMETHOD�(OFFER������P����	�

94HEMETHODCONSISTSOFFINDINGACOMMONMULTIPLEOFONEOFTHEUNITSFORBOTHOFTHERATIOSINVOLVED
INTHEPROBLEM�SCALINGTHERATIOSTOUTILIZETHATCOMMONMULTIPLE�ANDCOMPARINGTHEOTHERVALUESINTHE
TWORATIOS�(OFFER������P����	�

10!MULTIPLICATIVECOMPARISONINVOLVEASKING�iHOWMANYTIMESGREATERISONETHINGTOANOTHERw
�,OBATOY%LLIS������P���	�



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA170

DECIMOSQUEUNAPERSONACORRE���METROSEN�MINUTOS�OEQUIVALENTEMENTE���M�
en 30 s, o 9 m. en 3 s. 
��%SQUEMASDEPENSAMIENTO�,ARAZ�NCOMOUNIDADCOMPUESTASUELEEXPRESARSEEN

LASFORMASCOLOQUIALESiDECADAwOiPORCADAw�COMOENi�DECADA�PERSONASFUMANw
OiHAY�FUMADORESPORCADA�NOFUMADORESw�%STASFORMASDEEXPRESI�NLLAMANADOS
ESQUEMASDEPENSAMIENTO�PARTE�TODOYPARTE�PARTE�$EACUERDOCON3INGERY2ESNICK
������P�������	�LAFORMAiDECADAwLLAMAAUNRAZONAMIENTOBASADOENELESQUEMA
iPARTE�TODOwYLAFORMAiPORCADAwLLAMAAUNOBASADOENELESQUEMAiPARTE�PARTEw�
,APRIMERAFORMAESDIRECTAMENTECONVERTIBLEAFRACCI�N�i���DELASPERSONASFUMANw
PEROLASEGUNDANO�YAQUELASCANTIDADESSONDENATURALEZADIFERENTEYFORMANPARTES
SEPARADASDEUNTODO�UNANOESTÕCONTENIDAENLAOTRA�.OOBSTANTE�SEPUEDEPASARDE
PARTE�PARTEAPARTE�TODOYDEAH¤AFRACCI�NCAMBIANDOELREFERENTE�0OREJEMPLO�CON
TESTANDOALAPREGUNTA�zQU£PARTEDELASPERSONASFUMAN��QUEENi�FUMADORESPOR
cada 3 no fumadores» es 2/5.
��i2ATIOwYiRATEw�!VECESLASRAZONESSEPLANTEANENTREELEMENTOSDECONJUNTOS

DISTINTOSYNOPUEDENPLANTEARSEMEDIANTEESQUEMASDEPENSAMIENTOPARTE�PARTEOPARTE�
TODO�AUNQUEADMITANEXPRESIONESCOLOQUIALESiDECADAwOiPORCADAw�%SELCASO�POR
EJEMPLO�DELAVELOCIDAD�LADENSIDADOELPRECIO�PEROENGENERALAESTASRELACIONESNO
SELESLLAMAiRATIOwSINOiRATEw�TASA	�!UNQUEENLASRAZONES�iRATEw�SESUELEPONERUNA
CANTIDADENRELACI�NCONOTRADEDIFERENTEMAGNITUDESTASCANTIDADESSUELENREFERIRSEA
UNAMISMASITUACI�N�COMOOCURRE�POREJEMPLO�CONELPRECIOYELPESOENUNAOFERTA
COMERCIAL�OLADISTANCIAYELTIEMPODEUNVIAJE�i2ATEwTAMBI£NPUEDESERLARAZ�N
DEUNAMISMACANTIDADEXPRESADAENUNIDADESDIFERENTES�COMOMILLASYKIL�METROS��
MILLA����KM	�EINCLUSOLARAZ�NENTREDOSCANTIDADESDELAMISMAMAGNITUD�PEROSIN
SERUNACOMPARACI�NPARTE�PARTEOPARTE�TODO�COMOCUANDOSECOMPARALOQUECUESTA
UNAOBJETOENDOSTIENDASDIFERENTES..
%STADISTINCI�NDUALENTRELASRAZONES�iRATIOwYiRATEw�TAMBI£NLLAMADASINTERNAY

EXTERNA�ODENTROYENTRE�SESIGUEDELANATURALEZADELARELACI�NMULTIPLICATIVAENTRELAS
CANTIDADES�QUESONVALORESDEMAGNITUD�6ERGNAUD�����	SUSTENTAESTADUALIDADENEL
CARÕCTERESCALAROFUNCIONALDELARELACI�NMULTIPLICATIVAQUESEDAENTRELASCANTIDADES�
YASEADEUNMISMOESPACIODEMEDIDA�OBIENDEDOSESPACIOSDEMEDIDADIFERENTES�
��#OVARIACI�N�,ARELACI�NMULTIPLICATIVAENUNAMAGNITUDYENTREMAGNITUDESPUEDE

REFERIRSEACANTIDADESVARIABLES�ENTENDIDASENELSENTIDODELAPOSIBILIDADDEELECCI�N
DEUNVALORENUNCONJUNTODEELLOSODETODOSELLOS�%STAPOSIBILIDADDEELECCI�NENTRE
LOSVALORESDEUNAMAGNITUDSIGNIFICALAPOSIBILIDADDECAMBIARDEVALORYESTOESUNA
APARIENCIADELAVARIACI�N�,ACANTIDADQUEVAR¤AESLAQUECAMBIADEVALOR�%NELSIS
TEMAESCOLARELESTUDIODERELACIONESENTRECANTIDADESVARIABLESPORMEDIODELARAZ�N
SEHACEENSITUACIONESQUEIMPLICANCOVARIACI�N�ESTOES�ELCAMBIOSIMULTÕNEOENTRE
DOSVARIABLESQUESEPRODUCEPORLAEXISTENCIADEUNARELACI�NENTREELLAS�DETALMODO
QUE�ENLACOVARIACI�NELCONCEPTODERAZ�NSEENLAZACONLOSCONCEPTOSDEPROPORCI�N�
a través de los de similitud estructural YDEPENDENCIALINEAL�,ASIMILITUDESTRUCTURALSE
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refiere a la igualdad de razones entre cantidades homogéneas, de una misma magnitud, 
ESPECIEOESPACIODEMEDIDA�YLADEPENDENCIALINEALSEREFIEREALAEXISTENCIADEUNA
LEYDEVARIACI�NQUELIGAELCAMBIODECANTIDADESHETEROG£NEAS�LASDEUNAMAGNITUD
CONLASDEOTRA�%STEESELCASODEQUEEXISTAUNARELACI�NENTREELLASTALQUEDADOUN
ELEMENTOOVALORDEUNADELASMAGNITUDESSEPUEDAOBTENERCOMOCONSECUENCIADEESA
RELACI�NUNELEMENTOOVALORDELAOTRAMAGNITUD�
��)NVARIANCIAYCONSTANCIADELARAZ�N�%NLASSITUACIONESDECOVARIACI�NPROPIASDE

LAPROPORCIONALIDAD�LARAZ�NDEDOSCANTIDADESHOMOG£NEAS�OLOQUEESLOMISMO�DEL
MISMOESPACIODEMEDIDA�ESEQUIVALENTEALARAZ�NDESUSIMÕGENES�xi/xj= f(xi)/f(xj) 
para todo i, jNATURAL�AUNQUEDICHARAZ�NPUEDEDIFERIRDELAQUESEFORMEENTREOTRA
PAREJAxr/xsDELMISMOESPACIODEMEDIDA	�&REUDENTHAL������P����	SEREFIEREAESTA
CONSERVACI�NDELARAZ�NCOMOINVARIANCIADELARAZ�NINTERNA�0ERO�TAMBI£NHAYUNA
CANTIDADQUENOCAMBIA�QUEPERMANECECONSTANTEYQUESURGECOMORESULTADODELA
RAZ�NGENERADAPORUNACANTIDADDEUNESPACIODEMEDIDAYSUIMAGEN�xi/f(xi)=k. A 
ESAPROPIEDADDELASRAZONESEXTERNAS&REUDENTHAL������P����	LALLAMACONSTANCIA
DELARAZ�NEXTERNAYALACANTIDADk se la conoce como constante de proporcionalidad. 
#UANDOLACONSTANCIADELARAZ�NSEDAENTRECANTIDADESQUESONPARTEDEUNTODOSE

PRESENTAUNARELACI�NINDEPENDIENTEDELTODO�QUENOSENECESITACONOCER�PORQUEDICHA
RELACI�NNOCAMBIADEVALORCUANDOCAMBIALACANTIDADDEESETODO�%NELEJEMPLODEL
ZUMODENARANJALACONSTANCIADELARAZ�NENTREELZUMOYELAGUASEMANIFIESTAENQUE
ELSABORANARANJAESELMISMOTANTOENUNVASOCOMOENUNAJARRADEZUMO�SIENDOPOR
TANTOINDEPENDIENTEDELACANTIDADTOTALDEL¤QUIDOQUESECONSIDERE�%STOESALGOQUEA
MENUDONOSETIENEENCUENTAALPLANTEARRAZONES�PORQUEDESDEELPUNTODEVISTADELOS
PROCESOSCOGNITIVOSREALIZADOSPORLOSESTUDIANTES�iELTODOwESUNREFERENTEQUEGU¤A
YDASENTIDOALARESOLUCI�N�
��i5NITIZINGw�,AMON������P���	�ALREFERIRSEALASCAPACIDADDELOSESTUDIANTES

DEPENSARLASCANTIDADESENT£RMINOSABSOLUTOSORELATIVOS�SEG¢NLASASOCIENALPENSA
MIENTOADITIVOOMULTIPLICATIVO�SE¶ALAQUELOSESTUDIANTES�NOSOLONECESITANRECONOCER
QUELACOMPARACI�NRELATIVAESALTERNATIVAASUPUNTODEVISTAADITIVO�SINOQUENECESITAN
DESARROLLARCRITERIOSPARAJUZGARCUÕLDELASDOSPERSPECTIVASESLAAPROPIADASEG¢NSEAEL
CASO�!TALFINSE¶ALAQUEAUNQUEENELSISTEMAESCOLARSEPONEEL£NFASISENENSE¶ARA
RESOLVERLOSPROBLEMASDECOMPARACI�NDECANTIDADESRELATIVASMEDIANTEELM£TODODEL
VALORUNITARIOHAYOTRASALTERNATIVASQUESEBASANENPENSARUNACANTIDADDEUNMODO
DIFERENTEACOMOVIENEDADA�%STOSEPUEDEVERCONLOSPROBLEMASDELASOFERTASCOMER
CIALES�POREJEMPLO�SUP�NGASEQUELAOFERTAES�BOTELLINESPOR�€�YELiPACKwESDE��
BOTELLINES�zCUÕLESELCOSTETOTALDELiPACKw�0ARACONTESTARAESTAPREGUNTAELM£TODO
ESCOLARHABITUALESELDEHALLARELCOSTEUNITARIO���YMULTIPLICARLOPOR���#OMOALTER
nativa al método del valor unitario escolar se puede pensar en 24 como 8 veces 3, por lo 
QUEPARAOBTENERLARESPUESTAALAPREGUNTADELPROBLEMABASTACONMULTIPLICAR�POR��
Esta manera de ver la cantidad total 24, en vez de en unidades simples, descompuesta en 
�UNIDADESM¢LTIPLESDE�ELEMENTOS�ESUNPROCESODENOMINADOPOR,AMONiUNITIZINGw�
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QUEDEFINECOMOLAHABILIDADDECONSTRUIRUNAUNIDADDEREFERENCIAYREINTERPRETARLA
SITUACI�NDEACUERDOCONESAUNIDAD������P���	�
(AYUNALIGAZ�NENTREiUNITIZINGwYPENSARCONFLEXIBILIDADACERCADEUNACANTIDAD

DADA�$EHECHO�TIENEVENTAJASPODERPENSARUNACANTIDADAS¤�YAQUEAMENUDOELCON
TEXTOHACEQUESEAMEJORUNAMANERAQUEOTRADEMIRARLACANTIDAD�5NAPERSONAQUE
ESFLEXIBLEENESTO�YELIGEOANTICIPALAMEJORMANERADEHACERLOESEVIDENTEQUETIENE
VENTAJASOBREAQUELLAQUESOLOPUEDEHACERLASCOSASDEUNASOLAMANERA�3INEMBARGO
LOSLIBROSDETEXTORARAMENTEESTIMULANESAFLEXIBILIDAD�INCLUSOFAVORECENPROCEDIMIENTOS
QUEVANENCONTRADELDESARROLLOFLEXIBLEDELUSODELASUNIDADES������P����	ODELA
FORMAENQUEESTÕNCOMPUESTOSLOSN¢MEROS�
��i.ORMINGw�/TROPROCESOCLAVEENLACOMPARACI�NDERAZONESCONREFERENTES

DISTINTOS�ESELQUE&REUDENTHALDENOMINAiNORMINGw�"AJOESTENOMBREINCLUYELAS
T£CNICASPARATRANSFORMARELREFERENTEDEUNADETERMINADAMANERAQUEFAVOREZCALA
VISUALIZACI�NDELACOMPARACI�N�5NADELASFORMASDEiNORMINGwSEDAATRAV£SDE
LAUNIFICACI�NDELOSANTECEDENTESODELOSCONSECUENTESDELASRAZONESQUESEQUIEREN
COMPARAR�!S¤�POREJEMPLO�LANORMALIZACI�NSEPUEDELIGARALAUNIDAD�BIENSEASIM
PLEOM¢LTIPLE�COMOENLASVERBALIZACIONESiUNOOVARIOSDECADAxOPORCADAxw�Y
TAMBI£NSEPUEDELIGARALSISTEMADENUMERACI�NDECIMAL�ENESTECASOELCONSECUENTE
DELARAZ�NSUELESER���YLARAZ�NUNPORCENTAJEOUNDECIMAL�%SEVIDENTEQUEESTAS
T£CNICASTAMBI£NESTÕNSUPEDITADASALAFLEXIBILIDADDEPENSAMIENTO�YAQUEPERMITEN
ELEGIRACONVENIENCIALAFORMADEREPRESENTARLARAZ�N�FRACCI�N�DECIMAL�PORCENTAJEO
RAZ�NCOMPUESTA�
%JEMPLOSCOTIDIANOSDONDEESNECESARIOAPLICARELPENSAMIENTORELATIVO�YLAST£CNI

cas de «norming», se encuentran en muchas situaciones de la vida real, especialmente en 
AQUELLASQUEAFECTANALCIUDADANOCOMOCONSUMIDORREFLEXIVO�#ONCRETAMENTELASOFERTAS
COMERCIALESQUEOFRECENDESCUENTOSSOBREUNMISMOPRODUCTO�AMENUDONORMALIZADAS
APORCENTAJES�FRACCIONES�DECIMALES�OAFORMASCOMPUESTASDELARAZ�N�i���ENLA
SEGUNDAUNIDADw�PORELMISMOPRECIOPUEDESELEGIRUN���MÕSDEVOLUMENOUN���
DEDESCUENTO�iSEGUNDAUNIDADAMITADDEPRECIOw��X��ETC�0ORSUTIPOLOG¤A�SETRATA
DETAREASDECOMPARACI�NNUM£RICAMULTIPLICATIVA�ENDONDEHAYQUEJUZGARCUÕLDEDOS
OMÕSRAZONESESMAYOROMENOR�OTALVEZIGUALES�,ADEMANDAPARAELCONSUMIDOR
REFLEXIVOESLADECOMPARARLASOFERTASPARAVERCUÕLESLAMÕSVENTAJOSA�PARAELLOHAY
QUEPERCATARSEDEQUESETRATADECANTIDADESRELATIVASYQUEPORTANTOHAYQUETENEREN
CUENTAAQU£SEREFIEREN�ESLOQUECOM¢NMENTESELLAMAiELREFERENTEw�4AMBI£NHAY
QUEDARSECUENTADEC�MOESTÕNPRESENTADASLASRAZONES�YDEC�MOESTÕNNORMALIZADAS�
%STASDIFERENCIAS�OBLIGANAPLANTEARPROCESOSDEHOMOGENEIZACI�N�REFORMULANDO

LAMANERADEENUNCIARLASOFERTASPARAUNIFICARLOSREFERENTESYMEDIANTEALG¢NPROCEDI
MIENTOALGOR¤TMICO�YASEADELCOCIENTE�REGLADETRES�FRACCIONESEQUIVALENTES�M¢LTIPLO
COM¢NOCONSTRUCCI�NPROGRESIVAPARANORMALIZARDELAMISMAFORMA�BIENCOMOPOR
CENTAJES�DECIMALESOFRACCIONES�
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Epílogo

,OSASPECTOSSE¶ALADOSSONAPORTESDELAINVESTIGACI�NQUEPUEDENSERTOMADAS
COMOSUBDIMENSIONESPARAELANÕLISISDIDÕCTICODELARAZ�N�TANTOPARAELANÕLISISDE
CONTENIDOYDESCRIPCI�NDELOSELEMENTOSCONSTITUTIVOSODEFINITORIOSDELOSMODELOS
DEENSE¶ANZA�COMOPARALAOBSERVACI�NDELOSPROCESOSCOGNITIVOSDELOSESTUDIANTES
CUANDOESTÕNINTENTANDOSERCOMPETENTESENLARESOLUCI�NDELASTAREASQUEINVOLUCRAN
ESTANOCI�N�YAPARTIENDODEESTAINFORMACI�N�DISE¶ARYVALIDARTAREASQUESEAN¢TILES
PARAUNAFENOMENOLOG¤ADIDÕCTICADELARAZ�NENELSENTIDODE&REUDENTHAL�
%NRELACI�NCONLOSPROCESOCOGNITIVOS�SEHAPODIDOCONSTATAR�&ERNÕNDEZ������

6ALVERDE������'�MEZ�-ONJE�0£REZ4YTECAY2IGO�-�������'�MEZY'ARC¤A�
����	QUELAESCASAATENCI�NQUEPRESTAELCURRICULUMIMPLEMENTADOALASRELACIONESDE
DESIGUALDADTIENECOMOEFECTOQUELAMAYOR¤ADELOSESTUDIANTESYFUTUROSPROFESORES
evidencian un escaso desarrollo del pensamiento relativo. 
%NUNTRABAJORECIENTECONESTUDIANTESDEMAGISTERIO�'�MEZ�-ONJE�0£REZ4YTECA

Y2IGO�-�������'�MEZY'ARC¤A�����	ALOSQUESELESPRESENTARONFOLLETOSDEOFERTAS
COMERCIALESSEOBSERV�QUECASILAMITADDEUNAAMPLIAMUESTRAHICIERONCOMPARACIONES
propias del pensamiento aditivo, calcularon diferencias entre cantidades con independen
CIADESUSREFERENTESOIGNORARONUNAPARTERELEVANTEDELAINFORMACI�N�DANDORESPUESTAS
DECARÕCTERAFECTIVOOSUBJETIVO�%NTRELOSQUEDIERONINDICIOSDEPENSAMIENTORELATIVO�
MÕSDELAMITADDEELLOSTROPEZARONCONDIFICULTADESQUENORADICARONENLOSASPECTOS
ALGOR¤TMICOSPROPIOSDELAST£CNICASDENORMALIZACI�N�SINOQUERADICARONPRINCIPALMENTE
ENELMANEJODELOSREFERENTES�%SPEC¤FICAMENTETUVIERONDIFICULTADESCONLOSREFERENTES
DELASRAZONESNORMALIZADASAPORCENTAJESMEDIANTELASQUESEEXPRESANLOSDESCUENTOS
YQUESONLOSQUEIDENTIFICANLASCANTIDADESACOMPARAR�,ADIFICULTADENELMANEJODE
LOSREFERENTESDELASRAZONESNORMALIZADASAPORCENTAJESCONCUERDACONLOSE¶ALADOPOR
OTROSINVESTIGADORES�VER0ARKER�����	� YSEPUEDEINTERPRETARCOMOUNEFECTODELMODELO
DEENSE¶ANZADOMINANTEQUEPRIORIZALOSASPECTOSPROCEDIMENTALES�
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LOS LIBROS DE TEXTO COMO FUENTES PRIMORDIALES  
PARA LA INVESTIGACIÓN EN HISTORIA 

DE LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA

Textbook as Primordial Sources for Research  
in History of Mathematics Education

Alexander Maz-Machadoa y Miguel Picadob

a5NIVERSIDADDE#�RDOBA�%SPA¶A 
BUniversidad Nacional de Costa Rica, Costa Rica

Resumen

%STECAP¤TULODESTACALOSLIBROSDETEXTODEMATEMÕTICASCOMOFUENTESPRIMARIASDEINFORMA
CI�NENLAINVESTIGACI�NHIST�RICAYPARASUANÕLISISENLOSESTUDIOSSOBRE(ISTORIADELA%DUCACI�N
Matemática. Se presentan propuestas de técnicas alternativas para el estudio de estos documen
TOS�0ARTICULARMENTE�SEILUSTRALAAPLICACI�NDEESTAST£CNICASCONELESTUDIODELCONCEPTODE
FRACCI�N�YELANÕLISISDECONCEPTOSVINCULADOSAL3ISTEMA-£TRICO$ECIMAL�ENLIBROSDETEXTODE
ARITM£TICAPUBLICADOSEN%SPA¶AENELSIGLOxix�3EDESTACALAMANERANOTRADICIONALDEABORDAR
ESTETIPODEINVESTIGACI�NYALGUNOSRESULTADOSSOBRESALIENTESPARAEVIDENCIARELALCANCEDELUSO
de estas técnicas.

Palabras clave:FRACCI�N�HISTORIADELAEDUCACI�NMATEMÕTICA�LIBROSDETEXTODEMATEMÕ
ticas, técnicas de análisis, sistema métrico decimal

ABSTRACT

This chapter highlights mathematics textbooks as primary information sources in research 

about history and for their analysis in studies about History of Mathematics Education. It presents 

alternative techniques for the study of these documents. Specifically, it shows the application 

of these techniques for the study of the concept fraction and the analysis of the concepts linked 

to the Metrical Decimal System, in textbooks about arithmetic published in Spain during the 

XIX century. It is highlighted the non-traditional way of doing this kind of research and some 

outstanding results that show the scope of these technique

Keywords: fraction, history of mathematics education, mathematics textbooks, analysis 

techniques, Metrical Decimal System 

Maz-Machado,!�YPicado�-������	�,OSLIBROSDETEXTOCOMOFUENTESPRIMORDIALESPARALA
INVESTIGACI�NENHISTORIADELAEDUCACI�NMATEMÕTICA�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZ
Y-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP����
���	�'RANADA�#OMARES�
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La investigación en historia de la educación matemática

,AINVESTIGACI�NHIST�RICAENEDUCACI�NTIENEUNARECONOCIDATRADICI�NEIMPORTANCIA
�#OHENY-ANION�����	�,A%DUCACI�N-ATEMÕTICA�PORSUNATURALEZA�TAMBI£NHASIDO
OBJETODEANÕLISISENLAS¢LTIMASD£CADAS�!LGUNOSEJEMPLOSDEESTATENDENCIALAENCON
TRAMOSENESTUDIOSCOMO3CHUBRING����������	�+ATZ�����	�"ARBIN�+RONFELLNERY
4ZANAKIZ�����	�ENTREOTROS�
%NESTEMARCO�DESTACANNUMEROSASPUBLICACIONESSERIADASQUEHANDEDICADOMONO

GRÕFICOSESPECIALESALAHISTORIADELAEDUCACI�NMATEMÕTICA�COMOFor the learning of 

Mathematics y Plot;YSOBRESALELAEXISTENCIADEREVISTASCOMORevue d´Histoire des 

Mathematiques, Revista Brasileira de História da Matemática, International Journal for 

the History of Mathematics Education y BSHM Bulletin: Journal of the British Society 

for the History of Mathematics�YDEGRUPOSDEINVESTIGACI�NCOMO4HE)NTERNATIONAL
3TUDY'ROUPONTHE2ELATIONSBETWEEN(ISTORYAND0EDAGOGYOF-ATHEMATICSQUE
ABORDANCONEXCLUSIVIDADESTATEMÕTICA�
%N%SPA¶ASONFRECUENTESLOSTRABAJOSSOBREHISTORIADELAEDUCACI�NMATEMÕTICA

ENART¤CULOSPUBLICADOSENREVISTAS�CONGRESOSYVARIASTESISDOCTORALES�#ARRILLO������
,�PEZ������-AZ������0ICADO�����	�4ODOESTOAUNADOALAEXISTENCIADEUNGRUPO
DEINVESTIGACI�NENELSENODELA3OCIEDAD%SPA¶OLADE)NVESTIGACI�NEN%DUCACI�N
-ATEMÕTICA�3%)%-	�%STAPROLIFERACI�NDEESTUDIOS�QUECONTINUAENAUMENTOTANTO
EN%SPA¶ACOMOANIVELINTERNACIONAL�VISIBLEENLASCONTRIBUCIONESPRESENTADASEN
EVENTOSCOMOEL#ONGRESO)BEROAMERICANODE(ISTORIADELA%DUCACI�N-ATEMÕTICA
YEL#ONGRESO)NTERNACIONALSOBRE(ISTORIADELA%DUCACI�N-ATEMÕTICA��CONDUCEN
ATRESCUESTIONESGENERALESQUEINTERESAABORDAR�zQU£SEINVESTIGASOBREHISTORIADELA
EDUCACI�NMATEMÕTICA��zPARAQU£SEINVESTIGA�YzC�MOSEINVESTIGA�
!LALUZDELOSTRABAJOSPUBLICADOS�LASINVESTIGACIONESENHISTORIADELAEDUCACI�N

MATEMÕTICAHANENFOCADOLOSCONCEPTOSMATEMÕTICOSYSUENSE¶ANZA�YLOSSISTEMAS
DEMEDIDA�LOSLIBROSDETEXTODEMATEMÕTICAS�LASINSTITUCIONESEDUCATIVAS�LOSAUTORES
DETEXTOS�YLIBROSDETEXTO	YMATEMÕTICOS�LANORMATIVAEDUCATIVAYLOSDICTÕMENES
CURRICULARESQUEINCIDENYAFECTANALAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICASY�ENTREOTROS�LOS
M£TODOSDEENSE¶ANZA�ENCONTEXTOSY£POCASESPEC¤FICAS�
%NCUANTOALOSPROP�SITOS�ESTETIPODEINVESTIGACI�NSEHACE�ENTREOTRASRAZONES�

PORQUEELCONOCIMIENTODELASDIFICULTADESQUEHANAFRONTADOMATEMÕTICOS�PROFESORESY
ESTUDIANTESATRAV£SDELTIEMPO�RESPECTOADETERMINADOSCONCEPTOS�ES¢TILPARAIDENTIFICAR
YATENDERALGUNOSDELOSPROBLEMASACTUALESENSUENSE¶ANZA�4AMBI£N�PORQUEPERMITEN
CONOCERC�MODETERMINADOSENTORNOSSOCIALES�POL¤TICOS�CULTURALES�CIENT¤FICOSOECON�
MICOSHANINFLUENCIADOELDESARROLLODELASMATEMÕTICAS�SUENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�Y
su utilidad de las matemáticas . Así mismo, a través de estas investigaciones, ha sido 
POSIBLECONOCERELPROCESODEFLUJOENLACONSTRUCCI�NYTRANSMISI�NDELOSCONOCIMIENTOS
matemáticos en las sociedades. Esto representa un intento por recuperar «la historia de 
LASIDEASPARAELPROVECHODELA$IDÕCTICADELASMATEMÕTICASw�'�MEZ������P���	�



177LOS LIBROS DE TEXTO COMO FUENTES PRIMORDIALES PARA LA INVESTIGACIÓN EN HISTORIA

%NCUANTOAC�MOSEINVESTIGA�&OX�����	HASE¶ALADOQUELAEXPERIENCIAYEL
CONOCIMIENTODEL INVESTIGADORSONFUNDAMENTALESENLAS INVESTIGACIONESHIST�RICAS�
3INEMBARGO�ALGUNOSINVESTIGADORESINICIARÕNSUCARRERAINVESTIGADORASINCONTARCON
LOSCONOCIMIENTOSYLAEXPERIENCIAQUES�LOSEADQUIERENMEDIANTEPROFUNDASLECTURAS
SOBREELTEMAYELTRABAJOARDUO�%STEESELGRANESCOLLOPARAUNINVESTIGADORNOVEL�
PORQUECADAINVESTIGADORAPLICASUPROPIOiM£TODOwYLOSMANUALESDEINVESTIGACI�N
educativa son genéricos. 
!S¤�CADAINVESTIGACI�NHIST�RICA�SOBREHISTORIADELASMATEMÕTICASOSOBREEDU

CACI�NMATEMÕTICA�PRESENTAESPECIFICIDADES�TEMÕTICASYCONTEXTUALES	QUELAHACEN
PARTICULARY¢NICA�SINEMBARGO�TODASESTARÕNCARACTERIZADASPORSUSFUENTESPRIMARIAS�
LOSREGISTROSDOCUMENTALES�!CTUALMENTE�ELAUGEDELOSREPOSITORIOSYLADIGITALIZACI�N
DEINGENTESVOL¢MENESDEDOCUMENTOSYLIBROSDEMATEMÕTICAS�TEXTOSMATEMÕTICOSO
MANUALESEDUCATIVOS	FACILITANESTALABOR�
'�MEZ�����	AFIRMAQUELATENDENCIADELOSESTUDIOSHIST�RICOEPISTEMOL�GICOS

EN%SPA¶ASEHAORIENTADOPORCINCOENFOQUES��A	LAENSE¶ANZADESDEUNAPERSPECTIVA
HIST�RICA��B	LOSOBSTÕCULOSEPISTEMOL�GICOS��C	ELMODELOTE�RICOLOCAL��D	ELANÕLISIS
DELIBROSDETEXTO�Y�E	LAREPRODUCCI�NENLOSESTUDIANTESDELASETAPASENLAHISTORIAY
ELENFOQUECULTURAL�-ÕSDEUNAD£CADADESPU£SNOPARECEHABERSEALTERADOESTACLASI
FICACI�N�%NLOQUESIGUESEACENT¢AELENFOQUESOBREELANÕLISISDELIBROSDETEXTO�QUE
FORMAPARTEDELFUNDAMENTOTE�RICOYMETODOL�GICODELASDOSINVESTIGACIONESMOSTRADAS
en los apartados siguientes.

El análisis de libros de texto históricos de matemáticas

,OSLIBROSDETEXTODEMATEMÕTICASPRESENTANUNADIVERSIDADDECONCEPTOSMATE
MÕTICOS�SIGNIFICADOS�PROCEDIMIENTOS�REPRESENTACIONESYESTRATEGIASDIDÕCTICAS�#OMO
REGISTROSHIST�RICOS�iREFLEJANLOSHÕBITOSYCOSTUMBRES�LAORGANIZACI�NDELASIDEAS�LA
ACTIVIDADINTELECTUAL�LASRELACIONESPUBLICASDEAPROPIACI�NYEXCLUSI�NDELSABER;x=
LASMODASYTENDENCIASIMPERANTESDEUNA£POCAw�-AZ-ACHADOY2ICO������P���	�
3ONFUENTESPRIMARIASPARACONOCERELESTADODELCONOCIMIENTOCIENT¤FICOYC�MOESTE
SEINCARDINAENLOSPLANESDEFORMACI�N�-AZY2ICO�����	�3UANÕLISISARROJAINFOR
MACI�NVALIOSASOBRELASMATEMÕTICAS�SUDIFUSI�NYENSE¶ANZAATRAV£SDELTIEMPO�%L
ESTUDIODEESTOSDOCUMENTOSCONSTITUYEiUNAACTIVIDADACERTADAENLAINVESTIGACI�NEN
DIDÕCTICADELAMATEMÕTICAw�0ICADO������P����	
%LLENGUAJEESCRITOASUMEUNIMPORTANTEPAPELMEDIADORENTREELCONOCIMIENTO

MATEMÕTICOYELLECTORENDETERMINADA£POCA�ENESTORADICALAIMPORTANCIAEPISTEMOL�
GICADELANÕLISISDELOSLIBROSDETEXTODEMATEMÕTICASDESDEELPUNTODEVISTAHIST�RICO�
%LESTUDIODELIBROSDETEXTOPROPICIAUNANÕLISISDECONTENIDO�%STETIPODEANÕLISIS

PUEDESERCUANTITATIVOOCUALITATIVO�%LPRIMERO�PUEDESERSEMÕNTICO�DECOCITACI�N�
DEAPLICACI�NDELALEYDE:IPF�ENTREOTROS�$ESDEELSEGUNDOENFOQUE�SEORIENTARA
LOCONCEPTUAL� LOSSIGNIFICADOS� LOFENOMENOL�GICO� LOSSISTEMASDEREPRESENTACI�N�
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INCLUSOAASPECTOSDIDÕCTICOS�4AMBI£NPUEDESERMIXTO�COMOPOREJEMPLOELANÕLISIS
de correspondencias.
'ENERALMENTE�ELANÕLISISDELIBROSDETEXTOSEENMARCADENTRODELASPAUTASO

iDIMENSIONESwPROPUESTASPOR3CHUBRING�����	�ELANÕLISISDELOSCAMBIOSRECONOCIDOS
ENDISTINTASEDICIONESDEUNLIBRODETEXTO�LAIDENTIFICACI�NDEESTOSCAMBIOSENOTROSTEX
TOSDELAMISMATEMÕTICAYLARELACI�NENTREESTOSCAMBIOSYLOSCAMBIOSENELCONTEXTO�
0ORSUPARTE�0ICADOY2ICO�����A	PROPONENDIVERSOSCRITERIOSEINDICANPROCESOS

UTILIZADOSPARASELECCIONARLIBROSDETEXTODEMATEMÕTICASDECARAAREALIZARUNAINVES
TIGACI�NHIST�RICA�0ICADO�2ICOY'�MEZ�����	Y-AZ�����	ESTABLECENUNASERIE
DECRITERIOSYPAUTASPARAELANÕLISISDECONTENIDODELOSLIBROSDETEXTOENESTETIPODE
INVESTIGACIONESVINCULADASCONLAELECCI�NDELASUNIDADESDEANÕLISIS�LAELABORACI�N
DELOSINDICADORESOCATEGOR¤ASYELFUNDAMENTOL�GICOQUEGU¤ALAASIGNACI�NDEDATOS
en cada categoría.
,OSAPARTADOSSIGUIENTESMUESTRANPROPUESTASMETODOL�GICASPARAELANÕLISISDE

LIBROSDETEXTOHIST�RICOSDEMATEMÕTICAS�0RIMERO�SEPRESENTANT£CNICASMETODOL�GI
CASALTERNATIVASPARAELANÕLISISHIST�RICODEESTASFUENTES�Y�SEGUNDO�SEEJEMPLIFICA
UNANÕLISISDELIBROSDETEXTOSUBRAYANDOLASTENDENCIASCONCEPTUALES�PROCEDIMENTALES
YDIDÕCTICASIDENTIFICADASENMANUALESDEARITM£TICAPARALASEGUNDAENSE¶ANZAENLA
segunda mitad del siglo xix�ENFATIZANDOENLAIMPLANTACI�NDEL3-$�

El concepto de fracción en los libros de aritmética de España en el 

siglo xix

#OMOSEHASE¶ALADO�LAINVESTIGACI�NDELOSLIBROSDETEXTOENLA(ISTORIADELA
%DUCACI�N-ATEMÕTICAPERMITEDIFERENTESENFOQUESDEACUERDOALOBJETOQUESEPRETENDA
ANALIZAR�POREJEMPLOLOSAUTORES�LOSTIPOSDEPROBLEMAS�LOSCONCEPTOS�LASREPRESENTACIO
NES�LOSMODELOS�ETC�%NESTEAPARTADOSEMUESTRALAUTILIZACI�NDELANÕLISISCONCEPTUAL
PARAOBTENERUNAVISI�NDEUNCONCEPTODETERMINADOENUNPERIODOHIST�RICOYENUN
MARCOGEOGRÕFICOESPEC¤FICO�0ARAELLOSEUTILIZAELCONCEPTODEFRACCI�NYLOSTIPOSDE
FEN�MENOSENLOSQUESEUSABAEN%SPA¶ADURANTEELSIGLOxixYQUESEPLASMANENLOS
LIBROSPUBLICADOSENEL2EINO�ENESESIGLOPORAUTORESESPA¶OLES�
3EREALIZ�UNESTUDIOEXPLORATORIOCONUNAMUESTRADE��LIBROS�CENTRANDOELANÕLISIS

¢NICAMENTEENLAPARTEDE!RITM£TICACUANDOESTOSINCORPORANTAMBI£Ņ LGEBRA�%NESTE
SEFIJARONCOMOUNIDADESDEANÕLISISLASDEFINICIONESDEFRACCI�NYLOSPROBLEMASQUE
INCLUYENFRACCIONESENSUENUNCIADO�$EESTAFORMASEDESCARTARONAQUELLOSENLOSQUELAS
FRACCIONESSOLOAPARECENENLOSPROCESOSDERESOLUCI�N�%LPROP�SITOESPRESENTARCUATRO
TRATAMIENTOSUOPCIONESDIFERENTESALAHORADEUTILIZARLAINFORMACI�NOBTENIDADELOS
MANUALESPARASUANÕLISIS�%NPRIMERLUGARSEEXPONEUNANÕLISISDESCRIPTIVOTABULARA
PARTIRDELESTUDIODELOSSIGNIFICADOSEXPL¤CITOSPORLOSAUTORES�ESTAFORMADEANÕLISISES
FRECUENTEENESTETIPODEESTUDIOS�-AZY2ICO������-ADRIDY-AZ-ACHADO�����	�
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%NSEGUNDOLUGAR�SEMUESTRAUNEJEMPLODEANÕLISISDECORRESPONDENCIASPARALOS
TIPOSDEFEN�MENOSENLOSQUESEPRESENTABANLASFRACCIONES�%STETIPODEANÕLISISSE
APOYAENLASINTERPRETACIONESTABULARESQUELUEGOSETRANSFORMANENVARIABLESNOMINALES
QUESONTRATADASPORUNPROGRAMAINFORMÕTICO�SPSSENESTECASO�YARROJANUNAREPRE
SENTACI�NVISUALBIDIMENSIONAL�%STAT£CNICAESMÕS¢TILCUANTOMAYORSEAELN¢MERO
DEVALORESNOMINALESQUEPUEDANADQUIRIRLASVARIABLESAANALIZAR�
!CONTINUACI�N�SEPRESENTAUNAREDDECOCITACI�NDELOST£RMINOSUTILIZADOSENLAS

DEFINICIONESDADASPORLOAUTORESPARALAFRACCI�NY�FINALMENTE�LAREPRESENTACI�NDELA
red conceptual.
,APRIMERAOPCI�NDEANÕLISISDELOSRESULTADOSYSUINTERPRETACI�NSEPRESENTAEN

LA4ABLA��3EHALLARONIDEASDEFRACCI�NCOMOMEDIDA�PARTETODOYCOCIENTE�!LGUNOS
AUTORESPRESENTANLASTRES�OTROSDOSYALGUNOSSOLAMENTEUNA�/CHODELOS��AUTORES
DANUNADEFINICI�NBASADAENLAIDEADELAFRACCI�NCOMOPARTETODO�4AMBI£NOCHOLO
HACENRECURRIENDOALAIDEADECOCIENTE�MIENTRASQUES�LODOS�6ALLEJOY6ARAS�TAMBI£N
DEFINENFRACCI�NCOMOUNAMEDIDA�SIENDOESTAIDEAPROPIADEPRINCIPIOSDELSIGLOxix. 
6ARASESEL¢NICOQUEUTILIZALASTRESIDEAS�

4ABLA�� Definición e interpretación de fracción en manuales del siglo XIX

Unidad de análisis Noción

i;x=QUEBRADOESUNACOSAQUETIENEUNAPARTE��DOS��TRES�MUCHASDEALG¢NENTERO�YNO
TODAS�w!TIENZA������PP�����	

0ARTETODO

i0ARAFORMARJUICIOCABALDELOSQUEBRADOS�SEDEBECONSIDERARQUELACANTIDADQUESETOMO
COMOUNIDAS�SECOMPONEELLAMISMADECIERTON¢MERODEUNIDADESMÕSPEQUE¶AS�;x=
5NA�MUCHASDEESTASPARTESFORMANLOQUELLAMAMOSQUEBRADOOFRACCI�NDELAUNIDAD�3E
DATAMBI£NESTENOMBREÕLOSN¢MEROSQUEREPRESENTANDICHASPARTES�w
i0UEDESCONSIDERARTAMBI£NDEOTROMODOUNQUEBRADO�SEPUEDECONSIDERARELNUMERADOR
COMOQUEREPRESENTACIERTACANTIDAD�QUEDEBEDIVIDIRSEENTANTAPARTESQUANTASUNIDADES
HAYENELDENOMINADORw6ARAS�������PP�����	

 Medida

0ARTETODO

Cociente

i0�$EDONDETOMASUORIGENELQUEBRADO�2�$ELAPARTICI�NDEUNN¢MEROMENORPOROTRO
MAYORw&ERER������P���	

Cociente

i,AFRACCI�N�QUEBRADOTOMASUORIGENDELASPARTICI�NDEUNN¢MEROPOROTROMAYOR�Y
AS¤SEEXPRESARÕPORDOSN¢MEROSUNOSOBREOTROCONUNAL¤NEAINTERMEDIAw0OYY#OMES
�����P���	

 Cociente

i0ARAMEDIRUNQUEBRADOSEDIVIDELAUNIDADENCIERTON¢MERODEPARTESQUECONTIENEEL
QUEBRADOw
i4ODOQUEBRADOESELCOCIENTEDESUNUMERADORPARTIDOPORSUDENOMINADORw,ISTA������
P���	

0ARTETODO
Cociente

i0ARAFORMARUNQUEBRADOSECONSIDERADIVIDIDALAUNIDADENUNN¢MERODEPARTESIGUALES
;x=w/RIOL������PP�����	

0ARTETODO

i3ONUNOSN¢MEROSQUEEXPRESANPARTEOPARTESDELAUNIDADYNOLLEGANAEXPRESARUNIDADES
ENTERASw-ANDRY������P���	

0ARTETODO
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Unidad de análisis Noción

i;x=N¢MEROSQUEBRADOSSONAQUELLOSQUERESULTANDECOMPARARLAUNIDADCONLAMUCHE
DUMBRE��UNAMUCHEDUMBRECONOTROMUCHEDUMBREMAYOR�YQUESONAQUELLOSN¢MEROS
QUECONSTANSOLODEPARTESDELAUNIDAD�w
i;x=4ODOQUEBRADOSEPUEDECONSIDERARCOMOELQUOCIENTEDEUNADIVISI�NDELNUMERADOR
PORELDENOMINADOR�w6ALLEJO������P���	

Medida

Cociente

i,LAMAREMOSPUESQUEBRADOÕLOSN¢MEROSQUEEXPRESANUNA�MUCHASDELASPARTESENQUE
SEPUEDECONCEBIRDIVIDIDALAUNIDAD�w'ARC¤A������P���	

0ARTETODO

«En este segundo modo de enunciar las cantidades numéricas se considera la unidad, u otra 
CANTIDADCUALQUIERA�DIVIDIDAENUNCIERTON¢MERODEPARTESIGUALES�YSEEXPRESADECUÕNTAS
DEDICHASPARTESCONSTALACANTIDADQUESEQUIEREREPRESENTAR�ENUNCIAR�w#ISCAR������P���	

Cociente

i3EHADICHOQUEQUEBRADOESUNN¢MEROQUEEXPRESAPARTE�PARTESDEUNENTERO�Y SE
ESCRIBECONDOSN¢MEROSCONUNAL¤NEAINTERMEDIA�;x=%LDEARRIBASELLAMANUMERADORY
MANIlESTALASPARTESQUESETOMARONDELENTERO�w
i5NQUEBRADOESUNCOCIENTEINDICADO�QUEELNUMERADORESELDIVIDENDOYELDENOMINADOR
ELDIVISOR�w.UNELLY%SPONA������P����	

0ARTETODO

Cociente

i,ADIVISI�N�PUESPUEDECONSIDERARSECOMOUNMEDIODEMEDIRELDIVIDENDO�TOMANDOPARA
ELLOPORUNIDAD�TIPOELDIVISOR�SIESINCOMPLETA�ESELORIGENARITM£TICODELOSN¢MEROS
FRACCIONARIOSw�$E"AJO)BA¶EZ������PP������P����	

Cociente

i%S�PUES�ELQUEBRADOUNN¢MERODEPARTES�UNIDADESINFERIORESREFERIDASÕUNAUNIDAD
SUPERIORPORUNADENOMINACI�NCUALQUIERAw&ERNÕNDEZY#ARDIN������P���	

0ARTETODO

i.¢MERO FRACCIONARIOES LA REUNI�NDEVARIASPARTES IGUALESDE LAUNIDADw6ALL¤N ������ 
P����	

0ARTETODO

i3ELLAMAFRACCI�NAUNN¢MEROFORMADOPORVARIASPARTESDELAUNIDADw0ICATOSTE������
P���	

0ARTETODO

La siguiente técnica a utilizar es el análisis de correspondencias. Se determinaron 
TODOSLOSFEN�MENOSENLOSQUESEUTILIZABANLASFRACCIONESAPARTIRDEREVISARLATOTALIDAD
DEEJERCICIOSYEJEMPLOSQUELOSAUTORESPRESENTANENCADALIBRO�3EHALLARONSEISTIPOS
DEFEN�MENOS�MATEMÕTICOS�DEMEDIDA�MONETARIOS�DEUDAS�GANANCIAS�COMPRA�VENTA
YSALARIOS�!PARTIRDEESTAINFORMACI�NSEDETERMINANDOSVARIABLESNOMINALES�AUTORES
YTIPODEFEN�MENOSYSEUTILIZAEL3033PARAREALIZARELANÕLISISQUEARROJARESULTADOS
NUM£RICOSMEDIANTETABLASDEPESOSDIMENSIONALESPARALASVARIABLESYLAREPRESENTACI�N
GRÕFICA�&IGURA�	�
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Figura 1. Análisis de correspondencias entre autor y tipos de fenómenos.

Figura 2. Red de cocitación de términos.
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!S¤SETIENEQUE�SIBIENTODOSLOSAUTORESRECURRENAFEN�MENOSMATEMÕTICOSENEL
USODELASFRACCIONES�PODEMOSCOMPROBARQUE6ALL¤NY"USTILLOHACEUSODEFEN�MENOS
NOTANCERCANOSALOSDEMÕSAUTORESDELA£POCA�,OSAUTORES0OYY#OMES�/RIOLY
&ERRERRECURRENAFEN�MENOSSEMEJANTESENTREELLOSAS¤ENLA&IGURA�SELESASOCIANLOS
MISMOSATRIBUTOS�%STOSSONLOSAUTORESQUEADQUIERENMAYORPUNTUACI�NENLADIMENSI�N
��0OROTROLADO�&ERNÕNDEZ#ARD¤NSEHALLAENUNAPOSICI�NINTERMEDIARESPECTOALOS
FEN�MENOSUTILIZADOSPORLOSANTERIORESYELGRUPODEAUTORESCERCANOSALOSFEN�MENOS
MATEMÕTICOSYDEMEDIDA�
,A&IGURA�MUESTRALAREDDECOCITACI�NDELOST£RMINOSUTILIZADOSENLASDEFINICIONES�

0ARASUELABORACI�NSEHADETERMINADOLAFRECUENCIADECADAPALABRAELIMINÕNDOSELASPREPO
SICIONES�LASCONJUNCIONESCOORDINANTESYSUBORDINANTES�,UEGOSEESTABLECENLASRELACIONES
ENTRELOST£RMINOSYMEDIANTEUNAMATRIZCUADRADADONDESEOTORGA�SIHAYRELACI�NY�
SINOLAHAY�%STAMATRIZPUEDEREALIZARSEMANUALMENTEOCONUNPROGRAMAINFORMÕTICO�
3EOBSERVACOMOAPARECENGRUPOSDET£RMINOSASOCIADOSCONLASDIFERENTESIDEASDE

FRACCI�N�!S¤SETIENEN�DIVIDE�DIVIDIDA�DIVISI�N�DIVISOR�QUOCIENTE�N¢MERODIVIDENDO�
COCIENTE�DIVIDIRSEQUESONCERCANASAUNAINTERPRETACI�NDECociente�4AMBI£NSEDISTINGUE
otro grupo: Todo, cantidad, unidad, uno, contiene, partes, iguales, tomando, entero, enteras, 
PARTICI�NQUESEASOCIANALAIDEADEParte-todo. Por otra parte tenemos: línea, medida, 
COMPONE�ORIGEN�CANTIDADESQUESEPUEDENASOCIARAUNAINTERPRETACI�NDEMedida.
&INALMENTE�ENLA&IGURA�TENEMOSUNAREDCONCEPTUALDELADEFINICI�NDEFRACCI�N

APARTIRDELOSDATOSOBTENIDOSDELOSMANUALESENELSIGLOxix�,OSEJESCENTRALESDEL
CONCEPTODEFRACCI�NSONLOSCONCEPTOSDE.¢MERO�0ARTESY$IVISI�N�

Figura 3. Red conceptual de fracción en el siglo XIX.
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El cambio metrológico en España y su repercusión en libros de texto 

para la segunda enseñanza en el siglo xix

%LANÕLISISYLAREFLEXI�NHIST�RICASOBRELOSDIVERSOSFEN�MENOSOSUCESOSSOCIALES�
QUEINCIDENENLAENSE¶ANZAYELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICASENDETERMINADOSCON
TEXTOS�CONSTITUYENPROCESOSLATENTESENLAACTIVIDADPROFESIONALDELOSINVESTIGADORES
ENEDUCACI�NMATEMÕTICA�%STUDIARESTOSACONTECIMIENTOSYSUSIMPLICACIONESENLOS
SISTEMASEDUCATIVOSYPLANESCURRICULARES�ENPERIODOSTEMPORALESESPEC¤FICOS�CONDUCE
APROFUNDIZARENASPECTOSCOMOSUORIGENEHISTORIA�DESTACANDOMODIFICACIONESQUE
CARACTERIZANSUDESARROLLOYEXPLICANLOSEFECTOSYALCANCESDESUINCIDENCIAENDETER
MINADOSESCENARIOSYREALIDADES�
$ESDEELCONTEXTOHIST�RICODELCAMBIOENLAMETROLOG¤AMUNDIALENELSIGLOxix, 

DELIMITADOALAIMPLANTACI�NDEL3ISTEMA-£TRICO$ECIMAL�3-$	EN%SPA¶A�SEHAN
ESTUDIADOLOSCAMBIOSCONCEPTUALESYPROCEDIMENTALES�MATEMÕTICOS	YDIDÕCTICOS
ACAECIDOSENLAENSE¶ANZASECUNDARIA�CONLAINCORPORACI�NDELASUNIDADESM£TRICO
DECIMALESENELCURR¤CULODEMATEMÕTICASDURANTE���������%STOAPARTIRDELOSANÕLISIS
DEUNASERIEDELIBROSDETEXTODEMATEMÕTICAEDITADOSENLA£POCA�PRINCIPALMENTEDE
ARITM£TICA�0ICADO�����	�
%LESTUDIO�DELIMITADOENTRELAPROMULGACI�NDELALey de Pesas y Medidas del 19 de 

julio de 1849�PARAELESTABLECIMIENTOEN%SPA¶ADEUN¢NICOSISTEMADEPESASYMEDIDAS�
hasta la Ley del 8 de julio de 1892QUEOFICIALIZ�LADECLARACI�NDEOBLIGATORIEDADDEUSO
DELASUNIDADESDEPESASYMEDIDASDEESTESISTEMA�INICI�CONUNAAPROXIMACI�NENELA¶O
����DONDESEESTABLECIERONDIVERSOSCRITERIOSPARALASELECCI�NDELASFUENTES�0ICADOY
2ICO�����A	YSEPROPUSIERONCATEGOR¤ASDEANÕLISISDESDELOSPRINCIPIOSDELANÕLISISDE
CONTENIDO�0ICADOY2ICO�����B	�%N�����DESPU£SDEUNPROCESODESELECCI�NDENUEVAS
FUENTESYLAIMPLEMENTACI�NDELOSANÕLISISDECONTENIDO�COGNITIVO�DEINSTRUCCI�NYDE
EVALUACI�N COMPONENTESDELANÕLISISDIDÕCTICO�0ICADO�'�MEZY2ICO�����	 , se 
CULMIN�LAINVESTIGACI�N�%LPROCESODEINDAGACI�NYLOSRESULTADOSDEESTE�CONDUJERONALA
DEFINICI�NDETRESETAPASHIST�RICASQUEPARTICULARIZANELPROCESODEIMPLANTACI�N�DIFUSI�NY
LEGALIDADDELNUEVOSISTEMAMETROL�GICOEN%SPA¶A�AUNACARACTERIZACI�NDELOSCONCEPTOS
MATEMÕTICOSVINCULADOSAL3-$PRESENTESENLOSLIBROSDETEXTOS�Y�ALESTABLECIMIENTOSDE
INDICADORESSOBRELASREPRESENTACIONESUTILIZADASPARAMOSTRARESTOSCONCEPTOS�LASSITUA
CIONESYCONTEXTOSQUEEVIDENCIABANLAUTILIDADDELAUNIDADESMETROL�GICASADOPTADAS�
LASFINALIDADESDESUENSE¶ANZA�LADIVERSIDADDETAREASPROPUESTASPARASUAPRENDIZAJEY
LASLIMITACIONESIDENTIFICADASPORLOSAUTORES�QUECARACTERIZANSUINCLUSI�NENLOSLIBROS
DETEXTOCOMORESULTADODESUADOPCI�NENELSISTEMAEDUCATIVOESPA¶OL�

En este apartado se muestra el tratamiento dado a los conceptos matemáticos vin
CULADOSALASUNIDADESDEPESASYMEDIDASDEL3-$APARTIRDELANÕLISISDELIBROSDE
TEXTOPARALASEGUNDAENSE¶ANZA�SEG¢NLASETAPASHIST�RICASDEFINIDASENELESTUDIO�3E
ACENT¢ANLASDESCRIPCIONESREALIZADASAPARTIRDELASCATEGOR¤ASYUNIDADESDEANÕLISIS
DEFINIDASPARAELESTUDIO�YELRECONOCIMIENTODETENDENCIASENLASPROPUESTASDIDÕCTICAS
ALOLARGODELPERIODO���������	�
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Tendencias para la enseñanza de unidades métrico-decimales

,A4ABLA�MUESTRALOSDATOSVINCULADOSALASREPRESENTACIONESDECONCEPTOSYLOS
ASPECTOSFENOMENOL�GICOSPROPIOSDEL3-$RECONOCIDOSENLOSTEXTOSANALIZADOS�3OBRE
LOSSISTEMASOMODOSDEREPRESENTACI�N�ENLASTRESETAPASSERECONOCEUNUSOCOM¢N
DELASREPRESENTACIONESVERBAL�SIMB�LICAYTABULAR�$ESTACAELPREDOMINIODELTEXTOEN
PROSA�REPRESENTACI�NVERBAL	PARAPRESENTARLOSCONTENIDOSARITM£TICOS�COMPLEMENTADO
CONLAESCRITURASIMB�LICONUM£RICA�%LUSODETABLASFACILITABALAEXPOSICI�NDELAS
RELACIONESENTRELASUNIDADESDEMEDIDADELOSDOSSISTEMASMETROL�GICOS�3ISTEMADE
PESASYMEDIDASDE#ASTILLAY3-$	�#ABEINDICARQUELAPRESENTACI�NDEILUSTRACIONES
�REPRESENTACI�NIC�NICA	ESNOTORIAENLOSTEXTOSEDITADOSENLASDOS¢LTIMASD£CADAS
del siglo.

4ABLA��Representaciones y contextos en los textos para segunda enseñanza

%TAPADEPROMULGACI�NE
INSERCI�NESTATAL���������	

%TAPADEGENERALIZACI�NDEL
sistema

���������	

%TAPADELEGALIDADY
OBLIGATORIEDAD
���������	

3ISTEMASDEREPRESENTACI�N

6ERBAL�SIMB�LICOYTABULAR 6ERBAL� SIMB�LICO Y TABULAR� )NS
TRUMENTOS DE MEDICI�N �DESCRIP
CI�N	

6ERBAL�SIMB�LICO�TABULAR�GRÕlCO�
)NSTRUMENTOS DE MEDICI�N �LITRO�
RECIPIENTE	

#ONTEXTOSYSITUACIONES

.ATURAL�ELEMENTOSF¤SICONATU
rales. Matemático: cálculo arit
M£TICO� #OMERCIAL� COMPRA Y
VENTA�#IENT¤lCO�MOVIMIENTO

.ATURAL� ELEMENTOS F¤SICONATU
rales. Matemático: cálculo arit
M£TICO� #IENT¤lCO� MOVIMIENTO�
Comercial: costos. Técnico: cons
TRUCCI�NDECAMINOSYTEXTILES

Natural: elementos de la
Naturaleza. Comercial: intercam
BIODEPRODUCTOS�
4£CNICO�CONSTRUCCI�NYTRANSPORTE
de mercancía

&UENTE�0ICADO�����	�

,OSASPECTOSFENOMENOL�GICOS�EXAMINADOSDESDELASSITUACIONESQUEEXPONEN
LAUTILIDADDELASUNIDADESM£TRICODECIMALES�SERECONOCENENLOSCONTEXTOSNATURAL�
MATEMÕTICO�COMERCIAL� T£CNICOYCIENT¤FICO�%STADIVERSIDADDECONTEXTOSAMPLI�EL
USODELSISTEMAACAMPOSDELCONOCIMIENTOYLAPRÕCTICACOTIDIANA�INICIALMENTENO
CONSIDERADOS�COMOINTRODUCCI�NDESUUSOENLASESPECIALIDADESPROFESIONALESDELOS
estudiantes al terminar la secundaria.
!LOLARGODELPERIODO�LOSCONCEPTOSCANTIDAD�UNIDADYN¢MERO�MOSTRARONEN

LOSDOCUMENTOSUNPOSICIONAMIENTOS�LIDOCOMOFUNDAMENTOSDELAARITM£TICAENLOS
PRELIMINARESDELAMETROLOG¤A�%NLATERCERAETAPASERECONOCEUNADISCREPANCIASOBRE
LAFORMADEINTERPRETARLACANTIDADSEG¢NLASCONCEPCIONESMATEMÕTICASTRADICIONALES
de la época. Esta particularidad es un indicador de un compromiso hacia la originalidad 
DECONTENIDO�DERECHAZOAUNAIDEOLOG¤AGENERALIZADAODELAADQUISICI�NDEUNNUEVO
PARADIGMACONCEPTUALPARALOSAUTORESDELOSLIBROSDETEXTO�
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3OBREELN¢MERO�ELESTUDIOHAPERMITIDOAPUNTARUNASIMILITUDENLACLASIFICACI�N
DEESTECONCEPTO�3EDISTINGUEALN¢MEROENTERO�QUEBRADO�QUEBRADODECIMAL�CONCRETO
YCOMPLEJO�TIPOLOG¤ASALASQUESEVINCULABANLASUNIDADESDEPESASYMEDIDAS�%L3-$
SECONCIBI�COMOUNANOMENCLATURANOVEDOSAAPARTIRDELAETAPADEGENERALIZACI�N�3U
ORGANIZACI�NCONCEPTUALPARALASEGUNDAENSE¶ANZACONSERVABALOSCONCEPTOSYPROCE
DIMIENTOSBÕSICOSQUELOCOMPON¤AN�DIFERENCIADAENTRELASETAPASPORASPECTOSCOMO
LADEFINICI�NDELAUNIDADPARALAPONDERACI�N�PESO	�LOSENFOQUESPARALAPRESENTACI�N
del metro científico e instrumental como los fundamentales OLAINTRODUCCI�NDE
M¢LTIPLOSYSUBM¢LTIPLOS�%NS¤NTESIS�SERECONOCEUNAUNIFICACI�NOCONTINUIDADEN
CUANTOALAPRESENTACI�NDEHECHOS�CONCEPTOSYESTRUCTURASMATEMÕTICAS�SALVOALGUNAS
variaciones menores.
,OSPROCEDIMIENTOSENFATIZARONLOSCÕLCULOSARITM£TICOSCONUNIDADESM£TRICO

DECIMALES�REALIZARREDUCCIONESENTREUNIDADESDELAMISMAESPECIEYLASCONVERSIONES
ENTREUNIDADESHOM�LOGASDELOSDOSSISTEMAS�ENELMARCODELARESOLUCI�NDEEJERCICIOS
�TAREAS	ENSITUACIONESPARTICULARES�,ALECTURAYESCRITURADEESTASUNIDADESSOBRESA
LIERONCOMOPROCESOSALLEVARACABOENLOSTEXTOSDELATERCERAETAPA�,ATENDENCIAEN
LOSLIBROSDETEXTODESEGUNDAENSE¶ANZAERAFOMENTARELDESARROLLODEDESTREZASYEL
DESARROLLOYAPLICACI�NDEESTRATEGIASDERESOLUCI�NCONAPROXIMACIONESALNIVELDE
RAZONAMIENTOAPARTIRDESOPORTESGRÕFICOS�%STOCONCUERDACONLAPRESENTACI�NDEUNA
METROLOG¤ANOVEDOSAPARAELTRATAMIENTODELASPESASYMEDIDASEN%SPA¶AYCONSU
INCORPORACI�NENLOSCONTENIDOSARITM£TICOSPARALAEDUCACI�NMATEMÕTICA�%NCUANTOA
LASTAREAS�IDENTIFICADASENEJEMPLOSYEJERCICIOS	�SEPRETEND¤ADELESTUDIANTEUNMAYOR
ENTENDIMIENTODELOSCONCEPTOSYSUAPLICACI�NENLAATENCI�NDESITUACIONESPROBLEMA
MATEMÕTICASYENENTORNOSCOTIDIANOS�
#ONLAIMPLEMENTACI�NDELANÕLISISDIDÕCTICO�SELOGRARONRECONOCERPROP�SITOS

EDUCATIVOSESPEC¤FICOSESTABLECIDOSENLOSDOCUMENTOSDESDELOSFINESPOL¤TICO�FORMA
TIVO�CULTURALYSOCIAL�3EIDENTIFIC�QUE�PORPARTEDELOSAUTORES�EXISTI�LAINTENCI�N
DEELABORARTEXTOSPARALAENSE¶ANZAYELAPRENDIZAJEDELAARITM£TICA�QUEINTEGRARANEL
3-$ENLAPREPARACI�NDELOSJ�VENESPARASUINCORPORACI�NALAFORMACI�NPROFESIONAL�
#ONLAINCORPORACI�NDEL3-$ALSISTEMAEDUCATIVOESPA¶OL�LASEGUNDAENSE¶ANZASE
VIOIMPREGNADADEOPCIONESMETODOL�GICASCENTRADASENLAPRÕCTICA�ELRAZONAMIENTOY
LACONSTRUCCI�NDELCONOCIMIENTO�%LAPRENDIZAJEMEMOR¤STICODEJ�DESERLAESTRATEGIA
DEENSE¶ANZAPRIORITARIA�SINDESAPARECERPORCOMPLETO	 LOSNUEVOSCONOCIMIENTOSYA
NOERANTANNOVEDOSOS�LAENSE¶ANZABUSCABALAPUESTAENPRÕCTICADELOAPRENDIDO�%N
LASTRESETAPASEL3-$FUEUNCONTENIDOQUESEABORDABADESDESUUTILIDADPRÕCTICA�
!PESARDESER LIBROSPARAUNSEGUNDOCICLODEENSE¶ANZA� LA IDENTIFICACI�NDE

DIFICULTADESYERRORESENELAPRENDIZAJEDEL3-$PROPIASENLAENSE¶ANZAPRIMARIANO
FORM�PARTEDELASOBSERVACIONESDELOSAUTORES�SALVOALGUNASPUNTUALIDADESSOBREEL
RECONOCIMIENTODEDIFICULTADESENLAINTERPRETACI�NDEENUNCIADOSCOMOPARTEDELA
RESOLUCI�NDEPROBLEMAS�
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,OSLIBROSDETEXTOANALIZADOSPROPORCIONANINFORMACI�NSOBRELASFORMASDEABORDAR
EL3-$�DESDESUINCORPORACI�NINICIALALAEDUCACI�NDELOSESPA¶OLESENELSIGLOxix, 
SUDESARROLLOYCONSUMACI�NPARCIALENELPERIODO���������,ASTENDENCIASRECONO
CIDASDURANTEESTEPERIODO�&IGURA�	EXPONENNOSOLOSIMILITUDESENLAENSE¶ANZAA
PARTIRDELOSTEXTOS�SINOTAMBI£NLASVARIACIONESDIDÕCTICASREALIZADASPARAUNAMEJOR
COMPRENSI�NYDIFUSI�NDESUUTILIDAD�

Figura 4. Tendencias reconocidas en los libros de texto para la enseñanza del SMD

Conclusiones

%LANÕLISISDELOSLIBROSDETEXTOESUNAL¤NEADEINVESTIGACI�NENAUGEEN%SPA¶A�
#ADAVEZESPOSIBLEEXTRAERINFORMACI�NDIVERSAY¢TILDEESTASFUENTES�QUECONDUCEA
ESTABLECERNUEVASFORMASPARASUAPROVECHAMIENTO�
(EMOSPRESENTADOOPCIONESDIFERENTESDETRATAMIENTODELAINFORMACI�NQUEPUE

DENSERUTILIZADASPARADISTINTOSESTUDIOSSOBREELANÕLISISDECONTENIDOENHISTORIADE
LAEDUCACI�NMATEMÕTICA�3IBIENNOHEMOSPROFUNDIZADOENLOSANÕLISISESPORQUEEL
PROP�SITOERAEJEMPLIFICARESTAST£CNICASACERCADEUNMISMOCONCEPTO�INTERPRETACI�N
CONCEPTUAL�ANÕLISISDECORRESPONDENCIAS�ESTUDIODECOCITACI�NDET£RMINOSDECONCEPTOS
YREDCONCEPTUAL�
0ORSUPARTE�SEHAMOSTRADOLAUTILIDADDELOSDATOSEXTRA¤BLESDELOSLIBROSDE

TEXTOPARAELRECONOCIMIENTODEASPECTOSVINCULADOSALAPRENDIZAJEYLAENSE¶ANZADE
CONCEPTOSMATEMÕTICOSPARTICULARESCOMOEXPECTATIVAS�FINES�DIFICULTADES�ERRORESYLA
ELABORACI�NDETAREAS�YLADEFINICI�NDESECUENCIASDETAREASYLASELECCI�NDERECURSOS
YMATERIALES�ENFATIZANDOSUUTILIDADENELESTUDIODECAMBIOSCURRICULARESYREFORMAS
educativas acaecidas en el sistema educativo español.
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#ONSIDERAMOSQUEPARA LOS INVESTIGADORESDEL ÕREAES¢TIL CONOCERDIFERENTES
ALTERNATIVASMETODOL�GICASYVALORARSUAPORTEENELPLANTEAMIENTOYDESARROLLODE
INVESTIGACIONESBASADASENELANÕLISISDETEXTOSMATEMÕTICOSOMANUALESESCOLARESDEL
PASADO�3ONESTUDIOSQUEAMPL¤ANELCONOCIMIENTOSOBREELCRECIMIENTOYLAMADUREZ
EDUCATIVADEUNPA¤SYEXPLICANLOSCAMBIOSCURRICULARESPARASUALCANCE�
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LA HISTORIA DE LAS MATEMÁTICAS EN SU ENSEÑANZA

The History of Mathematics in Teaching

Isidoro Segovia y Francisco Fernández

Universidad de Granada, España

Resumen

La historia de las matemáticas puede tener un papel relevante en la enseñanza de las mate
MÕTICAS�PARAELPROFESORCONSTITUYEUNAFUENTEDEVOCACI�N�MOTIVACI�N�ORIENTACI�N�INSPIRACI�N
YAUTOFORMACI�NQUELEGENERAUNAACTITUDPOSITIVAQUEPUEDETRASLADARALALUMNOYAESTE¢LTIMO
LEPERMITEDEJARDECONSIDERARALASMATEMÕTICASCOMOUNACIENCIATERMINADADECONSTRUIRMOS
TRANDOSUESTATUSDEACTIVIDADCULTURALYHUMANAYLEMOTIVAY�ENALGUNOSCASOS�LEPERMITE
COMPRENDERMEJORLOSCONCEPTOSATRAV£SDESUDESARROLLOYCAMBIO�

Palabras clave: HISTORIA�MATEMÕTICAS�ENSE¶ANZA�APRENDIZAJE

ABSTRACT

The history of mathematics can play an important role in the teaching of mathematics; It 

constitutes a source of vocation, motivation, guidance, inspiration and self-education for the 

teacher that generates a positive attitude which can be transferred to the student. Additionally, 

this allows the student to see the mathematics under a new perspective, as a evolving science. 

By showing its status as a cultural and human activity, the student is motivated and, in some 

cases, understand better the concepts through their development and change.

Keywords: history, mathematics, teaching, learning
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Introducción

,OSCONCEPTOSOPROCEDIMIENTOSMATEMÕTICOS�ESPECIALMENTELOSQUEFORMANPARTE
DELAENSE¶ANZAOBLIGATORIA�SONELRESULTADODEUNAMPLIOPROCESODEEVOLUCI�NALO
LARGODELOSA¶OS�ENMUCHOSCASOSDESIGLOSYQUEHAIMPLICADOLAINTERVENCI�NDEUN
C¢MULODEESCUELASYPERSONALIDADESDENTRODELDESARROLLODELASMATEMÕTICAS�$ENTRO
DEESTEPROCESOHAYASPECTOSQUETIENENUNAGRANUTILIDADPARAMEJORARLAENSE¶ANZA
de las matemáticas.

La Historia de la Matemática en el Análisis Didáctico

La Historia de las Matemáticas tiene un papel de carácter trasversal en el Análisis 
$IDÕCTICO�%SPARTEDEL!NÕLISISDE#ONTENIDOENCUANTOQUE�ELDESARROLLOHIST�RICO
DEUNTEMAPUEDESER¢TILPARADETERMINARELORIGENDEALGUNASNOCIONES�COMPARAR
DIFERENTESSISTEMASDEREPRESENTACI�NOLOCALIZARPROBLEMASCLÕSICOS�,UPIÕ¶EZ�����	�
4AMBI£NESPARTEDEL!NÕLISIS#OGNITIVOSIADMITIMOSELPUNTODEVISTAGEN£TICOSEG¢N
ELCUALELCONOCIMIENTODECADAPERSONASIGUEELMISMOPROCESOQUEELCONOCIMIENTO
DELAHUMANIDAD�&AUVEL�����	�YALGODEESTODEBEMOSADMITIRSIOBSERVAMOSQUELOS
CONCEPTOSMATEMÕTICOSMÕSCOMPLEJOSYQUEMAYORDIFICULTADTIENENPARALOSALUMNOS
SEHANDESARROLLADOCONPOSTERIORIDADAOTROSQUESONMÕSFÕCILESENSUAPRENDIZAJE�
i.OSEPUEDEDUDARDEQUELASDIFICULTADESQUELOSGRANDESMATEMÕTICOSENCONTRARON
SONTAMBI£NLOSOBSTÕCULOSENLOSQUETROPIEZANLOSESTUDIANTESYNOPUEDETENER£XITO
NING¢NINTENTODEACABARCONESTASDIFICULTADESABASEDEPALABRER¤AL�GICAw�+LEIN�
�����PP�����	�0OR¢LTIMO�FORMAPARTEDEL!NÕLISISDE)NSTRUCCI�NPUESLAHISTORIA
CONSTITUYEUNRECURSOPARALAENSE¶ANZACOMOELEMENTODEMOTIVACI�NYCOMOMODODE
MOSTRARQUELASMATEMÕTICASCONSTITUYENUNPRODUCTOHUMANOENCONSTANTEEVOLUCI�N
al cual se pueden seguir haciendo aportaciones. 

El papel de la Historia de las Matemáticas en su enseñanza

Al profesor de matemáticas, la historia de las matemáticas le permite conectar con 
UNCONJUNTODEMEDIOSQUEPUEDENHACERMÕSASEQUIBLEALALUMNOELCONOCIMIENTOMATE
MÕTICO�TAMBI£NLEAYUDAADESCUBRIRLASDIFICULTADESYERRORESQUESEHANPRESENTADOEN
ELDESARROLLODELOSCONCEPTOS�3IERRA�����	�'ONZÕLEZ5RBANEJA�����	VELAHISTORIADE
LASMATEMÕTICASCOMOFUENTEDEVOCACI�N�MOTIVACI�N�ORIENTACI�N�INSPIRACI�NYAUTO
FORMACI�NQUEGENERAENELPROFESORUNAACTITUDPOSITIVAQUEPUEDETRASLADARALALUMNO
Y£STAESLAMÕSIMPORTANTEDELASENSE¶ANZAS�,OSARGUMENTOSQUE�ENESTESENTIDO�DA
'ONZÕLEZ5RBANEJA�����	SOBREELPAPELDE,A(ISTORIADELAS-ATEMÕTICASSON�

 — 3UCONOCIMIENTOFAVORECELACOMPRENSI�NPROFUNDADELOSPROBLEMASMATE
máticos.

 — ,AFUERZACREATIVAQUEGENERAPUEDESERPROYECTADAENELAULAPROPICIANDOUN
CLIMADEINVESTIGACI�N�
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 — 0ONEDEMANIlESTOLASDIlCULTADESQUEHANTENIDOELNACIMIENTOYDESARRO
LLODE LOS CONCEPTOSY SUCONOCIMIENTO� ADEMÕSDEENRIQUECER LA ACTIVIDAD
DOCENTEDELPROFESOR�LEHACENMÕSCAUTOYPACIENTEANTELASDIlCULTADESDE
APRENDIZAJEQUEPUEDANPRESENTARSUSALUMNOS�

 — 0ROPORCIONANALPROFESORUNAMOTIVACI�NHACIAUNAAUTOFORMACI�NCONTINUA�
 — 4RASMITEUNIDADENLASMATEMÕTICASYPERMITEDIRIGIRLASINVESTIGACIONESPOR

las vías más fructíferas.
 — 3UBVIERTELACREENCIADEQUEELRIGORESELSUPREMOVALORDELA-ATEMÕTICAQUE
IMPONEUNAV¤A¢NICADERAZONAMIENTO�

 — %VITAPERCIBIRLA-ATEMÕTICACOMOUNLENGUAJEALSERVICIODELASDEMÕSCIEN
CIASOCOMOUNAHERRAMIENTADE SELECCI�NDELALUMNADO�PARACONSIDERARLA
como una disciplina cultural.

 — %SFUENTEDEINSPIRACI�NPARALAMATEMÕTICARECREATIVA�
0ARAELALUMNO�LA(ISTORIADELAS-ATEMÕTICASLEPERMITEDEJARDECONSIDERARLAS

MATEMÕTICASCOMOUNACIENCIATERMINADADECONSTRUIRRESTABLECI£NDOSESUESTATUSDE
ACTIVIDADCULTURALYHUMANAYLEMOTIVAY�ENALGUNOSCASOS�LEPERMITECOMPRENDER
MEJORLOSCONCEPTOSATRAV£SDESUDESARROLLOYCAMBIO�3IERRA�����	�'ONZÕLEZ5RBA
NEJA�����	RECOGELAREIVINDICACI�NDELM£TODOGEN£TICOCOMOMODODEENSE¶ANZADE
LAS-ATEMÕTICASQUEHANPROPUESTOGRANDESMATEMÕTICOSYPROFESORES�PORELQUE�PARA
LACOMPRENSI�NDEUNCONCEPTO�ELALUMNODEBEREPETIRELPROCESOHIST�RICOQUESEHA
DESARROLLADOHASTALAFORMULACI�NACTUALDELCONCEPTO�
&AUVEL�����	PRESENTAUNABANICODEPOSIBILIDADESDELUSODELA(ISTORIADELAS

Matemáticas en su enseñanza:
 — Mencionando anécdotas matemáticas del pasado.
 — 0RESENTADOUNAINTRODUCCI�NHIST�RICADELOSCONCEPTOSNUEVOSPARALOSALUM

nos.
 — &OMENTANDOENLOSALUMNOSLACOMPRENSI�NDELOSPROBLEMASHIST�RICOSCUYA
SOLUCI�NHADADOLUGARALOSCONCEPTOS�

 — Impartiendo lecciones de historia de las matemáticas.
 — )DEANDOEJERCICIOSUTILIZANDOPARAELLOTEXTOSMATEMÕTICOSDELPASADO�
 — &OMENTANDOLACREACI�NDECARTELES�EXPOSICIONESUOTROSPROYECTOSCONTEMAS
HIST�RICOS�

 — 2EALIZANDOPROYECTOSENTORNOAUNAACTIVIDADMATEMÕTICALOCALDELPASADO�
 — 5SANDOEJEMPLOSDELPASADOPARAILUSTRART£CNICASOM£TODOS�
 — 5SANDOEJEMPLOSDELPASADOPARAAYUDARACOMPRENDERYRESOLVERLASDIlCUL
TADESDELAPRENDIZAJE�

 — )DEANDOAPROXIMACIONESPEDAG�GICASALT�PICODEACUERDOCONSUDESARROLLO
HIST�RICO�

 — Ideando el orden de la estructura de los temas dentro del programa, de acuerdo 
CONSUDESARROLLOHIST�RICO�
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La indagación histórica en el Departamento de Didáctica de la Mate-

mática de la Universidad de Granada

!DEMÕSDELOSLIBROSSOBREHISTORIADELASMATEMÕTICAS�ELUSODELAMISMAENSU
ENSE¶ANZA�REQUIEREQUELA INVESTIGACI�NPROPORCIONEINFORMACI�N�ACERCADEC�MO
EVOLUCIONARONLOSCONCEPTOSYPROCEDIMIENTOSMATEMÕTICOSDESDEELMOMENTOENQUE
SURGENHASTASUFORMATOACTUAL�QU£DIFICULTADESTUVIERONENSUDESARROLLO�QU£FEN�MENOS
HICIERONSURGIRCADACONCEPTO�QU£VARIEDADDEPROBLEMASRESOLVIERONYQU£ESCUELASY
personalidades los desarrollaron. Es el marco del área de Didáctica de la Matemática 
DONDESEINCIDEENESTETIPODEINDAGACIONESYENELCASODEL$EPARTAMENTODE$IDÕCTICA
DELA-ATEMÕTICADELA5NIVERSIDADDE'RANADA�LAHISTORIADELASMATEMÕTICASYDELA
EDUCACI�NMATEMÕTICACONSTITUYEUNAL¤NEADEINVESTIGACI�NDIRIGIDAPOR,UIS2ICO�EN
LAQUESEHANDESARROLLADOALGUNOSTRABAJOSCUYASAPORTACIONESPRINCIPALESRESUMIMOS�
�,OSN¢MEROSNEGATIVOSEN%SPA¶AENLOSSIGLOSxviiiYxix�-AZ�����	�
%NESTETRABAJOSEHACEUNAREVISI�NDELTRATAMIENTODELOSN¢MEROSNEGATIVOSPOR

AUTORESDETEXTOSPUBLICADOSENTRE����Y����YENELMISMO�ELN¢MERONEGATIVOSE
manifiesta como un catalizador de determinadas ideas científicas de la época como los 
CONCEPTOSDECANTIDAD�N¢MEROYCANTIDADNEGATIVA�!S¤-AZ�����	REGISTRACUATRO
NOCIONESDECANTIDAD�ARISTOT£LICA�EMPIRISTA�FENOM£NICA�EULERIANAYPOSITIVISTA	�CINCO
DEN¢MERO�EUCLIDEA�RELACIONAL� INDUCTIVA�CARDINALOPRECONJUNTISTAYALGEBRAICAO
FORMALISTA	YOCHONOCIONESDECANTIDADNEGATIVA�FALSAS�DENEGACI�NL�GICA�RESULTADO
DEOPERACIONES�MAGNITUDESRELATIVAS�DENATURALEZADUALARITM£TICOALGEBRAICA�GEOM£
TRICA�ALGEBRAICAYCOMOAMPLIACI�NDELOSNATURALES	�4AMBI£NELTRABAJOSEANALIZANLOS
SIGNIFICADOSDELOSS¤MBOLOS�Yn�YLOSCONCEPTOSDESUMAYPRODUCTODENEGATIVOS�
0OR¢LTIMO�ELTRABAJOPRESENTAUNACATEGORIZACI�NSOBRELOSFEN�MENOSASOCIADOSALOS
NEGATIVOS�F¤SICOS�CONTABLES�TEMPORALESYMATEMÕTICOS	YSUSFORMASDEREPRESENTACI�N
�VERBALES�NUM£RICAS�GRÕFICASYALGEBRAICAS	�%NLASCONCLUSIONESDEL TRABAJO�-AZ
SUGIEREINDAGARC�MOAFECTANLOSCONFLICTOSDETECTADOSSOBRELASNOCIONESDECANTIDAD�
N¢MEROYNEGATIVOSENLOSALUMNOSDESECUNDARIA�
�,AENSE¶ANZADELASMATEMÕTICASEN!NDR£S-ANJ�N�2EAL�����	�
%NELTRABAJOSEDESCRIBENLOSELEMENTOSCARACTER¤STICOSDELADIDÕCTICADELAS-ATE

MÕTICASLLEVADAACABOPORELFUNDADORDELAS%SCUELASDEL!VE-AR¤AENTRE����Y����
DENTRODELPARTICULARMODELODEEDUCACI�NQUE£LPROPUGNA�INTEGRALYTEOC£NTRICO�ENEL
QUEADEMÕSINCORPORAUNAMETODOLOG¤AACTIVAYL¢DICAQUERECUERDAALADELA%SCUELA
.UEVA�,AB¢SQUEDA�SELECCI�NYANÕLISISDEDIVERSASFUENTES�ENTREELLASFUENTESPRIMA
RIAS�COMOLASLECCIONESDE-ATEMÕTICASQUEELPEDAGOGOCONFECCION�PARASUS%SCUELAS	�
permite situar la enseñanza de las Matemáticas dentro del pensamiento educativo de 
!NDR£S-ANJ�NYSUGIEREQUESUSPLANTEAMIENTOSYM£TODOSDIDÕCTICOSCONTIENENELE
MENTOSORIGINALESEINNOVADORESPARALA£POCA�YVISTOSDESDEUNAPERSPECTIVAACTUAL�
SONRELEVANTESYENRIQUECEDORESPARALA$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICA�
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�%L3ISTEMA-£TRICO$ECIMALENLIBROSDETEXTODEMATEMÕTICASEN%SPA¶ADURANTE
la segunda mitad del siglo xix���������	�0ICADO�����	�
%LTRABAJOCONSTITUYEUNESTUDIOSOBRELAINTRODUCCI�NDELSISTEMADEPESASYMEDIDAS

del Sistema Métrico Decimal en el sistema educativo español en la primera mitad del 
siglo xixATRAV£SDELOSTEXTOSDELA£POCA�3EMUESTRANLASLIMITACIONESDESUENSE¶ANZA
ALINCLUIRSEENLIBROSDEARITM£TICAELABORADOSCONANTERIORIDAD�BASADAENELAPRENDIZAJE
MEMOR¤STICO�ENLOSPRIMEROSNIVELESYMÕSPRÕCTICOENNIVELESSUPERIORES�3EDESCRIBEN
LOSCONCEPTOSYPROCEDIMIENTOSEMPLEADOSENLOSTEXTOS�SUSFORMASDEREPRESENTACI�N�
LOSCONTEXTOSYMODOSDEUSOAS¤COMOLASAPLICACIONESDELASUNIDADESDEMEDIDA�
�,AHISTORIADELASMATEMÕTICASENLOSLIBROSDETEXTO�!MO�����	
%LTRABAJOESTUDIAELTRATAMIENTOQUELEDAN�ALAHISTORIADELASMATEMÕTICAS�LOSLIBROS

DETEXTO�5TILIZANDOCOMOCATEGOR¤ASDEANÕLISISLASFORMASDEENSE¶ANZAESTABLECIDASPOR
&AUVEL�����	OBTIENECOMORESULTADOSQUEAPESARDEQUELASORIENTACIONESCURRICULARES
SUGIERENELEMPLEODELAHISTORIADELASMATEMÕTICASENSUENSE¶ANZA�VERDECRETODE
DESARROLLODELCURR¤CULODEPRIMARIAANDALUZ	�ELTRATAMIENTOESESCASO�DEPENDEDELA
EDITORIALYQUELASFORMASDEUSODELAHISTORIAMÕSDESTACADASSONLAINTRODUCCI�NHIS
T�RICAENLOSTEMASNUEVOSYELEMPLEODEAN£CDOTASASOCIADASAGRANDESMATEMÕTICOS�

Algunos ejemplos del uso de la historia en la enseñanza, en la for-

mación de maestros

5NEJEMPLODELUSODELAHISTORIADELASMATEMÕTICASSIGUIENDOLAPROPUESTADE
&AUVEL�����	�RELATIVOAREALIZARUNAAPROXIMACI�NPEDAG�GICAALOSTEMASDEACUERDO
CONSUDESARROLLOHIST�RICO�SELLEVAACABOENLOSESTUDIOSDE-AESTRODE%DUCACI�N
0RIMARIAENLA5NIVERSIDADDE'RANADACUANDOSETRABAJAEL3ISTEMADE.UMERACI�N
$ECIMAL�SEHACEUNAPRESENTACI�NDELOSSISTEMASDENUMERACI�NANTIGUOSCOMENZANDO
por los vestigios encontrados en un hueso del Paleolítico del uso de marcas represen
TANDOCANTIDADESYSEPASAPORLAREFLEXI�NSOBRELOSSISTEMASDENUMERACI�NEGIPCIOY
BABILONIO�GRIEGOYROMANO�%LESTUDIODEESTOSSISTEMASPERMITECOMPRENDERELSISTEMA
DENUMERACI�NDECIMALDECARÕCTERPOSICIONALCOMOELRESULTADODEUNAEVOLUCI�NAS¤
COMOCOMPRENDERPORQU£DICHOSSISTEMASNOTEN¤ANCERO�
/TROEJEMPLODEUSODELAHISTORIAENLAFORMACI�NDEMAESTROSESELREFERIDOALUSO

DEEJEMPLOSDELPASADOPARACOMPRENDERYJUSTIFICARLOSALGORITMOSUSUALESDELASOPE
RACIONESARITM£TICAS�,OSALGORITMOSDELA&IGURA�COMOELDEgLACELOS¤AgQUEAPARECE
ENUNLIBRODEARITM£TICAIMPRESOEN4REVISO�)TALIA	EN�����PERMITENCOMPRENDEREL
MECANISMODELALGORITMOUSUALDELAMULTIPLICACI�N�4AMBI£NRESULTAMUYMOTIVADOR
PARALOSESTUDIANTESDESCUBRIRC�MOFUNCIONANESTOSANTIGUOSALGORITMOSCOMOLOSQUE
se presentan.
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Figura 1. Algoritmos de la multiplicación 934x314 de la aritmética de Treviso (1478).

4AMBI£N�LAHISTORIADELACONSTRUCCI�NEIMPLANTACI�NDEL3-$PERMITIRÕALOSFUTU
ROSMAESTROSTENERUNACERCAMIENTOCULTURAL�SOCIALYPOL¤TICOENMOMENTOSIMPORTANTES
DENUESTRAHISTORIARECIENTEYSUREPERCUSI�NENLAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICAS�%NLA
Figura 2 tomada de las páginas de 'El Agrimensor Métrico. El nuevo Sistema Decimal 

de cada una de las medidas antiguas agrariasgDE�����SEMUESTRANEJEMPLOSDEUNI
DADESDEMEDIDADEDIF¤CILMANEJOYC�MO�ENDOSPUEBLOSDELAPROVINCIADE'RANADA�
ESTASUNIDADESAGRARIASERANDIFERENTESYDEAH¤LANECESIDADDEUNSISTEMACOM¢NY
MÕSSENCILLODEMANEJAR�

Figura 2. Unidades agrarias de superficie premétricas en dos pueblos de Granada.
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%NESTESENTIDO�LA,EYDE0ESASY-EDIDAS�SANCIONADAPORLAREINA)SABEL))EL��
DEJULIODE�����ENUNCIAENSUSART¤CULOSLATRASCENDENCIADELAENSE¶ANZADEL3-$EN
LAVIDAMODERNAESPA¶OLA�2ECOGEMOS�COMOEJEMPLO�ALGUNODESUSART¤CULOS�

!RT¤CULO���%NTODOSLOSDOMINIOSESPA¶OLESHABRÕUNSOLOSISTEMADEMEDIDASYPESAS�
!RT¤CULO����%NTODASLASESCUELASP¢BLICASOPARTICULARESENQUESEENSE¶EODEBA

ENSE¶ARSELAARITM£TICAOCUALQUIERAOTRAPARTEDELASMATEMÕTICAS�SERÕOBLIGATORIALADEL
SISTEMALEGALDEMEDIDASYPESASYSUNOMENCLATURACIENT¤FICA�DESDE���DEENERODE�����
QUEDANDOFACULTADOELGOBIERNOPARACERRARDICHOSESTABLECIMIENTOSSIEMPREQUENOSE
CUMPLACONAQUELLAOBLIGACI�N�
!RT¤CULO����$ESDELAMISMA£POCASERÕNTAMBI£NOBLIGATORIOSENLAREDACCI�NDELAS

SENTENCIASDELOSTRIBUNALESYDELOSCONTRATOSP¢BLICOS�
!RT¤CULO����,OSCONTRATOSYESTIPULACIONESENTREPARTICULARESENQUENOINTERVENGA

ESCRIBANOP¢BLICO�PODRÕNHACERSEVÕLIDAMENTEENLASUNIDADESANTIGUASMIENTRASNOSE
DECLARENOBLIGATORIASLASNUEVASDESUCLASE�
!RT¤CULO����,OSCONTRAVENTORESAESTALEYQUEDANSUJETOSALASPENASQUESE¶ALANO

SE¶ALARENLASLEYESCONTRALOSQUEEMPLEANPESASYMEDIDASNOCONTRASTADAS�

!CTUALMENTEEL3-$ESUNAHERRAMIENTA�UNSISTEMAYUNLENGUAJEEXTENDIDOPOR
TODOELMUNDOYFORMAPARTEDELSISTEMAOFICIALDEMEDICI�NENTODOSLOSPA¤SES�SALVO
ENTRESQUETODAV¤ANOLOHANADOPTADOLEGALMENTE�%STADOS5NIDOS�,IBERIAY-YANMAR�
5NEJEMPLODEUSODELAHISTORIAAPARTIRDEUNAACTIVIDADDELPASADO�COMOMEDIRLA

ANCHURADEUNRIOCONDOSBASTONES�&IG��	�CONSISTEENPLANTEARUNATAREADEAULAENLA
QUESEPIDEALOSALUMNOSQUEIDENTIFIQUENLOSCONCEPTOSYPROCEDIMIENTOSMATEMÕTICOS
QUEHAYIMPLICADOSYLOSJUSTIFIQUEN�

Figura 3. Tomada del libro ‘Tratado completo de agrimensura y aforage’ de 1845.
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CONOCIMIENTO MATEMÁTICO DEL CONCEPTO DE LÍMITE 
EN ALUMNOS DEL MÁSTER DE SECUNDARIA (MATEMÁTICAS)

Mathematical Knowledge of the Limit Concept in Students  
of the Master in Teaching in Secondary School (Mathematics)

Matías Arce, Laura Conejo, Tomás Ortega y Cristina Pecharromán

Universidad de Valladolid, España

Resumen

3EPRESENTAUNAINVESTIGACI�NSOBRELACOMPRENSI�NDELCONCEPTODEL¤MITEFUNCIONALFINITO
ENUNPUNTOQUELOSFUTUROSPROFESORESDEMATEMÕTICASPODR¤ANTRANSMITIRASUSALUMNOSDE
BACHILLERATO�0ARAELLOSEDETERMINAQU£TIPODECONCEPTUALIZACI�N�INTUITIVA�APROXIMACI�N
�PTIMA�M£TRICA	ESTÕASOCIADAASUCOMPRENSI�N�&INALMENTE�SEDESCUBREQUEENTRELASCOORDI
NACIONESINTUITIVAYM£TRICADELASAPROXIMACIONESDELOSVALORESDELAVARIABLEINDEPENDIENTEY
SUSIMÕGENES�APARECEUNACOORDINACI�NNUM£RICAASOCIADAAUNATABLADEVALORESCONVERGENTES�

Palabras clave�APROXIMACI�N�TENDENCIA�L¤MITE�APROXIMACI�N�PTIMA�COORDINACI�N

ABSTRACT

A research focused on the understanding of the concept of finite limit of a function at a point 

in prospective secondary teachers of mathematics is presented. It is determined the type of con-

ceptualization (intuitive, optimal approximation, metric) of limit, related to their understanding, 

that they could transmit to their students. Finally, it is found that among the intuitive and metric 

coordination of the approximations of the values of the independent variable and their images, 

it appears a numerical coordination linked to a table of convergent values.
Keywords: approximation, tendency, limit, optimal approximation, coordination

Arce, M., Conejo, L., Ortega, T�YPecharromán�#������	�#ONOCIMIENTOMATEMÕTICODEL
CONCEPTODEL¤MITEENALUMNOSDEL-ÕSTERDE3ECUNDARIA�-ATEMÕTICAS	�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�
,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor 

Luis Rico �PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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Planteamiento inicial

%NNUESTRAEXPERIENCIACOMODOCENTESHEMOSOBSERVADOLADIFICULTADDELCONCEPTO
DEL¤MITEPARALOSALUMNOSYC�MOLOOLVIDABANFÕCILMENTE�9AENLOSA¶OS���UNODE
LOSAUTORESESCRIBI�UNPROGRAMADEORDENADORPARAAYUDARLOSACOMPRENDERELCONCEPTO�
%STEPROGRAMADEORDENADORGENERABAUNATABLADEAPROXIMACIONESNUM£RICASQUESUR
G¤ANALEVALUARFUNCIONES�DEUNOODOSCRITERIOS�QUESEINTRODUC¤ANAVOLUNTAD	ENEL
ENTORNODELPUNTOENELQUESEESTUDIABALAEXISTENCIADEL¤MITEY�APARTIRDEESTATABLA�
LOSALUMNOSDEB¤ANENCONTRARELVALORDE >0 a partir de un ��DADOQUECUMPLIERALA
DEFINICI�NM£TRICADEL¤MITEENLOSVALORESDELATABLAGENERADA�SETRATABADEESTABLECERLO
QUE#OTTRILL�$UBINSKY��.ICHOLLS�����	POSTERIORMENTEDENOMINARONCOORDINACIONES	�
,AMENTABLEMENTE�ELFEN�MENODELOLVIDO�COMOHEMOSCOMPROBADOENREPETIDAS

OCASIONESYLOAVALAELTRABAJODE"LÕZQUEZ�'ATICAY/RTEGA�����	�TAMBI£NESCOM¢NEN
LOSALUMNOSUNIVERSITARIOSDE#IENCIAS�MATEMÕTICAS�F¤SICAS�INGENIER¤AS�ARQUITECTURA	�
YPOCOSALUMNOSQUECURSANESTOSESTUDIOSSONCAPACESDEESCRIBIRUNADEFINICI�NDEL
concepto si ha pasado cierto tiempo desde su estudio.

Desde hace unos cuantos años se han prodigado numerosísimas investigaciones 
SOBREELCONCEPTODEL¤MITETANTOEN%SPA¶ACOMOENELEXTRANJERO�QUENOVOYACITAR
PORSERSOBRADAMENTECONOCIDAS�YQUEAPARECENBIENREFERENCIADASENLATESISDOCTORAL
DE&ERNÕNDEZ0LAZA�����	�!QU¤SEPRESENTAUNAINVESTIGACI�NREALIZADACONALUMNOS
DELMASTERDE3ECUNDARIAENLAQUESEANALIZAELNIVELDECOORDINACI�NQUEALCANZANLOS
ALUMNOSENTRELASVARIABLESDEPENDIENTEEINDEPENDIENTEYELCONOCIMIENTOMATEMÕTICO
PARALAENSE¶ANZAQUEPOSEENSOBREDICHOCONCEPTO

Marco teórico y objetivos

4ANTO#OTTRILLETAL������	COMO6ALLS�0ONSY,LINARES�����	�APLICANDOELMARCO
!0/%�APARTIRDEUNADESCOMPOSICI�NGEN£TICADELCONCEPTO�CONSIDERANQUELAFUNCI�N
ESLAQUEORGANIZALACOORDINACI�NENTRELASAPROXIMACIONESDELAVARIABLEINDEPENDIENTE
YLOSVALORESDELAFUNCI�N�PONIENDOENJUEGOELTIPODEDEFINICI�NDELCONCEPTOQUE
SECONSIDERE�,AAPRECIACI�NDELNIVELDELACOORDINACI�NDELASAPROXIMACIONESESLA
QUEMARCALACOMPRENSI�NDELCONCEPTODEL¤MITEPORLOSALUMNOS�#OTTRILLETAL�TRATAN
DEESTABLECERESTACOORDINACI�NATRAV£SDELADEFINICI�NM£TRICAYCONCLUYENQUES�LO
LALOGRANALGUNOSALUMNOS�6ALLSETAL�NOANALIZANMÕSALLÕDELACOORDINACI�NDELAS
APROXIMACIONESDELASVARIABLESINDEPENDIENTEYDEPENDIENTE�
0OROTRAPARTE�DESPU£SDEQUE3HULMAN�����	CONSIDERARATRESGRANDESCOMPO

NENTESSOBRECONOCIMIENTOPROFESIONALDELPROFESOR�#ONOCIMIENTODEL#ONTENIDO�
#ONOCIMIENTO$IDÕCTICODEL#ONTENIDOY#ONOCIMIENTO#URRICULAR	�VARIOSAUTORESHAN
DESARROLLADOESTATEOR¤A�%NTREELLOSDESTACAN"ALL�4HAMESY0HELPS�����	�QUIENES
PROPUSIERONUNMODELOQUELLAMARONConocimiento Matemático para la Enseñanza 
�-+4	QUECONSIDERA TRESSUBDOMINIOSDEL#ONOCIMIENTODEL#ONTENIDODE3HUL
man: Conocimiento Común del Contenido, Conocimiento Especializado del Contenido 
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YConocimiento sobre el Horizonte Matemático. Posteriormente, Rowland, Turner, 
4HWAITES��(UCKSTEP�����	INTERPRETANELCONOCIMIENTODELCONTENIDODE3HULMAN
como un conocimiento contextualizado en accionesY�PORTERMINAR�ENLA5NIVERSIDAD
DE(UELVA�#ARRILLO�#ONTRERAS�#LIMENT�%SCUDERO¸VILA�&LORES-EDRANOY-ONTES
�����	�DESARROLLANLOSMODELOSANTERIORESYPROPONENEL#ONOCIMIENTO%SPECIALIZADO
DEL0ROFESORDE-ATEMÕTICAS�-43+	ENELQUESOBREELCONOCIMIENTODELCONTENIDO
destaca el Conocimiento de la estructura de las matemáticas (KSM). Para el análisis 
QUESEREALIZAENESTETRABAJOESSUFICIENTECONSIDERARDOSDELOSSUBDOMINIOSDEL-+4�
el Conocimiento Común del Contenido �CONOCIMIENTOMATEMÕTICOQUEHAALCANZADO
CUALQUIERGRADUADOCONSUFICIENTESESTUDIOSENMATEMÕTICASY�COMOPROFESOR�ELCONO
CIMIENTOQUENECESITASABERPARATRANSMITIRELCONTENIDOQUEENSE¶A	ELConocimiento 

Especializado del Contenido �CONOCIMIENTOSYHABILIDADESPROPIASDELAENSE¶ANZA�z0OR
QU£��EJEMPLOS�RELACIONES�EXPLICACIONES�ELECCIONES�EVALUACIONES�x	YLAESTRUCTURA
del concepto.
%NTRELOSDOSPLANTEAMIENTOSCONSIDERADOSCABEUNTERCEROQUEESTÕLIGADOALADEFI

NICI�NDEL¤MITECOMOAPROXIMACI�N�PTIMA�YQUECONSISTEENESTABLECERLADEPENDENCIA
DELAAPROXIMACI�N�H�DELAVARIABLEINDEPENDIENTEENUNPUNTO�x=a�CUANDOSEFIJA
UNAAPROXIMACI�NARBITRARIA�K,DELL¤MITEDELAFUNCI�NENDICHOPUNTO�0RECISAMENTE�
ELPRIMEROBJETIVODEESTAINVESTIGACI�NCONSISTEENAVERIGUARSILOSALUMNOSDELMÕS
TERDESECUNDARIA�M�DULODEMATEMÕTICAS	SONCAPACESDEESTABLECERCOORDINACIONES
ENTRELASVARIABLESOPTIMIZANDOYCONTROLANDOLASAPROXIMACIONES�5NSEGUNDOOBJETIVO
CONSISTEENAVERIGUARCUÕLESLACOMPRENSI�NDELCONCEPTODEL¤MITEFUNCIONALFINITOEN
UNPUNTOQUEMUESTRANLOSFUTUROSPROFESORESDEMATEMÕTICAS�YQUEPODR¤ANTRANSMITIR
ASUSALUMNOSDEBACHILLERATO�YDETERMINARQU£TIPODECONCEPTUALIZACI�N�INTUITIVA�
APROXIMACI�N�PTIMA�M£TRICA	ESTÕASOCIADAASUCOMPRENSI�N�

Metodología

%LTRABAJOQUESEPRESENTAESDETIPOPRÕCTICOYEN£LSEDESCRIBEELANÕLISISDELAS
RESPUESTASQUEHANDADOLOS��ALUMNOSDEL-ÕSTERDE3ECUNDARIADELA5NIVERSIDAD
DE6ALLADOLID��ARQUITECTOS��INGENIEROSY�MATEMÕTICOS	�QUEYAHAB¤ANCOMPLETADO
SUFORMACI�NMATEMÕTICADELGRADOYDELMÕSTER�S�LOLESFALTABACURSARLASASIGNATURAS
DE)NNOVACI�N$OCENTEEN-ATEMÕTICASE)NICIACI�NALA)NVESTIGACI�N%DUCATIVAEN
-ATEMÕTICAS	�3EHAAPLICADOUNAMETODOLOG¤ADEDISE¶O�"AKKER�6AN%ERDE�����	�
refinando el diseño a lo largo de las siguientes fases:

1.  3EPARTEDEDOSCUESTIONESPREVIAS�ENLAPRIMERADEB¤ANESCRIBIRLADElNICI�N
DELCONCEPTODEL¤MITEQUERECORDABAN�ENLASEGUNDASELESPIDI�QUERESPON
DIERANSIUNASUCESI�NMON�TONACRECIENTESEAPROXIMABAA�����%NESTAFASE
SELESENTREG�UNCUADERNILLOAUTOFORMATIVODETRABAJOQUECUMPLIMENTARON
FUERADELAULAYDELQUESEANALIZARONSUSRESPUESTAS�%NTREOTROSOBJETIVOS�SE
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BUSCABAQUEREmEXIONARANSOBREQU£DElNICI�NDEL¤MITE�DETODASLASREmEJA
DAS�ERALAMÕSADECUADAPARALADOCENCIAENBACHILLERATO�

2.  3EGRAB�ENV¤DEOELDEBATEQUE SE ESTABLECI� SOBRE LAS RESPUESTASQUE LOS
ALUMNOSESCRIBIERONENELCUADERNILLODE TRABAJO�%STEDEBATE�QUE TAMBI£N
TUVOCARÕCTERFORMATIVO�FUETRANSCRITOYANALIZADO�

3.  ,OS ALUMNOS CUMPLIMENTARON UNA NUEVA VERSI�N RElNADA DEL CUADERNILLO
DETRABAJO�DONDESEREFORMULARONALGUNASCUESTIONESYSEINCLUYERONOTRAS�
DESTACANLA��YLA��QUESEINCLUYENPARAANALIZARLAAPLICABILIDADYLASCOOR
DINACIONESATRAV£SDETABLASNUM£RICAS�

Desarrollo de la investigación

,OSDOSCUADERNILLOSDETRABAJOANALIZADOSCONSTITU¤AN�ENS¤MISMOS�TEXTOSDE
APRENDIZAJEREFLEXIVO�YAQUEALAVANZARENSUCUMPLIMENTACI�NLOSALUMNOSTEN¤AN
QUEREFLEXIONARSOBRELOSCONTENIDOSQUEIBANPRESENTÕNDOSEENLOS¤TEMS�!PARTEDEL
ANÕLISISREALIZADOSOBRELASDOSCUESTIONESPREVIAS�AQU¤S�LOSEPRESENTAUNRESUMENDE
LOSANÕLISISREALIZADOSSOBRE�¤TEMSDELPRIMERCUADERNILLOY�¤TEMSDELSEGUNDO�#ON
ELLOSSETRAT�DEAVERIGUARLAFAMILIARIDADDELOSALUMNOSCONLASDIFERENTESDEFINICIONES
YLAFACILIDADQUEPERCIBEN�QU£DEFINICI�NCREENQUESEDEBEUTILIZARENBACHILLERATOY
LACOORDINACI�NNUM£RICA�

Respuestas a las preguntas previas

1.  ,AMAYORPARTEDELOS��ALUMNOSRESPONDIERONQUE2-1/n, n=1, 2,… es una 
SUCESI�NQUESEAPROXIMAA2YQUETIENDEA2�PEROTODOSAlRMARONQUENOSE
APROXIMAA1000.

2.  .ING¢NALUMNOESCRIBI�UNADElNICI�NCORRECTADE L¤MITE�,AMÕSACERTADA
es ésta:

Figura 1. Definición dada por un alumno del grado de matemáticas.

4ODOSLOSALUMNOSDELMÕSTERIDENTIFICARONAPROXIMACI�NCONTENDENCIA�YTODAS
LASDEFINICIONESQUEESCRIBIERONDELCONCEPTODEL¤MITESEQUEDANENUNACONCEPCI�N
INTUITIVA�3EESTABLECI�UNDEBATEPREVIOALPRIMERCUADERNILLODETRABAJOPARADISCRIMINAR
APROXIMACI�NYTENDENCIA�YREFLEXIONARSOBRELANOVALIDEZDELADEFINICI�NINTUITIVA�%L
CUADERNILLO�QUENOSAYUDAAANALIZARELGRADODECOMPRENSI�NDELCONCEPTOQUEPOSEEN
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LOSALUMNOS�PARTEDELOSCONCEPTOSDEAPROXIMACI�NYTENDENCIA�YDELASFORMULACIO
NESDELCONCEPTODEL¤MITEFINITODEUNASUCESI�N�0OSTERIORMENTE�SELESPLANTEANLAS
siguientes definiciones de límite funcional finito en un punto:

I.  ,AFUNCI�Nf tiende hacia el límite L en aSIGNIlCA�PARATODO ��EXISTEALG¢N
��TALQUE�PARATODOX�SI��\XA\� �ENTONCES\F�X	,\� . 

II.  ,AFUNCI�Nf tiende hacia el límite L en aSIGNIlCA�PARATODO ��EXISTEALG¢N
��TALQUEPARATODOXDE�A �A� 	
SEVERIlCAQUEF�X	 �, �,� 	�

III.  LESELL¤MITEDELAFUNCI�Nf en el punto a�YSEESCRIBEL¤MX aF�X	�,�SELEE
L¤MITEDEF�X	CUANDOXTIENDEAAES,	�SI�YSOLOSI�CUANDOXTIENDEAA�
SIENDOXDISTINTODEA�SUSIMÕGENES�F�X	�TIENDENA,�

IV.  %LN¢MEROLESELL¤MITEDELAFUNCI�Nf en el punto a�YSEESCRIBEL¤MX aF�X	�,�
SI�YSOLOSI�PARACUALQUIERAPROXIMACI�N+DE,�DISTINTADE,	EXISTEOTRA
APROXIMACI�N(DEA�DISTINTADEA	TALQUELASIMÕGENES�F�X	�DETODOSLOS
PUNTOS�DISTINTOSDEA�QUEMEJORANESTAAPROXIMACI�N�(DEA�MEJORAN LA
APROXIMACI�N+DE,

V.  %LN¢MEROLESELL¤MITEDELAFUNCI�Nf en el punto a�YSEESCRIBEL¤MX aF�X	�,�
SI�YSOLO�SIPARACUALQUIERAPROXIMACI�N+DE,�DISTINTADE,	EXISTEUN
ENTORNOREDUCIDODEATALQUELASIMÕGENESDETODOSSUSPUNTOSMEJORANLA
APROXIMACI�N+DE,�

VI.  %LN¢MEROLESELL¤MITEDELAFUNCI�Nf en el punto a�YSEESCRIBEL¤MX aF�X	�,�
SI�YSOLOSI�PARATODASUCESI�N[Xn]CONL¤MITEA�LASUCESI�NDESUSIMÕGE
NES�[F�Xn	]�TIENEL¤MITE,�

VII.  %LN¢MEROLESELL¤MITEDELAFUNCI�Nf en el punto a�YSEESCRIBEL¤MX aF�X	�,�
SI�YSOLOSI�L¤MX aF�X	�L¤MX a�F�X	�,

3OBREELLASSELESPREGUNT�PORSUFAMILIARIDADPARAELLOS�SUEQUIVALENCIA�SUVERA
CIDADOFALSEDADYCUÕLESCONSIDERABANMÕSAPROPIADASPARALADOCENCIAENBACHILLERATO�
,ASDEFINICIONESCONSIDERADASMÕSFAMILIARESFUERON)Y))�YLASMENOS)))�)6Y6�
CURIOSAMENTELASMÕSPARECIDASASUSDEFINICIONESENLACUESTI�NPREVIA�,OSMATEMÕ
TICOSEINGENIEROSMARCANUNMAYORN¢MERODEDEFINICIONESCOMOFAMILIARES�3OBRESU
EQUIVALENCIAYSUVERACIDADOFALSEDAD��ALUMNOSNORESPONDIERONNADA��ALUMNOS
RESALTARONLAVERACIDADDETODASELLAS�INDICANDO�DEELLOSQUEiESREESCRIBIRLOMISMO
CONOTRASPALABRASwY�ALUMNOSINDICANQUELA6))ESUNAPROPIEDAD�NOUNADEFINICI�N�
!DEMÕS�UNALUMNOINDICALAEQUIVALENCIADELASCINCOPRIMERAS�DOSCONSIDERANQUE)
ESEQUIVALENTEA))�Y)6A6�YPARAOTROS�S�LOSONEQUIVALENTESLASDOSPRIMERAS�,AS
DEFINICIONESQUEMARCANCOMOMÕSAPROPIADASPARALADOCENCIADEBACHILLERATO�POR
ESTEORDEN�SON�)))�)6�6�6)�)�))Y6))�FIJÕNDOSEPARAELLOENSUCARÕCTERINTUITIVOY
SUMAYORCLARIDADYSENCILLEZ�
!DEMÕS�ENEL¤TEMQUEPED¤ADEMOSTRARQUESIELL¤MITEDEUNAFUNCI�NENX�AES

POSITIVO�DICHAFUNCI�NESPOSITIVAENUNENTORNOREDUCIDODEX�A�DOSALUMNOSLOREALIZAN
APLICANDOLADEFINICI�N6�&IGURA�	��INTENTANAPLICARLADEFINICI�N)�&IGURA�	�PERO
S�LOUNOLOHACEBIEN��LOINTENTAN�PERONOESCRIBENNADABIENY�LODEJANENBLANCO�
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Figura 2. Intento de demostración aplicando la definición métrica (I).

Figura 3. Demostración aplicando la definición como aproximación óptima (V).

%LANÕLISISDELASRESPUESTASDELCUADERNILLOYDELDEBATEPOSTERIORPUSODEMANIFIESTO
QUELOSALUMNOSSEHANIDOAFIANZANDOENLOSCONCEPTOSDEAPROXIMACI�N�TENDENCIAY
L¤MITEFINITODEUNAFUNCI�NENUNPUNTO�.OSEHANENCONTRADODIFERENCIASSUSTANCIALES
ENTRELASRESPUESTASDELOSGRADUADOSENMATEMÕTICAS�INGENIER¤AYARQUITECTURA�TODAS
ellas caracterizadas por su alto grado de deficiencia. Los alumnos fracasan al utilizar 
LASDEFINICIONESMÕSFAMILIARESPARAELLOS�LASM£TRICAS	�INTERPRETANDOLAEQUIVALENCIA
ENTREDEFINICIONESMÕSPORSUFORMAQUEPORSUSIGNIFICADO�3�LO���DELOSALUMNOS
considera correctas las definiciones presentadas. En suma, poseen un conocimiento 
COM¢NBASTANTEDEFICIENTEYESTÕNMUYLEJOSDEPOSEERUNCONOCIMIENTOESPECIALIZADO
SOBREELCONCEPTOYSUESTRUCTURA�%LDEBATEPOSTERIORTUVOUNCARÕCTERFORMATIVO�DADO
QUESEFUERONANALIZANDOCONELLOSLASRESPUESTASQUELOSALUMNOSHAB¤ANESCRITOENEL
PRIMERCUADERNILLO�YCORRIGIENDODEFORMAEXPLICATIVALASRESPUESTASERR�NEAS�COMO
PONEDEMANIFIESTOLASIGUIENTETRANSCRIPCI�N�SOBRELAIDEADETENDENCIA�

P: (AB£ISESCRITOQUE+ L 1�+�,�z1U£ESTÕMALPUESTOAH¤�z1U£ES+�
A: 5NAAPROXIMACI�NDE,�
P: 5NN¢MERO�zNO�
A: Sí.
P: Vale. 
A: #LARO�NOTIENEPORQU£SERCIERTO�
P: 0ERO�zCUÕLNOTIENEPORQU£SERCIERTO�
A: 1UE1�+�,�
P: 3IESCRIBIMOS+ ,�zTIENESENTIDOESO�
A: No.
P: +ESUNACONSTANTEFIJA�zNO�
A: "UENOCLARO�TAMBI£NPODR¤AMOSTENER,�+�
P: "UENO�BIEN�$EJEMOSLADESIGUALDADPORAHORA�VEAMOSQU£SIGNIFICA+ L.
A: Sí.
P: z1U£�
(ABLANENTRES¤LAS�ALUMNASDELGRUPO�
A: 1UE+ESUNN¢MERO�
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P: 0UESSI+ESUNN¢MERONOPUEDETENERTENDENCIA�
Todos los alumnos: Claro, claro.
P: z4IENESENTIDODECIRQUE� ��
Todos: .O�CLARO�NO�x
4RASESTEDEBATESEDISE¶�UNNUEVOCUADERNILLOENELQUESEINCLUYERONLOSDOS¤TEMS�

CUYOENUNCIADOYRESUMENDELANÕLISISDESUSRESPUESTASSEPRESENTAACONTINUACI�N�
ÙTEM���$EMUESTRAQUESIlímx af(x)ESPOSITIVOEXISTEUNENTORNOREDUCIDODEa 

ENELQUEf(x)>0.
ÙTEM���#ONSTRUYETRESTABLASNUM£RICASCON'EO'EBRAQUEILUSTRENLACONVERGENCIA

YDETERMINASOBREELLASLAAPROXIMACI�N(DEA�( A	PARAUNAAPROXIMACI�N+DE,
DADA�+ ,	ENLOSVALORESDELATABLA�!DJUNTALOSFICHEROSDE'EO'EBRA�
,OSALUMNOSARQUITECTOSSECODIFICANCON!I�LOSINGENIEROSCON)JYLOSMATEMÕ

TICOSCON-K�I�J�KSONENTEROSENTRE�Y�	�3USRESPUESTASPERMITENAPRECIARQUELOS
ALUMNOSHANEVOLUCIONADOENLAOPINI�NSOBRELACREENCIAACERCADEQU£DEFINICI�NES
LAMÕSAPROPIADAEN"ACHILLERATO�!HORA�PORESTEORDEN�CREENQUELADEFINICI�NMÕS
ADECUADAES�6�)�))�)6�6))Y)))�3INEMBARGOLASRAZONESQUEJUSTIFICANSUSELECCIONES
SONMUYDIFERENTES�0ARA!��LADEFINICI�N6PORQUEESUNADEFINICI�NRIGUROSAEXENTA
DEFORMALISMO�!��-�Y-�ESCRIBENALGOSIMILAR�0ARA!��LA))ESLAMÕSSENCILLADE
comprender. Este mismo argumento utiliza I1 para la VII e I4 para la I, añadiendo ade
MÕSQUEiESLAMÕSCORTAw�0ARA)��LA)PORQUEESLAMÕSFORMAL�0ARA-�LA))PORQUE
SEPUEDEDIBUJARBIENx
2ESPECTODEL¤TEM���CASITODOSLOSALUMNOSQUECONTESTANSALVODOS�!�Y!�	�

UTILIZANLADEFINICI�N6�%NESTASRESPUESTASDISTINGUIMOSCUATRONIVELES�
.IVEL��2ESPUESTASCORRECTAS�&IJANUNAAPROXIMACI�N+��DE,YDEDUCENQUE

EXISTIRÕUNENTORNOREDUCIDODEATALQUETODASSUSIMÕGENESF�X	�+���!LUMNOS)��
-�Y-��
.IVEL��2ESPUESTASCONELERRORDEOMISI�N+ ��!LUMNOS)��-�Y-��&IGURA�	�

Figura 4. Respuesta del alumno M2.

.IVEL��2ESPUESTAQUENOLLEGAALFINAL�PORQUEUSAVALORESABSOLUTOS�QUESON
INNECESARIOS	YSEPIERDEENELSIMBOLISMO�!LUMNO!��
.IVEL��2ESPUESTASQUEMEZCLANLASDEFINICIONES)Y6�YNOLLEGANAESTABLECEREL

resultado. Alumnos A4, I2 e I3. Concretamente, el alumno A4, como se aprecia en la 
&IGURA��ESCRIBE+Y SINRELACI�NALGUNA�
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Figura 5. Respuesta del alumno A4.

3OBREEL¤TEM���APARTEDEUNARESPUESTAENBLANCOYOTRASDOSSINSENTIDO�SEPRO
DUCENTRESTIPOSDERESPUESTAQUEDANSENTIDOALASCOORDINACIONESNUM£RICAS�
��2ESPUESTASQUES�LOREPRODUCENAPROXIMACIONESNUM£RICASDEAMBASVARIABLES�

%STOSALUMNOSSEQUEDANENLASCOORDINACIONESSE¶ALADASPOR6ALLSet al. �����	�
��,OSALUMNOSQUEGENERANUNATABLADEAPROXIMACIONESNUM£RICASALPUNTOY

ALL¤MITEYCALCULANVARIASAPROXIMACIONESDE(Y+�PERONOESTABLECENQUEPARAUNA
APROXIMACI�NARBITRARIA+DE,SEDEBAENCONTRARUNENTORNOREDUCIDODEATALQUETODAS
LASIMÕGENESDELOSPUNTOSDEESTEENTORNOMEJORANLAAPROXIMACI�N+DE,�
��,AMAYORPARTEDELOSALUMNOS��DE��	APLICANCORRECTAMENTELADEFINICI�N6�

CONSTRUYENLATABLADEAPROXIMACIONESYOBTIENENLAAPROXIMACI�N(DEAQUEDETERMINA
UNENTORNOREDUCIDODELAVARIABLEINDEPENDIENTETALQUETODASSUSIMÕGENESMEJORANLA
APROXIMACI�N+DE,PREFIJADAENLOSVALORESDELATABLA�%JEMPLO�%LALUMNO!�CON
JETURAQUELIMX aF�X	���!DEMÕS�ESCRIBEQUEpara K=3.9, las imágenes de cualquier 

x  (1.9, 2.1) mejoran la aproximación K dada.

Conclusiones

)NICIALMENTELOSALUMNOSDELMÕSTER�QUEYAHAB¤ANCOMPLETADOSUFORMACI�NMATE
MÕTICA�NODISCRIMINABANENTREAPROXIMACI�NYTENDENCIA�3�LOACERTABANAREPRODUCIR
UNADEFINICI�NINTUITIVAENT£RMINOSDEAPROXIMACI�N�YCASISIEMPREINCOMPLETAO
ERR�NEA�%LCARÕCTERFORMATIVODELCUADERNILLODETRABAJOYELDESARROLLODELOSDEBATES
LESHAAFIANZADOPROGRESIVAMENTEENLADISCRIMINACI�NENTREAPROXIMACI�NYTENDENCIA
YENLAINSUFICIENCIADELADEFINICI�NINTUITIVA�,AEVOLUCI�NDETODOSELLOSESPOSITIVA�
PERODESIGUAL�YSONLOSALUMNOSDEMATEMÕTICASQUIENESMÕSHANPROGRESADODURANTE
el desarrollo de la metodología.

En este estadio formativo, los alumnos del máster han mostrado poseer un cono
CIMIENTOCOM¢NPARALAENSE¶ANZADELCONCEPTODELL¤MITEBASTANTEDEFICIENTE�0ARA
VARIOSTIENEMÕSSIGNIFICACI�NLAFORMAQUEELCONTENIDO�YQUEMÕSDELAMITADCONSI
deren incorrectas algunas de las definiciones de límite presentadas pone de manifiesto 
QUEESTÕNMUYALEJADOSDELCONOCIMIENTOESPEC¤FICODELCONCEPTOYQUENOPOSEENLA
estructura del mismo.
.OHAYDIFERENCIASSUSTANCIALESENTRELOSALUMNOSDELOSDISTINTOSGRADOSY�COMO

PONEDEMANIFIESTOLAGRABACI�NDELDEBATE�TIENENOBSTÕCULOSTANARRAIGADOSQUEES
DIF¤CILQUESEPERCATENDESUSERRORES�3ECONSTATAQUEUNOSYOTROSCONCEDENMÕSVALOR
ASUSCREENCIASFORMATIVASPASADASQUEALRAZONAMIENTO�%STOSEPONEDEMANIFIESTOEN
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ELCONTRASTEENTRELASCREENCIASSOBRELASDEFINICIONESMÕSAPROPIADASPARATRANSMITIRLAS
EN"ACHILLERATOYLADEFINICI�NAPLICADAPARADARRESPUESTAAL¤TEM���
&INALMENTE�LASRESPUESTASDADASPORLOSALUMNOSAL¤TEM��PONENDEMANIFIESTOQUE

S¤QUESEPRODUCENCOORDINACIONESNUM£RICASDELASVARIABLESINDEPENDIENTEYDEPEN
DIENTEASOCIADASALCONCEPTODELL¤MITE�YQUEESTASCOORDINACIONESPUEDENGARANTIZAR
LACOMPRENSI�NDELCONCEPTO�%STOSUPONEUNAVANCERESPECTODELAPOSICI�NDE6ALLS
ETAL������	QUES�LOSEQUEDANENAPROXIMACIONESYDELADE#OTRILLELAL������	�YA
QUELADEPENDENCIA � � �F�A	UTILIZANDOLADEFINICI�NM£TRICASOLOPUEDEDETERMINARSE
ENFUNCIONESMUYSENCILLAS�
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of Functional Thinking in Early Ages 
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Resumen

%NESTECAP¤TULOABORDAMOSDOSASPECTOSRELACIONADOSCONELPENSAMIENTOFUNCIONAL�%N
PRIMERLUGAR�HACEMOSUNAAPROXIMACI�NALMARCOCONCEPTUALDELPENSAMIENTOFUNCIONAL�#ON
SIDERAMOSESTETIPODEPENSAMIENTOCOMOUNMODODEPENSAMIENTOALGEBRAICODENTRODELA
PROPUESTACURRICULAREARLYALGEBRA�0ARAESTEENFOQUE�LASFUNCIONESSONELCONTENIDOMATEMÕTICO
PROTAGONISTA�%NESTEMARCO�JUSTIFICAMOSELINTER£SDEINVESTIGARSOBREELPENSAMIENTOFUNCIO
NALENLASPRIMERASEDADESYPARTICULARIZAMOSELINTER£SALCASODE%SPA¶A�%NSEGUNDOLUGAR�
PRESENTAMOSYDESCRIBIMOSLOSPRINCIPALESESTUDIOSDESARROLLADOSSOBREPENSAMIENTOFUNCIONAL
ENLASPRIMERASEDADESENLOSCONTEXTOSINTERNACIONALYESPA¶OL�#ONCLUIMOSESTECAP¤TULOCON
ALGUNASREFLEXIONESFINALES�

Términos clave:ÕLGEBRAESCOLAR�EARLYALGEBRA�PENSAMIENTOFUNCIONAL

ABSTRACT

In this chapter, we address two aspects concerning functional thinking. Firstly, we present an 

approach to the conceptual framework of functional thinking. We consider this kind of thinking 

as a way of algebraic thinking within the curricular proposal early algebra. From this perspec-

tive, functions are the protagonist mathematics topic. In this framework, we justify the interest 

of researching on functional thinking on early years, and we particularize this interest in the 

case of Spain. Secondly, we present and describe the main studies developed about functional 

thinking in early years in the international and Spanish contexts. We conclude this chapter with 

some final reflections.

Keywords: early algebra, functional thinking, school algebra

Cañadas�-�#�YMolina�-������	�5NAAPROXIMACI�NALMARCOCONCEPTUALYPRINCIPALESANTE
cedentes del pensamiento funcional en las primera edades. En E. Castro, E. Castro, J. L. Lupiáñez, J. F. 
2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�
������	�'RANADA�#OMARES�
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Introducción

La propuesta early algebraPROPUGNAINTEGRARELPENSAMIENTOALGEBRAICOENLOSNIVE
LESEDUCATIVOSPREVIOSALAEDUCACI�NSECUNDARIA�COMOOCURRETRADICIONALMENTE�3URGE
EN%STADOS5NIDOS�CONBASEENELTRABAJODE+APUT�����	�SIBIENYAEN����$AVIS
DESTAC�ELPOTENCIALDELÕLGEBRAPARAPROVEERALOSALUMNOSDEEDUCACI�NPRIMARIADE
OPORTUNIDADESPARADESARROLLARUNACOMPRENSI�NPROFUNDADELASMATEMÕTICASYPROMOVER
SUCREATIVIDAD�%STAPROPUESTAPARTEDELAEVIDENCIAMOSTRADAENDIVERSOSESTUDIOSDEQUE
LOSNI¶OSDEEDUCACI�NPRIMARIATIENENCAPACIDADESINNATASPARAREALIZARRAZONAMIENTOS
ALGEBRAICOSAS¤COMODELACONSIDERACI�NDEUNAAMPLIACONCEPCI�NDELÕLGEBRA�YDEL
PENSAMIENTOALGEBRAICO�NORESTRINGIDAALUSODESIMBOLISMO�-OLINA�����	�
+APUT�����	RECONOCEQUENOESFÕCILDEFINIRELPENSAMIENTOALGEBRAICO�ESPE

CIALMENTECUANDONOSCENTRAMOSENLOSPRIMEROSCURSOS�3EG¢NESTEAUTOR�ESTETIPODE
PENSAMIENTOCONSIDERALASFORMASDEHACER�DEPENSARYDEHABLARSOBREELÕLGEBRACOMO
CONTENIDOMATEMÕTICO�%STECONTENIDOSECONSIDERACARACTERIZADOPORLAEXPRESI�NDELA
GENERALIDAD�RELATIVAARELACIONES�LACUALCONDUCEALADESCRIPCI�NOCAPTURADECIERTA
ESTRUCTURA�-OLINA�����	�#UANDOELFOCOMATEMÕTICODELPENSAMIENTOALGEBRAICOSE
SIT¢AENLASFUNCIONES�SEHABLADELENFOQUEFUNCIONALDELearly algebra�%NESTEENFOQUE
ELCONCEPTODEFUNCI�N�LASRELACIONESENTRELASCANTIDADESINVOLUCRADAS�YLAVARIACI�N
CONJUNTAENTRECANTIDADESSONCONTENIDOSCLAVEQUEPERMITENDESARROLLARELPENSAMIENTO
ALGEBRAICOENESTUDIANTESDEPRIMEROSNIVELESEDUCATIVOS�.OSETRATADEINTRODUCIRLAS
FUNCIONESENNIVELESEDUCATIVOSPREVIOSTALYCOMOSETRABAJANENEDUCACI�NSECUNDARIA�
sino de aprovechar el potencial de este contenido matemático para promover capacida
DESENLOSNI¶OSQUELESSEAN¢TILESPARAELRAZONAMIENTOENGENERALYELMATEMÕTICOEN
PARTICULAR�TANTOENELNIVELEDUCATIVOENELQUESEENCUENTRANCOMOENLOSSUCESIVOS�
$ESDEELENFOQUEFUNCIONALSESUGIEREUNESTUDIODELÕLGEBRACENTRADOENELDESA

RROLLODEEXPERIENCIASCONFUNCIONESYFAMILIASDEFUNCIONESENSITUACIONESDELAVIDA
REALENLASQUERELACIONESCUANTITATIVASPUEDENEXPLICARSEPORMEDIODEESTOSMODELOS
�(EID�����	�%STAAPROXIMACI�NESRECOMENDADAPARALOSESTUDIANTESDELOSPRIMEROS
CURSOSDEEDUCACI�NPRIMARIA�YAQUEPERMITEELUSODELÕLGEBRAENSITUACIONESCONCRETAS
DEUNAFORMASIGNIFICATIVA�$RIJVERS�$EKKERY7IJERS�����	�
%NESTECONTEXTO�SURGECOMOPROCESOCOGNITIVOCLAVEELPENSAMIENTOFUNCIONAL�

ENTENDIDOCOMOUNCOMPONENTEDELPENSAMIENTOALGEBRAICOBASADOENLACONSTRUCCI�N�
DESCRIPCI�N�REPRESENTACI�NYRAZONAMIENTOCONYSOBRELASFUNCIONESYLOSELEMENTOS
QUELASCONSTITUYEN�
%NESTETRABAJORECOGEMOSIDEASQUEJUSTIFICANELINTER£SDELPENSAMIENTOFUNCIONAL

COMOTEMADEINVESTIGACI�N�PRESENTAMOSALGUNOSELEMENTOSCENTRALESDESUMARCOCON
CEPTUALQUENOSPERMITENCARACTERIZARLOYSINTETIZAMOSLOSPRINCIPALESESTUDIOSLLEVADOS
ACABO�#ONCLUIMOSCONALGUNASREFLEXIONESFINALES�
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Justificación del interés del pensamiento funcional en las primeras 

edades 

Justificamos el interés de estudiar el pensamiento funcional en las primeras edades 
DESDEDOSPERSPECTIVAS�INVESTIGADORAYCURRICULAR�
%LTRABAJOCONFUNCIONESDEPENDEDEYAPORTACOMPRENSI�NSOBRELASVARIABLES�LA

MANIPULACI�NDEF�RMULASYLARELACI�NENTREDIFERENTESREPRESENTACIONES�,ASTABLAS�
LOSGRÕFICOSYELSIMBOLISMOALGEBRAICOSONSISTEMASDEREPRESENTACI�NCLAVEPARAESTE
CONTENIDOMATEMÕTICO�$OORMANY$RIJVERS�����	�,ASFUNCIONESSECONSIDERANUNA
POTENTEHERRAMIENTAENMATEMÕTICAS�ADEMÕSDEENOTRASDISCIPLINAS	YPUEDENSERVIR
COMOUNATEMÕTICAQUECONECTAEINCLUSOUNIFICACONTENIDOSENELCURR¤CULO�3CHWARTZ�
����	�3INEMBARGO�HASTAHACEMENOSDEUNAD£CADA�SUESTUDIO�CUYACOMPRENSI�NSE
CONSIDERABAQUEREQUER¤AUNAPENSAMIENTOFORMALYABSTRACTOPORPARTEDELESTUDIANTE�
ESTABARELEGADOALAEDUCACI�NSECUNDARIA�
%NLA¢LTIMASD£CADAS�INVESTIGACIONESENELMARCODELAPROPUESTAearly algebra 

PONENDEMANIFIESTOQUELOSNI¶OSTIENENCAPACIDADESRELACIONADASCONELPENSAMIENTO
FUNCIONALDESDEANTESDELOQUESELESPRESUPON¤A�E�G��"RIZUELA�"LANTON�3AWREY�.EW
MAN/WENSY'ARDINER�����	�%LPENSAMIENTOFUNCIONALPROMUEVEENLOSESTUDIANTES
LAIDENTIFICACI�NDEPATRONESYLAGENERALIZACI�NATRAV£SDELASRELACIONESFUNCIONALES�
%STOHACEQUEFOMENTEELRAZONAMIENTOINDUCTIVOY�COMOCONSECUENCIA�FACILITEHERRA
MIENTASALOSESTUDIANTESPARALAADQUISICI�NDECONOCIMIENTOMATEMÕTICO�#ASTRO�
#A¶ADASY-OLINA�����	�
%NLAACTUALIDADLAPROPUESTAEARLYALGEBRAESTÕYAINCLUIDAENCURR¤CULOSDEPA¤SES

TANDIVERSOSCOMO!USTRALIA�#ANADÕ�#HINA�#OREA�%STADOS5NIDOSO0ORTUGAL�-ERINO�
#A¶ADASY-OLINA�����A	�%NLAMAYOR¤ADELOSCASOSMENCIONADOS�LAINCLUSI�NSEHA
PRODUCIDODESPU£SDELA¶O�����PORLOQUESEPUEDECONSIDERARRECIENTE�%LENFOQUE
funcional, como presentamos al inicio, se enmarca dentro de esta propuesta pero se ha 
INCLUIDOPOSTERIORMENTE�%N%SPA¶AHASIDOENLA¢LTIMALEYDEEDUCACI�N�,EY/RGÕ
NICAPARALA-EJORADELA#ALIDAD%DUCATIVA�����	CUANDOSEHAHECHOEXPL¤CITAENEL
currículo la necesidad de desarrollar en esta etapa la capacidad de los escolares «de 
DESCRIBIRYANALIZARSITUACIONESDECAMBIO�ENCONTRARPATRONES�REGULARIDADESYLEYES
MATEMÕTICASENCONTEXTOSNUM£RICOS�GEOM£TRICOSYFUNCIONALES�VALORANDOSUUTILIDAD
PARAHACERPREDICCIONESw�-INISTERIODE%DUCACI�NY#IENCIA������P�������	�

Caracterización del pensamiento funcional

%NESTEAPARTADODESCRIBIMOSELPENSAMIENTOFUNCIONALCOMOCONSTRUCTOCOGNITIVO
YPRESENTAMOSLOSPRINCIPALESELEMENTOSCONLOSQUESERELACIONA�
,AFUNCI�N�ENTENDIDACOMOUNARELACI�NDEDEPENDENCIAENTRECANTIDADESCOVARIAN

TES�ESELFOCODECONTENIDOMATEMÕTICOENELQUESECENTRAELPENSAMIENTOFUNCIONAL�2ICO
�����	DEFINEESTETIPODEPENSAMIENTOCOMOELACTODEPENSARENT£RMINOSDEYACERCA
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de relaciones, destacándolo como una meta disciplinar fundamental en la enseñanza de 

las matemáticas. El pensamiento funcional es una actividad cognitiva de las personas 

QUESECENTRAENLARELACI�NENTREDOSOMÕSCANTIDADESQUEVAR¤AN�3MITH�����	�
&REUDENTHAL�����	RESALTA LA IMPORTANCIAFENOMENOL�GICADE LAFUNCI�N�CON

SIDERANDOQUEES LARELACI�NENTREALGOQUEVAR¤A LIBREMENTEYALGOQUEVAR¤ABAJO
DETERMINADASLIMITACIONES�P����	�%STEAUTORDESTACAQUEELORIGENDELAFUNCI�NESTÕ
ENENUNCIAR�POSTULAR�PRODUCIRYREPRODUCIRDEPENDENCIAOCONEXIONESENTREVARIABLES
QUETIENENLUGARENYENTRELOSMUNDOSF¤SICO�SOCIALYMENTAL�
,ASCANTIDADESVARIABLES�SUSRELACIONES�LARECURSIVIDAD�LACORRESPONDENCIAENTRE

VALORESDELASVARIABLESOLAUTILIZACI�NDEDIFERENTESSISTEMASDEREPRESENTACI�NEN
UNCONTEXTODERESOLUCI�NDEPROBLEMAS�SONELEMENTOSCLAVEPARAELDESARROLLODEL
pensamiento funcional desde los primeros cursos. Este tipo de pensamiento implica 

LAGENERALIZACI�NDERELACIONESENTRECANTIDADESCOVARIANTES� LAREPRESENTACI�NDE
ESASRELACIONESDEDIFERENTESFORMASUTILIZANDOEL LENGUAJENATURAL� LASEXPRESIONES
SIMB�LICAS�TABLASYGRÕFICOS�YRAZONARDEMANERAFLUIDACONESASREPRESENTACIONES
PARAINTERPRETARYPREDECIRELCOMPORTAMIENTODELASFUNCIONES�"LANTON�,EVI�#RITES
Y$OUGHERTY�����	�
#ONFREYY3MITH�����	PROPONENLARESOLUCI�NDEPROBLEMASCONTEXTUALIZADOS

PARALAENSE¶ANZADELASFUNCIONES�INVOLUCRANDOREPRESENTACIONESM¢LTIPLESYTRANS
FORMACIONESENTREESTASREPRESENTACIONES�%STOSAUTORESCONSIDERANDOSAPROXIMACIONES
PARALAENSE¶ANZADELASFUNCIONESPARALAEDUCACI�NSECUNDARIA��A	COVARIACI�NY�B	
CORRESPONDENCIA�3MITH�����	RETOMAESTAESTRUCTURAYPROPONETRESIDEASPARACLASIFICAR
ELTIPODEACTIVIDADESQUECONECTANCONLASRELACIONESIMPLICADASENLASFUNCIONESY
QUEPUEDENREALIZARENLOSPRIMEROSNIVELESPARAFOMENTARELPENSAMIENTOFUNCIONAL��A	
PATRONESRECURSIVOS�QUEIMPLICAENCONTRARELPATR�NDEVARIACI�NQUESEPUEDEIDENTIFICAR
ENUNASECUENCIADEVALORES��B	PENSAMIENTOCOVARIACIONAL�QUESEBASAENELANÕLISIS
DEC�MODOSCANTIDADESVAR¤ANSIMULTÕNEAMENTEYENC�MOLOSCAMBIOSENLOSVALORES
DEUNAVARIABLEPRODUCENCAMBIOSENOTRAVARIABLEY�C	CORRESPONDENCIADELARELACI�N�
QUESEBASAENLAIDENTIFICACI�NDEUNACORRELACI�NENTREVARIABLES�

En la Figura 1 recogemos los principales elementos relacionados con el pensamiento 

funcional señalados. 
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Figura 1. Mapa conceptual del pensamiento funcional.

Principales estudios

%STUDIOSPREVIOS�DESARROLLADOSENSUMAYOR¤AENOTROSPA¤SES�PONENENENTREDICHO
LASLIMITACIONESQUETRADICIONALMENTESEHANSUPUESTOALACAPACIDADDELOSALUMNOSDE
EDUCACI�NPRIMARIAPARAELTRABAJOCONELEMENTOSFUNCIONALES�E�G��"LANTONY+APUT�
�����"RIZUELAY-ART¤NEZ�����	�%L£NFASISENLAACTUALIDADSECENTRAENPONERDE
MANIFIESTOCAPACIDADESDEDICHOSESTUDIANTESPARAIDENTIFICARYEXPRESARRELACIONESENTRE
VARIABLES�RAZONARSOBREFUNCIONES�EINCLUSOGENERALIZAR�!LGUNOSESTUDIOSTAMBI£N
BUSCANAPORTAREVIDENCIASDEQUEEXPERIENCIASTEMPRANASCONTAREASQUEINVOLUCRAN
RELACIONESFUNCIONALESCONTRIBUYENALAPRENDIZAJEFORMALPOSTERIORDEESTASNOCIONES�
%NESTEAPARTADOMENCIONAMOSLASPRINCIPALESINVESTIGACIONESREALIZADASSOBREESTA
TEMÕTICAANIVELINTERNACIONALYANIVELNACIONAL�

Contexto internacional

%NELCONTEXTOINTERNACIONAL�DIVERSOSESTUDIOSCONCLUYENQUELOSESTUDIANTESDE
EDUCACI�NPRIMARIAPUEDENDESCRIBIRLASRELACIONESRECURSIVAS�LACOVARIACI�NYLACORRES
PONDENCIADECANTIDADES�YPUEDENLLEGARAUTILIZARDIFERENTESSISTEMASDEREPRESENTACI�N
PARARAZONARSOBREFUNCIONESAS¤COMOMODELIZARYRESOLVERECUACIONESDECANTIDADES
DESCONOCIDAS�E�G��-OSSet al., ����	�%STUDIOSCOMOLOSDE-ASON�3TEPHENSY7ATSON
�����	O7ARRENY#OOPER�����	EVIDENCIANLACAPACIDADDEESTUDIANTESDEEDUCACI�N
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primaria para identificar propiedades generales a partir de situaciones particulares 
ENLASQUEEXISTEUNARELACI�NENTREDOSCANTIDADESCAMBIANTES�#ARRAHER�-ART¤NEZY
3CHLIEMANN�����	SE¶ALANCIERTATENDENCIADELOSESTUDIANTESDEOCHOA¶OSAPENSAR
RECURSIVAMENTESOBRERELACIONESFUNCIONALESENTAREASCONFIGURASGEOM£TRICAS�-EDIANTE
UNESTUDIOLONGITUDINAL�"RIZUELAY-ART¤NEZ�����	CONFIRMANQUEEXPERIENCIASTEM
PRANASCONTAREASQUEINVOLUCRANRELACIONESFUNCIONALESSONPOSITIVASALARGOPLAZO�,AS
AUTORASCONCLUYENQUEESTOSALUMNOSMANEJANUNLENGUAJEMATEMÕTICOCARACTERIZADO
PORELUSODELETRASPARAREPRESENTARVARIABLESYCANTIDADESGENERALIZADASCONFLUIDEZ�
!LGUNOSESTUDIOS�"LANTONY+APUT�����������"RIZUELAY!LVARADO�����	SUGIE

RENQUEELUSODEDIFERENTESREPRESENTACIONESPUEDESERVIRCOMOMEDIADORYAPOYOPARA
ELDESARROLLODELPENSAMIENTOFUNCIONAL�%STEES�POREJEMPLO�ELCASODELUSODELATABLA
QUEHACENLOSESTUDIANTESDEPRIMERODEEDUCACI�NPRIMARIA�QUELESPERMITEESTABLECER
RELACIONESDECORRESPONDENCIAENTRELACANTIDADYELNUMERAL�"RIZUELAY!LVARADO�
����	�%STASAUTORASCONSTATANQUEESTOSESTUDIANTESPUEDENCREARTABLASDEVALORESCOMO
HERRAMIENTASPARAORGANIZARLACOVARIACI�NDELOSDATOS�-OSS�"EATTY�3HILLOLOY"ARKIN
�����	DANMUESTRASDELACAPACIDADDEESTUDIANTESDESEGUNDODEEDUCACI�NPRIMARIA
PARAUTILIZARLATABLADEFORMATRANSPARENTE�PUDIENDOCOMPRENDERYPENSARSOBRELOS
DATOSQUELATABLACONVALORESDEDOSVARIABLESQUECONTIENE�%NESTAL¤NEA�"LANTONY
+APUT�����	SE¶ALANQUELAREPRESENTACI�NTABULARPRODUCEDIFERENCIASENLOSPROCESOS
COGNITIVOSQUEPRODUCENLOSESTUDIANTESDEDIFERENTESEDADES�
%NRELACI�NCONELUSODEREPRESENTACIONESYEVIDENCIASSOBREPENSAMIENTOFUNCIONAL

ENESTUDIANTESDEEDUCACI�NPRIMARIA�ELPROYECTOEarly Algebra Project es uno de los 
PRINCIPALESANTECEDENTESDEACTUALIDAD�LIDERADOPOR"ÕRBARA"RIZUELAY-AR¤A"LANTON
EN%STADOS5NIDOS�%STEPROYECTOPARTEDEINVESTIGACIONESPREVIASCOMOLADE"LANTON
Y+APUT�����	�QUEDESTACANQUELOSNI¶OSDE�A�A¶OSSONCAPACESDEPASARDEIMÕ
GENESIC�NICASALLENGUAJENATURALENEDUCACI�NINFANTILYLLEGANAUTILIZARSISTEMASDE
REPRESENTACI�NSIMB�LICOSENTERCERODEEDUCACI�NPRIMARIA�"LANTONY+APUT�����	�

Contexto español

%LTRABAJODE-ERINO�����	ESELPRIMERANTECEDENTEANIVELNACIONALQUESECENTRA
ENELPENSAMIENTOFUNCIONALDEESTUDIANTESDEEDUCACI�NPRIMARIA�%STEAUTORINDAGA
SOBRELASESTRATEGIASYREPRESENTACIONESQUEUTILIZANESTUDIANTESDE����A¶OSCUANDO
ABORDANUNATAREADEGENERALIZACI�NBASADAENUNEJEMPLOGEN£RICO�3EOBSERVAQUEEL
TIPODEREPRESENTACI�NMÕSUSADOESLAVERBAL�SIBIENENLAMAYOR¤ADELOSCASOSESTAS
REPRESENTACIONESAPARECENACOMPA¶ADASDELOSSISTEMASDEREPRESENTACI�NPICT�RICO
Y�PUNTUALMENTE�ELSISTEMADEREPRESENTACI�NSIMB�LICO�,AVARIEDADDESISTEMASDE
REPRESENTACI�NYDEPATRONESIDENTIFICADOSPORLOSESTUDIANTES�PONEDEMANIFIESTOQUE
DISPONENDELOSCONOCIMIENTOSYLASHERRAMIENTASNECESARIASPARAQUEESTETIPODETAREAS
SETRABAJENENELAULADEEDUCACI�NPRIMARIA�!S¤MISMO�SEOBSERVAQUEELTIPODEESTRA
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TEGIAEMPLEADAPORLOSESCOLARESENELTRABAJOCONCASOSPARTICULARESCONDICIONASU£XITO
ENLAGENERALIZACI�NDELARELACI�NFUNCIONAL�-ERINO�#A¶ADASY-OLINA�����A�����B	�
&UENTES�����	Y#A¶ADASY&UENTES�����	INDAGANSOBREELPENSAMIENTOFUNCIONAL

DEESTUDIANTESDESEGUNDODEEDUCACI�NPRIMARIAEN%SPA¶A�%STASAUTORASDESTACANLAS
DIFERENTESESTRATEGIASQUEUTILIZANLOSESTUDIANTESPARAREPRESENTARLARELACI�NENTRELAS
VARIABLESDEUNPROBLEMACONTEXTUALIZADOQUEINVOLUCRALARELACI�NFUNCIONALF�X	��X�
%NTRELASESTRATEGIASQUELESLLEVANAUNARELACI�NCORRECTADESTACAELCONTEODEDIBUJOS�
LARESPUESTADIRECTAMULTIPLICANDOPORCINCOELVALORDELAVARIABLEINDEPENDIENTEOLA
ASOCIACI�NDEELEMENTOSENGRUPOSDECINCO�
%STOSTRABAJOSMARCANELINICIODELAL¤NEADEINVESTIGACI�NENLA5NIVERSIDADDE

'RANADAENLAQUEENLAACTUALIDAD�LASAUTORASDEESTETRABAJOESTÕNLIDERANDOUNPRO
YECTODEINVESTIGACI�N)�$QUEABORDAELPENSAMIENTOFUNCIONALCOMOAPROXIMACI�NAL
PENSAMIENTOALGEBRAICOENLOSPRIMEROSNIVELES�#ONESTEPROYECTOSEPRETENDECONTRI
BUIRALACARACTERIZACI�NDELPENSAMIENTOFUNCIONALDELOSESTUDIANTESDELOSPRIMEROS
NIVELESEDUCATIVOSEN%SPA¶A�MOSTRAREVIDENCIASDELPENSAMIENTOFUNCIONALQUEPONE
DEMANIFIESTODICHOALUMNADOYPRODUCIRMATERIALESQUESEAN¢TILESPARAPROMOVEREL
PENSAMIENTOFUNCIONALENLASAULASDEEDUCACI�NPRIMARIA�
$EESTEMODO�CONUNENFOQUEDEACTUALIDADANIVELINTERNACIONAL�SEDACONTINUI

DADAINVESTIGACIONESSOBRELASIDEASDEREPRESENTACIONES�GENERALIZACI�N�PATRONESY
early algebra ENLASQUESEVIENETRABAJANDOENOTROSNIVELESEDUCATIVOSENELGRUPODE
INVESTIGACI�N&1-���i$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICA�0ENSAMIENTO.UM£RICOw�E�G��
#A¶ADAS�#ASTROY#ASTRO������#ASTRO������#ASTRO�#A¶ADASY-OLINA������-OLINA�
�����4RUJILLO�#ASTROY-OLINA�����	�

Reflexiones finales

,OSRESULTADOSDELASINVESTIGACIONESPREVIASSUGIERENQUELOSESTUDIANTESDEEDU
CACI�NINFANTILESTABLECENRELACIONESDECOVARIACI�NENTRECANTIDADESVARIABLESAPARTIR
DEUNARELACI�NADITIVA�!DEMÕS�SONCAPACESDEDESCUBRIRELPATR�NDELAPARIDADENTRE
ESASCANTIDADES�,OSESTUDIANTESDEPRIMERODEPRIMARIAIDENTIFICANYUTILIZANPATRONES
BASADOSENLASRELACIONESADITIVASYMULTIPLICATIVASPARAPREDECIRCANTIDADES�4AMBI£N
EMPLEANESTRATEGIASCOMOCONTEOSSOBREDIBUJOSYUTILIZANDIVERSOSSISTEMASDEREPRE
SENTACI�NPREDOMINANDOELPICT�RICOYELSIMB�LICO�N¢MEROS	PARADARRESPUESTAA
PREGUNTASSOBRECANTIDADESVARIABLES�YVERBALPARAEXPRESARGENERALIZACIONESLEJANAS�
,OSANTECEDENTESRECOGIDOSPONENDEMANIFIESTOQUELOSESTUDIANTESDEEDUCACI�N
primaria, son capaces de dar respuestas a tareas de pensamiento funcional. Además, 
coinciden en destacar la necesidad de profundizar en el pensamiento funcional de los 
ESTUDIANTESDEPRIMERASEDADES�PARTICULARMENTEENEDUCACI�NINFANTILYPRIMERODE
EDUCACI�NPRIMARIA�
!S¤MISMO�DELAREVISI�NDELITERATURAPRESENTADASEDESPRENDELAACTUALIDADDELA

INVESTIGACI�NSOBREPENSAMIENTOFUNCIONALENESTASEDADESYLANECESIDADDELLEVARACABO
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DELÕLGEBRAENEDUCACI�NSECUNDARIA�YNOSEHAREALIZADOHASTAELMOMENTONING¢N
ESTUDIOQUEABORDELAINTRODUCCI�NDELÕLGEBRADESDEUNAAPROXIMACI�NFUNCIONALDESDE
LAETAPADEEDUCACI�NPRIMARIA�
,AINCORPORACI�NDELPENSAMIENTOFUNCIONALENELCURR¤CULODEEDUCACI�NPRIMARIA
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LA COMPARACIÓN E INVESTIGACIÓN COMPARATIVA

Comparison and Comparative Research

Elena Castro-Rodríguez y Enrique Castro-Martínez

Universidad de Granada, España

Resumen

!BORDAMOSLACOMPARACI�NCOMOCONSTRUCTOTE�RICOYCOMOPROCESOFUNDAMENTALTANTO
en la actividad docente como investigadora del profesor Rico. Realizamos en primer lugar un 
ANÕLISISCONCEPTUALDELACOMPARACI�NYMOSTRAMOSDISTINTASTIPOLOG¤ASYMODELOSDECOMPA
RACI�NATENDIENDOALANATURALEZADELOSOBJETOSQUESECOMPARANYALÕMBITOALQUESEAPLICAN�
0OR¢LTIMO�PRESENTAMOSINVESTIGACIONESREALIZADASPORELPROFESOR2ICODENTRODELÕREADELA
EDUCACI�NMATEMÕTICAENLOSQUELACOMPARACI�NHATENIDOUNPAPELRELEVANTE�

Palabras clave: ANÕLISISCONCEPTUAL�COMPARACI�N�EDUCACI�NMATEMÕTICA�INVESTIGACI�N
comparativa

ABSTRACT

We board the comparison as theoretical construct and as a fundamental process in the teach-

ing and research of professor Rico. First we perform a conceptual analysis of the comparison and 

show different types and models of comparison based on the nature of the objects being compared 

and the scope to which they apply. Finally, we present some research performed by professor 

Rico within the area of mathematics education in the comparison has played an important role.

Keywords: comparative research, comparison, conceptual analysis, mathematics education

Castro-Rodríguez,%�YCastro�%������	�,ACOMPARACI�NEINVESTIGACI�NCOMPARATIVA�%N%�
#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. 

Homenaje al profesor Luis Rico �PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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Introducción

5NBREVEREPASODENUESTRAHISTORIAPASADACOMOCOMPONENTESDELGRUPODEINVES
TIGACI�NCOORDINADOPORELPROFESOR2ICO�PONEDEMANIFIESTOQUELACOMPARACI�NHA
ESTADOPRESENTEDEFORMASVARIADASENSUQUEHACER INVESTIGADOR�5NASVECESCOMO
OBJETODEINVESTIGACI�NENTRABAJOSREALIZADOSBAJOSUDIRECCI�N�#ASTRO������#ASTRO�
����	�OTRASVECESCOMOINSTRUMENTODEMETODOLOG¤ADIDÕCTICAENLACONSTRUCCI�NDE
CONCEPTOSMATEMÕTICOSCOMOLASMAGNITUDES�V£ASELACOLECCI�N-ATEMÕTICAS�CULTURA
YAPRENDIZAJEDELACOLECCI�NS¤NTESISDELAQUEESEDITOR	Y�ENTODOSLOSCASOS�YDESDE
SUINICIO�LACOMPARACI�NSEHATRATADODESDEUNPUNTODEVISTADELAL�GICACIENT¤FICA
�2ICOY&ERNÕNDEZ�����	�
,ACIENCIAENGENERAL�CONSIDERADACOMOUNPROCESODEINDAGACI�N�CONLLEVAUNA

SERIEDEACTIVIDADESCOGNITIVASBÕSICASGENERALESTALESCOMOOBSERVACI�N�COMPARACI�N�
INFERENCIAYPREDICCI�N�,ACOMPARACI�N�COMOACTIVIDADBÕSICADEPENSAMIENTOSEHAYA
PRESENTEENDISTINTOSÕMBITOSDELACIENCIAY�PARTICULARMENTE�TIENEUNAPRESENCIAIMPOR
TANTEENLACONSTRUCCI�NYADQUISICI�NDELCONOCIMIENTOMATEMÕTICO�$URANTELOS¢LTIMOS
CINCUENTAA¶OSLACOMPARACI�NHAESTADOPRESENTEENLAINVESTIGACI�NSOBREAPRENDIZAJE
DELASMATEMÕTICASYHASIDOINCLUIDADEUNMODOUOTROENLOSCURR¤CULOSESCOLARES�
LACOMPARACI�NYLACLASIFICACI�NCOMOCONCEPTOSL�GICOMATEMÕTICOSENEDUCACI�N
INFANTIL�COMOCATEGOR¤ASEMÕNTICADEPROBLEMASARITM£TICOSENUNCIADOSVERBALMENTE�
COMOCOMPONENTEDELPROCESODECONSTRUCCI�NDELCONCEPTODEMAGNITUD�LONGITUD�
SUPERFICIE�CAPACIDAD�PESO�ETC�	YDELAMEDIDA�!S¤PUES�EN%DUCACI�N-ATEMÕTICA
SEUTILIZALACOMPARACI�NENDISTINTOSCONTEXTOS�CONFINESDIVERSOS�CONDISTINTONIVEL
DEGENERALIDADYCONDISTINTACOMPLEJIDADMATEMÕTICA�!PESARDEESTAUBICUIDADDELA
COMPARACI�NENLAINVESTIGACI�NYELCURR¤CULOESCOLARDEMATEMÕTICAS�SELEHAPRESTADO
POCAATENCI�NASUANÕLISISCOMOCONSTRUCTOTE�RICOYCIENT¤FICO�0ORELLO�CONESTETRA
BAJOQUEREMOSCONTRIBUIRACUBRIRESALAGUNA�NUESTRAINTENCI�NESREFLEXIONARSOBRELA
COMPARACI�NDESDEELÕMBITODELAINVESTIGACI�NEN%DUCACI�N-ATEMÕTICAYREALIZAR
DELAMISMAUNANÕLISISCONCEPTUAL�2ICO�����	�$ESDEELÕMBITODELAINVESTIGACI�N
nos hacemos eco de la importancia de este análisis:

0ARTEINICIALDELTRABAJODEUNINVESTIGADORENEDUCACI�NMATEMÕTICAESELANÕLISISDE
LOSCONCEPTOSSOBRELOSQUEVAATRABAJARYQUESOSTIENENLAINVESTIGACI�N�LOCUALDEBE
CONDUCIRAUNADELIMITACI�NADECUADADELPROBLEMA�2ICO������P����	�

,ACOMPARACI�N�CONSIDERADACOMOACTIVIDADCOGNITIVA�ESUNODELOSRASGOSCEN
TRALESDELAEMPRESACIENT¤FICA�0IOVANI�����	�0EROTAMBI£NESTÕPRESENTEDEUNMODO
CONTINUOENNUESTRAVIDACOTIDIANA�,ACOMPARACI�NESUNADELASACTIVIDADESQUEDA
FORMAALAEXPERIENCIAHUMANAYLOSSERESHUMANOSHACENCOMPARACIONESCONTINUAMENTE
ENTREOBJETOSYEVENTOSQUEENCUENTRANDURANTESUVIDA�DE.ARDIS�����	�%XPLORAR
ENTONCES�COMOINDICA&IDELI�����	�ELMODOENQUELACOMPARACI�NSEREALIZAENLA
VIDACOTIDIANAPUEDESER¢TILPARACOMPRENDERLOSPROCEDIMIENTOSMEDIANTELOSCUALES
ORGANIZAMOSNUESTROSCONOCIMIENTOS�,ACOMPARACI�NQUESEREALIZADURANTEUNPRO
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CESODEINVESTIGACI�NTIENECONNOTACIONESDISTINTAS�,ACOMPARACI�NENLAVIDADIARIA
SECONFIGURACOMOUNAOBSERVACI�NRÕPIDA�MIENTRASQUEENLACIENCIAESMÕSCOMPLEJA�
/BVIAMENTE�DEPENDEDELCONTEXTOYLOSOBJETIVOSDECOMPARACI�N�DE.ARDIS�����	�

Primera aproximación

,LEGADOSAESTEPUNTONOSPLANTEAMOSC�MODEFINIRLACOMPARACI�N�QU£ASPECTOS
CARACTERIZANALACTODECOMPARACI�N�!LMARGENDELNIVELDECOMPLEJIDADQUEPUEDE
ACARREARELACTODECOMPARARHAYUNOSASPECTOSSUBYACENTESENTODACOMPARACI�NQUE
DEBENAPARECEREXPL¤CITOSENLACARACTERIZACI�NDELAMISMA�,APRIMERAAPROXIMACI�N
QUEREALIZAMOSESLAQUESETIENEENELLENGUAJEORDINARIO�LADEFINICI�NOFICIALQUESEDA
DELACOMPARACI�NENELDICCIONARIODELA2EAL!CADEMIADELA,ENGUADEFINEELT£RMINO
COMPARARCOMOELACTODEi&IJARLAATENCI�NENDOSOMÕSOBJETOSPARADESCUBRIRSUS
RELACIONESOESTIMARSUSDIFERENCIASOSEMEJANZAw�2!%�����	�%STADEFINICI�NINCLUYE
SOMERAMENTETRESASPECTOSQUESONTRATADOSDEFORMAGENERAL�COMONOPOD¤ASERDE
OTRAMANERA�DADALAFUENTE�%LPRIMERASPECTOESUNACTODEVOLUNTAD�FIJARLAATENCI�N	
QUEREQUIEREPORTANTODEUNSUJETO�DEUNAPERSONAQUELAREALICE�ELSEGUNDOASPECTO
QUEINCLUYESONLOSELEMENTOSL�GICOSDELACOMPARACI�N�DOSOMÕSOBJETOSYLARELA
CI�NENTREELLOS	Y�ELTERCERO�LAFINALIDADDELACOMPARACI�N�DESCUBRIRSUSRELACIONES
OESTIMARSUSDIFERENCIASOSEMEJANZAS	�

Aproximación epistemológica

5NASEGUNDAAPROXIMACI�NREALIZADADESDEELPUNTODEVISTAEPISTEMOL�GICO�CON
SIDERAQUELOQUESECOMPARANOSONLOSOBJETOSSINOESTADOSENLOQUESEENCUENTRAN
ESOSOBJETOSCONRESPECTOAUNAPROPIEDADENUNMOMENTODADO�iLACOMPARACI�NES
UNAOPERACI�NCOGNITIVAATRAV£SDELACUALSECOTEJANLOSESTADOSDEUNO�OMÕS	OBJE
TOSSOBRELABASEDEALMENOSUNAPROPIEDADDELOSMISMOSw�&IDELI������-ARRADI�
����	�0ARAESTOSAUTORESENLACOMPARACI�NINTERVIENENCUATROELEMENTOS�ELOBJETOO
LOSOBJETOS�QUEPUEDENSERSUJETOS�GRUPOS�INSTITUCIONES�ETC�	�ALMENOSUNAPROPIEDAD
DELOSOBJETOS�LOSESTADOSDELOSOBJETOSSOBREDICHAPROPIEDADYELPUNTODELTIEMPOEN
ELQUEFUERONRELEVADOSDICHOSESTADOS�0IOVANI�����	�!S¤PUES�ENELANÕLISISL�GICO
DE-ARRADI�����	COMENTADOPOR&IDELI�����	Y0IOVANI�����	�ENCONTRAMOSQUE
iOBJETOSw�iESTADOSw�iPROPIEDADESwYPOSIBLEMENTEiPUNTOSENELTIEMPOwDEBENSER
CONSIDERADOSCOMOLOSELEMENTOSL�GICOSDELACOMPARACI�N�
0ARAEXPLICARYJUSTIFICARLADEFINICI�NANTERIOR�-ARRADI�����	OBSERVAENPRIMER

LUGARQUELACOMPARACI�NSEDAENDISTINTOSÕMBITOSSOCIALES�CIENT¤FICOSYCULTURALES�
ENLAVIDACOTIDIANA�*UANESMÕSALTOQUE!NTONIO	�ENLASCIENCIASSOCIALES�%UROPAES
MENOSLIBERALQUE!M£RICA	�ENLASCIENCIASF¤SICAS�ELCOBREESMEJORCONDUCTORDELA
ELECTRICIDADQUEELHIERRO	�/BSERVAQUELASTRESFRASESANTERIORESTIENENUNAESTRUCTURA
L�GICAID£NTICA�ENCADAUNADEELLASHAYDOSOBJETOS�*UANY!NTONIO�%UROPAY!M£
RICA�DIAMANTEYCRISTAL	�YUNAPROPIEDADQUELOSRELACIONA�ALTURA�LIBERALIDAD�DUREZA	�
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!S¤PUES�CONCLUYEQUEHAYDOSCLASESDEELEMENTOSBÕSICOSENUNACOMPARACI�N�LOS
OBJETOSYLAPROPIEDADQUESETOMAPARACOMPARARLOSOBJETOS�0EROANALIZADOCONMÕS
PRECISI�N�ENLARELACI�NQUESEESTABLECENOSECOMPARANLOSOBJETOSGLOBALMENTEENTRE
S¤�YNISIQUIERASUSPROPIEDADES�SINOLOSestados en la misma propiedad. Tales esta
DOSSONPUES�PARA-ARRADI�����	�UNATERCERACLASEDEELEMENTOSNECESARIOSPARALA
ESTRUCTURAL�GICADELACOMPARACI�N�
5NACONSECUENCIADELHECHODEQUESECOMPARENLOSESTADOSYNOLOSOBJETOSES

QUE�PARAQUEEXISTACOMPARACI�N�NOESPRECISOQUELOSOBJETOSSEANDOSCONTALDE
QUELOSESTADOSSEANDOS�%SDECIR�SEPUEDENCOMPARARDOSESTADOSDELMISMOOBJETO
ENLAMISMAPROPIEDAD�CONTALDEQUESEDISTINGANUTILIZANDOELTIEMPOCOMOCRITERIO
DIFERENCIADOR�0OREJEMPLOi-AR¤AESTÕMÕSALTAQUEELA¶OPASADOw�%NESTECASOSE
COMPARANLOSDOSESTADOSDELAALTURADE-AR¤AENDOSMOMENTOSDISTINTOS�%STO¢LTIMO�
CONLLEVALANECESIDADDEPRECISARELPAPELDELTIEMPOENLACOMPARACI�N�,OSPUNTOSDEL
TIEMPOENELMOMENTODELESTABLECIMIENTODELOSDIFERENTESESTADOSENLASPROPIEDADES
SONELCUARTOTIPODEELEMENTOS�JUNTOCONLOSOBJETOS�PROPIEDADYESTADOSRELATIVOS	
NECESARIOSPARALAESTRUCTURAL�GICADELACOMPARACI�N�

Comparación cualitativa

,ACOMPARACI�NESCONSUSTANCIALCONLAINVESTIGACI�NCIENT¤FICAENGENERAL�PERO
TAMBI£NENLADENOMINADAINVESTIGACI�NCUALITATIVA�%NLAINVESTIGACI�NSEUTILIZALA
COMPARACI�NDEFORMAINDUCTIVAPARADETECTARPROPIEDADESCOMUNESDELOSOBJETOS
QUESECOMPARANODEFORMADEDUCTIVAPARTIENDODEUNAPROPIEDADPREESTABLECIDAY
CLASIFICANDOLOSOBJETOSDEACUERDOAESAPROPIEDAD�0OREJEMPLO�SILAPROPIEDADESEL
COLORDELOSOBJETOS�PODEMOSDECIDIRSIDOSOBJETOSTIENENONOELMISMOCOLOROTIENEN
DISTINTOCOLOR�%STAFORMADEDEDUCCI�NESELTIPODECOMPARACI�NMÕSBÕSICA�SIRVEPARA
FORMARCLASIFICACIONESDEOBJETOSSEG¢NSUCOLOR�,OSOBJETOSSEAGRUPANSEG¢NELCOLOR
QUEPOSEENYSEOBTIENENTANTOSGRUPOSCOMOCOLORESTIENENLOSOBJETOSCOMPARADOS�
#UANDODESCONOCEMOSLAPROPIEDADQUECOMPARTENLOSOBJETOSINTENTAMOSAVERIGUARSI
HAYALGOQUELOSUNE�!ESTETIPODECOMPARACI�NSELEDENOMINAcualitativa, se utiliza en 
LAINVESTIGACI�NCUALITATIVATRATANDODEENCONTRARCATEGOR¤ASDEMODOINDUCTIVOMEDIANTE
UNACOMPARACI�NCONSTANTEYSISTEMÕTICADELOSHECHOSOBSERVADOS�

Modelos de comparación 

!DEMÕSDEQUELACOMPARACI�NPUEDETENERUNAPROYECCI�NCUALITATIVAOCUAN
TITATIVAENLOSESTUDIOSINFERENCIALES�TAMBI£NENLAINVESTIGACI�NCOMPARATIVASEHAN
DISTINGUIDOTIPOLOG¤ASDEMODELOSDECOMPARACI�N�%NTRELOSDISTINTOSMODELOS�&IDELI
�����	Y-ARRADI�����	DESTACANDOSDEELLOS�LACOMPARACI�NMACROANAL¤TICAYLA
COMPARACI�NMICROANAL¤TICA�LASCUALESADQUIERENESPECIALRELEVANCIAENLAINVESTIGA
CI�NENELCAMPODELAS#IENCIAS3OCIALES�!UNQUEAMBOSMODELOSTIENENSUSPROPIAS
CARACTER¤STICAS�LADIFERENCIAENTREELLOSESAMENUDOUNACUESTI�NDEMATICES�COMOSE
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DEMUESTRACOMPARANDOLASDOSFRASES�i&INLANDIATIENEALUMNOSMÕSESTUDIOSOSQUE
!LEMANIAwYiLOSFINLANDESESSONMÕSESTUDIOSOSQUELOSALEMANESw�
,ACOMPARACI�NMACROANAL¤TICAINCLUYEAQUELLOSCASOSENLOSQUELANATURALEZA

DELOBJETONOINFLUYEENLAESTRUCTURADELACOMPARACI�N�%NESTEMODELOSECOMPARAN
OBJETOSENTEROS�NOSUSPARTES�OBIENSECOMPARANSISTEMASENBASEASUSPROPIEDADES
GLOBALES�%STEESTILODECOMPARACI�N�MUYUSUALENINVESTIGACI�NSOCIOPOL¤TICA�SUELE
PRESENTARCOMOOBJETOSDECOMPARACI�NSISTEMASCOMPLEJOSCOMOSOCIEDADESOCULTURAS�
DONDEESDIF¤CILESTABLECERPARTESOPROPIEDADESSIMPLES�
%NELCASOCONTRARIO�LACOMPARACI�NMICROANAL¤TICA�ABARCAAQUELLOSCASOSENLOS

QUELANATURALEZADELOBJETOS¤ESIMPORTANTE�%NESTEMODELOSECOMPARANLOSOBJETOS
ENBASEAPROPIEDADESMÕSSIMPLES�CONSIDERANDOSUSPARTESOMIEMBROS�OBIENSON
OBJETOSSIMPLES�QUEANTESDESERCOMPARADOS�SEAGRUPANENBASEASUPERTENENCIAA
UNOBJETOMÕSCOMPLEJO�

En el área de las Ciencias Sociales, se han desarrollado diversos estudios e inves
TIGACIONESDONDEDESTACANLASCOMPARACIONESMICROANAL¤TICAS�0ARTICULARMENTE�ENEL
SIGUIENTEAPARTADO�MOSTRAMOSALGUNASINVESTIGACIONESDELÕREADE%DUCACI�N-ATEMÕ
TICADONDESEESTABLECENCOMPARACIONESENTREDISTINTOSTIPOSDEELEMENTOSYQUEHAN
sido desarrollados por el profesor Luis Rico.

La comparación en los trabajos del profesor Luis Rico

,ACOMPARACI�N�COMOOBJETODEESTUDIO�2ICOY&ERNÕNDEZ�����	OCOMOM£TODO
DEANÕLISIS�2ICO�$¤EZ�#ASTROY,UPIÕ¶EZ������'UTI£RREZ'UTI£RREZ�2ICOY'�MEZ�
����	�HASIDOUNELEMENTOPRESENTEENLOSTRABAJOSDELPROFESOR,UIS2ICO�#OMOMUES
TRADEELLO�PRESENTAMOSALGUNOSDEESTOSTRABAJOSQUEAGRUPAMOSSEG¢NSUTEMÕTICA
ENESTUDIOSSOBRECOMPARACI�NINTERNACIONAL�ESTUDIOSSOBRECOMPARACI�NCURRICULAR�
ESTUDIOSSOBRECOMPARACI�NDETEXTOSYESTUDIOSSOBRECOMPARACI�NCIENT¤FICA�

4ABLA��Algunos trabajos relativos a la comparación desarrollados por el profesor Luis Rico

#OMPARACI�N
internacional

Gutiérrez-Gutiérrez, A. Gómez, P. YRico�,������	�#ONOCIMIENTODIDÕCTICODE
LOSESTUDIANTESESPA¶OLESDE-AGISTERIOSOBREN¢MEROS�RESULTADOSEN4%$3-�Cultura 

y Educación, 26��	����n����

Gutiérrez-Gutiérrez, A., Rico,,�YGómez�0������	�#ONOCIMIENTODIDÕCTICOSO
BREN¢MEROSYOPERACIONES�UNACOMPARACI�NINTERNACIONAL�Electronic Journal of Re-

search in Educational Psychology, 13��	���n���

Instituto Nacional de Evaluación Educativa �).%%	 �����	� TEDS-M. Estu-

dio internacional sobre la formación inicial en matemáticas de los maestros. Informe 

español�-ADRID�-INISTERIODE%DUCACI�N�#ULTURAY$EPORTE�
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#OMPARACI�N
curricular

Castro-Rodríguez, E., Lupiáñez, J. L., Ruiz-Hidalgo, J. F., Rico, ,�YDíez, A. 
�ENPRENSA	�-ATEMÕTICASESCOLARESYCAMBIOCURRICULAR� �����n����	�%LCASODE LOS
N¢MEROSRACIONALES�Profesorado. Revista de Currículum y Formación de Profesorado. 

Díez, A., Cañadas, M. C., Picado, M., Rico, L.YCastro�%� �ENPRENSA	�-AGNI
TUDESY SUMEDIDA EN EL CURR¤CULODEPRIMARIA EN%SPA¶A �����n����	�0ROFESORADO�
Revista de Currículum y Formación de Profesorado.

Rico, L., Díez, A., Castro, E�YLupiáñez� *�,� �����	�#URR¤CULODE-ATEMÕTICAS
PARALA%DUCACI�NOBLIGATORIAEN%SPA¶ADURANTEELPERIODO����n�����Educatio Siglo 

XXI, 29, 141–167.

#OMPARACI�N
DETEXTOS

Maz�!� YRico� ,� �����	� 0RINCIPIOS DIDÕCTICOS EN TEXTOS ESPA¶OLES DEMATEMÕTI
cas en los siglos xviiiYxix. RELIME. Revista Latinoamericana de Investigación en 

Matemática Educativa, 18��	���n���

Picado�-��YRico�,������	�,AINTRODUCCI�NDELSISTEMAM£TRICODECIMALYLOSLIBROS
DETEXTOEN%SPA¶A�Suma: Revista sobre Enseñanza y Aprendizaje de las Matemáticas, 

7, 9–18.

#OMPARACI�N
cientímétrica

Rico, L., Torralbo, M., Gutiérrez, M. P., Fernández, A�YMaz�!������	�4ESIS
DOCTORALESESPA¶OLASENEDUCACI�NMATEMÕTICA�Enseñanza de las Ciencias: Revista de 

Investigación y Experiencias Didácticas, 21��	����n����

Comparaciones internacionales

%LESTUDIO4%$3-(Teacher Education and Development Study in Mathematics), 

LLEVADOACABODURANTELOSA¶OS���������FUEELPRIMERESTUDIOINTERNACIONALCOM
PARATIVOAGRANESCALASOBRELOSPLANESDEFORMACI�NINICIALYSOBREELCONOCIMIENTO
ADQUIRIDOPORLOSFUTUROSPROFESORESDEMATEMÕTICASENEDUCACI�NPRIMARIAYSECUNDARIA
OBLIGATORIAALACABARSUFORMACI�NINICIAL�
%SPA¶ACOLABOR�EN4%$3-ATRAV£SDEL)NSTITUTO.ACIONALPARALA%VALUACI�NDE

LA%DUCACI�N�).%%	�,A5NIVERSIDADDE'RANADAPARTICIP�ENELESTUDIOPORMEDIODEL
GRUPODEINVESTIGACI�N$IDÕCTICADELA-ATEMÕTICA�0ENSAMIENTO.UM£RICO �&1-���	
DEL0LAN!NDALUZDE)NVESTIGACI�N�0!)$)	�DENTRODEL0ROYECTODE%XCELENCIADELA*UNTA
DE!NDALUC¤A0��&1-������4%$3-%SPA¶A�YDELPROYECTO%$5���������
DEL-INISTERIODE#IENCIAE)NNOVACI�N�%LPROP�SITODELAPARTICIPACI�NESPA¶OLAFUE
ANALIZARYDESCRIBIRLAFORMACI�NINICIALENMATEMÕTICASDELPROFESORADODEEDUCACI�N
PRIMARIA�COMPARARLACONLADEOTROSPA¤SESYESTABLECERPROPUESTASDETRABAJOYPOSIBLES
L¤NEASDEACTUACI�NQUECONTRIBUYERANAMEJORARDICHAFORMACI�N�).%%�����	�
#OMOCONSECUENCIADEESTEESTUDIO�SURGIERONDIVERSASPUBLICACIONESENTRELAS

QUEDESTACAN'UTI£RREZ'UTI£RREZ�2ICOY'�MEZ�����	�'UTI£RREZ'UTI£RREZ�'�MEZ
Y2ICO�����	ENTREOTRAS�

Comparaciones curriculares

/TROÕMBITOADESTACARENLAINVESTIGACI�NENEDUCACI�NESLACOMPARACI�NCURRICU
LAR�0ARTICULARMENTE�CENTRADOSENELÕREADEMATEMÕTICAS�ENCONTRAMOSVARIOSTRABAJOS
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%STASCOMPARACIONESSEREALIZANENBASEALASDIMENSIONESCURRICULARES�2ICO�$¤EZ�
#ASTROY,UPIÕ¶EZ�����	OENBASEACONTENIDOSMATEMÕTICOSESPEC¤FICOS�COMOSONLOS
N¢MEROSRACIONES�#ASTRO2ODR¤GUEZ�,UPIÕ¶EZ�2UIZ(IDALGO�2ICOY$¤EZ�ENPRENSA	
OLASMAGNITUDESYSUMEDIDA�$¤EZ�#A¶ADAS�0ICADO�2ICOY#ASTRO�ENPRENSA	�,AS
COMPARACIONESREALIZADASENTALESTRABAJOSPONENDEMANIFIESTOLAIMPORTANCIAENCADA
MOMENTODELCONTEXTOSOCIAL� LASEXPECTATIVASFORMATIVASYELMODODEENTENDERLAS
matemáticas escolares. 

Comparaciones de textos

$ENTRODELÕREADEHISTORIADELAEDUCACI�NMATEMÕTICA�SEINCLUYENVARIASCONTRI
BUCIONESCENTRADASENLACOMPARACI�NDELIBROSOTEXTOSEDUCATIVOSDESIGLOSPASADOS�
#ENTRÕNDOSEENT�PICOSCOMOLOSN¢MEROSNEGATIVOS�-AZY2ICO�����	OELSISTEMA
M£TRICODECIMAL�0ICADOY2ICO������2ICOY0ICADO�����	�ESTOSESTUDIOSIDENTIFICAN
DETERMINADOSCRITERIOSDIDÕCTICOSQUELOSTEXTOSPONENDEMANIFIESTOENLAORGANIZACI�N
de tales contenidos.

Comparaciones cienciométricas

&INALMENTE�ENCONTRAMOSESTUDIOSCIENCIOM£TRICOSQUETIENENELFINDECOMPROBAR
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TESISDOCTORALESREALIZADASENTRE����Y�����,OSANÕLISISCIENCIM£TRICOSYCONCEPTUALES
REALIZADOS�DETECTARONPATRONES�TENDENCIASYT�PICOSDEGRANACTIVIDADINVESTIGADORA
QUECONFIRMARONLACONSOLIDACI�NDELÕREACOMODISCIPLINA�
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REPRESENTACIONES GRÁFICAS DE CANTIDADES DISCRETAS 
EN CONTEXTOS DE COMUNICACIÓN 

Y RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS EN EDUCACIÓN INFANTIL

Graphical Representations of Discrete Quantities in Contexts  
of Communication and Problem solving in Early Childhood Education

Carlos De Castroa y Asunción Boschb

a5NIVERSIDAD!UT�NOMADE-ADRID�%SPA¶A 
BUniversidad de Almería, España

Resumen

%NESTE TRABAJOPROPONEMOSUNESQUEMADECLASIFICACI�NPARA LASREPRESENTACIONESDE
CANTIDADESDISCRETAS�%STEESQUEMASEHAUTILIZADOPARAANALIZARLASREPRESENTACIONESGRÕFICAS
ELABORADASPORDOSGRUPOSDEALUMNOSDE��Y��A¶OSALABORDARDOSTAREASMATEMÕTICAS
QUEIMPLICANPROCESOSDECOMUNICACI�NYDERESOLUCI�NDEPROBLEMAS�3EHANENCONTRADOGRAN
CANTIDADDEREPRESENTACIONES�LAMAYOR¤ADENTRODELESQUEMADECLASIFICACI�NPROPUESTO�CUYA
variedad muestra la potencialidad de las tareas para el desarrollo de la competencia matemática 
DEREPRESENTACI�NENLAEDUCACI�NINFANTIL�

Palabras clave: CANTIDAD�COMUNICACI�N�EDUCACI�NINFANTIL�REPRESENTACI�N�RESOLUCI�NDE
PROBLEMASARITM£TICOSVERBALES�

ABSTRACT

We propose a classification scheme for children representations of discrete quantities. This 

scheme has been used to analyze the representations, made by two groups of students of 4-5 and 

5-6 years, to solve two mathematical tasks involving processes of communication and problem 

solving. We have found a large number of representations, most of which were within the proposed 

classification scheme, which variety shows the potential of the tasks for the development of the 

mathematical competence of representation in early childhood education.

Keywords: communication, kindergarten, quantity, representation, verbal arithmetic pro-

blem solving.

De Castro�#�YBosch!������	�2EPRESENTACIONESGRÕFICASDECANTIDADESDISCRETASENCONTEXTOS
DECOMUNICACI�NYRESOLUCI�NDEPROBLEMASENEDUCACI�NINFANTIL�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�
*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico 

�PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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Introducción

$ESDELAD£CADADELOS��DELSIGLOPASADO�LANOCI�NDEREPRESENTACI�NCOMIENZA
AUSARSEDEFORMASISTEMÕTICAENLA%DUCACI�N-ATEMÕTICAYSUINTER£SDIDÕCTICOVAEN
AUMENTO�%STOSEDEBEAQUELASREPRESENTACIONESHACENPRESENTESLOSCONCEPTOSYPRO
CEDIMIENTOSMATEMÕTICOS�PERMITENREGISTRARYCOMUNICARELCONOCIMIENTOMATEMÕTICO�
ASIGNARSIGNIFICADOSYCOMPRENDERLASESTRUCTURASMATEMÕTICAS�2ICO�����	�
$ENTRODELÕMBITODELPENSAMIENTONUM£RICO�ELCONOCIMIENTODELSISTEMADECIMALDE

NUMERACI�NESFUNDAMENTALENNUESTRACULTURA�PEROUNAASOCIACI�NR¤GIDAENTREN¢MERO
YNUMERALIMPONELIMITACIONESENELCONOCIMIENTODELOSN¢MEROSNATURALES�(AYOTROS
SISTEMASDEREPRESENTACI�NCOMOELANÕLISISARITM£TICODELOSN¢MEROS�LARECTANUM£RICA�O
LASCONFIGURACIONESPUNTALES�%NTRELOSN¢MEROSYSUSREPRESENTACIONESENDISTINTOSSISTEMAS
SEESTABLECENUNGRANN¢MERODERELACIONES�CUYODOMINIODETERMINALACOMPRENSI�NQUE
LOSALUMNOSTIENENDELOSN¢MEROSNATURALES�#ASTRO�2ICOY2OMERO�����	�
%LANÕLISISARITM£TICO�ENQUECADAN¢MEROSEDESCOMPONEENSUMASOPRODUCTOSDE

N¢MEROS�FAVORECELACOMPRENSI�NDELOSN¢MEROSNATURALES�#ASTRO�2ICOY2OMERO�
����	�)NVESTIGACIONESDESARROLLADASCONALUMNOSENLASPRIMERASETAPASEDUCATIVAS
MUESTRANC�MOLOSNI¶OSREALIZANESTETIPODEANÕLISIS�"ADILLO�&ONTY%DO�����	ANA
LIZANLASREPRESENTACIONESDENI¶OSDE��A¶OSALRESOLVERUNPROBLEMADEDISTRIBUCI�N
DEUNACANTIDADENPARTES�%STOSPROBLEMASCUENTANCONVARIASSOLUCIONES�PUESENELLOS
NOSEDETERMINAELN¢MERODEPARTES�NIELN¢MERODEOBJETOSENCADAPARTE�SITIENES��
RUEDAS�zCUÕNTOSJUGUETESCONRUEDASPUEDESTENER�	�,ASREPRESENTACIONESSECLASIFICAN
ENVERBALES�SIMB�LICO�NUM£RICASEIC�NICAS�%NESTETRABAJO�ALIGUALQUEEN3CHULMAN
Y%STON�����	�ENQUENI¶OSDE�A¶OSRESUELVENPROBLEMASDEDESCOMPOSICI�NADI
TIVA�SEPONEDEMANIFIESTOQUELOSPROBLEMASENQUEUNTODOSESEPARAENPARTESSON
PARTICULARMENTEAPROPIADOSPARAQUELOSNI¶OSREPRESENTENELTIPODEOBJETO�ADEMÕSDEL
N¢MERO�!DEMÕS�LASREPRESENTACIONESQUEAPARECENENLOSTRABAJOSCITADOSENFATIZANLA
RELACI�NPARTETODOADITIVA�#ASTRO2ODR¤GUEZY#ASTRO�����	�/TROEJEMPLODEANÕLISIS
ARITM£TICOESLADESCOMPOSICI�NFACTORIAL�PLANTEADADESDEEDUCACI�NINFANTIL�"OSCH�
�����"OSCH�#ASTROY3EGOVIA������$E#ASTROY(ERNÕNDEZ�����	QUESUBRAYALA
RELACI�NPARTETODOMULTIPLICATIVA�#ASTRO2ODR¤GUEZY#ASTRO�����	�
$ENTRODELAEDUCACI�NINFANTIL�ELTEMADELAINICIACI�NALAREPRESENTACI�NDEN¢ME

ROSYCANTIDADESHARECIBIDOMUCHAATENCI�NENLAINVESTIGACI�N�5NEJEMPLORECIENTEES
ELTRABAJODE!LSINA�����	�QUEESTUDIALASNOTACIONESNUM£RICASELABORADASPORNI¶OS
DE�A�A¶OSENTAREASDEDICTADODEN¢MEROS�ENCONTRANDOQUEESTASEVOLUCIONANDESDE
LAAUSENCIADEC�DIGOSIMB�LICO�CONREPRESENTACIONESIC�NICASDELN¢MERO�UN�����
EN�A¶OS	�HASTAELUSODEC�DIGOSIMB�LICO�UN���ALOS�A¶OS	�3INOSREFERIMOSA
LASREPRESENTACIONESDEN¢MEROSPEQUE¶OS�HASTA��MEDIANTEMARCAS�ATRAV£SDEUNA
CORRESPONDENCIAUNOAUNO�ALGUNOSNI¶OSDE��YDE��A¶OSSONCAPACESDEUTILIZAR
ESTETIPODEREPRESENTACIONES�AUNQUEOTROSTIENENDIFICULTADES�TANTOCONELUSODEESTE
TIPODEREPRESENTACI�N�COMOCONLACOMPRENSI�NDELASINSTRUCCIONESDELASTAREAS
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�#ARRUTHERSY7ORTHINGTON������$E#ASTRO�&LECHAY2AM¤REZ������-ART¤�3CHEUER
Y$ELA#RUZ�����	�
,OSASPECTOSDIDÕCTICOSDELAREPRESENTACI�NDEN¢MEROSENEDUCACI�NINFANTIL

CONSTITUYENTAMBI£NUNTEMADEGRANINTER£SPARALAFORMACI�NDEMAESTROS�!LSINAY
,LACH������,LACHY!LSINA�����	�AS¤COMO�MÕSENGENERAL�ELESTUDIODELOSSISTEMAS
DEREPRESENTACI�NLOESPARALOSPROFESORESYLAPLANIFICACI�NDELAENSE¶ANZA�2ICO�
-AR¤N�,UPIÕ¶EZY'�MEZ�����	�
!LCENTRARELTRABAJOENLAETAPADEEDUCACI�NINFANTIL�SEHACEPERTINENTELADISTINCI�N

ENTREN¢MEROYCANTIDAD�#ONSIDERAMOShLASCANTIDADESCOMOUNPARORDENADO�x, u	
ENELQUExESUNN¢MEROYuUNAUNIDADDEUNAMAGNITUD�POREJEMPLO��CANICAS����
KG����KM�H�v�0UIGY#ERDÕN������P����	�%NPARTICULAR�DADOQUEENLOSPROBLEMAS
APARECENS�LOCANTIDADESDISCRETAS�CADACANTIDADESTÕFORMADAPORUNN¢MEROYUNTIPO
DEOBJETO�ONOMBREDEOBJETO�!LVARADO�����	�!S¤�HAYTRABAJOSCOMOELCITADODE
!LSINA�����	�QUESECENTRAENLASNOTACIONESNUM£RICAS�YPORTANTOENLAREPRESENTA
CI�NDELN¢MEROATRAV£SDENUMERALES�!LVARADO�����	HABLADECANTIDADESDISCRETAS�
COMPUESTASPORUNN¢MEROYUNNOMBREDEOBJETO�YREVISATRABAJOSPREVIOSSOBRELA
REPRESENTACI�NDEDICHASCANTIDADES�%NUNTRABAJOCLÕSICO�(UGHES�����	CLASIFICALAS
REPRESENTACIONESDECANTIDADESENIDIOSINCRÕSICAS�#ARRUTHERSY7ORTHINGTON�����	�
LASLLAMANhEXPRESIVASvYTIENENSENTIDOPARAELNI¶O�PERONOTIENENVALORPARACOMU
NICARCANTIDADESCONEFICIENCIAOPARARESOLVERPROBLEMAS�YNOLASCONSIDERAMOS��
PICTOGRÕFICAS�IC�NICASYSIMB�LICAS�INCLUYENDOLASDELTIPO���O����ALASQUE
(UGHESLLAMAhREPRESENTACIONESSIMB�LICASCREATIVASv	�
%NUNAL¤NEADIFERENTE�OTRORESULTADONOTABLEDEINVESTIGACIONESANTERIORESESQUE

LASTAREASJUEGANUNPAPELDECISIVOENELTIPODEREPRESENTACI�NINFANTIL�!S¤�MIENTRAS
ENTRABAJOSCLÕSICOSCOMOELDE(UGHES�����	LOSNI¶OSESCRIB¤ANENPAPELELCONTENIDO
DEUNACAJA�ENUNATAREADESCONTEXTUALIZADA�!LVARADO�����	PROPONECOMOEJEMPLO
ELESTUDIODE%L"OUAZZAOUI�����	�ENELQUELOSALUMNOSDEB¤ANSOLICITARPORESCRITO
LASPIEZASNECESARIASPARACONSTRUIRUNACASITA�UNATAREAMÕSCONTEXTUALIZADAYDOTADA
DESENTIDOPARALOSNI¶OS�INMERSAENUNCONTEXTODECOMUNICACI�N�ENLAQUESURG¤A
MAYORVARIEDADDEREPRESENTACIONESQUEENESTUDIOSANTERIORES�
$ENTRODENUESTROTRABAJO�ORIENTADOALDISE¶O�DESARROLLOYEVALUACI�NDELCURR¤CULO

DEEDUCACI�NINFANTIL�PENSAMOSQUEENLOSPRIMEROSA¶OSHAYQUEDARPRIORIDADALAS
CANTIDADESSOBRELOSN¢MEROS�$E#ASTRO�0ASTOR�0INA�2OJASY%SCORIAL������2ESNICK�
����	YA£STASDENTRODEUNASITUACI�NSIGNIFICATIVAPARALOSNI¶OS�ATRAV£SDETAREAS
DEPETICIONES�%L"OUAZZAOUI�����	ODEPROBLEMASQUEIMPLICANDESCOMPOSICIONES
�"ADILLOYOTROS������3CHULMANY%STON�����	YCONVENIENTEMENTECONTEXTUALIZADAS�
ENNUESTROCASO�ATRAV£SDELALITERATURAINFANTIL�$E#ASTROY(ERNÕNDEZ�����	�
%STETRABAJOSEENMARCADENTRODEUNAINVESTIGACI�NORIENTADAALDESARROLLODEL

CURR¤CULOMATEMÕTICODELAEDUCACI�NINFANTIL�,ASTAREASPROPUESTASFORMARONPARTE
DEUNESTUDIOPILOTOYHANSIDOFINALMENTEINCLUIDASENUNMATERIALCURRICULARPARAEL
AULADE%DUCACI�N)NFANTIL�$E#ASTROY(ERNÕNDEZ�����	CONLAEXPECTATIVADEQUESU
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REALIZACI�NCONTRIBUYAALAINICIACI�NENELDESARROLLODELACOMPETENCIAMATEMÕTICA�
ENESPECIAL�ENSUASPECTODEhREPRESENTACI�NYUSODEOPERACIONESYLENGUAJET£CNICO�
SIMB�LICOYFORMALvTALCOMOSUGIEREELMARCOTE�RICODE0)3!�$E#ASTRO�0ASTOR�0INA�
2OJASY%SCORIAL������2ICOY,UPIÕ¶EZ�����	�

Objetivo

0LANTEAMOSDOSOBJETIVOS���	#LASIFICARLASREPRESENTACIONESGRÕFICASDECANTIDADES
DISCRETASREALIZADASPORALUMNOSDEEDUCACI�NINFANTILDE�A�A¶OSENTAREASDEPETICIONES
YENPROBLEMASARITM£TICOSDEDESCOMPOSICI�NADITIVA�Y��	%STUDIARLASDIFERENCIASENTRE
LASREPRESENTACIONESUTILIZADASENELAULADE��A¶OSY��A¶OS�AS¤COMOELN¢MERODE
SOLUCIONESPROPUESTASENCADAEDADPARAELPROBLEMADEDESCOMPOSICI�NADITIVA�

Método

Participantes

(ANPARTICIPADODOSGRUPOSDEALUMNOSDEDOSCOLEGIOSP¢BLICOS�UNGRUPODE
ALUMNOSDE��A¶OSDE3AN3EBASTIÕNDELOS2EYES�-ADRID	YOTRO�DE¢LTIMOCURSO
DEEDUCACI�NINFANTIL���A¶OS	�DELALOCALIDADDE'UILLENA�3EVILLA	�

Las tareas

Hemos utilizado dos tipos de tareas:
Tareas de peticiones. En ellas se presenta al alumno una figura modelo decorada con 

FORMASGEOM£TRICAS�%LALUMNOCUENTACONUNAFIGURAIGUAL�SINDECORAR�YDEBEPEDIR
ENSUCUADERNO�ESCRIBIENDO�DIBUJANDO�SINCOMUNICACI�NORAL	LASPEGATINASNECESARIAS
PARAREPRODUCIRELMODELOORIGINAL�%NLA&IGURA�VEMOSUNEJEMPLODEESTETIPODE
actividad en el cuaderno del alumno.

Figura 1. Hoja del cuaderno para la tarea de peticiones en 4-5 años.
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4AREASDERESOLUCI�NDEUNPROBLEMAVERBAL�,OSALUMNOSTEN¤ANQUERESOLVERUN
PROBLEMAARITM£TICOVERBALDEDESCOMPOSICI�NADITIVA�4RASRESOLVERELPROBLEMACON
AYUDADEMATERIALESMANIPULATIVOS�LOSALUMNOSDEB¤ANUTILIZARUNDIBUJOPARARESOL
VERELPROBLEMAYANOTARLASOLUCI�NENSUCUADERNODETRABAJO�,OSENUNCIADOSSON
LOSSIGUIENTES��A	3IELREYDIO�REGALOSALAANCIANAYA6ALENTINA�z#UÕNTOSREGALOS
SEQUED�CADAUNA��PROBLEMAEN��A¶OS	��B	%NELARROYOHAB¤A��CERDOSNEGROS
YROSADOS�z#UÕNTOSCERDITOSNEGROSCREESQUEHAB¤A�z9CUÕNTOSCERDITOSROSADOS�
�PROBLEMAEN��A¶OS	�

En cuanto a la forma de presentar las tareas, estas se proponen a partir de la literatura 
INFANTIL�5TILIZAMOS�ENELGRUPODE��A¶OSYENELDE���RESPECTIVAMENTE�LASADAP
TACIONESDELOSCUENTOSPOPULARESRUSOSDE!LEKANDR!FANASIEV;��������=h6ALENTINA
LACOSTURERAvYh%LPR¤NCIPECABRITOv�3ANTILLANA�����	�PERTENECIENTESALPROYECTOh_!
CONTAR�-ATEMÕTICASPARAPENSARv�$E#ASTROY(ERNÕNDEZ�����	�#ADAUNODELOS
CUENTOSSEHAB¤ALE¤DOVARIASVECESANTESDELASACTIVIDADESPARACONTEXTUALIZARLASY
FAVORECERQUELOSNI¶OSPUDIERANIMAGINARLASSITUACIONESYELABORARREPRESENTACIONES
de las mismas. 

Recogida de datos

3EHANRECOGIDOTODASLASHOJASDETRABAJO�CORRESPONDIENTESALASCUATROACTIVIDADES�
DELOSCUADERNOSDETRABAJODEAMBOSGRUPOS�$ADOQUEENELGRUPODE��A¶OSLAS
REPRESENTACIONESGRÕFICASSONMÕSDIF¤CILESDEINTERPRETAR�ELMAESTROENTREVIST�ACADA
UNODELOSNI¶OSPIDI£NDOLESQUEEXPLICARANLOQUEHAB¤ANREPRESENTADOENSUCUADERNO
YESCRIBIENDONOTASACLARATORIAS�

Resultados

Para analizar las representaciones gráficas de cantidades discretas de los partici
PANTES�HEMOSSEGUIDOELSIGUIENTEESQUEMADECLASIFICACI�N�4ABLA�	�%STEESQUEMA
RECOGEIDEASDETRABAJOSCITADOSENLAINTRODUCCI�N�ESPECIALMENTEELDE(UGHES�����	�
A¶ADIENDOLACONSIDERACI�NDELACANTIDADCOMOPARN¢MERONOMBREDEOBJETO�%N
ELCONTEXTODELATABLA��LOSASPECTOSIC�NICOS�MARCAS�DIBUJOS	LOSTOMAMOSCOMO
CONOCIMIENTOSINFORMALES�MIENTRASQUELOSSIMB�LICOS�NUMERALESESCRITOSCONCIFRASY
CONPALABRAS�YPALABRAS	TIENENUNESTATUSDECONOCIMIENTOFORMAL�$E#ASTRO�&LECHA
Y2AM¤REZ�����	�
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4ABLA�� Esquema propuesto para las representaciones de cantidades discretas

Representación del número

Representación  

del tipo de objeto
��)C�NICA

��#ONASPECTOSIC�NICOS
YSIMB�LICOS

��3IMB�LICA
�CONCIFRAS	

��3IMB�LICA
�CONPALABRAS	

!�3INREPRESENTACI�N \\\\ 1 2 3 4 o 4 4 4 4 4 cuatro

"�)C�NICA
\\\\

1 2 3 4 

4 4 4 4 

4 

4 cuatro 

#�3IMB�LICA \\\\PERROS 1 2 3 4 perros 4 perros cuatro perros

%NLATAREADERESOLUCI�NDEPROBLEMASDEDESCOMPOSICI�NADITIVADELOSREGALOS�
ENELGRUPODE�A¶OS���DELOS��NI¶OSRESOLVIERONCORRECTAMENTEELPROBLEMA�4ODOS
LOSNI¶OS�LOSQUEDANRESPUESTASCORRECTASYLOSQUENO	UTILIZANREPRESENTACIONESDE
TIPO"��VER4ABLA�	�ESDECIR�IC�NICASDEN¢MEROYDETIPODEOBJETO�.ING¢NNI¶O
PROPUSOMÕSDEUNASOLUCI�NDIFERENTEPARAELPROBLEMA�3OLOUNNI¶ODELACLASEUTI
LIZ�NUMERALES�SINREPRESENTARELTIPODEOBJETO�!�	�PUESENLA&IGURA��ALADERECHA�
CONSIDERAMOSQUEHAYDOSREPRESENTACIONESDIFERENTES�

 Figura 2. Respuestas en los problemas de descomposición en el grupo de 4-5 años.

%NELPROBLEMADEDESCOMPOSICI�NDELOSCERDOS�DELOS��ALUMNOSDE��A¶OS�
SOLO�NORESOLVI�ELPROBLEMA��HALLARON�SOLUCI�N�OTROS���SOLUCIONES��MÕS�DIE
RON�SOLUCIONES�YFINALMENTE��ALUMNOSENCONTRARON�SOLUCIONESCORRECTAS�!PARECE
ALGUNAREPRESENTACI�NhREDUNDANTEvNOPREVISTAENELESQUEMADECLASIFICACI�N�COMO
LADELA&IGURA�ALADERECHA�ENQUEELTIPODEOBJETOSEREPRESENTAALAVEZDEFORMA
SIMB�LICAEIC�NICA�!LAIZQUIERDA�ELTIPO"��QUECOMUNICAELN¢MERODEFORMAIC�
NICAYSIMB�LICA�!LCONTRARIOQUEENELGRUPODE��A¶OS�ENQUESOLOUNNI¶OUTILIZ�
NUMERALES�ENELGRUPODE��A¶OS�TODOSLOSNI¶OSLOSUTILIZARONESPONTÕNEAMENTE�
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!PARECEN�TIPOSDEREPRESENTACIONES�"��EN�CASOS�"��EN�CASOS�#��EN�CASOS�Y
LOSRESTANTES�CASOS�COMOELDELA&IGURA��ALADERECHA�QUEPODEMOSCONSIDERARUN
CASOINTERMEDIOENTRELOSTIPOS"�Y#��

 Figura 3. Respuestas en los problemas de descomposición en el grupo de 5-6 años.

%NLASTAREASDEPETICI�NDE��A¶OS�MUCHOSNI¶OSNOENTENDIERONBIENENQU£
CONSIST¤ALAACTIVIDADALSERLAPRIMERAVEZQUEHAC¤ANUNADEESETIPO�!S¤� JUNTOA
DIVERSASPETICIONESENLASQUELOSNI¶OSDIBUJANUNN¢MEROVARIADODEOBJETOSSINTENER
ENCUENTALAFORMAOELCOLORDELASFIGURASDELMODELO�VEMOSPETICIONESCORRECTASQUE
CORRESPONDENSOBRETODOALASCATEGOR¤AS"�Y"��VER&IGURA��ALAIZQUIERDAYCENTRO	�
5NNI¶OTRAT�DEESCRIBIRLAPETICI�NY�ANTELAPREGUNTADELMAESTRO�ACAB�ESCRIBIENDO
LOSNUMERALES�Y�ENLATERCERAL¤NEA�&IGURA��DERECHA	�

 Figura 4. Respuestas en las tareas de peticiones en el grupo de 4-5 años.

%NLASTAREASDEPETICIONESEN��A¶OSTODOSLOSNI¶OSUTILIZANNUMERALESESCRITOS
CONCIFRASYDANLARESPUESTACORRECTA�3ALVOENTRESCASOS�DOSREPRESENTACIONES"��
&IGURA�ENELCENTRO�YUNA#��&IGURA�ALADERECHA	�TODASLASREPRESENTACIONESSON
DELTIPO"��&IGURA��IZQUIERDA	�,OSTIPOSDEREPRESENTACIONES�YSUSFRECUENCIAS�SON
BASTANTECOINCIDENTESCONLOSDELOSPROBLEMASDEDESCOMPOSICI�N�SALVOENELTIPO#��
mucho menos frecuente en las tareas de peticiones.
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 Figura 5. Respuestas en las tareas de peticiones en el grupo de 5-6 años.

6IENDOGLOBALMENTELOSRESULTADOS�ENLASTAREASDEPETICIONESSEOBSERVAEN��
A¶OSUNUSOMAYORDELAREPRESENTACI�NSIMB�LICADELN¢MEROCONCIFRAS�QUECASINO
SEDAENLOSPROBLEMASAESAEDAD�YUNUSOMAYORDELAREPRESENTACI�NSIMB�LICADE
N¢MEROYDETIPODEOBJETO��TRIÕNGULOS	ENLASPETICIONESDE�A¶OS�QUEENLARESO
LUCI�NDEPROBLEMAS�%NGENERAL�HAYUNGRADOMÕSAVANZADODESIMBOLIZACI�NENLAS
PETICIONESQUEENLOSPROBLEMAS�LOQUEATRIBUIMOSALTIPODETAREA�%NLARESOLUCI�N
DEUNPROBLEMALOSNI¶OSMODELIZABANDIRECTAMENTECONDIBUJOS�LOQUEIMPLICAUNA
REPRESENTACI�NIC�NICADELN¢MERO�DECARÕCTERINFORMAL�MIENTRASQUEPARAESCRIBIR
una cantidad resultado del conteo en un modelo dado, se puede directamente apuntar 
LACANTIDADDEFORMASIMB�LICA�3EHACETAMBI£NEVIDENTEENESTETRABAJOLAEVOLUCI�N
DELASREPRESENTACIONESDE��A¶OSALGRUPODE��A¶OS�

Discusión y conclusiones

5NACARACTER¤STICADELESQUEMADECLASIFICACI�NQUELOHACEINTERESANTEESQUE�
MIENTRASQUELASREPRESENTACIONESIC�NICASDEN¢MEROSECORRESPONDENCONESTRATEGIAS
DEMODELIZACI�NDIRECTAPARARESOLVERELPROBLEMA�YCONREPRESENTACIONESINFORMALES
MEDIANTEDIBUJOSOMARCAS�LASREPRESENTACIONESSIMB�LICASDEN¢MEROSEUTILIZANMÕS
PARAESCRIBIRLASSOLUCIONESYTIENENUNCARÕCTERMÕSFORMAL�,ASREPRESENTACIONESDE
N¢MEROSCONASPECTOSIC�NICOSYSIMB�LICOSSONESTRATEGIASDETRANSICI�NDEUNCONO
cimiento informal al formal, resultan poco eficientes, por redundantes, al utilizar dos 
REPRESENTACIONESDIFERENTESQUETRANSMITENLAMISMAINFORMACI�N�!DEMÕS�PUEDEN
denotar una falta de dominio del principio de cardinalidad. Como hemos visto, el tipo 
DEREPRESENTACI�NVAR¤ASEG¢NLAEDADYLATAREA�SIENDOMÕSELEVADOELGRADODESIM
BOLIZACI�NENELGRUPODE��A¶OSYENLASTAREASDEPETICIONES�
,ASREPRESENTACIONESENPROBLEMASDEDESCOMPOSICI�NSONSIMILARESA LASQUE

FIGURANEN3CHULMANY%STON�����	�AUNQUEENAQUELTRABAJO�ALPLANTEARPROBLEMAS
DEDESCOMPOSICI�NALOLARGODETODOELCURSODE��A¶OS�SEVEMÕSLAEVOLUCI�NEN
LASREPRESENTACIONESYENELN¢MERODEDESCOMPOSICIONESDADO�!CAMBIO�ENNUESTRO
TRABAJOAPARECENLASREPRESENTACIONESINTERMEDIASENTRELOSTIPOS"�Y#��NODESCRITAS
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EN3CHULMANY%STON�����	�5NASPECTOLLAMATIVODEESTASREPRESENTACIONESESQUEEL
TIPODEOBJETOCONSTADEDOSATRIBUTOS�CERDO�QUEESREPRESENTADODEMANERAIC�NICA�Y
COLOR�QUEAPARECEREFLEJADODEFORMASIMB�LICA�CONPALABRAS	�%NCONJUNTO�CONFORMAN
UNAREPRESENTACI�NhMIXTAvDELTIPODEOBJETO�
#ADASISTEMADEREPRESENTACI�NENFATIZAUNDETERMINADOASPECTODEUNCONCEPTO�

0ARAELSISTEMADELOSN¢MEROSNATURALESDESTACANLASMODALIDADESDEREPRESENTACI�N
SIMB�LICA�VERBAL�GRÕFICAYMANIPULATIVA�2ICO�-AR¤N�,UPIÕ¶EZY'�MEZ�����	�%N
LASTAREASQUEHEMOSPRESENTADOENESTETRABAJO�ESTÕNPRESENTESTODASESTASMODALIDADES�
!LCENTRARNOSENLASREPRESENTACIONESGRÕFICAS�NOHEMOSDESCRITOLAFASEDERESOLUCI�N
DEPROBLEMASCONMATERIALESMANIPULATIVOS�PREVIAALTRABAJOENELCUADERNODELALUMNO�
,OSPROBLEMASDEDESCOMPOSICI�NDECANTIDADESSUPONENUNANTECEDENTEDELANÕLISIS
ARITM£TICODEN¢MEROSYLASREPRESENTACIONESQUEAPARECENENELLOSREMARCANLASRELA
CIONESPARTETODO�#ASTRO2ODR¤GUEZYOTROS�����	�
0ARAFINALIZAR�UNAIMPLICACI�NDEESTETRABAJOPARALAPLANIFICACI�NDELAENSE¶ANZA

ENELAULADEEDUCACI�NINFANTIL�ESQUEDEBEMOSSELECCIONARCUIDADOSAMENTEYVARIAR
LASTAREASQUEPLANTEAMOSDESDELOS�A¶OS�PARAPOTENCIARALMÕXIMOELDESARROLLODE
las capacidades de representar cantidades discretas.
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CREENCIAS QUE MUESTRAN PROFESORES ESPAÑOLES,  
ARGENTINOS Y CHILENOS SOBRE LAS MATEMÁTICAS, 

SU ENSEÑANZA Y APRENDIZAJE

Beliefs that Spanish, Argentinian and Chilean Teachers Show  
about Mathematics, its Teaching and Learning

Paola Donoso, Nuria Rico y Encarnación Castro

Universidad de Granada, España

Resumen

3EPRESENTAENESTETRABAJOUNACOMPARACI�NDELOSRESULTADOSOBTENIDOSSOBRECREENCIAS
HACIALASMATEMÕTICAS�SUENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�PORGRUPOSDEDOCENTESDE%SPA¶A�!RGENTINA
Y#HILE�CONELOBJETIVODECONSTATARSEMEJANZASYDIFERENCIASENDICHASCREENCIAS�,ARECOGIDA
DELOSDATOSSEEFECTU�ATRAV£SDEUNCUESTIONARIODEVALORACI�NTIPO,IKERT�!DEMÕSDEEJERCER
LADOCENCIAENDIFERENTESPA¤SES�ELN¢MERODEDOCENTESPERTENECIENTEACADAPA¤SESDIFERENTE�Y
DESARROLLANSUTRABAJOENNIVELESEDUCATIVOSDISTINTOS�%NTRELOSHALLAZGOSENCONTRAMOSQUELOS
DOCENTESMUESTRANCREENCIASCOMPARTIDAS�INDEPENDIENTEMENTEDELNIVELEDUCATIVOYDELPA¤S
DONDEDESARROLLANSULABORPROFESIONAL�

Palabras clave: CONCEPCIONES�CREENCIAS�EDUCACI�NMATEMÕTICA�PROFESORES�

ABSTRACT

In this work we present a comparison between the obtained results about the beliefs of 

teachers, about mathematics, its teaching and learning for teachers from Chile, Argentina 

and Spain. The objective is to verify the similarity and difference about these beliefs. The data 

collection was carried out through a evaluation survey with a Likert scale. For each country, 

teachers practice in different educational levels and the sample size is different. Between results, 

we find that teachers show some same beliefs, independently the educational level or the country 

where they practice.

Keywords: conceptions, beliefs, mathematical education, teachers. 

Donoso, P., Rico, .�YCastro�%������	�#REENCIASQUEMUESTRANPROFESORESESPA¶OLES�ARGENTINOS
YCHILENOSSOBRELASMATEMÕTICAS�SUENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�
&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico 

�PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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Introducción

5NVASTOCUERPODEINVESTIGACI�NSEHAREALIZADOENLAS¢LTIMASD£CADASSOBREEL
PENSAMIENTODELPROFESOR�5NAPARTEIMPORTANTEDEESTAINVESTIGACI�NSEHABASADOEN
ELESTUDIODELASCREENCIASDELOSPROFESORESDEMATEMÕTICASSOBREDICHAMATERIAYSU
PROCESODEENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�"LANCO������$ODERA�"URRONI�,ÕZAROY0IACENTINI�
�����%RNEST������&LORES������&LORES������'IL������'ILY2ICO������(ANDAL
Y(ERRINGTON������,LINARES�3ÕNCHEZ�'ARC¤AY%SCUDERO������-ORENOY!ZCÕRATE�
�����0ONTE������4HOMPSON�����	�
%NESTAINVESTIGACI�NNOEXISTEUNANIMIDAD�ENTRELOSINVESTIGADORES�SOBRELARELA

CI�NQUEGUARDANLASCREENCIASYLASCONCEPCIONES�PRESENTÕNDOSEDOSPUNTOSDEVISTA
DIFERENTES�5NPUNTODEVISTAMANTIENEQUENOEXISTENDIFERENCIASSUBSTANCIALESENTRE
CONCEPCIONESYCREENCIAS�PORLOQUEPUEDENSERTOMADOSINDISTINTAMENTE�EJ�4HOMPSON�
����	�/TROPUNTODEVISTASOSTIENEQUELADISTINCI�NESPOSIBLEY¢TIL�EJ�0ONTE�����	�
0ARAALGUNOSAUTORESLASCREENCIASSONCONSIDERADASVERDADESPERSONALESINDISCUTIBLES�
GENERADASPORLAEXPERIENCIAOLAFANTAS¤A�CONUNFUERTECOMPONENTEEVALUATIVOYAFECTIVO
YLASCONCEPCIONESSONMARCOSIMPL¤CITOSDEORGANIZADORESDECONCEPTOS�DENATURALEZA
ESENCIALMENTECOGNITIVA�QUECONDICIONANLAFORMADEABORDARLASTAREAS�0AJARES�����	�
,ASCONCEPCIONESESTAR¤ANASOCIADASALASCREENCIAS�YCONSTITUIR¤ANUNSISTEMAORGANIZADO�
QUEPERMITIR¤ACOMPRENDERLASENT£RMINOSDESUFORMACI�N�CONSISTENCIAYORGANIZACI�N
�-OREANO�!SMAD�#RUZY#UGLIEVAN�����	�,ASCREENCIASPONENDEMANIFIESTOVERDADES
CONSIDERADASENALG¢NÕMBITO�YLASCONCEPCIONESCONSTITUYENUNANOCI�NMÕSAMPLIA
QUEABARCASIGNIFICADOS�CONCEPTOS�PROPOSICIONES�REGLASEIMÕGENESMENTALES�
!SUVEZ�PORLOGENERAL�NOSEHACEDISTINCI�NENTRECONOCIMIENTOSYCREENCIASPOR

LOQUECUANDOLOSPROFESORESRESPONDENACUESTIONESSOBRESUACTUACI�NDOCENTE�:HENG�
����	NOSEPUEDEDISTINGUIRSIRESPONDENSOBRESUSCONOCIMIENTOOSOBRESUSCREENCIAS�
%NESTETRABAJOUTILIZAMOSLOST£RMINOSCREENCIASYCONCEPCIONES�INDISTINTAMENTE�Y

LOSCONSIDERAMOSCOMOCONSTRUCTOSQUEFORMANPARTEDELCONOCIMIENTO�0AJARES�����	�
QUETIENENSUORIGENENLASEXPERIENCIASDEVIDADECADAPERSONA�ENLAOBSERVACI�N
DIRECTADELAREALIDAD�ENLAINFORMACI�NRECIBIDAOSERINFERIDASPOROTRASCREENCIAS�
3ONESTRUCTURASMENTALESDINÕMICASQUEPUEDENCAMBIARINFLUIDASPORLASEXPERIENCIAS
�4HOMPSON�����	�ENCUYODESARROLLODESEMPE¶ANUNPAPELFUNDAMENTALLOSFACTORES
CULTURALES�-C,EOD�����	�
,ACONSIDERACI�NDEQUELASCREENCIASYCONCEPCIONESCONDICIONANLASPRÕCTICASDE

enseñanza de las matemáticas está presente en los diferentes estudios analizados. La 
JUSTIFICACI�NPARAREALIZARESTOSESTUDIOSSEBASANENQUELOSHALLAZGOSDEESTAEXPLORA
CI�NCONSTITUYENUNPRIMERPASOPARAGENERARPRÕCTICASMÕSADECUADASAPLANTEAMIENTOS
PEDAG�GICOSYATRASNOCHADOS�"LANCO�����	�3ESE¶ALAQUENUMEROSASREFORMASCURRI
CULARESDEMATEMÕTICASSEHANINTENTADO�ENMUCHOSPA¤SESYDURANTEVARIASD£CADAS�
YHANSIDOENGRANMEDIDAINFRUCTUOSAS�9ATES�����	�(ASIDOENMATEMÕTICASDONDE
SEHADADOELMAYORN¢MERODEINTENTOSFUGACESDEINNOVACI�N�(ANDALY(ERRINGTON�
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����	�ACHACÕNDOSEESTEHECHOALAFALTADEINTER£SDELPROFESORADO�INFLUENCIADOPOR
sus creencias.%NNUMEROSOSTRABAJOSSEPLANTEANINTERROGANTESALOSQUEDARRESPUESTA
ENNUEVASINVESTIGACIONES�ENTREESOSINTERROGANTESESTÕN�z(AYCREENCIASQUEJUEGAN
UNPAPELMÕSFUERTEQUEOTRAS��ESDECIR�zALGUNASDEELLASINFLUYENMÕSENLAPRÕCTICA
DOCENTE�z%SPOSIBLEPOSEERCREENCIASCONTRADICTORIAS�z4ODOSLOSPROFESORESDEMATE
MÕTICASPRESENTANLASMISMASCREENCIAS��0ONTE�����	�%STE¢LTIMOINTERROGANTEHA
CONSTITUIDOELIMPULSOPARAREALIZARELESTUDIOQUEREPORTAMOS�

Estudio

%NESTE TRABAJOSEREALIZAUNACOMPARACI�NENTRE LASCONCEPCIONESYCREENCIAS
MOSTRADASPORPROFESORESESPA¶OLES�ARGENTINOSYCHILENOSSOBRELASMATEMÕTICAS�SU
APRENDIZAJEYSUENSE¶ANZA�%NLOSTRESCASOSSEUTILIZ�ELMISMOINSTRUMENTOPARALA
RECOGIDADEDATOS�.OOBSTANTEEXISTENALGUNASDIFERENCIASENTREESTOSTRESESTUDIOS�EL
NIVELEDUCATIVOENELQUEDESARROLLABANLADOCENCIALOSPROFESORESQUEFORMARONPARTE
DELESTUDIO�ELN¢MERODESUJETOSQUEENCADACASOCOMPONELAMUESTRAYLAMANERADE
elegir dicha muestra.

Objetivo

.OSPLANTEAMOS�ESTUDIARSIEXISTENCOINCIDENCIASENLASCONCEPCIONESYCREENCIAS
MOSTRADASPORPROFESORESESPA¶OLES�ARGENTINOSYCHILENOSSOBRELASMATEMÕTICAS�SU
ENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�ATRAV£SDELASRESPUESTASDADASAUNMISMOCUESTIONARIO�

Metodología

,AINVESTIGACI�NESDETIPOTRANSVERSAL�3ELLEVAACABOMEDIANTELAAPLICACI�NDEUN
CUESTIONARIOCERRADODEESCALAVALORATIVA�ELABORADOYAPLICADOEN%SPA¶A�'IL�����	�
APLICADOPOSTERIORMENTEEN!RGENTINA�$ODERAet al.,����	YEN#HILE�$ONOSO�2ICO
Y#ASTRO�EN�����TRABAJOACEPTADOPARASUPUBLICACI�N	�

El instrumento utilizado para la recogida de datos ha sido un cuestionario cerrado 
�RECOGIDOENEL!NEXO	�%LCUESTIONARIOCONSTADEDIEZPREGUNTAS�CADAUNADEELLAS
INCORPORAVARIASRESPUESTASPOSIBLESALASCUALESHEMOSDENOMINADO¤TEMS�%LDOCENTE
ENCUESTADOHADEVALORARCADAUNODEDICHOS¤TEMSCONUNAPUNTUACI�NDEUNAESCALA�
manifestando su nivel de acuerdo o desacuerdo respecto al mismo. Las preguntas con
TEMPLANASPECTOSSOBREEPISTEMOLOG¤ADELASMATEMÕTICAS�SUENSE¶ANZAYSUAPRENDIZAJE�
,ASPREGUNTAS�Y�SEREFIERENALPORQU£YALC�MOSEAPRENDENLASMATEMÕTICAS�

ESDECIR�ASPECTOSEPISTEMOL�GICOSSOBRELAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICAS�,ASPRE
GUNTAS���Y�APORTANINFORMACI�NSOBRELOSCONTENIDOS�LASACTIVIDADES�YELPROCESO
DEPREPARACI�NDEMATERIALES�,ASPREGUNTAS�Y�SECENTRANENLASDIFICULTADESDELA
ENSE¶ANZAYLAUTILIDADDELERROR�,ASPREGUNTAS���Y��VALORANASPECTOSESPEC¤FICOS
SOBRE�ELALUMNADO�SATISFACCI�NYFORMACI�NDELPROFESORADO�
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Sujetos

En España la muestra estuvo constituida por un grupo de 163 docentes de enseñanza 
SECUNDARIAENEJERCICIO�ENLACOMUNIDADANDALUZA�,AMUESTRADELESTUDIOREALIZADO
EN!RGENTINALACONSTITUYERONDOSGRUPOSDEDOCENTESENEJERCICIO���DOCENTESDE
NIVELUNIVERSITARIO�!RGENTINA�	Y��DEENSE¶ANZASECUNDARIA�!RGENTINA�	ELEGIDOS
INTENCIONALMENTE�%N#HILELAMUESTRAESTABACONSTITUIDAPOR���DOCENTESENEJERCICIO
QUEENSE¶ANMATEMÕTICASENLOSNIVELESDE%DUCACI�N'ENERAL"ÕSICA�ELEGIDOSPOR
MUESTREOALEATORIOBIETÕPICOPORCONGLOMERADOS�,AMUESTRAOBTENIDARECOGEDOCENTES
PERTENECIENTESA��CENTROSDELA2EGI�N-ETROPOLITANADE#HILE�DISTRIBUIDOSENLAS
PROVINCIASDE#HACABUCO�-AIPO�3ANTIAGOY4ALAGANTE�

4ABLA��País, región y nivel educativo de los sujetos de la muestra

País Ciudad o Región Nivel educativo N

España Comunidad andaluza %DUCACI�N3ECUNDARIA 163

Argentina Buenos Aires Universitario o superior 26

%DUCACI�N3ECUNDARIA 14

Chile 2EGI�N-ETROPOLITANA %DUCACI�N0RIMARIA 418

En los tres estudios se ha realizado un análisis descriptivo de las valoraciones otor
GADASPORLOSDOCENTESALOSDIFERENTES¤TEMS�TOMANDOLAMEDIAYLADESVIACI�NT¤PICA�
0ARTIENDODEESTOSDATOSESTAD¤STICOSHEMOSREALIZADOUNACOMPARACI�NPARAINDAGAR
SOBRELASPOSIBLESCOINCIDENCIASENLASCREENCIASQUEPONENDEMANIFIESTOSOBRELAS
MATEMÕTICAS�SUENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�LOSDOCENTESPARTICIPANTESENESTOSESTUDIOS�
ATENDIENDODEESTEMODOALOBJETIVOQUENOSHEMOSPROPUESTO�

Análisis de datos

!CONTINUACI�NSEPRESENTAUNGRÕFICOPARACADAUNADELASPREGUNTASDELCUES
TIONARIO�YSECOMENTANLOSRESULTADOS�%NESTOSGRÕFICOSSECOMPARALASMEDIASDE
LASPUNTUACIONESOBTENIDASENLOSCUATROGRUPOSQUEHANINTERVENIDOENLOSDIFERENTES
estudios. Se ha tomado como referencia los datos de Chile, ordenando los ítems de 

MAYORAMENORPUNTUACI�NMEDIA�

Preguntas 1 y 4

%NRELACI�NALASPREGUNTAS�Y��PORQU£YC�MOSEAPRENDENLASMATEMÕTICAS	AL
OBSERVARLASMEDIASDELOS¤TEMSREGISTRADASENLAS&IGURAS�Y�PODEMOSINFERIRQUE
LOSDOCENTESDE!RG��Y%SPA¶AMANIFIESTANIGUALMANERADEPENSAR�,OMISMOSUCEDE
CONLOSGRUPOSDE!RG��Y#HILE�,OS¤TEMSDEMAYORVALORACI�NPOR!RG��Y%SPA¶A
SEREFIERENAQUELASMATEMÕTICASSEDEBENAPRENDERPORSUCARÕCTERFORMATIVOYSE



241CREENCIAS QUE MUESTRAN PROFESORES ESPAÑOLES, ARGENTINOS Y CHILENOS SOBRE LAS MATEMÁTICAS

APRENDENMEDIANTEELESFUERZOYTRABAJOPERSONAL�!DIFERENCIADELOQUEPIENSANLOS
DOCENTESDE!RG��Y#HILE�QUECOINCIDENENQUELASMATEMÕTICASSEDEBENAPRENDERPOR
RAZONESDEUTILIDADSOCIALYPROFESIONAL�YSEAPRENDENESTIMULANDOPROCESOSCOGNITIVOS
YFOMENTANDOCIERTASACTIVIDADES�

Figura 1. Respuestas a la pregunta ¿por qué los escolares han de aprender matemáticas?

Figura 2. Respuestas a la pregunta. Cuarta pregunta ¿cómo se aprenden las matemáticas?
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Preguntas 2, 3 y 7

,ASPREGUNTAS���Y�APORTANINFORMACI�NSOBRELOSCONTENIDOS�LASACTIVIDADES�Y
ELPROCESODEPREPARACI�NDEMATERIALES�3EOBSERVAENLAS&IGURAS���Y�QUELASRES
PUESTASOTORGADASPORLOSDOCENTESDE!RG��Y%SPA¶AENLASPREGUNTAS�Y�SONBASTANTE
SIMILARES�PUDI£NDOSEINTERPRETARQUEAMBOSGRUPOSDEDOCENTESCOMPARTENLASMISMAS
CREENCIASRESPECTOALASACTIVIDADESYPROCESOSQUESIGUENPARAPREPARARMATERIALES�

Los cuatro grupos de docentes coinciden en otorgar menor valor a los contenidos 
pertenecientes a determinadas disciplinas matemáticas, esta creencia predomina en la 
TOTALIDADDELOSDOCENTES�%XISTESEMEJANZAENPUNTUARCONUNAVALORACI�NALTAALAS
ACTIVIDADESQUEDESTACANELTRABAJOINTELECTUALDELOSALUMNOS�!UNQUEPARALOSDOCENTES
DE#HILE�RECIBEMAYORVALORACI�NLASACTIVIDADESQUEDESTACANLAUTILIDADYCONEXI�N
CONSITUACIONESREALES�LAPUNTUACI�NOTORGADAAL¤TEM��ESALTA�
/TRASIMILITUDQUESEOBSERVAENLA&IGURA�ESQUELOSCUATROGRUPOSOTORGANMAYOR

VALORAREFLEXIONARSOBREELPROCESODEAPRENDIZAJECUANDOPREPARANMATERIALES�3IN
EMBARGO�LOSGRUPOSDE!RG��Y%SPA¶ARESTANVALORAELABORARDOCUMENTOSSOBRECON
TENIDOSYOTROSMATERIALES�MIENTRASQUE!RG��Y#HILEDESVALORIZANPEDIRINFORMACI�N
ALOSCOMPA¶EROSENELPROCESODEPREPARACI�NDEMATERIALES�

Figura 3. Respuestas a la pregunta ¿qué contenidos son los más importantes  

en la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas?
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Figura 4. Respuestas a la pregunta  

¿Qué actividades son más recomendables para enseñar matemáticas?

Figura 5. Respuestas a la pregunta ¿Qué procesos sigues cuando preparas materiales  

para la clase de matemáticas?
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Preguntas 5 y 6

%STASPREGUNTASSECENTRANENLASDIFICULTADESDELAENSE¶ANZAYLAUTILIDADDELERROR�
.UEVAMENTESEOBSERVAQUELOSGRUPOSDE!RG��Y%SPA¶ACOMPARTENSUSCREENCIASCON
RESPECTOALPAPELQUEJUEGAELERRORENLAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICAS�PUESTOQUEEN
LA&IGURA�LASL¤NEASDEAMBOSGRUPOSMANTIENENIGUALFORMA�
%XISTESEMEJANZAENLOSCUATROGRUPOSDEDOCENTESENPENSARQUEELSISTEMAEDU

cativo es el principal elemento donde se encuentran las dificultades en la enseñanza 
de las matemáticas, siendo el ítem más valorado en la Figura 6. Lo mismo sucede con 

RESPECTOALPAPELQUEJUEGAELERRORENLAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICAS�TODOSLOSGRUPOS
OTORGANMAYORPUNTUACI�NALACREENCIADEQUELOSERRORESSIRVENPARADIAGNOSTICAREL
CONOCIMIENTOYCORREGIRLASDEFICIENCIAS�

Figura 6. Quinta pregunta ¿A qué se deben las dificultades  

de la enseñanza de las matemáticas escolares?
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Figura 7. Sexta pregunta ¿qué papel juega el error en la enseñanza de las matemáticas?

Preguntas 8, 9 y 10

,ASPREGUNTAS���Y��VALORANASPECTOSESPEC¤FICOSSOBRE�ELALUMNADO�SATISFACCI�N
YFORMACI�NDELPROFESORADO�

Una vez más se registran similitudes significativas en las creencias de los grupos 
DE!RG��Y%SPA¶A�ALOBSERVARLAS&IGURAS�Y�LASL¤NEASDEAMBOSGRUPOSDEDOCENTES
SONCASIPARALELAS�PORTANTO�SEPUEDEINFERIRQUELASCREENCIASSOBREQU£ESUNBUEN
ALUMNO�YCUÕNDOSESIENTENSATISFECHOSCONSUTRABAJOSONLASMISMAS�
%NLAFIGURA�SEREGISTRAQUELOSCUATROGRUPOSDEDOCENTESCOINCIDENENESTAREN

DESACUERDOENQUEUNBUENALUMNOESAQUELQUETIENEBUENASCAPACIDADESINTELECTUALES�
#OINCIDIENDOENESTARALTAMENTEDEACUERDOENQUEUNBUENALUMNOESAQUELQUESE
ESFUERZAYTRABAJA�!UNQUEELGRUPO!RG��VALORAA¢NMÕSALESTUDIANTEQUEESRESPON
SABLE�SOLIDARIOYPARTICIPATIVO�
!SUVEZ�LOSCUATROGRUPOSDEDOCENTESSESIENTENSATISFECHOSCONSUTRABAJOCUANDO

OBSERVANAVANCESENELAPRENDIZAJEDESUSALUMNOS�%STACREENCIAOBTIENEUNAVALORACI�N
ALTAPORTODOSLOSDOCENTES�SEGUIDOENORDENDEPUNTUACI�NPORLACREENCIADESENTIRSE
SATISFECHOSCUANDOAPRECIANINTER£SYPARTICIPACI�NDELOSALUMNOS�PORTANTO�TODOSLOS
DOCENTESESTÕNDEACUERDOENAMBASCREENCIAS�
%XISTESIMILITUDRESPECTOALASCREENCIASSOBREENQU£DEBER¤ANAUMENTAROPERFECCIO

NARSUFORMACI�NENTRELOSGRUPOSDE#HILE�!RG��Y!RG���%STOSTRESGRUPOSOTORGANUNA
VALORACI�NSIMILARALOSCUATRO¤TEMS�SIENDOVALORADOSCOMOMEDIOALTO�3INEMBARGO�
ELGRUPODE%SPA¶ASEASEMEJAALOSOTROSGRUPOS�EXCEPTUANDOENEL¤TEM���ALCUALLE
RESTATOTALIMPORTANCIAAMEJORARSUCONOCIMIENTODELASMATEMÕTICAS�
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Figura 8. Octava pregunta ¿Qué es un «buen» alumno en matemáticas?

Figura 9. Novena pregunta ¿Qué hechos te hacen sentir que has realizado  

una buena labor con tus alumnos en su aprendizaje de las matemáticas?
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Figura 10. Décima pregunta ¿en qué aspectos deberían aumentar o perfeccionar su forma-
ción los docentes que enseñan matemáticas?

Discusión y conclusiones

%NELANÕLISISDE LOSDATOS RECOGIDOSENCONTRAMOSALGUNASCREENCIASQUE SON
COMPARTIDASPORLATOTALIDADDELOSDOCENTES�3OBRELAENSE¶ANZAYAPRENDIZAJEDELAS
MATEMÕTICASMANIFIESTANNOESTARDEACUERDOENQUELASMATEMÕTICASSEDEBENAPRENDER
PORSUINTER£SDENTRODELSISTEMAEDUCATIVO�SINOQUEOBEDECEAOTRASRAZONES�3IENDO
COHERENTESCONESTEPENSAMIENTO� TODOSELLOSEXPRESANESTARENDESACUERDOENQUE
los contenidos pertenecientes a determinadas disciplinas matemáticas sean los más 
IMPORTANTESDEENSE¶AR�!DEMÕS�SUSCREENCIASCOINCIDENENQUEELSISTEMAEDUCATIVO
es el principal elemento donde se encuentran las dificultades en la enseñanza de las 

MATEMÕTICAS�4AMBI£NMUESTRANACUERDOENCONSIDERARQUEUNBUENALUMNONOES
AQUELQUETIENEBUENASCAPACIDADESINTELECTUALES�SINOAQUELQUESEESFUERZAYTRABAJA�
0OR¢LTIMO�EXISTECONSENSOENTODOSLOSDOCENTESENQUESESIENTENSATISFECHOSCONSU
TRABAJOCUANDOOBSERVANAVANCESENELAPRENDIZAJEDESUSALUMNOSYCUANDOAPRECIAN
INTER£SYPARTICIPACI�NDESUSESTUDIANTES�
,OSCUATROGRUPOSDEDOCENTESCOINCIDENENVALORARALTAMENTELAIDEADEQUELAS

DIFICULTADESENELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICASSEDEBENALSISTEMAEDUCATIVOYEN
MENORMEDIDATAMBI£NALOSPROFESORES�#OINCIDENENVALORARMEDIANAMENTELAIDEADE
QUEENELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICASESNECESARIOQUEELESTUDIANTERECIBAASISTENCIA
EXTERNAYQUEUNABUENADISPOSICI�NHACIALAMATERIAAYUDAALAPRENDIZAJEDELAMISMA�
(ANAPARECIDOCOINCIDENCIASENTRELASSIGUIENTESPAREJASDEGRUPOS�

 — %SPA¶AY!RGENTINA�COINCIDENENCONSIDERAR�CONVALORACI�NALTA�ELINTER£S
DELOSESTUDIANTESYLAPARTICIPACI�NCOMOINDICIODEUNTRABAJOBIENHECHO
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PORPARTEDELPROFESOR�-UESTRANUNAPUNTUACI�NMEDIAALCONSIDERARQUELAS
MATEMÕTICASDEBENDESERESTUDIADASPORSUINTER£SPARAELSISTEMAEDUCATIVO
YUNAVALORACI�NMUYBAJAALAIDEADEQUELASMATEMÕTICASSEAPRENDENPOR
incremento de capacidades.

 — %SPA¶AY!RGENTINA � COINCIDEN EN CONSIDERAR EL CARÕCTER FORMATIVODE LAS
MATEMÕTICAS COMO RAZ�N PARA SU APRENDIZAJE ESCOLAR Y ASOCIAR LAS BUENAS
CAPACIDADESINTELECTUALESPARACARACTERIZARELBUENALUMNADODEMATEMÕTICAS�

 — !RGENTINA�Y#HILECOINCIDENENMUCHOSDELOS¤TEMSQUEHEMOSCONSIDE
RADO�,ASRAZONESDEUTILIDADSOCIALYPROFESIONALSONPARAESTOSDOSGRUPOS�
CONVALORACI�NALTA�LASQUESECONSIDERANPARALAENSE¶ANZADELASMATEMÕ
TICAS ESCOLARES Y ES NECESARIO EL EST¤MULO DE LOS PROCESOS COGNITIVOS PARA
APRENDERMATEMÕTICAS� SENTIRSE SATISFECHOS CUANDO SE APRECIA PARTICIPACI�N
ENELAULAYCUANDOSEMUESTRANAVANCESENELAPRENDIZAJEDELALUMNADO�#ON
UNAVALORACI�NMEDIA�LOSDOCENTESDEESTOSGRUPOSCOINCIDENENCONSIDERAR
QUELASMATEMÕTICASSEAPRENDENMEDIANTEAUMENTODECONOCIMIENTOSYCAPA
CIDADES�COINCIDENAS¤MISMOENTODOSLOS¤TEMSDELAPREGUNTAOCHOQUESE
RElEREAQU£ESUNBUENESTUDIANTEDEMATEMÕTICASYSERECOGELASCAPACIDADES
INTELECTUALES�ELESFUERZOYTRABAJOPERSONAL�ELQUEESTÕMOTIVADOYELQUEES
SOLIDARIO�TAMBI£NCOINCIDENENUNAVALORACI�NMEDIAELQUELOSESTUDIANTES
OBTENGANBUENOS RESULTADOSEN LASEVALUACIONESCOMOCRITERIOPARASENTIRSE
SATISFECHOCONSUTRABAJO�

.OHAYCOINCIDENCIAS�PORPAREJAS�ENTRELOSGRUPOS!RGENTINA�Y!RGENTINA�NI
%SPA¶AY#HILE�NI#HILEY!RGENTINA��
,OSDATOSPRESENTADOSENESTEESTUDIOMUESTRANQUELOSDOCENTESMANIFIESTANALGUNAS

CREENCIASSIMILARESCONRESPECTOAASPECTOSESPEC¤FICOSDELAENSE¶ANZAAPRENDIZAJEDE
LASMATEMÕTICAS�SINIMPORTARSUNACIONALIDADYELCONTEXTOENQUESEENCUENTRAN�%N
LOSTRESPA¤SESLAENCUESTASEAPLIC�ENUNPERIODODEREFORMAENLEYESEDUCATIVASANIVEL
NACIONAL�,OSDOCENTESDE!RGENTINA�Y%SPA¶ACOINCIDENENSUMANERADEPENSARCON
RESPECTOAC�MOSEAPRENDENLASMATEMÕTICAS�QU£CONSIDERANQUEESUNBUENALUMNOY
CUÕNDOSESIENTENSATISFECHOSCONSULABOR�!UNQUESUSPENSAMIENTOSSONBASTANTESIMI
LARES�AMBOSGRUPOSDEDOCENTESEJERCENENDIFERENTENIVEL�LOSDE!RGENTINA�ENSE¶ANEN
LAUNIVERSIDADYLOSDE%SPA¶AENSECUNDARIA�0ODR¤AMOSSUPONERQUELOSDOCENTESQUE
EJERCENENELMISMONIVELDEBER¤ANMANIFESTARCREENCIASSIMILARES�SINEMBARGOENESTE
CASONOSUCEDE�PUESTOQUE%SPA¶AY!RGENTINA�EJERCENENSECUNDARIAYSUSCREENCIAS
NOSONTANSIMILARESCOMOLOSON!RGENTINA�Y%SPA¶A�0ORTANTOCONCLUIMOSQUELAS
CREENCIASNOLLEGANASERTOTALMENTEUNÕNIMESYNOPARECEQUEINFLUYANIELPA¤SENQUE
DESARROLLANSUDOCENCIANIELNIVELEDUCATIVOENELQUELOHACEN�



249CREENCIAS QUE MUESTRAN PROFESORES ESPAÑOLES, ARGENTINOS Y CHILENOS SOBRE LAS MATEMÁTICAS

Referencias

Blanco�,������	�#ONCEPCIONESYCREENCIAS
SOBRELARESOLUCI�NDEPROBLEMASDEESTU
DIANTESPARAPROFESORESYNUEVASPROPUESTAS
curriculares. Quadrante. Revista Teórica e 

de Investigaçao, 6��	���n���
Dodera, M., Burroni, E., Lázaro, M., YPia-

centini�"������	�#ONCEPCIONESYCREENCIAS
DEPROFESORESSOBREENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE
de la matemática. Premisa, 10���	��n���

Donoso, P., Rico, .��YCastro�%��ENPRENSA	�
#REENCIASDEPROFESORESCHILENOSSOBRELAS
MATEMÕTICAS�SUENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�

Ernest�0������	�4HEIMPACTOFBELIEFSON
the teaching of mathematics. Mathematics 

Teaching: the state of the art. 249–254
Flores�&������	�Las competencias que los 

profesores de Educación Básica movili-

zan en su desempeño profesional docente. 
Tesis Doctoral, Universidad Complutense 
de Madrid, Departamento de Psicología 
%VOLUTIVAYDELA%DUCACI�N�-ADRID�

������	�Creencias y concepciones de los 

futuros profesores sobre las matemáticas, 

su enseñanza y aprendizaje. Investigación 

durante las prácticas de enseñanza. Tesis 
Doctoral, Universidad de Granada, Didáctica 
de la Matemática, Granada.

Gil�&� �����	� Marco conceptual y creen-

cias de los profesores sobre evaluación en 

matemáticas Tesis doctoral. Universidad de 
Granada, Granada, España.

Gil�&��YRico, L. (2003). Concepciones y creen-

cias del profesorado de secundaria sobre 

enseñanza yAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS�
Enseñanza de las ciencias, 21��	���–47.

Handal�"��YHerrington�!������	�-ATH
EMATICS TEACHERS{BELIEFSANDCURRICULUM
reform. Mathematics Educational Research 

Journal, 15��	���–69.
Llinares, S., Sánchez, V., García, M��Y

Escudero�)������	�#REENCIASYAPRENDER
AENSE¶ARMATEMÕTICAS�5NARELACI�NENTRE
LAREFORMAYLACULTURAMATEMÕTICAESCOLAR�
%N,�-�6ILLAR!NGULO�Y*�#ABERO�%DS�	�

Aspectos críticos de una reforma educativa 
�PP����n���	�Universidad de Sevilla: Ser
VICIODE0UBLICACIONES�

McLeod�$������	�2ESEARCHONAFFECTINMATH
ematics education: A reconceptualization. 
%N$�'ROWS�%D�	�Handbook of Research 

on Mathematics Teaching and Learning�PP�
���n���	�.EW9ORK�-ACMILLAN0UBLISHING
#OMPANY�

Moreano, G., Asmad, U., Cruz, G��YCug-

lievan�'������	�#ONCEPCIONESSOBRELA
enseñanza de matemática en docentes de 

primaria de escuelas estatales. Revista de 

Psicología, XXVI��	����n����
Moreno�-��YAzcárate�#������	�#ON
CEPCIONESYCREENCIASDE LOSPROFESORES
universitarios de matemáticas acerca de la 

enseñanza de las ecuaciones diferenciales. 

Enseñanza de las Ciencias, 21��	����–280.

Pajares�-������	�4EACHERSBELIEFSANDEDUCA
TIONALRESEARCH�CLEANINGUPMESSYCONSTRUCT�
Review of Educational Research, 62���	�
307–332.

Ponte�*������	�4EACHERS{BELIEFSANDCON
ceptions as a fundamental topic in teacher 

EDUCATION�%N+�+RAINER�Y&�'OFFREE�%DS�	�
On research in teacher education. From study 

of teaching practices to issues in teacher 

education�PP���n��	�/SNABRÓCK�&ORSC
HUNGSINTITUTFÓR-ATHEMATIKDIDAKTIK�

Thompson�!������	�4EACHER{SBELIEFSAND
CONCEPTIONS�ASYNTHESISOFTHE2ESEARCH�%N
$�'ROUWS�%D�	�Handbook of Research on 

Mathematics Teaching and Learning.�PP�
127–���	�.UEVA9ORK�-ACMILLAN�

Yates�3�-������	�0RIMARYTEACHERS�MATH
EMATICSBELIEFS�TEACHINGPRACTICESANDCUR
RICULUMREFORMEXPERIENCES�Paper presented 

al the AARE Annual Conference. Recuperado 

DEHTTP���WWW�AARE�EDU�AU�DATA�PUBLICA
TIONS������YAT������PDF

Zheng�(������	�!REVIEWOFRESEARCHON%&,
PRE3ERVICETEACHERS|BELIEFSANDPRACTICES�
Journal of Cambridge Studies, 4��	���n���



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA250

Anexo

Cuestionario cerrado de escala de valoración

0REGUNTA��z0ORQU£LOSESCOLARESHANDEAPRENDERMATEMÕTICAS�
Los estudiantes han de aprender matemáticas por:
1.  El carácter formativo de la materia.
2.  2AZONESDEUTILIDADSOCIALYPROFESIONAL�
3.  Su interés dentro del propio sistema educativo.

�� z1U£CONTENIDOSSONLOSMÕSIMPORTANTESENLAENSE¶ANZA�APRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS
ESCOLARES�
Los contenidos matemáticos más importantes en las matemáticas escolares son:
1.  !QUELLOSQUEPOTENCIANLAABSTRACCI�N�LASIMBOLIZACI�NOALG¢NOTRORASGODELCONO

cimiento matemático.
2.  ,OSQUESON¢TILESPARALAVIDAREAL�
3.  ,OSQUETIENENIMPLICACIONESCURRICULARESPOSTERIORES�
4.  Los pertenecientes a determinadas disciplinas matemáticas.
5.  Los conceptuales.
6.  Los procedimentales.
7.  Los actitudinales.

�� z1U£ACTIVIDADESSONMÕSRECOMENDABLESPARAENSE¶ARMATEMÕTICAS�
,ASACTIVIDADESMÕSADECUADASPARAENSE¶ARMATEMÕTICASSONLASQUEDESTACAN�
1.  %LTRABAJOINTELECTUALDELOSALUMNOSYALUMNAS�RAZONAMIENTO�ANÕLISIS�S¤NTESIS�
2.  ,ADINÕMICADETRABAJODELOSALUMNOS�
3.  ,AUTILIDADYCONEXI�NCONSITUACIONESREALES�
4.  ,AREALIZACI�NDEEJERCICIOSYPRÕCTICASPARAADQUIRIRDESTREZAS�
5.  ,AMOTIVACI�NYELINTER£S�

�� z#�MOSEAPRENDENLASMATEMÕTICAS�
Las matemáticas se aprenden:
1.  -EDIANTEELESFUERZOYTRABAJOPERSONAL�
2.  -EDIANTEAYUDASEXTERNAS�CORRECCIONESYEXPLICACIONES�
3.  0ORPREDISPOSICI�NNATURALDELALUMNOOALUMNAOPORMOTIVACI�N�
4.  -EDIANTEINCREMENTODEALG¢NTIPODECONOCIMIENTOOCAPACIDAD�
5.  %STIMULANDOPROCESOSCOGNITIVOSYFOMENTANDOCIERTASACTIVIDADES�

�� z!QU£SEDEBENLASDIFICULTADESDELAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICASESCOLARES�
Las principales dificultades en la enseñanza de las matemáticas escolares se encuentran en:
1.  ,OSALUMNOSYALUMNAS�
2.  La materia.
3.  Los profesores.
4.  El sistema educativo.
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�� z1U£PAPELJUEGAELERRORENLAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICAS�
Los errores sirven:
1.  0ARADIAGNOSTICARELCONOCIMIENTOYCORREGIRLASDElCIENCIAS�
2.  #OMOFACTOROCONDICI�NPARAELAPRENDIZAJE�
3.  0ARAVALORARYRECONSIDERARLAPLANIlCACI�NOPROGRAMACI�N�

�� z1U£PROCESOSIGUESCUANDOPREPARASMATERIALESPARALACLASEDEMATEMÕTICAS�
Cuando preparo materiales para la clase de matemáticas:
1.  %LABORODOCUMENTOSSOBRECONTENIDOSYOTROSMATERIALES�
2.  2EmEXIONOSOBREELCURR¤CULO�
3.  2EmEXIONOSOBREELPROCESODEAPRENDIZAJE�
4.  0IDOINFORMACI�NALOSCOMPA¶EROSOCOMPA¶ERAS�
5.  %LABOROLISTASDEPROBLEMAS�EJERCICIOSYACTIVIDADESDEMOTIVACI�N�

�� z1U£ESUNiBUENwALUMNOOiBUENAwALUMNAENMATEMÕTICAS�
5NBUENALUMNOOBUENAALUMNAENMATEMÕTICASESAQUELOAQUELLAQUE�
1.  4IENEBUENASCAPACIDADESINTELECTUALES�
2.  3EESFUERZAYTRABAJA�
3.  Está motivado o motivada por las matemáticas.
4.  %SRESPONSABLE�SOLIDARIO�AYPARTICIPATIVO�A�

�� z1U£HECHOSTEHACENSENTIRQUEHASREALIZADOUNABUENALABORCONTUSALUMNOSYALUMNAS
ENSUAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS�
-ESIENTOSATISFECHA�OSATISFECHO�DEMITRABAJOCUANDO
1.  /BSERVOUNBUENAMBIENTEENELAULA�
2.  !PRECIOINTER£SYPARTICIPACI�NDELOSALUMNOSYALUMNASENELAULA�
3.  (AYAVANCESENELAPRENDIZAJEDELOSALUMNOSYALUMNAS�
4.  ,OSALUMNOSYALUMNASOBTIENENBUENOSRESULTADOSENLASEVALUACIONES�

��� ,OSPROFESORESYPROFESORASQUEHANDEENSE¶ARMATEMÕTICASzENQU£ASPECTOSDEBER¤AN
AUMENTAROPERFECCIONARSUFORMACI�N�
,OSPROFESORESYPROFESORASQUEENSE¶ANMATEMÕTICAS�DEBER¤ANAUMENTAROPERFECCIONAR
SUFORMACI�NEN�
1.  -EJORARSUCONOCIMIENTODELASMATEMÕTICAS�
2.  Profundizar en el conocimiento didáctico.
3.  ,AFORMACI�NPRÕCTICAYELCONOCIMIENTODERECURSOS�
4.  ,ACOMUNICACI�NEINTERCAMBIODEEXPERIENCIAS�
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Resumen
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ABSTRACT

Zeno's paradoxes have been the subject of reflection throughout history by many thinkers 

and, in particular, for many mathematicians. In this paper we reflect on the paradox of the 

dichotomy, its history, its role in the current mathematics education and what role that numerical 

models can play in interpreting it.

Keywords: paradoxes, dichotomy, Zeno, numerical models 
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Introducción

i.OHAYPROBLEMASENLOSFUNDAMENTOSDELASMATEMÕTICASQUESEANTANVIEJOSYQUE
DESPIERTENUNINTER£STANPERENNE�ALCANZANDOLASMÕSRECIENTESCONJETURASDELAFILOSOF¤A
DELASMATEMÕTICAS�COMOSONLOSARGUMENTOSDE:EN�NSOBREELMOVIMIENTOw�#AJORI�
�����PTE���P��	�

#ONESTASPALABRAS�&LORIAN#AJORICOMIENZAUNASERIEDE��ART¤CULOSDEDICADOSA
LAHISTORIADELOSARGUMENTOSSOBREELMOVIMIENTODE:EN�NDE%LEAPUBLICADOSEN����
en la revista The American Mathematical Monthly�%NELLOSHACEUNRECORRIDOHIST�RICO
DEMÕSDE����A¶OSDEREACCIONES�INTERPRETACIONESYEXPLICACIONESALASCONOCIDAS
PARADOJASDE:EN�NDE%LEASOBREELMOVIMIENTO�
%NESTETRABAJOCE¶IMOSNUESTRAATENCI�NALACONOCIDACOMOPARADOJADELADICOTO

M¤AYALAREPERCUSI�NQUEHATENIDOENLOS¢LTIMOSA¶OSENLA%DUCACI�N-ATEMÕTICA�
0ARAELLO�ENPRIMERLUGAR�PRESENTAMOSUNAINTRODUCCI�NALAPARADOJAJUNTOCONUNAS
BREVESNOTASHIST�RICAS�0OSTERIORMENTE�REALIZAMOSUNAREVISI�NBIBLIOGRÕFICADETALLADA
DELOSTRABAJOSRECIENTESPUBLICADOSSOBREDICHAPARADOJAQUEESTÕNRELACIONADOSCONLA
EDUCACI�NMATEMÕTICA�0ARATERMINAR�HACEMOSUNALECTURADELAPARADOJAMEDIANTEEL
uso de modelos matemáticos escolares.

Paradoja de la Dicotomía

No puedes recorrer un número infinito de puntos en un tiempo finito. Debes recorrer 

primeramente la mitad del todo, después la mitad de lo que te resta, y así sucesivamente. 

Por tanto, dado que hay un número infinito de distancias por recorrer, esto no se puede 

hacer en un tiempo finito.

!LOLARGODELDESARROLLOHIST�RICODELAMATEMÕTICASEHANSE¶ALADO£POCASY
PERSONAJESQUECONMÕSOMENOSRESERVAS�SUPERARONLOSOBSTÕCULOSSUGERIDOSPORESTA
PARADOJA�5NAPRIMERAFASEES LAQUESEDENOMINANEGACI�NDELOSINFINITESIMALES�
$EM�CRITOESUNREFERENTEDELOSMATEMÕTICOSGRIEGOSQUENEGARONLOSINFINITESIMALES
YADOPTARONUNAPERSPECTIVAATOMISTADELAMATERIAYLASMAGNITUDES�
5NSEGUNDOMOMENTO�ESTÕPROTAGONIZADOPOR!RQU¤MEDES�%LM£TODODEEXHAUS

CI�NDISE¶ADOPARAELCÕLCULODEÕREAS�SEBASAENLACONOCIDAPROPIEDADARQUIMEDIANA
DELASMAGNITUDES�3UPONEUNARUPTURAPRELIMINARCONLAPARADOJADELA$ICOTOM¤A�
3AN!GUST¤NY3ANTO4OMÕSADMITENLAEXISTENCIADELINFINITOACTUALALACEPTARLA

EXISTENCIADEPUNTOS�3INEMBARGO�LOSPUNTOSNOCONSTITUYENLARECTA�DADOQUE£STAS�LO
SECOMPONEDESEGMENTOSPORDIVISI�N�PEROSOSTIENENQUELARECTAPUEDESERUNPUNTO
ENMOVIMIENTO�"ACONCRITICALAEXISTENCIADEINDIVISIBLESDIFERENTESAPUNTOS�PORQUE
TODOSELLOSTENDR¤ANUNTAMA¶OUNIFORMEQUECONVERTIR¤ALADIAGONALDEUNCUADRADO
CONMENSURABLERESPECTODELLADO�

En los siglos xvYxvi�'ALILEOPERCIBELAEXISTENCIADEINFINITOSDELMISMOTAMA¶O
QUECONTRADICENLAAFIRMACI�NEUCL¤DEAi%LTODOESMAYORQUELAPARTEw�SINEMBARGO�
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NOPROFUNDIZAENLAEXISTENCIADEINFINITOSDEDIFERENTETAMA¶O�"AYLE�ENELSIGLOxvii, 
JUSTIFICAQUEELTIEMPONOPUEDEDIVIDIRSEDEMANERAINFINITA�PEROS¤ADMITELAINFINITA
DIVISIBILIDADDELESPACIO�

Newton, en el siglo xviii�ESELMÕXIMOEXPONENTEENELDESARROLLODELCÕLCULO
INFINITESIMAL�NOOBSTANTE�SUDEFINICI�NDEL¤MITEDERAZONESDEINFINITESIMALES�OCOMO
£LLASLLAMABA�iCANTIDADESEVANESCENTESw�FUECRITICADAPOR"ERKELEYPORFALTADEPRECI
SI�NENLOQUEENTRA¶AELHECHODEQUEELL¤MITEESALOQUESEAPROXIMALARAZ�NDELAS
CANTIDADESiENPROCESOwDEANULARSE�PERONOENSUJUSTOMOMENTO�.EWTONSOSTIENE
ADEMÕSLAALCANZABILIDADDELL¤MITE�PERONOLAPOSIBILIDADDEREBASARSE�
#ONPOSTERIORIDAD�LASIDEASACERCADELASCANTIDADESYLOSINDIVISIBLESEVOLUCIONA

RONHASTALAFORMALIZACI�NDELOSN¢MEROSENELSIGLOxix�ENELQUESEDESARROLLAUNA
TEOR¤AAXIOMÕTICADELOSN¢MEROSNATURALES�ENTEROS�RACIONALESYREALES�0OROTROLADO�
LATEOR¤ADE#ANTORSOBRELOSN¢MEROSTRANSFINITOSJUNTOCONLATEOR¤ADELAMEDIDADE
,EBESGUEESTABLECENLARUPTURADEFINITIVAENTREMAGNITUDYCARDINAL�

Lectura dual y argumentos de Aristóteles

,APARADOJATIENEUNALECTURADUAL�No puedes recorrer una cantidad de longitud 

dada porque primeramente has de recorrer la mitad, pero antes de este paso has de 

recorrer la mitad de ese recorrido, y así sucesivamente. Por tanto, dado que hay un 

número infinito de distancias a recorrer previas, ¿cuándo se inicia el movimiento? 

3EOBSERVAQUELASDOSPARADOJASNOPUEDENSERCIERTASALMISMOTIEMPO�%XISTEN
DOSARGUMENTOSSUGERIDOSPOR!RIST�TELESQUERESUELVENENCIERTAMEDIDALAPRIMERA
VERSI�NDELAPARADOJA�SIBIEN�INCURRENENLANEGACI�NDELINFINITOACTUAL�%LPRIMERO
DEELLOSSOSTIENEQUEELESPACIOYTIEMPOSONDIVISIBLESINFINITAMENTEPERONIEGAQUE
EST£NCOMPUESTOSPORPUNTOS�INDIVISIBLES	�SINOQUE¢NICAMENTEESTÕNCOMPUESTOSPOR
SEGMENTOS�%LSEGUNDOSOSTIENEQUEAPESARDEQUEELESPACIOYTIEMPOSONDIVISIBLES
infinitamente, si el tiempo fuera infinito, tendría una parte finita T. En dicha parte finita se 
HADERECORRERUNAPARTEDEESPACIOFINITA3�,APROPIEDADARQUIMEDIANAPERMITEAFIRMAR
QUEiMANTENIENDOLAVELOCIDADCONSTANTEwEXISTEUNAREITERACI�NFINITADEESPACIOSDE
VALOR3�QUESECORRESPONDENCONLAMISMAREITERACI�NDETIEMPOS4�TALQUESESUPERA
CUALQUIERESPACIODELONGITUDFINITAPREFIJADA�LUEGOHADEHABERUNAPARTEDEDICHO
TIEMPOENLAQUESEHARECORRIDOEXACTAMENTEELESPACIOPREFIJADO�3INEMBARGO�ESTE
ARGUMENTOCONTRADICELAINFINITADIVISIBILIDADDELTIEMPO�DADOQUEELTIEMPOINVERTIDO
ENRECORRERLADIAGONALDEUNCUADRADODELADO3AUNQUEFINITOESINCONMENSURABLE
RESPECTODELTIEMPO4�YPOSIBLEMENTE!RIST�TELESNOADMITIR¤APARTESINCONMENSURABLES
CONLAUNIDAD�0OROTROLADO�LAVERSI�NDUALDELAPARADOJANOPODR¤ASERSUPERADAPOR
!RIST�TELESDEBIDOAQUENOPODR¤ASERCAPAZDEJUSTIFICARLACAUSADELMOVIMIENTO�QUE
ESENDEFINITIVALOQUELAPARADOJADUALDE:EN�NNIEGA�
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Revisión de la literatura existente

#ONELOBJETIVODEREVISARLABIBLIOGRAF¤A�SEREALIZAUNANÕLISISDETENIDOENLASBASES
DEDATOSMÕSCONOCIDASYQUEPROPORCIONENINFORMACI�NDEREVISTASESPECIALIZADASEN
%DUCACI�NMATEMÕTICA�%STETIPODEESTUDIOSSEPUEDENCONSIDERARDESCRIPTIVOS�#OLÕS
Y"UEND¤A�����	�%LANÕLISISESTÕBASADOENLAB¢SQUEDADET£RMINOSCLAVEENDIFERENTES
CAMPOSDEB¢SQUEDADELASBASESDEDATOSPARA�POSTERIORMENTE�REALIZARUNANÕLISISDE
CONTENIDODELOSTEXTOSSELECCIONADOS�

Diseño de la búsqueda

,APERSPECTIVACONCEPTUALDE LAB¢SQUEDAPRETENDEOFRECERUNAVISI�NGENERAL
DELASINVESTIGACIONESSOBRELAPARADOJADELADICOTOM¤AENREVISTASESPECIALIZADASDE
EDUCACI�NMATEMÕTICA�,APLANIFICACI�NRECOGELOSSIGUIENTESASPECTOSQUECOMIENZAN
CONLAB¢SQUEDADEREFERENCIASENBASESDEDATOS�3EANALIZANEXHAUSTIVAMENTEBASES
DEDATOSSOBRE#IENCIAS3OCIALES�%DUCACI�NY%DUCACI�N-ATEMÕTICA�TANTONACIONALES
como internacionales. 
3EGUIDAMENTESEDETERMINANLAPOBLACI�NYMUESTRA�0ORACUERDODELOSAUTORES

SESELECCIONANLASBASESDEDATOSINTERNACIONALES�3COPUS�33#)�%2)#�LASTRESDE
CARÕCTERGENERALPARA#IENCIAS3OCIALES	Y-ATH%DUC�DELÕREAESPEC¤FICADE%DUCACI�N
-ATEMÕTICA	�#OMOBASESDEDATOSNACIONALESSECONSIDERAN$IALNETE)3/#�AMBAS
de carácter general.
5TILIZANDOLASHERRAMIENTASDEB¢SQUEDADELASBASESDEDATOS�SEINTRODUJERONLOS

T£RMINOS�:EN�N�:EN�NDE%LEA�0ARADOJAS�$ICOTOM¤AYSUEQUIVALENTESENINGL£S:ENO�
:ENOOF%LEA�0ARADOXESY$ICHOTOMY�,AB¢SQUEDASEREALIZ�ENDIFERENTESCAMPOSDE
LAHERRAMIENTADEB¢SQUEDA�AUTOR�T¤TULO�RESUMENYPALABRASCLAVE�
,OSRESULTADOSSERECOGIERONENUNAHOJADECÕLCULOQUECONTEN¤AINFORMACI�N

SOBRELABASEDEDATOSENLAQUESEHAB¤AENCONTRADO�ELAUTOROAUTORES�T¤TULO�REVISTA�
DISPONIBILIDAD�ENL¤NEA�ENPAPELOSINDISPONIBILIDAD	YSIERANTRABAJOSESPEC¤FICOSDE
EDUCACI�NMATEMÕTICA�&INALMENTE�LAORGANIZACI�NDERESULTADOSDIOLUGARALASELECCI�N
DEALGUNOSDELOSTRABAJOS�

Resultados de la búsqueda

,A4ABLA�RESUMEELN¢MERODETRABAJOSQUESEOBTIENENCONLOSPARÕMETROSDE
B¢SQUEDADESCRITOSENELEP¤GRAFEANTERIOR�
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4ABLA��Recuentos en la búsqueda de documentos (las palabras se usaron en español e inglés)

Base de datos Zenón Zenón+Paradoja

Zenón + Dicotomía

Zenón+Paradoja+Dicotomía

ERIC 25 4 0

Scopus 985 511 7

SSCI 1679 384 7

MathEduc 38 18 5

Dialnet 276 12 inglés + 15 español 0

ISOC 87 2 0

!LGUNOSDELOSTRABAJOSRECOGIDOSENLA4ABLA�SEREPITENENVARIASBASESDEDATOS�
%LTOTALDETRABAJOSQUESUPERANELPRIMERFILTRODEREPETICI�NESDE���DESTACADOSEN
NEGRITAENLA4ABLA�	�%STOSTRABAJOSSEFILTRANPORSUCONTENIDO�SELECCIONANDOAQUELLOS
QUETIENENQUEVERCONASPECTOSDIDÕCTICOSODEEDUCACI�NMATEMÕTICA�%LRESULTADODE
ESTESEGUNDOFILTROES�TRABAJOS�.U¶EZ�����	�0ELEDY(ERSHKOVITZ�����	�$ELA4ORRE
Y0£REZ�����	�-ART¤NEZ�����	�(ONG�����	Y3PROWS�����	�

Descripción de los trabajos

$ELA4ORREY0£REZ�����	DISE¶ANUNAPROPUESTAMETODOL�GICAPARAELESTUDIODE
LASMAGNITUDESESPACIOYTIEMPOCUYORENDIMIENTOSEESPERADESCRIBIRENT£RMINOSDE
NIVELESDE6AN(IELE�%LTRÕNSITOENTREUNNIVELYOTROSECARACTERIZAMEDIANTELASUPERA
CI�NDECIERTASPARADOJASDE:EN�NODEOTRASPARADOJASRELACIONADASCONLASESTRUCTURAS
DELASMAGNITUDESESPACIOYTIEMPO�
(ONG�����	DEDICAUNAREFLEXI�NAL TRATAMIENTOMATEMÕTICOYFILOS�FICODELA

PARADOJADE!QUILESYLA4ORTUGA�#RITICAENPRIMERLUGARQUELAAPLICACI�NINMEDIATADE
LASPROPIEDADESDELL¤MITEDESERIESNORESUELVELAESTRUCTURAQUESUBYACEENELRAZONA
MIENTODE:EN�N�DADOQUELARESOLUCI�NDEDICHOL¤MITENOJUSTIFICALAALCANZABILIDAD
DELMISMO�5NASEGUNDACR¤TICAESLASUPOSICI�NAPRIORIDEQUELAVELOCIDADDELATLETA
ESDOBLEDELADELATORTUGALOCUALPERMITERESOLVERLAPARADOJADEFORMAALGEBRAICA�EN
CONSECUENCIA�SEOBTIENEELINSTANTEYDISTANCIAENLAQUE!QUILESALCANZAALATORTUGA�
-ART¤NEZ�����	IMPLEMENTALAPARADOJADE!QUILESYLATORTUGADENTRODEUNCON

TEXTODERESOLUCI�NDEPROBLEMASCONESTUDIANTESDESECUNDARIAYUNIVERSIDAD�)DENTIFICA
ENLOSESTUDIANTESLAAPLICACI�NDEESTRATEGIASALGEBRAICASYANAL¤TICASPARAABORDARLA
RESOLUCI�NDELAPARADOJA�
.U¶EZ�����	REALIZAUNAINVESTIGACI�NACERCADELAPARADOJADELADICOTOM¤ACON

ESTUDIANTESDEDIFERENTESRANGOSDEEDAD�����������A¶OS	�%LALUMNADODE�A¶OS
MANIFIESTAUNACONCEPCI�NFINITISTAMOTIVADAPORLASLIMITACIONESDELESPACIOYLAPER
CEPCI�N�%LALUMNADODE��A¶OSESCONSCIENTEDELAINFINITUDDELPROCESOIDEAL�PERO
MANTIENENUNAPOSTURAFINITISTAENLAPRÕCTICA�AFIRMANDOQUEELRECORRIDOHADECOMPLE
TARSE�%NRELACI�NALALUMNADODE��Y��A¶OS�NOENCUENTRADIFERENCIASSIGNIFICATIVAS�
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!LGUNOSESTUDIANTESPERCIBENQUEELRESULTADODELPROCESODEPENDERÕDELAESCALADEL
PROBLEMA�DISTANCIASGRANDESOCORTAS	�MANTENIENDOQUEENDISTANCIASGRANDESNOSE
ALCANZARÕELFINALYENDISTANCIASCORTASS¤SEALCANZARÕ�/TROSESTUDIANTESSOSTIENENQUE
JAMÕSSECOMPLETARÕELRECORRIDODADOQUESIEMPREQUEDARÕNDISTANCIASPORRECORRER�
0ELEDY(ERSHKOVITZ�����	INVESTIGANLOSMODOSENQUELOSESTUDIANTESRELACIONAN

UNAEXPRESI�NDECIMALINFINITACONSUREPRESENTACI�NENLARECTAREAL�ENPARTICULAR�
OBSERVAQUEALGUNOSESTUDIANTESCONSIDERANQUE��������xO 5 no pueden ser represen
TADOSENLARECTAREAL�LOCUALRELACIONACONLAPARADOJADE:EN�NDE!QUILESYLATORTUGA�
3PROWS�����	REALIZAUNTRATAMIENTODELASPARADOJASDE:EN�NBASADASENELSIS

TEMADENUMERACI�NBINARIO�PEROENCUENTRACIERTARESISTENCIADELOSESCOLARESASUSTITUIR
ELSISTEMADECIMALPORELBINARIOENSUSRAZONAMIENTOS�

Modelos numéricos en la matemática escolar

$ESDELAEDUCACI�NMATEMÕTICAPLANTEAMOSLALECTURADELAPARADOJADELADICOTOM¤A
MEDIANTEELUSODEMODELOSNUM£RICOS�%STOSMODELOSCORRESPONDENCONLOSCONJUN
TOSNUM£RICOS�PEROASUVEZESTÕNRELACIONADOSCONLAPERCEPCI�NDELAREALIDADYLA
PRECISI�NDELOSINSTRUMENTOSDEMEDIDA�!S¤�AGRUPAMOSLOSMODELOSENTRESCLASES�

1. Modelo discreto�$ARESPUESTAALFEN�MENODELASMEDICIONESDEMAGNITUDESEN
LAPRÕCTICADEBIDOAQUETODOINSTRUMENTODEMEDICI�NTIENEUNAPRECISI�NLIMITADA�POR
TANTO�GENERAMEDIDASQUETIENENUNACANTIDADFINITANDECIFRASDECIMALES�3EDENOTAPOR
DnPARACADANNATURALALCONJUNTODELOSDECIMALESQUETIENENCOMOMÕXIMONCIFRAS
DECIMALES�%LCONJUNTODELOSN¢MEROSNATURALESEQUIVALEA$0. Una regla graduada esco
lar tiene estructura D3�TOMANDOCOMOUNIDADDEMEDIDAELMETRO	�UNCRON�METRO$2 
�TOMANDOCOMOUNIDADDEMEDIDAELSEGUNDO	�,Arecta discreta está formada segmentos 
de longitud mínima denominados indivisiblesYLANOCI�NPUNTONOSEPUEDEDEFINIR�

2. Modelo denso (numerable)�%NTRELOSCONJUNTOSNUM£RICOSQUECUMPLENLAPRO
PIEDADDEDENSIDAD�ENTRECUALESQUIERADOSELEMENTOSHAYOTROELEMENTO�ELCONJUNTODE
LOSDECIMALESQUETIENENUNACANTIDADFINITADECIFRASDECIMALESESELMENORDEELLOSQUE
DENOTAMOSPOR$�3INEMBARGO�ESTECONJUNTONOESCERRADOPARAELL¤MITEDESUCESIONES�
5NAAMPLIACI�NNATURALDE$ESELCONJUNTODELOSN¢MEROSRACIONALES�CONSIDERANDOLAS
EXPRESIONESDECIMALESPERI�DICAS�PEROA¢NAS¤ELCONJUNTODELOSN¢MEROSRACIONALESNOES
cerrado para el paso al límite de sucesiones. La recta racionalESELCONJUNTODESEGMENTOS
CONMENSURABLESCONELSEGMENTOUNIDAD�,OSSEGMENTOS¢NICAMENTESEPUEDENDESCOM
PONERENSEGMENTOSMEDIANTEDIVISI�NENPARTESIGUALES�3EG¢N!RIST�TELESESTECONJUNTO
CARECEDEELEMENTOSINDIVISIBLESDADOQUEEXCLUYEELPASOALL¤MITE�$EUNMODOANÕLOGO�
NOSEPUEDEADMITIRLAEXISTENCIADEPUNTOSENELMODELODENSONUMERABLE�.OOBSTANTE�EN
UNAREPRESENTACI�NGRÕFICANOPODEMOSPERCIBIRLADIFERENCIAENTRELARECTARACIONALYLAREAL�

3. Modelo continuo�%SELCONJUNTONUM£RICOQUECUMPLECONLACONDICIONESDE
clausura para el paso al límite aparte de la característica de densidad, dotándolo de 

IDONEIDADPARALAMODELIZACI�NDELOSFEN�MENOSF¤SICOSHABITUALES�,Arecta continua 
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ESLAUNI�NDETODOSLOSpuntosQUESEOBTIENENCOMOPASOALL¤MITEDEFAMILIASDESEG
MENTOSRACIONALES�%SLA¢NICAQUESEPUEDEAFIRMARDEESTARCOMPUESTADEPUNTOS�EN
este caso los puntos se pueden considerar como elementos primitivos.

Modelizaciones del movimiento

$OTANDOALASMAGNITUDESESPACIOYTIEMPODEALGUNADEESTASTRESESTRUCTURAS
DEFINIMOSELMOVIMIENTOCOMOTODAFUNCI�NQUERELACIONACADAiELEMENTOwDETIEMPO
�INSTANTEODURACI�N	CONUNiELEMENTOwDEESPACIO�POSICI�NOESPACIORECORRIDO	�SIENDO
ELREPOSOLAEXISTENCIADEUNINTERVALODEINSTANTESODURACIONESQUELECORRESPONDEUNA
MISMAPOSICI�N�#ADAUNODEESTOSMODELOSPROVEEALMOVIMIENTORESULTANTEDEUNAS
PROPIEDADESDEDUCIDASDEMANERAL�GICAYQUEPUEDEN�ONO�CONTRADECIRLAOBSERVACI�N
EMP¤RICADELFEN�MENOREAL�

Movimiento discreto-discreto�3IMODELAMOSESPACIOYTIEMPODEFORMADISCRETA�
SEPUEDEDEDUCIRQUEEXISTIRÕUN¢NICOMOVIMIENTOSINREPOSOAVELOCIDADCONSTANTE��
DADOQUEENCADAINDIVISIBLEDETIEMPO¢NICAMENTESEPUEDERECORRERUNINDIVISIBLEDE
ESPACIO�$ELOCONTRARIO�SIEXISTIERAUNINDIVISIBLEDETIEMPO4ENELQUESERECORREN
ALMENOSDOSINDIVISIBLESDEESPACIO�ELTIEMPOQUESEINVIERTEENRECORRERELPRIMER
INDIVISIBLEDEESPACIOESESTRICTAMENTEMENORQUEELQUEINVIERTEENRECORRERLOSDOS�POR
LOTANTO�CONTRADICELAINDIVISIBILIDADDE4�,A&IGURA�MUESTRAQUELARELACI�NGRÕFICA
ENTREESPACIOYTIEMPOSEPRESENTAPORiBLOQUESw�

 Figura 1. Gráfica de la relación espacio-tiempo en un modelo discreto-discreto.

0RESENTAMOSCOMOEJEMPLODEMOVIMIENTODISCRETODISCRETOELiCABALLODE-UY
BRIDGEw�,OSINDIVISIBLESDEESPACIO�FOTOGRAMASCAPTADOS	DEPENDENDELAVELOCIDAD
MÕXIMADEOBTURACI�NDELACÕMARA�MIENTRASQUELOSINDIVISIBLESDETIEMPO�PERIODO
ENTREFOTOGRAMAS	DEPENDENDELAVELOCIDADDEREPRODUCCI�N�
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Figura 2. Serie de Fotografías del «Caballo de Muybridge».

0ARAEXPLICARLAMODELIZACI�NDEMOVIMIENTOSADIFERENTEVELOCIDAD�TOMEMOSCOMO
EJEMPLOELMOVIMIENTOQUESEGENERAENLAPROYECCIONESCINEMATOGRÕFICASDELCABALLO
DE-UYBRIDGE�3UPONGAMOSQUEREPRODUCIMOSAVELOCIDADNORMALUNACINTACINEMATO
GRÕFICACON��FOTOGRAMAS�3ILAVELOCIDADDEPROYECCI�NESFIJA�LAFORMADERALENTIZAR
el desarrollo de la película es «replicando» fotogramas, es decir, insertando una cinta 
CINEMATOGRÕFICACONLOS��FOTOGRAMASDUPLICADOS�%NCAMBIO�SISEDESEADUPLICARLA
VELOCIDADDELMOVIMIENTO�LASOLUCI�NESELIMINARFOTOGRAMAS�DEJANDOLACINTAEN�
FOTOGRAMAS�,A¢NICALIMITACI�NDEESTEPROCEDIMIENTOESELUMBRALDEPERCEPCI�N�3I
SEDESEANCONSERVARiTODASLASFASESwDELMOVIMIENTO�ENTONCESEL¢NICOPROCEDIMIENTO
VIABLEESLAREDUCCI�NDEVELOCIDAD�

Imposibilidad de movimiento discreto-denso. Si consideramos un modelo denso en 
TIEMPOYUNMODELODISCRETOENESPACIO�PARALOCUALPODEMOSEMPLEARLOSFOTOGRAMAS
DELiCABALLODE-UYBRIDGEw�SEOBSERVAQUENOEXISTIR¤AUNMOVIMIENTOSINREPOSO�
AUNQUEHABR¤AMOVIMIENTOSDEDIFERENTEVELOCIDAD�4AMBI£NEXISTIR¤ANMOVIMIENTOS
CONNITIDEZCADAVEZMEJORHASTADONDEELINDIVISIBLEDEESPACIOPERMITA�DEAH¤QUE
EXISTANINTERVALOSDEREPOSO�ESDECIR�LAVELOCIDADDEOBTURACI�NPUEDESERTANGRANDE
COMOQUERAMOSPEROSIEMPREFIJAYDEBIDOALANATURALEZADISCRETADELESPACIOHADE
HABERUNFOTOGRAMAINDIVISIBLE�
,AREFLEXI�NACERCADEUNMOVIMIENTOCONESTRUCTURADISCRETAENTIEMPOYDENSA

ENESPACIO�HACEQUEESTACOMBINACI�NSEAINVIABLE�PORQUEALSERELESPACIORECORRIDO
DURANTEELINDIVISIBLEDETIEMPO�DIVISIBLE�HADEEXISTIRUNAPARTEDETIEMPOENELQUE
ELM�VILHARECORRIDOUNAPARTEPROPIADELESPACIO�

Imposibilidad de movimiento denso-continuo�3IELTIEMPOESDENSOYELESPACIO
ESUNCONTINUO�ENTONCESAVELOCIDADCONSTANTENOSEPUEDEMEDIRELTIEMPOENQUEUN
M�VILRECORRELADIAGONALDEUNCUADRADODELADOUNIDAD�PEROS¤SEPUEDEACOTAR�Y
ENREALIDAD�ELM�VILHADEOCUPARESAPOSICI�NPORQUENOSEPODR¤ADETENERENNING¢N
iPUNTORACIONALwANTERIOR�%NCAMBIO�SIELTIEMPOESCONTINUOYELESPACIOESDENSO�
ENTONCESLACÕMARAFOTOGRÕFICAIDEALPUEDETOMARiPUNTOSwDELMOVIMIENTODELCABALLO�
lo cual contradice la densidad racional del espacio.

Uso de modelos en los artículos seleccionados y en Aristóteles

$ELA4ORREY0£REZ�����	AUNQUESOSTIENENUNAMODELIZACI�NCONTINUADELESPA
CIOTIEMPODESCRIBENNIVELESDE6AN(IELEQUESECARACTERIZANPORLAPERSISTENCIAO
SUPERACI�NDEDIFERENTESMODELOS�AS¤ELNIVEL�SECARACTERIZACOMOELPREDOMINIODEL
MODELODISCRETODISCRETOENELRAZONAMIENTODELESCOLAR�%LNIVEL�SECARACTERIZACOMO
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ELUSODELMODELOCONTINUOCONTINUO�CONUNASUPERACI�NDELADISCRETIZACI�NPERO
EXISTERESISTENCIAAADMITIRLAINDEPENDENCIAL�GICAENTRELONGITUDYCARDINAL�%LNIVEL
�LOCARACTERIZANCOMOLACONSIDERACI�NDELMODELOCONTINUO�NATURALEZADELSEGMENTO
MATEMÕTICO	IDEALYLASLIMITACIONESENLAPRÕCTICA�NOSEPUEDENOBTENERFRACCIONES
DEMATERIAYTIEMPOARBITRARIAMENTEPEQUE¶AS	�&INALMENTEELNIVEL��CORRESPONDEALA
CONSIDERACI�NPLENADELMODELOCONTINUO�ACEPTANDOQUE!QUILESALCANZAALATORTUGA
RECORRIENDOIGUALCANTIDADDEPOSICIONESDURANTETODOELTRAYECTOENUNTIEMPODADO�
SINEMBARGO�NOENLAMISMARAZ�N�
-ART¤NEZ�����	SE¶ALALASESTRATEGIASALGEBRAICASEMPLEADASPORLOSESTUDIANTES

PARARESOLVERLAPARADOJADE!QUILES�LOCUALESTABLECEQUEELMODELOSUBYACENTEDE
ESPACIOYTIEMPOESELDENSO�DENSO�DADOQUELASOLUCI�NTEMPORALOBTENIDAESRACIONAL�
,OSRESULTADOSDE.U¶EZ�����	SEPUEDENINTERPRETARENT£RMINOSDELOSMODELOS

numéricos antes mencionados. Los estudiantes de 8 años interpretan el espacio con 

UNMODELODISCRETODADOQUEENLAPRÕCTICANOSEPUEDENOBTENERLASDIVISIONESQUE
PLANTEA:EN�N�0OROTROLADO�LOSESTUDIANTESDE��A¶OSSONCONSCIENTESDELMODELO
DENSO�SINEMBARGO�ENLAPRÕCTICAADOPTANUNAPERSPECTIVADISCRETA�,OSESTUDIANTESDE
����A¶OSSOSTIENENSORPRENDENTEMENTEUNMODELODISCRETOENPEQUE¶ASDISTANCIASY
UNMODELODENSOENGRANDESDISTANCIAS�AUNQUEHAYESTUDIANTESENLOSQUEPERSISTEEL
modelo denso durante todo el proceso.

,OSRESULTADOSDE0ELEDY(ERSHKOVITZ�����	QUESERELACIONANCONLAREPRESENTA
CI�NDELOSN¢MEROSREALESENLARECTA�DESTACANQUE������xNOPUEDEREPRESENTARSEEN
LARECTA�LOCUALMANIFIESTAUNAPERCEPCI�NBASADAENELMODELODENSOPROPORCIONADOPOR
LOSDECIMALESEXACTOS�QUENOINCLUYELADIVISI�NDELAUNIDADENTERCIOS	�DESLIGADODEL
MODELODENSORACIONAL�QUES¤LAINCLUYE	�0ORELMISMOMOTIVO� �NOESREPRESENTABLE
ENLARECTA�PORDISPONERDEUNAREPRESENTACI�NDECIMALINFINITANOPERI�DICA�

Conclusiones

,ASPARADOJASDE:EN�NHANSIDOEJECENTRALENLAFORMALIZACI�NDELOSCONCEPTOS
NUM£RICOSALOLARGODELAHISTORIA�,OSPROBLEMASREFERENTESALOSCONJUNTOSNUM£RICOS
CONSIDERADOSPARAEXPLICARLA�AS¤COMOLOSPROBLEMASDEFORMALIZACI�NDEDICHOSCONJUN
TOSHANSUPUESTOUNOBSTÕCULOPARAOBTENEREXPLICACIONESSATISFACTORIAS�$ESTACAMOSEL
TRABAJODE#AJORI�����	ENLOSQUESERECOGEUNAREVISI�NEXHAUSTIVADELOSARGUMENTOS
UTILIZADOSDESDE!RIST�TELES�
%NLAACTUALIDAD�YDESDEUNAPERSPECTIVADELAEDUCACI�NMATEMÕTICA�NOSSORPRENDE

ENCONTRARPOCOSTRABAJOSDEDICADOSALAPARADOJADELADICOTOM¤A�,ALISTAOBTENIDA
mediante un procedimiento cienciométrico los reduce a seis. 

0ARATERMINAR�HEMOSPROPORCIONADOARGUMENTOSSOBREMODELOSNUM£RICOSQUE
pueden ser utilizados tanto para interpretar los razonamientos de otros autores como 

PARAPROPONEREXPLICACIONESESCOLARESALAPARADOJADELADICOTOM¤A�
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MAGNITUD Y SU MEDIDA EN LA FORMACIÓN INICIAL  
DE MAESTROS DE PRIMARIA.

DISEÑO DE UNA INVESTIGACIÓN

Magnitude and its Measurement in Pre-Service Primary  
school Teacher Training. Design of a Research

Francisco Gila, Ana Belén Montorob y María Francisca Morenoa

aUniversidad de Almería, España 
BUniversidad Camilo José Cela, España

Resumen

%NESTETRABAJOSEPRESENTAELDISE¶ODEUNEXPERIMENTODEENSE¶ANZAPARAEVALUARLAEFICACIA
DEUNMODELOINSTRUCCIONALSOBRELACOMPARACI�NDEMAGNITUDESUTILIZADOENLAFORMACI�NDE
-AESTROSDE0RIMARIAENLAASIGNATURA%NSE¶ANZAY!PRENDIZAJEDELA'EOMETR¤AYLA-EDIDA
en la Universidad de Almería. Este diseño surge del desarrollo previo de varios ciclos donde se 

HANPUESTOENPRÕCTICAYVALORADOSECUENCIASDETAREAS�
#ONCRETAMENTE�SEPARTEDELMODELOPARALAENSE¶ANZADELAMEDIDAYADECUAMOSLAMETO

DOLOG¤AALASCARACTER¤STICASDELGRUPOCLASEYELN¢MERODEHORASPRESENCIALES�3EAPLICAALOS
ESTUDIANTESUNAPRUEBAINICIALDECONOCIMIENTOSSOBREMEDIDA�SEPREV£NLASLAGUNASQUEPRESENTAN
YLOSERRORESYDIFICULTADES�SEDISE¶ANTAREASQUEHACENAFLORARCONCEPCIONESERR�NEAS�FAVORECEN
LADISCUSI�NYLAMODIFICACI�NY�OELABORACI�NDEESTRATEGIASPROPIAS�AS¤COMOLAEVALUACI�NDE
la validez de estrategias distintas de las propias.

Palabras clave: MAGNITUDESYSUMEDIDA�FORMACI�NDEMAESTROS�%DUCACI�N0RIMARIA�
EXPERIMENTODEENSE¶ANZA�

ABSTRACT

This work presents the design of a teaching experiment to evaluate the efficacy of an instruc-
tional model about measurement comparison used in primary school teachers´ training during 
a subject called Teaching and Learning of Geometry and Measurement at Almeria University. 
This design arises from the (prior) development of several instructional cycles in which the model 
was used and sequences of tasks were evaluated.

Specifically, based on the teaching model we consider more appropriate for measurement, 
the methodology was adapt to our groups of students and their characteristics, as well as to 

Gil, F., Montoro, A. B. YMoreno�-�&������	�-AGNITUDYSUMEDIDAENLAFORMACI�NINICIALDE
MAESTROSDE0RIMARIA�$ISE¶ODEUNAINVESTIGACI�N�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�
4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�������	�
Granada: Comares. 
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the number of in-person classes. An initial knowledge test about measurement was developed. 

Likewise, possible gaps in their knowledge, difficulties and mistakes were anticipated. Moreover, 

we designed tasks to make misleading ideas arise, to favor discussion and the modification or 

creation of their own strategies in order to solve the tasks. Finally, it was important to evaluate 

the validity of strategies different from ours.

Keywords: Magnitude and its measurement, teacher training, Primary Education, teaching 

experiments. 

Contextualización del problema. Justificación de la investigación

!LRECIBIRLAINVITACI�NDECOLABORACI�NENLAPUBLICACI�NDEUNLIBROCOMOPARTEDEL
HOMENAJEALPROFESOR$R�,UIS2ICO�NOSPLANTEAMOSVARIASPOSIBILIDADESPERORÕPIDAMENTE
NOSINCLINAMOSHACIAUNTEMAENELQUECOMENZAMOSATRABAJARARA¤ZDELAPUBLICACI�N
DEUNODELOSLIBROSDELACOLECCI�N@-ATEMÕTICAS�CULTURAYAPRENDIZAJE��3ETRATADELAS
MAGNITUDESYSUMEDIDA�UNTEMAQUEHASIDOUNACONSTANTEENNUESTROTRABAJO�

Antecedentes

,ASMAGNITUDESYSUMEDIDAFORMANPARTEDELOSCURR¤CULOSDELASDIFERENTESETAPAS
EDUCATIVASYEXISTECONSENSOENELDESTACADOPAPELQUEJUEGALAMEDIDA�COMOHABILIDAD
práctica importante en la vida diaria, en el desarrollo de la competencia matemática de 

LOSESCOLARES�3INEMBARGO�ESCONSTATABLEQUEENSUSACTIVIDADESCOTIDIANASMUCHOS
ADULTOSMUESTRANUNDOMINIOINSUFICIENTEDELAMEDIDAYAELLOPROBABLEMENTECONTRIBUYE
UNALIMITADAEXPERIENCIACONELAPRENDIZAJEDEESTOSCONTENIDOSDURANTESUPASOPORLA
EDUCACI�NOBLIGATORIA�%NESTESENTIDOTAMBI£NEXISTEACUERDOENQUEESMEJORABLEEL
MODOENQUESEABORDANLOSPROCESOSDEENSE¶ANZAAPRENDIZAJEQUESEPLANIFICANPARA
LOSESCOLARES�0OREJEMPLO�SESUELEINCIDIRENELDOMINIODEDETERMINADASHABILIDADES
AISLADASMÕSQUEENELDESARROLLODECONCEPTOSYCOMPRENSI�NQUEFACILITENUNVERDADERO
SENTIDODELPROCESODEMEDIDAENELQUESEINTEGRENVARIASCOMPONENTES�#ONFRECUEN
CIASEOMITENLASIMPLICACIONESQUETENDR¤AREFLEXIONARSOBREDESARROLLOHIST�RICODELA
MEDIDA�LOQUECONLLEVA�PARAEMPEZAR�QUENOSEOFREZCALAOPORTUNIDADDEPERCIBIRLA
NECESIDADMISMADEMEDIR�NIDEC�MOLAMEDIDAEMERGEDEUNAiNOCI�NDEIGUALDAD
SOCIALMENTEACEPTADAw�ALCOMPARARELTAMA¶O�LADURACI�N�ELVALOR�ETC��ENSITUACIONES
COMERCIALESODETRUEQUE�
$EESTEMODO�LANATURALEZADELASTAREASHABITUALESENELÕMBITOESCOLARSOBREMAG

NITUDESYMEDIDAPROVOCANQUEMUCHOSESCOLARESNOTENGANCONCIENCIA�POREJEMPLO�
DELANOCI�NDEREPLICACI�NDELAUNIDAD�ESDECIR�LAREPETICI�NDEUNA¢NICAUNIDAD
DEMEDIDA�APARTIRDELOCUALELHOMBREHALLEGADOALRECUENTOYALN¢MERO�%STOES
RELEVANTEPUESTOQUEDEESTEHECHONACI�LANECESIDADDEPATRONESDEMEDIDAFIJOS�,AS
EXPERIENCIASESCOLARESCONLASMEDIDASCOMIENZANNORMALMENTECONELN¢MERO�YESTÕN
FRECUENTEMENTERESTRINGIDASA£L�CONPOCASPOSIBILIDADESDEEXPLORAROTROSASPECTOSEN
LOSCUALESSEFUNDAMENTALAMEDICI�N�
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#ONSIDERAMOSIMPRESCINDIBLEMODIFICARHÕBITOSDEFICIENTESENLAENSE¶ANZADE
ESTOSCONTENIDOSQUESEHANMANTENIDODEMANERAPERSISTENTE�INCLUSOAPESARDELAS
INDICACIONESINCLUIDASENLASDISTINTASNORMATIVASCURRICULARES�%STANECESIDADDEMEJORA
DETECTADAENLACOMPRESI�NYMANEJODELAMEDIDAPORPARTEDELOSESCOLARESNOSCONDUCE�
INMEDIATAMENTE�ACENTRARNUESTRAATENCI�NENLOSRESPONSABLESDELASPLANIFICACIONES
REALIZADASSOBREESTOSCONTENIDOS�!UNQUEESTETIPODECONSIDERACIONESSEPODR¤ANREA
LIZARPARAELPROFESORADODECUALQUIERNIVELEDUCATIVO�ENNUESTROCASONOSCENTRAREMOS
ENELFUTUROPROFESORADODEPRIMARIAQUEDEBEDISE¶AR�DESARROLLARYEVALUARTAREASQUE
PROMUEVANENLOSESCOLARESUNDOMINIOSIGNIFICATIVODELAMEDIDA�#OBRAPORTANTOESPE
CIALRELEVANCIALAFORMACI�NDELOSFUTUROSPROFESORESDE0RIMARIA�)NCLUSOESCONVENIENTE
Y�ONECESARIO�COMOPASOPREVIO�VALORARLACOMPETENCIADELOSFUTUROSPROFESORESENLO
RELATIVOALDOMINIODELASMAGNITUDESYSUMEDIDA�
!CTUALMENTEESAMPLIOELESFUERZOREALIZADOSOBREELTRATAMIENTODELASMAGNITUDESY

LAMEDIDADENTRODELAFORMACI�NENMATEMÕTICAYSUDIDÕCTICAENELÕMBITODEMAESTROS
DE0RIMARIA�%N#ASTRO�����	SEREALIZAUNPRIMERTRATAMIENTODEESTOSCONTENIDOSA
TRAV£SDELOSORGANIZADORESDELCURR¤CULOYCONSTITUYENUNACONTRIBUCI�NALANÕLISISDE
CONTENIDO�ALCOGNITIVOYALDEINSTRUCCI�N�%STOSCONTENIDOSESTÕNINTEGRADOSEN3EGOVIA
Y2ICO�����	DONDESEAPORTAUNAINTRODUCCI�NSISTEMÕTICADELOSSIGNIFICADOSDELOS
CONCEPTOSCONVENCIONALESYDELASESTRUCTURASMATEMÕTICASENLA%DUCACI�N0RIMARIA�
!DEMÕSSELEDEDICANDOSCAP¤TULOSEN&LORESY2ICO�����	�ORIENTADOARECOPILAREL
CONOCIMIENTODIDÕCTICODELASMATEMÕTICASESCOLARESYPROFUNDIZANDOENELCONOCIMIENTO
REQUERIDOPORELPROFESORDEMATEMÕTICASDE0RIMARIA�
%SNECESARIOREFLEXIONARSOBREELPROCESODEMEDIRUNAMAGNITUDPARAPODERDISE¶AR

YTRABAJARENELAULATAREASQUEIMPLIQUENUNAPRENDIZAJESIGNIFICATIVODELAMEDIDA�!
CONTINUACI�NRESUMIMOSESTEPROCESO�

Marco de referencia

,AMEDICI�NDEUNAMAGNITUDESUNPROCESOQUESEINICIACONLACONSTRUCCI�NDELA
MAGNITUDYSECOMPLETACONSUMEDIDAYSUESTIMACI�N�%STENOESUNPROCESOLINEAL�
NISEDESARROLLADEMODOSECUENCIALSEG¢NSEALAMAGNITUD�LONGITUD�MASA�CAPACIDAD�
VOLUMENxETC�%SUNPROCESOCOMPLEJOQUECOMIENZACONLAPERCEPCI�NDELOSATRIBU
TOSENLOSOBJETOSYELAISLAMIENTODELACUALIDADQUESEVAAMEDIR�0OSTERIORMENTESE
COMPARANOBJETOSQUECOMPARTENESTEATRIBUTOCOM¢NMEDIBLEMEDIANTELOST£RMINOS
RELACIONALESgMÕSQUEg� gMENOSQUEgYgTANTOCOMOg�!LCONSIDERARgEQUIVALENTESgTODOS
LOSOBJETOSQUESEHANCOMPORTADOIGUALFRENTEALACOMPARACI�NYRESPONDENALgTANTO
COMOg�SURGELANOCI�NDECANTIDADDEMAGNITUD�%STASCANTIDADESSEPUEDENSUMARY
ORDENAR�$IFERENTESCIRCUNSTANCIAS�POREJEMPLO�DIFICULTADENLACOMPARACI�N�NECESIDAD
DEPRECISI�N�ETC��HACENCONVENIENTEASIGNARUNN¢MEROAUNACANTIDADDEMAGNITUD�
%STEHECHO�DEENORMEUTILIDADPRÕCTICA�ESLOQUEDENOMINAMOSMEDIRYSEDESARROLLA
en varias etapas:
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 — %SCOGERUNACANTIDADlJA�QUESEDENOMINAUNIDADDEMEDIDA�
 — 2EITERARESTAUNIDAD�TANTASVECESCOMOSEAPRECISO�SOBREELOBJETOAMEDIR�
 — #ONTARELN¢MERODEVECESQUESEHAITERADO�
 — !SIGNARALOBJETOESEN¢MERO�INDICANDOLAUNIDADUTILIZADA�

4ODOSLOSDEMÕSOBJETOSQUESEANgEQUIVALENTESgALDADO�ESDECIR�QUECOMPARTANLA
MISMACANTIDADDEMAGNITUD�SEANIGUALESDEx	MEDIRÕNLOMISMO�2ESALTARTAMBI£N
QUELAMEDIDADEUNOBJETODEPENDEDELAUNIDADESCOGIDAYPORESARAZ�NESIMPRES
CINDIBLEINDICAR�JUNTOALN¢MEROASIGNADOCOMOMEDIDA�DEQU£UNIDADSETRATA�
#ONESTOSEDESTACAgQU£SEVAAMEDIRg�MEDIANTELANECESIDADDELAPERCEPCI�NYLA

COMPARACI�N�AS¤COMOLAIMPORTANCIADELAELECCI�NYFIJACI�NDEUNAUNIDADDEMEDIDA�
%LPROCESOSECOMPLETACONLAESTIMACI�N�ESDECIR�LAPOSIBILIDADDEAPRECIARgAOJOgSIN
LAAYUDADEINSTRUMENTOSDEMEDIDA�LAMEDIDADELACANTIDADDEMAGNITUD�%STAESUNA
HABILIDADQUEDEBEFOMENTARSEPORSUINDUDABLEINTER£SPRÕCTICOYQUEREQUIEREELHABER
INTERIORIZADOUNOSREFERENTESYELHABERDESARROLLADOUNASESTRATEGIAS�
,AENSE¶ANZADELOSCONCEPTOSDEATRIBUTO�CUALIDADYMEDIDAESESENCIALEN%DUCA

CI�N0RIMARIAPEROSONNUMEROSOSLOSESTUDIOSQUEPONENDEMANIFIESTOLASDIFICULTADES
QUETIENENLOSESCOLARESPARAAPRENDERLOS�2ECIENTEMENTE�0ASSELAIGUEY-UNIER�����	
CONSIDERANQUEPARAENSE¶ARESTOSCONCEPTOSLOSPROFESORESDEBENDOMINARLOSYDESPU£S
DEANALIZARELNIVELDEDOMINIODELOSESTUDIANTESPARAPROFESOREN&RANCIA�CONCLUYEN
QUELOSFUTUROSPROFESORESNODIFERENCIANESTOSCONCEPTOS�SIENDOLANOCI�NDEATRIBUTO�
cualidad la menos comprendida.
.UESTROINTER£SSECENTRAENINVESTIGARSOBREELMODELODELPROCESODEMEDIDAORIEN

tado a conseguir su dominio por parte de los futuros maestros de Primaria. Inicialmente 
ESTEMODELOSEAPOYAENLAPERCEPCI�N�COMPARACI�N�MEDIDAYESTIMACI�N�/LMO�
-ORENOY'IL�����	�QUEACABAMOSDEDESCRIBIRBREVEMENTE�%N&R¤AS�'ILY-ORENO
�����	Y-ORENO�'ILY&R¤AS�����	ESTÕNAMPLIAMENTEDESARROLLADASLASFASESDEPER
CEPCI�NYCOMPARACI�NDECUALIDADESDELOSOBJETOSAS¤COMOSUTRATAMIENTONUM£RICO
MEDIANTELAMEDIDAYLAESTIMACI�N�%STEESUNINTENTODERESALTARLASCUALIDADESDELOS
OBJETOS�AISLARLAQUEINTERESACUANTIFICARYDESARROLLARELPROCESODEMEDIRLAOESTIMARLA�
-ÕSCONCRETAMENTE�NUESTROSOBJETIVOSINSTRUCCIONALESSEORIENTANACONSEGUIRQUE

los estudiantes para maestro desarrollen las competencias necesarias para enfrentarse, 
CONCIERTASGARANT¤AS�ALAENSE¶ANZADELASMAGNITUDESYSUMEDIDA�#OMOAUTORESJUS
TIFICAMOSLAELECCI�NDELCONTENIDOENQUELOHEMOSMANTENIDO�TRADICIONALMENTE�COMO
UNÕMBITODETRABAJOCONSTANTEYPORQUELAMAYORPARTEDENUESTRAACTIVIDADDOCENTESE
DESARROLLAENLAFORMACI�NDEMAESTROS�HABIENDOTENIDOOPORTUNIDADDECONSTATARLAS
deficiencias de los estudiantes para maestro en estos contenidos.

La investigación

0ARAPROPICIARELLOGRODEDICHOOBJETIVOPLANIFICAMOSUNAINVESTIGACI�NDEDISE¶O�
QUERESUMIMOSENESTEDOCUMENTO�(EMOSIMPLEMENTADOELMODELOENSUCESIVOSCURSOS
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ENLAASIGNATURA%NSE¶ANZAYAPRENDIZAJEDELA'EOMETR¤AYLA-EDIDADESEGUNDODE
-AESTRODE%DUCACI�N0RIMARIADE!LMER¤A�ENCONCRETOENELCUATRIMESTREDEDICADO
a la medida. El proceso ha sido cíclico, cada curso hemos rediseñado la asignatura en 

FUNCI�NDELOSDATOSRECOGIDOSELCURSOANTERIOR�REFORMULANDOOCAMBIANDOACTIVIDADES
QUENOHAB¤ANPRODUCIDOLOSRESULTADOSDESEADOS�INTRODUCIENDOOTRASNUEVASYOTROS
PLANTEAMIENTOSMETODOL�GICOSPARADESARROLLARASPECTOSQUEANTESNOLOESTABANLO
suficiente, etc. 

4ODOELLOENARASDEALCANZARNUESTROOBJETIVO�FORMARMAESTROSCAPACESDEAFRONTAR
CONCOMPETENCIALATAREADEENSE¶ARALOSESCOLARESLASMAGNITUDESYSUMEDIDA�5NA
parte importante de nuestra actividad, para alcanzar este fin, se centra en desarrollar en 

LOSESTUDIANTESPARAMAESTROSAQUELLASCAPACIDADESQUEDEBENFOMENTARENLOSESCOLARES
YQUEELLOSMISMOSNOPOSEEN�POREJEMPLO�LACAPACIDADDECOMPARAROLADEESTIMAR�

Metodología

3EHAELEGIDOELDISE¶ODEEXPERIMENTODEENSE¶ANZAPORQUEiMÕSALLÕDECREAR
DISE¶OSEFECTIVOSPARAALG¢NAPRENDIZAJE�SEPERSIGUEEXPLICARPORQU£ELDISE¶OINSTRUC
CIONALPROPUESTOFUNCIONAYSUGERIRFORMASCONLASQUEPUEDESERADAPTADOANUEVAS
CIRCUNSTANCIASw�-OLINAYOTROS������P���	�
0ARAEXPLICARELDISE¶ODENUESTROEXPERIMENTODEENSE¶ANZAVAMOSASEGUIRLOS

PASOSSE¶ALADOSPOR-OLINAYOTROS�����	�COMENZANDOPORLAFASEDEPREPARACI�NDEL
EXPERIMENTO�
!NIVELGENERALPRETENDEMOSPROBARLAUTILIDADDENUESTROMODELODEENSE¶ANZADE

LASMAGNITUDESYSUMEDIDAENLAFORMACI�NDEMAESTROS�4RASVARIOSCICLOSDEEXPERI
MENTACI�NENLOSQUESEHAIDOADAPTANDOUNASECUENCIADEACTIVIDADESPARAARTICULAR
ELMODELO�PARAELPRESENTEEXPERIMENTODEENSE¶ANZA�PRETENDEMOSPORUNAPARTECOM
PROBAR�ADAPTAROENSUCASOMODIFICARLASECUENCIADEACTIVIDADESQUEPROPONEMOSALOS
ESTUDIANTES�YPOROTRACONTRASTARLOSASPECTOSGLOBALESATRABAJARDENTRODECADAAPARTADO�
.UESTROEXPERIMENTODEENSE¶ANZAVAATENERPOROBJETIVOCONTRASTARLAUTILIDADDEL

MODELOTE�RICOPARAFORMARMAESTROSCOMPETENTESPARAENSE¶ARLASMAGNITUDESYSU
MEDIDA�)NICIALMENTENOSVAMOSACENTRARENLAPRIMERAPARTEDELMODELO�PERCEPCI�N
YCOMPARACI�N�,APERCEPCI�NDELASDISTINTASCUALIDADESESALGOBASTANTESUPERADOPOR
NUESTROSESTUDIANTES�AUNQUEALGUNOSSIGUENMOSTRANDOCONFUSIONESCOMOLADELÕREA
CONELPER¤METROOLADELVOLUMENCONLAMASA�PORELLOVAMOSAREALIZARUNTRATAMIENTO
CONJUNTODEESTOSAPARTADOSCONACTIVIDADESQUEAFLORENLASDIFICULTADESENCUALQUIERA
de ellos.

Concretamente, nos proponemos constatar el grado de desarrollo de la compe
TENCIADECOMPARACI�NDECANTIDADES�CONOSINMEDIDA	QUEALCANZANLOSESTUDIANTES
PARAMAESTRO�ENTENDIENDOESTACOMPETENCIACOMOBÕSICAPARASUPOSTERIORTRATAMIENTO
docente con los escolares. Para esto pretendemos: 
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/��)DENTIFICARLASESTRATEGIASUTILIZADASENLARESOLUCI�NDESITUACIONESRELACIONADAS
CONLACOMPARACI�N�CONOSINMEDIDA	DEMAGNITUDES�
/��!NALIZARLOSERRORESYDIFICULTADESQUESURGENALAHORADERESOLVERESASSITUA

ciones.
/��%STUDIARLAEVOLUCI�NDELCONOCIMIENTODELOSESTUDIANTESALOLARGODELAS

distintas sesiones.
(EMOSOPTADOPORUNEXPERIMENTODEENSE¶ANZAQUESEDESARROLLARÕCONLOSCUATRO

GRUPOSCLASEDEESTUDIANTESDELAASIGNATURA%NSE¶ANZAYAPRENDIZAJEDELA'EOMETR¤A
YLA-EDIDAENLA%DUCACI�N0RIMARIADESEGUNDODEL'RADODE-AESTRO�2ESTRINGIMOS
NUESTROESTUDIOALCUATRIMESTREDEMEDIDAYLOHACEMOSEXTENSIVOATODOSLOSESTUDIAN
TES�SOBRE����
,AFASEDEPREPARACI�NSEHABASADOENLARECOGIDAYELABORACI�NDELADOCU

MENTACI�NAPRESENTARENELAULA�DELOSDOCUMENTOSDETRABAJOYDEREFERENCIADELOS
ESTUDIANTESYDELASACTIVIDADESPRÕCTICASDEAULATALLER�PARAELLOHEMOSTENIDOENCUENTA
LOSTRABAJOSDE�/LMO�-ORENOY'IL�����	�&R¤AS�-ORENOY'IL�����	�-ORENO�'IL
Y&R¤AS�����	�'ONZÕLEZY'�MEZ�����	Y-ORENO�'ILY-ONTORO�����	�
%NTODOSLOSCURSOSSEHAAPLICADOUNAPRUEBAPARACONOCERELNIVELINICIALDELOS

ESTUDIANTESQUEINCLUYECUESTIONESPARAVERSISEDIFERENCIAUNASMAGNITUDESDEOTRAS�
POREJEMPLO�LASUPERFICIEDELPER¤METRO�RELACIONESENTREUNIDADES�LARESOLUCI�NDE
PROBLEMASSENCILLOSDEMEDIDA�POREJEMPLO�DIFERENCIASDEEDADES�OALGUNASCUESTIONES
DEESTIMACI�N�COMOESTIMARLALONGITUDDELAPIZARRA�%STAPRUEBANOSHAPERMITIDO
COMPROBARALOLARGODELOSA¶OSLAGUNASDELOSESTUDIANTES�POREJEMPLO�LADISTIN
CI�NDEMAGNITUDESOLAESTIMACI�N�5NAPOSIBLECAUSADEESTASDEFICIENCIASPUEDESER
HABERLOTRABAJADOMUYPOCOONADADURANTESUSETAPAESCOLAR�PEROLOMÕSLLAMATIVO
ESQUETAMBI£NPRESENTANDIFICULTADESENLACONVERSI�NDEUNIDADESYLARESOLUCI�NDE
PROBLEMASCLÕSICOS�AUNSIENDOASPECTOSQUERECONOCENHABERTRABAJADOINTENSAMENTE
en la etapa escolar.
.UESTRAMETODOLOG¤ADEENSE¶ANZASEBASAENELDESARROLLODELMODELODESCRITO

ANTERIORMENTEPARATRABAJARLASMAGNITUDESYSUMEDIDA�PARTIENDOSIEMPREDEACTIVIDADES
GRUPALESENLASQUELOSESTUDIANTESMUESTRENSUDOMINIODELCONCEPTOQUESEESTUDIA�
%LLOPERMITEQUECADAUNODESCUBRASUSERRORESYLAGUNASYAPRENDADELOSDEMÕS�%N
PRINCIPIOLOSESTUDIANTESVENELTEMACOMOMUYSENCILLO�NOMUESTRANRETICENCIASINICIA
LESYELLOHACEQUEAMENUDOSURJANCONTROVERSIASSOBREELMODOCORRECTODECOMPARAR�
MEDIROESTIMARYQUELOSESTUDIANTESDESCUBRANESTRATEGIASMÕSEFICIENTESQUELASSUYAS�
4RASVARIOSCICLOSPUESTOSENPRÕCTICAANTERIORMENTEENLOSQUESEHAINCLUIDOUNA

VALORACI�NDELASSECUENCIAS�CONTRASTANDOEMP¤RICAMENTE�ENCADACICLO	ALGUNODELOS
ASPECTOSQUEENTENDEMOSFUNCIONABABIEN�SEHAPERFILADOUNASECUENCIADEACTIVIDADES
QUEPRODUCEBUENOSRESULTADOS�#OMOEJEMPLO�ENELDISE¶OQUEPRESENTAMOSVAMOSA
CONTRASTARELGRADODEDESARROLLODELACOMPETENCIADECOMPARACI�N�
%NBASEALAEXPERIENCIAACUMULADAENCURSOSANTERIORESPODEMOSCONJETURARQUE

LOSESTUDIANTES�ALENFRENTARSEATAREASDECOMPARACI�NDEDISTINTASMAGNITUDES�REPRODU
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CIRÕNMUCHOSDELOSERRORESQUEYASEHANVISTOENCLASEQUECOMETENLOSNI¶OSCUANDO
SEENFRENTANAESTASTAREASENLAESCUELA�,AINTERACCI�NCONLOSCOMPA¶EROSDEGRUPO�
cuando están resolviendo la tarea, les permitirá en muchos casos tomar conciencia del 
PROCEDIMIENTOERR�NEOQUEESTÕNSIGUIENDOYCAMBIARLO�
%NTRELASESTRATEGIASERR�NEASQUEAPARECENSEENCUENTRAN�USARUNAFALSATRANSITI

VIDADALAHORADEORDENAROBJETOSRESPECTODEUNAMAGNITUD�POREJEMPLOSUMASAOSU
CAPACIDAD�PARACOMPARARDOSSUPERFICIESIRREGULARESDECARTULINARECURRIRAMEDIRCON
UNACUERDASUPER¤METRO�AFIRMARQUEELCUERPOQUEMÕSPESAESELQUEMÕSVOLUMEN
TIENE�NOSUMERGIRTOTALMENTEUNCUERPOPARAMEDIRELVOLUMENDEAGUAQUEDESPLAZA�
#OMOHEMOSMENCIONADOANTERIORMENTE�AUNQUELOSESTUDIANTESHANVISTOENCLASE

QUELOSNI¶OSPRESENTANESTASDIFICULTADES�ELLOSCONSIDERANQUELASTIENENPERFECTAMENTE
SUPERADASYSOLOCUANDOSEENFRENTANATAREASCONCRETASYEMPIEZANACOMETERERRORES
TOMANCONCIENCIADELASLIMITACIONESDESUCONOCIMIENTOYDELAUTILIDADDEESTASTAREAS
PARAFOMENTARELDESARROLLODEESTRATEGIASOPONERAPRUEBALASQUESEPOSEEN�
(AYQUESE¶ALARQUELASTAREASDECOMPARACI�NSEHANIDOSELECCIONANDOENFUNCI�N

DELAEXPERIENCIAACUMULADADEVARIOSCURSOSDEMODOQUEALOSESTUDIANTESLESPAREZ
CANSENCILLASYNOLESBLOQUEENPORNOSABERPORD�NDEEMPEZAR�PEROALAVEZNOSEAN
TRIVIALES�SINOQUEDURANTESUDESARROLLOLESSURGENDIFICULTADESQUETRABAJANDOCOLABO
rativamente pueden superar. Es decir, durante el desarrollo de la tarea los estudiantes 
SEVERÕNOBLIGADOSAREELABORARLASESTRATEGIASDECOMPARACI�NQUETEN¤ANPARAINCLUIR
ESTASNUEVASSITUACIONES�3EPRODUCIRÕUNAPRENDIZAJETANTODELCONTENIDOMATEMÕTICO�
COMODECONTENIDODIDÕCTICODELACOMPARACI�NDEMAGNITUDES�CONOCIMIENTODELOS
ERRORES�USODEESOSERRORESPARAPLANTEARACTIVIDADESQUEHAGANQUELOSNI¶OSTENGAN
QUEREELABORARSUSESTRATEGIASYCAMBIARLASPOROTRASDEMAYORNIVEL�USODEMATERIALES
YRECURSOS�GESTI�NDEAULAENSESIONESDETRABAJOENGRUPO�ETC�
.UESTRAPROPUESTADETRABAJOPARTEDELASMAGNITUDESLINEALES�LONGITUD�MASA�

CAPACIDAD	PARAPASARPOSTERIORMENTEALASUPERFICIEYALVOLUMEN�%NLASPRIMERASSE
PIDEUNAORDENACI�NAOJODEVARIOSOBJETOSATENDIENDOALACUALIDADYLUEGOTIENEN
QUECOMPROBARSUORDENACI�NUTILIZANDOESTRATEGIASDECOMPARACI�NDIRECTAOINDIRECTA
PEROSINRECURRIRALAMEDIDA�%NLASSEGUNDASS¤SELESPERMITEMEDIR�PEROLOSOBJETOS
QUETIENENQUEORDENARTIENENFORMASIRREGULARESQUENOFACILITANSUMEDIDADIRECTA�
POREJEMPLO�PARACOMPARARELVOLUMENDEDOSPIEDRASSINFORMAPRECISAYDEUNBOTE
DEDESODORANTEVAC¤O�YEL¢NICORECIPIENTEDONDECABENLOSOBJETOSNOESTÕGRADUADO�
.UESTRARECOGIDADEDATOSCOMIENZACONUNAPRUEBAINICIALDECONOCIMIENTOSDE

MAGNITUDESYMEDIDA�$URANTEELTRANSCURSODELAASIGNATURASEELABORAUNDIARIODONDE
SEREFLEJANLASINCIDENCIASDELDESARROLLODELTRABAJOENALAULA�
3ERECOGENTODASLASPRODUCCIONESDELOSESTUDIANTES�LASTAREASQUERESUELVENDE

MANERAAUT�NOMA�LOSTRABAJOSENGRUPODELOSTALLERES�LOSTRABAJOSVOLUNTARIOSDEPRO
FUNDIZACI�NQUEREALIZAN�LOSEXÕMENES�x!DEMÕSSEREALIZANGRABACIONESENVIDEODE
DISTINTOSGRUPOSDEESTUDIANTESRESOLVIENDOLASTAREASDELOSTALLERES�SESELECCIONANLOS
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GRUPOSAGRABARENTREVOLUNTARIOSPROCURANDOQUEHAYAUNAGRANDIVERSIDADRESPECTOA
SUSDESTREZASMATEMÕTICAS�ELG£NERODELOSINTEGRANTES�ETC�	�
3EANALIZANLOSV¤DEOSYEXTRAENDISTINTASFORMASDERESOLVERLASTAREASPROPUESTAS

ENLOSTALLERESYSEANALIZASUVALIDEZ�AS¤COMOLASVENTAJASEINCONVENIENTESDECADA
UNADELASRESPUESTASCORRECTAS�3ETRATADEPROPORCIONARRETROALIMENTACI�N�ALAVEZQUE
SEHACECONSCIENTEALOSFUTUROSMAESTROSDELAGRANVARIEDADDERESPUESTASQUEPUEDEN
APORTARSUSALUMNOS�DELAIMPORTANCIADEEVALUARLAS�YDEQUEDEBERÕNSERCAPACES�NO
S�LODERESOLVERLASTAREAS�SINODEJUZGARLAVALIDEZDESUSRAZONAMIENTOS�
4AMBI£NSEREFLEXIONACONLOSESTUDIANTESSOBRELAPOSIBILIDADDEREALIZARENLA

ESCUELATAREASSEMEJANTESALASQUEELLOSHANEXPERIMENTADOENLOSTALLERESYC�MO
adecuarlas a los distintos niveles.

Conclusiones

%NESTETRABAJOHEMOSPRESENTADOELDISE¶ODEUNAINVESTIGACI�NQUESIGUIENDOLOS
PLANTEAMIENTOSDEUNEXPERIMENTODEENSE¶ANZAPRETENDERECOGEREVIDENCIASEMP¤RICAS
QUENOSPERMITANVALIDARPARCIALMENTEUNMODELODEENSE¶ANZADELASMAGNITUDESYSU
MEDIDAENLAFORMACI�NINICIALDEMAESTROS�
(EMOSPARTIDODEUNAPLANIFICACI�NINSTRUCCIONALQUESEBASAENTRABAJARLOSSIGUIEN

TESASPECTOSDELASMAGNITUDES� LAPERCEPCI�N�COMPARACI�N�MEDIDAYESTIMACI�N�
#ONCRETAMENTENUESTROESTUDIOSECENTRAENLACOMPARACI�NDEMAGNITUDES�
%LEXPERIMENTODEENSE¶ANZAQUEHEMOSPRESENTADOSEHADISE¶ADOPARAIMPLEMEN

TARLOENLAFORMACI�NDE-AESTROSDE0RIMARIA�ENCONCRETOENLAASIGNATURA%NSE¶ANZA
Y!PRENDIZAJEDELA'EOMETR¤AYLA-EDIDAENLA5NIVERSIDADDE!LMER¤A�%STEDISE¶O
SURGEDELDESARROLLOPREVIODEVARIOSCICLOSDONDESEHANPUESTOENPRÕCTICAYVALORADO
UNASSECUENCIASDETAREAS�SEAPLICAUNAPRUEBAINICIALDECONOCIMIENTOSSOBREMEDIDA�
SEDISE¶ANACTIVIDADESPARAHACERAFLORARLASLAGUNASQUEPRESENTANLOSESTUDIANTESAS¤
COMOSUSERRORESYDIFICULTADES�!DEMÕS�ESTASACTIVIDADESFAVORECENLADISCUSI�NYLA
MODIFICACI�NY�OELABORACI�NDEESTRATEGIASPROPIAS�AS¤COMOLAEVALUACI�NDELAVALIDEZ
de estrategias distintas de las propias.
%STÕPREVISTASUIMPLEMENTACI�NENCUATROGRUPOSCLASEDURANTE��HORASPRESEN

CIALESDEDICADASAGRUPODOCENTE���ESTUDIANTESPORCLASEAPROXIMADAMENTE	YSIETE
HORASDEPRÕCTICASCONGRUPOSDETRABAJO�DE��ESTUDIANTES	�LACARGADOCENTEDEUN
CUATRIMESTREDEUNAASIGNATURADENUEVECR£DITOS	�
3OMOSCONSCIENTESDELANECESIDADDEDESCRIBIRCONPRECISI�NTODASLASCONDICIONES

ENLASQUESEREALIZALAEXPERIENCIA�AS¤COMOLASACTIVIDADESYLASORIENTACIONESQUESE
DANPARAFAVORECERLATRANSFERENCIADELOSRESULTADOSQUESEOBTENGAN�
4AMBI£NADMITIMOSQUEESTEDISE¶ODEINVESTIGACI�NSOLOVAAPERMITIRCONTRASTARLA

PARTEDELMODELODEFORMACI�NQUEESOBJETODEESTUDIOYQUESERÕNNECESARIOSNUEVAS
investigaciones para contrastar las apartados restantes, incluso una posterior para con
TRASTARELMODELOENSUCONJUNTO�%NCICLOSPOSTERIORESSEREALIZARÕNESTASDISTINTASFASES�
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RASTROS DE COMPRENSIÓN, ESTRATEGIAS Y ERRORES  
SOBRE EL SISTEMA DE NUMERACIÓN DECIMAL

Traces of Understanding, Strategies and Errors  
about Decimal Numeration System

Antonio Luis Ortiz y José Luis González

Universidad de Málaga, España

Resumen

-EDIANTELAAPLICACI�NDEUNMODELOOPERATIVOPARALAINTERPRETACI�NDELACOMPRENSI�NDEL
CONOCIMIENTOMATEMÕTICOSEESTABLECENUNASPAUTASGENERALESSOBRELACOMPRENSI�NYELDOMINIO
DELOSSISTEMASDENUMERACI�NENSUJETOSFUTUROSDOCENTESYENGRADUADOSCONUNAELEVADAFOR
MACI�NMATEMÕTICA�%NPARTICULAR�SEANALIZANLASESTRATEGIASQUESEUTILIZANYLOSERRORESQUESE
COMETENENELUSODELASPROPIEDADESBÕSICASDELANUMERACI�NPARAJUSTIFICARALGUNOSASPECTOS
DELAESTRUCTURAYELFUNCIONAMIENTODELALGORITMODELASUSTRACCI�N�%NTREVISTASINDIVIDUALES
PONENDEMANIFIESTOLAEXISTENCIADEDIVERSOSRASTROSDECOMPRENSI�NYDEDIFERENCIASAPRECIABLES
ENTRESUJETOSCONFORMACI�NMATEMÕTICADIFERENTE�

Palabras clave:COMPRENSI�N�SISTEMASDENUMERACI�N�ALGORITMODELASUSTRACCI�N

ABSTRACT

By means of the application of an operative model for the interpretation of understanding 

mathematics a few general guidelines on the comprehensionof the systems of numeration have 

been identified in subjects of a teacher training program and also in graduates with a high 

mathematical formation. Especially, there are analyzed the usual strategies and the mistakes 

that are committed in the use of the basic properties of the numeration to justify some aspects 

of the structure and functioning of the algorithm for subtraction. Individual interviews reveal 

the existence of diverse traces of comprehension and apreciable differences between subjects 

with different mathematical formation.

Keywords: understanding, numeration systems, substraction algorithm 

Ortiz, A. L. Y González, *�,������	�2ASTROSDECOMPRENSI�N�ESTRATEGIASYERRORESSOBREELSISTEMA
DENUMERACI�NDECIMAL�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Inves-

tigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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Introducción

%NELCAMPODELAFORMACI�NDE-AESTROSYPROFESORESDE-ATEMÕTICASEXISTEEL
PRINCIPIOAMPLIAMENTEADMITIDODEQUELAiBUENAFORMACI�NMATEMÕTICAwDELPROFESIONAL
DELADOCENCIAESUNACONDICI�NNECESARIA�AUNQUENOSUFICIENTE�PARAELDESARROLLODEUNA
%DUCACI�N-ATEMÕTICADECALIDAD�3HULMAN������,LINARESY3ÕNCHEZ������,LINARES�
����	�PARALADISMINUCI�NDELFRACASOESCOLARYPARALASUPERACI�NDELASITUACI�NACTUAL
DEBAJORENDIMIENTOACAD£MICOQUESEPUEDEAPRECIARCLARAMENTEENLASEVALUACIONES
DEDIAGN�STICOREALIZADASHASTALAFECHA�2ICO������)NFORME0ISA���������	�0OR
OTRAPARTE�EXISTEUNCIERTOCONSENSOENQUEEL-AESTRODE0RIMARIADEBESERUNPROFE
SIONALREFLEXIVOENLOQUECONCIERNEALAENSE¶ANZAYELAPRENDIZAJEDELASMATEMÕTICAS
ELEMENTALES�&LORES������,LINARESY3ÕNCHEZ�����	�LOQUEREQUIERETENERUNCIERTO
DOMINIOYUNBUENNIVELDECOMPRENSI�NDELOSCONOCIMIENTOSMATEMÕTICOSELEMENTALES�
#ONSCIENTESDEELLO�HEMOSDESARROLLADOUNAINVESTIGACI�NSOBRELACOMPRENSI�N

YELDOMINIODELOSCONOCIMIENTOS�PROCEDIMIENTOSYDESTREZASQUEPOSEEN�LOSERRORES
QUECOMETENYLASESTRATEGIASQUEUTILIZANESTUDIANTESDELNUEVO'RADODE-AESTROEN
%DUCACI�N0RIMARIAACERCADELOSSISTEMASDEREPRESENTACI�NNUM£RICA�/RTIZ�'ONZÕLEZ
Y'ALLARDO������'ONZÕLEZ�/RTIZY'ALLARDO������/RTIZ�'ONZÕLEZY'ALLARDO������
'ONZÕLEZ�/RTIZY'ALLARDO������/RTIZ�����	�%LESTUDIOUTILIZAYPONEAPRUEBAUN
MODELOOPERATIVOPARALAINTERPRETACI�NDELACOMPRENSI�NDELCONOCIMIENTOMATEMÕ
TICODE'ALLARDOYOTROS�'ALLARDOY'ONZÕLEZ�����A�����C�����������'ALLARDO�
'ONZÕLEZY1UISPE�����������'ALLARDO�'ONZÕLEZY1UINTANILLA�����	�QUEPARTEDEL
ANÕLISISEPISTEMOL�GICOYFENOMENOL�GICODELCONOCIMIENTOMATEMÕTICO�ENPARTICULAR
DELOSSISTEMASDEREPRESENTACI�N�2ICO�����������2ICO�#ASTROY2OMERO������
3ALINAS�����A�����B�����	�PARALAELABORACI�N�ENUNAPRIMERAFASE�DEDIVERSOS
INSTRUMENTOSDERECOGIDADEDATOS�,OSDATOSOBTENIDOSHANPERMITIDOESTABLECERUNAS
PAUTASGENERALESSOBRELACOMPRENSI�NYELDOMINIODELOSSISTEMASDENUMERACI�NY
DISPONERDEUNAPRIMERAAPROXIMACI�NALESTADODELACOMPRENSI�N�
0EROLAAPROXIMACI�NCOGNITIVAGLOBALDESCRITAS�LOPROPORCIONAUNAINFORMACI�NDE

PATRONESYCOMPORTAMIENTOSGENERALESQUEDEBESERCOMPLETADACONANÕLISISSEMI�TICOS
�SIGNIFICADOSDELASRESPUESTAS�SINTAXIS�ERRORESYESTRATEGIAS�ENTREOTROS	YHERMEN£U
TICOS�IDENTIFICACI�NDERASTROSDECOMPRENSI�N�INFLUENCIADELASCARACTER¤STICASDELOS
ESCENARIOSDEVALORACI�NOLAINTERVENCI�NDELOSSUJETOSENELPROPIOPROCESODEVALO
RACI�N	�#ONELLO�ADEMÕSDEOBTENERNUEVAINFORMACI�NSOBREELPROBLEMA�ESTAREMOS
ENCONDICIONESDECONFIRMARQUELOSERRORESCOMETIDOSYLASESTRATEGIASUTILIZADASAL
RESOLVERTAREASPROPIASDELCAMPOANALIZADOPROPORCIONANINFORMACI�NPRIVILEGIADA
SOBRELASLIMITACIONES�DIFICULTADESYOTRASCARACTER¤STICASDELASCAPACIDADES�DESTREZAS
YMANERASDERAZONARPUNTUALESRELACIONADASCONLOSSISTEMASDENUMERACI�N�%LMARCO
GENERALSESUSTENTAENLASTRESORIENTACIONESBÕSICASSIGUIENTES�

 — 5NACONCEPCI�NOPERATIVASOBRELACOMPRENSI�NDELCONOCIMIENTOMATEMÕ
TICOYSUVALORACI�N�
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 — 5NACONCEPCI�NRELATIVAYNOACUMULATIVADELACOMPRENSI�NQUEEVOLUCIONA
ENFUNCI�NDELASITUACI�N�LASCONDICIONESYLOSFACTORESQUEINTERVIENEN�

 — 5NA CONCEPCI�N ANAL¤TICA DEL CONOCIMIENTOMATEMÕTICO BASADA EN LAS DOS
ESTRUCTURAS BÕSICAS �EPISTEMOL�GICA Y FENOMENOL�GICA	 Y EN LOS DIFERENTES
tipos de categorías del conocimiento

 — YUNMODELOGENERALBASADOENUNM£TODOOPROCESOSECUENCIADOENTORNOA
dos dimensiones: 

 — $IMENSI�N FEN�MENOEPISTEMOL�GICA� EN LA QUE SE INICIA EL ESTUDIO CON EL
SIGUIENTEPROCEDIMIENTOOPERATIVO�'ALLARDOY'ONZÕLEZ�����A	�
s !NÕLISIS$IDÕCTICO�'ONZÕLEZ������'ALLARDOY'ONZÕLEZ�����B	�
s $ELIMITACI�NDELCONJUNTOGEN£RICODESITUACIONES�
s %STRUCTURACI�N FEN�MENOEPISTEMOL�GICA DEL CONJUNTO DE SITUACIONES�

Modelo local.
s 3ELECCI�NDETAREASYCONSTRUCCI�NDEINSTRUMENTOS�
s !NÕLISISDERESULTADOSYPRIMERASCONCLUSIONES�

 — $IMENSI�NHERMEN£UTICA�ENLAQUESEANALIZALAINFORMACI�NYSECOMPLETAN
LOSRESULTADOSYCONCLUSIONESMEDIANTELOQUEDENOMINAMOSC¤RCULOINTERPRE
TATIVOOM£TODOHERMEN£UTICO�'ALLARDOY'ONZÕLEZ�����	�

$ENTRODELMARCOGENERALDESCRITO�ELESTUDIOSEPROPONEAVERIGUAR��A	ELESTADORELATIVO
DELACOMPRENSI�NQUEMANIFIESTAN�LOSERRORESQUECOMETENYLASESTRATEGIASYRAZONAMIENTOS
QUEUTILIZANLOSALUMNOSFUTUROSMAESTROSDELNUEVO'RADODE-AESTROEN%DUCACI�N0RI
MARIA�5NIVERSIDADDE-ÕLAGA	SOBREELSISTEMADENUMERACI�NUSUAL�DECIMALPOSICIONAL	
PARALOSN¢MEROSNATURALES��B	ESTABLECERCONSECUENCIASFUNDADASPARAORIENTARELDISE¶O
DELAFORMACI�NINICIALDELOSFUTUROSMAESTROSENLAASIGNATURA$IDÕCTICADELA!RITM£TICA�

Desarrollo del estudio

,AINVESTIGACI�NENSUCONJUNTOSEHADESARROLLADOENTRESFASES�%NLAPRIMERASE
HACONFIGURADOUNAAPROXIMACI�NCOGNITIVAGLOBALDECARÕCTERMUESTRALCARACTERIZADA
PORLACONSTRUCCI�NDEUNMODELOLOCALADAPTADOALCONOCIMIENTOMATEMÕTICOOBJETODEL
ESTUDIOYALASCARACTER¤STICASDELAPOBLACI�NDESUJETOSYELDESARROLLODETRESPRUEBAS
ESCRITAS�/RTIZ�'ONZÕLEZY'ALLARDO�����������/RTIZ�����	�%NLASEGUNDAFASE�SE
HADEDICADOLAATENCI�NAUNAAPROXIMACI�NSEMI�TICAYHERMEN£UTICACONDOSPARTES
DIFERENCIADAS�UNANÕLISISDEERRORESYESTRATEGIASYUNANÕLISISDERASTROSDECOMPRENSI�N
YUSOSDELCONOCIMIENTOENLASRESPUESTASESCRITAS�'ONZÕLEZ�/RTIZ�Y'ALLARDO������
'ONZÕLEZ�/RTIZY'ALLARDO������/RTIZ�����	�%NTRELOSRESULTADOSYCONCLUSIONES
DEESTASEGUNDAAPROXIMACI�NDESTACAMOSLASCOINCIDENCIASENESTRATEGIASYERRORES
COMETIDOSENLASDOSPRIMERASPRUEBASYLASDIFERENCIASSIGNIFICATIVASENTRESUJETOS
CONDIFERENTEFORMACI�NMATEMÕTICAINICIAL�%NLATERCERAFASE�DELAQUESEEXPONEUNA
parte en el presente capítulo, se ha desarrollado un programa de entrevistas individuales 
SEMIESTRUCTURADASQUEHANSERVIDOPARACONFIRMAR�RECHAZAROCOMPLETARPUNTUALMENTE
LAINFORMACI�NMUESTRALEINDIVIDUALOBTENIDAPREVIAMENTE�
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Tercera aproximación: entrevistas sobre rastros de comprensión, es-

trategias y errores

,ATERCERAAPROXIMACI�NSEHAORIENTADOA�
 — Reconocer los usos detectados en los estudios anteriores en forma de errores 
YESTRATEGIAS�

 — 2ECONOCERPERlLESIDENTIlCADOSENLOSESTUDIOSCUANTITATIVOSGLOBALES�
 — 0RECISARALGUNASRESPUESTASOBTENIDASENLOSCUESTIONARIOSESCRITOSYVALORAR
LADETERMINACI�NDELOSERRORESYESTRATEGIASANALIZADASDETECTADASENDICHOS
cuestionarios.

 — #ONlRMARQUELAS32CORRESPONDENALAiNOCOMPRENSI�NwYNOALADEJADEZ
OELCANSANCIOOAOTROSFACTORESQUEPUDIERANESTARPRESENTEENLAREALIZACI�N
de los cuestionarios escritos.

 — Incluir algunas cuestiones correspondientes al nivel de síntesis II.
 — !NALIZARLOSTIPOSDERESPUESTASDESUJETOSCONUNMAYORNIVELDEFORMACI�N

matemática.
 — ,LEGAR A ACUERDOS SOBRE LAS DIlCULTADES� LOS ERRORES DE COMPRENSI�N Y LAS
NECESIDADESDEFORMACI�NPARAAFRONTARCONGARANT¤ASELFUTURODESARROLLOEN
ELÕMBITODELA%DUCACI�N-ATEMÕTICA�

 — 6ALIDARELMODELOLOCALYLAPRUEBADECOMPRENSI�NNUM£RICACONSTRUIDA�

Entrevistas y tareas

Se han realizado un total de 21 entrevistas a una muestra intencional de alumnos 
DEPRIMERYSEGUNDOCURSODELGRADODE%DUCACI�N0RIMARIAYALUMNOSDEL-ASTERDE
0ROFESORADODE%DUCACI�N3ECUNDARIAY"ACHILLERATO�4ODASLASENTREVISTASSEHANGRA
BADOENVIDEOYSEHANREALIZADOENLOSMESESDEMAYOYJUNIODELA¶O�����%N/RTIZ
�����	SEOFRECEUNPRIMERANÕLISISDECADAUNADELASENTREVISTASCONLACONSIDERACI�N
DELOSERRORESYLASESTRATEGIASDETECTADAS�
0ARAIDENTIFICARYCARACTERIZARLOSUSOSDELCONOCIMIENTOMATEMÕTICOHEMOSSELECCIO

NADOLAS��TAREASDELOSNIVELESDEANÕLISISYS¤NTESIS�TANTOESTRUCTURALCOMOFUNCIONAL�
QUEMUESTRANMAYORESRASTROSDECOMPRENSI�NENLOSANÕLISISPREVIOSREALIZADOSYLOS
CUATROGRUPOSDETAREASSIGUIENTES�DELOSQUELOSTRESPRIMEROSHANESTADOPRESENTES
ENLOSCUESTIONARIOSAPLICADOSYELCUARTORECOGENUEVASTAREASDELNIVELSINT£TICOY
fronterizo con el formal:

 — 0RIMERGRUPO�TAREAS�Y�DELNIVELDEANÕLISISESTRUCTURALQUECORRESPONDENA
LOS¤TEMS)).�Y)).��DELOSCUESTIONARIOSAPLICADOS�

 — 3EGUNDOGRUPO� TAREAS �� � Y � DEL NIVEL DE ANÕLISIS FUNCIONAL ASOCIADAS A
LA CATEGOR¤A FENOMENOL�GICA DE CALCULAR� ALGORITMOS Y OPERACIONES� QUE
CORRESPONDEN�RESPECTIVAMENTE�ALOS¤TEMS))!���))!��Y))!��DELOSCUES
tionarios aplicados. 
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 — 4ERCERGRUPO�TAREAS��Y��ASOCIADASALNIVELDES¤NTESISFUNCIONALDELSIS
TEMADENUMERACI�NASOCIADAALOSALGORITMOSENAGRUPAMIENTOSDISTINTOSAL
DECIMAL�CORRESPONDIENTESALOS¤TEMS)))�)!��Y)))�))!��DELOSCUESTIONA
rios aplicados.

 — #UARTO GRUPO� TAREA �� �¤TEM )))�))#��	 DE S¤NTESIS FUNCIONAL ASOCIADA A LA
OBTENCI�NDELCARDINALDECOLECCIONESENAGRUPAMIENTOSINDETERMINADOS�

,ASTAREASQUECOMPONENLASENTREVISTASCONSTANDECUATROPARTESDIFERENCIADAS�
CUESTIONESDELNIVELT£CNICOODEREPRODUCCI�N�CUESTIONESDELNIVELDEANÕLISIS�DELNIVEL
DES¤NTESIS)YDELNIVELDES¤NTESIS))�/RTIZ������PP����YSGTES�	�

Desarrollo y codificación de respuestas

El desarrollo de las entrevistas ha seguido el siguiente protocolo:
 — %XPLICACI�NDELOBJETIVODELAINVESTIGACI�NYDELAPROPIAENTREVISTA�
 — 0ROYECCI�NENLA0$)DELACUESTI�NARESOLVER�
 — ,ECTURAYACLARACI�NDELCONTENIDODECADACUESTI�NRESPONDIENDOALASDUDAS
QUEPUDIERANTENERYREALIZANDOPREGUNTASiACLARATORIASwENLOSCASOSENQUE
SECONSTATARA�DESPU£SDEUNTIEMPORAZONABLE� LA INACTIVIDADDELALUMNOO
QUERESPONDIERANDEFORMAINCORRECTA�

 — $ESARROLLODE LAENTREVISTAHASTAACABAROCOMPROBARQUEELPROPIOALUMNO
reconocía su incapacidad para resolver la tarea propuesta.

 — )NTERCAMBIODEIMPRESIONESSOBRELASTAREAS�ELCONTENIDOYSURELACI�NCONLA
FORMACI�NDEDOCENTES�

0ARALATRASCRIPCI�NSEINDICAELCURSOALQUEPERTENECEEL�LA	ALUMNO�A	�LALETRA
2PARAREGISTRARLASRESPUESTASYLASLETRAS%Y%|PARALASINTERVENCIONESDELENTREVIS
TADORYELDIRECTORDELATESISQUEPARTICIP�ENALGUNASDELASENTREVISTAS�%NCADAUNA
de las tareas propuestas enumeramos tanto las preguntas como las respuestas para su 
IDENTIFICACI�NYLOCALIZACI�N�2EFLEJAMOSLOSCOMENTARIOSDELOSPARTICIPANTESYENTRE
PAR£NTESISDESCRIBIMOSLASACCIONESQUEREALIZAELENTREVISTADOPARARESOLVERLASTAREAS�

Análisis de la información

(EMOSELEGIDOLASSIGUIENTESUNIDADESDEANÕLISISQUESERVIRÕNPARAIDENTIFICARLOS
FRAGMENTOSQUECONTIENENLOSRASTROSDECOMPRENSI�NSE¶ALADOSENCADAUNODEELLOS�
5NIDAD��$ISTINCI�NENTREELNUMERODE�RDENESPRESENTESENUNN¢MEROYLACIFRA

DELORDENCORRESPONDIENTE�VALORDEPOSICI�N�RELACI�NYTRANSFERENCIAENTRELOSDISTINTOS
�RDENES�
5NIDAD��4RADUCCI�NADECIMALDEUNN¢MEROEXPRESADOCOMOCONGLOMERADODE

DISTINTOSORDENES�EXPRESI�NPOLIN�MICANOCAN�NICA	�RELACIONESYTRANSFERENCIASENTRE
los distintos ordenes.
5NIDAD��*USTIFICACI�NDELASLLEVADASENELALGORITMODELASUMA�VALORDEPOSICI�N

YTRANSFERENCIASENTRELOSDISTINTOS�RDENESDEUNIDADESENELSISTEMADECIMAL�
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5NIDAD��*USTIFICACI�NDELASLLEVADASENELALGORITMODELARESTA�VALORDEPOSICI�N
YTRANSFERENCIASENTRELOSDISTINTOS�RDENESDEUNIDADESENELSISTEMADECIMAL�
5NIDAD��*USTIFICACI�NDELADISPOSICI�NDELOSSUMANDOSENELALGORITMODELA

MULTIPLICACI�N�DESCOMPOSICI�NPOLIN�MICADELMULTIPLICADORYAPLICACI�NDELAPRO
PIEDADDISTRIBUTIVA�
5NIDAD��!PLICACI�NDELALGORITMODELASUMAENAGRUPAMIENTOSDISTINTOSALDECI

MAL�VALORDEPOSICI�NYTRANSFERENCIASENTRELOSDISTINTOS�RDENESDEUNIDADESENSISTEMAS
posicionales distintos al decimal.
5NIDAD��!PLICACI�NDELALGORITMODELARESTAENAGRUPAMIENTOSDISTINTOSALDECIMAL�

VALORDEPOSICI�NYTRANSFERENCIASENTRELOSDISTINTOS�RDENESDEUNIDADESENSISTEMAS
posicionales distintos al decimal.
5NIDAD��!PLICACI�NDELALGORITMODELASUMAENAGRUPAMIENTOSINDETERMINADOS�

VALORDEPOSICI�NYTRANSFERENCIASENTRELOSDISTINTOS�RDENESDEUNIDADESENSISTEMAS
posicionales indeterminados.
5NIDAD��!PLICACI�NDELALGORITMODELARESTAENAGRUPAMIENTOSINDETERMINADOS�

VALORDEPOSICI�NYTRANSFERENCIASENTRELOSDISTINTOS�RDENESDEUNIDADESENSISTEMAS
posicionales indeterminados.

Unidad 10: Cálculo del cardinal de colecciones en agrupamientos indeterminados: 
APLICACI�NDELPRINCIPIOADITIVOODEAGRUPAMIENTOSM¢LTIPLESYDELPRINCIPIOPOSICIONAL
ENSISTEMASDEBASEINDETERMINADA�
#ONRESPECTOACADAUNIDADDEANÕLISISSEIDENTIFICANLOSFRAGMENTOSQUEINCLUYEN

LOSRASTROSDECOMPRENSI�N�LOSRASTROSDECOMPLICIDAD�EMPAT¤AENTREENTREVISTADORY
entrevistado, los errores cometidos, las estrategias utilizadas, los usos del conocimiento 
YLASRELACIONES�INTERFERENCIASENTRENIVELES�6EAMOSACONTINUACI�NLATRANSCRIPCI�N
COMPLETADELAENTREVISTAYLASINTERPRETACIONESDELASRESPUESTASDEUNADELASALUMNAS
DELAMUESTRA�TABLA�	�

Ejemplo de entrevista (alumna A5-1.º)

,AALUMNAQUEREALIZAESTAENTREVISTAPERTENECEALGRUPO%DEPRIMERCURSODEL
GRADODE%DUCACI�N0RIMARIA�(ACURSADOUNBACHILLERATODE##33YNOHAPARTICIPADO
ENNINGUNADELASTRESPRUEBASESCRITAS�3EPRESENTAACONTINUACI�NUNAPARTEDELOS
RESULTADOSOBTENIDOS�ENPARTICULARLASRESPUESTASALASUNIDADES���Y�YELCUADRO
resumen de todas las unidades de análisis.

Unidad 4.*USTIFICACI�NDELASLLEVADASENELALGORITMODELARESTA�TAREA��EFECT¢A
LASUSTRACCI�N������	�!CONTINUACI�NSETRANSCRIBEPARTEDELDIÕLOGORELACIONADOCON
esta tarea.
2�� "UENO�ESTOESMÕSCOMPLICADODEEXPLICARLO�#OMOTENEMOSEL�YEL�

ESMASCHICOQUEEL��PUESESCOMOSISELORESTARAADOCE�1UEDAR¤A�Y
AHORAxESCOMOSICOGIERAUNADECENADEL�YENTONCESxCOMOSELAHAS
QUITADOAL�AHORASELAPONESAL��
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%�� #OMOSELAHEQUITADOAL�SELAPONEAHORAALTRES�zESOC�MOES�
2�� %STOPARAEXPLICÕRSELOAUNNI¶ODEPRIMARIAESMUYCOMPLICADO�
%�� z0EROTULOTIENESCLARO�
R3: Bueno en realidad se hacerlo, pero de tanto aplicarlo se me ha olvidado el 

PORQU£�
%�� z4EEXPLICARONALGUNAVEZELPORQU£�
2�� 3ILAPRIMERAVEZQUELOHICEMELOEXPLICARON�
%�� z.OTEACUERDASDELAJUSTIFICACI�NQUETEDIERON�
R5: No me acuerdo
%�� z9TECONVENCIERONLASEXPLICACIONESQUETEDIERON�
2�� .OMUCHO�3INOMEACUERDOSERÕPORQUENOMECONVENCIERONMUYBIEN�

9OMEHEQUEDADOCONELPROCEDIMIENTO�
,OSREGISTROS2�Y2�NOSPERMITENINTERPRETARUNUSOT£CNICODELSISTEMADENUME

RACI�NENLAJUSTIFICACI�NDELOSPROCEDIMIENTOSREALIZADOSENELDESARROLLODELALGORITMO
DELASUSTRACCI�N�SINEMBARGOLAALUMNARECONOCEEXPRESAMENTENOSABERLASRAZONES
DELOSPROCEDIMIENTOSAPLICADOS�2�Y2�	�

Unidades 7.1 y 7.2.!PLICACI�NDELALGORITMODELARESTAENAGRUPAMIENTOSDISTINTOS
ALDECIMAL�&IGURA�	�SESOLICITAELINCREMENTODEVASOSDELA¶O����RESPECTOALA¶O
ANTERIOREXPRESADOENAGRUPAMIENTOSDE��

%XPRESAENFORMAABREVIADAEL
TOTALDEVENTASENLOSDOSA¶OSY
EXPLICAC�MOHACESLOSCÕLCULOS�
%XPRESAELINCREMENTO
PRODUCIDOENELA¶O����Y
EXPLICAC�MOHACESLOSCÕLCULOS�

Figura 1. Ítem III.IA18.2 de los cuestionarios PCN1, PCN2, PCN3 y de la entrevista.

,AENTREVISTAARROJALOSSIGUIENTESRESULTADOS�DELOSQUEEXTRAEMOSLOSFRAGMENTOS
YLASINTERPRETACIONESQUESIGUEN�
%�� z9ELINCREMENTO�
2�� �%SCRIBELASDOSCANTIDADESARESTAR����YDEBAJO�����PONEELSIGNO

MENOSYLARAYAPARAELRESULTADO�RESTAENBASE��YOBTIENECOMORESULTADO
���	�

%�� %SOSIGNIFICAQUELAVENTAENLOSDOSA¶OSSER¤A�VASO��PAQUETES�
2�� 3I��VASO��CAJAS�NOESPERA�ESTOERANx�PAQUETESDE�VASOSY�CAJASDE

�PAQUETES�z.O�
,AALUMNAMANIFIESTAUNRASTRODECOMPRENSI�NT£CNICAALPROCEDERCOMOENBASE

���2�	�ERRORCATALOGADOCOMO%3OP��YHERENCIADELUSODELCONOCIMIENTOSOBRELA
RESTAENNUESTROSISTEMA�.UESTROSSILENCIOSYELCUESTIONAMIENTODESUSRESPUESTASLE
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HACENREFLEXIONARYMODIFICARSUSRESPUESTAS�LOQUEAS¤SERECOGEENELSIGUIENTEFRAG
mento de la Unidad 7.2:
%�� z0EROSON����Y����VASOS�4EPREGUNTO�zLOSVASOSVENDIDOSENESTOS

DOSA¶OSSON����Y�����
2�� !H�CLAROQUENO�AVERSER¤ANx%STOTIENETRUCO�PUESYOLOHESUMADOCOMO

SIFUERANN¢MEROSENTEROSYNOLOSON�3ER¤A�ENEL����SEHAINCREMENTADO
UNVASO�NOSEHAINCREMENTADOPAQUETES�AQU¤TAMPOCO�SEREFIEREACAJAS	
YAQU¤S¤�

%�� 9ESOCOMOSEPODR¤AEXPRESAR�
2�� !VER�LOPONDR¤AMOS�%SCRIBE�0AL��#A��0A�	BUENOCERONOSER¤A�SINO

NEGATIVO�ESCRIBE#A��0A��6�	�
%�� z9SINOSPIDIERANQUEESCRIBAMOSELINCREMENTOENFORMAREDUCIDA�
2�� 3ER¤AUNPOQUILLOMÕSCOMPLICADOSER¤A�ESCRIBE������	
%�� %SOSIGNIFICAR¤AQUESEHAINCREMENTADO�VASOYUNPAL£�zESASER¤A LA

EXPRESI�NDELINCREMENTO�
,AALUMNAMODIFICASUSRESPUESTAS�PEROLAHERENCIADELOAPRENDIDOYPRACTICADO

EXHAUSTIVAMENTESOBREELALGORITMODELASUSTRACCI�N�ENELQUENOREALIZALASTRANSFEREN
cias inversas necesarias, impide encontrar soluciones adecuadas a las dudas planteadas. 
0ROPONEUNASOLUCI�NDELTIPO%3OP���QUESUPONEUNRASTRODECOMPRENSI�NDELCONO
CIMIENTODEMAYORNIVELPEROQUENOPODEMOSCONSIDERARLOCOMOUNUSOSINT£TICO
FUNCIONALDELSISTEMADENUMERACI�N�

Unidad 9.!PLICACI�NDELALGORITMODELARESTAENAGRUPAMIENTOSINDETERMINADOS�
&IGURA�	�3EPIDEELINCREMENTOPRODUCIDOENTRELOSMESESDEAGOSTOYSEPTIEMBREEN
agrupamientos indeterminados.

%XPRESAENFORMAABREVIADAEL
total de ventas en los meses de 
JUNIOYJULIO�
%XPRESAELINCREMENTOPRODUCIDO
ENTRELOSMESESDEAGOSTOYSEP
TIEMBRE�

Figura 2. Ítem III.IIA24 de los cuestionarios PCN1, PCN2, PCN3 y de la entrevista.

%LSIGUIENTEFRAGMENTOPROPORCIONAINFORMACI�NSOBRELACOMPRENSI�NDELAALUMNA
ante este tipo de situaciones:
%�� z9ELINCREMENTOENTRELOSMESESDEAGOSTOYSEPTIEMBRE�
2�� �%SCRIBE��X�	�X�	��X�	��X�		z,ORESUELVO��LEINDICOQUESIGA	

�%SCRIBE���X�X	�3ER¤AELN¢MERO��X�X
%�� 3ILAXFUERAMAYORQUE��zQU£PASAR¤A�
2�� 3ILAXESMAYORQUETRESTENDR¤ADOSCIFRASNEGATIVAS�ENESASDOSCIFRASNO

HABR¤AINCREMENTO�
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,OSRASTROSDECOMPRENSI�NENCONTRADOSEN2��NOSPERMITENINTERPRETARQUEIDENTIFICA
LOSDISTINTOS�RDENESPRESENTES�PEROMANIFIESTASUINCAPACIDADPARAREALIZARTRANSFERENCIAS
INVERSASCONAGRUPAMIENTOSINDETERMINADOS�,AHERENCIADESUCOMPRENSI�NT£CNICADEL
ALGORITMODELARESTA�INDICADAENELFRAGMENTOS��JUSTIFICAESTALIMITACI�N�APESARDELA
CAPACIDADMANIFIESTAPARAREALIZARSUSTRACCIONESPOLIN�MICAS�2�	�
,A4ABLA�RECOGE�DEFORMARESUMIDA�LOSRESULTADOSQUEHEMOSDEDUCIDODELA

INFORMACI�NDELAENTREVISTAALAALUMNA!����

4ABLA��Resumen del análisis semiótico y hermenéutico de la entrevista a la alumna A5-1.º

Tareas Fragmentos Rastros de  

comprensión

Rastros de 

complicidad/

empatía

Estrate-

gias

Errores Uso del 

conoci-

miento

Relaciones/ interfe-

rencias entre niveles

IIN8 Fragmento 1  Eae1
Eae4

Técnico

IIN12 Fragmento 2 4RADUCEDELPOLIN�
mico al decimal.

Analítico Resuelve la tarea 
IIN8, como conse
cuencia de la resolu
CI�NDELA)).���

IIA13 Fragmento 3 *USTIlCACI�NDELAS
LLEVADASENLAADICI�N�

Analítico

IIA14 Fragmento 4 .OJUSTIlCACI�NDELAS
LLEVADASENLAADICI�N�

Reconoce la 
necesidad de 
conocer las 
JUSTIlCACI�N�

Técnico

IIA15 Fragmento 5 *USTIlCACI�NDELAPOSI
CI�NDELOSSUMANDOS

AAop.1 Analítico

III.IA18 Fragmento 6.1 /PERAENBASE��� ESop.5 Técnico

Fragmento 6.2 Opera parcialmente en 
BASE��YREALIZATRANS
ferencia de ordenes.

ASop.7 Analí
TICO3IN
tético

III.IA18 Fragmento 7.1 /PERAENBASE��� ESop.5 Técnico Herencia del nivel 
técnico de nuestro 
sistema.

Fragmento 7.2 ESop.8 Analítico

III.
IIA24

Fragmento 8 Opera en los distintos 
ORDENESYREALIZATRANS
FERENCIASPARAOBTENER
LAEXPRESI�NCAN�NICA�

ASop.6 Analí
tico/
Sintético 

III.
IIA24

Fragmento 9 Realiza sin ninguna 
DIlCULTADLARESTACON
EXPRESIONESALGEBRAICAS

Analí
tico/
Sintético

Herencia del nivel 
técnico de nuestro 
sistema.

III.
IIC26

Fragmento 10 El carácter indetermi
nado de la cantidad 
PRESENTADOYCARACTE
rizada por los puntos 
suspensivos supone un 
OBSTÕCULOINSALVABLE�

ASc.2 Analí
tico/
Sintético
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UNA APROXIMACIÓN A LA INTEGRACIÓN  
ENTRE MATEMÁTICAS, CIENCIAS Y TECNOLOGÍA 

DESDE EL APRENDIZAJE BASADO EN LA INDAGACIÓN

An Approach to the Integration Between Mathematics, Science  
and Technology from Inquiry Based Learning

Isabel María Romero y Antonio Codina

Universidad de Almería, España

Resumen 

PISA 2012 define la competencia matemática como la capacidad de los individuos para 
FORMULAR�EMPLEAREINTERPRETARLASMATEMÕTICASENUNAVARIEDADDECONTEXTOS�$ICHOSPROCESOS
SIT¢ANESTACONCEPTUALIZACI�NENUNENFOQUEFUNCIONALDELAPRENDIZAJEMATEMÕTICO�,ASREFORMAS
CURRICULARESACTUALESAPUESTANPORESTEENFOQUE�JUNTOCONUNAPERSPECTIVAINTEGRADORADELCONO
CIMIENTOMATEMÕTICO�CIENT¤FICOYTECNOL�GICO�%NESTECAP¤TULOPRESENTAMOSELDISE¶ODEUNA
TAREAQUEINTEGRAMATEMÕTICASYCIENCIASPARARESOLVERUNACUESTI�NSOBREEFICIENCIAENERG£TICA
en un edificio utilizando sensores conectados a ordenadores portátiles. Discutimos el potencial 
DELAMETODOLOG¤ADE!PRENDIZAJE"ASADOENLA)NDAGACI�NPARAPROPORCIONARALOSESTUDIANTES
DEPRIMEROSNIVELESDESECUNDARIAOPORTUNIDADESDEDESCRIBIR�EXPLICARYPREDECIRFEN�MENOS
relacionados con el aprovechamiento energético.

Palabras clave: competencia matemática, procesos, interdisciplinaridad, ciencias, apren
DIZAJEBASADOENLAINDAGACI�N

ABSTRACT

PISA 2012 mathematics framework defines mathematical literacy as the capacity of indivi-

duals to formulate, employ, and interpret mathematics in a variety of contexts. Those processes 

place this conceptualization in a functional approach of mathematical learning. Current curri-

cular reforms bank on this approach, together with an integrative perspective of mathematical, 

scientific and technological knowledge. In this chapter, we present the design of an interdiscipli-

nary task which integrates mathematics and sciences to solve a question on energetic efficiency 

in a building employing sensors connected to laptops. We discuss the potential of Inquiry Based 

Romero)�-�YCodina�!������	�5NAAPROXIMACI�NALAINTEGRACI�NENTREMATEMÕTICAS�CIENCIAS
YTECNOLOG¤ADESDEELAPRENDIZAJEBASADOENLAINDAGACI�N�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�
2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�
������	�'RANADA�#OMARES�
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Learning methodology for providing students with opportunities to describe, explain and predict 

phenomena related with energy use.

Keywords: mathematical literacy, processes, interdisciplinarity, sciences, inquiry based 

learning 

Introducción 

%NUNLIBROHOMENAJEALPROFESOR,UIS2ICO�NOSGUSTAR¤ARESALTARSUDECISIVAINFLUEN
CIAENNUESTRAVISI�NFUNCIONAL�TANTODELAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICASCOMODELA
PROPIADISCIPLINADELA%DUCACI�N-ATEMÕTICA�
0ORLOQUERESPECTAALAENSE¶ANZADELASMATEMÕTICAS�LAAPUESTAPORUNENFOQUE

FUNCIONALESCADAVEZMÕSPATENTEDENTRODELACOMUNIDADINTERNACIONAL�/RGANISATION
FOR%CONOMIC#OOPERATIONAND$EVELOPMENT;/%#$=������#OUNCILOF#HIEF3TATE
3CHOOL/FFIERS;##33/=�����	�3EENTIENDEPORENFOQUEFUNCIONALAQUELDONDEEL
CONOCIMIENTOPERMITEMODELIZARSITUACIONESREALESYESTÕORIENTADOALARESOLUCI�NDE
PROBLEMASENDIFERENTESCONTEXTOS�#ARABALLO�2ICOY,UPIÕ¶EZ�����	�%STATENDENCIA
TIENESUREFLEJOENLOSRECIENTESDOCUMENTOSCURRICULARESESPA¶OLES�QUEESTABLECENCOMO
una de las siete competencias clave del sistema educativo español la «competencia 
MATEMÕTICAYCOMPETENCIASBÕSICASENCIENCIAYTECNOLOG¤Aw�INTERPRETANDOPORCOMPE
TENCIASAQUELLASQUESECONCEPTUALIZANCOMOUNiSABERHACERwAPLICADOALADIVERSIDAD
DECONTEXTOSACAD£MICOS�SOCIALESYPROFESIONALES�-INISTERIODE%DUCACI�N�#ULTURA
Y$EPORTE;-%#$=�����	�
%NLOQUESEREFIEREALA%DUCACI�NMATEMÕTICACOMODISCIPLINA�ELENFOQUEFUNCIONAL

SEMANIFIESTAENLASCONTRIBUCIONESDELPROFESOR2ICOENMATERIADEDISE¶OYDESARROLLO
DELCURR¤CULODEMATEMÕTICAS�2ICO������2ICOY,UPIÕ¶EZ�����	�AS¤COMOENLADIREC
CI�NDETRABAJOSDEINVESTIGACI�NQUEDESARROLLANESTEENFOQUEYSIGUENMETODOLOG¤AS
DIRECTAMENTEVINCULADASALTRABAJOENELAULA�#ASTRO������'�MEZ������,UPIÕ¶EZ�
�����2OMERO�����	�!MBASL¤NEASDEINTER£STIENENSUREPERCUSI�NENELTRABAJOQUE
AQU¤PRESENTAMOS�
%NRELACI�NALOSPROCESOSDEMODELIZACI�NDESITUACIONESENCONTEXTO�COBRAUNA

ESPECIALRELEVANCIALAINTEGRACI�NDELASMATEMÕTICAS�LASCIENCIASYLATECNOLOG¤AEN
LOSSISTEMASEDUCATIVOSACTUALES�!S¤�LAEDUCACI�N34%-�SIGLASENINGL£SDEScience, 

Technology, Engineering and Mathematics	�QUEABOGAPORUNAENSE¶ANZAAPRENDIZAJE
integrado de todas estas materias, se está implantando en países como Estados Unidos, 

'RAN"RETA¶A�!LEMANIA�LOSPA¤SESN�RDICOS�*AP�NO#OREADEL3UR�%STOSPA¤SESSE
CARACTERIZAN�ADEMÕSDEPORSUPOTENCIAL INDUSTRIALY TECNOL�GICO�PORPRESTARGRAN
ATENCI�NASUSSISTEMASEDUCATIVOS�%NELCASODELSISTEMAEDUCATIVOESPA¶OL�LAVINCU
LACI�NENUNAMISMACOMPETENCIACLAVEDELAiCOMPETENCIAMATEMÕTICAYCOMPETENCIAS
BÕSICASENCIENCIAYTECNOLOG¤AwAPUNTAENESADIRECCI�N�%NESTEMARCO�ELAPRENDIZAJE
SECARACTERIZAADEMÕSPORLATRANSVERSALIDAD�ELDINAMISMOYELCARÕCTERINTEGRALDESDE
TODASLASÕREASDECONOCIMIENTO�-%#$�����	�
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%STADEMANDADEINTEGRACI�NEDUCATIVAENTREMATEMÕTICASYCIENCIAS�YMÕSRECIEN
TEMENTETECNOLOG¤A�TIENEUNALARGAHISTORIAQUEDATADEPRINCIPIOSDELSIGLOPASADOY
EXPERIMENTAUNAUGEDERESPUESTAENLOQUEVADENUESTROSIGLO�%LLOSEREFLEJAENLA
PROLIFERACI�NDEDOCUMENTOSCONPROPUESTASPARALAINSTRUCCI�NY�ENMENORMEDIDA�
DELITERATURADEINVESTIGACI�NCONPROPUESTASDEMODELOSTE�RICOS�LOSCUALESSECENTRAN
ENSUMAYOR¤AENELNIVELDESECUNDARIA�!D¤ADEHOY�LADEMANDAESTÕPUESTAENLA
INVESTIGACI�NEMP¤RICAQUEEXPLOREELALCANCEDEDICHOSMODELOSTE�RICOS�"ERLINY,EE�
����	�$ENTRODEELLOS�LOSBASADOSENEL!PRENDIZAJE"ASADOENLA)NDAGACI�NO)",
�SIGLASENINGL£SDEInquiry Based Learning	YENLOSPROCESOSDEMODELIZACI�NSON
APROPIADOSPARAABORDARLAINTERDISCIPLINARIDADENTRECIENCIASYMATEMÕTICASYSEHAN
VENIDOUTILIZANDOENDIVERSASEXPERIENCIAS�2OTH�����	�
%LTRABAJOINTERDISCIPLINARSUPONEUNPASOMÕSALLÕDESITUARLASMATEMÕTICASEN

UNCONTEXTO�ENESTECASOCIENT¤FICO�PARATRATARDEEXPLORARLAINTRODUCCI�NENLASAULAS
DETAREASINTERDISCIPLINARES�QUEA¢NENCONTENIDOSYPROCEDIMIENTOSDEMATEMÕTICASY
ciencias, así como el uso de tecnología, para desarrollar la competencia matemática, 
CIENT¤FICAYTECNOL�GICADELOSESTUDIANTES�APROVECHANDOLASVENTAJASQUELASINERGIA
entre disciplinas puede suponer a tal efecto. 
%NESTECAP¤TULONOSPROPONEMOSEXPLORARLAAPLICACI�NDEL)",YDELOSPROCESOS

DEMODELIZACI�NALDISE¶ODEUNATAREAINTERDISCIPLINARENTREMATEMÕTICASYCIENCIAS�
QUEUTILIZATECNOLOG¤A�CALCULADORESCONSENSORES	PARARESOLVERUNACUESTI�NSOBRE
EFICIENCIAENERG£TICAENUNEDIFICIO�%LDISE¶OSEENMARCADENTRODEUNEXPERIMENTODE
ENSE¶ANZA�-OLINA�#ASTRO�-OLINAY#ASTRO�����	QUESELLEVAACABOENUNINSTITUTO
P¢BLICOQUEHAADOPTADOELM£TODODE!PRENDIZAJE"ASADOEN0ROYECTOS�"ENJUMEDA�
2OMEROY,�PEZ�����	�$ISCUTIMOSELPOTENCIALDELAMETODOLOG¤ADE!PRENDIZAJE
"ASADOENLA)NDAGACI�NPARAPROPORCIONARALOSESTUDIANTESDEPRIMEROSNIVELESDE
SECUNDARIAOPORTUNIDADESDEDESCRIBIR�EXPLICARYPREDECIRFEN�MENOSRELACIONADOSCON
el aprovechamiento energético en un edificio.

Marco

%LMARCODEMATEMÕTICASDE0)3!�����/%#$�����	DEFINELAALFABETIZACI�NO
competencia matemática como: 

La capacidad de un individuo para formular, emplear e interpretar las matemáticas 
ENUNAVARIEDADDECONTEXTOS�)NCLUYEELRAZONARMATEMÕTICAMENTEYELUSARCONCEPTOS�
PROCEDIMIENTOS�HECHOSYHERRAMIENTASMATEMÕTICASPARADESCRIBIR�EXPLICAR�YPREDECIR
FEN�MENOS�!YUDAALOSINDIVIDUOSARECONOCERELPAPELQUEJUEGANLASMATEMÕTICASENEL
MUNDOYAREALIZARLOSJUICIOSBIENFUNDADOSYLASDECISIONESQUENECESITANLOSCIUDADANOS
REFLEXIVOS�CONSTRUCTIVOSYCOMPROMETIDOS�/%#$������P��	�

%NESTADEFINICI�N�ELLENGUAJESECENTRAENLAPARTICIPACI�NACTIVADELINDIVIDUOY
PRETENDEENGLOBARELRAZONAMIENTOMATEMÕTICOYLAUTILIZACI�NDECONCEPTOS�PROCEDI
MIENTOS�DATOSYHERRAMIENTASMATEMÕTICASPARADESCRIBIR�EXPLICARYPREDECIRFEN�MENOS�
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%LMARCODESTACALOSVERBOSiFORMULARw�iEMPLEARwEiINTERPRETARw�QUESEREFIERENA
LOSTRESPROCESOSENLOSQUEVANAPARTICIPARLOSALUMNOSCOMOINDIVIDUOSQUERESUELVEN
PROBLEMASDEFORMAACTIVA�&ORMULARINCLUYELACAPACIDADPARATOMARUNASITUACI�NTALY
COMOSEPRESENTAYTRANSFORMARLAENALGOSUSCEPTIBLEDESERTRATADODEFORMAMATEMÕTICA�
PROPORCIONANDOESTRUCTURASYREPRESENTACIONESMATEMÕTICAS�IDENTIFICANDOVARIABLESY
FORMULANDOSUPUESTOSSIMPLIFICADORES�%MPLEARINCLUYELAREALIZACI�NDECÕLCULOS�LA
MANIPULACI�NDEEXPRESIONESALGEBRAICASYECUACIONESUOTROSMODELOSMATEMÕTICOS�EL
ANÕLISISMATEMÕTICODEINFORMACI�NPROCEDENTEDEDIAGRAMASYGRÕFICOSMATEMÕTICOS�
ELDESARROLLODEDESCRIPCIONESYEXPLICACIONESMATEMÕTICASYLAUTILIZACI�NDEHERRA
MIENTASMATEMÕTICASPARARESOLVERPROBLEMAS�)NTERPRETARINCLUYELAVALORACI�NDELAS
SOLUCIONESORAZONAMIENTOSMATEMÕTICOSCONRELACI�NALCONTEXTODELPROBLEMAYEL
HECHODEDETERMINARSILOSRESULTADOSSONRAZONABLESYTIENENSENTIDOENLASITUACI�N�
!SIMISMO�EL LENGUAJEDELADEFINICI�NPRETENDEINTEGRARLANOCI�NDECONSTRUCCI�N
DEMODELOSMATEMÕTICOS�QUEHASIDODESDESIEMPREUNAPIEDRAANGULARDELMARCODE
matemáticas de PISA.

!LAHORADEBUSCARMETODOLOG¤ASDEENSE¶ANZAAPRENDIZAJEENCONSONANCIACON
ESTEENFOQUE�EL!PRENDIZAJE"ASADOENLA)NDAGACI�NRESULTAPARTICULARMENTEAPROPIADO�
PUESTOQUEESUNPARADIGMAPARALAENSE¶ANZADELASCIENCIASYLASMATEMÕTICASCENTRADO
ENLOSESTUDIANTES�ENELQUESEPRETENDEPROPORCIONARAESTOSOPORTUNIDADESDETRABAJAR
COMOLOHACENLOSMATEMÕTICOSYLOSCIENT¤FICOS�DIAGNOSTICANDOPROBLEMAS�DISE¶ANDOY
CRITICANDOEXPERIMENTOS�PLANIFICANDOINVESTIGACIONES�EXPLORANDOCONJETURAS�BUSCANDO
INFORMACI�N�CONSTRUYENDOMODELOS�DEBATIENDOCONLOSCOMPA¶EROSYFORMULANDO
ARGUMENTOSCOHERENTES�$ORIERY-AASS�����	�
%NESTETRABAJOINTEGRAMOSUNESQUEMADELOSPROCESOSDEINDAGACI�NPARAELAPREN

DIZAJEDELASCIENCIAS�-ART¤NEZ#HICO�*IM£NEZY,�PEZ'AY�����	YUNESQUEMADE
MODELIZACI�NMATEMÕTICABASADOEN0)3!�����/%#$�����	�7HITE�����	Y�"LUM
Y,EI�����	QUENOSPERMITIRÕN�ENELSIGUIENTEAPARTADO��A	DESCRIBIRELDESARROLLODE
UNATAREAABIERTADENTRODEUNPROYECTOINTERDISCIPLINARSOBREELDISE¶ODEUNINSTITUTO
Y�B	DISCUTIRLASVENTAJASQUEELTRABAJOINTEGRADOENTRELASMATERIASDEMATEMÕTICASY
CIENCIASOFRECEALALUMNADOPARADESARROLLARLOSPROCESOSIMPLICADOSENLAALFABETIZA
CI�NMATEMÕTICA�
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Figura 2. Maqueta de vivienda con sensor de temperatura.

!UNQUEDIFERENTESENALGUNOSASPECTOS�PUEDEOBSERVARSEC�MOLOSCICLOSDELA
&IGURA�ESTÕNVINCULADOSENSUSDIVERSASFASES�%NPRIMERLUGAR�SEPARTEDEUNPROBLEMA
RELACIONADOCONELMUNDONATURALOTECNOL�GICOQUETENGASENTIDOPARAELALUMNADOY
TENGARELACI�NCONSUEXPERIENCIA�%NOCASIONES�ESNECESARIAUNATAREADEOBSERVACI�N�
DEB¢SQUEDADEINFORMACI�N�DEDISCUSI�N�ETC�PARALLEGARAAPROPIARSEDELACUESTI�N
CONLAQUESEENFRENTANEIMPLICARSEENSURESOLUCI�N�!CONTINUACI�N�LOSALUMNOSHAN
DEFORMULAREXPLICACIONESPERSONALESALPROBLEMAOPREGUNTADEPARTIDA�JUSTIFICADAS
ENSUEXPERIENCIAPREVIA�CONOCIMIENTOOINFORMACI�NQUEHAYANMANEJADO�$ICHAS
EXPLICACIONESPUEDENSERHIP�TESISQUEEXPRESANUNARELACI�NENTREVARIABLES�OBIEN
MODELOSQUEEXPRESANUNAREPRESENTACI�NYSIMPLIFICACI�NDELAREALIDAD�,ASIGUIENTE
FASECONSISTEENBUSCARPRUEBASQUEPERMITANCONFIRMAROREFUTARLASEXPLICACIONESYQUE
GENERALMENTEPROCEDENDEDATOSOBTENIDOSATRAV£SDEDISE¶OSEXPERIMENTALESPROPIOS�%N
ESTAFASE�ELALUMNADODEBEREFINARLASPREGUNTASOLASHIP�TESISHASTACONCRETAR�SEPARAR
YSIMPLIFICARLOSASPECTOSNECESARIOSPARARESOLVERLATAREA�DISTINGUIENDOCUÕLESDEELLOS
SONSUSCEPTIBLESDESERTRATADOSCOMOUNMODELOMATEMÕTICO�5NAVEZCONFECCIONADO
ELEXPERIMENTO�SEHACEUSODEDIVERSASHERRAMIENTASMATEMÕTICASPARATRATARDEOBTENER
UNOSRESULTADOSALPROBLEMADEPARTIDA�$ICHARESOLUCI�NLLEVAIMPL¤CITOELREPLANTEA
MIENTODELMODELOINICIALYSUSPOSIBILIDADESDERESPONDERALASITUACI�NPLANTEADA�
)GUALMENTE�ELHECHODECOMPROBARLAVALIDEZDELASOLUCI�NYEVALUARLASCONCLUSIONES
ALALUZDELASEXPLICACIONESCIENT¤FICASPUEDEVOLVERAREPLANTEARLAVALIDEZDELMODELO
YPERMITIR�POR¢LTIMO�SUINTERPRETACI�NENELCONTEXTODELPROBLEMA�PROPICIANDOLA
COMUNICACI�NDECONCLUSIONESYARGUMENTOSQUEDENRESPUESTAALASITUACI�NDEPARTIDA�

#ICLODEMODELIZACI�NMATEMÕTICA#ICLODEINDAGACI�NCIENT¤lCA
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Diseño de la experiencia

%LDISE¶ODETAREAINTERDISCIPLINARQUEPLANTEAMOSSEENCUADRADENTRODELPROYECTO
i)NSTITUTO%COEFICIENTEw�QUEFORMAPARTEDELOSPROYECTOSINTERDISCIPLINARESSOBRELOS
QUESESUSTENTAELCURR¤CULODESIETEASIGNATURASDELOSDOSPRIMEROSCURSOSDE%3/EN
UNINSTITUTOP¢BLICODE!LMER¤A�ENTREELLAS-ATEMÕTICAS�#IENCIASY4ECNOLOG¤A�$ICHO
PROYECTOCULMINACONELDISE¶OYLACONSTRUCCI�N�PORPARTEDELALUMNADO�DELAMAQUETA
DEUN)NSTITUTODECREACI�NPROPIA�AS¤COMOUNMODELODELASDEPENDENCIASPRINCIPALES
DELMISMO�ACOMPA¶ADODEUNPLANOAESCALAYUNDOSSIEREXPLICATIVOCONSUSPRINCIPALES
CARACTER¤STICAS�'LOBALMENTE�SEPRETENDEQUELOSESTUDIANTESDESARROLLENCONOCIMIENTOS
SOBREEFICIENCIAENERG£TICAYENERG¤ASRENOVABLES�$ESDELAASIGNATURADE-ATEMÕTICAS�
ELPROYECTOSEABORDAMEDIANTEUNANDAMIAJECONSISTENTEENCINCOTAREASAMPLIASQUE
TRABAJAN��A	ELDISE¶ODELAiPIELwDELINSTITUTO�PONIENDOENJUEGOANÕLISISEINTERPRE
TACI�NDEGRÕFICASYUTILIZACI�NDEHOJASDECÕLCULO��B	LAORIENTACI�NMÕSCONVENIENTE�
UTILIZANDOLOSMISMOSRECURSOS�JUNTOACONTENIDOSDEÕNGULOSYSISTEMASEXAGESIMAL�
�C	DISE¶ODEMODELOSDELASDEPENDENCIASPRINCIPALESDELINSTITUTO�HACIENDOUSODE
CONTENIDOSDEGEOMETR¤APLANA�ÕREASYVOL¢MENESDECUERPOS��E	ELABORACI�NDEPLANOS
DELASDEPENDENCIAS�UTILIZANDOESCALAS�Y�D	CONSTRUCCI�NDELAMAQUETADELINSTITUTO�
TRABAJANDODEFORMAINTERDISCIPLINARCONLAASIGNATURADE4ECNOLOG¤A�
%LPROYECTOSEABORDAENCLASESDIVIDIDASENEQUIPOSDE�ALUMNOSDURANTEUN

PERIODODEAPROXIMADAMENTE�MESES�,ASDOSPRIMERASTAREASSONIGUALESPARATODOSLOS
GRUPOSYSETRABAJANDEFORMAINTERDISCIPLINARCONLAASIGNATURADE#IENCIAS�!PARTIRDE
LATERCERA�SEDISTRIBUYEENTRELOSDISTINTOSGRUPOSELDISE¶ODELASDIFERENTESDEPENDENCIAS
DEFORMACOORDINADACONELPROYECTOGLOBAL�#ADAUNADEESTASTAREASREQUIEREDEUN
ANDAMIAJEESPEC¤FICO�%NLOQUESIGUE�NOSCENTRAREMOSENLAPRIMERADEELLASPARAILUSTRAR
C�MOSETRADUCEESTEANDAMIAJE�ENQU£CONSISTELAINTERDISCIPLINARIDADCONLAMATERIA
DE#IENCIASYQU£VENTAJASPUEDESUPONERDICHAINTERDISCIPLINARIDADPARAELALUMNADO�

Tarea interdisciplinar

,ATAREAi6ENTANASYMUROSwPLANTEAELINTERROGANTEDEC�MODEBESERLAiPIELw
EXTERIORDELINSTITUTO�VENTANASYMUROS	PARAAPROVECHAREFICIENTEMENTELAENERG¤ASOLAR�
,ASIDEASCIENT¤FICASDEiEFECTOINVERNADEROwYiCONDUCCI�NDELCALORw�AS¤COMOLA
CONSTRUCCI�NEINTERPRETACI�NDEGRÕFICASENMATEMÕTICAS�PERMITIRÕNALOSESTUDIANTES
ABORDARELPROBLEMAPROPUESTO�
0ARAESTATAREA�PRESENTAMOSELDISE¶ODEUNASECUENCIADEINDAGACI�NQUESETRA

BAJARÕDEFORMAINTEGRADADESDELASASIGNATURASDE#IENCIASY-ATEMÕTICAS�4ABLA�	�
!LGUNASCUESTIONESACTIVIDADESSERÕNTRATADASEXCLUSIVAMENTEENLAASIGNATURADE#IEN
CIAS�OTRASENLAASIGNATURADE-ATEMÕTICASYELRESTOSEABORDARÕNENAMBASASIGNATURAS
DEFORMACOMPLEMENTARIA�!LAIZQUIERDADELASECUENCIA�PUEDEVERSELACORRESPONDENCIA
DESUSDISTINTASETAPASCONELCICLODEINDAGACI�NCIENT¤FICAYALADERECHASUCORRESPON
DENCIACONELCICLODEMODELIZACI�NYPROCESOSMATEMÕTICOSPRESENTADOSENLA&IGURA
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��!DEMÕS�PARALASCUESTIONESOACTIVIDADESQUESEABORDANDESDELASMATEMÕTICAS�SE
INDICANAQUELLASCAPACIDADES�/%#$�����	QUEPUEDENDESARROLLARSEMEDIANTEELLAS�
0ARAREALIZARLAEXPERIMENTACI�NPROPUESTAENLAETAPA��4ABLA�	�LOSESTUDIANTES

UTILIZANUNAMAQUETADEVIVIENDAENLAQUEUNADELASPAREDESESINTERCAMBIABLE�PUDI£N
DOSEPONERENELLAUNAVENTANAGRANDE�UNAVENTARAPEQUE¶AONINGUNAVENTANA�%NUNA
PRIMERAINSTANCIA�ORIENTARÕNLAVIVIENDAALSOLHASTAQUESEESTABILICELATEMPERATURAY
LUEGOLASITUARÕNENLASOMBRAPARAVERC�MO£STADESCIENDE�%STEPROCESOSEREALIZARÕ
para cada tipo de pared. A través de un sensor de temperatura conectado a un ordenador 
PORTÕTIL�SERECOGENLOSDATOSQUEPOSTERIORMENTESONTRATADOSENUNAHOJADECÕLCULO
PARAGENERARDISTINTASGRÕFICAS�&IGURA�	�

Figura 2. Maqueta de vivienda con sensor de temperatura.
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4ABLA��Diseño de la secuencia de indagación, correspondencia  

con la indagación científica y los procesos de modelización matemática

0ROBLEMAOCUESTI�NCIENT¤lCA�
z#�MODEBESERLA�PIEL�EXTERIOR�VENTANASYMUROS	DENUESTRO)NSTITUTOPARAAPROVECHARElCIENTEMENTELA%NERG¤A3OLAR

�LUZYCALOR	�

)NDAGACI�N
en ciencias

3ECUENCIADE)NDAGACI�N
�%TAPAS	

Capacidades Matemáticas 0ROCESOSDE!LFABETIZA
CI�NMATEMÕTICAC M R A RP O H

Formular 
YJUSTIlCAR
HIP�TESIS�
EXPLICA
ciones o 
modelos

��$ISCUTIRSOBRELOSASPECTOSATENERENCUENTAENLACONSTRUCCI�NEXTERIORDELEDIlCIO
PARAAPROVECHARALMÕXIMOLA%NERG¤A3OLAR�CAPTANDOELMÕXIMODEENERG¤AEN£POCA
DEFR¤OEIMPIDIENDOQUESALGA�YALCONTRARIOEN£POCADECALOR

Paso de 
SITUACI�N

real a 
modelo o 
ESQUEMA

Formula-

ción mate
mática de 
las situa

ciones

��%LABORARUNMODELOSENCILLO�ENUNACAJAENFORMADE
ORTOEDRO	CONLADISTRIBUCI�NDEVENTANASGRANDES�PEQUE
¶ASYMUROSENELEXTERIORDONDESEREmEJENLOSASPECTOS
ANTERIORES�*USTIlCARELDISE¶O

X  X X    

��$ISE¶ARUNEXPERIMENTOQUEPERMITIRÕVERIlCAROREFU
TARLASJUSTIlCACIONES

X X X X X X X

"¢SQUEDA
DEPRUEBAS

��)DENTIlCARLASVARIABLESQUEINTERVENDRÕNENELEXPE
rimento

X X X

�� %XPONER LAS POSIBLES VARIABLES Y LOS ASPECTOSMATE
MÕTICOSQUEPERMITIR¤AN ANALIZAR LA SITUACI�NYOBTENER
conclusiones 

X X  X X   
Modelo o 
formula
CI�NMATE

mática
�� 2EmEXIONAR SOBRE POSIBLES RESULTADOS MEDIANTE LA
INTERPRETACI�NDESUPUESTOSENFORMADEGRÕlCAS

X X X X   X

��2EALIZARLAEXPERIMENTACI�NYOBTENERDATOS X X X X Empleo de conceptos, 
datos, procedimientos 
YRAZONAMIENTOSMATE

máticosAnalizar e 
interpretar 
la infor
MACI�N
YDATOS

recogidos

��!NALIZARMATEMÕTICAMENTE LOSDATOSOBTENIDOSENEL
EXPERIMENTO

X X X X  X X

��)NTERPRETARLOSRESULTADOSYEXTRAERCONCLUSIONESSOBRE
LATEMPERATURAALCANZADAENELINTERIORDELHABITÕCULOY
SUPOSTERIORCONSERVACI�N

X X

Validar 
soluciones

Interpre-

tación, 
APLICACI�N
YVALORA
CI�NDELOS
resultados 
matemá

ticos

���%VALUARLASEXPLICACIONESYDISTRIBUCI�NINICIALPLAN
TEADAPORCADAEQUIPOALALUZDELOSRESULTADOSOBTENIDOS
ENELEXPERIMENTO

X   X    

Comunicar 
e intercam
BIARIDEAS
SOBRELOS
resultados 
OBTENIDOS

���#OMUNICARYJUSTIlCARLASMODIlCACIONESPOSIBLESEN
LOSMODELOSINICIALESDECADAEQUIPO

X   X    

���%VALUARLASCONCLUSIONESALALUZDEEXPLICACIONESCIENT¤lCAS�EFECTOINVERNADERO�
CONDUCCI�NDECALOR	
���"USCAR NUEVAS ALTERNATIVAS PARA APROVECHAR ALMÕXIMO LA %NERG¤A 3OLAR �PLACAS
SOLARES�ORIENTACI�NDEL#ENTRO�ETC�	

%XPONER
las conclu
siones del 

estudio

Utilizar, 
REVISARY
evaluar el 
modelo o 
EXPLICACIO

nes

��� )NCORPORAR AL PRODUCTO lNAL LOS RESULTADOS OBTENI
DOS� JUSTIlCANDO LA DISTRIBUCI�N DE VENTANAS Y MUROS
UTILIZANDODIFERENTESARGUMENTOSYACONTRASTADOSPREVIA
mente

X   X    

���#ONSIDERAROTROSFACTORESCOMOLALUZNECESARIAPARALADISTRIBUCI�NYCONSTRUCCI�N
de sus dependencias en el interior del Centro
���#ONTRASTARLOSRESULTADOSOBTENIDOSYSUMODELOCONOTRASCONSTRUCCIONESElCIENTES
�!RFRISOL	
���%XPONERLOSRESULTADOSDELESTUDIOENUNINFORMEUTI
LIZANDORAZONAMIENTOSCIENT¤lCOSARGUMENTADOSYEXPLI
cando las herramientas matemáticas utilizadas

X X X X X X X

Notas�#�#OMUNICAR�-�-ATEMATIZAR�2�2EPRESENTAR�!�!RGUMENTARYRAZONAR�20�$ISE¶ODEESTRATEGIASPARARESOLVER
PROBLEMAS�/�5TILIZAROPERACIONES�LENGUAJEFORMALYT£CNICO�(�5TILIZARHERRAMIENTASMATEMÕTICAS

�4RATADASENLAASIGNATURADE#IENCIASEXCLUSIVAMENTE

�4RATADASENLAASIGNATURADE-ATEMÕTICASEXCLUSIVAMENTE
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!CONTINUACI�N�EXAMINAMOSMÕSDECERCAALGUNASDELASACTIVIDADESQUESEREALI
ZARÕNENLAASIGNATURADEMATEMÕTICASDENTRODELASECUENCIAPRINCIPALDEINDAGACI�N�
YQUECONSTITUYENPEQUE¶OSCICLOSDEINDAGACI�NENS¤MISMAS�!S¤�ENLASACTIVIDADES
PREVIASALAEXPERIMENTACI�N�ETAPAS���Y��4ABLA�	�SEPRETENDE�PORUNLADO�QUEEL
ALUMNADOSESIT¢EENELCONTEXTODELEXPERIMENTO�IDENTIFICANDOLASVARIABLESIMPLICADAS
YESTRUCTURANDOGRÕFICAS�SITUACI�NYESCALADELOSEJES�CRECIMIENTO�DECRECIMIENTO�ETC�	
QUELEPERMITANEXTRAERCONCLUSIONESACERCADELPROBLEMA�0OROTROLADO�SEPRETENDE
QUEANALICEDISTINTOSMODELOSDEGRÕFICASYRAZONESUSPOSIBILIDADESENELCONTEXTODEL
EXPERIMENTO�JUSTIFICANDOLOSPOSIBLESRESULTADOSOBTENIDOSYSUSIGNIFICADO�,A&IGURA
�ESUNEJEMPLODELAINDAGACI�NSOBREESTE¢LTIMOASPECTOENLACLASEDEMATEMÕTICAS�

Figura 3. Ejemplo de la indagación que se puede llevar a cabo en la clase de matemáticas.
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4RASLAREALIZACI�NDELEXPERIMENTO�SEPROPONENDOSFASESDEINDAGACI�N�,APRI
MERA�ETAPAS�Y��4ABLA�	�DECARÕCTERANAL¤TICO�ABORDAASPECTOSSOBRELAIDONEIDAD
DELAESCALAENCADAEJE�LACOMPARACI�NYTOMADEDATOSCONCRETOSENTRELASDIFERENTES
CURVAS�YLASPROPIEDADESDELASGRÕFICAS�MÕXIMOSM¤NIMOS�CRECIMIENTODECRECIMIENTO�
INCREMENTO�ETC�	�,ASEGUNDAFASEDELAINDAGACI�N�ETAPAS��Y���4ABLA�	�DECARÕCTER
INTERPRETATIVO�PRETENDEPROPICIARQUELOSESTUDIANTESEXTRAIGANCONCLUSIONESENRELACI�N
ALPROBLEMAPLANTEADO�ANALICENLOSRESULTADOSYJUSTIFIQUENMODIFICACIONESDESUSHIP�
TESISINICIALES�,A&IGURA�ILUSTRAPARTEDELAINDAGACI�NQUESEPUEDEREALIZARAPARTIRDE
LOSGRÕFICOSOBTENIDOSDELAEXPERIMENTACI�N�ENLAFASEANAL¤TICAYENLAINTERPRETATIVA�

Figura 4. Partes del proceso de indagación, ejemplos.
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Conclusión

En el presente capítulo, hemos pretendido mostrar el potencial de una tarea interdis
CIPLINARPARAELDESARROLLODELOSPROCESOSQUECONSTITUYENLACOMPETENCIAMATEMÕTICA
DELALUMNADODESECUNDARIA�0ENSAMOSQUELAAPROPIACI�NDELPROBLEMAQUESEPRETENDE
fomentar en los estudiantes, concienciándolos de la relevancia del aprovechamiento 
ENERG£TICOYDELIMITANDOENQU£CONSISTEDICHOAPROVECHAMIENTOENLATAREADEDISE¶O
DELEXTERIORDELEDIFICIO�LESAYUDARÕAformularLASITUACI�NENT£RMINOSMATEMÕTICOS�
�A	AISLANDOVARIABLESPARADISE¶ARUNEXPERIMENTO�A	DOTÕNDOLASDESIGNIFICADOE
IDENTIFICANDORELACIONESDEDEPENDENCIAENTREELLAS�Y�C	REALIZANDOPREVISIONESDE
COMPORTAMIENTODEGRÕFICASASOCIADASALFEN�MENOESTUDIADO�
#REEMOSQUELASIGNIFICATIVIDADDELPROBLEMACONSEGUIDAENLAFASEANTERIORYLA

MOTIVACI�NPORELUSODERECURSOSTECNOL�GICOSFACILITARÕNSUempleo para el análisis de 
LOSDATOSOBTENIDOSDELEXPERIMENTO�%SPERAMOSQUELASGRÕFICASRESULTANTESPERMITAN
COMPRENDERELEFECTODEUSARVENTANASGRANDES�PEQUE¶ASOUNMUROPARAELPROP�SITO
DEAPROVECHARLAENERG¤ASOLAR�!SIMISMO�ESPERAMOSQUEESTACOMPRENSI�NFACILITELA
ASIMILACI�NDEELEMENTOSYPROPIEDADESDELASGRÕFICAS�QUEPUEDANUTILIZARPARAJUSTI
ficar dicho efecto.
0ORLOQUERESPECTAALPROCESODEinterpretación DELOSRESULTADOSOBTENIDOS�ELTRA

BAJOCONIDEASYEXPLICACIONESCIENT¤FICAS�SUSTENTADASSOBRELASGRÕFICASDELEXPERIMENTO�
ENRIQUECERÕPREVISIBLEMENTELASEXPLICACIONESSOBREELAPROVECHAMIENTOENERG£TICODE
LOSMODELOSINICIALESPROPUESTOSPORLOSEQUIPOSYLASPREDICCIONESSOBRELOQUEOCURRIRÕ
después de introducir modificaciones.
&INALMENTE�SE¶ALAMOSQUEELPOTENCIALQUEHEMOSPRETENDIDOMOSTRARENELDISE¶O

de la tarea necesita ser confrontado con su puesta en práctica. Es entonces cuando 
PODREMOSOBSERVARENQU£MEDIDAYDEQU£MANERALOSESTUDIANTESAPROVECHANONO
LASOPORTUNIDADESQUESELESBRINDAN�%LREALIZARPREVISIONESALRESPECTOPROPORCIONA
UNAVISI�NQUEPOSIBILITAHACERREAJUSTESALOLARGODELAIMPLEMENTACI�NENCAMINADOS
a facilitar este aprovechamiento.
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MODULARIDAD Y PATRONES EN TABLAS NUMÉRICAS.
CALENDARIOS

Modularity and Patterns on Numerical Tables. Calendars

Francisco Ruiz y Rafael Ramírez

Universidad de Granada, España

Resumen

%LPRESENTEART¤CULORECOGELAIMPORTANCIAQUETIENENENLAS-ATEMÕTICASLASREGULARIDADES
YPATRONESNUM£RICOS�ESPECIALMENTECUANDO£STOSSONGENERADOSENTABLASDEN¢MEROS�DANDO
LUGARAPATRONESVISUALES�%LESTUDIODEESTASREGULARIDADESVISUALESPUEDEARROJARINFORMACI�N
SOBREPROPIEDADESNUM£RICASOALGEBRAICAS�COMOOCURRECUANDOSEINTRODUCELARELACI�NDECON
GRUENCIAENTABLASNUM£RICASCOMOELTRIÕNGULODE0ASCALOLATABLADELOS���PRIMEROSN¢MEROS
NATURALES�%STOSEJEMPLOSMENCIONADOSPROPORCIONANMODELOSDEPATRONESQUEEXTENDEMOSAL
CASODELASREGULARIDADESVISUALESQUESEPRODUCENENLOSCALENDARIOSALSE¶ALARLOSD¤ASENLOS
QUEHAYLUNALLENA�

Palabras clave: didáctica, matemáticas, patrones numéricos, calendarios, fases lunares

ABSTRACT

The present work describes the importance of regularity and numerical patterns in Mathe-

matics, especially when they are generated inside numerical tables thus giving rise to visual 

patterns. The study of these visual regularities can shed light on their numerical or algebraic 

properties, as happens when the congruence relation is introduced in numerical tables like the 

Pascal triangle or the set of first 100 natural numbers. These examples provide pattern models that 

we extend to the visual regularities observed in calendars highlighting the days with full moon.

Keywords: didactics, mathematics, numerical patterns, calendars, moon phase

Ruiz,&�YRamírez�2������	�-ODULARIDADYPATRONESENTABLASNUM£RICAS�#ALENDARIOS�%N%�
#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. 

Homenaje al profesor Luis Rico �PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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Introducción

5NADELASACTIVIDADESFUNDAMENTALESDELAS-ATEMÕTICASESELESTUDIOYCREACI�NDE
REGULARIDADESYPATRONES�TANTONUM£RICOSCOMOREFERIDOSALAFORMA�YAFORTUNADAMENTE
esta idea está cada vez más presente en las aulas donde se imparte la enseñanza de esta 

CIENCIA�!S¤POREJEMPLO�$EVLIN�����	Y3TEEN�����	CONCIBENLA-ATEMÕTICACOMO
LACIENCIAQUESEENCARGADELESTUDIODELOSPATRONES�ADMITIENDOQUEPUEDENSERESTOS
patrones reales o imaginarios, visuales o mentales, estáticos o dinámicos, cualitativos 

o cuantitativos.

%LRECONOCIMIENTOYESTUDIODEPATRONESENLAENSE¶ANZADELAS-ATEMÕTICASES
IMPORTANTE�YAQUEPATRONESYREGULARIDADESAPARECENTANTOENELMUNDOF¤SICOENELQUE
VIVIMOS�COMOENELMUNDODELAS-ATEMÕTICAS�YAS¤COMOLALABORDELF¤SICOESTRATAR
DECOMPRENDERELMUNDONATURAL�LADELMATEMÕTICOESESTRUCTURARESEPROCESOBUSCANDO
LAREGLA�LANORMA�LAESTRUCTURA�ESDECIR�ELPATR�N�
#OMOSOPORTEBÕSICOPARAGENERARYESTUDIARPATRONESPODEMOSCONSIDERARDIVERSAS

TABLASDEN¢MEROS�TALESCOMOLASDESUMAR�DERESTARODEMULTIPLICAR�AS¤COMOTABLAS
DELTIPO4RIÕNGULODE0ASCAL�0EROSINDUDAALGUNALATABLAMÕSSIMPLEESAQUELLAENLA
QUEAPARECENLOS���PRIMEROSN¢MEROSNATURALESDISPUESTOSENFILASYCOLUMNAS�CONO
CIDACOMOTABLA����5NEJEMPLOREDUCIDODEELLAESELCALENDARIO�DONDEELN¢MERODE
COLUMNASES�YELMÕXIMON¢MEROATOMARENCUENTAES���

Números primos y patrones

5NADELASPARTESMÕSMISTERIOSASYCURIOSASDELATEOR¤ADEN¢MEROSESLAQUEHACE
REFERENCIAALOSN¢MEROSPRIMOSYSUSPOSIBLESREGULARIDADES�,ACONFIGURACI�NENLAQUE
APARECENESTOSN¢MEROSENLARECTANUM£RICANOESALEATORIAPERONOSEPUEDEPRECISAR
UNPATR�NDEAPARICI�N�YAQUELAFORMADEOBTENERESTOSN¢MEROSESCONFECCIONARUNA
LISTAENLATABLANUM£RICAQUERESULTADESPU£SDEDETACHARLOSM¢LTIPLOSDE����ETC��
CONOCIDACOMO#RIBADE%RAT�STENES�
0ARAFAMILIARIZARSECONLOSN¢MEROSPRIMOS�3WALLOW�����	SUGIEREDISPONERLOS

���PRIMEROSN¢MEROSNATURALESENUNATABLADE�COLUMNASYTACHARLOSN¢MEROSCOM
PUESTOS�,OSM¢LTIPLOSDELOSN¢MEROSDEL�AL��SEDISPONENSIGUIENDOCIERTOSPATRONES
RECTIL¤NEOS�BIENENCOLUMNASVERTICALESOENDIAGONALES�PUDI£NDOSEIDENTIFICARDEESTA
FORMALOSN¢MEROSQUESONM¢LTIPLOSDEDOSOMÕSN¢MEROS�YDETECTANDOLOSN¢MEROS
PRIMOSQUESONLOSQUENOESTÕNTACHADOS�ENNEGRITAYCONFONDOGRISENLA&IGURA�	�
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Figura 1. Criba de Erastótenes en tabla de 6 columnas.

Una vez detectadas estas regularidades visuales, las podemos utilizar para la identi
FICACI�NYESTUDIODELOSN¢MEROSPRIMOS�!S¤POREJEMPLO�OBSERVAMOSQUELOSN¢MEROS
PRIMOSMAYORESQUE�ESTÕNENLAPRIMERAYQUINTACOLUMNA�LOQUENOSLLEVAAAFIRMAR
QUESEPUEDENEXPRESARCOMOUNM¢LTIPLODE�MÕS�OMENOS��$ISTINGUIMOSTAMBI£N
CUANDODOSN¢MEROSTIENENFACTORESPRIMOSCOMUNES�SIAMBOSESTÕNCONECTADOSPORLAS
L¤NEASRESPECTIVAS�!S¤��Y��ESTÕNCONECTADOSPORLAL¤NEADEL���QUEUNELOSM¢LTI
PLOSDE��	�MIENTRASQUE��Y���ESTÕNCONECTADASPORDOSL¤NEAS�LASDEL�YLADEL��
%STOSPATRONESTAMBI£NPROPORCIONANUNAFORMASENCILLADEOBTENERUNADESCOM

POSICI�NDELOSN¢MEROSCOMPUESTOSENFACTORESPRIMOS�SINMÕSQUEDIVIDIRELN¢MERO
COMPUESTOPORELN¢MEROPRIMODELAL¤NEAQUEPASAPOR£L�YREPETIRLAOPERACI�NCON
ELCOCIENTEOBTENIDO�
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Figura 2. Números primos en espiral.

3ICAMBIAMOSLATABLANUM£RICA�LOSN¢MEROSPRIMOSCONFORMANPATRONESDISTINTOS�
!S¤�SIDISPONEMOSLOS���PRIMEROSN¢MEROSNATURALESENFORMADEESPIRAL�COMEN
ZANDOENELCENTROCONEL��SEOBSERVAC�MOLOSN¢MEROSPRIMOSSESIT¢ANDEMANERA
ALINEADA�&IGURA�	�
!PROVECHANDOESTASCONFIGURACIONESELARTISTAALEMÕN2UNE-IELDSREALIZ�EN

�����	LAOBRATITULADAi,ACRIBADE%RAT�STENES)))w�QUEMUESTRALASDISPOSICIONES
LINEALES�DIAGONALESYVERTICALES	QUEADOPTANLOSN¢MEROSPRIMOSRESALTADOSENTABLAS
DE�����Y��COLUMNAS�DEENTRELOSPRIMEROS���������DEN¢MEROSNATURALES�#OMO
SEOBSERVAENLAFIGURA��PARAELN¢MERODECOLUMNAS���PRIMO	LAESTRUCTURAESDOBLE
MENTEDIAGONAL�PARAELN¢MERO���PAR	LAESTRUCTURAESVERTICAL�YPARAELN¢MERO��
�IMPARCOMPUESTO	LAESTRUCTURAESVERTICALYDOBLEMENTEDIAGONAL�'REVSMÓHL�����	�

Figura 3. Patrones de números primos cuando los primeros 1.000.000 de números naturales 

se disponen en 89, 90 y 91 columnas.
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La congruencia, fuente de patrones en tablas numéricas

%LCONCEPTOMATEMÕTICODECONGRUENCIADEN¢MEROSESUNRECURSO¢TILPARADETECTAR
EIDENTIFICARPATRONESNUM£RICOS�3IAHORANOSSITUAMOSENUNATABLANUM£RICACOMOEL
4RIÕNGULODE0ASCALYNOSPLANTEAMOSENQU£LUGARESDELATABLASECOLOCANLOSN¢MEROS
PARESYLOSIMPARES�PODEMOSSUSTITUIRCADAELEMENTOPORELRESTOALDIVIDIRLOPOR��
,OSN¢MEROSPARESDARÕNRESTO�YLOSIMPARESRESTO��YDEESTAFORMAVEMOSCOMOSE
FORMANPATRONESTRIANGULARES�COMOMUESTRALATABLADELAFIGURA�REALIZADACONUNA
HOJADECÕLCULO�UTILIZANDOLAFUNCI�NiRESIDUOw�
%NELCASODECONSIDERARUNM�DULOMAYORQUE��SEOBTIENENOTRASFAMILIASDE

triángulos correspondientes a más clases residuales. 

Figura 4. Patrones triangulares que adoptan las clases residuales  

módulo 2 en el Triángulo de Pascal.

La congruencia en la Tabla-100 y patrones rectilíneos

$IVERSOSPATRONESRECTIL¤NEOSSEOBTIENENCUANDOENLA4ABLA���INTRODUCIMOSLA
CONGRUENCIAYASUVEZCAMBIAMOSELN¢MERODECOLUMNASDELATABLA�!S¤POREJEMPLO�
SIENLATABLADEDOSCOLUMNASSUSTITUIMOSCADAN¢MEROPORELRESTOQUERESULTADEDIVI
DIRLOPOR��LOSN¢MEROSDEDICHATABLAQUEDANCLASIFICADOSENDOSCLASESRESIDUALES�LA
CLASEDELOSN¢MEROSPARESYLACLASEDELOSIMPARES�&IGURA�	�,OSELEMENTOSDEESTAS
CLASESESTÕNALINEADOS�SIBIENESTAALINEACI�NCAMBIACUANDOVAR¤ANTANTOELM�DULOM
COMOELN¢MERODECOLUMNASKDELATABLA�2UIZ�����	�
,AFIGURA�MUESTRATRESPATRONESRECTIL¤NEOSDISTINTOSQUESEPRODUCENENLA4ABLA

���DE�COLUMNASCONUNADELASCLASESRESIDUALESM�DULO��
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Figura 5. Clases residuales módulo 2.

%NGENERAL�CONSIDEREMOSLA4ABLA���ORGANIZADAENkCOLUMNASYSEAmELM�DULO
RESPECTOALCUALVAMOSACLASIFICARLOSN¢MEROSDELATABLA�,ACLASIFICACI�NQUESE
OBTIENEALCONSIDERARLASCLASESRESIDUALESM�DULOmENDICHATABLADEk columnas la 
DENOMINAMOSTABLA(m, k), YENELLAOBTENDREMOSMCLASESRESIDUALES�QUENOTAMOS1, 
2�x�M�, m�$OSELEMENTOSCUALESQUIERA�AYB�DEUNAMISMACLASECUMPLENLACON

DICI�NDEQUESUDIFERENCIAESSIEMPREUNM¢LTIPLODELM�DULOM�ESDECIR
3IUSAMOSELMISMOCOLORPARARESALTARLOSN¢MEROSQUESONCONGRUENTESENTRE

S¤�M�DULOm, visualizamos mediante colores distintos las mCLASESDEEQUIVALENCIA
resultantes:

m�[ }�1�[ }�2�[ }�x�M��[ }

  Figura 6. Patrones rectilíneos distintos formados por una de las clases residuales  

módulo 5 en la Tabla-100 de 8 columnas.
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,A&IGURA�RECOGELASTABLAS(m, k), cuando mYkVAR¤ANENTRE�Y���0ARASUMEJOR
OBSERVACI�NSEHANDESTACADOSOLAMENTELOSELEMENTOSDEUNASOLACLASEDECONGRUENCIA�
YAQUELASDEMÕSCLASESSEDISPONENDEFORMAiparalela» a ella. 

Figura 7. Patrones rectilíneos en las tablas (m, k).
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!PARTIRDEESTATABLADETABLASQUERECOGELOSPATRONESRECTIL¤NEOSQUEFORMANLAS
CLASESRESIDUALES�SEESTUDIANLASREGULARIDADESQUESEVISUALIZANENLASTABLAS�M�K	�
TANTODESDEUNPUNTODEVISTAVISUALGEOM£TRICOCOMOCONUNENFOQUEALGEBRAICO�0ARA
EXPRESARDICHASPROPIEDADESENT£RMINOSALGEBRAICOS�AS¤COMOPARASUDEMOSTRACI�N�
SEUTILIZAELCONCEPTODECADENA�QUERECOGEELSIGNIFICADODEOPERADORADITIVODELOS
DIVERSOSRECORRIDOSQUESEPUEDENEFECTUARENLA4ABLA����2UIZ�����	�$EESTAFORMA�
INTRODUCIENDOLAMODULARIDADENLATABLANUM£RICA�SEOBTIENENUNOSPATRONESVISUALES
QUEASUVEZSONDESCRITOSENT£RMINOSALGEBRAICOSPARAOBTENERYDEMOSTRARPROPIEDADES
de dichos patrones.

Patrones en los calendarios

#OMOHEMOSVISTO�LOSPATRONESCONFIGURADOSPORLOSN¢MEROSPRIMOSHANSIDO
OBJETODEALGUNASOBRASDEARTE�PEROLAFENOMENOLOG¤ADEESTASCONFIGURACIONESTAMBI£N
SEPRESENTAENSITUACIONESMÕSFAMILIARES�0OREJEMPLO�ENLOSCALENDARIOSHABITUALES�LA
DISTRIBUCI�NDELOSMESESENTABLASDESIETECOLUMNASFACILITAVISUALMENTELALOCALIZACI�N
DELOSD¤ASDELASEMANA�/TRAINFORMACI�NHABITUALENLOSCALENDARIOSESMOSTRARLA
FASELUNARDECADAD¤AYAQUELALUNATRADICIONALMENTEHASIDOUNREFERENTEENLAMEDI
CI�NDELTIEMPO�COMOPOREJEMPLOENLADETERMINACI�NDELA3EMANA3ANTAYFESTIVOS
RELACIONADOS�PUESTOQUEEL$OMINGODE0ASCUASEDETERMINAAPARTIRDELALUNALLENA
POSTERIORALEQUINOCCIODEPRIMAVERA�
.OSPLANTEAMOSSIESPOSIBLELOCALIZARENLOSCALENDARIOSPATRONESENLASPOSICIONES

DELOSD¤ASQUEHAYLUNALLENA�5NAPRIMERADIFICULTADQUEENCONTRAMOSESRELACIONARLAS
fases lunares con la «modularidad», como hemos descrito en los apartados anteriores, 
YAQUEENT£RMINOMEDIO�ELN¢MERODED¤ASENTREDOSLUNASLLENASESDE������D¤AS
APROXIMADAMENTE�
%STEHECHOOBLIGAAQUEELM�DULOmACONSIDERARNOESENTERO�PORLOQUELOS

CONCEPTOSDEM¢LTIPLOYCLASESRESIDUALESADQUIERENUNMATIZCONTINUOENELQUEHABR¤A
QUEPROFUNDIZAR�PEROESTOSEALEJADELASPRETENSIONESDEESTETRABAJO�0ARASIMPLIFICAR
YFACILITARLAB¢SQUEDADEPATRONES�VAMOSACONSIDERARELCALENDARIODE����QUEES
ELPR�XIMOA¶OENELQUEEL�DE%NEROES,UNESYADEMÕSTIENECURIOSASPROPIEDADES
RELATIVASALASLUNASLLENAS�COMOELHECHODEQUE%NEROY-ARZOTIENENDOSLUNASLLENAS
Y&EBRERONINGUNA�YQUEHABRÕADEMÕSDOSECLIPSESLUNARES�UNOPARCIALYOTROTOTAL�
3USTITUYAMOSLOSiM¢LTIPLOSDELUNASLLENASwPORLASIGUIENTETABLA�4ABLA�	ENLAQUE
APARECENLASLUNASLLENASDE�����7ERNERY7ERNER�����	�
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4ABLA��Hora y día de la semana de las lunas llenas de 2018

Fecha Día de la semana Hora (central europea)

2 de Enero Martes 03:24:06 

31 de Enero Miércoles 14:26:48 

2 de Marzo Viernes 01:51:24 

31 de Marzo 3ÕBADO 14:36:54 

��DE!BRIL Lunes 02:58:12

��DE-AYO Martes 16:19:36

28 de Junio Jueves 06:53:00

27 de Julio Viernes 22:20:24

26 de Agosto Domingo 13:56:12

��DE3EPTIEMBRE Martes 04:52:30

��DE/CTUBRE Miércoles 18:45:12

��DE.OVIEMBRE Viernes 06:39:18

��DE$ICIEMBRE 3ÕBADO 18:48:36

5BICANDOESTASLUNASLLENASENELCALENDARIO�LOCALIZAMOSALGUNOSPATRONES�&IGURA�	�

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes Sábado Domingo

E
n

er
o

1 2 LLENA 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

F
eb

re
ro

29 30 31 LLENA 1 2 3 4

5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25

M
a

rz
o

26 27 28 1 2 LLENA 3 4

5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25

26 27 28 29 30 31 LLENA 1

A
b

ri
l

2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22

23 24 25 26 27 28 29

M
a

yo

30 LLENA 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12 13

14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27

28 29 LLENA 30 31 1 2 3
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Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes Sábado Domingo

Ju
n

io

4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17

18 19 20 21 22 23 24

25 26 27 28 LLENA 29 30 1

Ju
li

o

2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22

23 24 25 26 27 LLENA 28 29

A
g

o
st

o

30 31 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18 19

20 21 22 23 24 25 26 LLENA

27 28 29 30 31 1 2

S
ep

ti
em

3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23

24 25 LLENA 26 27 28 29 30

O
ct

u
b

re

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 LLENA 25 26 27 28

N
o
vi

em
b

re

29 30 31 1 2 3 4

5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 LLENA 24 25

26 27 28 29 30 1 2

D
ic

ie
m

b
re

3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 LLENA 23

24 25 26 27 28 29 30

31

Figura 8. Lunas llenas en el calendario de siete columnas.

0ODEMOSOBSERVARQUE�DEMANERADISCRETA�LASLUNASLLENASSELOCALIZANCADA��
O��D¤AS�DEPENDIENDODELAHORA�%NLADISTRIBUCI�NDELATABLACONSIETECOLUMNASSE
OBSERVAUNAESPECIEDEREGULARIDADENESCAL�N�MAYORITARIAMENTEDESCENDIENDOCUATRO
CASILLASYDESPLAZANDOUNAODOSHACIALADERECHA�%STEPATR�NSEVISUALIZAMEJORAL
convertir el calendario en un cilindro uniendo los domingos con los lunes siguientes.
0RESENTAMOSACONTINUACI�NUNCALENDARIOENELQUESEPRIORIZALALOCALIZACI�N

DELUNASLLENASFRENTEALAVISUALIZACI�NDELOSD¤ASDELASEMANA�(EMOSMARCADOLOS
DOMINGOSPARAEJEMPLIFICARLADISTRIBUCI�NDECUALQUIERD¤ADELASEMANA�PUDI£NDOSE
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ENCONTRARCIERTAREGULARIDADDIAGONALMENTE�3IOBSERVAMOSLACOLUMNADELUNASLLENAS
YSEINTERPRETALASINGULARIDADPORELN¢MERODED¤ASDELMESDEFEBRERO�APARTIRDE
MARZOSEOBSERVAQUEELD¤ADELMESENELQUEHAYLUNALLENADESCIENDEUNORESPECTO
al mes anterior.
/BSERVAMOSQUEELMESDE!BRILHAYQUEDESPLAZARLOPORQUELALUNALLENAANTERIOR

ESEL��DE-ARZOYLADEL��DE!BRILESCASIEL���%STEiESCAL�NwHACEQUEEN����
EL$OMINGODE0ASCUASEAEL�DE!BRIL�QUENOSECORRESPONDEEXACTAMENTECONLUNA
LLENA�&IGURA�	�
%STEHECHOPERMITEUNAAPROXIMACI�NALCASOCONTINUOALQUEHAC¤AMOSREFERENCIA�

Si en la columna correspondiente a las lunas llenas consideramos el intervalo de 24 
HORAS�PODEMOSSITUARALINEADASENVERTICALLASHORASEXACTASENLASQUEHAYLUNALLENA�
Esto supone unos desplazamientos «continuos» en las tiras correspondientes a los 
MESES�%STARUPTURADELATABLAAPORTAUNMAYOREFECTOVISUALPARALOCALIZARLOSMESES
CONDOSLUNASLLENAS�,ASEGUNDALUNALLENADEUNMESSELLAMALUNAAZULYSONESCASOS
LOSA¶OSENLOSQUEHAYDOSLUNASAZULES�ELANTERIORFUE����YELSIGUIENTESERÕ����	�
#OMOENELCASODELAB¢SQUEDADEPRIMOS�LAREDISTRIBUCI�NDELOSD¤ASDELOS

calendarios en distintas filas, columnas, tiras o incluso cilindros puede facilitar la 
LOCALIZACI�NDEPATRONESENLOSEVENTOSQUESEDESEEESTUDIAR�COMOELCASOPRESENTADO
DELUNASLLENASQUEINFLUYENENLADETERMINACI�NDEFESTIVOSOENOTRASCURIOSIDADES
ASTRON�MICAS�ECLIPSES�LUNASAZULES�ETC�	�
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e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

a 
 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

Figura 9. Domingos en el calendario de meses representados en filas.
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LOS BENEFICIOS DEL FEEDBACK CON EL PROFESOR RICO  

EN UNA INVESTIGACIÓN SOBRE EL LÍMITE 

Professor Rico´s Feedback and its Benefits in a Research on the Limit 

María Teresa Sáncheza, Francisco Javier Clarosb y Moisés Coriatc

aUniversidad de Málaga, España 
BUniversidad Complutense de Madrid, España 

cUniversidad de Granada, España

Resumen

En este documento señalamos la importancia de las aportaciones del Profesor Rico a dos 

TESISDOCTORALESCENTRADASENELESTUDIODEL¤MITE�UNARELATIVAALANOCI�NDEL¤MITEFINITODEUNA
SUCESI�NYLAOTRAALADEL¤MITEFINITODEUNAFUNCI�NENUNPUNTO�%STASAPORTACIONESREALIZADAS
DURANTEELPERIODODEELABORACI�N�AS¤COMOENSUFASEFINAL�PERMITIERONDARMÕSCLARIDADAL
contenido de las mismas, así como solidez a las conclusiones derivadas de las investigaciones 
REALIZADAS�$ICHASAPORTACIONESCONSTITUYENTAMBI£NUNAMETODOLOG¤ADETRABAJOQUEHAPERMI
TIDOMEJORARLAINVESTIGACI�NENEDUCACI�NMATEMÕTICAEN%SPA¶AATRAV£SDELAPRESENTACI�NY
DEBATEENP¢BLICODELASINVESTIGACIONES�CONSTITUY£NDOSEDEESTAMANERAUNCLIMADETRABAJO
ADECUADOPARAELAVANCEENESTADISCIPLINA�%NESTEAVANCEHASIDOYSIGUESIENDOIMPRESCINDIBLE
ELTRABAJOYDEDICACI�NREALIZADOPOREL0ROFESOR2ICO�

Palabras clave: L¤MITE�FENOMENOLOG¤A�LIBROSDETEXTO�ALUMNOS�PROFESORES

ABSTRACT

In this article we share the important contributions made by Professor Rico to a couple of 

doctoral thesis in regard to the notion of limit: one related to the finite limit of a sequence and 

the other related to the finite limit of a function at a point. These contributions made both in the 

making and in the final stages of the dissertations allowed to clarify the content and the con-

clusions extracted from the research. These additions also helped towards establishing a work 

methodology that has permitted to improve the research in mathematical education in Spain 

through the public presentation and discussion of the research, building a working environment 

to make progress in this field of study. The work and dedication offered by Professor Rico has 

been, and still is, essential to this area of knowledge and its development.

Keywords: limit, phenomenology, textbooks, students, teachers

Sánchez, M. T., Claros, F. J. Y Coriat�-������	�,OSBENEFICIOSDELFEEDBACKCONELPROFESOR2ICO
ENUNAINVESTIGACI�NSOBREELL¤MITE�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�
Investigación en Educación Matemática. Homenaje al profesor Luis Rico �PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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Introducción

,OSFIRMANTESDEESTETRABAJOCONSTITUIMOSPARTEDEUNPEQUE¶OEQUIPODEINVESTI
GACI�NQUEENSUSOR¤GENESESTUVOORIENTADOAELABORARDOSTESISDOCTORALESRELACIONADAS
CONLOQUE�ENELA¶O�����DENOMINÕBAMOSAPROXIMACI�NSIMPLEYAPROXIMACI�N
DOBLE�%NLAACTUALIDADELEQUIPOHAAUMENTADOCONVARIOSESTUDIANTESDEDOCTORADO
QUEESTÕNENLAFASEINICIALDESUINVESTIGACI�N�,APRINCIPALDIFICULTADQUEAFRONTAMOS
ALCOMIENZOFUEDEBIDAALTRABAJODELOSDOCTORANDOS�COMOPROFESORESDEINSTITUTO�QUE
LIMITABABASTANTESUTIEMPODISPONIBLEPARALAINVESTIGACI�N�%NELLARGOPERIODOQUE
MEDI�HASTALADEFENSADEAMBASTESISDOCTORALES�EN����Y�����RESPECTIVAMENTE	�
APRENDIMOSAPRESENTARENP¢BLICONUESTROSRESULTADOSPARCIALES�NUESTROSM£TODOS�
NUESTRASENCUESTASPILOTOYNUESTRASCONCLUSIONESAS¤COMOAESCUCHARCUANTOLOSCOLE
GASDEDISTINTOS$EPARTAMENTOSY'RUPOSTUVIERANABIENCOMENTARYDECIRNOS�$E,UIS
2ICOAPRENDIMOSQUELASTESISDOCTORALES�CASITERMINADAS�COMOPRODUCTOiMEMORIADE
INVESTIGACI�Nw�ANTESDESERPRESENTADASENLOS$EPARTAMENTOS�POD¤ANGANARENCALIDADSI
SESOMET¤ANADISCUSI�NDESDEDENTROCONPERSONASDERECONOCIDOPRESTIGIO�QUETUVIERAN
LAAMABILIDADDEDEDICARNOSUNATARDEYELTIEMPOSUFICIENTE�ANTESDEELLO�PARALEER
UNAVERSI�NCASICOMPLETADECADATESISDOCTORAL�0ARALAPRIMERATESIS�#LAROS�����	�
ADEMÕSDEL0ROFESOR3IERRA�LA0ROFESORA!ZCÕRATEYEL0ROFESOR'ONZÕLEZ-AR¤�ELPROPIO
0ROFESOR2ICOFUEUNLECTORCR¤TICOQUESESENT�CONELDOCTORANDOYCONELDIRECTORPARA
ESCUCHARUNABREVEEXPOSICI�NYCOMENTARSUSOPINIONESDEBUENAFE�0ARALASEGUNDA
TESIS�3ÕNCHEZ�����	�FUERONOTROSRECONOCIDOSINVESTIGADORES�LA0ROFESORA!ZCÕRATE�EL
0ROFESOR/RTEGA�LA0ROFESORA6ELASCOYEL0ROFESOR'ONZÕLEZ-AR¤�LOSQUESESENTARON
CONLA$OCTORANDAYCONALG¢NCODIRECTORPARAINTEGRARENFOQUESODESAJUSTESSEVEROS
QUEPUDIERANSURGIR�%NLADEFENSADEESTASEGUNDATESISDOCTORAL�ALTRATARSEDEUNACTO
P¢BLICO�SEAUTORIZ�LAGRABACI�N�PORLOQUEADEMÕSCONTAMOSCONLASAPORTACIONESDEL
PRESIDENTEDELTRIBUNAL�PRECISAMENTEHOMENAJEADOENESTELIBRO�
%NESTECAP¤TULOREPRODUCIMOSBÕSICAMENTELASTANOPORTUNASOBSERVACIONESDE

,UIS2ICOENELPROCESODEiCIERREwYiDEFENSAwDEUNATESISDOCTORALYENELPROCESO
DEiDEFENSAwDELAOTRA�0ENSAMOSQUELAAPORTACI�NDEIDEASPERSONALESCONTRIBUIRÕA
PONERDEMANIFIESTOLAVISI�NPROFUNDAYSINT£TICAALAQUE,UIS2ICONOSHAACOSTUM
BRADODURANTETANTOSA¶OSDEDEDICACI�NALAINVESTIGACI�N�

Lo hemos organizado en dos apartados, el primero de ellos lo comenzamos resu
MIENDOLASAPORTACIONESHECHASPORELEQUIPODEINVESTIGACI�N�ELSEGUNDOCONTIENELAS
OBSERVACIONESYPROPUESTASDEMEJORAREALIZADASPOREL0ROFESOR,UIS2ICOQUECONTRI
BUYERONAQUEDICHASAPORTACIONESFUESENMÕSRICAS�

Producciones del equipo de investigación 

,ASAPORTACIONESQUEAQU¤PRESENTAMOSDEMANERAMUYRESUMIDASURGENDEUNA
EXTENSAINVESTIGACI�NQUEAFRONTAELL¤MITEFINITODESDEUNAPERSPECTIVAFENOMENOL�GICA
ENELSENTIDODE&REUDENTHAL�����	�
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&REUDENTHALDIFERENCI�CUATROTIPOSDEFENOMENOLOG¤A�FENOMENOLOG¤A�FENOME
NOLOG¤ADIDÕCTICA�FENOMENOLOG¤AGEN£TICAYFENOMENOLOG¤AHIST�RICA�$EPENDIENDO
DECUÕLFUERALANATURALEZADELFEN�MENOQUETIENEENCUENTACONRESPECTOALCONCEPTO
MATEMÕTICODELQUETODASSEOCUPAN�%NELPRIMERCASO�HABLAMOSDEFEN�MENOSQUE
ESTÕNORGANIZADOSPORLASMATEMÕTICASENELMOMENTOACTUALYENELUSOACTUAL�%NEL
SEGUNDOCASO�HABLAMOSDEFEN�MENOSPRESENTESENELMUNDODELAENSE¶ANZA�%NEL
TERCERCASO�HABLAMOSDEFEN�MENOSQUETIENENENCUENTAELDESARROLLOCOGNITIVODE
LOSAPRENDICESY�EN¢LTIMOLUGAR�HABLAMOSDEFEN�MENOSQUESONORGANIZADOSPOREL
CONCEPTOMATEMÕTICOYC�MOESTAORGANIZACI�NSEEXTENDI�AOTROSFEN�MENOS�
%NNUESTRAINVESTIGACI�NHEMOSCENTRADOLAATENCI�NENFEN�MENOSORGANIZADOS

PORLASMATEMÕTICAS�CONLACONVICCI�NDEQUEESNECESARIOCOMPRENDERLOSFEN�MENOS
HALLADOSENELL¤MITEFINITODEUNASUCESI�NYENELL¤MITEFINITODEUNAFUNCI�NENUNPUNTO
ANTESDEUSARLOSENLAELABORACI�NDEUNAFENOMENOLOG¤ADIDÕCTICADEDICHOSL¤MITES�
!UNQUEUNADELASGRANDESAPORTACIONESDELPROFESOR2ICOESPONERDEMANIFIESTOQUE�
PESEAQUENUESTRAINTENCI�NPRIMERANOHASIDOLADETECCI�NDEFEN�MENOSDIDÕCTICOS�S¤
QUEHANSURGIDOALGUNOSCOMORESULTADODELAINVESTIGACI�NCOMOVEREMOSMÕSADELANTE�
#OMORESULTADOFUNDAMENTALDELAREVISI�NDEANTECEDENTESNECESARIAPARADESARRO

LLARLAINVESTIGACI�N�CONSTATAMOS�ALIGUALQUELOINTUYENENSUPRÕCTICATANTOSPROFESORES
QUEENSE¶ANELL¤MITEENBACHILLERATOYENLOSPRIMEROSCURSOSUNIVERSITARIOS�LASNUME
ROSASDIFICULTADESQUEESNECESARIOAFRONTARPARACONSEGUIRUNTRATAMIENTOADECUADODE
LANOCI�NL¤MITEDEFINITODEUNAFUNCI�NENUNPUNTOENLAEDUCACI�NSECUNDARIA�
,AMAYOR¤ADELASINVESTIGACIONESCONSULTADASRECONOCEQUEELFORMALISMONOESLA

FORMAMÕSADECUADADETRANSMITIRELCONCEPTODEL¤MITEENLAEDUCACI�NPREUNIVERSITARIA�
DONDESEHAPROBADOQUELOSALUMNOSUTILIZANOTRASIDEASDEL¤MITEQUEINCLUSOPUEDEN
ESTARENCONTRADICCI�NCONUNADEFINICI�NFORMAL�V£ASE2AMAN����������	�!DEMÕS�
SEHACONCLUIDOQUEUNAPARTEDELOSALUMNOSNOLLEGAAENTENDERLANOCI�N�AUNQUE
S¤SEACAPAZDERESOLVERALGUNOSPROBLEMASALGOR¤TMICOSCONL¤MITES�V£ASE3ÕNCHEZ�
����	�#ORNU�����	�ENTREOTROS�OBSERVAQUESEHANENFATIZADOENEXCESOLASRUTINAS
ALGEBRAICASENDETRIMENTODELPROPIOCONCEPTO�
5NADELASCOSASQUEMÕSHALLAMADOLAATENCI�NDELEQUIPODEINVESTIGACI�NENLA

REVISI�NDEANTECEDENTESESQUE�ENLAMAYOR¤ADELOSTRABAJOSCONSULTADOS�NOSEHACEN
DISTINCIONESENTRELOSDIFERENTESTIPOSDEL¤MITE�,OQUENOSHALLEVADOAREALIZARDOS
INVESTIGACIONESINDEPENDIENTESYCOMPLEMENTARIAS�LADE#LAROS�����	�SOBREELL¤MITE
FINITODEUNASUCESI�N�YLADE3ÕNCHEZ�����	QUESEOCUPADELL¤MITEFINITODEUNA
FUNCI�NENUNPUNTO�%NLAACTUALIDADYASEHAINICIADOUNATERCERAINVESTIGACI�NQUE
VERSASOBRELASSUCESIONESNOCONVERGENTES�ENCONCRETOSOBREAQUELLASQUETIENENL¤MITE
INFINITO�!LOLARGODETODALAINVESTIGACI�NSEENCUENTRANARGUMENTOSQUEJUSTIFICANEL
estudio separado de las estas nociones.
%NELEQUIPODEINVESTIGACI�NSURGIERONPREGUNTASRELATIVASALANOCI�NDEL¤MITEYA

QU£ASPECTOSDE£STADIFICULTANOFACILITANSUENSE¶ANZA�,ASITUACI�NDEDOBLEAPROXIMA
CI�NQUETODOSMENCIONABANENELL¤MITEFINITODEUNAFUNCI�NENUNPUNTO�YQUEENEL
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CASODELASUCESI�NESTÕAPROXIMACI�NNOERADOBLESINOSIMPLE�CAPT�NUESTRAATENCI�N
YNOSLLEV�AESTUDIARLAMANERAENQUELOSINVESTIGADORESDELÕREAHAB¤ANABORDADO
ESTASITUACI�N�$IVERSOSAUTORES�!RTIGUE�$OUADY�-ORENOY'�MEZ�����	�6INNER
�����	�#OTTRILL�����	�-AMONA$OWNS�����	�3IERPINSKA�����		SEREFER¤ANALA
DOBLEAPROXIMACI�NSINLLEGARAESTABLECERUNACARACTERIZACI�NSATISFACTORIAPARANUESTRO
TRABAJO�.ECESITÕBAMOSAPOYARLOENUNAIDEAQUE�DANDOSENTIDOTANTOALAAPROXIMACI�N
SIMPLE�ENELCASODELASUCESI�N�YALADOBLEAPROXIMACI�N�ENELCASODELAFUNCI�N
con límite finito, integrara éstas con naturalidad en las propias definiciones. Freudenthal 

�����	ESLAFUENTEDEESTAIDEA�3UTRABAJO�PRIMORDIALYFUERTEMENTERECONOCIDO�NOS
PERMITI�RECONOCERLASAPROXIMACIONESSIMPLEYDOBLECOMOFEN�MENOSORGANIZADOS�
JUNTOCONOTROS�PORUNAVARIEDADDEDEFINICIONESDEL¤MITEFINITODEUNASUCESI�NY
DEUNAFUNCI�NENUNPUNTO�%STAIDEAESUNODELOSPILARESDELAINVESTIGACI�NTE�RICA
APORTADAPORELEQUIPODEINVESTIGACI�N�
&REUDENTHAL�����	APORT�UNABASEPARAREFLEXIONARSOBREELPROCESODEENSE¶ANZA

APRENDIZAJEAUNQUELOHALLEMOSENCURR¤CULOSDIFERENTES�!LGUNOSAUTORES�COMO$REYFUS
�����	Y4ALL�����	�RECONOCENQUEELAPRENDIZAJEDELL¤MITE�DESDEALGUNAPERSPECTIVA�
REQUIEREUNACAPACIDADL�GICAABSTRACTAYELESTUDIODEESTACUESTI�NPLANTEAUNADIS
CUSI�NENTRELOQUEDIFERENTESAUTORESDENOMINANPENSAMIENTOMATEMÕTICOELEMENTAL
�0-%	YPENSAMIENTOMATEMÕTICOAVANZADO�0-!	�
#LAROS�����	DESARROLL�ESTAPERSPECTIVAENELCASODELASSUCESIONESCONVERGENTES

YMOSTR�COMOLADEFINICI�NCORRESPONDIENTEORGANIZADOSFEN�MENOSQUEDENOMIN�
iAPROXIMACI�NSIMPLEINTUITIVAw�A�S�I	YiRETROALIMENTACI�NwOiIDAVUELTAENSUCE
SIONESw�I�V�S	�
3ÕNCHEZ�����	DESARROLL�DICHAPERSPECTIVAENELCASODELASFUNCIONESCONL¤MITE

FINITOENUNPUNTOYMOSTR�C�MOLADEFINICI�NCORRESPONDIENTEORGANIZADOSFEN�MENOS
ALOSQUEDENOMIN�iAPROXIMACI�NDOBLEINTUITIVAw�!�$�)	YiRETROALIMENTACI�NwO
iIDAVUELTAENFUNCIONESw�)�6�&	�
%NAMBOSTRABAJOSSEPUSODEMANIFIESTOQUELOSFEN�MENOSDESCRITOSSESUELEN

PRESENTARENDIFERENTESSISTEMASDEREPRESENTACI�N�3IGUIENDOA*ANVIER�����	YA"LÕZ
QUEZY/RTEGA�����	SEMANEJARONCUATROSISTEMAS�VERBAL�GRÕFICO�SIMB�LICOYTABULAR�
!DEMÕS�SEOBSERV�QUELOSSISTEMASDEREPRESENTACI�NSEMANEJANCONINTENCI�NBIEN
EJEMPLIFICADORAOBIENDEFINIDORA�PORLOQUESECONSIDERARONRELEVANTESLOSLLAMADOS
FORMATOEJEMPLOYFORMATODEFINICI�N�
,ACARACTERIZACI�NDELOSFEN�MENOSMENCIONADOSPARECEINSUFICIENTESINOSEAPOYA

ENUNAVALIDACI�NiEXTERNAw�LOQUENOSCONDUJOABUSCAREVIDENCIASDESUPRESENCIAEN
ELPROCESODEENSE¶ANZAAPRENDIZAJEDELL¤MITE�0ARAELLOSEPLANTE�SUPOSIBLEOBSER
VACI�NENLIBROSDETEXTODESECUNDARIA�%STACUESTI�NMARC�ELINICIODELAB¢SQUEDA
DEUNAMUESTRADELIBROSDETEXTOS�CUYOSRESULTADOSESTÕNPENDIENTESDEPUBLICACI�N�
%LTRABAJODE3IERRA�'ONZÕLEZY,�PEZ�����	�NOSPROPORCION�HERRAMIENTASTE�RICAS
PARAESTRUCTURARUNAINFORMACI�NQUEQUER¤AMOSQUEABARCARAUNOS��A¶OS�%STOS
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AUTORESESTUDIARONLAEVOLUCI�NHIST�RICADELL¤MITEFUNCIONALENELINTERVALO���������
CONSIDERARONTRESPERIODOSTEMPORALESBASADOSENLASLEYESEDUCATIVASQUESEESTABAN
DESARROLLANDO�.UESTRAMUESTRAFUEUNPOCOMÕSEXTENSA�YAQUEABARC�DESDE����HASTA
�����PORLOQUEORLAMOSESOSiPERIODOSEDUCATIVOSwCONOTROSDOS�UNO�PARAABARCAREL
LAPSOANTERIORA����YOTROPARAABARCARELLAPSOPOSTERIORA�����#OMOSECOMPRUEBA
ENLAINVESTIGACI�N�ENELCAMPOQUEABARCANNUESTROSTRABAJOS� LOSDATOSOBTENIDOS
PERMITIERONCARACTERIZARTRESPERIODOS�!DEMÕS�COMPARAMOSLOSPARESDEFEN�MENOS
�APROXIMACI�NINTUITIVAYRETROALIMENTACI�N	ASOCIADOSACADANOCI�N�LIMITEFINITODE
UNASUCESI�NYL¤MITEFINITODEUNAFUNCI�NENUNPUNTO	YDESCRIBIMOSSUEVOLUCI�NEN
los periodos educativos considerados. Otra de las aportaciones del profesor Rico nos 
LLEV�AQUEELANÕLISISDELIBROSDETEXTO�PESEASERSOBREUNAMUESTRAINTENCIONALYNO
REPRESENTATIVA�S¤QUENOSPERMITI�EXTRAERCONCLUSIONES�
#ONELANÕLISISDELIBROSDETEXTOOBTUVIMOSINFORMACI�NQUEUTILIZAMOSPARAOTROS

DOSESTUDIOSEXPERIMENTALES�%LPRIMERODEELLOSSELLEV�ACABOCONALUMNOSDEBACHI
LLERATO#LAROS�����	�YELSEGUNDO3ÕNCHEZ�����	SEBAS�ENELANÕLISISDELOSRELATOS
DEPROFESORESDEEDUCACI�NSECUNDARIAYBACHILLERATO�
%N#LAROS�����	DECIDIMOSPLANTEARLAB¢SQUEDADELOSFEN�MENOSA�S�IEI�V�S

ENPRODUCCIONESDEALUMNOS�0ARAHACERLO�HUBIMOSDEDISE¶ARUNINSTRUMENTOQUE
PERMITIERARECOGERINFORMACI�NSOBRELOQUEESCRIBENLOSALUMNOS�LAMUESTRAELEGIDA�
DESDELUEGO�NOESREPRESENTATIVA�PEROLOSESTUDIOSDEFRECUENCIASQUEHEMOSREALIZADO
APORTANABUNDANTEINFORMACI�NSOBREESTET�PICO�
%LINSTRUMENTODEFINITIVOSECOMPUSODEUNCUESTIONARIOCON�PREGUNTASYDEUNA

TABLADECATEGOR¤AS�PARAELANÕLISISDELASRESPUESTAS��DEESTASCATEGOR¤ASCORRESPOND¤AN
ARESPUESTASPOSIBLESQUESOMOSCAPACESDEASOCIARAC�DIGOSDEFEN�MENOSA�S�IOI�V�S�
%LESTUDIODELASRESPUESTASDELOSALUMNOSPERMITI�DETECTARLOSDOSFEN�MENOS

A�S�IEI�V�SENELPROCESODEENSE¶ANZAAPRENDIZAJEDELANOCI�NDEL¤MITEFINITODEUNA
SUCESI�N�
0OROTRAPARTEEN3ÕNCHEZ�����	�OBTUVIMOSYESTUDIAMOSLOSRELATOSDENUEVE

PROFESORES�%NLAMEMORIASEEXPONENLASETAPASQUESESIGUIERONDESDELAELABORACI�N
DEUNMODELODEENTREVISTAHASTAELANÕLISISDELOSDATOSYOBTENCI�NDERESULTADOS�Para 
el desarrollo de las entrevistas, se emplearon una serie de fragmentos EXTRA¤DOSDEL
ANÕLISISDELIBROSDETEXTO�LOQUENOSSIRVI�COMOPATR�NCOM¢NPARAAYUDARAGENERAR
RESPUESTASYQUEPERMITI�REALIZARUNPOSTERIORESTUDIODELOSRELATOSDELOSPROFESORESDE
FORMASISTEMÕTICA�3ELLEV�ACABOELDISE¶ODEUNMODELOPARALAREALIZACI�NYANÕLISIS
DELASENTREVISTAS�JUSTIFICANDOSUADECUACI�NALOSFINESPERSEGUIDOS�!DEMÕSANTESDE
REALIZARLASENTREVISTASDEFINITIVASLLEVAMOSACABOENTREVISTASPILOTOYREUNIONESCONEL
EQUIPODEINVESTIGACI�NQUEDIERONCOMORESULTADOELESTABLECIMIENTODECATEGOR¤ASY
DIMENSIONES�UNPROTOCOLODEACTUACI�NPARALAINVESTIGADORAYUNGUI�NPARASUENTREGA
ALOSPROFESORESENELMOMENTODELAENTREVISTA�0ARTEDEESTAINFORMACI�NES¢TILPARA
el análisis de los datos. 
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%LANÕLISISDELOSRELATOSDELOSNUEVESPROFESORESENTREVISTADOS�PENDIENTEDEPUBLI
CACI�N�SELLEV�ACABOSEG¢NSEISIDEASORGANIZATIVAS�LASCUALESCONDUCENADEFINIREL
iPERFILFENOMENOL�GICOwDECADAPROFESOR�,OFORMANDOSCOMPONENTES�UNAORIENTADA
ALONUM£RICOYOTRAALOVISUAL�,ACOMPONENTENUM£RICASERVIRÕPARADETERMINARDIFE
RENTESTIPOSDEPERFILESFENOMENOL�GICOS�

El siguiente apartado lo dedicamos a comentar con detalle las aportaciones concretas 
DEL0ROFESOR2ICO�%LHABERDEDICADOTANTOSA¶OSALAINVESTIGACI�N�LEPROPORCIONANUNA
VISI�NSINT£TICAYRIGUROSAQUELELLEVAADETECTARENLASINVESTIGACIONESMÕSCONTRIBUCIO
NESDELASQUESUSPROPIOSAUTORESSONCAPACESDEOBSERVAR�9ESOESLOQUEQUEREMOS
DESTACARENESTECAP¤TULOCONELQUESERINDEHOMENAJEASUPERSONA�LACAPACIDADDE
VERMÕSALLÕ�DETENERESETALENTOQUESOLOSECONSIGUECONELESFUERZOYLACONSTANCIA�
!PROVECHAMOSLAOCASI�NPARAAGRADECERSUDEDICACI�NYPORSUPUESTOSUSAPORTACIONES�

Aportaciones del Profesor Rico

3ONMUCHASLASHORASDETRABAJOCOMPARTIDAS�LOQUEPONEDEMANIFIESTOELPROFUNDO
CONOCIMIENTOQUEEL0ROFESOR2ICOTIENEDENUESTRAINVESTIGACI�N�TANTOENSUVISI�NDE
CONJUNTO�COMODELADOSTESISDOCTORALES�QUEHASTALAPRESENTEESTÕNPUBLICADAS�%STOLO
SIT¢AENUNAPOSICI�NPRIVILEGIADA�YAQUELEPERMITECONOCERELTRABAJOCONLASUFICIENTE
PROFUNDIDADPARAPODERHACERAPORTACIONES�YALAVEZLEDALAiFRESCURAwDEQUIENVE
LASCOSASDESDEFUERA�4ODOESTOUNIDOAUNAEXTENS¤SIMAEXPERIENCIAINVESTIGADORALO
LLEVAAREALIZARAPORTACIONESCOMOLASQUEDETALLAREMOSACONTINUACI�N�

La primera de las grandes sugerencias del Profesor Rico fue la de mantener una 
REUNI�NCONEL0ROFESOR3IERRA�YAQUEDEESTAREUNI�NPOD¤ANSURGIRIDEASDEMEJORA
PARAELESTUDIOEMP¤RICOQUESEESTABALLEVANDOACABOCONLIBROSDETEXTODESECUNDARIA
YBACHILLERATO�%SASUGERENCIASEJUSTIFICACONLAGRANEXPERIENCIAQUEEL0ROFESOR3IERRA
TIENESOBREESTETIPODEANÕLISISYENPARTICULARSOBRETEXTOSHIST�RICOS�$EESTAREUNI�N
CONCLUIMOSQUEPARAQUELAMUESTRADELIBROS�PESEASERINTENCIONALYNOREPRESENTA
TIVA�NOSPERMITIESEEXTRAERCONCLUSIONES�DEB¤AMOSTENERALMENOSTRESLIBROSDETEXTO
ANALIZADOSPORCADAPERIODOEDUCATIVOCONSIDERADO�%STOSUPUSOUNESFUERZOEXTRA�YA
QUEPARAENCONTRARLIBROSDETEXTODELPERIODOQUEABARCABADE����HASTA����TUVIMOS
QUERECURRIRALA"IBLIOTECA.ACIONAL�CONTODASLASDIFICULTADESQUEELLOSUPONE�0ERO
LAVERDADESQUEFINALMENTENOSALEGRAMOSMUCH¤SIMODELOSRESULTADOSOBTENIDOS�
PORQUEESTEHECHONOSHIZOTENERARGUMENTOSPARAFUNDAMENTARLASCONCLUSIONESALAS
QUELLEGAMOS�4AMBI£NAPROVECHAMOSLAOCASI�NPARAAGRADECERAL0ROFESOR3IERRASU
INTER£SYDEDICACI�NDURANTEELDESARROLLODELESTUDIODELIBROSDETEXTOQUELLEVAMOSA
CABOTANTOENSUCESIONESCOMOENFUNCIONES�
,ASEGUNDAGRANAPORTACI�NDEL0ROFESOR2ICOFUEREFERENTEALESTUDIODEANTECE

DENTES�0ARAELEQUIPONOERAUNOBJETIVOPONERDEMANIFIESTOLANECESIDADDEREALIZAR
INVESTIGACIONESBASADASENLANOCI�NDEL¤MITEQUETENGANENCONSIDERACI�NLASDIFEREN
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CIASNOTABLESQUESEOBSERVANENFUNCI�NDELTIPODEL¤MITEQUESEEST£CONSIDERANDO�
9ESOJUSTIFICAELPORQU£DEUNSOLOEQUIPODEINVESTIGACI�NSEHANPODIDOPUBLICAR�
HASTALAPRESENTE�DOSTESISDOCTORALES�5NARELATIVAALANOCI�NDEL¤MITEFINITODEUNA
SUCESI�N#LAROS�����	�YLAOTRARELATIVAALANOCI�NDEL¤MITEFINITODEUNAFUNCI�NEN
UNPUNTO3ÕNCHEZ�����	�$EHECHOYASEHACOMENZADOOTRATERCERAINVESTIGACI�N�QUE
TIENECOMOOBJETODEESTUDIOLASSUCESIONESNOCONVERGENTES�
,ATERCERASUGERENCIAESENFATIZARELHECHODEQUEELCONTEXTOEDUCATIVOENELQUE

SEDESARROLLANLASDOSTESISDOCTORALESYAPUBLICADAS�ESELDELAEDUCACI�NSECUNDARIA
POSTOBLIGATORIA�9QUELOSTIPOSDESUCESIONESYFUNCIONESESTUDIADOSSONSUCESIONESY
FUNCIONESELEMENTALES�/TROHECHOQUENOSHACEDESTACARESQUEELESTUDIOFENOMENO
L�GICOQUESEHACEESREFERENTEAUNAFENOMENOLOG¤AMATEMÕTICA�QUENOTRABAJAMOS
FEN�MENOSDELOSQUESEPROPONENENLOSMODELOSDE0)3!�CONLAIDEADENOCREAR
FALSASEXPECTATIVASALOSPOSIBLESLECTORESDELOSTRABAJOS�
1UEREMOSDARIMPORTANCIAALACUARTASUGERENCIAHECHAPOREL0ROFESOR2ICO�YQUE

HACEREFERENCIAAUNADELASCONCLUSIONESQUESEPUEDENSACARDELANÕLISISDELIBROSDE
TEXTO�%L0ROFESOR2ICO�NOSHACEVERQUEDEESEANÕLISISSEPUEDECONCLUIRALGOQUENO
HEMOSDESTACADO�9ESQUEELPODERESTABLECERTRESPERIODOSPRINCIPALESENELTRATAMIENTO
DELANOCI�NDEL¤MITEENLOSLIBROSDETEXTOESPA¶OLESENLOS¢LTIMOSA¶OS�PONEDE
MANIFIESTOLAPRESENCIADEUNFEN�MENODIDÕCTICOENELSENTIDODADOPOR&REUDENTHAL
�����	�YAQUEESTEHECHOEXPLICACUÕLHASIDOLAEVOLUCI�NHIST�RICADELTRATAMIENTODE
LANOCI�NDEL¤MITEDESDEELPUNTODEVISTADELOSCAMBIOSCURRICULARES�
/TRADELASGRANDESAPORTACIONESLAHACERESPECTOALESTUDIOEMP¤RICOLLEVADOACABO

CONPROFESORES�YESTÕENLAMISMAL¤NEAQUELAANTERIOR�%L0ROFESOR2ICOAFIRMAQUEiLA
RESPUESTADELOSPROFESORESESPREOCUPANTEw�YQUEDEELLASEDETECTAOTRONUEVOFEN�MENO
DIDÕCTICOQUENOSEMENCIONAEN3ÕNCHEZ�����	�YESiLAINTRANQUILIDADODESACOMODO
DELPROFESORADOALTRABAJARLANOCI�NDEL¤MITEw�%NPALABRASDELPROPIO0ROFESORiPARECE
QUELADEFINICI�NFORMALNOTERMINADERESOLVERLOSPROBLEMASDEAPRENDIZAJE�PUEDEQUE
ELFALLOSEAQUETIENEQUESERLADEFINICI�NFORMAL�HAYOTRASDEFINICIONES�YENVUESTRA
INVESTIGACI�NNOSELEPREGUNTAALPROFESORQUEOTROTIPODEEJEMPLOSORECURSOSEMPLEA
PARATRABAJARENL¤MITECONSUSALUMNOSDESECUNDARIAOBACHILLERATOw�
%STA¢LTIMAREFLEXI�NHACAPTADOELINTER£SDEOTRONUEVOMIEMBRODELEQUIPODE

INVESTIGACI�N-ACIAS�����	�ELCUALPROPONEENSU4RABAJO&INDE-ASTER�PENDIENTE
DEPUBLICAR	UNAUNIDADDIDÕCTICAINNOVADORAPARATRABAJARLANOCI�NDEL¤MITEENCUARTO
CURSODELA%�3�/OPCI�N!�%NESTAEMPLEAJUSTAMENTELOQUESUGER¤AELPROFESOR2ICO�
OTROTIPODEMATERIALESYRECURSOS�PARATRABAJARELL¤MITEENLAEDUCACI�NSECUNDARIA
OBLIGATORIAYELBACHILLERATO�
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Resumen

,AINVESTIGACI�NALGEBRAICASEHADESARROLLADOCONESTUDIANTESPARAPROFESORESDE-ATEMÕ
TICASENLA%DUCACI�N0RIMARIAY3ECUNDARIAYCONESTUDIANTESDE3ECUNDARIA�#ONLOSPRIMEROS�
LOSESTUDIOSHANSIDO�LASDIFICULTADESYERRORES�ELUSODERECURSOSYLASFORMASDEPENSAMIENTO
QUEDESARROLLANENSITUACIONESPROBLEMASDECONTENIDOALGEBRAICO�#ONLOSSEGUNDOS�LOSESTUDIOS
SEHANCENTRADOENLASDIFICULTADESYERRORESEN¸LGEBRA�ENLASOPERACIONES�ENLASESTRUCTURAS
YENLOSPROCESOSALGEBRAICOSIMPLICADOSENLASSITUACIONESPROBLEMAS�PROPIOSDEESTAETAPA
EDUCATIVA�QUEREQUIERENELUSODEDIFERENTESREPRESENTACIONESYRAZONAMIENTOSALGEBRAICOS�

%NLAINVESTIGACI�NNUM£RICA�SEDISTINGUENTAMBI£NDOSL¤NEAS�UNAREALIZADACONALUMNADO
QUETIENENDIFICULTADESDEAPRENDIZAJE�S¤NDROMEDE$OWN	�ENLAQUESEABORDAELPROCESODE
ENSE¶ANZAAPRENDIZAJEDECONCEPTOSNUM£RICOS�OPERACIONESADITIVASYLARESOLUCI�NDEPROBLE
MAS�YOTRA�CONESTUDIANTESDESECUNDARIA�CENTRADAENELESTUDIODELOSN¢MEROSNEGATIVOSY�
de manera más amplia, en el sentido numérico.

Palabras clave:ÕLGEBRA�PROCESOSALGEBRAICOS�N¢MEROSNEGATIVOS�SENTIDONUM£RICO�3¤N
DROMEDE$OWN�DIFICULTADESYERRORES�EDUCACI�NOBLIGATORIAYFORMACI�NDEPROFESORES

ABSTRACT

The algebraic research has been conducted with two target groups. One group of students 

for teachers of Mathematics in the Primary and Secondary Education, and the second group of 

Secondary School students. With the first one, the research has focused on difficulties and errors, 

the use of resources and the way of thinking developed in situations/problems with algebraic 

contents. With the secondary school students, the aim was the study of the difficulties and errors 

in Algebra, in the operations, the structures and the algebraic process involved in the situations/

Socas, M. M., Palarea, M. M., Bruno, A�YNoda�-�!������	�&OCOSDEINVESTIGACI�NEN0EN
SAMIENTO!LGEBRAICOY.UM£RICODESARROLLADOSENLA5NIVERSIDADDE,A,AGUNA�%N%�#ASTRO�%�#ASTRO�
*�,�,UPIÕ¶EZ�*�&�2UIZY-�4ORRALBO�%DS�	�Investigación en Educación Matemática. Homenaje al 

profesor Luis Rico �PP�������	�'RANADA�#OMARES�
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problems, own of this educative stage, which require the use of different representations and 

algebraic reasoning.

Concerning with the numeric research, we worked with two target groups of young students. 

First, students with special learning needs (Down syndrome), attending the teaching-learning's 

process of numerical concepts, additive operations and problems' solving. The second group was 

formed by secondary school students, focusing our research in the study of negative numbers 

and, with a wider point of view, the numerical sense.

Keywords: Algebra, algebraic processes, negative numbers, numerical sense, Down's Syn-

drome, difficulties and errors, obligatory education and training teachers.

Introducción

%NRELACI�NCONEL0ENSAMIENTO.UM£RICOY!LGEBRAICOSEHANDESARROLLADOENLA
5NIVERSIDADDE,A,AGUNADIFERENTESFOCOSDEINVESTIGACI�NQUEABORDAREMOSENESTE
CAP¤TULO�!EFECTODECONCRETARYORGANIZARLASDIFERENTESINVESTIGACIONESDESARROLLADAS�
DISTINGUIREMOSDOSL¤NEAS�UNAREALIZADACONALUMNADOCONDIFICULTADESDEAPRENDIZAJE
YOTRACONESTUDIANTESDE3ECUNDARIA�EN0ENSAMIENTO.UM£RICO�YUNACONESTUDIAN
TESPARAPROFESORESDE-ATEMÕTICASENLA%DUCACI�N0RIMARIAY3ECUNDARIAYOTRACON
ESTUDIANTESDE3ECUNDARIA�EN0ENSAMIENTO!LGEBRAICO�
#ONRESPECTOALAENSE¶ANZAAPRENDIZAJEDECONCEPTOSNUM£RICOSENPERSONASCON

DIFICULTADESDEAPRENDIZAJE�ENCONCRETO�CONS¤NDROMEDE$OWN�LOSFOCOSDEINTER£S
HANSIDO�A	ELANÕLISISDEDIFICULTADESYDEERRORESENCONCEPTOSNUM£RICOS�CONCEPTOS
INICIALESDEN¢MERO�OPERACIONESADITIVASYRESOLUCI�NDEPROBLEMAS	�B	LAEVALUACI�N
DELACOMPRENSI�NDEESTRUCTURASCONCEPTUALESQUESUBYACENALSISTEMADENUMERA
CI�NDECIMAL�C	ELUSODELATECNOLOG¤A�ENESPECIAL�DETUTORIALESINTELIGENTES�PARAEL
APRENDIZAJEDELOSPRIMEROSCONCEPTOSNUM£RICOSYD	ELDISE¶OYLAIMPLEMENTACI�N
DESITUACIONESDEAPRENDIZAJEADECUADASALASCARACTER¤STICASCOGNITIVASPARTICULARESDEL
alumnado con síndrome de Down.
%NRELACI�NCONELAPRENDIZAJEDELOSN¢MEROSEN%DUCACI�N3ECUNDARIA�LASPRIN

CIPALESINVESTIGACIONESSEHANCENTRADOENELESTUDIODELOSN¢MEROSNEGATIVOSY�DE
MANERAMÕSAMPLIA�ENELSENTIDONUM£RICO�%NESTAL¤NEASEHANOBSERVADODIFICULTADES
YERRORESDELOSALUMNOSDE3ECUNDARIA�ANALIZANDOLOSMODOSDEPENSAMIENTOPARA
ESTABLECERPERFILESDEESTUDIANTESYTAMBI£NSEHANDESARROLLADOYANALIZADOSECUENCIAS
DEAPRENDIZAJEDEAULA�
#ONLOSESTUDIANTESPARAPROFESORES�EN0ENSAMIENTO!LGEBRAICOLOSCENTROSDEINTE

R£SHANSIDO�ELESTUDIODELASDIFICULTADESYERRORESENELCAMPOCONCEPTUALALGEBRAICO�
ELUSODERECURSOSYLASFORMASDEPENSAMIENTOQUEDESARROLLANENSITUACIONESPROBLEMAS
DECONTENIDOALGEBRAICO�9CONLOSESTUDIANTESDE3ECUNDARIA�LASINVESTIGACIONESSEHAN
CENTRADOENELESTUDIODELASDIFICULTADESYERRORESENELCAMPOCONCEPTUALALGEBRAICO
ENRELACI�NCONLASOPERACIONES�LASESTRUCTURASYLOSPROCESOSALGEBRAICOSIMPLICADOS
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ENSITUACIONESPROBLEMAS�PROPIOSDEESTAETAPAEDUCATIVA�QUEREQUIERENELUSODE
DIFERENTESREPRESENTACIONESYRAZONAMIENTOSALGEBRAICOS�
0RESENTAREMOS�INICIALMENTE�LAINVESTIGACI�NEN0ENSAMIENTO!LGEBRAICOYDESPU£S

LAINVESTIGACI�NEN0ENSAMIENTO.UM£RICO�

Pensamiento algebraico

,ASINVESTIGACIONESEN0ENSAMIENTO!LGEBRAICO�SEHANORIENTADOENLA5NIVERSIDAD
DELA,AGUNA�ALANÕLISISDELASCARACTER¤STICASDEL0ENSAMIENTO!LGEBRAICOYALESTUDIODE
LOSPROBLEMASQUESEOCASIONANENLAENSE¶ANZAYENELAPRENDIZAJE�AS¤COMOALESTUDIO
DERESPUESTASYPROCESOSDESOLUCI�NDEESTUDIANTESYPROFESORESENTAREASESPEC¤FICAS
EN0ENSAMIENTO!LGEBRAICO�3EPROPONEENCONTRARRESPUESTASAPREGUNTASCOMO�z1U£
PUEDENHACERYQU£NOPUEDENHACERLOSESTUDIANTESYLOSPROFESORESENLOSDISTINTOS
CICLOSONIVELESDELSISTEMAEDUCATIVOEN0ENSAMIENTO!LGEBRAICO�%NGENERAL�ESTAS
INVESTIGACIONESSEPUEDENAGRUPARENTRESGRANDESN¢CLEOS�

 — ,ATRANSICI�NDEL0ENSAMIENTO.UM£RICOAL!LGEBRAICO�ANALIZANDOLOSASPEC
TOS DEL PRIMERO QUE SON LA BASE PARA LOS CONOCIMIENTOS DE LA!RITM£TICA
Generalizada.

 — ,AB¢SQUEDADESIGNIlCADOSPARALOSOBJETOSDEĻ LGEBRAQUEFACILITENLAENSE
¶ANZAYAPRENDIZAJEDEĻ LGEBRAENLA%DUCACI�N3ECUNDARIA�

 — %L PAPEL REFERENCIAL DEL¸LGEBRA EN LAS -ATEMÕTICAS CARACTERIZADO POR EL
LENGUAJEYLOSPROCESOSESPEC¤lCOSDEL0ENSAMIENTO!LGEBRAICOCOMOLASUS
TITUCI�NFORMAL�LAGENERALIZACI�NYLAMODELIZACI�N�"EDNARZ�+IERANY,EE�
�����0ALAREA������3OCAS������3OCASet al., ����������x	�

La transición del pensamiento numérico al algebraico

%NTREESTASINVESTIGACIONESPODEMOSDESTACARLOSESTUDIOSRELATIVOSALARELACI�N
ENTRELA!RITM£TICAYEL¸LGEBRA�ENELQUETIENENUNPAPELESENCIALELESTUDIODELAS
DIFICULTADESYERRORES�LAB¢SQUEDADESIGNIFICADOSPARAEĻ LGEBRA�ELPAPELREFERENCIAL
DEL¸LGEBRAENLAS-ATEMÕTICAS�ASPECTOSDETERMINANTESPARALAORGANIZACI�NDELA
ENSE¶ANZADEĻ LGEBRAYLAFORMACI�NDELPROFESORADO�
,ATRANSICI�NDELA!RITM£TICAAL¸LGEBRA�HASIDOYESUNTEMADEINVESTIGACI�N

PERMANENTE�ENELQUEELESTUDIODELASDIFICULTADESYLOSERRORESENELAPRENDIZAJEDEL
¸LGEBRAYENLAS-ATEMÕTICAS�HANSIDOYSONHOYUNFOCODEESTUDIOEINVESTIGACI�NEN
%DUCACI�N-ATEMÕTICA�ENELQUEAPESARDESUANTIGÓEDAD�DELOSRESULTADOSOBTENIDOS
YDELOSESQUEMASTE�RICOSUTILIZADOSPARAINTERPRETARESOSRESULTADOS�HAYCUESTIONES
IMPORTANTESA¢NNORESUELTAS�
%NELESTUDIODELASDIFICULTADESYERRORESPODEMOSDISTINGUIR�AGRANDESRASGOS�

TRESETAPAS�%NUNAPRIMERAETAPALAINVESTIGACI�NCONSIST¤A�PRIORITARIAMENTE�ENHACER
RECUENTOSDELN¢MERODESOLUCIONESINCORRECTASAUNAVARIEDADDESITUACIONESPROBLE
MÕTICASYENHACERUNANÕLISISDELOSTIPOSDEERRORESDETECTADOS�PARAPROCEDERAUNA



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA322

CLASIFICACI�NQUEPERMITIERAEXAMINARC�MO£STOSSURGENAPARTIRDELASOLUCI�NCORRECTA�
Y�HACERINFERENCIASSOBREQU£FACTORES�ESPECIALMENTEDELCONTENIDOMATEMÕTICO�PUEDEN
HABERCONDUCIDOALERROR�%NUNASEGUNDAETAPA�APARTIR�APROXIMADAMENTE�DELAD£CADA
DELOSOCHENTA�SETOMACONCIENCIADEQUEELERRORESALGONORMALENLOSPROCESOSDE
ENSE¶ANZAYAPRENDIZAJE�%LLOSUPONEINDAGARSOBRELOSERRORES�NO¢NICAMENTEDESDE
CUESTIONARIOSGENERALES�SINO�ADEMÕS�PROFUNDIZARENELMISMOPROCESODECONSTRUCCI�N
DELOSOBJETOSMATEMÕTICOSPORPARTEDELOSALUMNOSCOMORECURSOPARASABERENQU£
ESTÕNPENSANDO�2ADATZ������2ICO�����	�
%NLOS¢LTIMOSA¶OS�TERCERAETAPA�ENCONTRAMOSESTUDIOSENLOSQUESEABORDANGLO

BALMENTELASDIFICULTADESYERRORESQUESEDANENELAPRENDIZAJEDEL,ENGUAJE!LGEBRAICO
ENLA%DUCACI�N3ECUNDARIA�ESELCASODELOSDELGRUPODE¸LGEBRADELA5NIVERSIDAD
DE,A,AGUNA�ENLAQUEENLAPROPUESTADETRABAJOSEABORDANOS�LOUNANÕLISISY
CLASIFICACI�NDELOSERRORESQUECOMETENALUMNOSDESECUNDARIADEFORMAGLOBAL�CONSI
DERANDOTODOSLOSASPECTOSDEL,ENGUAJE!LGEBRAICO�OPERACIONES�ESTRUCTURASYPROCESOS
�SUSTITUCI�NFORMAL�GENERALIZACI�NYMODELIZACI�N	�SINOQUESEESTUDIANLOSOR¤GENES
DELOSMISMOSENUNMARCOTE�RICODENOMINADO%NFOQUE,�GICO3EMI�TICO�%,/3	�
LOQUEPERMITEARBITRARPROCEDIMIENTOSQUEAYUDANALOSALUMNOSACORREGIRSUSERRORES
�0ALAREA������0ALAREAY3OCAS�����Y�����2UANO�3OCASY0ALAREA������3OCAS�
���������������3OCASY0ALAREA�����Y����	�

Búsqueda de significados para el álgebra

,AB¢SQUEDADESIGNIFICADOSPARAEĻ LGEBRAHASIDOTAMBI£NUNACONSTANTEENLAS
INVESTIGACIONESEN0ENSAMIENTO!LGEBRAICOYHAESTADOPRESENTEENLAMAYOR¤ADELAS
INVESTIGACIONES�+APUT������+IERAN�����������,INS�����	�$ISTINTOSAUTORESHAN
tratado de identificar las diferentes fuentes de significados para los sistemas de repre
SENTACI�NSEMI�TICOSDEĻ LGEBRA�+APUT������+IERAN������2ADFORD������3OCASY
0ALAREA�����	�
%NESTAB¢SQUEDADESIGNIFICADOSPARAEL¸LGEBRA�SOBRESALENELUSODEM¢LTIPLES

REPRESENTACIONESENLAFORMACI�NDECONCEPTOSYHASIDODESTACADOPORDIFERENTESINVES
TIGADORES�ENESTESENTIDO�*ANVIER�����	�+APUT�����	�$UVAL�����	�2ICO�#ASTROY
2OMERO�����	�0ALAREAY3OCAS�����Y����	�3OCASY0ALAREA�����	�HANREALIZADO
INVESTIGACIONESYHANDESARROLLADOASPECTOSTE�RICOS�CONLAINTENCI�NDEACLARARLOS
MECANISMOSDEARTICULACI�NQUESEDANDENTRODEUNPROCESODECOMPRENSI�NDELCONO
CIMIENTOMATEMÕTICO�!NÕLOGAMENTEELUSODE2EPRESENTACIONES3EMI�TICASM¢LTIPLES
CONSTITUYEUNARECOMENDACI�NALDESARROLLOCURRICULARENCASITODASLASPROPUESTASEN
T£RMINOSPARECIDOSALARECOMENDACI�NDELOSESTÕNDARES�.#4-����������	�

El papel referencial del álgebra en las matemáticas

%LPAPELREFERENCIALDEL¸LGEBRAENLAS-ATEMÕTICASSEMANIFIESTAENM¢LTIPLES
FACETAS�PEROSOBRESALENDOSQUEHANTENIDOREPERCUSI�NENELDESARROLLOCURRICULARY
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ENLAORGANIZACI�NDELAENSE¶ANZADEL¸LGEBRA�ELLENGUAJEYLOSPROCESOSDEL0EN
SAMIENTO!LGEBRAICO�%NRELACI�NCONLOSPROCESOSDEL0ENSAMIENTO!LGEBRAICO�LA
SUSTITUCI�NFORMAL�LAGENERALIZACI�NYLAMODELIZACI�N�SONLOSPROCESOSCARACTER¤STICOS
DELLENGUAJEALGEBRAICOQUESEUTILIZANTAMBI£NENOTRASPARTESDELAS-ATEMÕTICASY
ENOTRASRAMASDELSABER�%NCONTRAMOSDIFERENTESESTILOSDEENSE¶ANZADEĻ LGEBRAQUE
TOMANCOMOBASELOSPROCESOSDEGENERALIZACI�NYMODELIZACI�N�"EDNARZ�+IERAN
Y,EE�����	�
,AGENERALIZACI�NYLAMODELIZACI�NHANSIDOANALIZADASPORM¢LTIPLESAUTORES�

0OREJEMPLO�PARA-ASON�����	�LAGENERALIZACI�NESELCORAZ�NDELAS-ATEMÕTICASY
consiste en ver tanto los casos particulares en la generalidad como ver la generalidad a 
TRAV£SDELOSCASOSPARTICULARES�0ARAOTROSCOMO2ADFORD�����	�LAGENERALIZACI�NESUN
PROCEDIMIENTOQUELLEGAAUNACONCLUSI�NQUE�POSTERIORMENTE�HAYQUEVALIDAR�APARTIR
DEUNASUCESI�NDEHECHOSOBSERVADOS�$EESTAMANERA�TODOPROCESODEGENERALIZACI�N
CONLLEVAUNAFASEDEVALIDACI�N�
3INEMBARGO�LAMODELIZACI�NIMPLICA�ENPRIMERLUGAR�UNAFASEDEFORMULACI�N

QUESECOMPLETACONUNADEVALIDACI�N�DEMANERAQUEDURANTELAFASEDEFORMULACI�N
SEEXAMINAUNFEN�MENOOSITUACI�NPARAESTABLECERALGUNARELACI�NENTRELASVARIABLES
IMPLICADAS�%STASRELACIONESPROCEDENDELASOBSERVACIONESOSIMPLEMENTEDECONJETU
RASHECHASSOBRELASITUACI�NBAJOESTUDIO�!DEMÕS�COMPRENDEUNASERIEMÕSOMENOS
COMPLEJADETRANSFORMACIONESUOPERACIONESMATEMÕTICASQUE�POR¢LTIMO�LLEVAAUN
MODELOEXPRESADOSIMB�LICAMENTE�,AFASEDEVALIDACI�NCONSISTEENCOMPROBARLA
VALIDEZDELMODELOREGRESANDOALAREALIDADQUESESUPONEREPRESENTA�*ANVIER�����	�
0ARA&REUDENTHAL�����	�TODASLAS-ATEMÕTICASESTÕNIMPREGNADASDELASUSTITUCI�N

FORMAL�!S¤�LASUSTITUCI�NFORMALESUNINSTRUMENTODECÕLCULOALGEBRAICOIMPORTANTE
ACAUSADESUAMPLIOCAMPODEAPLICACIONES�QUESEMANIFIESTAENDIFERENTESPROCESOS
MATEMÕTICOSTALESCOMO�GENERALIZACI�N�SIMPLIFICACI�N�ELIMINACI�N�COMPLICACI�N
ESTRUCTURAL�PARTICULARIZACI�N�SEPUEDEAFIRMARQUEPARA&REUDENTHAL�LAMODELIZACI�N
YLAGENERALIZACI�NSONPARTESEXPL¤CITASDEUNPROCESOMÕSGENERALQUE£LDESCRIBE
COMOSUSTITUCI�NFORMAL�
%N2UANO�����	ENCONTRAMOSUNESTUDIOSOBRELOSPROCESOSDESUSTITUCI�NFORMAL�

GENERALIZACI�NYMODELIZACI�NEN-ATEMÕTICASCONALUMNOSDE%DUCACI�N3ECUNDARIA�
ENELQUESEANALIZANLASDIFICULTADESDEESTOSALUMNOS�ENT£RMINOSDEERRORES�ENLOS
DIFERENTESPROCESOS�Y�SECOMPARANLOSRESULTADOSDELOSALUMNOSDE%3/CONLOSDE
"ACHILLERATO�APORTANDOALGUNASIMPLICACIONESDIDÕCTICASPARASUIMPLEMENTACI�NEN
estas etapas educativas.
%N2UANO�3OCASY0ALAREA�����	SEANALIZAELPROCESODEGENERALIZACI�NALGEBRAICA

DESDELASPERSPECTIVASEPISTEMOL�GICA�SEMI�TICAYFENOMENOL�GICAQUEPROPORCIONAEL
ENFOQUEL�GICOSEMI�TICO�%,/3	YSEESTUDIANLASDIFICULTADESYERRORESDELOSALUM
NOSYLAORGANIZACI�NDELAENSE¶ANZADELAGENERALIZACI�NALGEBRAICAENLASECUNDARIA�
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Consideraciones

%LGRUPODE0ENSAMIENTO!LGEBRAICODELA5NIVERSIDADDE,A,AGUNA�ESTUDIAEL
¸LGEBRADESDELA�PTICADELAMULTIPLICIDADDEV¤NCULOSQUEESTEPENSAMIENTOTIENECON
EL0ENSAMIENTO.UM£RICOY!NAL¤TICO�DEMANERAQUELOSPROBLEMASDERIVADOSDELA
ENSE¶ANZAYAPRENDIZAJEDEESTOSTRESCAMPOS�NUM£RICO�ALGEBRAICOYANAL¤TICO�TIENEN
ASPECTOSCOMUNESYLASBASESTE�RICASYMETODOL�GICASPARASUESTUDIO�POSEENTAMBI£N
componentes afines.
%NRESUMEN�LOS&OCOSDE)NVESTIGACI�NEN0ENSAMIENTO!LGEBRAICOENLA5NIVERSI

DADDE,A,AGUNAEŅ LGEBRA�ESTÕNORIENTADOSALATRANSICI�NDEL0ENSAMIENTO.UM£RICO
AL!LGEBRAICO�ALLENGUAJEYALOSPROCESOSDEPENSAMIENTOALGEBRAICO�SUSTITUCI�NFORMAL�
GENERALIZACI�NYMODELIZACI�N�QUECONSTITUYENELPAPELREFERENCIALDEĻ LGEBRAENLAS
-ATEMÕTICAS�YALAB¢SQUEDADESIGNIFICADOPARALOSOBJETOSDEĻ LGEBRA�

Estas investigaciones ponen de manifiesto, la necesidad de progresar en la enseñanza 
YELAPRENDIZAJEDEL¸LGEBRATOMANDOENCONSIDERACI�NTANTOLACONCEPCI�NPROCEDI
MENTAL�OPERACIONESYPROCESOS	COMOLAESTRUCTURAL�QUE�POROTRAPARTE�COINCIDECON
ELDESARROLLOHIST�RICODEĻ LGEBRA�3INEMBARGO�AUNQUEDIFERENTESPROPUESTASENFATIZAN
LASCONSIDERACIONESESTRUCTURALESDEĻ LGEBRA�LAMAYOR¤ADELOSESTUDIANTESNOALCANZAN
ESTAMETA�3EACEPTAQUEELPASODELA!RITM£TICAAĻ LGEBRAQUEDADETERMINADOCOMO
el tránsito de lo procedimental a lo estructural, pero este tránsito podría conducir a los 

mismos resultados si no se interpreta correctamente.

3EDESARROLLAUNAPROPUESTADE TRÕNSITODE LA!RITM£TICAAL¸LGEBRADESDEUNA
PERSPECTIVAGLOBALQUECOMPRENDEELDESARROLLODELPENSAMIENTOOPERACIONAL�ESTRUCTU
RALYPROCESUALTANTOENLA!RITM£TICACOMOENEL¸LGEBRA�MEDIANTEUNACERCAMIENTO
SEMI�TICOALLENGUAJEALGEBRAICOQUEINTEGRELOSCONTEXTOSNUM£RICOYGEOM£TRICO�EN
UNMARCODEĻ LGEBRACOMO,ENGUAJE�ENELQUELASFUENTESDESIGNIFICADOYLOSSISTEMAS
DEREPRESENTACI�NJUEGANUNPAPELDETERMINANTE�,OSSISTEMASDEREPRESENTACI�NQUESE
UTILIZANPARADARSIGNIFICADOAL,ENGUAJE!LGEBRAICO�ADEMÕSDECONSIDERARSUCARÕCTER
CONCEPTUALYPROCEDIMENTAL�ABORDANTAMBI£NLANECESIDADDECONSIDERAREL¸LGEBRA
COMOUNAACTIVIDADMÕSDELOSALUMNOS�YLOSSIGNOS�COMOUNINSTRUMENTOESPEC¤FICO
YMEDIADORDELAACTIVIDAD�

Pensamiento Numérico

$ENTRODELÕMBITODELA%DUCACI�N0RIMARIA�SEENCUENTRANLASINVESTIGACIONES
RELACIONADASCONLAENSE¶ANZAYELAPRENDIZAJEDELAS-ATEMÕTICASDEPERSONASCON
S¤NDROMEDE$OWN�ENADELANTE3$	�DESARROLLADASPOR!LICIA"RUNO#ASTA¶EDAY-AR¤A
Aurelia Noda Herrera.

%STAL¤NEADEINVESTIGACI�NSEINICIAENELA¶O�����,ASAUTORASCOMENZARONREA
LIZANDOREUNIONESPERI�DICASCONPEDAGOGOSYMAESTROSVINCULADOSALA!SOCIACI�N
4INERFE¶ADE4RIS�MICOS���ENADELANTE!44��	CONELOBJETIVODEREFLEXIONARSOBRE
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C�MOABORDARLAENSE¶ANZADELAS-ATEMÕTICASDENI¶OSYJ�VENESCON3$YELABORAR
MATERIALESYSECUENCIASDEAPRENDIZAJEADAPTADASAESTAPOBLACI�N�!COSTA et al.,����	�
,UEGOSEINICIAUNAETAPADECOLABORACI�NCONINVESTIGADORESDEL$EPARTAMENTODE 

Ingeniería de Sistemas y Automática y Arquitectura y Tecnología de Computadores de la 
5NIVERSIDADDE,A,AGUNA�3EFORM�UNEQUIPODEINVESTIGACI�NCONELOBJETODEDISE¶AR
HERRAMIENTASINFORMÕTICASPARAELAPRENDIZAJEYELREFUERZODECONTENIDOSMATEMÕTICOS
PARAPERSONASCON3$�%LEQUIPODEINVESTIGACI�NCRE�UN4UTORIAL)NTELIGENTEDISE¶ADO
PARAREFORZARLOSCONCEPTOSL�GICOSYNUM£RICOSCORRESPONDIENTESALCURR¤CULODELA
%DUCACI�N)NFANTILEINICIODELA0RIMARIA�"RUNOet al.,����	�%L4UTORIALINCORPORA
T£CNICASDE)NTELIGENCIA!RTIFICIALDEMANERAQUEESCAPAZDEPRESENTARACTIVIDADESSEG¢N
LASCARACTER¤STICASYEXPECTATIVASDECADAESTUDIANTE�3IGUEUNPROCESOQUECONSISTEEN
DETERMINAR�APARTIRDELASCARACTER¤STICASDECADAALUMNO�CUÕLESSONLOSOBJETIVOSDE
APRENDIZAJE�$EESTAMANERA�ELCONJUNTODEACTIVIDADESPARAUNMISMOOBJETIVONOES
ESTÕNDARPARATODOSLOSALUMNOS�SINOQUEDEPENDEDELASCARACTER¤STICASDECADAUNO
DEELLOS�%NESTE4UTORIALSEESTABLECIERONTRESGRUPOSDIFERENTES�ALUMNOSCONMIEDOA
FALLAR�ALUMNOSCONALTAMOTIVACI�NYALUMNOSHIPERACTIVOS�
0OSTERIORMENTE�SECRE�Divermates�UNAHERRAMIENTAINFORMÕTICAQUECONTIENEUNA

PIZARRADIGITAL�DISE¶ADAPARATRABAJAROPERACIONESYPROBLEMASARITM£TICOSDESUMASY
RESTAS�'ONZÕLEZet al.,����	�,APIZARRADISPONEDEUNSISTEMAAUTOMÕTICOQUEREGISTRA
LASACCIONESYLOSRESULTADOSOBTENIDOSPORLOSALUMNOSYDETECTALOSERRORESCOMETIDOS�
AS¤COMOLASCAUSASPOTENCIALESDELOSMISMOS�#ONLAINFORMACI�NOBTENIDASEGENERA
UNINFORMEPERSONALIZADOPARACADAALUMNOQUESIRVEDEORIENTACI�NALPROFESOR�,A
PRESENTACI�NDELOSENUNCIADOSDELOSPROBLEMASSEHACEENFORMATEXTUAL�GRÕFICAY
SONORA�YESTOPOSIBILITAREPETIRELENUNCIADOLASVECESQUESEANECESARIO�,ABARRADE
N¢MEROS�BOLASYSIGNOS�PERMITEALOSALUMNOSEFECTUARLOSCÕLCULOSDELAMISMAFORMA
AC�MOLOAPRENDIERONCONLÕPIZYPAPEL� 

Con estas herramientas informáticas se realizaron diferentes investigaciones en las 
QUEPARTICIPARONESTUDIANTESPERTENECIENTESALA!44��CONDOSPOBLACIONESDIFERENTES�
NI¶OSENTRE�Y��A¶OS�INTEGRADOSENDIFERENTESNIVELESEDUCATIVOSSEG¢NLAEDAD�Y
J�VENESENTRE��Y��A¶OS�QUEPORSUEDADYANOESTÕNESCOLARIZADOS�PEROACUDENA
DICHA!SOCIACI�NPARAREALIZARDIFERENTESACTIVIDADES�ENTREELLAS�APOYOESCOLAR�
%NESTOS¢LTIMOSA¶OS�LAINVESTIGACI�NENESTAPOBLACI�NSEHACENTRADOENLACOM

PRENSI�NDELsistema de numeración decimal�%LOBJETIVOHASIDOREALIZARUNESTUDIO
COGNITIVOENALUMNADOCON3$ENTAREASSOBREELSISTEMADENUMERACI�NDECIMALYADAP
TARMATERIALCURRICULAR�0ARAELLOSEHANDISE¶ADOYELABORADOSECUENCIASDEENSE¶ANZA
PARAELAPRENDIZAJEDELSISTEMADENUMERACI�NDECIMAL�ADAPTADASAESTEALUMNADO�
SIGUIENDOELMODELODE*ONESETAL������	�%LLOHAIMPLICADOELDISE¶ODEPROTOCOLOS
DEEVALUACI�NDELCONOCIMIENTOADQUIRIDOPORELALUMNADOENLASDISTINTASETAPASDEL
DESARROLLODELASECUENCIADEAPRENDIZAJEYLAREALIZACI�NDELAMISMA�CONENTREVISTAS
ALALUMNADOQUEHASEGUIDODICHASECUENCIA�"RUNOY.ODA�����	�
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/TRAL¤NEADEINVESTIGACI�NSOBREELAPRENDIZAJENUM£RICOSESIT¢AENALUMNADODE
%DUCACI�N3ECUNDARIA/BLIGATORIA�%NESTAETAPAEDUCATIVASEHAANALIZADOESPECIAL
MENTELAENSE¶ANZAYAPRENDIZAJEDELOSN¢MEROSNEGATIVOSY�ENLOS¢LTIMOSA¶OS�SE
ha centrado en el desarrollo del sentido numérico, de manera más amplia.
#ONRESPECTOAESTECAMPODEN¢MEROSSEHANANALIZADOSECUENCIASDEENSE¶ANZA

QUETIENENENCUENTATRESDIMENSIONESDELCONOCIMIENTONUM£RICO�LAABSTRACTA�USODE
LOSS¤MBOLOSYCONOCIMIENTODELASREGLAS	�LAREPRESENTACI�NENLARECTANUM£RICAYLOS
CONTEXTOSQUEDANSENTIDOALOSN¢MEROSNEGATIVOSYALASOPERACIONES�"AJOESTASTRES
dimensiones se han realizado estudios de aula con el diseño de secuencias de apren
DIZAJE�BASADOENLARESOLUCI�NDEPROBLEMAS�AS¤COMOESTUDIOSDETIPOCOGNITIVO�%N
TODOSELLOSSEHANOBSERVADOLOSLOGROS�LASDIFICULTADESYLOSERRORESDELALUMNADO�
ESTABLECIENDOPERFILESDECOMPRENSI�NDELOSN¢MEROSNEGATIVOSY LASOPERACIONES
�"RUNOY-ARTIN�N�����	�
,ASINVESTIGACIONESSOBREN¢MEROSNEGATIVOSSEHANEXTENDIDOALOSFUTUROSPRO

FESORESDEPRIMARIA�POBLACI�NENLAQUESEHANANALIZADOLASESTRATEGIASDERESOLUCI�N
DEPROBLEMASADITIVOSSIMPLESCONN¢MEROSNEGATIVOS�,OSESTUDIOSCONESTAPOBLACI�N
MUESTRANDIFICULTADESNOSUPERADASRESPECTOALOSN¢MEROSNEGATIVOSENLASETAPASDE
ENSE¶ANZAOBLIGATORIA�COMOERRORESENLASREGLASOPERATORIASOPOCORIGORENLAESCRITURA
MATEMÕTICADELASOPERACIONES�!LMEIDAY"RUNO�����	�

El sentido numéricoHACEREFERENCIAALACOMPRENSI�NGENERALDEUNAPERSONASOBRE
LOSN¢MEROSYLASOPERACIONES�YSEDEFINECOMOUNAREDCONCEPTUAL�BIENORGANIZADA�
QUEPERMITERELACIONARLOSN¢MEROSYLASOPERACIONES�SUSPROPIEDADESYRESOLVERLOS
PROBLEMASDEUNAFORMACREATIVAYFLEXIBLE�,ASINVESTIGACIONESSOBRESENTIDONUM£RICO
REALIZADASENLA5NIVERSIDADDE,A,AGUNAHANTENIDOCOMOPOBLACI�NDEINTER£SALOS
FUTUROSPROFESORESDESECUNDARIA�ALUMNADODELGRADOEN-ATEMÕTICAS	�ESTUDIANDO
LASESTRATEGIASDESENTIDONUM£RICOQUEMANIFIESTAN�COMPARÕNDOLASCONLASDEFUTUROS
PROFESORESDEPRIMARIA�PRESENTADASENESTUDIOSPREVIOS	�,OSRESULTADOSMUESTRANBAJOS
NIVELESDEUSODEESTRATEGIASPROPIASDEUNBUENDESENTIDONUM£RICO�TENIENDOENCUENTA
ELNIVELDECONOCIMIENTOMATEMÕTICODELAPOBLACI�NANALIZADA�PEROTAMBI£NUNAMAYOR
VARIEDADDERAZONAMIENTOS�ENCOMPARACI�NALOSFUTUROSDOCENTESDEPRIMARIA�!LMEIDA�
"RUNOY0ERDOMO$¤AZ�����	�
%NLAACTUALIDADLAINVESTIGACI�NSOBRESENTIDONUM£RICOSEHAEXTENDIDOAALUMNADO

DE3ECUNDARIA/BLIGATORIA�3EANALIZANLASDIFERENTESESTRATEGIASPORPARTEDEESTUDIANTES
DE3ECUNDARIAYLATENDENCIAQUETIENENLOSMISMOSAESCOGERRAZONAMIENTOSDESENTIDO
NUM£RICOOBASADOENREGLASOALGORITMOS�!NTEUNAVARIEDADDEESTRATEGIASENCONTRADAS
SEOBSERVACOMOELTIPODEACTIVIDADCONDICIONALAELECCI�NDELASMISMAS�HACIENDOUSO
DEREGLASYALGORITMOSENAQUELLASQUERESULTANSIMILARESALASACTIVIDADESTRADICIONALES
DEAULA�%LFIN¢LTIMODELAINVESTIGACI�NESESTABLECERPERFILESDERAZONAMIENTODELOS
ESTUDIANTESENTAREASSUSCEPTIBLESDERESOLVERSECONSENTIDONUM£RICO�



327FOCOS DE INVESTIGACIÓN EN PENSAMIENTO ALGEBRAICO Y NUMÉRICO EN LA UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Agradecimientos

%STETRABAJOHASIDOFINANCIADOPARCIALMENTEPOREL0LAN.ACIONALDE)NVESTIGACI�N
DEL-INISTERIODE#IENCIAE)NNOVACI�N�i-ODELOSDECOMPETENCIAFORMALYCOGNITIVA
ENPENSAMIENTONUM£RICOYALGEBRAICODEALUMNOSDE0RIMARIA�3ECUNDARIAYDE0RO
FESORADODE0RIMARIAENFORMACI�Nw�%$5���������	�

Referencias

Acosta, L., Bruno, A., González, A., 

Hernández, I., Martín, N., Noda, A�Y
Padilla�6������	�0ROPUESTADIDÕCTICA�
$ESARROLLODEHABILIDADESMATEMÕTICASENLA
POBLACI�NCONS¤NDROMEDE$OWNENLAETAPA
EDUCATIVADE%DUCACI�N)NFANTIL�Asociación 

Tinerfeña de Trisómicos 21. El Productor S. 
L. Técnicas gráficas.

Almeida�2�YBruno!������	�Strategies 
OFPRESERVICEPRIMARYSCHOOLTEACHERSFOR
SOLVINGADDITIONPROBLEMSWITHNEGATIVE
NUMBERS�International Journal of Math-

ematical Education in Science and Technol-

ogy, 45��	����n����
Almeida, R., Bruno A.YPerdomo-Díaz, 
*������	�Estrategias de sentido numérico 
en estudiantes del Grado en Matemáticas. 
Enseñanza de las Ciencias, 32��	��–34. 

Bednarz, N., Kieran, #�YLee�,� �%DS�	
�����	�!PPROACHESTO!LGEBRA�Perspec-

tives for Research and Teaching. Dordrecht: 
+LUWER�

Bruno�!�YMartinón�!������	�4HETEACH
INGOFNUMERICALEXTENSIONS� THECASEOF
NEGATIVENUMBERS�)NTERNATIONALJournal in 

Mathematic Education Science and Technol-

ogy, 30��	����n����
Bruno�!�YNoda�!� �����	�Estudio de 

un alumno con síndrome de Down en la 

COMPRENSI�NDELSISTEMADENUMERACI�N
decimal. Edma 0-6: Educación Matemática 

en la Infancia, 1��	��–22.

Bruno, A., Noda, A., Aguilar, R., Gonzá-

lez, C., Moreno, L�YMuñoz�6������	
!NÕLISISDEUN TUTORIAL INTELIGENTESOBRE

CONCEPTOSL�GICOMATEMÕTICOSENALUMNOS
con Síndrome de Down. RELIME, Revista 

Latinoamericana de Investigación en Mate-

mática Educativa, 9��	����–226.

Duval�2������	�Sémiosis et pensée humaine: 
Registres sémiotiques et apprentissage intel-
lectuels. Suiza: Peter Lang.

Freudenthal�(� �����	�Didactical phe-
nomemology of mathematical structures. 

$ORDRECHT�+LUWER�
González, C., Guerra, D., Sanabria, H., 

Moreno, L., Noda, !�YBruno�!������	�
!UTOMATICSYSTEMFOR THEDETECTIONAND
ANALYSISOFERRORSTOSUPPORTTHEPERSONALIZED
FEEDBACK�Expert Systems with applications, 

37��	����n����
Janvier� #� �����	� 2EPRESENTATIONS AND

Understanding: The notion of Function as 

ANEXAMPLE�%N#�*ANVIER�%D�	�Problems 
of representation in the Teaching and Learn-
ing of Mathematics��PP���–��	�,AWRENCE
%RLBAUM!SSOCIATES�

������	�-ODELINGAND THE INITIATION INTO
!LGEBRA�%N"EDNARZETAL�%DS�	�Approaches 
to Algebra. Perspectives for Research and 
Teaching,�PP����–���	�$ORDRECHT�+LUWER�

Jones, G., Thornton, C., Putt, I., Hill, K., 

Mogill, A., Rich, B.YVan Zoest, L. R. 

�����	�-ULTIDIGIT.UMBERSENSE�A&RAME
WORKFORINSTRUCTIONANDASSESSMENT�Journal 
fort Research in Mathematics Education, 

27��	����n����
Kaput�*������	�2EPRESENTATIONSYSTEMSAND
MATHEMATICS�%N#�*ANVIER�%D.), Problems 
of representation in the Teaching and Learn-



INVESTIGACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA328

ing of Mathematics�,AWRENCE%RLBAUM
Associates.

������	�,INKINGREPRESENTATIONSINTHESYMBOL
SYSTEMSOFALGEBRA�%N3�7AGNERY#�+IERAN
�%DS�	�Research Issues in the Learning and 

Teaching of Algebra. Reston. VA: NCTM. 
Hillsdale, LEA.

Kieran�#������	�4HE,EARNINGAND4EACHING
OF3CHOOL!LGEBRA�%N'ROWS�$�!��%D�	�
Handbook of Research on Mathematics 

Teaching and Learning� �PP����–���	�
.EW9ORK�-ACMILLAN0UBLISHING#OMPANY�

������	�,EARNINGANDTEACHINGALGEBRAAT
the middle school through college levels. 
%N&�+�,ESTER�%D�	�Second Handbook 

of Research on Mathematics Teaching and 

Learning��PP����–���	�2ESTON�6IRGINIA�
NCTM e IAP. 

Lins�2������	�4HEPRODUCTIONOFMEANINGFOR
ALGEBRA�!PERSPECTIVEBASEDONATHEORETICAL
model of semantic fields. En R. Sutherland, 
4�2OJANO�!�"ELLY2�,INS�%DS.), Perspec-

tives on School Algebra.$ORDRECHT�+LUWER�
Mason�*������	�%XPRESSINGGENERALITYAND
ROOTSOFALGEBRA�%N.�"EDNARZ�#�+IERAN
Y,�,EE�%DS�	�Approaches to Algebra. 

Perspectives for Research and Teaching. 
,ONDON�+LUWER!CADEMIC0UBLISHERS�

.�#�4�-������	�Curriculum and evaluation 

standards for school mathematics. Reston, 
VA: NCTM. 

������	�Principles and Standards for School 

Mathematics. Reston, VA: NCTM.
Palarea�-�-������	�La adquisición del Len-

guaje Algebraico y la detección de errores 

comunes cometidos en Álgebra por alumnos 
de 12 a 14 años. Tesis doctoral. Servicio 
DEPUBLICACIONES�5NIVERSIDAD,A,AGUNA�

Palarea�-�-�YSocas�-�-������	�3ISTE
MASDE2EPRESENTACI�NENLA2ESOLUCI�NDE
0ROBLEMAS!LGEBRAICOS�Suma. 20, 29–35.

— �����	�/PERATIONALANDCONCEPTUALABILITIES
INTHELEARNINGOFALGEBRAICLANGUAGE�!CASE

STUDY�Proceedings of the PME-22. 3, pp. 
327–����3TELLENBOSH�3OUTH!FRICA�

Radatz�(������	�%RRORSANALYSISINMATH
ematics education. Journal for Research in 
Mathematics Education, 9, 163–172. 

Radford�,������	�4HEROLESOFGEOMETRYAND
ARITHMETICINTHEDEVELOPMENTOFALGEBRA�
(ISTORICALREMARKSFROMADIDACTICPERSPEC
TIVE�%N.�"EDNARZETAL�%DS�	�Approaches 
to Algebra. Perspectives for Research and 
Teaching, pp. 39–54. $ORDRECHT�+LUWER�

— �����	�3YNTAXANDMEANING �En M. J. 
(OINESY!�"�&UGLESTAD�Proceedings of 
the PME-28�V����PP����–���	�"ERGEN�
.ORWAY�

Rico�,������	�%RRORESYDIFICULTADESENEL
APRENDIZAJEDELAS-ATEMÕTICAS�%N*�+ILPA
TRICK�0�'�MEZY,�2ICO�%DS�	�Educación 

Matemática� �PP���–��	�"OGOTÕ�'RUPO
%DITORIAL)BEROAM£RICA�

Rico, L., Castro, E.YRomero�)������	�The 
ROLEOFREPRESENTATIONSYSTEMSINTHELEARNING
of numerical structures. Proceedings PME-

XX�VOL����PP���–���	�6ALÞNCIA�
Ruano�2������	�Sobre los procesos de susti-

tución formal, generalización y modelización 

en matemáticas: consecuencias didácticas. 
Tesina de Licenciatura. Departamento de 
Análisis Matemático. Universidad de La 
Laguna.

Ruano, R., Socas, -�-�YPalarea, M. M. 
�����	�!NÕLISISYCLASIFICACI�NDEERRORES
cometidos por alumnos de secundaria en 
LOSPROCESOSDESUSTITUCI�NFORMAL�GENERA
LIZACI�NYMODELIZACI�NENÕLGEBRA�Inves-

tigación en Educación Matemática. En E. 
#ASTRO�#OORD�	�Séptimo Simposio de la 

Sociedad Española de Investigación en Edu-

cación Matemática�3%)%-	��PP����–���	�
'RANADA�3ERVICIODEPUBLICACIONESDELA
Universidad de Granada.

— �����	�%LPROCESODEGENERALIZACI�NEN
alumnos de secundaria. UNO, 68, 18–29.



329FOCOS DE INVESTIGACIÓN EN PENSAMIENTO ALGEBRAICO Y NUMÉRICO EN LA UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Socas�-�-������	�$IFICULTADES�OBSTÕCULOS
YERRORESENELAPRENDIZAJEDELAS-ATEMÕ
TICASENLA%DUCACI�N3ECUNDARIA�%N2ICO�
,��#OORD�	�La Educación Matemática en 

la Enseñanza Secundaria,�PP����–���	�
Barcelona: Horsori.

— �����	�0ERSPECTIVASDEINVESTIGACI�NEN0EN
SAMIENTO!LGEBRAICO�Actas del III Simposio 

de la Sociedad Española de Investigación 

en Educación Matemática,�PP����–���	�
6ALLADOLID�$IPUTACI�NDE6ALLADOLID�

— �����). Investigación en Didáctica de la 

Matemática vía Modelos de competencia. 

Un estudio en relación con el Lenguaje 

Algebraico. Departamento de Análisis Mate
mático. Universidad de La Laguna.

— �����	�$IFICULTADESYERRORESENELAPREN
DIZAJEDELAS-ATEMÕTICAS�!NÕLISISDESDE
ELENFOQUE,�GICO3EMI�TICO�Investigación 

en Educación Matemática XI, 9–52.
Socas�-�-�YPalarea�-�-������	�%LUSO
DESISTEMASDEREPRESENTACI�NCONIMÕGENES

ENLA%NSE¶ANZAAPRENDIZAJEDEL¸LGEBRA
escolar. Actas del Simposium Internacio-

nal sobre la «Matemática actual». XXV 

años de Matemáticas en la Universidad 

de la Laguna��PP����–���	�3ECRETARIADO
DE0UBLICACIONESDELA5NIVERSIDADDE,A
Laguna.

— �����	�,AS FUENTESDESIGNIFICADOS� LOS
SISTEMASDEREPRESENTACI�NYERRORESENEL
ÕLGEBRAESCOLAR�UNO�,ENGUAJES!LGEBRAI
cos, 14, 7–24.

Socas�-�-�YOTROS������	�Iniciación al 

Álgebra. Madrid: Síntesis.
Socas, M. M., Ruano, R., Palarea, M. M. 
YHernández�*������	�4REINTAA¶OSDE
INVESTIGACI�NEN0ENSAMIENTOALGEBRAICO�
Una propuesta de agenda. En J. E. Sagula 
YOTROS�%DS�	�Memorias del IX simposio 
de educación matemática. Full Paper: Cog-

nición y aprendizaje en Matemáticas��PP�
751–���	�"UENOS!IRES�%DUMAT�




