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PRESENTACION

Este trabajo de fin de master se ha centrado en el campo de la educacion matematica en la ensefianza
secundaria enfocando su atencidn hacia las matematicas que se aprenden en la escuela y cémo es el
aprendizaje de los alumnos en el tema de la Geometria, concretamente se centra en el Teorema de
Pitdgoras. Este trabajo también se interesa por el qué y en el cdmo las matematicas podrian ensefiarse y
aprenderse en la escuela.

Este trabajo de fin de master se ha realizado bajo la supervisién de D. José Luis Lupidnez Gémez. La
motivacién del trabajo se debe a la suma de las inquietudes profesionales de innovar del supervisor del
trabajo y a mi iniciativa propia de querer aplicar la experiencia de las practicas del master, con un grupo
de alumnos de 292 ESO, para enriquecer el contenido que dard lugar a la reflexidn sobre las posibilidades
de mejora de la ensefianza de esta parte de la Geometria.

1. INTRODUCCION

Las matematicas son Utiles porque nos sirven para reconocer, interpretar y resolver los problemas que
aparecen en la vida cotidiana. Se utilizan en la ciencia, en la tecnologia, la comunicacién, la economia y
tantos otros campos. Ademds nos proporcionan un poderoso lenguaje con el que podemos comunicarnos
con precision. Miremos donde miremos, las matematicas estan ahi, las veamos o no.

El presente trabajo tiene como centro de interés el campo de la ensefianza y aprendizaje del Teorema de
Pitdgoras en el nivel educativo de secundaria. Lo que se pretende es analizar los resultados tras aplicar
unos recursos creados para hacer que los alumnos identifiquen, interpreten y formulen conjeturas en
torno a un método basado en preguntas sobre el Teorema de Pitagoras. De esta manera podremos aplicar
los resultados obtenidos a la mejora de la ensefianza en este dmbito concreto para solventar los errores
y salvar las dificultades que surgen en los alumnos ante este tema. Ademas se pretende que con el método
utilizado los estudiantes adquieran la motivacidon necesaria para que ellos mismos se sientan con la
autonomia de sacar sus propias conclusiones y descubran lo que han de aprender.

Aunque posiblemente mas lento, el proceso de descubrimiento propio de lo que se ha de aprender a
partir de los conocimientos previos del estudiante sera sin duda el mas eficiente dando lugar al proceso
de elaboracién, a través de operaciones mentales, por el cual se aprende. Lo que mejor se aprende es lo
gue descubre uno mismo y lo que un nifio descubre jamas se le olvida.

Creo importante para este trabajo no olvidar el significado de lo que es comprender y aprender. Ya que;
aprender hechos no es aprender para la comprension. Aquellos que investigan la comprension de la fisica
en los estudiantes plantean problemas cualitativos que exigen a los estudiantes pensar sobre fisica mas
gue girar una manivela unay otra vez. Por ejemplo, cuando un objeto es arrojado desde un avidn, éllegara
al suelo delante del avién, directamente debajo de éste o detras del avion, desestimando la friccidn del
aire? Sin nimeros a la vista, las respuestas y explicaciones de los alumnos revelan no sdlo si entienden los
principios fisicos implicitos sino que ademas marcan el punto de partida desde el que se puede empezar
a trabajar para construir una enseiflanza idénea que contribuya al aprendizaje de los alumnos
(Stone ,1999.) En esto es en lo que se trabajara.
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2. JUSTIFICACION

En esta parte se desarrollan las razones que fundamentan la realizacién de este trabajo justificandolo
desde el punto de vista de la didactica y el curriculo.

2.1 JUSTIFICACION DESDE LA DIDACTICA

La Geometria es una disciplina que tiene gran relacidn y aplicacién en el mundo que nos rodea. Su estudio
permite desarrollar el razonamiento logico, la percepcion espacial y la visualizacidn (Guillén, Gonzélez y
Garcia, 2009). Podemos afirmar sin equivocarnos que la caracteristica mas importante e inseparable de la
geometria es su componente visual. Realmente, es inconcebible estar inmerso dentro del proceso de
ensefianza-aprendizaje de la Geometria sin utilizar representaciones graficas. Es mas, cuando se expone
verbalmente una situacion o figura geométrica siempre intentamos “dibujarla” mentalmente. Asi pues,
Figueras y Deulofeu (2005) consideran que la visualizacidn es un aspecto clave para las matemdticas, tanto
en la resolucién de problemas como en su efecto sobre el significado que se atribuye a la matematica.

Las representaciones ayudan a describir, clarificar o ampliar una idea matematica centrandose en sus
caracteristicas esenciales. Las representaciones cumplen cabalmente un doble papel: son instrumentos
para pensary para comunicar. Al usar varias representaciones de un mismo concepto los alumnos pueden
encontrar diferentes razonamientos y compararlos actuando asi como las herramientas de la
demostracién y la justificacion de una idea (NCTM, 2003, p. 366).

Unas de las capacidades a desarrollar en los alumnos son precisamente las de interpretar y distinguir entre
diferentes tipos de representaciones de objetos matematicos y situaciones ademads de la capacidad de
escoger y relacionar diferentes formas de representacidon de acuerdo con la situacion y el propdsito
determinados. Asi lo refiere el proyecto PISA eligiendo como una de sus competencias la de representar
(OECD, 2004, p. 40).

Por ello, los recursos creados para este estudio se basan en representaciones graficas que el estudiante
ha de visualizar antes de contestar a las preguntas planteadas. Son importantes en geometria los
elementos visuales por su influencia en la compresién y aprendizaje de los conceptos geométricos. De
forma que los alumnos hacen conjeturas en torno a las preguntas mediante su capacidad de ver, examinar
y relacionar las figuras o imagenes de las distintas tareas siendo esta la base de la mayor parte del
pensamiento geométrico. En la técnica usada en los recursos que se plantean, la visualizacién aparece en
un primer plano, en el primer nivel de razonamiento en cuanto a pensamiento geométrico (Fernandez,
2011).

En este dominio de las Matematicas se resuelven problemas geométricos donde se pueden realizar
numerosas comprobaciones del Teorema de Pitadgoras dentro de su acepciéon geométrica no sélo con
triangulos rectangulos, sino también con semicirculos, tridngulos equilateros y otros poligonos regulares.
Es importante la comparacién entre las diversas areas y el uso del reciproco del teorema para asentar el
aprendizaje.

Se pretende con los recursos creados en este trabajo que los alumnos logren relacionar los conceptos a
través de la recontruccion de un método, con los que se pretende analizar las respuestas de los alumnos
a diferentes preguntas relacionadas con el Teorma de Pitagoras. Estos recursos recogen la componente
visual de la que se hablaba anteriormente presentandolos a través de imagenes con lo que los alumnos
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podran formular y comprobar conjeturas mediante las preguntas de cada tarea. Con el andlisis de las
respuestas se obtendra informacién, de la forma en que los alumnos identifican, entienden y relacionan
los conceptos para poder aprovecharla en la mejora de sus aprendizajes.

Nadie puede decirle a otra persona cémo debe pensar... No obstante, es posible indicar y describir a
grandes rasgos las distintas maneras en que los hombres piensan realmente. Algunas de ellas son mejores
que otras... Quien comprenda cudles son las mejores maneras de pensar y por qué, son mejores, puede, si
lo desea, modificar su propia manera de pensar para que resulte mds eficaz (Dewey, 1933, p. 21).

Los recursos que se plantean son guias para conseguir que los alumnos profundicen y poder obtener
conclusiones sobre sus resultados. Se espera ver que se puede ayudar a formular conjeturas a los alumnos
de forma efectiva mediante preguntas y sugerencias, de tal manera que, sin imponerle la solucién al
alumno, éste sea capaz de descubrirla por si mismo a partir de las indicaciones dadas.

Puig (1997) refiere que en la Geometria elemental se puede avanzar mucho sin conceptos, los objetos
mentales son suficientes para organizar gran cantidad de fendmenos. La comparacion entre cualidades
de objetos es el comienzo de la actividad de mediciéon. En su libro primero Descartes escribe; “Todos los
problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a términos tales, que no es necesario conocer de
antemano mas que la longitud de algunas lineas rectas para construirlos”(Descartes, AT.VI.369).

Con los recursos creados basados en una metodologia concreta, se espera lograr en los alumnos una serie
de objetivos. Los objetivos que se esperan lograr son que los alumnos:

O1. Identifiquen los elementos y relaciones ya conocidos previamente de clase. En este

caso, en torno al Teorema de Pitagoras.

02. Relacionen los diferentes conceptos que se ponen en juego para elaborar conjeturas.

03. Formulen conjeturas en torno al Teorema de Pitagoras.

04. Comprueben esas conjeturas.

05. Representen lo que se les pide en la tarea.

06. Interpreten los pasos de una secuencia que pertenece a la demostracién del Teorema
de Pitagoras.

07. Identifiquen patrones y conceptos conocidos en la secuencia.

08. Comprueben las conjeturas que se planteen inicialmente.

09. Aprendan descubriendo.

010.Interpreten las relaciones entre figuras que aparecen en la generalizacion de

Teorema de Pitagoras.

2.2 JUSTIFICACION DESDE EL CURRICULO
Lo que se ha realizado mediante este trabajo esta justificado por el conjunto de objetivos, competencias,
contenidos, criterios de evaluacidn y estandares de aprendizaje evaluables regidos por la ley de Educacion
LOMCE a nivel Nacional y la ley de Educacién LOE a nivel autondmico.

A nivel Nacional el Ministerio de Educacién mediante la Orden ECD/65/2015, de 21 de enero, por la que
se describen las relaciones entre las competencias, los contenidos y los criterios de evaluacién de la
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educacion primaria, la educacion secundaria obligatoria y el bachillerato (Ministerio de Educacion, Cultura
y Deporte, 2015), presenta:

Articulo 2. Las competencias clave en el Sistema Educativo Espafiol.
A efectos de esta orden, las competencias clave del curriculo son las siguientes:

a) Comunicacion lingdiistica.
b) Competencia matemdtica y competencias bdsicas en ciencia y tecnologia.
c) Competencia digital.
d) Aprender a aprender.
e) Competencias sociales y civicas.
f) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor.
g) Conciencia y expresiones culturales.
(Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015. p 6988).

Donde lo relevante y tratado en el presente trabajo viene destacado en color.

Se destacan de las competencias clave en el curriculo.

Articulo 5. Las competencias clave en el curriculo.

1. Las competencias clave deben estar integradas en las dreas o materias de las propuestas
curriculares, y en ellas definirse, explicitarse y desarrollarse suficientemente los resultados de aprendizaje
que los alumnos y alumnas deben consequir.

4. La seleccion de los contenidos y las metodologias debe asegurar el desarrollo de las competencias
clave a lo largo de la vida académica.

(p. 6989).

Articulo 6. Estrategias metodoldgicas para trabajar por competencias en el aula.

La seleccion y uso de materiales y recursos diddcticos constituye un aspecto esencial de la metodologia. El
profesorado debe implicarse en la elaboracion y disefio de diferentes tipos de materiales, adaptados a los
distintos niveles y a los diferentes estilos y ritmos de aprendizaje de los alumnos y alumnas, Se debe
potenciar el uso de una variedad de materiales y recursos (p. 6989).

Segun el REAL DECRETO 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establecen el curriculo basico en la
Educacion Obligatoria (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015), se tiene que con el estudio
llevado a cabo en este trabajo se trabajara el objetivo referente siguiente.

Articulo 11. Objetivos de la Educacion Secundaria Obligatoria.

La Educacion Secundaria Obligatoria contribuird a desarrollar en los alumnos y las alumnas las
capacidades que les permitan:

g) Desarrollar el sentido critico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender,
planificar y tomar decisiones.
(Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015. p. 176).



Descubriendo el Teorema de Pitdgoras Trabajo Fin de Mdster

A continuacidn, se describen los contenidos, criterios de evaluacidn y estandares de aprendizaje que se
trabajaran en este trabajo.

Matematicas. 12y 22 ESO

Contenidos Criterios de evaluacion Estdndares de aprendizaje
evaluables
Bloque 3. Geometria
Figuras planas elementales: trigngulo, | 1. Reconocer y describir 1.2. Define los elementos
cuadrado, figuras poligonales. figuras planas, sus elementos | caracteristicos de los
Clasificacion de triangulos. y propiedades caracteristicas | tridngulos, trazando los
Propiedades y relaciones. Cdlculo de para clasificarlas, identificar | mismos y conociendo la
dreas y perimetros de figuras planas. situaciones, propiedad comun a cada uno
Cdlculo de dreas por descomposicion 3. Reconocer el significado de ellos, y los clasifica
en figuras simples. Triangulos aritmético del Teorema de atendiendo tanto a sus lados
rectdngulos. El teorema de Pitdgoras. | Pitdgoras (cuadrados de como a sus dngulos.
Justificacion geométrica y numeros, ternas pitagdricas) | 3.1. Comprende los
aplicaciones. Semejanza: figuras y el significado geométrico significados aritmético y
semejantes. Criterios de semejanza. (dreas de cuadrados geomeétrico del Teorema de
Razdn de semejanza y escala. Razon construidos sobre los lados) y | Pitdgoras y los utiliza para la
entre longitudes y dreas de cuerpos emplearlo para resolver busqueda de ternas
semejantes. problemas geométricos. pitagoricas o la
4. Analizar e identificar comprobacion del teorema
figuras semejantes, construyendo otros
calculando la escala o razén | poligonos sobre los lados del
de semejanza y la razon tridngulo rectdngulo.
entre longitudes, dreas y 3.2. Aplica el teorema de
volumenes de cuerpos Pitdgoras para calcular
semejantes. longitudes desconocidas en

la resolucion de tridngulos y
dreas de poligonos regulares,
en contextos geométricos
4.1. Reconoce figuras
semejantes y calcula la razon
de semejanza y la razon de
superficies y volumenes de
figuras semejantes.
5.1. Analiza e identifica las
caracteristicas de distintos
cuerpos geométricos,
utilizando el lenguaje
geométrico adecuado.

(p. 412).

En Andalucia se establecen las enseflanzas minimas correspondientes a la Educacién Secundaria
Obligatoria por el Real Decreto 1631/2006, de 29 de diciembre. Esta parte es relevante ya que al realizarse
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el trabajo de un curso par tenemos que atender también a la LOE. En el REAL DECRETO 1631/2006, de
29 de diciembre se establece en el Anexo Il:

Objetivos
La ensefianza de las Matemdticas en esta etapa tendrd como finalidad el desarrollo de las siguientes
capacidades:

1. Mejorar la capacidad de pensamiento reflexivo e incorporar al lenguaje y modos de argumentacion las
formas de expresion y razonamiento matemadtico, tanto en los procesos matemdticos o cientificos

2. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos matemdticos, elaborar y
utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar los resultados utilizando los recursos mds
apropiados.

4. Identificar los elementos matemdticos (geométricos, grdficos, cdlculos, etc.) presentes, analizar
criticamente las funciones que desempefian estos elementos matemdticos y valorar su aportacion para
una mejor comprension de los mensajes. Analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y
ser sensible a la belleza que generan al tiempo que estimulan la creatividad y la imaginacion.

8. Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y la identificacion y resolucion
de problemas, utilizando distintos recursos e instrumentos y valorando la conveniencia de las estrategias
utilizadas en funcion del andlisis de los resultados y de su cardcter exacto o aproximado.

9. Manifestar una actitud positiva ante la resolucion de problemas y mostrar confianza en la propia
capacidad para enfrentarse a ellos con éxito y adquirir un nivel de autoestima adecuado que le permita
disfrutar de los aspectos creativos, manipulativos, estéticos y utilitarios de las matemdticas.

(Ministerio de Educacién y Ciencia, 2007. p 752).

Competencias bdsicas

. Competencia en comunicacion lingdiistica.

. Competencia matemadtica.

. Competencia en el conocimiento y la interaccion con el mundo fisico.
. Tratamiento de la informacion y competencia digital.

. Competencia social y ciudadana.

. Competencia cultural y artistica.

7. Competencia para aprender a aprender.

8. Autonomia e iniciativa personal

(p. 686).

AU AN WN R

Contenidos. Bloque 4. Geometria

Figuras con la misma forma y distinto tamano. La semejanza. Proporcionalidad de segmentos.
Identificacion de relaciones de semejanza.

Ampliacion y reduccion de figuras. Obtencion, cuando sea posible, del factor de escala utilizado. Razdn
entre las superficies de figuras semejantes.

Utilizacidon de los teoremas de Tales y Pitdgoras para obtener medidas y comprobar relaciones entre
figuras. Poliedros y cuerpos de revolucion. Desarrollos planos y elementos caracteristicos. Clasificacion
atendiendo a distintos criterios. Utilizacion de propiedades, regularidades y relaciones para resolver
problemas del mundo fisico.

Volumenes de cuerpos geométricos. Resolucion de problemas que impliquen la estimacion y el cdlculo de
longitudes, superficies y volimenes.
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Utilizacion de procedimientos tales como la composicion, descomposicion, interseccion, truncamiento,
dualidad, movimiento, deformacion o desarrollo de poliedros para analizarlos u obtener otros (p.753).

Criterios de evaluacion del bloque correspondiente

Estimar y calcular longitudes y dreas con una precision acorde con la situacion planteada y comprender
los procesos de medida, expresando el resultado de la estimacion o el cdlculo en la unidad de medida mds
adecuada. Se trata de comprobar, ademds, si se han adquirido las capacidades necesarias para estimar el
tamafio de los objetos. Mds alld de la habilidad para memorizar formulas y aplicarlas, este criterio
pretende valorar el grado de profundidad en la comprension de los conceptos implicados en el proceso y
la diversidad de métodos que se es capaz de poner en marcha (p. 753-754).

Donde lo relevante para el trabajo ha sido subrayado en color.

Del curriculum se resalta el interés de la geometria en cuanto a los problemas aplicados a la medida de
longitudes, areas y voliumenes, las formas y figuras y sus propiedades. Ya que la geometria se centra sobre
todo en la clasificacidn, descripcidn y analisis de relaciones y propiedades de las figuras en el plano y en
el espacio, su aprendizaje debe ofrecer continuas oportunidades para conectar al alumnado con su
entorno y para construir, dibujar, hacer modelos, medir o clasificar de acuerdo con criterios previamente
elegidos. El estudio de la geometria permitird mejorar la vision espacial del alumnado y desarrollar
capacidades que faciliten una actitud positiva hacia el aprendizaje de las matematicas (Ministerio de
Educacidny Ciencia, 2015). Por todo ello se intenta mediante los recursos planteados en este trabajo crear
una situacion para la introduccion o el estudio de conceptos matematicos en torno al Teorema de
Pitdgoras donde los alumnos puedan desarrollar las competencias y alcanzar los objetivos que se han
mencionado.

3. INSTRUCCION

Antes de pasar a la experiencia llevada a cabo en este trabajo, se ha de especificar en qué punto estaban
lo alumnos para comprender mejor los resultados obtenidos. Asi en esta parte dedicada a la instruccién
en el aula se especificard la intervencidn docente llevada a cabo indicando los objetivos y contenidos
planteados, desarrollo metodoldgico de las sesiones y las tareas propuestas al alumnado. Ademads se
presentan los criterios por los que se evaluaran los conocimientos adquiridos por los alumnos mediante
las tareas y un examen final. Los objetivos, los contenidos y los criterios de evaluacién que aparecen a
continuacién se consensuaron junto con el tutor de practicas del instituto, siendo en su mayoria los
establecidos por el departamento de Matematicas en la programacién didactica.

El tema al que se le dedicd 10 sesiones de tiempo es al tema: GEOMETRIA PLANA. TEOREMA DE
PITAGORAS Y SEMEJANZAS.

3.1. OBIETIVOS DE APRENDIZAJE

0.1. Conocer y aplicar el teorema de Pitdgoras tanto en su concepto geométrico como
aritmético.
0.2. Obtener areas calculando, previamente, algin segmento mediante el teorema de
Pitagoras.
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0.3. Conocer y comprender el concepto de semejanza.

0.4. Comprender el concepto de razén de semejanza y aplicarlo para la construccion de
figuras semejantes y para el cdlculo indirecto de longitudes.

0.5. Relacionar el concepto de razén de semejanza con la escalas.

0.6. Conocer y aplicar los criterios de semejanza de triangulos rectangulos.

0.7. Resolver problemas geométricos utilizando los conceptos y procedimientos propios de
la semejanza.

0.8. Identifiquen los contextos reales en los que se puede aplicar lo aprendido.

3.2. CONTENIDOS DESARROLLADOS
TEOREMA DE PITAGORAS

e Relacién entre areas de cuadrados. Demostracion.
e Aplicaciones del teorema de Pitagoras:
- Calculo de un lado de un tridngulo rectdngulo conociendo los otros dos.
- Célculo de un segmento de una figura plana a partir de otros que, con él, formen un
triangulo rectangulo.
- Identificacién de tridngulos rectangulos a partir de las medidas de sus lados.

FIGURAS SEMEJANTES
e Razoén de semejanza. Ampliaciones y reducciones.
e Relacién entre las dreas y los volumenes de dos figuras semejantes.
e Planos, mapas y maquetas. Escala. Aplicaciones.

SEMEJANZA DE TRIANGULOS
e Triangulos semejantes. Condiciones generales.
e Teorema de Tales. Triangulos en posicién de Tales.
e Lasemejanza entre tridangulos rectangulos.

APLICACIONES DE LA SEMEJANZA
e (Calculo de la altura de un objeto vertical a partir de su sombra.
e Otros métodos para calcular la altura de un objeto.
e Construcciéon de una figura semejante a otra.

Por otro lado se atendera a los procesos, métodos y aptitudes matematicas de los alumnos:

Resolucién de problemas:
e Uso del lenguaje apropiado, grafico, numérico...
e Reflexidn sobre los resultados
e Revision de las operaciones utilizadas
e Asignacion de unidades a los resultados
e Planteamiento de otras preguntas
e larecogida ordenada y organizacién de datos
e Difundir y compartir la informacion y las ideas matematicas
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3.3. CRITERIOS DE EVALUACION

Lo que se pretende evaluar con las tareas y un examen es si los alumnos:
C.1. Resuelven problemas que conlleven el cdlculo de longitudes, superficies utilizando
propiedades y relaciones.
C.2. Resuelven problemas contextualizados referidos al calculo de longitudes, de cuerpos
geométricos, utilizando el lenguaje geométrico y algebraico adecuado.
C.3. Identifican o reconocen figuras semejantes, calculando la escala o razén de semejanza y la
razon entre longitudes.
C.4. Utilizan la escala para resolver problemas de la vida cotidiana sobre planos, mapas y otros
contextos de semejanza.
C.5. Analizan distintos cuerpos geométricos e identifican sus elementos caracteristicos.

3.4. DESARROLLO METODOLOGICO DE LAS SESIONES

Se presentan de forma global las distintas sesiones empleadas para el tema: GEOMETRIA PLANA.
TEOREMA DE PITAGORAS Y SEMEJANZAS.

Sesion 1
1.1 Demostracidon geométrica del Teorema de Pitagoras
1.2 Justificacidn de las tareas de la sesién 1

Sesién 2
2.1 Aplicaciones del Teorema
2.2 Justificacidon de las tareas de la sesion

Sesién 3
3.1 Realizacion de tareas
3.2 Justificacidon de las tareas de la sesion

Sesion 4
4.1 Semejanzas
4.2 Justificacion de las tareas de la sesion

Sesién 5
5.1 Repaso de los ejercicios propuestos para casa
5.2 Justificacion de las tareas de la sesion

Sesion 6
6.1 Proporcionalidad de Tales
6.2 Justificacion de las tareas de la sesion

Sesion 7
7.1 Aplicaciones de la semejanza. Escalas.
7.2 Justificacion de las tareas de la sesion

Sesion 8
8.1 Corregir ejercicios y repaso.
8.2 Justificacion de las tareas de la sesion
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Sesion 9
9.1 Examen
9.2 Justificacion de las tareas de la sesion

Sesién 10
10.1 Correcciéon del examen

Sesion 1

1.1 Demostracién geométrica del Teorema de Pitdgoras

El tema anterior que se impartid en clase fue el de ecuaciones algebraicas, asi que se considera el salto de
un tema algebraico a otro geométrico haciendo una resefa especial. Brevemente se les explicé lo que es
la Geometria y en qué consiste, se explicd que nos centrariamos en la geometria plana y ademas se les
informé sobre Euclides como el padre de la Geometria, dejandoles propuesto que buscaran en internet
el nombre del libro que escribid Euclides con la intencidn de que interpretaran la importancia de a lo que
se le iban a dedicar unas 10 sesiones de tiempo. En esta primera sesion se utilizé como recurso cartulinas,
tijeras y pegamento. El objetivo en esta sesidon era que los estudiantes comprobaran el teorema de
Pitagoras no sélo como una relacién métrica sino también mediante la relacién de areas con los cuadrados
sobre los lados en un tridngulo rectangulo.

1. Se comenzd preguntandoles si se acordaban de la clasificacion de los tridngulos segln sus lados y
sus angulos. Mientras los decian se iban dibujando en la pizarra. Cuando se termind de dibujarlos
todos, se borraron, salvo el triangulo rectangulo.

2. Entonces se les preguntd lo que sabian sobre ese tridngulo. Se aprovecharon las respuestas
correctas para ir afadiendo lo que decian al triangulo dibujado en la pizarra. Una vez completado
se enuncio:

Hace muchos afios, un fildsofo y matemdtico griego, Pitdgoras, descubrié un hecho muy
importante. “En un tridngulo rectdngulo la suma de los catetos al cuadrado es igual a la
hipotenusa al cuadrado.”a? = b? + c?

3. Se demostrard, ahora, geométricamente mediante las areas de tres cuadrados. Se recordo el
concepto de drea y el area de un cuadrado y se les explicd un concepto nuevo para ellos, el
concepto de terna pitagdrica. A continuacion, se dividié la clase en dos, cada mitad se encargaba
de demostrar el Teorema para una terna de nimeros diferentes: (13, 5, 12), (10, 6, 8), lo primero
gue se hizo fue comprobar que efectivamente cumplian esas ternas el teorema de Pitagoras.
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4. Para la demostracién geométrica se hizo uso de las
cartulinas de colores, las tijeras, la regla y el pegamento.
Asi que se pusieron a medir, a recortar y a pegar. Se les
advirtioé de que fuesen cuidadosos, porque se elegiria el
mejor trabajo para pegarlo en el tablén de clase donde
se cuelgan las actividades que realizan. Debian de
escribir en la cartulina: la terna de numeros empleada,
la medida de los lados del tridangulo que quedaba al
pegar los cuadrados, y el area de éstos.

5. Asi que tras terminar la actividad se les pregunté a los
alumnos cuanto sumaban las dreas de los cuadrados
sobre los catetos, de esta forma ellos mismos vieron que era igual al area de la hipotenusa.

1.2 Justificacion de la tarea de la sesién 1

Lo interesante de esta primera tarea es el acercamiento de los alumnos a una parte del teorema nueva
para ellos en la que han tenido que relacionar conceptos previos como el concepto de drea o de tridngulo
rectangulo para obtener la demostracion geométrica del teorema. Ademas han debido identificar los
numeros dados como ternas pitagdricas demostrando que efectivamente cumplen la relacion del teorema.
El hecho de que los alumnos tuvieran que recortar los cuadrados de las distintas medidas y pegarlos hace
gue estuvieran mds atentos y motivados. De esta forma eran protagonistas del aprendizaje.

Tarea Objetivos Criterios de evaluaciéon
Tarea 1 ] 01,02 C1,C5

Sesion 2

2.1 Aplicaciones del Teorema

Lo primero que se hizo en esta sesidn es pedirles que sacaran la agenda y anotasen para casa que el
proximo dia trajesen 4 tareas en una hoja aparte de la libreta relacionadas con lo visto en la primera sesién.
El objetivo era poder corregirles lo que hacian y tener una primera visién del nivel de los alumnos.

2.1.1 Tareas propuestas para casa

Tareall. Calcula el drea del cuadrado verde en cada uno de los siguientes cuadrados (Cdlera y Gaztelu,
2015).

14 cm?

30 em? (8)

ILas tareas de las sesiones que no aparecen citadas son propuestas o adaptadas por mi.
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Tarea 2. (Cual es el area de los siguientes cuadrados? (p. 187).

17 em

4 cm

(&)

Tarea 3. Calcula el lado desconocido en cada tridngulo aproximando hasta las décimas (p. 187).

16 m 32 mm

28 mm

Tarea 4. Indicar que medidas corresponden a un triangulo rectangulo:
a) (3,4,5)
b) (7,10, 15)
c) (4,2,3)

A continuacidn se empezaron a hacer ejercicios de aplicacidon contextualizados del Teorema de Pitagoras.
Se planificaron las tareas de forma que fueran desde las mds sencillas a las mas dificiles. Se ha de
comentar que todas las tareas propuestas en el aula fueron resueltas por los alumnos una vez que habia
pasado un tiempo para que las pensaran.

2.1.2 Tareas propuestas en clase
Aprovechando la iniciativa del centro sobre corregir las faltas de ortografia de los chicos, en la que todos
los docentes ponen su grano de arena para conseguir una buena ortografia, les dicté los problemas
enfatizando las palabras que pudieran generarles alguna dificultad.

Tarea 1. Se cae un poste de 14.5m de alto sobre un edificio que se encuentra a 10m de él. ¢Cudl es la
altura a la que golpea el poste al edificio? (Cdlera y Gaztelu, 2015).

Tarea 2. Un bambu de 16 m de altura se quiebra por el viento de tal forma que su extremo superior se
apoya en el suelo a una distancia de 6m de la base. ¢ A qué altura a partir del suelo se ha producido la
rotura?

Tarea 3. En el centro de un estanque crece un junco. Si se inclina la flor hacia un lado llega exactamente
hasta el borde del estanque. éCudl es la profundidad del estanque?

2.2 Justificacion de las tareas elegidas en la sesion 2

Las tareas para casa tienen como fin que los alumnos se ejerciten con los nuevos conocimientos
adquiridos en la anterior sesidn. Con estas tareas para casa el alumno podra comparar distintas formas
de obtener lo pedido mediante el teorema siendo importante este proceso para el aprendizaje.
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La finalidad de que los alumnos realicen las tareas propuestas en el aula es que se ejerciten en la puesta
en practica de la relacién métrica del teorema en un contexto real. Los contenidos que se dan en la escuela
son utiles porque se necesitan fueran de ella y la Unica forma de que los alumnos lo crean es mediante
tareas que se perciban en un contexto real para los alumnos.

Los objetivos que se pretenden conseguir con las distintas tareas asi como los criterios de evaluacion
utilizados se recogen en la siguiente tabla.

Tareas para casa Objetivos Criterios de evaluacién
Tarea l 01, 02 C1, C5
Tarea 2 01,02 C1, G5
Tarea 3 01 C1, C5
Tarea 4 01 C1, C5
Tareas en el aula Objetivos Criterios de evaluacion
Tarea 1l 01, 08 C1,C2,C5
Tarea 2 01, 08 C1,C2,C5
Tarea 3 01, 08 C1,C2,C5

Sesion 3

3.1 Realizacién de tareas

Se recogieron los ejercicios propuestos el dia anterior, y se les propuso a los alumnos otras tareas para
casa con el objetivo de que las entregasen y en este caso se pudiera analizar cémo van avanzando y si se
va cumpliendo con la funcién de profesora que tengo asignada en estos dias.

3.1.1 Tareas propuestas para casa

Tarea 7. Calcula el perimetro de un rectangulo cuya diagonal mide 5.8 cm y uno de los lados 4 cm (Célera
y Gaztelu, 2015).

Il
Tarea 8. Halla la diagonal de un cuadrado cuyo perimetro mide 28 dam (p. 182).

Tarea 14 y 18. Halla el area y el perimetro de cada 32 cm
figura. Para ello, tendras que calcular la medida de i :
algun elemento (lado, diagonal, apotema, angulo,...).
Si no es exacta, hallala con una cifra decimal (p. 188).

¥

13 cm
h 20 cmi

Seguimos con ejercicios de aplicacidn del teorema de Pitagoras.
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3.1.2 Tareas propuestas en el aula
Tareal. Una bandera se encuentra colocada en un asta sobre una columna de 8 m de altura. Desde la
parte superior del asta, se extiende un cable de 18 m hasta un punto situado en el suelo de 15 m de la
base de la columna. Calcular la longitud del asta.

Tarea2. El Jueves es el cumpleaiios de mi amiga Zoraida y queremos poner su 10 cm
nombre con cintas de colores en la pare para recibirla. Nos falta por hacer Ia

letra Z. {Cuanta cinta de color necesito para formar la letra Z si las medidas

conocidas son las representadas en el dibujo?

24 cm

Estas tareas han servido de repaso de la clase anterior.

Lo siguiente serd ver la aplicacion del teorema para el calculo de areas de figuras planas. Se hizo mediante
ejemplos de figuras planas, donde los mismos alumnos encontraban las soluciones.

No se focalizé la atencion sobre la memorizacidn de las expresiones Utiles para el cdlculo de areas sino
que se trabajo en que los estudiantes las obtuviesen de una de una forma que nunca se les olvidara, es
decir mediante el drea de las figuras elementales conocidas.

1. Se empezd con un tridngulo equilatero. La primera pregunta obligada fue ¢Qué es un triangulo
equilatero? ¢Cual es su area? ¢Cudl serd la altura del tridngulo? Se les preguntd por el perimetro de
ese tridangulo. ¢ Qué es el perimetro de una figura?

2. Seva aobtener el drea de un hexdgono regular. Se intenta que identifiquen la
caracteristica de este poligono regular. Se puede dividir el hexdgono regular en
triangulos equildteros, luego sabiendo la caracteristica de un tridngulo
equilatero que tiene sus lados iguales, é Qué podemos decir del radio y del lado
de un hexagono regular?

Se explico lo que era la apotema y se les guid para que se diesen cuenta de que en este caso la apotema
era la altura de los tidngulos rectangulos.

3. Entones entendieron que se podia calcular el drea del hexagono como la suma de las areas de los seis
triangulos equilateros.

4. Con laidea de que interiorizaran el concepto de suma de areas para dar la pedida se realizé otra tarea
con una figura desconocida.

10 cm 2cm

26 cm

Los chicos dieron varias formas de dividir la figura en otras elementales y conocidas.
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3.2 Justificacion de las tareas elegidas en la sesion 3

Las tareas que se proponen en esta sesion vuelven a ser tareas pensadas en un contexto real para que los
alumnos comprueben la utilidad de las matematicas en este dominio. Para el cdlculo de areas de figuras
planas se partié desde el tridngulo equildtero, la idea es que con las posteriores tareas los alumnos fueran
capaces de desarrollarlas con sélo conocer el drea de este tridngulo. Consiguiendo asi que los alumnos
identificaran las distintas areas de figuras elementales y relacionaran sus conocimientos previos para
realizar las tareas sin necesidad de memorizar ninguna expresion.

Las expresiones son utiles, desde luego, agilizan mucho trabajo, pero nuestros estudiantes no lo saben.
Démosles la oportunidad de que lo averiglien.

De nuevo se exponen los objetivos y los criterios de evaluacidn en los que se basan las tareas.

Tareas en el aula Objetivos Criterios de evaluacion
Tarea 1l 01, 08 C1,C2,C5
Tarea 2 01,08 C1,C2,C5

Tareas para casa Objetivos Criterios de evaluaciéon
Tarea 7 01, 02 C1, C5
Tarea 8 01,02 C1, C5

Tarea 14 01, 02 C1, C5
Tarea 18 01,02 C1, C5

Sesion 4

4.1. Semejanzas

Se comienza esta parte de la unidad dibujandoles dos tridngulos en la pizarra con la misma forma pero
distinto tamafio, le pongo las medidas de los lados uno es el doble del otro. Les pregunto, ¢ Qué me podéis
decir de estos tridngulos? Los chicos contestan bien, no es algo que les cueste trabajo es muy intuitivo
para ellos. Se les dijo que son semejantes porque tienen sus angulos iguales (misma forma) y que sus lados
son proporcionales (difieren en su tamafio).

Ahora intento que identifiquen la relacién de proporcionalidad. {Puedo obtener un tridngulo partiendo
del otro? ¢ Cémo? Los chicos de forma rapida me dicen que multiplicando por 2.

¢Qué multiplo por dos? Me explican que los lados tienen que multiplicarse por dos, todos los lados para
obtener el tridngulo grande. (Yo voy dibujando en la pizarra el tridngulo doble al inicial).

De esta forma ellos mismos dedujeron que:
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Se hizo hincapié en la razdn de semejanza ya que luego serd importante para estudiar la parte de la unidad
correspondiente a escalas, que es un tema interesante para ellos dado su uso mas habitual en la vida
cotidiana.

Ademas se les indicd que a veces podemos encontrarnos un triangulo dentro
de otro, haciendo coincidir uno de sus angulos y quedando los lados opuestos
paralelos obtenemos la posicién de Tales. Cuando tenemos tridngulos
semejantes se pueden poner en posicidn de Tales.

Después particularizamos para el caso de tridngulos rectangulos. De nuevo les
pregunto. ¢Por qué son estos dos tridngulos semejantes?

b
a
a’ b’
c c

Se les hizo ver que seran semejantes cuando tengan dos catetos proporcionales o bien un cateto y la
hipotenusa proporcionales y que ademas al ser semejantes se pueden poner en posicién de Tales.

Se sigue con las tareas planteadas a los alumnos en esta sesién.

3.1.2 Tareas propuestas en el aula

Tarea 1.Explica por qué los tridngulos siguientes son semejantes y encuentra su razén de semejanza
(Cdleray Gaztelu, 2015).

28,8 cm

12 em 12 em

5 em

El siguiente ejemplo es un poco mds complicado tiene de distinto el calculo de una distancia por Pitdgoras

Tarea 2. Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 24m y 10m ¢Cudnto mediran los catetos de un
triangulo semejante al primero cuya hipotenusa mide 52m? (p. 172).

4.1 Justificacion de las tareas elegidas en la sesién 4

Tareas en el aula Objetivos Criterios de evaluacion
Tarea 1l \ 01, 03,06 C1,C3,C5
Tarea 2 \ 01, 03, 04, 06, 07 C1,C3,C5
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Sesién 5

5.1 Repaso de los ejercicios propuestos para casa

Esta sesidon fue sélo de 30 minutos ya que ese dia se tenia prevista otra actividad a nivel de centro. Asi que
como habia corregido las tareas propuestas que me entregaron aproveché para comentarle los errores
gue habian tenido y preocuparme por reforzarles los conceptos que se consideran basicos dentro de la
unidad.

Sesion 6
6.1 Proporcionalidad de Tales
Como de costumbre comienza la clase con tareas propuestas para casa.

6.1.1 Tareas propuestas para casa:

Tarea 2. Las sombras de estos arbolitos median a las cinco de la tarde, 12 m, 8 m, 6 m y 4 m,
respectivamente. El arbol pequefio mide 2.5 m. ¢ Cuanto miden los demas? (Cdlera y Gaztelu, 2015).

X WYY

Como ya se vieron los conceptos necesarios sobre semejanzas pasamos a aplicarlos.

6.1.2 Tareas propuestas para el aula
Tareal. El saldn de la casa de Raquel es abuhardillado y para medir la
altura de la pared se coloca como se ve en el dibujo. Teniendo en
cuenta las medidas, calcula la altura méaxima del salén (p.183).

1,65 m

Tarea 2. El bafiista se encuentra a 5 m del barco. La borda del 8m
barco estda a 1 m sobre el nivel del mar. El mastil del barco
sobresale 3 m de la borda. El bafiista ve alineados el extremo
del mastil y el foco del faro. ¢ A qué altura sobre el nivel del mar
se en cuenta el foco del faro? (p.191).

Tarea 3. ¢ Cuadl es la distancia entre el chico y la base de la torre (el chico ve la torre reflejada en el agua)?
(p.192).
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Tarea 4. Halla la altura del edificio sabiendo que: s —
¢ La mesa tiene 1 m de altura. o "
e AB=80cmyBC=52cm B ——

(p. 192). 48 m —m

6.2 Justificacion de las tareas elegidas en la sesién 6

Con la tarea 1 simplemente se trata de presentar lo que va a hacer de un forma sencilla y en un contexto
cotidiano para los alumnos. En concreto las tareas 2 y 3 son interesantes para que los alumnos
identifiquen las distintas posiciones de los tridngulos en las imagenes y reconozcan la relacién de
semejanza en ambas. Esta estrategia ayuda a una mejor comprension de lo que se estudia. Se considera
importante también la Ultima tarea como colofén de la clase ya que es otra forma de calcular una altura
sin recurrir a la sombra.

Tareas para casa Objetivos Criterios de evaluacion
Tarea 2 | 01, 02 C1,C5

Tareas en el aula Objetivos Criterios de evaluaciéon
Tarea l \ 01,06, 08 C1,C2,C3
Tarea 2 \ 01, 06,08 C1,C2,C3
Tarea 3 \ 01,06, 08 C1,C2,C3
Tarea 4 \ 01, 06,08 C1,C2,C3

Sesion 7
7.1 Aplicaciones de la semejanza.
Para esta sesion se preparé una presentacion en power point.

Figuras semejantes

* Dos figuras son semejantes cuando tienen la misma forma pero distinto tamafio.
Angulos iguales y lados proporcionales.

]

r —

a
Ampliacion r=>1

Reduccion r<1
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Figuras semejantes

Trabajo Fin de Mdster

* Todos los cuadrados son * Todas las circunferencias son
semejantes: angulos iguales y semejantes. La razon de
lados proporcionales. semejanza es el cociente de sus
radios
n Zem B

¢Cuales de estas figuras son semejantes?

=)

\ //
W v

2

€,
F:
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Formas de construir figuras semejantes
dComo construimos figuras semejantes?

* Proyeccion * Pantografo

Sesion 8

8.1 Corregir ejercicios y repaso.

Esta sesidn fue la ultima antes de la prueba escrita de los conocimientos adquiridos, el examen. Asi que
la sesion se centrd en corregir los ejercicios que quedaban por repasar, hacer algunos de repaso general
de toda la unidad y por supuesto a atender las dudas de los alumnos.

Les recordé que el dia del examen deberian traer una regla y si querian también la calculadora.

8.1.1 Tareas de repaso
Tareal. Halla el radio de la circunferencia circunscrita al siguiente hexagono de lado a =7 cm (Arias y Maza,
2014).

Tarea 2. Los lados de un tridngulo miden a =7 cm, b =8.5 cm y ¢ = 12 cm. Halla la medida de los lados a’,
b’y ¢’ de un tridngulo semejante en el que r = 1.75 (p. 296).

Tarea 3. ¢Cuales de las siguientes ternas son pitagéricas?
a)(5,7,9)
b) (6, 8, 9)
c)(7,9,11)
d) (10, 24, 26)
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8.2 Justificacion de las tareas elegidas en la sesion 8

En la tarea 1 aparece el hexdgono regular, es el Unico poligono en el que se cumple que su lado es igual a
su radio, el Unico, asi que es importante que lo sepan identificar. En la tarea 2 se destaca la importancia
de la identificacion y la interpretacién de r como la razén de semejanza.

La dltima tarea se centra en el reciproco del teorema de Pitdgoras, mostrando otra visién del teorema al
gue no estan acostumbrados y que de nuevo da otra perspectiva que ayuda al aprendizaje.

Tareas de repaso Objetivos Criterios de evaluacién
Tarea 1 | 01 c1
Tarea 2 | 01, 03,06 C3,C5
Tarea 3 \ 01 C1,

Sesion 9
9.1 Examen

Criterios de evaluacion:
Estos criterios son los llevados a cabo también en la evaluacién de las tareas que entregaban.
Lo que se pretende evaluar con este examen es si lo alumnos:
C1. Identifican o reconocen figuras semejantes, calculando la escala o razén de semejanza y la
razon entre longitudes.
C2. Utilizan la escala para resolver problemas de la vida cotidiana sobre planos, mapas y otros
contextos de semejanza.
C3. Analizan distintos cuerpos geométricos e identifican sus elementos caracteristicos.
C4. Resuelven problemas que conlleven el cédlculo de longitudes, superficies utilizando
propiedades y relaciones.
C5. Resuelven problemas contextualizados referidos al calculo de longitudes, de cuerpos
geométricos, utilizando el lenguaje geométrico y algebraico adecuado.
Se puede asignar cada pregunta del examen con los diferentes criterios para evaluar y los objetivos
establecidos:

Pregunta examen Objetivos Criterios con los que evaluar
1 03,04, 05, 08 C2
2 01,04, 06, 07, C1,Cc3,Cc4
3 01,02 ca
4 03,06,07,08 C1,C5
5 03,06,07,08 C1,C5
6 01,08 C1,C5
7 01,02, 03,04 C1,C2,Cc3,¢c4
8 03,05,08 C1,C2,Cc3,C4
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Examen. Matematicas 22 ESO C. Geometria. Teorema de Pitagoras y Semejanzas

Nombre y apellidos:

1.
a) Madridy Bruselas.
b) Londresy Paris.
T
SR
PORTL‘;A]? sadrp
Lo i
Escala [:100000000
2. Halla el radio de la circunferencia circunscrita al siguiente

tridngulo equilatero:
Sugerencia: busca una posicién de Tales.

3. a) Escribe el enunciado del teorema de Pitdgoras y pon un ejemplo de

una terna pitagorica.
b) Comprueba que se cumple el teorema de Pitagoras en la siguiente

figura.

4. ¢Cudleslaprofundidad del pozo si suanchura es 1,5my alejandote
0,5 m del borde desde una altura de 1,7 m ves en la misma visual el

borde del pozo y la esquina del fondo?

Midiendo con la regla en el mapa siguiente, calcula la distancia que hay en linea recta entre:

C-9cm? /

B = 16 cm?

A 0.5m
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5. Cuenta la leyenda que Tales para medir la altura de la piramide de Keops colocé un palo de un
metro en el centro de una circunferencia de radio 1m vy '
espero hasta que la sombra midiese exactamente un metro,
instante en el que la sombra de la piramide media 147 m
écuanto mide de alto la pirdamide?

6. La siguiente figura es un barco de vela, determina los valores de x e y con ayuda de los datos
dados.

7. a) Calcula el drea del siguiente rombo mediante las medidas que vienen representadas.
b) En la cuadricula, dibuja, mediante el método de la proyeccidn, un rombo semejante a ese a
razon de semejanza 2.

{3,‘3‘:‘“

8. a) ¢éDefine qué es la escala de un mapa, un plano o una
maqueta? .
b) Explica que quiere decir esta escala graficay pon su escala (& L
numeérica? Metros
c) Explica qué relacion hay entre una fotografia y un mapa o un
plano.

9.2 Justificacion de las tareas del examen
Se justifican las tareas que tienen que ver con el tema tratado este trabajo.

En la tarea 2 hace falta identificar una posicidn de tales y utilizar Pitdgoras para determinar una longitud,
es quizas la tarea mas alta en dificultad pero también quizds la mas interesante donde hay que relacionar
mas conceptos y profundizar en los conocimientos que cada alumno tiene. La tarea 3 nuevamente
presenta la demostracion geométrica del teorema de Pitagoras, se utiliza esta tarea para averiguar si los
alumnos han aprendido la interpretacion geométrica con las dreas de los cuadrados. La tarea 4 es
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interesante, de nuevo, para presentar la utilidad de las matematicas en contextos que son reales y pueden
ser cercanos a los alumnos. La tarea 5 es utilizada ademds de por las notas que sirven de cultura general
para los alumnos relatadas en el enunciado de la tarea, tiene el detalle de que (colocé el palo en el centro
de una circunferencia de 1m), de esta forma se esta buscando precisidn en la lectura y comprension de
los nifios. La tarea 6 tiene la peculiaridad de que se introducen dos longitudes desconocidas y se espera
que los alumnos en esta tarea aprecien que el cateto del triangulo mayor es x + y. En la tarea 7
basicamente se prioriza el concepto de semejanza, se pretende que los alumnos represente una figura
semejante mediante un método anteriormente explicado en el aula.

Sesion 10

10.1 Correccion del examen.

Se resolvieron en la pizarra los problemas en los que habian tenido mas dificultad, y se contestaron a las
preguntas que planteaban los alumnos. Finalmente se asume que aunque parezca que los alumnos han
entendido lo que se transmite esto no siempre es asi, ya que se observé que era, en este momento, el
ultimo dia de intervencion, cuando algunos habian aprendido lo esperado. Mas vale tarde que nunca.

Reflexion sobre la observacion llevada a cabo en el aula, las tareas corregidas y la correccion del examen

En la observacion llevada a cabo en el aula mediante las tareas que los estudiantes resolvian y las dudas
gue planteaban se obtiene como informacién que a los alumnos no les resulta intuitiva la forma de
comenzar presentando el Teorema de Pitdgoras mediante las dreas de los cuadrados, ellos conocen y
aplican correctamente la relacién métrica del teorema que vienen usando desde el curso anterior, mas
bien lo que hacen es el esfuerzo por aprender la nueva acepcidn del teorema ya que les parece que es
otra cosa distinta. Entre los errores mas comunes se destaca el elevar al cuadrado el drea de los cuadrados
cuando se les da como datos esas areas. Algunos estudiantes todavia no relacionan la relacién métrica
con las areas de los cuadrados, se ha observado que, en general, esta relacion les cuesta mucho trabajo
entenderla.

Entre otras dificultades se tienen que los alumnos no contestan a lo que se les pregunta. Por ejemplo en
el problema del barco se olvidan de restar para dar el valor correcto de x e y, demostrando que no repasan
o no leen con atencidn lo que se les preguntan. Otros aldin no entienden el concepto de area, por ejemplo,
en el problema referido al rombo, algunos alumnos suman las longitudes de los lados para dar el area.
En un futuro habria que insistir en estos conceptos, de nuevo, para solventar este tipo de errores.

4. RECURSOS EMPLEADQS

Se presentan los recursos creados para la toma de datos de la experiencia a fin de obtener los posteriores
resultados y analizarlos. El estudio se ha llevado a cabo, utilizando el periodo de practicas del master, por
un grupo de 28 alumnos de nivel educativo de 22 ESO pertenecientes al I.E.S La Madraza, situado en la
zona norte de la ciudad de Granada. Se desarrolla en esta parte los objetivos que se pretenden conseguir
en los alumnos con cada recurso.
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Las preguntas que se realizan en torno a las representaciones graficas mantienen un orden. Se comienza
con las preguntas mds intuitivasy mas asequibles para ir acercando a los alumnos, paulatinamente, a los
objetivos pretendidos.

4.1 RECURSO DESCUBRIENDO 1

El primer recurso creado que se plantea atiende a la generalizacidon del Teorema de Pitagoras. Se le da
importancia a la orientacién de los tridngulos evitando la forma estandar a la que se acostumbra para
enriquecer el conocimiento de los alumnos, esto se viene haciendo desde la instruccién como se aprecian
en las tareas de esa seccidn. Ademas en este recurso se afiade una tarea donde se representa un triangulo
rectdngulo isdsceles como caso particular para el enriquecimiento del aprendizaje de los alumnos. El
recurso consta de dos tareas, tarea 1.1 y tarea 1.2.

TAREAL. GENERALIZACION DEL TEOREMA

El primer recurso preparado tiene como propésito obtener de los alumnos los objetivos que se describen
a continuacion mediante las tareas siguientes.

e Los objetivos que se esperan lograr son que los alumnos:

0O1. Identifiquen los elementos y relaciones ya conocidos previamente de clase. En este
caso, en torno al Teorema de Pitagoras.

02. Relacionen los diferentes conceptos que se ponen en juego para elaborar conjeturas.
03. Formulen conjeturas en torno al Teorema de Pitagoras.
04. Comprueben esas conjeturas.

05. Representen lo que se les pide en la tarea.

TAREA 1.1 OBSERVA LAS FIGURAS CON DETENIMIENTO Y CONTESTA A LAS PEGUNTAS.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

1. Fijate bien en los tridngulos que hay en cada figura. ¢Son iguales? Observa lo que miden
sus lados y sus angulos: ¢En qué se diferencian?
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o Enla primera figura tenemos, claramente, un tridangulo rectangulo. ¢Lo recuerdas? En clase
usamos cartulina con esos mismos colores para obtener una representacién asi. Entonces ya
sabemos de clase que la relacién entre sus areas es:

“El drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa del triangulo rectdngulo es igual a la suma de
las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos”.

2. Cuenta los cuadraditos para comprobar si se cumple o no esa misma relacion entre las
areas en las otras dos figuras. ¢ Qué has obtenido?, (Cada cuadradito pequefio es una
unidad de medida).

o Enclase vimos que:
“En un trigngulo rectdngulo la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de cada uno de los catetos
al cuadrado”.

a? = b? + ¢?

3. Describe como seria esta relacion para los otros dos tridngulos.

4. Para la primera figura tenemos:
52=424+32—525=16+9

Calcula ahora esa relacion para la figura 2 y la 3. (Ayuda: Cuenta los cuadrados de cada lado del
triangulo, esa serd la medida de cada lado.) é Qué ocurre con esa relacion en la figura 2 y la figura 3?
Explicalo.

TABLA 1.1

Se presenta la relacion existente entre los objetivos que se pretenden conseguir con cada pregunta
realizada en la tarea 1.1.

Preguntas de la Tarea 1.1 Objetivos con los
que se relaciona

1. Fijate bien en los tridngulos que hay en cada figura. éSon iguales? | 01, 02
Observa lo que miden sus lados y sus dngulos: ¢En qué se diferencian?

2. Cuenta los cuadraditos para comprobar si se cumple o no esa misma | 01, 02
relacion entre las dreas en las otras dos figuras. ¢Qué has obtenido?,
(Cada cuadradito pequefio es una unidad de medida)

02, 03,04
3. Describe como seria esta relacion para los otros dos triéngulos.
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4. Para la primera figura tenemos:
52=42432>525=16+9

Calcula ahora esa relacién para la figura 2 y la 3. (Ayuda: Cuenta los cuadrados
de cada lado del trigngulo, esa serd la medida de cada lado.) ¢ Qué ocurre con

esa relacion en la figura 2 y la figura 3? Explicalo.

TAREA 1.2 FIATE AHORA EN ESTA FIGURA:

Figura 4

b . . .
b 7. éCuanto miden sus angulos?

5. éQué es un triangulo rectangulo?

Trabajo Fin de Mdster

02,03, 04

6. Fijate en lo que miden los lados del tridngulo. ¢ Como se
llaman estos tipos de tridngulos rectangulos?

B 8. ¢éComo seria el cuadrado que falta en la figura, en la

zona seinalada por una flecha? Dibujalo con lapiz.

9. Maria dice que ha encontrado que el drea del cuadrado A es dos veces la del cuadrado B.

¢éTiene razon? Explica la respuesta.

TABLA 1.2

Se presenta la relacion de objetivos que se pretenden conseguir con cada pregunta realizada en la tarea

1.2, asi como los analisis que se pretenden obtener derivados de esos objetivos.

Preguntas de la Tarea 1.2 Objetivos
5. éQué es un tridngulo rectdngulo? 01, 02, 03
6. Fijate en lo que miden los lados del tridngulo. i Cémo se llaman 01,02
estos tipos de tridngulos rectdngulos?
7. éCudnto miden sus dngulos? 01,02
8. ¢Coémo seria el cuadrado que falta en la figura, en la zona sefialada | 02, 03, 05
por una flecha? Dibujalo con ldpiz.
9. Maria dice que ha encontrado que el drea del cuadrado A es dos | 02, 03, 04.

veces la del cuadrado B. ¢ Tiene razén? Explica la respuesta.
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4.2 RECURSO DESCUBRIENDO 2

En este segundo recurso lo que se usa es una guia sobre la demostacion del Teorema de Pitdgoras para
gue los alumnos identifiquen, relacionen y lleguen a descubrir el teorema en esta otra demostracion
geomeética que no conocen previamente. La primera tarea tiene la funcién de captar la atencion del
alumno para posteriormente, en las siguientes tareas formulen conjeturas en torno a las preguntas
formuladas. El fin dltimo, que no se pierde de vista, es el analisis de las respuestas de los alumnos para
utilizarlo en la mejora de sus aprendizajes.

Este recurso consta de tres tareas, tarea 2.1, tarea 2.2 y tarea 2.3.

TAREA2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS
e Los objetivos que se quieren conseguir ,en los alumnos, con este recurso son que:

O1. Interpreten los pasos de una secuencia que pertenece a la demostracién de
Teorema de Pitdgoras.

02. Identifiquen patrones y conceptos conocidos en la secuencia.

03. Observen las situaciones y formulen conjeturas.

04. Comprueben las conjeturas que se planteen inicialmente.

Y como este recurso es una guia para que descubran que hay otra manera de demostrar una misma
cosa, El Teorema De Pitdgoras, se incluye como objetivo que los alumnos:

05. Aprendan descubriendo.
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TAREA 2.1 A CONTINUACION, SE PRESENTAN UNAS IMAGENES QUE CORRESPONDEN A UNA SECUENCIA DE
PASOS. MIRA CON ATENCION LAS IMAGENES Y RESPONDE A LAS PREGUNTAS.
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1. ¢Qué ha cambiado al pasar de laimagen 1 ala 4?
2. ¢Cuantas figuras observas en la imagen 5?

Ahora continta la secuencia desde la imagen 5:

é¢Qué estd ocurriendo en las imagenes 6, 7y 8?

4. Yenlaimagenes9, 10y 11 {Qué esta ocurriendo?
¢Qué figuras aparecen en la imagen 12?

3.

5.
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TABLA 2.1

En la siguiente tabla se recogen los objetivos que se pretenden lograr con cada pregunta de la tarea 2.1.

Preguntas de la tarea 2.1 Objetivos
1. ¢Qué ha cambiado al pasar de laimagen 1ala4? | 01, 02, O3

2. (Cudntas figuras observas en la imagen 5? 01,02, 03

3. JQué estd ocurriendo en las imdgenes 6, 7y 8? 01, 02, 03

4. Yenlaimdgenes9, 10y 11 éQué estd ocurriendo? | 01, 02, 03

5. ¢Qué figuras aparecen en la imagen 12? 01, 02, 03,
05

TAREA 2.2 AHORA SACAMOS DE LA SECUENCIA ESTAS DOS FIGURAS, FIJATE EN ESTAS IMAGENES:

a
¥ \\L | I
b

(5
L
c / . e
h O N
a

c
-] b E]

Figura A Figura B
b

o
)

L)
o

6. Explica lo que permanece igual y lo que es diferente entre ellas.

é¢Qué relacion hay entre los lados de las figuras representadas, a,b y c?

8. Ya que la distibucidn de las figuras se produce dentro de una misma region ¢Crees que el area
del cuadrado grande de la figura A puede ser igual a la suma de las areas de los cuadrados
pequeiios de la figura B? Explica la respuesta.

N

TABLA 2.2

En la siguiente tabla se recogen los objetivos que se pretenden lograr con cada pregunta de la tarea 2.2.

Preguntas de la tarea 2.2 Objetivos

6. Explica lo que permanece igual y lo que es diferente entre ellas. 03, 04, 05
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7. Qué relacién hay entre los lados de las figuras representadas, a,by c? 03, 04, 05

8. Ya que la distibucion de las figuras se produce dentro de una misma region ¢Crees | 02, 03, 04
que el drea del cuadrado grande de la figura A puede ser igual a la suma de las dreas | O5.
de los cuadrados pequefios de la figura B? Explica la respuesta.

TAREA 2.3 PARA FINALIZAR, SE PRESENTAN LAS SIGUIENTES FIGURAS. VISUALIZALAS Y CONSTESTA A LA ULTIMA
PREGUNTA.
Figura A Figura B Figura C

T | /
(3 a /

9. Luis dice que con la figura A y la B puede demostrar el teorema de Pitagoras. Nosotros usamos
en clase la figura C para explicar el teorema. Fijate en la figuras A y B y en las medidas de sus
lados ¢Crees que Luis tiene razén? ¢Por qué?

TABLA 2.3

Se resumen los objetivos que se quieren adquirir con cada pregunta planteada en esta tarea.

Preguntas de la tarea 2.3 Objetivos

9. Luis dice que con la figura Ay la B puede demostrar el teorema de Pitdgoras. | 03, 04, O5
Nosotros usamos en clase la figura C para explicar el teorema. Fijate en la
figuras Ay By en las medidas de sus lados ¢ Crees que Luis tiene razon? ¢ Por
qué?

4.3 RECURSO. DESCUBRIENDO 3

El ultimo recurso creado tiene que ver también con la generalizacion del Teorema de Pitagoras pero
desde otra perspectiva. Tal vez sea el recurso que mas interés despierte en la motivacion de los alumnos
dado que no es intiutivo que el Teorema de Pitagoras se pueda generalizar a todas tres figuras
semejantes en las que las longitudes de sus lados formen una terna pitagdrica. En este recurso se
utilizan imagenes dindmicas y representativas de los conceptos que se tratan e invitan a alumno a
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sostener un mayor interés en las tareas como se comprobd durante la experiencia . Este recurso consta
de dos tareas, tarea 3.1y tarea 3.2.

TAREA3. GENERALIZACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS
e Los objetivos que se esperan lograr es que los alumnos sean capaces de:

0O1. Identificar los elementos y relaciones ya conocidos previamente, en torno al
Teorema de Pitagoras.

02. Interpretar las relaciones entre figuras que aparecen en la generalizacidn de
Teorema de Pitagoras.

03. Relacionar los diferentes conceptos que se ponen en juego para elaborar conjeturas.
04. Formular conjeturas en torno al Teorema de Pitagoras.

05. Comprobar esas conjeturas.

Y como este recurso es una guia para que descubran que hay otra manera de demostrar una misma
cosa, El Teorema De Pitagoras, se incluye como objetivo que los alumnos:

06. Aprendan descubriendo.

TAREA 3.1. A CONTINUACION, SE PRESENTAN UNAS FIGURAS GEOMETRICAS. OBSERVA DETENIDAMENTE Y CONTESTA A
LAS PREGUNTAS:

Figura 1 Figura 2 Figura 3

o Nuevamente lee la siguiente afirmacién que demostramos en clase:

“El drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa del triangulo rectdngulo es igual a la suma de las
dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos”.

1. ¢Crees que esta relacidon se cumple solamente para los cuadrados o también se cumple para
los semicirculos y para los pentagonos? ¢Por qué? Justifica tu respuesta.

o Aquitienes de nuevo la pregunta anterior con la respuesta.

1. ¢Crees que esta relacidon se cumple solamente para los cuadrados o también se cumple para
los semicirculos y para los pentagonos? iSorprendentemente sil, la respuesta es que si. Se
cumple la misma relacién en las otras dos figuras. Parece increible, ¢ Verdad?
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Figura 1

Figura 2 Figura 3

Entonces sabiendo esto:

2. ¢Como enunciarias el Teorema de Pitagoras para las otras figuras?

TABLA 3.1

Se resumen los objetivos que se quieren adquirir con cada pregunta planteada en esta tarea ademas de
relacionarlos con los andlisis que se pretenden de cada respuesta.

Tarea 3.1 Objetivos
1. ¢Crees que esta relacion se cumple solamente para los cuadrados o también se | 01, 02, 03,
cumple para los semicirculos y para los pentdgonos? éPor qué? Justifica tu | O4
respuesta.
2. (¢Como enunciarias el Teorema de Pitdgoras para las otras figuras? 01, 02, 04,
05, 06

TAREA 3.2. Y SIAHORA TE DOY MEDIDAS DE LOS LADOS DE LOS TRIANGULOS QUE APARECEN EN LAS FIGURAS
SIGUIENTES EN CM Y TE FACILITO EL CALCULO DE LAS AREAS QUE APARECEN SOBRE LOS LADOS DEL TRIANGULO:

2

P o m-7r
Area de un semicirculo = >
: - m-r? - 2.52 5
Area del semicirculo C = > = > =9.8cm
. . m-r? - 22 5
Area del semicirculo B = > = > =6.3cm
. m-r? m-1.5?
Area del semicirculo A = = > = 3.5 cm?
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Area de un pentagono =

Area del pentagono C =
Area del pentagono B =

Area del pentagono A =

Trabajo Fin de Mdster

Perimetro - apotema

2
25-.4.33
——  =541cm?
20-3.46
————— =34.6cm?
15-2.55
— = 19.5 cm?

3. Entonces, ¢Crees que se ha demostrado el Teorema de Pitagoras en estos dos casos? Explica

tu respuesta.

4. ¢Crees que siempre es verdad, sean cuales sean las figuras, o sélo para algunas? é¢Por qué?

o Voy a ayudarte a comprobar si lo que has pensado en la pregunta anterior es
cierto o no. Veras, fijate en la figura de la derecha y recuerda de clase:
Los tres triangulos que aparecen en la figura, me refiero a los dos triangulos
verdes y al rosa tienen la misma forma pero distinto tamafio, son, por

tanto, triangulos semejantes.

ellas también puedes ver que las figuras
sobre los lados de los triangulos tienen la
misma forma pero distinto tamanfo, luego
son figuras semejantes también.

A

Si te digo que también se cumple nuestro famoso Teorema de Pitdgoras en estos casos. Piensa con

detenimiento:

5. ¢éCrees que siempre se cumple, sean cuales sean las
figuras, o sélo para algunas? Explica la respuesta.
Observa, también la figura de la derecha,
comprueba si lo que piensas es cierto y contesta.

6. Y por ultimo, ¢COmo enunciarias éste famoso
Teorema de forma general para estas figuras
divertidas?

,"9_.':§ ‘\I

~

Cabezas de Pitagoras, Mugéo
Capitolino, Roma
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TABLA3.2

Se resumen los objetivos que se quieren adquirir con cada pregunta planteada en esta tarea.

Tarea 3.2 Objetivos

3. Entonces, éCrees que se ha demostrado el Teorema de Pitdgoras en estos dos 03, 05, 06
casos? Explica tu respuesta.

4. (Crees que siempre es verdad, sean cuales sean las figuras, o sélo para 01, 02, 03,
algunas? ¢ Por qué? 04

5. (Crees que siempre se cumple, sean cuales sean las figuras, o sélo para algunas? | 01, 02, 03,
Explica la respuesta. Observa, también la figura de la derecha, comprueba silo | 04, 05, 06
que piensas es cierto y contesta.

6. Y por ultimo, ¢Como enunciarias éste famoso Teorema de forma general para | 03, 04, O5,
estas figuras divertidas? 06

5. RESULTADOS DEL ANALISIS DE DATOS

En esta parte se presentan los resultados de los datos obtenidos, es decir, el analisis de las respuestas de
los alumnos a los recursos planteados. El tiempo que emplearon los alumnos en realizar las tareas fue de
una hora y media. Se presentan mediante tablas de resultados en las que se especifican las distintas
categorias de respuestas extraidas en funcién de los argumentos que dan los estudiantes.

5.1 DESCUBRIENDO 1. TAREAL. GENERALIZACION DEL TEOREMA

El recurso creado para esta primera parte trata sobre la generalizacion del Teorema de Pitdgoras y consta
de dos tareas. Tareal.ly tarea 1.2.

RESULTADOS TAREA 1.1. PREGUNTA 1

Pregunta 1. Fijate bien en los triangulos que hay en cada figura. éSon iguales? Observa lo que miden sus
lados y sus dngulos. ¢ En qué se diferencian?

Frecuencia
Las diferencias vienen dadas por la longitud de sus lados. 10
Las diferencias vienen dadas por los angulos. 7
Las diferencias se deben tanto a los lados como a los angulos. 10
*Son tres triangulos rectangulos 7

Respuestas en blanco
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*El dato de la columna que toma otro color representa el nUmero de alumnos, 7 de un total de 17 alumnos,
cuyas respuestas ya estan recogidas en las categorias anteriores.

Se exponen los resultados de los datos presentados relacionandolos con los objetivos pretendidos en
cada pregunta presentados en la anterior seccién del trabajo. Tabla 1.1.

Todos los alumnos sefialan que ven diferencias entre los triangulos de las tres figuras. Cuando
argumentan estas diferencias, 10 de los 28 alumnos, lo hacen identificdndolas mediante las longitudes
de los lados de los tridngulos. Ningun alumno en esta categoria menciona alguna medida concreta
aunque aparece el concepto de semejanza y proporcionalidad para argumentar que los lados son
diferentes.

Por otro lado, en la segunda categoria de clasificacién, 7 de los 28 alumnos identifican las diferencias
atendiendo a los angulos para contestar cuando se les pregunta. 3 de estos 7 alumnos afirman que los
triangulos son iguales por contener al menos un angulo de 902. El resto de alumnos, un total de 4,
afirman que el Unico tridngulo rectangulo que hay es el de la primera figura.

Un total de 10 alumnos contestan atendiendo tanto a los lados como a los angulos de los distintos
tridngulos. De nuevo no existe en las respuestas una medida concreta para los lados, volviendo a
aparecer el concepto de proporcionalidad y semejanza en el mismo contexto que antes. 1 alumno afirma
que los triangulos segun sus lados son escalenos. 4 de 10 alumnos aseguran que los tres triangulos
representados son rectangulos.

Unos 7 alumnos de un total de 28 han identificado los tres tridangulos como tridngulos rectangulos.

RESULTADOS TAREA 1.1. PREGUNTA 2.

Pregunta 2. “El drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa del triangulo rectdngulo es igual a la
suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos”. Cuenta los cuadraditos para
comprobar si se cumple o no esa misma relacion entre las dreas en las otras dos figuras. ¢ Qué has
obtenido?, (Cada cuadradito pequeiio es una unidad de medida).

Frecuencia
La relacion de las dreas no se cumple en la figura 2 y la figura 3 9
La relacidn entre dreas solo se cumple en la figura 1 3
La relacidn entre dreas se cumple en la figura 1 y no en la figura 2 y 3. 5
Respuestas en blanco 4
Respuestas irrelevantes 7

Se exponen los resultados de los datos obtenidos.
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La tabla anterior muestra que 9 de los 28 alumnos contestan que el teorema no se cumple en la figura 2
y 3. De estos 9, un alumno lo argumenta diciendo que al no ser tridngulos rectangulos no se cumple la
relacion debida al teorema de Pitagoras. El resto de alumnos lo argumentan refiriéndose a la diferencia
entre las areas sobre los catetos y la hipotenusa, 2 de ellos atienden a la relacién métrica del teorema sin
hablar del concepto de area de los cuadrados. 1 alumno eleva al cuadrado el drea manteniendo la relacién
a? = b? + c? . Un total de 3 alumnos contestan haciendo sélo referencia al cumplimiento de la relacién
solo en la figura 1 sin relacionar el razonamiento con las figuras 2 y 3.

Por otro lado, los alumnos que responden relacionando los argumentos entre las figuras 1, 2 y 3 son 5
alumnos.

Entre las respuestas no utiles para el estudio se caracterizan por no argumentar las afirmaciones, por
operar sin concluir en algo concreto, de esta forma no se precisan de datos para el andlisis en estas

preguntas. Pueden verse en el anexo correspondiente.

De esta forman los alumnos han tenido que identificar los elementos y relaciones necesarias entre los
diferentes conceptos para dar una respuesta.

RESULTADOS TAREA 1.1. PREGUNTA 3.

Pregunta 3. En un tridngulo rectdngulo la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de cada uno de los
catetos al cuadrado”. a® = b? + c?. Describe como seria esta relacién para los otros dos tridngulos

Frecuencia
La relacién en la figura 2 y 3 es igual que en la figura 1, a® = b* + ¢? 8
La relacion en la figura 2 y 3 es distinta que en la figura 1 4
No hay relacion para las figuras 2 y 3 6
Respuestas en blanco 8
Otras Respuestas 2

En primer lugar, 8 de 28 alumnos piensan que la relacién dada por teorema de Pitagoras, a? = b? + c?,
es aplicable a los otros dos tridngulos: sustituyen las medidas de los lados de los tridangulos en la ecuacion
sin percatarse de que no se cumple la igualdad al operar los cuadrados.

Por otra parte 4 alumnos piensan que la relacién a? = b? + ¢?, es distinta en las figuras 2 y 3. Dos de ellos
argumentan que la relacién en la figura 2 es h? < b2 + c? y en la figura 3 es h? > b2 + ¢2. Cuando se les
pide que describan la relacion para los triangulos de las figuras 2 y 3, 6 alumnos contestan que no se puede
describir esta relacién para un triangulo que no sea rectangulo.

Se destaca un numero alto de respuestas en blanco, 8 concretamente. Finalmente se observa que hay dos

respuestas en las que los alumnos manifiestan que no vuelven a repetir los calculos porque ya han hecho
lo mismo anteriormente
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RESULTADOS TAREA 1.1. PREGUNTA 4.

Pregunta 4. Para la primera figura tenemos: 5% = 4% + 32 — 25 = 16 + 9. Calcula ahora esa relacién
para la figura 2 y la 3. (Ayuda: Cuenta los cuadrados de cada lado del tridngulo, esa serd la medida de
cada lado.) éQué ocurre con esa relacion en la figura 2 y la figura 3? Explicalo.

Frecuencia
Ocurre que no se cumple la relaciéon porque las sumas de los catetos al cuadrado no 9
es igual a la hipotenusa al cuadrado 3
Operan sin argumentar 4
Ocurre que no se cumple la relacién porque no son tridngulos rectdngulos 4
Otras respuestas 3

Respuestas en blanco

Los alumnos que contestan que no se cumple la relacién porque las sumas de los catetos al cuadrado no
son igual a la hipotenusa al cuadrado son 9 alumnos. Sus argumentos se basan en el cdlculo de los
cuadrados y en la observacion de que se cumpla o no laigualdad al usar la ecuacién del Teorema. Tan sélo
1 alumnos precisa que en la figura 2 y 3 la relacion de la hipotenusa al cuadrado serd menos o mayor que
la suma de los catetos al cuadrado. Por otro lado un grupo de 8 alumnos responden mediante una serie
de operaciones sin dar una conclusién concreta.

Sin embargo 4 alumnos escriben que no se cumple la relacidén porque no son tridngulos rectangulos.

En la categoria de otras respuestas aparece la reflexion de un alumno que piensa que los datos de los
triangulos no son perfectos porque al aplicar la férmula resultan unos valores distintos en ambos

miembros de la igualdad. Otro alumno en la misma categoria hace referencia a las areas de los cuadrados
para argumentar su respuesta

RESULTADOS TAREA 1.2. PREGUNTA 5.

Pregunta 5 ¢Qué es un triangulo rectangulo?

Frecuencia

Tridngulo que contiene un dngulo recto 12
Tridngulo que contiene un dngulo de 909 y los otros dngulos son menores 5
Tridngulo formado por un dngulo recto entre dos catetos y la hipotenusa

Tridngulo que contiene un dngulo recto formado por los catetos y otros dos agudos debido 1

a la hipotenusa

Respuestas en blanco 2
Respuestas sin categorizar 4
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De los 28 alumnos, 12 definen un triangulo rectdngulo como aquel tridngulo que tiene un angulo recto.
Sin embargo, 5 alumnos lo definen como aquel tridangulo que tiene un angulo recto y los otros dos angulos
son menores de 902 o agudos. Los alumnos siguen profundizando en el grado de precisién de sus
respuestas. Son 4 alumnos lo que en su definicidn nombran a los catetos y a la hipotenusa. Tan sélo un
alumno definid el triangulo rectdngulo atendiendo a todas las categorias anteriores.

Entonces un total de 22 alumnos demuestran saber mediante sus respuestas lo que es un tridangulo
rectangulo.

De entre las respuestas sin clasificar se encontraron 4, dos de ellas irrelevantes para el estudio y otras dos

gue merecen una atencidn. Uno de ellos define un tridngulo rectdngulo como un tridngulo rectangulo
isdsceles, el otro lo define como la mitad de un rectangulo.

RESULTADOS TAREA 1.2. PREGUNTA 6.

Pregunta 6. Fijate en lo que miden los lados del triangulo. ¢ Cémo se llaman estos tipos de triangulos
rectdngulos?

Frecuencia
Isdsceles 14
Escalenos 4
Equildteros 2
Respuestas en blanco 5
Otras respuestas 3

La mitad de los alumnos, 14, identifican como isésceles el tridngulo representado graficamente en la
tareal.2. 4 alumnos de los 28 lo identifica como escaleno y 2 lo identifican como equilatero. En la
categoria de otras respuestas hay 2 alumnos que contestan atendiendo a los angulos.

RESULTADOS TAREA 1.2. PREGUNTA 7.

Pregunta 7. {Cudnto miden sus dngulos?

Frecuencia
90°, 452y 45° 12
Un dngulo mide 902 y los otros menos de 902 7
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Todos sus dngulos son de 902

Uno de ellos es 902 y los otros dos miden lo mismo
Respuestas en blanco

Respuestas irrelevantes

N NN W

Como resultados se obtienen que 12 alumnos de los 28 afirman que la medida de los dangulos de un
triangulo rectangulo isdsceles son 902, 452 y 452, 7 alumnos escriben que un angulo mide 902 y los otros
menos de 902 sin atender a que la suma de los dngulos de un tridangulo es 1802. Tres escriben que todos
sus angulos son de 902 y dos de ellos plantean que un angulo es de 902 y los otros dos miden lo mismo
sin dar valores concretos.

Luego se observa que 12 alumnos interpretan la relacién entre los dngulos de este tridngulo isdsceles

rectangulo correctamente. Pero 14 alumnos (la mitad del grupo) no han relacionado sus respuestas con
el hecho de que la suma de los dngulos de un tridngulo son 1809,

RESULTADOS TAREA 1.2. PREGUNTA 8.

Pregunta 8. ¢Como seria el cuadrado que falta en la figura, en la zona sefialada
por una flecha? Dibujalo con Idpiz.

Frecuencia
Igual que el cuadrado B 20
No igual que el cuadrado B 6
Respuestas en blanco )

Claramente se ve que mas de la mayoria de los alumnos representa el cuadrado igual que el cuadrado B.
De los 28 alumnos, 6 de ellos muestran otras representaciones donde se aprecia que el cuadrado a dibujar
es diferente que el cuadrado denominado por B. Tan sélo en un alumno consta que mide con regla la
longitud del lado del cuadrado representado en la tarea y lo reproduce en el hueco marcado por la flecha.
Teniendo asi que un total de 8 alumnos que no identifican que el tridngulo a dibujar tenga las mismas
dimensiones que el representado.

RESULTADOS TAREA 1.2. PREGUNTA 9.

Pregunta 9. Maria dice que ha encontrado que el drea del cuadrado A es dos
veces la del cuadrado B. ¢ Tiene razon? Explica la respuesta.

Frecuencia
Maria si tiene razon 17
Maria no tiene razon 7
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Respuestas en blanco
Respuesta sin clasificar 1

Mas de la mayoria de los alumnos, 17, afirman que Maria esta en lo correcto. Sin embargo, 7 alumnos
de la clase creen que Maria no tiene razén, los argumentos que presentan son de este tipo:” No tiene
razén porque B=42 y si fuese el doble seria A=8% = 64." Estos 7 alumnos no reconocen el significado

geomeétrico del teorema de Pitdgoras en esta tarea.

5.2 DESCUBRIENDO 2. TAREA 2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS
El recurso creado para esta segunda parte se basa en la demostracién del Teorema de Pitdgoras. Y consta
de tres tareas. Tarea 2.1, tarea 2.2 y tarea 2.3.

RESULTADOS TAREA 2.1. PREGUNTA 1.

Pregunta 1. {Qué ha cambiado al pasar de la imagen 1 a la 4?

Frecuencia
Con 4 tridngulos rectangulos se ha formado un cuadrado 16
Ahora hay 4 tridngulos
Ahora hay un cuadrado 1

Otras respuestas

Se observa en la tabla que 16 alumnos interpretan tras observar las fases de la secuencia que lo que
sucede es que con cuatro tridngulos rectangulos se forma un cuadrado. 7 alumnos sélo identifican que
se han afiadido triangulos sin hacer ninguna interpretacién adicional.

RESULTADOS TAREA 2.1. PREGUNTA 2.

Pregunta 2. é Cudntas figuras observas en la imagen 5?

Frecuencia
Se observan 5 figuras 11
Se observan 6 figuras 13
Otras respuestas 4
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En la tabla se observa que 11 alumnos identifican que en esa fase de la secuencia existen 5 figuras
cuatro triangulos y un cuadrado. En cambio 13 alumnos identifican 6 figuras. De estos 13, 6 alumnos
escriben que identifican cuatro triangulos y dos cuadrados.

En la categoria de otras respuestas no se dan datos relevantes para el estudio. Puede verse el anexo |l
para corroborar este hecho.

RESULTADOS TAREA 2.1. PREGUNTA 3.

Pregunta 3. {Qué estd ocurriendo en las imdgenes 6 ,7 y 8?

Frecuencia
El trigngulo de la esquina superior derecha se desliza hacia abajo 15
Se relacionan mds cosas no sdlo se quedan en el desplazamiento del tridngulo 7
Respuestas en blanco 2
Otras respuestas 4

La tabla muestra que 15 de los 28 alumnos, mas de la mitad, sdlo describen la imagen sin mostrar mas
relaciones. Escriben que lo que ocurre es que el tridngulo de la esquina superior derecha se desliza hacia
abajo. En cambio, 7 alumnos lo argumentan de diferentes formas, entre ellos 2 identifican que el tridngulo
se mueve para formar un rectdngulo. En este caso, tampoco se extraen datos relevantes del estudio de
otras respuestas.

RESULTADOS TAREA 2.1. PREGUNTA 4.

Pregunta 4. Y en la imdgenes 9, 10 y 11 ¢ Qué estd ocurriendo?

Frecuencia
Se mueven los triangulos 12
Se mueven los tridngulos para obtener otra cosa 10
Respuestas en blanco 1

Otras Respuestas

En la tabla se observa que 12 alumnos lo que hacen en esta tarea es limitarse a describir la imagen sin
mas relaciones. Sin embargo, 10 alumnos interpretan que los tridngulos se mueven para obtener o
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rectangulos o rectangulos y cuadrados. De la categoria de otras respuestas se pueden destacar dos que
hacen referencia a que el cuadrado se esta dividiendo o a que a partir de tridngulos rectangulos se
forman nuevas figuras.

RESULTADOS TAREA 2.1. PREGUNTA 5.

Pregunta 5. ¢Qué figuras aparecen en la imagen 12?

Frecuencia
Aparecen 4 figuras: dos cuadrados y dos rectdngulos 13
Aparecen 5 figuras: dos cuadrados, dos rectdngulos y el cuadrado de alrededor 7
Respuestas en blanco 3
Respuestas Irrelevantes 5

La tabla muestra que 13 de los 28 alumnos identifican 4 figuras en la representacion grafica, dos
cuadrados y cuatro tridngulos rectdngulos. Todos los alumnos de esta categoria observan los tridangulos
en una posicion en la que forman rectangulos, algunos de ellos responden que esos rectdngulos estdn
formados por triangulos. Véase la figura.

c =

)

b a

7 alumnos identifican cinco figuras, los dos cuadrados, dos rectangulos y un cuadrado exterior que limita
a éstos y a la regidon coloreada. No todos los 7 lo expresan con precisién pero si hacen referencia a la
existencia de tres cuadrados.

Las respuestas que aparecen en la tabla como irrelevantes muestran signos de falta de compromiso en
los alumnos ante la tarea no aportandose éstas como datos para el estudio.

RESULTADOS TAREA 2.2. PREGUNTA 6.

Pregunta 6. Explica lo que permanece igual y lo que es diferente entre ellas.

Frecuencia
Lo que cambia es la posicion de los tridngulos O lo que permanece igual es el cuadrado 17
grande.
Permanece igual el triangulo de la parte inferior del cuadrado de la izquierda /
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Describen las diferencias entre las dos figuras representadas sin dar razones 2
Otras respuestas

La tabla muestra que 17 alumnos coinciden en que lo que cambia de una figura a otra es la posicién de
los tridngulos. Unos 7 alumnos afirman que lo Unico que permanece igual es el tridngulo inferior de la
izquierda. De la categoria de otras respuestas no se tienen datos relevantes para el estudio. 2 alumnos
describen cuales son las figuras que habia y las nuevas que aparecen pero sin dar argumentos.

En cuanto a la primera categoria, 1 alumno de los 28 afirma que “Permanece el cuadrado en el que
estdn inscritos los tridangulos, se crean dos rectangulos y dos cuadrados sl moverse los triangulos”.

RESULTADOS TAREA 2.2. PREGUNTA 7.

Pregunta 7. éQué relacion hay entre los lados de las figuras representadas, a, by c?

Frecuencia
Los lados a, b y c se mantienen constantes de una figura a otra 13
Los lados a y b son catetos. El lado c es la hipotenusa. 10
Respuestas en blanco 3
Otras respuestas )

13 alumnos identifican que los lados a, b y c se mantienen constantes en la figura Ay la B. Por otro lado
10 alumnos afirman que los lados a y b se corresponden con los catetos de un tridngulo rectangulos vy el
lado c es la hipotenusa de este tridngulo. La otras respuestas no nos ofrecen datos relevantes para el
estudio.

RESULTADOS TAREA 2.2. PREGUNTA 8.

Pregunta 8. Ya que la distribucion de las figuras se produce dentro de una misma region éCrees que
el drea del cuadrado grande de la figura A puede ser igual a la suma de las dreas de los cuadrados
pequenos de la figura B? Explica la respuesta.

Frecuencia
Si, las dreas son iguales 18
No, el drea no es igual 3
Respuestas en blanco 2
Respuestas irrelevantes 5
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Los alumnos que piensan que el area del cuadrado grande de la figura A puede ser igual a la suma de las
areas de los cuadrados pequefios de la figura B son 18 .

Sélo 3 alumnos escriben que no es igual y hay un grupo de 5 respuestas que no ofrecen datos relevantes
para el estudio.

RESULTADOS TAREA 2.3. PREGUNTA 9.

Pregunta 9. Luis dice que con la figura A y la B puede demostrar el teorema de Pitdgoras. Nosotros
usamos en clase la figura C para explicar el teorema. Fijate en la figuras A y B y en las medidas de
sus lados ¢éCrees que Luis tiene razon? éPor qué?

Frecuencia
Si, Luis tiene razon. Atendiendo a la distribucion de las figuras 11
Si, Luis tiene razon. Atendiendo a las dimensiones de los lados 4
No, Luis no tiene razon )
Respuestas en blanco 4
Otras respuestas v

Casi la mitad de los alumnos estan deacuerdo con Luis. 11 de ellos lo argumentan atendiendo a la
distribucién de las figuras, de forma que cambiando la posicidén se obtendria la demostracién conocida
de Pitdgoras. 4 alumnos contestan atendiendo a las dimensiones de los lados y tan sélo 2 escriben que
Luis no tiene razén.

En la categoria de otras respuestas no aparecen datos importantes para el analisis.
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5.3  DESCUBRIENDO 3. TAREA3. GENERALIZACION DEL TEOREMA

El recurso creado para esta ultima parte trata también sobre la generalizacidon del Teorema de Pitagoras.
Consta de dos tareas. Tarea 3.1y tarea 3.2.

Figura1 Figura 2 Figura 3

RESULTADOS TAREA 3.1. PREGUNTA 1.

Pregunta 1. El drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa del tridngulo rectdngulo es igual a la
suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos” é Crees que esta relacion se cumple
solamente para los cuadrados o también se cumple para los semicirculos y para los pentdgonos?
éPor qué? Justifica tu respuesta.

Frecuencia
La relacidn se cumple solo en los cuadrados 13
La relacion se cumple tanto para pentdgonos como para semicirculos c
La relacidon se cumple para cualquier figura 5
La relacion se cumple o en pentdgonos o en semicirculos )
Respuestas en blanco 3

Tras identificar los elementos e interpretar las relaciones entre las diferentes figuras, los alumnos
formulan sus conjeturas. La relacién se cumple solo en los cuadrados, es lo que afirman 13 alumnos. Ente
los argumentos que aparecen destacan los que afirman que es asi porque en clase no se ha visto para
otras figuras. Los alumnos que han contestado que la relacién se cumple solo en los cuadrados se apoyan
en que el teorema visto en clase se demostrd con cuadrados.

La cantidad de alumnos que piensan que la relacidon se cumple tanto para pentdgonos o para semicirculos
es la misma que los que piensan que la relacidn se cumplira para cualesquiera figuras: un conjunto de 5
alumnos. Se destaca el argumento de quién piensa que la relacion se cumple para cualesquiera figuras
gue se apoyen sobre un tridngulo rectangulo y muestran cdmo se relacionan los diferentes conceptos.
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Algunos hacen mencion a que las figuras han de tener un lado que pueda encajar bien con los catetos y la
hipotenusa del tridngulo rectangulo. Es el motivo por el que dos alumnos afirman que con un circulo no
se podria obtener esta relacion por carecer de lados.

RESULTADOS TAREA 3.1. PREGUNTA 2.

Pregunta 2. éCrees que esta relacidon se cumple solamente para los cuadrados o también se cumple
para los semicirculos y para los pentagonos? jSorprendentemente si!, la respuesta es que si. Se
cumple la misma relacion en las otras dos figuras. Parece increible, éVerdad? Entonces sabiendo esto:
¢Como enunciarias el Teorema de Pitdgoras para las otras figuras?

Frecuencia
Haciendo uso de la ecuacion del Teorema 10
Sin hacer uso de la ecuacion del Teorema 15
Respuestas en blanco 3

Para enunciar el teorema de Pitagoras los alumnos se dividen claramente en dos categorias, los que lo
enuncian haciendo uso de la ecuacién del teorema, ¢? = a? + b?y los que lo enuncian atendiendo al
concepto de darea sin la expresién de la ecuacién. En la primera categoria se encuentra un grupo de 10
alumnos; 6 de ellos utilizan las letras mayusculas A, B, C, usadas por convenio para designar areas, para
designar las longitudes de los lados de los triangulos.

Otros 15 alumnos enunciaron el teorema atendiendo al concepto de drea. Las demas respuestas o
guedaron en blanco o son irrelevantes para el trabajo.

Con esta cuestion los estudiantes han podido comprobar las conjeturas que habian hecho previamente.

RESULTADOS TAREA 3.2. PREGUNTA 3.

Pregunta 3. Entonces, éCrees que se ha demostrado el Teorema de Pitdgoras en estos dos casos?
Explica tu respuesta.

Frecuencia
Se ha demostrado el Teorema de Pitdgoras 18
No se ha demostrado el teorema de Pitdgoras 4
Respuestas en blanco 3
Respuestas irrelevantes 3
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Los alumnos que responden que el teorema de Pitagoras no se ha demostrado lo argumentan escribiendo
que faltaria por determinar la relacién métrica ¢ = a? + b2. De nuevo surge la dificultad generalizada
en la clase sobre la relacién geométrica del teorema.

Por otro lado hay 18 alumnos que afirman que si se ha demostrado el teorema. Entre los argumentos
propuestos destacan los que se fundamentan en que “si sumas las areas de los catetos es igual a la
hipotenusa al cuadrado” o en que “se cumple pero faltaria elevar al cuadrado los catetos y la hipotenusa”.

RESULTADOS TAREA 3.2. PREGUNTA 4.

Pregunta 4. éCrees que siempre es verdad, sean cuales sean las figuras, o solo para algunas? éPor
qué?

Frecuencia
Siempre con cualquier figura 3
Siempre que las figuras sean iguales 4
Sélo para algunas 13
Si las figuras son circulos no es verdad
Respuestas en blanco 1

Respuestas irrelevantes

13 de los 28 alumnos creen que siempre es verdad para algunas figuras, dentro de esta categoria los
argumentos son entorno a regularidad de lados y semejanza de figuras. Entre ellos, 7 alumnos hacen
referencia al concepto de semejanza y 3 hacen referencia al concepto de regularidad en las figuras.
Vuelve a aparecer en estas respuestas la idea de que si una figura no contiene un lado que encaje con
uno de los lados de un tridngulo rectangulo, la relacidon no se podra cumplir y lo ejemplifican con el
circulo. Las respuestas definidas como irrelevantes carecen de interés para el trabajo por no poseer
argumentos en los que sostener el analisis.

Con esta pregunta los estudiantes han de formular conjeturas relacionando conceptos.

RESULTADOS TAREA 3.2. PREGUNTA 5.

Pregunta 5. Voy a ayudarte a comprobar si lo que has pensado es cierto o no. Veras, fijate en la figura y
recuerda de clase. ¢Crees que siempre se cumple, sean cuales sean las figuras, o sélo para algunas?
Explica la respuesta
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Frecuencia
Siempre que las figuras sean semejantes 11
Siempre con cualquier figura 7
Solo para algunas 5
No se cumple 3
Respuestas en blanco 1
Respuestas irrelevantes 1

En la primera categoria clasificada 11 de los 28 alumnos afirman que el teorema se cumplira siempre
que las figuras representadas sobre los lados del tridngulo rectdngulo sean semejantes. En la segunda
categoria 7 alumnos contestan que el teorema se cumple siempre sean cuales sean las figuras. Una de
estas respuestas se sostiene en el hecho de que si se ha cumplido en todas las figuras mostradas hasta
ahora durante la tarea también tendra que cumplirse en esta ocasién.

Los alumnos que responden que el teorema no se cumple son 3. En sus argumentos se muestra la
imprecision en el concepto de igualdad y la dificultad para identificar el tridngulo rectangulo con el
cambio de orientacion. 5 son los alumnos que afirman que el teorema solo se cumple en algunas figuras;
entre sus argumentos se considera la proporcionalidad, la regularidad de la figura y forma geométrica
de la figura.

RESULTADOS TAREA 3.2. PREGUNTA 6.

Pregunta 6. ¢ COmo enunciarias éste famoso Teorema de forma general para estas figuras
divertidas?

Frecuencia
Lo enuncian atendiendo al concepto de drea 11
Lo enuncian atendiendo a la relacion métrica del Teorema 5
Lo enuncian atendiendo al concepto de semejanza 5
Respuestas en blanco 3
Respuestas irrelevantes 4

En primer lugar, de los 11 alumnos que contestan atendiendo al concepto de drea, 4 escriben que lo que
suman son figuras sin escribir la palabra area. Cuando enuncian el teorema atendiendo a la relacion
métrica, 3 de los alumnos, utilizan las letras mayusculas usadas en las representaciones graficas de la
tarea para designar un area como medida de los lados de un tridngulo. Por otro lado, al enunciar el
teorema mediante el concepto de semejanza, aparecen 2 respuestas donde se aprecia que no se
comprende el teorema a estudiar. Por ejemplo; “la suma de las figuras semejantes es igual a las que no
son semejantes a =b +c”
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En cuanto a las respuestas irrelevantes para el trabajo se puede destacar la originalidad e
imprevisibilidad de los alumnos.

6 BALANCE Y PERSPECTIVA DE LOS RESULTADOS. HIPOTESIS

En este balance se tienen en cuenta los resultados mas relevantes mostrando la influencia del recurso en
el analisis de resultados. Hay cuestiones en este método que sélo han servido para dirigir y centrar al
alumno en lo que se pretendia conseguir. Ademas tras exponer los resultados se hace necesaria la
realizacion de un analisis mas profundo en el que se intenta dar explicacion a algunos de los hallazgos.
Desde una experiencia personal, también se escriben algunas razones hipotéticas que podrian
fundamentar algunos de los resultados descritos anteriormente.

e Se comienza por la pregunta 1 de la tarea 1.1 donde se destaca que unos 7 alumnos de un
total de 28 identificaron todos los tridngulos como triangulos rectdngulos a pesar de que en
la representacién grafica de la tarea aparecian detalladas las medidas de los dangulos.

Esto se cree puede ser debido al desconocimiento de los alumnos de los simbolos asignados a mayor que
o menor que (<, >).

e Se comparan las preguntas 3 y 4 de la tarea 1.1. Tanto en una como en otra, los estudiantes
hacen las mismas operaciones centradas en buscar el valor desconocido mediante a® = b? +
c?. Sin embargo, en la pregunta 3 aparece un elevado nimero de respuestas en blanco,
concretamente 8. Las respuestas en blanco son debidas a que tras analizar los recursos en
papel antes de transcribirlos a este trabajo aparecen indicaciones de los alumnos advirtiendo
de que ya han contestado a esta pregunta anteriormente. Es decir, estos alumnos no tienen
claro el sentido geométrico del Teorema, se obtienen respuestas donde es el area la que
aparece elevada al cuadrado para obtener la relacién a? = b? + c?. En la pregunta 4 aplican
el teorema en su sentido métrico sin dificultad. Analizando los datos de esta pregunta 4 se
extrae informacion sobre el tratamiento que hacen sobre la igualdad.

Mi hipdtesis es que el concepto de igualdad parecen no tenerlo claro ya que usan el signo asociado al
igual sin que lo sea.

e Segun los resultados de la pregunta 5 de la tarea 1.2, se observa que un total de 22 alumnos
saben lo que es un tridngulo rectangulo, sin embargo en la pregunta 1 de la tarea 1.1 hubo 7
alumnos que identificaron los tres tridangulos como rectangulos.

De esta forma al comparar los resultados de ambas tareas se cree que aun cobra mds importancia la
hipdtesis basada en el desconocimiento que tienen los alumnos de los signos asociados a menor o mayor
que.

e Delatarea 1.2 pregunta 7 se obtiene que la mitad de los alumnos de esta clase de 22 de ESO
no conocen el hecho de que la suma de los angulos de un tridngulo suman 180°. 12 alumnos
han identificado el tridngulo representado como un triangulo con un angulo recto y dos de
45°, e isbsceles.
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Los alumnos o no han recordado en esta tarea la propiedad de un tridngulo o la desconocen. El hecho de
que la suma de los dngulos de un tridngulo sea 180° es una propiedad de la geometria plana, que en el
caso de que fuese desconocida para los estudiantes, podria ser facilmente demostrable a lo alumnos y
util para ellos en el aprendizaje de la geometria en secundaria.

e En la pregunta 9 de la tarea 1.2, hay 7 alumnos que argumenta que Maria no tiene razén.
Mediante los argumentos se observa la dificultad de los alumnos en torno al significado
geométrico de teorema a de Pitdgoras. Mediante los datos estos alumnos demuestran no
comprender que a? es el drea de un cuadrado de tal forma que despejan para obtener el
area pedida: x2 = 42 + 42; x2 = 16 + 16;x% = /32 = 5.65.

Hay dificultad en los alumnos para la compresién del sentido geométrico del teorema, ademas se obtienen
respuestas donde es el drea la que aparece elevada al cuadrado para obtener la relacién a? = b% + c2.
Realmente, y desde una experiencia propia y concreta, los alumnos se muestran cdmodos con la relacién
métrica del teorema. Desde 12 de ESO han adquirido de forma metddica el ejercicio de aplicacion del
teorema en su sentido métrico precipitando ahora en un sobreesfuerzo de los alumnos por aprender la
acepcién geométrica del teorema y relacionarla con el sentido métrico. Creo que quizas con esta forma,
mas metddica, de introducir el concepto matematico que nos ocupa se esta perdiendo la esencia del
aprendizaje. A priori lo que resulta mas intuitivo es la vision geométrica del teorema, con este primer nivel
de razonamiento adquirido seria mucho mas facil relacionar el sentido métrico y deducirlo.

e Enlapregunta2delatarea 2.1, se destaca que 13 alumnos identifican 6 figuras de los cuales
6 escriben que identifican cuatro tridngulos y dos cuadrados. En la pregunta 3 y 4 de la tarea
2.1 se destaca que hay alumnos que interpretan que el cambio de posicidn de los triangulos
se da para formar rectangulos y cuadrados. En la pregunta 5 de la tarea 2.1 hay 7 alumnos
que identifican 5 figuras, dos cuadrados, dos rectangulos y un cuadrado exterior que limita a
éstos y a la region coloreada.

Es interesante la comparacion entre estas preguntas, se observa que los alumnos identifican no sdlo las
figuras coloreadas sino también las region que limita a éstas, siendo esta regidon otro cuadrado.

e Enlapregunta 7 de la tarea 2.2, 10 alumnos afirman que los lados a y b se corresponden con
los catetos de un tridngulo rectangulo y el lado c es la hipotenusa de este tridngulo. Es
importante este resultado para interpretar los resultados de la siguiente cuestion. En la
pregunta 8 de la tarea 2.2, 18 alumnos piensan que el drea del cuadrado grande de la figura
A es igual a la suma de las dreas de los cuadrados pequefios de la figura B. 12 alumnos lo
argumentan escribiendo que ha de ser igual ya que lo Unico que cambia es la distribucion de
las figuras dentro de un mismo espacio e incluso relacionan los lados de los catetos y la
hipotenusa para concretar que es un ejemplo de demostracién del teorema.

Se puede concluir a partir de los resultados que hay alumnos que han aprendido con el método. Han
explicado la nueva demostracién del Teorema de Pitdgoras basandose en las representaciones graficas

qgue aparecen en la tarea. Los estudiantes han identificado y comparado los diferentes elementos
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presentes en las representaciones para finalmente describir la idea matematica que se pretendia que
alcanzasen con este recurso.

e En la pregunta 9 de la tarea 2.3, 11 alumnos afirman que Luis tiene razén y exponen
argumentos donde se relacionan las dos demostraciones.

Tras este resultado se ve como los alumnos descubren con el método. Esta vez no so
comparado sino que ademas han relacionado las dos demostraciones del teorema.

o han identificado y

e Lo importante a destacar de la pregunta 1 de la tarea 3.1 es que 13 alumnos afirman que la
relacién se cumple solo en los cuadrados porque el teorema visto en clase se demostrd con
cuadrados.

Efectivamente, el teorema se presentd en clase con cuadrados, se hicieron tareas con cuadrados, se hizo
hincapié en que el drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los
cuadrados construidos sobre los catetos, pero en ningin momento se generalizd. Los casos peculiares,
diferentes y concretos enriquecen el aprendizaje y hace que se afiancen los conceptos. Desde luego estos
alumnos llevan razon.

e Enla pregunta 3 de la tarea 3.2 se vuelve a reflejar la dificultad de los alumnos para comprender
el significado geométrico del teorema de Pitdgoras.

Sin duda es la dificultad generalizada no sélo a lo largo de los recursos planteados sino también en la
propia instruccién anterior.

El dltimo analisis se hace mediante la comparaciéon de resultados entre preguntas:

e Sesigue con las pregunta 4y 5 de la tarea 3.2. La pregunta 4 es igual que la pregunta 5. Antes de
contestar a la pregunta 5 los alumnos han pasado por un breve recorrido visual por las imagenes
creadas en el recurso que dirigen al alumno para ayudarle a formular conjeturas. Lo interesante
entonces es comparar los resultados de estas dos cuestiones. Se obtiene que en la pregunta 4 ,7
sostienen que la relacidn se cumple sdélo para algunas figuras haciendo referencia al concepto de
semejanza. En la pregunta 5, sin embargo, son 11 alumnos los que ahora afirman que la relacién
se cumplird siempre que las figuras sean semejantes.

Se concluye que gracias al método aumenta el nimero de alumnos que piensan que la relacién se cumple
cuando las figuras sean semejantes, por lo que han aprendido con el método seguido.

e Secomparantambién la pregunta 2 de latarea 3.1y la pregunta 6 de la tarea 3.2 en las que ambas
pedian que enunciaran el teorema de Pitdgoras para las distintas figuras. En la primera, 10
alumnos lo enuncian atendiendo a la relacién métrica del teorema y 15 teniendo en cuenta la
relacién entre areas. En la pregunta 6 son ahora 11 alumnos lo que lo enuncian mediante la
relacién métrica, 5 lo hacen mediante la relacidon entre areas y 5 mediante el concepto de
semejanza.
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Se concluye un cambio de razonamiento en los alumnos mediante esta comparacién. Han mejorado su
pensamiento reflexivo al incorporar nuevos argumentos. Ahora aparece una nueva categoria de
respuestas; las basadas en el concepto de semejanza. Se puede decir entonces, que hay alumnos que han
aprendido con el método, detectandose una compresion mds profunda de los conceptos implicados y
dando lugar a respuestas como esta: “sean cuales sean las figuras, mientras formen un triangulo
rectangulo y las figuras sean semejantes el Teorema se podra realizar”.

7 CONCLUSIONES

Gracias a los resultados extraidos en ese estudio se puede valorar tanto mi intervencién docente durante
la experiencia ofrecida por este master como el método usado para recoger los datos de los alumnos.

Entre las expectativas que esperaba conseguir con el master estaba la de ser capaz de planificar sesiones
previendo las dificultades y los posibles errores que pudieran tener los alumnos y la de poder transmitirles
a los estudiantes que las matematicas se dan en la escuela porque tienen una utilidad en la vida real.

Desde luego y ahora con la experiencia de estos meses de practicas y tras los resultados obtenidos puedo
decir que prever las dificultades de los alumnos no es facil. Los resultados han demostrado que hay
conceptos que no han adquirido todos los alumnos y que los errores han sido reincidentes en varias tareas.
El hecho de que no todos los alumnos hayan entendido la relacién geométrica del teorema hace que me
plantee otras posibilidades en la metodologia de accion con las que poder mejorar este déficit.

En cuanto a la expectativa de lograr en los alumnos que vean la utilidad de las matematicas, en este caso
concreto de la geometria, es algo que me ha importado desde el comienzo del master. Me gustaria que
los alumnos fuesen capaces de responder a ¢Por qué nos ensefian Geometria? En mi instruccién he
intentado contextualizar las tareas pero creo que me ha faltado tiempo para hacerles ver los distintos
campos de aplicacion de la geometria. Es necesario que los alumnos valoren la importancia de estudiar
matemadticas ya que es la Unica materia que es estudiada en todas las escuelas del mundo y que cuenta
con casi tres milenios de antigliedad. Hay razones para que esto sea asi. La geometria es una de las ciencias
mas antiguas y son las grandes e increibles posibilidades practicas de aplicacidn de esta disciplina lo que
la hace una disciplina necesaria en areas del conocimiento tales como las ciencias e ingenieria. Tanto en
el campo tedrico-académico, como en la vida cotidiana, la geometria nos rodea, y es parte de la propia
humanidad.

En cuanto a los recursos empleados para el estudio se ha intentado introducir los conceptos geométricos
mediante figuras utilizando dindmicas y variadas representaciones graficas. Se han incluido distintas
orientaciones en los triangulos rectangulos representados evitando la posicién estandar; esto ya se ha
venido haciendo desde la instruccidn, con el objetivo de que los alumnos no limiten y condicionen su
pensamiento geométrico, asociando las propiedades, relaciones e invariantes de las figuras geométricas
a caracteristicas posicionales y de forma que no son necesariamente relevantes.

Se han expuesto casos particulares y especiales para enriquecer la definicién personal que elaboran los
alumnos sobre un concepto geométrico en cuanto a la generalizacién y a una nueva demostracion del
teorema. Creo que los recursos pueden ser recomendables para no mecanizar reglas y relacionar
conceptos y ahi reside la importancia de considerarlos de manera frecuente en las diferentes sesiones de
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una unidad didactica. Me satisface el haber comprobado que hubo alumnos que descubrieron algo nuevo
con el método usado en las distintas partes de los recursos.

La geometria ofrece medios para describir, analizar y comprender el mundo y ademads ha sido siempre un
campo rico en el que los estudiantes pueden descubrir patrones y formular conjeturas (NCTM, 2003.
p.313). Por ello, como futura docente, me gustaria plantear estos recursos a mis alumnos enfatizandoles
el caracter geométrico y antes de que memoricen férmulas ya que al ofrecer un repertorio amplio y
variado de imdgenes para introducir un concepto facilita que no surjan las dificultades o errores en el
aprendizaje de este concepto, que aparecen cuando hay una escasa variedad de representaciones
llevando a una formacidn errénea del concepto geométrico.

Tras el master cursado y el desarrollo de este trabajo se ha acentuado la conciencia sobre la
responsabilidad que recae en el docente en cuanto a la ensefianza, comprensién y aprendizaje que los
alumnos obtienen de los distintos conceptos matematicos. Durante este curso de master ha sido patente
el esfuerzo de los profesores por transmitirnos el objetivo de mejorar los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Este trabajo de innovacién no se ha desviado del objetivo, el andlisis de
todos los datos me ha ofrecido una visidn real de las dificultades de los alumnos y de las mias propias en
mi instruccién que servira para la mejora de las futuras intervenciones. Pero ademas he aprendido a lo
largo del aifio que para conseguir crear una didactica de la matematica idonea no sélo basta con estar al
tanto de las dificultades anteriores sino que ademds hay que adaptar esta educacion a los recursos
disponibles y a las circunstancias determinadas. Espero, con la formacidn recibida y con la que me queda
por recibir, ser capaz de ofrecer una educacién matematica de calidad.

54



Descubriendo el Teorema de Pitdgoras Trabajo Fin de Mdster

8 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] Arias & Maza. (2014). Matemdticas 22 ESO. Brufio.

[2] Barrantes, M., Lopez, M. y Fernandez, M. A. (2015). Analisis de las representaciones geométricas en
los libros de texto. PNA.

[3] Cdlera, J. & Gaztelu, I. (2015). Matemdticas 292 ESO. Anaya.
[4] Descartes. La Geometria (G.AT.VI.369).

[5] Dewey. J. (1933). Cémo pensamos. Barcelona. Paidés.

[6] Fernandez Blanco, M. (2011). Una aproximacion ontosemidtica a la visualizacion y el razonamiento
espacial (tesis doctoral). Universidad de Santiago de Compostela.

[7]1 Gonzélez y Guillén. (2009). De la ensefianza / aprendizaje de la geometria en la formacion de
profesores de primaria a la ensefianza de esta materia en el aula. Universitat de Valéncia. Valencia.

[8] Gonzélez. P. (2003). Los origenes de la geometria analitica. Tenerife. Fundacion Canaria Orotava.

[9] Ministerio de Educacion y Ciencia, (2007) REAL DECRETO 1631/2006, de 29 de diciembre por el que
se establecen las ensefanzas minimas correspondientes a la Educacidon Secundaria Obligatoria. BOE, 5,
693 — 754.

[10] Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte. (2015) Orden ECD/65/2015, de 21 de enero por la que
se describen las relaciones entre las competencias, los contenidos y los criterios de evaluacion de la
educacion primaria, la educacién secundaria obligatoria y el bachillerato. BOE, 25, 6988 — 6990.

[11] Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte. (2015) REAL DECRETO 1105/2014, de 26 de diciembre
por el que se establece el curriculo basico de la Educacién Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. BOE,
3,176 —412.

[12] National Council of Teacher of Mathematics (2003). Principios y Estdndares para la Educacion
Matemadtica. Sevilla. Sociedad Andaluza de Educacién Matematica Thales.

[13] OCDE (2005). Informe PISA 2003. Aprender para el mundo del mafiana. Madrid: Editorial Santillana.
[14] Puig. L. (1997). Andlisis fenomenoldgico. Universidad de Valencia. Valencia.

[15] Rico, L. (2007). La competencia matematica en PISA. PNA, 1(2), 47-66.

[16] Stone Wiske, M. (1999). La ensefianza para la comprension. Bs. As. Paidds.

[17] Swan, M., Clarke, N., Dawson, C., Evans, S., Foster, C., Joubert, M., et al. (2015). Proving the
Pythagorean Theorem. University of Nothingham. Descargado el 29 de febrero de 2016 de

http://map.mathshell.org/download.php?fileid=1756

55


http://wiki.us.es/juanan/wakka.php?wakka=JohnDewey

Descubriendo el Teorema de Pitdgoras Trabajo Fin de Mdster

9 ANEXOS

9.1. ANEx0 |. RECURSOS ENTREGADOS A LOS ALUMNOS
Se presentan los recursos tal cual se les entregaron a los alumnos.

Curso 22 ESO

NOMBRE Y APELLIDOS DESCUBRIENDO 1

TAREA 1.1 OBSERVA LAS FIGURAS CON DETENIMIENTO Y CONTESTA A LAS PREGUNTAS.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

1. Fijate bien en los tridangulos que hay en cada figura. ¢Son iguales? Observa lo que miden
sus lados y sus angulos: ¢En qué se diferencian?

o Enla primera figura tenemos, claramente, un tridngulo rectdngulo. ¢Lo recuerdas? En clase
usamos cartulina con esos mismos colores para obtener una representacion asi. Entonces ya
sabemos de clase que la relacidn entre sus areas es:

“El drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa del triangulo rectdngulo es igual a la suma de
las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos”.

2. Cuenta los cuadraditos para comprobar si se cumple 0 no esa misma relacion entre las
areas en las otras dos figuras. ¢ Qué has obtenido?, (Cada cuadradito pequeiio es una
unidad de medida).
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o Enclase vimos que:
“En un trigngulo rectdngulo la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de cada uno de los catetos
al cuadrado”.

a? = b? + ¢?

3. Describe cdmo seria esta relacién para los otros dos triangulos.

4. Para la primera figura tenemos:
52=42+4+3%2 —>25=16+9

Calcula ahora esa relacion para la figura 2 y la 3. (Ayuda: Cuenta los cuadrados de cada lado del
triangulo, esa serd la medida de cada lado.) é Qué ocurre con esa relacion en la figura 2 y la figura 3?
Explicalo.

TAREA 1.2 FiJATE AHORA EN ESTA FIGURA:

Figura 4

6. ¢Qué es un triangulo rectangulo?

7. Fijate en lo que miden los lados del tridngulo. ¢Como
se llaman estos tipos de triangulos rectangulos?

8. éCuanto miden sus angulos?

9. ¢Como seria el cuadrado que falta en la figura, en la zona sefialada por una flecha? Dibujalo con
lapiz.

10. Maria dice que ha encontrado que el area del cuadrado A es dos veces la del cuadrado B.
¢éTiene razon? Explica la respuesta.
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DESCUBRIENDO 2

Trabajo Fin de Mdster

TAREA 2.1 A CONTINUACION, SE PRESENTAN UNAS IMAGENES QUE CORRESPONDEN A UNA SECUENCIA DE PASOS.

MIRA CON ATENCION LAS IMAGENES Y RESPONDE A LAS PREGUNTAS.

1) 2) 3) b
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1. ¢Qué ha cambiado al pasar de laimagen 1 ala 4?

2. ¢Cuantas figuras observas en la imagen 5?

Ahora continta la secuencia desde la imagen 5:

3. ¢Qué esta ocurriendo en las imagenes 6,7 y 8?
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4. Yenlaimagenes9, 10y 11 ¢{Qué estd ocurriendo?

5. ¢éQué figuras aparecen en la imagen 12?

TAREA 2.2 AHORA SACAMOS DE LA SECUENCIA ESTAS DOS FIGURAS, F{JATE BIEN EN ELLAS:

Figura A Figura B
b

i X I
c b

o
[+1]

[
.
3]
o
-
o
(1]
[
L
-

6. Explica lo que permanece igual y lo que es diferente entre ellas.

7. ¢éQué relacion hay entre los lados de las figuras representadas, a,b y c?
8. Ya que la distibucion de las figuras se produce dentro de una misma regién ¢Crees que el

area del cuadrado grande de la figura A puede ser igual a la suma de las areas de los
cuadrados pequeiios de la figura B? Explica la respuesta.

TAREA 2.3 SE PRESENTAN LAS SIGUIENTES FIGURAS. VISUALIZALAS Y CONSTESTA A LA ULTIMA PREGUNTA.

Figura A Figura B Figura C

a b
[T L] [T /
a
C
b c b /

(]

59



Descubriendo el Teorema de Pitdgoras Trabajo Fin de Mdster

9. Luis dice que con la figura A y la B puede demostrar el teorema de Pitdgoras. Nosotros
usamos en clase la figura C para explicar el teorema. Fijate en la figuras Ay By en las
medidas de sus lados é¢Crees que Luis tiene razon? ¢Por qué?

DESCUBRIENDO 3
TAREA 3.1 OBSERVA LAS SIGUIENTES FIGURAS Y CONTESTA A LAS PREGUNTAS:

Figura1 Figura 2 Figura 3

o Nuevamente lee la siguiente afirmaciéon que demostramos en clase:

“El drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa del triangulo rectdngulo es igual a la suma de las
dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos”.

2. ¢Crees que esta relacion se cumple solamente para los cuadrados o también se cumple para los
semicirculos y para los pentagonos? ¢Por qué? Justifica tu respuesta.

Esta siguiente parte se les entregd una vez que habian finalizado la anterior con el fin de que los resultados
fuesen fiables.
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Nombre y apellidos DESCUBRIENDO 3
Aqui tienes de nuevo la pregunta anterior con la respuesta.

7. ¢éCrees que esta relacion se cumple solamente para los cuadrados o también se cumple para los
semicirculos y para los pentagonos? jSorprendentemente sil, la respuesta es que si. Se cumple
la misma relacién en las otras dos figuras. Parece increible, ¢ Verdad?

Figura 1 I Figura 2 Figura 3

Entonces sabiendo esto:
8. ¢éComo enunciarias el Teorema de Pitagoras para las otras figuras?

TAREA 3.2. Y SIAHORA TE DOY MEDIDAS DE LOS LADOS DE LOS TRIANGULOS QUE APARECEN EN LAS FIGURAS SIGUIENTES
EN CMY TE FACILITO EL CALCULO DE LAS AREAS QUE APARECEN SOBRE LOS LADOS DEL TRIANGULO:

T['TZ

Area de un semicirculo =

m-r? m-2.52

Area del semicirculo C = > > = 9.8 cm?
. o m-r? w22
Area del semicirculo B = 5= = 6.3 cm?
. - m-r?  m-1.52
Area del semicirculo A = = = 3.5 cm?

2 2

Perimetro - apotema

Area de un pentagono =

2
. 25-4.33
Area del pentagono C = ———— = 54.1 cm?
. 20-3.46
Area del pentagono B = — = 34.6 cm?
. 15-2.55
Area del pentagono A = — = 19.5 cm?

9. Entonces, éiCrees que se ha demostrado el Teorema de Pitagoras en estos dos casos? Explica tu
respuesta.

10. ¢{Crees que siempre es verdad, sean cuales sean las figuras, o sélo para algunas? ¢Por qué?
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o Voy a ayudarte a comprobar si lo que has pensado en la pregunta anterior es cierto o no. Veras,
fijate en la figura de la derecha y recuerda de clase:

Los tres tridngulos que aparecen en la figura, me refiero a los dos triangulos
verdes y al rosa tienen la misma forma pero distinto tamafio, son, por tanto,
triangulos semejantes. <° g

o Observa qué imdagenes mas
divertidas. En ellas también puedes
ver que las figuras sobre los lados de
los tridngulos tienen la misma forma
pero distinto tamafio, luego son b
figuras semejantes también.

o Site digo que también se cumple nuestro famoso Teorema de Pitagoras en estos casos. Piensa con
detenimiento:

11. ¢éCrees que siempre se cumple, sean cuales sean las figuras, G
o sélo para algunas? Explica la respuesta. Observa, también ;
la figura de la derecha, comprueba si lo que piensas es cierto
y contesta.

Cabezas de Pitagoras, Museo
Capitolino, Roma

12. Y por ultimo, ¢{COmo enunciarias éste famoso Teorema de forma general para estas figuras
divertidas?
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9.2. ANEXo Il. DATOS OBTENIDOS TRAS LA ENTREGA DE LOS RECURSOS
En este anexo se recogen todas las respuestas textuales de los 28 alumnos a las preguntas plateadas y
son los datos tratados a lo largo de todo el estudio. En alguna de las tareas ha habido datos repetidos
idénticos que no se han transcrito a este trabajo.

DESCUBRIENDO 1. TAREAL. GENERALIZACION DEL TEOREMA

TAREAL.1.PREGUNTA 1
Se exponen las respuestas de los alumnos de forma literal:

e Las diferencias entre los triangulos vienen dadas por la longitud de sus lados.

VVVVYYVYVY

Y VvV

No son iguales se diferencian en los lados.

Se diferencian en el tamafio.

No son iguales, se diferencian en el tamafio.

Se diferencian en el tamafio pero son proporcionales.

No son iguales pero son semejantes en la medida de sus lados.
Se diferencian en tamafio pero son iguales.

No son iguales son semejantes. Se diferencian en que unos tienen lados mds grandes que
otros.

No son iguales tienen diferentes medidas.

No son iguales porque no miden lo mismo.

Se diferencian en que los lados no son iguales.

e Las diferencias son debidas a los angulos.

>

YV V VY

YV VvV

No son iguales porque el 12 su dngulo es de 902 en el 22 menos de 902 y en el 32 mds de
90°.

No son iguales, sélo hay un tridngulo rectdngulo

No. El unico tridngulo rectdngulo es el de la figura 1.

Son iguales tienen un dngulo de 90°.

No son iguales el 12 es un triangulo rectdngulo el sequndo es menos que el primero y el
tercero es mayor que el segundo.

Si son iguales tienen dngulos de 902

Los triangulos son iguales rectdngulos

e Las diferencias son debidas tanto a los angulos como a los lados.

>

>

YV VvV

Son tridngulos rectdngulos semejantes en los cuales sus dngulos son iguales y sus lados
son proporcionales, su dngulo comun es el dngulo recto de 909.

Los tridngulos son iguales en sus dngulos, rectdngulos, pero no lo son en sus lados que
miden diferente pero de forma proporcional.

No son iguales porque la medida de sus lados son diferentes y sus dngulos también.

No, los lados tienen distinta medida y los dngulos también.

Son tres tridngulos rectdngulos y se diferencian en la medida de sus lados y por lo tanto,
en los cuadrados.
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A\

Se diferencian en sus dngulos que no son todos de 90°. Uno rectdngulo otro obtusdngulo
y otro acutdngulo. Segun sus lados son escalenos.

No son iguales tienen diferentes medidas y dngulos.

Son tres tridngulos rectdngulos y se diferencian en la medida de sus lados.

Son iguales pero se diferencian en el tamafio y en los dngulos.

No, se diferencian en que tienen lados desiguales y en dngulos solo coinciden dos.

YV V VY

e Deestos dos tltimos grupos, 7 contestan que los tres triangulos representados son rectangulos.
“Los tres tienen un dngulo de 902”

Si son iguales tienen dngulos de 902

Los tridngulos son iguales rectdngulos.

YV V VYV

Son tridngulos rectdngulos semejantes en los cuales sus dngulos son iguales y sus lados

son proporcionales, su dngulo comun es el dngulo recto de 902.

Los triangulos son iguales en sus dngulos, rectdngulos, pero no lo son en sus lados que

miden diferente pero de forma proporcional.

» Son tres tridngulos rectdngulos y se diferencian en la medida de sus lados y por lo tanto,
en los cuadrados

» Son tres tridngulos rectdngulos y se diferencian en la medida de sus lados.

Y

TAREA 1.1. PREGUNTA 2
Se escriben las respuestas que han sido argumentadas por los alumnos de forma literal.

e No se cumple la misma relacidn entre las areas en las figuras 2 y 3.

> 52=3244225=9+16, 25 = 25.Sisecumple.
2=5244236=25+16, 36 =41. Nose cumple
42 =32 4+2216 =9+ 4, 16 = 13. No se cumple

» Enla figura 2 no se cumple si sumas las dreas de los catetos no te da la hipotenusa. En la
figura 3 tampoco.

s
2. Cuenta los cuadraditos para comprobar si se cumple o no esa misma relacién entre las dreas en las otras do

figuras. ¢Qué has obtenido?, (Cada cuadradito pequefio es una unidad de medida). \ &

+\SXO~ A \'}ql Q}"QQ"’?_'/\E ;“05“" %“} Q /L)

Pt Lol s \Peo- azanel

En clase vimos que: l 30

> No se cumple esta relacion en las figuras 2 y 3 ya que la suma de los catetos elevados al
cuadrado es mayor que la hipotenusa y en la otra la relacion es menor.

> Enlafigura 2 no se cumple porque el drea del cuadrado de la hipotenusa es 36 pero la de
los catetos es 41. En la tercera tampoco, porque la suma del drea sobre la hipotenusa es
16 y la de los catetos suman 13.
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>

En la figura 2 no se cumple porque el drea del cuadrado de la hipotenusa es 36 y la de los
catetos es 41, en la tercera pasa lo mismo que no cumple.

En la figura 2 no se cumple porque el drea del cuadrado de la hipotenusa es 36 pero la de
los catetos es 41. En la tercera tampoco, porque la drea sobre la hipotenusa es 16 y la
suma del drea de los catetos suman 13.

No se cumple la relacion y es porque no son rectdngulos.

“No coinciden ya que hay mds cuadraditos en la suma en los cuadraditos de los catetos
que en los de la hipotenusa.”

No se cumple la relacion.

e Larelacién entre dreas solo se cumple en la figura 1.

>
>
>

Solo el primero cumple la relacion.
Si se cumple para el primero.
25=16+9.Figura 1; lados hipotenusa= 25, lados de los dos catetos= 25.

e Larelacién entre dreas se cumple en la figura 1y no en la figura2 y 3.

>

YV V V

No se cumple ya que no son tridngulos rectdngulos. El 12 si cumple el Teorema de
Pitagoras, los otros dos no.

La figura 1 si lo cumple, 25=25, pero la 2 y la 3 no. 4136, 13#16.

La figura 1 si lo cumple pero la 2 y la 3 no.

La figura 1 si lo cumple pero la 2 y la 3 no.

Se cumple la relacion para la 12 figura pero no para las otras dos, ya que en la figura 2 no
se cumple porque el drea del cuadrado de la hipotenusa es 36 pero la de los catetos es 41.
En la tercera tampoco, porque la suma del drea sobre la hipotenusa es 16 y la de los
catetos suman 13.

e Respuestas irrelevantes

» La primera y la tercera tienen dos cuadrados iguales, la segunda tiene sélo uno.

Figura 1; 5+3+4=12. Figura 2; 6+5+4=15. Figura 3; 4+3+2=9

Obtuve el total de cuadraditos que hay en el cuadrado grande.

Fig. 2; (5, 4,6), Fig. 3; (2, 3,4).

Figura 1; a =25, b=16, c=9

Figura2; a=36, b=25, c=16

Figura 3; a=16, b=9, c=4

> Figura 1; a? = 25cm?, b? = 16cm?, c? = 9cm?
Figura 2; a* = 36cm?,b? = 25cm?, c? = 16cm?

» Obtenemos el teorema de Pitdgoras con todos los datos por lo que estamos
comprobando si las medidas son ciertas.

YV V VY

TAREA 1.1. PREGUNTA 3
e Larelacidn en la figura 2y 3 esigual que en la figura 1.

>
>
>

Para las figuras 2 y 3: 6 = 52 + 42,42 = 32 4 22
Pues seria lo mismo en los otros tridngulos, la hipotenusa que es igual a los dos catetos.
52 =32+ 42,62 =52+ 42, 42 =32 4+ 22,
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> 25=9+16, 36=25+16, 16=9+9
> 6% =052+4% 4% =32 422
> 6% =52 +4% 4% =32 422
> 6°=05%+4% 42 =32+427
> 25=9+16, 36=25+16, 16=9+9

e Larelacion en la figura2y 3 es distinta que en la figura 1.
» Seria que la suma de los catetos al cuadrado es mayor o menor que la hipotenusa al
cuadrado.
> a’zb%+c?
> 6% =52+ 42;36=25+16, mayor
42 = 32 4 22. 16= 9+4=13, este es menor.
> Esigual que la anterior: Para la figura 2, 6*=5% + 42,
Parala figura 3, 4%>=3% + 22

e No hay relacién en las figuras 2 y 3.

No tiene ninguna relacion ya que no son tridngulos rectdngulos.

No tienen relacion porque no son tridngulos rectdngulos.

No tiene relacion

El teorema de Pitdgoras solo se cumple en tridngulos rectdngulos.

Esta relacion saldria errénea al aplicar Pitdgoras con la formula a® = b? + c?

En el primero habria que hacer el teorema de Pitdgoras y en el sequndo y el tercero no se
puede hacer porque no es un tridngulo rectdngulo.

YVVVVYVY

e Hay una pregunta suelta
» lgual que en el ejercicio anterior
> lgual que en el ejercicio anterior

TAREA 1.1. PREGUNTA 4
Se presentan las respuestas de los alumnos por categorias

e Ocurre que no se cumple la relacidn porque las sumas de los catetos al cuadrado no es igual a
la hipotenusa al cuadrado.

> Figura 2 6 = 52 + 42%; 36=41

Figura 3 4% = 32 + 22, 16=13
no se cumple la relacion porque la suma de los catetos no es igual a la hipotenusa al cuadrado
» Figura 2 6 = 52 + 42; 36=41 es mayor (obtusdngulo)
Figura 3 4% = 3% + 22; 16=13 es menor (acutdngulo)

> No se cumple porque en la figura 2 da 36 que no es igual a 25+16 y en la figura 3 da 16 no
es igual a 9+4.

> Figura2,6® = 5%+ 42; 36=25+16. No se cumple.

Figura 3,4% = 32 + 22; No se cumple tampoco.
> 62 =052+ 42,36=25+16
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42 =32 4+ 22, 16=9+4
No estan bien porque el resultado no es igual
Que no es correcta porque 36225+16 y 16=9+4
Figura 2 6% = 52 + 42; 36=41
Figura 3 4% = 3% + 22; 16=13
No se cumple la relacion por la suma de los catetos.
Que no se podria hacer porque “a” no es lo mismo que b+c o en este caso, (figura 2), 36
no es igual que 25+16. Igual pasa en la figura 3.
6% = 5% + 4%, 36=25+16
42 =32 +22;16=9+4
Con estas cuentas lo que pasa es que no nos dan los niUmeros que queremos

Operan sin argumentar

>

>

>

62 = 52 + 42, 36=25+16

4?2 =32 4+ 22=13
Figura 2 6% = 5% + 42; 36=25+16
Figura 3 4% = 32 + 22, 16=9+4
Figura 2 6% = 5% + 42; 36=25+16
Figura 3 4% = 3% + 22, 16=9+4
Figura 2 6°> = 52 + 42, 36=25+16
Figura 3 4% = 3% + 22, 16=9+4
Figura 2 6% = 5% + 42; 36=25+16
Figura 3 4% = 32 + 22, 16=9+4
Figura 2 6°> = 52 + 42; 36=25+16
Figura 3 4% = 32 + 2%, 16=9+4
Figura 2 6% = 52 + 42; 36=25+16
Figura 3 4% = 32 + 22, 16=9+4
Figura 2 6% = 52 + 42%; 36=25+16
Figura 3 4% = 32 + 22;16=9+4

Ocurre que no se cumple la relacion porque no son tridangulos rectangulos

>

Figura 2 6% = 52 + 4%, 36=41

Figura 3 4% = 32 + 2%; 16=13
No funciona Pitdgoras porque no son rectdngulos.

Figura 2 6% = 52 + 4%, 36=25+16

Figura 3 4% = 32 + 2%; 16=9+4
No hay relacion porque no son tridngulos rectdngulos.

Figura 2,62 = 5% + 42; 36=41

Figura 3, 4% = 3% + 22, 16=13
No son tridngulos rectdngulos porque la hipotenusa no es lo mismo que la suma de los dos
catetos.
En este caso la hipotenusa no estd de forma proporcional con los catetos por lo que el
dngulo entre los dos catetos no es recto. 3625+16 y 1629+4
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e Otras respuestas

>
>

Y

Que en la primera y la segunda sale lo mismo y con la tercera no se puede.

Figura 2 6% = 52 + 42;36=25+16=41

Figura 3 4% = 32 + 22; 16= 9+4=13

Al aplicar la férmula resulta que los resultados no son correctos por lo que los datos de
los tridngulos no son perfectos.

Igual que la pregunta 2.

Figura 2 6% = 52 + 42; 36=25+16

Figura 3 4% = 3% + 22; 16=9+4

Ocurre que no se cumplen las relaciones entre las areas.

TAREA 1.2. PREGUNTA 5
e Tridangulo que contiene un angulo recto.

VVVVYVVVYVYVYYVYVVYY

Es un triangulo con un dngulo recto 902

Es un triangulo con un dngulo recto

Un triangulo que tiene u dngulo de 902

Tridngulo con un dngulo recto.

Tridngulo con dngulo de 902.

Un triangulo que tiene un dngulo de 902.

Cuando uno de sus dngulos mide 902

Un triangulo con 902 de apertura en uno de sus dngulos.
Tridngulo en el que uno de sus dngulos mide 90°.

Aquel que tiene un dngulo recto 902

Es una figura plana con tres lados y un dngulo de 90°

Es una figura que con dos de sus lados se forma un dngulo de 902

e Triangulo que contiene un angulo de 902 y los otros angulos son menores de 90°.

YV VYV VY

Es un trigngulo que tiene un dngulo recto y los demds agudos.

Un tridngulo formado por un dngulo de 90° y otros menores.

Es aquel que tiene un dngulo recto y dos agudos.

Figura con dos dngulos agudos y uno recto.

Es una figura que con dos de sus lados se forma un dngulo de 902

e Triangulo formado por un angulo recto entre dos catetos y la hipotenusa.

>
>
>

Triangulo que tiene un angulo recto y se compone de dos catetos y una hipotenusa.
Un tridngulo que tiene el dngulo que une los dos catetos de 909.

Es una figura geométrica formada por tres lados, dos llamados catetos que forman un
triangulo rectdngulo y una hipotenusa.

Aquel que tiene un angulo recto 902 y tiene hipotenusa y dos catetos.
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e Tridngulo que contiene un angulo recto formado por los catetos y otros dos agudos debido a
la hipotenusa.
» Tridngulo que tiene dos dngulos agudos y uno recto 90°. Formado por dos catetos y la
hipotenusa.

e Respuestas sin categorizar

Es un tipo de tridngulo que al juntar uno con otro se forma un rectdngulo.
Tridngulo con tres lados iguales

Que todos sus dngulos son iguales.

Una figura plana con un dngulo de 902 con dos lados iguales y otro diferente.

YV VYV

TAREA 1.2. PREGUNTA 6
Las respuestas argumentadas por los alumnos y reflejadas de forma literal son:

e Los triangulos de este tipo se llaman isésceles.
» Isésceles. Dos lados iguales y otro desigual.
» Isésceles, ya que tiene dos lados iguales.
» Tiene dos dngulos iguales otro diferente.

e Los triangulos de este tipo se llaman escalenos.
» Escaleno, ningun lado del trigngulo es igual.

e Los triangulos de este tipo se llaman equilateros.
» Equildteros o terna pitagdrica.

e Otras respuestas.
» Acutdngulo
» Obtuso
» Catetos

El resto de respuestas que no aparecen coinciden con las que ya estan, es decir sélo contestan que el
triangulo es isdsceles.

TAREA 1.2. PREGUNTA 7
Se exponen las respuestas argumentadas de forma literal de los alumnos.

e Sus angulos miden 902, 452 y 452,
> Los sefiala en el dibujo perfectamente 909, 452 y 45¢

e Un angulo mide 902 y los demas menos de 90°.
> 909 409, 409
> 909, 609,60°
> Uno 909, otro 802 aprox y el tercero 80° aprox
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902+302+30°=180°

Uno mide 902 y los otros menos de 902
Cy b miden 902, cya60%y by a60°
909, 609,602

YV VYV

e Todos sus angulos son de 909.
> Todos son de 902

e Uno de sus angulos mide 902 y los otros dos miden lo mismo.
» Uno de sus angulos mide 902 y los otros dos miden iguales.
» Uno de ellos es 902 y los otros dos miden lo mismo.

e Respuestas irrelevantes.

» Sus lados miden 1cm y medio los catetos y 2cm la hipotenusa
» A=6cm,b=4cmy C=4cm

El resto de respuestas que no aparecen coinciden con las que ya estdn escritas y no se argumentan.

TAREA 1.2. PREGUNTA 8

Se exponen las fotografias de algunas representaciones graficas de los cuadrados de los alumnos.

e lgual que B.
» lgual que B porque el lado mide los mismo.

Figura 4 Figura 4 Figura 4
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» Cuadrado de lado 1.5 cm igual que b

¢ Noigual que B.

No se presentan argumentos para esta categoria.

71



Descubriendo el Teorema de Pitdgoras Trabajo Fin de Mdster

TAREA 1.2. PREGUNTA 9

Se exponen las respuestas que se han argumentado por los alumnos de forma literal.

e Maria si tiene razon.

>
>

YV V VYV

Si, porque la suma de las dreas de los dos catetos es igual al drea de la hipotenusa.

Si porque los dos lados b miden lo mismo y la suma da el cuadrado A (a? = b? + c?) A =
32

Si porque el Teorema de Pitdgoras es a* = b? + c?

Si porque h?® = c? + c? y el cuadrado A es igual a la suma de los dos catetos.

Si porque los dos catetos son iguales y multiplicar uno por dos es lo mismo que sumarlos.

Si tiene razon ya que la hipotenusa la cuadrado es igual a un cateto al cuadrado mds otro al
cuadrado a? = b? + c?. Pero como no tenemos C se coje B y se multiplica por dos debido a
que la hipotenusa tiene que ser mds grande que los catetos.

Si porque al ser el trigngulo isdsceles los catetos miden lo mismo y el drea de la hipotenusa
(cuadrado A) es igual a la suma de los catetos b y c.

Si porque aunque no sabemos cuanto mide el cuadrado a nos han explicado que el teorema
d ePitdgoras dice que la suma de los catetos es igual a la hipotenusa en los tidngulos
rectdngulos y como es el caso se cumplird

Si porque al aplicar el teorema d ePitdgoras nos sale igual x* = 4% + 42; x=\/32

Si porque el drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa del triangulo rectdngulo es
igual a la suma d elas dreas d elos cuadrados construidos sobre los catetos.

Si, tiene razén porque b mide cuatro y a mide ocho entonces seria, 4> = 16; 8% = 32
Sitiene razon ya que el drea del cuadrado A es la suma de el cuadrado B mds el otro cuadrado
que hemos dibujado.

Sila suma de las dreas de By de C es igual a A.

Si tiene razén porque A*> = B? + B?. El teorema nos dice que la suma de los catetos es igual
a la hipotenusa.

Si es correcta porque los dos cuadrados de los catetos miden igual y la suma de ellos es a?.
Si porque el drea del cuadrado grande es igual a la suma de los cuadrados pequefios y estos
parecen ser iguales , aunque no siempre suele ser asi ya que los cuadrados pequefios pueden
ser de diferente medida. Entonces si son iguales a®> = b? + b?, a®> = b? - 2

e Maria no tiene razon.

YV V.V V

YV V VY

No tiene razén porque B=42 y si fuese el doble seria A=8% = 64.
No porque A no es igual a B+C.

No porque segun las medidas el B no es el doble del A

x2 =424+ 4% x> =16+ 16;x? =32 =

5.65. Asi que no tiene razon por que el area da parox 7.20
No porque la raiz cuadrada de A es: /32

No el cuadrado A mide 6 y el b 4.

No tiene razon.
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e Respuesta sin clasificar.
> x?=15%2+16%x =+/258.25=16.7

DESCUBRIENDO 2. TAREA 2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS

TAREA2.1.PREGUNTA 1
e Con 4 tridngulos rectangulos se ha formado un cuadrado

>
>

VVVYVVVYVYVYVYVVYYVYYVYYVY

Que se ha completado el cuadrado

Que en la imagen 1 sdélo teniamos un tidngulo rectdngulo y en la 4 hemos formado el
contorno de un cuadrado con 4 tidngulos rectdngulos

Que con 4 tridngulos rectdngulos se ha formado un cuadrado

Que se han multiplicado los tridngulos hasta formar un cuadrado

Se ha formado un cuadrado con 4 tridngulos rectdngulos

Que hay 3 triangulos mds formando asi un cuadrado cental

Que de un tidngulo rectdngulo poniendo cuatro lo transforman en un cuadrado.

Ha cambiado que con 4 tiangulos rectdngulos se han fomado dos cuadrados

Se han ido afiaiendo tridngulos hasta formar un cuadrado

Se ha formado un cuadrado a partir de triangulos rectdngulos.

Se ha unido 4 tiangulos dejando un hueco para un cuadrado.

Que 4 trigngulos han formado un cuadrado.

Que el triangulo se multiplica por 4 formando un cuadrado

Que se han anadido 3 tridngulos mds construyendo un cuadrado en el medio.

Que los 4 tridngulos rectdngulos han formado un cuadrado.

Ha pasado de haber un tridngulo rectdngulo a haber 4 tridngulos rectdngulos que forman
un cuadrado.

e Ahora hay 4 triangulos

VVVYVYVYYVYVY

Que se afiadieron mds figuras

Que se han afiaido 3 tridngulos iguales
Ahora hay 4 tidngulos

Aparecen mds tridngulos

Se han afiadido 3 tidngulos mds.

Que hay 4 tridngulos mds

Que ahora hay 4 tridngulos.

e Ahora hay un cuadrado
> Pues que ha formado un cuadrado

e Otras respuestas
> De tener una séla figura a tener 4.
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Se han ido colocando tidngulos y se ha formado un cuadrado y dentro se ha formado

otro cuadrado.

Se ha pasado de ser tridngulos a formar dos cuadrados

Que han anadido tridngulos y han formado un cuadrado que en su interior tiene un

rombo.

TAREA2.1.PREGUNTA 2
Se presentan las respuestas que dieron los alumnos de forma literal.

Se observan 5 figuras

VVVVVVVVYVYYVYY

5 figuras los cuatro tridngulos y el cuadrado
5 figuras

5 figuras

Cuatro tridngulos y un cuadrado

5

5 figuras. Cuatro tridngulos y un cuadrado
5 figuras. Cuatro tridngulos y un cuadrado
5 figuras. Cuatro tridngulos y un cuadrado
5 figuras. Cuatro tridngulos y un cuadrado
5

Cuatro trigngulos y un cuadrado

Se observan 6 figuras

VYV VvV

VVVVYVVYVYVYVVYY

6

4 triangulos y dos cuadrados.

Se ven dos figuras diferentes 2 cuadrados y 4 tidngulos
6. 4 trigngulos y 2 cuadrados

6

6

6. 4 tridngulos rectdngulos y 2 cuadrados
6. 1 cuadrado, un rombo y 4 trigngulos

4 tidngulos y dos cuadrados

6 figuras

6. 4 tiangulos y dos cuadrados

6

6

Otras respuestas

> Dos
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» 12 tridngulos rectdngulos

5)

> 3figuras
> 2figuras

TAREA2.1.PREGUNTA 3
Se presentan las respuestas de los estudiantes de forma literal

e El triangulo de la esquina superior derecha se desliza hacia abajo

VVVYVYVYVYVYVYVYVVVYYYVYYVY

El tridngulo del lado superior derecho se desliza hacia abajo

Uno de los tridngulos rectangulos se ha ido bajando hasta que se ha puesto en el centro
Que el tridngulo baja por el cuadrado quedandose en el medio

Se desplaza el tridngulo

El tidngulo de arriba a la derecha baja hacia el centro d ela figura

Se desplaza un tidngulo

El triangulo del lado superior derecho se desliza hacia abajo

El tridngulo del lado superior derecho se desliza hacia abajo hacia la mitad d ela figura
El triangulo del lado superior derecho se desliza hacia abajo

El tridngulo del lado superior derecho se desliza hacia abajo

El triangulo se esta desplazando por su lado c

El tridangulo del lado superior derecho cambia d e posicion

El tridngulo del lado superior derecho esta bajando

Se ha bajado un triangulo

El triangulo del lado superior derecho se desliza hacia abajo por el cuadrado

e Serelacionan mas cosas no sélo se quedan en el desplazamiento del tridngulo

>

>
>

El tridngulo rompid la forma moviéndose para el centro naciendo un cuadrado y un
rectangulo

Podemos decir que el cuadrado se ha cortado en dos partes

El cuadrado a pasado a ser un rectangulo el triangulo rectangulo de arriba a la derecha ha
cambiadosu posicién dejando pasar a una figura nueva
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El tridngulo del lado superior derecho se desliza hacia abajo para juntarse con oto
tiangulo.

En la 6 el tridngilo que baja a formado un cuarado y en la 7 ha formado un rectangulo
Se estan formando mas figuras diferentes pasando de un cuadrado a un rectangulo y el
triangulo se ha situado en el centro

El tridngulo del lado superior derecho se desliza hacia abajo para juntarse con otro
tiangulo

e Otras respuestas

>

El rectdngulo que habia le han quitado una parte y se le han puesto arriba a la otra figura
rosa

Que hay triangulos iguales

Han metido un tridangulo y han sacado otro

Que se afiaden triangulos rectangulos a los cuadrados del centro

TAREA2.1.PREGUNTA 4
Se escriben las respuestas literales de los estudiantes

e Se mueven los triangulos

>

VVYVYVYYVYVYVVYY

Y V¥V

Se van moviendo los tridngulos

El triangulo superior izquierdo se esta desplazando hacia el triadngulo inferior derecho
Estan cambiando los tridngulos de sitio

Han movido el tridngulo

Otro tridngulo ha sido trasladado

Pasa como antes el triangulo d ela esquina izquierda se junta con en el de la derecha

Se desplaza el tiangulo d ela izquierda hacia la derecha

Se mueve el tidngulo de arriba d e la izquierda y también se mueve un poco el de abajo
Se ha movido el triangulo d ela esquina superior izquierda y también el de la esquina
derecha, abajo.

Que el triangulo rectdnulo d ela esquina superior izquierda se mueve hacia la derecha.
Un tidngulo que estaba en la esquina de arriba a al izquierda se mueve hacia la derecha y
el de abajo a la derecha se mueve hacia arriba

Uno d elos tridngulos se mueve y otro en la figura 9 se mueve hacia arriba hasta
coincidir con el de antes

e Se mueven los triangulos para obtener otra cosa

YVVVVYYVYYVY

Los otros dos tidngulos han formado un rectdngulo

El rectangulo ha segudo rotando hasta tener la imagen 11

El trigngulo se junta con otro y forma un rectdngulo y un cuadrado

Los tridngulos azules se mueven para formar dos cuadrados y dos rectdngulos
Que los triangulos que faltan también se mueven para formar un rectdngulo
El triangulo se mueve haciendo que disminuya la figura del centro
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Y

Se estdn juntando los tidngulos para formar rectdngulos iguales y dos cuadrados

Que los triangulos que faltan también se mueven para formar un rectdngulo

Que el triangulo izquierdo de arriba y el d ela otra esquina estan moviéndose para unirse
y formar otro rectdngulo

Los dos triangulos se han ido desplazando uno hacia la derecha y otra hacia arriba y a
formado un rectdngulo

e Otras respuestas

YV VVYVYY

A partir de triangulos rectangulos se forman figuras.

Se esta dividiendo el cuadrado

Que hay 4 tidngulos iguales y un rectangulo

Ha vuelto aparecer un cuadrado vy la otra figura se ha ido encogiendo

El tidnulo d ela izquierda s emueve a la derecha y el de debajo de la derecha ha subido
guedandose las hipotenusas paraleslas

TAREA2.1.PREGUNTA S5
Se escriben las respuestas literales de los estudiantes

e Aparecen 4 figuras: dos cuadrados y dos rectangulos

VVVVVVYVYYVYVYVYYYVYYVY

Dos cuadrados y dos rectdngulos formados por tridngulos.

Se forman dos rectdngulos y dos cuadrados

Cuadrados ,tridngulos y rectdngulos

2 rectdngulos y dos cuadrados

4 triangulos rectdngulos y dos cuadrados

2 rectdngulos y dos cuadrados

Dos cuadrados uno mds grande que el otro y dos rectdngulos de las mismas medidas.
4 trigngulos rectdngulos, 2 cuadrados, 2 rectdngulos

Dos cuadrados, dos rectdangulos( dento de ellos dos tridngulos)
2 cuadrados y dos rectdngulos

2 cuadrados y 2 rectdngulos

2 cuadrados y otros dos rectdngulos

Dos rectangulos y dos cuadrados semejantes.

e Aparecen 5 figuras: dos cuadrados, dos rectangulos y el cuadrado de alrededor

>
>
>

VYV VvV

5 figuras. 2 cuadrados, 2 rectangulos y el cuadrado de alrededor

2 rectdngulos formados por 4 tidngulos rectdngulos unidos y 3 cuadrados

Hay un cuadrado en el que dentro hay 2 cuadrados y 2 rectangulos. Cada rectdngulo
esta formado por dos tridngulos.

3 cuadrados 2 rectdngulos y 4 tridngulos

Ahora hay 3 cuadrados

2 rectdngulos 3 cuadrados y 4 tridngulos
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>

4 triangulos, 2 rectdngulos, un cuadrado y dos cuadrados mds pequefios

Otras Respuestas

YV V VY

Aparecen dos cubos y dos rectdngulos que son 4 tidngulos
4 tiangulos iguales y dos rectdngulos

1 cuadrado 1 rectnagulo y un tridngulo rectdngulo

Se forman dos rectdngulos y un cuadrado.

4 tiangulos, un rectdngulo y un cuadrado

TAREA2.1.PREGUNTA 6
Se exponen las respuestas de los alumnos de forma literal.

Lo que cambia es la posicidn de los tridngulos.

>

YV VVVYVYY

Y V

Esta igual el triangulo de la esquina izquierda de abajo y esta diferente que han cambiado
de sitio todos los tridngulos menos el de la esquina izquierda de abajo.

Los tidngulos cambiaron a ser rectdngulos y los cuadrados permanecieron.

Todo sigue igual pero las figuras estan cambiadas de sitio.

Permanecen iguales los tridngulos de lados a, b, ¢, pero han cambiado de sitio.

Han cambiado de sitio los tidngulos pero siempre en la misma orientacion.

Los tridngulos de los lados se van juntando y ha quedado dos cuadrados uno grande y otro
pequefo.

Los triangulos siguen igual, la diferencia es que han cambiado de distibucion.

Todo es igual pero cambiando de posicion los tridngulos unidos formando rectdngulos y el
cuadrado dividido en dos.

Igual sigue el contorno cuadrado. Diferente: se han formado diferentes figuras, antes habia
1 cuadrado y muchos tridngulos rectdngulos y ahora dos rectdngulos y dos cuadrados mds
el cuadrado del contorno.

Hay cuatro tridngulos iguales, la diferencia es que ahora hay dos cuadrados y dos
rectangulos.

Permanecen igual los tridngulos rectdngulos y la diferencia es que ahora forman dos
cuadrados.

Permanece igual el trigngulo de abajo a la izquierda y el cuadrado de fuera, cambian la
posicion del resto de figuras.

Permanece igual el tridngulo de abajo a la izquierda, los otros tidngulos se han movido y
por tanto forman figuras diferentes.

Lo que permanece igual es un cuadrado grande y permanece igual el tridngulo de abajo a
la izquierda. Los otros tres tidngulos se han movido.

Permanece el cuadrado en el que estdn inscritos los tridngulos, se crean dos rectdngulos y
dos cuadrados sl moverse los tidngulos.

Los tridngulos cambiaron a ser rectdngulos y el cuadrado cental se ha dividido en dos
cuadrados.

Que estdn inscritos en un cuadrado, cambia la posicidn de figuras.
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e Permanece igual el triangulo de la parte inferior del cuadrado de la izquierda.

Permanece igual el triangulo de abajo a la izquierda, todo lo demds cambia.
Permanece igual el triangulo de abajo a la izquierda.

Permanece igual el tridngulo de abajo a la izquierda.

El unico que permanece en su sitio es el tridngulo de abajo a la izquierda
Permanece igual el triangulo de abajo a la izquierda.

Sélo son iguales los tridngulos

Es igual la medida de los tridngulos

YVVVVVYVY

e Describen las diferencias entre las dos figuras representadas sin dar razones

» Los trigngulos rectdngulos permanecen iguales, pero ahora en lugar de un cuadrado
aparecen dos.

» La primera figura tiene un cuadrado formado por trigngulos y en la otra figura
forman dos cuadrados.

e Otras respuestas

» Seve un cuadrado pero una de sus esquinas aparece por debajo
» Permanece igual el triangulo de la esquina inferior izquierda y parte del cuadradado
en la esquina inferior derecha.

TAREA2.2.PREGUNTA 7
e Los lados a, b y c se mantienen constantes de una figura a otra

>

VVVYVYVYVYVVYVYVYVYVYVVYY

Que miden lo mismo

Continuan teniendo las mismas medidas
Unos miden igual que otros

Son las mismas pero transportadas

Que esos lados no se han movido

Que esos lados no se han movido

Que todos son iguales

Que no cambian

Son iguales

Son las mismas medidas

Son las mismas medidas pero en diferentes figuras.
Son iguales en todos los tridngulos.

Que son iguales

e Loslados ay b son catetos. El lado c es la hipotenusa.

>
>

c? =b% +a?
c? =b% +a?
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YV VVVVYY

c? =b% +a?

c? =b% +a?

Que forman dngulos rectos

Que forman un tridngulo y (lo sefiala).

Son trigngulos

Que forman tridngulos rectdngulos.

Pues que a y b son catetos y c es la hipotenusa, siempre.
Que forman un tridangulo.

e Otras respuestas

>
>

Que forman un tridngulo.
Que es un cuadrado

TAREA2.2.PREGUNTA 8

e Si, las dreas son iguales

>
>
>

YV V VY

YV V VYV

Si porque al sumar las dreas de los dos cuadrados pequenios te da el drea del grande.

Si puede ser igual porque hay los mismos tridngulos y el espacio es el msmo que el A.

Si. Son iguales las dreas porque como los tridngulos miden lo mismo, lo que sobra (rosa),
tiene que ser lo mismo.

Si en la pregunta anterior d ela secuencia se ve como se forman los dos cuadrados y
como hacen una misma drea al sumarlo.

Si porque el drea d elos cuadrados rosas sumdndolos da el cuadrado de la figura A.

Si porque las dreas no cambian sélo se mueven las posiciones.

Si porque tienen el mismo espacio en las dos y las mismas figuras también que estdn
distribuidas d eforma y tamafio diferente.

Si porque es un mismo cuadrado pero dividido en dos mds pequefios.

El cuadrado grande es igual a la suma de los pequefios porque las medidas no cambian
dentro de la figura.

Si ya que si haces la suma siempre dard el cuadrado A.

Si porque las figuras rosas equivalen a las azules, se podria encanjar 4 rectdngulos de los
azules y cabrian perfectamnete.

Si ocupan el cuadrado grande entero

Si porque el cateto c es igual al lado del cuadrado grande, el cateto a igual al lado del
cuadrado pequefio y el cateto c igual al lado del cuadrado de la figura A, por lo que
cumple la relacion.

Si porque el cuadrado de la figura tiene de lado las hipotenusas de los tridngulos y los de
la b tienen de lado los catetos, y si son triangulos rectdngulos se cumplird el Teorema d
ePitdgoras y serdn iguales.

En la figura b el cuadrado sufre un ejemplo del Teorema de Pitdgoras.

Si, la diferencia es que la distribucion de los triangulos cambia

Si, es como si el cuadrado de A fuera a? y la de B b? + c?

Si porque la suma de esos rectangulos es igual al cuadrado.
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e No, el drea no es igual
» No porque faltaria el drea de los dos rectdngulos
» No porque también habria que afiadirle el drea de los rectdngulos.
> No, porque faltaria el drea de los dos rectdngulos para que sea igual que el drea del
cuadrado grande.

o Respuesta irrelevantes
> Puede ser porque, c*> = b? + a?.
> Si, gambién se podria demostar con Pitdgoras.
» Siporque se pueden poner como una terna pitagdrica, posicion que comprueba el
teorema de pitdgoras.
> Siporque c? = b% + a?
» Sipero tendriamos que hacer una posicion de Tales

TAREA2.3.PREGUNTA 9
Se exponen los argumentos dados por los alumnos.

e Si, Luis tiene razén atendiendo a la distribucién de las figuras.
» Si, porque se pondrian en determinada posicion para explicar Pitdgoras.
> Si, porque aunque cambies los tridngulos de sitio no cambias su medida.
» Si, porque si superponemos los dos tridngulos “b” tendriamos las dreas de sus catetos e
hipotenusa.

TAREA 2.3 SE PRESENTAN LAS SIGUIEN
Figocos B ™0\
Figy 0 8 yeie

S MO NDYTOLKD -

> Sitiene razdn, porque los lados encajan para poder formar el Teorema de Pitdgoras
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>

Y V V

Si porque:
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Si porque la figura es igual, solo que distibuida de diferente manera.

Si porque si colocamos todas las figuras (A y B) se obtiene la figura C.

Si, ya que si ponemos los cuadraditos naranjas en posicion forman uno de los tiangulos
de “A”.

Si porque al desplazarlos consigues hacer el teorema de Pitdgoras.

Si porque el cuadrado grande de la primera explica los lados de alrededor. En la segunda
el pequeiio indica el lado de base y el grande indica el lado igual que en la figura C.

Si porque podemos sacar los tres cuadrados

o C’Qg\)\'\w e\ ?e(\\.(’\".()
\Y\(\\(Ox ( 0 \;: "\-. g ¢

" \0\9\9,, ) Q\ oronde WX/ a\e

e Si, Luis tiene razdn. Atendiendo a las dimensiones de los lados.

>

>
>
>

Si porque los lados de las tres figuras A,B, C (lados) son iguales y los triangulos son los
mismos con lo cual si puede haber una relacion.

Si tiene razon porque la hipotenusa de los tridngulos es igual al cuadrado grande.

Si porque los lados “a” miden todos lo mismo, igual pasa con los lados “b” y “c”

Si porque con las figuras A y B se ve que el cuadrado que forman las h/potenusas es igual
a los que forman los catetos, lo que dice el Teorema de Pitdgoras.

", n

82



Descubriendo el Teorema de Pitdgoras Trabajo Fin de Mdster

e No, Luis no tiene razon.

>
>

No, porque nos falta espacio.
No, porque cada tridngulo tiene que tener 3 cuadrados (como sus lados)y enla Ay B no
hay.

e Otras respuestas

>
>

Y

YV VYV

Si porque hay trigngulos.

Luis tiene razon, ya que los cuadraditos de color naranja aparecen representados en las
figuras Ay B.

Si, tenemos las medidas de los cuadrados y ademds lo mds importante los tridngulos
rectdngulos.

Si porque casi todos los tridngulos de A 'y B tienen un cuadrado que sirve de guia.

Si porque si sumamos todos las A y B te sale el teorema de Pitdgoras.

Si porque se puede explicar Pitdgoras en cualquier triadngulo rectdngulo.

Creo que si porque puedes averiguar lo que miden los triangulos.

DESCUBRIENDO 3. TAREA3. GENERALIZACION DEL TEOREMA

TAREA 3.1.PREGUNTA 1
Se presentan las respuestas que han sido argumentadas por los alumnos.

e Larelacién se cumple solo en los cuadrados.

>
>

Y VvV

YVVVYVYYVYYVYVYVY

Y V

Sdlo se cumplen para los cuadrados porque todos sus lados son iguales.

No porque en la afirmacion de clase habla de los cuadrados y no de otras figuras.
Dependerd del triangulo y de la figura que sea, pero para eso no hay ningtn teorema
que conozcamos.

Creo que sdlo es para los cuadrados porque su drea es lado por lado.

No puede aplicarse ya que las dreas de un pentdgono no son iguales a las de los
cuadrados construidos sobre los catetos.

No porque dijimos que eran para cuadrados.

Sdlo en los cuadrados porque con los demds no puedes calcular su drea del mismo modo.
No se cumple en las otras figuras porque no son las mismas dreas.

S6lo para los cuadrados porque al ser circulos o pentdgonos no encajarian.

No, sélo se cumple en los cuadrados asi lo vimos en clase.

No, sélo para cuadrados.

No porque estas figuras no tienen dngulos rectos, con lo cual no tiene nada que ver con
los triangulos rectdngulos.

Si solo en cuadrados porque no saldria bien la medida en relacién con el trigngulo.

En la figura 2 y 3 no porque Pitdgoras no lo dijo asi.
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e Larelacidn se cumple tanto para pentagonos como para semicirculos.

» Si, ya que si calculamos el drea y aplicamos Pitdgoras sale.

» Sise cumple ya que son figuras regulares con la medida del lado que forma el trigngulo
proporcionales.

» Creo que si porque con que tenga un apoyo en el trigngulo si se puede.

» Se cumple para los semicirculos y pentdgonos siempre que cumplan la misma drea.

» Creo que si ya que sumando las dreas de las figuras de los catetos se consigue el drea de
la figura de la hipotenusa.

e Larelacién se cumple o en pentagonos o en semicirculos.
» Para los circulos no porque no tienen hipotenusa y tampoco dngulos de 902
» No para los circulos y si para los pentdgonos, porque los circulos no tienen los lados
iguales y los pentdgono si. Pienso que mientras tengan los lados iguales siguen el mismo
teorema.

e Larelacién se cumple para cualquier figura.

» Siporque las dos dreas de los catetos sumadas es igual al drea de la hipotenusa y eso es
para todas las figuras que puedan tener el lado de la hipotenusa o cateto pegado a la
figura.

» Creo que si para cualquier figura que tenga un apoyo en el triangulo si se puede.

» Creo que si porque la suma de la hipotenusa es igual a los dos catetos en cualquier
figura sobre un tridngulo rectdngulo.

» Siporque da igual la figura que sea da la misma drea.

» Si, averiguas el drea del pentdgono o la figura que sea, luego coges lo que mide el lado y
lo haces igual que los cuadrados.

TAREA 3.1.PREGUNTA 2
Se exponen las respuestas argumentadas de forma literal de los alumnos.

e Enuncian el teorema mediante la ecuacion del teorema.
> lgual que para la primera: C? = A% + B?
> Para la figura 2 y 3: C* = A% + B?
> ¢?=a%+ b2

e Enuncian el Teorema sin hacer uso de la ecuacion.

> La suma de las dreas de los semicirculos pequefios es igual al drea del semicirculo
grande. Igual con los pentdgonos

> El drea de la figura C es igual al drea de la figura A y B.

» La suma de las dreas de los semicirculos y pentdgonos formadas por los catetos es igual
a el pentdgono o el semicirculo formado por la hipotenusa.

> La suma de las dreas de los semicirculos y pentdgonos formadas por los catetos es igual
a el pentdgono o el semicirculo formado por la hipotenusa.

» La suma del drea de la figura C es la misma que la figura A+B.
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>
>

El drea del pentdgono es igual al drea del pentdgono construido sobre los catetos.
El teorema de Pitdgoras dice que la suma de las dreas de las figuras de los catetos es
igual al drea de la figura de la hipotenusa.

TAREA3.2.PREGUNTA 3
De nuevo se dan los argumentos de los nifios en las diferentes categorias clasificadas.

Se ha demostrado el Teorema de Pitagoras.

>

Si porque la suma de las dreas de los pentdgonos o semicirculos pequefios es igual a las
dreas del pentdgono o semicirculos grandes.

Si porque sumando las dreas de los catetos te da el drea de la hipotenusa

Si porque si sumamos en el semicirculo 6.3y 3.5 sale 9.8 es decir el drea de C e igual con
los pentdgonos.

Si ya que al aplicar a=b + c es correcto.

Si porque si sumas las dreas de los catetos es igual a la hipotenusa al cuadrado. Esto es
lo gordo que hay que hay que comentar

Si porque si sumas el drea de los catetos es igual a la hipotenusa como ocurre en los
cuadrados.

Si porque al elevar al cuadrado las medidas quedan 100=36+64 y 25=16+9

Si porque con la formula sale igual que con los cuadrados

El Teorema de Pitagoras no se demuestra.

>

Aunque se cumple no se ha demostrado porque ahi te da la medida del drea pero hay
que comprobar si la suma de las de los catetos da la hipotenusa.

Estdn sin finalizar ya que falta la dltima cuenta. Ejemplo 9.8% = 6.3% + 3.52

No porque no da exacto

No porque la formula del teorema de Pitdgoras es H = C? + C? y la que ahi usamos
es diferente.

TAREA3.2.PREGUNTA 4
Siempre sean cuales sean las figuras.

>

Si creo que para cualquier figura porque siempre se cumple el Teorema.

» Yo creo que siempre porque eso es de Iégica, calculas el lado como sea y ya estd.

>

Si porque el Teorema se cumple siempre.
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e Siempre que las figuras sean iguales.

YV VYV

Si con todas las figuras que sean iguales.

Si sea cual sea siempre y cuando las tres figuras sean las mismas

Si siempre que sean iguales las figuras C? = A% + B?

No para todas porque pueden tener distintas medidas por eso las tres tiene que ser
iguales pero de distinto tamano

e Sdlo para algunas.

>

YV V VY

VVVYVYYVVVYYVYYVY

Creo que si siempre y cuando sean figuras regulares (dngulos y lados iguales), y creo que
en los semicirculos siempre. Esto se debe a que si son irregulares el drea no combinaria y
no se podrd hacer.

Para todas las que se puedan pegar al lado de la hipotenusa y los catetos

Si para algunas porque tienen que ser semejantes.

Sélo para los poligonos regulares y semicirculos porque si no son iguales la formula no
sale

Si las figuras son semejantes el Teorema puede aplicarse.

Siempre es verdad si se respeta el drea y son semejantes.

Tienen que ser semejantes ente si

Si siempre que haya un lado que sea regular.

Yo creo que se puede hacer con todas siempre y cuando se pueda hallar la formula.

No siempre es verdad porque depende de cada figura.

Sean cuales sean mientas todas sean semejantes

Si como son siempre semejantes son asi.

Se cumplen siempre que las figuras sean semejantes

e Si las figuras son circulos no se cumple la relacién.

>
>

Solo para algunas porque por ejemplo un circulo no tiene lados pero con las demds si.
No para todas. Por ejemplo el circulo que no tiene un lado recto.

e Respuestas irrelevantes.

YV VVVYY

Si.

No, yo pienso que con otras figuras no.

Sdlo para algunas porque en otras no se podrd hacer.

Yo creo que no que en algunas figuras no se puede.

No es siempre verdad para algunas se pueden realizar otra operaciones.

TAREA3.2.PREGUNTA 5

e Siempre que las figuras sean semejantes.
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VVVYVYVYVYVVYY

Y V V

Siempre se cumple mientas las figuras sean semejantes.

Si pero tienen que ser semejantes.

Si son semejantes se cumple.

Si, unas serdn mds grandes que otras pero serdn semejantes.

Si porque es igual pero en distinto tamafo.

Se cumple siempre que las figuras sean semejantes.

Si las figuras son de distinto tamafio pero son semejantes deberia de cumplirse.

Si siempre se cumple si las tres figuras tienen la misma forma pero distinto tamafio. El
drea de la cabeza A es igual a la suma de las dreas de las cabezas By C.

Se cumple siempre y cuando las figuras sean semejantes.

Siempre que las figuras sean semejantes.

Creo que si mientras formen un tridngulo rectdngulo y las figuras sean semejantes.

e Siempre se cumple.

>
>

>
>
>

Si porque todas las dreas de los catetos es igual a el drea de la hipotenusa. Todas.

Si se cumple en todas las que hemos visto ahora, aqui también se cumplird, asi que si
se cumple en todas.

Si sigue siendo igual el Teorema de Pitdgoras sean cuales sean todas las figuras.
Para todas porque siempre la suma de los catetos da la medida de la hipotenusa.

Si porque sean cuales sean las figuras sus dreas de los catetos van a dar el drea de la
hipotenusa.

Si siempre, para las cabezas sumas el drea de las cabezas chicas y te da la grande.

Si siempre porque aqui solamente son muy grandes, se cambian las medidas, el mismo
numero por todos los lados o restan las medidas el mismo numero por todos los lados.

¢ No se cumple el Teorema de Pitagoras.

>
>

>

No se cumple porque las tres figuras no son iguales.

No se cumple porque no forman un tridngulo rectdngulo. Decir lo de variar la forma
del rectangulo

No siempre se cumple. Lo que he pensado en la pregunta anterior no es cierto.

e Sélo para algunas

>

YV VY

Sélo para algunas porque con un circulo no puedes hacerlo.

Yo creo que si se puede mientas haya un lado regular.

Yo creo que si se puede para todas las que se adaptan a la figura.
Sélo para algunas.

Si pero si son proporcionales. La forma de la figura no sale.

TAREA3.2.PREGUNTA 6
e Enuncian el teorema atendiendo al concepto de area.

>
>

El drea de la primera cabeza es igual a la suma del drea de las otras cabezas.
Haciendo el drea de las cabezas de los catetos sumarlas y te dan la de la hipotenusa.
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YV VYV A\

Y VvV

a? = b? + c?, El drea de la figura de la hipotenusa es la misma que las figuras de los
catetos sumadas.

El drea de la forma formada por la hipotenusa es igual a la suma de las dreas de las
formas formadas por los catetos.

El drea del grande es igual al drea de las otras dos, el lado del grande es igual a la
suma de los lados pequefios.

La suma de las dreas de las dos figuras menores es el drea de la figura mayor.

El drea de la figura a es igual al drea de la figura C + la b.

La suma de las dos figuras pequefas es igual a la grande.

La suma de las figuras formadas en los lados de los catetos es igual a la figura formada
por el lado de la hipotenusa.

Que la figura divertidas a es la misma que las figuras divertidas b + c.

El drea del lado a es igual a la suma del drea de las dreas sobre los lados b y c.

e Lo enuncian atendiendo a la relacion métrica del Teorema.

V'V VYV

>

a? = b? + c?

C? = A? + B?

hipotenusa? = 1cateto? + 2cateto?

A=b=c, porque a es lo mismo que b pero mas grande y b e so mismo que c pero mas
pequefio también

C* = A* + b?

e Lo enuncian atendiendo al concepto de semejanza.

>

YV V VY

Sean cuales sean las figuras, mientras forme un triangulos rectdngulo y las figuras
sean semejantes el Teorema se podrd realizar.

a =b + ¢, La suma de las figuras semejantes es igual a las que no son semejantes.
Teorema de Pitdgoras con figuras semejantes irregulares.

Sea cual sea la figura, si son semejantes pueden cumplir el Teorema.

Las figuras semejantes al cuadrado.

e Respuestas irrelevantes.

>

YV V VY

Teorema de Pitdgoras irregular.

Pitdgoras de formas raras.

Teorema de Pitdgoras para esculturas.

El drea de los perimetros son iguales al perimetro por apotema entre 2.
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