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1.- INTRODUCCION

1.1.- Generalidades y planteo del problema

En la Matemaética, como en otras disciplinas, se puede decir que hay basicamente dos
tipos de problemas: directos e inversos. Los problemas directos, segun Groestch
(2001), pueden ser vistos como aquellos en los que se provee la informacién necesaria
para llevar a cabo un proceso bien definido, estable y que lleva a una Unica solucion.
Los problemas inversos, en cambio, son més dificiles e interesantes y esto se debe en
gran parte a que, o bien tienen maltiples respuestas o bien son insolubles (Bunge,
2006). Por otra parte, suelen requerir de un razonamiento regresivo, que no siempre
resulta facil de explicar y tal vez por ello han sido casi ignorados en el ambito
educativo (Martinez-Luaces, 2011).

Como sefalan algunos de los autores antes mencionados, los problemas directos
dominan el curriculo en los cursos tradicionales de Matematica. No obstante, si se
desea modernizar los procedimientos y contenidos de los cursos, los problemas
inversos requieren tener un papel preponderante ya que proveen una plataforma para
explorar cuestiones de existencia, unicidad y estabilidad a la vez que plantean
situaciones mas interesantes y cercanas a la vida real.

En relacion con esto ultimo — la conexioén con la realidad — conviene comenzar
estableciendo que segin W. Blum, el término “modelado” se focaliza en la direccion
que va da del mundo real hacia la matematica, mientras que el término “aplicaciones”
se centra en la direccion opuesta, o sea, de la matematica hacia la realidad. Ademas de
lo anterior, el término “modelado” enfatiza el proceso que tiene lugar, mientras que la
palabra “aplicaciones” hace énfasis en el objeto involucrado, en particular en las areas
del mundo real que son accesibles a un determinado tratamiento matematico (Blum,
2002).

Finalmente, también es posible combinar los problemas inversos y el modelado, los
gue en trabajos anteriores hemos llamado Problemas de Modelado Inverso (Martinez-
Luaces, 2011, 2012, 2016a, 2016b).

Estos problemas inversos de modelado pueden obtenerse facilmente, a partir de la
reformulacion de algunos problemas de modelado tradicionales, aumentando con ello

su riqueza educativa. Esto ha sido observado, por ejemplo, en una experiencia



realizada en la Universidad de Colima, México, con profesores de Matematica en
formacion (Martinez-Luaces, 2013a).

En este trabajo se pretende continuar en esa linea de investigacion, con futuros
profesores y focalizdndose en el enriquecimiento de tareas destinadas a los alumnos
de Ensefianza Secundaria. La idea entonces es analizar la potencialidad de los
problemas inversos de modelado para el enriquecimiento de tareas, partiendo de
problemas formulados de manera directa.

En funcion de lo anterior, se seleccionan y proponen los elementos del marco tedrico
elegido — que constituye el capitulo 2 de este trabajo — en el que se analizaran
primeramente los problemas inversos y la modelacion matematica. Por otra parte,
dado que la propuesta consiste en que los profesores en formacion reformulen
problemas, también se analizara la invencion de problemas. Por altimo, los resultados
del trabajo de campo se estudiaran utilizando los elementos del Analisis Didéactico,
particularmente en tres de sus dimensiones: el analisis de los significados, el analisis
cognitivo y el analisis de instruccion.

A continuacion, en el tercer capitulo se estudiara en detalle el marco metodologico,
donde se explicitara cual ha sido la muestra y el instrumento utilizado en el estudio.
También se detallaran las categorias que han sido utilizadas para identificar y analizar
las producciones de los futuros profesores, junto con su descripcién y como han
sufrido transformaciones a medida que se avanzaba en el andlisis de los problemas
reformulados.

En el cuarto capitulo — dedicado al estudio de los resultados obtenidos en el trabajo de
campo — se analizaran las reformulaciones del problema original, propuestas por los
profesores en formacion a partir de un problema directo previamente suministrado.
También se incluird un andlisis cognitivo y un analisis de instruccién que
corresponden a dichas propuestas. Para ello se estudiaran y analizaran las respuestas
brindadas por los sujetos de la muestra, en sus comentarios sobre el propio problema
que han reformulado.

Finalmente, en el quinto y Gltimo capitulo se propondran conclusiones sobre la
investigacion realizada, se analizaran las limitaciones del trabajo y también las

posibles continuaciones de esta linea de investigacion.



1.2.- Antecedentes de la investigacion planteada

Desde el afio 1996 hasta el 2002 inclusive, se realizd una experiencia en la Catedra de
Matemdtica de la Facultad de Quimica en la Universidad de la Republica, en
Montevideo, Uruguay, basada en el modelado matematico y las aplicaciones. Dicha
experiencia comenzd en un curso concreto de Ecuaciones Diferenciales y se fue
extendiendo paulatinamente a otras asignaturas (Calculo 1 y 2, Algebra Lineal,
Estadistica y Métodos Numeéricos). Al comienzo se trabajoé con aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), la transformada de Laplace y las
ecuaciones en derivadas parciales, a las que paulatinamente se fueron agregando
problemas de modelado orientados a las carreras quimicas (Martinez-Luaces, 1997b,
2003, 2005, 2009). A medida que la experiencia se fue extendiendo a otros cursos, se
fueron presentando los resultados en congresos y revistas (Martinez-Luaces, 2001,
2017a, 2017b; Martinez-Luaces y Cuitifio, 2000; Martinez-Luaces, Velazquez y Dee,
2009).

Cabe aclarar que en los primeros afios (1996-1997), casi todos los problemas que se
planteaban estaban formulados en forma directa y recién en los Gltimos afos del siglo
pasado y principios del actual se comenzo a trabajar en forma mas sistematica con
problemas inversos. De hecho, los primeros trabajos sobre problemas inversos de
modelado matematico son bastante posteriores (Martinez-Luaces, 2006, 2007), a los
que siguieron otros, basados en experiencias con alumnos de otras instituciones y en
otros paises como Argentina (Martinez-Luaces, 2013b) y México (Martinez-Luaces,
2013a).

Cabe destacar especialmente los trabajos realizados con profesores en servicio
(Martinez-Luaces, 2005, 2009, 2011) y con profesores en formacion (Martinez-
Luaces, 2013a). En este Gltimo caso — en una experiencia realizada en la Universidad
de Colima, México — se dictd un curso-taller intensivo, con una duracién total de 10
horas en paralelo con las actividades de un congreso de Educacion. En dicho curso se
trabajé con diez problemas, formulados en forma directa y se animé a los asistentes a
reformularlos en forma inversa, con la intencion de enriquecerlos previo a su eventual

utilizacion en cursos de matematica para alumnos de Ensefianza Secundaria. La



experiencia fue sumamente positiva, tanto para los asistentes — que asi lo reflejaron en
una encuesta de satisfaccion — como para el docente y los organizadores del curso.

En funcion de lo anterior, se propuso como posible Trabajo de Fin de Master (TFM),
realizar una investigacion similar, aprovechando la colaboracién de los profesores
Luis Rico y Antonio Moreno, del Méster de Profesorado de Secundaria, Especialidad
de Matematicas. A diferencia de la experiencia realizada en Colima, en esta ocasion
se propuso elaborar y utilizar un instrumento mas idéneo para estudiar el
enriquecimiento de tareas. Con el instrumento antes mencionado se recabaron las
opiniones de los propios profesores en formacién a los que se propuso realizar una
comparacion de enunciados en cuanto a significatividad, autenticidad, elementos que
componen la tarea y variables de tarea.

Lo anterior permitié un analisis mucho mas profundo que el realizado en Colima —
que como ya se dijo, se limitd a una simple encuesta de satisfaccion — y que
constituye, junto con las reformulaciones propuestas por los futuros profesores, el

nucleo central de este TFM.

1.3.- Conjeturas y preguntas de investigacion

Teniendo en cuenta la experiencia realizada en Colima en la que los futuros
profesores fueron capaces de transformar los problemas directos, en problemas
inversos de mayor riqueza, daria la impresion de que esto es algo perfectamente
realizable. Sin embargo, cabe destacar que en Colima dicho trabajo fue realizado
siempre en el aula, con apoyo y orientacion del docente a cargo, y ademas los
asistentes no trabajaron individualmente, sino en grupo. En principio, podria quedar la
duda si el resultado también hubiera sido satisfactorio en caso de trabajar
individualmente y sin la orientacion del docente en el momento de plantear la
reformulacion de un determinado problema.

Pese a lo objecion antes planteada, la primera conjetura es que los profesores en
formacién pueden transformar facilmente un problema directo de modelacion (o de la
aplicacion de la Matematica) en uno inverso, mas motivador y mas conectado con los
problemas del mundo real.

Al ser los problemas inversos muchas veces mal condicionados, esto puede traer

ciertos inconvenientes, pero al mismo tiempo permite abordar otras cuestiones (por
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ejemplo: existencia, unicidad y estabilidad) que no tienen el mismo interés al tratar
con problemas directos. Una segunda conjetura entonces, es que los futuros profesores
encontrarian Utiles estos problemas para plantear estas cuestiones u otras, en sus
Cursos.

Ademéas de comprobar o refutar dichas conjeturas, es importante conocer las
opiniones de los docentes sobre la utilidad de estos problemas para su trabajo en el
aula, motivacion y conveniencia 0 no de trabajar con los mismos. Particularmente
relevantes son sus opiniones en cuanto a la significatividad, la autenticidad, los
elementos que componen la tarea y las variables de la misma.

En funcién de lo anterior cabe preguntarse por la potencialidad de los problemas
inversos en el modelado matematico, desde el punto de vista de su aplicabilidad en el
aula. Concretamente, se trata de averiguar si los profesores encuentran motivadores y
potencialmente Utiles estos problemas, para luego ser utilizados en los cursos.
También corresponde preguntarse si los profesores son capaces de transformar los
enunciados de problemas directos de modelado en enunciados de problemas inversos,
de modo tal que se logre un enriquecimiento de las tareas matematicas destinadas a

alumnos de Ensefianza Secundaria.

1.4.- Objetivos de la investigacion

Teniendo en cuenta los antecedentes de esta investigacion, las conjeturas y preguntas

de la misma, se proponen los siguientes objetivos generales:

Obijetivos generales

e ldentificar y caracterizar las estrategias de un grupo de profesores en
formacién para enunciar problemas inversos destinados a alumnos de

Ensefianza Secundaria, a partir de su enunciado directo.

e Estudiar, analizar y caracterizar las producciones en forma de problemas
inversos, de futuros profesores y realizar el analisis didactico de sus

propuestas.



Asimismo, se proponen también los siguientes objetivos especificos para esta

investigacion:

Obijetivos especificos

Definir los distintos tipos de problemas propuestos y caracterizar las
reformulaciones que han sido planteadas en forma inversa por parte de los
futuros profesores.

Caracterizar del punto de vista del andlisis cognitivo los problemas
reformulados, asi como los comentarios que los propios profesores en

formacidn hacen de sus respectivas propuestas.

Caracterizar desde el punto de vista del analisis de instruccion las distintas
propuestas realizadas, teniendo en cuenta las variables de tarea que plantean

los futuros profesores.



2.- MARCO TEORICO

En este capitulo se analizara el marco tedrico del TFM y en particular se consideraran
los siguientes temas: el modelado matematico, los problemas inversos, la invencion de
problemas y finalmente el andlisis didactico. Cada uno de los temas mencionados

constituye una seccion del capitulo.

2.1.- Modelado matematico

El Modelado Matematico es una de las areas de la Educacién Matematica que mas
desarrollo han tenido en las ultimas décadas, concretamente desde principios de los
afios ochenta hasta la fecha.

A modo de ejemplo cabe mencionar que ICTMA ! (The International Community of
Teachers of Mathematical Modelling and Applications) organiza un congreso a nivel
mundial en todos los afios impares. Estos eventos han tenido lugar en Alemania,
Australia, Brasil, China, Estados Unidos, Inglaterra y Sudafrica, entre otros paises de

todos los continentes. Dicho grupo esta afiliado a ICMI (International Commission on

Mathematical Instruction) y en mas de una ocasion el congreso mundial de Educacion

Matematica (ICME) ha sido organizado por investigadores de dicho grupo.

En cuanto al &mbito educativo propiamente dicho el modelado matematico y las
aplicaciones tienen gran relevancia, ya que una amplia mayoria de los estudiantes que
reciben cursos de matematicas no desean ser matematicos ni tampoco profesores de
matematica (Varsavsky, Waldock, Harding, Bookman, Sheryn, Martinez-Luaces,
2011). Esto hace que — al menos numéricamente — nada pueda tener mayor
importancia dentro de la educacion matematica, que la que se realiza como asignatura
de servicio, es decir, su instruccion para no-matematicos. En este contexto, presentar a
la matematica desde un enfoque aplicado y motivador para estudiantes de otras
carreras, resulta algo absolutamente imprescindible. Por ese motivo, desde hace ya
varios afos los libros modernos de matematicas incluyen ejemplos de modelado y/o
de aplicaciones a distintas situaciones de la vida real (Abell y Braselton, 2016;
Simmons, 2016).

La resolucion de problemas, el modelado y las aplicaciones estan relacionados, pero

no son sinénimos (Martinez-Luaces, 1997a, 2004). Por ejemplo, en el Documento de

I www.ictma.net
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Discusion preparatorio del ICMI Study 14 (Blum, 2002), se menciona que el término
“modelado” se focaliza en la direccion que va da del mundo real hacia la matematica,
mientras que el término “aplicaciones” se centra en la direccion opuesta, es decir, de
la matemética hacia la realidad.

Por otra parte, el término “modelado” hace énfasis en el proceso que tiene lugar,
mientras que la palabra “aplicaciones” enfatiza el objeto involucrado, en particular, en
las &reas del mundo real que son accesibles a un determinado tratamiento matematico.
En el documento antes mencionado, el término “problema” es utilizado en un sentido
amplio, incluyendo no solamente problemas practicos, sino también los mas
abstractos, o que intentan describir, explicar, entender o incluso designar partes del
mundo real.

Por ejemplo, se puede hacer un modelo aunque no haya un problema concreto a
resolver; en ese caso simplemente se trataria de dar una descripcion matematica de un
cierto fendmeno. Obviamente, también es posible resolver problemas de matematica
“pura”, donde no hay necesariamente involucrado ningin modelo ni se realiza un
proceso de modelacion.

Teniendo en cuenta lo anterior, es posible proponer el siguiente esquema explicativo

de las relaciones entre aplicaciones y modelado:

Modelado

Mundo
Real

Matematicas

Aplicaciones
Figura 2.1. Esquema relativo al modelado y las aplicaciones.

Una discusién mas amplia del tema — el modelado matematico, las aplicaciones, la
resolucién de problemas y su presencia en los cursos universitarios y de Ensefianza
Secundaria en Latinoamérica — puede encontrarse en obras clasicas como (Blum,
2002; Polya, 1979; Schoenfeld, 1994). También se han tratado estos temas en trabajos
anteriores como por ejemplo: Bressoud, Ghedamsi, Martinez-Luaces y Torner (2016),
Martinez-Luaces y Noh (2015), Martinez-Luaces y Oates (2013), Martinez-Luaces y
Varsavsky (2007), entre otros.



2.2.- Problemas inversos

A diferencia de lo anterior, los problemas inversos en la Matematica y mas aun en la
Educacién Matematica, parecen haber sido casi completamente olvidados. Esto
resulta ain méas sorprendente si se observa que muchos de los problemas que debemos
resolver a diario son en realidad, problemas inversos. Esta afirmacion quedara mas
clara, en la proxima sub-seccion de este capitulo.

Investigar es de alguna manera resolver problemas (Rico, 20122). Sin intencion de dar
una clasificacion rigurosa, en principio se puede hablar de problemas directos e
inversos. Los problemas directos, segin Groestch (1999, 2001), pueden ser vistos
como aquellos en los que se provee la informacion necesaria para llevar a cabo un
proceso bien definido y estable, que lleva a una tnica solucion.

Los problemas inversos, en cambio, suelen ser mas dificiles e interesantes y esto se
debe en gran parte a que, o bien tienen maltiples soluciones o bien son insolubles y
por otra parte, son de gran utilidad ya que se presentan habitualmente en la practica
profesional de muchas carreras. Por ejemplo, dada una cierta enfermedad, enumerar
los sintomas es un problema directo y sencillo, que ya esta resuelto y se puede ver en
cualquier texto especializado. En cambio, diagnosticar la enfermedad del paciente a
partir de sus sintomas no siempre es sencillo y requiere de un médico experimentado.
En las peliculas o libros de detectives, el personaje central debe identificar a los
autores de un crimen conociendo como eran sus victimas, los testimonios de los
testigos y las pistas que surgen de la escena del crimen. Nuevamente, no es mas, ni
menos, que un problema inverso.

En la Psicologia, o simplemente en nuestro trato diario con otras personas, intentamos
adivinar las intenciones de los demas sobre la base de como es su comportamiento.
Esto implica que todo el tiempo en nuestras relaciones laborales, afectivas, etc.,
estamos permanentemente resolviendo problemas inversos.

Finalmente, en la Filosofia, cabe citar esta frase de Bunge (2006): “El que casi todos
los filésofos hayan ignorado las peculiaridades de los problemas inversos plantea este
otro problema inverso: el de adivinar los motivos de este descuido descomunal por

parte de los filosofos”

2http://www.aiem.es/index.php/aiem/index
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Antes de ver algunos problemas inversos concretos en la Matematica, vamos a

realizar una clasificacion de los mismos.
2.2.1 Clasificacion de los problemas inversos

En principio hay dos tipos diferentes de problemas inversos, seglin sea lo que se
pretende conocer. Para caracterizarlos correctamente conviene comenzar por
esquematizar el problema directo, adaptando un estudio realizado por Groestch
(2001). Interpretando lo que propone este autor, un problema directo responderia a un

esquema como el de la figura siguiente:

b
Ld

w

Procedimiento Solucic
Informacion olucion

Figura 2.2. Esquema general de los problemas directos.

En el esquema de la Figura 2.2, se dispone de datos y de un cierto procedimiento y se
solicita un cierto resultado, por ejemplo se proveen al alumno dos polinomios
(dividendo y divisor), se ha explicado previamente el algoritmo de division de
polinomios y finalmente, se solicitan como respuesta los polinomios cociente y resto.

Ahora bien, cambiando un poco el esquema resulta un primer problema inverso — el
problema de causalidad — esquematizado en la Figura 2.3. En este caso la interrogante
estd puesta en cuales pueden ser las causas que provoquen un determinado efecto, por
ejemplo, cual puede ser la funcion F(x) que al derivarla de por resultado una cierta
funcion dada f(x) (evidentemente, hallar una funcion primitiva, es un problema

inverso).

— ) Procedimiento >
Datos Resultado

Figura 2.3. Esquema de los problemas inversos de causalidad.
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De igual modo, se puede esquematizar (ver Figura 2.4) un segundo tipo de problema
inverso: el problema de especificacion, en el cual causa y efecto son conocidos y lo
que se busca es lo que realiza — o puede realizar — el nexo entre ellos. En matematica
este tipo de problema tiene lugar, por ejemplo, cuando se solicita demostrar una cierta
propiedad, ya que en ese caso hipotesis y tesis son conocidas y lo que falta es el

razonamiento que permite llegar a la Ultima partiendo de la primera.

Datos .. 9 Resultados
—y Procedimiento >

Figura 2.4. Esquema de los problemas inversos de especificacion.

Ambos tipos de problemas son comunes en varias disciplinas, pero muy
particularmente lo son en las carreras quimicas. Este aspecto ha sido analizado en
varios trabajos anteriores (Martinez-Luaces, 2001, 2007, 2011, 2017b, 2017c), en los
que se han incluido ejemplos vinculados al Analisis Quimico Cualitativo, la Quimica
Inorganica y sobre todo a la Quimica Organica. En efecto, es en esta rama, donde se
utiliza ampliamente el analisis retrosintético que le valio a E.J. Corey el Premio
Nobel de Quimica en el afio 1990.

En el disefio de reactores — una rama fundamental de la Ingenieria Quimica — se han
planteado problemas inversos tanto de causalidad como de especificacion, que
también han sido recogidos en trabajos anteriores (Martinez-Luaces, 2012, 2016b,
2017h).

2.2.2 Problemas inversos en Educacion Matematica

Como sefialan algunos autores (Groestch, 1999, 2001), los problemas directos
dominan el curriculo en los cursos tradicionales de Matematica. No obstante, si se

desea modernizar los contenidos de los cursos, los problemas inversos deberian tener
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un papel preponderante ya que proveen una plataforma para explorar cuestiones de
existencia, unicidad y estabilidad a la vez que plantean situaciones mas interesantes y
cercanas a la vida real. Esto ademas, se puede hacer a todo nivel como veremos en los
siguientes ejemplos.

A nivel de escuela primaria se ensefia desde muy temprano a multiplicar los nimeros
naturales, lo que evidentemente es muy sencillo y carece de dificultades. Mucho mas
interesante es el problema inverso, consistente en escribir un nimero natural como
producto de otros dos. Este problema siempre tiene solucion gracias al rol excepcional
de la unidad como neutro del producto, sin embargo la unicidad conduce al concepto
central de nimero primo. El planteo reiterado de este problema inverso desemboca en
el Teorema Fundamental de la Aritmética.

Pasando al siguiente nivel, es decir, la Ensefianza Secundaria, sucede algo similar con
el producto de polinomios (problema directo de solucién muy sencilla y algoritmica)
y su inverso: la factorizacion de expresiones polinGmicas. Para este problema no hay
un procedimiento definitivo, por lo que en general se suele presentar el tema en seis
casos con sus respectivas variantes: extraccion de un factor comin, de factores
comunes por grupos, el cuadrado perfecto de un binomio, el cubo perfecto de un
binomio, la diferencia de cuadrados y finalmente la suma o resta de potencias de igual
exponente (este ultimo con 3 variantes, segun se trate de la suma o de la resta y a su
vez en este Ultimo caso, segun la paridad de los exponentes). La factorizacion de
polinomios conduce a otro teorema central de la Matematica (el Teorema
Fundamental del Algebra), pero su aplicabilidad se ve limitada, del punto de vista
algebraico por las dificultades para hallar raices complejas de polinomios de grado
tres o superior y la imposibilidad (en general) a partir del quinto grado (Martinez-
Luaces, 2011).

Pasando ya al nivel superior, un problema directo de Matematica Financiera consiste
en calcular cuanto cobrara a su retiro un trabajador que desarrollé su actividad durante
N afios, realizando aportes mensuales ay, a,, ..., a, (si fueran N afios completos, seria
k = 12N). Esto puede ser un poco engorroso, pero no es dificil y de hecho, en la vida
real hay programas informaticos que se encargan de hacer automaticamente dicho
calculo. Mucho mas interesante y complicado es el problema inverso: ;cuantos afos
se debe trabajar y cuanto se deberia aportar para tener derecho a un retiro razonable?

La solucion no es sencilla ni es Gnica y tampoco esta claro cuél puede ser la mejor
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opcion de las varias disponibles. De hecho, esto es lo que motiva a las diversas
opciones que compiten en el mundo real: seguros, jubilaciones privadas,
administradoras de fondos de retiro y otras variantes.

Finalmente, un problema directo extremadamente sencillo, de Aritmética Elemental,
consiste en sumar dos numeros primos impares. El resultado obviamente es un
namero par, pero, ;qué sucede con el problema inverso? ¢Es posible descomponer un
namero par como suma de dos numeros primos? Esta pregunta dio origen a la famosa
“conjetura de Goldbach” postulada en 1742, cuya solucion mas de 250 afios después

sigue siendo desconocida.

2.2.3 Problemas inversos en el modelado y las aplicaciones

Es en el modelado y en las aplicaciones a otras disciplinas donde posiblemente se
pueden explotar de mejor manera los problemas inversos con una finalidad educativa.
Por ese motivo estudiaremos el caso en el que el modelado matematico y los
problemas inversos se combinan, de donde surgen naturalmente los problemas de
Modelado Inverso, como llamaremos a los problemas de modelacion formulados en
forma inversa.

Obviamente, también pueden presentarse problemas inversos vinculados a las
aplicaciones de la matematica, que por lo general son mas sencillos que los problemas
de modelado inverso.

Para este tipo de problemas — sean de modelado inverso o simplemente problemas
inversos vinculados a alguna aplicacion — no existe una metodologia general de
resolucidn, pero si existen estrategias — comunes a todos los problemas inversos — que

seran analizadas en la siguiente sub-seccion.

2.2.4 La resolucion de los problemas inversos y/o de modelado inverso

Los problemas de modelado inverso en definitiva pueden ser considerados como un
caso particular de problemas inversos, por lo que sus técnicas resolutivas pueden ser
en muchos casos bastante similares.

Como dice Bunge (2006), “Los problemas inversos son de gran interés tedrico porque

se refiere a las investigaciones mas dificiles en todos los campos...” y ademas “... la
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resolucion de un problema inverso involucra sintesis o razonamiento regresivo, o sea
de conclusiones a premisas o de efectos a causas”.

Esto dltimo deja a docentes e investigadores, un margen enorme para plantear
problemas creativos, que permiten desarrollar las habilidades, estrategias vy
pensamiento critico de los estudiantes.

Particularmente, en lo que refiere a las estrategias de resolucién de estos problemas,
Bunge (2006), menciona las siguientes:

— Transformar el problema en uno diferente, pero soluble

— Atacar la familia de los problemas directos, ya que uno de sus
miembros puede dar la clave para resolver el problema inverso
considerado

— Suponer distintos escenarios en el pasado que pueden haber
desembocado en los resultados del presente

— Inventar y ensayar hipotesis plausibles hasta dar con la verdadera

La sola enumeracion de estas y otras eventuales estrategias ya nos da una idea mas
que clara de su valor didactico, en tanto permite proponer eventuales hipotesis,
mecanismos, modelos, etc., ensayarlas y evaluar sus resultados. Por otra parte, si
ademas agregamos el modelado matematico — como sucede en el modelado inverso —
entonces resulta una plataforma invalorable para el trabajo multidisciplinario.
Nuevamente citando a Bunge (2006): “los problemas inversos son tan dificiles y han
sido tan discriminados que el primer congreso internacional sobre el tema se realizo
recién en 2002” y “los tratados sobre el tema se cuentan con los dedos de la mano”
Esto quiere decir, que si bien los problemas inversos (al menos en Matematica) datan
de unos cinco siglos — el primero de ellos (Groestch, 1999, 2001) se le suele atribuir
a Tartaglia, que en 1537 estudié un problema inverso de balistica — tal parece que
hasta el momento es muy poco lo que se ha avanzado. Si ademas consideramos su
muy escasa utilizacion en Matematica Educativa, entonces es ain mas largo el camino
que gqueda por delante.

Teniendo en cuenta estos hechos y el innegable potencial educativo de los problemas

inversos y los de modelado inverso, se puede concluir que la investigacion vy
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desarrollo de dichos problemas, constituye una tarea ineludible para los investigadores
en Educacién Matematica.

En este trabajo se estudiardn las reformulaciones como problemas inversos,
propuestas por futuros profesores, lo que establece una conexién con la investigacion
en proposicion de problemas. Esto Gltimo constituye un area tradicional de estudio en
la literatura anglosajona (problem posing), de la que se comentaran algunas

generalidades en la seccion siguiente.

2.3.- Invencion de problemas

En este trabajo se analiza un problema relativamente sencillo, en el que solo
intervienen conceptos fundamentales de Calculo, Algebra Lineal y Geometria. A
diferencia de algunos trabajos anteriores (Martinez-Luaces, 2003, 2007, 2009, 2012,
2017b), no se han planteado problemas de temas mas avanzados, como Ecuaciones
Diferenciales, Transformacion de Laplace, Estadistica, etc. Por el contrario, la idea es
considerar un problema facil de plantear y al mismo tiempo, susceptible de ser
reformulado en forma de problema inverso por futuros profesores de Ensefianza
Secundaria.

Se espera que las reformulaciones planteadas por los alumnos-profesores sean de
mayor riqueza que el original y favorezcan un proceso de ensefianza-aprendizaje
basado mas en la exploracidn que en la repeticion de procedimientos.

Esto Gltimo vincula el trabajo a realizar con un area tradicional de investigacion en
Educacion Matematica, como es el caso de la proposicion de problemas, o problem
posing, como se le conoce en la literatura anglosajona.

En efecto, existe en la literatura en idioma inglés una larga tradicion en lo que refiere
a la investigacion en la proposicién de problemas (problem posing) y los trabajos de
Brown y Walter (1990, 1993), Kilpatrick (1987), Silver (1994, 1997) y English
(1997), entre otros, representan algunos de los ejemplos mas conocidos. Bajo la
denominacion comiin de “problem posing” estos autores incluyen la formulacion de
problemas nuevos y/o la reformulacién de problemas suministrados previamente, en
un cierto formato que puede estar mas o menos estructurado (Silver, 1994, 1997,
English, 1997; Silver y Cai, 1996).
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Un caso particular digno de estudio, es el que tiene lugar cuando los estudiantes se
plantean un nuevo problema durante la resolucion de uno de mayor complejidad
(Silver, Mamona-Down, Leung y Kenny, 1996). Esta situacion ya se puede ver en los
trabajos de Polya (1979), que propone como una posible estrategia el planteamiento
del problema de una manera diferente, o también puede ser el establecimiento de
variantes, descartando alguna o algunas de sus condiciones.

En trabajos de otros investigadores, la formulacion de problemas no tiene por qué
estar ligada a la resolucion de un problema concreto. Por ejemplo, hay trabajos en los
que se propone la invencién de problemas partiendo de una determinada situacién o
experiencia (Silver, 1994, 1997).

Otra opcién es combinar los dos enfoques anteriores y solicitar a los alumnos que
luego de resolver un problema, lo modifiquen cambiando alguna condicion o la
pregunta final del mismo y de tal modo crear un nuevo problema (Silver, 1994).

Otros investigadores como Brown y Walter (1990, 1993), proponen una estrategia
para plantear nuevos problemas que denominan “What if not?”, consistente en
cambiar condiciones, restricciones, etc., de un determinado problema, generando asi
uno nuevo.

Stoyanova (1998) identifica tres formas posibles en cuanto a la formulacion e
invencion de problemas: situaciones libres, semi-estructuradas y situaciones
estructuradas. En la primera de las mencionadas, no se plantean restricciones a la
invencion de problemas; en las semi-estructuradas se propone el planteamiento
problemas basados en alguna y en las situaciones estructuradas, se reformulan un
cierto problema dado o se cambia alguna condicion del mismo.

En este trabajo — al igual que en la experiencia desarrollada en Colima (Martinez-
Luaces, 2013a) se proporciona a los alumnos un problema directo y la consigna sera
reformularlo en forma de problema inverso, por lo tanto, corresponde a una situacion

estructurada, dentro de la clasificacion dada por Stoyanova (1998).

2.4.- Andlisis didactico

En esta seccion se intenta resumir muy brevemente la herramienta que se va a utilizar
en el andlisis de las producciones de los profesores en formacidn, el analisis didactico.

En particular, se plantea en esta seccidon un breve resumen de su estructura, su
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organizacion y de como permite abordar el disefio, puesta en practica y evaluacion de
actividades de ensefianza y aprendizaje de un tema especifico de matematicas.

El conocimiento profesional del profesor, que le ayuda a establecer el significado de
los conceptos, a planificarlos, implementarlos y evaluarlos, comienza y se construye
mediante el contenido didactico. Este proceso sigue un método al que Rico y
colaboradores han denominado andlisis didactico (Rico, Lupiafiez y Molina, 2013;
Rico y Moreno, 2016).

El analisis didactico se estructura segun cuatro tipos de analisis, con objeto de estudio
distintos, segun las dimensiones del curriculo de matematicas. En el caso concreto de
un contenido matematico escolar, se entiende como un método para escudrifiar,
estructurar e interpretar, dentro de un marco curricular, los contenidos didacticos de
las matematicas escolares, con el propdsito de su planificacion, su implementacion en
el aula y su evaluacion.

Comienza por el analisis de los significados de los contenidos matematicos escolares.
En segundo lugar realiza el analisis cognitivo de esos mismos contenidos, que
determina las condiciones para el logro de los correspondientes aprendizajes.
Seguidamente, el andlisis de instruccion considera las tareas, organizacion y recursos
necesarios para la ensefianza de estos contenidos matematicos. Finalmente, tiene lugar
el andlisis evaluativo, que valora los aprendizajes logrados, la informacion recogida y
la toma de decisiones.

En el caso concreto de este trabajo el andlisis didactico ha sido utilizado como
herramienta para el disefio del trabajo de campo y para el analisis de las producciones
de los profesores en formacion. Sin embargo no se ha realizado la evaluacion de estas
producciones, por lo que en el marco tedrico nos concentraremos en los tres primeros
analisis mencionados: analisis de los significados, andlisis cognitivo y analisis de
instruccion.

En el analisis de contenido el profesor identifica, selecciona y organiza conceptos y
procedimientos aptos para la instruccién. Luego, el anlisis cognitivo aborda el
aprendizaje del tema por parte de los alumnos, enuncia expectativas, analiza
limitaciones y organiza la seleccion de las tareas a realizar. A continuacién, en el
andlisis de instruccion el profesor disefia y secuencia tareas, selecciona materiales y

delimita la gestién del aula. Por ultimo en el andlisis evaluativo — después de
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implementar la unidad didactica — se recaba la informacion sobre si se han alcanzado
las expectativas, la funcionalidad de las tareas, etc.

La anterior descripcion da lugar a una estructura ciclica donde la informacion
obtenida en el anélisis de actuacion sera fundamental para una nueva puesta en
practica del andlisis didactico.

En las tres siguientes sub-secciones, se analizaran brevemente las tres primeras etapas
del analisis didactico, es decir: el andlisis de contenidos, el analisis cognitivo y el

analisis de instruccion.

2.4.1 El anlisis de los contenidos matematicos

El andlisis de los contenidos matematicos tiene como finalidad analizar, describir y
establecer los diferentes significados de las nociones matematicas involucradas en la
unidad didéctica.

El analisis del contenido matematico se plantea en torno a tres organizadores de
curriculo: los sistemas de representacion, los sentidos y los modos de uso vy la
estructura conceptual.

Los sistemas de representacion consideran las diferentes maneras en las que se puede
representar el contenido y sus relaciones con otros conceptos y procedimientos. Los
sentidos, considera los contextos y modos de uso, incluyendo los fendbmenos y las
situaciones, que pueden dar sentido al contenido considerado. Finalmente, la
estructura conceptual considera las relaciones de los conceptos y procedimientos
implicados en el contenido estudiado, atendiendo tanto a la estructura matematica de
la que forman parte, como a la que configuran tales conceptos y procedimientos.

El analisis comienza por delimitar los focos de contenido (agrupaciones especificas de
conceptos, procedimientos y relaciones) en una revision del tema en documentos
curriculares.

El punto de partida de analisis de contenido es la revision del tema en los documentos
curriculares, con el objetivo de delimitar focos de contenido, que consisten en
agrupaciones especificas de conceptos, procedimientos y relaciones, que adquieren
importancia especial pues expresan, organizan y resumen agrupamientos coherentes
de los contenidos. Esta informacion puede complementarse con otros documentos que

abordan el andlisis de las matematicas escolares.
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En el capitulo correspondiente al analisis metodoldgico, se analizaran con mas detalle
algunos de los temas anteriores, como por ejemplo, los sistemas de representacion y el

analisis fenomenoldgico.

2.4.2 El andlisis cognitivo

El anélisis cognitivo permite al profesor llevar a cabo una descripcion y un andlisis
detallados de la problematica del aprendizaje de un tema especifico de matematicas
desde un punto de vista curricular y funcional (Rico, 1997).
El analisis cognitivo se estructura en torno a lo que el profesor espera que aprendan
los escolares, a lo que puede interferir en ese aprendizaje, y a lo que les permite a los
escolares aprender y al profesor observar si se produce ese aprendizaje de manera
efectiva. Estas tres herramientas delimitan los tres organizadores del curriculo que
estructuran y organizan el analisis cognitivo. Aunque cada uno de estos organizadores
aporta una herramienta de analisis relacionada con el aprendizaje escolar, no son los
Unicos aspectos que podrian considerarse. Estos organizadores son:
e Las expectativas de aprendizaje, que delimitan y organizan lo que el profesor
espera que los escolares aprendan segun diferentes niveles;
e ¢l analisis de limitaciones de aprendizaje, que se centran en los posibles
errores y dificultades que pueden surgir en el proceso de aprendizaje; y
e las oportunidades de aprendizaje que el profesor brinda a sus escolares.
La sintesis que resulta de este analisis, muestra una planificacion del aprendizaje que,
partiendo de la informacion del analisis de contenido, toma en consideracion esos tres

organizadores y permite afrontar el disefio y seleccion de tareas.

2.4.3 El analisis de instruccion

El andlisis de instruccidon se centra en el disefio, seleccién y secuenciacién de las
tareas que conformaran la unidad didactica que se esta planificando. También recoge
aspectos relativos a la gestion del aula y al empleo de materiales y recursos.

El resultado del analisis de instruccion es, por lo tanto, el disefio y la justificacion del
disefio y secuenciacion de una unidad didactica sobre un tema concreto de

matematicas. Hay una relacién directa con el analisis cognitivo ya que la seleccién de
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unas expectativas de aprendizaje concretas marca la orientacion de las tareas que
habra de poner en juego el profesor. También hay una relacion reciproca pues al
mismo tiempo, el analisis de una tarea especifica puede ampliar o enriquecer las
expectativas planteadas.
Las tareas matematicas son elementos centrales en ambos anlisis — cognitivo y de
instruccion — y constituyen el eje organizador del segundo. En ocasiones, el simple
hecho de resolver una tarea, nos da informacion sobre su idoneidad para el
aprendizaje de las matematicas, mientras que en otros casos, es necesario profundizar
mas las actuaciones que promueve, la diversidad de modos de solucion o el nivel de
complejidad. Una simple modificacion del enunciado puede hacer que satisfaga o no
los requerimientos o las finalidades que persigue el profesor y lo importante, es
disponer de criterios para llevar a cabo y justificar tales modificaciones.
El andlisis de instruccion se articula en torno a diferentes componentes que resultan
fundamentales en el proceso de planificacion. Algunas de ellas se pueden identificar
como variables singulares de tarea; otras, como variables de conjunto de tareas
organizadas.
Dichas componentes dan respuesta a diferentes facetas en el proceso de disefio de una
unidad, por ejemplo:

e laadecuacion de las tareas a los contenidos y las expectativas;

e el papel de la resolucién de problemas;

e el empleo de materiales y recursos;

e la secuenciacion de las tareas y las sesiones;

e la consideracion de la atencion a la diversidad desde las matematicas;

la organizacion de la gestion del aula; o

la propuesta de evaluacion de los aprendizajes.
Algunas de estas facetas las volveremos a ver en detalle en el capitulo correspondiente

a la metodologia del trabajo realizado.
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3.- METODOLOGIA

En este capitulo se describe el marco metodoldgico del estudio, que comienza por
caracterizar el tipo de investigacion realizada, que parte de su comparacion con una
experiencia anterior, que inspira parcialmente este trabajo. Se expone el disefio de la
investigacion, que incluye la seleccion de la muestra, el disefio del trabajo de campo,
la descripcién del instrumento utilizado para recolectar informacion, la seleccion y
organizacion de los datos, junto con el analisis de las producciones de los futuros
profesores. En lo que refiere a esto Gltimo, se fundamentan con detalle las categorias
utilizadas para el analisis de las producciones junto con las transformaciones

sucesivas que éstas han experimentado durante el analisis de los resultados obtenidos.

3.1.- Tipo de estudio

Esta investigacion es un estudio exploratorio, ya que corresponde a un primer estudio
sistematico relacionado con la invencion de problemas por parte de futuros profesores
de Ensefianza Secundaria. Tiene como antecedente una experiencia anterior —
desarrollada en la Universidad de Colima, México (Martinez-Luaces, 2013a), en el
afio 2013 — si bien la misma consistié en trabajar con futuros profesores en un mini-
curso de diez horas, luego del cual se les suministré a los participantes una encuesta
de satisfaccion. En esa oportunidad no se realizd un andlisis sistemético de las
producciones de los futuros profesores participantes, lo que marca una diferencia
sustancial con el trabajo que se hace en este TFM, que consideramos como una
primera investigacion en el tema.

De acuerdo con Hernandez, Fernandez, y Baptista (1991), los estudios exploratorios
se llevan a cabo para examinar un problema de investigacion — que puede ser
desconocido o que ha sido poco estudiado — con el objetivo de familiarizarse con el
mismo.

Dankhe (1986) menciona que los estudios exploratorios en pocas ocasiones
constituyen un fin en si mismos y, generalmente, determinan tendencias y relaciones
potenciales entre variables, estableciendo una guia de ideas para una posterior
investigacion mas sistematica y completa.

Volviendo a lo expresado por Hernandez, Fernandez, y Baptista (1991) en el sentido

que los estudios exploratorios que se llevan a cabo para examinar un problema de
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investigacion desconocido o poco estudiado, esa es la situacion con respecto al
problema elegido. En efecto, son escasas las investigaciones que abordan al mismo
tiempo los problemas inversos y el modelado matematico, como se ha mencionado
anteriormente en la revision de antecedentes en el Capitulo 2. Dos excepciones a lo
antes mencionado son el trabajo de Liu, presentado en ICTMA 10, (Liu, 2003) y el
articulo publicado en Mathematics Education Research Journal por Yoon, Dreyfus y
Thomas (2010). En el primero, el autor comenta que si los alumnos s6lo se enfrentan
a problemas directos, no estaran bien preparados para los problemas inversos, luego
de lo cual se muestra que los mismos pueden ser introducidos en cursos de modelado
matematico y aplicaciones. En el segundo trabajo, los autores proponen a los alumnos
un circuito de senderismo, donde se grafica el gradiente del camino versus la distancia
recorrida (es decir, se les provee de la funcion derivada) y se les pide el grafico de
altura frente a distancia recorrida (la anti-derivada), problema inverso al que no fueron
expuestos previamente. En los dos casos se trabajan problemas inversos, que tienen
conexion con los problemas del mundo real, pero cabe acotar que en ambos casos se
trabaja con alumnos, no con futuros profesores. Por otra parte, en dichas
investigaciones se proveyo el modelo a los estudiantes, por lo que no se pidié su
construccion y menos aun que inventen problemas vinculados a las situaciones
analizadas.

En el caso de nuestro propio trabajo preliminar en Colima, si se trabajé con profesores
en formacion (Martinez-Luaces, 2013a), pero esa experiencia no fue planteada
originalmente como una investigacion y no se desarrollé un instrumento para analizar
las producciones de los futuros docentes. En virtud de lo anterior, se puede decir que
la metodologia propuesta en esta oportunidad guarda una cierta relacion con lo hecho
en la Universidad de Colima, pero se diferencia claramente en cuanto al disefio,
recoleccién y tratamiento de datos.

También consideramos que esta investigacion corresponde a un estudio descriptivo ya
que busca describir las producciones de los futuros profesores en la reformulacion de
un problema de modelado presentado en forma directa, al cual deberan replantear
como problema inverso.

Por ultimo, el estudio pretende describir y caracterizar en términos cualitativos y
porcentuales las producciones de los futuros profesores frente a la tarea de inventar

problemas inversos de modelado, a partir de un problema directo que les fuera
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proporcionado previamente. Por otra parte, dado que se trata de futuros docentes, la
idea es que ese proposito sea parte de un enriquecimiento de tareas destinadas a
alumnos de Ensefianza Secundaria. Se trata también de analizar sus respuestas en
términos de la comparacion que ellos mismos realizan de ambos problemas, acerca de
su significatividad, autenticidad, elementos que componen la tarea y variables de tarea
que utilizan.

El andlisis de las producciones de los futuros docentes, se analiza en las Ultimas
secciones del capitulo. En primer lugar, la misma se realiza siguiendo el método de
analisis de contenido (Rico y Fernandez-Cano, 2013). El andlisis de contenido es
desde un punto de vista metodolégico un procedimiento riguroso, gobernado por
reglas sistematicas para el examen y verificacion de contenidos de datos escritos
(Cohen, Manion y Morrison, 2011, p. 563). Esta herramienta se describird brevemente
en la sub-seccion 3.4.1 de este capitulo.

Por otra parte, el analisis de contenido puede ser de utilidad, pero resulta mucho mas
eficaz si se complementa con el analisis de las tareas, por lo que también abordaremos
éste Ultimo, lo que tendra lugar en la sub-seccion 3.4.2 de este mismo capitulo.
Finalmente, teniendo en cuenta todo lo anterior, se expondra como quedd la version
final del instrumento utilizado en el analisis de las producciones de los futuros

profesores.

3.2.- Participantes del estudio

Considerando las caracteristicas de la investigacion, se requeria trabajar con uno o
méas grupos de futuros profesores de matematicas para Ensefianza Secundaria.
Teniendo en cuenta las opciones disponibles, se optd por trabajar con los estudiantes
de los Grupos A y B de la asignatura Aprendizaje y Ensefianza de las Matematicas en
Secundaria, en el Master en Profesorado de Ensefianza Secundaria.

En el afio académico 2016-2017 en la Universidad de Granada, el Grupo A estaba
constituido por 33 alumnos, el Grupo B lo formaban 41 alumnos, con asistencia
regular a clase. El trabajo de campo contd con la colaboracién de los profesores

titulares Luis Rico, Grupo A, y Antonio Moreno, Grupo B.

3.3.- Instrumento y protocolo de aplicacién
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Para la parte experimental de este estudio se trabajé con los participantes en dos
sesiones de trabajo: una experiencia previa con un primer problema (el problema de la

piscina) y una experiencia final con un problema distinto (problema de la oveja).

3.3.1 Experiencia previa: Problema de la piscina

Los profesores en formacién de los dos grupos mencionados, trabajaron en una
primera clase sobre un problema de tiempo de llenado de una piscina, el cual ya habia
sido propuesto en Colima (Martinez-Luaces, 2013a) y también ha sido recogido en
dos libros sobre problemas inversos de modelado (Martinez-Luaces, 2012, 2016b).

En la version original del problema se describe una piscina rectangular, de 40 metros
de largo por 20 metros de ancho, cuya profundidad varia linealmente desde 1 metro
(en el sector destinado a los nifios) hasta 3 metros (en el sector para los adultos). En el
problema directo se solicita el volumen de agua en la piscina como funcion de su
altura, por ejemplo, en su extremo mas profundo. Los detalles de la formulacion de
este primer problema pueden apreciarse en el anexo, al final de este trabajo.

Un problema maés interesante y mas vinculado a las situaciones que se pueden
presentar en la vida real, seria tratar de determinar la altura del agua en la piscina
como funcion del tiempo de llenado, bajo la suposicion de que la piscina se esta
llenando a razén de 0.8 metros cubicos por minuto.

Este problema inverso de pre-Calculo es mucho mas interesante y aplicable, ya que
permite saber cuanto tiempo se necesitaria para lograr un nivel deseado de agua en la
piscina, en la parte mas profunda de la misma.

El problema anterior permite varias reformulaciones posibles — no todas inversas —
por ejemplo, se puede cambiar la geometria de la piscina, o agregar un grupo de
personas que se bafian en la piscina, entre otras opciones.

En la primera sesion de dicho trabajo de campo (dia 9 de febrero de 2017), se propuso
el problema antes mencionado — en forma de problema directo — y se pidio a los
futuros profesores que lo reformularan como parte de una propuesta de
enriquecimiento de tareas destinadas a alumnos de Ensefianza Secundaria.

Como parte de la tarea, se les suministré una planilla para que hicieran la valoracion
de los enunciados de los problemas propuestos. Copia de la planilla suministrada a los

futuros profesores también puede verse en el anexo.
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Las caracteristicas contempladas en dicha planilla y los descriptores utilizados seran
objeto de anélisis en este mismo capitulo, en secciones posteriores.

Cabe mencionar que en el anexo, al final de este trabajo, se puede ver la planificacion
disefiada por los profesores Rico y Moreno para la sesidn de clase mencionada, que
constituye la primera parte del trabajo de campo de esta investigacion.

Las producciones de los futuros docentes de ambos grupos se sometieron a un primer
analisis, como puede verse en el archivo anexo.

De todas las reformulaciones presentadas se seleccionaron tres que habian sido
planteadas en forma de problemas inversos y eran particularmente interesantes, de las
cuales una de ellas pertenece a uno de los profesores en formacion del grupo Ay las
otras dos son de integrantes del grupo B (en el anexo se pueden apreciar los detalles
de las reformulaciones seleccionadas).

Luego, en una segunda sesion de trabajo, mostrando estas reformulaciones, se les dio
una breve explicacion sobre problemas directos y problemas inversos. Finalmente, se
propuso a los docentes en formacion un nuevo problema directo (el problema de la

oveja), que se comentara en la proxima sub-seccion.
3.3.2 Experiencia final: Problema de la oveja

En una segunda clase con los profesores en formacidn, se propuso un nuevo problema
directo (el problema de la oveja), cuya formulacion se muestra en la Figura 1. A
diferencia de lo sucedido con el problema de la piscina, en este caso se pidié a los
participantes que reformularan el problema de manera inversa.

Cabe mencionar que este problema también fue propuesto en Colima (Martinez-
Luaces, 2013a) y ademas fue recogido en los dos libros antes mencionados (Martinez-
Luaces, 2012, 2016b).

El problema directo consiste en obtener f para uno o mas valores de r y hay cuatro

situaciones diferentes que pueden presentarse (ver Figura 3.1):

e Cuando 7 €[0,1/2) , la oveja no alcanza los bordes laterales del

terreno.
. 1 .
e SiTE [E ,1) , la oveja puede alcanzar los bordes laterales del terreno,

pero no el borde superior.
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NG . .
e Enelcasoque r € [1,7), la oveja puede alcanzar el borde superior del
terreno pero no el terreno completo.

5 .
e Cuando r = \/?— la oveja puede pastar en todo el terreno.

IZROBLE MA: area accesible para una oveja en un campo cuadrado.

na oveja se encuenfra pastando en un ferreno cuadrado, cuyo lado esZ. La oveja
estd atada en el punto (L/2,0) . es decir. en 1a mitad del lado sur del terreno,

[mediante una cuerda de longitud R A como se esquematiza en la Figura 1:

v‘h

»
L4

L/2 L X

Figura 1. Parte del terreno que resuita accesible a ia oveja.

En esta figura. 4 representa el area del sector en el cual 1a oveja puede pastar.
Sea r=% el cociente entre 1a longitud de 1a cuerda vy el lado del terreno y sea f =L—4

la fraccion del area total que es accesible a 1a oveja. Obsérvese que tanto /' comor
son razones, es decir, numeros adimensionales yva que numerador v denominador
|tienen 1a misma unidad.

Un posible problema directo consste en solicitar a los estudiantes que
obtengan f para uno o mas valores de » . por gjemplo jqué fraccion del area total es

accesible a 1a oveja st 1a cuerda mide las tres cuartas partes de la longitud del lado del

terreno?

Figura 3.1. Problema de la oveja enunciado en forma directa.

Este problema puede facilmente convertirse en un problema inverso, para ello basta

analizar lo siguiente: resulta obvio observar que para cada valor de » > 0 existe un
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Unico valor de A, pero es bastante méas interesante hacer preguntas sobre la misma
situacion, pero planteadas en forma inversa. Concretamente, esto es lo que se pidi6 a
los futuros profesores en primer lugar y ademas de plantear su reformulacion, se les
solicit6 que analizaran comparativamente las tareas, como se habia hecho
anteriormente en el problema de la piscina.

El guion de esta segunda clase, que tuvo lugar el dia 15 de febrero de 2017, puede

verse en la Figura 3.2.

MASTER DE PROFESORADO DE SECUNDARIA, ESPECIALIDAD DE MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LA MATEMATICA.

APRENDIZAJE Y ENSENANZA DE LA MATEMATICA. CURS0 2016-2017.

ANALISIS DE INSTRUCCION.

ESTUDIO DE TAREASMATEMATICAS ESCOLARES: ENRIQUECIMIENTOY COMPLEJIDAD.

Guidn sesion 15 de febrero de 2017.

1. Presentacion de las problemas inversos utilizando algunas de las
reformulaciones (inversas) planteadas por los estudiantes y comparar con
el problema original (directo) que le dio origen.[Seguir presentacidn del
Archive Resumen problemas piscina inversos)

2. Entrega de un nuevo problema original (problema de la oveja) vy observar
que esta planteado en forma directa (hallar area accesible parala ovejaen
funcién de la longitud de la cuerda).

3. Solicitar como trabajo individual para casa para entregar mafiana la
reformulacionde un problema inversode ese enunciado y entregar una
plantilla para el analisis comparativo entre el problema original (directo] y
la reformulacién (inversa).

Horario de aplicacion: 16:00h a 16:45h (Grupo A) o bien, con autorizacidén de A.
Moreno de 17:45h a 16:30h.

Material necesario:

75 ejemplares del problema de la oveja en version directa
75 ejemplares de la plantilla para la comparacion de los dos problemas

Figura 3.2. Guion de la segunda clase sobre reformulacion de problemas.

3.3.3 Datos recogidos con el problema de la oveja

Cabe realizar algunas puntualizaciones sobre el total de respuestas obtenidas entre los

dos grupos. En primer lugar, no todas las respuestas recibidas correspondieron a
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reformulaciones inversas del problema planteado, por lo que algunas de las
producciones no han sido tenidas en cuenta para este estudio.

En contraposicion con lo anterior, algunos de los futuros docentes propusieron mas de
una reformulacion, de hecho, alguno de ellos propuso hasta tres reformulaciones
inversas.

Finalmente, cabe mencionar que algunos de los integrantes de los grupos trabajaron
en forma individual y otros lo hicieron en parejas, por lo que no hay una respuesta por
cada futuro docente, ni tampoco a cada participante corresponde necesariamente una
Unica respuesta.

Por estos motivos, las producciones han sido codificadas como respuestas (R1, R2,
etc.), en lugar de codificarlas por autor. Originalmente dichas producciones habian
sido codificadas como Al, A2,..., B1, B2,... segun el grupo considerado (A o B),

seguido de un nimero que representa a cada uno de los docentes en formacion.

3.4.- Método de analisis

Como ya se menciono, en este estudio se propusieron — al menos en principio — dos
tareas semi-estructuradas de invencién de problemas, de acuerdo a una de las
clasificaciones antes mencionadas en el marco tedrico (Stoyanova, 1998).

En la primera de ellas se planted un problema directo de modelado, vinculado al
llenado de una piscina y se propuso a los futuros profesores que elaboraran una
reformulacion destinada a enriquecer la tarea. Esa primera experiencia con los
estudiantes del Master en Profesorado de Matematicas sirvid a tres propésitos
distintos: trabajar con los futuros profesores en reformulacion de problemas, realizar
un analisis comparativo de las tareas antes y después de la reformulacion y en proveer
ejemplos de reformulaciones inversas.

En efecto, varias de las reformulaciones fueron seleccionadas para introducir a los
futuros profesores los problemas inversos de modelado.

Para el disefio de este instrumento se consideré que el contexto debia ser de interés,
familiar para los estudiantes y que debia motivar a plantear problemas inversos, que
permitieran el enriguecimiento de las tareas a proponer para estudiantes de Ensefianza

Secundaria.
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Ademas, como ya se menciono, las dos sesiones fueron disefiadas de modo tal que los
futuros profesores no solamente trabajaran en la invencion de problemas, sino que
también hicieran el analisis comparativo de las tareas propuestas, antes y después de
la reformulacién.

El andlisis de los datos se realiz6 siguiendo el método de anélisis de contenido (Rico y
Ferndndez-Cano, 2013), complementado con el analisis de las tareas. Ambos

componen las dos sub-secciones que abordaremos a continuacion.

3.4.1 El anlisis de contenido

El andlisis de contenido es un procedimiento riguroso, gobernado por reglas
sistematicas para el examen y verificacion de contenidos de datos escritos (Cohen,
Manion y Morrison, 2011, p. 563). Esta herramienta se ha utilizado “en educacion
matematica como método para establecer y estudiar la diversidad de significados
escolares de los conceptos y procedimientos de las matematicas que aparecen en un
texto” (Rico y Fernandez-Cano, 2013, p. 11).

Las etapas para realizar un analisis de contenido (Rico y Fernandez-Cano, 2013)

aplicadas a las producciones de los futuros profesores son:

e Definir las categorias.

e Inducir el sistema de categorias sobre las unidades de analisis, incluyendo cada
unidad de analisis en una categoria.

e Relacionar las categorias entre si.

e Relacionar el proceso de analisis del contenido con el objetivo del trabajo.

En muchos trabajos en Educacién Matematica, las categorias consideradas para

analizar el contenido son (Rico y Fernandez-Cano, 2013):

e Conceptual, que considera el momento histérico y el contexto del
comunicador.

e Formal y estructural, que considera definiciones, procedimientos y estructura

formal de los contenidos estudiados.
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e Representacional, que comprende las expresiones simbodlicas y gréficas y los
sistemas de signos empleados.

e Fenomenoldgica, que tiene en cuenta los fendmenos que dan origen a los
conceptos, los contextos en los que se utilizan, las situaciones en las que se

presentan y los términos relacionados que dotan de sentido al contenido.

En nuestro caso, las tres Ultimas son particularmente importantes.

3.4.2 El andlisis de tareas

El analisis de tareas requiere una mencién especial en este trabajo, ya que el analisis
de contenido puede ser de utilidad, pero resulta més eficaz cuando se completa con el
andlisis de las tareas. Por lo tanto, conviene hacer una eleccion de indicadores para el
analisis de tareas para poder completar el estudio de las producciones de los
profesores en formacion. Para ello, son especialmente Utiles las pautas que pueden
encontrarse en Moreno y Ramirez (2016).

Para el analisis de las producciones de los futuros docentes, las variables

seleccionadas en una primera aproximacion, fueron las siguientes:

e Contenido matematico: tiene que ver con la evolucién histérica de las diversas
ramas de la matematica, la cual se ha dividido en una serie de materias con
distinto objeto y métodos comunes. Geometria, Algebra, Trigonometria,
Calculo y Probabilidad son algunas que estan presentes en el curriculo de
matematicas de Secundaria y se identifican como bloques de contenidos, que
contribuyen a delimitar su alcance.

e Situacion: se refiere al contexto que se propone para el problema reformulado.
Para la clasificacion correspondiente, se consideraron las situaciones
propuestas por PISA (OCDE, 2013). Estas situaciones son personales, cuando
estan relacionadas con actividades diarias de los estudiantes; educativas o
laborales, si se pueden encontrar en una situacion educativa o en un puesto de
trabajo; publicas, si aparece en un medio de comunicacion o en una situacion
comunitaria; y cientificas, si es una situacion abstracta relacionada con la
actividad cientifico-tecnoldgica.
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Expectativas de aprendizaje: se escogen para los escolares de un nivel
educativo concreto sobre un determinado tema matematico y se intenta
persistir en su logro. Esas expectativas se pueden estructurar en varios niveles
de complejidad y la caracteristica comun a todas ellas es que dicho logro se
acredita mediante la respuesta de los escolares a las tareas que el profesor
demanda.

Limitaciones: consiste en un estudio de errores y dificultades que pueden
limitar el proceso de aprendizaje del tema que se esta planificando. Esas
dificultades estan asociadas a las expectativas que los escolares deben lograr y
se hacen visibles en forma de errores o de concepciones parciales, cuando
ellos ponen en juego su conocimiento del tema para afrontar una cierta
demanda cognitiva.

Oportunidades de aprendizaje: este organizador se refiere al conjunto de
circunstancias y experiencias, orientaciones, demandas y retos que acomparian
y estimulan los aprendizajes escolares, bien porque los regulan, los
condicionan, los incentivan o los promueven. Por lo tanto condiciones,
demandas especificas y desafios o0 retos son los componentes de este

organizador que se van a considerar.

Organizacion del trabajo en el aula: aqui en principio se consideraron distintas
formas de organizar y gestionar las clases para conseguir interacciones y
procesos de comunicacion acordes con las expectativas de aprendizaje

concebidas.

Complejidad: Permite describir la dificultad de la tarea. Se consideran tres
grados de dificultad (Moreno y Ramirez, 2016), en orden creciente.
Reproduccion, que engloba a ejercicios que exigen repeticion de
conocimientos descritos; conexion, que agrupa tareas que requieren relacionar
distintas representaciones de una misma situacion o enlazar diferentes aspectos
para alcanzar la solucién; y reflexion, que son tareas que implican un mayor
namero de elementos y exigen generalizaciones, explicaciones, razonamientos

mas complejos v justificacion de resultados.

Materiales y recursos: se refiere a la diversidad de materiales de tipo
manipulativo y los recursos que se necesitan para la ejecucion de la tarea. Por

lo general, en problemas como los propuestos los recursos se reducen al lapiz
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y papel, pero se puede también requerir del uso de programas de
representacion gréfica, calculadoras o programas de célculo simbdlico. Es
menos comun, pero también pueden sugerirse materiales manipulativos que
permitan una representacion del problema.

e Observaciones: Dejamos un espacio para cada tarea propuesta por los futuros

docentes, por si fuese necesario hacer alguna observacion.

A medida que se fue avanzando en el andlisis de las producciones de los profesores en
formacion, algunas de las variables anteriores se fueron desglosando para atender a la
riqueza de las respuestas, resultando en definitiva una planilla con 21 columnas, que
constituyd el instrumento utilizado para el analisis de dichas producciones. Este
instrumento en su version final — al menos en lo que respecta al TFM — se detalla en la

siguiente seccion de este capitulo.

3.5 El instrumento de analisis de las producciones de los futuros profesores

El instrumento utilizado para en analisis de las producciones de los futuros docentes,
como ya se comentd, resultdé ser una planilla con un total de 21 columnas, que se

describen brevemente a continuacion:

e En una primera columna se ubicaron las respuestas — codificadas como R1,
R2, etc. — a las que se agreg0 entre paréntesis un codigo que indicaba el grupo
y nimero de alumno, por ejemplo Al, A2,..., B1, B2, etc. En algunos casos un
mismo alumno propuso dos y hasta tres reformulaciones del problema y en ese
caso se agreg0 una letra minuscula (por ejemplo, la respuesta R1 fue propuesta
por el alumno Al4a).

e Las columnas 2 y 3 — bajo el titulo comin de “enunciado” — corresponden a
tipo de enunciado (columna 2) y cambio (columna 3). En la primera de ellas se
establece el tipo de enunciado (por ejemplo: funcion inversa, problema
secuencial, etc.) y en la segunda se especifica qué tipo de cambio propone (por
ejemplo: cambio en la geometria del terreno, en la posicion de la estaca, etc.).

e Las columnas 4, 5, 6 y 7 — todas ellas bajo el titulo comun de “analisis de los
significados” — corresponden al contenido matematico (columna 4), sistemas
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de representacion (columna 5), sentido y modos de uso (columna 6) vy
situacién (columna 7). En lo que refiere a contenido matemético son
respuestas comunes: area Yy region, integrales, etc. Los sistemas de
representacion ya fueron comentados en la sub-seccion 3.4.1. En lo referido a
sentidos y modos de uso, lo mds habitual es “espacio y forma”, aunque
también aparecen otras respuestas en menor proporcion. Finalmente, en lo que
tiene que ver con la situacion, la respuesta mas habitual es “educativa o
laboral”, pero no la Unica que se obtuvo. Todo lo anterior se analizard con méas
detalle en el capitulo de resultados.

El analisis cognitivo abarca las siguientes cinco columnas de la planilla:
contenido cognitivo (columna 8), expectativas de aprendizaje (columna 9),
limitaciones (columna 10) y oportunidades de aprendizaje, que se dividié en
dos columnas denominadas “reto” (columna 11) y “comentarios” (columna
12). En la columna correspondiente a contenido cognitivo se incluyen
expresiones de los futuros profesores, enunciadas generalmente comenzando
por un verbo, por ejemplo: “controlar conceptos” o “calcular areas utilizando
integrales”, entre otras opciones. Las expectativas de aprendizaje y las
limitaciones ya fueron comentadas anteriormente en la sub-seccién 3.4.2 y no
sufrieron mayores modificaciones. Oportunidades de aprendizaje se dividio en
dos columnas ya que muchos de los futuros profesores hicieron alguna
mencion al reto (reto interesante, mayor reto, etc.) y en muchos casos
agregaron comentarios adicionales, de alguna manera justificando su
respuesta. Respuestas largas e interesantes con respecto a las oportunidades de
aprendizaje justificaron dividir la columna, para extraer su riqueza y no perder
informacion relevante.

El analisis de instruccion, finalmente se dividié en ocho columnas (de la 13 a
la 20) para tratar de no perder informacién aportada por los profesores en
formacion. La primera de ellas, fue dedicada a “lenguaje” (columna 13) y en
ella los futuros docentes opinaron sobre la claridad, simplicidad, etc. del
lenguaje utilizado en el enunciado del problema. En la siguiente, denominada
“autenticidad” (columna 14), opinaron sobre si la situacién propuesta era o no
una situacion real. La tercera de las columnas, “datos” (columna 15), permitio

recoger comentarios con respecto a los datos proporcionados, por ejemplo, si
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eran suficientes o no. En la columna “finalidad” (columna 16) los estudiantes
se expresaron sobre lo que entendian que podria ser la finalidad de la tarea, por
ejemplo: conectar ideas. La columna siguiente, “ubicacion y agrupamiento”
(columna 17), podria haberse dividido en dos, pero por lo general las
respuestas eran muy escuetas (por ejemplo: “Grupo. En clase”), por lo que se
mantuvieron como una sola columna. La columna 18 “temporalizacion”
también dio lugar a respuestas por lo general breves, como “una sesion”, o
“media hora”, entre otras. La columna 19 “complejidad”, ya fue analizada
previamente y lo mismo ocurre con la columna 20, “materiales y recursos”.

e La dltima columna, igual que en las planillas anteriores, se destind a
observaciones. Por ejemplo, hubo algin caso en que se suministré la

reformulacion del problema, pero no el analisis comparativo correspondiente.

Este instrumento, obviamente es susceptible de nuevas mejoras y adaptaciones y
probablemente sea modificado en algun trabajo posterior al TFM, pero en su
version actual permitio el analisis de las producciones de los profesores en

formacion, que se estudiara in extenso en el préximo capitulo.
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4.- RESULTADOS

En este capitulo se analizan los resultados correspondientes a las reformulaciones del
problema de la oveja, propuestas por los futuros docentes, que actualmente cursan el
Maéster de Profesorado de Secundaria en la Universidad de Granada.

Para el analisis antedicho, en la primera seccion se plantea una clasificacién en nueve
grupos — en algunos casos con sus correspondientes sub-grupos — de todas las
reformulaciones propuestas. Luego, en la segunda seccion se analizan posibles
resoluciones de dichos problemas, para lo cual se tuvieron en cuenta las indicaciones,
palabras claves, etc., en las producciones de los futuros profesores, particularmente en
su andlisis de la tarea reformulada. Finalmente, en las dos Ultimas secciones del
capitulo se presentan resultados en cuanto al analisis cognitivo y al andlisis de
instruccion, de acuerdo a los comentarios que los propios profesores en formacion

incluyeron en la planilla adjunta al problema.

4.1.- Las reformulaciones propuestas

Identificamos varias posibles reformulaciones inversas de este problema propuestas

por los futuros profesores. Dichas reformulaciones pueden clasificarse como sigue:

Grupo 1. Las reformulaciones basadas en la funcién inversa

Una primera reformulacion posible consiste en invertir la funcion involucrada en el
problema directo, lo que implicaria obtener uno 0 mas valores de I' para uno o mas
valores de f, o alguna version equivalente en la que pueden o no agregarse otros
cambios. En funcion de los cambios agregados — ademas de la reformulacion como
problema inverso — se pueden encontrar cuatro variantes, de las que corresponde
destacar las siguientes:

e reformulacion basada en funcion inversa, sin otras modificaciones,

e funcion inversa y cambio de forma geométrica del terreno,

e funcion inversa, cambio de geometria y posicion de la estaca,

e funcion inversa y terreno con obstaculos.
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A continuacién se muestran y analizan ejemplos de cada una de estas variantes

proporcionadas por los alumnos en sus producciones.

Subgrupo 1a. Reformulaciones basadas en la funcién inversa, sin otras modificaciones

Un total de 15 profesores en formacién han propuesto una inversion de la funcion

original f(r), en distintas formas, por ejemplo, en (R8) se pide “hallar I' (relacion

entre la longitud de la cuerda y la longitud del terreno) tal que f =3/4 (es decir que

la oveja pueda acceder a un area que sea 3/4 del area total)”. Otros han optado por
no pedir valores concretos, como es el caso de (R32) que plantea “obtener la longitud
de la cuerda R conociendo el valor de f . Conviene observar que en este iltimo caso
(R32), no se pide la relacion I' sino que se solicita la obtencion de R, longitud de la
cuerda. Otros hacen planteos méas coloquiales, como es el caso de (R23) que pide
determinar “...cuanto debe medir la cuerda para que la oveja pueda acceder al 50%
del terreno...”. Finalmente, se pueden encontrar versiones equivalentes, pero que no
estan bien formuladas desde un punto de vista dimensional, como (R15) que solicita
“...el cociente entre la longitud de la cuerda y el lado del terreno, es decir I,
sabiendo que A mide las nueve cuartas partes del lado del terreno...”. Evidentemente
al comparar una longitud con un area el resultado dependerd de las unidades de
medida. En definitiva se trata de diversas variantes del problema clasico consistente

en invertir la funcion presentada en el problema directo.

Subgrupolb. Funcion inversa y cambio de geometria del terreno

Tres de los futuros docentes han propuesto invertir la funcion f(r), pero agregando

ademas un cambio en la geometria del terreno. Un ejemplo de esta variante se observa
en la (R1) en la que el terreno adquiere una forma trapezoidal, como puede verse en la

Figura 4.1.
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Figura 4.1. Problema con terreno trapezoidal.

Para este terreno modificado, el futuro profesor propone que: “Si el area del recinto A
es 300 m? , ;cuél es la longitud de la cuerda a la que esta atada la oveja?”. Como se

puede ver, a la inversion de la funcion se agrega un cambio de geometria del terreno,

lo que le confiere un poco més de dificultad a la resolucion del problema.

Subgrupolc. Funcién inversa, cambio de geometria y posicion de la estaca

Dos de los profesores en formacion proponen una inversion de la funcion f(r),
cambiando la geometria del terreno y también la posicion de la estaca. Por ejemplo,
en (R26) se propone un terreno rectangular con la oveja atada en uno de sus Vértices,
como se aprecia en la Figura 4.2.

En concreto, el futuro docente plantea: “Si f =0.6 ;qué longitud tiene la cuerda?”.

Otro planteo con cambio de geometria y de posicion de estaca aparece en (R16), que
propone un terreno en forma de triangulo equilatero de lado L/3 y la oveja atada a un
vértice. En estos problemas, el cambio de geometria agrega dificultad, pero de alguna
manera se compensa por el hecho de atar la oveja a un vértice, lo que facilita la

resolucién.
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Figura 4.2. Problema con terreno rectangular y estaca en un vertice.

Subgrupold. Funcion inversa con agregado de obstaculos

Los profesores en formacion han planteado tres reformulaciones inversas en las que
han agregado obstaculos al posible desplazamiento de la oveja. Un ejemplo de este
tipo de problemas es el que se plantea en (R7), en el que se agrega una valla como la

que se ve en la Figura 4.3:

L/2 L X

Figura 4.3. Terreno con una valla que obstaculiza a la oveja.
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El problema reformulado plantea “;Qué longitud tiene que tener la valla para que la
oveja coma el 60% de lo que come en a)?”. Al respecto, cabe mencionar que la parte
(a) es un problema directo en que se pide la fraccién de éarea total parar =3/ 4, por lo
que el problema es mucho mas complejo. En efecto, ademéas de tener que resolver
primero un problema directo, el obstaculo hace que la cuerda tome la forma de una
poligonal formada por dos segmentos, con la consiguiente dificultad afiadida.

En otras reformulaciones se agregan otros obstaculos que hacen que el area de pastura
ya no sea parte de un circulo y la cuerda adopta una forma poligonal con dos o tres

segmentos.
Grupo 2. El problema trivial

Algunas de las propuestas consisten en reformulaciones en las que el problema
original se ha trivializado a tal punto que puede ser resuelto simplemente aplicando
una férmula o realizando manipulaciones algebraicas extremadamente simples. Se

puede considerar que en esta tipologia se presentan tres variantes distintas:

e problemas que se reducen a aplicar una férmula,
e problemas que requieren hacer algun procedimiento algebraico sencillo,

e reformulacion sencilla, con agregado de otras variables externas.
A continuacidn se analizan ejemplos de cada una de estas variantes.
Subgrupo 2a. Problemas que se reducen a aplicar una férmula

En varias de las producciones analizadas se propone calcular la longitud minima de la
cuerda para que la oveja pueda pastar en todo el terreno, por ejemplo en (R6) se
presenta la misma figura original (ver Figura 3.1) y se pide “;Qué longitud minima ha

de tener la cuerda para que la bestia se 1o coma todo? Razonalo.” Obviamente este

problema se reduce a hallar la distancia entre el punto (L/2 , O) , que es donde esta

atada la oveja, y el punto (L : L), que es el punto mas alejado del terreno. Esto hace

que el problema original — que requeria considerar diversas funciones e integrales

definidas — ahora se reduce a aplicar la formula de distancia entre dos puntos, o
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eventualmente, utilizar el Teorema de Pitdgoras. En cualquier caso, la resolucién es

inmediata.

Subgrupo 2b. Problemas que requieren algin procedimiento algebraico sencillo

En algunos casos el problema se trivializa — o al menos se facilita enormemente — ya
que la resolucion consiste en plantear una ecuacion sencilla, de la cual se despeja la

variable solicitada en la reformulacion. Un ejemplo de esta variante aparece en la
respuesta (R22’) en la que se plantea atar la oveja en el punto Q (ver la Figura 4.4) y
la pregunta es “;qué longitud, en relacion al lado del terreno, debera tener la cuerda

para que la oveja pueda acceder a /16 veces el area del recinto?”

vdl

w

Q

Figura 4.4. Problema de la oveja trivializado.

1 ., 7,
Para resolver el problema basta plantear que ZﬂR :EL de donde resulta

R 4 1 R 1 .

—=—=— = —=—_,por lo que todo se reduce a plantear el area de un cuarto
L 16 4 L 2

de circulo y luego despejar la razén solicitada. Con esta reformulacion, ya no es
necesario plantear integrales y todo se reduce a realizar manipulaciones algebraicas

muy sencillas.
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Subgrupo 2c. Reformulacién sencilla con agregado de otras variables

En la respuesta (R25) se agregan dos variables adicionales: el peso del metro
cuadrado de pasto de 10 cm de altura y el consumo diario de una oveja de 40 kg de

peso (dato que deberan buscar los alumnos en Internet). Se pregunta “;cuanto ha de
medir L para que el area de pasto sea suficiente a lo largo de un dia segun la
alimentacion de la oveja?”

Al no haber otra informacidn relevante, todo parece sugerir que la oveja puede pastar
en todo el terreno, por lo cual la reformulacion se parece a la de la respuesta (R6)
previamente analizada, pero en este caso se agregan variables adicionales (peso del
pasto por metro cuadrado y consumo diario de la oveja). No deja de ser un problema
trivial — como el analizado en el caso de (R6) — s6lo que se requiere un poco mas de
elaboracion para establecer la proporcionalidad entre peso y area, ademas de la tarea

extra para los alumnos consistente en buscar un dato en Internet.
Grupo 3. Problema inverso de ubicacion de estaca

En la (R24) se propone un problema que consiste en “...proporcionar como datos el
area cubierta y la longitud de la cuerda, y preguntar por el punto desde el cual se fija

2

la cuerda...”. Por las condiciones de simetria del problema seguramente este

problema inverso no tenga una solucion dnica y su planteo y resolucién tienen un

nivel de dificultad bastante mayor a los analizados en los numerales anteriores.
Grupo 4. Problema inverso de longitud de terreno

En la (R30) se propone un terreno rectangular, de base L y altura 2L, a lo que se

agrega un cambio en la posicidon de la estaca, que ahora se encuentra en el punto

(L/3 : 0), como se puede ver en la Figura 4.5.
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v

L/3 L

Figura 4.5. Problema con terreno rectangular y estaca en (L/3 : O).

Contrariamente a lo que parece ser en principio, no se trata de un problema de cambio
de geometria y posicion de estaca solamente — como los descritos en subgrupo 1.c —
sino que la verdadera novedad reside en cuéles son los datos que proporciona y queé es
lo que pide obtener. En efecto, el futuro docente dice que “la longitud de la cuerda es
tres quintas partes del lado del terreno” y ademas el “area total accesible a la oveja es
400 m® “y la pregunta es “;cudl es el area del terreno que no resulta accesible a la
oveja?”’

El problema combina una primera parte formulada de manera inversa, en la que a

partir del area A=400 m* y la relacion R=3/5L , se deberia hallar el valor de L
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adecuado, y luego un problema directo sencillo en el cual se resta A=400 m? al area

del rectangulo A =Lx2L , para obtener el area no accesible a la oveja.

En lo que respecta a la reformulacion inversa, se trata de un tipo distinto de problema

donde el dato relevante a obtener es la longitud de terreno.
Grupo 5. Problema de optimizacion
En la (R5), el futuro profesor plantea que se atan dos cabras en esquinas opuestas del

terreno cuadrado, de lado L,y agrega una figura similar a la de la Figura 4.6.
v F 9

w

L X

Figura 4.6. Problema de las dos cabras montesas.

En esta reformulacion se plantea que se pretende “que ocupen la maxima area posible
cada una, pero sin coincidir en ningiin punto” y se sabe que “una de las areas tiene
que ser mayor que la otra”. Se pregunta por el tamafio de cada cuerda y cuédnta area
tendra disponible cada cabra.

Se trata entonces de un problema de optimizacion, que depende de dos variables y que
no va a tener un maximo sino un supremo que no sera alcanzable para ningun par de

valores de longitud de cuerda.
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Grupo 6. Problema inverso secuencial

En la (R2) se plantea un problema bastante novedoso, manteniendo la geometria del
terreno y la posicién de la estaca, como se puede ver en la Figura 4.7.
v F 9

w

L/2 L X

Figura 4.7. Problema inverso secuencial.

En esta reformulacion se proporciona el dato correspondiente a la longitud de la
cuerda R=L/3 y se asume que “a lo largo de un dia, la oveja come toda la hierba en
el area accesible” y la primera pregunta es sobre la longitud R', que debera tener la
cuerda “el dia siguiente para que la oveja pueda pastar la misma cantidad de hierba”.
Luego se repite la pregunta para el tercer dia y para el cuarto dia, para finalmente
preguntar “;Después de cuantos dias la oveja no encontrard mas la misma cantidad de
hierba para pastar?”

Como se puede ver, se invierte el orden de las variables involucradas, se mantienen la

geometria y la posicién de la estaca, pero ahora el problema es de tipo secuencial.

Grupo 7. Problema incremental

En la (R38) el docente en formacion no presenta ningln diagrama, por lo que

aparentemente se mantienen las condiciones del problema original. Se plantea que “la

oveja puede pastar una fraccion f <1 del terreno con una longitud de cuerda R, “y
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se pide “;cudnto hay que alargar la cuerda para que la oveja pueda pastar un 10% mas
de lo que ya puede pastar?

En este caso — ademas de invertir la funcion — se trata de vincular el incremento de
longitud al incremento de area, lo que le confiere un caracter distinto al que tenian

otros problemas analizados anteriormente.

Grupo 8. Problema dinamico

En la (R4) se mantiene la geometria del terreno y la posicion de la estaca y se agrega
una segunda oveja, ambas atadas con una cuerda de longitud R=3/4L, que estan

pastando en el punto P de la Figura 4.8.

Y Fs
L
B{__d—-r S
o,
P Q
R
L/2 L X

Figura 4.8. Problema dindmico con dos ovejas.

En este problema, la oveja «, corre a lo largo del segmento PQ con una cierta
velocidad que se proporciona en funcién de L,y la oveja B, corre a lo largo del arco
PSQ . Se plantean varias preguntas, siendo particularmente interesante la tltima — ya
que se invierte la funcién — en la que se pide la velocidad que debe tener la oveja S

para llegar al punto Q al mismo tiempo que la oveja o .

El problema puede ser considerado inverso, ya que se da el tiempo de llegada y se
pide la velocidad, pero cambia totalmente el problema original que era un problema

estatico a diferencia del propuesto que agrega una cierta dinamica.
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Grupo 9. Problema iso-superficial

En la (R3) se propone un problema iso-superficial que comienza por considerar para
el primer dia, una oveja atada en el punto (L/2, 0) con una cuerda que “mide las tres
cuartas partes de la longitud del lado del terreno”. En esta reformulacion se plantea
que al segundo dia el pastor “ata a la oveja a un palo ubicado en la esquina (0 : 0) del

terreno” y se pregunta “;qué longitud deberia tener la cuerda para que el area
accesible sea equivalente a la del dia anterior?” Finalmente se plantea la misma
pregunta pero esta vez ubicando el palo en el centro del terreno.

Se trata de un doble problema iso-superficial donde se piden longitudes de cuerda

para que las areas de pastoreo se mantengan incambiadas.
4.2.- Posibles resoluciones de los problemas reformulados

En la seccion anterior se presentaron nueve grupos de reformulaciones del problema
de la oveja, algunos de los cuales tenian a su vez diversas variantes que dan lugar a
varios subgrupos. En lo que sigue se intentard& mostrar ejemplos de posibles
resoluciones basadas en los propios comentarios de los profesores en formacion, ya
que no se les exigié que presentaran una resolucion pero, de todos modos, en muchos
casos es posible inferir como pensaron resolver el problema planteado.

Para el propdsito antes mencionado, se seguird el mismo orden utilizado en la

clasificacion de las reformulaciones, realizada en la secciéon 4.1.
Grupo 1. Reformulaciones basadas en la funcidn inversa

La primera reformulacion estudiada consiste en invertir la funcién del problema
directo, lo que implica obtener uno o més valores de I' para uno o mas valores de f .

A su vez, dentro de este primer grupo se encontraron cuatro variantes:

e reformulacion basada en funcién inversa, sin otras modificaciones,

e funcion inversa y cambio de geometria del terreno,
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e funcidn inversa, cambio de geometria y posicion de la estaca,

e funcidn inversa y terreno con obstaculos.

A continuacion se analizan ejemplos de cada una de estas variantes

Subgrupola. Reformulaciones basadas en la funcion inversa, sin otras modificaciones

En varias de las respuestas de los futuros profesores se ha propuesto una inversion de
la funcion original f(r). Los que propusieron este tipo de problema no dan muchas

indicaciones que sugieran como resolverlo. Uno de los que da méas explicaciones es

(R34), que presenta una diagrama como el de la Figura 4.9 y ademas aclara que “la
oveja barre un area del cuadrado de12m?” y pregunta “;cuél es el radio de la cuerda?

Finalmente, en sus comentarios del problema propuesto, dice “Los contenidos son

conocidos: area y longitud”.

‘IJL

A=16m’

-

Figura 4.9. Diagrama incluido en (R34).

En funcion de lo que expresa verbalmente y la representacion pictdrica agregada, da

la sensacion de que la idea es observar que si el area total es de 16m?, entonces
L =4m Y la oveja estaria atada en el punto (2 : O) mediante una cuerda de longitud

R. La ecuacion de la circunferencia serd entonces (x—2)°+y?=R?, de donde
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resulta que y =+/R? —(x—2)2 es la semi-circunferencia superior y entonces se trata
4

de que el area accesible a la oveja sea 12m? :J' R?—(x—-2)dx . El problema se
0

resolveria calculando la integral — que quedaria en funcién de R —y luego despejar
dicha variable.
Subgrupolb. Funcién inversa y cambio de geometria del terreno

En algunos casos se ha propuesto invertir la funcion f(r), cambiando la geometria

del terreno. Un ejemplo de esta variante se observa en la (R1) en la que el terreno
adquiere una forma trapezoidal, como puede verse en la Figura 4.10. El autor de la
propuesta aclara que: “... el area del recinto A es 300 m*” y en sus comentarios
menciona que “la meta en ambas tareas es que controlen los conceptos de area y
region”.

Como se puede ver, una vez mas, no hay demasiados datos que permitan saber cuél es
la resolucion que el profesor en formacion espera de los alumnos. Lo que resulta claro

a partir del diagrama es que la oveja esta atada en el punto (10 : 0) —en ese caso la
ecuacion de la circunferencia sera (x—10)* + y? = R* —y el borde derecho del terreno

es un segmento de recta que une los puntos (20, 0) y (30, 20).

30m

20m

4

Figura 4.10. Problema con terreno trapezoidal.
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En este caso hay que hallar la ecuacion de la recta correspondiente al borde derecho —

o sea Y=2X-40 — y su interseccion con la circunferencia, lo que implica resolver

R?—(x—10f =2x—40, para unx<[20,30], que quedara en funcién de R. Si

llamamos Xg a dicho valor, entonces se tratara de resolver la ecuacion siguiente:

20 R
300m” = [R? —(x—10) dx+ j[,/RZ —(x-10Y —(2x—40)J dx . Como puede verse, el
0 20

cambio de geometria del terreno, agregd dificultad al problema.

Subgrupo 1c. Funcién inversa, cambio de geometria y posicion de la estaca

Dos de los futuros profesores proponen una inversion de la funcion f(r), cambiando
la geometria del terreno y también la posicion de la estaca. Por ejemplo, en (R26) se
propone un terreno rectangular con la oveja atada en uno de sus vértices, como se
aprecia en la Figura 4.11. En este caso se plantea la siguiente pregunta: “Si f =0.6
(qué longitud tiene la cuerda?”.

De los comentarios del futuro docente sobre la tarea propuesta no se desprende mucha
informacion. En lo que refiere al item “Elementos que componen la tarea” dice
“Funciones, calculo de areas y coeficientes de proporcionalidad” y esa es la tnica

mencion al contenido matematico y/o la posible resolucién del problema.

2L

A=0.6 21?)

Figura 4.11. Problema con terreno rectangular y estaca en un vértice.
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En este caso el area total del terreno es 2L.L = 2L° y por lo tanto el area accesible a la
ovejaes A= 0.6(2L2)=1.2 L®. En esta propuesta la oveja esta atada en el punto (0 : O)

y la ecuacion de la circunferencia es x*+y®>=R? , por lo que la semi-circunferencia

derecha tiene por ecuacién X= JR* =y . Teniendo en cuenta lo anterior, la ecuacion
L

a resolver es 1.21° :I,/RZ —y®dy, de donde la idea es que el alumno obtenga R
0

como funcion de L. El cambio de geometria agrega dificultad, pero se compensa por

el hecho de atar la oveja a un vértice del rectangulo.
Subgrupo 1d. Funcién inversa con agregado de obstaculos

Se han planteado tres reformulaciones inversas en las que han agregado obstaculos al
posible desplazamiento de la oveja. Un ejemplo de este tipo de problemas es el que se
plantea en (R7), en el que se agrega una valla como en la Figura 4.12.

El problema reformulado plantea “;Qué longitud tiene que tener la valla para que la
oveja coma el 60% de lo que come en a)?”. Al respecto, cabe mencionar que la parte
(a) es un problema directo en que se pide la fraccion de area total para r =3/4, lo

que agrega complejidad al problema.

y

w

L/2 L X

Figura 4.12. Terreno con una valla que obstaculiza a la oveja.
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Para el problema directo se considera r =3/4, 0 sea R=0.75 L y teniendo en cuenta

lo anterior, la ecuacion de la circunferencia es (x—L/2)° +y®>=R? 'y resulta un area

L
igual a J'\/R2 —(x—L/2)?dx. Al agregar el obstaculo, esto hace que la cuerda desde
0

x=0 hasta x=L/2 siga describiendo un arco de circunferencia con centro en

(L/2 : 0) y radio R=0.75L y luego describa media circunferencia con centro en

(L/2,v) yradio R '=0.75L-V siendo Vv la longitud de la valla. La ecuacion a

L L/2
resolver es: 0.6 J'\/R2 —(x—L/2fdx= | JR? —(x- L/Z)zdx+%7r(R')2 y si se observa
0

0

que la segunda integral es la mitad de la primera'y que R '=0.75 L-V | entonces se

L
tiene: 0,1I\/RZ_(X_L/z)zdng;;(onL_v)z. De esta ultima ecuacion se puede
0

despejar Vv en funcion del radio R=0.75 L y por lo tanto, queda V en funcionde L.

Una vez mas, la solucion no esta guiada por el autor de la reformulacion, que solo
comenta que “...el nuevo problema mejora, al incluir un apartado que exige variar la
estructura de la zona...” y “se incluye un proceso de despeje de la variable pedida, lo
que supone un mayor reto”. Con esa informacion bastante escueta, solo se puede

suponer cual puede ser la resolucion prevista por el profesor en formacion.
Grupo 2. El problema trivial

Algunos profesores en formacion han propuesto reformulaciones en las que el
problema original se ha trivializado a tal punto que puede ser resuelto simplemente
aplicando una formula o realizando manipulaciones algebraicas extremadamente
simples. Se puede considerar que en esta tipologia se presentan tres variantes

distintas:

e problemas que se reducen a aplicar una férmula,
e problemas que requieren hacer algun procedimiento algebraico sencillo,

e reformulacion sencilla, con agregado de otras variables externas.
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A continuacion se analizan ejemplos propuestos en cada una de estas variantes.

Subgrupo 2a. Problemas que se reducen a aplicar una formula

En varias de las producciones analizadas se propone calcular la longitud minima de la
cuerda para que la oveja pueda pastar en todo el terreno. En algunos casos, no se
aprecia que hayan percibido la trivializacion del problema, pero en otros casos es
evidente que si. Por ejemplo en (R20) se pide la longitud minima para que “la oveja
acceda a toda la parcela” y en los comentarios dice “los contenidos son areas y el
teorema de Pitagoras”. Ese Ultimo comentario sugiere que el futuro profesor sabe que

el problema se reduce a calcular la hipotenusa del triangulo que une los puntos

(L/2,0), (L,0) yelpunto (L, L), que es el punto mas alejado del terreno. El

resultado es obviamente R=+/(L/2) +L* .

Subgrupo 2b. Problemas que requieren algun procedimiento algebraico sencillo

En algunos casos el problema se trivializa — o0 al menos se facilita enormemente — ya
que la resolucion consiste en plantear una ecuacién sencilla, de la cual se despeja la
variable solicitada en la reformulacion. Un ejemplo de esta variante aparece en la
respuesta (R22”) en la que se plantea atar la oveja en el punto Q (ver la Figura 4.13) y
la pregunta es “;qué longitud, en relacion al lado del terreno, deberd tener la cuerda
para que la oveja pueda acceder a /16 veces el area del recinto?”

En sus comentarios sobre la tarea solo menciona que “el contenido es el calculo de
area” y que se deben “conectar ideas como célculo de area y representacion en el

grafico”, lo que no da mucha informacion sobre la resolucion prevista.
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Q

Figura 4.13. Problema de la oveja trivializado.

1 T
De todos modos, para resolver el problema basta plantear que Zﬂ R’ :ELZ de

R® 4 1 R 1
donde resulta — =—=— = —=—, por lo que todo se reduce a plantear el area
L 16 4 L 2
de un cuarto de circulo y luego despejar la razon solicitada. Con esta reformulacion,
ya no es necesario plantear integrales y todo se reduce a realizar manipulaciones

algebraicas muy sencillas.
Subgrupo 2c. Reformulacion sencilla con agregado de otras variables

En la respuesta (R25) se agregan dos variables adicionales: el peso del metro
cuadrado de pasto de 10 cm de altura y el consumo diario de una oveja de 40 kg de
peso (dato que deberan buscar los alumnos en Internet). Agrega que si no existen
recursos informaticos se proporcione el dato siguiente: 1 m® de pasto, son180 g . Se

pregunta “;cuanto ha de medir L para que el area de pasto sea suficiente a lo largo de
un dia segun la alimentacion de la oveja?”

Al no haber otra informacidn relevante, todo parece sugerir que la oveja puede pastar

. ] 2 . .
en todo el terreno, con lo cual el area de pastura seria A=L" por lo que si L esta en

metros, la masa de pasto sera 180> gramos. Si el consumo diario de la oveja es CD

gramos, bastara plantear que 180L° =CD y despejar L .

53



En los comentarios sobre la tarea se menciona que algunos datos han de buscarlos en

Internet, pero no hay mencién a cdmo se resolveria el problema.
Grupo 3. Problema inverso de ubicacion de estaca

En la (R24) se propone un problema que consiste en “...proporcionar como datos el
area cubierta y la longitud de la cuerda, y preguntar por el punto desde el cual se fija

b

la cuerda...”. Por las condiciones de simetria del problema seguramente este

problema inverso no tenga una solucién Unica.
En una parte del texto dice “pasaria de una oveja a un caballo al cual se le esta
entrenando y el punto donde se fija la cuerda es un sefior”, lo que podria sugerir que

se trata de un circulo completo. Si ese fuera el caso, no tiene sentido dar el area y la
longitud de la cuerda, ya que A=z R*y obviamente, uno de los dos datos sobra.

Si no se tiene en cuenta esta Ultima suposicion el problema tendria infinitas

soluciones, al menos para ciertos valores del area cubierta y la longitud de la cuerda.

Por ejemplo, si se pide un area A=%ﬂ R? con R <%L habria infinitos puntos en los

bordes del terreno que cumplirian lo solicitado.
Grupo 4. Problema inverso de longitud de terreno

En la (R30) se propone un terreno rectangular, de base L y altura 2L, a lo que se

agrega un cambio en la posicidon de la estaca, que ahora se encuentra en el punto

(L/3 : O), como se puede ver en la Figura 4.14.
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2L

v

L/3 L

Figura 4.14. Problema con terreno rectangular y estaca en (L/3 : O).

Contrariamente a lo que parece ser en principio, no se trata de un problema de cambio
de geometria y posicion de estaca solamente — como los descritos en el subgrupo 1.c —
sino que la verdadera novedad reside en cuéles son los datos que proporciona y que es
lo que pide obtener. En efecto, el docente en formacion dice que “la longitud de la
cuerda es tres quintas partes del lado del terreno” y ademas el “area total accesible a la
oveja es400 m* “ y la pregunta es “;cual es el area del terreno que no resulta
accesible a la oveja?”

En este caso se da una situacion excepcional ya que el futuro profesor hace un
esquema de como seria la resolucion. Propone que a partir de la ecuacion de la
circunferencia y la relacion entre R 'y L se obtiene L Yy luego el area no accesible
se obtendria del area total del terreno menos A.

Ordenando un poco las ideas que propone el autor de la propuesta, el problema

combina una primera parte formulada de manera inversa, en la que a partir del area

A=400 m’ y la relacion R=3/5L , se deberia hallar el valor de L adecuado. Para
ello conviene observar que la circunferencia es ahora(x—L/3) +y?=R? y como

R=3/5L , resulta (x-L/3)+y>=(3/5L) y entonces resulta que
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L
y=4(3/5 L} —(x—L/3}, por lo que debe ser [V(@/5 LY —(x~L/3Y dx = 400m?.
0

Se resuelve la integral, se despeja L Yy el area no accesible a la oveja sera
A'=Lx2L—-400m?.

En lo que respecta a la reformulacion inversa, se trata de un tipo distinto de problema
donde el dato relevante a obtener es la longitud de terreno.

Grupo 5. Problema de optimizacion

En la respuesta (R5) se plantea que se atan dos cabras en esquinas opuestas del terreno
cuadrado, de lado L,y agrega una figura similar a la de la Figura 4.15.

V‘L L

Figura 4.15. Problema de las dos cabras montesas.

En esta reformulacion se plantea que se pretende “que ocupen la maxima area posible
cada una, pero sin coincidir en ningiin punto” y se sabe que “una de las areas tiene
que ser mayor que la otra”. Se pregunta por el tamafio de cada cuerda y cuédnta area
tendra disponible cada cabra.

En sus comentarios, el profesor en formacion habla de que hay dos animales en lugar
de uno, pero no especifica nada en lo referente a como resolver el problema.

De todos modos, se trata de un problema de optimizacion en el que las dos areas
involucradas son A, =zs?> y A =xr? yes obvio que no va a haber un maximo sino

un supremo gue no sera alcanzable para ningln par de valores de longitud de cuerda.

En efecto, ocuparian un area maxima sin solaparse en caso de ser tangentes, pero en
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ese caso habria un punto en comdn. Ese supremo se daria en caso que r+s sea la
diagonal del cuadrado de lado L, es decir r+s=+/2L.

Para resolverlo — como problema de extremos condicionados — se puede plantear la
funcién de Lagrange L(r,s)=r(r>+s?)+ ﬂ(r+s— 2 L) y anular las derivadas
parciales en r,s, ademés de agregar la condicion r+s=+/2 L (que también puede

verse como la anulacion de la derivada respecto a 1).

Otra opcion, tal vez mas sencilla, es despejar una de las variables a partir de la

condicion, por ejemplo s=+2L—r y luego trabajar con la funcién de una variable
Alr)= n[rz + (\/5 L- rﬂ para finalmente, por derivacion e igualacién a cero obtener

el supremo.

Grupo 6. Problema inverso secuencial

En la (R2) se plantea un problema bastante novedoso, manteniendo la geometria del

terreno y la posicion de la estaca, como se puede ver en la Figura 4.16.

vJL

w

L/2 L X

Figura 4.16. Problema inverso secuencial.

En esta reformulacion se proporciona el dato correspondiente a la longitud de la
cuerda R=L/3 y se asume que “a lo largo de un dia, la oveja come toda la hierba en

el area accesible” y la primera pregunta es sobre la longitud R', que debera tener la
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cuerda “el dia siguiente para que la oveja pueda pastar la misma cantidad de hierba”.
Luego se repite la pregunta para el tercer dia y para el cuarto dia, para finalmente
preguntar “;Después de cuantos dias la oveja no encontrard mas la misma cantidad de
hierba para pastar?”

Como se puede ver, se invierte el orden de las variables involucradas, se mantienen la
geometria y la posicion de la estaca, pero ahora el problema es de tipo secuencial.

En los comentarios del autor de la reformulacion dice que “se anade el contenido de la
equivalencia de areas (con el mismo centro o centros distintos)”, que en el caso de
(R2) se trata del mismo centro. Lo anterior, ademas de la figura que presenta en esta
reformulacion (similar a la Figura 4.16), sugiere que el procedimiento esperado es el

calculo de areas de semi-circulos concéntricos.

Para el primer dia es R=L/3 y el area serd A =(1/2)zR?*=(x/2)(L/3)*, en
cambio para el segundo dia tendremos A, = (7r/2)(R'2 —(L/3)2), entonces
igualando las dos areas resulta (ﬂ/Z)(R'Z—(L/3)2)=(7r/2)(L/3)2. Si se

trabaja conesa ecuacion se obtiene que R = 2(|—/3)2 0 sea que R'= \/E(L/3)

21
_<_
3 2

permite que la oveja llegue a los bordes laterales del terreno.

y dado que que , el diagrama de Figura 4.16 es correcto pues este R' no

El autor del problema en su diagrama presupone que para el dia siguiente esta

situacion ya no se va a repetir, y tiene razon. En efecto, si se repite el planteo en la

forma (1/ Z)E(Rﬂz — R,2)= (1/ 2)7[(|_/3)2, se obtiene R”Z = R’Z +(L/3)2 y

como R = 2(|-/3)2, resulta R"* = 3(L/3)2 coseaque R"=—L>—=por

lo que la oveja llegaria a los bordes laterales del terreno. En tal caso, el planteo ya no

puede ser de circulos concéntricos sino que requiere utilizar integrales para el calculo.

Para ese segundo dia la ecuacion de la circunferencia es (x—L/2) +y®>=R"* , es

decir que su rama positiva es y = \/(R”)2 —(X— L/2)2 y por lo tanto se busca que sea
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JR =(x- |_/2)20|><_%;;(R')2 = %72' R? . De esta ecuacion, combinada conR = L/3

O t—y—

y R'= \/E(L/3) se obtendria el valor de R”

Para el tercer dia es aun mas complicado, ya que la ecuacion a resolver sera:

L L
I\/(R’”)2 —(x—L/2) dx —J'\/(R”)2 —(x—L/2fdx= %7[ R? , que combinada con
0 0

R=L/3 yel valor de R" hallado permitira obtener R" . El procedimiento se repetira

para dias subsiguientes hasta que N veces A =(1/2)zR?=(z/2)(L/3)’ supere al

p 2

area de toda la parcela, que es L”.

Cabe mencionar que en este problema — si bien el autor del mismo no indica como
resolverlo — tanto los comentarios como el diagrama, ayudan a presuponer cudl seria

la solucién esperada.
Grupo 7. Problema incremental

En la (R38) el profesor en formacién no presenta ningun diagrama, por lo que

asumimos que se mantienen las condiciones del problema original. Se plantea que “la

oveja puede pastar una fraccion f <1 del terreno con una longitud de cuerda R, “y

se pide “;cudnto hay que alargar la cuerda para que la oveja pueda pastar un 10% mas
de lo que ya puede pastar?

En este caso — ademas de invertir la funcion — se trata de vincular el incremento de
longitud al incremento de area, lo que le confiere un caracter distinto al que tenian
otros problemas analizados anteriormente.

Como ya se comentd, no hay diagrama pictérico asociado a la propuesta y en sus
comentarios el autor del problema menciona como contenidos “calculo de area y
longitudes/ resolucion de ecuaciones”, lo que no agrega demasiados datos sobre su
posible resolucién. En otra reformulacion anterior, el mismo dice “...si la oveja puede
pastar el noventa por ciento del terreno...” lo que podria sugerir que la fraccion f <1
en la que esta pensando es suficientemente grande para que alcance los bordes
laterales del terreno. En caso que esa sea la situacion — lo que no deja de ser una

suposicion — el problema se resolveria planteando en primer lugar la integral
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\/(Rf)Z_(x_L/z)zdxszZ. Luego se agregaria un 10% mas, es decir que

Oy

\/(R:)Z_(X_L/z)zdx:1_1f|_2 y entonces la cuerda se debe alargar un

O ™

*

. _— R, —R, _ .
AR =R} —R, en términos absolutos, OR— en términos relativos.
f

Grupo 8. Problema dindmico

En la (R4) se mantiene la geometria del terreno y la posicion de la estaca y se agrega
una segunda oveja, ambas atadas con una cuerda de longitud R=3/4L, que estan

pastando en el punto P de la Figura 4.17.

\ F'Y
L
B_d__d_ﬁr S
°,
P Q
R=3/4 LL
(L/2,0) L X

Figura 4.17. Problema dinamico con dos ovejas.

En este problema, la oveja «, corre a lo largo del segmento PQ con una cierta
. . ., . . L
velocidad que se proporciona en funcion de L — dice I|teralmente&/sec., lo que

podria significar que recorre la longitud L en 60 segundos —y la oveja /3, corre a lo
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largo del arco PSQ. Se plantean varias preguntas, siendo particularmente interesante
la Gltima — ya que se invierte la funcion — en la que se pide la velocidad que debe
tener la oveja B para llegar al puntoQ al mismo tiempo que la oveja « .

El problema puede ser considerado inverso, ya que se da el tiempo de llegada y se
pide la velocidad, pero cambia totalmente el problema original que era un problema
estatico a diferencia del propuesto que agrega una cierta dinamica.

En lo que refiere a comentarios que puedan guiar la resolucién, dice el autor de la
propuesta que “...introduce el contenido previo de velocidad (ensefiando también la
proporcionalidad entre longitud y velocidad manteniendot constante)”. Esto parece

sugerir que la resolucion esperada implica calcular la longitud del arco PSQ e igualar

el tiempo t para ambas ovejas. La longitud de arco viene dada por la integral

JL.W/1+(f’(x))2dx=I(PSQ), siendo f(x)=+(Rf —(x—L/2)* =(3L/4} —(x—L/2y

—(x-L/2)

, de donde resulta
JBL/4Y —(x—L/2Y

de la que se tiene por derivacion f'(x) =

A (x—L/2) (3L/4) :
que 1+ = dx=1(PSQ). El tiempo
e L N evrim ey

para la oveja o seria de 60 segundos (ya que 1(PQ) =L y la oveja recorre la longitud

[(PSQ)

L en 60 segundos, segin lo interpretado) y para la oveja f seria , donde

PSQ) 60 , de donde V= 1(PsQ) (I:;S(;Q)

V es la velocidad pedida. Se plantea entonces

por lo tanto v=-—— (3L/4)

6O£J(3L/4)z—(X—L/2)Z

dx es la velocidad que se pide.

Grupo 9. Problema iso-superficial

En la (R3) se propone un problema iso-superficial que comienza por considerar para
el primer dia, una oveja atada en el punto (L/ 2, 0) con una cuerda que “mide las tres
cuartas partes de la longitud del lado del terreno”. El futuro docente plantea que al

segundo dia el pastor “ata a la oveja a un palo ubicado en la esquina (0 ) 0) del
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terreno” y se pregunta “;qué longitud deberia tener la cuerda para que el area
accesible sea equivalente a la del dia anterior?” Finalmente plantea la misma pregunta
pero esta vez ubicando el palo en el centro del terreno.

Se trata de un doble problema iso-superficial donde se piden longitudes de cuerda
para que las areas de pastoreo se mantengan invariantes.

El profesor en formacion comenta que se afiade “el contenido de la equivalencia de
areas (con el mismo centro o centros distintos)” y no da indicaciones explicitas sobre

cdmo espera que sea la resolucién. Sin embargo, como la longitud inicial de la cuerda
esR=3/4L, seguramente se tendra un area relativamente grande y por lo tanto, sera

necesario calcular intersecciones a traves de integrales.

Teniendo en cuenta lo anterior, se propone la siguiente resolucion que comienza por

L L
calcular el area inicial A = [/(R)' - (x—L/2fdx= [{/(3L/4) —(x~L/2) dx. Luego
0 0

se plantea el area de un cuarto de circulo — que corresponde a una oveja atada en
(0 , 0) — o0 seaA, =(1/4)zR? y se igualan las areas A =A,. Si esta igualdad se

satisface para algin R <L, entonces quedaria resuelto el primer problema iso-

superficial sin necesidad de calcular otras integrales. En caso contrario, i.e., Si no
existe R<L, tal que A =A,, entonces A, también se debera calcular como una

integral, correspondiente a un diagrama como el de la Figura 4.18.

‘IJL

-

(030) a L X

Figura 4.18. Problema de la oveja conR > L.
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Se debera en ese caso calcular el valor de la abscisaa que corresponde al punto de
corte de larecta Y=L con la circunferencia x*+y®>=R* 0sea a=+VR?>—L? . Luego

se calcula el area como una suma que se iguala a A, resultando la ecuacion

L

a.L+_[\/ R?—x*dx=A , de la cual se despeja el valor de R.

a

Para el segundo problema iso-superficial la situacion es similar, primero se plantea el
area de un circulo completo — que corresponde a una oveja atada en (L/2 : L/2) -0
sea A, =~z R? yse igualan las areas A = A,. Si esta igualdad se satisface para algin

R<L/2, entonces ese es el radio buscado, en caso contrario se tendra un esquema

como el de la Figura 4.19.

Y 4
L
2
(L/2.L12)
\ A

a L X

Figura 4.19. Problema de la oveja atada en (L/2 : L/2).

En este caso se debera calcular el valor de la abscisa a que corresponde al punto de

corte de la recta Yy=0 con la circunferencia (x—L/2)*+(y—L/2)*=R?, cuyo

resultado es a=L/2+vVR*~L?/4 . A continuacién se calcula el &rea por diferencia —

y aprovechando la simetria — y se iguala al valor hallado A, resultando la ecuacion
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L
124 I(L/Z—\/Rz—(x—L/Z)z)dx = A , de la cual se despeja el valor de R, lo que

a

resuelve el segundo problema iso-superficial.

4.3.- Analisis de los significados y analisis cognitivo

En esta seccion se comentan los resultados observados en otras categorias utilizada
para analizar las producciones de los futuros profesores, que corresponden a las
columnas de la planilla particularmente relacionadas con el anlisis de los significados
y el analisis cognitivo.

Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

1.- En lo que refiere a “sentidos y modos de uso”, casi un 50% de los alumnos que
responden a este item afirman que se trata de una tarea de “espacio y forma”; en total
17 de 37 respuestas optan por esta interpretacion. De los restantes, un 25% (9 de 37)
se decantan por la opcion “cambio y relaciones” y algo menos de otro 25% (7 de 37)
responden que es una tarea de “cantidad” y los cuatro restantes, algo mas del 10%, la
clasifican como “incertidumbre y datos”.

2.- Para terminar con el analisis de los significados, en lo que refiere a la situacion o
contexto, una muy amplia mayoria se expresa en favor del ambito “educativo 0
laboral”. Cuatro de los profesores en formacion sitian la tarea en el ambito “publico”
y s6lo uno lo califica como “personal”. Ademas de esto, otros mencionan el término
“similar”, pero sin aclarar qué supone dicha clasificacion.

3.- Para lo que refiere al analisis cognitivo y en particular en lo que corresponde a las
expectativas de aprendizaje, observando las metas que declaran los futuros docentes

se pueden obtener varios grupos:

e Especificos del problema, por ejemplo: hallar r (razoén de longitudes, r = % ,

como en el problema directo) a partir del valor de f (razén de areas, dada como

f= %2 en el problema directo) y la relacion entre ambas magnitudes”, o
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también “hallar la longitud de cuerda para que no coma mas de la mitad del
area de pasto”.

Especificos del tépico en el que se encuadra el problema. Algunos ejemplos
son los siguientes: “aplicar teorema de Pitagoras, sustituir y trabajar con
expresiones algebraicas”; “aprender a calcular secciones de areas y a operar
con razones”; “calcular longitudes dadas unas areas”; “calcular areas”;
“manejar calculo de areas y relacionar parametros desconocidos”; “relacionar
longitudes y volumenes”; “relacionar los conceptos de area y longitudes” y
“relacionar variables y diferenciar entre proporcionalidad directa y relacién
funcional”.

Transversales para una ensefianza basada en la resolucion de problemas, como
en las siguientes respuestas: “comprender la inversidon de un problema y
conectar otros contenidos matematicos”; ‘“‘considerar Vvarios supuestos,
reflexionar y modelizar, contrastar resultados” y “hallar las condiciones
iniciales que se necesitan para obtener una condicion final preestablecida”.
Genéricos/imprecisos, como por ejemplo: “controlar conceptos de area o
region” y también “funciones, calculo de 4reas y coeficientes de

proporcionalidad”.

4.- En relacion con el analisis de limitaciones en el aprendizaje, no hay practicamente

ningn comentario. Un solo profesor en formacion menciona que “hay menos

posibilidad de errores en la reformulacion”. Por lo general los futuros docentes no han

reflexionado sobre este tema.

5.- En lo que respecta a las oportunidades de aprendizaje, se pueden distinguir cuatro

tipos de opiniones sobre el reto que se plantea a los alumnos:

Hay un primer grupo de opiniones que podemos considerar como favorables,
por ejemplo: “interesante”, “mayor reto”, o “reto mas auténtico”, que
constituyen una mayoria de las respuestas.

Tres respuestas dadas por dos futuros profesores, expresan opiniones negativas

al respecto, como por ejemplo: “poco interés” o “sin interés para el alumno”.

65



e Un caso proporciona una respuesta neutra, que se expresa en términos de
“similar interés” sin mayores explicaciones, pero que supone una comparacion
con el problema directo que les fue proporcionado.

e Hay también tres respuestas — dadas por dos de los futuros docentes — que
pueden considerarse como genéricas/imprecisas. En una de ellas el profesor en
formacion dice “posible reto” y en el otro caso plantea “interés del reto: 2”, sin

aclaracién que permita saber en qué escala se otorga ese valor.

6.- Finalmente, en lo que refiere a los comentarios que hacen los profesores en
formacion sobre el item anterior, en algunos casos hacen aclaraciones sobre las
razones de su respuesta, a modo de ejemplo se observaron las siguientes: “por ser

99, <

inverso”; “problema inverso y nuevos contenidos

99, ¢

; “cambio en la estructura y en el
despeje”; “considerar varios supuestos”. En un par de casos se hacen comentarios

imprecisos como “depende del planteo™ o “deberia darse mas libertad a los datos.

4.4.- Analisis de instruccion

Para finalizar el andlisis didactico de las respuestas, se describen a continuacion los
resultados obtenidos en las 12 respuestas recibidas, que corresponden al analisis de

instruccion.

¢ En relacion al lenguaje todas se expresan en forma positiva, siendo las mas
frecuentes lenguaje claro (3 respuestas) y lenguaje simple (3 respuestas). Otros
utilizan diversos adjetivos como cotidiano, correcto, etc., que dan a entender
una opinion favorable.

¢ Sobre autenticidad predominan claramente las opciones favorables (14 en
total) de los que una mayoria se expresan en términos comparativos (mayor
autenticidad: 5 respuestas), o simplemente dicen que se trata de un problema
real (7 respuestas). En otro extremo hay 3 respuestas que pueden considerarse
negativas (poco probable: 2 respuestas y no significativo: 1 respuesta) y los 3
restantes se pueden considerar neutros (similar: 2 respuestas, problema

posible: 1 respuesta).
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En lo que refiere a los datos, algunos opinan sobre la cantidad de los mismos
(datos suficientes: 1 respuesta, no se dan todos: 2 respuestas) y otros se
expresan sobre su calidad (5 respuestas). De estos ultimos 3 son positivos
(realistas: 1 y faciles de comprender: 2), 1 es neutro (ni veridicos, ni
improbables) y otro es negativo (datos no concretos). En otras 2 respuestas no
se habla de calidad, ni cantidad, sino que se abordan otros aspectos: uno
califica los datos como distintos a los del problema original y otro dice que
hay que buscarlos en Internet.

En lo que tiene que ver con la finalidad, casi todas las respuestas invocan
razones did4cticas. Algunas de estas respuestas refieren a los contenidos (por
ejemplo: ensefiar proporciones), mientras que en otras tratan cuestiones
cognitivas (por ejemplo: pueden saber cuando esta resuelto), o aspectos de la
instruccion (por ejemplo: enriquecer la tarea).

Otras respuestas similares plantean como finalidad conectar ideas, introducir
contenidos, etc.

Finalmente, hubo una respuesta que se limita a comparar con el problema
original, y en ambos se encuentra una finalidad similar.

En relacion con la ubicacion, 8 respuestas proponen realizar la tarea en clase
y 1 sola dice que puede ser en clase o en la casa.

En lo referido al agrupamiento las opiniones estan bastante divididas: 11
proponen que sea una tarea individual, 7 en grupo y 3 en parejas. Ademas de
lo anterior 4 respuestas proponen que puede ser individual o en pareja sin
definirse en favor de una de las dos opciones.

En la columna correspondiente a la temporalizacidn se observan 8 respuestas
gue se expresan en términos comparativos: 5 proponen dedicar mayor tiempo,
1 propone menos tiempo y los otros 2 sugieren igual temporalizacién. Todas
las otras respuestas optan por cuantificar la duracion de la tarea, siendo las
mas comunes: 30 minutos (7 respuestas), 1 sesion completa (6 respuestas) y se
presentan también otras opciones minoritarias como por ejemplo 25 minutos, 3
respuestas, 40-45 minutos, 2 respuestas, etc. Los resultados oscilan entre un
minimo de 15 minutos y un maximo correspondiente a la sesion completa.

En lo que tiene que ver con la complejidad 16 profesores en formacion se
limitan a dar una opinién comparativa, opinando 15 de ellos que es una tarea
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de mayor complejidad que la original, mientras que el restante dice que es
similar. Estas respuestas no indican cual es exactamente el nivel de
complejidad de la tarea propuesta. De los que si responden con respecto al
nivel de complejidad, 15 respuestas indican que es de conexidn, 10 dicen que
es de reflexion y 1 solo dice que es de reproduccion. Ademas de las respuestas
anteriores uno de los docentes en formacion dice que es una tarea de
“dificultad media”, término que no queda muy claro.

Por Gltimo en lo que respecta a materiales y recursos, una vez mas varios de
los futuros profesores (7 respuestas) optan por comparar y decir que son
similares, sin mayor explicacion. De los que si indican materiales y recursos a
utilizar, 9 respuestas proponen materiales estandar, como por ejemplo lapiz y
papel (4 respuestas). Unos pocos proponen materiales y recursos no tan
tradicionales: 3 proponen agregara software, 1 sugiere utilizar hilo y
chincheta; y hasta hay un caso que propone una recreacion a escala en un

terreno.
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5.- CONCLUSIONES

Este capitulo presenta las conclusiones del trabajo. Comienza por presentar las
respuestas a las preguntas de investigacion propuestas en el primer capitulo de esta
memoria y revisa el logro de los objetivos de investigacion planteados.

Si bien en el planteamiento del trabajo de campo se disefiaron dos sesiones de
enriquecimiento de tareas, finalmente sélo la segunda — la que identificamos como “el
problema de la oveja” — ha servido para la recogida de datos, su andlisis y la
consecucién de los resultados en este estudio. Sin embargo, hay otros factores que han
podido influir para que se plantearan problemas de mayor riqueza, que atafien al
disefio general de toda la investigacidon y no solamente al “problema de la oveja”,
seleccionado para estudiar el conocimiento que muestran los profesores en formacion
durante su reformulacion.

Algunos profesores en formacion han sido particularmente creativos en sus
reformulaciones y en el enriquecimiento de las tareas propuestas; no obstante, la gran
mayoria han optado por enunciados estandar y, en algunos casos, por la trivializacion
del problema propuesto. Se tratara entonces de identificar cudles elementos destacan
cuando la invencidn de enunciados y el enriquecimiento de tareas se realizan en forma
mas creativa y efectiva.

En las ultimas dos secciones del capitulo, se analizaran algunas de las limitaciones del

estudio y posibles perspectivas para continuar la investigacion.

5.1.- Conclusiones obtenidas

En el primer capitulo del TFM se propusieron los siguientes objetivos generales:

e ldentificar y caracterizar las estrategias que un grupo de profesores en
formacién emplea para enunciar problemas inversos destinados a alumnos de
Ensefianza Secundaria, a partir de su enunciado directo.

e Estudiar, analizar y caracterizar las producciones en forma de problemas
inversos, de futuros profesores y realizar el analisis didactico de sus

propuestas.
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En lo que refiere a los objetivos generales propuestos, con las limitaciones propias de
este tipo de estudios, el estudio se ha realizado mediante un trabajo con dos grupos de
profesores en formacion del Méster de Profesorado de Secundaria de la Universidad
de Granada del curso 2016-2017, en dos sesiones diferentes.

En la primera sesion se plante6 una propuesta sobre enriquecimiento de tareas
matematicas escolares, ejemplificada en un primer enunciado, sin indicacién de que la
reformulacion debia ser presentada como problema inverso. Algunos de esos
profesores utilizaron espontaneamente esta estrategia; de hecho, algunas de sus
producciones resultaron muy creativas. Igualmente se les solicité que analizaran las
componentes y elementos que caracterizaban el nuevo enunciado y las comparasen
con las correspondientes al enunciado inicial.

En una segunda sesion, tomando varios de los enunciados y anélisis realizados como
motivacion, se les propuso reformular el enunciado inverso de otro problema distinto,
asi como analizarla nueva tarea propuesta tomando como base el trabajo ya realizado.
El trabajo de los estudiantes para profesor en respuesta a esa nueva propuesta permitio
obtener una cantidad importante de producciones que reformulaban el problema de
manera inversa, cada una acompariada con su andlisis. En particular, se pudieron
identificar nueve grupos distintos de problemas inversos — algunos de ellos hasta con
cuatro variantes dentro de un mismo grupo — entre todas las producciones analizadas.
No se pidio a los estudiantes para profesor encuestados que resolvieran el problema
propuesto; no obstante, algunas palabras clave que surgen en el analisis de tareas,
ayudaron a conjeturar o identificar qué tipo de respuestas esperaban los profesores en
formacidn respecto a sus propuestas.

De este estudio descriptivo se infieren, identifican y caracterizan una serie de
estrategias para enunciar problemas inversos por parte de los dos grupos de profesores
en formacion con los que se trabajo.

Ademas de lo anterior, el Andlisis Didactico ha sido una herramienta Util para a
estudiar y caracterizar las producciones de los futuros profesores, no sélo en lo que
refiere al problema reformulado, sino también en lo que tiene que ver con el analisis
de tareas que proponen, en relacion a cada problema inverso.

Teniendo en cuenta que se trata de un primer trabajo exploratorio — asi como
limitaciones de tiempo y de extension — podemos concluir que los dos objetivos

generales se han cumplido en esta primera etapa.
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Ademaés de lo antedicho, se propusieron también los siguientes objetivos especificos
para este trabajo:

e ldentificar los distintos tipos de problemas propuestos y caracterizar las
reformulaciones que han sido planteadas en forma inversa por parte de los
futuros profesores.

e Caracterizar desde el punto de vista del andlisis cognitivo los problemas
reformulados, asi como los comentarios que los propios profesores en
formacion hacen de sus respectivas propuestas.

e Caracterizar desde el punto de vista del analisis de instruccion las distintas
propuestas realizadas, teniendo en cuenta las variables de tarea que plantean

los futuros profesores.

Como se comenté anteriormente, se obtuvo una clasificacion de los problemas
inversos propuestos, que se adecua bien a las producciones recibidas. Cuando el
trabajo se repita para una poblacién mayor, con mas entrenamiento y con sesiones de
trabajo mas estructuradas, cabe esperar una mayor riqueza de propuestas vy,
eventualmente una aplicacion de los tipos observados. Asi, por ejemplo, recordamos
que uno de los profesores en formacion propuso un problema probabilistico,
(delimitando una cierta seccion de terreno, poniendo varias ovejas y preguntando por
la probabilidad de que se encuentren en dicha region), enunciado que no fue
considerado en el estudio ya que no correspondia a un problema inverso. Podria
ocurrir entonces, si el trabajo se repite, que alguno de los futuros docentes formule un
problema probabilistico presentado en forma inversa, lo que daria origen a un décimo
grupo de problemas inversos. Claramente, la lista no esta cerrada, pero si describe los
problemas que han sido propuestos en este trabajo, por lo que cabe considerar que se
ha cumplido ese primer objetivo especifico.

Con referencia a los otros dos objetivos especificos — directamente vinculados al
analisis cognitivo y el andlisis de instruccion —, cabe mencionar que se realizaron
ambos analisis en las producciones de los futuros docentes y ademas se perfecciono el
instrumento utilizado para tal fin. En efecto, se construyé una planilla electronica a la
cual se fueron agregando, desglosando y eliminando columnas hasta llegar a una

version final de 21 columnas: una primera con el nimero de respuesta y de alumno,
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20 columnas de andlisis y una columna final de observaciones. En esas 20 columnas
de la version avanzada del instrumento se analiza la reformulacion propuesta y su
significado, pero la mayor parte se dedica al analisis cognitivo (5 columnas) y al
analisis de instruccion (8 columnas). Al igual que ha ocurrido hasta el momento, en
cuanto a que el instrumento se ha mejorado en sucesivas aproximaciones, también
puede ser susceptible de nuevas modificaciones en un futuro trabajo, teniendo en
cuenta que constituye una buena base para un primer analisis.

Entre los resultados mas destacados, cabe mencionar los siguientes:

e Respecto a los aspectos de significado, el uso de sentidos es equilibrado; en
efecto, de las 37 respuestas, 17 optan por “espacio y forma”, 9 por “cambio y
relaciones”, 7 se decantan por “cantidad” y 4 por “incertidumbre y datos”.
Ademas, la mayoria de los profesores en formacion situan la tarea en el &mbito
educativo.

e Los aspectos cognitivos muestran mucha variedad de respuesta, como se
puede apreciar en que se distinguen cuatro formas de expresar la meta de la
tarea y cuatro maneras de opinar sobre las oportunidades de aprendizaje.

e De las categorias de instruccion, destaca que la mayoria opina de forma
favorable sobre la autenticidad. Tanto sobre la expresion de finalidades como
en el tipo de agrupamiento, no hay acuerdo y las indicaciones son variadas.
Donde si hay acuerdo es en que la complejidad siempre es mayor que en la
tarea original.

e Cabe mencionar que algunos de los profesores en formacion conceden gran
importancia a que el problema se reformule de manera inversa. Por ejemplo el
alumno Al4 plantea que “El interés de la reformulacion es porque es el
inverso del anterior...” y el alumno B14 dice respecto a la complejidad que
“...aumenta al pasar de un problema directo a uno indirecto.” Otros en
cambio, tienen una posicidon mads critica, como el alumno B24 que dice “...no
generaria mucho interés...puede que el alumno nunca tenga que enfrentarse a

algo asi.”

Podemaos entonces concluir que, dentro de sus limitaciones, el trabajo cumple con los

objetivos especificos oportunamente propuestos.
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5.2.- Limitaciones del trabajo

Como ya se coment0 parcialmente, las limitaciones de este estudio estan relacionadas
con los siguientes aspectos: los sujetos que participaron, la cantidad de sesiones
destinadas al trabajo de campo, ciertas caracteristicas del instrumento utilizado v el
contenido matematico puesto de manifiesto en este trabajo.

En lo que tiene que ver con el primer aspecto mencionado, hubo que limitarse a
describir las producciones de dos grupos de profesores en formacion, del Master
Universitario de Profesorado de Secundaria. La experiencia tiene algunos puntos de
contacto con lo realizado en la Universidad de Colima (México) y también algunas
diferencias. Dado que en Colima no se les solicité — al menos por escrito — un analisis
de la tarea reestructurada, no es posible hacer una comparacion. Por motivos obvios,
tampoco se puede generalizar los resultados obtenidos, para lo cual seria necesario
repetir la investigacion en otros paises, con diferentes contextos educativos.

Una segunda limitacion de este estudio tiene que ver con la cantidad de sesiones
dedicadas en el trabajo de campo. En efecto, por cuestiones de tiempo soOlo se
realizaron dos sesiones, una de las cuales se dedicé a introducir el enriquecimiento de
tareas y la reformulacion de problemas en general; la otra fue utilizada
especificamente para reformular problemas inversos. Esto hace que los futuros
docentes no tuvieron muchas oportunidades para adaptarse a este tipo de tarea y poder
de ese modo proponer y discutir distintas reformulaciones. Se podria conjeturar que
con una mayor experiencia, quizas podrian haber surgido mas variantes y también
mas creativas en general, lo que podria dar lugar a problemas de mayor riqueza.

En cuanto al instrumento utilizado para recoger las producciones de los futuros
docentes, es evidente que hubiera sido conveniente incluir en el mismo un espacio
para que el profesor en formacion muestre un esquema de la resolucion de su propio
enunciado. Eso hubiera evitado — o al menos minimizado — la posibilidad de
problemas mal propuestos, problemas que quedaron excesivamente simplificados
(problemas triviales en algunos casos) y quizas también hubiera disminuido el namero
de problemas que fueron descartados por no ser inversos. Cabe pensar que si el futuro
profesor resuelve su propio problema reformulado, es menos probable que algunos de
estos inconvenientes tengan oportunidad de ocurrir. Por otra parte, en lo referente a la

planilla que se les suministré para el analisis de la tarea propuesta, s6lo se incluyd
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explicitamente lo siguiente: significatividad, autenticidad, elementos que componen la
tarea y variables de tarea. Una planilla méas extensa, donde aparezcan explicitamente
las 20 columnas del instrumento de andlisis de resultados, podria haberlos animado a
que no olviden hacer sus comentarios en todos esos items.

Por ultimo, los contenidos matematicos involucrados en el problema original llevan a
pensar en tres areas concretas de la matematica: algebra, célculo y geometria.
Perfectamente podria trabajarse otras ramas de la matematica que también integran el
curriculo de Ensefianza Secundaria y que no estuvieron presentes, al menos en el
problema original y tampoco en la gran mayoria de las reformulaciones. Por ejemplo,
la trigonometria estuvo practicamente ausente en las producciones de los futuros

profesores y eso podria corregirse si la misma aparece en el problema original.

5.3.- Posibles continuaciones de la investigacion

Una vez concluido este estudio exploratorio, se puede considerar que quedan algunos
aspectos que podrian ser modificados y mejorados con la intencion de continuar con
el tema central de esta investigacion.

Una primera posibilidad consiste en ampliar la muestra, no solamente para contar con
mas datos y poder hacer estudios estadisticos con un tamafo muestral mas adecuado,
sino también para comparar con resultados en otros paises, o al menos en otras
universidades. Esto daria una mayor generalidad a los resultados, que la que resulta de
este estudio.

Como ya se coment0O, seria conveniente agregar a la tarea de reformulacion de
problemas como problemas inversos, la resolucion de sus propias propuestas por parte
de los futuros docentes. Las ventajas que esto tendria ya fueron comentadas en la
seccion anterior.

Seria interesante repetir la experiencia pero dedicando mas sesiones previas este tipo
de actividades de enriquecimiento de tareas y en particular, de reformulacién de
problemas inversos. Seria conveniente que las primeras sesiones — en lo posible mas
de una — se realizara con acompafiamiento del profesor durante la actividad, a fin de
guiar el trabajo del futuro docente y luego discutir las propuestas recibidas en grupo.
Cabe mencionar al respecto, que en este estudio la reformulacion de problemas

inversos se dejé como tarea domiciliaria. Seria de esperar que luego de trabajar estas
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actividades en grupo — con discusién al final de las propuestas realizadas — los futuros
profesores se sintieran mas comodos y mas preparados para la actividad individual en
forma domiciliaria. Por otra parte, se acostumbrarian a realizar analisis de tareas
considerando mas elementos de los que consideraron en este estudio.

Lo anterior permitiria en principio, obtener reformulaciones de mayor creatividad y
mejores andlisis de tareas. Al respecto cabe acotar que la invencion de problemas es
una actividad que implica la produccién de ideas originales y seguramente muchos de
los profesores en formacidén no estan acostumbrados a realizarla. Disponer de mas
tiempo y participantes con mayor experiencia y confianza en si mismos, seguramente
proporcionara respuestas mas creativas y analisis de tareas de mayor riqueza.

En resumen, el trabajo puede ampliarse y obtener resultados mas generales, pero
requeriria mas poblaciones para el trabajo de campo, mas sesiones previas al trabajo

final y futuros docentes mas habituados a este tipo de labor creativa.
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Anexo: Problema de la piscina.
En la primera sesion de trabajo se planted el problema siguiente:

MAsTER DEP ROTESORADSD DE S EQINTA RIS, ESPECIALIDA D TE FlATEMA TICAS
DeranTasesTe o Dmd cnca pELs MamesdTics.

Arnesnrare v Exsefavys peLs Mamesedmics. Cunse 2016-2017

Al pElvsmucots.

EsTUDao DE TAREAS MATEMATICA S FSOVLARES: ENRIGUECTMIENTO ¥ O0MPLENHA D,

PROELEMAL

Volumens de agua en una pivcina: Problems original v reformu laciones.

En la primera versim de este problema, se plantea que una

pizcina tiene 3 m de profimdidad en el extremo destinado a los adultns

v 1 mde profundidad en el bdo cpuestn, para los nifos Se denominas
a la altura del espejo de ama en & extremo mds profundo v se

proporcdonan las dimensiones de 13 piscdna que son: 40 mde largo por

20 m de ancho, como e observa en 1a Figura 1:

: P S
Figural, Diggrama de la pisang

Problema 1 directo, consiste en obtener €l volumen de agua, I, como
fundéin dela altura, A.

El diagrama 2es 1] para 12 resclucion deese problema:
La linea recta que pasa por los puntosi(-3) v (40-1) representa
el fondo de la pisdna v 1a linea horizontal punteada representa el

espejode agua y corresponde a la fundon 4 -3- 4.

Figura 1a. Problema de la piscina



El punto de intersecciin de ambas lineas rectas se puede calcular
fidlmente v utilizando conocimientos de geometria elemental resulta
muy simple hallar el area del triangulo pintado de grisen 1a figsura 2. A
partir de dicha area, es facdl cbtener & volumen de agua en la piscna,

esquematizada en 13 figurs 1.

¥

Extremo
Extremao "m

profundo -
40

Figura 2, Dicgrama pora 2] problema de [a piscra

Valora las caracteristicas de esta tarea de acuerdo con los descriptores
v variables que muestra 1a plantlla adjunta.
mduve comentarios gue aclaren tu opcion para mejorar el problema.

Figura 1b. Problema de la piscina.

Los profesores en formacion trabajaron sobre este problema que ya habia sido
propuesto en Colima (Martinez-Luaces, 2013) y que también esta recogido en dos
libros sobre problemas inversos de modelado (Martinez-Luaces, 2012, 2016).

En esa primera sesion de clase (dia 9 de febrero de 2017) se propuso dicho problema
planteado en forma de problema directa y se pididé a los futuros profesores que lo
reformularan como parte de una propuesta de enriquecimiento de tareas destinadas a
alumnos de Ensefianza Secundaria.

No se solicité en ningin momento que la reformulacion debia ser en forma inversa.
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Como parte de la tarea, se les suministrd una planilla para que hicieran la valoracion
de los enunciados de los problemas propuestos. Copia de la planilla suministrada a los
futuros profesores puede verse en la Figura 2.

Las caracteristicas contempladas en dicha planilla y los descriptores que alli se
consideran fueron luego utilizados en secciones posteriores del trabajo.

Mirrs, pE PROFERSEADD BE SPOMDAES,, TEFDQAAInAD B Matrsinicas, Dersrroare o Dinkorecs pE L Marnpeimo,
Armrsoear v Exsrtasces pe v Matemimen. Comso P016-2047. Asxiuses or [vsmeoonds.
ESTimi0 b TAKLAL MATEMATICN EOOLARD: ENGIQETOMIENTO ¥ COMFLIZIDAD

Anilizisd ¢l enunciade de an problema. Plantilla para la valoracon de ezundadoes.
Identifica cada descripton. en cada caracteristica v valivale de 14 3 cuando sea razonable

Caracteriztica | Descriptores Valoracian del preblema Comentariss
wnalscada

Significatividad | Coste=das
T

Cornenldos
F‘I’.ﬂﬂ

Ezycia del rits

Flnalbeacia tines:
reconscimientn !
pursE ewifn
Awtenticidad Sruscita

Frepasts
Lenguae
Nataz
Caractenistiea | Deserigiores Valorwoite problesa Comen Larksg
| analizda
Elemenbad gue Meag
com ponen La
Earea
Forsiillaelds
Smedabes v recurses
Agrepaseiens

Binnside | Camevn

Temgporalizacidn

Varlablesde Carmenido

Eamea el og
Suasige
Corrplasi dad

Nombae v apellidorn

Figura 2. Planilla para la valoracion de los enunciados propuestos
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Finalmente, cabe mencionar que en la figura 3 se puede ver la planificacion disefiada
por los profesores Rico y Moreno para la sesion de clase mencionada, que constituye
la primera parte del trabajo de campo de esta investigacion.

MASTER DE PROFESORADO DE SECUNDARIA, ESPECIALIDAD DE MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LA MATEMATICA.

APRENDIZAJE Y ENSENANZA DE LA MATEMATICA. CURS02016-2017.

ANALISIS DE INSTRUCCION.

ESTUDIO DE TAREASMATEMATICAS ESCOLARES: ENRIQUECIMIENTOY COMPLEJIDAD.

Guidn sesion 9 de febrero de 2017.

1. Entrega del enunciado del problema [Documento 1). Presentacion y
explicacion de la actividad que se va a realizar, 15 minutos. Este documento
NOserecoge

2. Entregade la plantilla de valoracién sobre las caracteristicas del problema
(Documento 2). 30 minutos. Este documento S se recoge con datos de
identificacidon para su devolucion.

3. Entregade latarea de reformulacion (Documento 3) como tarea para casa,
junto con una nueva plantilla de valoracion. El lunes se recogen la(s)
propuesta(s)

Horario de aplicacion: 16:00h a 16:45h, con autorizacion de A. Moreno
Material necesario:

75 ejemplares del documento 1y del documento 3
150 ejemplares del documento 2

Figura 3. Guidn para la primera clase sobre enriquecimiento de tareas.

Las producciones de los futuros docentes se sometieron a un primer analisis, como
puede verse en la Figura 4, que corresponde a un primer estudio de las producciones
del grupo A y de igual modo, en la Figura 5 se puede ver un resumen sobre las
producciones del grupo B.

De todas las reformulaciones presentadas se seleccionaron tres que habian sido
planteadas en forma de problemas inversos y eran particularmente interesantes. Estas

reformulaciones se pueden ver en la Figura 6 (dividida en 6a, 6b y 6¢), al final de este
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anexo. Una de estas reformulaciones seleccionadas pertenece a uno de los profesores

en formacion del grupo Ay las otras dos son de integrantes del grupo B.

Grupo A:

Hay una gran variedad de problemas.

En la mayoria de los casos incluyen cambios mas o
menos importantes en la geometria de la piscina, o
agregan elementos como una isla, escalones, etc.
Otros optan por agregar elementos externos como
un depaosito o un bordillo para la piscina.

Algunos plantean problemas de costos, involucran
areas, o ponen varios estanques.

Los enunciados son muy creativos, pero hay un
menor numero de enunciados inversos que en el
otro grupo, que sin embargo se mantuvieron dentro
de contextos mas "tradicionales".

De todos los problemas, destaca el que cambia
bastante la geometria (particularmente

el fondo de la piscina cambia varias

veces de pendiente), pero lo interesante es que
pregunta a qué razon deberia llenarse para que
dicho proceso de llenado se termine en 3 horas. Es
decir, da el tiempo en que se espera terminar la
operacion y pide cual seria el caudal adecuado. Este
trabajo es el codificado como A15.

Figura 4. Algunos comentarios sobre las producciones del grupo A.

Luego, en una segunda sesion de trabajo, mostrando estas reformulaciones, se les dio
una breve explicacion sobre problemas directos y problemas inversos. Finalmente, se
propuso a los docentes en formacion un nuevo problema directo (el problema de la

oveja), al que se pidid que reformularan de manera inversa.
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Grupo B

En las reformulaciones de los estudiantes del Grupo B hay varias muy
interesantes.

Muchos alumnos optaron por cambiar la forma de la piscina, otros agregaron
otras variables como el costo de llenado por metro cubico de agua, o el costo
de remover el terreno para construir la piscina, o la cantidad de material para el
revestimiento lateral de la misma, entre otros elementos.

Hubo también conexiones interesantes con la Fisica (volumen desplazado por
banistas) y con la Quimica (cantidad de cloro a agregar al agua) y por supuesto
cuestiones de indole economica (costos fundamentalmente).

Hubo varios problemas inversos. Algunas de las mas interesantes son
propuestas en (archivo B1, pagina 11/40), (archivo B2, hoia 11/42)

(archivo B4, pagina 27/40), (archivo B5, pagina 11/36) y (archivo

B5, pagina 19/36), entre otros.

La propuesta de (archivo B1, pagina 11/40), agrega a la piscina grande

un sector para nifios semi-circular de profundidad constante, da

la razon de llenado (1.4 metros cubicos por minuto) y plantea que si el llenado
de la piscina termino a las 18 horas, ;en qué momento comenzo dicho
proceso? y ¢a qué altura estaba el agua a las 10.00 am?

Otro interesante es el propuesto en (archivo B4, pagina 27/40),

que agrega un grupo de banistas de 1.7 metros de altura y que cada uno
desplaza un volumen que representa el 0.05% del agua de la piscina llena. La
pregunta es en ¢ cuanto tiempo los cubriria el agua?

No son los unicos, ni mucho menos, pero estos son interesantes, realistas, etc.
entre los utilizados para ejemplificar problemas inversos.

Figura 5. Algunos comentarios sobre las producciones del grupo B.

Cabe acotar que al igual que el problema de la piscina, el problema de la oveja ya
habia sido propuesto en Colima (Martinez-Luaces, 2013) y también fue recogido en
los dos libros antes mencionados (Martinez-Luaces, 2012, 2016).

Como ya se comentd, finalizamos este anexo, presentando las reformulaciones
inversas del problema de la piscina que fueron seleccionadas para introducir el tema
en la segunda sesion sobre enriquecimiento de tareas. Dichas reformulaciones se

pueden ver en Figuras 6a, 6b y 6¢.
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Figura 6a. Problema inverso formulado por un profesor en formacion.
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REFORMULACION DEL PROBLEMA 1: £ I3 urbanizaciin Eclipse ha habido uns averia SBez
en 3 piscing y tras arreglarta, te proced|o a su llenado. La piscina o5 de 1a forma: R‘_e

Nota: tomamas o = 3°1415

Sabemos que el drea de k2 suporficoe total de la piscing es 1056'547m?e.

La profundidad de la piscina grande en la parte mas honda es de 3 metros, y en la

parte menos honda es de 1 metro.
Ademds, ka somicircunferencia de radio 6 metrosque se observa en el dibujo es una
piscina menos profunda para nifios pequefos que estd comunicada con le de adultos,
ésta tiene de profundidad medio metro menos gue la parte menos honda de la piscina
grande y equidista 4 metros de los latorales de |a piscing grande, como se aprecia en ol
gibujo.La profundidad de la semicircunferencia es constante

8] ¢(Cudl es la longitud de la rampa?

b) Sabendo que la piscina se llena a razén de 1°4 m*por minuto, ¥ ol llenado se
completo a las 18:00, ¢a qué hora empez0 a llenarse I piscina7¢A qué altura
estaba el agua a las 1000 de la mafiana?

En aste problema se ha modificado la piscina, afiadiéndose medio cllindro, y
proporaonando datos que permitan hacer 10s nuevos calculos.

Los datos se presentan de distinta forma, dando medidas a partir de kas cudles se
tenen que cbtener otras (3 partir de dreas, obtener longitudes) y asi se varfa y no se
presentan los datos siemgpre de la misma manera.

Por otro lado, se realizan preguntas cuya respuesta no es & cakulo final de un
valumen, sino que necestan razonar Lras hab er obtenido dicho volumen.

Figura 6b. Problema inverso formulado por un profesor en formacion.
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Figura 6c¢. Problema inverso formulado por un profesor en formacion.
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