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1. INTRODUCCION

Para este Trabgo Fin de Méster he redizado una Unidad didactica titulada
“Aproximacién al concepto limite. Continuidad”, para el primer curso de Bachillerato
Cientifico-Tecnol6gico. Personamente, entiendo una Unidad didactica como la unidad
basica de programacion, una unidad de trabagjo de duracién variable, que organiza un
conjunto de actividades de ensefianza y aprendizaje y que responde, en su maximo nivel
de concrecion, a todos los elementos del curriculo: qué, como y cuando ensefiar y
evaluar. Por ello la Unidad didactica supone una unidad de trabgo articulado y
completo en la que se deben precisar los objetivos y contenidos, las actividades de
ensefianza y aprendizaje y evaluacion, los recursos materiales y la organizacion del
espacio y € tiempo, asi como todas aquellas decisiones encaminadas a ofrecer una mas
adecuada atencion aladiversidad del alumnado.

La Unidad didactica debe poseer un carécter organizativo del trabajo que se va a
desarrollar en € aula, pero a la vez tiene que ser flexible y moldeable a las
caracteristicas propias del alumnado, puesto que la planificacion se redliza previamente

alainteractuacion con los aumnos y alumnas, sin conocer |as condiciones de éstos.

Ademés, tiene que servir de elemento comunicador entre docentes, en e sentido de
que si un profesor/a se detiene a observar una Unidad didéctica disefiada por un colega,
es capaz de entender qué objetivos se pretenden conseguir en esa Unidad, como va a
actuar parallevar aa aumnado haciala adquisicién de esos objetivos, las actividades y
tareas que va a utilizar para ello,... de manera que con estos datos esté incluso
capacitado para impartir cualquiera de las sesiones que aparezcan planificadas en dicha
Unidad didéctica.

El trabgjo esta estructurado de la siguiente manera:
|. CONCEPTO DE INFINITO: INFINITO ACTUAL E INFINITO POTENCIAL

La idea de infinito es fundamental en esta Unidad didéactica, por lo que creo
oportuna una reflexion previa sobre e mismo. En concreto hago la diferenciacion entre
las dos nociones matematicas de infinito: infinito actual e infinito potencial. Ademés, es
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conveniente realizar un repaso através de la historia para ser conscientes de los cambios

gue experimentaron |os conceptos que actual mente aceptamos y vemos como hormal es.
II. HISTORIA DEL CONCEPTO DE LIMITE

Con la misma intencion que en el apartado anterior planteo la evolucion de la idea
de limite desde los Pitagoricos hasta entrado € siglo XI1X.

I1l. CURRICULO

Cuando nos enfrentamos al disefio de una Unidad didéactica es necesario que esté de
acuerdo con la legislacion vigente, por lo cua hay que considerar lo que € curriculo
determina para la materiay € cuso correspondiente. Ademas he creido oportuno afadir

los curriculos del curso anterior y posterior para unamejor planificacion.
IV. ANALISISDE CONTENIDO

Un estudio exhaustivo de los contenidos que abarca la Unidad didactica es necesaria
para, de entre todos ellos, discernir cudles son los verdaderamente interesantes y
necesarios. A la vez hay que estudiar los fendmenos en los que intervienen estos

contenidos y |os sistemas de representacion que intervienen.
V. ANALISISCOGNITIVO

Igualmente, conviene efectuar una relacion de las expectativas del aprendizaje que
deseamos que nuestros alumnos y alumnas adquieran a finalizar la unidad didéctica,

siendo conscientes de los errores y dificultades que pueden encontrar en ella.
VI. METODOLOGIA

Esta es |a parte en la que se estructuran y se muestra como va a ser e desarrollo de
las sesiones que engloba la Unidad, € tipo de actividades que voy a plantear, los
materiales que voy a utilizar, etc.

VIl. EVALUACION

En este apartado se especifican los criterios y herramientas que voy a seguir para

evaluar s mi alumnado ha alcanzado 10s objetivos previstos en € andlisis cognitivo.
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VIIl. ATENCION A LA DIVERSIDAD

Como no todos los aumnos y alumnas aprenden de la misma manera es necesario

promover una serie de medidas para atender a cada uno de los ritmos de aprendizaje que
Se encuentran en aula.

IX. EDUCACION EN VALORES

Con € fin del desarrollo integral del alumnado se trabajaran los diferentes aspectos
de la educacion en valores desde la materia de Matematicas.
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2. CONCEPTO DE INFINITO: INIFINITO ACTUAL E
INFINITO POTENCIAL

2.1.EL CONCEPTO DE INFINITO EN LA ENSENANZA

El aprendizgje significativo de los conceptos matematicos plantea € problema de
gue e estudiante no tiene, en general, una experiencia previa que le permita construir €

concepto a partir de esta. Este es el caso del concepto deinfinito.

Generalmente, la forma de ensefiarlo consiste en utilizar metaforas didéacticas
basadas en conjuntos "muy grandes” parafijar laideade infinitud. Esto, permite crear la
nocion de infinito usada en el lengugje cotidiano, sin embargo podria generar una mala
formacion del concepto matematico. La ambigliedad del lenguaje coloquia hace que €
concepto del infinito sea un concepto demasiado intuitivo que se parece muy poco a la

idea matemética de infinito.

Por otro lado, e concepto de infinito como unidad (infinito actual) se ha utilizado a

través de la historia para explicar interrogantes de tipo teol dgico.

La concepcidn de infinito como unidad (infinito actual) no se ha trabajado mucho
en la ensefianza de la matematica, alln cuando, la naturaleza infinita de los conjuntos
numericos N, Z, Q y R estudiados en primariay secundaria necesita un conocimiento de
esta teoria por parte del profesor. La construccion de laidea del infinito como proceso
inalcanzable (el infinito potencial) no es suficiente para explicar por qué N, Z y Q son
equipotentes y en cambio R tiene una cardinalidad mayor. Este hecho justifica la
necesidad de aclarar en algin momento la idea del infinito como unidad (infinito
actua).

La imprecison con que se trata e concepto de infinito plantea algunas

Interrogantes, por ejemplo:

La aclaracion de este concepto, ¢esté contemplada en los planes y programas de
formacién de profesores de primera y segunda ensefianza? ¢Tienen los profesores la

suficiente claridad del término infinito, sus aspectos historicos y sus implicaciones

4
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tedricas para dar una explicacion adecuada de la idea de infinitud considerando que la
concepcion popular de infinito es muy diferente del concepto forma matemético? ¢En
gué momento se debe aclarar a estudiante € concepto matematico del infinito? ¢Sera
necesaria esta aclaracion? ¢Tiene la imprecision del concepto de infinito alguna
consecuencia en € aprendizaje de los temas relacionados con € infinito (limites,

sucesiones, series, areabajo unacurva, etc.)?

La mayoria de los libros de andlisis asumen & hecho de que los estudiantes tienen
yaunanocién del concepto del infinito y por lo general 1o comienzan a utilizar a definir
limites a infinito y limites infinitos pero sin hacer una introduccion adecuada del
concepto. Es conveniente, antes de iniciar este estudio, que & profesor haga una
reflexion del infinito antes de comenzar a utilizarlo tanto en los aspectos histéricos
como en lo referente alas paradojas y contradicciones involucradas.

Es claro que no se puede pretender mostrarle a estudiante la formalidad
matematica a nivel de ensefianza primaria y secundaria. Sin embargo, € profesor debe
considerar dentro de su planeamiento didéctico |a posibilidad de ampliar la concepcion
usual de infinito en funcion de las inquietudes y dudas que puedan plantear los

estudi antes.

Ademas, es necesario degjar claro al estudiante que la manera de pensar en procesos
gue involucran a infinito es diferente a la manera en que se conciben los fenémenos
finitos. Esto permite justificar por gemplo (a un nivel intuitivo) por qué una suma
infinita de nimeros positivos en algunos casos es infinitay en otros es un nimero finita.
Lo recomendable en este caso es indicar a estudiante que la forma (intuicién o 16gica)
en gue percibimos los procesos finitos no se puede aplicar en general cuando se

encuentrainvolucrado un proceso infinito.

2.2.HISTORIA DE LA IDEA DE INFINITO

Para Platon y Pitégoras € infinito era apeiron, e caos, € infinito carecia de
medida. La palabra apeiron tal como la emplea Anaximandro, significa sin fin o sin

l[imite, suele traducirse como lo infinito, o indefinido, o ilimitado.
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La idea dd infinito también fue rechazada por Aristételes y los escolasticos,
basados en las mismas contradicciones que € concepto de infinito generaba. Uno de los
tipicos argumentos empleado en contra del infinito era € conocido como la
«aniquilacion de los nimeros». Segun este argumento los numeros finitos serian
absorbidos por los nimeros infinitos, es decir, paratodo nimero finito a, a + 0 = co y

de esta formalos nimeros infinitos aniquilaban alos nimeros finitos.

Aristételes tratdé de enfrentar e problema del infinito a través de dos
representaciones, dos concepciones complementarias y cuya interaccion diaéctica ha
influido €l propio desarrollo de la matematica. En €l tercer libro de su obra Fisica,
Aristoteles distingue dos tipos de infinito: € infinito como un proceso de crecimiento
sin fina o de subdivision sin fina y e infinito como unatotalidad completa. El primero

esd infinito potencial y €l segundo €l infinito actual.

La nocion de infinito potencial se centra en la operacion reiterativa e ilimitada, es
decir, por muy grande que sea un nimero natural siempre podemos concebir uno mayor,
y uno mayor que este Ultimo y asi sucesivamente, donde esta Ultima expresion y asi
sucesivamente encierra la misma idea de reiteracion ilimitada, a infinito. Este tipo de
infinito potencia es el gque sirve de base a la nocion de limite del calculo infinitesimal.
Por su parte, la nocion de infinito como totalidad fue ampliamente desarrollada en la
geometria a dividir un segmento de recta en un nimero infinito de puntosy € infinito
actual de los infinitesimales sirvié de soporte para la posterior formalizacién del cdlculo

infinitesimal.

Durante la Edad Media, la mayor parte de la matemética relacionada con lo
infinitamente grande y lo infinitamente pequefio tomo la forma de un conjunto de
especulaciones en torno a las ideas de Platon y Aristoteles sobre la relacion entre punto
y recta, la naturaleza de o inconmensurable, las paradojas de Zendn, la existenciade o
indivisible y la potenciaidad y actualidad de lo infinito. Aungue en esta época, € debate
sobre la naturaleza del infinito tomd connotaciones teol 6gicas mas que mateméticas, a
considerarse @ infinito como propiedad exclusiva de la mgjestad divina de Dios. Asi,
San Agustin creia que solo Dios y sus pensamientos eran infinitos y, Santo Toméas de
Aquino, por su parte, demostraba en e Summa Theologiae que, aunque Dios era

ilimitado él no podia crear cosas absolutamente ilimitadas.
6
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Esta controversia sobre € infinito se prolongd durante e Renacimiento y en 1600
llevo ala hoguera a Giordano Bruno, quien predico un universo constituido por infinitos

mundos.

En ese mismo afo de 1600, Galileo Galilei rechazd la idea dd infinito como
paradgjica, ya que atentaba contra la razon. Galileo |lego a esta conclusion después de
observar que los puntos de dos segmentos de recta de diferente longitud podian hacerse
corresponder biunivocamente, es decir, e infinito permitia que la parte fuera del mismo
tamafno que el todo. Otro gemplo muy utilizado por Galileo, y popular por esa época,
fue & dd conjunto de los nUmeros perfectos: € conjunto de los nimeros perfectos es
una parte del conjunto de los nUmeros naturales, sin embargo cada nimero natural es la
raiz cuadrada de un unico nimero natural. Galileo consideraba un segmento de recta
formado por un nimero infinito de puntos y acepté € continuo de la recta como un

infinito actual.

Larevolucion cientificadel siglo XVII represent6 el cambio de un mundo cerrado a
un universo infinito. A partir de este siglo se comienza a usar la curva lemniscata (o)
como simbolo del infinito y aparece en las populares cartas del Tarot a manera de
sombrero sobre la cabeza del Mago o Juglar, en la carta del mismo nombre. El
matemético John Wallis, en su obra Arithmetica Infinitorum, fue € primero en usar la
lemniscata para representar €l infinito.

Kant, en e siglo XIX, coincidia con Aristoteles a sefidlar que e limite absoluto es
imposible en la experiencia, es decir, nunca podemos llegar a infinito (actual). Y e
gran matematico Karl Friedrich Gauss, en 1831, enfatizaba su protesta contra el uso del
infinito como ago consumado: “Protesto contra el uso de una cantidad infinita como
una entidad actual; ésta nunca se puede permitir en matematica. El infinito es solo una
forma de hablar, cuando en realidad deberiamos hablar de limites a los cuales ciertas
razones pueden aproximarse tanto como se desee, mientras otras son permitidas crecer

ilimitadamente”.

Gauss no fue e Unico matemético de su época en rechazar e infinito actual.
También Cauchy rechazo la idea de una coleccidn infinita, por razones parecidas a las

de Galileo, es decir, la existencia de una biyeccion entre la totalidad infinita 'y una de

7
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sus partes, lo cua echaba por tierra el axioma euclidiano de que €l todo es mayor que la

parte.

El tedlogo y matemético checo Bernhard Bolzano fue € primero en tratar de
fundamentar la nocién de infinito actual, en su obra péstuma Paradojas del infinito
(1851), defendio la existencia de un infinito actual y enfatizdé que e concepto de

equivalencia entre dos conjuntos era aplicable tanto a conjuntos finitos como infinitos.

Bolzano aceptd como algo normal que los conjuntos infinitos fueran equivalentes a
una parte de ellos mismos. Esta definicidn del infinito fue utilizada posteriormente por
Cantor y Dedekind.

A pesar de que la obra de Bolzano Paradojas del infinito era més bien de corte
filoséfico que matematico, ya que carecia de conceptos cruciales como conjunto y
nimero cardinal, se podria decir que Bolzano fue € primer matemético en dar las bases

parala construccién de unateoria de conjuntos.
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3. HISTORIA DEL CONCEPTO DE LIMITE

Hacia el siglo VII a.C., la escuela pitagérica descubre |os nimeros y magnitudes
inconmensurables suponiendo la necesidad de resolver problemas relacionados con los
conceptos de paso a limite. Eudoxo (s. V a.C.) introduce € método de laexhauciony €
concepto de “tan pequefio como se quiera”. Igualmente, Demacrito aplica la filosofia
atomista a las mateméticas, surgiendo de manera natural € concepto de infinito. Sin
embargo, puede que los trabajos de Demadcrito sean las famosas paradojas de Zendn que
surgen de la busgueda de magnitudes continuas en un conjunto infinito de particulas
infinitamente peguefias, poniendo de manifiesto que e concepto atomista de infinito
requeria de lasideas de paso a limite desarrolladas por Eudoxo.

El andisis infinitesima surge tras la asimilacién tedrica de los conceptos del
calculo diferencial eintegral y lateoria de series, y constituye |a respuesta matematica a
los problemas de fisica, astronomia,... planteados en el siglo XVII por Galileo, Kepler,...
El campo de aplicacion del andlisis infinitesimal fue ampliandose durante todo € s.
XVII a nuevas funciones emergentes o que hace urgente € estudio y clasificacion de
los mismos, asi como definir las operaciones que las rigen, es decir, crear la teoria de
funciones. La teoria de funciones se desarrolla a partir de los trabgjos de Euler (estudia
las funciones circulares, exponencial, logaritmica,... y las clasifica) y Lagrange (con €l
estudio, por gemplo, de las hiperbdlicas) redizados en € siglo XVIII.

Sin embargo, las piedras angulares de la teoria de funciones se originaron en siglo
XVII a partir de los trabajos de Newton y Leibnitz sobre e célculo diferencial. Puede
gue la parte mas importante sea €l concepto de limite (introducido por Newton) aunque

su capacidad operativa actua no fue desarrollada hasta el siglo XVIII.

D'Alembert dio la primera definicion formal a limite a partir del concepto de
Newton, pero negd la existencia de infinito. Ya en € siglo XIX, Cauchy confiere a
concepto de limite la entidad de concepto puramente algebraico y define los
infinitésimos como la cantidad variable dependiente con limite nulo. A partir de estos

dos conceptos, Cauchy vuelve afundamentar todo el andlisis mateméti co.
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La continuidad de una funcién se trata como la existencia de la correspondencia de
un incremento infinitesimal de la funcion a un incremento infinitesimal del argumento.
L as bases matematicas del andlisis infinitessmal actual estan en los métodos y resultados
de la teoria de conjuntos y de la teoria de funciones reales con variable real, impulsada
por Bolzano (s. XIX). Welerstrass (s. X1X) aritmetizo e andlisis a partir de los trabajos
de Bolzano, Cauchy y Abel, resaltando €l concepto aritmético de funcion y alefandose
del concepto fisico que se les habia atribuido hasta entonces.

10
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4. CURRICULO

A lahora de disefiar una Unidad didéctica es esencial consultar € marco legidativo
vigente y trabgjar a partir de las directrices que marca la ley. Por €llo, he tenido en
cuenta, ademas de del curriculo referente a la materia que nos atafie, Matematicas | de
1° de Bachillerato, los curriculos de los cursos anterior y posterior, para una mejor
ubicacion y justificacion de esta Unidad didéctica. En concreto he extraido del REAL
DECRETO 1631/2006, de 29 de diciembre, por € que se establecen las ensefianzas
minimas correspondientes a la Educacion Secundaria Obligatoria y del REAL
DECRETO 1467/2007, de 2 de noviembre, por e que se establece la estructura del
bachillerato y se fijan sus ensefianzas minimas, |os apartados concernientes a bloque de
andlisis de cada unade las asignaturas, que se muestran a continuacion:

4.1.4° ESO (OPCION B)

* Interpretacion de un fendmeno descrito mediante un enunciado, tabla, grafica o

expresion analitica. Andlisis de resultados.

= | atasa de variacion media como medida de la variacion de una funcién en un
intervalo. Andlisis de distintas formas de crecimiento en tablas, gréficas y

enunciados verbales.
= Funciones definidas a trozos. Busqueda e interpretacion de situaciones real es.

= Reconocimiento de otros modelos funcionales: funcién cuadrdatica, de
proporcionalidad inversa, exponencia y logaritmica. Aplicaciones a contextos y

situaciones reales.

» Uso de las tecnologias de la informacion en la representacion, simulacion y

andisis gréfico.

Como se puede observar, en ningin momento se hace referencia a contenidos
relacionados con limites. Sin embargo, no es extrafio encontrar algunos libros de texto

en los que se tratan nociones muy intuitivas ligadas a limites, como es € caso de la

11
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tendencia de funciones. Algo parecido ocurre con la continuidad, que en estos cursos la

entienden como poder dibujar la gréficade lafuncion sin levantar € 18piz del papel.
4.2.1°BACHILLERATO

= Funciones reales de variable real: clasificacion y caracteristicas bésicas de las
funciones polindmicas, racionales sencillas, vaor absoluto, parte entera,

trigonométricas, exponenciales y logaritmicas.
= Dominio, recorrido y extremos de una funcion.
= Operaciones y composicion de funciones.
=  Aproximacion a concepto de limite de una funcion, tendenciay continuidad.
= Aproximacion a concepto de derivada. Extremos relativos en un intervalo.

» Interpretacion y andlisis de funciones sencillas, expresadas de manera analitica o

grafica, que describan situaciones reales.

En 1° de Bachillerato si aparece explicitamente un apartado que versa sobre limites
y continuidad. En este caso |o trata como una aproximacion a estos dos conceptos para,
supuestamente, en el segundo curso del Bachillerato tratar de una forma rigurosa ambos
conceptos y redizar € caculo de limites y la determinacion de la continuidad de una
funcion. Lo que ocurre, a igua que en 4° de ESO, es que los libros de texto tratan
directamente la definicion formal de limite y continuidad y el célculo de éstos. Incluso
se llegan atratar algunos tipos de indeterminaciones y su resolucion.

Otro aspecto a considerar es la necesidad de una buena preparacion con vistas a las
Pruebas de Acceso a la Universidad que se han de redlizar e curso siguiente.
Posiblemente sea por esto que, aunque no lo reflga € curriculo, las editoriales

consideran oportuno una mayor profundizacién en estos contenidos.
4.3. 2°BAHILLERATO

= Concepto de limite de una funcién. Calculo de limites.

12
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Continuidad de unafuncién. Tipos de discontinuidad.

» Interpretacion geométricay fisica del concepto de derivada de unafuncién en un

punto.

» Funcién derivada. Célculo de derivadas. Derivada de la suma, € producto y €
cociente de funciones y de la funcién compuesta. Aplicaciéon de la derivada d

estudio de las propiedades locales de una funcién. Problemas de optimizacion.

* |Introduccion a concepto de integral definida a partir del clculo de &reas
encerradas bajo una curva. Técnicas elementales para el cllculo de primitivas.
Aplicacién al célculo de &reas de regiones planas.

Es en este curso cuando |os legisladores consideran adecuado impartir € célculo de
limites y la determinacion de la continuidad de una funcion, de acuerdo con que en €
curso anterior solo se trataba de introducir los conceptos. Pero por lo anteriormente
dicho, estos contenidos suelen ser repasados y ampliados, con una clara orientacion a

las necesidades exigidas en la Prueba de Acceso ala Universidad.

13
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5. ANALISISDE CONTENIDO

5.1. MAPA CONCEPTUAL

si son
iguales
existe

limites laterales

Funciones

pueden tener
si lim f(x)=f(a)
X—a

continuas

se calculan por

sustitucion directa

puede dar lugar a

indeterminados

se representan

redefiniendo f(x) en a

tabla de valores

graficamente nos acercamos

en varios trazos
de un solo trazo

discontinuidad evitable

Definicion formal
métrica-topologica
de limite
y continuidad

Asintotas
oblicuas

nos acercamos

para calcular

limite en infinito

permite obtener

si son Disc. 1* especie
| distintos (salto) se pueden Asintotas
resolver horizontales
\H Asintotas verticales | Leyenda:
si alguno Disc. 2* especie . Representacion
no existe s mediante técnicas B Procedimientos
de calculo de limites K
Contenidos destacados
5.1.1. Hechos
Términos Notaciones Convenios
e Sucesion e Sucesiones: {(a,)} elim significalimite.
e Limite eLimite de sucesiones. e - significatiendea
e Tendencia lim, . .{(a,)} elim, . f(x) significa limite de f(x) cuando X
e Infinito e Limite de una funcion en tiende al valor a.

e Convergencia

un punto: lim,._, f(x)

e Divergencia e Limite de una funcion en
¢ Asintota mas o menos infinito:
o Continuidad limy, 00 £ ()

e Discontinuidad eLimite latera por la

derecha: lim,,_ .+ f(x)

eLimite latera por la

izquierda: lim,._ .- f(x)

elim,._ . f(x) significa limite de f(x) cuando x
tiende a oo.

elim,_,+ f(x) significa limite de f(x) cuando x
tiende a valor a aproximandonos por la derecha.

elim, .- f(x) significa limite de f(x) cuando x
tiende a valor a aproximandonos por la
izquierda.

eDonde la funcion no esté definida no se

considera la continuidad.

14
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Resultados
El limite de unafuncion, si existe, es Uinico
Silimy ., f(x)ylim,_,, g(x) existen, se verifica Si f 'y g son continuas en un punto x,, se verifica

elim, . f(x)xg(x)=Ilim,_, f(x)xlim, . g(x). | ef+ gescontinuaen x,.

o Iimxﬂ,xo(k fx)=k- 1My, £ (). e S k esunaconstante, k - f escontinuaen x;.
. Iimxﬂ_xO(f(x) - g(x)) = limy_e, £ () - limy ., g(x). e f - g escontinuaen x,.
f(x) _ limy ., £(x) oL escontinuaen Xo, Silempre que g(x,) # 0.

olim, s lim,_,, g(x) Z0. g

X0 % - limxwxo g(x)’
o limy e, (F(x)9®) = (lim,_, f(x) Yimexg 9GO |
lim, ., f(x) > 0.

elim, , g(f(x)) = g(lim,_ ,, f(x)) s g escontinua

¢ Lafuncién compuesta, g © f, es continuaen x,
siempre que g sea continua en x,.

e f9 escontinuaen x, simpre que f(x,) > 0.

5.1.2.Destrezas

e Célculo de limites de una sucesion tanto finito como infinito por medio de una tabla de valores.

e Célculo de limite de una funcién en un punto por sustitucion directa. Representacion gréfica.

¢ Operaciones con limites de funciones.

e Calculo de limites laterales en un punto.

e Reconocimiento de la continuidad de una funcion polinémica a partir de los limites laterales y de la
discontinuidad de sato.

¢ Representacion gréfica.

Operaciones con funciones continuas.

5.1.3.Conceptos
e  Sucesion convergente. o Limiteslaterales.
e Sucesion divergente. e Asintota horizontal.
e Sucesion oscilante. e Asintotaoblicua
e Sucesion de Fibonacci. e Indeterminaciones.
e Limite de una sucesion. e Continuidad en un punto.
e Limitefinito de unafuncion en un punto. e Funcién continua.
e Limitefinito de unafuncion en € infinito. e Discontinuidad en un punto.
e Limiteinfinito de unafuncién en un punto. e Discontinuidad de salto.
e Limiteinfinito de unafuncion en € infinito. e Discontinuidad evitable.

15
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5.1.4. Razonamientos

Deductivo: propiedades de la operaciones con limites y
funciones continuas.

Inductivo: regularidades en € calculo de limites.

Analégico: establecer relaciones para resolucion de limites.

Figurativo: Uso de tablas y representaciones graficas.

5.1.5. Estructuras

Espacio vectorial de las funciones continuas reales C(R).
Espacio vectoria de las funciones continuas en un intervalo

C([a, b]).

5.1.6. Estrategias

Cdculo dd limite de una funcion en +o0 y —oo, ESbozo de
asintotas horizontal es.

Célculo de limite infinito en un punto. Reconocimiento
desigualdades esenciales. Esbozo de asintotas verticales.
Reconocimiento de funciones gque tengan asintotas oblicuas y
esbozo de las mismas.

Resolucion de problemas.

5.1.7. Contenidos
descartados

Sucesion de Cauchy.

Monotonia de una suces on.
Sucesiones acotadas.

Sucesiones aritméticas.
Sucesiones geomeétricas.
Continuidad lateral.

Teorema de los ceros de Bolzano.

Teoremadel valor intermedio.

5.2.FENOMENOLOGIA

5.2.1. Estudiodetendencias

e (Cdlculo delimites de sucesiones.

e Cdculo de limites de funciones en € infinito: divergencia y asintotas

horizontales.

e Obtencidn del nimero e como limite de (1 + 1/n)" cuando n tiende ainfinito.

16
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e Latemperatura de enfriamiento de un cuerpo es una funcién del tiempo t que a
crecer dicho tiempo disminuye el valor de latemperaturadecreciendo y lo que le
fata por llegar a la temperatura ambiente asintGticamente tiende a 0. Por
gemplo, estimar lavelocidad con que se enfriaun pollo a sacarlo de un horno.

e En biologia setiene que medir y calcular € limite de una poblacién cualquiera a
lo largo de un determinado tiempo que responde a un comportamiento
asintotico.

e A la hora de realizar una medicién de una magnitud fisica, si € vaor de la
magnitud f(t) tiende con e paso del tiempo a nimero b, esto es unaidealizacion
de una asintota, entonces cualquiera que sea la sensibilidad € del instrumento de
medicion que se tome llegara aquel instante de tiempo K a partir del cual t > K
e instrumento dado ya no sea capaz de mostrar la diferenciaentre f(t) y b.

e Limite delasucesion de Fibonacci: niUmero aureo en la natural eza.

o Definicion frecuentista de probabilidad (lanzamiento de una moneda).

e Tendencia de las limitaciones humanas a lo largo de la historia (por gemplo

prueba deportivas).

5.2.2. Estudiolocal de unafuncién

e Determinacién de la continuidad de una funcién en un punto.

e El concepto de derivada viene determinado por un limite, en concreto se trata de
una indeterminacion.

e Descartar que una funcién es derivable en e dominio de continuidad mediante
los limites laterales de la funcion derivada.

e Cdculo delapendiente de larecta tangente de una curva en un punto.

e La velocidad instantdnea y la aceleracion instantdnea de un movil vienen
determinadas por una derivada.

¢ Losfendmenos de la mecanica clésica son de natural eza continua.

e El mecanismo de cobro de un taxi o de un aparcamiento describen procesos
discontinuos.

e Mecanica relativista y mecanica cuantica se rigen por funciones que presentan

singul aridades como elemento de discontinuidad.

17



LUISANTONIO TORRES SALINAS TRABAJO FIN DE MASTER

5.3. Estudio de fendmenos r elativos a situaciones continuas mediante
estudios de situaciones discr etas

e Paradojas: Aquilesy latortuga, paradoja de laflecha o la paradoja de ladiagona
escalonada.

e Interpolacion de funciones, cuanto mayor sea € nimero de nodos (n - ),
equivalentemente e intervalo entre nodos sea menor (h - 0), mejor serd la
aproximacion de lafuncion.

e Método de exhaucion de Eudoxo para calcular limites.

e Cdéculo de integrales como suma de rectangulos cuya base es cada vez méas

préxima a cero.

5.3.SISTEMAS DE REPRESENTACION
e Simbdlico:

Para expresar € limite de la funcion se escribe lim,_, f(x) = Lo bien f(x) - L.

Andogamente paralos limites de unasucesion {a,},lim,_.,a, = Lo{a,} - L.
e Veba:

lim,_, f(x) =L selee “el limite cuando f(x) tiende hacia a esigual a L”. Del mismo

modo lim,,_., a, = L se lee “el limite de {a,,} esigua aL”.
e Sistema de representacion gréfico:

Plano cartesiano

y=f(x)

\

€

L (

f 4 \
€

i
asintota horizontal /— (

asintota vertical
\\
x
\
o
Y
\
%
Y

©
xY
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e Sistema de representacion numérico

pe - 4] S () - 3]
1.9-2=0.1 2.61-3]=039
11.99-2/=0.01 2.9601-3) = 0.0399
11.999-2| = 0.001 12.996001-3| = 0.003999
11.9999-2| = 0.0001 12.99960001-3| = 0.00039999
2.0001-2] = 0.0001 3.00040001-3| = 0.00040001
2.001-2| = 0.001 13.004001-3| = 0.004001
2.01-2/=0.01 3.0401-3| = 0.0401
2.1-2=0.1 3.41-3] =041

e Sistema de representacion figurativo

¢Cudl eslafraccion de area pintada de verde?
e Sistema de representacion tecnol 6gico
Funcién polindmica: limite de x*2 enx=1
a=1.028 Xmin
L=1 A
f(a) = 1.056784
Xma
5
Ymi
1 1 2 3 4 -4
X
Ym:
4
Zoomn
-3
fix) = x'2
limtata= <« » 1.028
testlimitL= < >l 1
epsilon= <« » 03
delta= <« r 08

http://www.aulademate.com/contentid-26.html
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6. ANALISISCOGNITIVO

6.1. PRIORIDADES DE APRENDIZAJE

6.1.1. Introduccion al concepto delimite de una funcion:

Intuir y expresar € limite de una funcion en un punto dada unatabla de valores

o unagréfica.

Distinguir los dos tipos de limites laterales en un punto e intuirlos dada una

tabla de valores o una gréfica.

Comprender laidea de limite en € infinito intuyendo e mismo dada una tabla

de valores o unagréfica.

Comprobar la definicion de limite en un punto y en infinito a partir de la

aproximacion intuitiva.
Explicar fendmenos en los que intervenga & concepto de limite.

Explicar que e limite no depende del valor en e punto ni de la sucesién con la

gue Nos aproximamos.
6.1.2. Calculo einterpretacién grafica delos limites:

Halar € limite de una funcién en un punto a partir de sus limites |laterales o por
sustitucion directa.

Determinar €l limite de unafuncion en € infinito.
Identificar y resolver indeterminaciones sencillas.

Argumentar la existencia o no de limite de una funcion en un punto o en

infinito.
Relacionar y expresar gréficamente limites y asintotas.

Encontrar |as ecuaciones de las asintotas de una funcion.
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Justificar la existencia 0 no de funciones que tengan un cierto limite a partir de

ciertas propiedades y formular contragjemplos.
6.1.3. Relacién del concepto de limite con € de continuidad:

Conocer y expresar de manera intuitiva e concepto de funcion continua en un

punto.

Reconocer la discontinuidad en un punto después de argumentar que tiene

sentido el estudio de la continuidad en un punto.
Identificar los tipos de discontinuidades gréficamente.

Justificar la continuidad de una funcién en un punto mediante los limites
|aterales.

Relacionar tipos de discontinuidades con los limites laterales en un punto.
Determinar el dominio de continuidad de una funcion.

Reconocer |a continuidad de las funciones elemental es.

Esbozar la grafica de una funcion conociendo sus asintotas.

Justificar la existencia o no de funciones continuas que ademés verifiquen otras

propiedades y formular contragjemplos ante cuestiones diversas.

Estudiar de manera analitica y gréfica la continuidad de funciones que
modelizan diversos fenébmenos. Ej. El movimiento de un movil, la evolucién de

la poblacion, ...

6.2.DIFICULTADES

Dificultades para comprender que el limite es o que ocurre cerca del punto y no

en el punto.

Dificultades parareconocer e interpretar limites laterales.
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Errores de tipo agebraico en € mango de las funciones cuyo limite se quiere
determinar.

Dificultades para comprender que € calculo del limite no es siempre por

sustitucion.
Problemas con el uso de diferentes representaciones de las funciones.
Significado de la expresién “tender a”.

Conflicto con la creencia de que las funciones discontinuas en general no tienen

limite.
Dificultad para comprender laideade limite en € infinito.

Errores inducidos de tipo numérico en larealizacion de operaciones y manejo de

funciones.

Creencia de que la aparicion de unaindeterminacién implicala no existencia de

limite.

Dificultades para relacionar expresiones de limites con su traduccion graficao

proceso contrario (Por gemplo, co — co = O,% =0 % indeterminado).

Dificultad para distinguir tipos de discontinuidades.
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7. METODOLOGIA

En esta Unidad didéctica se tiene que reflgjar también como ensefiar. Ese aspecto
gueda recogido en la metodologia que voy a seguir alo largo de esta unidad. Se evitaran
en todo lo posible las clases eminentemente expositivas, fomentando la participacion
del dumnado y promoviendo con esto € didogo dentro de la clase. Cuando
introduzcamos agun concepto inmediatamente se dardn egemplos, se resolveran
cuestiones, gercicios y problemas y se propondran al alumnado los necesarios para
asegurar su comprension. Es por esto que e/la alumno/a es € verdadero artifice del
proceso de aprendizaje, es quien, en ultimo término, construye, modifica, enriquece y
diversifica su conocimiento. Ademas, podemos decir que € aprendizaje se favorece
enormemente mediante la interaccion social, por lo que las interacciones profesor-
alumno/a y aumno/a-alumnos/as serdn un punto clave en e aprendizge de estos

ultimos.

Por otra parte, es fundamental |a incorporacién ala dinamica habitual de trabajo en
e aula de las aternativas metodol 6gicas existentes para € uso educativo de internet,

tales como las webquests, cazas del tesoro, herramientas de autor, entre otras.

Esta unidad he planificado utilizar ocho sesiones mas otra sesion que la utilizaré
para realizar una prueba escrita. Los sesenta minutos de cada sesion la he dividido en
tres espacios temporales: en € primero, de una duracién de 15-20 minutos, resolveré las
dudas y gercicios planteados en la sesion anterior, salvo en la primera sesion de la
unidad en la que utilizaré estos primeros minutos para motivar e introducir al alumnado
los contenidos de la unidad. En los segundos 25-30 minutos impartiré los contenidos
planificados para la sesion, poniendo gjemplos para una megor comprension. En los
altimos 15-20 minutos propondré actividades para que los alumnos/as los realicen en
clase, saliendo algun voluntario/a a la pizarra para solucionar estos gercicios o
problemas con la ayuda del resto del alumnado. Al finalizar la sesion mandaré el trabajo

gue deben readlizar en casa.
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7.1. Secuencia de contenidos

L os contenidos que he planificado para impartir en esta unidad didactica se dividen

en tres bloques fundamental mente.

7.1.1. Bloquel: Limite deuna sucesion.

Este primer blogue lo he disefiado como introduccién la nocién de limite. Tras
repasar € concepto de sucesion, sus propiedades y tipos, introduzco laidea de limite de
una sucesion. Me parece oportuno realizar esta introduccién para limites porque creo
gue es mas sencillo para  alumnado comprender este concepto si se hace de manera
discreta, como es el caso de las sucesiones, antes de hacerlo de forma continua, un
proceso més complejo debido fundamentalmente a la dificultad que posee e aumnado

para comprender lacomplitud de R.
7.1.2. Bloquell: Limitefuncional.

Una vez tenido un primer contacto con los limites, es e momento de sumergirse de
lleno en e limite de funciones. En unidades anteriores ya se han estudiado las
caracteristicas generales de funciones y las funciones exponencial, logaritmica y
trigonométricas para poder trabajar con ellas en esta unidad. En primer lugar extenderé
el limite en @ infinito a funciones, a partir del limite de sucesiones, y posteriormente
impartiré el limite en un punto. Me detendré en e estudio de asintotas horizontales y
verticales, atendiendo a su caculo forma con limite, pero también trabgaré la
identificacion de asintotas simplemente observando la expresién algebraica de la

funcion. Practicaré @ célculo de limites de funciones sencillas.

7.1.3. Bloquelll: Continuidad.

Tras ver @ limite funcional es la hora de relacionarlo con la continuidad de
funciones. Principalmente se usa @ limite en un punto y limites laterales. Es importante
de nuevo que e alumnado que tenga clara la nocion de complitud para entender la
definicion rigurosa de continuidad. Otro de los aspectos fundamental es de este bloque

es la clasificacion de discontinuidades y su identificacion.
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7.2. Actividades

A lo largo de la unidad propondré actividades de diferente tipo necesarias para
poner en juego los conceptos y sobre todo los procedimientos que se han explicado
durante las sesiones que ha ocupado esta unidad. Los modelos de actividades que se

ponen de manifiesto son:

e |nicio; a comenzar la unidad necesito de alguna manera conocer los
conocimientos previos que e aumnado posee sobre las nociones a estudiar.
Con este objetivo y con € de introducir los nuevos contenidos planteo las
actividades deinicio.

e Motivacion: aunque en este curso los alumnos y alumnas ya se encuentran por
voluntad propia, sigue siendo necesario motivar y evitar €l desaliento entre €
alumnado. Esto voy a intentar conseguirlo manteniendo un buen ambiente de
trabgjo de trabgjo en € aula, procurando la participacion del dumnado en
clase,... pero también las actividades que proponga tiene que contribuir a este
fin. Para adquirir este carécter motivador disefiaré actividades llamativas, ya
sea por € enunciado, por € contexto en el que las sitdo o porque su resolucion

Ssupone un reto.

e Desarrollo: estas actividades de desarrollo son las que los alumnos/as deben ir
realizando a lo largo del tema, por ello, son actividades que, en principio, no
van més alé de comprobar si se han adquirido los procedimientos relativos a

primer nivel de utilizacion de los conocimientos.

e Consolidacion: las actividades de consolidacion, como su propio nombre
indican, son las que van a ayudar a los alumnos/as a consolidar los
conocimientos adquiridos a lo largo del desarrollo de la Unidad Didactica.
Permiten lograr con mayor acercamiento a la realidad del aprendizaje del
alumno, lafijacién de los conocimientos, desarrollo de las habilidades, hdbitos

y capacidades, asi como modos de actuacion.

e Investigacion: este tipo de tareas estan orientadas a un trabgjo mucho méas

individual y personal por parte del alumno/a. Les propongo un tema sobre €
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gue deben buscar informacién y su relacion con los contenidos propios de la
Unidad didactica. Estas actividades suelen ser de historia o de procesos
naturales en los que intervengan dichos contenidos. Con estas actividades

trabajo paralelamente lainiciativay la confianza del alumnado.

7.3. Planificacion de las sesiones

A lolargo de las ocho sesiones en que voy aimpartir esta Unidad didactica he
repartido |os contenidos de la siguiente manera:

Deteccion de conocimientos previos, repaso de cursos anteriores y

SESIONI sucesiones. Limites de sucesiones.
SESION I Tendencia en funciones. Limite infinito en € infinito.
SESION 1| Limite finito en infinito e infinito en un punto. Asintotas.

SESION IV Limite funcion en punto: limites laterales.
SESION V Célculo de indeterminaciones|.

SESION VI Célculo de indeterminaciones 1.
SESION V11 Estudio de la continuidad de funciones.
SESION VIII  Repaso general delaunidad didactica.

> SESION |

Como dije anteriormente tengo que conocer los conocimientos previos del
alumnado. En el caso gque nos atafie, no tendrian por qué haber visto en cursos anteriores
contenidos relativos a limites o tendencia, como ya lo reflejé en apartado 4 en la seccion

referente al curriculo en el cuarto curso de la educacion secundaria obligatoria.

Es en esta primera sesién cuando haré un repaso de los cursos anteriores y de los
contenidos que havisto el alumnado en ellos. Para determinar €l nivel de conocimientos
gue poseen realizaré una bateria de preguntas rdpidas y de respuesta corta que muestren
sobre todo e nivel de conceptos que tiene e alumnado. En caso de que ya hayan visto
por lo menos la nocion de tendencia comenzaré directamente con e limite de
sucesiones. Si no es e caso tendré que comenzar por transmitirles esa nocién de
tendencia, que suele estar relacionada con € limite en infinito, a través de las propias
sucesiones y cuando llegue d momento extrapolaré esa misma idea de tendencia a

funciones.
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La primera toma de contacto que va a tener € aumnado es que determinen qué
cantidad de superficie corresponde a las porciones pintadas de verde del siguiente
cuadrado:

—|:E

Con esto quiero hacerles ver que los procesos infinitos que se acometerdn en esta
Unidad tienen comportamientos alos que no estédn acostumbrados.

En un principio sera necesario repasar € propio concepto de sucesion y recordar |os
tipos con los que mas han trabgjado: progresiones aritméticas y progresiones
geométricas. A la vez pondré gjemplos que no sean de ninguno de los tipos anteriores,
motivando la introduccién de los conceptos de sucesion recurrente y de término general

de una sucesion, que a posteriori sera necesario para determinar e limite.

Al inicio les serda mucho més fécil entender esta construccion con eemplos
sencillos y que elos mismo puedan comprobar con la calculadora. Por esto

trabajaremos con actividades similares ala siguiente:

Actividad 1: Dada la sucesion {1/n}, determina, con ayuda de la calculadora, sus
términos 10,102,10° y 10°, ¢qué observas en € comportamiento de la sucesion?

Realiza un estudio similar con lasucesion {n + 3}, ¢cud su tendencia?

Tras esta introduccion daré la definicidon muy intuitiva de la convergencia y la
divergencia de sucesiones. Para una asimilacion de estos conceptos propondré a los
alumnos/as que ellos mismos propongan sucesiones que consideren convergentes o
divergentes, diferentes de las yavistas, y que entre los compafieros discutan la tendencia
de las mismas, argumentando Y justificando, con las herramientas de |las que dispongan
hasta ese momento, la veracidad o falsedad de |as proposiciones.
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Para findlizar la sesion repasaré los contenidos més destacados y propondré

actividades similares a las anteriores para que se realicen en casa.
> SESION I

Una vez vista la tendencia de sucesiones, es é momento de extrapolar esa misma
idea a funciones. Por ser los limites de sucesiones exclusivamente limites en infinito,
comenzaré la explicacion de éstos para funciones. En primer lugar tendré que
diferenciar la tendencia que se produce en sucesiones, se hace de forma discreta, natural
anatural, de la que tiene lugar en €l limite de funciones gue es de forma continua y que
en estos casos también pueden tomar val ores negativos. Para que esta diferencia se haga
mas latente propondré gercicios muy similares a los que se hicieron con sucesiones

pero en los que intervengan funciones.

Actividad 2: Dadalafuncién f(x) = 1/x, determina, con ayuda de la calculadora,
su valor en los puntos 12°3,2°4905 - 103,467 - 10°y 9'2 - 10°, ¢qué ocurre con la
funcion? ¢Existen otros valores para los que e comportamiento sea parecido? ¢Qué

repercusion tiene este comportamiento en la representacion grafica de lafuncion?

A continuacion definiré formalmente primero e concepto de limite infinito en €
infinito ya que considero que les sera mas facil entender. Para comprender estas

nociones propondré actividades como:

Actividad 3: Tomando ahora la funcion f(x) = 3x + 2 determina que tendencia
experimenta cuando los valores se hacen muy grandes. Analiza su comportamiento
cuando la variable independiente toma valores muy pequefios. ¢Qué diferencias
encuentras con la funcion de la actividad 2? ¢Crees que € tipo de expresion

(polindmica, racional, irracional,...) influye en su comportamiento?

Para las tres restantes posibilidades de lim,_ .. f(x) = oo, dgjaré a alumnado
gue dialogue entre si y que las definan formamente tomando como gemplo la dada,

contribuyendo ala construccion de significados y conceptos.
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> SESION Il

Esta sesion esta destinada a conocer € limite finito de unafuncion en € infinito y e
limite infinito de una funcién en un punto. La dificultad de estas definiciones reside en
gue entran en juego cantidades infinitesimales, aunque méas concretamente es la
deficiente nocién de complitud de R que suele tener el dumnado lo que propicia mas
problemas en estas de definiciones de limites. Ademas tienen que darse cuenta que €

limite de una funcion en un punto puede variar S se hace por la derecha o por la
izquierda.

Intuitivay gréficamente es bastante sencillo entender este tipo de limites, por lo que
realizaré actividades como la siguiente:

Actividad 4: Con la ayuda de una hoja de célculo completa las tablas siguientes

1
(x=2)*

f(x)

£(x)

referentes alafuncion f(x) =

Paratrabajar la relacion entre la expresion algebraica y la representacion gréfica

de los limites que se acaban de introducir propondré la siguiente actividad:

Actividad 5: Considerando la grafica siguiente de unafuncion f(x) determina:

&) lim, e £(x) "}
b) 1My £(X) 2

—1 X
0 lim, ., f(x) | e

d) lim, o+ f(x)

29



LUISANTONIO TORRES SALINAS TRABAJO FIN DE MASTER

Para practicar € calculo de limites realizaran los alumnos y alumnas en la pizarra

las siguientes actividades con mi ayuday la del resto de comparieros/as:

Actividad 6: Calculalos limites que a continuacion se muestran:

- H 3
a) Iimxa,3+(xi)+’3c+l) d) lim,_ _2+e*
- 1
. - e lim,_ .. log(=
b) ||mx43_% ) lim, 1o log(>)
_ 1 f) Iimxl)' tg(x)
) ||qu»+oom 2

Con € estudio de este tipo de limites ya se puede hablar de asintotas verticales y
horizontales, que son las Unicas que se van atratar en esta Unidad. Como las asintotas

sirven paramodelizar procesos de estabilidad, propondria:

Actividad 7: Dibuja una gréfica aproximada de la evolucion de la poblacién
mundial de hoy en adelante. Sabiendo que se ha estimado que la Tierra podria abergar
un maximo de 13 mil millones de personas, ¢mantienes tu grafica o quieres

modificarla?
> SESION IV

En esta sesion voy a centrarme en € limite finito de una funcion en un punto.
Posiblemente sea € concepto més dificil de entender por su caracterizacion € — §. Al
llegar a este punto ya conocen los limites laterales, vistos la sesion anterior, aunque solo
lo han visto para €l caso de limites infinitos en un punto. Traduciré los limites laterales
también a limites finitos y definiré la existencia de limite en un punto como la
existencia de los dos limites laterales y que ademés sean iguales.

En esta Unidad tienen gran importancia los recursos TIC. Para llegar a comprender
mejor la definicion formal de limite en un punto utilizaré una herramienta disponible en
http://www.aulademate.com/contentid-26.html en la que se puede representa cualquier
funcion y sobre ella se dispone un rectangulo en forma de entorno, e cual se puede

agrandar o disminuir con las barras deslizadoras emulando lavariacion de € 0 §.
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Funcidn definida a trozos: limite de (5ix=1 x"2+1y six==1 3-x)enx=1 -

'

Xmin

o
Ik =

—
fai)
Pl

Kmax
Ymin

Ymax
4

\ Zoomn
-1 S
X Zoom Out

fix)=  x=1?7x02+1:3-x Limite

limtata= < P

testlimitL= < r 2
epsilon=+ v 01
delta= <« r 02

A continuacion propondré gercicios tipo de célculo de limites de funciones en un

punto para conseguir destreza 'y habilidad:
Actividad 8: Resuelve los siguientes limites:

373" 2

3 limy o 3=z D Mmoo
. -1 2
b) Ilm ﬂ.ZXT } 1 X _3x+1
X2 x2—1+3 e lim,_ e (E + 2)
. x7+x0+x3 /2
C) ||mx too T . eX!
~too 1 f) lim,  _o—
(z) ) X 4
> SESIONV

Esta sesion y la siguiente las voy a dedicar a redizar € estudio de
indeterminaciones. Quiero hacerles ver gque las indeterminaciones no son casos en los
gue no exista € limite, sino que son sSituaciones en las que hay que seguir una

determinada estrategia para poder resolverlas. Comenzaré por € tipo de

31



LUISANTONIO TORRES SALINAS TRABAJO FIN DE MASTER

indeterminaciones que considero mas sencillas de calcular, € limite en e infinito del
cociente de dos polindmicas, en las que ssimplemente hay que atender a grado de los
polinomios y al coeficiente lider de los polinomios. Resolveré gercicios en la pizarra
del estilo:

2__ 7 5_E,2_
x2—3x+2 ) —2x'+5x% . x°—5x2—1
2 2r7e m oz 707 c lim, _

x3+2 b) lim, . x/+2x5—8x ) Xm0 27T+ 4x2+x—3

a) limy_ e

Continuando con las indeterminaciones en las que intervienen polinomios trataré a
continuacién las originadas por limites en un punto, en los que la estrategia es

factorizarlos y ssimplificar:

i x2—9 ) (1+x)2—-1 ] x2+3x+2
8 limy 35— b) lim, _ o———— Q) limy 1 73
> SESION VI

Siguiendo e estudio de indeterminaciones, en esta sesion acabaré de ver los
procedimientos a seguir dependiendo del tipo de expresion agebraica que nos
encontremos en la actividad. En particular, para comenzar esta sesién explicaré la

resolucion de indeterminaciones en las que intervienen raices de polinomios:

. 7x—1 . T 5 A 1

1 2 -
) My o0 s A) limy_c, V18x% +1=—=—
b) lim,_ o Vx2+3x —Vx2 +x ’ i rx2+1

i e) Imx_.roo x2+1
0 lim,_; —=
X3 x-3 f) lim 24+ 3x—
) lim, o Vx X—Xx

Cabe destacar que para la resolucion de estas indeterminaciones el alumnado debe
manegjar con fluidez las propiedades de los radical es, fundamentalmente la introduccion
en e radicando de laincognita con e exponente deseado y €l uso del conjugado de una

raiz.

El dltimo tipo de indeterminacion que se tratara en este curso es 1. Tras explicar
con un g emplo € modo de actuar cuando nos encontremos ante una indeterminacion de
este tipo, propondré actividades pararealizar en la pizarra con la colaboracion de toda la

clase:
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. 1 x . =2
a limy e (; + 1) d) lim,_ _;-(1+log(x + 2))x+1
) 1
b) lim, , (%)H
. 2
c) lim,_o(1+ 3x)x
> SESION VII

Los limites puntuales juegan ahora € papel fundamental de la continuidad. Si han
comprendido la idea de limite puntua es muy fécil llegar a la de continuidad en un
punto. Lo dificultoso puede ser traducir o que ellos entendian por funcion continua,
aguella que se podia dibujar sin levantar € |4piz del papel, a lo que por definicion es
una funcién continua en un punto. Para introducir al dumnado en la dinamica de las

funciones continuas y discontinuas propondré la actividad:

Actividad 9: Dada la siguiente funcién y su gréafica responde razonadamente a las

cuestiones planteadas:

-1/x s1 x<0
f(x)= x2 si 0<x <2
X-2 si x>2

3]

-4 -2

>
[18)

a) Completa, con laayudade la calculadora, las siguientes tablas:

f(x)

f(x)
b) ¢Observas algunarelacion entre las tablas, la gréficay la expresion de lafuncién?

c) Explica las semganzas y diferencias que encuentras en los resultados de las dos
tablas.

d) ¢Crees que la tendencia que se da en la segunda tabla se conserva en otros puntos?
¢Cudes?
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€) Apoyandote en la gréfica, encuentra otro punto en € que ocurra algo similar a la

primeratabla.

Posteriormente definiré la continuidad y discontinuidad de una funcion
relaciondndolos con € tipo de limite que los propicia. Para practicar estos contenidos

propondré la actividad:

Actividad 10: Relaciona la continuidad y cada tipo de discontinuidad con su

grafica correspondientey conla:

a) Discontinuidad esencid d) Discontinuidad evitable
b) Discontinuidad inevitable de saltofinito €) Discontinuidad inevitable de sdto

c) Continuaen todo € dominio infinito

|

/M

all &

x%43
2

8 f(x)=x*—e* d flx)=

sinx, x<m

e
b) f(x):%]ogx, x>1 o f(x):{sin%, x<0
0 f(x)={ 1, x=0

x, x>0
> SESION VIII

Esta Ultima sesion esta orientada a repasar 10s contenidos mas importantes vistos a

lo largo de la Unidad, resolver dudas, realizar gercicios, etc.
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Para finalizar propondré actividades de consolidacion como las siguientes.
Actividad 11: Resuelve |as siguientes cuestiones:

a) Sabemos que cierta funcion tiene limite en un punto x=a, ¢es necesario que

dichafuncion esté definidaen x=a? ¢Y s es continua? Indaga una razon.

b) Escribe una funcion que tenga limite 1 en x=0 y que tome val ores menores que

1. Haz una representacion grafica para explicar tu respuesta.

¢) Una funcion definida en todo R toma solamente valores 1 y -1. ¢Puede tener

limite en todos sus puntos? Si es asi, pon un gemplo y represéntala.

Actividad 12: Determina la continuidad de las siguientes funciones. En & caso de

gue no sea continuaindica e tipo de discontinuidad que presenta:

2—1, <0 %22
y X =
x+1 x<?2
b) f(x):{Zxrl,xEZ d) f(x)=x|%|1

Actividad 13: Una piscina de un volumen total de 2’3 decametros cubicos, tiene un
sistema de llenado de tal forma que & volumen de agua en litros viene dado por

f(t) — 2000t

t+1 °
qué?

¢Habra algin momento en que se desborde € agua de la piscina? ¢Por

Actividad 14: El sistema de cobro de una compafia de telefonia tiene un
establecimiento de Ilamada de 0’30 € y 0’10 € por minuto hablado hasta 15 minutos.
Pasado este tiempo se le afiade un recargo de 0°15€ pero la tarifa baja a 0’08 € por
minuto. Expresa gréficay algebraicamente la funcién que modela este cobro. Determina
la continuidad de la funcién cobro y, en caso de que exista, € tipo de indeterminacion
que muestra.
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8. EVALUACION

Laevauacion es un proceso integral, en € que se contemplan diversas dimensiones
o0 vertientes: andlisis del proceso de aprendizaje de los alumnos y alumnas, andisis del
proceso de ensefianza y de la préactica docente. La evaluacion del proceso de aprendizaje
tiene que servirme para conocer € grado de adquisicion de los objetivos planteados. Las

distintas clases de evaluacion que voy a utilizar son:

Inicial: me permitirA conocer e punto de partida en e que se encuentran mis
alumnogs/as y adaptar la Unidad si fuera necesario. La planteo en la primera sesion de la
Unida. Un gjemplo de actividad inicia para este tipo de evaluacion es redizar una
tormenta de ideas en clase.

Continua: la evaluacion ha de adoptar un carécter procesua y continuo, que le
permita estar presente, de forma sistematica, en el desarrollo de todo tipo de actividades
y no solo en momentos puntuales y aislados. Se podran valorar asi los resultados
obtenidos y los procesos de ensefianza-aprendizgje desarrollados, de acuerdo con la
definicion que, como desarrollo de capacidades, se ha hecho de los objetivos
educativos. Se trata de una evaluacion formativay sumativa ala vez. En ella se puede
proponer a alumno actividades de dificultad creciente. Una vez analizados los
resultados, determino dos niveles seguin la dificultad de las actividades resueltas por

cada alumno/a.

Final: laredizaré a término del proceso de ensefianza-aprendizaje, a partir de los
datos obtenidos en el proceso de evaluacién continua, para determinar o valorar e grado
de consecucion obtenido por el alumno sobre los objetivos y contenidos propuestos con

referencia alos criterios de evaluacion.

8.1.Criterios de evaluacion

Los criterios de evaluacion gque determina € marco legisativo para la materia de

Mateméticas | son:

1. Utilizar correctamente los nimeros reales y sus operaciones para presentar e
intercambiar informacién; estimar los efectos de las operaciones sobre |10s nUmeros
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reales y sus representaciones grafica y algebraicay resolver problemas extraidos de
la realidad socia y de la naturaleza que impliquen la utilizacion de ecuaciones e

inecuaciones, asi como interpretar |os resultados obtenidos.

. Transferir una situacion real a una esquematizacion geométrica y aplicar las
diferentes técnicas de resolucion de tridngulos para enunciar conclusiones,
valorandolas e interpretandolas en su contexto real; asi como, identificar las formas
correspondientes a algunos lugares geomeétricos del plano, analizar sus propiedades

métricas y construirlos a partir de ellas.

. Transcribir situaciones de la geometria a un lenguaje vectorial en dos dimensionesy
utilizar las operaciones con vectores para resolver |os problemas extraidos de éllas,

dando unainterpretacién de las soluciones.

Identificar las funciones habituales dadas a través de enunciados, tablas o graficas, y

aplicar sus caracteristicas al estudio de fendmenos naturales y tecnol 6gicos.

Utilizar los conceptos, propiedades y procedimientos adecuados para encontrar e
interpretar caracteristicas destacadas de funciones expresadas analitica y

graficamente.

. Asignar probabilidades a sucesos correspondientes a fendmenos aleatorios simplesy
compuestos y utilizar técnicas estadisticas elementales para tomar decisiones ante

situaciones que se gjusten a una distribucion de probabilidad binomia o normal.

Redlizar investigaciones en las que haya que organizar y codificar informaciones,
seleccionar, comparar y valorar estrategias para enfrentarse a situaciones nuevas con

eficacia, eligiendo las herramientas mateméti cas adecuadas en cada caso.

Los criterios de evaluacion que yo he determinado para esta Unidad didéactica son

los siguientes:

e Comprendey expresalaideaintutiva de limite de una sucesion.
e Calculad limite de sucesiones sencillas.

e Expresadeformaclaraunaideaintutivade limite.
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e Calculalimites en infinito de funciones sencillas.

e Utilizalimites|aterales para calcular € limite de unafuncion en un punto.

e Cadculalimites de sucesiones en las que aparece laindeterminacion 1.

e Distingue fendmenos en los que intervenga e concepto de limite.

e Relaciona mediante la expresion algebraicay gréficamente limites y asintotas.
e Conoce de maneraintuitivael concepto de funcion continua en un punto.

e Identificar los tipos de discontinuidades analiticay gréficamente.

e Justificala continuidad o discontinuidad de una funcién en un punto mediante

los limites laterales.
e Determinaa dominio de continuidad de una funcioén.

e Reconoce funciones que modelizan diversos fenomenos relacionados con

limites y continuidad.

Cadatipo de evaluacion llevaimplicita su temporalizacion. Asi laevaluacion inicia
esta pensada redlizarla a inicio de la Unidad didéactica, como ya se ha mencionado, la
continua se plantea a lo largo de todo € proceso, |o que me permitira reconducirlo en €
caso de gque se encuentren dificultades, introduciendo las oportunas medidas correctoras,
y lafinal unavez finalizadala Unidad.

8.2. Instrumentos de evaluacion

e El cuaderno de clase del adlumno/a es un instrumento de recogida de informacion
muy Util para la evaluacion continua, pues reflgja el trabajo diario en casay en
clase queredizae alumno/a.

e Tendré en cuenta € interés que muestre e alumno/a por la asignatura y su

participacion en clase.
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¢ Relacion de gercicios y problemas obligatorios que deberareaizar € alumnado.

Se vaorard positivamente si se hacen y negativamente en caso contrario.

e Redlizaré frecuentemente preguntas orales cortas en las que € alumno/a debe
aportar una informacion muy concreta 'y especifica que podra resumirse en una

frase, un dato, una palabra,...

e Al fina de la unidad realizaré una prueba escrita con gercicios y problemas
representativos de los contenidos tratados en la Unidad didactica. La valoracién
de un gercicio se realizard, considerando especialmente el planteamiento
razonado del problema y la gecucion del mismo. La mera descripcion del
planteamiento sin que se lleve a cabo de forma efectiva no puede ser suficiente
para obtener la valoracion positiva global del mismo. De igual modo, en los
gjercicios en los que se pida una deduccién razonada, la simple aplicacion de
una férmula no sera suficiente para obtener la vaoracion positiva global de
éstos.

En las pruebas escritas se exigira una redaccion clara, detalada y razonada
de todas las cuestiones y gjercicios que en las mismas se planteen. La

presentacion claray ordenada del gercicio se valorara positivamente.

e Todos los aumnos que hayan obtenido calificacion negativa en cada evaluacion
realizardn una nueva prueba escrita para darles la oportunidad de obtener
calificacion positiva en la misma, una vez transcurrido un periodo de tiempo
razonable desde la celebracion de la sesion de evaluacion y se haya repasado la

materia

En la nota final de evaluacion tendra un peso de un 75% las pruebas escritas, un
15% vendrd dado por los procedimientos (presentacion de las actividades, buena

expresion,...) y el 10% restante lo completala actitud e interés que se muestre en clase.
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9. ATENCION A LA DIVERSIDAD

Dentro de un aula coexisten diferentes tipos de alumnos y alumnas, con niveles
socio-culturales diferentes, razas diferentes, creencias diferentes, ritmos de aprendizaje
diferentes,... Laatencion aladiversidad constituye un mecanismo de gjuste de la oferta
pedagbgica a las capacidades, intereses y necesidades de los adolescentes y actla
como elemento corrector de posibles desigualdades en las condiciones de acceso ala

culturabésica.

Laexpresion “atencion a la diversidad” no hace referencia a un determinado tipo de
aumnos y aumnas (adumnos y alumnas problematicos, con deficiencias fisicas,
psiquicas 0 sensoriales, etc.), sino a todos los escolarizados en cada clase del centro
educativo. Esto supone que la respuesta a la diversidad de los aumnos y las alumnas
debe garantizarse desde € mismo proceso de planificacion educativa. De ahi que la

atencion aladiversidad se articule en todos los niveles.

El aspecto en € que més clara se aprecia la atencion a la diversidad es el modo en
gue se plantean y llevan a cabo las sesiones, y los medios a través de los cuales se
proyecta la metodologia, esto es, las actividades, gemplos y contextos utilizados en
clase. Por este motivo considero de suprema importancia tener en cuenta las siguientes

premisas.

1. Al principio de todas las unidades didacticas se presentan una serie de
actividades iniciales para conocer € punto de partida del alumno y la diversidad
de sus conocimientos previos. A los alumnos en |os que se detecte unalagunaen
Sus conocimientos se les debe proponer una ensefianza compensatoria, en la que

debe ocupar un lugar importante el trabajo en situaciones concretas.

2. Para poder atender ala diversidad de aptitudes y de ritmos de aprendizgje y asi
poder conseguir, por un lado, la comprension y consolidacion de los conceptos y
por otro, la profundizacion en elos, éstos se deben acompafiar de actividades de

desarrollo con una estructura interna de pasos sucesivos muy claros.

3. Deben plantearse actividades con distinto grado de estructuracion para atender a

la diversidad de niveles y ritmos de aprendizaje, por lo que se realizaran
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actividades de refuerzo para atender a aquellos alumnos/as que no sigan € ritmo

general de sus comparieros.

4. En la misma direccion que las actividades de refuerzo, planteo actividades de
ampliacion orientadas al alumnado que considere capaz de asimilar conceptos o
procedimientos mas avanzados de los que estan programados para esta Unidad.
A la vez estas actividades las podréan redizar todos aguellos que estén
interesados en ellas.

5. Para facilitar la motivacion de nuestros alumnos conviene tener en cuenta la
diversidad de gustos e intereses que presentan. Para abordar este aspecto se
deben proponer actividades que se correspondan con contextos diversos.
Asimismo, deben abordarse distintos tipos de actividades. manipulativas,
procedimentales, conceptuales, de resolucion directa o actividades abiertas para

favorecer lalibertad de e eccion del alumnado.
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10. EDUCACION EN VALORES

La educacion en valores se entiende como un ambito més amplio que la educacion
moral, al menos seglin la acepcion méas usua de ésta. Se trata de valores no solo
morales en sentido restringido, sino también civicos. Se trata de educar para las
opciones morales, para un persona estilo de vida ético, pero educar también para los
habitos democréticos y las reglas y condiciones minimas de convivencia pacifica, sin las
cudes no hay vida humana digna. Es educar en determinadas condiciones
indispensables para esa convivencia, pero también para la tolerancia en una sociedad
pluraista

Desde las mateméticas se puede colaborar a esta educacién en valores mediante e
enunciado de las diferentes actividades planteadas en el aula. En lo que a esta Unidad

respecta se pueden trabagjar:

» Educacion ambiental, mediante € estudio de dindmica de poblaciones de

animales, bacterias,... concretamente el de la estabilidad de poblaciones.

» Educacién para salud, con comportamiento que sigue la medicién de un
termOmetro cuando se esta tomando la temperatura de un enfermo con
fiebre.

» Educacion para € consumidor, estudiando la estabilidad del precio de un

determinado producto.
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