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Capitulo 1

Introduccion

En nuestro dia a dia nos encontramos ante situaciones en las que tenemos
que saber qué nos quiere decir un grafico. Mucha de la informacion dada en
los medios de comunicacién y en los periédicos viene dada en forma de
grafico. Por este motivo, el estudio de las representaciones graficas y su
construccién tienen gran relevancia en los institutos.

En el siguiente trabajo se presenta una investigacion educativa realizada
en el contexto de las practicas del méaster de Educacién en un Instituto de la
provincia de Granada. Dicho trabajo se adecta a la tipologia de Trabajo Fin
de Master establecido en las Directrices Generales sobre el Trabajo de Fin de
Miéster, en concreto, se trata de un Trabajo de investigaciéon derivado de la
experiencia desarrollada por el estudiante durante las Practicas externas. En
todo momento nos hemos basado en el articulo de |Cuesta Borges, Escalante
Vega y Ruiz Hidalgo| (2016) para su realizacion.

En primer lugar se preparan tres cuestiones sobre funciones que se cen-
tran principalmente en la interpretaciéon y la representacién de graficas. Es-
tas cuestiones son una réplica de las utilizadas en el articulo nombrado
anteriormente. El objetivo principal es determinar los significados que los
alumnos asignan a los conceptos que aparecen en las actividades propues-
tas, asi como su capacidad para relacionarlos, interpretarlos y representarlos
graficamente en situaciones contextualizadas. En concreto, nos centramos en
los conceptos de velocidad, espacio y tiempo.

Como hemos mencionado, nuestro estudio se centra en el tema de funcio-
nes y graficas, especialmente en su interpretacion y construccién. Por este
motivo, los objetivos van a estar relacionados con el tipo de actividades
propuestas en el cuestionario que aplicaremos a los alumnos. A partir del
cuestionario pretendemos determinar la capacidad de los alumnos ante el
tipo de problemas propuestos, y que estos utilicen un razonamiento claro y
consecuente con lo que se pide, siempre justificando la respuesta.

La elecciéon de las preguntas que componen el cuestionario no ha sido
de forma arbitraria, sino que su interés surge tras leer el articulo de |Cuesta
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Borges, Escalante Vega y Ruiz Hidalgo| (2016). Se nos ocurre realizar la
misma prueba, una réplica al cuestionario que ellos aplican, aunque con
menos preguntas, a los alumnos de primero de bachillerato, de forma que al
final del trabajo podamos comparar nuestros resultados con los obtenidos
por estos autores.

Una vez conocido el porqué de la elecciéon de las preguntas que com-
ponen el cuestionario, presentamos la herramienta que vamos a utilizar, el
cuestionario, que aparece en el apartado de Metodologia. En él incluiremos
las preguntas de que consta el cuestionario, el tipo de actividades que son y
las habilidades que queremos observar ante estas preguntas. También des-
cribimos las caracteristicas del alumnado al que va destinado, y como se ha
llevado a cabo dicho cuestionario en el aula.

A continuacién, mediante la técnica de andlisis de contenido, se analiza-
ran los resultado de los alumnos, para lo cual se tendran en cuenta estudios
anteriores en los que se haya tratado el tema, y que presentamos en el apar-
tado Antecedentes y marco tedrico.

Hemos podido relacionar las confusiones que han presentado los alum-
nos con confusiones que aparecen en la literatura previa, y recogidas en
la bibliografia, como son confusién tipo pendiente-altura, confusién gréfico-
dibujo y confusién punto-intervalo (Janvier, 1987). Se ha podido comprobar
que muchas de las dificultades que presentan son debidas a la relaciéon que
establecen entre el concepto que tienen sobre el tema y su relacién con el
contexto en que tiene lugar la situacién problema.

Por tltimo, extraeremos las conclusiones méas destacadas que hemos ob-
servado en el trabajo, y compararemos como hemos dicho antes con otros
trabajos.



Capitulo 2

Antecedentes y marco
tedrico

En este apartado, proporcionamos los pilares teéricos en que hemos fun-
damentado el trabajo, asi como estudios previos que hacen referencia a las
dificultades y errores que los estudiantes manifiestan sobre el concepto de
funcién, su interpretacién y sus representaciones.

Curriculo

Debido a que este trabajo se centra en estudiantes de primero de Bachi-
llerato de ciencias de la salud, en el tema de funciones, concretamente, en la
construccién e interpretacion de graficas, es importante enmarcarlo dentro
del curriculo de primero de Bachillerato.

Atendiendo al Real Decreto 1105/2014 por el que se establecen los con-
tenidos minimos, criterios de evaluacién y estdndares de aprendizaje evalua-
bles, los alumnos de estas edades, deberan ser capaces de:

= Reconocer analitica y graficamente las funciones reales de variable real
elementales.

= Seleccionar de manera adecuada y razonada ejes, unidades, dominio y
escalas, y reconocer e identificar los errores de interpretacién derivados
de una mala eleccién.

» Interpretar las propiedades globales y locales de las funciones.

= Extraer e identificar informaciones derivadas del estudio y analisis de
funciones en contextos reales.

Representacion

El término representacién es complejo en el &mbito escolar, por sus diver-
sos significados y la gran variedad de contextos en que puede ser utilizado,

3
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formando parte fundamental de los procesos de aprendizaje y comprension
de las matematicas. De acuerdo con |Castro y Castro |(1997), las representa-
ciones constituyen el conjunto de “notaciones simbdlicas o graficas, mediante
las que se expresan conceptos y procedimientos matematicos, asi como sus
caracteristicas y propiedades més relevantes” (p.96), que se clasifican en
registros de representacién semiética (Duval, 1999).

Una de las preocupaciones en investigacién en Didactica de la Matema-
tica se centra en averiguar como se produce el conocimiento de los alumnos.
Una vez se establece lo que se entiende por conocimiento, éste estard vin-
culado a las representaciones de los conceptos, ideas o relaciones. De ahi la
importancia que las representaciones tienen en la investigaciéon en Educacion
Matematica (Blazquez y Ortega, 2001).

“Castro y Castro (1997) hacen una revisién bibliogréfica sobre la
nociéon de representacién y muestran cémo para pensar y razo-
nar sobre ideas matematicas es necesario hacer representaciones
internas de las mismas (para que asi la mente pueda operar so-
bre ellas), mientras que para comunicar estas ideas se necesitan
representaciones externas de las mismas por medio de signos. Se-
gun Duval (1993) las primeras se desarrollan al interiorizar las
segundas y la diversificacién de representaciones del mismo obje-
to o concepto aumenta la capacidad cognitiva de los sujetos sobre
ese objeto o concepto, y en este sentido, para Castro y Castro
(1997, 103), dominar un concepto matematico consiste en cono-
cer sus principales representaciones y el significado de cada una
de ellas, asi como operar con las reglas internas de cada sistema y
en convertir o traducir unas representaciones en otras, detectan-
do qué sistema es més ventajoso para trabajar con determinadas
propiedades.”(citado por Blazquez y Ortega, 2001, p.2)

En este sentido, un objeto especial de analisis ha sido la instruccién sobre
el concepto de funcién, en cuyo proceso de aprendizaje los alumnos se pue-
den encontrar con varias representaciones (graficas, expresiones, algebraicas,
tablas, diagramas de flechas, etc).

Tipos de tareas de representaciéon de funciones y errores

En lo referente al estudio de funciones y su representacion grafica, exis-
ten dos tipos de tareas que los relacionan: las de interpretacion y las de
construccién.

Las tareas de interpretacion hacen referencia a las habilidades de los es-
tudiantes para leer una gréafica tanto local como globalmente, y darle sentido
o significado (Leinhardt, Zaslavsky y Stein, |1990).



A diferencia de la interpretacién, en la construccién el alumno genera
algo nuevo, construyendo una grafica o trazando puntos a partir de datos
con una regla funcional o a partir de una tabla.

La interpretacion de graficas requiere de procesos de visualizacion, algo
que tal y como mostraron Eysemberg y Dreyfus (1991) utilizan poco los
estudiantes, que prefieren trabajar siguiendo un pensamiento algoritmico.

En general, las actividades de interpretacién estan relacionadas con la
representacion de situaciones (Janvier, 1980, 1981a, 1981b; Preece, 1983a).
Por ejemplo, dada una situacién representada por un grafico se puede ha-
cer preguntas de caracter local, que centran su atenciéon en los puntos, y de
caracter global, centrandose en la deteccién de tendencias. Entre las carac-
teristicas globales que se pueden interpretar de una funcién estan la forma
del gréfico, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, o intervalos de
crecimiento o decrecimiento estricto.

Por su parte, la construccién también puede ser local, como por ejemplo,
dibujar un nimero de puntos (Kerslake, 1981; Wavering, 1985), o global,
completar un grafico dado un niimero determinado de puntos (Karplus, 1979;
Markovits, Eylon y Bruckheimer, 1986).

La interpretacién y la construccién comparten una serie de caracteris-
ticas. En ambos casos, dichas acciones pueden darse en forma grafica, al-
gebraica, mediante pares ordenados, o describiendo sus relaciones de forma
verbal.

Errores

Janvier| (1987)) sostiene que los errores que aparecen en la construccién
e interpretacion de funciones se deben a confusiones visuales, entre las que
considera: confusién del tipo pendiente-altura, confusiéon grafico-dibujo y
confusién punto-intervalo. Para Janvier, las confusiones también pueden de-
berse a experiencias personales (personal distractors), que pueden aparecer
de manera simultanea con las confusiones visuales, dificultando asi los inten-
tos de los estudiantes para encontrar significado a las graficas, en concreto,
a su interpretacién y construccién.

En contraste, en |Leinhardt, Zaslavsky y Stein| (1990), se distinguen
cuatro tipos de errores, entre ellos: confusiéon intervalo-punto, confusion
pendiente-altura, la interpretacién de una grafica como un dibujo literal
de una situacién y la contemplacién de una grafica como construida a partir
de un punto o un conjunto de puntos. Este tltimo error puede tener su ori-
gen en que normalmente se le pide a los alumnos que construyan una grafica
a partir de una tabla de valores y luego se le hace preguntas que pueden
responder fijindose simplemente en la tabla.

En este dltimo articulo, se discuten las cuatro confusiones citadas an-
teriormente, y se proponen ejemplos en los que aparecen. Podemos citar
algunas de las actividades que discuten.
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Para la confusion intervalo-punto, uno de los ejercicios propuestos era la
interpretaciéon de un grafico que representaba los cambios en una poblacién
de dos microbios en relacién con su periodo de alimentacién, de forma que
cuando se preguntaba a los alumnos cudndo una poblacién era mejor que
la otra, respondian con el maximo de un intervalo y no con el intervalo de
tiempo durante el cual esa poblacién era mejor (Bell y Janvier, [1981).

En este caso, se llega a que los estudiantes tienden a focalizar su atencion
en un sélo punto, aunque un intervalo de puntos sea mas conveniente, muchas
veces debido a la ambigiiedad de las preguntas que se hacen (Preece, 1983b;
Bell y Janvier, 1981).

También encontramos ejemplos en los que se ha detectado la confusiéon
pendiente-altura, tratada por autores como Bell y Janvier| (1981)); Janvier
(1978); McDermott, Rosenquist y vanZee| (1987); [Preece| (1983b). Esta con-
fusién se pudo observar en ejemplos como dada la grafica en que aparecen
dos rectas que representan el espacio recorrido frente al tiempo de dos co-
ches A y B, decir si en un instante de tiempo determinado, la velocidad del
coche A es mayor, menor o igual a la del coche B (McDermott, Rosenquist
y van Zee, 1987)).

Otro ejemplo interesante que tratan en este articulo fue mostrar los gra-
ficos siguientes

Sy
>

distance
distance
distance

Time > Time > Time
(C)] (b ic)
FIGURE 11. Graph interpretation task
Note. From Kerslake, 1981, p. 128, reprinted by permission.

w

Figura 2.0.1: Tarea de interpretacion de gréficos (Leinhardt et al., 1990, p.
11)

que representan graficos de viajes, de forma que los estudiantes los in-
terpretaron como caminos reales de viajes (Kerslake, |1981]).

Velocidad

Clement| (1989) identifica que en graficos de velocidad-tiempo los estu-
diantes confunden maximo valor de la ordenada con la pendiente. Por otro
lado, McDermott, Rosenquist y van Zee (1987) observa que confunden el



concepto fisico de velocidad con distancia cuando las cuestiones no incluyen
un grafico.

Para identificar la confusion grafico-dibujo, una de las actividades es
mostrar tres graficos que pueden representar viajes, donde se aprecia que
los alumnos razonan de forma errénea al intentar seguir la grafica de la
funcién como si fuera un camino.

Clement, (1989) propone un modelo sobre estructuras que se usan para
comprender y generar graficos, en el que incorpora las conexién con el con-
texto auténtico y la idea de variaciéon. En este articulo también encontramos
dos confusiones, a saber: confusion pendiente-altura y tratamiento de un
grafico como un dibujo. Estas confusiones aparecen en actividades del tipo:
dada una grafica espacio-tiempo, en t=2, ; es la velocidad del objeto A
mayor, menor o igual a la velocidad del objeto B? (McDermott, Rosenquist,
Popp y van Zee, 1983); dibuja la grafica velocidad tiempo para una bicicleta
que baja por una colina.

Dolores, Alarcon y Albarran (2002)) llevan a cabo una investigacion
en la que se plantean actividades de andlisis de funciones de coordenadas
distancia-tiempo, en las que detectan las concepciones siguientes: asociacion
entre la mayor velocidad media con la representacién gréafica de la ordenada
de mayor altura, o con el intervalo al que le corresponden las ordenadas de
mayor altura; asociacién de la grafica cartesiana que se asemeja a la trayec-
toria para el caso de la caida libre de los cuerpos con la trayectoria misma;
la no aceptacién de que una grafica de coordenadas distancia-tiempo y otra
de coordenadas velocidad-tiempo puedan representar al mismo movimiento.
En dicho analisis se noté poca capacidad del alumnado en la visualizacion
y andlisis de graficas e inclinacién a realizar operaciones. Tal y como des-
criben otros autores, |Dolores| (2004) identific6 en otro de sus trabajos sobre
lectura e interpretacion de graficas, la asociacién de intervalos con puntos
de la gréfica.

Ortega y Pecharroman| (2014), expusieron algunos errores que manifies-
tan los alumnos cuando trabajan con funciones a través de sus graficas, e
hicieron una clasificacién de los mismos en funcién de que los alumnos van
adquiriendo los conceptos mediante tres estadios (semidtico, estructural y
auténomo). Para la realizacién de este trabajo, se tuvo en cuenta una va-
loracién del conocimiento previo de los alumnos y el aprendizaje de nuevos
contenidos.

Cuesta Borges, Escalante Vega y Ruiz Hidalgo (2016)) realizaron un es-
tudio a los estudiantes de primero de la Licenciatura de Economia, en el
que propusieron tareas de interpretacién y construcciéon de gréaficos funcio-
nales con el fin de conocer qué relacion establecian entre los conceptos de
velocidad, distancia y tiempo. Gracias al cuestionario y las entrevistas indi-
viduales que realizaron, detectaron confusiones y errores a la hora de inter-
pretar o construir un grafico de una situacién contextualizada. Descubrieron
que cuando estos alumnos entran a la Universidad presentan limitaciones en
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este A&mbito de las matematicas, pues aunque conocen la relaciéon algebrai-
ca entre las variables, siguen cometiendo errores al afrontar problemas de
interpretacién y construccion de graficas.



Capitulo 3

Metodologia

Este trabajo se ha llevado a cabo mediante un cuestionario utilizado
para detectar concepciones que presentan los alumnos ante actividades de
interpretacién y construccion de graficos.

3.1. Caracteristicas del alumnado

Esta investigacién se ha llevado a cabo en el contexto de las practicas
del méster de secundaria en un I.E.S. de Granada, para alumnos de primer
curso de bachillerato de la modalidad de ciencias de la salud.

El grupo al que hemos pasado el cuestionario consta de veintisiete alum-
nos, de los cuales solo lo realizaron veinticinco. Tenemos que destacar que
se considera una clase muy buena, con un comportamiento inmejorable, que
por lo general presenta bastante interés por la asignatura de matematicas,
y el nivel es medio-alto.

No encontramos alumnos que cursen este nivel educativo por segunda
vez, ni con intencién de abandonar el curso.

3.2. Cuestionario

En este apartado presentamos las cuestiones de que consta el cuestio-
nario, herramienta fundamental de esta investigacién. El formato original
del mismo se encuentra en el anexo que adjuntamos posteriormente. Ex-
plicaremos la finalidad de cada una de las preguntas que aparecen y cémo
analizarlas.

El cuestionario estd basado en el utilizado por Cuesta Borges, Escalante
Vega y Ruiz Hidalgo (2016). Se compone de tres preguntas que representan
situaciones contextualizadas, dadas principalmente de forma grafica o me-
diante la descripcién de la situacion. Todas ellas se centran en la relacién
espacio recorrido y tiempo empleado en recorrerlo, y velocidad y tiempo, de

9
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forma que para su resolucion los alumnos necesitan identificar caracteristicas
que no son apreciables de forma inmediata en los graficos o el enunciado.
Describamos cada una de las actividades de que se compone por separa-

do.

Actividad 1.

La figura muestra las graficas “distancia contra tiempo” del movi-
miento de dos coches, denotados A y B, respectivamente. Se pide
responder a las siguientes preguntas:

a) (En el instante de tiempo t=2, la velocidad del coche A es
menor, igual o mayor que la velocidad del coche B? Justifica
tu respuesta.

b) (En el instante de tiempo t=4, la velocidad del coche A es me-
nor, igual, o mayor que la del coche B? Justifica tu respuesta.

e(m)
20
A
15
B
10
5
0
0 2 4 6 8 t(s)

Nota. e(m) denota la distancia en metros y t(s) el tiempo en segun-
dos.

Este primer problema nos permite apreciar la capacidad de los alumnos
para interpretar una situacién dada por un grafico, atendiendo a la forma
del mismo y a las variables que intervienen.

Para dar solucién a dicha actividad se requiere cierta capacidad para:

Extraer informacion de unos datos representados graficamente.

Interpretar un grafico en que aparecen de forma simultanea dos varia-
bles.

Capacidad de obtener nuevas caracteristicas que no se ven de forma
inmediata a partir del grafico, es decir, la capacidad de interpretar las
variables de un gréafico, que aparecen de forma explicita o implicita.

Interpretar la velocidad como la pendiente de la recta.

Conocer la relacion existente entre los conceptos de velocidad, espacio
y tiempo.
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Actividad 2.

Un ciclista sale de casa a dar un paseo, desde las 8 de la manana a las
12 del mediodia. Durante la primera hora lleva una velocidad cons-
tante de 30 km/h y luego descansa una hora. Después del descanso,
regresa a una velocidad de 15 km/h.

c) Realiza una tabla de valores donde se represente el tiempo
(horas) y la distancia a la que se encuentra de la casa.

d) Realiza una grafica donde se represente esta situacion. Justifica
la respuesta con tus palabras.

Esta segunda actividad parte de un enunciado verbal de una situacién, a
partir del cual hay que responder a algunas cuestiones de tipo interpretativo
y constructivo, y finalmente representar dicha situacion de forma grafica. De
este modo, el alumno ha de traducir al lenguaje grafico el enunciado que se
expone.

Para dar solucién a dicha tarea se requiere ser capaz de:

= Organizar y tratar datos en una tabla.

» Traducir una situacién del contexto auténtico a una representacion
grafica.

= Conocer la relacién del concepto de distancia con el de velocidad y
tiempo.

Actividad 3.

La figura muestra el recorrido en una montafia rusa. La pis-
ta, por donde viajan los coches, estd senalada con diferentes
puntos: A, B, C, D, E, F y G. Se sabe que entre los pun-
tos A y B los coches viajan a una velocidad lenta y constante.

e) ;Coémo varia la velocidad del coche durante el recorrido que va
desde el punto A hasta el punto G? Explica el recorrido que
sigue el coche y justifica cada cambio de velocidad.

f) Describe tu respuesta anterior mediante una gréfica. ;Qué re-
presentacién grafica utilizas? ;Por qué utilizas esa y no otra?
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Esta tercera actividad se trata de una tarea de construccién prediccion,
pues es el propio alumno el que, a partir de un enunciado verbal, tiene que
decidir las variables que participan a la hora de representar graficamente
la situacion dada en el enunciado, interpretandola desde un punto de vista
matematico, y argumentar el por qué de elegir un tipo de representaciéon
grafica y no otra.

Para dar solucién a esta cuestion se requiere ser capaz de:

= Afrontar ejercicios sin datos numéricos, estimando el comportamiento
de las variables.

= Esbozar graficas sin tablas de datos.
= Verbalizar el razonamiento mateméatico que ha de seguir.

s Interpretar la variacién de la velocidad en las distintas partes del re-
corrido y plasmar estas variaciones graficamente.

Todas estas capacidades y habilidades que acabamos de exponer, las
tendremos en cuenta a la hora de analizar los resultados obtenidos sobre
cada una de las actividades.

3.3. Aplicacién del instrumento

Todo ha tenido lugar gracias al consentimiento del profesor de matema-
ticas de este curso, que nos dio permiso para poder realizarlo durante una
hora de clase.

Comenzamos comentando a los alumnos en qué consiste el A3 que le
entregamos, insistiendo en que esta prueba escrita no sera valorada con fin
de evaluarlos, sino que simplemente es un estudio para el master. Asimismo,
se enfatiza que ha de hacerse de forma individual y que pongan sus nombres,
por si alguna respuesta necesitara de una entrevista. Disponen de toda la
hora para resolverlo y ante cualquier pregunta o duda se atendera de forma
individual para evitar condicionar las respuestas de otros compafieros.

Resulta interesante sefialar que el primer comentario que hizo la mayo-
ria de la clase fue el de que no se tuviera en cuenta su nombre, pues se
avergonzaban de lo que pudieran escribir en el cuestionario.

Para terminar, destaquemos que todos los alumnos contribuyeron de
forma muy positiva en la realizacion del cuestionario, esforzandose en la
respuesta, y que varios de ellos pidieron folios a parte para poder escribir
una respuesta mas extensa de la tercera actividad.

3.4. Analisis de los resultados

Presentamos aqui unos comentarios previos al apartado de Resultados
con objeto de explicar cémo hemos analizado las respuestas escritas por los
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alumnos.

Las respuestas dadas por los alumnos han sido analizadas con el método
de andlisis de contenido. Segtin Cohen, Manion y Morrison (2011), y Rico y
Fernandez-Cano (2013), se entiende dicho método como el analisis riguroso,
el examen y la verificacién de los contenidos en datos escritos, y cuya fina-
lidad es descubir la estructura interna de la comunicaciéon, estudiando para
ello su contenido semantico.

En primer lugar, realizamos un analisis de cada pregunta, estudiando la
cantidad de alumnos que han cometido errores en la actividad, separando
segin los distintos errores que aparecen en la interpretaciéon y construccion
de graficos sobre enunciados de situaciones contextualizadas.

En segundo lugar, discutimos los distintos tipos de errores que aparecen
en este tipo de actividades, atendiendo a los resultados expuestos por los
alumnos.

De esta forma, obtendremos la informacién que nos proporciona la rea-
lizacion de este cuestionario tanto de forma global como de forma mas pro-
funda, y asi tendremos posibilidad de hacer valoraciones sobre lo obtenido.
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Capitulo 4

Resultados

A continuacién analizamos las tres actividades propuestas, para lo cual
tendremos en cuenta las habilidades descritas anteriormente.

Se comienza con una clasificaciéon de las respuestas segin sean correctas
o incorrectas, seguido de las distintas interpretaciones erroneas que mostra-
remos por categorias.

La notacion utilizada para referirnos a los alumnos es Ai, con i=0, ...,
25, pues sus respuestas son anénimas.

4.1. Tarea de interpretacion

En esta primera tarea, y tal y como hemos comentando antes, nos en-
contramos ante una situacién dada por su representacion grafica en la que
aparecen dos rectas correspondientes a la distancia recorrida por dos vehicu-
los diferentes frente al tiempo. Las cuestiones que se plantean requieren de
extraer informacién que no aparece de forma explicita en el grafico, pues en
los ejes coordenados estan representadas las variables espacio y tiempo, sin
embargo, se piden cuestiones relacionadas con la velocidad.

Con los resultados recogidos, hemos podido observar que un 24 % ha
contestado de forma correcta el apartado a) y un 16 % el apartado b). En
ambas cuestiones, las ideas propuestas por los estudiantes han sido:

= En el mismo intervalo de tiempo, la distancia recorrida por el coche A
es mayor que la recorrida por el coche B.

= La pendiente de la recta que representa el movimiento del coche A es
mayor que la del coche B.

El resto de estudiantes han respondido de forma incorrecta ambos apar-
tados, un 76 % en el caso del primer apartado y un 84 % el segundo. Las prin-
cipales confusiones en que incurren son: pendiente-altura y grafica-dibujo
real. Confusiones que se deben a la aparicién de forma simultinea de los

15
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conceptos de espacio y velocidad, a lo que se puede anadir la visualizaciéon
del grafico como el recorrido fisico seguido por los coches.

La dificultad de estas preguntas recae en el hecho de que se pregunta por
velocidad, cuando lo que nos dan es la grafica espacio-tiempo, por lo que
los alumnos deben conocer bien la relacién existente entre los conceptos de
velocidad, espacio y tiempo, a la vez que interpretan el grafico.

Con el analisis de las respuestas nos damos cuenta de que en el apartado
a), la mayor parte de los alumnos que contestan de forma incorrecta, conocen
la relacién entre los conceptos que aparecen, y su principal error reside en
la lectura del grafico.

Del apartado b), que hace referencia al punto de corte de ambas rectas,
podemos decir que el 72 % del alumnado responde de forma incorrecta y un
4 % da una respuesta que no tiene sentido. Con este tltimo caso nos referimos
a que el alumno responde dando datos numéricos que no se corresponden
con los que se observan en el grafico.

La complejidad aqui recae en saber interpretar que en ese punto sim-
plemente ha trascurrido el mismo intervalo de tiempo para ambos coches,
y poner atencion a las pendientes de las rectas o al espacio recorrido por el
coche. En este caso, vuelve a verse frecuentemente la confusion de altura con
distancia, es decir, no reconocen el verdadero recorrido del coche, aunque si
la relacion entre velocidad, espacio y tiempo. Sélo un pequeno porcentaje
de alumnos da como razonamiento que al cortarse las dos rectas, ese punto
indica igual velocidad.

Destaquemos que durante la prueba escrita, los alumnos no hicieron
preguntas de esta actividad, pues consideraban que lo tenian claro, ya que
es algo que se ha trabajado en la asignatura de Fisica y Quimica.

En la siguiente tabla, presentamos el porcentaje de alumnos distinguien-
do por respuestas correctas e incorrectas y por la interpretacién que dan a
las variables que aparecen.

Respuestas Apartado a) Apartado b)
Correctas 24 % 16 %
Incorrectas 76 % 84 %
Interpretaciones dadas a las variables Apartado a) Apartado b)
Identifica altura como distancia 52 % 48 %
Interpreta la recta como recorrido fisico 8%
Identifica distancia como velocidad 4% 20 %
Otras 20 % 8%

Cuadro 4.1: Tabla 1.

Por tanto, nos hemos encontrado con diversas respuestas en funcién de
lo que ha entendido el alumno del enunciado.
Expliquemos de forma mas detallada los tipos de errores que hemos
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encontrado en las respuestas de los alumnos, poniendo como ejemplo alguno
de ellos.

1. Identifica altura como distancia: se reconoce que para el calculo de la
velocidad se necesitan la distancia y el tiempo; sin embargo, interpreta
la distancia que ha recorrido el coche como la altura vista en el eje
vertical. Un ejemplo de esta confusion lo podemos ver en la siguiente
respuesta.

a. Le velocidad del coone A €5 Wenor, g8
gque enn =2 & coclhe A Yemie iz
apfoxivnadamente g el
madamente |

B  recorte  AA w Aprox -

b. Ea igual ( ya qe lo ge @coen los 2

- € =Y es A2 wey ap‘fo‘gf'mdd&me_\f\'&e i pC)f (O

Lanks la  veleidad es W& s |

Figura 4.1.1: Respuesta del alumno A5 a la tarea 1.

2. Interpreta recta como recorrido fisico: se consideran las rectas como
superficies inclinadas por las que circulan los coches A y B. Una de las
respuestas que muestran esta situacion es la siguiente.

e
es vawel
L\\\,JK,_\\.L\D

Nellses Sad

la i
) han LQ W : AV [€=3
\’)) Co 0.[\ NS (_—Lu\.zv'\e‘-"lb“\ AN - gl L. -
P lpaces  Comme B
E v - e LTS E -
- -K\QI/U\ fa) ol
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Figura 4.1.2: Respuesta del alumno A25 a la tarea 1.

3. Confunde distancia con velocidad: se hace una lectura de la velocidad
como la altura leida en el eje vertical, no reconociendo la relacién exis-
tente entre la velocidad, la distancia y el tiempo. El siguiente ejemplo
muestra dicha confusién.



18 CAPITULO 4. RESULTADOS
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Figura 4.1.3: Respuesta del alumno A4 a la tarea 1.

4. Otros: no responde a lo que se pide en la pregunta, o responde de forma
incoherente. Un ejemplo de esta situaciéon podria ser el siguiente.

Do re 2 6 s 8 e 4
%) BN ?\JG & & e B = 3\
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Figura 4.1.4: Respuesta del alumno A15 a la tarea 1.

4.2. Tarea de construccion

En esta tarea se describe una situacién mediante un enunciado escrito.
Se trata de que los alumnos sean capaces de construir una tabla de datos
y de esbozar la grafica que la representa. Las cuestiones que se plantean
en este caso, requieren de una reflexién sobre el concepto de distancia en
relacién con el de velocidad y tiempo.

Tras analizar los resultados, los que presentamos en la siguiente tabla,
encontramos que sélo un 32 % de los alumnos es capaz de crear una tabla de
datos que relacione las variables distancia y tiempo, y un 36 % de construir
la grafica que representa la situacién.

Distintas interpretaciones del enunciado combinado con las confusiones
que aparecen en este tipo de actividades, han dado lugar a que un 68 %
de los estudiantes conteste de forma incorrecta al apartado c¢) y un 64 % al
apartado d). Los principales errores en que incurren los estudiantes se deben
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Respuestas Apartado c¢) Apartado d)
Correctas 40 % 40 %
Incorrectas 60 % 60 %
Interpretaciones dadas a las variables Apartado ¢) Apartado d)
Interpretaciéon del enunciado 16 % 32%
Identifica intervalo con punto 24 % 12%
Identifica velocidad como distancia 8%

Otros 20 % 8%

Cuadro 4.2: Tabla 2.

a la interpretacion del enunciado, la confusién de velocidad con distancia y
la identificacién de intervalo con punto.

La complejidad de esta actividad reside en saber reconocer la relacion
existente entre las variables velocidad, distancia y tiempo, asi como hacer
una lectura adecuada del enunciado para poder describir lo que nos piden.

La lectura personal que cada alumno hace del enunciado dan lugar a
las distintas confusiones que surgen a la hora de establecer la relacién exis-
tente entre las variables que intervienen en el problema (velocidad, espacio
y tiempo). De esta forma, podemos hacer una clasificacién de las distintas
respuestas dadas, en funcién de la lectura personal de cada alumno, tal y
como la que describimos:

= Interpretacion del enunciado: el alumno realiza una lectura equivocada
del enunciado, causado por la frase “Después del descanso, regresa a
una velocidad de 15 km/h”, y en consecuencia, crea una tabla de datos
y una grafica como las siguientes:

L 1 . | i .
(} T di f\k g flamin ve las horas,
; 1 "
U 0 v 05 ['S |
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Figura 4.2.1: Respuesta del alumno A9 a la tarea 2.
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= [dentificacion de intervalos con puntos: el alumno responde con una
tabla que relaciona valores discretos, debido a no entender la conti-
nuidad de las variables distancia y tiempo. Un ejemplo de esta caso
podria ser el siguiente.

) e @n)

Enks
AQ
v

Figura 4.2.2: Respuesta del alumno A6 a la tarea 2.

= Identificacion de velocidad como distancia: el alumno da su respues-
ta en términos de la distancia y el tiempo, sin embargo, razona tal
y como el enunciado describe la velocidad. Las siguientes respuestas
ejemplifican este caso.

1. Primer ejemplo: el alumno no s6lo hace una lectura errénea del
enunciado, en tanto que no responde la distancia a la que se en-
cuentra de casa en el descanso, sino que trabaja con la distancia
que ha recorrido, sino que también, cuando construye la grafi-
ca que representa la situacién, parece interpretar que cuando el
coche lleva velocidad constante durante un tiempo se encuentra
a la misma distancia desde que comienza a funcionar, algo que
también manifiesta en las siguientes horas, y que puede deberse
a que utiliza de forma directa la formula que relaciona la veloci-
dad, el espacio y el tiempo. Dicha confusion se ejemplifica con la
siguiente respuesta.
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Figura 4.2.3: Respuesta del alumno A5 a la tarea 2.

2. Sequndo ejemplo: el siguiente alumno hace un grafico similar al
anterior, pero llama la atencién el hecho de que sepa explicar cla-
ramente el enunciado y no sepa representarlo de forma correcta.
Quizés el problema en el este caso se encuentra en la capacidad
para transferir la informacion escrita al gréafico.
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Figura 4.2.4: Respuesta del alumno A8 a la tarea 2.

= Otros: el alumno no lee correctamente el enunciado, combinado con
algunas de las confusiones nombradas anteriormente, lo que lo lleva



292 CAPITULO 4. RESULTADOS

a contestar de forma errénea. En otros casos simplemente argumenta
que no lo sabe hacer.

Dentro de este apartado distinguimos subapartados , pues resulta in-
teresante saber los motivos por los que ciertos alumnos han cometido
errores a la hora de resolver esta segunda actividad.

1. Mala interpretacion del enunciado y confusion intervalo-punto: el
alumno hace una lectura incorrecta del enunciado, considerando
distancia recorrida por el coche y no distancia a la que se en-
cuentra de casa, y, ademas, asocia la hora de descanso a un tinico
punto, el 0. La siguiente respuesta es un ejemplo significativo de
esta situacién.
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Figura 4.2.5: Respuesta del alumno A2 a la tarea 2.

2. Otros alumnos directamente se dejan el ejercicio en blanco o ar-
gumentan que no saben hacerlo, entre ellos, un 12 % corresponde
al apartado ¢) y un 4% al d).

Cabe resaltar que la mayor parte de las dudas que surgieron eran referentes
a esta actividad 2. No sabian lo que les estaban preguntando con la cons-
trucciéon de una tabla de datos. En concreto, me sorprendié que algo en lo
que se ha trabajado como es la tabla de datos fuera algo desconocido para
los alumnos.



4.3. TAREA DE INTERPRETACION Y CONSTRUCCION 23

4.3. Tarea de interpretacion y construccion

Esta tercera actividad es de interpretacion y construccién. Se busca que
los alumnos sean capaces de saber interpretar la variacién de velocidad que
experimenta un coche en una montafia rusa en sus distintas etapas y esbozar
la grafica que lo representa.

Un 92% del alumnado explica correctamente esas variaciones de velo-
cidad con unas herramientas mejores o peores, pero en si entienden lo que
ocurre en cada una de las etapas por las que pasa el coche. Cabe destacar
que la mayor parte de estos alumnos hacen hincapié en el hecho de que la
velocidad del coche en el tramo DE es bastante mayor que en el tramo BC,
dando como justificacién que la pendiente en el tramo DE es mayor. Con
ello, nos damos cuenta de que la interpretacién que le dan al concepto de
pendiente es la de longitud de la cuesta que baja el coche, pues la longitud
en este ultimo tramo es mayor.

Sin embargo, s6lo un 28 % de ellos es capaz de representar graficamente la
situaciéon, pues en su mayoria se dejan guiar por la imagen real de la montafia
rusa, o contestan utilizando graficos a los que estan méas acostumbrados.

Las confusiones se pueden deber a la lectura que hacen del enunciado,
asi como a la imagen y las variables que participan, la velocidad, el tiempo
y el espacio. Dichas confusiones se pueden resumir en las siguientes:

» [dentificacion grdfica como dibujo: a pesar de saber explicar las varia-
ciones en la velocidad, un 16 % de los alumnos dibujan una gréfica que
es una imagen idéntica a la de la montana rusa.
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Figura 4.3.1: Respuesta del alumno A6 a la tarea 3.

El alumno hace una interpretacién adecuada en el apartado e), sin
embargo, su representacién es una imagen exacta de la montafia.

= Identificacion de altura como velocidad: se representa la velocidad aso-
ciada a cada tramo como una tunica velocidad, de forma que cuando
hay un tramo en el que la velocidad disminuye, se considera como una
"velocidad baja", mientras que cuando aumenta, la velocidad tendra
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un valor alto. Por tanto, a cada tramo se le hace corresponder un uni-
co valor, alto o bajo de velocidad, que luego unen mediante rectas. El

siguiente ejemplo muestra esta situacién.
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Figura 4.3.2: Respuesta del alumno A9 a la tarea 3.

= Representacion por prototipos: el alumno asocia el comportamiento de
la velocidad a un tipo de grafica muy conocido y trabajado en el ins-
tituto, el grafico de barras. En todos los casos en que se ha utilizado
el grafico de barras, los alumnos se han visto en la necesidad de cons-
truir el poligono de frecuencias. El siguiente es un claro ejemplo de

esta situacion.
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Figura 4.3.3: Respuesta del alumno A21 a la tarea 3.

El estudiante considera que este tipo de gréfico le ayuda a simbolizar
la velocidad en cada periodo o etapa por las que pasa el coche.

Interpretacion incorrecta del enunciado: se representan otras variables
en el grafico, a veces relaciones que no tienen sentido, para dar res-
puesta a la cuestién, o simplemente se crea un grafico que no tiene
coherencia para lo que se pregunta, dando como argumento que no
saben otra forma de hacerlo. Algunas de estas respuestas son como la

siguiente.
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Figura 4.3.4: Respuesta del alumno A24 a la tarea 3.

El andlisis llevado a cabo para esta actividad, y siguiendo el modelo
utilizado en las actividades anteriores, se puede resumir en la siguiente tabla,
en la que mostramos en términos de porcentajes, las actuaciones de los
alumnos y el sentido que ellos dan a las variables que aparecen.

Respuestas Apartado e) Apartado f)
Correctas 92 % 32 %
Incorrectas 8% 68 %
Interpretaciones dadas a las variables Apartado e) Apartado f)
Identifica gréafica-dibujo 20 %
Identifica altura-velocidad 8%
Representa por prototipos 16 %
Interpretacién incorrecta del enunciado 4% 16 %

Otros 4% 8%

Cuadro 4.3: Tabla 3.
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Capitulo 5

Conclusion

Con el estudio hemos podido comprobar que existen errores en la inter-
pretacién y/o construccién que los alumnos hacen de graficas en situaciones
contextualizadas. Errores que son principalmente debidos al significado que
los alumnos entienden de los conceptos de velocidad, espacio y tiempo, unido
con la lectura que hacen del enunciado.

Tal y como aparece en el articulo de |Cuesta Borges, Escalante Vega v
Ruiz Hidalgo| (2016)), en las actuaciones de los alumnos hemos observado
confusiones que quedan recogidas en la literatura previa, y que hemos apor-
tado en la bibliografia: “(i) la confusién entre la pendiente de una recta y su
altura, (ii) la consideraciéon de una gréfica de una situacién contextualizada
como un dibujo, (iii) la confusién entre un intervalo y un punto, y (iv) la
confusién entre el enunciado verbal de una situacién contextualizada y las
representaciones en forma de tabla y/o grafica.” (citado por Cuesta Borges,
Escalante Vega y Ruiz Hidalgo, 2016, p. 18)

Se ha podido mostrar que los alumnos no parecen tener asimilado el
significado de funcién y de relacién entre variables, tal y como queda corro-
borado de igual manera en el articulo de Borges, Escalante Vega y Ruiz
Hidalgo (2016), por lo que, presentan un conocimiento insuficiente para
afrontar problemas de funciones en los que aparezcan distintos sistemas de
representacion.

Se ha comprobado que una gran parte del alumnado no reconoce la pen-
diente de la recta como un indicador de la velocidad. Por el contrario, el
alumnado tiende mucho a identificar pendiente de la recta como altura ver-
tical de la recta, o incluso grafica con dibujo real. A pesar de ello, todos
los alumnos conocen la férmula para calcular la velocidad, teniendo la dis-
tancia y el tiempo, pero no son capaces de asimilar el concepto geométrico
y funcional, lo cual se ha podido corroborar en este estudio, y en estudios
anteriores como el de Cuesta Borges, Escalante Vega y Ruiz Hidalgo (2016).

Por otro lado, también se ha podido identificar una propensién a hacer
una lectura literal del enunciado. A esto hay que aniadir que los alumnos se
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fijan en los puntos importantes de la grafica, lo que da lugar a las confusiones
punto-intervalo, pues establecen las caracteristicas de un intervalo a un sélo
punto.

También se ha podido apreciar una tendencia a representar situaciones
icénicas. La mayor parte de los alumnos decian que el griafico que mejor
representaba las variaciones de velocidad del coche en la montana rusa era
la propia forma de la montana rusa. Esto resulta contradictorio con el hecho
de que eran capaces de describir verbalmente esos cambios de velocidad que
llevaba el coche.

Esta investigacion pone de manifiesto la existencia de problemas en el
alumnado a la hora de combinar el conocimiento algoritmico de velocidad
con otros tipos de representaciones como la geométrica, que ha sido la mas
trabajada en las preguntas propuestas. Tal y como aparece en el articulo
de Cuesta Borges, Escalante Vega y Ruiz Hidalgo (2016), el concepto de
velocidad, y su relacién con la distancia y el tiempo, no se ha construido de
forma satisfactoria.

Nombremos algunos aspectos a notar durante el estudio.

= En un curso como primero de bachillerato, ya han trabajo con tablas
de datos para dibujar graficas, en particular, saben dibujar rectas me-
diante una tabla de datos. Por tanto, me resulté raro que la principal
preocupacion de los alumnos durante la aplicaciéon del instrumento
fuera que no sabian lo que era una tabla de datos, ya que no paraban
de preguntar.

= Otro aspecto a tener en cuenta es la necesidad de tomar valores numé-
ricos para interpretar un grafico. En la primera actividad, no se pueden
establecer datos exactos sobre la posicién de un coche en un tiempo
determinado, sin embargo, la mayor parte de los alumnos argumen-
taban dando un espacio recorrido aproximado en un tiempo concreto.
Esto puede deberse principalmente a que no estan acostumbrados a
interpretar un grafico sin datos exactos.

= Algo que se ha podido observar, especialmente en las actividades 2 y
3, es el hecho de no saber identificar la relacion entre los apartados que
las componen, de forma que expresaban cosas con significados distin-
tos en el primer apartado en relaciéon con el segundo de la actividad
correspondiente.

Por tanto, reflexionado segun los resultados obtenidos, es importante
trabajar un concepto segiin todas sus representaciones, no sélo la algebraica,
pues la mayor parte de los alumnos sabe la relacién que presenta la velocidad
con el espacio y el tiempo, pero a la hora de llevarlo a un gréafico, presentan
errores y no saben interpretarlo.



29

En conclusién, en este curso de primero de bachillerato de ciencias gran
parte de los alumnos no presentan el nivel de conocimiento adecuado sobre
el concepto de velocidad y su relacién con la distancia y el tiempo, si los
problemas que se plantean van mas alld de la representacién algebraica.

Por 1ltimo, me gustaria aportar mis reflexiones personales sobre el tra-
bajo. Considero que es un estudio interesante desde el punto de vista de
un profesor, pues se abordan temas que son muy mejorables a la hora de
tratarlos en clase. Con este trabajo y con el de Cuesta Borges, Escalante
Vega y Ruiz Hidalgo (2016), me he dado cuenta de las limitaciones que pre-
sentan los alumnos en Bachillerato y al inicio de la Universidad acerca de la
interpretacién y construcciéon de graficos de situaciones contextualizadas.

Es nuestra funcién como profesores intentar corregir esas limitaciones en
la medida de lo posible, de forma que cuando estos alumnos se enfrenten a
graficos en su dia a dia, como pueden ser los que aparecen en los medios
de comunicacién, en los periddicos o incluso en sus propios trabajo sean
capaces de hacer la interpretacién correcta de los mismos, pues muchas veces
se nos pasan detalles importantes de los graficos, que son los que nos dan la
informacion.
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Anexo

Incluimos aqui el formato original del cuestionario que se utilizé para
realizar el estudio.
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Nombre:

Curso:

Modalidad: [] Bachillerato de Ciencias v Tecnologia.

[ Bachillerato de Ciencias de la Salud.

Interés por la materia:[_]Muy grande Grande Bastante

[JPoco [JMuy poco [INada

Calificacion que normalmente obtienes en la materia:

[J Sobresaliente (9-10) [CINotable (7-9) [Bien (6-7)

[J Aprobado (5-6) [JSuspenso (0-5)
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1. La figura muestra las graficas “distancia contra tiempo” del movimiento de

dos coches, denotados A y B, respectivamente. Se pide responder a las siguientes
preguntas:

a) (En el instante de tiempo t=2, la velocidad del coche A es menor, igual o
mayor que la velocidad del coche B? Justifica tu respuesta.

b) (En el instante de tiempo t=4, la velocidad del coche A es menor, igual, o
mayor que la del coche B? Justifica tu respuesta.

e(m)

20

0 2 - 6 8 t(s)

Nota. e(m) denota la distancia en metros y t(s) el tiempo en segundos.
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2. Un ciclista sale de casa a dar un paseo, desde las 8 de la mafiana a las 12 del
mediodia. Durante la primera hora lleva una velocidad constante de 30 km/h y

luego descansa una hora. Después del descanso, regresa a una velocidad de 15
km/h.

c) Realiza una tabla de valores donde se represente el tiempo (horas) y la
distancia a la que se encuentra de la casa.

d) Realiza una grafica donde se represente esta situacion. Justifica la
respuesta con tus palabras.



o

Master en Profesorado de Educacion Secundaria g T oo
Obligatoria y Bachillerato, Formacién Profesional | %% g Cmversidad
y Ensefianzas de Idiomas

3. La figura muestra el recorrido en una montafia rusa. La pista, por donde
viajan los coches, esta sefalada con diferentes puntos: A, B, C, D, E, F y G. Se sabe
que entre los puntos Ay B los coches viajan a una velocidad lenta y constante.

e) ¢Coémo varia la velocidad del coche durante el recorrido que va desde el
punto A hasta el punto G? Explica el recorrido que sigue el coche y
justifica cada cambio de velocidad.

f) Describe tu respuesta anterior mediante una grafica. ;Qué
representacion grafica utilizas? ;Por qué utilizas esa y no otra?
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