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Resumen

En este trabajo describimos el proceso de generalizacion de ocho estudiantes de sexto
de Educaciéon Primaria en una tarea que implica una relaciéon funcional con
configuraciones puntuales, presentada durante una entrevista. El estudio sigue un
enfoque mixto de naturaleza descriptiva y exploratoria. Dentro del proceso de
generalizacion, nos centramos en las respuestas inadecuadas de los estudiantes, las
intervenciones del entrevistador ante este tipo de respuestas, los efectos luego de las
intervenciones y el tipo de generalizacion que logran los estudiantes. Evidenciamos
mayor presencia de respuestas inadecuadas debidas a error de procedimiento,
intervencion centrada en la repeticion de la pregunta, el efecto de reconocer la respuesta

inadecuada y la generalizacion factual.

Summary

In this study we describe the generalization process of 8 sixth grade students of
elementary education in a task that implies a functional relationship with point
configurations, presented during an interview. The study follows a mixed approach of
descriptive and exploratory nature. Within the process of generalization, we focus on
the students’ inadequate responses, the interviewer’s interventions to such responses,
the effects after the interventions and the type of generalization that the students
performed. We evidence higher frequencies of inadequate answers due to procedure
errors, interventions focused on repeating the question, the effect of recognizing the

inadequate answer and the factual generalization.
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Presentacion

El presente estudio corresponde al Trabajo de Fin de Master (TFM) realizado por la
alumna Diana Hidalgo Moncada, dentro del programa de Master en Didactica de la
Matematica de la Universidad de Granada, durante el curso académico 2016-2017 y

dirigido por la Doctora Maria C. Cafiadas Santiago.

El trabajo se enmarca dentro de dos proyectos de investigacion centrados en el
pensamiento funcional de estudiantes de Educacién Primaria como aproximacion al
pensamiento algebraico (EDU2013-41632-P y EDU2016-75771-P) y en el seno del
grupo de investigacion “Didéctica de la Matematica. Pensamiento Numérico” (FQM-

193) de la Universidad de Granda.

Nuestro foco principal en este TFM es analizar el proceso de generalizacion que llevan
a cabo ocho estudiantes de sexto de Educacion Primaria en el desarrollo de una tarea
que implica relaciones funcionales del tipo directa e inversa, utilizando configuraciones
puntuales. El trabajo de los estudiantes tiene lugar durante entrevistas semiestructuradas
realizadas a cada uno de ellos. En particular atendemos a cuatro aspectos especificos en
la investigacion: (a) respuestas inadecuadas de los estudiantes, (b) intervenciones del
entrevistador, (c) efectos en las respuestas de los estudiantes luego de las intervenciones
y (d) tipo de generalizacién que logran los estudiantes en el desarrollo de la tarea
propuesta. Para dar respuesta a nuestros intereses investigadores, transcribimos y

analizamos todas las entrevistas, las cuales fueron grabadas con video cdmara.

Esta memoria de investigacion consta de seis capitulos. En el primero de ellos
planteamos el problema de investigacion y su justificacion mostrando la pertinencia y

necesidad desde tres ambitos, el personal, el curricular y el &mbito investigativo.

En el segundo capitulo presentamos los principales elementos tedricos en los que se
sustenta nuestra investigacion y los antecedentes existentes sobre el tema de estudio a

nivel nacional e internacional.

Considerando la problematica planteada y con base en los elementos teodricos
presentados, en el tercer capitulo definimos nuestros objetivos de investigacion. Estos

se componen de un objetivo general y cuatro objetivos especificos.

En el cuarto capitulo describimos la metodologia utilizada para desarrollar el estudio.

Explicamos la naturaleza y el enfoque de la investigacion, los sujetos participantes, el

Nlrv
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método utilizado para la recogida de los datos, las categorias de analisis y el método de
analisis.
En el capitulo quinto presentamos el analisis de los datos y resultados de acuerdo a los

objetivos de investigacion planteados.

Por 1ultimo, en el sexto capitulo describimos las conclusiones del estudio en cuanto a
logro de objetivos, otros aportes de la investigacion, limitaciones con las que nos
encontramos en el desarrollo del trabajo y planteamos posibles lineas de continuacioén

del tema tratado.
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Capitulo 1. Planteamiento del problema

En el capitulo 1 presentamos el problema de investigacion, dando a conocer el motivo
que nos lleva a plantearlo y justificando su interés a través de tres ambitos, personal,

curricular e investigador.

1.1 Definicién del problema

Estudios como los de Billings, Tiedt y Slater (2008); Caiiadas y Fuentes (2015); Castro,
Cafiadas y Molina (2017); Pinto, Cafiadas, Moreno y Castro (2016); Martinez y
Brizuela (2006); Merino, Cafiadas y Molina (2013); o Stephens et al. (2012), entre
otros, buscan evidenciar el pensamiento funcional de nifios en edades tempranas
(Educacion Infantil y Educacion Primaria). Estos autores exploran como los estudiantes
expresan relaciones funcionales, qué estrategias utilizan o qué representaciones
emplean, entre otros aspectos. Hasta ahora, la mayoria de las investigaciones se han
centrado en los logros de los estudiantes y como lo consiguen. Asumimos los logros de
los estudiantes desde edades tempranas en tareas vinculadas al contexto funcional. Sin
embargo, también reconocemos que los estudiantes presentan dificultades, algunas de
las cuales se evidencian a través de errores (Morales y Canadas, 2017; Hidalgo y
Cafadas, 2017). Las intervenciones del docente y los efectos que producen cobran
especial relevancia principalmente en ocasiones en las que se observan errores o
momentos en los que los estudiantes no saben como continuar su trabajo. Echamos en
falta disponer de informacion acerca de los errores de los estudiantes y como influye la
intervencion del docente en la actuacion del estudiante cuando se le presentan tareas
que implican relaciones funcionales, particularmente cuando el estudiante incurre en

alglin error o no sabe cdmo continuar.

En este trabajo analizamos el proceso de generalizacion que llevan a cabo estudiantes
de 6° de Educacion Primaria en una tarea que implica una relacion funcional. Dentro
de este proceso indagamos en las intervenciones del entrevistador frente a respuestas

inadecuadas que entregan los estudiantes y sus posibles efectos.
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1.2 Justificacion

En este apartado justificamos el problema de investigacion desde los ambitos personal,

curricular e investigador.
1.2.1 Justificacién personal

Mi interés por la Didactica de la Matematica naci6é durante mis estudios universitarios
de cinco afos para profesora de matematicas en Chile, debido a las asignaturas cursadas
y practicas en las instituciones educativas, tanto para Educacion Primaria como para
Educacion Secundaria. Desde entonces comencé a observar la introduccion del algebra
que se lleva a cabo en las aulas, especificamente lo relativo al trabajo con patrones,
identificacion de relaciones entre cantidades y con la generalizacion; aspectos que se
vinculan al pensamiento funcional. Entre las problematicas, observé que a los
estudiantes les dificulta comprender el trabajo algebraico, realizar conjeturas de
patrones y trabajar y representar en simbolismo algebraico relaciones funcionales. Los
estudiantes ven el dlgebra como un tema aislado de las matematicas, ya que los docentes
presentan el algebra de forma general y, particularmente el trabajo con relaciones
funcionales, como un contenido matematico sin conexioén con conceptos ya conocidos.
Esta situacion genera dificultades en los estudiantes, las cuales se evidencian a través
de errores en los que incurren en el desarrollo de tareas algebraicas. Como docente, ante
esta situaciéon me planteaba cudl es el rol que yo podria jugar ahi para guiar a los

estudiantes a fomentar su conocimiento algebraico en los primeros niveles educativos.

Estas son algunas de las inquietudes que me llevaron a venir desde Chile a cursar el
Master de Didactica de 1la Matematica en la Universidad de Granada, el cual cuenta con
una linea especializada en el ambito del algebra en el contexto del grupo de
investigacion “Didactica de la Matematica Pensamiento Numérico”, lo que hizo
aumentar mi interés por investigar en esta area y llevar a cabo el presente trabajo.
Dentro de esta linea, existe un proyecto de investigacion centrado en el pensamiento
funcional, liderado por las Dras. Maria C. Canadas y Marta Molina, con el que colaboro

desde mi llegada a Granada.
1.2.2 Justificacién curricular

Desde el punto de vista curricular, diferentes paises como Australia, China, Corea,

Canadé, Japon, Portugal o Estados Unidos han incorporado en sus documentos
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curriculares elementos de algebra desde los primeros niveles, considerando la
importancia del pensamiento algebraico y, concretamente, el pensamiento funcional en

Educacion Primaria (Merino, Cafiadas y Molina, 2013).

Partiendo de los documentos curriculares de Estados Unidos, como referente
internacional para otros paises. En 2009, los lideres estatales a través de la National
Governors Association Center for Best Practices (NGA Center) y el, Council of Chief
State School Officers (CCSSO), desarrollaron los Common core como estandares
estatales comunes. Actualmente la mayor parte de los estados de Estados Unidos se
rigen por ellos, superando a los estandares tradicionales del National Council of
Teacher of Mathematics (NCTM). Dentro de las nuevas competencias planteadas, se
estipula que la ensefianza del pensamiento algebraico debe realizarse desde
Kindergarten (Educacion Infantil). Se observa ademds que durante toda la etapa de
primaria introducen conceptos tales como numero desconocido, relacion entre

cantidades, relacion entre operaciones, patrones, secuencias (NGA and CCSSO, 2010).

Dada mi procedencia chilena, me interesa dar a conocer el tratamiento de documentos
curriculares de mi pais al pensamiento algebraico y, particularmente, al pensamiento
funcional. Estos evidencian grandes cambios respecto al trabajo algebraico en primaria.
Desde 2012 se incorporaron nuevos ejes tematicos en Educacién Bésica (6-13 afios)
entre ellos el eje “Patrones y algebra”, desde primero. Este eje pretende que el
estudiante “busque relaciones entre numeros, formas, objetos y conceptos,
permitiéndoles observar cambios de una cantidad en relacion a otra” (Ministerio de
Educacion, 2013, p. 33). Ademas el documento recoge que una base solida en patrones

facilita el desarrollo de pensamiento algebraico.

Por otra parte, considerando que la investigacion se desarrolla en el contexto espaiol,
destacamos que en la ultima actualizaciéon del curriculo de Educacion Primaria
(Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2014) muestra la incorporacion del
desarrollo del pensamiento funcional. Esto se puede apreciar en el primero de los cinco
bloques que componen la organizacion del curriculo de primaria en el 4&rea matematica
“Procesos, métodos y actitudes en matematicas”. Este bloque es considerado como el
pilar fundamental para el desarrollo de los estudiantes en los demds bloques. Ademas
se explicita que el estudiante al término de esta etapa debe ser capaz de “describir y

analizar situaciones de cambio, encontrar patrones, regularidades y leyes matematicas
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en contextos numéricos, geométricos y funcionales, valorando su utilidad para hacer

predicciones” (p. 19387).
1.2.3 Justificacién investigadora

Este trabajo se enmarca dentro de la propuesta reconocida a nivel internacional como
early algebra. Esta propuesta propone y justifica que el algebra puede ser abordada
desde los primeros cursos de primaria, con la intencion de que los estudiantes
desarrollen modos de pensamiento algebraico (Molina, 2009). Una de las formas de

abordar e introducir el algebra es a través de la actividad con patrones (Raford, 2010).

Hasta la fecha variadas investigaciones han abordado el pensamiento funcional.
Cafadas y Fuentes (2015) muestran los sistemas de representacion y las estrategias que
utilizan estudiantes de primero de primaria en una tarea que involucra una relacion
funcional. Pinto, Cafiadas, Moreno y Castro (2016) describen las relaciones funcionales
que identifican estudiantes de tercero de primaria y, de un modo mas general, los logros
de los estudiantes. Otro foco de investigacion es referido al docente, especificamente
las intervenciones que realiza cuando el estudiante presenta alguna dificultad en el
proceso de generalizacion. Carraher, Martinez y Schliemann (2008) observan que la
intervencion del profesor ayuda a los estudiantes a interpretar el problema en términos
de relacion entre variables. Warren (2006) indica que determinadas acciones de los
docentes ayudan a los estudiantes a identificar la generalizacion y a expresarla mediante
simbolismo algebraico, ademas permiten a los estudiantes llevar a cabo una reflexion
mas adecuada en el proceso de generalizacion. La autora afirma que son escasas las
investigaciones centradas en las acciones que puede realizar el maestro para guiar al

estudiante a identificar y expresar la generalizacion.

Una de las intervenciones que realiza el docente es cuando observa errores en los
estudiantes. Existen estudios que informan sobre el uso que el docente le da a los errores
en los que incurren los estudiantes (Gonzalez, Gémez y Restrepo, 2015; Heinze y Reiss,
2007; Santagata, 2005; Son y Crespo, 2009). Estos autores muestran la importancia que
se le debe dar a los errores y consideran que el docente debe llevar a cabo su ensefianza
considerando los posibles errores en los que podrian incurrir los estudiantes. Para ellos,
el docente puede disefiar tareas de aprendizaje que brinden oportunidades a los
estudiantes para lograr sus expectativas como también poder superar sus limitaciones

(Gomez y Mora, 2016).
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Santagata (2005) propone que los profesores tengan previstas intervenciones adecuadas
y en algunos casos espontaneas para el momento en que los estudiantes incurren en
algin error. Esto implica que en la interaccion profesor-alumno debe existir la
confianza y la fluidez, permitiendo tanto al docente intervenir en el momento y la forma
adecuada, como en la comprension y superacion de los errores de parte de los
estudiantes. Santagata considera que los errores se pueden presentar durante el
desarrollo de alguna actividad en el aula, por lo que el docente debe ser capaz de
intervenir de forma espontdnea ante un error y las estrategias que utilice podrian ser
multiples. La interaccion profesor-alumno, el manejo de errores y las intervenciones

del docente son fundamentales en el proceso ensefianza- aprendizaje.

No hemos encontrado investigaciones que aborden la naturaleza y los efectos de las
intervenciones del docente frente a los errores que los estudiantes puedan presentar

durante el trabajo con tareas que abordan el pensamiento funcional.

Con base en lo descrito hasta el momento, destacamos que aun quedan aspectos por
estudiar dentro del ambito del pensamiento funcional en Educacion Primaria. Uno de
ellos son los tipos de errores que presentan los estudiantes. Otro aspecto es la
intervencion del docente, particularmente las acciones que este realiza para que los

estudiantes superen dichos errores.
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Capitulo 2. Fundamentacion teodrica y

antecedentes

En este capitulo precisamos los aspectos tedricos implicados en nuestro trabajo, y
antecedentes que se relacionan con nuestro problema de investigacion, en concreto lo
relativo a: pensamiento algebraico y funcional, razonamiento inductivo, generalizacién
y patrones, sistemas de representacion, dificultades y errores e intervencion docente

ante errores de los estudiantes.

2.1 Pensamiento algebraico y pensamiento funcional

El algebra causa numerosas dificultades en los estudiantes de Educacion Secundaria,
nivel educativo en el que se suele introducir el dlgebra formalmente en diferentes paises.
Pruebas internacionales como PISA (OECD, 2016); y estudios como los de Rodriguez-
Domingo, Molina, Cafiadas y Castro (2015) o San José, Valenzuela, Fortes y Solaz-
Portolés (2007), entre otros, evidencian algunas de las dificultades de los estudiantes de
secundaria. Warren (2006) sefiala que la introduccion del algebra desde los primeros
cursos de primaria puede mitigar algunas dificultades de los estudiantes en cursos
superiores. La propuesta early algebra promueve la integracion del pensamiento
algebraico desde los primeros niveles educativos, de forma que el aprendizaje del
algebra no se considere apartado de la aritmética (Kaput 1998, 2000). Kaput (2000) lo

define como “algebrizacion del curriculo”.

La propuesta early algebra contempla diferentes modos de pensamiento algebraico, que
pueden emerger con naturalidad de las matematicas que se desarrollan en Educacion
Primaria. Los diferentes modos de pensamiento algebraico tienen potencial para
enriquecer la actividad matematica escolar (Molina, 2009). Esta integracion del algebra
en los niveles de primaria no es abrupta, si no que se entreteje con contenidos
tradicionales del curriculo de ese nivel educativo, introduciendo la notacion algebraica
gradualmente (Carraher, Schliemann, y Schwartz, 2007). La iniciacidén temprana en el
pensamiento algebraico permitird a los estudiantes una mejor comprension,
considerando que los tiempos para el aprendizaje del algebra son prolongados (Kaput,
2008; Schliemann, Carraher y Brizuela, 2007). Esta incorporacion es posible incluso

desde Educacion Infantil (NGA y CCSSO, 2010).

N8rv



Diana Hidalgo Moncada Capitulo 2. F. Teorica y antecedentes

Desde la perspectiva del early algebra, el desarrollo del pensamiento algebraico en los
primeros cursos, esta relacionado con la introduccion de ciertos elementos algebraicos,
que den la oportunidad a los estudiantes de establecer relaciones y generalizar
propiedades matematicas. Kaput (2008) menciona que el pensamiento algebraico
considera las formas de hacer, pensar y hablar sobre el algebra como contenido
matematico, tal y como lo promueve la early algebra. Esta propuesta esta relacionada
con el desarrollo y manipulacién del simbolismo algebraico, con el estudio de la
generalizacion de patrones y relaciones numéricas, ademas del estudio de estructuras
abstraidas de calculo y el estudio de las relaciones funcionales (Kaput, 1998, 2000;

Schliemann, Carraher, Brizuela, Earnest, Goodrow, Lara-Roth y Peled, 2003).

Se habla de pensamiento funcional cuando el foco matematico del pensamiento
algebraico son las funciones (Cafiadas y Molina, 2016). Para Doorman y Drijvers
(2011) “el trabajo con funciones depende (de) y promueve la comprension de variables,
la manipulacion de formulas y la relacion entre representaciones tales como tablas,
graficos y formulas” (p. 119). Este tipo de trabajo permite que los estudiantes
desarrollen el pensamiento funcional, que implica generalizar las relaciones entre
cantidades co-variables, representar y justificar estas relaciones a través del lenguaje
natural, tablas, graficos, entre otras y razonar con fluidez ante estas representaciones
generalizadas para comprender y predecir el comportamiento funcional (Blanton,

Brizuela, Gardiner, Sawrey y Newman, 2015).

Para Smith (2008) el pensamiento funcional es una actividad cognitiva de las personas,
la cual se centra en la relacion entre dos o més cantidades que varian. Cafiadas y Molina,
(2016) anaden que este enfoque permite trabajar contenidos como el concepto de
funcion, relacién y variacion entre cantidades, contenidos fundamentales para el

desarrollo del pensamiento algebraico.

Por otro lado Rico (2006) considera el pensamiento funcional como una forma de
“pensar en términos de y acerca de relaciones” (p. 56). Ademas, este autor sefiala que
es una meta disciplinar fundamental en la ensefianza de las matematicas. El
pensamiento funcional, ademds, promueve la identificacion de patrones y la
generalizacion a través de las relaciones funcionales, fomentando el razonamiento
inductivo y facilitando de este modo herramientas a los estudiantes para adquirir

conocimiento matematico (Castro, Cafiadas y Molina, 2010).
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De acuerdo con lo seialado por Cafiadas y Molina (2016), el pensamiento funcional es
un componente del pensamiento algebraico basado en la construccion, descripcion,
representacion y razonamiento con y sobre las funciones y los elementos que las

constituyen.

En consecuencia, la nocion de funcion es clave en el pensamiento funcional. Blanton et
al. (2011) definen funcion como “una relacion especial entre dos conjuntos, en la cual
cada elemento de un conjunto, llamado dominio, estd asociado unicamente a un
elemento del segundo conjunto, llamado codominio” (p.48). Ademads, en una funcién
los valores de una variable varian segin los valores de la otra, siendo la primera la
variable dependiente y la segunda la independiente. Merino, Canadas y Molina (2013)
distinguen dos tipos de relaciones entre variables, relacion directa y relacidon inversa.
Sera directa si se conoce el valor de la variable independiente y serd inversa si el valor
conocido es de la variable dependiente. Por tanto, las relaciones directa e inversa
dependen del rol que tengan las variables en la situacidon planteada. Estos autores
plantean una relacion entre nimero de mesas y numero de nifios que se pueden sentar
alrededor de ellas con unas condiciones dadas, siendo ¢l numero de mesas la variable
independiente y el numero de nifios la variable dependiente. Cuando en las preguntas
planteadas se da a conocer el nimero de mesas y se pretende saber el nimero de nifios,
se esta tratando de una relacion directa. En cambio, cuando se da a conocer el numero

de nifios y se pregunta por la cantidad de mesas, se trata de una relacion inversa.

Por otra parte, la forma en que las cantidades varian en una relacion entre conjuntos, se
pueden clasificar en tres tipos de relaciones funcionales: recursividad, covariacion y
correspondencia (Smith, 2008). La recursividad es la variacién que se da sélo en una
de las secuencias de valores que se relacionan, los valores que se van obteniendo surgen
de los obtenidos previamente sin considerar la variable independiente. La
correspondencia es la correlacion que se da entre las cantidades y es expresada por
medio de una regla o simbolismo algebraico que establece de forma generalizada la
relacion entre las dos cantidades. Por ultimo, la covariacion implica el analisis de como
dos cantidades cambian entre si, observando cémo el cambio de una afecta a la otra

cantidad (Blanton et al., 2011).

El enfoque funcional permite el desarrollo del pensamiento algebraico desde Educacion
Primaria y trabajar con los distintos sistemas de representacion, lo que eleva la

posibilidad a los estudiantes de desarrollar habilidades que les permitan enfrentarse al
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algebra con éxito en cursos superiores. Schliemann, Carraher y Brizuela (2012)
comprueban este hecho en un estudio sobre la introduccion del algebra a través del
pensamiento funcional con estudiantes de tercero, cuarto y quinto de Educacion
Primaria, a los cuales se les realiz6 un seguimiento de su rendimiento académico en
Educacion Secundaria. Los autores muestran que los estudiantes a los cuales se les
introdujo el dlgebra a través del pensamiento funcional lograron desenvolverse de mejor

manera en algebra en Educacion Secundaria.

Son variadas las investigaciones que se han desarrollado sobre el pensamiento funcional

y abordan diferentes aspectos. A continuacion presentamos algunas de ellas.

Uno de los aspectos abordados son las relaciones funcionales. Blanton y Kaput (2004)
indagan sobre el pensamiento funcional que evidencian estudiantes de los grados
elementales al desarrollar y expresar relaciones funcionales. Los autores analizan las
formas de representacion, la progresion en el lenguaje matematico, las operaciones que
utilizan y como atienden a una o mas cantidades variables. Sus resultados muestran que
los estudiantes evidencian pensamiento funcional en cursos anteriores a los esperados,
por ejemplo, en Educacion Infantil se evidencia pensamiento covariacional y desde

primer grado los estudiantes son capaces describir como las cantidades se corresponden.

Centrados también en las relaciones funcionales Pinto, Cafiadas, Moreno y Castro
(2016) describen a algunos alumnos de tercero de Educacion Primaria que identifican
relaciones funcionales en la resolucion de un problema de generalizacion que involucra
un ejemplo genérico. Los autores describen los sistemas de representacion que emplean
los estudiantes que identifican relaciones funcionales. Los resultados evidencian
relaciones funcionales de correspondencia y covariacion destacadas por los estudiantes,
predominando la primera. En cuanto a los sistemas de representacion utilizan con
mayor frecuencia el numérico y el verbal y, en menor medida, el manipulativo y
pictorico.

Por otra parte Morales, Cafiadas, Brizuela y Goémez (2016) llevan a cabo una
investigacion con 30 alumnos de primero de Educacion Primaria en la que identifican
los tipos de relaciones funcionales que evidencian los estudiantes al enfrentarse a un
problema que involucra una relacion funcional lineal. Los autores sefialan que la

mayoria de los alumnos son capaces de establecer relaciones entre variables,
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particularmente identifican relaciones de correspondencia y algunos de ellos fueron

capaces de identificar ademas la relacion de covariacion.

Otro de los aspectos que abordan las investigaciones sobre pensamiento funcional en
los primeros niveles son las estrategias utilizadas por los estudiantes. Merino, Cafiadas
y Molina (2013) indagan sobre las estrategias que utilizan 20 alumnos de quinto de
Educacion Primaria en una tarea de generalizacion basada en un ejemplo genérico. Los
estudiantes utilizan variadas estrategias, dentro de las cuales el uso de patrones es la
mas destacada. Se observa ademas que el uso de patrones en preguntas relativas a
nimeros pequeflos permitié un mayor éxito al abordar preguntas con niimeros mas

grandes e incluso para la expresion general.

Cafiadas y Fuentes (2015) presentan parte de los resultados de un estudio exploratorio
desarrollado con estudiantes de primero de Educacion Primaria. Su foco estd en mostrar
las estrategias que utilizan los estudiantes en el desarrollo de una tarea que involucra la
relacion funcional f(x)=5x. De los resultados, destacamos que los estudiantes utilizan
tres tipos de estrategias: (a) conteo de dibujos, (b) respuesta directa y (¢) asociacion de

elementos en grupos de cinco, de las cuales la respuesta directa es la mas frecuente.

El uso de patrones es otro aspecto indagado del pensamiento funcional. Warren y
Cooper (2006) desarrollan una serie de lecciones, las cuales tiene por objetivo utilizar
patrones repetitivos para indagar en el pensamiento funcional. Las lecciones propuestas
se presentaron a un grupo de 25 estudiantes con una edad promedio de 9 afos. Los
autores destacan que los nifios pequefios no solo manifiestan pensamiento funcional

sino también, lo representan de formas inesperadas para su edad.

Como se puede ver, en los estudios citados anteriormente, el foco de atencion es mostrar
evidencias y describir el pensamiento funcional en los estudiantes de primaria, ya sea
identificando las estrategias y sistemas de representacion que utilizan o las relaciones
funcionales que evidencian e incluso comprobar lo efectivo de introducir este
pensamiento a través de un trabajo con patrones. Pero también en algunos de los
estudios citados se observan dificultades sobre las que no se ha indagado por el
momento. Por ejemplo, queda pendiente indagar sobre las dificultades al identificar o
representar relaciones funcionales. Por otra parte la mayoria de los aspectos que se

abordan en estudios sobre pensamiento funcional estan centrados en describir el trabajo
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de los estudiantes. También nos parece interesante y necesario indagar ademas en la

intervencion del docente para promover de manera exitosa este tipo de pensamiento.

2.2 Patrones y generalizacién

Asumimos los patrones y la generalizacion como parte importante del razonamiento

inductivo, por lo que comenzamos por describir este tipo de razonamiento.

El razonamiento inductivo es generador de conocimiento matematico y cientifico. En
¢l se trabaja con casos particulares, observando regularidades y obteniendo conjeturas,
para luego comprobarlas con nuevos casos particulares, llegando de este modo a

descubrir leyes generales (Polya, 1990).

Castro, Canadas y Molina (2010) definen el razonamiento inductivo como un proceso
cognitivo que permite obtener reglas a partir de un comportamiento comun observado
en algunos casos particulares y concretos. A partir de esto las autoras plantean que el
razonamiento inductivo posee dos funciones, la primera corresponde a la adquisicion
de conocimiento matematico a través de la formulacién de conjeturas elaboradas al
trabajar con casos particulares, hasta llegar a la generalizacion. La segunda funcion es
la comprobacién de las conjeturas con nuevos casos particulares como tipo de
justificacion informal. A esto agregan que es recomendable trabajar el razonamiento
previamente a las demostraciones formales, ya que facilitaria la transicion a estas como

forma de justificacion formal.

Cafiadas y Castro (2004) caracterizan el razonamiento inductivo de 12 estudiantes de
secundaria durante el desarrollo de un problema geométrico. Con base a lo obtenido en
el estudio, al trabajo de Polya y otras investigaciones, las autoras definen un modelo de
siete pasos para llevar a cabo el razonamiento inductivo. Cabe considerar que solo
algunos de los pasos en el proceso son imprescindibles, ademas el esfuerzo que requiere
para la aplicacion de cada uno varia (Castro, Cafiadas y Molina, 2010). Nuestro trabajo

se basa en el modelo de razonamiento inductivo descrito por Cafiadas y Castro (2007).
2.2.1 Patrones

Encontrar y usar patrones es una estrategia importante para resolver problemas
matematicos (Stacey, 1989). El patrén se suele formar partiendo de un nucleo que lo
genera, en algunos casos el nticleo crece de forma regular (Castro, 1994). Castro (1995)

define patrén como todo lo que se repite con cierta regularidad.
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Existen distintas clasificaciones sobre tipos de patrones. Zazquis y Liljedahl (2002)
distinguen entre patrones numéricos, pictoricos, geomeétricos, patrones en los
procedimientos computacionales, modelos lineales y cuadraticos, y patrones
repetitivos. Owen (1995) diferencia tres tipos de patrones: patrones de repeticion,
patrones estructurales y secuencias numéricas. En nuestro estudio analizamos los

patrones numéricos representados mediante configuraciones puntuales.

Por otra parte Pegg (1990; citado en Duran Ponce, 1999), sefiala que descubrir patrones
implica tres procesos: trabajar en tareas con patrones numéricos; expresar reglas que
caractericen ciertos patrones numeéricos particulares, y que estas reglas sean expresadas
de manera abreviada. Ademds recomienda que para la introduccioén del algebra se
trabaje con patrones numéricos hasta que los estudiantes logren expresarlos de forma
algebraica. Warren y Cooper (2006) afirman que la repeticion de patrones y patrones
de crecimiento pueden conducir al desarrollo temprano del pensamiento funcional,

llevando a cabo relaciones entre dos conjuntos de datos.

Un estudio de relevancia en Didactica de la Matematica sobre patrones es el de Castro
(1995). Esta investigacion indaga en la comprension que manifiestan estudiantes de 12
a 14 afios al establecer relaciones entre nimeros, reconocer y utilizar patrones
numéricos y proponer una generalizacion a la estructura comin que tienen los términos
de una secuencia representada mediante configuraciones puntuales. Busca delimitar las
potencialidades de la representacion simbolica utilizada para expresar aspectos
conceptuales y procedimentales de los nimeros naturales, que no se observan con las
representaciones simbolicas usuales. La autora explicita las actividades cognitivas que
surgen al trabajar con configuraciones puntuales y muestra los contextos en los que la
representacion simbolica trabaja de manera significativa. Sus resultados muestran la
efectividad de la ensefianza en el reconocimiento de patrones a través de las
configuraciones puntuales. Da a conocer como esta ensefianza facilita la comprension
de las nociones de estructura de un niimero, término general, patrones y relaciones
numéricas, entre otras. Concluye que de los sistemas empleados por los estudiantes, la

configuracion puntual es mas intuitiva debido a su caracter grafico.
2.2.2 Generalizacién

Uno de los pasos clave del razonamiento inductivo es la generalizacion (Canadas,

2007). Considerando lo anterior la generalizacion es también generadora de
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conocimiento matematico. Mason (1996) considera que la generalizacion “es el latido

del corazdn de las matematicas” (p. 65).

Para Polya (1990) “la generalizacion consiste en pasar del examen de un conjunto
limitado de objetos al de un conjunto mas extenso que incluya al conjunto limitado” (p.

97).

Segun Merino, Cafiadas y Molina (2013) trabajar con tareas de generalizacion implica
“la busqueda de patrones, lo cual pretende hallar un elemento a partir de otros dados o
conocidos” (p. 27). Estas tareas conllevan generar, a partir de los casos particulares
dados, nuevos casos particulares o la expresion del término general. Cuando se produce
la generalizacion, esta puede expresarse mediante el lenguaje verbal, la representacion

simbolica algebraica o incluso mediante el lenguaje gestual (Radford, 2010).

Cafadas, Castro y Castro (2008) describen los tipos de patrones y la forma en que 359
estudiantes de entre 14 y 16 afios (3° y 4° de ESO) expresan la generalizacion en la
resolucion del problema de las baldosas. Sus resultados evidencian una dependencia
significativa entre la identificacion del patron y la generalizacion. Se observa que los
alumnos que no identifican el patréon no logran expresar la generalizacion y quienes
llegan a generalizar lo hacen en su mayoria de forma verbal y con un previo trabajo en
el sistema de representacion numérico. La figura 1 muestra el problema de las baldosas

utilizado en este estudio.

Imagina que tienes unas baldosas cuadradas blancas y otras baldosas
cuadradas grises. Las baldosas blancas y las baldosas grises son del
mismo tamario. Hacemos una fila con las baldosas blancas:

Rodeamos las baldosas blancas con baldosas grises, tal y como muestra
el dibujo:

- ¢Cuantas baldosas grises necesitarias si tuvieras 1320 baldosas blan-
cas y quisieras rodearlas de la forma que lo hemos hecho en el dibujo?

- Justifica tu respuesta.

Figura I.Problema de las baldosas (p. 141)

Otra investigacion que aborda el estudio sobre como los estudiantes generalizan es la
de Carraher, Martinez y Schliemann (2008). Estos autores analizan la capacidad de
generalizar de 15 estudiantes de 8 afios en tareas con funciones lineales que involucran
distribucion de asientos en una mesa. A medida que los estudiantes avanzan hacia la

generalizacién con expresiones algebraicas convencionales, necesitan representar
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explicitamente las variables independientes y dependientes en sus declaraciones. En el
caso de funciones lineales, se ven en la necesidad de reemplazar adiciones sucesivas
con una sola multiplicacion. Por otro lado, los autores observan que la intervencion del
profesor ayuda a los estudiantes a interpretar el problema en términos de relacion entre
variables. Permitiendo ademads que ciertos estudiantes abandonen modelos inadecuados

y se acerquen a las relaciones y representaciones matematicas que se pretenden.
2.2.3 Tipos de generalizacion

Son variados los aspectos en los que investigadores se han centrado para analizar los
modos en que generalizan los estudiantes. Esto ha permitido estudiar y comprender las
formas en que los estudiantes construyen y utilizan reglas generales para adaptarse a
casos particulares. Diversas investigaciones describen distintas formas de

generalizacion.

Stacey (1989) describe dos tipos de generalizacion, cercana y lejana. La generalizacion
cercana estd referida a preguntas que requieren encontrar un patréon y este puede ser
hallado mediante un dibujo, por conteo o elaborando una tabla. En cambio, en la
generalizacion lejana para encontrar un patron ya no es practico utilizar las técnicas
anteriores y para dar respuesta a preguntas de este tipo se requiere identificar una regla

general.

Por otro lado, Ellis (2007) presenta una categorizacion de tipos de generalizacion que
construyen los estudiantes cuando razonan matematicamente. La autora distingue entre
la actividad de los estudiantes a medida que generalizan o generalizan las acciones y
las declaraciones finales de generalizacion o generalizaciones de reflexion. La
taxonomia propuesta identifica niveles evolutivos de sofisticacion en la actividad
generalizadora. Esta taxonomia presenta tres categorias, (a) relacionar: forma de asociar
dos 0 mas problemas u objetos, (b) buscar: repetir una accion para localizar un elemento

de similitud y (c¢) extender: expandir un patrén o relacion en una estructura mas general.

Radford (2008) distingue entre generalizacion aritmética y algebraica de patrones con
base en el sistema de representacion empleado. Por una parte define generalizacion
algebraica de patrones como la generalizacion que sigue aspectos tales como: (a) la
toma de conciencia de una propiedad comun que se nota a partir de un trabajo con casos
particulares, (b) la generalizacion de dicha propiedad a los términos subsiguientes de la

secuencia y por ultimo (c) la capacidad de usar esa propiedad comun a fin de deducir
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una expresion directa que permite calcular el valor para cualquier término de la
secuencia. Por otra parte cuando la generalizacion realizada no puede cumplir con el

tercer aspecto mencionado la generalizacion sera aritmética.

Radford (2003, 2010) propone un sistema de categorias, las cuales hemos considerado
para nuestro estudio. Este autor sefiala cuatro tipos de generalizacion, de los cuales tres
corresponden a generalizacion algebraica y una es considera como generalizacion
aritmética. En esta Gltima la generalidad es una similitud observada en algunas cifras,
lo cual no permite proporcionar una expresion para cualquier término de la secuencia.
Dentro de la generalizacion algebraica se encuentran la generalizacion factual, la
generalizacion contextual y la generalizacion simbdlica. La generalizacion factual se
basa en acciones realizadas sobre nimeros; las actuaciones constan aqui de palabras,
gestos y de actividad perceptual. Es una generalizacion de acciones en forma de un
esquema operativo, el cual permite abordar cualquier caso particular, es decir,
permanece siempre unido al nivel concreto y la indeterminacion permanece sin nombre.
En cuanto a la generalizacion contextual, es la abstraccion de acciones concretas en
forma de esquema operativo, sin embargo la diferencia con la generalizacion factica es
que este esquema no opera con numeros concretos. Dicho de otro modo la
generalizacion contextual es la descripcion del término general. Este puede ser

nombrado como “la figura siguiente”, “la siguiente columna”, etc.

Por ultimo la generalizacion simbolica es la representacion de secuencias a través del
sistema de representacion alfanumérico del algebra. En este tipo de generalizacion los

estudiantes deben distanciar los términos de la secuencia, temporal y espacialmente.

2.3 Sistemas de representacion

Las representaciones son notaciones simbolicas o gréficas, especificas para cada
nocion, mediante las que se expresan los conceptos y procedimientos matematicos asi
como sus caracteristicas mas relevantes” (Castro y Castro, 1997, p. 66). Mediante el
trabajo con las representaciones las personas asignan significados y comprenden las

estructuras matematicas, de ahi su interés didactico (Radford, 1998).

Castro, Rico y Romero (1996) distinguen dos tipos de representaciones: las internas y
las externas. Las internas, también llamadas objetos del pensamiento, estan ubicadas en

la mente de cada sujeto, mientras que las externas son de caracter semidtico y estan
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dadas por signos, simbolos o graficos. En nuestro trabajo consideramos las
representaciones externas debido a las formas en que se presenta y se desarrolla la tarea

planteada a los estudiantes.

Por otra parte Rico (2009) sefiala que una representacion por si sola y de forma aislada
no cobra sentido, sino que debe contemplarse dentro de un sistema de significados y
relaciones. Es por esto que abordamos la definicion de sistemas de representacion.
Gomez (2007) define los sistemas de representacion como “los sistemas de signos por
medio de los cuales se designa un concepto” (p. 41). Seglin sus caracteristicas y
propiedades las representaciones pueden organizarse en distintos sistemas de
representacion. Para Lupidnez (2016) cada sistema constituye “un conjunto
estructurado de notaciones, simbolos y graficos, dotado de una serie de regalas y
convenios los cuales permiten expresar aspectos y propiedades de un concepto

matematico” (p. 102).

Duval (2004) reconoce que el uso de mas de un sistema de representacion y la
posibilidad de realizar transformaciones entre los diferentes sistemas resulta ser
fundamental para el desarrollo del pensamiento matematico. Por su parte el
pensamiento funcional con foco en el concepto de funcion implica trabajar con distintos
sistemas de representacion, donde el sistema permitird observar de distinto modo este
contenido y asi lograr su mejor comprension. En este estudio abordamos sistemas de
representacion tales como: pictorico, especificamente las configuraciones puntuales;

tabular; simbolico numérico y algebraico; y verbal, los cuales definimos a continuacion.

Lo que aqui hemos definido y reconocemos como sistemas de representacion, en
algunos momentos del texto aludiremos a ellos como representaciones para facilitar el

lenguaje, la redaccion y la lectura.
2.3.1 Sistema de representacion pictorico

El sistema de representacion pictdrico utiliza un dibujo o imagen para plantear las
relaciones entre datos e incognitas de una tarea, no posee ninguna notacion de caracter
simbolico (Cafiadas y Figueiras, 2011). Dentro de este sistema de representacion se

encuentran las configuraciones puntuales.

Castro, Rico y Romero (1997) senalan que “las configuraciones puntuales se basan en
un unico simbolo: el punto; el cual es un espacio estructurado de representacion,

usualmente se utiliza la trama cuadrada o la trama isométrica cuando se trabaja en el
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plano” (p. 367). Es también un modo de organizacion de una cantidad de puntos que
satisface criterios de simetria o regularidad. Las configuraciones puntuales permiten
observar una gran variedad de modelos graficos de un mismo numero, permitiendo
hacer una valoracion visual y un analisis de las estructuras aritméticas de aquel nimero
(Castro, 1995). Esta autora muestra la efectividad de la ensefianza en el reconocimiento
de patrones a través de las configuraciones puntuales en su estudio realizado con
estudiantes de 12 a 14 anos. En las actividades que Castro plantea a los estudiantes,

utiliza configuraciones puntuales como las mostradas en la figura 2:

Figura 2. Configuraciones puntuales en Castro (1995)

2.3.2 Sistema de representacién tabular

El sistema de representacion tabular hace uso de las tablas para ordenar informacion y
relacionar variables. En funciones con dos variables, las tablas permiten relacionar los
valores de las variables involucradas (Fuentes, 2014). En diversas investigaciones
(Brizuela, Blanton, Gardiner, Newman-Owens, y Sawrey, 2015; Brizuela, Blanton,
Sawrey, Newman-Owens, y Gardiner, 2015; Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000)
se puede observar el uso de la representacion tabular como representacion principal y
fundamental para que los estudiantes organicen la informacion y relacionen los valores
de las variables involucradas, de modo que realicen conjeturas y den respuestas a

preguntas realizadas sobre alguna situacion planteada.
2.3.3 Sistema de representacion verbal

Este sistema de representacion utiliza el lenguaje natural para expresar ideas
matematicas, el cual puede ser abordado de forma oral o escrita. El sistema de
representacion verbal escrita lo encontramos normalmente en enunciados de tareas
utilizando el lenguaje natural. Cafladas y Figueiras (2011) se refieren a este sistema de
representacion como representaciones textuales, las cuales “se sirven del lenguaje
natural de manera oral o escrita para exponer la informacién de forma cohesionada” (p.

413).
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2.3.4 Sistema de representacion simbdélico

Rico (2009) define las representaciones simbolicas como “aquellas de caracter
alfanumérico, que se pueden simular mediante programas informaticos y cuya sintaxis
viene descrita mediante una serie de reglas de procedimiento” (p. 8). Dentro de este
sistema se puede distinguir entre la representacion simbdlica numérica y simbolica
algebraica. La primera alude al uso de nimeros para expresar operaciones o resultados
matematicos. La segunda se caracteriza por el uso del simbolismo algebraico para
expresar un enunciado o generalizar las operaciones aritméticas. Estas representaciones
implican un mayor grado de abstraccion en los estudiantes (Merino, Cafiadas y Molina,

2013).

2.4 Dificultades y errores

La literatura de investigacion indica que el aprendizaje de las matematicas trae consigo
la generacion de una serie de dificultades en los estudiantes y estas dificultades se
exteriorizan a través errores. Un nicleo de investigaciones sobre errores ha sido durante
afos analizar de forma cuantitativa las respuestas incorrectas de los estudiantes ante
diversas tareas y la correlacion entre dichos errores, segun las variables consideradas
en las tareas (Rico y Castro, 1994). El origen de dichos errores también es un foco de
investigacion, es decir conocer las dificultades que llevan al alumno a incurrir en
errores. Entendiéndose por dificultades a “factores que obstaculizan los procesos de
comunicacion entre el profesor y el alumno o la propia interaccion del profesor con el
conocimiento matemadtico, lo que puede repercutir directa o indirectamente en la

relacion del estudiante con el conocimiento matematico” (Fernandez, 2016, p. 195).

Autores como Fernandez (2016) y Socas (1997) entre otros, distinguen diferentes tipos
de dificultades que presentan los estudiantes en las matematicas, tales como,
dificultades debidas a la complejidad de los objetos matematicos, debidas a los
procedimientos matematicos, debidas a la presentacion por el profesor del contenido,
debidas a las condiciones cognitivas del alumno y dificultades debidas a las condiciones

afectivas y emocionales del alumno.

Asumimos que las dificultades se expresan a través de una serie de errores en los que
incurren los estudiantes y en algunas ocasiones se presenta y se observa la dificultad de

no avanzar en el proceso, esta se puede observar cuando un estudiante se ve bloqueado,
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no comprende lo que se le esta pidiendo o simplemente no responde a lo que se le

pregunta.

Matz (1980) sefiala que, “los errores son intentos razonables pero no exitosos de adaptar
un conocimiento adquirido a una nueva situacion” (p. 94). Para Fernandez (2016) “los
errores son sintomas mediante los cuales un alumno manifiesta sus conflictos y
problemas de aprendizaje relativos a un determinado contenido matematico escolar” (p.
195). Los errores de los estudiantes son una parte inevitable y necesaria del proceso de
aprendizaje. Por su parte Socas (2007) define el error como “la presencia en un alumno
de un esquema cognitivo inadecuado y no solamente como consecuencia de una falta
especifica de conocimiento o despiste” (p. 31). Son datos objetivos que se encuentran
en los procesos de ensefanza y aprendizaje de las matemadticas y constituyen un
elemento estable de dichos procesos (Rico, 1995). Este autor sefala que diversos
investigadores y especialistas concuerdan que los errores poseen las siguientes

caracteristicas generales:

e Los errores son sorprendentes. Son aquellos que se han mantenidos ocultos para el
profesor y emergen en determinados momentos.

e Son extremadamente persistentes. Se resisten a cambiar ya que para corregir los
errores se puede necesitar de una reorganizacion del conocimiento del alumno.

e Pueden ser sistematicos o por azar. Los primeros se pueden tomar como sintomas
de un método o comprension equivocada que el estudiante utiliza como correcto.
Los segundos reflejan falta de cuidado, estos tienen poca importancia.

e Ignoran el significado. Las respuestas erroneas del alumno no se cuestionan. El

alumno no considera el significado de los simbolos y conceptos con los que trabaja.

Considerando estas caracteristicas y dado que en nuestro estudio es dificil corroborar
que los errores que cometen los estudiantes son sistematicos debido a que se trata de
una entrevista breve, lo que observamos en los estudiantes son posibles errores a los

que llamaremos respuestas inadecuadas.

Por otra parte, desde la teoria tecnoldgica del aprendizaje, Kuhn (1962) seiala que la
preocupacion por el aprendizaje de los estudiantes no debe ser siempre los éxitos o que
no se incurra en errores, sino mas bien considerar los errores como una oportunidad de
aprendizaje. La vision constructivista permite que el docente induzca a los estudiantes

a cometer un error, que estos mismos lo constaten y de este modo generar un conflicto
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cognitivo que les lleve a modificar alguna concepcion inadecuada (Horner, Bellamy y

Colvin, 1984).

En esta investigacion asumimos esta postura, observando los errores (respuestas
inadecuadas) de los estudiantes y ciertas intervenciones del entrevistador que permiten

a los estudiantes reconocer su error y avanzar en el proceso de aprendizaje.

Diferentes autores han clasificado los errores que se manifiestan en el aprendizaje de
las matematicas (Fernandez, 2016; Socas, 2007). Algunos estudios han sido especificos
en clasificar los errores generados en el algebra. Santagata (2005) es una de las autoras
que da a conocer la naturaleza de una serie de errores en los que incurren los estudiantes
durante el proceso de aprendizaje del algebra y la geometria en el aula. La autora

propone la siguiente clasificacion de errores segiin su naturaleza:

e Conceptual: conexiones erroneas entre conceptos matematicos.

e Procesal: error en la ejecucion de procedimientos, por ejemplo, algoritmos
algebraicos, aplicacion de formulas geométricas.

e Dibujo: error al dibujar una figura.

e Computacional: error aritmético.

e Distraccion: error debido a la distraccion del estudiante. El estudiante a menudo
responde correctamente al maestro justo después de que identifique un error.

¢ Principio, propiedad y definicién: no se reconoce un principio matematico o una
propiedad por su nombre, o se define un concepto matematico o una propiedad
incorrectamente.

e Otro: todos los errores diferentes a los anteriores.

Presentamos a continuacidon algunas investigaciones centradas en las dificultades y
errores que evidencian los estudiantes durante el proceso de ensefianza-aprendizaje del

algebra.

Ruano, Socas y Palarea, (2008) se centraron en describir los errores de estudiantes de
secundaria en la sustitucion formal, la generalizacion y la modelizacion del lenguaje
algebraico. Basados en el marco tedrico abordado en Socas (1997), consideran los tres
origenes de los errores que cometen los estudiantes: (a) los causados por un obstaculo,
(b) los originados por la ausencia de sentido y (c) los relacionados con actitudes
afectivas y emocionales. Los autores muestran que los estudiantes comenten

frecuentemente errores tales como la necesidad de clausura, la particularizacion de
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expresiones, el uso incorrecto del paréntesis y la confusion de la multiplicacion y la
potencia. La mayoria de los errores se debe a la ausencia de sentido, provocada en

ocasiones por dificultades con la aritmética.

Rodriguez-Domingo, Molina, Cafiadas y Castro (2015) describen las dificultades que
presentan estudiantes de educacion secundaria en la traduccion de enunciados
algebraicos entre los sistemas de representacion simbdlico y verbal manifestadas a
través de errores. Las autoras identificaron y clasificaron los errores en los que
incurrieron los estudiantes en tres grandes categorias: los relativos a la completitud del
enunciado, derivados de la aritmética y derivados de las caracteristicas propias del
simbolismo algebraico, los dos ultimos tomados de la clasificacion propuesta por Socas
(1997). Sus resultados arrojan que la mayor dificultad se presenta en las traducciones
que realizan los estudiantes desde el lenguaje verbal al simbolico. En cuanto a las
traducciones desde el lenguaje simbolico al verbal fueron de menor dificultad para los
estudiantes, presentando principalmente dificultades debidas a errores del tipo
potenciacion-multiplicacion. Por otra parte las autoras sefialan que los errores mas
frecuentes son aquellos originados por la ausencia de sentido, como los derivados de
las caracteristicas propias del simbolismo algebraico, los derivados de la aritmética y

en menor medida los de completitud del enunciado.

En un estudio reciente Morales y Cafiadas (2017) describen los errores en los que
incurren 8 estudiantes de primero de primaria (6 a 7 afios) en el desarrollo de una tarea
de pensamiento funcional. Entre los errores distinguen los siguientes: (E1) sumar la
cantidad de la variable independiente con la tultima cantidad de la variable dependiente;
(E2) respuesta sin sentido; (E3) suma cinco a la ultima cantidad de la variable
dependiente; (E4) no considera la cantidad constante de la funcién; (ES) error de
calculo; y (E6) No responde; (E7) sumar cantidad de domingos y cantidad de euros sin
cantidad constante. Sus resultados evidencian que los ocho estudiantes cometen el error
E1, mientras que los demas errores se evidencian en algunos estudiantes, como E2 que

lo presentan cinco de los ocho estudiantes.

2.5 Intervencion docente

El docente es uno de los protagonistas en el proceso de ensefianza-aprendizaje, por lo
cual es importante conocer el rol del profesor en distintos momentos del aprendizaje

del alumno y en las distintas situaciones que se generan y observar los resultados de
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cada intervencion. De este modo estamos contribuyendo al conocimiento sobre la

incidencia del docente en el aprendizaje de los estudiantes.

Concretamente en el contexto del pensamiento algebraico y funcional, Warren (2006)
ademas de centrarse en las acciones del estudiante se enfoca en las acciones del docente.
Sus objetivos de investigacion son (a) determinar si los estudiantes de 5° de Educacion
Primaria pueden escribir una generalizacion en palabras y en simbolos y, (b) identificar
las acciones del maestro que ayudan a establecer vinculos entre descripciones verbales
y simbdlicas de generalizacion. El patrén mostrado a los estudiantes se observa en la

figura 3:

AN AEN

[ | | (1]
(1] EEEE HEEEER
Step 1

Step 2 Step 3

Figura 3. Patron de azulejos

Los resultados determinan que entre 6 y 10 estudiantes de 27 identifican una relacion
entre la posicion del patron de azulejos y la cantidad de ellos, mientras que entre 16 y
21 estudiantes no lo hacen. Ademas la autora observo que después de la intervencion
del docente con determinadas acciones, una quinta parte de estos estudiantes expresé
generalizaciones tanto en lenguaje natural como de forma simbdlica algebraica. Las
acciones que se identificaron fueron: (a) introduccion por parte del docente de un
lenguaje especifico para ayudar a describir el patron visual en términos generales y (b)
pedir frecuentemente a los estudiantes que expresen de forma simbolica algebraica sus
descripciones verbales. Carraher, Martinez y Schliemann (2008) también ponen su foco
en la accion del docente afirmando que ciertas intervenciones del profesor ayudan a los

estudiantes a interpretar un problema en términos de relacion entre variables.

Por otra parte asumimos que la intervencion docente en el proceso de ensefianza y
aprendizaje no es unidireccional, sino que se genera una interaccion entre profesor y
estudiante. Soller (2001) habla de la importancia de la interaccion entre personas,
especificamente sefiala que la capacidad para comunicarse en el &mbito de la ensefianza
contribuye en el proceso de aprendizaje. En su estudio propone un modelo de
aprendizaje colaborativo, para el cual adapta la taxonomia propuesta por McManus y
Aiken (1995) donde se muestran tres grandes habilidades (conflicto creativo,

aprendizaje activo y conversacion) con subhabilidades (mediar, discutir, motivar,
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informar, solicitar, reconocer, mantener y tarea) y una serie de acciones para cada una
de ellas, que se generan durante la interaccion entre estudiantes y que resultan ser
efectivas para el aprendizaje. A continuacidon se muestran estas acciones segun cada

subhabilidad.

v' Mediar: esta subhabilidad propone una mediacion docente.

v Discutir: se llevan a cabo acciones como, conciliar, estar de acuerdo, ofrecer
alternativas, inferir, suponer, proponer excepciones, dudar.

v’ Motivar: se pretende que quienes interactian se animen entre ellos y que se
refuercen.

v’ Informar: parafrasear, liderar, sugerir, elaborar, clarificar, justificar, afirmar.

v" Solicitar: informacion, elaboracion, clarificacion, justificacion, opinion e ilustracion.

v" Reconocer: apreciar, aceptar o confirmar y rechazar.

v' Mantener: solicitar atencion, sugerir accion y solicitar confirmacion.

v’ Tarea: coordinar un proceso de grupo, solicitar cambio de énfasis, resumir

informacion, finalizar participacion.

Estas acciones fueron observadas durante la interaccion entre estudiantes. Partimos de
estas ideas para analizar acciones entre profesor y estudiante, que es en lo que se centra
nuestro estudio. En particular, nuestro interés esta en las intervenciones que realiza el

entrevistador ante respuestas inadecuadas que entregan los estudiantes.

Estudios como los de Ames y Archer, (1988) y Nicholls, (1984) muestran que las
interacciones profesor-alumno con motivo de errores, afectan la motivacion y el

rendimiento del aprendizaje de los estudiantes.

Aunque algunos investigadores han indagado sobre el uso que el profesorado hace del
error en su practica (Gomez y Mora, 2016; Gonzalez, Gémez y Restrepo, 2015; Heinze
y Reiss, 2007; Son y Crespo, 2009), la literatura es escasa. Estos trabajos estudian los
errores en los que incurren los estudiantes en contenidos matematicos y las tareas de
aprendizaje que propone el docente para que los estudiantes superen sus limitaciones y

dificultades de aprendizaje.

Santagata (2005) sefiala que pocos estudios han analizado las interacciones profesor-
alumno que rodean los errores de los estudiantes y que ocurren en los entornos reales
del aula. En ocasiones los errores no podran ser previstos por el docente, por lo cual la

intervencion que realiza el profesor debe ser espontanea y efectiva para que el
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estudiante avance en el proceso de aprendizaje. La autora compara las lecciones de un
grupo de profesores estadounidenses con un grupo de profesores italianos, analizando
los errores en los que incurren los estudiantes y la primera respuesta del docente ante

los errores.

Uno de los resultados de su estudio es una categorizacion de las respuestas de los

docentes ante los errores de los estudiantes, la cual presentamos a continuacion:

v' Da correccidn: el maestro corrige el error proporcionando la respuesta correcta.

v" Sugerencia al mismo estudiante: el maestro refina la pregunta, agregando una pista
para ayudar al estudiante que cometi6 el error para llegar a la respuesta correcta.

v" Repite la pregunta al mismo estudiante: el maestro repite la pregunta o menciona al
estudiante que cometid el error que su respuesta no es correcta.

v" Por qué: el maestro pide al estudiante que cometi6 el error que le explique como
llegd a esa respuesta.

v’ Sugerencia para otro estudiante: el profesor refina la pregunta afiadiendo una pista y
abriendo la pregunta a otros estudiantes o redirigiendo la pregunta a otro estudiante
en particular.

v’ Redirecciona la pregunta: el maestro dirige la pregunta a otro estudiante.

v" Selecciona la respuesta correcta: los estudiantes dan respuestas multiples y el
maestro escoge la correcta y no agrega ningiin comentario. Luego pasa a la siguiente
pregunta.

v" Pregunta clase: el profesor pide a los estudiantes que identifiquen el error cometido
por un compaiiero de clase, o que evaluen la correccion de algo que fue hecho o
dicho por un compaiiero de clase.

v Iniciativa estudiantil: el error es corregido por otro estudiante antes de que el
profesor haga su comentario.

v' Otro: todas las respuestas no incluidas en las categorias anteriores.

Por otra parte, bajo la teoria tecnoldgica del aprendizaje, Horner, Bellamy y Colvin
(1984) consideran que si un comportamiento no se da o no se logra, es debido a que no
se han entregado los estimulos suficientes o adecuados. En este sentido, asumimos que
ciertas acciones del profesor son claves para que el estudiante generalice. En nuestra
investigacion el papel del docente lo desarrolla el entrevistador, que es quien lleva a
cabo ciertas acciones, las cuales consideramos como medio para guiar a los estudiantes

en el proceso de generalizacion.
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Presentamos a continuacion dos estudios recientes centrados en la intervencion docente.
Por un lado Morales y Canadas (2017) describen las acciones que un entrevistador-
docente realiza para guiar a los estudiantes cuando estos incurren en ciertos errores en
el desarrollo de una tarea de pensamiento funcional. La muestra corresponde a ocho
estudiantes de los primeros cursos (6 a 7 afios) de un establecimiento de Granada. Los
autores describen las siguientes acciones del entrevistador: (A1) pregunta recordatoria
sobre elementos del problema: (a) cantidad constante o (b) relacion entre cantidad de
domingo y dinero; (A2) recurrir a casos consecutivos o no consecutivos trabajados o
nuevos casos; (A3) Recurrir a representaciones: (a) concretas o (b) simbolicas; (A4)
recurrir a la regla de correspondencia; (AS5) retirar representaciones simbolicas
(registros escritos); (A6) reemplazar el caso por el que se pregunta por otro cuyo
nimero es menor que el nimero preguntado. Sus resultados muestran que a todos los
estudiantes se les planteo las acciones A2 y A3, mientras que Al se le planteo a 7 de
los 8 estudiantes y las demas acciones a un estudiante cada una. Los autores sefialan
que estas acciones fueron realizadas cuando los estudiantes evidenciaban un error en el

desarrollo de la tarea.

Por otro lado Urena, Molina y Ramirez (2017) describen los estimulos efectuados a los
alumnos por parte de una entrevistadora. Estos estimulos se llevan a cabo durante el
desarrollo de una tarea que implica una relacion funcional, con la cual el autor busca
analizar los niveles de generalizacion que manifiestan 8 estudiantes de cuarto curso de
primaria. Los estimulos que se describen son: (I1) de confianza; (12) de reafirmacion;
(I3) de correccion; (I4) de cambio de intencion; (I5) de repeticion de informacion; (16)
de sugerencia de proceso e (I7) de aclaracion. Los resultados muestran la influencia de
los estimulos en el proceso de generalizacion de los estudiantes, por ejemplo, el
estimulo de sugerencia de proceso (16) ha permitido al estudiante consolidar ideas sobre
la forma de la relacion funcional y la operacion involucrada, por otra parte el estimulo
de cambio de intencion (14) ha promovido un mayor trabajo por parte de los estudiantes
y una mayor argumentacion, resaltando caracteristicas matematicas de la relacion

funcional.
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Capitulo 3. Objetivos de investigacion

A partir del planteamiento del problema y con base en lo expuesto en el apartado

anterior planteamos nuestro objetivo general y cuatro objetivos especificos.

3.1 Objetivo general

OG. Analizar el proceso de generalizacion de estudiantes de sexto de Educacion
Primaria, en una tarea que implica una relacion funcional con configuraciones

puntuales.

3.2 Objetivos especificos

El objetivo general propuesto lo desglosamos en los siguientes objetivos especificos.

OEI. Identificar las respuestas inadecuadas que presentan los estudiantes en el proceso

de generalizacion.

OE2. Describir las intervenciones del entrevistador ante las respuestas inadecuadas de

los estudiantes.

OE3. Identificar y describir los efectos que producen las intervenciones del

entrevistador en el trabajo de los estudiantes.

OE4. Describir el tipo de generalizacion que logran los estudiantes.



Diana Hidalgo Moncada Capitulo 4. Metodologia de investigacion

Capitulo 4. Metodologia de investigacién

En este capitulo presentamos el marco metodoldégico de la investigacion.
Caracterizamos el tipo de investigacion, describimos los participantes del estudio, el
disefio y realizacion de la recogida de informacion, definimos las categorias con las que
abordamos el analisis de datos y, por tltimo damos a conocer el método de anélisis de

datos.

4.1 Tipo de investigacién

Esta investigacion sigue un enfoque mixto, el cual “representa un conjunto de procesos
sistematicos, empiricos y criticos de investigacion e implican la recoleccion y el analisis
de datos cuantitativos y cualitativos, asi como su integracion y discusion conjunta’”
(Herndndez Sampieri y Mendoza, 2008 citado en Hernandez, Ferndndez y Baptista,
2010, p. 546). Si bien el enfoque es principalmente cualitativo lo complementamos con

algunos aspectos cuantitativos.

Como hemos planteado en los objetivos de investigacion, nuestro proposito es describir
el proceso de generalizacion que llevan a cabo estudiantes de sexto de Educacion
Primaria en una tarea que implica una relacion funcional con configuraciones puntales.
Por tanto esta investigacion posee una naturaleza descriptiva. Sobre el proceso de
generalizacion, nos hemos centrado en estudiar las respuestas inadecuadas de los
estudiantes, las intervenciones del entrevistador y los efectos de las intervenciones. Las
investigaciones sobre estos aspectos son escasas, por lo que, nuestro trabajo es de tipo
exploratorio. Ademas, es un estudio transversal ya que se recogen datos de un grupo de
sujetos en un momento Unico (Hernandez, et al., 2010). En nuestro caso los datos son
recogidos de un grupo de estudiantes de sexto de Educacion Primaria, a los cuales se

les realiza una entrevista individual semiestructurada.

4.2 Sujetos

La seleccion del centro y la muestra fue intencional. El centro educativo es privado de
linea 1, de Educacion Infantil y Educacion Primaria y est4 ubicado en los alrededores
de Granada. Participaron ocho estudiantes (6 nifios y 2 nifias) que cursaban 6° de

Educacion Primaria (11-12 afios de edad) durante el curso académico 2015-2016. Los
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estudiantes fueron seleccionados de entre un grupo que el curso anterior habia
participado en cuatro sesiones de un experimento de enseflanza en el que se trabajé con
problemas que involucraban funciones lineales, dentro de una investigacion mas amplia
centrada en el pensamiento funcional. El objetivo del curso previo fue describir el
pensamiento funcional de un grupo de estudiantes de quinto de educacion primaria. Se
les propuso trabajar con tareas contextualizadas que implicaban funciones del tipo ax +
b, con a y b nimeros naturales o cero. Ademas, estos problemas se presentaron en el
sistema de representacion verbal escrito, apoyandose en representaciones manipulativas
y pictoricas. Por tanto, los estudiantes para nuestro estudio ya tenian alguna experiencia
con problemas que pretendian promover el pensamiento funcional, pero no habian
trabajado con configuraciones puntuales, que como detallaremos mas adelante,

utilizamos para este estudio.

Los estudiantes fueron seleccionados por su tutora, a quien dimos los criterios que los
estudiantes debian tener: buena disposicion a participar y comunicarse, y que tuvieran

diferentes resultados académicos respecto a su mismo grupo (alto-medio-bajo).

4.3 Recogida de informaciéon

Realizamos la recogida de informacion a través de entrevistas semiestructuradas,
definidas como “guia de asuntos o preguntas, donde el entrevistador tiene la libertad de
introducir preguntas adicionales para precisar conceptos u obtener mayor informacion
sobre los temas deseados” (Hernandez, et al., 2010, p. 418). En nuestro caso el
entrevistador es parte del equipo de investigacion (entrevistador y encargado de
videograbaciones). Grabamos las entrevistas con videocamara y recogimos lo escrito
por los estudiantes en un folio. Disefiamos la entrevista para aplicarla durante el tiempo
que necesitara cada estudiante. Todas las entrevistas tuvieron una duracion menor a 30
minutos y se llevaron a cabo en horario habitual de clases, en un espacio habilitado por

el centro escolar.

Por ser una entrevista semiestructurada, habia un guion con preguntas y otras surgieron
en el momento, en funcion de las respuestas que ofrecia cada estudiante. Todas las
preguntas siguieron un proceso de razonamiento inductivo segiin el modelo de Canadas

y Castro (2007), partiendo de preguntas relacionadas con casos particulares, que van
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aumentando hasta llegar al caso general. Mas adelante mostramos algunas de las

preguntas que planteamos a los estudiantes.

Durante la entrevista, presentamos a los estudiantes un problema que involucra la
funcioén lineal 4x + 1 mediante el uso de las configuraciones puntuales. En el contexto
del problema la variable independiente es el nimero de minutos y la variable
dependiente el nimero de puntos. De esta forma, conforme pasan los minutos, el
numero de puntos que constituyen una configuracion puntual aumenta. Al comienzo de
la entrevista, se presentd un folio en blanco al estudiante en el que el entrevistador

plantea la tarea de la siguiente manera:

“Tenemos un punto (se dibuja el punto para cero minutos), cuando ha pasado un minuto
al punto le ocurre esto (se dibujan los puntos para un minuto), luego cuando pasan dos

minutos ocurre lo siguiente (se dibujan los puntos para dos minutos)...”

La introduccion de la tarea queda presentada como se muestra en la figura 4.

L] L ]
L ] L ] L ] L ]
L ] L ] [ ]
L ] L ] L ] L ]
[ ] L ]
0 min 1 min 2 min

Figura 4. Tarea planteada hasta los dos minutos

Desde ese momento comenzo la intervencion del estudiante respondiendo a preguntas
como:

(Podrias dibujar lo que ocurre con los puntos a los 3 minutos?

(Podrias dibujar lo que ocurre con los puntos a los 4 minutos?

(St yo te diera los puntos, podrias saber cuantos minutos han pasado?

(Si pasaran 10 minutos, cuantos puntos tendria el dibujo?

(Si pasaran 100 minutos, cuantos puntos tendria el dibujo?

(S1 tenemos 21 puntos, cuantos minutos han pasado?

Para cualquier nimero de minutos, ;como calcularias la cantidad de puntos?

AN NI NI NN Y RN

Si utilizaras una letra que represente la cantidad de minutos, ;podrias expresar
coémo se calcula el nimero de puntos?

Algunas de las preguntas que se realizan responden a una relacion funcional directa,
cuando se sabe el nimero de minutos (variable independiente) y se quiere conocer la
cantidad de puntos (variable dependiente) y otras preguntas responden a una relacion
inversa, cuando la cantidad de puntos es la que se conoce y el nimero de minutos es lo
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que se busca. A cada estudiante se le plantean un total de entre 6 y 11 preguntas, entre
4y 9 corresponden a preguntas de relacion directa y entre 1 y 4 a preguntas de relacion

inversa.

Para cada una de las preguntas anteriores, el entrevistador pidi6 a los estudiantes que
explicaran como habian llegado a sus respuestas. Adicionalmente, el entrevistador
intervino mediante preguntas o aclaraciones cuando identific6 una respuesta
inadecuada por parte de los estudiantes, o bien cuando no sabian como responder. En
este sentido, se considera que el entrevistador esté realizando algun tipo de intervencion

para permitir avanzar al estudiante.

Tras observar las grabaciones de las entrevistas elaboramos un esquema que nos

permitié organizar la informacion. Ver figura 5.

Preguntas

-Relacion Directa

-Relacion Inversa \
Caso General

| Respuestas |

| Casos Particulares |

Inadecuadas | Con dificultad I

Lilamadas Error

| No hay avance |
)

|

| Intervencion del entrevistador |

| Acciones del estudiante | I Accicnes del entrevistador I
\ ]

Efectos |
\

| En relacion al error | | En relacion al avance
/Y GA

No Generaliza

Generaliza

Figura 5. Esquema de analisis de datos
4.4 Categorias de analisis

Para la definicion de las categorias de analisis hemos considerado elementos teoricos
de investigaciones como las de Canadas y Castro (2007), Radford (2003, 2010) y
Santagata (2005); mas adelante describiremos en detalle en qué sentido se han

considerado. Realizamos ademas, un andlisis preliminar de los datos recogidos, el cual,
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en conjunto con los elementos tedricos nos permitio disefiar una primera aproximacion
de las categorias las cuales fueron refinadas ya sea amplidndolas o ajustandolas segiin
lo observado en las respuestas de los estudiantes. Por tanto, nuestro estudio se apoya en
la Teoria Fundamentada (Corbin y Strauss, 1990), la cual se caracteriza por disponer
de procedimientos rigurosos de recogida y analisis de datos. Esta teoria permite que los

conceptos se fundamenten desde la propia investigacion, con los datos obtenidos.

De acuerdo a nuestros objetivos de investigacion, las categorias que hemos determinado
para nuestro estudio son las siguientes: (a) respuestas inadecuadas de los estudiantes,
(b) intervenciones del entrevistador, (c) efectos de las intervenciones y (d) tipo de
generalizacion. A partir de estas categorias definimos subcategorias y sus posibles
valores para analizar la informacion recogida. A continuacion describimos cada una de

las categorias y subcategorias con sus posibles valores.
4.4.1 Respuestas inadecuadas

Nos referimos a una respuesta inadecuada cuando el estudiante responde algo
incorrecto, o incurre en un posible error. Para efecto de redaccion de este apartado a los
tipos de respuestas inadecuadas les llamaremos errores, aunque no podamos corroborar

si son o0 no persistentes.

Hemos partido de los trabajos de algunos autores mencionados en el marco teérico para
la elaboracion de nuestras categorias. Santagata (2005) aborda los errores que cometen
los estudiantes y las estrategias que utiliza el docente ante los errores. Describimos la
categorizacion de los errores de esta autora en el marco tedrico. En la tabla 1 mostramos
la relacion entre algunas de las categorias que propone la autora y las propuestas en

nuestro estudio.

Tabla 1. Relacion categorias de Santagata (2005) y estudio actual

Santagata (2005)

Estudio actual

Procesal: se pidio al estudiante que resolviera
una tarea matematica o respondiera a una
pregunta que requiera la ejecucion de
procedimientos, p. Algoritmos algebraicos,
aplicacion de formulas geométricas

Dibujo: el estudiante comete un error al
dibujar una figura.

De procedimiento: el estudiante utiliza o
expresa un patrén incorrecto en el desarrollo
de su respuesta.

Respuesta sobre un caso distinto al que se
pide: responde por otro caso o procede sobre
otro caso (principalmente dibujando).
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Con base en un analisis preliminar de los datos como parte de aplicacion de la teoria

fundamentada, afiadimos algunas otras categorias que se adaptan a nuestros datos.

Ademas de las respuestas inadecuadas, hemos identificado una dificultad en los
estudiantes la cual observamos cuando el estudiante no avanza, ya sea por no
comprender o verse confundido y no saber coémo seguir avanzando. En este sentido
decimos que el estudiante presenta una dificultad. A esta respuesta le hemos Ilamado

no hay avance (D).

Distinguimos finalmente cinco posibles tipos de errores mutuamente excluyentes y la
dificultad mencionada anteriormente de no hay avance. A continuacion presentamos y

describimos las categorias:

» Error de conteo (R1): el estudiante realiza un conteo de forma erronea.

» Error de cdlculo (R2): el estudiante realiza una operacion erronea.

» Respuesta sobre un caso distinto al que se pide (R3): el estudiante responde por otro
caso o procede sobre otro caso al que se estd preguntando (principalmente
dibujando).

» Resultado numérico erroneo (R4): el estudiante solo entrega un resultado numérico
erroneo. No se sabe como procedio.

» Error de procedimiento (R5): el estudiante utiliza o expresa un patrén incorrecto en
el desarrollo de su respuesta.

» No hay avance (D): se observa al estudiante confundido tratando de explicar algun
procedimiento, mencionando variadas estrategias, pero sin concretar algo. También

puede manifestar que no entiende la pregunta o no sabe cdmo proceder.

4.4.2 Intervenciones del entrevistador

El entrevistador realiz6 intervenciones cuando los estudiantes presentaron respuestas
inadecuadas o la dificultad de no avanzar. Todas ellas tienen la intencién de guiar al
estudiante para continuar en el proceso. El entrevistador intervino a través de diferentes

acciones a un mismo estudiante y también en diferentes momentos.

Partiendo de las ideas de Santagata (2005) disefiamos un sistema de categorias referido
a la intervencion del entrevistador. En la tabla 2 relacionamos las categorias propuestas

por la autora con algunas de las que incluimos en nuestro estudio.
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Tabla 2. Relacion categorias de Santagata (2005) y estudio actual
Santagata (2005) Estudio actual

Sugerencia para el mismo estudiante: el Reformular la pregunta: el entrevistador
maestro refina la pregunta, agregando una plantea de otra manera una misma pregunta
pista para ayudar al estudiante que cometié el ya realizada.

error a llegar a la respuesta correcta.

Repite la pregunta al mismo estudiante: el Repetir la pregunta: el entrevistador repite la
maestro da al estudiante otra oportunidad de respuesta errada del estudiante, sin
dar la respuesta correcta simplemente mencionar que ha incurrido en error.
diciendo que la respuesta no es correcta y

espera que el estudiante se corrija, o

repitiendo la pregunta.

Por otro lado, considerando que en nuestro estudio se genera una interaccion entre el
entrevistador y el estudiante, también consideramos el trabajo de Soller (2001). En la
tabla 3 mostramos una adaptacion de las categorias propuestas por la autora a nuestro
estudio. Hemos considerado solo algunas de las categorias de Soller, debido a que las

demas no se ajustan a nuestros objetivos de investigacion.

Tabla 3. Adaptacion de categorias de Soller (2001) al estudio actual

Soller (2001) Estudio actual
Ofrecer alternativa Volver al caso particular inicial (I1);
Proponer una excepcion Volver al caso particular anterior (12);
Guiar Volver a un caso particular (I3)
Sugerir
Inferir Verbalizar el argumento o la reflexion del
Informar estudiante (I15)
Informar Repetir la pregunta (16)
Ofrecer alternativa Reformular la pregunta (17)
Suponer
Parafrasear
Clarificar
Conciliar Calmar (I8)
Dudar Repetir respuesta y pedir argumento (19)
Clarificar
Justificar

A partir de los elementos tedricos de Santagata (2005) y Soller (2001) y tras un analisis
preliminar de los datos recogidos, consideramos las siguientes subcategorias de
intervenciones y sus posibles valores. Estas permitiran analizar los datos y abordar los

objetivos propuestos. Identificamos que el entrevistador intervino de dos modos: (a) a
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través de acciones a realizar por el estudiante y (b) a través de acciones a realizar por el

entrevistador.
Acciones a realizar por el estudiante

En las intervenciones que requieren acciones del estudiante, el entrevistador pide al
estudiante que ejecute alguna accion. Consideramos cuatro tipos de acciones

mutuamente excluyentes.

» Volver al caso particular inicial (11): el entrevistador sugiere al estudiante volver a
revisar el proceso desde el inicio.

» Volver al caso particular anterior (12): el entrevistador sugiere al estudiante volver
al caso particular anterior trabajado, siendo este distinto del inicial.

» Volver a un caso particular (13): el entrevistador sugiere al estudiante volver a un
caso particular cualquiera, pero distinto del anterior y del inicial.

» Volver sobre el mismo caso particular (14): el entrevistador sugiere al estudiante

pensar nuevamente en el caso por el cual se estd preguntando.

Acciones a realizar por el entrevistador

Nos referimos a esta categoria cuando la intervencidon es una accion solo del
entrevistador pero dirigida al estudiante. En cualquier caso el entrevistador no le
informa al estudiante que su respuesta o argumento es inadecuado, desde una vision
constructivista del aprendizaje, pretendemos que sea el estudiante quien, identifique su
error y se autocorrija. Esta categoria posee cinco posibles valores mutuamente

excluyentes.

» Verbalizar el argumento o reflexion del estudiante (15): el entrevistador repite
verbalmente un argumento o una reflexion realizada anteriormente por el estudiante.

» Repetir la pregunta (16): el entrevistador repite la pregunta realizada.

» Reformular la pregunta (17): el entrevistador plantea una pregunta, ya realizada, de
otra manera.

» Calmar (18): el entrevistador calma al estudiante mencionando por ejemplo, que hay
tiempo suficiente o que no hay prisa.

» Repetir respuesta y pedir argumento (19): el entrevistador repite la respuesta

inadecuada del estudiante, sin mencionar que su respuesta no ha sido correcta y
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realiza una pregunta de indagacion de procedimiento. Por ejemplo se pregunta, “;por

(138

qué?” o “;,coOmo obtuviste ese resultado?”’

4.4.3 Efectos de las intervenciones

Observamos que las intervenciones realizadas por el entrevistador producen ciertos
efectos en las respuestas de los estudiantes. Con base en un analisis preliminar de los
datos recogidos identificamos dos tipos de efectos, (a) efectos de las intervenciones ante
una respuesta inadecuada y (b) efectos de las intervenciones ante una dificultad. Cada

efecto presenta diferentes valores, que describimos a continuacion.
Efectos de las intervenciones ante una respuesta inadecuada

Distinguimos los siguientes tres tipos de efectos de las intervenciones ante una

respuesta inadecuada.

» Reconoce y corrige la respuesta inadecuada (E1): el estudiante es capaz de
reconocer que ha entregado una respuesta inadecuada, la corrige y entrega una
respuesta correcta.

» Reconoce y no corrige la respuesta inadecuada (E2): el estudiante es capaz de
reconocer que ha entregado una respuesta inadecuada, pero no la corrige, ya que es
posible que no sepa como hacerlo.

» No reconoce la respuesta inadecuada (E3): el estudiante no logra reconocer que ha

entregado una respuesta inadecuada.

Efectos de las intervenciones ante una dificultad

Distinguimos los siguientes tres tipos de efectos de las intervenciones ante una

dificultad.

» Avanza y da respuesta (E4): el estudiante avanza en el proceso, buscando nuevas
estrategias y dando una respuesta.

» Avanza y no da respuesta (ES): el estudiante avanza en el proceso, mencionando
nuevas estrategias pero sin entregar una respuesta a la pregunta planteada.

» No avanza (E6): el estudiante no avanza.

4.4.4 Tipo de generalizacién

En esta tltima categoria identificamos si el alumno generaliza. Nos basamos en la

clasificacion de Radford (2010), considerando los siguientes tipos de generalizacion.
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» Generalizacion aritmética (GA): el estudiante observa una similitud local.

» Generalizacion factual (GF): el estudiante generaliza para casos particulares.
» Generalizacion contextual (GC): el estudiante generaliza para cualquier caso.
» Generalizacion simbdlica (GS): el estudiante generaliza para cualquier caso

mediante simbolismo algebraico.

En el anexo A presentamos una tabla en la cual recogemos todas las categorias y valores
aqui definidos, los cuales seran utilizados para el andlisis de los datos de nuestro

estudio.

4.5 Método de analisis de datos

Para el analisis de los datos, transcribimos las ocho entrevistas realizadas a los
estudiantes (ver anexo B). Con base en las categorias descritas organizamos las
respuestas de los estudiantes a todas las preguntas. De las preguntas e intervenciones
realizadas por el entrevistador, analizamos las acciones que permitian al estudiante
avanzar en el proceso y de las respuestas de los estudiantes identificamos las respuestas

inadecuadas, los efectos y los tipos de generalizacion que cada alumno lograba.

Realizamos un andlisis grupal respecto a cada una de las categorias definidas,
resaltando algunos resultados individuales para ejemplificar los andlisis. Describimos
los resultados de forma cuantitativa y cualitativa. Por un lado presentamos y
describimos las frecuencias de los valores de las categorias en el grupo de estudiantes.
Por otro lado, nos centramos en las frecuencias de cada estudiante, lo que permitira
abordar nuestros objetivos especificos. Para registrar frecuencias, marcamos los valores

en cada categoria una vez observada.

Considerando que las preguntas que realiza el entrevistador, se distinguen en dos tipos,
las que implican una relacion directa y las que implican una relacion inversa. En los
resultados distinguimos los dos tipos de relaciones en una misma tabla, por cada

categoria.
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Capitulo 5. Analisis de datos y resultados

En este capitulo damos a conocer el andlisis de datos y los resultados obtenidos.
Teniendo en cuenta nuestros objetivos de investigacion, presentamos los resultados
relativos a: (a) tipo de respuestas inadecuadas y dificultad que presentan los estudiantes,
(b) intervenciones realizadas por el entrevistador, (c) efectos provocados por las

intervenciones y (d) tipo de generalizacion que logran los estudiantes.

A continuacion describimos lo observado en las entrevistas del grupo de estudiantes.
Por cada categoria mostramos una tabla, la cual contiene los resultados de cada
estudiante ante preguntas que consideran una relacion directa y los resultados ante

preguntas que consideran una relacion inversa.

Para preservar la identidad de los estudiantes que participaron de este estudio, les
asignamos una codificacion numérica de 1 a 8, acompanado de la letra A (ej. Al, A2,

A3, etc.).

5.1 Respuestas inadecuadas y dificultad de los

estudiantes

Las respuestas inadecuadas que identificamos en los estudiantes durante la entrevista
son de cinco tipos: (a) error de conteo (R1), (b) error de calculo (R2), (c) respuesta
sobre un caso distinto al que se pide (R3), (d) resultado numérico erroneo (R4), (e) error

de procedimiento (R5) e identificamos una dificultad, la de no hay avance.

En la tabla 4 mostramos las frecuencias con la que los estudiantes presentaron diferentes
respuestas inadecuadas y en la tabla 5 la frecuencia con la que presentaron la dificultad
de no avanzar. Para respuestas relativas a la relacion directa, el valor se muestra sin
paréntesis y para la inversa dentro del paréntesis. Por ejemplo, en la tabla 4 se observa
que cuando se trata de preguntas que implican una relacion directa, la respuesta
inadecuada R1 la presentan tres estudiantes (A2, A4 y AS8), y se manifestd en seis
ocasiones. En cambio cuando se trata de una relacion inversa, la respuesta inadecuada
R1 la presenta un estudiante (A2) y la manifestd en una ocasioén. Respecto a los
estudiantes, podemos observar que, A3 se le realizaron seis preguntas de relacion
directa y manifestod las respuestas inadecuadas R2, R3, R5 en siete ocasiones y la

dificultad de no avanzar en dos ocasiones (ver tabla 5). Al mismo estudiante se le
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presentaron cuatro preguntas de relacion inversa y evidencio las respuestas inadecuadas

R2 y RS en tres ocasiones en total y en una ocasion la dificultad de no avanzar.

Tabla 4. Resumen de respuestas inadecuadas en los estudiantes
Respuesta inadecuada

NF° preguntas

A relacion D(I) R1 R2 R3 R4 RS Total

1 9(1) 1 3 4

2 4(2) 2(1) @) 1(1) 3(3)

3 6(4) 3(D) 1 3(2) 7(3)

4 8(3) 1 1 2 2(1) 6(1)

5 5(3) 1(1) 1(1)

6 6(3) 1 2 3

7 5(2) 2 2

8 5(3) 3 1 1(3) 5(3)
Total 48(21) 6(1) 4(1) 3 4(2) 14(7) 31(11)

Nota. A = alumno; D =relacion directa; I = relacion inversa; R1 = error de conteo; R2 = error
de célculo; R3 = respuesta sobre un caso distinto al que se pide; R4 = resultado numérico
erroneo; RS = error de procedimiento.

Tabla 5. Resumen de dificultades en los estudiantes

N° preguntas

A relacion D(I) Dificultad

1 9(1) 3

2 402) 1(1)

3 6(4) 2(1)

4 8(3) 2(2)

5 5(3)

6 6(3) 1

7 5(2)

8 5(3) 1(2)
Total 48(21) 10(6)

Nota. A = alumno; D = relacion directa; I = relacion inversa
5.1.1 Relacién directa

De la tabla 4 se desprende que el grupo de estudiantes ante preguntas sobre una relacion
directa (48 en total en el grupo de estudiantes) entregan mayormente la respuesta
inadecuada del tipo error de procedimiento (RS5) y la dificultad no hay avance
(observada en la tabla 5), con frecuencias de 14 y 10 respectivamente. De modo global,
R5 se observa en siete de los ocho estudiantes y la dificultad de no avanzar en seis de
los ocho estudiantes. Las demas respuestas inadecuadas se presentan entre tres y seis

ocasiones en el grupo de estudiantes. La respuesta inadecuada de menor presencia es
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responder sobre un caso distinto al que se pide (R3), la cual se evidencia en tres

estudiantes (A3, A4 y AS).

En general, el grupo de alumnos presentan entre una y siete respuestas inadecuadas y
entre cero y tres la dificultad de no avanzar, tratindose siempre de respuestas ante

preguntas de relacion directa (valores fuera de los paréntesis).

Observamos algunas diferencias notables entre algunos estudiantes. Por ejemplo, A4 a
quien se le plantearon ocho preguntas de relacion directa, incurre en todos los tipos de
respuestas inadecuadas y la dificultad de no avanzar (ocho ocasiones), excepto en el
error de célculo (R2), por lo que observamos que el estudiante respondi6 de manera
inadecuada a todas las preguntas. Mientras que A5 a quien se le plantearon cinco
preguntas de relacion directa incurre solo en la respuesta inadecuada (R4) y en solo una

ocasion.

Particularmente entre los estudiantes que solo presentaron inconvenientes al responder
preguntas de relacion directa (Al, A6y A7), a Al se le plantearon nueve preguntas de
relacion directa y respondié inadecuadamente en cuatro ocasiones (R2 y R5) y la
dificultad de no avanzar la evidencié en tres ocasiones. Ante preguntas de relacion
directa con valores menores que 100 (1, 2, 3, 4, o 10 minutos), A1 reconocio el patron
de multiplicar el nimero de minutos por cuatro y sumar uno. En cambio, ante la

3

pregunta “;cudntos puntos habrda a los 100 minutos? se da la conversacion que

mostramos en el siguiente fragmento.

Entrevistador: Si yo te dijera aqui (indicando en la tabla la columna de los minutos) 100
Al: (la alumna realiza cdlculos mentales y completa la tabla con 410) creo que es esto.
Entrevistador: ;Por qué?

Al: Porque he multiplicado 100 por 41, yo no sé.

En el fragmento se observa una respuesta inadecuada de error de procedimiento (RS5)
de A1 (tres ocasiones) porque multiplica por 100 el término encontrado anteriormente
para los 10 minutos (41). Ademads, se observa un error de calculo (R2), ante una

pregunta de relacion directa.
5.1.2 Relacién inversa

Ante preguntas de relacion inversa (21 en total en el grupo de estudiantes), de la tabla
4 se desprende que los estudiantes presentaron con mayor frecuencia la respuesta

inadecuada error de procedimiento (RS) (siete ocasiones), seguido por la dificultad de
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no avance (D) en seis ocasiones. En términos de frecuencia, en el otro extremo estd dar
una respuesta sobre un caso distinto al que se pide (R3) que no se present6. De modo
global, RS se observa en cuatro de los ocho estudiantes, al igual que la dificultad de no
avanzar. Mientras que las demas respuestas inadecuadas se dieron en uno o dos

estudiantes.

En general el grupo de alumnos present6 entre uno y tres respuestas inadecuadas y entre
cero y dos la dificultad de no avanzar, tratdndose siempre de respuestas ante preguntas

de relacion inversa (valor dentro del paréntesis).

Entre los estudiantes que presentaron mayor cantidad de respuestas inadecuadas se
encuentra A8, quien presento tres respuestas inadecuadas con error de procedimiento
(R5) y en dos ocasiones no avanz6 (D). A este estudiante se le plantearon tres preguntas

de relacion inversa, dando mas de una respuesta inadecuada en alguna pregunta.

En el siguiente fragmento se evidencia un error de procedimiento (R5) de A8, ante una
pregunta de relacion inversa.
Entrevistador: Ahora vamos a pensarlo al revés, imaginate que tengo 21 puntos, ;sabes
cudnto tiempo ha pasado?
AS8: Pues, 21 por cuatro es 84, mds el del centro 85
Observamos que el estudiante utilizd el mismo procedimiento para preguntas de
relacion directa, lo que es inadecuado considerando que es una pregunta de relacion

inversa.

En general el error de procedimiento (RS5) y la dificultad de no poder avanzar (R6) se
evidenciaron como los mas frecuentes tanto en preguntas que implicaban una relacion

directa como inversa.

5.2 Intervenciones del entrevistador

Identificamos nueve tipos de intervenciones por parte del entrevistador: volver al caso
particular inicial (I1), volver al caso particular anterior (I2), volver a un caso particular
(I3), volver sobre el mismo caso particular (I4), verbalizar el argumento o la reflexion
del estudiante (I5), repetir la pregunta (16), reformular la pregunta (17), calmar (I8) y
repetir respuesta y pedir argumento (I9). Hubo estudiantes que no requirieron
intervencion debido a que no mostraron ningun error o dificultad. En cambio otros

requirieron una o mas de una, de igual o distinto tipo. En lo que sigue, nos referimos al
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numero y tipo de intervenciones que recibe cada estudiante, como la cantidad de

ocasiones en que el entrevistador interviene en el grupo.

En la tabla 6 mostramos los resultados sobre las intervenciones y el nimero de veces
que el entrevistador las realizd. Los valores que se encuentran entre paréntesis
corresponden a los resultados ante preguntas de relacion inversa y los valores fuera de
los paréntesis corresponden a resultados ante preguntas de relacion directa. Por
ejemplo, en la tabla 6 se observa que, cuando se trata de una relacion directa, la
intervencion repetir respuesta y pedir argumento (I9) se le realiz6 a cuatro estudiantes
y se evidenci6 en cuatro ocasiones. Un caso concreto es que a A2 se le intervino en una
ocasion de este modo. Respecto a los estudiantes, a Al se le plantearon nueve preguntas
de relacion directa y se le intervino ante respuestas inadecuadas en siete ocasiones

durante su entrevista, las intervenciones fueron de cinco tipos distintos (I1, 13, 15,17 y
I8).

Tabla 6. Resumen de intervenciones en los estudiantes

Intervenciones
Acciones Acciones
del estudiante del entrevistador
NO
preguntas
relacion

A D(I) 11 12 13 14 15 16 17 18 19 Total
1 9(1) 2 2 1 1 1 7
2 4(2) 2 1 23) (D) (1) 1 () I(1)  7(8)
3 6(4) (1) 2 1 2(2) 2(1) 7(4)
4 8(3) 1(1) 1 4(1) 1 7(12)
5 5(3) (1) 1 1(1)
6 6(3) 1 2 2 2 2 9
7 5(2) 1 1 2

8 53) (1) 3 H @ 2 (1) 1 6(5)

Total  48(21) 6(4) 1 12(3) 1(1) 6(4) 9(4) 62) 1(1) 4(1) 46(20)

Nota. A = alumno; D = relacion directa; I = relacion inversa; 11 = volver al caso particular
inicial; I2 = volver al caso particular anterior; 13 = volver a un caso particular; 14 = volver
sobre el mismo caso; 5 = verbalizar argumento o reflexion del estudiante; 16 = repetir la
pregunta; [7 = reformular la pregunta; I8 = calmar; 19 = repetir respuesta y pedir argumento.

5.2.1 Relacién directa

De la tabla 6 se desprende que el grupo de estudiantes ante preguntas sobre una relacion
directa (48 en total en el grupo de estudiantes) el entrevistador intervino entre dos y
siete ocasiones. La intervencioén que realizé con mayor frecuencia (12 ocasiones) fue

recomendar al estudiante volver a un caso particular (I3), intervencion que requeria
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acciones del estudiante. La siguiente intervencion por orden decreciente de frecuencia
(9 ocasiones) fue repetir la pregunta (I6), correspondiente a una accion del
entrevistador. También con una alta frecuencia (6 ocasiones) el entrevistador intervino
verbalizando el argumento o reflexion del estudiante (I5), recomendando al estudiante

volver al caso inicial (I1) o reformulando la pregunta (17).

A continuacion mostramos un ejemplo de la intervencidén que se presentd con mayor
frecuencia (I3). Una de las estudiantes que recibié esta intervencidn, anteriormente
habia trabajado con los valores 1, 2, 3, 4 y 10 para el nimero de minutos y habia
reconocido el patron de multiplicar el nimero de minutos por cuatro y sumar uno. Al
responder la pregunta ;cudntos puntos habra a los 100 minutos? la estudiante evidencia
un error de procedimiento (RS5). Considerando lo anterior el entrevistador interviene

como mostramos en el siguiente fragmento.

Entrevistador: Si yo te dijera aqui (indicando en la tabla en la columna de los minutos)
100

A: (la alumna realiza cdlculos mentales y completa la tabla con 410) creo que es esto.
Entrevistador. ;Por qué?

A: Porque he multiplicado 100 por 41, yo no sé.

Entrevistador: Entonces, ;jcon ese criterio tii podria haber calculado por ejemplo el 10?

En el didlogo se observa la intervencion (I3). El entrevistador pregunta a la estudiante
si el procedimiento que esté utilizando para la actual pregunta (numero de puntos a los
100 minutos) lo utilizdé también para calcular el nimero de puntos a los 10 minutos.
Esto le permitio a la estudiante recordar procedimientos anteriores y compararlos con

el actual y asi razonar respecto a la relacion funcional que estd involucrada.

Las intervenciones menos frecuentes fueron recomendar al estudiante volver al caso
anterior (I2), volver sobre el mismo caso (I4) y calmar al estudiante (IS),

evidenciandose en una ocasion cada una.

Observamos diferencias entre los alumnos en términos de las intervenciones que realizd
el entrevistador en un contexto de relacion directa. A6 es quien recibid la mayor
cantidad de intervenciones (9 ocasiones), estas fueron del tipo I1, I3, I5, 16 e 17, donde
la mayoria correspondian a acciones a realizar por el entrevistador. Considerando que
a este estudiante se le plantearon seis preguntas de relacion directa y el entrevistador
intervino en nueve ocasiones, nos da a entender que en una o varias preguntas requirid
mas de una intervencion. La situacion anterior se evidencia en cuatro de los ocho

estudiantes. Ademas A6 solo requiri6 intervencion en preguntas de relacion directa. En
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el otro extremo a A5 el entrevistador intervino en una ocasion, repitiendo la respuesta
del estudiante y pidiéndole argumento (I9). A este alumno se le plantearon cinco
preguntas de relacion directa y requirié intervencidon en una ocasion. En general
observamos que el entrevistador realizd 46 intervenciones cuando las preguntas

implicaban una relacion directa.
5.2.2 Relacién inversa

Cuando las respuestas inadecuadas o dificultades de los estudiantes se presentaron ante
preguntas de relacion inversa (21 en total en el grupo de estudiantes) el entrevistador
intervino entre una y ocho ocasiones. Las intervenciones que mayormente se
presentaron son I1, I5 e 16 (4 ocasiones cada una), de las cuales dos corresponden a
intervenciones que requerian acciones del entrevistador. Las intervenciones del tipo 14,
I8 e 19 se presentaron con una baja frecuencia (1 ocasiéon cada una), mientras que la

intervencion volver al caso particular anterior (I13) no se evidencio.

A continuacion mostramos un ejemplo de intervencion que se presentd con mayor
frecuencia (I15), correspondiente a verbalizar argumento o reflexion del estudiante y que

pertenece al grupo de acciones a realizar por el entrevistador.

Entrevistador: Si te doy 21 puntos

A: ;Totales?

Entrevistador: Si

A: Serian, 21 menos 5... a ver 21 menos 5 seria el primer minuto y entonces serian 16
puntos y si aqui lo hago por cuatro ahora seria 16 entre 4, entonces seria lo mismo
solo que en vez de multiplicando es dividiendo, tengo 16 puntos entre cuatro para
cuatro esquinas y luego eso mds cinco. Entonces, seria 16 entre cuatro es 4 (realiza
la operacion en la hoja)... mas cinco es nueve, habrian pasado nueve minutos.

Entrevistador: ;Pero los cinco no eran puntos?

A: Ah! espera es verdad, serian cuatro mds cinco nueve puntos. A ver espera que hay
algo que fallo.

Entrevistador: Te di 21 puntos, a esos puntos le has quitado los cinco del primer
minuto...

A: ST

Entrevistador: Ahora los 16 puntos que te han quedado lo has dividido entre cuatro...

En el ejemplo se observa que el entrevistador repite en dos ocasiones el argumento
dicho por el estudiante anteriormente, pero con menos palabras. Observamos que esta
intervencion permitio al estudiante ordenar sus ideas y seguir argumentando,
reflexionar lo que habia hecho anteriormente y decidir si es o no la respuesta adecuada

y, en caso de no serlo, si deberia modificarla.
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Algunas diferencias entre los estudiantes en términos de las intervenciones que hace el
entrevistador en un contexto de relacion inversa. A2 es quien recibid la mayor cantidad
de intervenciones (8 ocasiones), estas fueron del tipo I1, I3, 14, 15, 17 e 19, algunas
correspondientes a acciones del estudiante y otras a acciones del entrevistador.
Considerando que a este estudiante se le plantearon dos preguntas de relacion inversa
observamos que requirid mas de una intervencion por cada pregunta. Por otro lado no
hubo intervencidn por parte del entrevistador a los estudiantes Al, A6 y A7, debido a
que no presentaron respuestas inadecuadas o dificultad al plantearles preguntas de
relacion inversa. En general al grupo de estudiantes se le intervino en 20 ocasiones en

contexto de relacion inversa.

5.3 Efectos producidos en los estudiantes

Después de que el entrevistador interviniera ante respuestas inadecuadas o dificultades
observamos seis tipos de efectos en los estudiantes: reconoce y corrige la respuesta
inadecuada (E1), reconoce y no corrige la respuesta inadecuada (E2), no reconoce la
respuesta inadecuada (E3), avanza y da respuesta (E4), avanza y no da respuesta (ES)
y no avanza (E6). Agrupamos estos efectos en dos tipos: (a) efectos de las
intervenciones ante respuestas inadecuadas (E1, E2 y E3) y (b) efectos de las

intervenciones ante la dificultad de no hay avance (E4, ES, E6).

A modo general, observamos que hubo estudiantes que no presentaron ningln efecto
debido a que no presentaron ninguna respuesta inadecuada o dificultad por lo que no
fue necesario alguna intervencion. En cambio otros estudiantes mostraron uno o mas
efectos ante las intervenciones. Ademas frente a una misma intervencion realizada en
mas de una ocasion a un estudiante, se observan efectos distintos. Detallaremos estos

puntos mas adelante.

En la tabla 7 recogemos los resultados obtenidos del grupo de estudiantes en relacion a
cuantos y qué tipos de efectos presentaron. Entre paréntesis se encuentran los resultados
ante preguntas de relacion inversa y fuera del paréntesis los resultados ante preguntas
de relacion directa. Por ejemplo, uno de los efectos que se presentd en contexto de
relacion directa fue no reconocer la respuesta inadecuada (E3) el cual se manifestd en
seis ocasiones en cinco estudiantes. Un caso concreto es que a A3 se le plantearon seis

preguntas de relacion directa y evidencid cuatro tipos de efectos (E1, E2, E3 y ES) en
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siete ocasiones ante ciertas intervenciones, lo que nos da a entender que en una o varias

preguntas el estudiante necesité mas de una intervencion, observando asi un efecto.

Tabla 7. Resumen de efectos en los estudiantes

Efectos
N° preguntas

A relacion D(I) El E2 E3 E4 E5 E6 Total

1 9(1) 4 1 1 1 7

2 4(2) 2(2) 2(3) 1(2) 1 1(1) 7(8)

3 6(4) 2 3(3) 1 (1) 1 7(4)

4 8(3) 3 2(1) @8 1 1 7(2)

5 5(3) 1(1) 1(1)

6 6(3) 2 2 1 2 7

7 5(2) 2 2

8 53 1(1) 2 2y M 1) 6(5)
Total 48(21) 11(4) 17(8)  6(4) 3(2) 6(2) 1 44(20)

Nota. A = alumno; D = relacion directa; I = relacion inversa; E1 = Reconoce y corrige la
respuesta inadecuada; E2 = Reconoce y no corrige la respuesta inadecuada; E3 = No reconoce
la respuesta inadecuada; E4 = Avanza y da respuesta; ES = Avanza y no da respuesta; E6 =
No avanza

5.3.1 Relacién directa

De la tabla 7, en un contexto de relacion directa, se desprende que todos los estudiantes
presentaron algin tipo de efecto, los cuales se manifestaron después de alguna
intervencion. Las frecuencias de los efectos son muy variadas, desde 1 para el efecto
no avanza (E6) hasta 17 para el efecto reconoce y no corrige la respuesta inadecuada
(E2). El efecto reconoce y no corrige la respuesta inadecuada (E2) se present6 en todos
los alumnos menos en uno (A5). Este efecto, ademas, es el de mayor frecuencia en el
grupo (17 ocasiones). El siguiente efecto por orden decreciente de frecuencia es
reconoce y corrige la respuesta inadecuada (E1), el cual detectamos en 11 ocasiones.
Tanto E1 como E2 corresponden a efectos de las intervenciones ante la presencia de
alguna respuesta inadecuada. Ambos efectos los podemos considerar como un resultado
positivo de las intervenciones, ya que en estos casos el estudiante reconoce que ha
entregado una respuesta inadecuada, aunque no siempre sabe como corregirla, aun asi
permite avanzar en su proceso. Ademas, en el caso de que el estudiante no logre corregir
su respuesta, el entrevistador interviene nuevamente, con el propodsito de que el

estudiante logre avanzar.
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A continuacion mostramos un ejemplo del efecto mas frecuente (E2), en el cual el
estudiante reconoce pero no corrige su respuesta inadecuada. El ejemplo corresponde a
una parte de la entrevista de A3.

Entrevistador: Bueno tu ahora olvidate de todos los anteriores, yo te doy un niimero
cualquiera, si yo te doy un niimero cualquiera, tii ;como calcularias el niimero de
puntos? si yo te digo por ejemplo 200 minutos, tii como sabrias...

A: Pues de acuerdo, un minuto son cinco puntos, seria el niimero por cinco, de los cinco
puntos, entonces serian 200 por cinco y yo lo que espero hacer es 2 por 5, 10 y luego
le pongo el cero, entonces 2 por 5, 10, mds el cero de unidad... decenas, serian 100
puntos, en 200 minutos.

Entrevistador: Esa teoria te sirve también en esos puntos (muestra caso anteriores) ;jlo
has comprobado? ... para tres minutos.

A: Si aver...

Entrevistador.: Has multiplicado por cinco antes ;no?

A: 3 por 5, 15, seria (el alumno recurre a mirar la tabla y la configuracion puntual y se
da cuenta de un error)... no, aqui hay algo que he hecho mal.

En el ejemplo observamos que el estudiante tras ciertas intervenciones del entrevistador
reconocio6 haber cometido un error en la estrategia que habia utilizado y que la respuesta

a la pregunta no era la adecuada.

El siguiente efecto que menos se evidencid, después de E6 (una ocasién en un
estudiante) fue avanza y da respuesta (E4), que se presentd en tres ocasiones por tres
estudiantes. En cambio, los efectos no reconoce la respuesta inadecuada (E3) y avanza

y no da respuesta (E5) se evidenciaron en cinco ocasiones cada uno.

Referido a los estudiantes, entre los que presentaron mayor cantidad de efectos se
encuentra A2, que evidenci6 efectos en siete ocasiones, presentando cinco de los seis
tipos de efectos (E1, E2, E3, E4, y ES). En dos ocasiones presento el efecto reconoce y
corrige la respuesta inadecuada (E1), en otras dos ocasiones presento el efecto reconoce
y no corrige la respuesta inadecuada (E2), mientras que los efectos E3, E4 y ES los
manifestd en una ocasién cada uno. Se observa ademds que A4 en cinco de siete
ocasiones que manifestd algin efecto fue eran referidos a que reconocia haber
entregado una respuesta inadecuada, tres de ellas las corrigio, lo que podria ser
consecuencia de las intervenciones que se le realizd. En general el grupo de estudiantes

manifestd efectos en 44 ocasiones en el contexto de relacion directa.
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5.3.2 Relacién inversa

Por otro lado en preguntas de relacion inversa se observaron efectos en 20 ocasiones.
Los estudiantes manifestaron algiin efecto entre dos y ocho ocasiones. El efecto con
mayor frecuencia fue reconoce y no corrige la respuesta inadecuada (E2) (8 ocasiones)
y lo presentaron cuatro de los ocho estudiantes, seguido en frecuencia por el efecto no
reconoce la respuesta inadecuada (E3), que se evidencid en cuatro ocasiones por tres
estudiantes (A2, A4 y A8). Concretamente A2 es quien presentd la mayor frecuencia
de efectos en un contexto de relacion inversa, presentando efectos en ocho ocasiones
(E1, E2, E3 y ES), cinco de los cuales referidos a que reconocio la respuesta inadecuada
(E1 y E2) y en dos de ellas las corrigio (E1). Ademas en dos ocasiones no logro
reconocer la respuesta inadecuada que entregd (E3). A continuacidon mostramos un
fragmento de entrevista de A2, quien presentd mas efectos en el grupo de estudiantes,
en el fragmento se observa el efecto no reconoce la respuesta inadecuada.

Entrevistador: Muy bien, y si yo te diera un dibujo ;tu sabrias cudnto tiempo ha pasado?

A2: St

Entrevistador: A ver, te doy un dibujo (configuracion puntual con 29 puntos)

A2: (el alumno cuenta los puntos y reflexiona)... tendria que ser uno menos, porque 30,

cuatro por algo es 30.

Entrevistador: ;Aqui hay 30 puntos? (indicando el dibujo de la configuracion puntual)

A2: 87

Entrevistador: Vamos a contarlos...15 (el entrevistador cuenta solo una parte de los

puntos para que el estudiante continiie)
A2: Por 2, 30.
Entrevistador: Pero has contado este (indicando el punto del centro), lo has contado dos

veces.
A2:Y ;no se puede?

En el ejemplo observamos que a pesar de que el entrevistador intervino, el estudiante

no reconocio su respuesta inadecuada, en la que habia incurrido en un error de conteo.

5.4 Generalizacién

Durante el transcurso de la entrevista se pregunta a los estudiantes por la generalizacion
de forma directa e indirecta. Observamos que todos ellos generalizaron en algin
momento de alguna forma. Sus respuestas las hemos categorizado segun los tipos de
generalizacion propuestos por Radford (2010): generalizacion aritmética (GA),
generalizacion factual (GF), generalizacion contextual (GC) y generalizacion simbdlica

(GS).
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En Ia tabla 8 presentamos los resultados del grupo de estudiantes sobre el tipo de
generalizacion detectada y su frecuencia. Cada tipo de generalizacion presenta la
frecuencia con que cada alumno generalizd. Un mismo alumno podia generalizar de
diferentes formas durante la entrevista. Los valores que se encuentran entre paréntesis
corresponden a los resultados ante preguntas de relacion inversa y fuera del paréntesis
los resultados ante preguntas de relacion directa. Por ejemplo, ante preguntas de
relacion directa cuatro estudiantes (Al, A4, A5 y A7) manifestaron la generalizacion
contextual (GC) en cinco ocasiones. Un caso concreto es A5, el cual generaliza de las
cuatro formas (GA, GF, GC, GS) y alguna de ellas en més de una ocasion (GA en una

ocasion, GF en dos ocasiones, GC en una ocasion y GS en una ocasion).

Tabla 8. Resumen de generalizacion en los estudiantes

Generalizacion
N° preguntas

A relacion D(I) GA GF GC GS Total

1 9(1) 3(1) 1 2 6(1)

2 4(2) 2 2(2) 4(2)

3 6(4) 2(3) 2(1) 4(4)

4 8(3) 2 1 3

5 5(3) 1(1) 2 1(2) 1 5(3)

6 6(3) 2(1) 2(2) 4(3)

7 5(2) 1 2(2) 1 1 5(2)

8 53) @) 4(1) 3(2)
Total 48(21) 13(7) 15(8) 5(2) 2 34(17)

Nota. A = alumno; D = relacion directa; [ = relacion inversa; GA = generalizacion aritmética;
GF = generalizacion factual; GC = generalizacion contextual; GS = generalizacion simbolica.

5.4.1 Relacién directa

De la tabla 8, ante preguntas sobre una relacion directa, se observa que todos los
estudiantes generalizaron y que hubo al menos un estudiante que mostro los cuatro tipos
de generalizacion que considera Radford (2010). Los estudiantes generalizaron entre
tres y seis ocasiones durante la entrevista. El tipo de generalizacién que evidenciaron
mayormente es la generalizacion factual (GF), presentada en 15 ocasiones y lograda
por todos los estudiantes menos uno (A4). Este tipo de generalizacion da cuenta de que
el estudiante identificé un patron para casos particulares. Mostramos a continuacion un
ejemplo de generalizacion factual de A7, quien evidencio en dos ocasiones este tipo de
generalizacion. Cabe considerar que este alumno anteriormente observé que en la figura

para tres minutos cada parte de la figura tenia tres puntos y le agrega el del centro. Al
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preguntarle ;jcudntos puntos habrd a los cuatro minutos? observamos el siguiente

fragmento de entrevista:
Entrevistador: Si pasan cuatro minutos ;jcudntos puntos tendrias?
A: (el alumno dibuja los puntos y responde de forma correcta) 17
Entrevistador: 17, ;jcomo lo sabes? ;como lo has hecho?

A: Porque si directamente salen cuatro, puedes sumar, cuatro, cuatro, cuatro y cuatro
v luego el uno (dibujando e indicando los brazos de la x y el punto del centro)

Observamos que el alumno utiliza, la misma estrategia de los tres minutos para dar
respuesta a esta pregunta (cada parte tendria cuatro puntos y le agrega el del centro).
Reconocié una generalidad pero esta es solo para el caso concreto de cuatro minutos,
ya que necesitd observar la configuracion puntual para tres minutos y dibujar la
configuracidn para cuatro minutos y sefialar que debia sumar cuatro de cada parte de la

figura y agregar uno indicando el punto del centro.

Por otra parte, la generalizacion aritmética (GA) también se presento con alta frecuencia
(13 ocasiones) y se evidencid en todos los estudiantes, menos en A8. Mostramos a
continuacién un ejemplo de generalizacion aritmética de Al, quien generalizé en mas
ocasiones (3) de esta forma:

Entrevistador: Cuando pasa un minuto, ;qué ocurre?

A: Que hay cuatro puntos mds

Entrevistador: Cuando pasan dos minutos ;qué ocurre?
A: Que vuelve a haber cuatro mds

En este ejemplo, Al da cuenta de una similitud local, la cual aumenta cuatro puntos al
pasar cada minuto, pero esto no le permite encontrar la cantidad de puntos para

cualquier nimero de minutos.

En tanto que la generalizacion contextual (GC) la evidenciaron cuatro estudiantes (A1,
A4, A5y A7), uno de los cuales (A1) generaliz6 en dos ocasiones de forma contextual.
Ademas, este estudiante fue quien generalizd en mas ocasiones durante la entrevista:
de las nueve preguntas de relacion directa que se le plantearon, generalizd en seis de
ellas de diferentes formas. Mostramos a continuacion un fragmento de la entrevista de
Al, donde observamos que generalizé de forma contextual:
Entrevistador: Ahora vamos a intentar que lo puedas explicar mejor ;como se calcularia
el niimero de puntos para cualquier tiempo que yo te diera?
A: Yo lo haria quitando el punto inicial, luego sumandoselo. Haber... multiplicado el
tiempo por los puntos que se aumentan

Entrevistador: ;Que son cudntos?
A: Cuatro, y luego sumdndoles el punto inicial, al resultado.
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En el fragmento se observa que el estudiante se abstrae de los casos particulares y
generaliza para cualquier nimero de minutos. Ademads encuentra la relacion entre el

nimero de minutos y la cantidad de puntos.

En cuanto a la generalizacién simbolica (GS), es el tipo de generalizacion menos
observada, dos estudiantes la evidenciaron (A5 y A7) y en una oportunidad cada uno.
Estos alumnos coinciden en ser dos de los que generalizaron en mas ocasiones (5 veces
cada uno) y de las cuatro formas. AS es uno de los estudiantes que generaliz6 de forma
simbolica. Mostramos a continuacion un fragmento de su entrevista que evidencia este
tipo de generalizacion:

Entrevistador: Vamos a suponer que yo llamo x al niimero de minutos que haya pasado...
¢vale? .. ;con x sabrias escribir lo que tii me has comentado ahora mismo?

A: ;Como?

Entrevistador: Que si x es el numero de puntos, no no, el numero de minutos...

A: Siya sé, x por 4 mds uno

Entrevistador: Vale, puedes escribirlo

A: ;Como?

Entrevistador: Como tii quieras, como tu sepas

A: (el alumno escribe en el folio x*4+1)

El alumno utiliza x con el significado de nimero de minutos y a la expresion completa

el nimero de puntos que tendria la configuracion puntual para x nimero de minutos.

Debemos aclarar que hubo un estudiante al que el entrevistador no le pregunt6 por el
caso general, por lo que puede ser causa de que no generalizara de manera contextual

y/o simbdlica.

En general observamos que en el grupo de estudiantes hubo 34 generalizaciones ante

preguntas de relacion directa.
5.4.2 Relacién inversa

Ante preguntas de relacion inversa los estudiantes generalizaron entre una y cuatro
ocasiones. La generalizacion factual (GF) es la de mayor frecuencia, presentandose en
ocho ocasiones por cinco de los ocho estudiantes. Le sigue en frecuencia decreciente la
generalizacion aritmética (GA), presentada en siete ocasiones por cinco de los ocho
estudiantes. La generalizacion contextual (GC) se evidencio en dos ocasiones por el

mismo estudiante (A5), mientras que la generalizacion simbdlica (GS) no se evidencio.

A continuacion mostramos un fragmento de entrevista de A8, quien generaliz6 de

forma factual ante preguntas de relacion inversa.
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Entrevistador. Luego si yo te doy un niimero, por ejemplo, el 81, 81 puntos, ;tu sabrias
cudnto tiempo ha pasado? Puedes escribir lo que tii quieras, te doy 81 puntos.

A: 20 minutos

Entrevistador: ;Como lo has hecho?

A: Quitando el centro y suponiendo que 81 le quitas el del centro, se quedan 80 y como
es un cuadrado tienes que tener 4 diagonales, entonces 80 entre 4 es 20 (marca el
dibujo haciendo cuadrados con los puntos y lineas, en el dibujo de los 3 minutos) no
se me habia ocurrido antes.

En el ejemplo observamos que el alumno generalizd pero solo para un valor particular,
ademas para dar respuesta necesitd hacer uso de la configuracion puntual, por lo que no
generalizo para cualquier nimero de puntos.

En cuanto a los alumnos, se observa que seis de los ocho estudiantes (A1, A2, A3, AS,

A6 y A7) generalizaron ante todas las preguntas que se le plantearon de relacion
inversa. Mientras que A4 no generaliz6 para ninguna pregunta de relacion inversa.

A continuacion mostramos un fragmento de la entrevista a AS, a quien se le plantearon
tres preguntas de relacion inversa, de las cuales generalizo en las tres ocasiones, en dos
lo hizo de forma contextual y en una de forma aritmética.

Entrevistador: Si yo te doy 21 puntos ;sabes decirme cudntos minutos han pasado?
A: 85

Entrevistador: 21 puntos, te doy 21 puntos, un dibujo que tiene 21 puntos

A: Espera, 21 puntos... 5

Entrevistador: ;Por qué?

A: Porque menos uno es 20 entre 4 es 5

Entrevistador: Muy bien, vamos te lo voy a dar mds dificil, y si te digo 81 puntos
A:20

Entrevistador: 20, si ;por qué?

A: Porque menos un punto que es el del centro es 80 entre 4 es 20

En el ejemplo observamos como el estudiante generalizé de forma contextual, encontrd
el nimero de minutos para la cantidad de puntos que se le pregunt6. Para corroborar
que el estudiante generaliz6 para cualquier nimero de puntos, el entrevistador volvié a
preguntar por otra cantidad cualquiera de puntos, donde confirm6 la generalizacion
contextual. Ademas el estudiante no necesitd de la configuracion puntual para dar
respuesta a la pregunta, por lo que habia encontrado la relacion entre los minutos y el

numero de puntos.

En general en un contexto de relacion inversa el grupo de estudiantes generaliz6 en 17

ocasiones y principalmente de forma factual.
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Capitulo 6. Conclusiones

En este ultimo capitulo presentamos las conclusiones a las que hemos llegado tras la
realizacion de nuestra investigacion. Estructuramos este capitulo en cuatro partes: (a)
logro de objetivos, (b) otros aportes, (c) limitaciones de la investigacion y (d) lineas

abiertas que deja el estudio.

6.1 Logro de objetivos

El objetivo general de investigacion que nos planteamos fue “analizar el proceso de
generalizacion de estudiantes de sexto de Educacion Primaria, en una tarea que implica
una relacién funcional con configuraciones puntuales”. Este objetivo lo hemos
abordado a través de cuatro objetivos especificos establecidos. La informacion recogida
de las entrevistas realizadas a los estudiantes, nos permitié dar respuestas a los objetivos
de investigacion. A modo general hemos analizado el proceso de generalizacion que
llevod a cabo cada estudiante durante la realizacion de una tarea que implicaba una
relacion funcional presentada a través de una configuracion puntual. En este analisis
hemos descrito las dificultades que presentaron los estudiantes, las intervenciones del
entrevistador a través de ciertas acciones cuando observo alguna dificultad en las
respuestas de los alumnos y, a continuacion de cada intervencidn, identificamos los
efectos en las nuevas respuestas de los estudiantes. Finalmente durante toda la

entrevista observamos si los estudiantes lograban generalizar y de qué forma lo hacian.
6.1.1 Primer objetivo especifico

Nuestro primer objetivo especifico consistid en “identificar las respuestas inadecuadas
que presentan los estudiantes en el proceso de generalizacion”. Con base en nuestro
marco tedrico y el andlisis de las entrevistas, hemos identificado cinco tipos de
respuestas inadecuadas en las que incurren estos ocho estudiantes al enfrentarse a la
tarea que implica una relacioén funcional presentada con configuraciones puntuales: (a)
error de conteo, (b) error de calculo, (c) respuesta sobre un caso distinto al que se pide,
(d) resultado numérico erroneo y (e) error de procedimiento. Estos tipos de respuestas
las hemos descrito en el capitulo 4. Para una mejor comprension de los resultados
obtenidos hemos separado los datos en dos grupos, los referidos a respuestas ante

preguntas de relacion directa y respuestas ante preguntas de relacion inversa. Ante
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preguntas que implicaban una relacion directa observamos que los estudiantes incurren
principalmente en la respuesta inadecuada del tipo error de procedimiento, lo que deja
ver que los estudiantes utilizan un patrén inadecuado en el desarrollo de sus respuestas.
Por otro lado ante preguntas que implicaban una relacion inversa los estudiantes de
igual modo presentaban frecuentemente respuestas inadecuadas del tipo error de
procedimiento. Este hecho coincide con uno de los resultados de Santagata (2005),
quien sefiala que en las clases de algebra el error de mayor presencia es el de
procedimiento. Consideramos algunos de los errores que esta autora ha identificado en
su estudio, pero ademas contribuimos con otros (considerados por nosotras como
respuestas inadecuadas), los cuales se adaptan a la tarea y contexto utilizado. Cabe
destacar que a pesar de que la experiencia de estos estudiantes con respecto a trabajar
con tareas que implicaban una relacion funcional era escasa, hubo estudiantes que casi
no presentaron respuestas inadecuadas en el desarrollo de la tarea. Lo que nos deja ver
que alumnos de estos grados son capaces de comprender y desarrollar el pensamiento

funcional trabajando con tareas de patrones que impliquen relaciones funcionales.

Relacionado con este objetivo encontramos una nueva informacion. Identificamos una
dificultad en los estudiantes, la de no avanzar, esta la observamos cuando un estudiante
se vio perturbado, no comprendia lo que se le estaba pidiendo o simplemente no
respondia a lo que se le preguntaba. Consideramos esta dificultad como un factor que
obstaculiza el avance en el proceso de generalizacion. Con recurrencia los estudiantes
presentaron esta dificultad durante el desarrollo de la tarea tanto en preguntas de
relacion directa como inversa. Creemos que esto se puede deber a variados factores,
pero uno de ellos podria ser la manera en que se formularon ciertas preguntas.
Relacionamos el hallazgo con este objetivo ya que en nuestro marco tedrico los errores

estan vinculados a las dificultades.
6.1.2 Segundo objetivo especifico

El segundo objetivo especifico fue “describir las intervenciones del entrevistador ante
las respuestas inadecuadas de los estudiantes”, el cual consideramos que lo hemos
logrado. Apoyados de diferentes autores (Soller, 2001; Santagata, 2005) y la
informacion recogida de los datos, hemos descrito cada intervencion realizada a los
estudiantes a través de ciertas acciones, las cuales podian requerir alguna accion del
estudiante o solo del entrevistador. Describimos nueve tipos de intervenciones que se

pueden observan en el capitulo 4. Acciones como volver al caso particular inicial, al



Diana Hidalgo Moncada Capitulo 6. Conclusiones

caso particular anterior, a un caso particular cualquiera o volver sobre el mismo caso,
son intervenciones que requerian que el estudiante manipulara o reflexionara sobre la
tarea para dar una respuesta correcta a las preguntas planteadas. Por otro lado acciones
tales como verbalizar el argumento o reflexion del estudiante, repetir o reformular la
pregunta, dar calma al estudiante o repetir la respuesta del estudiante, correspondian a
intervenciones que implicaban solo una accion del entrevistador, las cuales permitian
al estudiante avanzar en el desarrollo de la tarea. Por ejemplo, el estudiante, al escuchar
su propia reflexion o respuesta mira desde otra perspectiva su forma de proceder o
comprender. En ocasiones simplemente reformular la pregunta ayudaba al estudiante a
responder, ya que es probable que las palabras utilizadas no fueran de su completa

comprension o la forma en que estas son expresadas hacia el estudiante.

Ante preguntas de relacion directa, con mayor frecuencia se intervino a los estudiantes
haciendo que estos volvieran a mirar como habian trabajado un caso particular
cualquiera distinto del anterior y del inicial, generalmente se les pedia volver a un caso
en el cual los estudiantes habian trabajado con mayor seguridad o que habian mostrado
comprender. Repetir o reformular la pregunta igualmente fueron acciones de alta
frecuencia. Esta informacion se relaciona con los resultados de la investigacion de
Santagata (2005) quien menciona que dentro de las estrategias (intervenciones) mas
utilizadas por el docente se encuentra la “sugerencia para el mismo estudiante”
(definida como “refinar la pregunta”) en nuestro caso se refiere a reformular la pregunta
al estudiante, la cual es utilizada en 6 de 8 estudiantes y en mas de una ocasion en
alguno de ellos. Ante preguntas de relacion inversa las acciones que primaron fueron,
hacer que el estudiante volviera a trabajar con el caso inicial, verbalizar el argumento o
reflexion del estudiante y repetir la pregunta. Creemos que estas acciones permitieron
al estudiante cambiar su estrategia o la forma inadecuada en la que estaba entendiendo

el patron y la relacion entre las variables implicadas en la tarea.

En contextos parecidos al de este estudio, los trabajos de Morales y Cafiadas (2017) y
Urenia, Molina y Ramirez (2017) dan a conocer una serie de intervenciones a los
estudiantes para ayudarlos a avanzar en el proceso de generalizacion. Morales y
Canadas, se refieren a las intervenciones como ayudas al estudiante en el momento que
este presenta errores en el desarrollo de una tarea que implica relaciones funcionales.
Por otra parte Urefia, Molina y Ramirez se refieren a las intervenciones como estimulos

a los estudiantes para que estos avancen en los niveles de generalizacion. Creemos que



Diana Hidalgo Moncada Capitulo 6. Conclusiones

estas investigaciones junto con el trabajo que aqui presentamos forman parte de estudios
exploratorios en el tema de intervenciones que se puedan realizar a los estudiantes
cuando desarrollan tareas que implican relaciones funcionales. Estas intervenciones
pueden permitir a los estudiantes comprender la relacion existente entre las variables y
desarrollar el pensamiento funcional, el cual contribuye al desarrollo del pensamiento

algebraico.
6.1.3 Tercer objetivo especifico

Enrelacion al tercer objetivo especifico “identificar y describir los efectos que producen
las intervenciones del entrevistador en el trabajo de los estudiantes”, lo hemos logrado
identificando y describiendo una serie de efectos los cuales fueron observados en
analisis previos de los datos. Detectamos seis tipos de efectos, de los cuales tres hacian
referencia a lo que ocurria con las respuestas inadecuadas luego de las intervenciones y
otros tres hacian referencia a lo ocurrido con la dificultad que presentaban los

estudiantes también luego de alguna intervencion.

En un contexto de relacion directa se evidencidé con mayor frecuencia el efecto de
reconocer y no corregir la respuesta inadecuada, pero también con alta frecuencia se
observé el efecto reconocer y corregir la respuesta inadecuada. En ambos casos
observamos que los estudiantes logran reconocer que han entregado una respuesta
inadecuada. En ocasiones, los estudiantes reparaban la respuesta inadecuada y
avanzaban en el proceso, respondiendo a nuevas preguntas. En el caso de un contexto
de relacion inversa el efecto de reconocer y no corregir la respuesta inadecuada se
evidencié con mayor frecuencia. Si bien hubo estudiantes que ademas de reconocer lo
inadecuado de su respuesta lo corregian, también hubo estudiantes que no lograban
reconocer que entregaban una respuesta inadecuada a pesar de las intervenciones,

aunque este hecho se observé en pocas ocasiones.
6.1.4 Cuarto objetivo especifico

Nuestro tltimo objetivo especifico “describir el tipo de generalizacion que logran los
estudiantes”, lo hemos llevado a cabo observando durante el desarrollo de cada una de
las entrevistas como los estudiantes generalizaban de diferentes formas, tales como: de

forma aritmética, factual, contextual y simbolica, en términos de Radford (2010).

Tanto en un contexto de relacion directa como inversa los estudiantes generalizaron

mayormente de forma factual, lo que nos deja ver que estos alumnos de sexto de
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Educacion Primaria son capaces de generalizar de forma algebraica, si bien generalizan
para algunos casos particulares, comprenden que existe una relacion entre las variables.
En el caso de nuestra investigacion que utilizo las configuraciones puntuales, permitio
a los estudiantes comprender la relacion entre las variables manipulando la tarea
presentada de forma pictorica. Por otra parte, cuatro de los ocho estudiantes fueron
capaces de generalizar de forma contextual y dos de ellos lo hacen de forma simbolica,
es decir, estos estudiantes no solo comprendieron la relacion entre las variables, sino

también encontraron una expresion para cualquier valor de las variables.

Considerando que los estudiantes generalizaron habiendo recibido alguna intervencion,
esto podria reafirmar lo observado por Warren (2006), quien sefala que determinadas
acciones de los docentes ayudan a los estudiantes a identificar la generalizacion y a
expresarla mediante simbolismo algebraico, ademds permiten a los estudiantes llevar a
cabo una reflexion mas adecuada en el proceso de generalizacion. Consideramos que
hay evidencia de pensamiento funcional en este grupo de estudiantes, lo que se podria
desarrollar atin mas con un trabajo constante en el aula de tareas que impliquen
relaciones funcionales. Estos hallazgos confirman una vez mads los resultados de
investigaciones como las de Blanton y Kaput (2004) quienes muestran que estudiantes
de los primeros niveles pueden trabajar y describir situaciones de pensamiento

funcional y la relacion entre variables.

A partir de lo expuesto, referido al logro de los cuatro objetivos especificos, creemos
que el objetivo general de esta investigacion “analizar el proceso de generalizacion de
estudiantes de sexto de Educacién Primaria, en una tarea que implica una relacion
funcional con configuraciones puntuales” se ha cumplido. Este estudio muestra una vez
mas el potencial algebraico que tienen los estudiantes de primaria, quienes logran
distintas formas de generalizacion. Ademas, considerando que la comprension de
estudiantes respecto a conceptos asociados a las funciones ain no esta ampliamente
documentada, este estudio contribuye y busca ampliar un poco mas la investigacion con
respecto al pensamiento funcional en estos estudiantes. Asimismo, respalda una vez
mas la incorporacion del pensamiento funcional desde los primeros cursos de primaria
en la ensefianza de las matematicas, ya que contribuye al desarrollo del pensamiento
algebraico. Por otra parte destacamos la intervencion del entrevistador, el cual a través

de acciones contribuye en el proceso de generalizacion de los estudiantes. En otros
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estudios el entrevistador pudiera corresponder al docente a cargo del grupo de

estudiantes.

6.2 Otros aportes

Ademas de los analisis que hemos realizado de forma detallada, los cuales han arrojado
los resultados antes mencionados relativos a los objetivos de investigacion, nos hemos
encontrado con ciertos comportamientos al observar algunas relaciones entre los
aspectos que cada objetivo plantea. Por ejemplo, observamos relaciones entre las
respuestas inadecuadas de los estudiantes y las intervenciones del entrevistador.
Cuando los estudiantes presentaban la respuesta inadecuada error de procedimiento,
principalmente se les intervino verbalizando el argumento o reflexion del alumno dicho
anteriormente. Cuando se intervenia de esta manera, se evidencié mayormente el efecto
de reconocer y no corregir la respuesta inadecuada. Por lo que creemos que para el
estudiante fue util escuchar lo que ¢l mismo habia reflexionado para aclarar o ajustar
sus ideas y para la comprension de la tarea, principalmente cuando presentaba

dificultades con el procedimiento.

Por otro lado observamos que cuando se intervenia a los estudiantes, estos
generalizaban principalmente de forma factual en términos de Radford (2010). Y la
intervencion que madas resaltd tras este tipo de generalizacion fue recomendar al

estudiante volver a un caso particular cualquiera ya trabajado.

Otro aporte que identificamos con nuestro estudio es sobre las configuraciones
puntuales utilizadas en la presentacion y desarrollo de la tarea. Los estudiantes debian
identificar el patron que seguian las configuraciones puntuales, para ello se les mostro
lo que ocurria con los puntos de la configuracion cuando transcurrian cero, uno y dos
minutos. A continuacion ellos debian encontrar el nimero de puntos para distintas
cantidades de minutos y lograr identificar un patrén y expresarlo de manera verbal y/o
simbolica (numérica o algebraica). Observamos que los estudiantes no trabajaron
unicamente con simbolismo numérico, sino también hicieron uso de la configuracion
puntual en gran parte del desarrollo de la tarea. De esta manera obtuvieron conjeturas
respecto al patron que seguian los puntos al transcurrir el tiempo. Creemos que el hecho
de utilizar el sistema de representacion pictorico (configuraciones puntuales) permitio
a los estudiantes interactuar con la tarea de mejor forma. Podian combinar el

simbolismo numérico con lo pictdrico y, en ocasiones, obtener conjeturas adecuadas.
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Esto coincide con lo sefialado por Castro (1995). La autora muestra en su estudio la
efectividad de la ensefianza en el reconocimiento de patrones a través de las
configuraciones puntuales. Ademads, da a conocer como esta ensefianza facilita la
comprension de las nociones de estructura de un numero, término general, patrones y

relaciones numéricas, entre otras.

Por tltimo esta investigacion puede ser un util para el &mbito docente, porque el papel
del entrevistador estd proximo al del docente en nuestro contexto. Estas intervenciones
permiten tener una nocion de cémo actuar ante posibles errores en que incurran los

alumnos al trabajar con tareas que implican relaciones funcionales.

6.3 Limitaciones de la investigacion

Una primera limitacion del estudio fue a la extension permitida para el desarrollo de la
investigacion. Hemos pensado en otros tipos de analisis con la informacion recabada,
como establecer relaciones entre los aspectos presentados, que dejaremos pendiente

para profundizar.

Otra de las limitaciones fue que algunas de las entrevistas se desarrollaron en espacios
del centro educativo donde se producia ruido ambiental, lo que dificulté la realizacion

de las transcripciones de algunas de las entrevistas.

Por ultimo, debido a que la entrevista que se llevdo a cabo para este estudio fue
semiestructurada y, por tanto, dependia de las respuestas de los estudiantes, el nimero
y tipo de preguntas planteadas no fue el mismo. En particular, echamos en falta haber
incluido mas preguntas sobre la relacion inversa para haber podido profundizar mas

sobre ella.

6.4 Lineas abiertas

Una primera linea abierta que nos arroja esta investigacion, es referida a las preguntas
sobre relacion directa e inversa. En un estudio con una muestra mas amplia y un mismo
numero de preguntas tanto de relacion directa como inversa permitiria llevar a cabo una
comparacion de aspectos tales como los errores de los estudiantes y las intervenciones

ante estos errores.
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Otra linea abierta que deja este estudio, es considerar las intervenciones que aqui hemos
identificado y descrito y aplicarlas en una nueva investigacion que se lleve a cabo en

un contexto de aula y poder observar sus efectos en el trabajo de los estudiantes.

Por otro lado investigaciones futuras podrian centrarse en establecer relaciones entre
los aspectos descritos en cada uno de los objetivos especificos de esta investigacion.
Por ejemplo, (a) observar frente a que dificultades se realizaron ciertas intervenciones;
(b) frente a qué tipo de preguntas los estudiantes presentaron las dificultades; (c¢) los
efectos de acuerdo a los tipos de intervencion; o (d) como generalizan los estudiantes

de acuerdo a los tipos de intervenciones.

Por tultimo, resultaria interesante observar si los errores, las intervenciones y efectos
identificados y descritos en este estudio son o no similares en otros cursos de primaria.
Esto permitiria complementar los resultados obtenidos y dar informacion general sobre

los estudiantes de Educacion Primaria.
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Anexo A. Tabla categorias de analisis

A continuacion presentamos una tabla en la cual se recogen todas las categorias y

valores utilizados para el analisis de los datos de nuestro estudio.

Tabla. Categorias de andlisis

Categorias Subcategorias Valores
Respuestas R1: error de conteo
inadecuadas R2: error de calculo

R3: respuesta sobre un caso
distinto al que se pide

R4: resultado numérico erréneo
R5: error de procedimiento

D: no hay avance

Intervencion del Acciones a realizar por el Il: volver al caso particular inicial
entrevistador estudiante 12: volver al caso particular anterior
I3: volver a un caso particular
cualquiera
I14: volver sobre el mismo caso

Acciones a realizar por el I5: verbalizar el argumento o la
entrevistador reflexion del estudiante

16: repetir la pregunta

I7: reformular la pregunta

18: calmar
19: repetir respuesta y pedir
argumento
Efectos de las Efectos de las intervenciones E1: reconoce y corrige la respuesta
intervenciones ante una respuesta inadecuada.  inadecuada

E2: reconoce y no corrige la
respuesta inadecuada
E3: no reconoce la respuesta

inadecuada
Efectos de las intervenciones E4: avanza y da respuesta
ante una dificultad. E5: avanza y no da respuesta

E6: no avanza

Tipo de GA: generalizacion aritmética

generalizacion GF: generalizacion factual
GC: generalizacion contextual
GS: generalizacion simbolica
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Anexo B. Transcripcion de entrevistas

El siguiente enlace dirige a la transcripcion de las entrevistas.

https://www.dropbox.com/sh/i6hecik3b01kqg5{/AAAtRzkQm1o0Xt-
1uCo6YP_G6a?dl=0



https://www.dropbox.com/sh/i6hecik3b01kq5f/AAAtRzkQm1oXt-iuCo6YP_G6a?dl=0
https://www.dropbox.com/sh/i6hecik3b01kq5f/AAAtRzkQm1oXt-iuCo6YP_G6a?dl=0

