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PRESENTACION

Este escrito constituye el Trabajo de Fin de Master del Master en Didactica de la Mate-
matica de la Universidad de Granada, que presenta el autor, en el curso 2015/2016. Se
trata de una memoria de investigacion cuyo foco de trabajo es el dlgebra escolar en el
contexto espafiol. En concreto, se enmarca dentro de un proyecto de investigacion cen-
trado en el pensamiento funcional de los estudiantes de educaciéon primaria como apro-
ximacion al pensamiento algebraico (EDU2013-41632-P). El enfoque funcional es una
aproximacion del algebra escolar. El pensamiento funcional es una actividad cognitiva

que esta centrada en cantidades que co-varian (Blanton, 2008; Smith, 2008).

El interés general de esta investigacion es identificar y describir el trabajo de aquellos
estudiantes de tercero de educacion primaria que ponen de manifiesto pensamiento fun-
cional en la resolucioén de problemas de generalizacion. A partir del trabajo desarrollado
con un grupo de estudiantes del mencionado curso, nos centramos en las respuestas de
los estudiantes, tanto escritas como verbales, para describir aspectos esenciales que

ayudan a identificar y caracterizar la presencia de este tipo de pensamiento.

Esta memoria se estructura en seis capitulos. En el primero de ellos, presentamos el
problema de investigacion y las justificaciones que dan cuenta de la pertinencia y nece-

sidad de llevar a cabo este estudio.

El segundo capitulo lo organizamos en funcion de los principales elementos tedricos y

antecedentes sobre los que se apoya la investigacion.

A la luz de la problematica y los aspectos teoricos descritos, en el capitulo tres presen-

tamos los objetivos generales y especificos de esta investigacion.

El cuarto capitulo da cuenta de los aspectos metodologicos considerados para la realiza-
cion del estudio. En €l describiremos los sujetos con los que trabajamos, el proceso de

recogida de informacion, las categorias para el analisis y como analizamos los datos.
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En el capitulo cinco presentamos los resultados y su discusion, en funcion de los objeti-

VoS propuestos.

En el ultimo capitulo se encuentran las principales conclusiones, incluyendo el logro de

objetivos, otros aportes, algunas limitaciones del trabajo y lineas abiertas.
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CAPITULO 1. PRESENTACION Y JUSTIFICACION DEL PROBLEMA DE
INVESTIGACION

En este capitulo presentamos y justificamos el interés del problema de investigacion.

Presentacion del problema de investigacion

A principios de los 90, un grupo de investigadores comenzd a poner de manifiesto la
necesidad de introducir el dlgebra en los primeros cursos de la educacion formal. Espe-
cificamente, destacamos los aportes de James Kaput (1989, 1995, 1999, 2000), quien
manifiesta la necesidad de reformar el algebra escolar, mediante la “algebrizacion” del
curriculo matematico en los primeros niveles. Este autor critica la presencia del algebra
exclusivamente en los cursos de secundaria, desde donde algunos autores argumentan
una serie de razones (histdricas, de desarrollo evolutivo y producto de resultados de in-
vestigaciones) que avalan su incorporacion en estos niveles (Carraher, Schliemann, Bri-
zuela y Earnest, 2006). La idea de Kaput, que posteriormente se materializard en la pro-
puesta curricular conocida como early algebra, busca promover y potenciar el
pensamiento algebraico en los primeros cursos. Como un tipo de pensamiento algebrai-
co, esta el pensamiento funcional, que se centra en la relacion entre dos cantidades que
co-varian. Este tipo de pensamiento ha recibido escasa atencion en los primeros niveles
educativos y parece ser beneficioso (Blanton y Kaput, 2011); ahi nace la problematica

de esta investigacion.

El problema de investigacion de este trabajo se centra en los modos de pensamiento al-
gebraico en estudiantes de 3° curso de primaria, en concreto del pensamiento funcional,
en el contexto espafiol. Como componentes asociados al pensamiento funcional, nos
centramos en las relaciones funcionales que los alumnos establecen, los sistemas de re-
presentacion que emplean y la capacidad de generalizacion que manifiestan estos estu-

diantes.
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Justificacion de la investigacion

Las razones para la realizacion y pertinencia de esta investigacion se fundamentan des-

de tres perspectivas: (a) docente; (b) investigadora; y (c) curricular.
Justificacion desde la docencia

Como profesor de matematicas de primer curso de primaria en Chile, he tenido la posi-
bilidad de observar y analizar la manera en que los estudiantes identifican patrones so-
noros y manipulativos en una secuencia de elementos, lo que responde a un trabajo so-
bre patrones de atributos cualitativos, que se comienza a trabajar en educacion infantil y
que se considera previo al trabajo con patrones numéricos. Una de las dificultades que
he observado es cuando los estudiantes deben responder a situaciones donde se hace
necesario establecer predicciones, conjeturas e incluso establecer algln tipo de generali-
zacion sobre los patrones que observan. En sintesis, se hace necesario ir més alld de la
identificacion del patron en una secuencia de elementos. A partir de esta experiencia, y
tal como lo plantea Kieran (1992), es fundamental considerar que el profesor disefie sus
secuencias de ensefianza mas alla de enfoques procedimentales, para que los estudiantes
logren aprender las matematicas con sentido, lo que implica “atender a sus usos en con-
texto y ofertar propuestas a las cuestiones que de ello deriven” (Rico, Flores y Ruiz-

Hidalgo, 2015, p. 51).

El algebra ayuda a pensar, entregar significados y orden a los fenémenos del entorno, lo
que permite descubrir regularidades y razonar logicamente sobre estos (Drijvers,
Goddijn y Kindt, 2011). De manera general, algunos autores reconocen que es vital que
los profesores sean capaces de comprender el rol del algebra escolar en los primeros

cursos.

A partir de los elementos anteriores, se evidencia que existe un desafio personal por
transmitir los beneficios de trabajar con conceptos algebraicos en los cursos iniciales,
centrados en la promocién de modos de pensamiento algebraico. Esta evidencia docente
se basa en un foco relativo a la experiencia del autor de esta memoria y a recomenda-

ciones generales sobre la practica docente de algunos autores.
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Justificacion desde la investigacion

Desde la perspectiva investigadora, destacamos que un grupo de investigadores comen-
zaron a promover la necesidad de incorporar el algebra en los primeros cursos (e.g., Da-
vis, 1995; Kaput, 1989, 1995, 2000; Mason, 1996; Schoenfeld, 1995). A partir de este
contexto, es importante considerar el rol del algebra como un componente de la alfabe-
tizacion matematica, ya que adquiere relevancia en las necesidades que emergen de la
sociedad (Drijvers, Goddijin y Kindt, 2011). Propuestas curriculares como el early al-
gebra cobran fuerza en las investigaciones que se realizan en los primeros cursos de
primaria, ya que la promocioén de modos de pensamiento algebraico en los estudiantes
propicia que sean capaces de explorar, modelizar, establecer predicciones, discutir, en-

tre otras (Blanton y Kaput, 2005; Molina, 2009).

Blanton y Kaput (2011) enfatizan que el pensamiento funcional ha recibido escasa aten-
cion en los primeros niveles educativos. En Espafia se han realizado investigaciones que
se centran en este tipo de pensamiento recientemente. Especificamente, se han presenta-
do resultados relativos a estudiantes de los primeros y ultimos cursos de educacion pri-
maria, especificamente en primero (Canadas y Fuentes, 2015; Fuentes, 2014; Morales,
Cafadas, Brizuela y Goémez, en prensa) y quinto curso de primaria (Merino, 2012; Me-
rino, Canadas y Molina, 2013; Moreno, Canadas, Jaldo y Bautista, en prensa; Yéanez,
2015). En este contexto, se hace necesario profundizar en la manifestacion de este tipo

de pensamiento en cursos intermedios de la educacién primaria.

Conjuntamente, en el escenario internacional, se han ido desarrollando investigaciones
sobre el pensamiento funcional que abordan diferentes aspectos. A continuacion presen-

tamos algunos de ellos:

= las relaciones funcionales que se pueden establecer en aquellos estudiantes que
manifiestan pensamiento funcional (Blanton, Brizuela, Gardiner, Sawrey y
Newman-Owens, 2015; Canadas, Brizuela y Blanton, 2016);

= patrones y generalizacion (Brizuela y Lara-Roth, 2002; Schliemann, Carraher y
Brizuela, 2011; Warren y Cooper, 2005);

= estrategias y sistemas de representacion (Brizuela, 2005; Carraher y Schliemann,

2007); y
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= ¢l rol del profesor como un soporte para desarrollar este tipo de pensamiento

(Blanton y Kaput, 2005; Brizuela, Martinez y Cayton-Hodges, 2013).

Schliemann, Carraher y Brizuela (2011) presentan una serie de estudios que han reali-
zado, donde los resultados dan cuenta que los estudiantes de los primeros cursos de
primaria que son capaces de desarrollar notaciones para representar elementos, relacio-
nes con cantidades conocidas y con incognitas. Del mismo modo, se evidencia que
cuando se pide a los estudiantes construir tablas de funciones y variables, la primera ac-
cidén que estos realizan estd centrada en un enfoque no algebraico, pero cuando partici-
pan en actividades a la luz del early algebra, son capaces de transitar hacia propiedades
generales de relaciones numéricas y funciones. Tal como lo indican Canadas y Molina
(2016), el pensamiento funcional fomenta que los estudiantes identifiquen patrones y la
generalizacion a través de relaciones funcionales, lo que fomenta el pensamiento induc-
tivo, que opera como una herramienta para que los estudiantes adquieran conocimiento

matematico.

En el contexto espafiol, la investigacion sobre pensamiento funcional se viene realizan-
do desde hace pocos afios y se encuentra en desarrollo, aunque cuenta con resultados
que pueden servir de referencia a nivel internacional. En concreto, se observa la falta de
resultados relativos al pensamiento funcional de los estudiantes de cursos intermedios

de la educacion primaria.
Justificacion curricular

La tercera razon se justifica desde una perspectiva curricular. En Estados Unidos, el Na-
tional Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) es el primer documento cu-
rricular que incluye el tratamiento del algebra en el curriculo de educacidon primaria,
mas alld de una manipulacion simbolica, ya que los estudiantes necesitan “comprender
sus conceptos, las estructuras y los principios que rigen la manipulacion de los simbo-
los, y como pueden usarse €stos para registrar ideas y ampliar su comprension de las
situaciones” (p. 39). Para esto, se espera que los estudiantes sean capaces de compren-
der patrones, relaciones y funciones; asi como también representar y analizar situacio-
nes y estructuras matematicas, utilizando simbolos y modelos matematicos para com-

prender relaciones cuantitativas.
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Recientes lineamientos curriculares de paises como Australia, Canadd, China, Corea,
Japon, Portugal han recogido ideas relacionadas con la inclusion del algebra en los pri-

meros cursos (Merino, Cafiadas y Molina, 2013).

En Australia, el curriculo estd disefiado y estructurado sobre cuatro competencias y tres
ramas de contenidos (Australian Curriculum, Assessment and Reporting Authority
[ACARA], 2015). El razonamiento matematico es una de las competencias que se pre-
tenden conseguir. Se espera que los estudiantes desarrollen capacidades mas sofistica-
das de pensamiento, como demostrar, evaluar, explicar, inferir, justificar y generalizar.
Numeros y algebra es uno de los contenidos incluidos en este curriculo, apareciendo de
manera conjunta, ya que cada uno enriquece el estudio del otro. Desde los primeros cur-
sos de educacion formal, se pretende que los estudiantes comprendan el sistema de nu-
meracion para describir relaciones y formular generalizaciones, asi como también que
estos sean capaces de reconocer patrones y comprender los conceptos de variable y fun-
cion.

En Chile también se ha adoptado esta tendencia, donde las actuales directrices curricula-
res incorporan el dlgebra desde los primeros niveles de la educacion primaria, preten-
diendo que los estudiantes “expliquen y describan multiples relaciones como parte del
estudio de la matematica. Los alumnos buscaran relaciones entre nimeros, formas, ob-
jetos y conceptos, lo que los facultara para investigar las formas, las cantidades y el

cambio” (Ministerio de Educacion, 2013, p. 33).

En Espaiia, pais en el que se desarrolla esta investigacion, se publicd en el afio 2014 un
nuevo curriculo bésico para la educacion primaria, a través del Real Decreto 126/2014
(Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2014). Este documento explicita lo que se
espera al finalizar este nivel educativo, donde los estudiantes deben ser capaces de
“describir y analizar situaciones de cambio, encontrar patrones, regularidades y leyes
matematicas en contextos numéricos, geométricos y funcionales, valorando su utilidad

para hacer predicciones” (p. 19.387).

A partir de la ultima realidad curricular presentada, justificamos el interés de esta inves-
tigacion. La incorporacion del dlgebra en los primeros cursos y, en particular, de ele-

mentos relacionados con el pensamiento funcional no habia tenido cabida en los disefos



Relaciones funcionales, sistemas de representacion y generalizacion. ..

curriculares anteriores. Por tanto, comienza a cobrar fuerza y se hace necesario aportar
datos empiricos que den cuenta de la posibilidad de promover el pensamiento funcional
en los estudiantes de los primeros cursos, asi como disefiar propuestas que permitan
abordar el pensamiento funcional en las aulas de educacion primaria. Tal como lo plan-
tean Cafiadas y Molina (2016), no es el objetivo introducir el concepto de funcion en los
primeros cursos de primaria, como se realiza en educacion secundaria, sino la importan-

cia radica en aprovechar

el potencial de este contenido matematico para promover capacidades en los nifos
que les sean utiles para el razonamiento en general y en el matematico en particu-
lar, tanto en el nivel educativo en el que se encuentran como en los sucesivos (p.

210).

A partir de la presentacion y justificacion del problema de investigacion que hemos
descrito, en el siguiente capitulo abordaremos los elementos que dan sustento al marco

teodrico asi como los principales antecedentes.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

En este capitulo presentamos los principales elementos teoricos y antecedentes prove-

nientes de la investigacion que se relacionan con el problema de investigacion. La orga-

nizacion de este marco tedrico considera topicos que van desde aspectos globales, como

es el algebra escolar, hasta elementos mas especificos, como son las relaciones funcio-

nales, los sistemas de representacion o la generalizacion.

La figura 1, adaptada de Cafiadas y Molina (2016), organiza sintéticamente los elemen-

tos tedricos principales que utilizamos en esta investigacion y que desarrollamos a lo

largo del capitulo.

Numérico Algebraico
Verbal || Manipulativo Pictérico Simbdlico Tabular
\

Miuiltiple Sistemas de representacion
{’ _________________________________ N

. 1
: Pensanpento Pensamiento | :
\ algebraico funcional : Funciones
1 1 ‘

) Funciones polindémicas lineales
Razonamiento
1n§1uct1vo Relaciones entre variables
—— |
Patrones Generalizacion Recurrencia Correspondencia Covariacién

Figura 1. Elementos teéricos considerados en esta memoria

Algebra escolar

Diferentes autores han intentado precisar lo que entienden por algebra escolar, o lo que

se entiende por esta nociéon en sus respectivas comunidades de investigacion en
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educacion matematica (Molina, 2012). No es facil distinguir el algebra escolar del pen-
samiento algebraico, mas aun cuando nos referimos a los primeros cursos (Kaput,

2008).

Destacamos el aporte de Usiskin (1988), quien enfatiza en la necesidad de considerar el
algebra escolar desde una faceta multidimensional, indicando que “los propositos que
tenemos para ensefiar algebra, las concepciones que tenemos de los objetos y los usos
de las variables estan estrechamente relacionadas” (p. 11). De esta forma, el autor des-
cribe cuatro concepciones del dlgebra que se encuentran asociadas a los principales pro-
blemas que rodean a la ensefanza del algebra, la cual puede ser concebida como: (a)
aritmética generalizada; (b) un estudio de los procedimientos para resolver problemas;

(c) el estudio de relaciones entre cantidades; y (d) el estudio de estructuras.

Algunos investigadores han manifestado y apoyado la idea de incluir contenidos alge-
braicos en los primeros cursos de la educacién formal, desde donde destacamos los
aportes de tres referentes. Schoenfeld (1995) destaca el algebra como una herramienta
que ayuda a los estudiantes a potenciar habilidades de pensamiento, enfatizando que
todos los estudiantes deben aprender algebra y su presencia en los planes de estudios
debe comenzar desde los primeros niveles, aumentando constantemente a través de los
afios. Complementando esta idea, Mason (1996) defiende la idea de la generalizacion en
los primeros cursos, donde el algebra aprendido en la escuela es un lenguaje para la ex-
presion y manipulacion de la generalizacion, por lo que la ensefianza exitosa del algebra
requiere la atencion, evocacion y expresion del pensamiento algebraico. Finalmente
destacamos el aporte de Kaput (2000), quien propone la necesidad de integrar el pensa-
miento algebraico en todos los grados, evitando la tardias dificultades presentadas en la
educacion secundaria. Esta consideracion del algebra escolar en los primeros cursos ha
sido valorada por algunas directrices curriculares, desde donde destacamos el National

Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000).

A partir de los elementos anteriores, consideramos que el algebra escolar hace referen-
cia a los contenidos propios del algebra que se trabajan en niveles educativos previos al
universitario y se centra principalmente en el conocimiento (Cafadas, 2015). Hablar de

algebra en estos niveles educativos implica haber asumido una vision particular sobre el
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aprendizaje del algebra, que surge de una perspectiva mas general de la educacién ma-
tematica realista (Freudenthal, 1991; Treffers, 1987). Esta vision considera al algebra
como: (a) una actividad humana, (b) una actividad mental, (c) una actividad personal y

(d) una actividad que da sentido a las cosas.

Early algebra

El inicio de los afios 90 marca un precedente importante en la investigacion relacionada
con la ensefianza y aprendizaje del algebra escolar. Comienzan a quedar atras los es-
fuerzos por investigar lo que los estudiantes no podian hacer y cobra interés la idea de
introducir y potenciar modos de pensamiento algebraico en la matematica escolar de los
primeros cursos (Lins y Kaput, 2004; Molina, 2009). Bajo estas consideraciones surge
la propuesta curricular conocida como early algebra, que busca “algebrizar” las mate-
maticas tradicionales presentadas en el curriculo de los niveles iniciales (Carraher y

Schliemann, 2007; Carraher y Schliemann, 2014; Kaput, 2000).

Carraher, Schliemann y Schwartz (2008) plantean que el early algebra se construye so-
bre tres elementos que se relacionan con los contenidos tratados en el curriculo matema-

tico, tal como se indica en la figura 2.

Notacion algebraica intro- Relacion  entrelazada
ducida gradualmente entre los contenidos ma-
tematicos

Problemas contextualizados

Figura 2. Componentes del early algebra (Carraher, Schliemann y Schwartz, 2008)

Sumandose a esta idea, Blanton y Dougherty (2011) indican que esta propuesta ofrece

multiples puntos de entrada para trabajar aspectos asociados al pensamiento algebraico.

Sobre los aspectos centrales del early algebra, Kaput (2008) indica que el corazén de
esta propuesta esta centrado en la generalizacion de las ideas matematicas, representa-
cion y justificacion de las generalizacion empleando multiples caminos. Apoyados en

estas ideas, Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest (2006) indican que el early alge-
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bra se guia por la consideracion de que la generalizacion se encuentra en el corazon del
pensamiento algebraico, las operaciones aritméticas se pueden ver como funciones y la

notacion algebraica presta apoyo para el razonamiento algebraico.

Si bien la introduccion del algebra en los cursos iniciales es un desafio, una creciente
cantidad de investigaciones a la luz del early algebra evidencian resultados que dan

cuenta de que los estudiantes son capaces de manifestar pensamiento algebraico.

La propuesta early algebra considera el algebra desde una faceta multidimensional.
Desde los aportes de Usiskin (1988), Kaput (2000) propone cinco dimensiones: (a) ge-
neralizacion y formalizacion de patrones y contrastes; (b) una guia sintdctica que orienta
la manipulacién del formalismo; (c) el estudio de estructuras y sistemas abstractos; (d)
el estudio de funciones, relaciones y variaciones conjuntas; y (€) un grupo de modeliza-

cion y control de fenémenos de lenguaje.

Pensamiento algebraico

Construir una definiciéon de pensamiento algebraico es una tarea problematica (Castro,
2012; Kaput, 2008; Radford, 2006). Cafiadas, Dooley, Hodgen y Oldenburg (2012) des-
tacan que el pensamiento algebraico, entre otras caracteristicas, ofrece la posibilidad de
comprender la matematica escolar alejada de los enfoques puramente procedimentales,
lo que permite que los estudiantes adquieran diferentes formas de ver y trabajar con

elementos algebraicos.

En un primer acercamiento a esta nocion, Kaput (2008) sefiala que el pensamiento
algebraico imprega la forma en que los sujetos hacen, piensan y hablan sobre las
matematicas, relacionando asi el algebra con la propia actividad humana y de la cual
puede emerger. Para este autor, el pensamiento algebraico, entendido como un objetivo
de ensefianza, brinda dos oportunidades: (a) hacer generalizaciones; y (b) que los nifios
empleen simbolos para representar ideas, lo que les ayuda en la resolucion de problemas
y en la comunicacion y argumentacion de sus ideas. Respecto a la incorporacion del
pensamiento algebraico en las aulas, Carpenter y Levi (2000) sefialan que este tarda
mucho tiempo en desarrollarse, por lo que es necesario que se establezca desde los pri-

meros niveles. Por otra parte, Kieran (1996, 2004) sefiala que el pensamiento algebraico
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es un enfoque que puede ser empleado, entre otras cosas, como un soporte cognitivo
para ser introducido y nutrir el discurso mas tradicional del algebra escolar, donde su
presencia en los primeros cursos envuelve el desarrollo de formas de pensar y el simbo-
lismo algebraico puede ser usado como una herramienta. Complementando esta idea,
Carraher y Schliemann (2007) sefialan que el pensamiento algebraico es un proceso
cognitivo envuelto en la solucién de problemas que los matematicos pueden expresar de
manera facil empleando notacion algebraica. Otros consideran al pensamiento algebrai-
co como un proceso cognitivo sobre el cual los estudiantes pueden establecer y cons-
truir relaciones matematicas generales, las que pueden ser expresadas desde diferentes

maneras; las que se van evolucionando con el tiempo (Soares, Blanton y Kaput, 2006).

Con base en la aproximacién que realiza Canadas (2015) sobre el pensamiento
algebraico, consideramos que este involucra las formas de hacer, pensar y hablar sobre
el algebra. Del mismo modo, relaciona el desarrollo de modelos matematicos y el uso

de representaciones propias del dlgebra, incluyendo el simbolismo algebraico.

Pensamiento funcional

Heid (1996) destaca el enfoque funcional como parte del pensamiento algebraico, sugi-
riendo que el estudio del algebra debe centrarse en el desarrollo de expresiones con fun-
ciones y familias de funciones, a través de encuentros con situaciones de la vida real,
donde las relaciones cuantitativas pueden ser descritas por estos modelos. El pensa-
miento funcional debe considerarse como una meta disciplinar y esencial en la ensefian-
za de las matematicas, la que se refiere a la accion de “pensar en términos de y acerca
de las relaciones” (Rico, 2007, p. 56), que puede ser expresada mediante diversos sis-
temas de representacion. Smith (2008) define esta actividad cognitiva como una activi-
dad focalizada ““en la relacion entre dos (o mas) variables; especificamente los tipos de
pensamiento que van desde relaciones especificas a generalizaciones de relaciones” (p.

143) y el cual es una hebra de un constructo mayor, el pensamiento algebraico.

Blanton (2008) considera que el pensamiento funcional corresponde a “un proceso de
construccion, descripcidon y razonamiento con y sobre las funciones. Este involucra el

pensamiento algebraico que incluye la construccion de una generalizacion sobre varia-
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bles que se encuentran relacionadas” (p. 30), lo que es complementado con las ideas de
autores que indican que cuando el foco matematico del pensamiento algebraico esta en
las funciones, se habla de pensamiento funcional (e.g., Cafiadas, Brizuela y Blanton,

2016; Cafiadas y Molina, 2016).

Si bien la funcién no es un contenido matematico que se encuentra en los curriculos de
los primeros cursos, Carraher y Schliemann (2007, 2014) sostienen que el enfoque fun-
cional, donde el concepto de funciéon opera como soporte para este tipo de pensamiento,
se encuentra mas subordinado a temas aritméticos que permitirdn abstraer ideas y con-
ceptos. A la luz de esta idea, la nocion de adicion, sustraccion, multiplicacion y division
pueden ser tratadas como funciones, especificamente por las relaciones entre cantidades
que pueden producirse. Por ejemplo, estos autores plantean que la multiplicacion por
tres puede verse como un subconjunto de la funcién 3n. Ademads, este enfoque se basa
en la multiplicidad de representaciones de las funciones, entre las cuales se destaca el
lenguaje natural, tablas de funciones, graficos y notaciones simbolicas. Es en este senti-
do, la funcién adquiere un rol importante que puede facilitar la integracion del algebra

en los planes de estudios vigentes.

En una investigacion centrada en el pensamiento funcional en segundo curso de prima-
ria, Warren y Cooper (2005) establecen como conjetura que este tipo de pensamiento
puede ayudar a que los estudiantes logren establecer relaciones y conexiones entre dife-
rentes operaciones al trabajar desde la aritmética. La investigacion se centra en tres cur-
sos diferentes. Se incorporan problemas contextualizados, junto a materiales manipula-
tivos que son pertinentes a la edad de los estudiantes, lo que permite generar una
discusion entre los investigadores y estudiantes. La seleccion de la tarea se basa en la
conjetura que los enfoques tradicionales de aritmética en los primeros cursos generan
dificultades en los estudiantes cuando estos dejan de trabajar con casos particulares.
Empleando como metodologia los experimentos de ensefianza, los resultados de esta
investigacion dan cuenta de que los nifios deben introducirse en el pensamiento funcio-
nal de manera gradual y con la consideracion de un largo periodo de tiempo para conso-

lidar los aprendizajes.
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Cafniadas y Molina (2016) mencionan elementos claves que permiten desarrollar el pen-
samiento funcional en los primeros cursos, destacando “las cantidades variables, sus
relaciones, la recursividad, la correspondencia entre valores de las variables o la utiliza-
cion de diferentes sistemas de representacion en un contexto de resolucion de proble-

mas” (p. 212).

Blanton y Kaput (2004) lideran una investigacion que esta centrada en como los estu-
diantes de los primeros cursos evidencian pensamiento algebraico mediante la generali-
zacion de patrones en la resolucion de un problema que involucra relaciones funciona-
les. El problema seleccionado corresponde a un problema contextualizado, en el cual se
evidencia una relacioén funcional entre una cantidad cualquiera de perros y la cantidad

total de ojos y colas. La figura 3 da cuenta de uno de los problemas planteados.

Supongamos que estabas en un refugio para perros y querias contar todos los ojos de los pe-
rros que observaste. Si habia un perro, jcuantos ojos habian? ;Y en dos perros ? ;(En tres
perros? (En 100 perros ? ;Ves alguna relacion entre el nimero de perros y el total nimero de
ojos ? ;Coémo describirias esta relacion ? ;Como lo sabes?

Figura 3. Ejemplo de problema contextualizado (p. 136)

Este problema fue seleccionado por ofrecer oportunidades para buscar tendencias longi-
tudinales en las maneras que se evidencia el pensamiento en estudiantes del nivel PK
(4-5 afos), hasta estudiantes de quinto de primaria (11-12 afios). Las respuestas de los
estudiantes fueron grabadas en video y en las hojas de trabajo entregadas. Los resulta-
dos dan cuenta que los estudiantes de 4-5 afios emplean material manipulativo y estra-
tegias de conteo para determinar la cantidad de ojos en una cantidad variable de perros,
donde se evidencia la existencia de correspondencia entre la variable dependiente e in-
dependiente, asi como también la posibilidad de organizar la informacion en una tabla
les ayuda a organizar cantidades que covarian. Los alumnos de 5-6 afios son capaces de
identificar un patron y establecer relaciones sobre la paridad de datos. Los estudiantes
de primero describen el patron, empleando el concepto de doble y prediciendo la canti-
dad de ojos para 7 perros. Los estudiantes de tercero, cuarto y quinto son capaces de
emplear, fluidamente, tablas para organizar la informacion, expresan reglas multiplica-

tivas con palabras y simbolos, llegando a generalizar relaciones como 2n.

15



Relaciones funcionales, sistemas de representacion y generalizacion. ..

En conclusion, los estudiantes fueron capaces de manifestar pensamiento funcional de
manera progresiva entre educacion infantil y quinto de primaria, empleando formas de
representar los datos, articular y simbolizar patrones, y dar cuenta de como covarian las

cantidades.

Sobre el conocimiento que deben poseer los profesores al promover actividades centra-
das en el enfoque funcional, Cafadas (en prensa) indica que es necesario indagar en los
conocimientos que deben poseer los profesores para promover pensamiento funcional,
mediante problemas que impliquen relaciones funcionales. Del mismo modo, enfatiza

en la necesidad de profundizar en propuestas didacticas que orienten a los docentes.

A partir de los antecedentes presentados, consideramos que el pensamiento funcional es
una actividad cognitiva que se inicia y desarrolla al trabajar sobre las relaciones entre
cantidades que covarian. Por tanto, las funciones se consideran como el contenido ma-

tematico protagonista.

En una investigacion centrada en distinguir diferentes niveles de generalizacion de rela-
ciones funcionales en nifios de los primeros cursos, Blanton, Brizuela, Gardiner, Sawrey
y Newman-Owens (2015) buscan conocer los tipos de relaciones funcionales y niveles
de sofisticacion que se presentan en la manera en la cual los sujetos piensan sobre estas
relaciones. Son ocho los niveles propuestos por los autores, que van desde un nivel pre-
estructural hasta el considerar la funciéon como un objeto, los que estdn directamente
relacionados con la instruccién que reciban los estudiantes. Del mismo modo, estos ni-
veles buscan ser vistos como una caracterizacion de la sofisticacion que muestran los
nifios en su forma de pensar. No se espera que estos niveles sean considerados como
etapas lineales por los cuales los nifios deben progresar, sino que adquieren un rol des-

criptivo.

Desde otros marcos tedricos también se han establecido niveles de “algebrizacion” de la
actividad matematica escolar (Godino, Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegary y Lasa, 2015;
Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2014). Estos niveles se definen en funcion de: (a)
representaciones; (b) procesos de generalizacion implicados; y (¢) calculo analitico. Pa-
ra estos autores, hay 4 niveles de algebrizacion, identificando en la educacion primaria

dos niveles primarios de razonamiento proto—algebraicos.
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Funcion (lineal) y relaciones funcionales

El pensamiento funcional tiene como foco de contenido las funciones. El concepto de
funcion no se introduce tradicionalmente en educacion primaria. Nuestro interés en la
funcién radica en que este concepto opera como un punto de entrada al dlgebra en los
primeros cursos y que este concepto, como soporte para el pensamiento funcional, en-
trega la oportunidad que los estudiantes puedan explorar el concepto de variable como
una variacion entre cantidades (Blanton y Dougherty, 2011). Apoyando la idea anterior,
Schliemann, Carraher y Brizuela (2011) se basan en que “en la educaciéon matematica
en la escuela primaria, las operaciones de la aritmética se pueden tratar como funcio-
nes” (p. 108). Estos autores plantean que en muchas ocasiones los profesores ensefian
sobre las funciones antes de presentar la nociéon como tal. Por ejemplo, al presentar una
tabla de multiplicar, esta puede ser relacionada con la expresion y = mx, donde x e y
pueden ser considerados nimeros a lo largo de columnas y m corresponderia al nimero
en la expresion “tabla del m”. A partir de los elementos anteriores, podemos considerar
la importancia del concepto de funcidon en las matematicas escolares de los cursos ini-
ciales como una manera de resaltar el caracter algebraico de la aritmética y como un
elemento que permite establecer conexiones y unificar contenidos del curriculo mate-
matico, tal como lo plantea Schwartz (1990). Por tanto, no se trata de cambiar los con-
tenidos curriculares actuales; mas bien de introducirlos de forma que se fomenten otros

modos de pensamiento (Cafiadas y Molina, 2016).

Azcérate y Deulofeu (1990) indican que la importancia del concepto de funcion se debe
a su gran campo de aplicaciones practicas, pero afladen que entregar una definicion a
esta nocion no es una tarea sencilla. Para estos autores, el problema se situa en que las
definiciones mas intuitivas carecen de rigor, mientras que las mas rigurosas pueden re-

sultar mas lejanas a los problemas concretos que la originan.

Dentro de nuestra revision de literatura, destacamos la siguiente definicion de funcion,

que genera cierto consenso entre autores:

Una funcion es la relacion que asocia de forma unica los elementos de un con-
junto con elementos de otro conjunto. Formalmente, una funcion a partir de A

hacia B es un objeto f tal que cada a € A esta asociado unicamente con un
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objeto f(a) € B. Por lo tanto, una funcion es una relacion de muchos a uno
(0 una relacion uno es a uno). El conjunto A de los valores en los que se define
una funcion se llama dominio, mientas que el conjunto f(4) € B de valores que
la funcion puede producir es llamado rango. Aqui, el conjunto B es llamado

codominio de f. (Weisstein, 1999, viz., Function)

Thomas (2006) establece la existencia de diversos tipos de funciones, entre las que se
encuentran: (a) funciones de potencia; (b) funciones polindmicas; (¢) funciones raciona-
les; (d) funciones algebraicas; (e) funciones trigonométricas; (f) funciones exponencia-
les; (g) funciones logaritmica; y (h) funciones transcendentes. Dentro de las funciones
polindomicas encontramos las funciones lineales de la forma f(x)= mx + b, para constan-
tes m y b. Para Martinez, Varas, Lopez, Ortiz y Solar (2013) una funcion lineal implica
que “la variacion de la variable dependiente es directamente proporcional a la variacion
de la variable independiente” (p. 188). Este tipo de funciones son el foco de nuestra in-
vestigacion, por ser aquellas que se consideran adecuadas segun la bibliografia consul-

tada para nuestra trabajo ateniendo a la edad de los estudiantes con los que trabajamos.

Sobre la nocién de funcion que se presenta en el curriculo escolar, Thompson (1994)
indica que la atencion se debe centrar, principalmente, en el concepto de funcion, rela-
ciones y en la determinacion de funciones inversas. Para este autor, una funcion se ha
definido como una regla que establece una relacion entre dos variables, donde el énfasis
estd dado sobre como los cambios de una variable se encuentra relacionado con los
cambios de la otra variable. Sobre la idea de este autor y lo propuesto por Martinez, Va-
ras, Lopez, Ortiz y Solar (2013), consideraremos una funcion directa cuando el énfasis
se centra en determinar el valor de la variable dependiente, mientras que una funcion
inversa estd centrada en la variable independiente. Volviendo a la figura 3, donde pre-
sentamos la tarea de los perros y ojos de Blanton y Kaput (2004) para los primeros cur-
sos de primaria, la variable dependiente corresponderia a la cantidad de ojos, que esta
en funcion de la cantidad de perros (variable independiente). En esta tarea, una pregunta
que implica una funcién directa estaria centrada en conocer la cantidad de ojos dada una
cantidad de perros. Por ejemplo, conocer la cantidad de ojos que tienen 10 perros. En

cambio, preguntar por la cantidad de perros dada la cantidad de ojos estaria centrada en

18



Eder Pinto Marin, 2016.

la variable independiente. En sintesis, la figura 4 da cuenta del tipo de funciones que se

pueden establecer a partir de una variable dada.

Valor conocido Valor desconocido
Variable independiente Variable dependiente Funcion directa
Variable dependiente Variable independiente Funcién inversa

Figura 4. Funcion directa e inversa

Centrados en la ensefianza de las funciones, Confrey y Smith (1991) establecen un mar-
co referencial basado en situaciones contextuales, multiples relaciones, prototipos y
transformaciones. Estos autores recogen la nocion matematica de relacion funcional pa-
ra presentar dos aproximaciones para la ensefianza de las funciones: covariacioén y co-

rrespondencia.

Posteriormente, Smith (2008) establece modos de andlisis de patrones y relaciones, de-
finiendo tres tipos de relaciones funcionales: (a) patrones recursivos o recurrencia, que
implica encontrar la variacion o el patron dentro de una secuencia de valores; (b) la co-
rrespondencia o relacion de correspondencia, en la que se hace hincapié en la relacion
entre los pares correspondientes de la variable; y (c) pensamiento covariacional o cova-
riacion, donde el foco estd dado por el andlisis de como dos cantidades varian al mismo
tiempo y como los cambios que se producen en una afectan a la otra. A partir de los
elementos expuestos por este autor y apoyado en las ideas de MacGregor y Stacey
(1995), entendemos una relacion funcional como las diferentes maneras en las cuales
las variables presentes en una funcion se relacionan, distinguiendo tres, las que
llamaremos: (a) recurrencia, (b) correspondencia y (c) covariacion. En la figura 5 mos-
tramos estos tres tipos de relaciones funcionales para el problema de los perros y ojos

que hemos utilizado para ejemplos anteriores.
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Cantidad de | Cantidad to-
perros (x) tal de ojos
)
. 1l 1 2 .
Correspondencia Recurrencia
El foco esta centrado en 2 4 Centrada en el valor
la relacién entre las va- 3 6 de una variable, ya
riables. Por ejemplo: “si 100 200 sea la dependiente o
la cantidad de perros es 1, independiente.  En
la cantidad de ojos es su este caso, por ejem-
doble”. n 2n plo “la cantidad de
Y ojos va aumentando
de 2 en2”.
Covariacion
En este caso, el foco esta dado
por los cambios entre las varia-
bles, al mismo tiempo. Ejem-
plo: “cuando x aumenta en 1, y
aumenta en 2”.

Figura 5. Ejemplo de relaciones funcionales (adaptado de Smith, 2008)

Patrones y generalizacion

Un patron corresponde a una situacion que se repite con cierta regularidad (Castro,
1995). Para Stacey (1989) y Castro (1995), el uso de patrones tiene diferentes aplica-
ciones y utilidades, desde donde se destaca que puede ser concebido como: (a) una im-
portante estrategia para resolver problemas; (b) una herramienta que facilita la com-
prension de los fendémenos que ocurren en el entorno; (c) una ayuda para comprender
expresiones y relaciones que se pueden usar en estudios matematicos posteriores; y (d)
un elemento que puede incorporarse en las directrices curriculares, ya que permite orga-
nizar resultados de manera sistematica, mediante la busqueda de un patron, analizando
nuevas formas. Complementando las ideas anteriores, Castro-Rodriguez y Castro
(2016) indican que el concepto de patrdn es el precursor del pensamiento algebraico, ya
que permite establecer generalizaciones, contribuyendo a la capacidad de establecer
modelos matematicos y establecer los cimientos para desarrollar habilidades matemati-

cas.
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Van de Walle, Karp y Bay-Williams (2010) indican que el trabajo con patrones no solo
se puede llevar a cabo a través de actividades relacionadas con la extension de estos.
Los autores sefialan que el trabajo con patrones permite, por una parte, establecer una
generalizacion entre los elementos presentes en una secuencia, asi como también permi-
ten representar una funcion. La figura 6, tomada y adaptada de los autores, da cuenta de
la manera en la cual se puede trabajar el concepto de funcién a través de una configura-
cion puntual, donde se pueden identificar dos patrones geométricos diferentes (“agre-

gando a la cantidad anterior” y “un cuadrado y una columna mas”).

. fig.2 fig. 3 fig. 4
fig. 1
(X J ::: 0000 00000
8338 333388
/ 00000
figura 1 2 3 4 5 6 | ... | 20

n° puntos 2 6 12 | 20 | 30 L? L? L?
L\ U 2 P 2\ 4

+4 +6 +8 +10

(a) Agregando a la cantidad anterior

o0 g [ )L .
¢ s
(b) un cuadrado y una columna mas

= £38 |
28 | I
£ F

Figura 6. Ejemplos de configuraciones puntuales (p. 270)

Este tipo de actividades son utilizadas comiinmente en textos de estudio de primaria, los
que pueden ayudar a que los estudiantes comiencen a pensar en las relaciones funciona-

les, ya que estos, por ejemplo, al identificar diferentes patrones pueden llegar a estable-
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cer relaciones entre las variables. En estos casos, el patron se corresponde con la regula-

ridad a través de cualquier de las tres relaciones funcionales que presenta Smith (2008).

El concepto de patron adquiere un rol importante en el proceso de razonamiento induc-
tivo, donde su presencia puede ayudar a potenciar el desarrollo de habilidades de gene-
ralizacién (Cafadas, 2007) y ha comenzando a cobrar relevancia investigativa en los

ultimos afios (Carraher, Martinez y Schliemann, 2008).

La generalizacion de patrones se considera como una de las formas mas importantes de
introducir el dlgebra en la escuela (Castro, 2012; Castro-Rodriguez y Castro, 2016; Sta-
cey, 1989; Vergel, 2015). Centrados en una primera definicion sobre generalizacion,

Mason (1996) indica que

la generalizacion es el latido de las matematicas, y aparece de muchas formas.
Si los maestros no son conscientes de su presencia, y no tienen la costumbre de
lograr que los estudiantes trabajen en la expresion de su propia generaliza-

cion, el pensamiento matemdtico no estad teniendo lugar (p. 65).

La idea del profesor Mason da cuenta del rol importante que adquiere la generalizacion
en las matematicas, las que expresan una notacion concisa que se manipula con el fin de
extraer mas conclusiones que pueden ser expresadas en particular o general (Mason y

Johnston-Wilder, 2004).

Sobre el comienzo del proceso de generalizacion, Mason, Burton y Stacey (1988)
indican que este se inicia cuando se intuye cierto esquema subyacente, aunque todavia
no se puede expresar claramente. Kaput (1999) indica que la generalizacion implica una
ampliacion deliberada de los razonamiento que van mas alla de los casos particulares,
centrandose en las relaciones entre modelos, procedimientos o estructuras. Este autor
distingue dos fuentes de generalizacion y formalizacion: (a) desde contextos propiamen-
te matematico y (b) desde situaciones fuera de la matematica, pero sujetos a “matemati-
zacion”.

Mason, Graham y Johnston-Wilder (2005) sefialan que el corazén de algebra es la gene-
ralizacion y que cada alumno demuestra en la escuela su capacidad para generalizar y

abstraer casos particulares, ya que esta actividad es “totalmente natural, placentera y
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parte del sentido de las decisiones humanas” (p. 2). Los nifios que se enfrentan a tareas
de generalizacion requieren tiempo y experiencias significativas para trabajar sobre es-
tos procesos, ya que es una actividad que genera dificultades (Castro, 2012; Dreyfus,

1991).

En una investigacion reciente, Morales, Canadas, Brizuela y Goémez (en prensa) realizan
un estudio centrado en las relaciones funcionales y estrategias de resolucion de proble-
mas que evidencian estudiantes de primero de primaria al trabajar sobre un problema
contextualizado que involucra la funcion lineal f{x)=x+5. El problema trata sobre las
edades de dos hermanos: “dos nifios, Alvaro y Carmen, se llevan por cinco afios, siendo
Carmen cinco afios mayor que Alvaro” (p. 3). Las preguntas estan centradas en deter-
minar la edad de Carmen, conociendo la edad de Alvaro. Dentro de los resultados obte-
nidos, destacamos las evidencias de generalizacion que emplean los estudiantes de este
curso al trabajar con casos particulares cercanos y lejanos. Los resultados dan cuenta
que 10 nifos llegan a establecer un proceso de generalizacion, empleando el sistema de
representacion verbal. Los autores enfatizan el rol que adquiere el problema contextua-
lizado como un medio 1til para promover en el aula el pensamiento funcional, donde
este es un mediador para la generalizacion de la relacion entre variables. A partir de este
elemento, destacamos la importancia que adquieren los problemas contextualizados en

las investigaciones centradas en el pensamiento funcional.

Problemas contextualizados

Castro (2002, 2008) sefiala que la resolucion de problemas es parte esencial del queha-
cer cientifico, donde existe una relacion indiscutible entre resoluciéon de problemas y
conocimientos cientificos. Centrandonos especificamente en la relacion entre las mate-
maticas y la resolucion de problemas, Castro establece que la primera consiste “en
esencia formular y resolver problemas” (p. 15), lo que permite comprender y centrar la
atencion en la resolucion de problemas como parte de la naturaleza matematica. Si bien,
hay muchos otros aportes tedricos que sin duda han contribuido a que la resolucion de
problemas sea un tema central en el contexto de la Educacion Matemadtica, es de gran
importancia mencionar a dos: Polya (1981) y Schoenfeld (1985). El primero publicé un

libro llamado How to solve it?, donde plantea la idea del resolutor ideal de una situacion
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problema siguiendo cuatro fases: comprender el problema; concebir un plan; ejecutar un
plan, y examinar la solucion obtenida. En cada una de ellas establece subdivisiones y
preguntas orientadoras. Por su parte, Schoenfeld publica en 1985 Mathematical problem
solving, quién a diferencia de la propuesta de Polya expande la perspectiva a un modelo

de resolucion que comprende la metacognicion y los afectos.

Existen diferentes formas de clasificar un problema matematico, dependiendo del crite-
rio empleado. Los problemas matematicos que se presentan en un contexto han recibido
diversos nombres: problemas de la vida real, problemas sobre situaciones reales, pro-
blema de contexto real, entre otros. Consideraremos un problema contextualizado como
aquel que presenta actividades cercanas a posibles situaciones reales, donde los resolu-
tores requieren emplear habilidades, conceptos y procesos matematicos. En sintesis, son
considerados una herramienta que permite organizar, sintetizar y representar los datos,

otorgandole significado a las decisiones tomadas (Blanco, 1991).

Diferentes autores han destacado el rol de los problemas contextualizados como una
herramienta que permita situar y profundizar el aprendizaje del algebra; asi como favo-
recer la posibilidad de generalizar sobre cantidades (Carraher y Schliemann, 2007; Ca-
rraher, Martinez y Schliemann, 2008; Kieran, 2007). Para Confrey (1991), la resolucion
de problemas es una actividad intelectual que permite situarla desde una mirada cons-
tructivista, donde el resolutor construye su conocimiento estableciendo redes conceptua-

les con estructuras previas.

Confrey y Smith (1991) proponen un marco para la ensefianza de las funciones en la
educacion secundaria, basados en el uso de problemas contextualizados, prototipos, re-
presentaciones multiples y transformaciones entre aquellas representaciones. Centrado
en el pensamiento funcional, Smith (2008) plantea que para iniciar el estudio de activi-
dades que impliquen funciones, se deben crear diversas situaciones problematicas para
que los estudiantes, de manera individual, se centren la relacion entre dos cantidades
que covarian conjuntamente. Este autor destaca la resolucion de problemas contextuali-
zados como un proceso individual, donde “la génesis del pensamiento funcional ocurre
cuando un individuo se involucra en una actividad, opta por prestar atencion a dos o

mas cantidades que varian, y luego comienza a centrarse en la relacion entre estas canti-
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dades” (p. 145). Los problemas contextualizados, siguiendo la idea de Smith, permiten
que los estudiantes logren comprender la relacion entre cantidades que co-varian y en
donde los problemas contextualizados descritos por Confrey y Smith (1991) son cons-
trucciones sociales disefiados para facilitar este proceso. Si bien la resolucion de pro-
blemas es una construccion individual, el rol de los profesores, mediante la creacion de
actividades, la descripcion de cantidades variables y el planteamiento de preguntas ade-
cuadas para generar didlogo en el aula, proporciona la oportunidad para participar en

actividades que fomenten y desarrollen el pensamiento funcional.

Representaciones y sistemas de representacion

Las representaciones tienen gran relevancia en las investigaciones en Educacion Mate-
matica por su importante rol en la construccion de conocimiento matematico (Castro y
Castro, 1997). Glasersfeld (1995) plantea que las representaciones pueden ser activadas
por muchas razones, considerandolas como un acto mental que trae consigo una expe-
riencia previa que ha vivido un sujeto. Usualmente, se suele distinguir entre representa-
ciones externas y representaciones internas. Las primeras hacen referencia a las opera-
ciones convenidas con las que comunicamos nuestro conocimiento matematico,
mientras que las internas hacen referencia al pensar sobre objetos matematicos, forman-
do iméagenes mentales. En este trabajo nos centramos en las externas, haciendo referen-
cia a ellas como representaciones. Castro y Castro (1997) sefialan que las representacio-
nes son notaciones que expresan conceptos y procedimientos matematicos construidos
por un sujeto, dando cuenta de sus caracteristicas y propiedades relevantes. Las repre-
sentaciones permiten que los sujetos elaboren imagenes mentales, potenciando asi su
conocimiento matematico. La diversidad de representaciones sobre un mismo objeto
produce un aumento en la capacidad cognitiva que tienen los sujetos al pensar sobre es-
te. En este contexto, el interés de nuestra investigacion estd centrada en las representa-
ciones externas, especificamente en la manera que los estudiantes son capaces de evi-

denciar su tratamiento sobre conceptos y procedimientos matematicos.

Las representaciones son herramientas, un signo o una configuracion de signos, caracte-
res u objetos, con las cuales los sujetos abordan e interactiian con el conocimiento ma-

tematico, lo que permite realzar la posibilidad de que los sujetos puedan acercarse y es-
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tablecer una relacion con un determinado objeto matematico. De esta forma, una repre-
sentacion no se puede concebir de manera aislada, ya que estas adquieren significado y
sentido al considerarlas dentro de un sistema mas amplio que establece determinados
significados y convenciones (Goldin y Shteingold, 2001; Rico, 2009). Por esta razon,

hablaremos de sistemas de representacion.

Diferentes representaciones ponen en juego distintos signos y reglas. Ademas, se pue-
den organizar atendiendo a sus similitudes y diferencias. En una primera aproximacion
a la nocion de sistema de representacion, Castro, Rico y Romero (1997) indican que los
sistemas de representacion son formas de expresar y simbolizar ciertas estructuras nu-
méricas mediante el uso de signos, reglas y enunciados, donde los sistemas de represen-
tacion por si solo no agotan el concepto que representan. Siguiendo esta idea, entende-
remos que un sistema de representacion: (a) organiza los simbolos por los cuales se
hacen presentes los conceptos matematicos; (b) diferentes sistemas de representacion
aportan diferentes significados para cada concepto; y (c) un mismo concepto admite y
necesita diferentes sistemas de representacion complementarios. Esta complejidad que
entrafian las representaciones hace que se hable de sistemas de representacion (Goémez,
2007). Un sistema de representacion desempefia un papel critico en la determinacion de
la estructura de los procesos de pensamiento de una persona (Kaput, 1991). Los siste-
mas de representacion en matematicas poseen una estructura, de modo que las diferen-
tes representaciones estan relacionadas dentro de un sistema. Cada sistema de represen-
taciéon se encuentra sujeto a un conjunto de reglas que estdn condicionadas por las
matematicas y por el concepto matematico especifico al que refieren (Goldin y Shtein-

gold, 2001).

En el contexto especifico del algebra escolar, Molina (2014) destaca que “conviven di-
ferentes sistemas de representacion externas, que ayudan a hacer presentes los objetos
matematicos abstractos. Estos sistemas son, principalmente, el simbolismo algebraico,
el lenguaje verbal y los sistemas de representacion tabular, grafico y numérico” (p.
559). Utilizar y transitar con fluidez entre diferentes representaciones de conceptos ma-
tematicos es una importante expectativa a cumplir durante la educacion obligatoria, ya

que los estudiantes desarrollardn una comprension mas profunda de conceptos del alge-
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bra escolar. Sobre esta idea, se recomienda el uso de variadas representaciones para la
ensefianza de las funciones, donde el uso de las representaciones permitiria que el sujeto

exprese sus propias ideas sobre las funciones (Confrey y Smith, 1991).

El empleo de diferentes tipos de representacion asociados a un mismo objeto matemati-
co no solo requiere la comprension de cada una por separado, sino que también “apare-
ce la necesidad de poder traducir, de un tipo de representacion a otros tipo de represen-
tacion los objetos matematicos expresados, para poder asegurar la comprension y
aprendizaje de dichos objetos” (Martinez, 2011, p. 21). Para la autora, el proceso de tra-
duccién conlleva una serie de dificultades que han sido estudiado por investigadores
(Duval, 1999; Janvier, 1987) y donde se diferencian dos procesos: el tratamiento y con-

version.

Un mismo concepto u objeto matematico se puede representar por diferentes sistemas
de representacion, donde es posible y agrupar en cuatro categorias las operaciones que
se pueden realizar sobre aquellos signos que pertenecen a dichos sistemas de represen-
tacion. Una de las categorias en la que se apoya este autor es la traduccion entre siste-
mas de representacion, el cual es entendido como un procedimiento en el cual “se esta-
blece la relacion entre dos signos que designan un mismo objeto pero pertenecen a

diferentes sistemas de representacion” (Gomez, 2007, p. 43).

Algunos investigadores concuerdan que el empleo de representaciones multiples entre
sistemas de representaciones (graficos, tabulares, verbales y simbolicas) permite a los
estudiantes establecer relaciones al enfretarse a situaciones problematicas, donde estos
pueden desarrollar una comprension mas profunda de las relaciones y conceptos
matematicos involucrados, disminuyendo las dificultades que pueden presentar los
estudiantes durante la resolucion de problemas (Brizuela y Earnest, 2008; Dufour-

Janvier, Berdnaz y Belanger, 1987; Hiebert y Carpenter, 1992; Kaput, 1989).

En una aproximacioén a la nocién de representacion multiple, Ozgiin-Koca (1998) las
define como “la materializacion de ideas matematicas externas y conceptos que
proporcionan la misma informacion en més de una forma” (p. 3). Para esta autora, las
representaciones multiples brindan un ambiente que permite a los estudiantes abstraer y

establecer una comprension de conceptos matematicos, por lo que se hace necesario
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entender la manera en la que los estudiantes emplean estas representaciones.
Entenderemos, de esta forma, que wuna representacion multiple es emplear

conjuntamente dos o mas sistemas de representacion al mismo tiempo.

Las representaciones sintéticas son un tipo de representacion multiple. Cuando se utiliza
mas de un sistema de representacion pero ninguno de ellos cobra sentido por separado;
deben ser considerados conjuntamente para que tengan significado, hablamos de repre-

sentacion sintética (Cafiadas y Figueiras, 2011).

Algunas investigaciones que se centran en los sistemas de representacion que emplean
los estudiantes al participar en actividades que buscan fomentar el pensamiento funcio-
nal, son en las que nos centramos a continuacion. Carraher y Schliemann (2007) condu-
cen tres estudios longitudinales que buscan documentar como los nifios piensan alge-
braicamente y emplean representaciones. El primer estudio se centra en un tercer grado,
donde se realizan 16 lecciones a la luz del early algebra. El segundo estudio se centra
en cuatro clases diferentes desde segundo de primaria hasta finalizar cuarto, mediante la
ejecucion de clases de 90 minutos semanales. Finalmente, el tercer estudio est4 centrado
en analizar como 26 estudiantes progresan desde tercer a quinto afio de primaria. Mos-
tramos algunas de los principales representaciones empleadas por estudiantes al trabajar
en problemas contextualizados. En la figura 7 recogemos un ejemplo de un sistema de
representacion pictdrico empleado por estudiantes de tercero de primaria en la resolu-
cion del problema contextualizado the candy boxes. Por otro lado, en la figura 8 presen-
tamos una combinacion de sistema de representacion pictdrico, verbal y simbdlico-
numérico empleados por estudiantes de cuarto de primaria para representar la cantidad

en un problema contextualizado llamado the wallet.
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Figura 7. Ejemplo de sistema representacion pictorico (p. 693)
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Figura 8. Ejemplo de combinacion de sistemas de representacion (p. 693)

Una de las principales conclusiones es que, una vez que los estudiantes experimentan
con problemas contextualizados, son capaces de trabajar con mas de una funcion al
mismo tiempo, analizando los patrones en relaciones entre cantidades que co-varian.
Esto permite que los estudiantes comiencen a interactuar con los diversos sistemas de

representacion que usan.

En el contexto espaiol, destacamos los trabajos de Merino, Cafiadas y Molina (2013) y
Canadas y Fuentes (2015) sobre sistemas de representacion dentro de un enfoque fun-

cional del algebra escolar.

Merino, Cafiadas y Molina (2013) centran su investigacion en un quinto afo de prima-

ria. El foco de la investigacion, donde se trabaja a la luz de la relacion funcional
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f(x)=2x+2, atiende a los sistemas de representacion y patrones que emplean 20 estu-
diantes del curso descrito, en un problema contextualizado. Los principales resultados
evidencian que siendo el sistema de representacion verbal el mas utilizado, también se
evidencia con frecuencia el pictdrico. Por otro lado, las representaciones multiples ad-
quieren gran presencia en las cuestiones, donde, por ejemplo, 18 de ellos emplean este
tipo de representacion en una cuestion. Entre estos, los sistemas de representacion mas
empleados conjuntamente son el pictdrico y verbal, seguida de una combinaciéon numé-
rica y verbal. La figura 9 da cuenta de la representacion multiple mas empleada por los

estudiantes.
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Figura 9. Ejemplo de representacion multiple (p. 33)

En el contexto australiano, Wilkie (en prensa) realiza una investigacion con estudiantes
de 12 y 13 afios, intentando describir la manera en la cual la generalizacion de un patrén
se ve reflejada en la capacidad de emplear variables y representaciones multiples en di-
ferentes contextos, asi como conocer sus pensamientos sobre relaciones funcionales.
Para esta autora, aun se sabe poco sobre como los estudiantes emplean sus conocimien-
tos algebraicos a través de las representaciones. Se plantea, por ejemplo, que la posibili-
dad que estudiantes empleen sistemas de representaciones graficas y simbdlico-
algebraicas para referirse a un objeto matematico, es visto como “un elemento funda-
mental para que los estudiantes desarrollen flexibilidad y fluidez en la interaccion con

multiples representaciones” (p. 6).

Finalmente, destacamos la investigacion de Cafiadas y Fuentes (2015), quienes realizan
una investigacion sobre el pensamiento funcional que manifiestan 32 estudiantes de
primer curso de primaria a partir de un problema contextualizado que involucra una re-
lacion funcional del tipo f(x)=5x. En esta investigacion, uno de los focos estaba centra-
do en los sistemas de representacion que emplean los estudiantes de este nivel, donde el

proceso lector y escritor estaba recién construyéndose. Los principales resultados, que
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se materializan en las respuestas escritas en un cuestionario, dan cuenta que el sistema
de representacion mas empleado es el pictorico, salvo en la actividad que implica una
generalizacion, primando el sistema de representacion verbal. También se emplean sis-
temas de representacion numéricos y verbal, donde en esta ultima se caracteriza por un
escaso vocabulario para expresar las ideas. En ciertas respuestas de los estudiantes se
observan representaciones multiples que combinan los sistemas pictéricos y numérico-

simbolico.
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CAPITULO 3. OBJETIVOS DE INVESTIGACION

A partir de los elementos anteriormente expuestos, consideramos dos objetivos genera-
les para esta investigacion, que se desglosan en sus respectivos objetivos especificos

(OE).

El primer objetivo general es:

OG]1. Identificar estudiantes de tercer curso de primaria que manifiestan pensamiento

funcional.

Este objetivo se desglosa a través de los objetivos especificos siguientes.

= OELl. Describir las relaciones funcionales que evidencian los estudiantes de ter-
cero de educacion primaria.
* OE2. Describir la generalizacion empleada por aquellos estudiantes que mani-

fiestan pensamiento funcional.

Del mismo modo, hemos planteado un segundo objetivo general:

OG?2. Describir los sistemas de representacion que utilizan los estudiantes de tercero de

educacion primaria que manifiestan pensamiento funcional.

Para conseguir este objetivo, hemos planteado los siguientes objetivos especificos.

= OES3. Identificar los sistemas de representacion que emplean los estudiantes.

= OE4. Describir las representaciones multiples que emplean los estudiantes.
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CAPITULO 4. METODO

En este apartado presentamos los elementos que describen el marco metodoldgico em-
pleado en esta investigacion. Describimos el tipo de investigacion, los participantes en
el estudio empirico, el disefio de la recogida de informacion, la implementacion, las ca-

tegorias para el analisis de datos y la manera en la que abordamos el analisis de datos.

Tipo de investigacion

Esta investigacion tiene un planteamiento cualitativo, donde el interés estd puesto en
comprender y describir los fendmenos, “explorandolos desde la perspectiva de los parti-
cipantes en un ambiente natural y en relacion con el contexto” (Herndndez, Fernandez y
Baptista, 2010, p. 364). Tal como hemos descrito, nuestro interés se centra en describir
el pensamiento funcional de estudiantes de tercero de educacion primaria a partir de un

problema contextualizado.

Este trabajo se enmarca dentro de una investigacion mas amplia centrada en el pensa-
miento funcional de los estudiantes de tercero de educacion primaria en la que se siguen
las directrices de la investigacion de disefio. Este tipo de investigacion considera la
complejidad de los contextos de ensefianza-aprendizaje y donde los resultados obteni-
dos se sustentan en el contexto social en el cual de enmarcan, los que pueden adquirir
un potencial para influir en la practica educativa (Barab y Squire, 2004; Molina, Castro,
Molina y Castro, 2011). Especificamente, el tipo de disefio empleado es un experimento
de ensefanza. Este tipo de estudio es el mas frecuente en las investigaciones de disefio y
se realizan para testar y generar hipotesis, durante el experimento, en general, o durante
cada uno de los episodios, siendo en ocasiones necesario abandonar o reformular hipo-
tesis a la luz de los datos (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011). En este tipo de dise-
o se establecen tres fases: (a) la preparacion del experimento; (b) la experimentacion; y
(c) ejecucion del andlisis retrospectivo (Cobb y Gravemeijer, 2008). En la segunda fase,

centrada en las intervenciones en el aula, se producen las iteraciones del ciclo de tres
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pasos: (a) disefio y reformulacion de la hipotesis; (b) intervencion en el aula y recogida

de datos; y (c) analisis de los datos, revision y reformulacion de la hipotesis.

Por la naturaleza de la investigacion, en cada sesion planteamos un problema contextua-
lizado en el que aparecia involucrada una funcion lineal. En la figura 10 recogemos un
esquema de las diferentes sesiones que constituyeron el experimento de ensefianza para

tercer curso y algunas de las ideas que desarrollamos en este apartado.

Preparacion Experimentacion Analisis
retrospectivo
Sesion 1 Sesion 2 Sesion 3 Sesion 4
f(x) = x+5 f(x) = x+3 fx)=x+3 f(x)=2x+6
Ciclo Ciclo Ciclo Ciclo
iterativo iterativo iterativo iterativo

Figura 10. Disefo de la investigacion

En esta memoria nos centramos en la cuarta y tltima sesion por dos razones principales:
(a) el problema propuesto en esa sesion se ha trabajado también con estudiantes de otras
edades en el contexto espanol y se pueden establecer comparaciones en un futuro y (b)
los estudiantes estaban mas familiarizados con el equipo investigador al ser la Ultima

sesion.

Sujetos

Trabajamos con un grupo de 24 estudiantes de tercero de educacion primaria (8-9 afios
de edad), durante el curso 2014-2015. El centro educativo es privado de una linea y re-
cibe a estudiantes de hasta los 12 afios de edad. La muestra de esta investigacion fue de

caracter intencional, segun la disponibilidad del centro y de los docentes del mismo.

Previo a las sesiones de la investigacion, los estudiantes no habian trabajado con pro-
blemas que involucraban relaciones funcionales. Los estudiantes habian trabajado la

suma y la resta, asi como el conteo de uno en uno, de dos en dos, de cinco en cinco y de
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diez en diez. Hay 3 estudiantes diagnosticados de altas capacidades y otros tantos con

alguna dificultad de aprendizaje. Ninguno de ellos tenia adaptacion curricular.

Disefio e implementacion de la recogida de informacion

A continuacidn, describiremos la manera en la cual se llevd a cabo la sesion 4, en la que
nos centramos en esta memoria. Del mismo modo, describiremos como se realizo el di-

sefo del cuestionario empleado.
Descripcion de la sesion 4

En la recogida de informacion participaron tres investigadores, con tres roles diferentes:
(a) profesora-investigadora, (b) apoyo a la profesora-investigadora y (c) técnico de ca-
mara. A estos tres investigadores los denominamos “equipo de investigacion” a partir

de aqui.

La sesion se organiz6 en tres partes. En la primera, la profesora-investigadora introdujo
el contexto del problema y solicito a los estudiantes que leyeran individualmente la si-
tuacion. Los estudiantes estaban organizados en grupos de 4 6 5, que es como solian
trabajar en el aula con su maestra habitualmente. Transcurridos unos minutos, realiz6

preguntas hasta comprobar que los estudiantes habian comprendido la situacion.

En la segunda parte de la clase, los alumnos trabajaron individualmente en un cuestio-
nario individual escrito (Anexo A), donde se planteaba un problema contextualizado (lo
describimos y presentamos en el siguiente apartado de esta memoria). Durante esta par-
te, el equipo de investigacion superviso el trabajo de los estudiantes, resolviendo dudas
sobre la realizacion del trabajo. Durante este momento de la clase, grabamos con la cé-

mara movil el trabajo de algunos estudiantes.

En la tercera parte, se hizo una puesta en comin en gran grupo sobre el trabajo realizado
en el cuestionario, con la mediacion de la profesora-investigadora. En este momento de
la clase, se presentaron algunas preguntas y se solicito a los estudiantes explicar y justi-

ficar los razonamientos empleados para obtener las respuestas.
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Las fuentes de informacion fueron tres: (a) grabaciones mediante video-camara del tra-
bajo en gran grupo; (b) notas de los investigadores; y (c) cuestionario individual escrito

para los estudiantes.

Las grabaciones mediante video-camara se realizaron con una cdmara fija y una movil.
La camara fija qued6 ubicada al final de la sala de clases, mientras que con la camara
movil intentamos recoger ideas verbales y explicaciones que brindan los estudiantes
mientras trabajan con el cuestionario. En los Anexos B y C presentamos las transcrip-

ciones de las grabaciones realizadas por la camara fija y movil, respectivamente.
Diserio del cuestionario

El cuestionario estaba constituido por una presentacion del problema y diferentes cues-
tiones. Planteamos el conocido problema de las baldosas, donde la relacion funcional

presente es f(x)=2x+6, involucrando tanto la estructura aditiva como la multiplicativa.

El problema de las baldosas lo han empleado diferentes investigadores para trabajar as-
pectos asociados al aprendizaje del algebra. Kiichemann (1981) establece una clasifica-
cion de la interpretacion que los estudiantes pueden otorgar a las letras en el contexto
algebraico. Como propuesta de ensefanza, el autor plantea el problema de las baldosas
como una posibilidad de presentar un patrén mediante baldosas grises y blancas que
conforman una regla y donde se pide a los estudiantes encontrar la cantidad de baldosas
blancas para 10, 20 6 100 baldosas grises. Para este autor, la relacion entre la cantidad
de baldosas blancas y grises esta lejos de ser obvia y se pueden establecer diferentes
maneras de representarlo. Las diferentes representaciones que pueden emplear los estu-
diantes son un desafio, por lo que vale la pena analizar la manera en la cual se otorga
significado a las letras en el contexto algebraico. En el marco de su investigacion docto-
ral sobre la descripcion y caracterizacion del razonamiento inductivo en estudiantes de
secundaria, Cafiadas (2007) emplea el problema de las baldosas como parte de las tareas
que se presentaron a los estudiantes. Esta autora presenta el contexto de las baldosas y
se pregunta a los estudiantes por la cantidad de baldosas grises si se tienen 1320 baldo-
sas blancas. El Ministerio de Educacion de Canad4 (Ministry of Education, 2008) pre-
senta un documento de apoyo a la docencia que busca ser una guia para la ensefianza de

las matematicas desde la educacion infantil a sexto grado de primaria. Especificamente,

36



Eder Pinto Marin, 2016.

en el documento referido patrones y algebra de cuarto a sexto de primaria, sugieren em-
plear este problema. Se enfatiza la necesidad de emplear sistemas de representaciones
pictoricos, tabulares y graficos para dar cuenta de diferentes maneras de expresar la re-
lacion entre las variables. A su vez, se hace énfasis en la necesidad de brindar tiempo a
los estudiantes para realizar la actividad y dar espacio para justificar las maneras en las
cuales enfrentaron la situacion problema. La incorporacion mas reciente del problema
de las baldosas fue empleada por Yanez (2015), dentro del mismo proyecto de investi-
gacion en el que se desarrolla este trabajo. El autor se centr6 en el pensamiento funcio-
nal que puede ser manifestado por estudiantes de 5° afio de primaria, especificamente en
las relaciones funcionales y representaciones empleadas por estos. La figura 11, obteni-
da de esta investigacion, da cuenta de la aparicion del sistema de representacion simbo-

lico-algebraico en las respuestas de los estudiantes.

1. ¢Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 5 baldosas blancas?

neegca AN

QY

X =N

Figura 11. Ejemplo de sistema de representacion simbolico-algebraico (p. 32)

En la figura 12 mostramos la presentacion del problema contextualizado, tal y como se
les present6 a los estudiantes en el cuestionario. Se ofrecio a los estudiantes la posibili-
dad de utilizar materiales manipulativos que representaban los diferentes tipos de baldo-

sas: cuadrados blancos y grises.
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Un colegio quiere reformar el suelo de todos sus pasillos porque estd ya muy estropeado. El
equipo directivo decide enlosar los pasillos con baldosas blancas y con baldosas grises. Todas
las baldosas son cuadradas y tienen el mismo tamafio. Las baldosas se van a colocar en cada
pasillo de la manera que ves en la siguiente imagen.

El colegio contrata a una empresa para que reforme los pasillos de las tres plantas del colegio.
Te pedimos que ayudes a los albaiiiles a contestar algunas preguntas que necesitan responder
para hacer este trabajo.

Figura 12. Problema de las baldosas

A continuacion, se plantearon una serie de cuestiones relativas a casos particulares con-
secutivos, otros lejanos, hasta llegar a la generalizacion. En el planteamiento de estas
cuestiones, seguimos en modelo de razonamiento inductivo propuesto por Cafadas y
Castro (2007). En todas las preguntas se hacia énfasis en que justificaran sus respuestas.

Las cuestiones fueron las siguientes.

Cl1. (Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 5

baldosas blancas? ;Cémo lo sabes?

C2. Unos pasillos son mas largos que otros. Por eso, los albaiiiles necesitan diferente
nimero de baldosas para cada pasillo. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo

de un pasillo en el que colocan 8 baldosas blancas? ;Como lo sabes?

C3. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 10

baldosas blancas? ;Cémo lo sabes?

C4A. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan

100 baldosas blancas? ;Como lo sabes?
C4B. Ahora hazlo de una forma diferente y explicalo aqui.

C5. Los albaiiiles de una empresa siempre colocan primero las baldosas blancas y des-
pués las baldosas grises. ;Coémo puedes saber cudntas baldosas grises si ya han coloca-

do las baldosas blancas?
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C6. En uno de los pasillos, por error los albaiiles han colocado las baldosas grises antes
que las blancas. Han colocado 20 baldosas grises, ;cuantas baldosas blancas necesitan?

(Como lo sabes?

C7. En otro pasillo los albafiles también han colocado las baldosas grises antes que las
blancas. Han colocado 56 baldosas grises, ;cudntas baldosas blancas necesitan? ;Como

lo sabes?

En sintesis, en el disefio del instrumento contempla un problema contextualizado que se
encuentra apoyado por un sistema representacion manipulativo (baldosas de papel gri-
ses y blancas) y pictorico. Las primeras cuatro preguntas responden a una funcion direc-
ta (la variable independiente es el numero de baldosas blancas), presentindose casos
particulares no consecutivos. La pregunta 5 estd disefiada con la intencion que los estu-
diantes puedan expresar y representar la generalizacion de la relacion entre las varia-
bles. Las preguntas 6 y 7 responden a una funcién inversa, donde se presentan casos

particulares cercanos

Categorias de analisis

La construccion de las categorias se apoya en la Teoria Fundamentada (Corbin y
Strauss, 1990), la cual dispone de procedimientos especificos para la recogida y anélisis
de datos. Siguiendo esta idea y puesto que los fenomenos no se conciben como estati-
cos, ya que estos cambian continuamente en respuesta a los cambios, construimos las
categorias en funcion de elementos tedricos presentados en los capitulos previos (e.g.,
Canadas, en prensa; Cafiadas y Molina, 2016; Confrey y Smith, 1991; Martinez et al.,
2013; Molina, 2014; Smith, 2008; Thompson, 1994; Wilkie, en prensa), asi como nues-
tros antecedentes sobre pensamiento funcional (Blanton et al., 2015; Brizuela y Earnest,
2008; Canadas y Fuentes, 2015; Carraher y Schliemann, 2007; Fuentes, 2014; Merino,
2012; Merino, Canadas y Molina, 2013). Adicionalmente, resolvimos la tareas pensan-

do en posibles respuestas de los estudiantes.

Presentamos las categorias para el andlisis de los datos en la tabla 1.
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Tabla 1. Categorias para el andlisis de datos

Categorias Subcategorias

Relaciones funcionales Recurrencia
Correspondencia

Covariacion

Generalizacion Correcta

Incorrecta

Sistemas de representacion Verbal
Manipulativo
Pictorico
Simbolico-numérico

Simbdlico-algebraico

Representaciones multiples *

Nota. * = Por la gran cantidad de posibles combinaciones entre diferentes sistemas de repre-
sentacion, subcategorias asociadas al sistema de representacion multiples, hemos decidido no
registrar la totalidad de posibles combinaciones.

Siguiendo la propuesta de Canadas (en prensa), consideraremos presencia de pensa-
miento funcional en las respuestas de los estudiantes cuando al analizar de forma con-
junta la totalidad de las respuestas, identificamos, al menos, una relacion funcional en,
al menos, dos de las cuestiones empleadas. Por ejemplo, si un estudiante responde a las
cuestiones 2 y 3 empleando una misma relacion funcional, de correspondencia, conside-
raremos que este manifiesta pensamiento funcional y que la relacion que identifica es la
de correspondencia. Las figuras 13 y 14 evidencian esta situacion que, hipotéticamente,

podria presentarse al momento de analizar dos de las respuestas.

2. Unos pasillos son mas largos que otros. Por eso, los albafiiles necesitan diferente numero de
baldosas para cada pasillo. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el
que colocan 8 baldosas blancas?

22
(Como lo sabes?

He sumado las baldosas de grises de arriba, las de abajo, las de la derecha y la de la iz-
quierda. Entonces, 8 + 8 + 3 + 3 =22.

Figura 13. Ejemplo de relacion funcional de correspondencia para C2
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3. (Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 10 baldosas
blancas?

26
(Como lo sabes?

He sumado las baldosas de grises de arriba, las de abajo, las de la derecha y la de la iz-
quierda. Entonces, 10 + 10 + 3 + 3 = 26.

Figura 14. Ejemplo de relacion funcional de correspondencia para C3

En otros casos diferentes de aquel donde hemos descrito que consideramos que hay evi-
dencia de pensamiento funcional, tendremos en cuenta que no hay pensamiento funcio-
nal. La figura 15, tomada de Yanez (2015), da cuenta de una respuesta donde no es po-
sible identificar una relacion funcional, ya que establece una respuesta directa que

determina la cantidad de baldosas grises dada cien baldosas blancas.

4. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 100 baldosas blancas?

ba

Figura 15. Ejemplo de respuesta directa (Yafiez, 2015, p. 28)

Categoria relaciones funcionales

Apoyados en los aportes de Confrey y Smith (1991) y Smith (2008), analizamos las re-
laciones funcionales de: (a) recurrencia; (b) correspondencia; y (c) covariacion. Por
ejemplo, en la figura 13 el estudiante consideraria la cantidad de baldosas superiores (8)
e inferiores (8), la cantidad de baldosas laterales derechas (3) y la cantidad de baldosas
laterales izquierdas (3), A continuacion, realiza una suma entre los valores de la figura
descompuesta, con lo que obtiene la cantidad total de baldosas grises. Utiliza esta mis-
ma relacion funcional para los casos de 10 baldosas blancas (ver figura 14). En estos
casos, se observa que relaciona pares de valores (a, f(a)) para valores de a correspon-
dientes a los casos particulares (8 y 10), y establece la relacion con los nimeros de bal-
dosas grises 22 y 26, respectivamente. Por eso interpretamos que un estudiante con esas

respuestas identificaria una relacion de correspondencia.
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Categoria generalizacion

A partir de los elementos provenientes de la teoria e investigacion, consideramos dos
opciones de generalizacion que pueden manifestar los estudiantes de tercero de educa-
cioén primaria que manifiestan pensamiento funcional: (a) generalizacion correcta; y (b)
generalizacion incorrecta. En el cuestionario empleado, la cuestion 5 busca que los es-
tudiantes manifiesten mediante algiin sistema de representacion la relacion general entre
las variables. Un ejemplo de una generalizacion correcta que podria presentarse en las

respuestas de los estudiantes se muestra en la figura 16.

5. Los albaiiiles de la empresa siempre colocan primero las baldosas blancas y después las bal-
dosas grises. ;Como puedes saber cudntas baldosas grises si ya han colocado las baldosas blan-
cas?

Pues, sumando dos veces la cantidad de baldosas blancas mas las baldosas laterales

de la derecha e izquierda, que son 3 y 3.

Figura 16. Ejemplo de generalizacion

En la respuesta brindada en la figura 16, es posible identificar la manera en la cual se
establece una relacion entre la variable independiente (baldosas blancas) y la variable
dependiente (baldosas grises). En sintesis, en este ejemplo es posible determinar la can-

tidad de baldosas grises dada n baldosas blancas.

Dentro de las generalizaciones incorrectas, consideramos aquellas donde los estudiantes
plantean: (a) una respuesta completamente incorrecta; (b) un intento de generalizacion
pero incompleto; o (c) respuesta directa. En la figura 17 mostramos un ejemplo una ge-

neralizacion incorrecta € incompleta.

5. Los albaiiiles de la empresa siempre colocan primero las baldosas blancas y después las bal-
dosas grises. ;Como puedes saber cudntas baldosas grises si ya han colocado las baldosas blan-
cas?

Sumando el doble de baldosas blancas.

Figura 17. Ejemplo de generalizacion incorrecta € incompleta

En la respuesta de la figura 17 se observa que, aunque la idea de “sumar el doble” esta
bien orientada en el contexto del problema, le faltaria agregar las seis baldosas de los

lados.
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Categoria sistemas de representacion

Considerando el curso en el que centramos esta investigacion, tercero de educacion
primaria, en las caracteristicas especificas de la tarea y en los aportes tedricos prove-
nientes de la teoria (Molina, 2014) y de la investigacion (Brizuela, 2005; Fuentes, 2014;
Merino, 2012; Merino, Cafiadas y Molina, 2013; Yafnez, 2015), analizamos los sistemas
de representacion que emplean aquellos estudiantes que manifiestan pensamiento fun-
cional en sus respuestas. Consideramos que los sistemas de representacion que pueden
emplear los estudiantes son: (a) verbal; (b) manipulativo; (c) pictorico; (d) simbdlico-
numérico; y (e) simbodlico-algebraico. También en esta seccion destacamos la posibili-
dad que los estudiantes emplean representaciones multiples como una combinacion al

usar dos o mas sistemas de representacion.

En las figuras 18, 19 y 20 presentamos ejemplos de diferentes sistemas de representa-
cion empleados por estudiantes de quinto de educacion primaria en el problema de las

baldosas (Yanez, 2015).

4. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 100 baldosas blancas?

e

Figura 18. Ejemplo de sistema de representacion verbal. (Yafiez, 2015, p. 29)

4. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 100 baldosas blancas?

[02% 2 =204+

Figura 19. Ejemplo de sistema de representacion simbolico-numérico (Y afiez,

2015, p. 29)
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3. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan | 0 baldosas blancas?

Figura 20. Ejemplo de sistema de representacion pictorico y verbal (Yadez, 2015,

p. 29)

Los sistemas de representacion no son mutualmente excluyentes por lo que, para el ana-
lisis consideramos la posibilidad de que aparecieran representaciones multiples (ver fi-

gura 20) y sintéticas.

Analisis de datos

Analizamos las respuestas escritas de los estudiantes en los cuestionarios, complemen-
tando esta informacion con respuestas orales que manifestaron durante la parte de la se-
sion en gran grupo. Para la codificacion de las respuestas de los alumnos, a cada uno de

estos se le atribuyo6 un codigo especifico (Ai, con i=1, ... 24).

Para el analisis de la informacion, nuestra unidad de analisis fueron los estudiantes,
considerando los focos establecidos en las categorias, que responden a los objetivos
presentados: (a) relaciones funcionales empleadas; (b) generalizacion; y (c) sistemas de

representacion.

Una vez que los estudiantes han recibido un codigo, se ha identificado la cantidad de
estudiantes, de un total de 24, que no han respondido la cuestion planteada. Luego,
identificamos aquellos que brindan respuestas directas, en donde no es posible identifi-
car los elementos que nos hemos propuesto para esta investigacion. De los estudiantes

restantes, analizamos sus respuestas.

44



Eder Pinto Marin, 2016.

Analizamos la totalidad de las respuestas que brindan los estudiantes a las cuestiones
del problema. Comenzamos por establecer la presencia o ausencia de relaciones funcio-
nales en cada una de las cuestiones, lo que nos permiti6 identificar aquellos estudiantes
que manifiestan pensamiento funcional. Consideramos que los estudiantes que mani-

fiestan pensamiento funcional son los que identifican, al menos, una relacion funcional

en, al menos, dos de las cuestiones planteadas.

Para este andlisis, empleamos una hoja de calculo: en una primera columna identifica-
mos a los estudiantes; en una segunda columna registramos si hay respuesta a la cues-
tion 1 y en la tercera columna registramos que relacion funcional se evidencia, en caso

de existir. Repetimos este procedimiento para las ocho cuestiones. La figura 21 muestra

la manera en la cual analizamos estos datos en las tres primeras cuestiones.

_J A B | C D | E F | G
1 c1 Cc2 Cc3
2 |Sujeto R/NR Rel. Func. R/NR Rel. Func. R/NR Rel. Func.
3 A01 1 1 - 1 cov
4 A02 1 1 - 1
5 A03 1 1 - 1 cov
6 A04 1 1 - 1
7 A0S 1 corr 1 corr 1 corr
8 A0 1 corr 1 cov 1 corr
9 A07 1 1 - 1
10 A08 1 1 - 1
11 A0S 1 1 corr 1 corr
12 A10 1 1 - 1
13 All 1 corr 1 corr 1
14 Al2 1 1 cov 1 cov
15 Al3 1 1 - 1 corr
16 Al4 1 1 corr 1 corr
17 A15S 1 1 - 1
18 Al6 1 1 - 1
19 Al17 1 1 - 1
20 Al8 1 1 - 1
21 AlS 1 corr 1 - 1 corr
22 A20 1 1 - 1
23 A21 1 1 - 1
24 A22 1 corr 1 corr 1 corr
25 A23 1 1 - 1
26 A24 1 1 - 1 corr

Figura 21. Andlisis de datos para identificar relaciones funcionales
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A continuacion, clasificamos las respuestas de los estudiantes en dos grupos: (a) aque-
llos que evidencian pensamiento funcional; y (b) aquellos que no manifiestan pensa-

miento funcional.

A partir de los estudiantes que manifiestan pensamiento funcional, clasificamos las res-
puestas a la pregunta sobre generalizacion (C5). Para esto, categorizamos las respuestas
en: (a) generalizacion correcta; o (b) generalizacion incorrecta. Dentro de las incorrec-
tas, realizamos una nueva clasificacion, las que pueden ser generalizaciones: (a) res-
puesta completamente incorrecta; (b) un intento de generalizacion pero incompleto; o
(c) respuesta directa. Destacamos que en caso de existir generalizacion en las respuestas
de los estudiantes, esta generalizacion se puede emplear en cualquiera de las tres rela-

ciones funcionales identificadas.

Finalmente, del grupo de estudiantes que evidencian pensamiento funcional, analizamos
el tercer elemento de interés: los sistemas de representacion. Para esto, registramos nue-
vamente en una hoja de calculo el o los sistemas de representacion empleados por cada
una de las cuestiones. En la figura 22 presentamos un ejemplo del analisis realizado pa-

ra la primera cuestion, segln el sistema de representacion empleado.

| A T S R YO J—— F

1 C1

2 |Sujeto |Ver. S.Num. Alg. Pict. Man.

3 |A3 0 0 0 1 0

4 |AS 0 1 0 0 0

5 (A6 1 0 0 0 0

6 A9 0 0 0 1 0

7 A1l 1 0 0 0 0

8 A12 1 0 0 0 0

9 |A13 0 0 0 1 0
10 Al4 0 0 0 1 0
11 |Al1S 0 1 0 1 0
12 |A22 0 1 0 0 0
13 A24 0 0 0 1 0

Figura 22. Andlisis de datos para identificar sistemas de representacion
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CAPITULO 5. RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo presentamos los resultados y la discusion de los mismos. Tras centrar-
nos en resultados generales, pasamos a resultados mas particulares, relacionados con los
objetivos de investigacion y que organizamos en tres apartados relativos a las relaciones

funcionales, la generalizacion y los sistemas de representacion.

Todos los estudiantes respondieron a las tres primeras cuestiones del problema. Veinti-
trés estudiantes respondieron a C4A., mientras que catorce estudiantes entregaron una
respuesta escrita en C4B. En C5, C6 y C7 la cantidad promedio de alumnos que respon-
dieron las cuestiones es de dieciséis. Con base en estos datos, creemos que las primeras
preguntas tienen mayor cantidad de respuestas por tratarse de cuestiones que abarcan
casos particulares no consecutivos con niimeros pequefios. Del mismo modo, el alto ni-
vel de respuestas en blanco en C5 responde a la complejidad que supone generalizar la
relacion entre variables, considerando la edad de los estudiantes. Conjeturamos que las
funciones inversas también suponen un desafio mayor para los estudiantes, lo que inter-

pretamos a partir de la cantidad de preguntas respondidas en C6 y C7.

Relaciones funcionales

En este apartado, recogemos los principales resultados sobre las relaciones funcionales,
presentando evidencias de respuestas que consideramos mas representativas, ya que son
ejemplos que se repiten. En sintesis, del total de respuestas analizadas, 11 estudiantes
manifiestan pensamiento funcional, mientras que en 13 de ellos no es posible determi-

nar este tipo de pensamiento a partir de sus respuestas en los cuestionarios.

En la tabla 2 presentamos las relaciones funcionales que emplean aquellos estudiantes

que manifiestan pensamiento funcional, por cada una de las cuestiones.
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Tabla 2. Relaciones funcionales utilizadas por los estudiantes en cada cuestion

Alumno

C RF A3 A5 A6 A9 All Al12 Al3 Al4 Al19 A22 A24 Total

Cl Cr v v v v v 5
Cv 0

C2 Cr v v v v v v 6
Cv v

C3 Cr v v v v v v v v 8
Cv v v

C4.A. Cr v v/ v v v/ v/ v/ v/ v 9
Cv

C4.B. Cr v v v v v v v 7
Cv 0

C5 Cr v v v 3
Cv v v v

Co6 Cr v v v 3
Cv v

C7 Cr v v v v v v 6
Cv 0

Total 5 4 7 7 7 2 3 5 2 8 4

Nota. C= cuestion; RF = relacion funcional; Cr = correlacion; Cv = covariacion; A = alumno.
Sobre las relaciones funcionales que utilizan los 11 alumnos que ponen de manifiesto
este tipo de pensamiento, ningin estudiante pone de manifiesto la relacion de recurren-
cia. Cada uno de los estudiantes identificados en esta tabla manifiestan pensamiento
funcional, ya que emplean una relacién funcional en, al menos, dos de las cuestiones
presentadas. Por ejemplo, en las respuestas de A12 es posible identificar dos relaciones
funcionales en dos cuestiones diferentes, mientras que en las respuestas escritas de A22

es posible identificar una relacion funcional en cada una de las cuestiones.

De los 11 estudiantes que manifiestan pensamiento funcional, resulta interesante desta-
car la manera en la cual cuatro estudiantes (A3, A6, A9 y A22) dan cuenta de dos rela-
ciones funcionales diferentes al responder las cuestiones planteadas en el cuestionario:
correspondencia y covariacion. Por ejemplo, en las respuestas de A3 es posible identifi-

car relacion de correspondencia en tres cuestiones (C4A., C5 y C7) y la relacion de co-
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variacion en dos cuestiones (C3 y C6). Es importante sefialar que ninglin estudiante pre-
senta dos relaciones funcionales diferentes en una misma cuestion. Este hallazgo coin-
cide con los resultados de Morales, Cafadas, Brizuela y Goémez (en prensa), quienes
muestran como dos alumnos de primero de primaria, al trabajar sobre una tarea que in-
volucra una funcioén lineal, emplean también las mismas dos relaciones funcionales al
trabajar sobre un problema contextualizado. Sobre este antecedente, concordamos que
un mismo alumno puede trabajar sobre una tarea en la que emplea mas de una relacion

funcional.

Los demads estudiantes (A5, All, A12, A13, Al4, A19 y A24) manifiestan la misma

relacion funcional, de correspondencia, en las cuestiones identificadas.

La mayoria de las relaciones funcionales que evidencian los estudiantes de tercero son
de correspondencia. A22 es un estudiante donde consideramos que hay manifestacion
de pensamiento funcional porque en mas de dos cuestiones responde siguiendo una
misma relacion funcional, de correspondencia. Las figuras 23, 24 y 25 dan cuenta de la

predominancia de esta relacion funcional.

1. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 5 baldosas blancas?

(

(Coémo lo sabes?

f){; ;/ ~ 3 4/ =" (

“

AN

Figura 23. Respuesta de A22 en C1

En la figura 23 el estudiante considera el numero de baldosas blancas dadas (5) y le
afiade dos (7). Asi, tendria el nimero de baldosas grises en uno de los laterales (superior
o inferior). A continuacién, suma ese numero consigo mismo (7+7), con lo que obtiene
el numero de baldosas grises en los laterales superior e inferior de las baldosas blancas.
Finalmente, afiade dos, que se corresponden con las baldosas a los lados derecho e iz-

quierdo de las baldosas blancas (7+7+2).
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2. Unos pasillos son més largos que otros. Por eso, los albafiiles necesitan diferente ntimero de baldosas
para cada pasillo. ;Cuéntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 8
baldosas blancas?

g

¢ Cdémo lo sabes?

Poriut 1047 47 = 55

Figura 24. Respuesta de A22 en C2

3. (Cudntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 10 baldosas blancas?

2%

¢ Coémo lo sabes?

NS

{

Pordue 17172 42=26

Figura 25. Respuesta de A22 en C3

Utiliza esta misma relacion funcional para los casos de 8 y 10 baldosas blancas (ver fi-
guras 24 y 25). En los tres casos, se observa que relaciona pares de valores (a, f(a)) para
valores de a correspondientes a los casos particulares (5, 8 y 10), y establece la relacion

con los nimeros de baldosas grises 16, 22 y 26, respectivamente.

Junto con las respuestas escritas al cuestionario, este mismo estudiante respondi6 oral-
mente a C4.A., donde emplea la misma relacion funcional usada en las cuestiones ante-
riores. El siguiente extracto es parte del didlogo entre el estudiante y la profesora-
investigadora, en la cual se busca justificar la manera de obtener la respuesta a la situa-
cién. Acompafiamos la explicacion del alumno en el relato con iméagenes, provenientes

de la grabacion, que reflejan la explicacion brindada por €l (ver figuras 26 y 27).
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A22:

Profesora-Investigadoral :

A22:

Tenemos cien baldosas, entonces, arriba hay cien. Pero yo,
como hay mads a los lados, hay ciento dos.

(representa en la pizarra la parte superior del dibujo). Pues,
aqui tienes cien, /jno?, por ejemplo. ;Y a los lados?

A los lados le sumamos uno. Entonces serian dos mas, y es
ciento dos. Y luego abajo, hacemos lo mismo...

Figura 26. Explicacion de A22 (parte 1)

Profesora-Investigadoral :
A22:

Vale, hazlo si quieres para que te entiendas mejor.

Hacemos lo mismo, y entonces es ciento dos, porque le he
sumado dos al cien mas ciento dos. Y entonces, como en
los lados, en el medio, pues como aqui hay uno y aqui otro
(haciendo referencia a las baldosas grises laterales a las
baldosas blancas). Pues entonces, ciento dos mas ciento
dos, doscientos cuatro, mas dos. Igual a doscientos seis.

Figura 27. Explicacion de A22 (parte 2)
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Profesora-Investigadoral: Muy bien, ;habéis entendido ahora mejor?

Alumnos: Si.

En este extracto, es posible analizar la manera en la cual el estudiante emplea el patron
para determinar la cantidad total de baldosas grises dadas 100 blancas. Al finalizar su
explicacion, el estudiante da cuenta de la expresion simbdlica-numérica (102 + 102 + 2
=206), que le permite obtener la cantidad de baldosas grises dada 100 blancas. La figu-

ra 28 da cuenta de esta expresion.

Figura 28. Expresion simbolico-numérico de A22

En la respuesta oral y escrita brindada por A22, es posible identificar el patrén que
coincide con la respuesta que entreg6 al cuestionario. La figura 29 da cuenta del patron

empleado por este estudiante.

4. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 100 baldosas blancas?

206,

¢ Coémo lo sabes?

Porfue 1224762 197 66

Figura 29. Respuesta de A22 a C4.A
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También encontramos ejemplos de relaciones de covariacion. En la figura 30 presenta-

mos un ejemplo de la respuesta de A3 a C2y C3.

ﬁ Unos pasillos son mas largos que otros. Por eso, los albafiles necesitan diferente nimero de baldosas
para cada pasillo. ;Cudntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 8

baldosas blancas?
20

¢ Como lo sabes?

hocert @ mentoce U cantolle

3. ;Cuantas baldosas griscs necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 10 baldosas blancas?

A

¢ Cémo lo sabes?

SL el de € N Wol .0 + Z- e

Figura 30. Respuestas de A3 en C2y C3

La estudiante A3 (ver figura 30) a pesar de entregar una respuesta erronea, al responder
la tercera pregunta utiliza el resultado obtenido en la pregunta anterior, sobre la que
construye un procedimiento (sumar 2) para llegar a la respuesta. En este caso, observa-
mos que la estudiante se centra en la variacion que hay en el numero de baldosas blan-
cas (entre 8 y 10, hay un aumento de dos baldosas blancas) para calcular el nimero de
baldosas grises, para las que concluye que la variacion también ha de ser de dos. Por
tanto, puesto que se centra en como la variacion entre dos valores de la variable inde-
pendiente afecta a la variacién que se produce entre dos valores de la variable depen-

diente, se trata de una relacidén de covariacion.
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La utilizacion con mayor frecuencia de la correspondencia, entendida como la relacion
entre los pares correspondientes de la variable (Smith, 2008), es posible relacionarla con
las experiencias a las cuales los estudiantes se encuentran mas habituados, como puede
ser el trabajo con patrones numéricos y la obtencion de regularidades. En este sentido,
parece que, de forma natural (puesto que no lo han trabajado en clase), los estudiantes
han superado la relacion de recurrencia, que es la que se suele trabajar a través de patro-
nes en educacion infantil y primeros cursos de educacion primaria y se considera la mas
basica; pasando a relaciones en las que aparecen implicadas valores de las dos variables:
correspondencia y covariacion. Tal como lo mencionabamos en el marco teérico, Blan-
ton et al. (2015) realizan una investigacién centrada en los niveles de sofisticacion de
pensamiento que pueden presentar los estudiantes durante la educacion primaria, especi-
ficamente al momento de generalizar relaciones funcionales. En estos niveles, que tie-
nen un caracter descriptivo, se evidencia que los estudiantes transitan por relaciones

funcionales de recurrencia hasta llegar a la correspondencia y a la covariacion.

En el caso de la funcién inversa, otro estudiante, A11, emplea una relacion funcional de

correspondencia en cada una de estas cuestiones, tal como se presenta en la figura 31.

54



Eder Pinto Marin, 2016.

_| 6. En uno de los pasillos, por error los albaiiiles han colocado las baldosas grises antes que las blancas.
Han colocado 20 baldosas grises ;cuantas baldosas blancas necesitan?

1T blancae™

¢ Cémo lo sabes?

poos  £ret T Ao les  lades o

\ _,a‘_[ Yoy ! i \ P N
¢ Ot oo Ba Q{)‘ —6 = {4 wu le
Mrtgad a0 catoveg 7 e dotal29 boldig.

7. En otro pasillo los albaiiiles también han colocado las baldosas grises antes que las blancas. Han
colocado 56 baldosas grises ;cuéantas baldosas blancas necesitan?

2% blances

¢ Cémo lo sabes?

~ < e §o oo i, i } - f
P‘j & e Tlres =4 2y B Vol L4

"' L F; SO
» i m

So-06<= Sg Y la W€ Jd¢ ‘3.0;

Figura 31. Respuestas de A11 a C6y C7

En ambas respuestas de A11 se evidencia el patron que permite determinar la cantidad
total de baldosas blancas dadas las grises. Esta situacion, descrita en la figura 31, es po-
co frecuente en las respuestas de los estudiantes, ya que de manera similar a lo que pre-
senta Merino (2012) y Merino, Cafiadas y Molina (2013), la mayoria de los estudiantes
en este tipo de relaciones funcionales sigue trabajando y alude a la relacion directa, asi
como también se evidencia la presencia de la estrategia de ensayo-error. Estos elemen-
tos dan cuenta, desde nuestra perspectiva, de la complejidad que supone enfrentar las
funciones inversas en el enfoque funcional del algebra escolar, lo que se relaciona con

lo indicado por Warren y Cooper (2005).

Generalizacion

En el cuestionario empleado, la cuestion 5 busca que los estudiantes establezcan la rela-

cion general entre las variables, conocida la variable independiente. Una respuesta dada
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por A9, que consideramos una respuesta en la que evidencia generalizacion, es la si-
guiente “el nimero de baldosas blancas se suma dos veces y se le afladen 6”. En esta
respuesta, que es la unica que indica generalizacion correcta, es posible identificar, me-
diante un sistema de representacion verbal, la relacion existente entre la variable depen-
diente e independiente. Creemos que la existencia de una sola respuesta donde es posi-
ble evidenciar generalizacion se debe a las experiencias a las que son expuestos los
estudiantes en sus aprendizajes matematicos, los que estan recién comenzando la educa-

cion formal.

Si bien solo encontramos un estudiante que realiza una generalizacion correcta a partir
de la situacion planteada, destacamos las respuestas que brindan dos estudiantes, en las

cuales es posible identificar indicios de generalizacion.

Un primer estudiante que realiza un intento de generalizacion, pero incompleto, es Al11.

La figura 32 presenta la respuesta del estudiante.

5. Los albaiiiles de la empresa siempre colocan primero las baldosas blancas y después las baldosas
grises. ;Como puedes saber cuantas baldosas grises si ya han colocado las baldosas blancas?

- . - oay S
(Pu es St Lol o0 b ?QJ oot >
Pu g~ _ -
\ (-"\Q.Lg l ¢ % (\} b (3 S O L -y "
P,: {7 7T A4 . e { <o \/

!
- p
i

2 A Lot el loG .,

-
+
ot

Figura 32. Respuesta de A1l en C5

En esta respuesta es posible identificar que el alumno establece la relacion del doble de
baldosas blancas pero la sitiia en un caso particular. Este estudiante identifica correcta-
mente el valor que se mantiene constante en la funcion: la cantidad de baldosas grises

laterales.

Un segundo estudiante que presenta un intento de generalizacion, pero este es incom-

pleto es A22. La figura 33 muestra la respuesta del alumno.
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5. Los albaiiiles de la empresa siempre colocan primero las baldosas blancas y después las baldosas
grises. {Como puedes saber cudntas baldosas grises si ya han colocado las baldosas blancas?

- l"“_ ‘,‘OAA m C//\?‘I\JJ, (5 ii\‘ U e

Figura 33. Respuesta de A22 en C5

En la respuesta brindada por A22 (ver figura 33) es posible identificar que el estudiante
solo ha identificado, al igual que el estudiante anterior, la cantidad de baldosas grises
que se mantiene constante. La diferencia con la respuesta anterior, es que en esta no hay

informacion explicita asociada a la relacion entre baldosas grises y blancas.

En sintesis, de los 11 estudiantes en los que es posible evidenciar pensamiento funcio-
nal, uno de ellos establece una generalizacion correcta y en los restantes 10 alumnos es
posible identificar una generalizacion incorrecta. De este tltimo grupo de alumnos, en
dos respuestas es posible identificar un intento de generalizacion, pero este es incorrec-
to. Por otra parte, ocho estudiantes presentan una generalizacidn completamente inco-

rrecta.

Sistemas de representacion

En la tabla 3 organizamos los resultados relativos a los sistemas de representacion em-
pleados por los estudiantes que manifiestan pensamiento funcional en cada una de las

cuestiones.

Tabla 3. Sistemas de representacion empleados por los estudiantes en cada cuestion

Cuestiones
Alumnos Cl1 C2 C3 C4A C4B C5 C6 C7
A3 p m v;n n n \% \% n
AS n n n n - - - -
A6 \% \% n n n \% \% n
A9 p n n n \ \% \% v
All \% v;n \% v;n n v;n v;n v;n
Al12 \% v;n n n v;n \% - -
Al3 p m \% v n m m m
Al4 p \% v;n n n \% \% v
Al19 p;n \% v;n n - n p p
A22 n n n n A \% n n
A24 p m v; n v; n p m m

Nota. p = pictorico; n = simbolico-numérico; v = verbal; m = manipulativo.
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En términos generales, la mayoria de los estudiantes emplean los sistemas de represen-
tacion verbal y simbdlico-numérico y, en menor medida, los sistemas de representacion
pictorico y manipulativo. Los alumnos no emplean el sistema de representacion simbo-

lico-algebraico en ningun caso.

Especificamente, del total de las respuestas analizadas en los cuestionarios, en 29 res-
puestas es posible identificar la presencia de un sistema de representacion simbolico-
numérico, mientras que en 23 respuestas es posible identificar un sistema de representa-
cion verbal. Hay ocho respuestas en donde es posible identificar un sistema de represen-

tacion manipulativo y otras ocho respuestas con presencia pictorico.

Destacamos que dos estudiantes (A3 y A13) emplean cuatro sistemas de representacion
diferentes en sus respuestas a las cuestiones (manipulativo, pictdrico, verbal y simboli-
co-numérico), presentdndose un unico sistema de representacion por cuestion. Por otra
parte, el promedio de diferentes sistemas de representacion empleados por los estudian-
tes en las cuestiones es 3. Principalmente, estos estudiantes emplean los sistemas de re-

presentacion verbal, pictorico y simbodlico-numeérico.

Sobre esta ultima idea, nos parece interesante destacar la manera en la cual los estudian-
tes emplean diferentes sistemas de representacion a medida que responden las cuestio-
nes. Por ejemplo, hay seis estudiantes que comienzan empleando un sistema de repre-
sentacion pictérico o manipulativo para las primeras cuestiones y luego emplean
sistemas de representacion verbal o numérico. En las figuras 34, 35 y 36 presentamos

ejemplos de respuestas que se relacionan con lo que estamos describiendo.

1. ¢Cuéntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 5 baldosas blancas?

16

(Cémo lo sabes?

comtomss & dhgjg,

Figura 34. Respuesta de A3 a C1
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En la figura 34, es posible identificar la manera en la cual el estudiante emplea el siste-
ma de representacion pictdrico, proporcionado en el problema contextualizado, para ob-
tener la respuesta a la situacion. En esta situacion, el estudiante realiza un conteo de las

baldosas grises.

2. Unos pasillos son més largos que otros. Por eso, los albafiiles necesitan diferente nimero de baldosas |
para cada pasillo. ;Cudntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 8

baldosas blancas?
20

¢ Como lo sabes?

hocert @ mentoce U cantolle

Figura 35. Respuesta de A3 a C2

En la figura 35 identificamos el empleo de un sistema de representacion manipulativo.
En esta evidencia, el estudiante emplea el material manipulativo proporcionado por el
equipo de investigacion (baldosas de papel blancas y grises), para luego establecer me-

diante un conteo la cantidad de baldosas grises dada 8 baldosas blancas.

4. ;Cuéntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 100 baldosas blancas?
206

¢Como lo sabes?

™
-

oo +{oo=2oe +g - 206

Figura 36. Respuesta de A3 en C4

En esta respuesta, de la figura 36, identificamos que el estudiante emplea un sistema de

representacion simbolico-numérico al determinar la cantidad de baldosas grises dada
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100 blancas. Aqui, el alumno realiza una suma entre la cantidad de baldosas grises su-
periores (100) e inferiores (100), para luego sumar la cantidad de baldosas laterales (6).
En total, la expresion simbodlica-numérica permite al estudiante obtener la cantidad total
de baldosas grises dada 100 baldosas blancas. Pareciera que este estudiante, luego de
emplear sistemas de representacion pictdrico y manipulativo, ha encontrado el patron

numeérico que le permite determinar la cantidad de baldosas grises.

Dentro del grupo de alumnos que comienzan empleando sistemas de representacion
manipulativo o pictdrico para las primeras cuestiones, y luego emplean verbales o sim-
bolicos-numérico, existen tres estudiantes que emplean sistemas de representacion pic-

torico o manipulativo para las Gltimas cuestiones. La figura 37 muestra esta situacion.

6. En uno de los pasillos, por error los albaniles han colocado las baldosas grises antes que las blancas.
Han colocado 20 baldosas grises ;cudntas baldosas blancas necesitan?

Figura 37. Respuesta de A19 a C6

En la respuesta de la figura 37, el estudiante se apoya en un sistema de representacion
pictorico (dibuja las baldosas) para encontrar la respuesta a esta situacion. Creemos que
la dificultad que supone para los estudiantes la relacion funcional inversa, como lo
presentamos en la seccion anterior, hace necesario, desde nuestra perspectiva, la
utilizacion un sistema de representacion pictdrico o manipualativo al no encontrar un
patron o regla que permita determinar la cantidad total de baldosas blancas dada las

grises.

Hay dos estudiantes (A5 y A22) que emplean el sistema de representacion numérico-
simbolico, principalmente. Por ejemplo A22, tal como lo presentamos en la seccion de
relaciones funcionales (ver figuras 23, 24, 25 y 29), emplea este sistema de representa-

cion en seis de las ocho cuestiones presentadas en el cuestionario. Creemos que esta si-
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tuacion se debe a la facilidad con la que algunos estudiantes han identificado un patréon

y han determinado una relacion entre las variables implicadas.

Otro elemento que destacamos hace relacion a que en la respuestas de seis estudiantes
(A3, Al1, A12, Al4, A19 y A24) hemos identificado dos sistemas de representacion
diferentes en los cuales se apoyan para establecer la relacion funcional: representaciones

multiples. La figura 38 presenta la respuesta de A24 para la cuestion 3.

3. ¢Cudntas baldosas grises necesitan para ¢l suclo de un pasillo en el que colocan 10 baldosas blancas?

2L .

+Coémo lo sabes? . \
' i f . ; :

Noy 0
40 O {‘/\3 g N, @'U (Z)C“ Weto=0+T5< Q/"
=

Figura 38. Respuesta de A24 en C3

En la figura 38 se observa que ambos sistemas de representacion aportan informacion vy,
aunque tienen significados independientes, se necesitan para dar respuesta completa a la
cuestion. Segun la revision tedrica realizada, se considera una representacion multiple.
Siguiendo esta idea, pero bajo la combinacidn de sistema de representacion pictdrico y
simbdlico-numérico, A19 emplea conjuntamente estos dos sistemas de representacion,
donde es necesario analizarlos simultaineamente para que adquieran significado. Consi-
deramos que en esta respuesta es posible identificar un representacion multiple y, ade-
mas, sintética. La figura 39 evidencia este tipo de sistema de representacion, donde me-
diante una disposicion pictorica, A19 registra los numeros que representan la cantidad

de baldosas superior, inferior, lateral-derecha y lateral-izquierdo para la cuestion 1.
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1. ¢Cuéntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 5 baldosas blancas?
IS | | ( \”\
'CH Ol
T C66 16 sabes? ™~~~ ! f\j =
| 29600 N0 DA
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: 5 =lo, i

Figura 39. Respuesta de A19 a C1

Del mismo modo que la respuesta de A19 es considerada una representacion multiple y,
ademads, sintética, encontramos la respuesta de Al1, en la que frente a la cuestion 6, ex-
presa: “pues tres de los lados y 3 del otro lados 6, a 20 — 6 = 14 y la mitad de catorce 7.
En total 7 baldosas”. También se presentan los sistemas de representacion simbdlico-
numérico y verbal pero cada uno de ellos no tiene significado por separado, consideran-

dose como una representacion multiple y sintética.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES

Estructuramos este ultimo capitulo de la memoria, las conclusiones, en tres partes: (a)
logro de los objetivos y principales aportes de la investigacion; (b) limitaciones; y (c)

principales lineas abiertas que deja el estudio.

Logro de objetivos y principales aportes

Las respuestas escritas que los estudiantes han planteado en el cuestionario, asi como la
informacion proveniente de la tltima sesion del experimento de ensefianza, nos permi-
ten abordar los objetivos de investigacion planteados. Por un lado, hemos identificado
los estudiantes de tercero de educacion primaria que ponen de manifiesto el pensamien-
to funcional a partir de un problema contextualizado. Entre estos alumnos, hemos des-
crito el tipo de relacion funcional que utilizan, la presencia de generalizacion y descri-

bimos los sistemas de representacion que emplean.

El primer objetivo general era “identificar estudiantes de tercer curso de primaria que
manifiestan pensamiento funcional”. Hemos identificado 11 estudiantes del curso des-
crito que manifiestan pensamiento funcional, por lo que consideramos que este objetivo
estd cumplido. Para dar respuesta a este objetivo, hemos aplicado un criterio para de-
terminar cuando un estudiante evidencia pensamiento funcional. Este criterio consiste
en considerar que un estudiante evidencia pensamiento funcional cuando ponen de ma-

nifiesto, al menos, una relacion funcional en, al menos dos cuestiones planteadas.

Este objetivo general trae consigo dos objetivos especificos, los que detallamos a conti-
nuacion. El objetivo especifico 1 era “describir las relaciones funcionales que eviden-
cian los estudiantes de tercero de primaria”, podemos indicar que este se ha cumplido,
ya que identificamos y describimos su presencia en cada una de las cuestiones. Las rela-
ciones funcionales mostradas por los estudiantes permiten detectar los alumnos que ma-

nifiestan este tipo de pensamiento, asi como la manera en la cual estos se enfrentan a
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problemas contextualizados que involucran funciones lineales. A partir de los resultados
obtenidos, destacamos la manera en la cual adquiere predominancia la relaciéon de co-
rrespondencia, y en menor medida, la covariacion. Esta informacion se relaciona con los
resultados de la investigacion de Morales, Canadas, Brizuela y Gémez (en prensa),
quienes destacan que en las relaciones funcionales que manifiestan estudiantes de pri-
mero de primaria al responder un cuestionario que implica un problema contextualiza-

do, se pueden hallar dos relaciones funcionales diferentes.

En relacion con nuestro segundo objetivo especifico, “describir la generalizaciéon em-
pleada por aquellos estudiantes que manifiestan pensamiento funcional”, consideramos
que también se ha cumplido. Si bien encontramos un estudiante que entregé una res-
puesta en donde fue posible identificar una generalizacion entre las variables presenta-
das en el problema y algunas evidencias que muestran generalizaciones incompletas por
parte de otros estudiantes, consideramos que estos hallazgos dan cuenta que este tipo de
problemas son posibles de realizar por estudiantes de tercer curso de primaria. Tal como
lo plantean algunos autores, que los nifios que se enfrentan a tareas que involucran ge-
neralizacion requieren de tiempo y experiencias significativas para trabajar sobre estos
procesos, ya que no se una tarea simple (Castro, 2012; Dreyfus, 1991). A partir del ele-
mento anterior, promover problemas de generalizacion en los estudiantes de los prime-
ros cursos permite favorecer y potenciar la promocion de modos de pensamiento alge-
braico, tal como se evidencian en investigaciones a la luz del early algebra (eg.,
Blanton, 2008; Carraher y Schliemnan, 2014; Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest,

2006, Molina, 20006).

Nuestro segundo objetivo general, “describir los sistemas de representacion que utilizan
estudiantes de tercero de educacion primaria que manifiestan pensamiento funcional”,
nos llevod a identificar y presentar los sistemas de representacion que emplearon los es-
tudiantes a partir de su trabajo en el problema contextualizado. Proporcionamos resulta-

dos que dan cuenta del logro del objetivo, detallado en los objetivos especificos 3 y 4.

En el tercer objetivo especifico, “identificar los sistemas de representacion que emplean
los estudiantes”, hemos destacado la predominancia del sistema de representacion sim-

boélico-numérico, seguido del sistema de representacion verbal, caracteriza a los estu-
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diantes de tercero de primaria que evidencian pensamiento funcional a partir del pro-
blema presentado. Junto con esto, la presencia de otros sistemas de representacion va
cambiando segln las exigencias que plantea cada cuestion. Consideramos que este obje-
tivo estd cumplido. A partir de esta investigacion, concluimos que el material manipula-
tivo entregado a los estudiantes parece no haber tenido un impacto significativo, ya que
fueron pocos los estudiantes que lo emplearon. A partir de estos elementos, y compa-
rando los resultados con los obtenidos por Yafiez (2015), quien emplea el mismo pro-
blema contextualizado en quinto de primaria, destacamos la diferencia existente entre la
variedad de sistemas de representacion empleados en tercer curso de primaria, ya que en
quinto predomina el sistema de representacion verbal y emerge el uso del sistema de

representacion simbolico-algebraico.

El ultimo objetivo especifico era “describir las representaciones multiples que emplean
los estudiantes”, lo que se realizd analizando las respuestas escritas de los estudiantes.
Hemos identificado y descrito representaciones multiples que se presentaron en las res-
puestas de los estudiantes, apareciendo principalmente combinacion de sistemas de re-
presentacion verbal-simbdlico-numérico, y en menor medida, pictdrico-simbolico-
numérico. Las evidencias provenientes de las respuestas de los estudiantes no permiten
observar la presencia de mas de tres sistemas de representacion en una misma respuesta.
Consideramos que este objetivo lo hemos cumplido. Por otra parte, la existencia drepre-
sentaciones multiples en algunas respuestas de los estudiantes, siguiendo las ideas de
Confrey y Smith (1991), permiten analizar como dos diferentes sistemas se complemen-
tan entre si y permiten tener una comprension mas profunda de la idea matematica que
subyace al problema. A partir de esta idea, Thompson y Chappell (2007) indican que
estos tipos de representaciones han recibido la atencion de los profesores de matematica
como una posibilidad de que su uso facilite el aprendizaje de esta disciplina, asociada a
la comprension. Destacamos el uso de representaciones multiples (algunas sintéticas)
por algunos estudiantes, ya que nos permite identificar las relaciones y conexiones que
los estudiantes pueden construir a partir del contenido matematico que subyace a la ac-
tividad. Complementando este hallazgo, Merino (2012) y Merino, Cafiadas y Molina

(2013) destacan la presencia de representaciones multiples en tres combinaciones posi-
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bles: (a) verbal-simbodlico-numérico; (b) verbal-simbodlico-algebraico; (c) verbal-
pictdrico.

En sintesis, consideramos que hemos cumplido la totalidad de objetivos propuestos. Por
otra parte, destacamos que este estudio viene a complementar una serie de investigacio-
nes que se centran el pensamiento funcional, tanto en el contexto internacional como en
Espafia (e.g., Blanton y Kaput ,2004; Canadas, Brizuela y Blanton, 2016; Carraher y
Schliemann, 2007, 2014; Morales y Canadas, en prensa; Merino, Cafiadas y Molina,
2013; Schliemann, Carraher y Brizuela, 2011; Warren y Cooper, 2005). En este ultimo
caso, el contexto espafiol, se han desarrollado algunas recientes investigaciones a la luz
del pensamiento funcional, centradas principalmente en los primeros y ultimos cursos
de la educacion primaria. Destacamos que esta investigacion, centrada en un curso in-
termedio de la educacion primaria, nos permite tener una vision mas global del como
los estudiantes de tres ciclos diferentes de primaria se enfrentan a problemas contextua-
lizados que pretenden favorecer y promover modos de pensamiento algebraico, especi-

ficamente el pensamiento funcional.

Limitaciones

Un primer aspecto a mencionar se relaciona con la estructura del trabajo de fin de mas-
ter. Tanto en la organizacion temporal como los recursos que componen este trabajo,
consideramos que el analisis de los datos y los resultados presentados son factibles de
profundizar y establecer mas relaciones entre los elementos descritos en esta investiga-
cion. Asi mismo, los instrumentos de recogida de informacion permiten cumplir con los
objetivos planteados pero, en ocasiones estos no hacen posible entrar en toda la profun-
didad que se querria para analizar mas en profundidad los conceptos y/o procedimientos

que empleaban los estudiantes al resolver el problema presentado.

Por otro lado, las investigaciones sobre el pensamiento funcional, tanto en el contexto
internacional como espafiol, dan cuenta de resultados que permiten observar como se
promueven estos modos de pensamiento. Aun asi, la cantidad de estudios a la luz de es-

te foco de investigacion esta creciendo paulatinamente. Esta limitacion se evidencid, por
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ejemplo, al momento de establecer comparaciones de nuestros resultados con otras in-

vestigaciones en el nivel que nos encontramos.

Lineas abiertas

Destacamos una primera linea abierta que deja esta investigacion, la cual se centra en
establecer comparaciones entre elementos que se relacionan con el pensamiento funcio-
nal. Por ejemplo, se puede desarrollar una comparacion entre investigaciones que: (a)
consideren la misma tarea en estudiantes de edades diferentes; o (b) otra tarea con estu-
diantes de esta misma edad. Sobre el primer caso, Yafiez (2015) realiza una investiga-
cioén centrada en quinto de primaria, dejando varios aspectos que se pueden comparar
con los resultados que hemos dado cuenta. Destacamos que ambas investigaciones estan
concebidas en el mismo proyecto de investigacion, las cuales emplean un marco tedrico
similar, un mismo instrumento de recogida de informacidn y objetivos que se pueden

relacionar, por ejemplo, los sistemas de representacion empleados por los estudiantes.

Otro aspecto que nos parece importante considerar para futuras investigaciones tiene
relacion con la formacion de profesores, centrado en el aprendizaje y ensefianza del al-
gebra escolar. Valoramos el aporte de la informacion empirica que da cuenta de la pro-
mocion de estos modos de pensamiento algebraico en estudiantes de educacion prima-
ria, pero creemos que hay un desafio para que los docentes posean un conjunto de
herramientas que les permitan promover modos de pensamiento algebraico en los estu-
diante de educacion primaria. Especificamente, una caracterizacion del pensamiento
funcional en experiencias con estudiantes de diferentes cursos de primaria puede permi-

tir establecer una propuesta de innovacion en el aula.

Un tercer elemento que destacamos se relaciona con las respuestas que brindaron aque-
llos estudiantes que poseen altas capacidades. Consideramos que analizar las respuestas
de estos estudiantes y las diferencias con respecto a estudiantes de rendimiento prome-

dio del curso pueden entregar elementos interesantes de profundizar e investigar.

Un ultimo aspecto a considerar para futuras investigaciones tiene relacién con una
reunion realizada con la maestra del curso meses después del terminado este estudio. En

esta reunion, la maestra nos reconoci6é que los nifios recordaban con carifio el trabajo
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que realizaron en esta investigacion. Especificamente, destacd que en varias ocasiones
los nifios resolvieron problemas matematicos como los habian trabajado con este equipo
de investigacion. Consideramos necesario indagar en el impacto que tuvo la experiencia
sobre el conocimiento algebraico de los nifios un tiempo después, quiza en comparacion

con otros que no hayan tenido experiencia con el pensamiento funcional previamente.

Finalmente, destacamos que estas lineas abiertas permiten establecer directrices para
futuras investigaciones que comenzara a trabajar el autor de este trabajo, en el marco de

su tesis doctoral.
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ANEXO A. CUESTIONARIOS DE LOS ESTUDIANTES

El siguiente enlace dirige a los cuestionarios de cada uno de los estudiantes.

https://www.dropbox.com/s/4ins3sp2ufaz1lw/Anex0%20A.%20Cuestionario%20de%?2
0los%?20estudiantes..pdf?d1=0
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ANEXO B. TRANSCRIPCION DE CAMARA FIJA

El siguiente enlace dirige a la transcripcion del video proveniente de la cdmara fija, la

que grabd la clase completa.

https://www.dropbox.com/s/fv30ffOnb5v1561/Anex0%20B.%20Transcripci%C3%B3n
%20c%C3%A 1mara%?20fija.pdf?d1=0
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ANEXO C. TRANSCRIPCION DE CAMARA MOVIL

El siguiente enlace dirige a las transcripciones del video provenientes de la cdmara mo-

vil, la que grabd el trabajo individual de los estudiantes.

https://www.dropbox.com/s/mdsttuci9c1c8gh/Anex0%20C.pdf?d1=0
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