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INTRODUCCION

El documento que presentamos recoge la investigacion que hemos llevado a cabo en el
curso 2007-08 como trabajo final de master en el Departamento de Didactica de la
Matematica de la Universidad de Granada.

Nuestro trabajo se ha centrado en realizar un estudio de casos sobre las generalizaciones
que realizan unos sujetos, alumnos de primer curso de Magisterio, de la especialidad de
Lengua Extranjera, a partir del analisis de expresiones aritméticas propuestas por la
investigadora. Se enmarca este trabajo en el campo de estudio que analiza el paso de la
aritmética al algebra, especialmente en las generalizaciones de patrones y estructuras
que presentan ciertas expresiones aritméticas.

El interés por el tema de investigacion elegido surge desde nuestra preocupacion en los
procesos cognitivos de los estudiantes y, mas concretamente, en las dificultades que
presentan en el aprendizaje del algebra.

A este respecto, los trabajos de Encarnacion Castro sobre la generalizacion a la que
llegan los alumnos al trabajar sobre patrones utilizando tres tipos de representaciones
diferentes, y de Marta Molina que estudia dentro del contexto de Early-Algebra el uso
de pensamiento relacional de alumnos que resuelven igualdades numéricas, me han
brindado tanto una fuente de conocimiento como una linea de investigacion en la que
profundizar o ampliar aspectos que ellas habian planteado.

Para la elaboracion de este trabajo iniciamos un proceso de busqueda y lectura de
articulos, libros y tesis doctorales, con el fin de conocer (en lo posible) las
investigaciones realizadas (nacionales e internacionales) sobre los temas de
generalizacion, patrones, algebra, Early-Algebra y pensamiento relacional.

La revision bibliografica que hemos realizado nos ha puesto de manifiesto algunas
evidencias de las que ya éramos conscientes como, por ejemplo, que los estudiantes
presentan dificultades en el paso de la aritmética al algebra y que el estudio de este
problema no es actual, sino que lleva varias décadas siendo objeto de investigaciones en
educacion matematica, enfocandose desde muy diversas perspectivas. De las
investigaciones consultadas hemos recopilado preguntas y problemas de investigacion
que los autores dejan pendientes. Dicha revision ademas nos ha servido como punto de

referencia para la fundamentacion tedrica de nuestro trabajo asi como para la eleccion



de tareas para proponer a los sujetos participantes en el trabajo y para la recuperacion de
una taxonomia sobre categorizacion de generalizaciones que hemos adoptado y
modificado, en parte, para analizar las producciones de los sujetos.

A continuacion presentamos el problema que hemos investigado tal como lo
formulamos, el marco tedrico sobre el que se ha sustentado el mismo, el marco
metodologico utilizado asi como los datos obtenidos, el andlisis de esos datos y una

sintesis de los resultados del trabajo realizado.



PROBLEMA A INVESTIGAR

Como ya hemos comentado anteriormente nuestro propoésito, al realizar este trabajo, se
centra en conocer el modo en que unos futuros maestros se enfrentan a ciertas tareas
aritméticas propuestas especialmente para provocar en ellos la realizacion y expresion
de generalizaciones. Analizamos el desempefio de los sujetos centrandonos en el tipo de
generalizaciones que realizan y en algunas de las dificultades que manifiestan en el

trabajo de las tareas propuestas.

Interés del problema

Consideramos que este problema tiene gran interés para la educacion matematica
debido a que el estudio del proceso de generalizacion ha sido abordado en la
investigacion de la ensefianza y aprendizaje del algebra para el caso de los alumnos de
educacion secundaria, pero no tanto en relacion a alumnos de otros niveles, en particular
futuros maestros. La investigacion de Waters (2004) reportd la existencia de una
literatura muy limitada sobre la creacion de patrones per se, y particularmente sobre
patrones a través de los que generalizar, asi como de la expresion y justificacion de estas
generalizaciones. Ademas, entre los hallazgos de su estudio indic6 que hay una
necesidad de proporcionar un mayor apoyo a los profesores en un esfuerzo para mejorar
su conocimiento matematico. Esta necesidad se intensifica si nos proponemos el
objetivo de que los maestros integren en la ensefianza de las matematicas de primaria el
desarrollo de pensamiento algebraico, como se sugiere desde la propuesta Early-
Algebra. Desde esta perspectiva, esperamos que los resultados de este trabajo sirvan
para informar sobre algunas de las necesidades concretas existentes en la formacion de

futuros maestros.

Antecedentes del problema a investigar
Como resultado de la busqueda de informacion sobre el problema a investigar, hemos
recopilado y analizado una serie de documentos que presentamos clasificados en la tabla

1, atendiendo al foco principal en el que se centran. Si bien es complicado, a veces,



decidir y considerar un foco Unico para los trabajos, hemos tratado de ajustar la
clasificacion tanto como nos ha sido posible. Todas estas investigaciones han sido de

nuestro interés ya que nos aportado informacion util en mayor o menor medida.

Tabla 1. Clasificacion de las investigaciones por temas

TEMAS AUTOR/ES Y ANO

- Ainley, J., Wilson, K. y Bills, L. (2003)

- Amit, M. y Neria, D. (2008)

- Becker, J.R. y Rivera, F.D. (2008)

- Canadas, C. (2007)

- Caiiadas, C. y Castro, E. (2004)

Enfasis en la - Davidov, V. (1972/1990)

Generalizacion | - Lobato, J., Ellis, A. y Mufioz, R. (2003)

- Mason, J. (1996)

- Mason, J., Graham, A. y Johnston—Wilder, S.
(2005)

- Zazkis, R., Liljedahl, P. y Chernoff, E.
(2008)

- Castro, E. (1995)

- Dindyal, J. (2007)

- Nathan, M. y Kim, S. (2007)

- Polya, G. (1966)

- Radford, L. (2008)

- Rivera, F.D. y Becker, J.R. (2008)
- Steele, D. (2008)

- Steen, L. (1990)

- Vogel, R. (2005)

- Warren, E. (2005)

- Warren, E. y Cooper, T. (2008)
- Waters, J. (2004)

Relacionado con
la
generalizacion | Patrones

- Carraher, D., Martinez, M. y Schliemann, A.
Early-Algebra (2008)
- Cooper, T. y Warren, E. (2008)

- Lannin, J., Barker, D. y Townsend, B. (2006)
Estrategias - Lannin, J. (2003)
- Yeap. B. H. y Kaur, B. (2008)

Taxonomia - Ellis, A., (2007a, by ¢)

; Earlv-Algeb - Carraher, D. y Schliemann, A. (2002, 2007)
Relacionado con arly-Algebra _ Van Amerom, B. (2003)

el Algebra

- Carraher, D., Schliemann, A., Brizuela, B. y
Earnest, D. (2006)

- Hewitt, D. (1998)

Algebra y
aritmética




Aritmética
generalizada

- Carraher, D., Schliemann, A. y Brizuela, B.
(2001)

- Schliemann, A., Carraher, D., Brizuela, B.,
Earnest, D., Goodrow, A., Lara-Roth, S. y
Peled, E. (2003)

- Warren, E. (2004)

Ensefianza —
Aprendizaje del
algebra

- Discussion Document for the Twelfth ICMI
Study (2000)

- Joint Mathematical Council of the United
Kingdom y The Royal Society (1997)

- Kaput, J. (1999)

- Kieran, C. (1989, 2006, 2007)

- Kieran, C. y Filloy, E. (1989)

- Lee, L. (1996)

- NCTM (2000)

- Socas, M., Camacho, M., Palarea, M. y
Hernandez, J. (1989)

- Van Amerom, B. (2002)

Concepciones
del algebra

- Usiskin, Z. (1999)
- Kieran, C. (1991)
- Fernandez, M., y Anhalt, C. (2001)

Relacionado con
el Pensamiento

Relacional

- Carpenter, T., Levi, L., Franke, M. L., y
Zeringue, J. K. (2005)

- Hunter, J. (2007)

- Molina, M. (2006)

- Stephens, M. (2007)

Algebraico

- Britt, M. y Irwin, K. (2008)

- Butto, C. y Rojano, T. (2004)
- Molina, M. (2007)

- Soares, J. (2006)

Funcional

- Blanton, M. y Kaput, J. (2005)

Matematico

- Schoenfeld, A. (1992)

Cuasi-variable

- Fujii, T. (2003)
- Fujii, T. y Stephens, M. (2001, 2008)

Varios de los documentos revisados (Discussion Document for the Twelfth ICMI Study,
2000; Joint Mathematical Council of the United Kingdom y The Royal Society, 1997;
Kaput, 1999; Kieran, 1989, 2006, 2007; Kieran y Filloy, 1989; Lee, 1996; NCTM,
2000; Socas et al., 1989; Van Amerom, 2002) presentan un trabajo desarrollado en este
ambito tratando de responder a la cuestion qué es el algebra, asi como buscando la
forma mas adecuada de trabajar el algebra en el sistema escolar. Dichos trabajos han
llevado a distinguir diferentes concepciones y componentes del algebra, y enfoques para
su trabajo en el aula, los cuales recogemos en el apartado dedicado al marco tedrico.

Una de dichas concepciones considera el adlgebra como aritmética generalizada (Ainley



et al., 2003; Amit y Neria, 2008; Becker y Rivera, 2008; Canadas, 2007; Carraher et al.,
2001; Davidov, 1972, 1990; Lobato et al., 2003; Mason, 1996; Mason et al., 2005;
Schliemann et al., 2003; Warren, 2004; Zazkis et al., 2008) y apuestan por la
generalizacién como una via de introduccidn al algebra en la escuela. Esta concepcion
es la que vamos a adoptar para nuestro trabajo.

Por otra parte, las lecturas resefiadas en la tabla nos han permitido discernir que el
enfoque de la ensefianza del algebra viendo ésta como una aritmética generalizada, se
incluye en una propuesta de cambio curricular denominada Early-Algebra, la cual
pretende introducir el algebra desde los primeros cursos de la escolarizacion obligatoria.
Es conveniente hacer notar que el Early-Algebra no se refiere al algebra formal de la
educacidn secundaria, sino que es una propuesta que trata de iniciar a los estudiantes en
la actividad y pensamiento algebraico a través de situaciones ricas en relaciones
estructurales en varios topicos del curriculum de la escuela elemental, preparandoles
para una introduciendo de la notacion algebraica gradualmente (Carraher et al., 2008;
Carraher y Schliemann, 2002, 2007; Cooper y Warren, 2008; Van Amerom, 2003). Se
considera que la propuesta curricular denominada Early-Algebra puede salvar muchas
de las dificultades que presentan los estudiantes en el aprendizaje del algebra, las cuales
se consideran debidas, en gran parte, a la separacion del algebra y la aritmética en otro
tipo de ensefianza.

Trabajar conceptos y modos de pensamiento algebraicos desde los primeros cursos de
escolarizacion, tal y como propone la Early-Algebra, puede servir como puente entre
estas dos sub-areas de las matematicas. Para ello los maestros han de estar preparados
para llevar a cabo dicho trabajo en sus aulas. Por otro lado, el desarrollo de un
pensamiento relacional fuerte estard a favor de un buen logro en el trabajo en Early-
Algebra, ya que este tipo de pensamiento es el que interviene en el analisis de objetos o
situaciones matematicas, cuando se consideran como totalidades y se centra la atencion
en la busqueda de relaciones y en el andlisis de la estructura subyacente; lo que se
considera primordial para la generalizacién (Molina, 2006).

De gran interés nos ha resultado, en las lecturas realizadas, la considerable cantidad de
interrogantes aparecidas en las mismas, los cuales nos han dado pie para formular una

serie de cuestiones que presentamos organizadas de acuerdo a tres tematicas.

Preguntas que se centran en el trabajo de los estudiantes de magisterio ;[ Son capaces

de generalizar expresiones aritméticas?, ;Como hacen la generalizacion?, ;Qué pasos



dan?, ;Qué representaciones utilizan?, ;Qué variedad de generalizaciones producen los
estudiantes? ;Perciben relaciones en expresiones aritméticas dadas?, ;Buscan variedad
de relaciones?, ;Distinguen las relaciones que son claves para la generalizacion de las
que no lo son?, ;Se limitan a los ejemplos que se les dan en las tareas o buscan otros?,
,Ven las expresiones como totalidades o como una sucesion de términos aislados?,
(Qué retos encuentran los estudiantes en su esfuerzo para expresar la generalizacion de
relaciones apreciadas en expresiones aritméticas dadas?, ;Qué tipo de representaciones
intermedias sirven para ayudar a los estudiantes a pasar de una generalizacion con

palabras, a una generalizacion expresada en notacion algebraica?

Preguntas que se centran en el profesor [Qué trabajo pueden llevar a cabo los
profesores de educacion primaria para promover que sus estudiantes realicen
generalizaciones matematicas?, ;Cuales serian los beneficios de incorporar la propuesta
Early-Algebra y promover el pensamiento algebraico en la formacion de maestros?, ;De
que modo influye en los futuros maestros el aprendizaje y la reflexion en clase sobre la
conveniencia de la ensefianza de estos topicos en la escuela? ;Estan preparados los
futuros maestros para hacer frente a las dificultades que pueden presentar los estudiantes

al trabajarse en el aula la aritmética y el dlgebra de forma integrada?

Preguntas que se centran en el aprendizaje y la enseiianza [Coémo aprenden los
estudiantes a describir las relaciones detectadas y expresarlas gradualmente segin la
notacion algebraica?, ;Qué aprendizaje es necesario para que los estudiantes sean
capaces de hacer generalizaciones matematicas?, ;Es la forma en que se ensefa el
algebra escolar lo que causa que los estudiantes presenten dificultades en realizar y
expresar generalizaciones?, ;Cuales son las ventajas y desventajas de un comienzo
temprano del desarrollo de pensamiento algebraico en el aprendizaje de los estudiantes?,
(Qué aspectos del algebra y del pensamiento algebraico deberian formar parte de una

educacion de algebra temprana?

Interrogantes considerados para nuestro trabajo
(Los futuros maestros son capaces de expresar de forma general relaciones apreciadas
en expresiones aritméticas?

(Qué variedad de generalizaciones producen dichos estudiantes?



(Como interviene el pensamiento relacional en el trabajo con las expresiones
aritméticas hasta llegar a la expresion de alguna generalizacion?

(Distinguen las regularidades o patrones claves para la generalizacion de las que no lo
son?

(Qué dificultades presentan para generalizar las relaciones apreciadas en expresiones

aritméticas?

OBJETIVO GENERAL DE LA INVESTIGACION

Las reflexiones anteriores nos han llevado a plantearnos un objetivo general de

investigacion, y unos objetivos concretos a los que trataremos de dar respuesta

Objetivo General

El objetivo general de esta investigacion es estudiar el proceso de generalizacion que
realizan unos futuros profesores de Educacién Primaria cuando trabajan expresiones
aritméticas que permiten la generalizacion.

Objetivos concretos

Analizar el trabajo de unos alumnos, futuros maestros de Educacion Primaria, con

expresiones aritméticas tratando de cumplir los siguientes objetivos:

O1: Discernir si dichos sujetos, realizan el “paso” desde las expresiones aritméticas a la

generalizacion
02: Recopilar todas las generalizaciones que produzcan y estudiar su variedad

03: Analizar si utilizan pensamiento relacional, y de que modo, en el proceso del paso

de las expresiones aritméticas a la generalizacion
0O4: Comprobar si, dichos sujetos, perciben los patrones que permiten la generalizacion

O5: Percibir las dificultades que presentan dichos alumnos en el trabajo planteado de

“paso” entre expresiones aritméticas y su generalizacion algebraica.



MARCO TEORICO

Este marco tedrico que presentamos lo hemos realizado, como ya apuntamos en la
introduccion, partiendo de la reflexion sobre los textos analizados. En dichos textos se
distinguen diferentes concepciones y componentes del algebra asi como enfoques para
su trabajo en el aula. Comenzamos recogiendo de varios autores (Ferndndez y Anhalt,
2001; Kieran, 1991, 2006, 2007; Molina, 2006; Socas et al., 1989; Usiskin, 1999) sus
aportaciones sobre estas ideas. Posteriormente para precisar el marco conceptual se
presentan dos grandes bloques: Algebra como generalizacion y Aritmética, Algebra y
Early-Algebra. Debido a la naturaleza del contenido con el que vamos a trabajar,
destacamos la relevancia de algunas nociones dentro de dichos bloques tedricos como:

generalizacion, aritmética generalizada y pensamiento relacional.

Concepciones. Enfoques para la ensefianza. Dimensiones o0 componentes

El algebra se considera como generalizacion de patrones numéricos y geométricos asi
como de las leyes que gobiernan las relaciones numéricas, como una forma de resolver
problemas, o bien como la modelizacién de fendémenos fisicos. Se percibe asi mismo
como aritmética generalizada, el estudio de relaciones entre cantidades (incluyendo

estudio de funciones) y el estudio de estructuras.

Se presentan cuatro enfoques que se conciben como una categorizacion
fenomenolodgica: (1) como un medio para resolver problemas; (2) el estudio de las
funciones, es decir, de relaciones entre variables; (3) la generalizacion de relaciones y el
estudio de patrones y estructuras; (4) un lenguaje, considerando el algebra como un
medio de expresion de ideas matematicas, en otras palabras, como un sistema de

representacion.

En cuanto a las componentes del algebra de destacamos: (a) la comprension de patrones,
relaciones entre cantidades y funciones; (b) la representacion de relaciones matematicas;
(c) el analisis de situaciones y estructuras matematicas utilizando simbolos algebraicos;
(d) el uso de modelos matematicos para representar y comprender relaciones

cuantitativas y (e) el analisis del cambio.



ALGEBRA COMO GENERALIZACION

La generalizacion tiene un papel destacado dentro del algebra como muestran las
diferentes concepciones, dimensiones y enfoques antes enunciados. Autores como
Mason (1996) y Mason et al., (2005), consideran la generalizacion como una ruta hacia
el algebra, o incluso como la esencia del dlgebra. Para Kieran (2006, 2007), el “algebra
como generalizacion” es una perspectiva que tiene sus raices en el uso de la notacion

algebraica como una herramienta para expresar demostraciones.

La importancia de la generalizacion en el aprendizaje ha sido reconocida en
investigaciones pioneras como indicd Davidov (1972/1990) al sefalar que “desarrollar
las generalizaciones de los nifios se ve como uno de los principales propdsitos de la
instruccion escolar” (p.10). Los estdndares del NCTM (2000) enuncian que la
generalizacion es uno de los principales objetivos de la instruccion matematica.
Es importante resaltar que el reconocimiento de patrones es esencial en el desarrollo de
la habilidad para generalizar, ya que al partir de una regularidad observada, se busca un
patron que sea valido para mas casos, se esta hablando de generalizacion (Polya, 1966).
Lee (1996) sugirio que ‘“‘el algebra, y de hecho todas las matematicas son sobre la
generalizacion de patrones” (p.103). Steen (1990) y Schoenfeld (1992) han coincidido
en referirse a las matematicas como la ciencia de los patrones. Schoenfeld (1992)
explica esta afirmacién como sigue:
Las matematicas son una actividad inherentemente social, en la que una
comunidad de practicantes entrenados (cientificos matemadticos) se ocupan de la
ciencia de los patrones —intentos sistemdticos basados en la observacion, estudio,
y experimentacion, para determinar la naturaleza de los principios de las
regularidades en los sistemas definidos axiomadticamente o teoricamente
(matematica pura) o modelos de sistemas abstraidos de objetos del mundo real
(matemdtica aplicada). Las herramientas de las matemadticas son la abstraccion,
la representacion simbdlica y la manipulacion simbolica (p. 335).
Los patrones se consideran como ‘“algo” que se repite con regularidad (Castro, 1995;
Stacey, 1989). La descripcidon y representacion de patrones geométricos y numeéricos
aparecen asociadas a la generalizacion y al lenguaje algebraico y verbal como formas de
expresar las generalizaciones (Cafadas, 2007). El foco de la ensefanza matematica
deberia ser dirigido a fomentar habilidades fundamentales en generalizar, expresar y

justificar sistematicamente generalizaciones (Kaput y Blanton, 2001).
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Generalizacion

Kaput define la generalizacion como:

“extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mds alld
del caso o casos considerados, identificando explicitamente y exponiendo
similitud entre casos, o aumentando el razonamiento o comunicacion a un nivel
donde el foco no son los casos o situacion en si mismos, sino los patrones,

procedimientos, estructuras, y las relaciones a lo largo y entre ellos”. (Kaput,

1999, p.136)

Amit y Neria (2008) recogen diferentes definiciones sobre la generalizacion: como
pasar de la consideracion de un objeto a la consideracion de un conjunto que contiene
ese objeto; o pasar de la consideracion de un conjunto restringido al de un conjunto mas
grande que contiene el restringido. Asimismo, la definen como un proceso sofisticado y
poderoso, el cual involucra reflexion y una habil reconstruccion de los propios
esquemas existentes; y como el proceso de aplicar un argumento dado en un contexto
mas amplio. Estas autoras también sefialan su genuina necesidad en la educacién
matematica y distinguen al menos dos formas de alcanzar la generalizacion, bien por la
creacion de versiones ‘resumen’ abreviadas de items de conocimiento, o,
alternativamente, creando un isomorfismo entre dos items.

Segun sefiala (Canadas, 2007), apoyandose en varios autores, se consideran diferentes
concepciones de la actividad de generalizacion, a saber: como una actividad empirica
inductiva en la que se acumulan ejemplos y se detecta y se sistematiza una regularidad;
como un lenguaje verbal y de gestos que emplean los estudiantes en sus intentos por
generalizar (como una alternativa al sistema de representacion algebraico) y como una
de las ideas basicas que puede guiar a los estudiantes a la utilizacién y manejo del
lenguaje algebraico.

Actividades o etapas en el proceso de generalizacion se destacan por algunos
investigadores. Lobato, Ellis, & Muioz, (2003) indican que la etapa inicial en la
generalizacion exige “enfocarse” o “prestar atencidbn” a una posible propiedad
invariante o relaciéon. Mason et al. (2005) resaltan que en la ruta hacia la generalizacion
se necesitan actos de “prestar cuidadosa atencion” a detalles, especialmente a aquellos
aspectos que cambian y/o a los que se mantienen iguales. Esto se puede resumir en la
frase de Mason et al. (2005) “ver lo general a través de lo particular y ver lo particular

en lo general” (p. 310).
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Destacamos la aportacion de Radford (2008) para el cual el punto crucial en una
justificacion de generalizacion es explicar la forma en la que se percibe lo que es igual y
lo que es diferente. Argumenta que las generalizaciones de patrones algebraicos no
estan caracterizadas por el uso de notaciones sino por la forma general en la que se
tratan. Sugiere que la generalizacion de patrones algebraicos supone tres momentos (1)
la captacion de una similitud, (2) la generalizacion de esta similitud a todos los términos
de la secuencia que se esta considerando y (3) la formacion de una regla o esquema que
permite determinar cualquier término de la secuencia directamente (es este caso el autor
se esta refiriendo a la generalizacion que se realiza a partir de una secuencia).

En esa misma linea, Mason (1996) y Mason et al. (2005), habiendo analizado el proceso
de generalizacidon en las matematicas escolares, identifican las siguientes conductas que
conforman el ciclo de generalizacion: percibir la generalidad, expresar la generalidad,
elucidar una regla general, verbal o numérica para generar una secuencia, expresar
simbolicamente la generalidad, y manipular la generalidad. Desde la perspectiva de
Kaput (1999), la generalizacion requiere emprender al menos tres actividades: (a)
identificar similitudes a lo largo de casos, (b) extender el razonamiento propio mas alla
del rango en el cual se origind, o (c) derivar resultados mas amplios de casos
particulares. Cafadas y Castro (2004) habiendo analizado el razonamiento inductivo en
alumnos de secundaria, definen un sistema de categorias que responde a las acciones
seguidas por los alumnos para llegar a la generalizacion: (1) la comprension del enunciado
de la tarea, (2) trabajar con casos particulares, (3) formular conjeturas, (4) validar las

conjeturas y; (5) justificar la conjetura general.

ARITMETICA, ALGEBRA Y EARLY-ALGEBRA

La generalizacion de la aritmética es considerada una componente fundamental del
algebra que es utilizada tradicionalmente para la introduccion del algebra en el d&mbito
escolar. Centrandose en esta componente, Mason (1996) formula que la diferencia entre
aritmética y algebra es que “la aritmética procede directamente de lo conocido a lo
desconocido utilizando cdlculos conocidos; el algebra procede indirectamente de lo
desconocido via lo conocido a ecuaciones y desigualdades que pueden ser resueltas
utilizando técnicas establecidas” (p. 23). Van Amerom (2003) afirma que la aritmética

trata con calculos directos sobre niumeros conocidos, mientras que el algebra requiere
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razonamiento sobre cantidades desconocidas o variables y reconocer la diferencia entre

situaciones especificas y generales

Una vista més cuidadosa sobre las principales diferencias entre el algebra escolar y la
aritmética es recogida por Van Amerom, (2002) y Molina (2006). Estas autoras resaltan
que la aritmética y el algebra tienen objetivos diferentes, la aritmética busca encontrar
una solucion numérica, en cambio, el dlgebra busca generalizar y simbolizar métodos de
resolucion de problemas. En este sentido, de forma general la aritmética se enfoca en la
manipulacion de numeros fijos, en la generalizacion de situaciones relativas a nimeros
concretos, los simbolos son considerados como etiquetas de medidas o abreviaciones de
un objeto y las expresiones simbdlicas representan procesos. En contraste, el foco en el
algebra estd en la generalizacion de las relaciones entre ntimeros, la reduccion a la
uniformidad, la manipulacién de variables, los simbolos son variables o incognitas y las

expresiones simbolicas son consideradas como productos y procesos.

Debido a esta diferencia de enfoques se produce una separacion del algebra y la
aritmética en el aprendizaje de las matematicas lo cual acentia y prolonga las
dificultades de los alumnos en sus trabajos algebraicos. Por este motivo, varios autores
proponen diferentes formas de trabajar para promover la integracion de ambas
disciplinas y asi facilitar la transicion entre la aritmética y el dlgebra formal, asi como

un inicio temprano en esta forma de trabajar.

En particular Fujii (2003) sugiere que se debe: describir y hacer uso de los procesos y
propiedades estructurales generalizables -generalizar soluciones a problemas aritméticos
para facilitar el desarrollo, por los alumnos, del concepto de variable en un sentido
informal-, y proveer oportunidades a los alumnos para discutir sus estrategias de
resolucion de estos problemas con la intencion de resaltar los procesos e ideas
matematicas fundamentales. Romberg y Kaput (1999) mantienen que entender las
matematicas cada vez mas complejas de este nuevo siglo requerira que los nifios tengan
un tipo de experiencia de escuela elemental que vaya mads alla de la aritmética y la
fluidez de calculo, para prestar atencion a la estructura subyacente mas profunda de las
matematicas. Blanton (por aparecer) afirma que requerira experiencias que ayuden a los
nifios a aprender a reconocer y articular relaciones y estructuras matematicas y utilizar
estos entendimientos de razonamiento matematico como objetos para el razonamiento

matematico (citado por Blanton y Kaput, 2005). Asi mismo, en la ultima ediciéon de los
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Estandares del NCTM (2000), se recomienda que el desarrollo de pensamiento

algebraico sea abordado desde los primeros afios de escolarizacion:

viendo el algebra como una constante en el curriculo desde la educacion infantil en
adelante, los docentes pueden ayudar a los estudiantes a construir una base solida
de aprendizaje y experiencia como preparacion para un trabajo mds sofisticado en

el algebra de los grados medio y superior (p. 37).

Este movimiento se recoge en la propuesta que se conoce como Early-Algebra y que
trata de introducir modos de pensamiento algebraicos, en la matemadtica escolar. Esta
propuesta persigue fomentar un aprendizaje con comprension de las matematicas vy,
sobre todo, facilitar el aprendizaje del algebra a los escolares. Dicha propuesta va
acompanada de una amplia concepcion del algebra que engloba la mayoria de los

diferentes componentes anteriormente mencionados.

El propdsito subyacente del Early-Algebra es impulsar a la vez y con la misma fuerza el
pensamiento algebraico y el aritmético. Para ello se recomienda profundizar en la forma
estructural y general de las matemadticas y no so6lo trabajar en experiencias aisladas de
calculos. Se trata de una forma nueva de trabajar, a través de la cual se pretende
favorecer que los alumnos de niveles escolares mas bajos puedan alcanzar el éxito
matematico en los grados posteriores. Por tanto, la perspectiva sobre la “preparacion
algebraica” es que las experiencias en construir y expresar generalizaciones
matematicas deberian ser un proceso uniforme que empieza al principio de la
escolarizacion formal, y no un contenido para los grados posteriores (Blanton y Kaput,

2005).

Aritmética generalizada

Al margen de la propuesta de Early-Algebra otros autores han abundado en estas ideas.
Segun Socas et al., (1989) el algebra no esta separada de la aritmética; sino que es en
gran parte aritmética generalizada. Hewitt (1998) y Mason et al., (2005) consideran que
el algebra o el pensamiento algebraico subyace a la aritmética, ya que la aritmética no
consiste en la memorizacion de cientos de hechos numéricos sino en el aprendizaje de

métodos (generalidades) para hacer célculos aritméticos. Segun Hewitt (1998), la
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aritmética se centra en la obtencion del resultado, siendo el algebra lo que permite
encontrar una forma estructurada de obtener dicho resultado.

La vision del algebra como una aritmética generalizada, es seguida por otros autores,
como Kieran (2006, 2007), ademas de los mencionados, que apuestan por la
generalizacion como una via de introduccion al algebra en la escuela. Drijvers y
Hendrikus (2003) argumentan que el algebra tiene sus raices en la aritmética y depende
fuertemente de su fundamentacioén aritmética y a su vez la aritmética tiene muchas
oportunidades para simbolizar, generalizar y razonar algebraicamente. La estructura de
la aritmética, cuando es expresada, produce algebra como una aritmética generalizada

(Mason, 1996).

Schliemann et al., (2003) enfocan en el algebra como una aritmética generalizada de
numeros y cantidades. Este enfoque resalta el cambio de pensar sobre relaciones entre
numeros particulares y medidas a pensar sobre relaciones entre conjuntos de nimeros y
medidas; y de calcular respuestas numéricas a describir y representar relaciones entre
variables. Para dicho cambio se requiere que los estudiantes emprendan actividades
especialmente disefiadas, para que puedan empezar a notar, articular, y representar los
patrones numéricos que ven entre variables. Bajo la misma concepcion del algebra,
Usiskin (1999) afirma que las instrucciones clave para el estudiante en esta concepcion
son “traducir” y “generalizar”, y afirma que éstas son habilidades importantes no sélo

para el algebra sino también para la aritmética.

De esta forma, para entender la generalizacion de relaciones y procesos se requiere que
¢éstos sean anteriormente asimilados en la aritmética, ya que es necesario que los
alumnos internalicen generalidades que se encuentran implicitas dentro de ésta y que
son cruciales para el aprendizaje del algebra. Kieran (1989) afirma que la experiencia
previa de los alumnos con la estructura de las matematicas, y especialmente con la
estructura de expresiones aritméticas, debe tener un efecto importante en la capacidad

de los alumnos en dar sentido al algebra.

Por consiguiente, los docentes de todos los niveles deberian promover el pensamiento
algebraico a partir de situaciones aritméticas con el objetivo de facilitar el aprendizaje
del algebra. Han de promover actividades aritméticas que inciten a la observacion de
patrones, relaciones y propiedades matematicas, en las cuales los alumnos exploren,
modelicen, hagan predicciones, discutan, argumenten, comprueben ideas a la vez que

practiquen habilidades de céalculo (Blanton y Kaput, 2004, 2005). Consideramos que
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para llevar a cabo este tipo de ensefianza, que afronta el aprendizaje del algebra como
aritmética generalizada es necesario promover el uso y desarrollo de pensamiento

relacional en la preparacion de los futuros maestros.

Pensamiento Relacional

Para Molina (2006), el pensamiento relacional es la actividad intelectual (interna)
consistente en examinar objetos o situaciones matematicas, considerandolos como
totalidades, detectar de manera espontanea o buscar relaciones entre ellos, y utilizar
dichas relaciones con una intencionalidad, es decir, para alcanzar un objetivo. Este tipo
de pensamiento se muestra, de esta forma, vinculado con la parte del algebra relativa al
estudio y generalizacion de patrones y relaciones. Destaca su potencial para favorecer y
facilitar la algebrizacion de la aritmética, al centrar la atencion en la estructura que
subyace a ésta y favorecer el desarrollo y uso de sentido numérico y de sentido

operacional.

El pensamiento relacional requiere de utilizar propiedades fundamentales de los
nimeros y operaciones para transformar expresiones matematicas en lugar de calcular
simplemente una respuesta siguiendo una secuencia predeterminada de procedimientos.
Este tipo de pensamiento resalta la importancia de prestar atencion a las relaciones y
propiedades fundamentales de las operaciones aritméticas en lugar de enfocarse

exclusivamente en procedimientos para calcular respuestas (Carpenter et al., 2005).

Las actividades aritméticas centradas en el uso de pensamiento relacional representan
un cambio fundamental de tratamiento, pasando de poner énfasis en lo aritmético
(procedimental, basado en el célculo de respuestas) a ponerlo en lo algebraico
(estructural, basado en examinar relaciones). El uso de pensamiento relacional ayuda a
minimizar la realizaciéon de operaciones y hace que se piense mas sobre propiedades de
las mismas. La manipulacion de expresiones numéricas y sobre como esta manipulacion
afecta a dichas expresiones. Todo ello favorece un aprendizaje significativo de la
aritmética, incidiendo en el desarrollo de la fluidez del calculo y la adquisicién de una

buena base para el estudio formal del algebra (Carpenter et al., 2003; Molina, 2006).

El uso de pensamiento relacional, en el contexto del trabajo con expresiones aritméticas
como paso a la generalizacion comprende varios aspectos como: considerar las

expresiones aritméticas desde un punto de vista estructural, para promover un enfoque
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no computacional de la aritmética; contemplar las expresiones como totalidades,
susceptibles de ser comparadas, ordenadas, igualadas y transformadas, concebir las
operaciones y expresiones aritméticas como objetos, y no so6lo como procesos;
identificar y describir patrones y relaciones sobre los nimeros y operaciones (Molina,

2006).

Fujii y Stephens (2001) sefialan que “el uso de expresiones numéricas para ilustrar
relaciones variables, requiere de un cambio de pensamiento, alejandose del calculo
hacia la investigacion de patrones de generalidad y complejidad creciente” (p. 264).
Destacan el potencial algebraico de la aritmética, y senalan el papel de los numeros,
como cuasi-variables, considerandolos elemento clave para abordar problemas
aritméticos de manera algebraica, sin requerirse un conocimiento previo del lenguaje
simbolico algebraico. Utilizan el término ‘“cuasi-variables™ para referirse al uso de los
nimeros en una sentencia numérica o grupo de sentencias numéricas que indican una
relacion matematica subyacente que permanece verdadera sin importar los nimeros que

se utilicen.
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METODOLOGIA

Esta investigacion responde a un estudio de casos. Los sujetos participantes fueron
cuatro estudiantes de primer afio de Magisterio de la especialidad de Lengua Extranjera
del curso 2007/2008, de la Universidad de Granada, a los que denominaremos con
nombres ficticios: Andrea, Natalia, Federico y Margarita. Estos alumnos fueron
seleccionados entre el alumnado de la asignatura de Matematicas y su Didactica que
asistia con cierta regularidad y no tenian un rendimiento muy alto ni muy bajo en dicha

asignatura.

Los distribuimos en dos parejas para que realizaran las tareas programadas, una pareja
constituida por dos mujeres (Andrea y Natalia) y la otra, por un hombre y una mujer
(Federico y Margarita). En cada pareja uno de los integrantes presentaba mayor
facilidad de expresion oral y mejor rendimiento académico en la asignatura de
Matematicas y su Didéctica. Durante el presente curso académico ninguno de ellos
habia recibido instruccion previa especifica sobre el tema antes de la ejecucion de las

tareas.

Uno de los objetivos al recoger los datos, era que los alumnos expresaran de forma oral
y escrita todo lo que pensaban al realizar las tareas. Por esta razdn se trabajé en parejas
para que los estudiantes hablaran entre si y tuvieran la necesidad de explicar lo que
estaban pensando y haciendo. De este modo podriamos recoger mayor informacion de

lo que pensaban mientras realizaban su trabajo.

Datos

La recogida de datos se llevo a cabo en dos sesiones en forma de entrevistas que se
llevaron a cabo en dias diferentes, con una separacion entre ellos de una semana, en el
segundo cuatrimestre académico tras haber cursado la asignatura de Matematicas y su
didactica, en dicha asignatura los alumnos no trabajaron el tema que es el motivo de
nuestro trabajo. Ambas sesiones se realizaron en el seminario del Departamento de
Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada. En estas entrevistas se
trabajaron cuatro tareas con varias cuestiones en cada una de ellas.

La primera entrevista se realiz6 a las parejas, por separado, y la segunda a cada alumno

de forma individual. El papel de la investigadora en la primera entrevista era,
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principalmente, de observadora y su participacion fue limitada. En la segunda
entrevista, de cardcter semi-estructurado, la investigadora participé haciendo las
preguntas que, a priori, se habian elaborado para recabar la informacion pertinente. El
objetivo de la esta segunda entrevista era profundizar en las respuestas dadas por los
alumnos en la primera sesion. Por esta razon y habiendo analizado las respuestas de los
alumnos a las cuatro tareas, se decidié que en la segunda entrevista sélo era necesario
trabajar tres de las cuatro tareas. En ambas sesiones, cada estudiante tuvo a su

disposicion calculadoras y folios en blanco. Las dos sesiones se grabaron en audio.

Los datos que hemos recogido son de tipo cualitativo y tienen distinta procedencia:
Documentos escritos por los investigadores como preparacion para el desarrollo de las
entrevistas; de las observaciones y notas tomadas por el investigador a lo largo de las
sesiones; documentos escritos por los alumnos con los resultados de las tareas

propuestas; grabacion en audio de las dos sesiones y transcripcion de las mismas.

Tareas

Las tareas se presentaron a los alumnos junto a dos informaciones que aportaban un
contexto y una motivacion para las cuestiones que se les plantearon. El texto de la
primera informacion (Figura A) se presentd antes de la primera tarea y el texto de la

segunda (Figura B) entre la segunda y la tercera tarea.

Informacion 1. E!l profesor de Carlos e Inés les ha propuesto unos
ejercicios para que adquieran mayor fluidez en el calculo de multiplicaciones,
son las que estan en todos los recuadros. Veras que las expresiones que aparecen
guardan entre si unas relaciones especiales.

Vas a trabajar con cuatro ejercicios realizando las tareas que te
proponemos.

Figura A

Informacion 2. Los ejercicios 3 y 4 que propone el profesor a estos alumnos
no parecen tener nada que ver con la multiplicacion, pero, como descubriras mas
adelante, no es asi.

Figura B
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Las tareas elegidas responden a los siguientes criterios: a) estar compuestas por
expresiones aritméticas en las que intervienen so6lo numeros naturales, b) los nimeros
que aparecen no tienen mas de tres cifras, ¢) las operaciones implicadas so6lo son de
suma y multiplicacién y d) las expresiones guardan entre si una relacion que permite
detectar un patrén susceptible de ser generalizado. De esta forma, se buscaba favorecer
la deteccion e identificacion de relaciones presentes en las expresiones dadas y su

posterior generalizacion, intentando evitar posibles dificultades en el calculo.

En las cuatro tareas se les solicitdé a los alumnos: (1) que escribieran expresiones
similares a las dadas y (2) que explicaran de forma general como pueden construir mas
expresiones similares. En la tarea 1 y 2, también se les pidid que observaran las
relaciones existentes en y entre las expresiones dadas y que expresaran dichas relaciones
de forma general, y en las tareas 3 y 4, que encontraran alguna multiplicacion de dos
numeros que diera igual resultado que las sumas dadas, y que expresaran las relaciones

encontradas de forma general.

Estas cuestiones pretendian guiar a los alumnos en el analisis de las expresiones dadas,
forzandoles a buscar relaciones entre las expresiones y que, posteriormente, las

expresaran de forma general, ya fuera de forma verbal o simbdlica.

Las expresiones concretas presentadas a los estudiantes en cada tarea fueron las

siguientes:
Ejercicio 1. 12x12 4x4 9x9
13x11 5x3 10x 8
Ejercicio 2. 2x5+2x7 4x10+4x5 7x9+7x6
2x(5+7) 4x(10+5) 7x(9+6)
Ejercicio 3. Realiza las Ejercicio 4. Realiza las operaciones:
operaciones:
3+5= 16+17+18+19+20 =
27+29 = 9+10+11+12+13=
9+11= 132+ 133 +134+135+136=
45 +47 =
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En la tarea 1 aparecen separados en un mismo cuadro el producto de un niimero por si
mismo y otro producto en el que los factores son un nimero mas y uno menos del
anterior, respectivamente. Esperabamos que los estudiantes observaran las relaciones
entre un nimero multiplicado por si mismo, a X a, y su siguiente multiplicado por su

anterior (a+ 1)x (a—1).

En la tarea 2, en cada uno de los recuadros se recogen dos expresiones que son
equivalentes y que se obtienen una a partir de la otra aplicando la propiedad distributiva

(sacar factor comun).

Las tareas 3 y 4 tienen en comun la existencia de relaciones entre las expresiones
consideradas y la multiplicacion de dos numeros siendo uno de ellos el punto medio del
primer y ultimo término de las expresiones dadas. Ademas, en el ejercicio 3 se percibe
la presencia de dos numeros impares consecutivos y, en el 4 de cinco términos

consecutivos.

Taxonomia para categorizar generalizaciones

Para el andlisis de los datos recogidos utilizamos la taxonomia de Ellis (2007a),
realizando algunas modificaciones que mas adelante detallamos. Esta taxonomia tiene
en cuenta diferentes niveles de generalizacion y distingue dos partes muy diferenciadas,
la actividad de los estudiantes cuando generalizan que Ellis denomina acciones para la
generalizacion, y los enunciados finales de generalizacion, llamados generalizaciones
reflejadas. Los enunciados finales de generalizacion pueden ser orales, escritos o el uso
del resultado de una generalizacion (cuando los estudiantes implementan en nuevos

problemas o contextos generalizaciones previamente desarrolladas).

Esta taxonomia resulta especialmente relevante porque, a diferencia de otros trabajos
previos en los que se han descrito niveles y categorias de generalizacion a partir de
modelos expertos de rendimiento, esta taxonomia procede de una intensa recogida de
datos, desde una perspectiva centrada en el alumno, a través de experimentos de

ensefanza y entrevistas con alumnos de 11 y 12 afnos (Ellis, 2007a).

En este trabajo utilizamos la segunda parte de la taxonomia sefialada por Ellis (2007a),
para analizar y clasificar los enunciados finales de generalizacion de los estudiantes. En

esta parte de la taxonomia se distinguen tres tipos de generalizaciones llamadas
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reflejadas: Identificacion o Enunciado, Definicion e Influencia. Dentro de la primera de
estas subcategorias la autora distingue entre Fenémeno continuo, Similitud (propiedad
comun, objetos o representaciones y situaciones) y Principio general (regla, patron,
estrategia o procedimiento y regla global). A su vez la subcategoria de influencia estéa

dividida en: Idea previa o estrategia.

Para adecuar la taxonomia a nuestro trabajo, hemos realizado las siguientes
modificaciones: (a) no incluir la subcategoria influencia ya que consideramos que ésta
hace referencia a aquellas acciones que los estudiantes realizan para llegar a enunciar
una generalizaciéon mas que a un enunciado final y nuestro interés estaba localizado en
los enunciados finales y no en las acciones, las cuales no nos era posible conocer; y (b)
distinguir dos tipos de enunciados dentro de la subcategoria de similitud de objetos o
representaciones: estructura y resultado, ya que una vez recogidos los datos, para el
andlisis de los mismos vimos necesario hacer esta subdivision. Esta distincion es
pertinente en este caso por estar considerando expresiones numéricas las cuales pueden
considerarse similares por tener el mismo valor numérico (resultado) o por tener una
estructura idéntica o semejante. Quedando la taxonomia que utilizamos como se

muestra seguidamente en la tabla 2:

Tabla 2: Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas de Ellis

TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS

1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dindmica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
Propiedad comun: La identificaciéon de una
propiedad comin a varios objetos o
situaciones.
Estructura: La
Tipo IV: identiﬁcaci.én' de objetos
Identificacion o ) como 51m11ar’e X °
enunciado Objetos ' o | idénticos  segun la
- representaciones. estructura.
2. . Similitud: | | 5 jdentificacion de | Resultado- La
Enunciado de una | opietos como | identificacion de objetos
§1m111tud O | similares 0| como  similares o
igualdad. idénticos. idénticos en funcion de
los resultados, es decir,
de sus valores
numericos.
Situaciones: La identificacion de situaciones
como similares o idénticas.
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Regla: La descripcion de una formula general

o hecho.
3. Principio | Patron: La identificacion de un patron general.
general: Un | Estrategia o procedimiento: La descripcion de

enunciado de un | un método que se extiende mas alla de un caso
fenémeno especifico.

general. Regla global: El enunciado del significado de
un objeto o idea.

Tipo V:
Definicion

1. Clases de objetos: La definicién de una clase de objetos que
satisfacen todos una relacion dada, patron u otro fendmeno.
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ANALISIS DE DATOS

A continuacidon analizamos y clasificamos los enunciados orales y escritos de
generalizacion, generados por los estudiantes, utilizando la taxonomia modificada de
generalizaciones reflejadas de Ellis. En el analisis de las producciones de los alumnos
en cada una de las tareas, inicialmente organizamos los enunciados de los estudiantes en
unas tablas que recogemos en los anexos, en las cuales ya aparecen clasificados segin

dicha taxonomia.

Produccion de Andrea

Tarea 1.

Los enunciados que Andrea produjo en esta tarea se clasificaron en las subcategorias de
similitud de objetos o representaciones en estructura y resultado y principios generales

como patron, estrategia o procedimiento y regla global.
Similitud de objetos o representaciones.

- Estructura. La alumna a partir de las expresiones numéricas dadas cred otras
expresiones similares (Figura 1), de las cuales por su expresion oral y escrita podemos
extraer las siguientes relaciones: las columnas de las expresiones numéricas se
diferencian por una unidad, y; la suma de los dos términos de cada expresion da lo
mismo (Figura 2). Cabe resaltar que con respecto a la primera relacion se presentan dos
diferencias, en las expresiones [14x14, 13x15] la alumna mantiene la estructura de las
expresiones dadas, en cambio en la ultima [16x2, 15x1] mantiene la relacion detectada

pero no la estructura de las expresiones dadas.

141y 6 x% A9 = 4 £ x4 e x 2
13=15 TxF Ao » 4O 7 * g s x 4
Figura 1
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En algunos casos no considerd las parejas de expresiones como un conjunto, sino de

forma separada (Figura 3).

k?ﬁth‘ﬂEMnhmaum
odbican B o ot o 0 XL [dcl [ 0x]
Eﬁm ?;3“" w50 \hpates esilre. g.;".l"_-.:ﬁlr'fis‘ﬁllf'"-iﬁc[.

Figura 3

- Resultado. (Figura 2)

@ o 3 *fg:l.fﬂ:'i_?:llﬂ T q.'i_ani;la ]SXE :Q,-x.{.{l:ig.

Figura 2

(13

Patron. Observé la siguiente regularidad en las expresiones dadas: “...en todos, he

quitado por un lado uno y en el otro, lo he sumado” (Figura 4).

Cn o les comes dd gee o 4947 e sam o = e{ 12]x 42
2« 2 A3 H
& F
rt ke
Figura 4

Estrategia o procedimiento. La alumna expresa de forma oral como cre6 las expresiones

¢

aritméticas similares a las dadas: “...seria 14 y 14, pues 28... el caso es que a éste
[sefiala en el folio] le he quitado uno, digamos al 4 le he quitado uno y al cuatro le he
sumado uno, y vamos, ya da lo mismo, aunque no tenga que hacer la suma, ya se que
van a dar lo mismo. En este caso es lo mismo, a éste [senala en el folio] le he sumado
uno y a este [senala en el folio] se lo he restado. En éste [sefala en el folio] como 19y 1
son 20 pues 10 y 10 también. Luego en éste [sefiala en el folio], pues igual que aqui, a
éste le he sumado uno aqui y he restado uno. Y éste [senala en el folio] pues lo mismo.
En todos he hecho el mismo proceso menos en éste [senala en el folio] que es una

division, en todos he quitado por un lado uno y en el otro lo he sumado, y en éste

[sefiala en el folio] ha sido el unico que no porque salia 20, pues he dicho 10y 10"
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Regla global. Utiliz6 el lenguaje verbal para explicar de forma general, aunque no muy
precisa, como construir mas expresiones similares. En este caso, ella expresé una

generalizacion de forma verbal (Figura 5)

Rl ’T{-nt!ﬂ' mwrw-i Lmj e i 1\...':..'-@@:&0 I Rt T 1LY ﬂ:i‘h._
e hoda o W‘m& ol dﬁﬂ r_h-.. {h:‘l‘f\n. Spae e H.bl-“.\L rﬂ_&:l‘ﬁ‘.;;.n

Figura 5

Tarea 2.

Los enunciados de estas tareas se clasifican en las subcategorias de similitud en una
propiedad comun y objetos o representaciones en estructura; y en principios generales

en regla, estrategia o procedimiento y regla global.

Similitud de una propiedad comun. La alumna parecid reconocer que estas expresiones
se relacionan con una propiedad, pero no estaba segura del nombre de dicha propiedad
creyendo que era la propiedad distributiva. Su compafiera la convence que es la
asociativa diciéndole que ella cree que es asociativa, porque se estd asociando (Figura
6). Su intento de recordar dicha propiedad nos indica que ha reconocido la existencia de

una propiedad que vincula las expresiones de cada recuadro.

wrel gue e -w;‘-‘._.:m?‘-q‘in-al
d:ﬁbﬁ%ﬁ:ﬂm Mﬂﬁ\ el ﬂm\fﬁmud:mﬁéh._qtuam
asccEi. .

Figura 6

Similitud de objetos o representaciones.

- Estructura. La estudiante plante6 expresiones similares manteniendo la estructura de
las expresiones dadas e igual6 las parejas de expresiones poniendo asi de manifiesto su

equivalencia (Figura 7).

hre + 72 =2 Zxr (6+E)
Sl S5 ogx (4107
xS+ T* o= 2 (qe0)

Figura 7
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Estrategia o procedimiento. La alumna describe verbalmente como se construyen estas

“«“

expresiones que resultan ser equivalentes: “... se repite siempre el primer, o sea, hay un
numero que se repite siempre, verdad?, entonces, lo multiplica, por ejemplo aqui, el numero
que se repite, por cinco, y le sumas, el numero que se repite por siete, entonces, este numero, lo

multiplicas por los dos que no se repiten y te va a dar lo mismo en ambos casos”.

Regla. La explicacion que presentd Andrea para construir mas expresiones similares se
clasifico como regla. En ella expresa la relacion en forma general pero utilizando un

caso particular (Figura 8).

‘M} ! me S ’ﬂﬁ”‘“ IM@&K " gﬁ i.-ff
gy sureds _'ﬁﬁr} ml&*&*‘r‘m G & ot m}ﬁ e
F aols g s ot (% (2R o
TN A a#‘ ﬁ:ﬁﬁm

Figura 8

Regla global. En el tercer apartado de la tarea, la alumna expresa de forma general la
estructura de las expresiones aritméticas dadas, es decir, expresa la propiedad
distributiva de forma general: “Seria a por b mas a por c igual a por b mas c¢”. Ella
dice que se pueden utilizar letras para expresar estas expresiones, ya que €stas se pueden

, ’ ;. p | .
usar para todos los nimeros y es mas facil porque sélo es sustituir (Figura 9).

Tasbeh coeerch ge e ?ﬂwthﬁ sein. selle
ué*minwuﬁu?m&;huﬂ;mﬂnmﬁMrwn gl
Ax® 4 px¢ - Ax(®»+€)

Figura 9

Tarea 3.

Los enunciados que Andrea expresa en esta tarea se clasifican en las subcategorias de
similitud de objetos o representaciones en estructura y principios generales como regla,

patrén, y regla global.
Similitud de objetos o representaciones.

- Estructura. La alumna identifica y expresa oralmente que en las expresiones dadas

“Todos los numeros son impares, sin embargo, todos dan resultado par”.

1 . , . L ,
Cuando la alumna se refiera aqui a todos los nimeros no sabemos si se refiere a inicamente los ntimeros
naturales o si es consciente de que esta propiedad se cumple también para otro tipo de niimeros.
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Crea nuevas expresiones similares manteniendo la estructura de las expresiones
aritméticas dadas, con la salvedad de que incluye sumas de parejas de nimeros pares

consecutivos (Figura 10).

| 3+5= "8 2+ 4
27+ 29 = 5@ s+ F
G ]l =30

. o 4 S
I+ 47 =q2 2 * 1S
.
Figura 10

Patron. Ella observo la siguiente regularidad en las expresiones dadas (Figura 11)

Cn A Lagme  cled AV

P 2y 8 e e

Figura 11

Regla. La alumna plantea que si el primer término es impar y se le suman dos, los dos
términos seran impares, lo que conlleva que su resultado sea par. Parece llegar a esta
generalizacion a partir del analisis de las expresiones tras el calculo de su valor
numérico. A partir de esta generalizacion, concluye erroneamente que de forma analoga
la suma de dos niimeros pares va a dar un nimero impar, sin contrastar su conjetura con

ejemplos (Figura 12).

Tl son tengores &L‘hﬁ-ix&dwﬁ&ghiﬂ‘i: -
dwklwhhﬁﬁﬁhtw,hmmm
Se "“LI m:f~$,ﬂ“h““ o tto- & fheront gor o

Figura 12

Regla global. Crea un esquema general para expresar varias propiedades que considera
ciertas para cualquier nimero (Figura 13). En este esquema la alumna expresa de nuevo
un par de generalizaciones que son incorrectas. De forma oral expres6: “[si] sumas

impar e impar te va a dar par”.

TR A Bw = TMPAR,

S e

Figura 13
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En el tercer item de esta tarea se le pide que relacione los resultados de las sumas dadas
con la multiplicacion de dos nimeros. Andrea plantea dos relaciones, una sobre la
paridad de la multiplicacién de impares y pares (Figura 14), y otra contrastando la
multiplicacion por uno de la suma de una unidad (Figura 15). Los patrones de paridad
observados por esta alumna, en los cuales ha centrado su trabajo previo en esta tarea,
hacen que en esta otra cuestion reflexione sobre la relacion de la paridad y la
multiplicacion y no considere otras posibles relaciones. Ademas este trabajo con hechos
generales de la multiplicacion le lleva a recordar una propiedad de esta operacion: la

propiedad del 1 como elemento identidad.

S el y . .
I e S Gﬁ'e‘?‘ﬂ?ﬁr-f‘*‘r

Figura 14

N L T cuoahquinr
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Figura 15

Tarea 4.

Clasificamos los enunciados que Andrea produjo al trabajar en esta tarea en las
subcategorias de similitud en una propiedad comun y objetos o representaciones en

estructura; y en principios generales en regla, patron y estrategia o procedimiento.

Similitud de una propiedad comun. La alumna identifica y expresa oralmente que: “...

en los tres salen multiplos de cinco porque sale cero, el cinco y el cero”.
Similitud de un objeto o representacion.

- Estructura. Crea nuevas expresiones similares manteniendo la estructura de las

expresiones aritméticas dadas (Figura 16).

[
16+ 17418419+ 20 = 90 234244284 264 TF = 125

?};Iﬂf;;”:_;r}larj'- = Q2+ MR+ Ak w ass @ =4To
+ J+ + J o+ -
4+ 135 + 36 =Gl |¥ I3 4 4o+ A4 + QU424 - 128G

Figura 16
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Patron. Andrea observo la siguiente regularidad en las expresiones dadas: “...y por lo
que he visto, siempre se cumple que los resultados terminan en cero o en cinco, lo cual
significa que son multiplos de cinco... con cinco numeros”. La observacion de este
patron es lo que le permite expresar la generalizacion antes clasificada como similitud
de propiedad comun (es decir, reconocer que los valores numéricos de dichas

expresiones son todos multiplos de cinco).

Estrategia o procedimiento. La alumna describe coémo se construyen numeros

consecutivos (Figura 17).

T Tndhnu. ETESOL oAt uh e dal ﬁgmﬁE Elt,l 12 R
goo le van e 0F cace iy o ,,l‘.“-h?:r'“:'L;}"ﬂi

Figura 17
Regla. Enuncia una regla para poder crear mas expresiones similares a partir de las

dadas (Figura 18).

Sevpre &5 U0 boredda ;mmm:?;%&tw%,
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Figura 18

Para resumir, presentamos en la tabla 4 las frecuencias de los tipos de enunciados de
generalizacion que produjo Andrea. En funcién de las tareas, el mayor niimero de
enunciados producidos por la alumna se ubica en la tarea 3 (8) donde su interés en la
paridad de los términos de las expresiones la condujo a expresar variadas
generalizaciones. El menor nimero de enunciados se presenta en la tarea 4 (5). La tarea
1 y 2 se diferencian en un enunciado (7 y 6). En total, esta alumna produjo 26
enunciados.

Respecto a la taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas de Ellis, las
subcategorias con mayor numero de enunciados son la de regla global (7) y similitud de
objetos o representaciones en estructura (6). Este ultimo dato pone de manifiesto que la
atencion de la alumna se centro en elementos estructurales de las expresiones y no tanto
en su valor numérico, poniendo de manifiesto un importante uso de pensamiento
relacional.

Las subcategorias con menor numero de enunciados fueron la de similitud de objetos o

representaciones en resultado (1) y propiedad comun (2). Sin embargo, no se
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encontraron enunciados que pertenecieran a las subcategorias de fendmeno continuo,
similitud de situaciones y clases de objetos.

Observamos que en variadas ocasiones (7) expresO generalizaciones o reglas globales
sin hacer referencia a ejemplos concretos. No obstante, en ocasiones €stas no fueron
correctas, no habiendo sido contrastadas con casos particulares. La mayoria de sus
enunciados de generalizacion fueron verbales acompafiados en ocasiones de ejemplos
numéricos. En la tarea 2 expres6 simbolicamente la relacion observada entre las
expresiones. También observamos que la mayor parte de enunciados producidos por la

alumna se concentran en la subcategoria de principio general (17) en contraposicion con

la de similitud (9).

Tabla 4: Produccion de Andrea

Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas ::} (:2 E :"2 :§
g & |[& |E | T

Fenomeno continuo 0

Propiedad comun X X 2

Objetos o | Estructura | XX X XX | X 6

Similitud | representaciones | Resultado X 1

Identificaciéon Sitnaciones 0
o enunciado Regla X X X 3
Principio | Patron XX X X 4

general | Estrategia o procedimiento X X X 3

Regla global X XX | XX 7

XX

Definicion Clases de objetos 0
Total 7 6 8 5 26
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Produccion de Natalia

Tarea 1.

Los enunciados que Natalia produjo en esta tarea se clasificaron en las subcategorias de
similitud de objetos o representaciones como estructura y resultados y en principios

generales como patron.
Similitud de objetos o representaciones.

- Estructura: La alumna identifica y expresa oralmente que en las expresiones dadas:

“unas multiplicaciones son numeros pares y otras son numeros impares” .

- Resultado. La alumna se centra s6lo en la primera expresion numérica dada, y a partir
de ésta crea nuevas expresiones que tuvieran el mismo resultado que la suma de los dos

términos de la expresion dada (Figura 19).

20 % 4 21 %3 A7 x4
19 y5 IEx&
Figura 19

I

Patron. La alumna indica oralmente que “...a simple vista, me he fijado que en los tres
casos, al sumarlos, dan el mismo resultado... yo simplemente lo he hecho mirando la suma”.

Ella observo las siguientes regularidades en las expresiones dadas: (Figura 20).

Se tan constiyie mas ewpmm‘te.s Je_niﬂu_‘do mm&g, %‘-ﬁl L:Ls
operacionds 3\ sumsrles el M:\.th?,m egusplo g
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"E}-ummai Sawas s Frovluchas <0 ‘oo {a mmﬁi %‘iq %I.a 4?&1

Figura 20

Ademas de que la suma de los términos de dichas expresiones tengan el mismo
resultado, la alumna identifica y expresa oralmente una relacion aditiva entre los
términos de diferentes expresiones dentro de un mismo recuadro: “...por ejemplo, en el
ultimo caso o en el primero,; da igual, 12 x 12, aqui se suma, se le ariade uno al trece y
se le quita al once, en vez de ser doce es once, el que se quita se aniade... y claro al

hacer eso, pues, unas multiplicaciones son numeros pares y otras numeros impares”

(Figura 21).
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Figura 21

Tarea 2.

Los enunciados de estas tareas se clasifican en las subcategorias de similitud en una
propiedad comun y situaciones; y en principios generales en regla, estrategia o

procedimiento y regla global.

Similitud de una propiedad comun. La alumna reconoce que estas expresiones se

relacionan con una propiedad, con la asociativa, porque se esta asociando (Figura 22).

Poletams  ohSLAr Qua B2 uhiliza o f'ﬁfifdﬂ-:l stociatis .y i
S -ohlmia aseciBLdo Wl ares

Figura 22

Situaciones. Después que Natalia y Andrea se dieron cuenta que era posible expresar de
forma general la propiedad distributiva, Natalia expresé de forma oral el por qué son
importantes las letras dentro del contexto de las matematicas: “Yo creo que las letras,
también es un recurso, digamos diddctico para enseniar matematicas, es una forma que
a lo mejor los nifios a primera vista al ver los numeros, les resulte mas comodo verlos

en letras... solo es sustituir y es relacionar”.

Regla. La explicacion que presentd Natalia para construir mas expresiones similares se
clasific6 como regla. Expresa la relacion en forma general pero utilizando un caso

particular (Figura 23).

O% pusie qua -au f...ma deuay
ﬂ}t@ﬂm#—@?mﬁsg& &luimm
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Figura 23

Estrategia o procedimiento. La alumna manifestd que para construir mas expresiones

similares tuvo en cuenta que las parejas de expresiones dadas son equivalentes (Figura
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24). Al final del desarrollo de esta tarea, Natalia expresa mediante simbolismo
algebraico la propiedad distributiva y explica por qué utilizo letras para expresar de
forma general esta tarea (Figura 25). Su explicacion parece sugerir que es una forma

mas clara de expresar relaciones.

Y ?u.n.m feunr vaniss coess ey u.m_;ja
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Figura 24
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Figura 25

Regla global. En el tercer apartado de la tarea, la alumna expresa de forma general y
mediante simbolismo algebraico la estructura de las expresiones aritméticas dadas,
poniendo de manifiesto su equivalencia. Esto equivale a la expresion simbolica de la

propiedad distributiva de forma general (Figura 26).

ole+ axC = abefC)

Figura 26

Tarea 3.

Los enunciados que Natalia expresa en esta tarea se clasifican en las subcategorias de
similitud de objetos o representaciones como estructura y principios generales como

patron, y regla global.
Similitud de objetos o representaciones.

- Estructura. La alumna identifica y expresa oralmente: “pues, en este he observado
que, por ejemplo, tres mas cinco lo que se hace es...siempre que el segundo es mas, son

’

dos veces mayor que el primero, tres mas cinco, tres y dos, mds dos son cinco...’
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(Figura 27). La alumna no expresa de forma correcta que la diferencia entre los dos

b

términos es de dos unidades, sino que utiliza la expresion “dos veces mayor”.

Y&
29+ 51
Bl +TY

Figura 27
Patron. La alumna identifica y expresa oralmente las siguientes regularidades: “... los
numeros son impares, que se llevan dos, que al sumarlos va ser resultado par”..."y
claro, puesto que, se le anade dos siempre el segundo numero es mayor que el
primero”. Al igual que su compaiera las expresiones que propone no incluyen
unicamente parejas de numeros impares, sino también parejas de nlimeros pares. Ella
observo la presencia de relaciones comunes en las expresiones dadas (Figura 28). La
alumna comete un error en la parte escrita, ya que dice que al sumar dos impares el

nimero que se obtendrd serd impar, pero cuando lo expresa en palabras dice que sera

par.

ceSerta g, qua gu ks ofm.m:.‘tmb al Pdwma M & ?UJ'!\L
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Figura 28

Regla global. La alumna identifica y expresa oralmente que “si sumas dos impares el
resultado va a dar par”. En el tercer item de esta tarea se le pide a la alumna que relacione
los resultados de las sumas dadas con la multiplicacion de dos nimeros. Natalia plantea
dos relaciones, una sobre la paridad de la multiplicacion de impares y pares, y otra con
la paridad de la suma de impares y pares (Figura 29). Ella crea un esquema general para
expresar las relaciones que ella encontré para cualquier niimero (Figura 30). Al igual
que se compaifiera, al abordar esta cuestion centra su reflexion en relaciones de paridad

ya que esas son las que ha estado trabajando en la primera parte de la tarea.
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Figura 29
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Figura 30

Tarea 4.

Clasificamos los enunciados que Natalia produjo al trabajar en esta tarea en la
subcategoria de similitud en objetos o representaciones como estructura; y en principios

generales en regla y patron.
Similitud de un objeto o representacion.

-Estructura. Crea nuevas expresiones similares en las cuales mantiene parte de la
estructura de las expresiones aritméticas dadas al construir sumas de términos
consecutivos, pero sélo incluye cuatro nimeros consecutivos en dichas expresiones

(Figura 31).

F213¥3 + %Y + ¥S
5+-?+ _31—?
A0+ 1+ 12 + /15

Figura 31
Regla. En el tercer item de esta tarea se le pide a la alumna que relacione los resultados
de las sumas dadas con la multiplicacion de dos numeros. Natalia enuncia una regla en
la que manifiesta que no es posible encontrar dichas multiplicaciones (Figura 32). En
cambio, en la segunda entrevista, Natalia manifestd que si se pueden encontrar dichos
productos y resaltdo de forma verbal las siguientes relaciones: “siempre que tengamos un
numero par, se podra multiplicar por 2 y obtendremos ese mismo numero [sefiala el
folio]. Cuando tengamos una suma y sabemos su resultado, sabemos también que para

multiplicarlo siempre al primer numero se le afiade uno”. La alumna expresa estas
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relaciones de forma simbolica pero no separa las términos con paréntesis:

(a+a+2=c

La forma correcta seria la siguiente: [a+ (a+2)=c;(a+1)x2=c]. Es
a+lx2=c

posible que para la alumna el uso de paréntesis no sea necesario.

b eucmdior wn wuplicacioin b o wise roulfeds
No = o
Gus Lo velalods au.fu-iﬂ’rm‘ v

Figura 32

Patron. Natalia observd las siguientes regularidades en las expresiones dadas: sus
resultados siempre van a ser multiplos de cinco, en expresiones con cinco numeros

(Figura 33) que han de ser consecutivos (Figura 34).

'nj&e\ﬂgﬂdu‘uhnh%u_«ej*ﬁau!'lﬁcrada‘m{as ores . SPWDE U3 &
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Figura 33
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Figura 34

Para resumir, presentamos en la tabla 5 las frecuencias de los tipos de enunciados de
generalizacion producidos por Natalia. En funcion de las tareas, al igual que su
compaiiera, el mayor nimero de enunciados producidos por la alumna se ubica en la
tarea 3 (7), y el menor nimero en la tarea 4 (4). En ambos casos igual que su
compaiiera. La tarea 1 y 2 tuvieron el mismo numero de enunciados (6). En total, esta

alumna produjo 23 enunciados.

Respecto a la taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas de Ellis, las
subcategorias con mayor numero de enunciados son la patrén (8), similitud de objetos o
representaciones en estructura (4) y regla global (4). Al igual que su compafiera
observamos que prestd mayor atencion a la estructura de las expresiones que a su valor
numérico, haciendo un uso destacado de pensamiento relacional.

Las subcategorias con menor niimero de enunciados fueron la de similitud en propiedad

comun (1), objetos o representaciones en resultado (1) y situaciones (1). Sin embargo,

37



no se encontraron enunciados que pertenecieran a las subcategorias de fendémeno

continuo y clases de objetos.

A diferencia de su compafiera, observamos que Natalia expres6 menor cantidad de
generalizaciones o reglas globales (4). En variadas ocasiones las expreso sin hacer
referencia a ejemplos concretos. No obstante, en ocasiones ¢éstas no fueron correctas, no
habiendo sido contrastadas con casos particulares. Sin embargo, Natalia expreso el
doble de patrones que su compaiiera (8). Es posible que Natalia tuviera mas dificultad
en expresar las relaciones observadas en términos generales, en variadas ocasiones los
enunciados que ella produce los expresa en forma de relaciones o regularidades
detectadas mas no en términos generales. Al igual que su companera, la mayoria de sus
enunciados de generalizacion fueron verbales acompafiados en ocasiones de ejemplos
numéricos y expresd simbolicamente la relacion observada entre las expresiones de la
tarea 2. También observamos que la mayor parte de enunciados producidos por la
alumna se concentran en la subcategoria de principio general (16) en comparacion con

la de similitud (7).

Tabla 5: Produccién de Natalia

Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas ::} :l:} E :"2 :§
g |& [€ |E |F
Fenomeno continuo 0
Propiedad comun X 1
Objetos o | Estructura | X XX X 4
Similitud | representaciones | Resultado X 1
Identificaciéon Situaciones X 1
o enunciado Regla X X >
Principio | Patron XX XX | XX 8

general XX
Estrategia o procedimiento XX 2
Regla global X | XXX 4
Definicion Clases de objetos 0
Total 6 6 7 4 23
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Produccion de Federico

Tarea 1.

Los enunciados que Federico produjo en esta tarea se clasificaron en las subcategorias
de similitud de objetos o representaciones como estructura y resultado y principios

generales como patron.
Similitud de objetos o representaciones.

- Estructura. El alumno expres6é de forma oral y escrita dos relaciones para crear
nuevas expresiones: el numero de digitos que componia cada término de las
expresiones dadas y si los términos de las expresiones se estaban multiplicando un
nimero por si mismo o dos numeros diferentes (Figura 35). Federico no considerd

las parejas de expresiones dadas como un conjunto.

oX o Ix3 §x ¥
'2)(1.[1' Ex2 lox 5
Figura 35

- Resultado. Federico observd dos relaciones en las expresiones numéricas dadas:
multiplicacion de numeros “de igual valor” (es decir, iguales) y de igual cantidad de

digitos (Figura 36).

- Gelo, el , 2%z ... 1{Eum¢m -:le lng un[urcm clnfc}',ai'l'ﬂf]
o (mulbplcacicn de avmerss o doy d_._sd-m puo con d.,&‘raﬁ: valor )

. Hullnf;ﬂrrmtﬂ"l de numerss e ua dégutp con el Mirme v
¥ Melbpl ’ rror ol N ' !
! et R T Sy U B 2l

Figura 36
Patron. Observo las siguientes regularidades en las expresiones dadas: en la primera
pareja de expresiones dadas se presenta un término que se multiplica por si mismo y en
cambio, en la segunda pareja la diferencia entre cada término de la expresion es de dos

unidades (Figura 37).
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Figura 37

“«“

En la segunda entrevista el alumno confirm6 que en la expresion “...en las operaciones

que no son multiplicaciones...” de la figura 37; el “no” fue un error de escritura.

El alumno identifica y expresa oralmente que en las expresiones dadas “/a diferencia es
igual en linea asi como en cruz, la diferencia es de un numero en los dos”. Federico

apoya su explicacion con las anotaciones que se muestran en la figura 38.

] {‘; | +4
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Figura 38

Tarea 2.

Los enunciados de estas tareas se clasifican en las subcategorias de similitud de objetos
0 representaciones como estructura y en principios generales en regla, patron y

estrategia o procedimiento.
Similitud de objetos o representaciones.

- Estructura. El alumno crea nuevas expresiones similares manteniendo la estructura de

las expresiones aritméticas dadas (Figura 39).
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3x2+3xY | 2x20 + 2 xl0 Sx7+ §xYy
3x(1r2) [ 2x (10420) 5x (7 +4)
Figura 39

Situaciones. El alumno identifica y expresa oralmente que “lo que esta en el paréntesis
tiene prioridad”. Indicando que en matematicas, los paréntesis sirven, principalmente,
para especificar el orden en que se debe resolver; este enunciado no se clasifico como
regla global ya que el alumno lo utiliza para darse cuenta que las parejas de expresiones

dan igual resultado.

Patron. El alumno identifica y expresa las siguientes regularidades en las expresiones

aritméticas dadas (Figuras 40, 41 y 42).

- En cooclo wrc ok dng res .PH"L-" del ¢ercicio 2 dols bay % nesces é;ﬁrt.\lu

Figura 40

-~ Cada parefa EMPICin, por G MMITAR AUMLND g &"f"‘“":«. poi
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Figura 41

L 8 cuddade o cade operacttn e e miyms en esmelo parfe de |

t:p‘--‘ﬂ cte

Figura 42

Estrategia o procedimiento. El alumno manifestd que para construir mas expresiones
similares tuvo en cuenta los numeros que conformaban las parejas de expresiones dadas
y los fue modificando (figura 43). Esta explicacion general de su método no describe la
estructura que aprecia en dichas expresiones al ser demasiado vaga, aunque previamente

la habia expresado.

_Tmﬂndrﬂ COrM G f(ftl"t"'u;:a, WA Auem ere C{!.{ '-"Jt"fl!r.‘lﬁ n r q f"'ﬂl#r{‘

sle ah” m;d"’iﬂfwrﬁn u‘?mrﬂdéi como 444,.-";:

b

les  gyerceceer guoe Weeren

Figura 43
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Tarea 3.

Los enunciados que Federico expresa en esta tarea se clasifican en las subcategorias de
similitud de objetos o representaciones como estructura y resultado y principios

generales como regla y patron.
Similitud de objetos o representaciones.

- Estructura. El alumno crea nuevas expresiones similares manteniendo la estructura de
las expresiones aritméticas dadas (Figura 44). Al igual que Andrea y Natalia, construye

sumas con parejas de nimeros pares consecutivos, no unicamente impares.

F+9 =
AG+1€=

E+10=
§2+84-

Figura 44

- Resultado. El estudiante construyd multiplicaciones que tuvieran igual resultado que
las expresiones numéricas dadas. Federico manifiesto la igualdad de resultado de las

parejas de expresiones como se muestra en la Figura 45.

3+8 = Yxz
2721289 = Yxy
94+ M :=10x2
4S54 F = VdxY

Figura 45

Patron. El alumno identifica y expresa de forma oral y escrita (Figura 46 y 47) las
siguientes regularidades las cuales se complementan: “La diferencia es de dos numeros

entre un sumando y otro”.

- (a .:[;Ffrr«?c[a enfre avmende _on deos

Figura 46

~ Losr numeres gon (mpercs

Figura 47
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En el tercer item de esta tarea se le pide al alumno que relacione los resultados de las
sumas dadas con la multiplicaciéon de dos ntimeros. Federico plantea que “...en las
sumas hay impares y en las multiplicaciones pares”. A lo largo del desarrollo de esta
tarea, el alumno se da cuenta de aspectos que no habia tenido en cuenta inicialmente, en
este caso, al principio el construy6é sumas en las cuales habian sumas de pares y sumas
de impares y al ir progresando en esta tarea, Federico detecta que en las sumas dadas

todos los numeros son impares.

Tarea 4.

Clasificamos los enunciados que Federico produjo al trabajar en esta tarea en la
subcategoria de similitud en objetos o representaciones como estructura y resultado; y

en principios generales en patron.
Similitud de un objeto o representacion.

- Estructura. Crea nuevas expresiones similares manteniendo la estructura de las

expresiones aritméticas dadas (Figura 48).

22¢ 283+ tMq+ 25¢26
A+ 2O +21+ 22 +23
AY] & (W2 +142 ¢ 199+ fUC

Figura 48

- Resultado. En el tercer item de esta tarea se le pide al alumno que relacione los
resultados de las sumas dadas con la multiplicacion de dos nimeros. Federico plantea
multiplicaciones que dan igual resultado a las sumas pero no establece otras relaciones

mas alla de la equivalencia del resultado (Figura 49).

30K3
anx s
RRIT!

Figura 49

Patron. Federico manifestd que para seguir ampliando el ejercicio debian ser numeros

consecutivos (Figura 50).
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Figura 50

Para resumir, presentamos en la tabla 6 las frecuencias de los tipos de enunciados de
generalizacion que produjo Federico. En funcion de las tareas, el mayor nimero de
enunciados producidos por el alumno se ubican en las tareas 2 y 3 (6) y el menor

nimero en la tarea 4 (3). En total, este alumno produjo 20 enunciados.

Respecto a la taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas de Ellis, la
subcategoria con mayor numero de enunciados, al igual que su compafiera Natalia, fue
la de patron (11). Es posible que Federico tuviera mas dificultad en expresarlo en
términos generales y por esta razon detallara las relaciones detectadas en forma de
regularidades y por eso no haya expresado ninguna generalizacion. Las subcategorias
con menor numero de enunciados fueron la de situaciones (1) y principio general como
estrategia o procedimiento (1).

Sin embargo, no se encontraron enunciados que pertenecieran a las subcategorias de
fendmeno continuo, propiedad comun, regla, regla global y clases de objetos.

También observamos que la mayor parte de enunciados producidos por el alumno se

concentran en la subcategoria de principio general (12) en comparacién con la de
similitud (8).

Tabla 6: Produccidn de Federico

Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas % ?:} g % §
E |E |& € |T
Fenomeno continuo 0
Propiedad comun 0
Objetos o | Estructura | X X X X 4
Similitud | representaciones | Resultado X X | X 3
Identificacién Situaciones X 1
o enunciado Regla 0
Principio | Patron XXX | XXX | XX | X 11
general XX
Estrategia o procedimiento X 1
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Regla global 0
Definicion Clases de objetos 0
Total 6 6 3 20

Produccion de Margarita

Tarea 1.

Los enunciados que Margarita produjo en esta tarea se clasificaron en las subcategorias

de similitud de objetos o representaciones como resultado y en situaciones; y principios

generales como patrén y estrategia o procedimiento.

Similitud de objetos o representaciones.

- Resultado. Al principio so6lo observd que las expresiones numéricas dadas estaban

formadas por dos nimeros y un signo de multiplicacion y no considero las parejas de

expresiones como un conjunto (Figura 51). Més adelante en la subcategoria de

estrategia y procedimiento, Margarita explica cual fue su procedimiento para crear mas

expresiones similares a las dadas.

A<l Al 18 xl3 , 13xle , 13 x 13,
3%6  Sx T 4x6 [ Sx2  4xP | Sxq...
<8 , gx?, 9x6, loxc, jlox4, |0x 2.

Figura 51

Posteriormente analiza de forma separada las expresiones presentadas en cada recuadro

y manifiesta que una relacion existente en las expresiones dadas es la cantidad de

digitos que componen las expresiones (Figura 52).
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Figura 52

Margarita pone de manifiesto las relaciones que ella encontr6 en las expresiones

numéricas a través de un caso particular. Sustituye el nimero 12 por la letra n y escribe
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las expresiones dadas en funcion de n (Figura 53). La alumna no se percata que con la
primera expresion habria bastado para expresar de forma general las expresiones
aritméticas dadas. En la segunda entrevista, al revisar esta primera tarea, la alumna
explica como hizo para construir mas expresiones similares. La investigadora le
pregunta: ;lo puedes expresar de forma general? Margarita lo expres6 en notacion
algebraica y manifestd que con solo la primera expresion de la figura 53 bastaba, ya que

era la expresion general, “que sirve para cualquier numero”.

1 A% eleuen  nenfe?
m = L

MO AN

M+4d) x &.-

Figura 53

Situaciones. La alumna identifica y expresa oralmente la situacion del aprendizaje de las
tablas de multiplicar similar a las expresiones dadas: “aqui a la hora de ampliar puedes
hacerlo en vez de orden decreciente en orden creciente igualmente, se supone que si
tiene que guardar una relacion con el anterior se supone que el nifio ya conoce, por

’

ejemplo, toda la tabla del cuatro de multiplicar, o toda la del cinco...”.

Patron. Identifica y expresa de forma oral y escrita (Figura 54 y 55) las regularidades
que observo en las expresiones dadas: “aqui es de dos cifras y aqui es de una, pero por
ejemplo, aqui siempre se esta multiplicando por el mismo numero y el de abajo seria un
numero mayor y aqui seria la diferencia de dos, la multiplicacion de dos, entonces he
visto que sigue eso en los tres...".

Ella resalta que al principio no se dio cuenta de estas regularidades: “he visto a
posteriori que hay relacion entre ellos, por eso, se multiplica por el mismo numero y
después lo de abajo seria el numero mayor pero multiplicado por un numero inferior
dos veces, por el multiplicando”. En este enunciado oral, la alumna comete un error de

expresion, utiliza la expresion “dos veces” para indicar que la diferencia entre los dos

términos de la expresion es de dos unidades. Al igual que lo hizo Natalia en la tarea 3.
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Figura 55

Margarita identifica que en las columnas de las expresiones aritméticas dadas esta
presente la siguiente relacion: la suma o resta de una unidad (Figura 56); y lo explica
oralmente: “aqui es la diferencia de un numero, ... si miras de abajo a arriba [sefiala en
el folio] es restando, si miras de abajo a arriba [sefala en el folio] es sumando, es la
diferencia de un numero, aqui uno menos [senala en el folio] y aqui uno mas [senala en
el folio], aqui resulta lo mismo de 4 a 5 es uno menos y de 3 a 4 es uno mds... es un

numero pero en un lado es por anadidura y por el otro es por resta”
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Figura 56
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Estrategia o procedimiento. La alumna expresa de forma oral coémo creo las expresiones
aritméticas similares a las dadas: “Ahora me he dado cuenta que llevan una relacion, un
poquito los tres, entonces; en principio, he intentado poner numeros cercanos al doce y
al trece y hacer multiplicaciones mas o menos similares a las que dicen aqui: 14x12,
14x13; un poco cercanos a los que alli aparecen, pero después, bueno en el siguiente
egjercicio, he puesto multiplicaciones de una sola cifra, también he seguido la misma
tonica que en el primero, numeros cercanos al cuatro y al cinco, pero ahora me he

dado cuenta que los tres van relacionados”.

Tarea 2.

Los enunciados de estas tareas se clasifican en las subcategorias de similitud en una
propiedad comun y objetos o representaciones como estructura y resultado; y en

principios generales como patron.

Similitud de una propiedad comun. La alumna reconocié que estas expresiones se

relacionan con la propiedad distributiva (Figura 57).

{_;u.;.m{.ﬂe Q- ™ p\‘g_gﬂg.yf s ki v,

Figura 57

Similitud de objetos o representaciones.

- Estructura. Margarita expresa dos relaciones (Figura 58): los términos de las
expresiones se diferencian en dos unidades y; los términos son numeros pares e

impares.

EK@-{- zx@ ZK@-{-Q;‘-@' p == "‘*“‘FW corr

b Y g iumm‘mmm

EK’.H..{?,} { D :EL:S&J 'zg’ﬁ)ﬁf_;@ i@'-r e,
Figura 58

- Resultado. La estudiante planted expresiones similares manteniendo la estructura de
las expresiones dadas e iguald las parejas de expresiones poniendo de manifiesto la
equivalencia de sus resultados y por ende, resalta que se cumple la propiedad

distributiva (Figura 59).
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Al igual que en la tarea 1, Margarita pone de manifiesto las relaciones que ella encontrd
en las expresiones numéricas a través de un caso particular. Sustituye el naimero 2 por la

letra n y escribe dos de las expresiones dadas en funcion de n (Figura 60).

n=2 {mx(n .1.3’.,}_:!_.. f x{ﬁfli) l{@.}n x&En -'[-_[Q-H_K'EI--EJT
J_ra x(ne3 & ones) um(‘;n +(n+3)

Figura 60

Patron. La alumna identifica en las expresiones aritméticas dadas la siguiente

regularidad (Figura 61).

TL& (‘C—C[;l"— [l " N Cg-h-r_.l I_::.‘:‘;-I'; & i'\-q'-"-’.'.‘.-. H'@‘-\- __‘ii:?-
L'Ca\,_a._g L= [:;]i"'-_. Q "lﬁ_ |
Figura 61

Tarea 3.

Los enunciados que Margarita expresa en esta tarea se clasifican en las subcategorias de
similitud de objetos o representaciones como estructura y resultado; y principios

generales como patron, estrategia o procedimiento y regla global.

Similitud de objetos o representaciones. La alumna crea dos grupos de expresiones
similares a las dadas utilizando dos relaciones independientes. La primera de ellas
(diferencia de dos unidades entre los términos) la verifican los ejemplos presentados; la
otra relacion (igualdad de resultado), en cambio, viene impuesta por ella y no se verifica

en los ejemplos dados.

a. Estructura. La diferencia entre los dos términos de las sumas es de dos unidades

(Figura 62).
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b. Resultado. Manteniendo el mismo resultado de las sumas dadas (Figura 63).

Momters epdo & dSurme.
24 G fi.+'-!'—| H4+ Y ‘S~f=3a{ e +2 - ---
25+30l 28 + B 2+ 32

Figura 63

En el tercer item de esta tarea Margarita plantea varias multiplicaciones que dan igual
resultado que las sumas dadas en el ejercicio, entre ellas el producto por la unidad; pero
no establece otras relaciones mas alla de la equivalencia del resultado (Figura 64). Ella
utiliza la operacion inversa de la multiplicacion para justificar los términos de las

multiplicaciones.

F=Uxz 2wx4  ¥xd 33: ‘E‘
Se = UxH, 28 x2 [ S6x4 f'x_;__?z o
20 = lox@ Sxyu, x5, 20x1 Y
Go = Y6 x2 / 23 x4 G2x4

Figura 64

Patron. Ella observo la siguiente regularidad en las expresiones dadas (Figura 65):

(E;:...\»‘»Q Wi wameuadeos, b MJ
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Figura 65
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Estrategia o procedimiento. La alumna expresa oralmente como cred expresiones
aritméticas similares a las dadas, “yo lo que he hecho ha sido restar un numero en uno y
a la vez que resto un numero en uno, le ariado al otro numero otra unidad, un numero
mds... es restar uno y sumar uno, o restar dos y sumar dos, si queremos seguir
manteniendo el orden que aqui aparece de dos numeros”.

Margarita manifiesta que para encontrar dos numeros que multiplicados den el mismo
resultado a las sumas dadas, ella utilizo la operacion inversa de la multiplicacion, la
division: “Seria dividir entre dos o entre cuatro te puede salir esa operacion, seria
ocho entre dos, eso te sale cuatro, pues ya sabes que es cuatro por dos para calcular la
multiplicacion...”. La alumna destaca en esta relacion la presencia de los nimeros dos

y el cuatro.

Regla global. Margarita concluye a partir de los resultados observados en las sumas
dadas, en las cuales todos los términos eran impares que: "4/ sumar numeros impares te

va a salir siempre un numero par”.

Tarea 4.

Clasificamos los enunciados que Margarita produjo al trabajar en esta tarea en las
subcategorias de similitud en objetos o representaciones; y en principios generales en

regla y estrategia o procedimiento.
Similitud de un objeto o representacion.

- Estructura. Crea nuevas expresiones similares manteniendo la estructura de las

expresiones aritméticas dadas (Figura 66).
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Figura 66

- Resultado. En el tercer item de esta tarea se le pide a la alumna que relacione los
resultados de las sumas dadas con la multiplicacion de dos numeros. Margarita plantea
multiplicaciones que dan igual resultado a las sumas, entre ellas el producto por la
unidad; pero al igual que en la tarea 3 no establece otras relaciones mas alla de la

equivalencia del resultado (Figura 67).
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Figura 67

Estrategia o procedimiento. Antes de expresar las multiplicaciones como similitudes de
resultado, la alumna describe como se construyen niumeros consecutivos pares e impares

(Figura 68).
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Figura 68

Para resumir, presentamos en la tabla 7 las frecuencias de los tipos de enunciados de
generalizacion producidos por Margarita. En funcion de las tareas, el mayor numero de
enunciados producidos por la alumna se ubica en la tarea 1 (11) y el menor niumero en
la tarea 4 (3). En total, esta alumna produjo 26 enunciados. El hecho de que la primera
tarea fuera la que presentara mas enunciados es debido a que en esta tarea Margarita no
prestd atencidn unicamente a las relaciones que nosotros consideramos en el disefio de
la tarea, sino que también observé inicialmente (a) relaciones muy generales y basicas
entre las expresiones dadas como conjunto (presencia de dos términos y de un simbolo
de multiplicacion), (b) relaciones entre las expresiones contenidas en algunos de los
recuadros (igual numero de digitos) y posteriormente (c) relaciones de acuerdo a la
suma de los términos de las expresiones (igual resultado). Al igual que en la tarea 1, en
el resto de tareas Margarita inicialmente se centraba en otras relaciones ademas de las
consideradas en el disefio de las tareas, pero en estas ocasiones se centré mas rapido en

las relaciones que compartian las parejas de expresiones dadas.

Respecto a la taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas de Ellis, las
subcategorias con mayor nuimero de enunciados son la similitud de objetos o
representaciones en resultado (8) y principio general en patron (8). Margarita prestd una
mayor atencion a los valores numéricos de las expresiones con las que estuvo

trabajando que sus compafieros, mostrando una mayor tendencia computacional lo cual
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en ocasiones le impidid apreciar otras relaciones que le hubieran conducido a un trabajo
mas algebraico con las expresiones. Al igual que Natalia y Federico es posible que
Margarita tuviera mas dificultad en expresar en términos generales las relaciones que
detecto y por esta razon detallara estas relaciones en forma de regularidades y solo una
como generalizacion.

Las subcategorias con menor niimero de enunciados fueron la de similitud en propiedad
comun (1) y situaciones (1); y en principio general en regla global (1). Sin embargo, no
se encontraron enunciados que pertenecieran a las subcategorias de fendémeno continuo,
regla y clases de objetos. También observamos que los enunciados producidos por la
alumna se concentran de igual forma en la subcategoria de principio general (13) y en la

de similitud (13).

Tabla 7: Produccion de Margarita

Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas ::} ?2 E :"2 :§
g |E |E |E |
Fenomeno continuo 0
Propiedad comun 1
Objetos o | Estructura X X X 3
Similitud | representaciones | Resultado | XXX | XX | XX | X 8
Identificaciéon Situaciones X 1
o enunciado Regla
Principio | Patron XXX | X X 8
general XXX
Estrategia o procedimiento X XX X 4
Regla global X 1
Definicion Clases de objetos 0
Total 11 5 7 3 26
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Resultados de las producciones

Por tareas y subcategorias

En la tabla 8 se recoge el niimero total de enunciados finales verbales o escritos
producidos por los cuatro alumnos, a lo largo de las cuatro tareas, clasificados segun la
taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas de Ellis. En total se obtuvieron 95
enunciados, de los cuales 68 son escritos y 27 orales. Observamos una notoria presencia
de enunciados escritos, esperabamos un mayor niimero de enunciados orales ya que los
alumnos podian hablar entre ellos, debido a la forma de trabajo que se propuso, en
parejas. Esto es debido a que en la entrevista 1, los alumnos trabajaron inicialmente de
forma individual antes de ponerlo en comun con sus compafieros.

Las tareas que mayor numero de enunciados tuvieron fueron la Tarea 1 (29) y la Tarea 3
(28); la tarea con menos enunciados fue la Tarea 4 (15). Consideramos que
posiblemente la tarea 4 tuvo menos enunciados por el cansancio de los alumnos al ser la
ultima. Creemos que el alto nimero de enunciados en las tareas 1 y 3 se puede deber, en
primer lugar, a que la tarea 1, era la primera y traia consigo curiosidad e interés; y en
segundo lugar, la tarea 3, planteaba nuevos retos a los alumnos en un formato
ligeramente diferente a las tareas anteriores, en el sentido de buscar relaciones entre las
sumas de las expresiones dadas y la multiplicacion de dos nimeros. Es posible que el
hecho de que la equivalencia entre las expresiones dadas en la tarea 2 fuera conocida
por los cuatro alumnos, hubiera sido un factor para que esta tarea no tuviera un nimero
mayor de enunciados debido a una falta de exploracion.

Teniendo en cuenta la taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas de Ellis, la
subcategoria con mas enunciados finales fueron la de principios generales en patron
(31) y similitud de objetos o representaciones, la cual se dividio en estructura (17) y
resultado (13). Es de destacar el alto nimero de enunciados en principio general en
patron y el numero de enunciados de ésta misma subcategoria en reglas (5) y reglas
globales (12). La subcategoria con menos enunciados fue la de similitud de situaciones
(3), lo cual puede deberse a que los alumnos no habian trabajado antes tareas de este

tipo.

Hubo dos subcategorias que no tuvieron ningun enunciado final: fendmeno continuo y
clases de objetos. Los alumnos no expresaron enunciados que vislumbraran la
identificacion de propiedades que se extendieran mads alla de un ejemplo especifico,

caracterizados por un sentido de continuacion, movimiento o relacion dinamica entre
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cantidades. Esto puede ser debido al tipo de tareas propuestas ya que las parejas de
expresiones dadas no sugieren un movimiento o cambio de una a otra, como ocurre por
ejemplo en una sucesion (ej. cada vez se suman cinco mas) sino que comparten una
relacion (estatica) entre sus términos. Tampoco hicieron enunciados que transmitieran el
caracter fundamental de un patrén, relacion, clase u otro fendmeno que fueran
caracterizados como definiciones. Este Gltimo tipo de enunciados requerian expresar un
hecho general precisando el conjunto de elementos para los que era aplicable. Sin
embargo, las explicaciones de los alumnos con los que trabajamos no fueron tan

precisas o detalladas.

Tabla 8: Resultados de las producciones por tareas y subcategorias

Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas ::} % ?:} % §
g | |& |E | T
Fenomeno continuo 0 0 0 0 0
Propiedad comun 0 3 0 1
Objetos o | Estructura | 4 3 6 4 17
Similitud | representaciones | Resultado 6 2 3 2 13
Identificacién Situaciones 1 2 0 0 3
o enunciado Regla 0 5 1 5 3
Principio | Patron 15 4 8 4 31
general | Estrategia o procedimiento 2 4 2 2
Regla global 1 3 8 0 12
Definicion Clases de objetos 0 0 0 0 0
Total 29 23 28 15 95

Por sujetos

Al final de la produccion de cada alumno se ha presentado una tabla donde se recogen
las frecuencias de los tipos de enunciados finales producidos por cada alumno en cada
tarea. A continuacion, en la tabla 9, se aglomeran el total de enunciados producidos por
cada alumno en las cuatro tareas, clasificados segin la taxonomia modificada de
generalizaciones reflejadas. Se observa que las alumnas fueron las que mas enunciados

produjeron en total: Margarita (26), Andrea (26) y Natalia (23). Las dos primeras
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alumnas pertenecian a parejas diferentes. El menor niimero de enunciados producidos
en total fue el de Federico (20).

Con respecto a las subcategorias, el mayor numero de enunciados totales producidos por
cada alumno dentro de una subcategoria fue el de Federico en principio general en
patron (11). Natalia y Margarita compartian el mismo niimero de enunciados (8) pero no
en la misma subcategoria, Natalia en la subcategoria de principio general en patron y
Margarita en las subcategorias de similitud de objetos o representaciones en resultado y
principio general en patron. En el caso de Andrea el mayor nimero de enunciados
producidos por esta alumna fue en la subcategoria de principio general en regla global
(7). Esto nos sugiere que los procesos de generalizacion realizados por esta alumna son
de nivel superior en comparacidon con sus compaieros.

El menor nimero de enunciados totales producidos por los alumnos en una subcategoria
fue de un enunciado, Andrea fue la que tuvo menos subcategorias de estas
caracteristicas, solo una, la de similitud de objetos o representaciones en resultado.
Margarita fue la que tuvo mas subcategorias con el menor niimero de enunciados,
fueron tres: similitud en propiedad comun y situaciones, y principio general en regla.
Natalia y Federico compartian el mismo numero de subcategorias con menos
enunciados, Natalia en similitud de propiedad comuln y situaciones. Federico en las
subcategorias de similitud de situaciones y principio general en estrategia o
procedimiento. Ademas, Margarita, Natalia y Federico compartian una subcategoria con
menos enunciados, la de similitud de situaciones. Natalia y Margarita compartian la
subcategoria de similitud en propiedad comun.

El mayor nimero de subcategorias sin enunciados fue el de Federico (5), siendo las
siguientes: Fendmeno continuo, similitud en propiedad comun, principio general en
regla y regla global; y clases de objetos. El resto de alumnos, en este caso mujeres,
tuvieron el mismo numero de subcategorias sin enunciados (3). Andrea no produjo
enunciados en las subcategorias de fendmeno continuo, similitud de situaciones y clases
de objetos. En el caso de Natalia, no produjo enunciados en las subcategorias de
fendmeno continuo, similitud de objetos o representaciones en resultado y clases de
objetos y Margarita en las subcategorias de fendmeno continuo, principio general en
regla y clases de objetos. En este aspecto, los cuatro alumnos compartian dos
subcategorias sin enunciados: fenomeno continuo y clases de objetos, como ya se ha
mencionado previamente. Ademas, Federico y Margarita compartian la subcategoria de

principio general en regla.
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Tabla 9: Resultados de las producciones por sujetos

®
Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas g % % gj
202 |8 |2

Fenomeno continuo 0 0 0 0

Propiedad comun 2 1 0 1

Objetos o | Estructura 6 4 4 3

Similitud | representaciones | Resultado 1 1 3 8

Identificacion Situaciones 0 1 1 1
o enunciado Regla 3 5 0 0
Principio | Patron 4 8 11 8

general | Estrategia o procedimiento 3 2 1 4

Regla global 7 4 0 1

Definicion Clases de objetos 0 0 0 0
Total 26 23 20 26

Por parejas

Con respecto al trabajo en parejas, se van a tener en cuenta dos aspectos, en primer
lugar, comparamos el trabajo de cada alumno para analizar el trabajo de la pareja, en
este caso nos remitiremos a la tabla 9. En segundo lugar, comparamos el nimero y tipo

de enunciados totales verbalizados por cada una de las parejas (tabla 10).

Pareja 1. (Andrea y Natalia)

El nimero de enunciados producidos por estas dos alumnas en la mayoria de las
subcategorias es muy parecido, encontrando una diferencia minima entre las
subcategorias de un enunciado. Esto da cuenta del trabajo en equipo observado por la
investigadora en el desarrollo de las tareas. Solo hay dos subcategorias donde se
observa un mayor nimero de enunciados por parte de una de ellas: Andrea presenta un
mayor numero de enunciados en la subcategoria de principio general en regla global (7-
4) y Natalia en la subcategoria de principio general en patron (4-8). Este hecho pone de
manifiesto una forma de trabajar y un nivel diferente en cada alumna en el proceso de

generalizacion.
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El mayor niimero de enunciados producidos por estas dos alumnas se encuentra en la
subcategoria de similitud de objetos o representaciones en estructura (6-4). E1 menor
numero de enunciados producidos por esta pareja se encuentran en las subcategorias de
similitud de situaciones (0-1) y en objetos o representaciones en resultado (1-1).

No se encontraron enunciados en tres subcategorias, de las cuales dos son compartidas
por las alumnas, las subcategorias de fenomeno continuo y clases de objetos. La tercera

es solo de Andrea, en similitud de situaciones.

Pareja 2. (Federico y Margarita)

El niimero de enunciados producidos por estos dos alumnos en la mayoria de las
subcategorias es diferente a comparacion de la otra pareja. Esto da cuenta del trabajo en
equipo observado por la investigadora, donde se observd que el trabajo en pareja era
minimo y no influia en el desarrollo de las tareas.

El mayor niimero de enunciados producidos por los dos alumnos se encuentra en la
subcategoria de principio general en patron (11-8). Se observa que Margarita también
tuvo un mayor numero de enunciados en otra subcategoria, en la similitud de objetos o
representaciones en resultado (3-8). El menor numero de enunciados producidos por
esta pareja se encuentran en las subcategorias de similitud en propiedad comun (0-1),
situaciones (1-1) y en principio general en regla global (0-1).

No se encontraron enunciados en cinco subcategorias, de las cuales tres son
compartidos por los dos alumnos, las subcategorias de fendémeno continuo, principio
general en regla y clases de objetos. Las otras dos subcategorias, propiedad comuin y

principio general en regla global son de Federico.

En general (tabla 10), la pareja 1, compuesta por Andrea y Natalia tuvo mas enunciados
(49) que la pareja 2, de Federico y Margarita (46). Hemos observado que el mayor
numero de enunciados totales de la pareja 1, estd en la subcategoria de principio general
en patron (12) y le siguen: regla global (11) y similitud de objetos o representaciones en
estructura (10). En la pareja 2, se observd un alto numero de enunciados en la
subcategoria de principio general en patrén (19) y le sigue la de similitud de objetos y
representaciones en resultado (11). Ambas parejas comparten que el mayor nimero de
enunciados totales por pareja estd en la subcategoria de principio general en patron.

Las subcategorias con menor nimero de enunciados totales por parejas fueron, en la

pareja 1, en similitud de situaciones (1). En la pareja 2, fueron en similitud en propiedad
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comun (1) y principio general en regla global (1). Sin embargo, en la pareja 2, no se
encontraron enunciados en tres subcategorias, de las cuales dos son compartidas con la
pareja 1, las subcategorias de fendmeno continuo y clases de objetos; y una no, la
subcategoria de principio general en regla.

Por ultimo, destacamos que la diferencia de enunciados totales en las dos parejas no es
significativa (49-46), pero consideramos que la pareja 1 tuvo mejor desarrollo durante
las tareas, ya que se observa que el numero de enunciados en las diferentes
subcategorias es mas repartido y no tan concentrado como en el caso de la pareja 2.

Se pudo observar que cada pareja trabajé de forma distinta, es posible que ésto se deba a
que: (1) cada pareja se enfocara en relaciones diferentes, (2) las expresaran haciendo
énfasis de otra forma y (3) el nivel de los alumnos en el proceso de generalizacién al
desarrollar las tareas fuera diferente. Sin embargo, destacamos que la influencia del
trabajo en parejas fue mas beneficiosa para la pareja 1, que para la pareja 2 . Esto puede
ser debido a que la pareja 1 tuvo un didlogo més cohesivo y dindmico entre las alumnas,
que en variadas ocasiones ayudd a la deteccion de relaciones en las expresiones
numéricas dadas, sobre todo a Natalia.

Por otro lado, la cantidad y tipo de enunciados producidos en total por cada pareja, es
diferente. Solo se ve una cantidad igual o mas o menos parecida de enunciados en
ambas parejas en las subcategorias de similitud en situaciones (1-2) y propiedad comun
(3-1); y en principio general en estrategia o procedimiento (5-5), que son subcategorias

con un bajo niimero de enunciados.

Tabla 10: Resultados de las producciones por parejas

Pareja 1 Pareja 2
Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas (An;irea (Fed;rico
Natalia) Margarita)
Fenomeno continuo 0 0
Propiedad comun 3 1
Objetos o | Estructura 10 7
Similitud | representaciones | Resultado 2 11
Identificacién Situaciones 1 2
o enunciado Regla 3 0
Principio | Patron 12 19
general | Estrategia o procedimiento 5 5
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Regla global 11 1
Definicion Clases de objetos 0 0
Total 49 46
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CONCLUSIONES

En este apartado presentaremos las conclusiones a las que llegamos después de realizar
el andlisis de datos. En primer lugar, presentamos algunas consideraciones sobre el
trabajo de investigacion que hemos realizado enfocadas sobre la produccion de los
alumnos, las tareas propuestas, el trabajo en parejas y la utilidad de la taxonomia de
Ellis para este trabajo. En segundo lugar, damos respuesta a las preguntas de

investigacion que plateamos en el apartado de problema a investigar.

Sobre la produccion de los alumnos

En general, y resumiendo muy brevemente la informacion presentada en el anélisis de
los datos, a partir del analisis realizado de las producciones de los cuatro estudiantes,
observamos que los alumnos enunciaron el reconocimiento de principios generales
como patrones, procedimientos o estrategias, reglas y reglas globales. Identificaron
similitudes entre las expresiones aritméticas, a modo de propiedades en comun, objetos
o representaciones y situaciones. Ademas, apreciamos que algunas de las subcategorias
de la taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas de Ellis no se aplicaron al
clasificar los enunciados verbales o escritos producidos por los alumnos, concretamente
la de fendbmeno continuo y clases de objetos. La subcategoria con mas enunciados
finales fueron la de principios generales en patrén (31) y similitud de objetos o
representaciones, la cual se dividid6 en estructura (17) y resultado (13). Las
subcategorias con menos enunciados fueron la de similitud de situaciones (3) y
propiedad comun (4). Cabe resaltar que la pareja 1, presenta un mayor nivel en el
proceso de generalizacion, ya que Andrea y Natalia presentan un mayor nimero de

generalizaciones o reglas globales (7-4) que la pareja 2 (0-1).

Se obtuvieron en total 95 enunciados, de los cuales 68 son escritos y 27 orales. Las
tareas que mayor numero de enunciados fueron la Tarea 1 (29) y la Tarea 3 (28); la
tarea con menos enunciados fue la Tarea 4 (15). Es posible que la tarea 2 no tenga un
nimero mayor de enunciados (23) debido a que a lo largo de la formacién matematica
de estos alumnos han tenido variadas ocasiones de encontrar expresada de forma

simbolica dicha relacion (la propiedad distributiva) y de esta manera, facilitara
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probablemente que en el caso de la pareja 1 la expresaran con notacion simbolica la

estructura de las expresiones.

Es de destacar que en la primera entrevista observamos que sobre todo la pareja 1 era
capaz de generar generalizaciones de las relaciones y patrones detectados. En ocasiones
este tipo de generalizaciones las utilizaron para generar mas ejemplos. En el caso de la
pareja 2, se observa que ellos se quedan a medio camino. Sin embargo, en la segunda
entrevista observamos que los alumnos por si solos son capaces de hacerlo siempre que
se les den tareas adecuadas y en un ambiente, donde haya insistencia e interaccion entre
el profesor y los alumnos, ya que de esta forma avanzan en el proceso. En la segunda
sesion, observamos que los alumnos a través de un didlogo guiado usando preguntas
como: /podrias expresarlo de una forma general, con letras?, ;podrias empezar por
numeros pequefios?, ;qué ves en comun entre los términos de las multiplicaciones y los
términos de las sumas?, etc.; llegaron a expresar sus generalizaciones por medio de
expresiones algebraicas simbolicas en casi la totalidad de las tareas. Por otro parte,
observamos que tanto en la primera sesion como en la segunda, se noté mas interés en

el desarrollo de las tareas por parte de las tres alumnas que del alumno.

Estas observaciones nos sugieren que si los alumnos trabajaran tareas de este tipo a lo
largo de su formacion progresarian significativamente en el desarrollo de
generalizaciones. Seria también necesario trabajar la expresion de dichas
generalizaciones para enriquecer en detalles y precision sus explicaciones. Lo cudl es
especialmente importante en el caso de estos alumnos debido a que se estan formando

como maestros.

Sobre las tareas propuestas

Por otra parte, consideramos que las tareas disefiadas para este trabajo fueron adecuadas
para que los alumnos desarrollaran y expresaran generalizaciones. Las tareas
presentaron a los alumnos retos y oportunidades para que pudieran utilizar patrones para
crear nuevas expresiones similares, identificar regularidades, analizar e identificar la
estructura de expresiones numéricas, hacer uso de pensamiento relacional y generar y
expresar generalizaciones. Sin embargo, después de llevar a cabo las dos sesiones,
consideramos mejorar el formato y redaccion de las preguntas, ya que causo algunos
inconvenientes en la compresion de éstas por parte de los alumnos, y ampliar las

informaciones que acompafiaban a las tareas. Para posibles aplicaciones de estas tareas
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también seria recomendable que el investigador incitara a los alumnos a ser mas
precisos en sus explicaciones ya que es a través de ellas como se valoran las

generalizaciones de los alumnos.

Sobre el trabajo en parejas

Con respecto al trabajo en parejas, observamos que esta forma de trabajar si influyo en
el desarrollo de las tareas, sobretodo en una de las parejas, en la de Andrea y Natalia.
Resaltamos que el trabajo en equipo observado en la pareja 1, mostraba un didlogo
cohesivo e interactivo enmarcado por el interés en resolver las tareas. Sin embargo, en
la pareja 2, el trabajo fue més individual, no se observaba un interés por trabajar en
equipo, sobre todo por parte de Federico. A pesar de esto, cuando Federico explicaba lo
que habia hecho, Margarita tomaba en cuenta algunas de las ideas planteadas por €1, que

le ayudaron a tener otro punto de vista de las relaciones encontradas por ella.

Sobre la taxonomia de Ellis

La taxonomia de generalizaciones de Ellis, nos ha permitido tener una plantilla para
categorizar los enunciados finales orales y escritos de generalizacion producidos por los
alumnos en el desarrollo de las cuatro tareas. Es de destacar que el orden en que estan
las subcategorias de la taxonomia no tiene porque coincidir con el proceso de trabajo de
los alumnos. Sin embargo, hemos encontramos algunas limitaciones para clasificar
estos enunciados. El cardcter general de algunas de las subcategorias no nos permitia
tener una vision detallada del tipo de enunciados producidos por los alumnos. Por esta
razoén, después de la recogida de los datos vimos necesaria la modificacion de la
taxonomia, para el posterior analisis de los datos. No obstante, consideramos que un
futuro es posible refinar la taxonomia en un estudio posterior con mas sujetos o crear

una propia.

Respuesta a las preguntas de investigacion

A continuacidn, tratamos de dar respuesta a las preguntas de investigacion que nos

planteamos en esta investigacion:

¢ Los futuros maestros son capaces de expresar de forma general relaciones apreciadas
en expresiones aritméticas?
A partir de los resultados obtenidos de las producciones de los cuatro estudiantes,

podemos sefalar que, s6lo la pareja 1 fue capaz de expresar con simbolismo algebraico
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la generalizacion de las relaciones apreciadas en las expresiones aritméticas propuestas
en una de las cuatro tareas. Sin embargo, resaltamos que las tres alumnas, y sobre todo
Andrea y Natalia, fueron capaces de generar generalizaciones de las relaciones y
patrones detectados en las expresiones, la mayoria de ellas de forma verbal o como en el
caso de la pareja 1, mezclando palabras con simbolos aritméticos para expresar las
relaciones de paridad que ellas observaron. Este tipo de representacion se encuentra mas
proxima al simbolismo que la verbal. Algunas de las generalizaciones de los estudiantes
que fueron expresadas oralmente estuvieron apoyadas por gestos. A este respecto,
Radford (2002) destaca la importancia del lenguaje verbal y los gestos que emplean los

estudiantes en sus intentos por generalizar.

Términos como todos, cualquier y siempre utilizados por los alumnos, marcan la
diferencia e importancia de estas generalizaciones no simbdlicas. El problema de este
tipo de generalizaciones expresadas de forma verbal, es que presentan limitaciones
respecto a su aplicacion y generalidad. Sin embargo, al igual que Mason y Pimm
(1984), consideramos que el lenguaje natural juega un papel fundamental en el proceso
de generalizacion y que el empleo de €ste puede influir en la expresion algebraica de la

generalizacion.

Esperabamos que los estudiantes a partir de la identificacion de un patrén en unos pocos
casos especificos fueran capaces de razonar inductivamente y generaran una regla

global o generalizacion de forma algebraica de las tareas.

En general, los estudiantes tuvieron poca dificultad describiendo un patréon de forma
verbal y en algunas situaciones hicieron predicciones basadas en las relaciones
identificadas en un patréon. Sin embargo, los estudiantes no fueron capaces en la
mayoria de tareas de proporcionar una descripcion algebraica formal (es decir, mediante
lenguaje simbdlico) de las expresiones aritméticas propuestas. Resultados similares se
han observado en Zazkis y Liljedahl (2002), donde estos autores notaron que hay un

vacio significativo entre reconocer un patron y ser capaz de expresarlo algebraicamente.

¢ Qué variedad de generalizaciones producen dichos estudiantes?
De acuerdo con la taxonomia de generalizaciones de Ellis (2007a), observamos que la
mayor parte de enunciados producidos por Andrea (17), Natalia (16) y Federico (12) se

concentran en la subcategoria de principio general. Sin embargo, en el caso de
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Margarita los enunciados producidos por ella se concentran de igual forma en ambas
subcategorias (13), principio general y similitud.

Ellis (2007¢) afirma en base a los resultados de su investigacion, que una instruccion
que anima un enfoque sobre patrones de numeros apoya la generalizacion de patrones,
procedimientos y reglas. Mientras que una instruccion que anima un enfoque sobre
cantidades apoya generalizaciones sobre relaciones, conexiones entre situaciones y
fenomenos dinamicos. Es posible que en el caso de nuestros tres primeros alumnos, su
instruccion anterior haya estado enfocada sobre patrones de nimeros. Sin embargo, en
este mismo estudio, Ellis indica que en una examinacion entre similitudes y diferencias
en las generalizaciones de los estudiantes, reveld que el tipo de razonamiento
cuantitativo el cual los estudiantes emprendian, prob6 ser mas importante influenciando

su generalizacion que un mero enfoque de cantidades vs. nameros.

;Como interviene el pensamiento relacional en el trabajo con las expresiones

aritméticas hasta llegar a la expresion de alguna generalizacion?

Los estudiantes en el desarrollo de las tareas pusieron de manifiesto el uso de este
pensamiento, identificando y trabajando con relaciones o regularidades detectadas en las
expresiones aritméticas. Esperabamos que ocurriera asi puesto que las cuestiones de las
tareas conducen a los alumnos a centrar su atenciéon en buscar relaciones entre las
expresiones dadas. Sin embargo, en el trabajo de Margarita, observamos cierta
tendencia computacional que alejo su atencion de la estructura de las expresiones. En
este caso la alumna expres6 enunciados en forma de similitud de resultado de las
expresiones. Es de destacar que esta forma de trabajo no bloqued a la alumna en su
busqueda de relaciones. Sin embargo, en relacion con el conocimiento de la estructura
de la aritmética, en algunos casos se observo que los alumnos no consideraban las
parejas de expresiones como totalidades sino que las percibian como expresiones
separadas. En este aspecto, sobresalen los enunciados de Margarita y Natalia, que
inicialmente en el desarrollo de las tareas se centraban en cada expresion dada por

separado.

¢Distinguen las regularidades o patrones claves para la generalizacion de las que no lo

son?
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Los cuatro estudiantes se centraron en buscar varios patrones en una misma tarea,
considerando, ademas del patron que nosotros utilizamos en el disefio de la tarea, otros
que percibian al relacionar los términos que componen las expresiones. En este sentido,
Lee (1996) afirma que “el mayor problema no es ver el patron, es percibir un patroén

algebraicamente util” (p. 95).

Sin embargo, es posible que este gran numero de patrones identificados por los alumnos
no fueran un desencadenante que los motivara para su posterior generalizacion, o que la
falta de experiencia en el trabajo de este tipo de tareas hiciera que s6lo una de las
parejas expresara de forma general una de las cuatro tareas. Ellis (2007b) recoge que la
percepcion de un patrén numérico valido no parece garantizar la habilidad para
generalizar ese patron correctamente. De esta manera, consideramos que se debe
potenciar en la educacion escolar el trabajo de este tipo de tareas de identificacion de

regularidades y su posterior generalizacion.

¢ Queé dificultades presentan para generalizar las relaciones apreciadas en expresiones

aritmeticas?

Los alumnos presentaron dificultades para poder expresar simbodlicamente las
generalizaciones de los patrones identificados. Resultados similares se han observado en
algunas investigaciones pioneras recogidas por Kieran (2006, 2007) sobre el uso de la
notacion algebraica (el simbolismo algebraico) como una herramienta para expresar
patrones generales y figurales, y para justificar formas equivalentes de estas relaciones
de patrones, en los cuales se constata que pocos estudiantes usan el simbolismo

algebraico o aprecian su papel para justificar una declaracion general sobre nimeros.

Ademas, Kieran recoge que una dificultad adicional subyace en la incapacidad de los
estudiantes para articular la estructura de un patréon o una relacion usando el lenguaje
ordinario. En nuestro caso, esta dificultad no se percibio, en la mayoria de las tareas los
estudiantes expresaron los patrones observados por ellos de forma verbal (oral o

escrita).

Los alumnos descubrieron gran cantidad de patrones, no obstante, en algun caso
(Margarita) no detectaron aquellas relaciones en las que se habian pensado al disefar las

tareas. Como Lannin (2005) afirma, “desarrollar entendimiento algebraico a través de
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actividades de patrones crea considerables dificultades mientras los estudiantes pasan de
un enfoque sobre ejemplos particulares hacia la creacion de generalizaciones” (p. 232)

Por ultimo, una dificultad afiadida fue la falta de experiencia y trabajo previo de los
alumnos en este tipo de tareas propuestas, ya que al principio, no sabian o comprendian
que debian hacer en las tareas. Lee (1996) encontré que actividades generalizadoras
llevaban a tres tipos de obstaculos conceptuales: (1) nivel de percepcion, que concernian
ver el patron, (2) nivel verbal, que involucraban expresar el patron claramente y; (3) el

nivel de simbolizacidn, por ejemplo, utilizar una variable » en una expresion general.

A partir del trabajo realizado, hemos observado que se han realizado muchas
investigaciones enfocadas en las dificultades que presentan los estudiantes en el
aprendizaje del algebra pero muy pocas sobre el papel de la formacién de los futuros
maestros en este topico. Consideramos importante investigar como los futuros maestros
se enfrentan a este tipo de situaciones y coémo lo llevarian al aula en su futuro
profesional. Asi mismo, resaltamos la presencia de la Early-Algebra en la formacion de
los futuros maestros desde un enfoque de la ensefianza del algebra como una aritmética
generalizada, destacando el papel de la generalizacion y el pensamiento relacional,
como una posible via para solventar las dificultades que presentan los alumnos en el

aprendizaje del algebra.

Por ultimo, presentamos algunas cuestiones de interés, mencionadas anteriormente,
como linea de continuacion de este trabajo: ;Qué trabajo pueden llevar a cabo los
profesores de educacion primaria para promover que sus estudiantes realicen
generalizaciones matematicas?, ;Cuales serian los beneficios de incorporar la propuesta
Early-Algebra y promover el pensamiento algebraico en la formacion de maestros?, ;De
que modo influye en los futuros maestros el aprendizaje y la reflexion en clase sobre la
conveniencia de la ensefianza de estos topicos en la escuela? ;Estdn preparados los
futuros maestros para hacer frente a las dificultades que pueden presentar los estudiantes

al trabajarse en el aula la aritmética y el algebra de forma integrada?
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TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR ANDREA

TAREA 1.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo. La identificacion de una propiedad
dinamica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
Tipo IV: Propiedad comun: La identificacién de la
Identificaciéon propiedad comun a objetos o situaciones.
0
enunciado e 6xE A9 = T x9 & x
13x15 Tx¥ Ao - AO g% Is % 4
2. Similitud: roeg;feefesntacione& L(a)l Bstructura: . ?“_h ""“[j 3oses @ gt w
i : [ Eﬁ ~
Enunmgd(.)' de identificaciéon de objetos rdtiphicen o = afre &7 @ AAx42 f hel [ 40x3 by
una similitud como similares 0 ! -
0 lgualdad idénticos. Eﬁm s Hﬂ.ﬁ. - ‘HW et o AL %44 |rl b?":s Elf'°1 i"'-c{ .
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Resultado o coss B e [Gw 4 oz 'l. .
lﬂ,‘ugtté_oﬁ = W"q&lﬂéﬂ]ﬁ}fg :gidﬂ—i-‘g‘
Situaciones: ~ La  identificacion  de

situaciones como similares o idénticas.

3. Principio
general:  Un
enunciado de
un fendémeno
general.

Regla: La descripcion de una férmula
general o hecho.

Patron: La identificacion de un patrén
general.

“...en todos, he quitado por un lado uno y en el otro, lo he sumado”.
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Estrategia o procedimiento: La descripcion
de un método que se extiende mas alla de
un caso especifico.

“...seria 14y 14, pues 28... el caso es que a éste [sefiala en el folio] le he
quitado uno, digamos al 4 le he quitado uno y al cuatro le he sumado uno,
y vamos, ya da lo mismo, aunque no tenga que hacer la suma, ya se que
van a dar lo mismo. En este caso es lo mismo, a éste [senala en el folio] le
he sumado uno y a éste [senala en el folio] se lo he restado. En éste [sefiala
en el folio] como 19y 1 son 20 pues 10 y 10 también. Luego en éste [setiala
en el folio], pues igual que aqui, a éste le he sumado uno aqui y he restado
uno. Y éste [senala en el folio] pues lo mismo. En todos he hecho el mismo
proceso menos en éste [senala en el folio] que es una division, en todos he
quitado por un lado uno y en el otro lo he sumado, y en éste [sefiala en el
folio] ha sido el unico que no porque salia 20, pues he dicho 10y 10"

Regla global: El enunciado del significado
de un objeto o idea.

5 ==
B Q.ué.g- P Sy wu.; lij Syae He ?\\.L'.Lw T e T N cle

1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos

Tlpo. V que satisfacen todos una relacion dada, patrén u otro
Definicion ,
fendmeno.
TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR ANDREA
TAREA 2.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dinamica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
TipoIV: |2 Similitud: . , o
Identificacion | Enunciado  de Propzedag’ comun: La 1dent1ﬁ02}01on de ool gee @w o eosedad
o la propiedad comun a objetos o » . . -
0 una similitud o | . . dstiliiiue, e '\.uf? T oh @empehers, we AT custfol gue ae-
enunciado igualdad. situaciones. A .

78




Objetos 0 Axl + 2= =2 Fxr (D)
representaciones: Estructura Srl A SR s g (44D
La identificacion Ex® v ¥ * o= 8« (94+ 7
de objetos como

similares 0 | Resultado

idénticos.

Situaciones: La identificacion de
situaciones como similares o idénticas.

3. Principio

general: Un
enunciado de un
fenomeno
general.

Regla: La descripcion de una formula
general o hecho.

fﬂ-uf:l._m hgfr.:ﬁ.i'n que e cdoca oufes del |
P@xﬁadmpﬂmwmﬁm ol dioncinh o el o
;:;_\ (_nt“\:vﬂ CJ\} wﬁ‘@-f_ﬂéﬁ 'ﬁn-l' oo ﬁ.: d:&bf\tﬂ} w doa.
- r@w l'deE = Mm E!L hE wi(@'{{_‘:}-'rl%g l\p.
swe  de s o™ Lolike

Patron: La identificacion de un patron
general.

Estrategia o  procedimiento:  La
descripcion de un método que se
extiende mas alla de un caso especifico.

‘... se repite siempre el primer, o sea, hay un numero que se repite
siempre, verdad?, entonces, lo multiplica, por ejemplo aqui, el numero que
se repite, por cinco, y le sumas, el numero que se repite por siete;
entonces, este numero, lo multiplicas por los dos que no se repiten y te va a
dar lo mismo en ambos casos”.

Regla  global: El enunciado del
significado de un objeto o idea.

“Seria a por b mas a por c igual a por b mas c”.

11—%1 Iﬁm]&m?am%hﬁ&m&iﬁHchmEhh&Jﬁ
Ax® o+ M C = Ax(B+C)

Tipo V:
Definicion

1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos
que satisfacen todos una relacion dada, patron u otro

fendmeno.
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TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR ANDREA

TAREA 3.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo: La identificaciéon de una propiedad
dinamica que se extiende mas alld de un ejemplo especifico.
Tipo IV: Propiedad comun: La identificacion de la
Identificacion propiedad comtn a objetos o situaciones.
0 “Todos los numeros son impares, sin embargo, todos dan resultado par”
enunciado Obi
2. Similitud: re, JzzgjntacioneS' Laol Estructura j’;.-j o = 2 s
Enunciado de | /%" ., ' 27+29 = 56 s+ F
o identificacion de g+ 11 =20 o -+ 93
una similitud . 45+47 = Q2
. objetos como o4 s
o igualdad. L s
similares o idénticos.
Resultado

Situaciones: La identificacion de
situaciones como similares o idénticas.

3. Principio
general: Un
enunciado de
un fenomeno
general.

Regla: La descripcion de una formula
general o hecho.

don 50 Inpres  deludo
ak wlﬂ "1.. AN g ie&a}r

el LY-T T Mt L

& que ol s dude o

A== tonpeares

sdde impwes | Lo e conlleit
)“*1“""“'551 ﬂma‘af'.wm.nw Y

Patron: La identificacion de un patron
general.

En A Lages ot *""n=qa.-f‘~g€2n“¢ o ferencio

Estrategia o procedimiento: La descripcion
de un método que se extiende mas alla de
un caso especifico.
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Regla global: El enunciado del significado
de un objeto o idea.

“ Sumas impar e impar te va a dar par”

S whiplames | .t - :
Lwﬁhf M?E‘ = Arvpor ﬁ WY = ?W*ﬁ?nr-a?ﬂf

4

= B mobiplcar eqelog
“""F’“‘:Lémuﬂﬁiﬁwqtgulpwta T

*AN“"M*&
Cuclaper o [im 4 Swem = TAR
R ~A- TR, = PR,

— gy P

1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos

Tlpo. V que satisfacen todos una relacion dada, patron u otro
Definicion .
fenomeno.
TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR ANDREA
TAREA 4.
TIPOS EJEMPLOS

1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad

dindmica que se extiende mas alld de un ejemplo
Tipo IV: especifico.

Identificacion o | 2. Similitud: Propiedad comun: La identificacion de | |, i . .
. . . , . .. en los tres salen multiplos de cinco porque sale cero, el cinco y el

enunciado Enunciado de la propiedad comin a objetos o

una similitud o

situaciones.

»
cero
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igualdad. Objetos 0

representaciones.
La identificacion
de objetos como

Estructura

2234044284 264 TF = 125
Q24 S24 QY+~ 9Ss a6 =4 Tde

DA 4 dHOoF M+ Yo - oS

P+[0+ 1 +12+ 7= S

|
16417418+ 19420 = 9o [
132+ 133+ 134+ 135 + 136 = Lo |

similares 0

idénticos. Resultado

Situaciones: La identificacion de
situaciones como similares o idénticas.

Regla: La descripciéon de una formula
general o hecho.

Serpre 5 ir sererde o carsecotoos i .
€h dedes oz g‘lq,,.il‘m (o o> f““:“m# Emm
Lo cual ndiea
S de S o2

3. Principio
general: Un
enunciado de un
fenomeno

Patron: La identificacion de un patron
general.

“...y por lo que he visto, siempre se cumple que los resultados terminan en
cero o en cinco, lo cual significa que son multiplos de cinco... con cinco
numeros”’

general.
Estrategia o  procedimiento:  La
descripcion de un método que se
extiende mas alla de un caso especifico.

ﬁ._“:. ""E:né;“‘ nﬁ"ﬁ*‘t&:&d‘ - WY p,t ‘:{g_{,.‘ %,Eq_uzlﬂis 'Ef‘.‘ '\2 ot

n 4
qul e ey woendo A% SRl -

N L L J 3.-#—":.,1#"5_‘_

Regla  global: El enunciado del
significado de un objeto o idea.

Tipo V:
Definicion

1. Clases de objetos: La definicidon de una clase de objetos
que satisfacen todos una relacion dada, patrén u otro
fendmeno.
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TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR NATALIA

TAREA 1.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dindmica que se extiende mas alld de un ejemplo
Tipo IV: especifico.
Identificaciéon Propiedad comun: La identificacion de la
0 propiedad comun a objetos o situaciones.
enunciado Objetos 0 | Estructura .“Unas multiplicaciones son numeros pares y otras son numeros
2. Similitud. | representaciones: impares
Enunciado de | La identificacion de
una similitud | objetos como Jaxy 2 2 A9 & 7
o igualdad. similares 0 Resultado 1 X
idénticos. 195 {Fxb
Situaciones:  La  identificacion  de

situaciones como similares o idénticas.

3. Principio
general: Un
enunciado de
un fenémeno
general.

Regla: La descripcion de una formula
general o hecho.

Patron: La identificacion de un patrén
general.

“...por ejemplo, en el ultimo caso o en el primero; da igual, 12 x 12, aqui
se suma, se le afiade uno al trece y se le quita al once, en vez de ser doce
es once, el que se quita se anade...

y claro al hacer eso, pues, unas

multiplicaciones son numeros pares y otras numeros impares”’

o ML ires

Bubicn = purde cbsawar Qs
y oAl wn namergs |
e qru‘;af Y agadif ruaros -l‘.*uufb Jix{-ﬁ 1 x-ff

2 lag

paD

a0 o

nhmfaua

Wm%eﬁmﬂﬁ

&d‘_uia-l«h-uu d Hy
& anad 2l 4,
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“...a simple vista, me he fijado que en los tres casos, al sumarlos, dan el

mismo resultado... yo simplemente lo he hecho mirando la suma”

= Pu-:lcfnu eonstrufr mds exprecionks, Je.nie.r..wlo e cuoubs
QPMQ,MBE sy <l mﬁa‘&)ﬂﬁ?}u‘_ el
€x 2 43 _ _

Tua d wHiaoe o8o leudia, en -.:umxl'& fo wiswo ep dediy fqﬁfn’a

1

gua 3l Swwar los Poolucks €f waattado e 43 ,_;aw o AT

B

=

Estrategia o  procedimiento: La
descripcion de un método que se extiende
mas alld de un caso especifico.

Regla  global: El  enunciado  del

significado de un objeto o idea.

1. Clases de objetos: La definicidon de una clase de objetos

Tlpo- V que satisfacen todos una relacion dada, patron u otro
Definicion .
fendmeno.
TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR NATALIA
TAREA 2.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dindmica que se extiende mas alld de un ejemplo
Tipo IV: especifico.
Identificacion | 2, Similitud: | Propiedad comun: La identificacion de
o Enunciado de |la propiedad comin a objetos 0| Rdewas =bwewva gus == uhliza > popiedad Staciabivs | * s
enunciado | una similitud o | situaciones. Se  estEin ssecisbdo wlmars .
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igualdad.

Objetos . 0 Estructura
representaciones: La
1dentificacion de

objetos como similares | Resultado
o idénticos.

Situaciones: La identificacion de
situaciones como similares o idénticas.

“Yo creo que las letras, también es un recurso, digamos didactico para
enseriar matemadticas, es una forma que a lo mejor los nifios a primera
vista al ver los numeros, les resulte mas comodo verlos en letras... solo
es sustituir y es relacionar”

3. Principio

general: Un
enunciado de un
fendomeno
general.

Regla: La descripcion de una férmula
general o hecho.

D% putic qua T Pk deusy
%mﬂ?mﬂm&gw% lqs,d;éfum
aui-e-.mqm B haw pulfiplcade lrxﬁl'@a;q,b }qKHﬂr‘S} e

Patron: La identificacion de un patron
general.

Estrategia o  procedimiento:  La
descripcion de un método que se
extiende mas alld de un caso especifico.

S pupdll feuwsl variss 85 e cugals
%@qﬁmﬁn&%qt{ﬂ+q”6 E“zgﬂ:%‘uurnzua Olagd
ef wiso weoullado . € r dais,

s mm@, e praoak s a[nuc.-ow:. 3. ao Ha_as
Stip e Wwebers. Mas chm,ﬁucdb%?ﬂshmuﬂ»&\%

Sushitedr o¥xq 4 FxE
¥e ‘“P"‘El 1x f‘?ré‘j

S

Regla global: El enunciado del
significado de un objeto o idea.

& axﬁb’rc)

-.»lxi3+ a xC

Tipo V:
Definicion

1. Clases de objetos: La definicidon de una clase de objetos
que satisfacen todos una relacion dada, patrén u otro

fenémeno.
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TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR NATALIA

TAREA 3.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dindmica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
Tipo IV: Propiedad comun: La identificacion de la
Identificacion propiedad comun a objetos o situaciones.
0 s &
enunciado 29+ 21
22 +|Y
o Objetos 0
2. Similitud: | 7 . Estructura
. representaciones. La » . L
Enunciado de | . . -, . Pues, en este he observado que, por ejemplo, tres mds cinco lo que se
o identificacion de objetos . ,
una similitud como similares o hace es...siempre que el segundo es mds, son dos veces mayor que el
o igualdad. S primero, tres mds cinco, tres y dos, mas dos son cinco,...”
idénticos.
Resultado
Situaciones: La identificacion de

situaciones como similares o idénticas.

3. Principio
general: Un
enunciado de
un fendmeno
general.

Regla: La descripcion de una formula
general o hecho.

Patron: La identificacion de un patron
general.

chS e tas

el sl p % 41;
Gua e ks oparsciowrs B PIUGS mugio e L
ds y S 6 olade ol ®pwmds . O J ugisias aoutufeufjfﬂb
= &mﬂm%ﬂufmm%

s ZRIE (uapair .

“... los numeros son impares, que se llevan dos, que al sumarlos va ser

resultado par” ...

“y claro, puesto que, se le ariade dos siempre el segundo

numero es mayor que el primero”.
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Estrategia o procedimiento: La descripcion
de un método que se extiende mas alld de
un caso especifico.

Regla global: El enunciado del significado
de un objeto o idea.

“Si sumas dos impares el resultado va a dar par"

deag” T wpasr .

Reuse que 3l wulbpliaf o ruueo gor ﬁxmgws]m{ﬂ?&_ % Wove
d = Ka-bj]nda Tl iﬂ-f"n‘f 3&#& qua “-'-‘-‘-lH"l
P <l voou flade W6 oy Cuansdo Luuur'rﬁ'%“ par por 'Fu-fﬁ—l'

por P

/ﬁ*f’f;;\"mrﬁr
ijﬂ:; Ju-fd' Tr
' T Fw.—fﬁ-l'

1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos

Tlpo. V que satisfacen todos una relacion dada, patron u otro
Definicion .
fendmeno.
TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR NATALIA
TAREA 4.
TIPOS EJEMPLOS

1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dinamica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.

2. Similitud: | Propiedad comun: La identificacion de
Enunciado de una | la propiedad comun a objetos o
similitud o | situaciones.
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Tipo IV: igualdad.
Identificacion Objetos o 72133 +¥Y + ¥S
enuntia do representaciones: La | Estructura 6+ F 4+ X + 9
identificacion de
objetos como A0+ 14 47 + 45
similares o idénticos.
Resultado
Situaciones: La identificacion de
situaciones como similares o idénticas.
Regla: La descripcion de una formula No F:HE %Lﬁw 1 il e ncici i .,ﬂ Ll S tﬂju.u'adﬂ
general o hecho. ?'*
Qua Lot sedalods adiiones -
(¥ " .
| iy ; . i
3. Principio S L"‘”"'l‘ﬂfb d S (PS5 Gm-)f- b’-"f*ﬁ/kr{ T ousds R hices. & B
general: Un | patrén: La identificacion de un patron | | fuuwugss )
enunciado de un | general.
fenémeno . 1 ,
general. e Pvodn coustu( expreoionts _fuﬂﬂ'nﬁ‘ Salateude ua Sof Seng Cﬂﬂipﬂﬂl‘l'
TR — ' - l":"'.“"‘3-" 0}
dcis s o akadiudo g .
Estrategia o  procedimiento:  La
descripcion de un método que se
extiende mas alla de un caso especifico.
Regla global: El enunciado del
significado de un objeto o idea.
. 1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos
Tipo V: . . .
. s que satisfacen todos una relacion dada, patron u otro
Definicion

fendmeno.
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TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR FEDERICO

TAREA 1.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dinamica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
Tipo IV: Propiedad comun: La identificacion de la
Identificacion propiedad comtn a objetos o situaciones.
0
enunciado loxlo 3x3 tx ¥
Objetos o Estructura 12X 14 &Ex? lOx 5
2. Similitud: representaciones.
Enunciado de | La identificacion de
una similitud | objetos como - Bxlo, Wkl | 2wtz ... (aweeras de igra valor con dar digite ;)

o igualdad.

similares o
1dénticos. Resultado

™ (l“'hr Hrphmuo'n dt LT T d{ -GL:L'F d‘ﬂ'"r'“" puro coan ;‘_'!l.jl(ﬂ:ﬂ"h‘ "‘Q1HFJ

. Hl—‘fﬂgrﬂr{ucmﬂ de Aumercs de on dlgrfl-o cen el rMisgme veder

' M“Iglpfr(:ﬁcm_:a de avmerer o U0 digido on diferente valor
= Infercalur némerar da dop diugibor cen otrar do us digibe

Situaciones: La identificacion de
situaciones como similares o idénticas.

3. Principio
general: Un
enunciado de
un fendmeno
general.

Regla: La descripcion de una formula
general o hecho.

Patron: La identificacion de un patron
general.

u,pqr{e de .{m qn'Eu";aFmMif
tmdifdes bombien  hay wna, concordanciar en lar

q P W Aumirs tgraf {[‘211"2,

xq

i 9x9) o gou en Lay r"i'vr"'ffr'p/;nrmrx F1dxl 5«3, [ox 2)
¢

lee c!":f;m;m N A M#({ﬁ‘p!;mdsf A far ’

“f!m:far

Epiraitipm er g Ao don mwﬁ"l;ﬁﬂ,u,

“la diferencia es igual en linea asi como en cruz, la diferencia es de un
numero en los dos”
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-] 1 '; { +4
L2 %
+4 2 4 2 bY
L2 47 Z
l 1 +1
X
#1 ¥
1 T
x
#1 7
ke
)
Estrategia o procedimiento: La descripcion
de un método que se extiende mas alla de
un caso especifico.
Regla global: El enunciado del significado
de un objeto o idea.
. 1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos
Tipo V: . .y .
. s que satisfacen todos una relacion dada, patron u otro
Definicion ,
fenomeno.
TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR FEDERICO
TAREA 2.
TIPOS EJEMPLOS

1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dinamica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
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Tipo IV: Propiedad comun: La identificacion de
Identificacion la propiedad comun a objetos o
0 situaciones.
enunciado
2. Similitud: Objetos o 3x2ZF 3xy _
Enunciado de representaciones: La Estructura Znze + Z xlo IXZ2+ §xYy
una similitud o | identificacién de 2x (4+ 2) 2x ( oy gg)
. . ey sx (#+4)
igualdad. objetos como similares
o idénticos. Resultado
Situaciones: La identificacion de ” o ST
. . .. s lo que esta en el paréntesis tiene prioridad
situaciones como similares o idénticas.
Regla: La descripcion de una formula
general o hecho.
- En coco una ok fﬂ fre PH"L-' 'J‘j gjerciete & &dﬂfﬂ .I‘M_r E Aveces Ju_ﬂrmiu
Patrén: La identificacion de un patron ~Gada pugfa Empicta por un mrirse Avmics o fripirey por <] pyygme
3. Pl"il’lCipiO general_ ik
general: Un
enunciado de un L & cuddade de cade operasin es o migmo en coclo packe o
fendmeno €percioe
general.
Estrategia o procedimiento: La ~Tomande como re Jerc (
descripcion de un método que se g i “xun pomes dl gercicio By a pacis
extiende mas alla de un caso especifico. ‘j‘:;‘ﬂ d "“"""ﬂ’ corlo Anjrmn& comy 4,_,,,,.-’};. los  eerciccas got Viesen
Regla global: El enunciado del
significado de un objeto o idea.
Tipo V: 1. Clasgs de objetos: La deﬁn@ci(')n de una clase de objetos
. . que satisfacen todos una relacion dada, patron u otro
Definicion

fendmeno.
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TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR FEDERICO

TAREA 3.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad dinamica
que se extiende mas alld de un ejemplo especifico.
Tipo IV: Propiedad comun: La identificacion de la
Identificacion propiedad comun a objetos o situaciones.
0
enunciado #4497
AG 162
Estructura g+1O=
2 Slml.htud" Objetos o representaciones: La Szt 4=
Enunciado de | . . . .
. identificacién de objetos como
una similitud similares o idénticos S - Yyxz
o igualdad. ’ 3+5 21X
2?2129 > (Yxy
Resultado 4+ M :10x2
4564 F 2 13x

Situaciones: La identificacion de situaciones como

similares o idénticas.

3. Principio
general: Un
enunciado de
un fenomeno
general.

Regla: La descripcion de una férmula general o

hecho.

Patron: La identificacion de un patrén general.

- la c[(f’crcﬂc{a entre  qumenn do qen  doy

~ btor Aum eries 10 (Mmperes

“La diferencia es de dos numeros entre un sumando y otro”
“... en las sumas hay impares y en las multiplicaciones pares”
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Estrategia o procedimiento: La descripcion de un
método que se extiende mas alla de un caso
especifico.

Regla global: El enunciado del significado de un
objeto o idea.

Tipo V: 1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos que
Definicion satisfacen todos una relacion dada, patron u otro fenomeno.
TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR FEDERICO
TAREA 4.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dindmica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
Tipo IV: Propiedad comun: La identificacion de
Identificacion la propiedad comun a objetos o
0 situaciones.
enunciado 22¢23+249+ 25¢76
2. Similitud: Objetos o Estructura I toret tzeas
Enunciado de una | /% resentaciones. UL+ [T+ 143 ¢ 19y ¢ 14C
e La identificacion
similitud o .
‘oualdad. dg ijetos como
gt similares o 30x3
idénticos. Resultado AAY 5
IS xY

Situaciones: La identificacion de
situaciones como similares o idénticas.
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Regla: La descripcion de una formula
general o hecho.

3. Principio Patron: La identificacion de un patréon ~Buscando numensr consecodivos
general: Un general.

enunciado de un | Estrategia o procedimiento: La

fenomeno descripcion de un método que se

general. extiende mas alld de un caso especifico.

Regla global: El enunciado del
significado de un objeto o idea.

Tipo V:
Definicion

1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos
que satisfacen todos una relacion dada, patrén u otro
fendmeno.
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TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR MARGARITA

TAREA 1.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo. La identificacién de una propiedad
dindmica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
Tipo IV: Propiedad comun: La identificacion de la
Identificaciéon propiedad comun a objetos o situaciones.
)
enunciado Estructura
AA =Y ; Al (14 xl3 |, 13xi0 , 13 x 13,
3X6 (Sx T, 4x6 | Sx2  YXF | SxE--
Q"Qg; C?'K?‘r QJ:EI, ',ch;r ]'C.TKL{{[C]K?‘
Objetos 0
representaciones: La e mplle cot aue g nn ?w@-r_gz) <o
2. Similitud: | identificacion de objetos & 2 wpes O
Enunciado de | como similares 0 | Resultado Gue @ Ha A= twedss  dow |
una  similitud | idénticos. Gue  waslbple | en el vesporde A 3le wipre
o igualdad.
1B A el wde  nendei
m= 17 A% AN
t+d) x pa-1)
Sitaciones-  La  identificacion  de | @duia la hora de ampliar puedes hacerlo en vez de orden decreciente en

situaciones como similares o idénticas.

orden creciente igualmente, se supone que si tiene que guardar una
relacion con el anterior se supone que el nifio ya conoce, por ejemplo, toda

la tabla del cuatro de multiplicar, o toda la del cinco...”

95




3. Principio
general:  Un
enunciado de
un fendmeno
general.

Regla: La descripcion de una férmula
general o hecho.

Patron: La identificacion de un patron
general.

“aqui es la diferencia de un numero,... si miras de abajo a arriba [sefiala
en el folio] es restando, si miras de abajo a arriba [senhala en el folio] es
sumando, es la diferencia de un numero, aqui uno menos [senala en el
folio] y aqui uno mas [sefala en el folio], aqui resulta lo mismo de 4 a 5 es
uno menos y de 3 a 4 es uno mas... es un numero pero en un lado es por
anadidura y por el otro es por resta”

“aqui es de dos cifras y aqui es de una, pero por ejemplo, aqui siempre se
esta multiplicando por el mismo numero y el de abajo seria un numero
mayor y aqui seria la diferencia de dos, la multiplicacion de dos, entonces
he visto que sigue eso en los tres...”

“he visto a posteriori que hay relacion entre ellos, por eso, se multiplica
por el mismo numero y después lo de abajo seria el numero mayor pero
multiplicado por un numero inferior dos veces, por el multiplicando”.

V2 ey —_ s &rcﬂl'ﬁ Y e ww.g."’l-t“{‘-(n‘f"— P
I« 44 Q-Q LAlm Wi LA e o

\fbwm af 12 ew 2 uwidede,.
D Eufa&*"? t&i_ WAL R, e PRI a\.Q

ﬁ-& ornd lre i wae. I..I.A.I-C::qncﬂ 4 e m-n-“ﬂ'?&‘(;‘-u.
F'@\ PN AMDaRA 2 wwudedh, woiaor.
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Uy = A :ﬂa-rc.ﬁﬂi‘b y » Mﬂi—x'@ﬁlt& e ep
% % L v PR, T

H.Lr > Tufpuo ald & eun 2 pwidkd,
wlweres et a2 4 e A wwdedS

C:}'l‘vb whk o erete en {?r.':. &‘Lﬁmm—_ [T EQ a2

-4 ':11 ® 125 At I:"‘:ULM-QMUFC-' 2 {,umlrﬁ =

{3 3 11 mMU\ﬂ.ﬁ ’j &‘Mhh

cde afl e AT
e,}((ﬂ-(» %) Pu hc":ﬂlj
ew o 2%5 O pere e

4 xy
“itg :37“

—i(q G

lo x % 1% x

Q’MM,}

Estrategia o procedimiento: La descripcion
de un método que se extiende mas alla de
un caso especifico.

“Ahora me he dado cuenta que llevan una relacion, un poquito los tres,
entonces, en principio, he intentado poner numeros cercanos al doce y al
trece y hacer multiplicaciones mas o menos similares a las que dicen aqui:
14x12, 14x13; un poco cercanos a los que alli aparecen, pero después,
bueno en el siguiente ejercicio, he puesto multiplicaciones de una sola
cifra, también he seguido la misma tonica que en el primero, niumeros
cercanos al cuatro y al cinco, pero ahora me he dado cuenta que los tres
van relacionados”
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Regla global: El enunciado del significado
de un objeto o idea.

1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos

Tlpo- V que satisfacen todos una relacion dada, patrén u otro
Definicion .
fendmeno.
TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR MARGARITA
TAREA 2.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dinamica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
" Tipig Iv: 2, Sémilitu(cil-' Propiedad comin: La identificacion de P
entificacién | Enunciado  de | |a propiedad comun a objetos o : Q _ redled SaurGutive,
enunciado igualdad.

Objetos ) 2 2 %< 2 x(4)+ € N2> Juiporen o~
representaciones:  La K@.{- O @;} 2 2 vwdlede, J cﬂ:.&tw.-.q.

identificacion de | Estructura 2 x(34+%) _— 2 x (: 1“ Eammj}m
objetos como similares 2 “@ +2 “@ {g FM?@ D+ r@ 2 (&
+ Y

o idénticos. 2 x (443) 2 x(c+g)
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? e 5 -+ 2 x 7 p— "2 x (5 -+ #_J
b bl M
| |y 3 x (2 =24
~
Resultado 24
n=2 (ax(n+3) + 0 x(n+5) é""s"*@”"@"g
J_ﬁ x(mﬂ + n+s) 2n x(‘in -r{rn-“f,-)
Situaciones:  La identificacion  de
situaciones como similares o idénticas.
Regla: La descripcion de una formula
general o hecho.
3. Principio | Patron: La identificacion de un patréon | T, cede cuedio Do o pane Wt A
general: Un | general. _ o de
enunciado de un (gpred = e 2=
fenomeno Estrategia o  procedimiento:  La
general. descripcion de un método que se

extiende mas alld de un caso especifico.

Regla global: El enunciado del
significado de un objeto o idea.

Tipo V:
Definicion

1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos
que satisfacen todos una relacion dada, patron u otro

fendmeno.
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TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR MARGARITA

TAREA 3.
TIPOS EJEMPLOS
1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dindmica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
TII?O IV:., Propiedad comun: La identificacion de la
Identificacion . , . . .
o propiedad comun a objetos o situaciones.
enunciado ( (’0‘-’ i~ loos, O M)
S+ % [ FHA-- .. 2345 4+3.
Estructura 5 + 2%, 23 + 2F, Q*I'f‘gg
*+ 9, AL 413 13 415, .-
¥2 + y¢ Y7 tye ..
2. Similitud: | Objetos 0 J :
Enunci.ad.(}td(e1 .rgprf.sfenta.c,iones: I&a Modos todo &  Surve.
una similitud | identificacion e -
G R
o igualdad. objetos como 2+ A+t [ 1+ S t3 ( te
similares o idénticos. 26 ri*_?C?l S + DI 2t 32:
Resultado F=Hxz  2»Y t?ﬁ/‘i" 35: =Y / %1‘2
Se = |4x4, 28x2  Séxd % .23, 5 .1y
20 = lox@ S xy, ¥x5, 20x1 (% ¢
e > lea sl = 5 ]
q2 = ¥e xz ) 2xxY4 . q2xi -y
Situaciones: La  identificacion  de
situaciones como similares o idénticas.
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3. Principio
general: Un
enunciado de
un fenémeno
general.

Regla: La descripcion de una formula
general o hecho.

Patron: La identificacion de un patron
general.

(E/_jo-k»p'& W weaadecs G MJ

I.Lfm.Jf-n-r-tm o o k.mfm" Y o L'Jﬁﬂm.mue_
de 2 wudedla,. y & AT il wetes.

Estrategia o procedimiento: La descripcion
de un método que se extiende mas alld de
un caso especifico.

“vo lo que he hecho ha sido restar un numero en uno y a la vez que resto
un numero en uno, le aniado al otro numero otra unidad, un numero mas...
es restar uno y sumar uno, o restar dos y sumar dos, si queremos seguir
manteniendo el orden que aqui aparece de dos numeros ”

“Seria dividir entre dos o entre cuatro te puede salir esa operacion, seria
ocho entre dos, eso te sale cuatro, pues ya sabes que es cuatro por dos
para calcular la multiplicacion...”

Regla global: El enunciado del significado
de un objeto o idea.

"Al sumar numeros impares te va a salir siempre un numero par”

1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos

Tlpo. V que satisfacen todos una relacion dada, patron u otro
Definicion .
fendmeno.
TAXONOMIA MODIFICADA DE GENERALIZACIONES REFLEJADAS
ENUNCIADOS PRODUCIDOS POR MARGARITA
TAREA 4.
TIPOS EJEMPLOS

1. Fenomeno continuo: La identificacion de una propiedad
dinamica que se extiende mas alla de un ejemplo especifico.
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Tipo IV: Propiedad comun: La identificacion de
Identificacion la propiedad comin a objetos o
0 situaciones.
enunciado
(2 412419 +20421 2 / |5 4 (6413 17+
i Objetos o | Estructura Ch G+ 1O (L 412 ( Ft¥+94 lot
2. Similitud: . ;
Enunciad(l)nillel 3na representaciones: 1334 (Y FIXAS F12C+13 773741354136 #13
e La identificacién
similitud 0 .
) de objetos como
igualdad. similares 0
idénticos. Qoo = Y€ x2 ( Fox2  Gox| | (O T
Resultado ce - |l o< x A
- f
7o = 33T k2 / EFoxl ( [ox& 7.
Situaciones: La identificacion de
situaciones como similares o idénticas.
Regla: La descripcion de una formula
general o hecho.
... | Patron: La identificacion de un patron
3. Principio eneral
general: Un 2 -
enunciado de un | Estrategia o  procedimiento:  La _ - .
endomeno escripcion de un método que se | o .
e desctipeon de un métod ot TRt el
general. extiende mas alla de un caso especifico. | .ma E“"’“ © A32 42 = 12y T !
Regla global: El enunciado del
significado de un objeto o idea.
Tipo V: 1. Clases de objetos: La definicion de una clase de objetos
po V- que satisfacen todos una relacion dada, patron u otro
Definicion

fendmeno.
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