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El Curriculo de Matematicas tanto en Educacién Secundaria Obligatoria como en
Bachillerato, es un plan de formacidn, que se propone ofrecer propuestas concretas
sobre modos de:

e entender el conocimiento matematico,

e interpretar el aprendizaje de las matematicas,

e poner en practica la ensefianza de las matematicas,

e valorar la utilidad y dominio de los aprendizajes realizados en matematicas,

El curriculo se establece cuando se determinan claramente los Objetivos, Contenidos,
Metodologia y la Evaluacion. Estas cuatro componentes no pueden considerarse de
manera independiente y aislada sino de modo conjunto, como un sistema, ya que existe

una relacidon muy estrecha entre todas ellas.

En la planificacidn del curriculo podemos encontrar distintos niveles de concrecion.

e Primer nivel de concrecion curricular: Los decretos del Ministerio de Educacién o
de las Comunidades Auténomas con competencias en Educacidn muestran unas
especificaciones sobre los objetivos, contenidos, metodologia y evaluacién, con
caracter normativo. Esta normativa constituye una primera orientacién de cémo
debe desarrollarse la ensefianza de las matematicas en las aulas. No obstante su
importancia, muestra un nivel muy general de consideracién sobre la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas y no resulta suficiente para el disefio y
planificacién del trabajo que el profesor y los alumnos deben llevar a cabo en el
aula.

e Segundo nivel de Concrecion curricular: La planificaciéon curricular del centro

educativo donde vayamos a impartir la asignatura de Matematicas I.
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e En Ultimo término, y el mas importante para nosotros como docentes, el tercer

nivel de concrecidn curricular que es el referido a la programacién de aula.

En dicho nivel nosotros como docentes, tomaremos parte activa, y es el desarrollo de
esta unidad diddctica que a continuacién presentamos, el resultado de haber intervenido
directamente en una programacién didactica correspondiente a un curso de 12 de

Bachillerato de Ciencias e Ingenieria.
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El BOE num. 266 de Martes 6 noviembre 2007 establece en el Curriculo de
Matematicas | la ensefianza de Derivadas como herramienta de calculo notandolo
”

como “Aproximacion al concepto de derivada. Extremos relativos en un intervalo

dentro del Bloque 3 de Andlisis.

El concepto de derivada surgié como resultado de algunos siglos de esfuerzo dirigidos
a resolver dos problemas:
e Determinar la recta tangente a una curva en uno de sus puntos y

e Encontrar las velocidades instantaneas en movimientos no uniformes.

Estos problemas interesaron a los matematicos desde tiempos remotos, veamos

someramente la evolucidn histdérica del pensamiento analitico:

1.1. Evolucion historica

El concepto que vamos a estudiar surgié como consecuencia de las necesidades de la
Mecanica en el siglo XVII, asi como de viejos problemas de la Geometria (los griegos
consideraban por ejemplo una circunferencia como un poligono de infinitos lados).
Fundamentalmente venia a resolver dos problemas: dibujar una tangente a una curva
y encontrar la velocidad en un instante dado de un movimiento no uniforme (o, en

general, encontrar la velocidad de variacién de una magnitud dada).

Fermat (1601-1665) en una fecha tan temprana como el afio 1629 hizo dos
importantes descubrimientos que estan estrechamente relacionados con sus trabajos
sobre lugares geométricos. El mas importante es un tratado titulado “Método para
hallar maximos y minimos”. Durante los primeros afios en los que Fermat se
encontraba desarrollando su geometria analitica, descubrié también cémo aplicare su
procedimiento de los valores proximos de la variable, para hallar la tangente a una

curva algebraica de la forma y = (x). El método de Fermat resulta equivalente a

f(a+E)-f(a)
E

decir que el limg_,, es la pendiente de la curva en el punto x = a, pero lo
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cierto es que Fermat no explicé este procedimiento de una manera satisfactoria,
limitdandose a decir simplemente que era andlogo a su método para determinar

maximos y minimos.

Surgimiento del andlisis infinitesimal:

La primera etapa de la existencia del analisis fue la formacién del calculo diferencial e
integral. Surgi6 como una parte independiente de las matemadticas casi
simultdneamente en dos formas diferentes: en la forma de teoria de las fluxiones en
los trabajos de I. Newton y sus sucesores ingleses y en la forma del calculo de los
deferenciales de G. W. Leibniz, que obtuvo difusién ante todo en el continente

europeo.

Leibniz (1646-1716) hablaria de la recta tangente a una curva como la recta que une
dos puntos separados por una distancia infinitamente pequefia. Partiendo de los

estudios de Leibniz, destacarian las aportaciones de Bernouilli.

Por consiguiente destacaria el postulado de L’Hopital (1661-1704) ya que se dedicé a
dar un planteamiento didactico a las aportaciones de los dos anteriores. L'Hopital
decia que una cantidad incrementada por otra infinitamente pequeia puede
considerarse que sigue siendo la misma cantidad = y + dy = y. Para ello emplearia
el concepto de diferencial. Bezout mostré la forma de determinar un incremento
determinando el valor de una cantidad para un instante y el de la misma para el

instante inmediatamente siguiente.

De todo este desarrollo tan sencillo se introdujo la razén de cambio como el cociente
de incrementos finitos. Se hablaria igualmente de las segundas diferencias y sucesivas,
considerando por ejemplo una segunda diferencia como el diferencial de un

diferencial.

Barrow (1630-1677) explicd un método de determinacion de tangentes practicamente
idéntico al actual en Calculo Diferencial. Ocupando la cadtedra lucasiana en Cambridge,

seria el predecesor de Newton.
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Newton (1642-1727) no se apoyaria tanto en el cdlculo a base de concepciones
geométricas, utilizando los fendmenos fisicos para la explicacién de los infinitesimales.
Se encontré dos dificultades, encontrar la velocidad de movimiento en cualquier
tiempo propuesto (calculo diferencial) y encontrar la longitud del espacio descrito en
cualquier tiempo (calculo integral). Para ello utilizaria el método de las fluxiones que
considera la velocidad como aquella determinada por unas cantidades fluyentes v, x,
vy y z. La velocidad con la que fluyen se incrementa por el movimiento generado por

éstas denominandose fluxiones.

Euler (1707-1783) un siglo después mejord los resultados obtenidos. No obstante la
base logica y, por tanto, los conceptos formales creados por estos matematicos fueron

insuficientes para que el calculo de derivadas fuera un proceso claro y sistematico.

Bolzano (1781-1848) fue el primero en definir la derivada de (x) como la cantidad

conforme Ax se acerca a

. - , Ax)-
'(x) ala que se acerca indefinidamente la razén W

0 con valores positivos y negativos.

Cauchy (1789-1857) definié la derivada de la misma manera que Bolzano. Entonces
unificé esta nocién con la de diferenciales de Leibniz definiendo dx como cualquier

cantidad finitay dy como '(x)dx.

Weierstrass (1815-1897) fue el principal impulsor de la propuesta de Cauchy, y con
pequefios cambios que introdujo, hoy dia se habla del modelo de Cauchy-

Weierstrass.

La significacién histérica del descubrimiento de que la continuidad no implica da
diferenciabilidad y de que las funciones pueden tener todos los tipos de
comportamiento anormal fue grandiosa. Hizo que los matematicos fueran mads

aprensivos al confiar en la intuicion o en el pensamiento geométrico.
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1.2. Planteamientos de partida

La presente unidad trata del estudio de la derivada de una funcién obtenida como

limite de la tasa de variacién media, y de su aplicacién a la resolucién de uno de los

problemas que mdas ha interesado a los matematicos a lo largo de la Historia: la

obtencion de la recta tangente a una curva en un punto dado.

Habitualmente, se presentan dificultades en cuanto a la comprensién de los conceptos
relacionados con la tasa de variacién instantanea y de derivada de una funcién en un
punto. Estos pueden ser aminorados, en gran medida, si se proponen numerosos
ejemplos y en muy diversos contextos, relacionados con la vida cotidiana o con las

Ciencias de la Naturaleza. Es por tanto, por lo que, aungue en Bachillerato no es

obligatorio, desde estos conceptos pretendemos trabajar las Competencias Basicas en

el alumno, haciendo hincapié en la Competencia Matematica regulada por los

informes PISA.

El concepto de derivada de una funcién en un punto, y los procedimientos que con él
estan relacionados, se conforman en una de las herramientas matematicas que mas
aplicacion tiene en la solucién de situaciones relacionadas con las diversas Ciencias: La
velocidad y aceleraciéon de un moévil, el crecimiento de poblaciones bacterianas o el
perfil de un tramo de carretera pueden ser ejemplos que corroboran esta afirmacion.
En este sentido, es conveniente procurar hacer patente la relacién entra los conceptos
estudiados en esta unidad y aquellos que en otras materias como por ejemplo Fisica y

Quimica, sean trabajados por los alumnos.

1.3. Contextualizacion y primeros planteamientos metodoldgicos

Como hemos dicho al comenzar, la ubicaremos en el Primer curso de Bachillerato

Cientifico-Tecnolégico dentro del Bloque de Anadlisis y como cierre de las cuatro

unidades que conforman el mismo.
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Su desarrollo lo iniciamos con unas cuestiones de diagndstico de célculo de limites a
modo de introduccién y para utilizarlos para establecer el concepto de tasa de
variacion instantanea de una funcién en un punto, presentando, posteriormente,
actividades que pretenden hacer reflexionar al alumnado sobre qué entiende por recta

tangente a una curva en un punto. El alumno deberad saber explicar al grupo qué

entiende por Tasas de Variacién, Recta tangente como preambulo a la Unidad

Didactica (Competencia de Comunicar).

Es importante relacionar la existencia de derivada de una funcién en un punto con la

posibilidad de trazar la recta tangente en él, pero no al revés.

Como via de ampliacion de los contenidos correspondientes a los primeros conceptos
gue se explicardn, podemos citar la aplicacién de esto y de los procedimientos propios
de la derivada a: la resolucién de problemas no complicados y ejercicios con funciones
no necesariamente elementales, el estudio de la derivabilidad en funciones definidas a
trozos mediante la obtencién de las derivadas laterales y la discusion, en funciones con
pardmetros, de los valores que hace que la funcidn sea continua y derivable. La

competencia matematica de Argumentar y Justificar (AJ) serd una oportunidad para

desarrollarla con estas cuestiones.

Resulta evidente que es mds practico calcular derivadas empleando las reglas de

derivacion cuando es necesario obtener rectas tangentes.

También es mas rentable calcular derivadas laterales como limite de la funcidn
derivada cuando este limite existe. La actividad 1 del apartado de Metodologia
intentard aclarar que en ocasiones la derivada de una funcién en un punto existe y, sin
embargo, no existe el limite de la funcién derivada en dicho punto, es decir, la funcién

derivada no es continua.

Ademads de la dificultad que conlleva la formalizacién y el rigor en algunas de las

demostraciones de las reglas anteriormente mencionadas, sobre todo en lo que se
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refiere, por ejemplo a la regla de la cadena (la cual no se considera conveniente
desarrollar en toda amplitud y rigor). La actividad 2 del apartado de Metodologia nos
mostrara un ejemplo de trabajo con los alumnos. Los alumnos pueden encontrarse con
dificultades de tipo operativo, ya sea al desarrollar la derivada o a la hora de simplificar
las derivadas obtenidas. En este sentido, es importante revisar las reglas de
simplificacidon de expresiones algebraicas, ademds de proponer suficiente nimero de

actividades que permitan asegurar el nivel de competencia en estos procedimientos.

Aprovecharemos los conocimientos adquiridos sobre derivadas, junto con los de limite
y continuidad, para afrontar el fin principal para el que se aprenden: la representacién
y el estudio local y global de funciones que constituyen la segunda y ultima parte de la

unidad.

En anteriores unidades, y también durante el curso pasado, se aprendieron una serie
de mecanismos para construir curvas. En esta unidad se retoman, se sistematizan y se
dan pautas para su utilizacion racional. Las herramientas que aqui se trabajan tienen
evidentes aplicaciones para los estudiantes de Bachillerato, ya que son numerosas las
situaciones que pueden ser estudiadas mediante la representacion grafica de una

funcion.

Basicamente, las etapas a seguir son tres:
e Estudiar , determinando sus caracteristicas generales y realizando Ila
determinacién de sus posibles asintotas.
e Estudiar 'y obtener intervalos de monotonia y extremos.

e Estudiar " obteniendo los intervalos de curvatura y puntos de inflexion.

Para ello se recuerdan los teoremas pertinentes sobre la relacién entre las derivadas
sucesivas de una funcién y sus caracteristicas locales. Los rasgos de la curva se irdn
perfilando “haciéndole preguntas” a la funcién. Para ello se poseen una serie de
herramientas cuyo conocimiento profundo es como el panel en el que el artesano situa

todos sus instrumentos: tiene muy claro cuales son y para qué sirve cada uno, pero
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rara vez tendra que emplear todos ellos. De igual modo, nuestros alumnos deben
acostumbrarse a reflexionar antes de empezar su tarea (la representacién de una
funcién concreta): cudles son sus caracteristicas y, por tanto, qué instrumentos debe

utilizar y en qué orden. Con la practica irdn cogiendo “oficio”.

Un entrenamiento especial en algunos tipos de funciones (polindmicas, racionales,
circulares, con radicales, exponenciales...) les iran familiarizando con las peculiaridades
de cada una de ellas. En muchos casos (funciones con radicales, por ejemplo) lo mas
complicado es identificar las asintotas oblicuas y aunque no es un objetivo primordial,
se debe mostrar cémo reconocer por qué lado se acerca una curva a la asintota. En el
apartado de problemas “para pensar un poco mdas” se aportan algunas ideas que

pueden resultar muy utiles e ilustrativas.
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2.1. Conexion con temas anteriores y posteriores.

Esta Unidad sobre derivacidn y representaciones graficas resume, de alguna manera,
todo un trabajo que hasta el momento de abordarla se ha desarrollado en este curso y
en cursos precedentes. La relacién entre derivacion, continuidad y limite tiene aqui su
punto culminante, cuando en 42 de ESO se trataba de dejar patente, en un sentido

puramente geométrico, el concepto de limite y de continuidad.

Se trata asi de repasar, consolidar y aportar nuevos planteamientos y desarrollos
practicos a lo aprendido por los alunos en cursos precedentes y en este mismo de
primero, todos los cuales serdn de vital importancia tanto en el préximo curso como

en los previsibles afios universitarios.

Al principio de este curso se habran realizado las correspondientes “pruebas iniciales”
para conocer lo mas ampliamente posible el nivel de los alumnos y en particular para,
respecto de las funciones, determinar de donde debimos de partir. (Preguntas de

Analisis en Prueba Inicial)

Preguntas referentes al Bloque de Andlisis en la Prueba Inicial

5) Halla f(-1), f(0) y f(2), siendo:
3x2—n six<-n
fx)=4{ x4+n si—-n<x<?2

x? , Six>2
6) a) Representa graficamente: y = — Jx+ 3
b) Halla el vértice de la parabola: y = 2x2 — nOx + 8
. ¥xz-1
7) Halla con calculadora, el valor de f(4,13), siendo f(x) = Py

El blogue de Andlisis, el tercero de este curso en drden cronolégico, comienza con la
Unidad de “Caracteristicas generales de las funciones” donde se fundamentan
conceptos aprendidos y desarrollados en 42 de ESO cuando se trabajaba con rectas,

pardbolas e hipérbolas y las correspondientes funciones por partes.
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La segunda unidad del bloque de Analisis es la de “Limite y Continuidad” que formaliza
algebrdicamente ambos conceptos graficos ya conocidos por los estudiantes,
elementos imprescindibles para el desarrollo de la derivabilidad y su aplicacién a la

optimizacion y el estudio de funciones.

El estudio de las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonomVtricas constituye
la Unidad precedente a ésta que estamos trabajando, la cuarta del bloque
mencionado, lo que permitird multiples aplicaciones respecto de la derivacién y como
ya se ha indicado, la utilizacion de los logaritmos a la hora de obtener ciertas férmulas

para derivar algunas funciones tipo.

Por otra parte, es conveniente introducir el concepto de diferencial, sobre todo en su
importancia en la aproximacién de funciones y por su aparicién en contextos diversos

de las Ciencias Experimentales:

El calculo de funciones derivadas se conforma en uno de los procedimientos mds Utiles
para resolver gran cantidad de situaciones relacionadas con las diferentes Ciencias:
numerosas magnitudes fisicas, tales como la velocidad y aceleracién de un mévil en un
cierto instante o la rapidez con la que varia la cantidad de movimiento de una particula

se expresan mediante la derivada de una funcién.

Ademas de los procedimientos correspondientes a la derivacion de funciones, los
alumnos deben poseer un buen nivel en lo que se refiere a la utilizacidon de diferentes
herramientas de tipo algebraico (como la descomposicién factorial o la resolucién de
ecuaciones e inecuaciones) procedimientos que resultan imprescindibles para el
correcto desarrollo de los contenidos que se trabajan en la unidad. Por ello, es una
buena ocasidon para retomar y repasar dichos procedimientos con el fin de aclarar
aspectos que, tal vez, no hubieran sido suficientemente comprendidos y asimilados en

su momento.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.

Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

Relacionados con las Ciencias Econémicas aparecen conceptos, tales como inflacién,
presion fiscal o producto interior bruto, que pueden ser presentados mediante graficas
de funciones. La interpretacién de las mismas y de la realidad econémica por tanto, se
puede realizar mediante la ayuda de conceptos matematicos como crecimiento y

curvatura.

Lo mismo que ocurre a la hora de ajustar mediante funciones numerosos conceptos de
la Fisica: movimiento de particulas, el trabajo desarrollado al aplicar una fuerza para
desplazar un objeto, la ecuaicdn del estado de un gas ideal o la propagacién de una
onda sonora plana son sélo algunos de los numerosos ejemplos que se podrian

enunciar.

Al terminar este curso de primero, nuestros alumnos deberian estar en condiciones de
obtener la derivada de cualquier funciéon dada y de acomenter con confianza el
estudio local y la correspondiente gréafica de practicamente cualquier tipo de funciones
con un no excesivo grado de dificultad, lo que, sin duda, permitird afrontar con

garantias de maximo aprovechamiento el curso de 22 de Bachillerato.

Tampoco debemos olvidar que en este curso de primero deben conocer el concepto
de primitiva de una funcidn asi como su aplicacién al calculo de areas sencillas para
una vez en el préximo curso desarrollarlo con el maximo potencial, adecuado,
naturalmente, al nivel del que se trata, recordando que la integracion indefinida se

trata a partir del proceso reciproco de la derivacion.
En definitiva, la nocién derivada y sus aplicaciones se considera de suma importancia

para la fomracién de los alumnos que cursan estudios de esta modalidad del

Bachillerato.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

2.2. Procedimiento Didactico

Realizaremos un analisis didactico en base a tres componentes fundamentales:

Analisis de Contenido: serd expuesto en el punto siguiente. El profesor debe
tener muy claro el esquema general de lo que quiere hacer en el aula para
poder llevar a cabo una buena labor didactica. Este andlisis ademas, servira
para que cualquier persona que vea el procedimiento desde fuera, pueda
entender rapidamente lo que se estd haciendo y como se esta haciendo.
Analisis fenomenoldgico: En la seccion de Metodologia se hard constante
alusion a la Fenomenologia ya que todos los conceptos fundamentales se
explicardn en base a ejemplos y aplicaciones sencillas de la vida cotidiana que
los alumnos pueden entender sin ningun problema.

Analisis de los sistemas de Representacion: También en la parte de
Metodologia, se hard alusién a los distintos sistemas de representacién
utilizados en las diversas actividades. Dichos sistemas seran el numérico, el
algebraico vy el grafico. Los alumnos irdn interrelacionando constantemente los

tres sistemas.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

2.4. ESQUEMA DE LA UNIDAD.

1. Derivada de una funcién en un punto. Interpretacion geométrica.
2. Derivadas laterales.

3. Continuidad y derivabilidad.

4. Funcidn derivada.

a. Definiciones.

b. Derivadas sucesivas.
5. Reglas de derivacion.

a. Derivada de la funcién constante.

b. Derivada de la funcién identidad.

c. Derivada de una sumay de un producto de funciones.

d. Derivada de la funcién producto por un nimero real.

e. Derivada de la funciéon potencial.

f. Derivada de la funcién c /f (x).

g. Derivada de un cociente de funciones.

h. Derivada de la funcién logaritmica.

i. Derivada de la composicién de funciones. Regla de la cadena.

j- Derivacion logaritmica.

k. Derivada de una funcién exponencial.

I. Derivada de las funciones circulares.

m. Resumen de la derivada de las principales funciones compuestas.
6. Representacidn grafica de funciones.

a. Caracteristicas que se deducen de la expresion explicita de una funcién.

b. Asintotas. Comportamiento de una funcién en el infinito.

c. Estudio de la derivada primera: crecimiento y decrecimiento, maximos vy

minimos relativos.

7. Problemas de optimizacion.

PABLO GOMEZ GONZALEZ 18



Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

3.1. Objetivos generales

Serdn aquellos que marque la Programacidon de aula referida al Primer Curso de

Bachillerato. Estos son los siguientes:

1d

ud

ad

4d

5d

Ild

7d

8d

id

Comprender los conceptos, procedimientos y estrategias matemdticas que les permitan
desarrollar estudios posteriores mds especificos de ciencias o técnicas y adquirir una
formacion cientifica general.

Aplicar sus conocimientos matemdticos a situaciones diversas, utilizindolos en la
interpretacion de las ciencias, en la actividad tecnoldgica y en las actividades cotidianas.
Analizar y valorar la informacién proveniente de diversas fuentes, utilizando herramientas
matemdticas, para formarse una opinion propia que les permita expresarse criticamente
sobre problemas actuales.

Utilizar, con autonomia y eficacia, las estrategias caracteristicas de la investigacion
cientifica y los procedimientos propios de las Matemdticas (plantear problemas, formular
y contrastar hipdtesis, planificar, manipular y experimentar) para realizar investigaciones
y, en general, explorar situaciones y fendmenos nuevos.

Expresarse oral, escrita y grdficamente en situaciones susceptibles de ser tratadas
matemdticamente, mediante la adquisicion y el manejo del vocabulario especifico de
términos y notaciones matemadticas.

Mostrar actitudes asociadas al trabajo cientifico y la investigacion matemdtica, tales
como la visidn critica, la necesidad de verificacion, la valoracion de la precision, el
cuestiona miento de las apreciaciones intuitivas, la apertura a nuevas ideas.

Utilizar el discurso racional para plantear acertadamente los problemas, justificar
procedimientos, adquirir rigor en el pensamiento cientifico, encadenar coherentemente los
argumentos y detectar incorrecciones ldgicas.

Abordar con mentalidad abierta los problemas que la continua evolucion cientifica y
tecnoldgica plantea a la sociedad dominando el lenguaje matemdtico necesario.

Apreciar el desarrollo de las Matemdticas como un proceso cambiante y dindmico,
intimamente relacionado con el de otras dreas del saber, mostrando una actitud flexible y

abierta ante opiniones de los demds.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

3.2. Objetivos especificos

Presentamos los siguientes objetivos especificos a esta unidad tomando como primera
referencia las directrices que los informes PISA nos marcan en lo referente a la
Competencia Matematica a adquirir por los alumnos. Realizando preguntas sobre
objetivos concretos es posible determinar ciertas carencias. Antes de introducir los

objetivos, recordaremos las competencias que PISA nos establece para alcanzar:

e Pensary Razonar (PR) e Representar (R)

e Argumentar y Justificar (AJ) e Utilizar Lenguaje Simbdlico, Formal y
e Comunicar (C) Técnico y las Operaciones (LS)

e Modelizar (M) e Emplear Soportes y Herramientas
e Plantear y Resolver Problemas (RP) Tecnoldgicas (HT)

En base a estas competencias, establecemos los siguientes objetivos diddacticos:

PR|AJ{ C [M|RP| R |LS[HT

1 Identificar tanto grafica como analiticamente los distintos términos
gue aparecen en la definicién de tasa de variaciéon media 'y X X | X X
relacionarlos con su utilidad en situaciones de la vida cotidiana.

2 Obtener la tasa de variacidon instantanea a partir de la tasa de
variacion media tanto numérica como graficamente y asociarla a la X X|X
definicidn de derivada en un punto.

3 Aplicar la definicion de derivada en un punto para ver si una funcién
es derivable en dicho punto utilizando si es necesario las derivadas X X
laterales.

4 Relacionar la derivada de una funcién en un punto con la pendiente de
la recta tangente a la curva en dicho punto y calcular su ecuacién.

5 Establecer la relacién entre continuidad y derivabilidad tedricamente y
llevarlo a la practica en la resolucién de problemas.

6 Distinguir funcién derivada del concepto de derivada de una funcién
en un punto y las condiciones necesarias para calcular las derivadas X X
sucesivas.

7 Utilizar reglas de derivacion, derivadas de las funciones elementales y
la regla de la cadena para calcular derivadas de funciones verificando X X
la validez del resultado con herramientas tecnoldgicas.

8 Determinar los intervalos de crecimiento o decrecimiento de una
funcién segun el signo de la derivada en dichos intervalos y
representar la funcién haciendo uso de herramientas tecnoldgicas
para comprobar el resultado obtenido.

9 Localizar los puntos criticos de una funcién de forma grafica y analitica
usando también herramientas tecnoldgicas para su comprobacion.

10 |Aplicar los conceptos vistos sobre derivadas en otras areas no
exclusivas de las matemdticas como por ejemplo la Fisica.

11 |Aplicar razonadamente las derivadas en la resolucion de problemas de
optimizacion.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.

Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

3.3. Estudio de posibles errores de los alumnos en el proceso de

ensefianza-aprendizaje

ERRORES Y DIFICULTADES

OBJETIVOS ASOCIADOS

3

4

5

6

7

8

9

10

11

EO1

Confusidn entre variable dependiente e independiente
en el calculo de tasas de variacidn o incremento de una
funcion a la hora de interpretar datos de una tabla o
grafica.

E02

Confusidn del orden que ocupa el valor final y el inicial
cuando se calcula un incremento, por lo que no se
distingue la diferencia entre variacién positiva y
negativa de una funcién.

EO3

Dificultad en la identificacién de un incremento con la
razoén de cambio de una funcion.

EO4

Problemas en relacionar los cambios de una funcién con
su crecimiento.

EO5

Error en relacionar el cambio de la tasa de variacion con
la rapidez con la que crece una funcion.

EO6

Dificultad en relacionar la tasa de variacién con un
cambio en la funcidn y la tasa de variacién media con la
velocidad de cambio de una funcién en un intervalo.

EQ7

No relacionar la tasa de variacién instantanea con el
limite de la tasa de variacién media.

EO8

Problemas en interpretar la velocidad promedio como la
pendiente de la recta secante y la velocidad instantdnea
como la pendiente de la recta tangente.

EO9

Confusidn entre la derivada en un punto y la funcién
derivada.

E10

Generalizacion lineal de propiedades como por ejemplo
el error d’[f(x)]= d[f(x)]*

E11

Calculo erréneo de derivadas excesivamente complejas.

E12

Generalizacién y confusién al derivar nimeros como si
fuesen variables.

E13

Identificar quién es f(x) y g(x) para derivar funciones
compuestas (regla de la cadena).

E14

No distinguir con claridad cuando utilizar la regla del
producto y cuando utilizar la regla de la cadena.

E15

Relacidn con los maximos, minimos y puntos de
inflexion con las derivadas 12y 22,

E16

Asociacion de problemas de optimizacién con sus
funciones respectivas.

E17

Interpretacién de problemas con enunciado
(comprension lectora).
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

4. CONTENIDOS

4.1. Contenidos conceptuales

<N

Tasas de Variacion: T.V. Mediay T.V. 6. Funcién derivada.

Instantanea. 7. Derivada de funciones elementales.

Derivada de una funcién en un punto. 8. Derivada de funciones compuestas. Regla

Recta tangente a una curva en un punto. de la cadena.

Derivadas laterales de una funcién enun 9. Monotonia, acotacidon, puntos criticos y

punto. curvatura de una funcién en un punto.

Teorema sobre la relacién entre 10. Asintotas de una funcién.

derivabilidad y continuidad. 11. Teoremas de Rolle y del Valor Medio de
Lagrange.

4.2. Contenidos procedimentales

<

WeNOW

Calculo de la derivada de una funcién en un punto a partir de su definicién.

Célculo de derivadas de funciones mediante las reglas de derivacién y utilizando si es
preciso la regla de la cadena.

Obtencidn de la recta tangente a la grafica de una funcién en un punto.

Estudio de la derivabilidad de una funcién en un punto, mediante el estudio de su
continuidad en él y a través del calculo de derivadas laterales.

Determinacién de parametros en la expresion analitica de una funcién derivable.
Determinacion de puntos angulosos y de puntos de retroceso.

Derivacién logaritmica.

Obtencidn de derivadas sucesivas.

Determinacion de la monotonia, extremos relativos, concavidad y convexidad y puntos de
inflexién en una funcién dada.

10. Aplicacion de la regla de L’'Hopital cuando la situacion lo requiera.
11. Resolucidn de problemas de optimizacién.

4.3. Contenidos actitudinales

Valoracién de la necesidad del concepto de derivada para la resolucién de problemas
geométricos y fisicos.

Valoracidn de la utilidad de los procedimientos de calculo de limites en la obtenciéon de las
derivadas de las funciones elementales.

Confianza en las propias capacidades para afrontar y resolver problemas relacionados con
la derivabilidad de una funcidn.

Disposicidn a la revisién y mejora de los procedimientos adquiridos en estadios anteriores
del proceso de aprendizaje.

Observacion de las normas sistematicas y de precisién que regulan los procedimientos que
se utilizan en esta unidad.

Interés y respeto por los procedimientos distintos de los propios.

Perseverancia en la busqueda de soluciones a los problemas planteados.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

Se trata de contribuir a desarrollar, entre otras, la Competencia Matematica en los
alumnos, la cual viene determinada segun los informes PISA. El aprendizaje y
desarrollo de capacidades ird por tanto en relacion a los siguientes puntos

fundamentales:

e Pensary Razonar (PR)

e Argumentar y Justificar (AJ)

e Comunicar (C)

e Modelizar (M)

e Plantear y Resolver Problemas (RP)

e Representar (R)

e Utilizar Lenguaje Simbdlico, Formal y Técnico y las Operaciones (LS)

e Emplear Soportes y Herramientas Tecnoldgicas (HT)

Para ello la Metodologia empleada podria corresponder a planteamientos como los

que siguen:

e Utilizacion de un enfoque desde los problemas
e Proposicion de investigaciones
e Estudiar el lenguaje de los Medios de Comunicacién

e Desarrollo de estrategias generales de resolucion de problemas.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

5.1. Introduccion al planteamiento metodologico. Desarrollo de la
Primera Parte del Analisis de Contenido.

Se comenzard la unidad a partir de soportes graficos tales como fotos que puedan
aludir a una de las situaciones relacionadas con ayuda de la nocion de derivada.
Posteriormente, el estudio de la grafica correspondiente al perfil de una cierta etapa
en una vuelta ciclista puede aportar informacién a los corredores sobre la estrategia
gue han de adoptar para obtener un rendimiento éptimo. Este estudio puede
realizarse mediante la observacién de la pendiente en cada punto que, por otra parte,

viene dada por la derivada. Es preciso _aclarar que desde el primer momento es

necesario utilizar el lenguaje grafico (representacion de funciones) paralelamente al

lenguaje algebraico. Los alumnos asi potenciaran las competencias en Representacidn

(R) y Lenguaje Simbdlico (LS).

Dentro del comienzo de la unidad, después de este tipo de actividades llevaremos otra
actividad: sobre un papel milimetrado y en referencia a unos ejes ortonormales se
dibuja una gréfica. En uno de sus puntos de abscisa x, se traza la recta tangente de
forma aproximada y se halla su pendiente m tomando como referencia la cuadricula.

Escribiremos directamente f'(x,) = m.

Es decir, antes de dar ninguna definicion de derivada, se identifica de forma practica la
derivada de una funcién en un punto con la pendiente de la recta tangente a su grafica
en ese punto. La realizacién de varios ejercicios como éste sirve para que el alumno
sepa adonde se dirige cuando da los pasos para hallar la derivada mediante el limite

del cociente incremental.

flp+h)

fip)
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

Calcularemos tasas de variacion media y se enunciara que su limite es la derivada de
la funcién escogida en el punto considerado lo que coincide con la pendiente de la

recta tangente a la funcién en ese punto.

Naturalmente que plantearemos como definir recta tangente a una curva en un punto
de la misma y llegaremos a la conclusién que se debe hacer a partir del limite de las
secantes lo que nos introduce de nuevo en un planteamiento geométrico, por lo que la

definicidn precisa de recta tangente vendrd dada por aquella recta que pasando por

(xo,f(xo)) tenga por pendiente f'(x,).

Definiremos derivadas laterales en un punto y en caso de disponer de tiempo se
podrian caracterizar los puntos angulosos y los puntos de retroceso: el primer caso se
puede presentar cuando ambas derivadas laterales en x existen y no son iguales o

bien se presenta cuando una derivada lateal existe y la otra es infinita.

Si las dos derivadas laterales en X son infinitas y de distinto signo, siendo f continua

en Xy, entonces el punto se denomina de retroceso. Un ejemplo de este ultimo caso

es: f(x) = VxZ en xo = 0. En efecto, en x, = 0, f(x) es continua y se tiene que:

2
vy - e SO —fO) R 1
FO=m TR T

Luego no es derivable en x, = 0 y se tiene que:

)=~

X
2 luego las derivadas laterales son
MO S

infinitas y de distinto signo, con lo cual x, = 0 es

un punto de retroceso. f(x) = Vx2

Nunca se debe olvidar mencionar que tener una funciéon derivable es tener una funcion
gue no presenta cortes, picos o cambios bruscos. Lo que nos conducird a demostrar

que toda funcion derivable en un punto x, es continua en (xo,f(xo)), no
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

cumpliéndose el reciproco, utilizando un contraejemplo, por ejemplo y o |x|, para

afirmar que aunque es continua en (0,0), no es derivable en x, = 0.

Presentamos un ejemplo que se trabajard con los alumnos para entender los

conceptos de esta primera parte (actividad n2 1).

Actividad n? 1:

ENUNCIADO SOLUCION
Dada la funcion f: R - R e Estudiamos la continuidad de la funcidn:
definida por Parax = 3,
f(x):{xz—Zx si—x <x<3
f(x):{xz—Zx —x <x<3 , X si3<x<+x
3 3<x < +x
Estudiar si es o no es derivable en por lo que f(x) es continua.

el punto x = 3. . .
P e Estudiamos las derivadas laterales:

Parax = 3,

/ _(2x—2 si—x <x<3
f(x)_{z 13 25i2<x<+x 3

' _ 3 —2= —X <x<
f(?’)_{ 1+4 3<x<+x
por lo que las derivadas laterales no coinciden.

CONCLUSION
f(x) no es derivable en el punto x = 3.

En esta primera parte metodolégica, se hara hincapié en el sistema de representacién
grafico, seguido del algebraico y numérico. Los alumnos entenderan mejor los
conceptos viendo graficamente qué ocurre con una funciéon en un punto y qué se

puede asociar de ello con el concepto de derivada.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

5.2. Desarrollo de la Segunda Parte del Analisis de Contenido. Calculo
de las Derivadas mediante las Reglas de Derivacion.

Dispondremos de gran cantidad de ejercicios y problemas pero no se pretende que
hagan todos y cada uno. Graduaremos los ejercicios en funcién del nivel del aula. Los
mas sencillos seran aquellos del célculo directo de derivada, aunque para funciones no
muy complicadas debemos incidir en la demostracién de las mismas a partir del limite

del cociente incremental.

Una vez trabajados los contenidos bdsicos correspondientes al concepto e
interpretacion geométrica de la derivada, se proseguira con el estudio del calculo
diferencial mediante el desarrollo de los procedimientos correspondientes a las
operaciones con las derivadas, introduciendo ademas el uso de la derivada logaritmica
tanto desde el punto de vista de sus aplicaciones tedricas (la obtencién de las reglas de
derivacion del producto y cociente de dos funciones o de la expresidon de la derivada
de las funciones potenciales y exponenciales) como por su importancia como
herramienta a la hora de obtener la derivada de una funcién del tipo potencial-
exponencial, ya que no deja de ser absurdo que los alumnos memoricen una férmula

para obtener esa derivada.

Se incidird en el célculo de derivadas de funciones compuestas, ya que los alumnos
suelen tener muchas dudas y problemas a la hora de abordar este trabajo. Como
ejemplo, presentamos otra actividad (actividad n2 2) que muestra el tipo de ejercicio

que plantearemos en clase:
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Actividad n? 2:

ENUNCIADO PLANTEAMIENTO

Hallar la funcién fG) =1n*(3 - 2x*) = In[In(3 — 2x%)] =

derivada de f:R = R | Para poder aplicar convenientemente la regla de la cadena,
definida por

hay que distinguir claramente qué funciones intervienen en la
f(x) =1In*(3 — 2x*) | funcién compuesta:

f(x) =In(g(x)) = In(In(3 — 2x*))
g(x) =In(h(x)) = In(3 — 2x3)

h(x) =3 —2x3
Por tanto:

d(h(x))
iy 2 406) _ d(n(h) | it
f1 = g(x)  In(3-2x3) In(3—2x3)

—6x?
3-2:° —6x?

"B -2x3)  (3-2x3)In(3 — 2x3)

Se puede observar que se le dard mucha mds importancia al lenguaje algebraico,

pasando el grafico a un segundo lugar.

5.3. Desarrollo de la Tercera Parte del Analisis de Contenido. Estudio
local y global de funciones mediante las derivadas.

Estableceremos la relaciéon entre la primera y segunda derivada y la monotonia,
maximos y minimos y curvatura de la funcién, a través de los correspondientes

teoremas que no necesariamente se deberan exigir.

Véanse los siguientes ejercicios que muestran la dindmica de trabajo en el aula, en la

gue nunca prescindiremos del papel milimetrado como herramienta de trabajo:
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Actividad n? 2:

ENUNCIADO PLANTEAMIENTO
' x> |
R"ep.resenta la Ef(u); ﬁ;
siguiente
funcién: ° Domio D (f()) = R -4t §ud}
e RECORRIND — Rec (§0)= B
— o g
fx) = 21 - Py de Corde ? x=0 > fo)=——r=0 }"P(mo);
v[:o = X=0O
- A&u’(\s\?/)

= Vekal _ #I9) == |
{x=-4]

- Oblicuen, ( Grdo duwomitveder = Fads Nuw. 1 )

“{‘MX+A
(x
= L:;.{)Z{ x-w: XL -

BTk
n= b, (09— = [‘xﬁ‘ pl o =patehs
Aﬁxu}bh, :{‘,\‘:K;
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Actividad n2Y:

siguiente

funcion:
3

X
f(x)=m

SOLUCION

PABLO GOMEZ GONZALEZ

ENUNCIADO PLANTEAMIENTO

3

224% y(awr)) x4

Representa la - Wikt oFxan) | xlxe)) ’

o Cok— Dm = Qo4

i ?(A‘dt Xzo — =D = P&Sm’*?«fa lueco 1 5‘\& :B bom(f,'(x)/x:b
‘\-.O —x(x4l)z=o = ril=0 - w=-1

. IASIL\’H\?@. i
— Veckicall =3 Deaede .}ﬂf(t) = Euw x:"/z 3 As. Veck .

— Oblicue: y= mx+n

o f® wx=l 4
= Q‘;ﬁrm * T\ z 1

1 1 - SN e
v Lo [;Q(x)—mx];,&;b * _HK)-[/—] G

K06 LrA)

- 1

Aokl = \f"Jz"H’z‘

- Brhdlo A Efgwo_ B -

: TP - |9
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

Actividad n? 4.

ENUNCIADO

Dada la funcidén
flx) =x3—-3x2-1

a) Halla la ecuacion
de larecta
tangente en el
punto de abscisa
1.

b) éEnqué puntos
de esta curva la
tangente es
horizontal?

PABLO GOMEZ GONZALEZ

RESOLUCION

a)

b)

Para hallar la ecuacidn de la recta tangente, debo conocer

la pendiente en el punto 1, cuyo valor el alumno sabe que

lo debe hallar con la derivada primera:
ffx)=3x*-6x=f'(1)=3-12-6-1=-3

Ecuacidén general de unarecta:y = mx +n

m es la pendiente, y n lo puedo hallar dado un punto
cualquiera, por ejemplo, para x = 0:

fxX)=x3-3x2-1=f(0)=03-3-02-1=-1
Ecuacidn de esta recta tangente: y = —3x +n
Sustituyendo el punto: =1 =-3-0+n=>n= -1
y=-3x—1

La tangente es horizontal cuando su pendiente vale ceroy
eso vendra determinado cuando f'(x) = 0.

ff(x)=3x?-6x=0=x(Bx—6)=0

x=0
-
{Sx—6=0=>

Los puntos serdn por tanto, sustituyendo en la funcién:

() = 1= (0,~1)

f(x) =x3—3x2—1=>{f(2) _ 5 (2-5)

Y1



Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

5.4. Desarrollo de la Cuarta Parte del Analisis de Contenido.
Optimizacion de funciones.

Uno de los focos mas interesantes de esta unidad es el referido a problemas de
optimizacidon de funciones, puesto que es donde mejor se puede hacer un andlisis
fenomenoldgico, junto con el apartado de Temas Transversales. Los problemas de
optimizacién serdn el resultado de aplicar los conceptos vistos hasta ahora a
problemas relacionados con la vida diaria o con cuestiones relacionadas con las

Ciencias Naturales.

Para presentar los problemas de optimizacidn puede recurrirse a diversos ejemplos
reales tal y como se recoge en la parte del “Mundo de las Matematicas” de los Temas
Trasversales contenido en esta aplicacion didactica.

Actividad n? 5:

ENUNCIADO PLANTEAMIENTO

El empresario de una Esta relacién funcional se
tienda de ropa adquiere puede expresar mediante la
un determinado modelo siguiente ecuacion, en la

de traje que le cuesta, de | que x es el niUmero de trajes
fabrica, 140 2 la unidad. vendidos e y su precio.

Sabe que puede vender al y-260 _ 12

mes 20 trajes a un precio | Ecuacion de la recta de la figura: r = 50 — 5

de 260 2, y también sabe | g decir: y = == (x — 20) + 260 = y = —~x + 308
gue, por cada 5 trajes mas 5 5
que venda, puede ofrecer | El beneficio, B(x) que se obtiene de esta operacién serd
un descuento de 12 2 por | el precio de cada traje por el nimero de trajes vendidos
unidad. menos lo que se pagd en fabrica por todos los trajes.

.

T~

W 20 25 320 trajes vendidos

Hallar el nimero de trajes | Es decir:
que se deben vender para B(x) = <_—12x + 308) x — 140x = _—12x2 + 168x
gue el precio sea 6ptimo. 5 5

SOLUCION

Para que el beneficio sea maximo en funcién del nimero
de trajes vendidos, debe cumplirse que B'(x) = 0 por lo
que:

—24 168 -5
B'(x)=—x+168=0=x =

z Y 35 trajes

¢Cudl es el tamaio éptimo de una lata de refresco con un minimo gasto de material de

aluminio? Lo que admite otra cuestion. ¢Por qué no se hacen de ese tamafio?
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
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Se puede explicar cdmo obtener los extremos absolutos de una funcién en un intervalo
(Actividad n2 4), pero lo mds dificil para los estudiantes es expresar analiticamente la
funcién que hay que optimizar a partir del enunciado y establecer en qué intervalo
estd definida. Los ejemplos propuestos y resueltos intentaran razonar todo el proceso
que se sigue para evitar que, una vez obtenida la funcidn, resolver el problema sea
totalmente mecdnico.

Actividad n? 6:

ENUNCIADO PLANTEAMIENTO e Iy
Calcular las En este caso, hacernos un dibujo de la situacién /
dimensiones del nos ayudara a comprender el enunciado y por

cilindro inscrito en | tanto afijar los parametros deseados. w
Una esferalde De la figura, podemos hallar el volumen del \
cilindro y las relaciones entre el radio y la altura

radior=1m de k ¥ ) :
proporcionados por el triangulo rectdngulo que S~ -
manera que su .

se puede ver.
volumen sea el
maximo posible.

Por tanto:
hy\2 2
h
r?1 (E) oll 2459 (E) =
V onr2h
h\? h3
V(h) =7'[<1—<E) )h =TL’h—TL’T
SOLUCION

Para que el volumen sea maximo, V'(h) = 0 por lo que:

3h? 3h? 3h?
V’(h)ZTI—TITZ()ﬁTI I_T :0:1_T:0=>h2

—4=>h— 4
3 |3

Por lo que el radio sera:

- -0

A lo largo de la unidad se resolveran muchas actividades, tanto de optimizacién como
de determinacion de caracteristicas locales de una funcién, lo que nos conducird a
abundantes representaciones graficas. Se ofrecera material con actividades
complementarias y otro que se utiliza para distribuir a los estudiantes que demuestren
mas interés, sobre, por ejemplo la construccidon de graficas de funciones polinémicas
cuando sus ceros no se pueden obtener de forma sencilla, de funciones logaritmicas o

exponenciales o sobre problemas de optimizacién con enunciados de texto.
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5.5. Desarrollo de una clase al completo: Primera clase completa en la
Zue trabajaremos problemas de optimizacion

Es la primera clase que vamos a impartir donde los alumnos van a ver un contacto

directo de las Matematicas con problemas relacionados con la vida real.

Empezaremos la sesidon preguntando las dudas surgidas hasta el momento, puesto que
el Ultimo dia se termind la clase representando funciones y sacando caracteristicas de
ellas en base a la primera y segunda derivadas. Para ello, tenemos previsto alrededor

de unos quince minutos.

Posteriormente plantearemos el siguiente problema, que no resolveremos nosotros

directamente sino los alumnos con nuestra ayuda:

Calcula dos numeros cuya suma sea ”0 y de forma que sea minimo el cuadrado del

primero mds el doble del cuadrado del segundo

Los alumnos llevan todo el curso trabajando en todas las unidades un apartado

denominado “Estrategias para la Resolucion de Problemas”. Significa esto que deben

estar ya acostumbrados a ver un enunciado y pasarlo al lenguaje algebraico.

e Ellos veran que si hay dos nimeros, uno puede ser x y el otro y y que por tanto,
Suma =[S = x +y = 60|,

e Por otro lado, dicen que el cuadrado del primero mas el doble del cuadrado del

segundo, es minimo. En términos matematicos: |f = x2 + 2y? = minimo |

e Hasta aqui, todo lo han hecho ellos, ahora es cuando el profesor debe intervenir
para aclararles que lo que se ha formado es un SISTEMA de ecuaciones en el que
hay datos que no conocen. Si en el primer sistema despejan una de las incdgnitas,

pueden sustituirla en la segunda ecuacidn, es decir: |y = 60 — x| que sustituida en

la segunda ecuacién (lo hacen ellos), resulta
|f = f() = x% +2(60 — x)? = 3x? — 240x + 7200 = minimo|

e Es el momento de hacerles ver que tenemos una segunda ecuacién con una
incégnita y una condicion o restriccion (la suma se hace minima). Significa esto
que si representdsemos esa funcion (Sistema GRAFICO de Representacién) en el
Sistema de Coordenadas, habria que ver dénde f(x) alcanza un minimo. Sin
decirles nada, los alumnos con esa premisa deberan deducir que lo que hay que
hacer, es derivar la funcion e igualarla a cero, ya que f(x) presenta un minimo

cuando su derivada se anula, y eso es lo que haremos: |f’(x) = 6x — 240 = 0|

e Obviamente, el resto del problema lo resuelven ellos bajo nuestra supervision,
saben que x = 40 y que pueden hallar perfectamente el valor de y sustituyendo
en la primera ecuacién. Ven por tanto que |y = 60 — 40 = 20|.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)
Posteriormente propondremos la siguiente actividad:
Un ganadero quiere cercar un recinto de forma
rectangular en un prado para que puedan

pastar las vacas. Si dispone de 1”00 m de cerca.

¢Cudnto medira de largo y de ancho el recinto

)
para que la superficie del recinto sea mdxima? V

Este tipo de ejercicio lo resolveran ellos con nuestra ayuda. Les indicaremos que los
pasos a seguir son exactamente los mismos que los del ejercicio anterior, con la
salvedad de que tienen que visualizar cuales son las incégnitas (en el ejercicio anterior
venian mas explicitas.

Para ello el lenguaje gréfico serd un método de

y

representacion importante, es por lo que con las mismas

ancho

premisas del ejercicio anterior iremos resolviendo el

presente. Para ayudarlos, les introduciremos la imagen de

| largo = x

la figura y ellos solos tienen que ir diciéndonos qué creen
gue hay que hacer.
Conseguiremos que la clase asi sea un medio dindmico de trabajo en el que los

alumnos estan actuando de forma participativa constantemente.

Finalmente, para cerrar la sesién, propondremos otro ejercicio parecido para que los
alumnos se terminen de familiarizar con esta tipologia de problemas (para casa y para
las siguientes sesiones, se propondran ejercicios de mayor nivel, tales como los del
apartado inmediatamente anterior).

Se quiere construir un recipiente cuadrangular tal que su volumen sea mdximo. Si la
superficie es de 24 m2, ¢ Qué dimensiones debe tener la caja?

Como recurso didactico, para casa, teniendo en cuenta que hay alumnos que llevan un
ritmo de aprendizaje mas lento, propondremos la vision de un video que les puede
ayudar en la comprensién del tema:

http://www.youtube.com/watch?v=08tXuN [xY8

http://www.youtube.com/watch?v=pbCyBAzOXxiE

Ademas, mandaremos para casa los ejercicios del apartado anterior para que vengan

resueltos para clase.

PABLO GOMEZ GONZALEZ Y5



Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

5.6. Sugerencias didacticas

e Los problemas y ejercicios de cadlculo de derivadas mediante la aplicacion de la
definicion refuerzan tanto las habilidades relacionadas con la simplificacion de
expresiones algebraicas como las propias de la resolucidon de indeterminaciones en el
calculo de limites.

e Relacionar los valores obtenidos en el calculo de tasas de variacién con las
caracteristicas de crecimiento de la funcién estudiada puede facilitar la asimilacién por
parte de los alumnos del significado de estos valores como medidas de la velocidad de
variacién de una funcion.

e Es preferible que el alumno, antes de demostrar algo, se familiarice con ello, con el fin
de que tenga muy claro qué es lo que se desea demostrar.

e Parece conveniente que, mas que la simple memorizacién de la tabla de derivadas, se
procure la asimilacidén correcta del manejo de los procedimientos y, sobre todo, de la
utilizacion de la regla de la cadena.

e Conviene insistir en la diferencia entre extremo absoluto y extremo relativo y dejar
claro que estos conceptos no tienen que ver con la derivada en si: una funcién puede
no tener derivada en un punto y tener un extremo en él.

e Al alumno debe quedarle muy claro que una funcion definida en un intervalo, puede
alcanzar el maximo, el minimo o ambos en los extremos de éste.

e Se pondra de manifiesto, andlogamente a como se hizo con los extremos de la funcion,
que en un punto de inflexién la funcidn puede no ser derivable o no tener derivada
segunda. Por este motivo se insistird en caracterizar los puntos de inflexion a partir de
los intervalos de curvatura constante.

e La regla de L'Hopital que, aunque no se demuestre, nos servira para resolver ciertas

. . © 0 , . .
indeterminadas como —, > 0%, 0% 1" (lo que reforzara el calculo de limites que se
[ee]

«“,

debe realizar para obtener las asintotas), se puede interpretar como sigue: “si
alrededor de un punto, el cociente entre la derivada de dos funciones tiene limite, es
decir, se estabiliza, entonces las funciones deberan tener un comportamiento analogo

al de sus rectas tangentes alrededor de dicho punto”.
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6.1. Tiempo de duracion

La presente unidad trabaja conceptos fundamentales e imprescindibles en lo referido
al estudio de funciones y en lo que se refiere a las importantisimas aplicaciones del

calculo diferencial.

Por otra parte, y en relacion con los contenidos del Andlisis en el préximo curso, donde
se volverdn a tratar todos y cada uno de los conceptos aqui estudiados, conviene
afianzarlos lo mas posible, permitiendo abrir el camino a posibles nuevos
conocimientos, bajo una visién amplia y abierta que permita desarrollar nuevas formas

de abordar los clasicos planteamientos del Analisis infinitesimal:

7
. X .y .y
El problema que plantean funciones como f(x) = —en relacidn a la obtencién de sus

extremos y puntos de inflexion a partir de la derivacién se produce al ser nulas su
primera y segunda derivada, de esta forma para el curso de 22 de Bachillerato
dejaremos abierta la idea sobre de qué orden par o impar es su primera derivada
sucesiva que no se anula; esto, como es sabido, queda resuelto a partir de los

corolarios del Teorema de Taylor.

Con esto queremos poner de manifiesto lo trascendental que es el hecho de dedicarle
a esta unidad el tiempo necesario e imprescindible para que nuestros alumnos sepan
derivar funciones y estudiarlas localmente de forma precisa y adecuada, por lo que al
menos le dedicaremos un total de 16 unidades horarias teniendo en cuenta la actual
disposicion de 4 horas semanales y sin obviar la idea de que para aquellos alumnos con
especial implicacién se podran aportar materiales que les permitan resolver ciertos

planteamientos abiertos cara al 22 curso de Bachillerato.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

6.2. Temporalizacion de las clases

La Unidad Didactica presente es la unidad mas larga que se va a impartir en todo el
curso, abarcando un total de 16 horas lectivas. Como la carga semanal es de 4 horas,
nos resulta una distribucion bastante légica de dividir la unidad en cuatro partes,

impartiéndose cada una en una semana distinta.

En la primera semana de clase, trabajaremos el concepto de derivada partiendo de las

tasas de variacién, tal y como se ha explicado en el punto 5.1. de la Metodologia.

En la segunda semana, se dardn las reglas de derivacion (algebra de derivadas) y los

alumnos se dedicardn a hacer ejercicios guiados por el profesor.

Todo ello contribuird a que, en la tercera semana, los alumnos estén preparados para
realizar estudios de funciones, completando asi lo que aprendieron en las unidades de

“Caracteristicas Generales de las Funciones” y “Limites y Continuidad”.
En la cuarta semana, se trabajaran los problemas de optimizacion y se repasara lo

estudiado hasta el momento, dando a los alumnos una visidn global de todo el Analisis

estudiado hasta el momento.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

6.3. Recursos didacticos

El programa FUNCIONES para Windows puede ser una herramienta muy util para la
preparacion de las actividades de visualizacion de representaciones graficas ya
ejecutadas. Asi mismo, puede ser utilizado como herramienta auto correctora y de
comprobacién por los propios alumnos en la revisiéon de los ejercicios que han
realizado de forma manual.

La calculadora grafica también se puede utilizar para desarrollar las aplicaciones
anteriores.

El programa DERIVE. A. Mathematical Assistant permite la obtencién de funciones
derivadas, tanto de forma grafica como analitica y puede ser util para el desarrollo
de estrategias de identificacion entre la expresion de la funcidn y su representacién
grafica, y entre ésta y la expresion de la derivada.

La visualizacion de un numero suficiente de representaciones graficas, presentadas
al alumno por medio de la calculadora grafica, programas informdaticos o
transparencias, ayuda a identificar los aspectos globales y locales de aquellas con
las caracteristicas de la funcién obtenidas mediante el estudio con derivadas y el
calculo de asintotas, y facilita el desarrollo de las destrezas creativas asociadas a los

procedimientos de representacion.
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
Matematicas I. 12 de Bachillerato (Ciencias y Tecnologia)

Realizaremos actividades para los alumnos con mayor interés, actividades que
presenten retos interesantes, como por ejemplo las dos actividades que presentamos
y que resolvemos tal y como un alumno deberia resolverla.

Actividad n? 1:

ENUNCIADO

Representa la

funcién

f&) =

|x]

x+1

PLANTEAMIENTO
La funcién valor absoluto es una funcién definida en dos trozos:

fay={*+1

x +

six <0

six=>0

SOLUCION

Estudiamos f(x):

. Dom(f(x)) = R — {—1} ya que —1 no puede pertenecer a f(x) ya que anularia
el denominador y eso no debe ocurrir.

En —1 habra una asintota vertical aunque los alumnos estudiaran qué pasa
exactamente en ese punto en el apartado de asintotas.

. Rec(f(x)) = R puesto que f(x) puede tomar cualquier valor.

e Continuidad de f(x): f(x) es continua en todo R excepto en el punto -1 que
presenta una discontinuidad.

e Simetrias y periodicidades: Los alumnos saben que no presenta periodicidad ya
gue no es una funcién trascendente. Si tendran que considerar que las dos
funciones dadas (una para la parte negativa y otra para la positiva) son simétricas
respecto al eje x.

e Puntos de corte con los ejes.

o x=0=f(x)=—=0

o+t
m=0 six <0

@] x)=0= =x=0
f) ﬁ:o six=0

e Representamos en funcion del dominio y de los puntos de corte, dénde la
funcién es positiva y donde es negativa. Para ello damos valores en lugares
intermedios.

oy = —C10 410
A=t~ <075
1 1
1 -\=2) *3
e e
e
+
f(10)=m=m>0$
—0o0 -1 0 400
fC) - i + i +

o Estudio de las asintotas
o Asintota vertical: Presenta como hemos visto antes en el punto -1. Dado el
estudio de signos, lim,_, 4 - f(x) = —co ylim,_,_+ f(x) = 400
o Asintota horizontal: Presenta, dado que el grado del numerador es el mismo
que el del denominador. Estudiamos qué ocurre cuando x — +co
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X

= x> 400 =lim — =
+ X240 549
o Asintota oblicua: Los alumnos deben saber que no presenta, para que
presentara este tipo de asintota, el grado del numerador deberia ser una
unidad mayor que el denominador.

o Informacion suministrada por las derivadas primera y segunda

-1 2
— Six<0 (—3 six <0
Fr={®T T =GR
km six=0 tm six=>0

o Suavidad vs. Angulosidad: La funcién es discontinua en el punto -1 como
habiamos dicho, ahora, vamos a ver si en los demas puntos la curva es suave
o presenta angulos. El Unico punto donde puede presentar un angulo es en

) y empieza la otra (

1
(x+1)2 (x+1)2)'
Los alumnos habrdn estudiado que para que la curva sea suave en el punto
(no presente angulos), las derivadas laterales deben coincidir, por lo que
hallamos el valor de f'(x) en el punto 0.

x = 0 ya que es donde acaba una funcién (

1
— =-1
\o+nz =1

Por tanto en x = 0, f(x) presenta un punto anguloso.
o Determinacién de maximos y minimos relativos
" f(x) presentard maximos y minimos relativos si su derivada primera se
anula en algun punto. Esto, los alumnos verdn que es imposible, ya que
la derivada primera nunca se anula, pero si sabran que en x = 0 hay un
angulo, por lo que puede facilmente ser un maximo o un minimo.
= Teniendo en cuenta que las derivadas laterales cambian de signo en
x = 0 significa que hay un maximo o un minimo, concretamente un
minimo ya que f'(0)~ = -1y f'(0)* = 1.
o Determinacion de la curvatura: Estudiamos en la derivada segunda el signo
para nuestros intervalos, donde:

—0o0 —1 0 +o0

(x) - .+ =

Curvatura n U oo

Resumen de los elementos mas importantes de la funcion
—0 -1 0 +oo

() e

Pendiente N | N ; 2

Curvatura n U V!

Representacion de la funcion

-h
~~
Gad
~
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Actividad n? 2:

ENUNCIADO

Lectura
comprensiva.
Explica en clase las
diferencias entre
el calculo de
Newtony el de
Leibniz segun la
lectura efectuada
del siguiente
documento:

2004
José Manuel Arcos Quezada
RIGOR O ENTENDIMIENTO,
UN VIEJO DILEMA EN LA
ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS: EL CASO
DEL CALCULO
INFINITESIMAL.
El célculo segin Newton y
Leibniz

Universidad Auténoma del
Estado de México
Toluca, México
pp. 77-110

PABLO GOMEZ GONZALEZ

LECTURA

1. El calculo segtin Leibniz

1.1. Contexto de partida

Nocién de infinitesimal: Griegos: Consideraban el circulo como un poligono con
muchos lados minusculos.

Geometria: Herramienta muy potente

Curvas: Lineas poligonales con infinitos lados

Recta tangente a la curva: Recta que une dos puntos de una curva separados por una
distancia infinitamente pequefia.

Recta que determina el lado de un poligono de infinitos lados.

Herramienta de problemas geométricos.

1.2. Calculo leibniziano

Leibniz no era didactico, L'Hopital si.

L'Hopital publicd las comunicaciones de Bernouilli pero con un planteamiento
didactico.

Primera definicion: Cantidades constantes y variables.

Segunda definicion: Concepto fundamental del Célculo leibniziano.

Diferencia: Parte infinitamente pequefia.

Notacion moderna:
Expresiones correspondientes a los elementos de arco y de area bajo la curva.
a2 pQ gis OPW = curva
-1 PQ = At (infinitamente pequefio)
x =0E = dx=EE' = PT
Q y=0B=dy=BB' =TQ

ds : dy
j=]

ax T

s =0P = ds = PQ
= JPT2+TQ2 =
ds = /dx? + dy?

Por lo que a la inversa podemos obtener:
dd,
Q/
T
@] EFET
ax

++d 2y +d
dA = area del trapecio EE’QP=y o y)dx= yz ydx

dydx
=ydx+T:ydx

Fenémeno dado a confundir a los alumnos de cara a ver el fendmeno de integracion
como la inversa de derivar.

1.3. Postulado de L’Hopital

Una cantidad incrementada por otra infinitamente pequefia puede considerarse que
sigue siendo la misma cantidad. >y +dy =y

Diferencial: Medida de un cambio infinitesimal de la misma.

Variacion continua de una variable: Variacidn con “saltos” infinitesimales. (Ver Bezout)
Bezout: Mostré la forma de determinar un incremento determinando el valor de una
cantidad para un instante y el de la misma para el instante inmediatamente siguiente
(Bezout, 1770:14)
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Actividad n?Y:

Ejemplo:
dxy = [(x + dx)(y + dy)] — [xy] = [xy + xdy + ydx + dxdy] — [xy] =
dxy = xdy + ydx + dxdy = xdy + ydx

De todo este desarrollo tan sencillo introducimos la razén de cambio como el cociente
de incrementos finitos.

1.4. Segundas diferencias y sucesivas

Partiendo de los cocientes de incrementos finitos, podemos estudiar los diferenciales
segundos, considerandolos como el diferencial del diferencial.
Se diferencia el diferencial de una variable con respecto el diferencial de la otra
considerada como constante, de manera que tenemos:

ds dtd(ds) —dsd(dt) dtd(ds)
(Z) (dt)? (d?  _d(ds) _d>s

“=7a T dt T dt @ dez

2. El calculo segtin Neiton. MVtodo de las fluxiones
2.1. Contexto de partida

Newton rechaza el calculo a base de concepciones geométricas.
Utilizacion de los fendmenos fisicos para la explicacion de infinitesimales.

Dificultades basadas en dos problemas.

Encontrar la velocidad de movimiento en cualquier tiempo propuesto.

CALCULO DIFERENCIAL

Encontrar la longitud del espacio descrito en cualquier tiempo propuesto (Newton,
1671:81)

CALCULO INTEGRAL

2.2. Definicion de Velocidad
No serd considerada como una razén de incrementos infinitesimales (Leibniz):

Considerara la velocidad como aquella determinada por unas cantidades fluyentes v,
X,y y z. La velocidad con la que fluyen se incrementa por el movimiento generado por
éstas denominandose fluxiones.

Momentos = Incrementos de variables (espacio) = fluxiones - tiempo (t)

Si
x = velocidad

X =Xx0 A .= 10,X0,Y0,Z0 son entre si como ¥, X,V,Z
{o = cantidad infinitamente pequefia 1 X0,Y0, XYy

Aunque existen notables diferencias con Leibniz, el infinitesimal siempre esta presente.

ENUNCIADO

Problema de optimizacion anteriormente desarrollado (cilindro en esfera).
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
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Proponemos actividades que pretenden cubrir los objetivos minimos de la unidad, para ayudar

a que los alumnos con dificultades puedan superar la evaluacién, y que a la vez sirvan como

ejercicios de recuperacion si la evaluacién ha resultado negativa.

Si esto ultimo ocurre, trataremos paralelamente al desarrollo de la siguiente unidad, ir

mandando y supervisando el trabajo que los alumnos con esta unidad pendiente vayan

haciendo.

Actividad n? 1. Ejercicio de Sintesis.

Derivabilidad de f
enx =a

Derivabilidad y
continuidad

Funcion derivada

Se dice que la funcidn f es derivable en x = a si existe el limite:

La derivada de una funcién en un punto es el valor de la .....cccoevevveecevecierennnae
De la recta tangente a la grafica de la funcién en dicho punto.

Si existe derivada en x = a entonces la ecuacién de la recta tangente en

(@, £(@)) €5: wovvrvreveererreees s

Las derivadas laterales de una funcién f continua en x = a se definen como:

Si ambas SON igUAIES, ENTONCES: ....cccecueeerirece ettt sttt et er e e an
Si ambas son diferentes, puede sUCEAEr QUE: .....cceveeeveeerececerneieeeee e e
PUNTO @NGUIOSO: ettt sttt sttt s bttt e b e et sen s e sasenn
PUNTO 0B FEIIOCESO: ..ueiiieieeer ettt ettt et ettt e ses et b e s aeenbe s

Si una funcidn es continua en x = a, entonces es derivableen x = a

SifNOES .oveeeeeeceveeeeeierinreneeen. ENTONCES NO €S ot enx =a.

Definicion de funcion derivada:

Si g es derivable en x = a y f es derivable en g(a), entonces f o g es
derivable en x = ay se cumple: (f © g)' (@) = orernnree e
Esta formula recibe el NOMbre de: ...
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Actividad n? 2. Ejercicio de Comprension del concepto de Tasa de Variacidn.

Las graficas
muestran el espacio
recorrido s(t) por
dos particulas
respecto del tiempo
demorado en
recorrerlo.

Para cada una
complete una tabla
como la que sigue.

I R T LTS EES me

I
4
1
- 1

Intervalos As Intervalos As
0<t<1 0<t<1
1<t<2 1<t<2
2<t<3 2<t<3
3<t<4 3<t<4
4<t<5 4<t<5

e ¢CAmo se comportan en cada caso los cambios de la

funcion?

e ¢En quVintervalos los cambios fueron mas rapidos?

En esta actividad se presentan dos funciones definidas graficamente y se
solicita a los alumnos la medicidn de los cambios de la variable dependiente
y el analisis del comportamiento de estos cambios. Con respecto a los
registros, el alumno debe elaborar la traduccion del registro grafico al
numérico e interpretar lo realizado en el registro coloquial, lo que exige

relacionar las diferentes representaciones.

ERRORES QUE PODEMOS EVITAR CON ESTA TAREA

OBJETIVOS

415|6|7

10|11

EO1

grafica.

Confusidn entre variable dependiente e independiente
en el calculo de tasas de variacidn o incremento de una
funcién a la hora de interpretar datos de una tabla o

E02

Confusidn del orden que ocupa el valor final y el inicial
cuando se calcula un incremento, por lo que no se
distingue la diferencia entre variacién positiva y
negativa de una funcién.

EO3

Dificultad en la identificacién de un incremento con la
razoén de cambio de una funcion.

PABLO GOMEZ GONZALEZ
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Actividad n?Y.

La posicidn de una piedra | &4

que es lanzada hacia _
arriba esta dada por t';‘t:;‘lzlt‘; As = s(t,) - s(t,) % = w
s(t) = =2t* + 8t +2m, 2 0
donde el tiempo t se mide OStf;

en segundos. Complete la =t<3

siguiente tabla. Realice la 3<t<4

representacion grafica e
interprete en la misma las
medidas ¢, -t y

s(t) = s(4) -

éQuV significado tienen los valores obtenidos en cada columna?
Determine las unidades en las que se expresan los mismos.
¢QuV puede decir con respecto a la velocidad de la piedra en
todo su trayecto?

Estime la velocidad de la piedra a los Y segundos de iniciado el
movimiento.

OBJETIVOS

ERRORES QUE PODEMOS EVITAR CON ESTA TAREA 11213als51617 891011
EO4 |Problemas en relacionar los cambios de una funcién con su x | x X

crecimiento.
EOS5 |Error en relacionar el cambio de la tasa de variacion con la x | x X

rapidez con la que crece una funcion.
EQ6 |Dificultad en relacionar la tasa de variacién con un cambio en

la funcién y la tasa de variacién media con la velocidad de X | X

cambio de una funcién en un intervalo.
EO7 |No relacionar la tasa de variacion instantanea con el limite de x | x

la tasa de variacion media.

Actividad n? 4.

Un estudio de contaminacion
realizado por un Ayuntamiento
concluye que dentro de t afios, el
nivel medio de mondxido de

SOLUCION

14+h)—m(1
T.V.I=?2m(1) = }lin})w

0,05(1 + R)2 — 0,1(1 + k) + 3,4 — (0,05 + 0,1 + 3,4)

carbono, CO, en el aire serd = }1im h
-0
i 205+ 0,05k — 0,1 — 0,1k + 3,4 — 0,05 — 0,1 — 3,4
m(t) = im
= 0,05t> + 0,10t . h(0,05h+02)
+ 3,4 partes por millon. =i h -
Serd de 0,2 partes de CO por millén
Calcula la tasa de variacion
instantanea del nivel de CO cuando
t seaigual a 1 afio
OBJETIVOS
ERRORES QUE PODEMOS EVITAR CON ESTA TAREA 11213als516l7 819 l10/11
EO7 [No relacionar la tasa de variacién instantdnea con el limite x | x
de la tasa de variaciéon media.
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Actividad n? 5.

Dibuja la grafica de la funcién cuadratica y = x? sorucion

1. Calcula su funcidn derivada y represéntala en los ejes coordenados.

2. Observando el dibujo, calcula los puntos en los que la derivada toma
por ejemplo los valores 1y -1.

3. ¢Podrias razonar otra forma de encontrar la derivada en estos puntos?

ERRORES QUE PODEMOS EVITAR CON ESTA TAREA OBJETIVOS

1/2|3|4|/5|]6|7]8]9]10j/11

E09 |Confusidn entre la derivada en un punto y la funcién

derivada. X X

Actividad n? 6.

Calcula para la a) Los puntos de corte con los ejes.

2 2
siguiente e x = X 2 = =
s Eje x: f(x) 2x+3=>2x+3 0=>x*=0=>x=0
2 Ej ( i 0) o 0 0
H = —3 ==
) = — ey f®) =03 = M0 =557373
2x 4+ 3 | b) Los maximos o minimos relativos.
x? , (x)(2x +3) — (2x + 3)(x?)’
=3 == (2x + 3)?
(®)2-(2x+3)(2x)  —2x*—6x
B (2x + 3)? T (2x+3)2
—2x?% — 6x
ffx)=0= =0= -2x2-6x=0=>x(—2x—6)=0

(2x + 3)?

x=0
- {—Zx -6=0=

Procedimiento: De la misma forma, el alumno calculard la segunda
derivada, con lo que sustituyendo en ella x=0 y x=-3, sabra si se trata
de un maximo o un minimo.

c) Lapendiente en el eje de ordenadas.
Sustituyendo en f'(x) la x por 0, se determina la pendiente de la
tangente.

d) éDonde f(x) no es derivable?
Para que f(x) sea derivable tiene que ser continua y suave (sin angulos)
por lo que sera derivable en los puntos que sean a la vez dominio de f
y de f’.

OBJETIVOS

ERRORES QUE PODEMOS EVITAR CON ESTA TAREA 112131a 51671891011

EO9 [Confusidn entre la derivada en un punto y la funcidn

derivada. X X

E10 |Generalizacion lineal de propiedades como por ejemplo
el error d’[f(x)]= d[f(x)]°

E11 [Calculo erréneo de derivadas excesivamente complejas. X

E14 [No distinguir con claridad cuando utilizar la regla del
producto y cuando utilizar la regla de la cadena.

E15 |Relacidn con los maximos, minimos y puntos de
inflexion con las derivadas 12y 22,
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Actividad n? 7.

Encuentra tres
nimeros no
negativos que
sumen 14y
tales que uno
sea el doble de
otroy la suma
de sus
cuadrados sea
maxima o
minima

SOLUCION

Se nombran los tres niumeros: x, 2x, y

Se escribe la funcién a maximizar: s=x’+ (2x)* +y> (Ec1)

Se sabe que x+ (2x) +y=14 (Ec2)

En Ec2, dejamos y en funcidn de x., y el resultado se sustituye en
Ec 1. Quedando la expresidn en funcién de x

Se considera que x, y son positivos luego se calculara el intervalo
donde la funcién serd maxima (o minima)

Por ultimo para buscar maximo o minimo de la funcién en el
intervalo, se debe resolver s’(x)=0

El maximo se alcanzara para x=0 con lo que los nimeros en este
caso son 0,0 y 14, y el minimo realcanza para x=3 y los nimeros
son3,5y6.

ERRORES QUE PODEMOS EVITAR CON ESTA TAREA

OBJETIVOS

1/2|3|4/5|]6|7|8]|9]|10(11

E16 |Asociacion de problemas de optimizacidn con sus
funciones respectivas.

PABLO GOMEZ GONZALEZ
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9.1. Matematicas y Nuevas Tecnolog\as

Programa Derive: Con él, los alumnos podran obtener funciones derivadas tanto
grafica como analiticamente y puede ser util también para relacionar con la expresiéon

de la funcidn, su representacion grafica y la expresion de la derivada.

By - e 11

i o Sz rera Wbkt Dot Mesper Cicde Oodones fentae ansa aldix]
CEEe yeax Dj-E s SRy ma I TH VL @
[ O dsrupfEess

= |
o) L I I T 1 R B E EA T
18] £ 81 E £ KIS Z1XT S| NIN EIEJHEJEJIJ' Elﬂiiﬂ

i .-;;u'g ‘;\.:).a‘WnlE-JElﬂl‘
EEENNEPEELE R R BOER L pEE|

Calculadora Grafica: Ayudara a los alumnos a visualizar la representaciéon grafica

identificando los aspectos globales y locales de la funcion.

Actividad n2 1

Con ayuda del Derive, halla la ecuacién de la recta tangente y la recta secante a las

siguientes funciones, en el puno que se indica

a) y=x"—6x+11en x=4

by y=x"'-2x en x=1

En cada una de ellas representa la funcion, la recta tangente y la secante. Explica

relacionando los resultados obtenidos.

PABLO GOMEZ GONZALEZ 49



Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
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9.2. Matematicas y otras ciencias

Los alumnos trabajaran en clase con muchos ejemplos de otras ciencias tipo Fisica que
no solo les serviran para afianzar el concepto de derivada, sino que también serd util

para la demanda de otras asignaturas.

FiSICA: Velocidad media:

_ R xE (P

.
m tgxt,

FiSICA: Velocidad instantanea: Corresponde en la curva

espacio-tiempo a la recta tangente a cada punto.

FiSICA Y OPTICA: Aberracién esfVrica: En espejos de apertura grande, el lugar
geométrico de las intersecciones de los rayos reflejados se conoce como cdustica, asi

dichos rayos son tangentes a la caustica.

7’
A

I3 . /S
caustica 7

/ -
/ / 2
/ /

ECOLOGIA: Forestacion: Se puede estudiar la cantidad de

L T Radio T
madera que produce un tronco cada afio. Este ejemplo
serd muy util, ya que en la unidad didactica anterior
(Funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas), h
habran estudiado cédmo el crecimiento de madera en un
bosque al afio, corresponde a una funcion exponencial. T~ RadioR
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9.3. Matematicas y Educacion Civica

Educacion Vial: Pendientes de las senales de trafico

Contaminacién: El alumno puede estudiar c6mo aumenta una mancha de fuel en el
mar, ya que el aumento de la mancha corresponde a una variacién instantanea en el

tiempo de la superficie de esa mancha.

.8 v

BLpesor

9.4. Matematicas y Sociedad

El hacer ciertos estudios referidos a la sociedad serd muy interesante de cara a poder
conectar con el Ultimo blogue de esta asignatura (Estadistica).

P(t) miles de millones
Variacion de la poblacién: Determinar la T.V.l. de 4

la poblacién en un determinado afio.

N

{] Tanu
Vi
Propagacion de una epidemia: Estudio de Ia
maxima velocidad de propagacién de una
enfermedad. Wi
Q —r
L{A)
K
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9.5. Educacion para el Consumidor

Costo de fabricacidn: Determinar las dimensiones de un recipiente para que el coste

de los materiales sea minimo.

Problema del transporte: Hallar el nimero de unidades a transportar que hace

minimo el costo de un pedido.

C{K} &

v

o 330 400 x
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Unidad Didactica: Aproximacién al Calculo Diferencial. Derivadas.
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10.1. Instrumentos de evaluacion

Los instrumentos de evaluaciéon que se tendran en cuenta serdn los mismos que los
recogidos en el resto de unidades didacticas, es decir:
e Se realizard una observaciéon continua en clase donde se valorard cdmo va
progresando el desarrollo de las capacidades de los alumnos. Supondra esto un
10% de la nota global.
e Se haran revisiones periddicas de los cuadernos de clase, suponiendo esto un
10 % de la nota global.
e Se realizarad una prueba de evaluacidn en la que habra seis ejercicios, cinco de
ellos acordes con los criterios de evaluacidon que a continuacidn se exponen y
otro de ellos de caracter voluntario para subir nota. Cada ejercicio se evaluara

de 0 a 2 puntos y el examen supondra un 80% de la nota global.

10.2. Criterios de evaluacion

Ademas de una Evaluacién Inicial que nos permita saber el nivel de conocimiento de
los alumnos, en esta Unidad Didactica presentaremos cinco criterios de evaluacion
relacionados con nuestros objetivos didacticos que seran aplicados tanto en clase
como en la prueba final de la Unidad que nos ayude a saber cdmo se han desarrollado
las capacidades en los alumnos de cara al desarrollo de posteriores Unidades
Didacticas. Presentamos los cinco criterios acompafiados de un ejercicio que nos

ejemplificara la tipologia de examen que se presentara a final de la unidad.

e Criterio 1: Hallar la tasa de variacion media e instantanea de una funcién en un

punto.

EJERCICIO | 3) Halla la tasa de variaciéon media de f(x) = é en el intervalo
— (x,x + h).

EXAMEN b) El espacio, en metros, recorrido por un mévil viene expresado por la
funcién s(t) = 4t% — t, t en segundos. Halla la velocidad instantanea
parat = 1 segundo.
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e Criterio 2: Obtener el valor de la derivada de una funcién en un punto

aplicando las reglas de derivabilidad.

EJERCICIO | Halla el valor de la derivada en x = 0 de las siguientes funciones:

DE a) f0) = =

x2-1
EXAMEN b) f(x) = —e* +tgx —2Inx

e Criterio Y y 4: Determinar los pardmetros para que una funcién sea derivable
en un punto. Determinar lo puntos de una gréfica en los que la recta tangente

tiene una pendiente determinada.

. .z . . 1
DE Se considera la funcién f: R — R definida por f(x) = 414ex
EXAMEN k  six=0

a) Halla k para que sea derivable en x = 0.
b) Halla los puntos de la funcién donde la pendiente de la recta tangente
esigualal.

e Criterio 5: Derivar funciones simples y compuestas.

EJERCICIO | Derivay simplifica todo lo que puedas las siguientes funciones:

DE a) f(x) =TI
EXAMEN

b) g(x) =+V1—x?-arcsenx

e Criterio 6: Estudio y representacién de funciones calculando puntos de corte,

monotonia, extremos relativos, asintotas y curvatura.

EJERCICIO | pada Ia funcién flx) = ;—4, haz una representacién aproximada de la

DE . B , ,

EXAMEN | Misma calculando puntos de corte, monotonia, asintotas, extremos
relativos y curvatura.

e Criterio 7: Resolver convenientemente problemas de optimizacidn.

EJERCICIO | Sobre un terreno en forma de tridngulo rectangulo

DE cuyos catetos miden 100 y 200 m, se quiere c
EXAMEN | construir un edificio de planta rectangular como el g
de la figura. Calcula las dimensiones que debe
tener dicha planta para que la superficie sea | 200 m

maxima.
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11.1. Bibliografia de aula.

Matematicas de la E.S.O.
Libros de texto.
e Proyecto EXEDRA. J.L. Sanchez Gonzélez — Juan Vera Lopez. Ed. Oxford.
e Serie Aula abierta. Colera — Gaztely- Garcia. Ed. Anaya.
e Sigma. Vizmanos — Anzola. Ed. S.M.
e Algoritmo. Vizmanos — Anzola. Ed. S.M.
e Orbita 2000. Almodévar — Gil. Ed. Santillana.
e  Esteve — Ramirez. Ed. Ecir.
e Miriada XXI. Besora — Jané — Guiteras. Ed. McGraw Hill.
e Axis. Arias — Maya — Mercadé. Ed. Casals.
Guias y Recursos Didacticos. Cuadernos de ejercicios:
Iguales autores y editoriales, ademas de los proyectos didacticos de:
e Sanchez Catalan (S.M.)
e Rayner y Cabrillo (Oxford)
e Oliveira (Anaya)

MATEMATICAS DE BACHILLERATO
Libros de texto.
e Proyecto Exedra. Bescos — Pena. Ed. Oxford.
e  Colera — Oliveira — Garcia. Ed. Anaya.
e Vizmanos — Anzola. Ed. S.M.
e Proyecto Euler. Romo — Cuevas — Delicado. Ed. S.M.
e Fernandez — Monteagudo. Ed. Edelvives.
e Lafuente — Morales- Padilla. Ed. Magisterio Espafol.
e  Arias — Maza. Ed. Casals.
e Tuduri — Casals . Ed. Autores.
e  [Estadistica. Asensio — Romero. De Vicente. Ed. McGraw Hill
e Esteve — Ramirez. Ed. Ecir.
e  Gil — Rivera — Vazquez. Ed. Santillana.
e Trillas — Vila. Ed. Vicens-Vives.
Guia y Recursos Didacticos. Cuadernos de ejercicios.
Iguales autores y editoriales, ademas de:

e los diversos textos sobre “Actividades matematicas” de Brian Bolt (Ed. Labor)
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e “Paradojas” y “Diversos juegos matematicos” de Martin Gardner (Ed. Labor).

e 101 Proyectos matemdaticos. Bolt — Hobbs. Edl. Labor.

11.2. Bibliografia de departamento.

e Algebra moderna. Lentin-Rivaud. Ed. Aguilar.

e Carnaval Matematico. Gardner. Ed. Alianza.

. Circo Matematico. Gardner. Ed. Alianza.

. Cuadernos de Investigacion y Ciencia.

o Curvas y Superficies. Sanchez. Ed. Index.

o Didactica de las Matematicas. Roanes. Ed. Anaya.

o Elingenio de las Matemadticas. Honsberger. Ed. Gomez.

e El pensamiento matemadtico de la Antigiiedad a nuestros dias. M. Kline. Ed. Alianza.

o Elseror del cero. Molina. Ed. Alfaguara.

e El Teorema del loro. Guedj. Ed. Anagrama.

e Elementos de la Teoria de probabilidades. Cramer. Ed. Aguilar.

e Estructuras fractales y sus aplicaciones. Guzman. Ed. Labor.

e Foundations of Geometry. Wylie. Ed. McGraw-Hill

. Geometria. Gutiérrez — Garcia. Ed. Piramide.

e Historia de la Matematica. C.B. Boyer. Ed. Alianza Universidad.

e Historia de las Matemdticas. Collette; Ed. Siglo Veintiuno.

e Historia de las Matematicas. Ribnikov. Ed. Mir.

e Historia Universal de las Cifras. Ifrah. Ed. Espasa.

o [Introduccion a la logica matematica. Suples. Ed. Reverté.

e [Introduccion a la Matematica. P. Abellanas. Ed. Saeta.

o [Introduccion a la Teoria de Conjuntos. Kuratowsky. Ed. Vicens Vives.

o [Introduccion a la teoria de Grafos. Wilson. Ed. Alianza.

o Juegos de acertijos enigmaticos. Emmet. Ed. Gedisa.

e La Ciencia de lo bueno, lo malo y lo falso. M. Gardner. Ed. Alianza.

e La Matematica: su contenido, métodos y significado. Alexandrov, Kolmogorov y otros. Ed. Alianza
Universidad.

e Laselva de los numeros. Gomez. Ed. Alfaguara.

o La Tortuga de Aquiles. Greityer. Ed. Gomez.

e Las cifras. Historia de una invencion. G. Ifrah. Ed. Alianza.

e Las Matematicas en la E.S.O. Barrio. Ed. Escuela Espaiiola.

e Las Matematicas si cuentan. Informe Cockeroff.

e Lecciones de Algebra Lineal. Pinilla. Ed. Varicop.

e Logica para matematicos. Hamilton. Ed. Paraninfo.
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e Matematica moderna aplicada. Turner. Ed. Alianza Universidad.

e Matemadtica recreativa. Argiielles. Ed. Alcal.

e Matematicas basicas. Hernandez Ranero. Ed. UNED.

e Matematicas generales. Dixmier. Ed. Aguilar.

e Matemadticas generales. Pisot — Zamansky. Ed. Montaner.
e Matematicas recreativas. Perelman. Ed. Fontana.

e Meétodos estadisticos. Sixto Rios. Ed. Del Castillo.

o Numeros Complejos. Budden. Ed. Alhambra.

e Numeros Enteros. Vargas — Machuca. Ed. Sintesis.

e Poliedros. Guillén. Ed. Sintesis.

e Programacion lineal. Conicas. Pinilla. Madrid 1971.

e Retrato de una profesion marginada. Hernan. Ed. Proyecto Sur.
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