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RESUMEN

Se presentan el proceso y los resultados de una investigacion cuyo objetivo principal fue
analizar el significado que le atribuyen al concepto de limite finito de una funcion en un
punto estudiantes universitarios de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial de la
Universidad Nacional de Costa Rica. La investigacion es de tipo cualitativa y de naturaleza
descriptiva. Se realiz6 un estudio de las respuestas brindadas por los 38 estudiantes a unas
tareas relacionadas con la definicion, las representaciones y los sentidos y modos de uso del

concepto de limite.

SUMMARY

The process and the results of a research are presented whose main objective was to analyze
the meaning attributed to the concept of finite limit of a function in a point university students
of Biology and Engineering in Industrial Chemistry of the National University of Costa Rica.
The research is qualitative and descriptive in nature. A study of the answers given by the 38
students to some tasks related to the definition, the representations and the senses and ways

of using the limit concept was made.
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CAPITULO I. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION
1.1 Introduccion

La Matematica se considerada de gran utilidad en la vida del ser humano como herramienta
indispensable en muchos campos. Permite resolver diversos problemas en variados contextos
tales como el personal, laboral, cientifico y social. Por lo tanto, es fundamental para el
desarrollo de areas del conocimiento como las finanzas, las ingenierias, la economia, la

computacion, la administracion, la fisica, entre otras (Bartle y Sherbert, 2004).

Especificamente, el célculo diferencial e integral fue descubierto o construido por Newton y
Leibniz durante los siglos XVII 'y XVIII, dando un gran aporte en esa época y destacandose
en la actualidad como una herramienta de investigacion de problemas cientificos. Newton y
Leibniz obtuvieron resultados, métodos y aplicaciones de manera intuitiva; un tratamiento
mas riguroso se desarrolla varias décadas después. Un caso particular es el concepto de limite
de una funcidn, que se origina como respuesta tedrica a los métodos infinitesimales, (Ruiz,
2003).

La construccion de la nocién de limite ha sido muy lenta a lo largo del tiempo, a tal punto
que hubo que esperar hasta el siglo X1X, con Weierstrass, para que la frase tan pequefio como
se quiera obtuviera un rigor matematico que dejara de lado la ambigliedad. Nétese como la
epistemologia histérica muestra un camino lleno de imprecisiones y problemas, por lo tanto,
esta nocion matematica debe ser ensefiada a través de un analisis profundo que implique
esencialmente: la epistemologia del concepto, en cuanto a su desarrollo historico; el profesor
a través de sus creencias; y los estudiantes respecto a la evolucién de sus concepciones
(Contreras y Garcia, 2015).

La relevancia de la nocion de limite dentro del curriculo, ha generado que sea un topico de
estudio en los cursos basicos de matematica de las carreras universitarias, tal es el caso de las
carreras de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial impartidas por la Universidad
Nacional de Costa Rica. Los estudiantes de estas carreras deben matricular el curso MAT
002 Calculo 1, el cual no tiene un enfoque formal, por tanto, la presentacion de los conceptos
se hace de forma intuitiva, es decir, no se hacen definiciones formales ni demostraciones
matematicas de los resultados. Los contenidos que se estudian son limites, derivadas,

aplicaciones de la derivada, integrales y aplicaciones de la integral.



1.2 Delimitacién del problema de investigacion

La comprension del concepto de limite no es sencilla, algunos investigadores han
manifestado que se observa una reiteracion de conflictos cognitivos o dificultades en el
aprendizaje de esta nocién por los estudiantes (Artigue, 1995; Blazquez y Ortega, 1998; Juter,
2007a; Juter, 2007b; Romero, 1997; Sierpinska, 1987; Tall, 1980; Tall y Vinner, 1981,
Vrancken, Gregorini, Engler, Muller, y Hecklein, 2006). Esta complejidad ha generado que
desde la Didactica de la Matematica surjan investigaciones que buscan indagar en distintos
aspectos de la comprensién del limite (Estrella, 2015; Fernandez-Plaza, 2015; Monaghan,
1991; Sanchez, 2012; Sierra, Gonzélez, y Lépez, 2000; Swinyard, 2011; Williams, 1991).

Por otra parte, el concepto de limite, la nocion de infinito y continuidad de una funcién, son
contenidos prioritarios de las investigaciones sobre pensamiento matematico avanzado (Tall
y Vinner, 1981). En el caso de Costa Rica, no se conocen estudios en esta linea, por lo tanto,
es de interés generar procesos de investigacion.

Por lo expuesto, se espera que esta investigacién sirva de base y brinde lineamientos
metodoldgicos para estudios posteriores. Especificamente, este trabajo pretende conocer cual
es el significado que le atribuyen al concepto de limite los estudiantes universitarios, por lo
que se plantea el siguiente problema de investigacion ¢Cudl es el significado que le
atribuyen al concepto de limite finito de una funcion en un punto estudiantes
universitarios de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial de la Universidad
Nacional de Costa Rica? Ademas de los aportes a la investigacion, se espera que este trabajo
sea de utilidad para la mejora de los procesos de ensefianza del curso MAT 002 Célculo 1 u

otros similares.



1.3 Objetivos de la investigacion
Objetivo general

Analizar el significado que le atribuyen al concepto de limite finito de una funcién en un
punto estudiantes universitarios de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial de la
Universidad Nacional de Costa Rica.

Objetivos especificos

O1. Disefiar un instrumento para determinar las concepciones sobre el concepto de limite
finito de una funcién en un punto que tienen los estudiantes de Biologia e Ingenieria en

Quimica Industrial de la Universidad Nacional de Costa Rica.

02. Describir los aspectos estructurales objeto/proceso, presentes en las definiciones y en las
representaciones del concepto de limite finito de una funcién en un punto, que manifiestan
los estudiantes de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial de la Universidad Nacional de

Costa Rica.

03. Describir los aspectos estructurales destrezas practicas de célculo, presentes en las
definiciones y en las representaciones del concepto de limite finito de una funcién en un
punto, que manifiestan los estudiantes de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial de la
Universidad Nacional de Costa Rica.

O4. Describir los sentidos y modos de uso sobre el concepto de limite finito de una funcién
en un punto, que atribuyen los estudiantes de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial de

la Universidad Nacional de Costa Rica.



CAPITULO II. FUNDAMENTACION TEORICA

En este capitulo se exponen de manera breve tres apartados. ElI primero corresponde a
algunos elementos del pensamiento matematico avanzado; el segundo expone
investigaciones sobre concepciones intuitivas y lenguaje del célculo, conflictos cognitivos
referentes al concepto de limite y sobre definiciones alternativas del concepto de limite y el
estudio de fendmenos asociados. Y el tercero presenta algunas ideas sobre los significados

de los contenidos matematicos escolares.
2.1 Pensamiento matematico avanzado

Este trabajo se ubica dentro de la Didactica del Analisis Matematico, especificamente en el
Pensamiento Matematico Avanzado (AMT por sus siglas en inglés o PMA por sus siglas en
espafol). No hay un consenso sobre lo que se entiende por PMA, sin embargo, si lo hay sobre
la dificultad de delimitar la transicion entre el pensamiento matematico elemental y el PMA
(Azcérate, Camacho y Sierra, 1999; Edwards, Dubinsky y Mc Donald, 2005; Harel y Sowder,
2005; Selden y Selden, 2005; Tall, 1992; Zaskis y Applebaum, 2007).

El PMA surge como un grupo de trabajo en 1985 en el seno del congreso del PME
(Psychology of Mathematics Education), con el propdsito de profundizar en las
investigaciones cognitivas acerca de los procesos de ensefianza y aprendizaje de nociones
relacionadas con el calculo infinitesimal. En el PMA destacan procesos cognitivos abstractos
como definir, demostrar y formalizar, que, aungue no son procesos exclusivos de las
matematicas superiores, adquieren mayor importancia en tales cursos. En las matematicas
elementales las descripciones se realizan con base en la experiencia, mientras que, en niveles
mas altos de las matematicas, las propiedades de los objetos se construyen a partir de

definiciones (Azcarate y Camacho, 2003).

En el 13 International Congress on Mathematical Education (ICME 13-2016) se discutio
sobre las principales evoluciones de la investigacion en el campo de la ensefianza y
aprendizaje del célculo, con un enfoque particular en los temas de investigacion asociados al
limite, derivada e integral, con una visién general sobre marcos teoéricos utilizados, y
evoluciones puntuales abordadas a través de las principales tendencias en el campo. También
se brindd una descripcion del estado de la instruccion del célculo tanto desde el punto de

vista europeo como americano, y se incluyo una bibliografia ampliada con algunas de las
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referencias mas importantes sobre este tema (Bressoud, Ghedamsi, Martinez-Luaces, y
Torner, 2016).

2.2 Antecedentes

A continuacidn, se presentan investigaciones relacionadas con el concepto de limite de una
funcién, organizadas en tres grupos: investigaciones sobre concepciones intuitivas y el
lenguaje del célculo, investigaciones sobre conflictos cognitivos referentes al concepto de
limite, y finalmente, investigaciones centradas en la introduccion en el aula de definiciones

de limite alternativas a la formal y en el estudio de fendbmenos asociados.
Investigaciones sobre concepciones intuitivas y el lenguaje del calculo

Algunas investigaciones sobre las concepciones del limite en estudiantes de secundaria y de
universidad evidencian que muchos tienen una nocion intuitiva del limite y lo asocian a algo
inalcanzable. Para describirlo utilizan términos tales como tender, aproximar, alcanzar,
rebasar y limite. En algunos casos, estos términos son empleados en clase por los profesores,
y los estudiantes los usan con un sentido cotidiano que no necesariamente coincide con el
significado matematico (Blazquez,1999; Blazquez, 2000; Estrella, 2015; Fernandez-Plaza,
2015; Monaghan, 1991; Williams, 1991). En algunos casos, estas concepciones y los
términos empleados por los estudiantes pueden relacionarse con concepciones histéricas
planteadas por matematicos tales como D’Alembert que afirmaba que el limite no se puede
alcanzar y Cauchy para quien es alcanzable (Sierra, Gonzélez, y Lépez, 2000). Aunque los
estudiantes puedan tener una nocién intuitiva y personal sobre el limite, a partir de tales
nociones algunos son capaces de reconstruir de manera asistida la definicion formal
(Swinyard, 2011).

Oehrtman (2009) caracteriz6 las siguientes metéaforas relacionadas con las propiedades que

los estudiantes atribuyen al limite de procesos infinitos variados:

e La metafora colapso se percibe cuando identifican la longitud de un segmento con el
limite de las areas de los rectangulos con base dicho segmento cuando las alturas tienden
a 0; es decir, la medida k-dimensional del limite geométrico se sustituye por la medida
(k-1)- dimensional de dicho limite. Asimismo, en relacidn con sucesiones de rectangulos

cuya area se mantiene constante y geométricamente convergen a una recta el paso al



limite de las areas de los rectangulos (la constante) no coincide con el area del limite que
es nula.

e La metafora aproximacion se aprecia cuando se concibe el limite como el proceso de
aproximarlo indefinidamente.

e La metafora “cercania” se observa cuando conciben al limite como el punto méas cercano
a los valores de la funcion alrededor del punto, por ejemplo: uno es el valor mas cercano
a0’999....

e La metafora limitacion fisica, se percibe cuando los escolares manifiestan que debido al
umbral de percepcién (desde la escala natural hasta la escala subatomica) el limite se
identificara con las aproximaciones, si bien, otros asumen el caracter infinitesimal del
proceso, por ejemplo, la distancia entre 0°999... y uno, se considera infinitamente
pequefia, pero nunca nula.

e Finalmente, se observa la meté&fora infinito como ndmero se observa cuando los

estudiantes tratan al infinito como un nimero muy grande.

Los estudiantes pueden utilizar la nocion de limite de forma intuitiva o cada vez méas formal.
En este sentido, Sdnchez (2012) propuso criterios para decidir si un usuario de una definicion
de limite finito de una funcion en un punto utiliza el pensamiento matematico elemental o al

avanzado.
Investigaciones sobre conflictos cognitivos referentes al concepto de limite

La transicion entre la definicion informal y formal del limite puede generar muchos conflictos
en los estudiantes. Especificamente, se pueden trasladar propiedades implicitas de la nocion
informal a la formal tales como considerar al limite como un proceso dindmico y no con un
namero (Tall, 1980; Tall y Vinner, 1981).

Existen dificultades asociadas a la nocion de limite como la resistencia a aceptar la notacién
decimal periddica cuando el periodo es nueve para un nimero entero, y a aceptar la no
existencia del limite, lo que genera asignaciones incorrectas para su valor. Asimismo, se
presentan conflictos como la incomprension de que el limite es lo que ocurre cerca del punto
y no en el punto, la incorrecta interpretacion de los limites laterales, las manipulaciones
algebraicas erroneas de las leyes de las funciones, el asumir que el calculo del limite es

siempre por sustitucion y las dificultades para pasar de un sistema de representacion a otro



(Blazquez y Ortega, 1998; Romero, 1997; VVrancken, Gregorini, Engler, Muller, y Hecklein,
2006).

Algunas de las concepciones de los estudiantes respecto al limite de procesos infinitos tienen
su origen en obstaculos epistemoldgicos tales como el caracter definido o indefinido del
limite segun el cual consideran que éste se puede calcular de forma precisa o solo se pueden
brindar aproximaciones; la actitud finitista segun lo cual se niega el infinito o se considera
que lo infinito no esta acotado o la actitud infinitista que admiten el caracter infinito tanto en
procesos no acotados como en acotados y finalmente las posturas empiricistas que sostienen
que todo procedimiento matematico es una construccién temporal y personal (un algoritmo),
y asumen unicamente la existencia del infinito potencial o las posturas discursivas que tienen

en cuenta, procedimientos de “paso al limite” ya establecidos (Sierpinska, 1987).

Investigaciones centradas en la introduccion en el aula de definiciones de limite alternativas

a la formal y en el estudio de fendmenos asociados

Algunas definiciones del concepto de limite en el &mbito escolar pueden ser informales vy,
por tanto, presentar indicios de imprecision y subjetividad, en otros casos, pueden ser
formales y rigurosas, con un nivel mayor de abstraccion, por tal razon, no tan apropiadas para
los estudiantes de secundaria y de los primeros cursos universitarios (Blazquez, Gatica y
Ortega, 2009; Blazquez, Ortega, Gatica, S y Benegas, 2006).

Existen propuestas alternativas a las definiciones informales y formales tradicionales del
concepto de limite que superen los vicios de imprecision y subjetividad en el caso de las
informales y los excesos de rigor en las formales. En este sentido, Blazquez y Ortega (2002)
presentaron una definicion rigurosa, con menos formalismo y mas dindmica para los

estudiantes: el limite de una funcion f en x=a es L, si para cualquier aproximacion K
de L (K # L), existe un entorno reducido de a, tal que las imagenes de todos sus puntos,

estdn més préximas a L que K. Blazquez, Ortega, Gatica, S y Benegas (2006) contrastaron
con estudiantes de ingenieria la conceptualizacién métrica de limite, dada por Weierstrass,
con la conceptualizaciéon dada anteriormente por Blazquez y Ortega (2002). Determinaron
que los estudiantes comprendieron mejor la Ultima, quizas porque es menos abstracta, es facil

de recordar y es méas simple para aplicar.



Por su parte, Bokhari y Yushau (2006) reestructuraron la definicion usual de limite (£,0)e

introdujeron una definicion alternativa denominada Local (L, e)-aproximacion de una

funcion de una variable.

Por otro lado, la definicién de limite permite observar la presencia de fendmenos de
aproximacion. Dichos fendmenos se han delimitado en el curriculo mediante el estudio de
libros de texto, en las producciones de los estudiantes y profesores de matematicas en
formacion inicial, asimismo, tales fendmenos se han relacionado con sistemas de
representacion y el PMA (Claros, 2010; Claros, Sanchez, y Coriat, 2007). Algunos de los
fendmenos vinculados al concepto de limite son los conceptos de asintota horizontal,
derivada e integral (Jiménez, 2017; Kidron, 2011; Serrano, 2017; Vargas, 2017).

2.3 Significado de los conceptos matematicos escolares

En esta investigacion se asume el significado de un concepto introducido por Frege a finales
del siglo XIX. Dicho autor establece la diferencia entre signo y significado, y a su vez en el
significado discrimina entre referencia y sentido, de esta manera introduce la nocion de
triangulo semantico mediante el signo o término con el que se expresa, graficos y notaciones
que lo representan; por su referencia o concepto propiamente y la estructura légica en la que
se inserta; y por su sentido o modo en que vienen dados los objetos que caen bajo el concepto,
0 modos de uso con que puede ser entendido, aplicado e interpretado (Rico, 2012; Rico,

2016a; Rico, 2016b). La relacion entre estos se representa en la figura 1.

Sentido

Signo Referencia

Figura 1. Tridngulo seméantico de un concepto
Este trabajo iniciado por Frege ha sido adaptado y desarrollado para significados de
conceptos y contenidos de las matematicas escolares (Rico, 2012; Rico, 2013; Rico, 2016a,
Rico, 2016b), valorando para su andlisis tres componentes: estructura conceptual, sistemas
de representacion, y los sentidos y modos de uso. La relacion entre estas tres nociones se

representa en la figura 2.



Estructura conceptual

Sistemas de Sentidos y
representacion modos de uso

Figura 2. Triangulo semantico de un concepto matematico escolar

Asi, conocer el significado de un concepto matematico implica saber “su definicion,
representarlo, mostrar sus operaciones, relaciones y propiedades y sus modos de uso,
interpretacion y aplicacion a la resolucion de problemas” (Rico, 2016a, p. 94). A
continuacion, se detallan las tres componentes del significado de un contenido matematico

escolar.
2.3.1 Estructura conceptual

Comprende los conceptos, procedimientos, propiedades, argumentos y proposiciones que se
obtienen y sus criterios de veracidad, vinculados con un contenido matematico, junto con la
estructura formal que proporciona referencia a los contenidos utilizados (Rico, 2012; Rico y
Fernandez-Cano, 2013). La estructura conceptual se caracteriza por tres componentes: campo
conceptual, campo procedimental y campo actitudinal. En esta investigacion, se consideraron
solamente las dos primeras por razones de tiempo. A continuacion, se hace una breve

descripcion de ellas.

El campo conceptual es el conjunto de conceptos y relaciones que refieren a un contenido
matematico. Se distinguen tres niveles de conocimientos: (a) los hechos que se componen de
términos, notaciones, convenios y resultados; (b) los conceptos que describen una regularidad
de un conjunto de hechos y (c) las estructuras conceptuales que corresponde a un conjunto

de conceptos y transformaciones relacionados entre si (Rico, 1997; Fernandez-Plaza, 2016),

Para establecer la estructura conceptual relacionada con la nocion de limite finito de una
funcién en un punto, se pueden considerar distintos niveles, entre ellos el nivel algebraico y
el nivel topoldgico. El nivel algebraico comprende la nocion de funcion real de variable real,
esta estructura destaca los hechos y destrezas relacionados con la variable independiente, la
variable dependiente y la regla de correspondencia, entre otros aspectos. Y el nivel topoldgico
cuyo foco es el conjunto IR y en cualquiera de sus subconjuntos. Para lo que se considera su

estructura topoldgico-métrica que, en el nivel de bachillerato, la topologia no viene



establecida por un sistema fundamental de vecindario arbitrario, sino que la establece la
métrica, dada por la distancia usual en R, valor absoluto de la diferencia, cuyos vecindarios
basicos son los intervalos abiertos centrados en un punto, de radio positivo no nulo
(Fernéndez-Plaza, 2015).

2.3.2 Sistemas de representacion

Las representaciones aluden a los signos, notaciones simbdlicas o gréaficas para cada nocion
matematica que expresan los conceptos y procedimientos, asi como sus relaciones,
caracteristicas y propiedades. Se pueden considerar dos grupos de sistemas de
representacion: las simbdlicas que incluyen simbolos alfanuméricos, y las graficas que
aluden a figuras. (Castro y Castro, 1997; Lupiafiez, 2016). Para el concepto de limite en este
trabajo se consideran las representaciones (a) verbales que refieren al uso del lenguaje escrito
para referir a conceptos, procedimientos y propiedades; (b) gréficas que hace referencia al
uso de figuras en el plano cartesiano; (c) simbdlica que refiere al uso de nameros, simbolos
matematicos y del abecedario en una organizacion no tabular y (d) tabular que refiere al uso
de simbolos alfanuméricos organizados en una tabla. Fernandez-Plaza (2015) organizé los
sistemas de representacion para el concepto de limite finito de una funcion en un punto como

verbal, numérico, simbdlico y gréfico.
2.3.3 Sentidos y modos de uso

Los sentidos y modos de uso de los conceptos matematicos hacen referencia a las diversas
situaciones a las que responde, a los problemas que resuelve y los fendmenos que organiza
lo que permite complementar sus significados (Ruiz-Hidalgo, 2016). En este trabajo se
considera relevante tres elementos: (a) los términos y modos de uso que son palabras que
sintetizan la definicion de un concepto matematico para brindarle sentido, corresponden a
distintas interpretaciones del mismo; (b) los contextos matematicos que estan relacionados
con las funciones y las cuestiones a las que responden los conceptos matematicos y (c) las
situaciones que corresponden a las circunstancias o condiciones en las que se aplica y trabaja
el concepto matematico. Se consideran cuatro situaciones, que son las personales, laborales

(y educativas), sociales y cientificas.

Para esclarecer un poco mas la diferencia entre estos tres componentes, consideremos el

concepto de limite finito de una funcion real de variable real en un punto. Algunos de los
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términos usuales para esta nocion son aproximacién o tendencia, el contexto usual en el que
se utiliza es para conocer el comportamiento de las imagenes de una funcién alrededor de un
punto, y normalmente se aplica en situaciones cientificas y laborales. Estas tres componentes

dan origen a uno de los sentidos de la nocién del concepto de limite, que es el sentido métrico.

Se pueden establecer tres sentidos 0 modos de uso escolares relacionados con la nocion de
limite finito de una sucesion o de una funcién en un punto. Un primer sentido lo
denominamos de convergencia o dinamico, se manifiesta a través de los términos “tender” y
“aproximar’’; un segundo sentido se denomina estatico o de valor de la funcion se observa
cuando el limite de una funcién en un punto se obtiene mediante la evaluacion de la funcion
en dicho punto; y finalmente, un tercer sentido es el de restriccion, el limite en ejemplos
concretos presenta la peculiaridad de no ser rebasable, expresable con los términos “no

exceder”, “no sobrepasar”, entre otros (Fernandez-Plaza, 2015).
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CAPITULO I1l. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

Este capitulo se presenta en siete apartados. En el primero se indica el tipo de estudio, en el
segundo se describen las dos fases de la investigacion, en el tercero se indica como se realizd
la seleccion de los sujetos, en el cuarto se describen los cuatro instrumentos empleados en la
recoleccion de la informacién, en el quinto se detallan las cinco tareas del primer instrumento,
en el sexto se puntualiza en el método con el que se analizo la informacion obtenida con el
primer instrumento y en el sétimo se describen las categorias de las cinco tareas planteadas

en el primer instrumento.
3.1 Tipo de estudio

El estudio realizado es cualitativo, cuyo alcance es exploratorio y descriptivo (Hernandez,
Fernandez y Baptista, 2014). Es exploratorio pues no existen antecedentes de estudios
similares en Costa Rica y descriptivo debido a que se pretende determinar los significados
que le atribuyen al concepto de limite finito de una funcién en un punto los estudiantes
universitarios de las carreras de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial de la Universidad

Nacional de Costa Rica, sin emitir juicios de valor.
3.2 Descripcidn de las fases de la investigacion

Esta investigacion se llevé a cabo en dos fases con estudiantes del curso MAT 002 Calculo |
que se impartié durante el primer ciclo de 2018 en 15 grupos de 35 estudiantes en promedio
en la Universidad Nacional de Costa Rica. Se cont6 con la autorizacion del Director de la
Escuela de Matematica de la universidad mencionada y la anuencia de los 12 docentes de los

grupos.

En la fase 1 se aplicaron dos cuestionarios, el primero (ver anexo 1) fue administrado a 421
estudiantes que asistieron a clases durante la Gltima semana de febrero y la primera de marzo
del afio 2018 y el segundo (ver anexo 2) se aplicd a los 12 docentes de los respectivos grupos,
tres de ellos tenian dos grupos a cargo. En la fase 2 se aplicd un tercer cuestionario (ver anexo
3) a 256 estudiantes del curso que asistieron a clases durante la primera y la segunda semana
de mayo del mismo afio y el cuarto (ver anexo 4) se aplico a los 12 docentes de cada uno de

los grupos.
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En el caso de los cuestionarios 1y 2 se cont6 con 20 minutos para completarlo y 40 minutos
para los cuestionarios 3 y 4. Durante la aplicacién, los estudiantes se mantuvieron en la
misma posicion en la que estaban originalmente durante la clase, se les brindé las
instrucciones generales y procedieron a completarlo sin ninguna situacion particular. De

manera simultanea los docentes completaron el cuestionario correspondiente.

Los estudiantes que completaron los cuestionarios 1 y 3 estaban matriculados en las carreras
de Biologia, Diplomado en Cartografia Digital, Ensefianza de las Ciencias, Licenciatura en
Economia, Licenciatura en Administracion, Ensefianza de la Matematica, Comercio y
Negocio Internacionales, Ingenieria en Quimica Industrial, Ingenieria en Gestion Ambiental,
Ingenieria en Sistemas de Informacidn, Ingenieria en Ciencias Forestales, Ingenieria en

Topografia, Catastro y Geodesia, e Ingenieria en Bioprocesos (ver anexos 5y 6).
3.3 Seleccion de los sujetos de investigacion (muestra)

Debido a la gran cantidad de estudiantes que completaron los cuestionarios 1y 3, 421 en la
fase 1y 256 en la fase 2, se decidid hacer una seleccion de los sujetos de la investigacion que
permitiera en un tiempo razonable lograr el analisis deseado de los significados atribuidos al

concepto de limite finito de una funcién en un punto.

Para ello, en primer lugar, se observaron a los 256 estudiantes que completaron el
cuestionario 3 de la fase 2, separados por la carrera matriculada y el sexo. En segundo lugar,
se observo la distribucion de los estudiantes por sexo para ver uniformidad y en tercer lugar

la forma en la que estaban distribuidos los estudiantes de cada carrera en los 15 grupos.

Se determindé que en las carreras de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial existia la
misma cantidad de hombres y de mujeres, que en todos los grupos salvo el 11, 14 y el 15
habia presencia de al menos un estudiante de alguna de estas dos carreras. Por tal razon, se
seleccionaron como sujetos de investigacion a estos estudiantes, es decir, 16 de Biologia y
22 de Ingenieria en Quimica Industrial, para un total de 38 sujetos. Adicionalmente, se

considerd interesante el hecho de que una fuese una ciencia natural y la otra una ingenieria.

El objetivo de la seleccidn descrita anteriormente era que los sujetos de investigacion fueran
los mismos de las fases 1 y 2 lo cual permitiria observar la evolucion en sus concepciones
acerca de la nocion del limite. Sin embargo, por limitaciones de tiempo se decidio que lo mas
viable era analizar solo el cuestionario 1. Dado que ya se habia realizado la seleccion de los
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sujetos con los criterios descritos, se decidid mantenerlos como sujetos de investigacion, lo

que permitiria en un futuro realizar anélisis posteriores.

Los estudiantes de la carrera de Biologia deben aprobar el curso de MAT 001 Matemaética
General como requisito para matricular el curso MAT 002 Célculo 1, en el caso de los
estudiantes de Ingenieria en Quimica Industrial no hacen ningdn curso de matematica previo.
Los estudiantes de ambas carreras no tienen ninguna formacion previa en el tema de limites,
debido a que este tema no se estudia en la educacion secundaria de Costa Rica ni en el curso
MAT 001 Matematica General que aborda los contenidos de algebra basica, ecuaciones e
inecuaciones lineales, elementos basicos de geometria analitica, funciones reales de variable

real y trigonometria basica.
3.4 Instrumentos para la recoleccién de la informacion

El cuestionario 1 fue un cuestionario semantico que se aplicé iniciando la instruccién del
tema de limites. “Los cuestionarios semanticos recogen palabras, términos, simbolos,
graficas, descripciones, explicaciones y otras notas que expresan y representan un modo de
apropiacion por cada sujeto del concepto considerado” (Martin, Ruiz-Hidalgo y Rico, 2016,
p. 56). Se pretendia que, mediante preguntas de respuesta abierta, los estudiantes
evidenciaran la forma que tenian de entender la nocién de limite, sus representaciones y sus
aplicaciones. El cuestionario 2 fue una adaptacion en cuanto a las instrucciones del

cuestionario 1.

El cuestionario 3 constaba de las mismas tareas del cuestionario 1 y unas tareas adicionales
de desempefio para identificar a través de preguntas de respuesta abierta si los estudiantes
mostraban evolucion o cambios en las concepciones del concepto de limite de una funcién,
asi como determinar si hacian un vinculo del concepto de limite con los conceptos de
continuidad y derivacion. El cuestionario 4 fue una adaptacion del cuestionario 3 en donde

se consideraron Unicamente las tareas de desempefio.

El propdsito de los cuestionarios 2 y 4 aplicados a los docentes de los grupos era observar la
relacion que podria existir entre el significado que expresan los estudiantes para el concepto

de limite con brindada por el profesor.

Los instrumentos se realizaron con base en el marco de triangulo semantico para un
significado de un contenido matematico escolar, que atiende tres dimensiones: los sistemas
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de representacion, la estructura conceptual y el sentido (Rico, 2012) y con base en los
estudios previos de Fernandez-Plaza (2011); Vargas (2017); Parameswaran (2007);
Bezuidenhout (2001), Ruiz-Hidalgo y Fernandez-Plaza (2013). Para concretar las tareas de
los instrumentos se realizaron cinco reuniones con el tutor y cotutor en las que se discutio la
pertinencia de cada una. Posteriormente, se realizd una reunion con dos profesores de la
catedra del curso MAT 002 Calculo I que lo han impartido por mas de 10 ocasiones, para
que realizaran una valoracién de los instrumentos lo que permitio mejorar la redaccién y

determinar el momento mas oportuno para la aplicacion.
3.5 Descripcion de las tareas del cuestionario 1

Como se menciond en el apartado 3.3 sobre la seleccion de los sujetos de la investigacion,
en este trabajo solo se analizo el cuestionario 1, por tal razén, en este apartado se describe
cada una de sus tareas. En el anexo 7 se presenta la descripcidon de las tareas del cuestionario
3. Las tareas de los cuestionarios 2 y 4 estan contenidas en los cuestionarios 1 y 3. El
cuestionario 1 constaba de dos actividades, la primera tenia cuatro tareas y la segunda una.

En adelante, la tarea 1 de la actividad 2, se considera como la tarea 5 de dicho cuestionario.

En la tarea 1 denominada definicion del limite se solicité a los estudiantes que escribieran la
definicién que les habia dado su profesor, se les sugirié que la transcribieran de su cuaderno
para que fuera lo mas fiel posible. En la tarea 2 llamada interpretacion de la definicion se
solicitd a los estudiantes una explicacion con sus propias palabras el significado de la
definicion de limite considera en la tarea 1, se pretendia conocer en términos generales como
entendian dicho concepto y los aspectos o caracteristicas que resaltan. En la tarea 3
denominada representaciones se les solicitd que realizaran dibujos, esquemas, figuras o lo
que consideraran pertinente para representar la definicién de limite de la tarea 1, el objetivo
era conocer a través de una o varias formas, como representaban dicha definicion. En la tarea
4 llamada aplicaciones se les pidié que mencionaran algunas aplicaciones que podrian tener
los limites, la pregunta era abierta y, por tanto, podian indicar aplicaciones en diferentes areas
0 contextos no necesariamente matematicos. Finalmente, en la tarea 5 llamada significado
de la palabra limite fuera de la matematica se les indicé que escribieran otros significados,
fuera del matematico, de la palabra limite, para esto podian usar ejemplos, dibujos,

definiciones o lo que consideraran necesario. Con esta tarea se pretendia conocer cuéles eran
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los significados que le atribuian los estudiantes a la palabra limite fuera del contexto

matematico.
3.6 Método para el analisis de la informacion del cuestionario 1

Para analizar la informacidn del cuestionario 1 se utilizé el analisis de contenido, que permite
la codificacion, la categorizacion (creacion de categorias significativas en las que se pueden
ubicar las unidades de andlisis - palabras, frases, oraciones), la comparacion (categorias y
creacion de vinculos entre ellas) y la conclusion - extraer conclusiones tedricas de las
unidades de andlisis en instrumentos de respuesta abierta (Cohen, Manion, y Morrison,
2007).

En este estudio, el analisis de contenido favorecio la descripcion del significado que dan los
sujetos de investigacion al concepto de limite, al interpretar las respuestas dadas a cada una
de las tareas del cuestionario 1. Para ello, se hizo una transcripcion de todas las respuestas de
los sujetos quienes fueron codificados de la siguiente manera: la letra E para indicar que era
un estudiante, la letra B si era de Biologia o Q si era de Ingenieria en Quimica Industrial, la
letra H si era un hombre o M si era mujer, cuatro digitos en donde los dos primeros indicaban
el nimero del grupo y los dos segundos indicaban el namero del cuestionario. Por ejemplo,
el cddigo EBM1202 se refiere a un sujeto, estudiante de Biologia, mujer, matriculada en el
grupo 12 del curso MAT 002 Calculo 1, cuyo cuestionario es el numero 02. Una vez realizada
la codificacion, se analizaron cada una de las cinco tareas por separado. La creacion de
categorias se realizd de dos formas: una deductiva mediante el uso de investigaciones
referidas en los antecedentes y otra inductiva mediante los resultados obtenidos del analisis

del cuestionario 1.
3.7 Descripcion de las categorias de las cinco tareas del cuestionario 1

En la tarea 1 se establecieron de manera inductiva tres categorias: (1) presencia de la
definicion que refiere a si el estudiante escribid la definicidn de limite, (2) completitud de la
definicion cuando el estudiante escribe una definicién que considera todos los elementos
necesarios para el concepto de limite y (3) formalidad matematica de la definicion cuando
el estudiante escribe una definicion para el concepto de limite en términos de £ -6, como

por ejemplo: se dice que el limite de una funcién f enunpunto a es L siy solo si
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En las tareas 2 y 3 se establecieron de manera inductiva y deductiva 13 categorias que fueron
exhaustivas, es decir, fueron suficientes para analizar las respuestas de los sujetos de
investigacion y en algunos casos no son excluyentes. En el caso de las deductivas se
utilizaron las planteadas por Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo, Rico, y Castro (2013). Estas
categorias se engloban en dos grupos: las categorias de aspecto estructural objeto/proceso
que refieren a las consideraciones generales realizadas por los estudiantes sobre el concepto
de limite como objeto, como proceso o bien, una interpretacion dual y las categorias de
aspecto estructural destrezas practicas de calculo que hacen referencia a las formas que
tienen los escolares de interpretar los procesos infinitos formales a través de técnicas finitas
de determinacién del valor del limite, basadas en la continuidad y en las propiedades
algebraicas del concepto de limite.

Se tienen nueve categorias de aspecto estructural objeto/proceso: (1) limite como objeto
(L.Obj) cuando los estudiantes establecen distintas referencias para el objeto limite como un
numero, un valor, un lugar, un punto, una region, un hueco, etc.; (2) limite como proceso
(L.Proc) cuando los estudiantes establecen distintas referencias para el proceso limite como

aproximar, tender, acercar o acercarse mucho; (3) referencia a las variables x e Yy (R.Var)
cuando los estudiantes Ilaman preimagen, imagen, valor de X, valor de Y, valor
independiente, valor dependiente, nimeros en X, ndmeros en Y, puntoen X, y puntoen Y;

(4) descoordinacion de los procesos en el dominio y en el rango de la funcion (Desc) cuando

los estudiantes s6lo se refieren a la variable x o solo a la variable y; (5) coordinacion entre
las variables x e y (C.Var) cuando los estudiantes evidencian convergencia de Yy en

relacion con la convergenciade x, a donde se aproximan las imagenes cuando x se aproxima
al punto; (6) simbolos matematicos, notaciones (SyN) cuando los estudiantes usan simbolos
matematicos y notaciones; (7) referencia explicita a un sistema de representacion distinto al
numerico o simbdlico (SR) cuando usan términos para el objeto/proceso limite relacionados
con un sistema de representacion diferente al numérico o simbolico; (8) vinculacion entre
limite e imagen (LI) cuando el estudiante atribuye al limite un valor de imagen se observa
una identificacion (de manera general), una conexion (en casos particulares) o bien una

independencia entre dicho limite y el valor imagen de la funcién y (9) términos (Term)
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cuando el estudiante usa las palabras cercano, proximo, valores cercanos, valores proximos
en relacion con la funcion al punto se observa una posicion relativa; y otros que son los

términos que no informan nada o no tienen sentido matematico, los que se descartan.

Se tienen cuatro categorias de aspecto estructural destrezas practicas de calculo: (10)
condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC) cuando los estudiantes expresan
que los procesos de calculo del limite, bien por la izquierda o bien por la derecha, deben dar
el mismo resultado; (11) propiedades matematicas (Prop.M) cuando los estudiantes hacen
referencia a propiedades, o nociones que son verdaderas en la matematica; (12) tabla de
valores (T.Val) cuando los estudiantes expresan acciones similares a “dar valores a Xy sus
respectivas imagenes y (13) aspectos estructurales alcanzabilidad y rebasabilidad (Alcanz.
y Reb) cuando los estudiantes expresan en sus definiciones la posibilidad o no de alcanzar o

rebasar el limite.

En la tarea 2 ningun estudiante evidenci6 en su respuesta la categoria tabla de valores, y en
la tarea 3, ningun estudiante mostro en su respuesta, las categorias: referencia a las variables
x ey, referencia explicita a un sistema de representacion distinto al numérico o simbolico, y

términos.

En la tarea 4 se establecieron de manera inductiva 10 categorias que refieren a los términos
que los sujetos emplearon en esta tarea, a saber: (1) estadisticas, (2) astronomia, (3)
ingenieria, (4) fisica, (5) arquitectura, (6) economia, (7) graficas matematicas, (8)

convergencia de una funcién, (9) concepto de derivada y; (10) industria y medicina.

Finalmente, en la tarea 5 se establecieron de manera inductiva ocho categorias: (1) frontera
que refiere a la delimitacion entre dos nociones, o situaciones; (2) barrera hace referencia a
gue no se puede avanzar mas a partir de algun objeto; (3) no alcanzable-no rebasable que
alude a un aspecto que no se puede superar, tocar, atravesar, o sobrepasar; (4) alcanzable que
refiere a una nocion accesible o tangible; (5) valor extremo que refiere al punto méximo en
el que se puede obtener algun aspecto o llegar en algin ambito; (6) impedimento que alude a
la incapacidad de realizar alguna accion o actividad por diversos factores; (7) hueco que
refiere al corte o espacio vacio una grafica de una funcion y (8) fin que alude a la nocion de
final.
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CAPITULO IV. RESULTADOS

En este capitulo se presenta el andlisis de los resultados de cada una de las cinco tareas del
cuestionario 1 de la primera fase. Los sujetos de investigacion eran 16 estudiantes de Biologia
y 22 estudiantes de Ingenieria en Quimica Industrial, para un total de 38. Para el analisis de
cada tarea, se organizo la informacion por totalidad de sujetos, por su sexo y por la carrera

en la que estaban matriculados.
4.1 Andlisis de la tarea 1

Esta tarea se Ilama definicion del limite. En ella se solicit6 a los estudiantes que escribieran
la definicion que les habia dado su profesor, preferiblemente, transcribiéndola de su
cuaderno, de manera que fuera lo mas fiel posible. Para su anélisis se consideraron tres
categorias: (1) presencia de la definicién, (2) completitud de la definicion y (3) formalidad

matematica de la definicion.

En este caso, de los 38 sujetos de investigacion se tiene que 22 (el 58%) escribieron una
definicion completa e informal dada por el profesor, un estudiante la escribid incompleta e
informal, 15 estudiantes (el 39%) no anotaron ninguna definicién y ningln estudiante
transcribié una definicion formal. No hay mayores diferencias por sexo de los sujetos, con
respecto a los que transcribieron la definicién brindada por su profesor, ya que de los 23

estudiantes que lo hicieron, 11 son hombres y 12 son mujeres.

De los 16 estudiantes de Biologia, seis de ellos (el 38%) transcribieron la definicion que les
dio su profesor, de forma completa e informal, y diez de ellos (el 62%) no reprodujeron una
definicién dada por su profesor; es decir, la mayoria de los estudiantes de Biologia no
reprodujo tal definicidn. Lo contrario ocurrié con los estudiantes de Ingenieria en Quimica
Industrial, pues de los 22, 17 (el 77%) escribieron la definicion brindada por su profesor, de
manera informal y completa, con excepcién de uno de ellos que lo hizo de forma incompleta;
y solo 5 estudiantes (el 23%) no la transcribieron; esto es, que la mayoria de los estudiantes
de Ingenieria en Quimica Industrial trascribi¢ la definicion brindada por su profesor. A modo

de ejemplo, se presentan las definiciones escritas por dos sujetos de investigacion.

EBMO0125: Sean f una funcion de variable real, a,L € R. Se dice que el limite de f

en a es Lsiysolosicada vez que las preimagenesde f soncercanasa a, entonces
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las correspondientes imagenes son cercanas a L. Simbodlicamente se escribe

lim f (x)=L.

X—>a

EQHO0505: Limite esel puntoen f (x) cuando “x tiendea c” esiguala L sia medida

que los valores de x se aproximan a c¢ ya sea por la derecha o por la izquierda los

valores de f (x) se aproximana L.

Notese que ambos sujetos transcribieron la definicidn de limite de una funcién en un punto
que les dio su profesor, de forma completa e informal. Sin embargo, el sujeto EBM0125 fue
maés detallado en la misma, ya que hizo referencia a una funcion real de variable real, a
preimagenes e imagenes, aspectos que no se evidenciaron en la definicion que escribio
EQHO0505.

4.2 Analisis de la tarea 2

La tarea 2 denominada interpretacion de la definicion pretendia que los estudiantes
explicaran con sus palabras el significado de la definicion de limite planteada en la tarea 1.
El objetivo era determinar de qué forma entendian el concepto y cuales aspectos o
caracteristicas resaltaban. Para su analisis se consideraron 12 de las 13 categorias indicadas
en el apartado 3.7. Puntualmente, se utilizaron las nueve categorias del grupo llamado aspecto
estructural objeto/proceso: (1) limite como objeto (L.Obj), (2) limite como proceso (L.Proc),

(3) referencia a las variables x e Yy (R.Var), (4) descoordinacion de los procesos en el
dominio y en el rango de la funcion (Desc), (5) coordinacion entre las variables x e y

(C.var), (6) simbolos matematicos, notaciones (SyN), (7) referencia explicita a un sistema
de representacion distinto al numérico o simbdlico (SR), (8) vinculacion entre limite e
imagen (LI) y (9) términos (Term). Asimismo, se emplearon tres de las cuatro categorias del
grupo llamado aspecto estructural destrezas préacticas de calculo: (10) condiciones de
lateralidad y doble convergencia (CLDC), (11) propiedades matematicas (Prop.M) y (13)
aspectos estructurales alcanzabilidad y rebasabilidad (Alcanz. y Reb). Note que la categoria
(12) tabla de valores (T.Val) no fue considerada. Las respuestas de los sujetos de
investigacion a esta tarea se pudieron ubicar en al menos una de las categorias mencionadas,
pero no en todas; exceptuando a un sujeto que no aporté informacion relevante para esta

tarea.
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4.2.1 Categorias: (1) limite como objeto (L. Obj) y (2) limite como proceso (L. Proc)

De los 38 estudiantes, 8 (el 21%) describieron el limite solo como objeto, 9 (el 24%) lo
describieron solo como proceso y 20 (el 53%) lo describieron como objeto y proceso. Luego,
se desprende que, de los 38 estudiantes, 28 (el 74%) sefialaron el limite como un objeto y 29
(el 76%) lo distinguieron como un proceso.

Entre las respuestas mas usuales de los sujetos para la categoria (1) limite como objeto,
sobresalen las palabras nimero, valor, lugar, punto, regién y hueco para referirse al limite, y
para la categoria (2) limite como proceso, destacan las palabras tender, aproximarse y
acercarse para referirse a la variables independiente o dependiente; en algunas ocasiones
usaban la misma palabra para referirse a dichas variables, y en otras, hacian combinaciones
dos a dos de las tres palabras mencionadas. Por ejemplo: usan tender para la variable
independiente y la variable dependiente, asi como, la palabra aproximar para referirse a la
variable independiente y acercar para la variable dependiente. A modo de ejemplo, se

presentan las definiciones escritas por seis sujetos de investigacion.

EQMO0532: Son los huecos que hay en un grafico, se estudia el alrededor de los puntos
y porque la gréfica funciona de esa manera.

EBHO0705: El numero al que tiende una funcion cuando sustituyo valores en una
variable especifica.

EBHO0309: para una funcién real de variable real, cuando se vayan acercando los
nlmeros a una preimagen, se van acercando a una imagen, esta imagen es el limite si
es la misma cuando se acerca tanto por derecha como por izquierda de la preimagen.

EQHO0205: significa que cuando x se aproxima a un valor simultaneamente se acerca

a un valor de f(x) sin nunca tocar dicho valor.

EBMO0606: El limite de una funcion es el lugar por donde esta no pasa (en la gréafica).
Para que este exista es necesario que los limites laterales se acerquen a un nimero en
coman.
EQMO0213: Cuando en una funcion x se acerca a un nimero y no da ese numero, el
limite de esa funcion es ese mismo nimero.
Los sujetos EQMO0532 y EBHO0705 refierieron al limite como objeto pues utilizaban los
términos hueco y nimero respectivamente. Los sujetos EBH0309, EQH0205 y EQM0213
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refirieron al limite como proceso, en el caso del primero utilizé la palabra acercar para las
variables independiente y dependiente, el segundo usé la palabra aproximar para la variable
independiente y acercar para la dependiente y el tercero uso la palabra acercar solo para la
variable independiente. Ademas, los sujetos EBM0606 y EQM0213 aludieron al limite como
objeto y proceso, el primero empled las palabras lugar y acercar y el segundo menciond los

términos nimero y acercar.

Por otra parte, de los 8 sujetos que describieron al limite solo como objeto, 3 son hombres y
5 son mujeres; de los 9 que describieron al limite solo como proceso, hay 5 hombres y 4
mujeres y de los 20 que los describieron como objeto y proceso, 10 son hombres y 10 son
mujeres. Por lo tanto, de los 28 que describieron al limite como objeto, 13 son hombres y 15
son mujeres, de los 29 que mencionaron al limite como proceso, 15 son hombres y 14 son

mujeres.

De los 16 estudiantes de Biologia, 3 (el 19%) refirieron al limite solo como objeto, 3 (el 19%)
lo hicieron solo como proceso y 9 (el 56%) refirieron al limite como objeto y como proceso.
Luego 12 (el 75%) hicieron referencia al limite como un objeto y 12 (el 75%) hicieron
referencia al limite como un proceso (el 75%). De los 22 estudiantes de Ingenieria en
Quimica Industrial, 5 (el 23%) aludieron al limite solo como objeto, 6 (el 27%) lo hicieron
solo como proceso y 11 (el 50%) aludieron al limite como objeto y como proceso. Por lo
tanto, 16 (el 73%) manifestaron al limite como un objeto y 17 (el 77%) lo hicieron como un

proceso.

4.2.2 Categorias: (3) referencia a las variables x e y (R. Var) y (5) coordinacion entre

las variables x e y (C. Var)
De los 38 sujetos, 2 (el 5%) distinguieron en su definicion solo la categoria denominada
referencia a las variables x e y, 4 (el 11%) evidenciaron solo la coordinacion entre las
variables x e y y 8 (el 21%) evidenciaron en su definicién ambas categorias. De esta manera,
10 (el 26%) refirieron en su definicion a las variables x e y y 12 (el 32%) resaltaron
coordinacion entre ambas variables.

Entre las respuestas mas usuales de los sujetos para la categoria (3) referencia a las variables

X e Y, resaltan los términos y punto en X, preimagen, , valor de X, , nUmeros en X, para
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referirse a la variable independiente. Asimismo, los términos punto eny, imagen, valor de y,
numeros en y para la variable dependiente. Por otra parte, para la categoria (5) coordinacion
entre las variables x e y los sujetos no evidenciaron respuestas tipicas. A modo de ejemplo,

se presentan las definiciones escritas por seis sujetos de investigacion.

EBHO0619: El limite es una tendencia hacia un nimero sin que este esté incluido. Es
el acercamiento de la imagen a un numero.

EQMO0807: El limite de una funcidn es cuando tanto por la derecha como por la
izquierda de x se acerca a un determinado punto en y. Es una proximidad.
EBHO0705: EI numero al gque tiende una funcién cuando sustituyo valores en una
variable especifica.

EQMO0104: Quiere decir que en una funcion cada vez que los puntos se van acercando
a a obligatoriamente deberia estar acercandose a L.

EBHO0309: Para una funcion real de variable real, cuando se vayan acercando los
nlmeros a una preimagen, se van acercando a una imagen, esta imagen es el limite si
es la misma cuando se acerca tanto por derecha como por izquierda de la preimagen.
EQHO0221: El limite de la funcion es el valor que toma la y al acercarse la x por la

izquierda y la derecha en la recta.

Los sujetos EBH0619 y EQMO0807 aludieron a la categoria referencia a las variables x e y
en el uso de los términos imagen y punto en y, respectivamente. Por su parte, los sujetos
EBHO0705 y EQM0104, evidenciaron la categoria coordinacion entre las variables x e y al
evidenciar en su definicion la convergencia de y en relacion con la convergencia de x.
Finalmente, los sujetos EBH0309 y EQHO0221 manifestaron la presencia de las dos categorias
pues el primero aludié a la variable independiente como preimagen y a la variable
dependiente como imagen y el segundo solo aludié a la variable dependiente como valor que

toma la y, pero ambos mostraron coordinacién entre las variables x e y en su definiciéon.

Ademas, los 2 sujetos que manifestaron la categoria referencia a las variables x e y son
hombres. De los cuatro que manifestaron Unicamente la categoria coordinacion entre las

variables x e y, 2 son hombres y 2 son mujeres, de los 8 sujetos que evidenciaron ambas

categorias, 4 son hombres y 4 son mujeres. Por lo tanto, de los 10 sujetos que manifestaron

23



la referencia a las variables x e y 6 son hombres y 4 son mujeres y de los 12 que evidenciaron

la coordinacidn entre las variables x e y, 6 son hombres y 6 son mujeres.

De los 16 estudiantes de Biologia, 1 (el 6%) solo aludio a la categoria de referencia a las

variables x e y, 1 (el 6%) solo manifestd la categoria de coordinacién entre ambas variables,

y 2 (el 13%) refirieron a ambas categorias. Luego, se tiene que 3 (el 19%) aludieron a la

categoria referencia a las variables x e y, 3 (el 19%) evidenciaron la categoria de

coordinacion entre ambas variables. De los 22 estudiantes de Ingenieria en Quimica

Industrial, 1 (el 5 %) solo se refirid a la categoria de referencia a las variables x e y, 3 (el

14%) solo evidenciaron la categoria de coordinacion entre ambas variables y 6 (el 27%)

destacaron ambas categorias. Por lo tanto, 7 (el 32%) se refirieron a las variables x e y,y 9
(el 41%) evidenciaron la coordinacion entre ambas variables.

4.2.3 Categoria: (4) descoordinacion de los procesos en el dominio y en el rango de la
funcion (Desc)

De los 38 sujetos de investigacion, solo 6 (el 16%) que pertenecen a Biologia, muestraron en
la definicion de limite la presencia de esta categoria. Ademas, 3 son hombres y 3 son mujeres.

A modo de ejemplo, se presentan las definiciones escritas por dos sujetos de investigacion.

EBHO0619: El limite es una tendencia hacia un nimero sin que este esté incluido. Es
el acercamiento de la imagen a un numero.
EBM1020: Cuando existe una funcion y esta graficamente tiende al acercarse a un

valor en el eje x tanto acercandose por ambos lados, toma un valor en el gje x.

Notese que el sujeto EBH0619 en su definicion hizo referencia solo a la variable dependiente

y el sujeto EBM1020 solo se refirié a la variable independiente.
4.2.4 Categoria: (6) simbolos matematicos, notaciones (SyN)

De los 38 estudiantes, 13 (el 34%) evidenciaron esta categoria en la definicién de limite en
donde, 6 son hombres y 7 son mujeres. De los 16 de Biologia, 2 (el 13%) mostraron la

categoria y de los 22 de Ingenieria en Quimica Industrial, 11 (el 50%) la evidenciaron.

Los simbolos mas usuales que usaban los sujetos son: f para referirse a una funcion, a para

indicar el nimero al que tienden las preimagenes, L para hacer referencia al nimero al que
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tienden las imagenes, x para referirse a las preimagenes, Y, f (x) para referirse a las
iméagenes, y algunos ejemplos numericos para aludir a preimagenes e imagenes particulares.

En menor medida, se encuentran los simbolos % para aludir a que en matematicas no se
puede dividir por cero, eje x para referirse al eje de las abscisas, lim f (x) =Yy para hacer
X—>a

referencia a la definicion de limite de una funcion. Algunas definiciones donde los sujetos

evidenciaban tal simbologia son las siguientes.

EBMO0125: El limite de f en a es L, solo cuando si al aproximarse a a por derecha
y por izquierda se obtiene el resultado de que las imagenes de a en Yy tiendena L.
EQHO0205: Significa que cuando x se aproxima a un valor simultdneamente se acerca

aun valor de f(x) sin nunca tocar dicho valor.

En este caso, el sujeto EBM0125 us6 simbologia matematica para referirse a la funcion, al
numero al que tienden las preimagenes y al niamero al que tienden las imagenes y el sujeto

EQHO0205 la usé para referirse a las preimagenes e imagenes de la funcion.

4.2.5 Categorias: (7) referencia explicita a un sistema de representacion distinto al

numeérico o simbolico (SR) y (8) vinculacion entre limite e imagen (L1)

De los 38 sujetos de investigacion, 6 (el 16%), refirieron a un sistema de representacion
distinto al numérico o simbolico de los cuales 2 son hombres y 4 son mujeres. Ademas, 7 (el
18%), mostraron la vinculacion del limite con la imagen, de los cuales 4 son hombres y 3 son
mujeres. De los 16 de Biologia, 2 (el 13%) evidenciaron en la definicion de limite un sistema
de representacion diferente al numérico o simbolico, 3 (el 19%) vinculaban el limite con la
imagen. De los 22 de Ingenieria en Quimica Industrial, 4 (el 18%) manifestaron un sistema
de representacion diferente al numérico o simbdlico, 4 (el 18%) establecieron el vinculo del

limite con la imagen.

La respuesta tipica de los sujetos en la definicion de limite para la categoria referencia
explicita a un sistema de representacion diferente al numérico o simbolico, fue aludir al
sistema de representacion grafico de una funcion; y en cuanto a la categoria vinculacion del

limite con la imagen, se evidenciaron los procesos de identificacion y de conexién, méas no
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el de independencia. A continuacion, se destacan algunas respuestas de los sujetos para

ambas categorias.

EBM1020: Cuando existe una funcion y esta graficamente tiende al acercarse a un
valor en el eje x tanto acercandose por ambos lados, toma un valor en el eje X.
EQHO0505: El limite es el punto en una gréfica al que tiende la funcion tanto por la
izquierda como por la derecha.

EBHO0705: El numero al que tiende una funcion cuando sustituyo valores en una
variable especifica.

EQHO0221: El limite de la funcion es el valor que toma la y al acercarse la x por la

izquierda y la derecha en la recta.

Se observa como los sujetos EBM1020 y EQH0505 emplearon términos relacionados con el
sistema de representacion grafico de una funcion. Por otra parte, el sujeto EBHO70 vinculo
el limite con la imagen, especificamente en un proceso de conexion, pues hizo alusion a casos
particulares, cuando manifesté que es sustituyendo valores en una variable especifica; en el
caso del sujeto EQHO0221, también vinculo el limite con la imagen, pero en un proceso de

identificacion, debido a que lo hizo de manera general.

4.2.6 Categorias: (9) términos (Term) y (10) condiciones de lateralidad y doble
convergencia (CLDC)

De los 38 estudiantes, 13 (el 34%) evidenciaron la categoria términos, en donde 5 son
hombres y 8 son mujeres. Ademas, 12 (el 32%) expresaron condiciones de lateralidad y doble
convergencia, donde 8 son hombres y 4 son mujeres. Los sujetos eran diferentes para ambas
categorias, con excepcion de uno, que manifesto las dos. De los 16 de Biologia, 8 (el 50%)
evidenciaron la categoria términos y 4 (el 25%) manifestaron condiciones de lateralidad y
doble convergencia. De los 22 de Ingenieria en Quimica Industrial, 5 (el 23%) mostraron la
categoria términos y 8 (el 36%) evidenciaron condiciones de lateralidad y doble

convergencia.

Las frases mas usuales de los sujetos en donde evidenciaron la subcategoria posicion relativa
de la categoria términos son: cerca de un punto, acercar a un valor, alrededor de un punto,

acercar a una funcion, punto al que se acerca, valor maximo o més préximo al punto, valores
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cercanos, numeros cercanos. Dichas frases hacian referencia a tres términos usuales:

alrededor, cercay proximidad para aludir a diferentes aspectos en la definicion de limite.

En cuanto a la categoria de condiciones de lateralidad y doble convergencia la frase mas
comun de los sujetos fue: el valor que toma la y al acercarse la x por la izquierda y la
derecha. En menor medida se presento la frase: para que el limite exista es necesario que los
limites laterales se acerquen a un nimero en comun. A continuacién, se distinguen algunos

sujetos que evidencian ambas categorias.

EBH1203: Analizar lo que hay alrededor de un punto, no nos interesa como tal ese
punto, solo lo que lo rodea.

EQMO0518: Es cuando una funcion en su grafica se acerca a un punto, pero nunca lo
toca. Son valores cercanos a un punto en especifico.

EBMO0606: El limite de una funcidn es el lugar por donde esta no pasa (en la gréafica).
Para que este exista es necesario que los limites laterales se acerquen a un nimero en
comun.

EQMO0807: Es cuando tanto por la derecha como por la izquierda de x las y se
acercan o aproximan a un determinado punto.
Notese como los sujetos EBH1203 y EQMO0518 usaron términos de posicion relativa, como
alrededor de un punto, acerca a un punto, valores cercanos a un punto; mientras que, los

sujetos EBMO0606 y EQMO0807 evidenciaron condiciones de lateralidad y doble

convergencia.
4.2.7 Categoria: (11) propiedades matematicas (Prop.M)

De los 38 sujetos de investigacion, 3 (el 8%), destacaron propiedades matematicas. Ademas,
1 es hombre y 2 son mujeres, 2 (el 13%) son de los 16 Biologia y 1 (el 5%) es de los 22
Ingenieria en Quimica industrial. A continuacién, se presentan las definiciones de los tres

sujetos que evidenciaron esta categoria.

EBM1322: Es un namero al que tiende una funcion. Hay limites infinitos.

EBM1312: Tendencia de una variable a tomar un valor definido. Se busca llegar a un

valor definido, de manera que se evite el resultado %

27



EQHO0207: El concepto general de limite que se tiene (limites de regiones, limites de

velocidad, etc), puede extenderse al campo matematico. Para ello analicemos las

siguientes sucesiones de nameros: I. 1%% Il. 1,=,=.. Puede observarse que cada

11
4’9
namero de las sucesiones es cada vez mas cercano a cero lo que significa que el limite

de las sucesiones es 0. (cero).

El sujeto EBM1322 indicé en la definicidn, que hay limites infinitos, el sujeto EBM1312
aludié a que en matematicas no se puede dividir por cero, y el sujeto EQH0207 hizo

referencia a las sucesiones.

4.2.8 Categoria: (13) aspectos estructurales alcanzabilidad y rebasabilidad (Alcanz. Y
Reb)

De los 38 estudiantes, 8 (el 21%) muestraron aspectos estructurales de alcanzabilidad y
rebasabilidad. Ademas, 3 son hombres y 5 son mujeres; 1 (el 6%) de los 16 de Biologiay 7
(el 32%) de los 22 de Ingenieria en Quimica industrial. Las frases mas usuales para esta
categoria a la que aludian los sujetos son nunca lo toca, nunca lo llega a pasar, no pasarse
de un valor, no va a ser el resultado, no da el nimero y hasta donde llega. A modo de

ejemplo, se presentan definiciones de dos sujetos.

EQHO0205: Significa que cuando x se aproxima a un valor simultdneamente se acerca

a un valor de f (x) sin nunca tocar dicho valor.

EQMO0216: Lo que sucede cerca de un punto, pero no exactamente en el punto. Un
limite permite encontrar lo que pasa en un punto, mas no exactamente en él, y solo se
le permite acercarse a cierto valor, no pasarse de él.
Se destaca que el sujeto EQHO0205 hizo referencia a aspectos de no alcanzabilidad, pues
indicé que las imagenes nunca van tocar un valor, mientras que el sujeto EQMO0216, refirio

a nociones de no rebasabilidad, pues indicé que el limite no se debe pasar de cierto valor.
4.3 Analisis de la tarea 3

En esta tarea 3 Illamada representaciones se les pidié a los sujetos de investigacion que
hicieran dibujos, esquemas, figuras o aquello que consideraran adecuado para representar la
definicion del limite que se solicitd en la tarea 1. El proposito era conocer la forma en la que

representaban tal definicion.
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Para su analisis se consideraron 10 de las 13 categorias indicadas en el apartado 3.7.
Especificamente, se utilizaron seis categorias de las nueve categorias del grupo Ilamado
aspecto estructural objeto/proceso: (1) limite como objeto (L.Obj), (2) limite como proceso
(L.Proc), (4) descoordinacion de los procesos en el dominio y en el rango de la funcion

(Desc), (5) coordinacion entre las variables x e y (C.Var), (6) simbolos matematicos,

notaciones (SyN) y (8) vinculacion entre limite e imagen (LI). Asimismo, se emplearon las
cuatro categorias del grupo llamado aspecto estructural destrezas practicas de calculo: (10)
condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC), (11) propiedades matematicas
(Prop.M), (12) tabla de valores (T.Val) y (13) aspectos estructurales alcanzabilidad y
rebasabilidad (Alcanz. y Reb). Nétese que las categoria (3) referencia a las variables x e y
(R.var), (7) referencia explicita a un sistema de representacion distinto al numérico o
simbolico (SR) y (9) términos (Term) no fueron consideradas. Las respuestas de los sujetos
de investigacion a esta tarea se pudieron ubicar en al menos una de las categorias
mencionadas, pero no en todas; exceptuando a siete sujetos que no aportaron informacion

relevante para esta tarea.

Tipos de representaciones que evidenciaron los sujetos de investigacion para el
concepto de limite

Las representaciones utilizadas por los estudiantes en esta tarea fueron las graficas (G),

simbolicas (S), tabulares (T), verbales (V) o las combinaciones de ellas.

Tabla 1
Tipos de representaciones de los sujetos

Tipos de Representaciones
Carrera Sexo P P

G S TV G-S GT TS TGS G-S-V S.P ST
o H 3 1 2 1 7
Biologia M 3 1 1 1 1 1 8 15
- H 6 3 1 10
Quimica M 8 2 1 11 21
Suma 20 0 2 0 8 3 1 1 1 36 36

Nota: H, M, S.Py S.T, significan, respectivamente, hombre, mujer, suma parcial y suma total.

Se observa en la tabla 1, de los 38 sujetos, 36 (el 95%) realizaron una representacion para el
concepto de limite de una funcion, 17 son hombres y 19 son mujeres, 15 (el 94%) de los 16

de Biologia, y 21 (el 95%) de los 22 de Ingenieria en Quimica Industrial.
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En cuanto a los tipos de representaciones, en la tabla 1 se tiene que de los 38 sujetos: 20 (el
53%) evidenciaron solo la representacion grafica y 33 (el 87%) la evidenciaron con alguna
otra representacion; 2 (el 5 %) anotaron solo la representacion tabular y 7 (el 18%) la
evidenciaron con alguna otra. Ningun estudiante anotd Unicamente la representacion
simbolica o verbal, pero si las usaron junto con otras representaciones, 11 (el 29%)
escribieron una representacion simbolicay 1 (el 3%) escribid una representacién verbal. Por
lo tanto, 22 (el 58%) usaron solo un tipo de representacion y 14 (el 37%) usaron al menos
dos tipos. A modo de ejemplo, el sujeto EBHO701, uso tres tipos de representaciones: grafica,

simbdlica y verbal como se muestra.

~ X
. | ><> < .
H_,+ _,—E ;\) _.:__..,;i» “12,. _.A,__"2 |
-3 '.1 /7 /«J[u
_ / - //"
, '.*\-\ ’// ,/: \\/
\\_/" l\__ﬁ_r_ﬂ_,,,-

". X tiende o tiene como tendencia, un valor préximo al punto para que la funcién no se indefina.
Figura 3. Representacidn gréafica, simbdlica y verbal.
4.3.1 Categorias: (1) limite como objeto (L. Obj) y (2) limite como proceso (L. Proc)

De los 38 sujetos de investigacion, 3 (el 8%) mostraron en la representacion, al limite solo
como un objeto, 14 (el 37%) lo distinguieron solo como un proceso, y 2 (el 5%) de las dos
maneras. Ademas, 5 (el 13%) lo sefialaron como objeto, 4 hombres y una mujer; y 16 (el
42%) lo sefialaron como proceso, 6 hombres y 10 mujeres. De los 16 de Biologia, 1 (el 6%)
lo evidencié como objeto y 7 (el 44%) lo mostraron como proceso. De los 22 de Ingenieria

en Quimica Industrial, 4 (el 18%) lo exhibieron como objeto y 9 (el 41%) como proceso.

Entre las representaciones mas usuales de los sujetos para la categoria limite como objeto,
sobresalen las nociones de salto, hueco, y valor. Para la categoria limite como proceso
destacan las nociones de aproximar, tender y acercar, que se externan mediante flechas o
lineas alrededor de la variable independiente o dependiente tanto de modo general, como en
casos particulares. En algunas ocasiones los sujetos también recurrieron de manera explicita

a las palabras tender o acercar para referirse a la variable independiente o dependiente, y a
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la simbologia de tender (—>) para la variable independiente y dependiente, en la

representacion simbdlica. A modo de ejemplo, se muestra la representacion del sujeto
EQMO0227.

Figura 4. Representacién del limite como objeto y proceso.

El sujeto EQM0227 en su representacion, aludio al limite como objeto, con la nocidn de salto

y como proceso, mediante la nocidn de aproximacion para la variable independiente.

4.3.2 Categorias: (4) descoordinacion de los procesos en el dominio y en el rango de la
funcion (Desc) y (12) tabla de valores (T. Val)

De los 38 estudiantes, 6 (el 16 %) mostraban en la representacion descoordinacion de los
procesos en el dominio y en el rango de la funcion, 2 son hombres y 4 son mujeres, 5 (el
13%) hicieron una tabla de valores, 2 son hombres y tres son mujeres. De los 16 de Biologia,
3 (el 19%) exhibian en la representacion descoordinacion de los procesos en el dominio y en
el rango de la funcion y 3 (el 19%) hicieron una tabla de valores. De los 22 de Ingenieria en
Quimica Industrial, 3 (el 14%) mostraron en la representacion descoordinacion de los
procesos en el dominio y en el rango de la funcion y 2 (el 9%) evidenciaron una tabla de

valores.

En las representaciones de los sujetos para la categoria descoordinacion de los procesos en
el dominio y en el rango de la funcién, hicieron referencia solo a la variable independiente,
de modo general y en casos particulares. Para la categoria tabla de valores, sobresalen en las
representaciones, los sujetos que brindaron el criterio de asociacién de una funcion en
particular y dieron valores para las preimagenes y sus respectivas imagenes. A modo de

ejemplo, se muestra las representaciones de los sujetos EBM1202 y EBM1313.
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Figura 5. Representacion de EBM1202. Figura 6. Representacion de EBM1313.
El sujeto EBM1202 mostré en su representacion, descoordinacion de los procesos en el
dominio y en el rango de la funcion, pues solo aludio a la variable independiente de forma
genérica. El sujeto EBM1313 evidencid en su representacién una tabla de valores y el criterio

de la funcion.

4.3.3 Categorias: (5) coordinacién entre las variables x e y (C. Var) y (11) propiedades
matematicas (Prop. M)

De los 38 estudiantes, 7 (el 18%) evidenciaron en sus representaciones solo coordinacion
entre las variables x e y, 2 son hombres y 5 son mujeres; 7 (el 18%) solo propiedades
matematicas, 5 son hombres y 2 son mujeres y 8 (el 21%) ambas categorias, 3 son hombres
y 5 son mujeres. Luego, 15 (el 39%) mostraron coordinacion entre las variables x e y; y 15

(el 39%) evidenciaron propiedades matematicas.

De los 16 de Biologia, 2 (el 13%) manifestaron en sus representaciones solo coordinacién
entre las variables x e y, 5 (el 31%) solo propiedades matematicas y 4 (el 25%) ambas
categorias. Asi, 6 (el 38%) exhibieron coordinacion entre las variables x e y; y 9 (el 56%)
propiedades matematicas. De los 22 de Ingenieria en Quimica industrial, 5 (el 23%) solo
coordinacion entre las variables x e y, 2 (el 9%) solo propiedades matematicas y 4 (el 18%)
ambas categorias. Luego, 9 (el 41 %) exhibieron coordinacidn entre las variables x e y; y 6

(el 27%) propiedades matematicas.
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Entre las representaciones mas usuales de los sujetos para la categoria coordinacién entre las
variables x e y, se destaca convergencia de las imagenes con respecto a las preiméagenes, la
relacion entre la variable independiente con la dependiente en ejemplos concretos; estas
representaciones eran tabulares y gréficas. Para la categoria propiedades matematicas,
sobresalen las nociones de vecindario, asintotas, limites infinitos, limite como una constante
y limite como salto. A modo de ejemplo, se muestra las representaciones de los sujetos
EBMO0125 y EQMO0104. : !

Figura 7. Representacion de EBM0125. Figura 8. Representacion de EQM0104.

Los sujetos EBM0125 y EQMO0104 aludieron en las representaciones a las dos categorias;
muestran convergencia entre las variables x e y; y la nocion de vecindario que refiere a una

propiedad matematica.
4.3.4 Categoria: (6) simbolos matemaéticos y notaciones (SyN)

De los 38 sujetos de investigacion, 29 (el 76%) mostraron en sus representaciones la categoria
simbolos matematicos y notaciones, 13 son hombres y 16 son mujeres. De los 16 de Biologia,
12 (el 75%), exhibieron dicha categoria y de los 22 de Ingenieria en Quimica Industrial, 17
(el 77%).

Los simbolos matematicos y notaciones mas usados por los estudiantes fueron lim f (x)=L

X—>a

donde a,Ly f(x) son ejemplos concretos, a 0 b para referirse al valor que tienen las
preimagenes, L 0 b para indicar el valor al que tienden las imagenes, x para referirse a las
preimagenes, y o f(x) para aludir imagenes, f(x) para referirse a la funcion, y en el

algunos casos también brindaron un criterio de asociacion para la funcién. Finalmente,

usaron los numeros para aludir a casos particulares de preimagenes e imagenes u otras
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nociones matematicas. A modo de ejemplo, se muestra las representaciones de los sujetos
EBHO0309 y EQHO0205.

r
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Figura 9. Representacion de EBH0309. Figura 10. Representacion de EQH0205.

Notese como el sujeto EBH0309 us6 el simbolo a para aludir al nimero a las que tienden las
preimagenes de la funcién, y L para referir el nimero al que se aproximan las imagenes. Por
su parte, el sujeto EQH0205 usé el simbolo b para referir al nimero a las que tienden las

preimagenes de la funcion, y también L para indicar el nimero al que se aproximan las

imagenes, e indica con f (x) la funcién, ademés de una tabla de valores genérica.

4.3.5 Categorias: (8) vinculacion entre limite e imagen (LI) y (10) condiciones de

lateralidad y doble convergencia (CLDC)

De los 38 estudiantes, 8 (el 21%) mostraron en sus representaciones solo la categoria
vinculacion entre el limite y la imagen, 8 (el 21%) solo la categoria condiciones de lateralidad
y doble convergenciay 3 (el 8%) evidenciaron las dos. Por lo tanto, 11 (el 29%) evidenciaron
la vinculacion entre el limite y la imagen y 11 (el 29%) condiciones de lateralidad y doble

convergencia, en ambos casos, 5 son hombres y 6 mujeres.

De los 16 de Biologia, 2 (el 13%) evidenciaron en sus representaciones la vinculacion entre
el limite e imagen, 7 (el 44%) mostraron condiciones de lateralidad y doble convergencia.
De los 22 de Ingenieria en Quimica Industrial, 9 (el 41 %) exhibieron la vinculacion entre el

limite e imagen, 4 (el 18%) mostraron condiciones de lateralidad y doble convergencia.

Para la categoria vinculacién entre limite e imagen, las subcategorias mas usuales de los
sujetos fueron la independencia entre el limite y la imagen, y en menor medida la
identificacién y la conexion entre el limite e imagen. Para la categoria condiciones de
lateralidad y doble convergencia, se tiene que en la representacion grafica sobresalian las
flechas alrededor de un nimero para indicar que, por la izquierda y la derecha el limite debia

ser el mismo; y en la representacion tabular resalta la asignacion de valores cercanos a un
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numero por su izquierda y por su derecha, para verificar que sus imagenes tienden al mismo

resultado. A modo de ejemplo, se muestra las representaciones de los sujetos EBM0125 y
EQH0221.

Figura 11. Representacién de EBM0125. Figura 12. Representacién de EQH0221.

Los sujetos EBM0125 y EQH0221 mostraron ambas categorias en la representacion. El
sujeto EBMO0125 evidencié vinculacion entre limite e imagen, puntualmente una
identificacion debido a que asigno valor de imagen al limite de manera general, ademas
mediante flechas, indicé que por la izquierda y por la derecha las imagenes debian acercarse
a un mismo valor. El sujeto EQHO0221 exhibi6 vinculacion entre el limite e imagen, pero con
la nocion de independencia pues no asigno valor de imagen al limite, a su vez, mediante

flechas, indic6 que por la izquierda y por la derecha de tres el limite debia ser el mismo.

4.3.6 Categoria: (13) aspectos estructurales de alcanzabilidad y rebasabilidad (Alcanz.
Y Reb)

De los 38 sujetos de investigacion, 3 (el 8%) evidenciaron en la representacion, aspectos
estructurales de alcanzabilidad y rebasabilidad, de los cuales 2 son hombres y 1 es mujer y
todos son de Biologia. A continuacién, se muestran las representaciones de los tres sujetos.

El li;f«f\.’-k - ¢ [;f*)
Figura 13. Representacién de EBMO0606. Figura 14. Representacion de EBHO705.
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Figura 15. Representacion de EBH1203.

Los tres sujetos establecieron una acotacion, e indicaron el limite como barrera que no se
sobrepasa. En el caso de los sujetos EBM0606 y EBHO0705 la barrera fue representada

mediante una linea mientras que el sujeto EBH1203 la representd mediante un circulo.
4.4 Analisis de la tarea 4

En esta tarea llamada aplicaciones se les solicitd a los sujetos que brindaran algunas
aplicaciones de los limites en diferentes areas no necesariamente matematicas. Para el
analisis de la informacidon se consideran 10 categorias que aluden a los términos indicados
por los sujetos tales como: (1) estadisticas, (2) astronomia, (3) ingenieria, (4) fisica, (5)
arquitectura, (6) economia, (7) graficas matematicas, (8) convergencia de una funcion, (9)
concepto de derivada y; (10) industria y medicina. Hubo estudiantes que manifestaron mas

de una aplicacion.

Se resalta que 13 sujetos de 38 (el 34%) indicaron aplicaciones. De esos 13, siete son hombres
y seis son mujeres, por lo que no hay mayor diferencia por sexo. Ademas, 23 estudiantes de
38 (el 61%) externaron informacion irrelevante para la tarea, y dos estudiantes de 38 (el 5%)

no conocian aplicaciones.

Para Biologia se tiene que 6 estudiantes de 16 (el 38%) anotaron aplicaciones y, por lo tanto,
10 estudiantes de 16 (el 62%) no lo hicieron. En el caso de Ingenieria en Quimica Industrial,
7 estudiantes de 22 (el 32%) brindaron aplicaciones y, por ende 15 estudiantes de 22 (el 68%)

no lo hicieron.

Especificamente, de los 38 sujetos, 4 de ellos indicaron como aplicaciones, gréaficas
matematicas, 3 de ellos estadisticas y 2 de ellos economia. Cada una de las aplicaciones
denominadas astronomia, ingenieria, fisica, arquitectura, convergencia de una funcién,

concepto de derivada, industria y medicina, fueron mencionadas una vez por un sujeto, no
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necesariamente el mismo. Nétese como las aplicaciones que brindaron los sujetos para el
limite son muy generales, y no enfatizaron elementos especificos de como se aplica el limite.

A modo de ejemplo, se presentan las aplicaciones escritas por cuatro sujetos de investigacion.

EBHO706: Pueden ser un elemento importante para la ingenieria ya que esta requiere
de célculos exactos o o mas proximos o aproximados posibles.

EBMOQ0927: Para estadisticas o graficas matematicas.

EQHO0221: Para determinar el punto de convergencia de una funcion, para comprobar
y aplicar el concepto de derivada de una funcion dada.

EQHO0201: Los limites (al igual que el calculo en si) son parte fundamental de casi
todo lo que nos rodea. Se pueden usar en las industrias, para crear maquinas muy
funcionales.

Se puede observar en los ejemplos anteriores la generalidad de las aplicaciones mencionadas.
4.5 Analisis de la tarea 5

En esta tarea denominada significado de la palabra limite fuera de la matematica se les pidi6
a los sujetos de investigacion que propusieran otros significados de la palabra limite en
contextos no matematicos. Para ello, podian ejemplificar, realizar dibujos o cualquier otra
forma de expresion que consideraran pertinente, el objetivo de esta tarea era determinar
significados alternativos para la palabra limite. Para su analisis se consideraron ocho
categorias: (1) frontera, (2) barrera, (3) no alcanzable-no rebasable, (4) alcanzable, (5)
valor extremo, (6) impedimento, (7) hueco y (8) fin. Hubo estudiantes que manifestaron mas

de un significado.

Se resalta que 37 sujetos de 38 (el 97%) brindaron otro significado del limite fuera de la
matematica, 19 son hombres y 18 son mujeres, por lo que no hay gran diferencia por sexo.

Solo un sujeto de los 38, de Biologia, no brindd informacion relevante para la tarea.

Puntualmente, 16 sujetos de 38 (el 42%) aludieron al limite como barrera, 11 sujetos de 38
(el 29%), refirieron al limite como valor extremo, 9 sujetos de 38 (el 24%) mencionaron el
limite como frontera, 5 sujetos de 38 (el 13%) citaron el limite como una nocién no
alcanzable o no rebasable, 4 sujetos de 38 (el 11%) como un impedimento, 3 de 38 ( el 8%)
hicieron referencia al limite como la nocién de fin, y un sujeto de 38 (el 3%) aludi¢ al limite

como una nocion alcanzable, al igual que un sujeto de 38 (el 3%) lo indicé como la nocion
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de hueco. A modo de ejemplo, se presentan significados para la palabra limite fuera de las

matematicas escritos por cuatro sujetos de investigacion.

EBMO0125: El limite se asemeja a una barrera, un punto donde puede llegar, pero ya

no puede avanzar a mas de ahi.

EBH1203: Algo que esta cerca de otra cosa, pero sin llegar a tocarlo o atravesarlo.
EQH0228: Un tope. Algo que no nos permite seguir. Algo que demarca una division.

EQMO0213: Fuera de matematica, la palabra limite significa el borde de un lugar o
objeto. También puede referirse al punto final o extremo de una situacion. Por

ejemplo, “Jenny se comportd tan mal que llegd a mi limite”.

Notese que los significados descritos corresponden la nocion de barrera, la nocién de no

alcanzabilidad, lanocidn de barreray frontera, y la nocién de valor extremo, respectivamente.

38



CAPITULO V. SINTESIS DE LOS RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Este capitulo se compone de seis apartados. En el primero, se realiza una sintesis de los
resultados que se presentaron en el capitulo IV organizada en tres elementos: los aspectos
estructurales objeto/proceso, los aspectos estructurales destrezas practicas de calculo, y los
sentidos y modos de uso. En el segundo, se presenta una sintesis de las categorias modales
de las tareas del cuestionario 1 organizadas por carrera, en el tercero, se detallan las
conclusiones obtenidas en esta investigacion, en el cuarto, algunos aportes de la
investigacion, en el quinto, las imitaciones presentadas y en el sexto, futuras lineas de

investigacion que se consideran a partir de este trabajo.
5.1 Sintesis de los resultados

Los resultados de esta investigacion descritos en el capitulo IV, fueron obtenidos de la
aplicacion del cuestionario 1 (ver anexo 1) a 38 sujetos de las carreras de Biologia e
Ingenieria en Quimica Industrial. Su elaboracién respondio a lo planteado en el objetivo 1 de

este trabajo.

La tarea 1 tuvo un rol importante para la consecucién de las tareas 2, 3 4 y 5 del cuestionario
1. Concretamente, se tuvo que de los 38 sujetos de investigacidn 22 (el 58%) escribieron una
definicion completa e informal dada por el profesor, un estudiante la escribio incompleta e
informal, 15 estudiantes (el 39%) no anotaron ninguna definicion y ningin estudiante

transcribid una definicién formal.
5.1.1 Aspectos estructurales objeto/proceso

Los aspectos estructurales objeto/proceso responden al objetivo 2 de la investigacion. Estan
presentes en las definiciones brindadas por los sujetos para la tarea 2, y en las
representaciones que manifestaron en la tarea 3. Responden a la estructura conceptual y los

sistemas de representacion descritos en el marco tedrico.

En la tarea 2 se tiene que para la definicion del limite finito de una funcién en un punto, de
los 38 estudiantes: 28 (el 74%) sefialaron el limite como un objeto; 29 (el 76%) distinguieron
el limite como un proceso; 10 (el 26%) refirieron en su definicién a las variables x e y; 6
(el 16%) resaltaron descoordinacion de los procesos en el dominio y en el rango de la

funcion; 12 (el 32%) resaltaron coordinacion entre ambas variables; 13 (el 34%)

39



evidenciaron simbolos matematicos y notaciones; 6 (el 16%), refirieron a un sistema de
representacion distinto al numérico o simbolico; 7 (el 18%), mostraron la vinculacién del

limite con la imagen; y 13 (el 34%) evidenciaron la categoria téerminos.

En la tarea 3 para la representacion del limite finito de una funcion en un punto, de los 38
sujetos: 5 (el 13%) sefialaron el limite como un objeto; 16 (el 42%) distinguieron el limite
como un proceso; 6 (el 16 %) mostraron descoordinacion de los procesos en el dominioy en
el rango de la funcion; 15 (el 39%) resaltaron coordinacién entre ambas variables; 29 (el
76%) evidenciaron simbolos matematicos y notaciones; y 11 (el 29%) mostraron la

vinculacion del limite con la imagen.
5.1.2 Aspectos estructurales destrezas practicas de calculo

Los aspectos estructurales destrezas practicas de calculo responden al objetivo 3 de la
investigacion. Estan presentes en las definiciones brindadas por los sujetos para la tarea 2, y
en las representaciones que manifestaron en la tarea 3. Ademas, hacen referencia a la

estructura conceptual y a los sistemas de representacion descritos en el marco teorico.

En la tarea 2 se tiene que, para la definicion del limite finito de una funcién en un punto, de
los 38 estudiantes: 12 (el 32%) expresaron condiciones de lateralidad y doble convergencia,
3 (el 8%), destacaron propiedades matematicas, y 8 (el 21%) mostraron aspectos

estructurales de alcanzabilidad y rebasabilidad.

En la tarea 3 para la representacion del limite finito de una funcién en un punto, de los 38
sujetos: 11 (el 29%) mostraron condiciones de lateralidad y doble convergencia, 15 (el 39%)
evidenciaron propiedades matematicas, 5 (el 13%) hicieron una tabla de valores, y 3 (el 8%)

evidenciaron en la representacion, aspectos estructurales de alcanzabilidad y rebasabilidad.
5.1.3 Sentidos y modos de uso

Los sentidos y modos de uso del concepto de limite responden al objetivo 4 del trabajo. Se
observan en las definiciones brindadas por los sujetos para las tareas 4 y 5. Estan en

concordancia con los sentidos y modos de uso descritos en el marco tedrico.

En la tarea 4 sobre las aplicaciones del limite, de los 38 estudiantes: solo 13 sujetos (el 34%)
indicaron aplicaciones. Especificamente, 4 indicaron como aplicaciones graficas

matematicas, 3 estadisticas y 2 economia. Las aplicaciones denominadas astronomia,
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ingenieria, fisica, arquitectura, convergencia de una funcidn, concepto de derivada,

industria y medicina fueron mencionadas una vez por un sujeto, no necesariamente el mismo.

En latarea 5 para los significados de la palabra limite fuera de la matematica de los 38 sujetos:
37 (el 97%) brindaron otro significado del limite fuera de la matematica. Puntualmente, 16
(el 42%) aludieron al limite como barrera, 11 (el 29%), refirieron al limite como valor
extremo, 9 (el 24%) mencionaron el limite como frontera, 5 (el 13%) citaron el limite como
una nocién no alcanzable o no rebasable, 4 (el 11%) como un impedimento, 3 (el 8%)
hicieron referencia al limite como la nocion de fin, y 1 (el 3%) aludi6 al limite como una

nocion alcanzable, al igual que 1 (el 3%) lo indic6 como la nocién de hueco.

5.2 Sintesis de las categorias modales de las tareas del cuestionario 1 organizadas por

carrera

En latarea 1, la mayoria de los estudiantes de Biologia no reprodujo una definicion de limite
finito de una funcion en un punto, mientras que la mayoria de los estudiantes de Ingenieria

en Quimica Industrial si lo hizo.

En la tarea 2 sobre la definicidon de limite, la mayoria de los estudiantes de Biologia lo
considerd como objeto y proceso, la mitad utilizo términos de posicion relativa y la gran
mayoria no evidencio el uso de simbolos matematicos y notaciones. Asimismo, la mitad de
los estudiantes de Ingenieria en Quimica Industrial lo considerdé como objeto y proceso, una
minoria usd términos de posicion relativa y la mitad evidencié el uso de simbolos

matematicos y notaciones en la definicion de limite.

En la tarea 3 sobre las representaciones asociadas al concepto de limite, la mayoria de
estudiantes de Biologia evidencié el uso de simbolos matematicos, notaciones y propiedades
matematicas, muy pocos evidenciaron al limite como proceso, coordinacion entre las
variables dependiente e independiente y; vinculacién entre el limite y la imagen. Asimismo,
la mayoria de estudiantes de Ingenieria en Quimica Industrial evidencié el uso de simbolos
matematicos y notaciones, la minoria evidencio propiedades matematicas y cerca de la mitad
mostré al limite como proceso, coordinacion entre las variables dependiente e independiente

y; vinculacion entre el limite y la imagen en sus representaciones.

En latarea 4 la gran mayoria de estudiantes de Biologia y de Ingenieria en Quimica Industrial
no informo sobre aplicaciones de los limites y los que lo hicieron, no precisaron como.
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Finalmente, en la tarea 5 la mayoria de estudiantes de Biologia y de Ingenieria en Quimica
Industrial indico significados del limite fuera de la matematica, en el caso de los primeros,
los significados mas sefialados fueron frontera y barrera; en el caso de los segundos, valor

extremo y barrera.
5.3 Conclusiones

El proposito de este estudio fue indagar el significado que le atribuian al concepto de limite
finito de una funcién en un punto estudiantes universitarios de Biologia e Ingenieria en
Quimica Industrial de la Universidad Nacional de Costa Rica, para esto se establecieron 4

objetivos especificos, que se lograron de manera exitosa.

El objetivo 1 que se planted fue elaborar un cuestionario para determinar las concepciones
que le atribuian al concepto de limite los sujetos. El cuestionario 1 que se disefid e
implementd, cumplié de manera satisfactoria este primer objetivo, su estructura permitié

conocer la forma en la que los sujetos entendian la definicién y otras nociones del limite.

Los objetivos 2 y 3 pretendian una descripcién de los aspectos estructurales objeto/proceso
y destrezas practicas de calculo presentes en las definiciones y en las representaciones del
concepto de limite. Estos objetivos se atendieron en las tareas 1, 2 y 3. La mayoria de los
sujetos escribieron una definicion completa e informal brindada por el profesor y ninguno
anotd una definicion formal. Se aclara que ninguno de los objetivos del curso MAT002

Célculo 1 pretendian un enfoque formal del mismo.

Se resalta la concepcion dual objeto/proceso que atribuyeron los estudiantes al limite pues
aproximadamente tres cuartas partes de los sujetos lo sefialaron como objeto o0 como proceso
en la definicion, mientras que en las representaciones disminuy6 un poco la presencia de esta
nocién dual, pero se inclinaron mas hacia la nocion del limite como proceso. En menor
medida se evidencia el uso de simbolos matematicos, notaciones, términos de posicion
relativa, y la referencia a las variables independiente y dependiente en la definicion de limite,
practicamente por cada tres estudiantes uno resaltaba estas nociones. En una proporcion
similar, los sujetos destacaban tanto en la definicion como en la representacion, coordinacion

entre las variables x e y.

Las representaciones que utilizaban los estudiantes para la nocion de limite eran las graficas,
simbdlicas, tabulares, verbales o las combinaciones de ellas, la mayoria de ellos uso la
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grafica; en ella sobresalia el uso de simbolos matematicos y notaciones, cerca de 3 de 4
sujetos los usaban, y aproximadamente de cada 3 estudiantes 1 mostro vinculacion del limite

con la imagen.

Asimismo, se destaca que alrededor de la tercera parte los sujetos expresaron condiciones de
lateralidad y doble convergencia, en la definicién y en la representacion del limite. Las
propiedades matematicas las evidenciaron mas de la tercera parte de los sujetos en las
representaciones, sin embargo, en las definiciones casi no se evidenciaron. Finalmente, un
poco mMas de una quinta parte de los sujetos mostraron en la definicion aspectos estructurales

de alcanzabilidad y rebasabilidad, nocion que casi no se evidencio en las representaciones.

El objetivo 4, pretendia una descripcion de los sentidos y modos de uso para el concepto de
limite. Se tiene que cerca de la tercera parte de los sujetos indicaron aplicaciones para los
limites, algunas de las aplicaciones que mas mencionaron fueron graficas matematicas,
estadisticas y economia, notese como tales aplicaciones eran muy generales, y no enfatizaban
como se aplica el limite. Los significados que atribuian al limite fuera de la matematica
fueron mayoritariamente barrera, valor extremo, frontera, nocion no alcanzable o no

rebasable, y en menor medida, impedimento, fin, alcanzable y hueco.

Una de las concepciones del limite que manifestaron los sujetos de investigacion fue la del
limite como nocidn inalcanzable, esta concepcidn también la valida Williams (1991), pues

fue una de las concepciones que manifestaron como verdadera los estudiantes de su estudio.

En la estructura conceptual Fernandez-Plaza (2015) detect6 un nivel de analisis algebraico
para la nocién de limite, correspondiente a la nocién de funcion real de variable real, que
destaca los hechos y destrezas relacionados con la variable independiente, la variable
dependiente y la regla de correspondencia. Este mismo nivel de analisis algebraico se
evidencia en las definiciones que externaron los sujetos de esta investigacion, pues eran
intuitivas en términos de la variable independiente y dependiente en la mayoria de las
ocasiones. Un segundo nivel que percibe Fernandez-Plaza (2015) es el nivel de analisis

topolégico, sin embargo, en este estudio no se detecto.

Fernandez-Plaza (2015) resalto en su estudio dos estructuras conceptuales que se emplean
“transversales” para enfatizar propiedades del concepto de limite en ejemplos puntuales que

usualmente se generalizan de manera adecuada por los estudiantes, dichas estructuras son

43



bornoldgica que alude a la propiedad de rebasabilidad o no del limite a través de términos
como “limitar”, “rebasar”, “sobrepasar” o “superar”; relacional de igualdad que refiere a la
propiedad de alcanzabilidad o no del limite, usando términos como “tocar”, “llegar”, o “llegar
a tocar”. Estas dos estructuras conceptuales “transversales” se evidenciaron en algunos

sujetos al realizar la tarea 5 de esta investigacion.

Fernandez-Plaza (2015) indico6 que los sistemas de representacion del concepto de limite se
clasifican como verbal, numérico, simbolico y grafico. En este trabajo se clasificaron en
verbal, simbdlico, grafico y tabular y no coinciden exactamente con los indicados por
Fernandez-Plaza (2015) debido a la forma en que se definieron. Puntualmente, en el
simbolico se considera el numérico del profesor Fernandez-Plaza (2015) y también se

considero el tabular como uno diferente al simbdlico.

En cuanto a los sentidos y fendmenos asociados al concepto de limite, Fernandez-Plaza
(2015) establecié tres sentidos (1) de convergencia o dinamico, que se expresa mediante los
términos “tender” y “aproximar”, (2) estatico o de valor de la funcion, que se contempla
cuando el limite de una funcion en un punto se obtiene mediante la evaluacion de la funcion
en dicho punto y (3) de restriccion, el limite en ejemplos concretos presenta la peculiaridad
de no ser rebasable, o bien de no ser alcanzable. En este trabajo solo se observé el sentido de
convergencia y el sentido de restriccion, en las tareas 2 y 3. Fernandez-Plaza (2015),
identifico dos tipos de fendmenos para el concepto de limite, de existencia que responden a
una mayor variedad de comportamientos de una funcion en un entorno reducido del punto,
se representan a través de salto de la funcion en el punto, comportamiento lateral asintético,
oscilacion en el punto; y de no existencia, que a su vez se representan mediante sistemas de
notaciones discretas o continuas. En este estudio se aprecia en las representaciones que
brindaron los sujetos, el fendmeno de existencia, especificamente el de salto de la funcion en
el punto y comportamiento lateral; y el de no existencia, también se evidencia en las

representaciones.

5.4 Aportes de la investigacion

Los estudios realizados hasta la fecha en Didactica de la Matematica, sobre la nocién de
limite una funcién, mostraron la necesidad de ahondar en esta tematica. Los resultados

obtenidos, refuerzan algunas de las conclusiones obtenidas en otros trabajos; por ejemplo, el
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de Fernandez-Plaza (2015) como se detalld anteriormente. Si bien es cierto, estos estudios
son similares, la diferencia radica en que esta investigacion por ser un trabajo fin de master
tiene un caracter mas limitado, se realizd con estudiantes universitarios en Costa Rica,
mientras que el de Fernandez-Plaza (2015) es un estudio mas amplio pues fue una
investigacién doctoral que se realiz6 con estudiantes de Bachillerato en Espafia.

El conocer el significado que le atribuyen estudiantes al concepto de limite finito de una
funcién en un punto, permite examinar la forma en la que comprenden dicho concepto; lo

que posibilita entender y analizar algunos problemas que podrian surgir de sus concepciones.

En algunas investigaciones previas consultadas en este trabajo, se evidencian conflictos
cognitivos que presentan los estudiantes en cuanto al estudio de limites, no obstante, ahora
se conocen aspectos que pueden estar propiciando estas dificultades. De este modo, el aporte
principal de este estudio en cuanto a la docencia, consiste en la generacion de un
conocimiento préctico que se espera pueda ser Util en la toma de decisiones oportunas y
adecuadas en la formacién de estudiantes que matriculan el curso de MAT 002 Calculo I.
Asimismo, en cuanto a la investigacion, se aportan lineamientos metodoldgicos,
instrumentos y categorias de andlisis para describir el significado atribuido a la nocion de

limite, que pueden ser utilizados en futuras investigaciones relacionadas con este tema.
5.5 Limitaciones de la investigacion

La principal limitacion fue el tiempo. Por esta razdn solo se considerd el cuestionario 1 de la
fase 1. De haber contado con un periodo mayor de investigacion se hubiese podido realizar
el andlisis de la informacidn de los restantes tres cuestionarios y por ende tener mayores datos

y un analisis mas profundo sobre los sujetos de investigacion.
5.6 Futuras lineas de investigacion

Como se menciond en el apartado 5.4 por limitaciones de tiempo no se realizaron otras fases
en la investigacion. Dichas fases podrian generar investigaciones interesantes para
profundizar en el analisis de los significados que atribuyen los estudiantes al concepto de
limite finito de una funcion en un punto. Especificamente se sugieren las siguientes lineas de
investigacion: (1) indagar el vinculo entre las concepciones de los profesores y la de sus

estudiantes, (2) estudiar si hay evolucién de las concepciones del limite conforme avanza la
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instruccion y (3) plantear tareas de desempefio para analizar los razonamientos que

evidencian.
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ANEXO 1: CUESTIONARIO 1 PARA ESTUDIANTES FASE 1
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Cuestionario 1

trsan

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

Se ha elaborado este cuestionario con el propdésito de recoger informacion sobre los
conceptos de limites de funciones reales de variable real.

No es un examen. Es una exploracion inicial para que revisar algunos conocimientos sobre
el tema de “Limite de una funcioén” en este curso.

Contéstelo de forma individual, con creatividad e interés.

e Responda a cada actividad en los lugares facilitados para ello.

e Si se equivoca no borre, sino tacha la respuesta con una raya o escribala entre paréntesis.
Esto es necesario para analizar sus respuestas.

Muchas gracias de antemano.

Nombre y apellidos:
Edad:
Sexo:

Carrera matriculada por la que lleva este curso:

Nombre del colegio del que es egresado:

Indique la modalidad del colegio del que es egresado (publico, privado, cientifico, u otro):

Ha aprobado cursos de matematica en la Universidad Nacional o en alguna otra universidad
(publica o privada), o en alguna otra modalidad (ejemplo MATEM):

En caso afirmativo escriba todos los cursos que ha aprobado:
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Actividad N°1

1. Escriba la definicion de limite de una funcién en un punto que le ha dado su profesor
(sugerencia: puede revisar su cuaderno).
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2.

Expligue con sus propias palabras qué significa la definicion anterior.
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3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que considere necesario,
para representar la definicion de limite planteada en la pregunta 1.
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4. ¢Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites?
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Actividad N°2

1. Ademas del significado matematico de la palabra limite que ha estudiado en clase ;qué
otro significado tiene dicha palabra para usted fuera de la matematica? Puede utilizar
ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario.
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ANEXO 2: CUESTIONARIO 2 PARA PROFESORES FASE 1
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Cuestionario 2

trsan

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

Se ha elaborado este cuestionario con el propdsito de recoger informacion sobre el proceso
de ensefianza y aprendizaje de los conceptos de limites de funciones reales de variable real
en la Universidad para una investigacion como parte de las obligaciones del Master en
Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada en Espafia.

La informacién obtenida sera tratada de manera confidencial sin evidenciar casos
particulares.

Muchas gracias de antemano.

Nombre y apellidos:

Mayor grado académico alcanzado:

Area de especializacion en la que obtuvo el mayor grado académico:

Universidad en la que obtuvo el mayor grado académico:

Afios de experiencia como profesor universitario:

Cantidad de veces que ha impartido el curso de célculo | en la Universidad Nacional o en
cualquier otra universidad:
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Actividad N°1

1. Escriba la definicién de limite de una funcién en un punto que le ha dado sus
estudiantes de Célculo |.
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2.

Expligue con sus propias palabras qué significa la definicion anterior.
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3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que considere necesario,
para representar la definicion de limite planteada en la pregunta 1.
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4. ¢Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites?
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Actividad N°2

1. Ademas del significado matematico de la palabra limite que ha estudiado en clase ;qué
otro significado tiene dicha palabra para usted fuera de la matematica? Puede utilizar
ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario.
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ANEXO 3: CUESTIONARIO 3 PARA ESTUDIANTES FASE 2
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Cuestionario 3

trsan

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

Se ha elaborado este cuestionario con el propésito de recoger informacion sobre sus
conocimientos del concepto de limites de funciones reales de variable real.

No es un examen. Es una exploracién inicial para revisar algunos conocimientos sobre el
tema de “Limite de una funcién” en este curso.

Contéstelo de forma individual, con creatividad e interés.

e Responda a cada actividad en los lugares facilitados para ello.

e Si se equivoca no borre, sino tache la respuesta con una raya o escribala entre paréntesis.
Esto es necesario para analizar sus respuestas.

Muchas gracias de antemano.

Nombre y apellidos:
Edad:
Sexo:

Carrera matriculada por la que lleva este curso:

Nombre del colegio del que es egresado:

Indique la modalidad del colegio del que es egresado (publico, privado, cientifico, u otro):

Ha aprobado cursos de matematica en la Universidad Nacional o en alguna otra universidad
(publica o privada), o en alguna otra modalidad (ejemplo MATEM):

En caso afirmativo escriba todos los cursos que ha aprobado:
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Actividad N°1

Sobre la definicion de limite de una funcién en un punto.

Escriba la definicion de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior.

Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicidn de limite planteada en el apartado a.
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2. ¢Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites? ¢Qué tipo de problemas se
pueden resolver usando limites?
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Actividad N°2

X si x<0

2. Sea g una funcion real de variable real tal que g(x) =42 si 0<x <27,

@

o o T

X Si x> 27100

Calcule limg(x).

x—0

Sea f una funcion real de variable real tal que lim f (x) =3. Encierre con un circulo la
X—2

letra de las proposiciones que considere verdaderas (puede encerrar mas de una si lo
considera necesario). Si no considera ninguna verdadera, encierre con un circulo la
proposicion f.

f escontinuaen el punto x =2.
f esta definidaen x=2.
f(2)=3.

lim[ f (2+h)-3]=0.

h—0
f'(2) existe.
Ninguna de las proposiciones mencionadas es verdadera.
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. - o 3x* -12
4. Considere la siguiente expresion lim - :
22| (x=2) (2x2+l)

a. Calcule el limite anterior.

b. Identifique la grafica de la funcion con una de las representaciones dadas en la plantilla
de gréaficas que se encuentra en la pagina 6. Justifique su eleccion.
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Plantilla de gréficas

o~

-3

o
h

-4

-2
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ANEXO 4: CUESTIONARIO 4 PARA PROFESORES FASE 2
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Cuestionario 4

trsan

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

Se ha elaborado este cuestionario con el propdsito de recoger informacion sobre el proceso
de ensefianza y aprendizaje del concepto de limite de funciones reales de variable real en la
Universidad para una investigacion como parte de las obligaciones del Master en Didactica
de la Matematica de la Universidad de Granada en Espafia.

La informacién obtenida sera tratada de manera confidencial sin evidenciar casos
particulares.

Muchas gracias de antemano.

Nombre y apellidos:

Mayor grado académico alcanzado:

Area de especializacion en la que obtuvo el mayor grado académico:

Universidad en la que obtuvo el mayor grado académico:

Afios de experiencia como profesor universitario:

Cantidad de veces que ha impartido el curso de célculo I en la Universidad Nacional o en
cualquier otra universidad:
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Actividad N°1

X si x<0

1. Sea g una funcion real de variable real tal que g(x)=42""si 0<x<2™°,

X Si x> 27100

Calcule limg(x).

x—0

2. Sea f una funcion real de variable real tal que lim f (x) =3. Encierre con un circulo la
X—2

letra de las proposiciones que considere verdaderas (puede encerrar mas de una si lo
considera necesario). Si no considera ninguna verdadera, encierre con un circulo la

proposicion f.

g. f escontinuaen el punto x=2.
h. f estadefinidaen x=2.

i. f(2)=3.
j lim[ f(2+h)-3]=0.

k. f'(2) existe.
I.  Ninguna de las proposiciones mencionadas es verdadera.
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. - o 3x* -12
3. Considere la siguiente expresion lim - :
22| (x=2) (2x2+l)

c. Calcule el limite anterior.

d. Identifique la grafica de la funcion con una de las representaciones dadas en la plantilla
de gréaficas que se encuentra en la pagina 4. Justifique su eleccion.
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Plantilla de gréficas

o~

-3

o
h

-4

-2
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ANEXO 5: NUMERO DE ESTUDIANTES POR CARRERA EN LA QUE SE
ENCUENTRAN MATRICULADOS EN EL | CICLO 2018, SEPARADOS POR
SEXO, FASE 1.
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Tabla A

Numero de estudiantes por carrera, separados por sexo, fase 1.

Carrera de Grado Hombres Mujeres Cantidad de
estudiantes

Biologia 14 18 32
Cartografia digital 0 1 1
Ensefianza de las Ciencias 9 19 28
Economia 30 18 48
Administracion 2 0 2
Ensefianza de la 3 0 3
Matemaética
Comercio y  negocios 1 0 1
Internacionales
Ingenieria en  Quimica 17 13 30
Industrial
Ingenieria en  Gestion 4 9 13
Ambiental
Ingenieria en sistemas de 134 34 168
Informacion
Ingenieria en  Ciencias 6 10 16
Forestales
Ingenieria en Topografia, 35 12 47
Catastro y Geodesia
Ingenieria en Bioprocesos 9 23 32

Industriales
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ANEXO 6: NUMERO DE ESTUDIANTES POR CARRERA EN LA QUE SE
ENCUENTRAN MATRICULADOS EN EL | CICLO 2018, SEPARADOS POR
SEXO, FASE 2.
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Tabla B

Numero de estudiantes por carrera, separados por sexo, fase 2.

Carrera de Grado Hombres Mujeres Cantidad de
estudiantes

Biologia 8 8 16
Cartografia digital 1 0 1
Ensefianza de las Ciencias 3 12 15
Economia 15 7 22
Administracion 0 0 0
Ensefianza de la 2 0 2
Matemaética
Comercio y  negocios 0 0 0
Internacionales
Ingenieria en  Quimica 11 11 22
Industrial
Ingenieria en  Gestion 3 7 10
Ambiental
Ingenieria en sistemas de 83 20 103
Informacion
Ingenieria en  Ciencias 4 8 12
Forestales
Ingenieria en Topografia, 16 11 27
Catastro y Geodesia
Ingenieria en Bioprocesos 6 20 26

Industriales
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ANEXO 7: DESCRIPCION DE LAS TAREAS DEL CUESTIONARIO 3,
EVOLUCION DE CONCEPCIONES Y DESEMPENO.
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Actividad N°1
Tareas1y 2

La tarea 1 del cuestionario 3, correspondia a las tareas 1, 2 y 3 del cuestionario 1, y la tarea
2 del cuestionario 3 correspondia a la tarea 4 del cuestionario 1 junto con la pregunta ¢qué
tipo de problemas se pueden resolver usando limites?

El objetivo de estas dos tareas era conocer si con el avance de la instruccion del concepto de
limite, pasando por el concepto de derivada y de aplicaciones de la derivada (problemas de
razones de cambio, de optimizacion, regla de L’Hopital y graficacion de funciones reales de
variable real), los estudiantes cambiaban o ampliaban sus concepciones sobre la definicién

de limite, sus representaciones y sus aplicaciones.
Actividad N°2
Tarea 1: Calculo de un limite de una funcién a trozos

En esta tarea se les pedia a los estudiantes que calcularan el limite de una funcion real de
variable real “a trozos”. Con esta tarea se pretendia conocer en términos generales el

desempefio de los estudiantes en el calculo de limites, con esta particularidad de la funcién.
Tarea 2: Limite - continuidad y derivabilidad

En esta tarea se les planteo a los estudiantes la siguiente afirmacion “sea f una funcion real

de variable real tal que Iing f (x)=3". Luego, se les brindaron varias proposiciones que
X—

vinculaban el concepto de limite con el de continuidad y el de derivabilidad. Ellos debian
encerrar en un circulo las que consideraban verdaderas. El objetivo de esta tarea era conocer
el conocimiento conceptual que tienen los estudiantes del concepto de limite, el vinculo de
este concepto con el de continuidad, y la relacidn entre continuidad y derivabilidad de una

funcion.
Tarea 3: ldentificacién de la grafica de una funcién a partir del limite

Esta tarea tenia dos apartados. En el apartado a se les solicitaba a los estudiantes que
calcularan un limite de una funcidn real de variable real, y en el apartado b se les pedia que
justificaran a partir de unas gréficas de funciones dadas, cual era la gréafica de la funcién a la
que le habian calculado el limite. EI objetivo de esta tarea era que los estudiantes calcularan

85



el limite de una funcidn real de variable real en un punto que no esta en su dominio, y que
utilicen esta informacion para valorar la existencia de asintotas verticales, e identificar la

representacion grafica de la funcion.
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