4. ANALISIS DE INSTRUCCION

4.1. Grados de complejidad de las tareas.

En las pruebas PISA existen 3 niveles de clasificacién de tareas segin la demanda
cognitiva las mismas. Rosa Caraballo, J.L. Lupiafez y L. Rico, del Departamento de
Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, en Disefio y evaluacion
de tareas para evaluar la competencia matemadtica, definen los 3 niveles como
sigue:

“‘Reproduccion: Las preguntas en este nivel requieren que el estudiante
demuestre que domina el conocimiento aprendido. Son problemas que les
resultan familiares y se resuelven aplicando algoritmos o destrezas técnicas.
Incluye los procesos de acceder (recordar, reproducir) e identificar.

Conexion. Las preguntas en este nivel requieren que el estudiante
demuestre que puede establecer relaciones entre distintos dominios
matemadticos y que puede integrar informacién para resolver problemas que
no son rutinarios pero que exigen que el estudiante se decida por una de
entre varias estrategias de resolucion. Incluye los procesos de aplicar,
analizar y valorar.

Reflexidn. Las preguntas en este nivel son situaciones poco estructuradas
que requieren que el estudiante comprenda, reflexione y use su creatividad
para reconocer las matemadticas involucradas en el problema. Se exige que el
estudiante analice, interprete y desarrolle sus propios modelos y estrategias
y presente argumentos matemadticos, demostraciones y generalizaciones.
Incluye los procesos de sintetizar, crear y juzgar. “

A continuacién expongo una tarea para cada uno de los niveles:

TAREA DE REPRODUCCION:

Atendiendo a las 4 grdficas de las siguientes funciones, ;cudl es el dominio de
definicion en cada una de ellas?

Teniendo en cuenta los intervalos en los que las funciones estdn definidas,
determina:

a) Minimos y mdximos relativos.

b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Puntos de discontinuidad y tipo de discontinuidad.
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TAREA DE CONEXION:

Esboza la gréfica de una funcion con las siguientes caracteristicas:

a) En el punto x=6 existe una discontinuidad de salto finito de magnitud 4
unidades siendo lim,,_¢+ f(x) = 8

b) f(0) = f(10) =0

c¢) En el punto x=8 la funcién no es continua, siendo:
lig ) = fim 1) =4
d) En el punto x=4:
lmf=6  lmf@=6 f@#)=2
e) La funcidn estd definida en el intervalo [0, 10].

H f(2)=f(6)=4

46



TAREA DE REFLEXION

En un aparcamiento publico A cobran 3 euros por la primera hora o fraccién y 2
por cada hora o fraccion siguiente, hasta llegar a un mdximo de 13 euros por un
dia.
a. Representa grdficamente la funcién que relaciona el precio de
estacionar el coche con el tiempo que permanece en el parking A.
Expresa esta funcion de forma analitica.

b. Clasifica los puntos de discontinuidad de esta funcion y argumenta
su significado para alguien que deje su coche en el parking A.

c. Sien otro aparcamiento ptiblico B la funcién que relaciona coste con
tiempo de aparcamiento es f(x)=2+2x, estudia, calculando los
limites adecuados en cada caso, qué parking seria mds rentable si:

* Vamos a recoger la entrada de un concierto a la tienda de discos y no
tardaremos mds de una hora.

*  Vamos a ver el partido Granada CF-FC Barcelona al Nuevo Los Cdrmenes.

* Vamos a hacer las compras de Navidad. Tenemos pensado dejar el coche en
el parking por la manana, irnos de compras, comer, terminar las compras
por la tarde y recogerlo al anochecer.

CRITERIOS:

En cuanto a la tarea de reproduccidn, se trata de una tarea que el alumno puede
resolver a partir de conocimientos previos (primeros apartados) y mediante la
puesta en practica de forma directa de nuevos conceptos introducidos en la unidad
(apartado c)).

La tarea de conexién esta disefiada con la intencién de que el alumnado analice los
datos que se le proponen y esboce la grafica de la funcion a partir de
conocimientos previos (dominio de una funcién) y conceptos tratados en la
unidad (relacién limite finito de una funcién en un punto-continuidad, tipos de
discontinuidades).

En la tarea de reflexiéon se pretende que el alumno sea capaz de modelizar un
fenémeno, llevar el problema de la vida cotidiana al mundo matematico, usar las
destrezas matemadticas estudiadas en la unidad, interpretar los resultados y
extraer conclusiones de forma critica con respecto a esos resultados.
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4.2. Recursos y materiales didacticos.

Aparte de los recursos convencionales como pizarra, cuaderno, libro de texto,
relaciones de ejercicios, ordenador y proyector, software de presentaciones
graficas (Powerpoint) y calculadora grafica o convencional; los materiales y
recursos especificos que usaria en esta unidad son:

GEOGEBRA:

GeoGebra es un software matemadtico interactivo libre para la educacién
secundaria y universitaria principalmente. GeoGebra estd escrito en Java y por
tanto esta disponible en multiples plataformas.

Este instrumento es basicamente un "procesador geométrico” y un "procesador
algebraico”, es decir, un compendio de matematica con software interactivo que
reune geometria, algebra y calculo.

GeoGebra permite el trazado dindmico de construcciones geométricas de todo tipo
asi como la representacién grafica, el tratamiento algebraico y el calculo de
funciones reales de variable real, sus derivadas, integrales, etc.

A partir de este software libre, podemos encontrar multitud de applets en la red
referentes a los conceptos tratados en esta unidad. Sirvan como ejemplo los dos

siguientes.

APPLET LIMITES CON GEOGEBRA (http://tube.geogebra.org/student/m27526)

En el andlisis de contenido, concretamente en el apartado referente a los sistemas
de representacion, ya se hablaba de este applet. Nos permitira una vez introducida
la expresiéon analitica de la funcidén, ver la representacion grafica de la misma y
evaluarla en cualquier punto, asi como obtener el valor del limite en el punto que
queramos.

o

Aproximacion

oS il 2051
g
— (%2 _ _ i@= —
fx)= (2 - 1) / (x - 1) (z) P
Xtiendea:1
f(l =

1 Jeim

¥ Muestra limite

¥ Muestra funcion

48



. . .z 7 e .z x“=1 .
En la imagen se aprecia la representacion grafica de la funcion f(x) = ~—; Jjunto

con los valores de f(1) y lim,_; f(x). Ademas, en la parte superior izquierda de la
pantalla, aparece la palabra “aproximacién” sobre un barra que representara cada
vez mejores aproximaciones de la variable x al punto donde x=1 (ver préxima
imagen).

Aproximacién

225 p
fo0= (2 - 1) / (x - 1) ) = =1 y
g z |1 LL}[Am
Xtiendea:1 Ve
f(1 =
¥ Muestra limite

¥ Muestra funcion 0.5

APPLET LIMITES LATERALES CON GEOGEBRA
(http://ftp.vcentenario.org/Joomla/IES/Departamentos/Matematicas/Matematic
as/GEOGEBRA/1BachCNS/analise/limite_lateral.html)

Con este applet se puede trabajar la condicién necesaria de que coincidan los
limites laterales de la funcién en el punto para que existe el limite de la funcién en
ese punto. En pantalla aparece la representaciéon grafica de una funcion f(x) que
tiene una discontinuidad de salto en x=2. Con las barras que aparecen en la parte
inferior de la pantalla vamos aproximando el valor de x a 2, tanto por la izquierda
como por la derecha, y vemos como al llegar a x=2, los limites laterales no
coinciden.

Z|

Concepto de limite en un punto

lim f(x) = 3
x->2()

limf(x) = 4
Xx=>2(+)

No existe lim f(x)
x->2

1 ) 1 2 3 ) s 6 7 B 9 10 1
x= 173 x= 2.28
1f(1.73) - 3| = 0.5

Y if1.73) - 41 = 1.5
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HOJA DE CALCULO

La hoja de calculo se puede usar en la justificacién e interpretaciéon del limite finito
de una funcién en punto a partir de una tabla de valores (04). Se puede presentar
una tabla de valores tal y como la que aparece en la imagen relativa a la tarea
“Tender a y aproximarse” que se traté anteriormente en el apartado 3.4
Ejemplificacion de tareas desde los errores y dificultades previstos.

PEOH® %0 @ 0 £t % @A® @ oo
#A Inicio Diseno Tablas | Graficos | SmartArt | Formulas Datos J Revisar N |
Editar Fuente Alineacion Nimero Formato Celdas Temas
=1 , |Calibri (Cuerpo) |v |12 |v| | == &8 == abc~ | ) Ajustartexto v |General v E b :' e E‘ . 38,
l'i:‘g'a, N[ K[s| &AM EHE= combinar | &5 |+| % 000 Condicional E’;i,i Ac%es \gis Aa-
17 | fx
4 A [ B | ¢ D E [ F G H [
3
4
Z "TENDER A" Y APROXIMARSE
7] [
8 4
9 | X flx)=xr2 2)-F(x)1
10 | 19 3,61 0,39
(11 | 1,99 3,9601 0,0399
(12 | 1,999 3,996001 0,003999
(13 | 1,9999 3,99960001 0,00039999
(14|
15 | 2 4 0
16 2,0001 4,00040001 0,00040001
17 2,001 4,004001 0,004001
18 2,01 4,0401 0,0401
19 2,1 4,41 0,41
20
21
22
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5. DESARROLLO DE LA UNIDAD DIDACTICA.

5.1. Contenidos especificos de la unidad didactica.

Esta unidad didactica va dirigida a alumnos del nivel de 12 de Bachillerato de la
rama de Ciencias de la Naturaleza y la Salud. La orden que regula la ordenacién y
que establece el curriculo del bachillerato es la ORDEN ESD/1729/2008, de 11 de
junio. En esta orden, publicada en BOE 147 de 18 de Junio de 2008, los contenidos
de mi unidad se engloban dentro del bloque de Andlisis bajo el titulo
“Aproximacioén al concepto de limite de una funcién en un punto. Tendencia y
continuidad. Estudio de discontinuidades”. En la orden no se especifican
conceptos, procedimientos ni actitudes.

En cuanto a la legislacién autonémica, es la ORDEN de 5 de agosto de 2008, 1a que
desarrolla el curriculo correspondiente al Bachillerato en Andalucia. Sélo hace
mencién a 4 grandes bloques tematicos en Bachillerato:

1. Laresolucion de problemas.

2. Aprender de y con la Historia de las Matematicas.

3. Introduccién a los métodos y fundamentos matematicos.
4. Modelizacién matematica.

Pero de nuevo tampoco se especifican conceptos, procedimientos ni actitudes.

Basandome en el andlisis de contenido de la presente unidad didactica paso a
enumerar los términos, conceptos, destrezas y razonamientos, y estrategias
fundamentales para el desarrollo de la unidad.

De los términos que introduje en el analisis de contenido, los que creo mas
relevantes son:

* Continuidad.

* Discontinuidades.

* Tender a un nimero.
* Limite.

* Indeterminaciones.

* Limites laterales.

Los conceptos:

* Continuidad de una funcién en punto.

* Funcién continua.

* Discontinuidad de una funcién en un punto.
* Discontinuidad evitable.

* Discontinuidad de salto finito.

* Limite finito de una funcién en un punto.

* Limites laterales.
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* Indeterminacién 0/0.
Las destrezas y razonamientos que intentaré que los alumnos desarrollen:

* Reconocer y describir fendmenos en los que se intuya el concepto de limite
finito de una funcién en un punto usando términos relacionados.

* Deteccion de puntos de discontinuidad de una funciéon segin su
representacion grafica o expresion analitica.

* Diferenciar entre valores a los que se aproxima la funcién en un punto y el
limite en dicho punto.

* Identificacion del limite de una funcibn en un punto mediante
representacion tabular, grafica o analitica.

* Justificar limites de funciones usando las propiedades de limites respecto a
la suma, producto, potencia y composiciéon de funciones ya conocidas.

* Argumentar los limites laterales de una funcién en un punto mediante una
tabla de valores.

* Reconocer la indeterminaciéon 0/0 en el calculo de limites.

Y las estrategias:

* Reconocimiento de discontinuidades (esenciales o evitable) de una funciéon
en un punto.

* Resolucién de problemas donde estén involucrados los conceptos de limite
y continuidad.

* Construir funciones que satisfagan determinadas condiciones de
continuidad.

* Aplicacién de técnicas de resolucion de la indeterminacién 0/0 en el calculo
de limites de una funcion.
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5.2. Secuenciacidn y organizacion de las tareas de la Unidad Didactica.
Gestion del aula.

Se desarrollaran 9 sesiones de trabajo en clase con las que se pretenden cubrir los
contenidos especificos de esta unidad:

SESION 1.

Conocimientos previos. Continuidad de una funcién en un intervalo.

Discontinuidades.

SESION 2.
d.
b.

SESION 3.
d.
b.

SESION 4.
d.
b.

SESION 5.
d.

b.

SESION 6.

Limite finito de una funcién en un punto.
Introduccién (idea intuitiva).
Interpretacion a partir de graficas y tablas.

Limite finito de una funcién en un punto.
Definicién formal.
Calculo a partir de la expresién analitica (Indeterminacién 0/0)

Limite finito de una funcién en un punto.
Operaciones con limites.
Introduccion a los limites laterales.

Limites laterales.
Identificar limites laterales a partir de una grafica o tabla de valores.

Calculo analitico.

Relacién limite finito de una funcién en un punto-continuidad de la

funcién en ese punto.

a.

SESION 7.
d.

Aplicaciéon en actividades de determinacion de pardmetros en
funciones continuas definidas a trozos.

Discontinuidades evitable y de salto finito.
Esbozo de graficas de funciones que cumplan condiciones de
continuidad o discontinuidad en puntos de su dominio.

SESION 8. Tareas de ejercitacién y sintesis.

SESION 9.

TAREAS:

Sesion de evaluacion.

Algunos de los tipos de tareas que voy a incluir en la unidad didactica son:

* Tareas que tienen como fin ayudar a conocer los aprendizajes previos
realizados por el alumno. Se realizardn al comienzo de la primera sesién
con objeto de valorar conocimientos previos sobre funciones que los
alumnos deben manejar para abordar la presente unidad: dominio y
recorrido, imagen, intervalos de monotonia, maximos y minimos
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absolutos y relativos y nociones de representacion grafica de funciones
trabajadas en cursos anteriores.

* Tareas para motivar y de relacion con el entorno. Estas tipo de tareas se
trabajan también en las primeras sesiones para tratar de despertar el
interés y la curiosidad de los alumnos sobre aquello que van a estudiar.
En la tarea disefiada a tal efecto para la 32 sesién (“Aquiles y la tortuga”,
Ver epigrafe 5.2), aparte del aspecto motivacional, se intenta que los
alumnos sean conscientes del largo proceso histérico que concluyé en la
definicion formal del concepto de limite.

* Tareas de elaboracién y construccion de significados. Un ejemplo de
tarea de este tipo es el trabajo con el sistema de representacion tabular
para la idea intuitiva de limite de una funcién en un punto y limites
laterales (Sesiones 2y 5).

* Tareas de descontextualizacién y de aplicacion. Donde el alumno tenga
que modelizar fenémenos para posteriormente aplicar conceptos de la
unidad y obtener conclusiones en la vida cotidiana. Un ejemplo de este
tipo es la tarea de reflexion que se incluye en el andlisis de instruccién
de esta unidad.

* Tareas de ejercitacion. Su papel es fundamental a lo largo de toda la
unidad didactica. Seran tareas que los alumnos tendran que trabajar en
clase y en casa para afianzar los nuevos conceptos y destrezas de cada
sesion. Como por ejemplo en el caso de la deteccién y resolucion de la
indeterminacién 0/0.

* Tareas de sintesis. Por ejemplo, las tareas relacionadas con el objetivo
11: Aplicar la relacién Continuidad-Limite finito de una funcién en un
punto para determinar parametros en funciones definidas a trozos.

EJEMPLOS DE TAREAS SIGNIFICATIVAS:

TAREA 1 SESION 1: Ver enunciado de la tarea en epigrafe 5.3.

Funcién de la tarea en el desarrollo de la UD: Esta es una tarea de
“conocimiento de aprendizajes previos” para la Sesién 1. El alumno debe manejar
conceptos de dominio y representacién de funciones habituales. Ademas sobre
esta misma tarea se pueden trabajar intervalos de monotonia y maximos y
minimos.

TAREA 1 SESION 2: “Aquiles y la tortuga”. Ver enunciado de la tarea en epigrafe
5.3.

Funcién de la tarea en el desarrollo de la UD: Esta es una tarea del tipo
“motivacion y relacién con el entorno”. Se usara en la unidad para la introduccién
intuitiva del concepto de limite y un primer acercamiento a la expresién “tender a”.
Ademas, al estar situada en un contexto histérico, intenta conseguir que el alumno
tome consciencia de la importancia del concepto de limite en matematicas y su
desarrollo a lo largo de los siglos hasta llegar a la definiciéon formal del concepto de
limite.
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5.3. Desarrollo de la secuencia de tareas de la UD.

Como he comentado en el epigrafe 5.2 van a ser 9 las sesiones que compongan la
presente Unidad Didactica. A continuacién voy a presentar la planificacion de las 8
primeras, dejando la sesion de evaluacion para el Anexo .

Aunque el desarrollo de cada una de las sesiones dependera de las necesidades del
alumnado, una metodologia genérica comun se ajustaria al siguiente esquema:

DISTRIBUCION P
DE TIEMPOS DESCRIPCION
15 min. Resolucion de actividades planteadas la sesion anterior y
dudas

15 min. Introduccion de nuevos contenidos (Tarea 1)

15 min. Introduccion de nuevos contenidos (Tarea 2)

15 min. Realizacion de ejemplos y/o seleccion de tareas para comenzar

en clase y terminar en casa (Tarea 3)

A ser posible se entregara a los alumnos una copia de la relacién de tareas a tratar
en la unidad.

SESION 1. Conocimientos previos. Continuidad de una funcién en un intervalo.
Discontinuidades.

1. Contenidos y objetivos:

Conceptos basicos: Concepto de funcién. Dominio. Maximos y minimos relativos y
absolutos. Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Representacién grafica de
funciones.

Contextos y situaciones: Cientifico y laboral.

Sistemas de representacion utilizados: Verbal, simbélico y grafico.

Capacidades a desarrollar:

* Determinar el dominio de una funcion.

* Reconocer la representacion grafica de funciones elementales.

* Determinar maximos y minimos absolutos y relativos.

* Determinar intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

* Distinguir si la representacion grafica de una relacién entre dos conjuntos
es una funcién o no.

* Determinar si una funciéon es continua en un intervalo a partir de su grafica.

* Distinguir discontinuidades a partir de la grafica de una funcién.

Expectativas que orientan la planificacién de la sesion:

Esta sesién tiene un doble objetivo. El primero repasar conceptos relativos a
funciones dados en cursos anteriores y que serdn necesarios para la comprension
de las siguientes sesiones; y el segundo, que el alumno reconozca discontinuidades
y se plantee cémo se puede justificar lo que ocurre en estos puntos.
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2. Relacién de la sesidon con las anteriores y posteriores:

Al ser la primera sesién no enlaza con sesiones anteriores pero si con conceptos
trabajados en cursos anteriores. Ademas se introducen las discontinuidades de
forma grafica y la necesidad de la aparicién de un nuevo concepto, el de limite.

3. Secuencia de tareas:
TAREA 1. Duracién aproximada 20 min.
Intervencién del profesor: Recordar el concepto de funcién, elementos y
representaciéon grafica y posteriormente proponer la tarea. Tras la misma se

plantearan al grupo preguntas sobre intervalos de crecimiento, decrecimiento y
maximos y minimos.

Halla analiticamente el dominio de definicion de las siguientes funciones y
posteriormente empareja cada una con su representacion grafica:

a) f(x)= 2x25_3 d) f(x)=vV-x+2
v =VxZ—6x+8
b o) =ﬁ e) f(x) X x +
0 fx) =222 (R
x2+1
I 1L

/
o e
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I Iv.

Intencion del profesor al realizar la tarea: Comprobar que los alumnos poseen los
conocimientos previos bdasicos en cuanto a funciones e introducir las
discontinuidades de forma grafica.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencién de alumnos: El profesor deja tiempo para que los
alumnos trabajen individualmente los 3 primeros apartados y posteriormente los
3 ultimos.

TAREA 2. Duracién aproximada 20 min.

Intervencién del profesor: Incidir en el concepto de funciéon que se recordd de
forma previa a la tarea 1. Continuidad de una funcién en un intervalo a partir de su
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grafica. Tras la correccién de la tarea el profesor hard preguntas sobre las
discontinuidades que aparecen.

Justifica cudles de las siguientes grdficas corresponden a funciones continuas en el
intervalo en el que aparecen representadas.

A) B) ] C)

M- I
e
e

-
-

e

G) H) )}

Intencion del profesor al realizar la tarea: Comprobar que los alumnos poseen los
conocimientos previos bdasicos en cuanto a funciones e introducir las
discontinuidades de forma grafica.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencién de alumnos: El profesor deja tiempo para que los
alumnos trabajen la tarea.

TAREA 3. Duracién aproximada 20 min.

Intervencién del profesor: El profesor planteara esta tarea para comenzarla en
clase y terminarla en casa si fuera necesario. Mientras que los alumnos trabajan la
tarea, va resolviendo dudas de forma individual. Si detecta alguna dificultad o
error comun a varios alumnos, tratara de abordarlo con toda la clase.
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Atendiendo a las 4 grdficas de las siguientes funciones, ;cudl es el dominio de
definicion en cada una de ellas?

Teniendo en cuenta los intervalos en los que las funciones estdn definidas,
determina:

a) Minimos y mdximos relativos.
b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Puntos de discontinuidad y tipo de discontinuidad.
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Intencion del profesor al realizar la tarea: Ejercitar conceptos repasados en las
tareas 1y 2 relativos a funciones y la continuidad de una funcién en un intervalo y
discontinuidades a partir de la grafica de una funcién.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervenciéon de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafneros en un ambiente de trabajo.
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SESION 2. Limite finito de una funcién en un punto.
a. Introduccioén (idea intuitiva).
b. Interpretacion a partir de graficas y tablas.

1. Contenidos y objetivos:

Conceptos basicos: Idea intuitiva de limite. Términos relacionados con el concepto
de limite (aproximarse, “tender a”, alcanzar, rebasar).

Contextos y situaciones: Cientifico y laboral.

Sistemas de representacion utilizados: Verbal, simbélico, grafico y tabular.
Capacidades a desarrollar:

* Reconocer y describir fendmenos en los que se intuya el concepto de limite
finito de una funcién en un punto usando términos relacionados.

* Diferenciar entre valores a los que se aproxima la funcién en el entorno de
un punto y el limite en dicho punto.

* Identificacién del limite de una funcion en un punto mediante
representacion tabular o grafica.

Expectativas que orientan la planificacién de la sesion:
Las expectativas que orientan la planificacién de esta sesién son varias:
* Que el alumno perciba la idea intuitiva del concepto de limite y constate su
importancia en las matematicas a partir de la indagacién histoérica.
* Evitar que los alumnos cometan errores que han percibido investigadores
en torno al concepto de limite.

2. Relacién de la sesidon con las anteriores y posteriores:

En la sesién anterior se han recordado aprendizajes previos necesarios para
abordar las siguientes sesiones y se ha tratado la continuidad a partir de la
representacion grafica de funciones conocidas. Esta sesion trata la idea intuitiva de
limite y prepara al alumno para la aparicién de la definicién formal del concepto de
limite en la sesion 3.

3. Secuencia de tareas:
TAREA 1. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: Plantea la tarea y hace una breve introduccién histérica
del concepto de limite, desde los matematicos griegos hasta la definicion formal del
concepto de limite. Si quedara tiempo al final de la clase, podria proyectar alguno
de los fragmentos de peliculas en los que se hace mencién a Zenoén y sus paradojas
(Ver andlisis de esta tarea en Anexo II).

Zenon de Elea (490 a.C. - 430 a.C.) fue un fildésofo griego discipulo
de Parménides (uno de los filésofos griegos mds importantes de
la época y de los mds sefalados en la escuela eledtica) y, segtin
varios escritores, ensefio en Atenas durante algin tiempo.
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Era costumbre suya mostrar lo absurdo de algunas creencias y frecuentemente se
valia de paradojas (expresion o situacion que parece absurda y sin embargo es
razonable), en las que viene a decir que todo movimiento es un engafio.

En una de sus paradojas, Zenon eligié al guerrero Aquiles, héroe en la guerra de
Troya y famoso por sus grandes cualidades fisicas. No en vano era conocido como
“Aquiles el de los pies ligeros”, ya que se le consideraba el mds veloz de los
hombres.

Una tortuga un tanto fanfarrona, reto al troyano Aquiles en una carrera de 1 km.
Aquiles, confiado de su velocidad, que estimo el doble de la del animal, permitié a
la tortuga partir desde la posicion intermedia de la distancia total de la carrera.

a) Sin realizar ningun cdlculo, ;crees que Aquiles alcanza a la tortuga? ;La
rebasa?

b) En el momento en que Aquiles llega a la posicion de partida de la tortuga
(Po), ;hasta donde ha avanzado ésta? Representa la posicion de ambos en la
siguiente recta.

]
"

L | |
oM 500 M 1 KM

c) Sillamamos a esa nueva posicion de la tortuga P1, ;dénde se encuentra ésta
cuando Aquiles llega a P1? Realiza una tabla con las posiciones de Aquiles
cuando la tortuga se encuentra en Po, P1... y asi hasta P7.

Posicidn de la Posicidén de
tortuga (metros) | Aquiles (metros)

Po 500 0

P1 500

P2

P3

P4

P5

Pé6

P7
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d) Crea una nueva columna con la distancia que separa a ambos en cada

posicién.

Posicién de la
tortuga (metros)

Posicién de
Aquiles (metros)

Distancia entre
ambos (metros)

Po

500

0

500

P1

500

P2

P3

P4

P5

Pé6

P7

Define con tus propias palabras qué ocurre con la distancia que separa a
Aquiles y la tortuga en la meta.

e) Busca informacién sobre otros matemdticos que trataran el concepto de

limite a lo largo de la historia. ;Durante cudntos siglos se ha estudiado el
mismo?

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que los alumnos se acerquen al concepto

de limite de una manera intuitiva, entiendan la complejidad del mismo a partir de
su desarrollo histérico y se familiaricen con la expresién “tender a”.

Material/Recursos: Proyector y ordenador (opcionales).

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma

individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo. El
apartado e) se trabajara en casa.

TAREA 2. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: Plantea la tarea y deja tiempo para que los alumnos la

vayan trabajando apartado por apartado.
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Vamos a trabajar sobre la funcién f(x)=x2.

¢) Rellena la siguiente tabla:

1X 9 .;(;)1 iv.  ;Dirias que se va aproximando la
2 2 funcion a 5 cuando x se acerca a
1,99 27
1,999 '
1,9999
v. (A qué otros valores se aproxima
2 4 la funciéon cuando la variable

tiende a 2?

vi. ¢;Cudl de las anteriores aproximaciones dirias que es “mejor”? Utiliza la
expresion “tender a” para tratar de explicar la “mejor aproximacion
posible”.

d) Rellena esta tabla y utiliza las expresiones aproximarse y tender a para
definir lo que ocurre de forma andloga a lo hecho en el apartado anterior.

X f(x)
2,1 4,41
2,01
2,001
2,0001
2 4

Intenciéon del profesor al realizar la tarea: Que los alumnos justifiquen e
interpreten el valor del limite finito de una funcién en un punto a partir de una
tabla de valores y que usen correctamente los términos aproximarse y “tender a”.
Realizar un primer acercamiento a los limites laterales que se veran con
profundidad en la Sesién 5.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervenciéon de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.
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TAREA 3. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: Plantea la tarea y deja tiempo para que los alumnos la
trabajen en clase y casa.

f) El término limite se usa para describir lo que ocurre con las imdgenes
cuando los valores de la variable x se aproximan al valor xo. Es decir el
valor al que tienden las imdgenes cuando los originales tienden
a xg. ;Cudl es el limite de la funcién f(x)=x? cuando la x tiende a 2?

g) Representa la gréfica de la funcion f(x)=x? en el intervalo [0, 3].
A

NOTA: Para el eje “x” la escala seria 1 segmento de cuadricula=0,2 unidades.
Para el eje “y” la escala seria 1 segmento de cuadricula =0,5 unidades.
h) Teniendo en cuenta el resultado del apartado c):
iii.  ;Alcanza la funcion el valor del limite para x=27

iv.  ;Lorebasa?

i) Identifica los mdximos y minimos de la funcién para ese intervalo.
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Jj) Busca en un diccionario los significados de la palabra limite y diteréncialos
con las connotaciones que le hemos dado a este mismo término en estas
actividades.

Intencion del profesor al realizar la tarea: Evitar que los alumnos incurran en el
error de comparar el limite finito de una funcién en un punto con un maximo
relativo. Que comprueben que la funciéon puede alcanzar el valor del limite y
rebasarlo.

Material/Recursos: Ninguno especifico, aunque en la puesta en comun de la
solucién al comienzo de la Sesién 3 se podria usar ordenador para proyectar la
representacion grafica de la funcién (apartado b)).

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.
El apartado e), junto con lo que no haya dado tiempo de esta tarea, se realizara
en casa.

SESION 3. Limite finito de una funcién en un punto.
a. Definicion formal.
b. Calculo a partir de la expresion analitica (Indeterminaciéon 0/0)

1. Contenidos y objetivos:

Conceptos basicos: Definicion formal del concepto de limite. Limite finito de una
funcién en un punto. Indeterminacién 0/0.

Contextos y situaciones: Cientifico y laboral.

Sistemas de representacién utilizados: Verbal, simbdlico, grafico, tecnolégico y
tabular.

Capacidades a desarrollar:

* Explicar y ejemplificar la definiciéon formal del concepto de limite.

* Calcular el limite finito de una funcién en un punto a partir de su expresion
analitica.

* Identificar y resolver la indeterminacién 0/0.

Expectativas que orientan la planificacién de la sesion:

Con esta sesion se trabaja la definicién rigurosa del concepto de limite que hasta
ahora se habia tratado de manera intuitiva. Se pasa al calculo de limite finito de
una funcién en un punto a partir de la grafica de la funcién o de su expresién
analitica, prestando especial atencion a los casos en que aparece la
indeterminacién 0/0.

2. Relaciéon de la sesidon con las anteriores y posteriores:

En la sesién anterior se ha visto el concepto de limite de una forma intuitiva,
preparando al alumno para la definicién formal que se da en esta sesién. En la
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siguiente se seguira con las actividades de calculo de limites que se introducen en
esta sesion.

3. Secuencia de tareas:
TAREA 1. Duracién aproximada 15 min.
Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, corrigiendo apartado

por apartado, dando pasos partiendo de un caso particular hacia la definicién
formal. Se recomienda usar el applet de la web:

http://www.disfrutalasmatematicas.com/calculo/limites-formal.html

x%-1
x-1

Para la funcion f (x) =

a) Rellena estas 2 tablas de forma andloga a las de la tarea 2 de la Sesién 2
para determinar a qué valor tiende f(x) cuando x tiende a 1.

x f(x) x f(x)
0,9 1,9 1,1 2,1
0,99 1,01
0,999 1,001
0,9999 1,0001

b) En la tarea 3 de la sesion anterior llegamos a la conclusién de que el limite
de la funcién g(x) = x? cuando x tiende a 2 era igual a 4. Simbdlicamente
esto se expresa:

limx? =4

xX—2
Expresa de esta misma forma el resultado que has obtenido en el apartado
anterior.

c¢) Afade estas columnas a las tablas del apartado a):

X f(x) x —1] [f(x) = 2|
0,9 1,9 0,1 0,1
0,99
0,999

0,9999

X f(x) x —1] [f(x) = 2|
1,1 2,1 0,1 0,1
1,01
1,001
1,0001
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Como vemos, cuanto mds cerca estd la x de 1, mds cerca estard f(x) de 2,
tanto si se acerca por exceso como por defecto. Es decir, usando el valor
absoluto, cuanto “mds pequerio” es |x — 1|, “mds pequefio” se hace

[f(x) =21,

d) Para traducir este “mds pequefio” a lenguaje matematico se consideran dos
valores § y € > 0 tales que:
lx —1| <6
If(x)—2] <e

Nos hemos ido acercando poco a poco a la definicién formal del concepto de
limite:

Defimicion. El limite de la funcion f cuando x se aproxima

T fx
aaesigual a L, ) G f_ )
Im f(x)=1
s1 para todo nimero £ > 0 existe un numero & > 0 tal que L E""""'*i' g
| fix)-Ll <& 8
para todo x ( en el dominio de f) gue sansface la Fo {
g—
desigualdad Soa-%  ar§
; i
(| x-al <8

Aplica esta definicion al caso particular planteado en el apartado a).
e) Demuestra, usando la definicion formal del concepto de limite, que:
lim(2x +4) =10
x—3

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno se vaya acercando
gradualmente a la definiciéon formal del concepto de limite.

Material/Recursos: Ordenador y proyector para recurrir al applet de la web
http://www.disfrutalasmatematicas.com/calculo/limites-formal.html.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 2. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: Plantea la tarea y deja tiempo para que los alumnos la
vayan trabajando apartado por apartado. Cuando se presenta la primera
indeterminacién 0/0 va dando pautas para su resolucién.
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Calcula los siguientes limites:
a) lim,_, x>
. 5x
b) lnnxng:g

2

. x“—-1
c) lim —
) x—1 x—1
3 2
. xX°—=2x“—6x+12
d) lim —_—
) X=2 yx243x-10
x3-1

e) l”nxq1x3+2x2—3x

t? lim x%2-3x+1
x>l 4249

. Vx—-1
g lim, ., 2t

x%-1

h) lhnquvijz

Vx2+5-3

i) lim,_, o

Nl x%+xt
]) My 0 x6—x2

Intencién del profesor al realizar la tarea: Que el alumno calcule limites finitos de

funciones polinémicas y racionales, tanto con polinomios como con radicales, de
manera directa o resolviendo la indeterminacién 0/0.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervenciéon de alumnos: Los alumnos trabajan de forma

individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 3. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: Plantea la tarea para comenzarla en clase y acabarla en

casa.

I. Aplica la definicion formal del concepto de limite para demostrar:

a) lim,,,(3x—2)=4

x+3

b) lhnqu—z—:= 2
il. Calcula los siguientes limites:

a) lim,_,x3

. 5x—-1
b) lim N
) x—1 x—3

2
. xX“—4
C) llnlxqz';:;'

x3-4x?%+5x-2
x3-x2-x+1

d) lim,_,

x*—5x349x2-7x+2
x4—2x3+2x2-1

e) lim,_,

x=2

lim —_
D X2 x+2-2

. 3—V5+x
AU =

Vx—1-1

W e
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Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno practique lo trabajado
durante esta tercera sesion.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo y
acaban lo que les quede en casa.

SESION 4. Limite finito de una funcién en un punto.
a. Operaciones con limites.
b. Introduccién a los limites laterales.

1. Contenidos y objetivos:

Conceptos basicos: Limite finito de una funcién en un punto. Operaciones con
limites.

Contextos y situaciones: Cientifico y laboral.

Sistemas de representacion utilizados: Verbal, simbélico, grafico y tabular.
Capacidades a desarrollar:

* Justificar limites de funciones usando las propiedades de limites respecto a
la suma, producto, potencia y composiciéon de funciones ya conocidas.

Expectativas que orientan la planificacién de la sesion:
Que el alumno no sélo conozca las operaciones con limites sino que sea capaz de
ponerlas en practica en tareas de aplicacion.

2. Relaciéon de la sesion con las anteriores y posteriores:
En la sesi6n anterior, se ha tratado de una forma mas rigurosa el concepto de
limite finito de una funcién en un punto y se ha calculado a partir de la expresién
analitica. En esta se introducen las operaciones con limites y sus aplicaciones, para
centrarnos en la proxima sesién en los limites laterales.

3. Secuencia de tareas:

TAREA 1. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, corrigiendo apartado
por apartado.

En esta tarea vamos a usar las propiedades de los limites, suponiendo que existen:

limyc f(x) y limyc g(x):
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Suma o lim,_.[f(x) £ g(x)] = limx?if (x) + lim,_,. g(x), excepto
diferencia * lim,, f(x) =+ y lim,, g(x) = —x 0 viceversa
Miiltiplo lim[kf(x)] = k[lim f(x)], k un nimero real
X—C X—C
Producto llmx_,c[f(?c)g(x)] = [l_lmx—w f(x)][llmx—;c gx)], e.XCGPtO SI:
e lim,, . f(x)=0y lim,_.g(x) =+ o0 viceversa
. fx) _ limycf(x) R ,
Coci lim,_, 0~ lime gy S lim,_.g(x) # 0, excepto si:
ociente © lim f(x) = lim,.g(x) = 0
s limy, f(x) =lim,, g(x) =+
lim,_.[f(x)]9® = [lim,_, f(x)]"™-c9X) | excepto si:
: o lim,, f(x)=lim, . g(x)=0
Potencia ¢ lim . f(x) = *oo y lim,_. g(x) = 0
 lim  f(x)=1y lim, . g(x) =+
Composici Silim,_ . g(x) = Ly y lim,_, f(x) =L, entonces
on limx—w f(g(x)) =L

Calcula, justificando las propiedades que estds usando, los siguientes limites:

a) lim,_,(5x% —3x — 6)
d) lim,_o(x? + e*)
. -2
b) llmx_,zxx—Z ,
e) lim,_ ,(x?—1)3

. x?
c) lim,_, o

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno conozca las propiedades
de limites y las aplique.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 2. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea esta actividad que se corregira en la
pizarra una vez acabada completamente.

Supongamos la siguiente funcién definida a trozos:
2x—3six <2

f(x)={ —4six=2
—x+3six>2
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Responde a estas cuestiones:

a) Representa la funcién en el intervalo [-3,6].

b) Dominio de definicion.

¢) Mdximos y minimos.

d) ;Cudl es la imagen de la funcién para x=2?

e) Determina mediante la construccion de 2 tablas el Iimite de la funcion en
x=2 (Ver tareas 1 de la Sesion 3 o 2 de la Sesién 2).

Intencion del profesor al realizar la tarea: Repaso de conceptos que se han ido
trabajando en cursos anteriores y al principio de esta unidad. Al finalizar la tarea el
profesor introducira los limites laterales de una funcién en un punto y la condicién
para que exista el limite de la funcién en ese punto.

Material/Recursos: Papel milimetrado para realizar la representacion grafica.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 3. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad para que los alumnos la
comiencen en clase mientras que él va resolviendo dudas y observando posibles
errores comunes a varios alumnos para comentarlos con toda la clase si fuera
necesario.

Calcula, justificando las propiedades que estds usando, los siguientes limites:

a) lim,_,(x3 — 2x)
d) lim,_; 5xInx
x3+2

b) limx_)3 1

. 4 1
C) llmx_)l o415

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno practique lo que se ha
trabajado en la sesién acerca de las propiedades de limites.

2
e) lim,_,,cos( %)

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo y
terminan la actividad en casa.
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SESION 5. Limites laterales.
a. Identificar limites laterales a partir de una grafica o tabla de valores.
b. Calculo analitico.

1. Contenidos y objetivos:

Conceptos basicos: Limites laterales. Limite finito de una funcién en un punto.
Contextos y situaciones: Cientifico y laboral.

Sistemas de representacion utilizados: Verbal, simbélico, grafico y tabular.
Capacidades a desarrollar:

* Argumentar la existencia y calcular el valor de los limites laterales de una
funcién en un punto mediante una tabla de valores.

* Argumentar la existencia y calcular el valor de los limites laterales de una
funcién en un punto mediante la grafica de una funcién.

* (Calculo de limites laterales a partir de la expresién analitica.

* Justificar la existencia de limite finito de una funcién en un punto a partir de
los limites laterales.

Expectativas que orientan la planificacién de la sesion:

Que el alumno concrete la idea intuitiva de limite lateral que se ha ido
introduciendo durante la unidad (Sesiones 2 y 4) y que relacione la existencia de
limite finito de una funcién en un punto con los limites laterales.

2. Relaciéon de la sesion con las anteriores y posteriores:

En la sesidén anterior se ha disefiado una tarea, concretamente la nimero 2, en la
que el profesor tiene la oportunidad de explicar la relacién entre existencia de
limite finito de una funcién en un punto y la de sus limites laterales. En la préoximas
sesiones necesitamos partir de esta relacién ya que: en la 62 se dara un paso mas y
se relacionari el concepto de limite con el de continuidad y en la 72 se definiran las
discontinuidades de salto finito y evitables de manera mas rigurosa.

3. Secuencia de tareas:
TAREA 1. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, dejando tiempo para
trabarla y corrigiendo apartado por apartado.

x%2six <2

Consideramos la funcion f (x) = { .
4six>?2

a) Represéntala y determina grdficamente el limite de la funcién cuando x
tiende a 2 por la izquierda y por la derecha. ;Cudl es el limite de la funcion
cuando x tiende a 2?

b) Elabora dos tablas: una para ver como se comporta la funcion cuando la x
va tomando valores cada vez “mds proximos” a 2 por defecto, y otra para
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ver como se comporta la funcién cuando la x va tomando valores cada vez
“mds préximos” a 2 por exceso. ;Coinciden los limites laterales y el limite de
la funcién cuando x tiende a 2 con lo obtenido en el apartado anterior?

c¢) De forma simbdlica los limites laterales de una funcion en un punto c se
expresan:

limy - f(x) ylimx—>c+ f(x)

Calcula de forma analitica los Iimites laterales de la funcion cuando x tiende
a 2 usando la notacién correcta.

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno concrete el concepto de
limite lateral que se habia ido introduciendo durante la unidad.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 2. Duracién aproximada 10 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, dejando tiempo para
trabajarla y corrigiendo apartado por apartado.

4six<3

A partir de la funcion f (x) = {Zx tlsix>3

a) Halla de forma analitica:
limy_3- f(x) ylimy_3+ f(x)

b) ;Existelim,_; f(x)?

¢) Representa la funcion.

d) ;Cambiaria alguna respuesta en los dos primeros apartados si sustituimos
x < 3 porx < 3 en la definicion de f(x)?

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno practique lo introducido
en la tarea anterior y compruebe que limite es lo que ocurre en el entorno del
punto y no en el punto.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

73



TAREA 3. Duracién aproximada 10 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, dejando tiempo para
trabajarla y corrigiendo apartado por apartado.

Resuelve los siguientes apartados:

a) Parala gréfica:

Y
80 +
6‘. ) :
| 41 | .
NEPAN
LN
NN

Calcula: limy_,- f(x) lim,_,+ f(x) limy_, f(x) limy,q f(x)

b) Para la gréfica:

N

|
| .
|

_&_’f
/

Calcula: lim,_,_1- f(x) lim,_4+ f(x) limy,_1 f(x) limyo f(x)

Det

4#4»
o
i

RN 2

S &
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Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno practique lo trabajado en
tareas anteriores.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafneros en un ambiente de trabajo.

TAREA 4. Duracién aproximada 10 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, dejando tiempo para
trabajarla en clase y terminarla en casa.

1six<-1
a) Paraf(x) ={x?si —1 < x < 1 resuelve:
2six=>1
i.  Limite laterales en x=1 y x=-1.

il.  Limites de la funcién en dichos puntos.

iii.  Representa la funcion.

b) Determina a partir de las graficas estos limites:

rat
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I Paral: lim,_,- f(x) lim,_,+ f(x) lime,, f(x) limy_ o f(x)
i, Parall: limy_,- f(x) lim,_,+ f(x) limy_, f(x) lime,_4f(x)
il Paralll: limy_- f(x) lim,_+ f(x) limy,q f(x) limy,_, f(x)
.  ParalV:limy,_ o- f(x) lim,_o+ f(x) limy o f(x) lim,,;f(x)

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno ejercite los contenidos
trabajados en la sesion.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervenciéon de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo y
acaban la tarea en casa.

SESION 6. Relacién limite finito de una funcién en un punto-continuidad de la
funcién en ese punto.
a. Aplicacion en actividades de determinacién de parametros en
funciones continuas definidas a trozos.

1. Contenidos y objetivos:

Conceptos basicos: Limites laterales. Limite finito de una funcién en un punto.
Continuidad de una funcién en un punto.

Contextos y situaciones: Cientifico y laboral.

Sistemas de representacion utilizados: Verbal y simbdlico.

Capacidades a desarrollar:

* Establecer analiticamente cuando una funcién es continua en un punto.
* Resolucién de problemas donde estén involucrados los conceptos de limite
y continuidad.

Expectativas que orientan la planificacién de la sesion:

Que el alumno sea capaz de establecer la relacién entre el limite finito de una
funcién en un punto y la continuidad en ese mismo punto y sea capaz de ponerla
en practica en problemas de aplicacion.

2. Relaciéon de la sesidon con las anteriores y posteriores:

En la sesién anterior, se ha impuesto la condicién necesaria entre los limites
laterales de un funcién en un punto para que exista limite de la funcién en dicho
punto. En ésta se establecera relaciéon entre limite de la funcién en el punto y
continuidad en dicho punto, con lo cual se puede establecer una tercera relaciéon
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entre los limites laterales de una funcién en un punto y la continuidad en dicho
punto. Ademas, en la préxima sesiéon se trabajara con puntos donde no existe
continuidad, concretamente con las discontinuidades de salto finito y evitable.

3. Secuencia de tareas:

TAREA 1. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, dejando tiempo para
trabarla y va corrigiendo apartado por apartado.

a) Se dice que una funcién es continua en un punto x=c si se cumplen estas 3
condiciones:

I Tiene limite finito cuando x tiende a c: lim,._,. f(x) =L
II.  Estd definida en x=c: 3 f(c)

IIl.  El limite de la funcién en el punto coincide con la imagen de la
funcion en dicho punto: lim,_,. f(x) = f(c)

Observa que la igualdad final resume las 3 condiciones puesto que si se da
igualdad es porque existen los 2 miembros de ésta.

Resume estas 3 condiciones en otra, de forma que aparezcan en la
expresion los limites laterales de la funcion en el punto.

b) Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

, x+1six<?2
Lo f@)= { x—1six>2

i (x)_{x2—151x<0
3six>0

—Slx< 1
Iil.

— six <0
e+1

x> +1six>0

fx) =
iv. f(x)=

{ Vx+1six>1

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno imponga la condicién
necesaria para que la funcién sea continua en el punto.

Material/Recursos: Ninguno especifico.
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Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 2. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, dejando tiempo para
trabarla y va corrigiendo apartado por apartado.

Calcula el valor de a para que la funcién sea:

a) Continua para todo R:
x+1six<1

—ax’six>1

fe =1,
b) Continua en [0, +0):

Vvax si0<x <8
f(x) =4 x2-32

X —

Six>8

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno ponga en practica lo
trabajado en esta sesién para resolver problemas con parametros.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 3. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, dejando tiempo para
trabajarla en clase y terminarla en casa.

a) Dada la funcion f(x), determina el valor de a para que la funcion sea
continua en x=3.

a six=3
= xz -9
&) {— six + 3
x—3
b) Dada la funcion f(x), determina los valores de a y b para que la funcién sea
continua.
x2six <0
f(x)=Jax+bsi0<x<1
2six=>1

c¢) Dada la funcion f(x), determina el valor de a para que la funcion sea
continua.
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—1six=0
4 3
x) =Jax™ —3x>
&) s a3 Six#0
7x> + 3x
Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno ponga en practica lo
trabajado en esta sesién y en sesiones anteriores (indeterminaciéon 0/0) para
resolver problemas con parametros.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo y
acaban la tarea en casa.

SESION 7. Discontinuidades evitable y de salto finito.
a. Esbozo de graficas de funciones que cumplan condiciones de
continuidad o discontinuidad en puntos de su dominio.

1. Contenidos y objetivos:

Conceptos basicos: Continuidad de una funcién en un punto. Discontinuidad
evitable. Discontinuidad de salto finito.

Contextos y situaciones: Cientifico y laboral. Publica.

Sistemas de representacion utilizados: Verbal, grafico y simbélico.

Capacidades a desarrollar:

* (lasificar discontinuidades evitables y de salto finito de una funcién dada.
* Construir funciones que satisfagan determinadas condiciones de
continuidad.

Expectativas que orientan la planificacién de la sesion:

Que el alumno sea capaz de diferenciar las diferentes discontinuidades que pueden
aparecer cuando se trabaja con limite finito de una funcién en un punto y de
construir funciones con condiciones de continuidad y discontinuidad.

2. Relacién de la sesion con las anteriores y posteriores:

En la sesion anterior, se ha trabajado la relaciéon entre el limite finito de una
funcién en un punto y la continuidad de la funcién en ese mismo punto. Ahora
veremos 2 posibles discontinuidades que aparecen cuando no hay continuidad en
un punto, siempre que trabajemos con limite finito de una funcién en un punto. La
siguiente sesion sera de resolucion de tareas de los contenidos trabajados en estas
7 sesiones.

3. Secuencia de tareas:

TAREA 1. Duracién aproximada 15 min.
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Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, tras haber introducido
los nuevos conceptos, va dejando tiempo para trabajarla y va corrigiendo apartado
por apartado.

A continuacién presentamos 2 grdficas de funciones que presentan una
discontinuidad de salto finito y una evitable respectivamente:

Qi ® :' '
\:1 12 1214

| / i /: i o

: 4 A ' . l

B

:

B
“

+

.

a) ;Qué grdfica presenta cada una de las discontinuidades y en qué punto de
su dominio?

b) Teniendo en cuenta los limites que para estas 2 grdficas hallaste en la tarea
4 de la sesion 5, ;qué condiciones, tanto de limites como de imagen de la
funcién en el punto, se tienen que dar para que existan cada uno de los 2
tipos de discontinuidades?

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno trabaje con la
discontinuidad de salto finito y la evitable y que sea capaz de determinar las
condiciones tanto de limites como de imagen de la funcion se tienen que dar en el
punto.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervenciéon de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 2. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, dejando tiempo para
trabarla y va corrigiendo apartado por apartado.

Esboza la gréfica de una funcién que cumpla los siguientes requisitos:

* Dominio=[-5,5] — {-3}

© lime, 3 f(x)=5

e En x=-1 presenta una discontinuidad de salto finito, tal que
lime,_- f(x)=lim,+ f(x) + 4

* Lagrdfica de la funcién pasa por el origen de coordenadas.

e En x=3 la funcion presenta una discontinuidad evitable tal que

lim s~ £ (0) =lim,, 5+ f(X)=5
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Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno aplique aprendizajes
previos de otras sesiones de esta unidad y nuevos conceptos vistos en esta sesién
para esbozar graficas de funciones con determinadas condiciones.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 3. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, dejando tiempo para
trabarla en clase y terminarla en casa.

En un aparcamiento publico A cobran 3 euros por la primera hora o fraccién y 2
por cada hora o fraccion siguiente, hasta llegar a un mdximo de 13 euros por un
dia.
d. Representa grdficamente la funcion que relaciona el precio de
estacionar el coche con el tiempo que permanece en el parking A.
Expresa esta funcion de forma analitica.

e. Clasifica los puntos de discontinuidad de esta funcion y argumenta
su significado para alguien que deje su coche en el parking A.

f. Si en otro aparcamiento publico B la funcién que relaciona coste con
tiempo de aparcamiento es f(x)=2+2x, estudia, calculando los
limites adecuados en cada caso, qué parking seria mds rentable si:

* Vamos a recoger la entrada de un concierto a la tienda de discos y no
tardaremos mds de una hora.

*  Vamos a ver el partido Granada CF-FC Barcelona al Nuevo Los Cdrmenes.

* Vamos a hacer las compras de Navidad. Tenemos pensado dejar el coche en
el parking por la manana, irnos de compras, comer, terminar las compras
por la tarde y recogerlo al anochecer.

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno sea capaz de modelizar
un fenémeno, usar las destrezas matematicas estudiadas en la sesion, interpretar
los resultados y extraer conclusiones de forma critica con respecto a esos
resultados.

Material/Recursos: Ninguno especifico.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo en
clase y terminan la tarea en casa.
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Tareas de ejercitacion y sintesis.
1. Contenidos y objetivos:

Conceptos basicos: Repaso de los contenidos vistos en las sesiones anteriores.
Contextos y situaciones: Cientifico y laboral.

Sistemas de representacion utilizados: Verbal, grafico, tecnolégico y simbolico.
Capacidades a desarrollar:

* Repaso de las capacidades trabajadas en las sesiones anteriores.

Expectativas que orientan la planificacion de la sesién:
Que el alumno realice tareas de ejercitacién y sintesis previas a la sesiéon de
evaluacion.

2. Relacién de la sesion con las anteriores y posteriores:
Esta es una sesion que trata de repasar mediante la realizacién de tareas el mayor
numero posible de contenidos tratados en las sesiones anteriores de cara a la
siguiente sesion que es la evaluacion.

3. Secuencia de tareas:

TAREA 1. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, va dejando tiempo para
trabarla y va corrigiendo los apartados donde los alumnos presenten dudas.

Calcula y representa las funciones:

x—1six<3
a) lim,; f(x), sif(x)={ 4six=3
5—xsix>3
xZ-4x+4 .
b) lim,_, f(x), si f(x)={ rg  SiX#F2
3six=2

c) Clasifica las discontinuidades.

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno ponga en practica
destrezas trabajadas en las ultimas sesiones.

Material/Recursos: Papel milimetrado, aunque no es imprescindible.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 2. Duracién aproximada 15 min.
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Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, va dejando tiempo para
trabarla y va corrigiendo los apartados donde los alumnos presenten dudas.

Calcula y justifica el valor de a para que las siguientes funciones sean continuas en
x=1.

x+1six<1
—ax’six >1

9 fe)=|,

xZ-1 . 1
d) f(x)=lx—1 SLx
asix=1

v.  Para éste ultimo apartado, usa el applet que encontrards en la web:
http://tube.geogebra.org/student/m27526 y representa la funcion:

x? -1

x—1

fGx) =

vi.  Explica que sucede con la imagen de la funcion en x=1 y compdralo con
el resultado del apartado b).

vii.  Da la expresion de una funcion cuya gréfica sea la recta y= x+2 pero no
esté definida en x=2.

A partir de esta ultima expresion, crea una funcion definida a trozos que salve la
discontinuidad, de forma andloga al enunciado del apartado b).

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno trabaje las destrezas
introducidas en la sesién 6 (relaciéon continuidad-limite finito de la funcién en un
punto) y las de la sesién 4 (resolucién de indeterminaciéon 0/0) de forma conjunta.

Material/Recursos: Ordenador y proyector.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.

TAREA 3. Duracién aproximada 15 min.

Intervencién del profesor: El profesor plantea la actividad, va dejando tiempo para
trabajarla y va corrigiendo los apartados donde los alumnos presenten dudas.
Esboza la gréfica de una funcidn con las siguientes caracteristicas:

g) En el punto x=6 existe una discontinuidad de salto finito de magnitud 4
unidades siendo lim,,_¢+ f(x) = 8

h) f(0) = f(10) =0

i) En el punto x=8 la funcion no es continua, siendo:
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li ) = li £ ) =
j) En el punto x=4:
lmfe=6  lmf@=6 f@#)=2
k) La funcion estd definida en el intervalo [0, 10].

f@2)=f(6)=4

Intencion del profesor al realizar la tarea: Que el alumno organice toda la
informacién que se le da y esboce la grafica de la funcién con estas condiciones
basadas en contenidos de sesiones anteriores.

Material/Recursos: Papel milimetrado, aunque no es imprescindible.

Gestion del aula/Intervencion de alumnos: Los alumnos trabajan de forma
individual permitiendo el didlogo entre compafieros en un ambiente de trabajo.
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6. EVALUACION DE APRENDIZAJES DE LA UD

Criterios de evaluacién

Al finalizar la presente unidad didactica se espera que el alumno:

CEO1. Distinga si una funcién es continua en un intervalo a partir de su
grafica.

CEO02. Distinga diferentes tipos de discontinuidades a partir de la grafica de
una funcion.

CE03. Reconozca y describa fendmenos en los que se intuya el concepto de
limite finito en un punto usando términos relacionados.

CEO4. Justifique e interprete el concepto de limite finito en un punto a
partir de una tabla de valores o una grafica.

CEO5. Explique y ejemplifique la definicién formal del concepto de limite
finito de una funcién en un punto.

CEO06. Calcule el limite finito de una funcién en un punto cuando la funcién
venga dada por su representacion grafica o simbdlica.

CEQ7. Conozca y use las operaciones con limites (suma, producto, cociente,
potencia y raiz), para calcular otros limites.

CEO08. Identifique los limites laterales a partir de una tabla de valores o una
grafica.

CE09. Establezca analiticamente cudndo una funciéon es continua en un
punto y lo aplique para determinar pardmetros en funciones definidas a

trozos.

CE010. Clasifique discontinuidades evitable y de salto finito en una funcién
dada.

CEO11. Esboce la grafica de una funcién que cumpla condiciones de
continuidad o discontinuidad en determinados puntos de su dominio.

Instrumentos de evaluacién

* Comportamiento: se valorard de forma positiva el respeto hacia los
compafieros y hacia el profesor asi como la predisposicién a ayudar al
compafiero en las tareas propuestas para ser realizadas en clase.

* Participacion en clase: ya sea presentandose voluntario a las correcciones
en la pizarra o planteando dudas que denoten que se han trabajado las
tareas propuestas.
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* Cuaderno de clase: se tendran en cuenta la claridad y la calidad en cuanto a
la toma de apuntes.

* Tareas diarias: demostrar que se han trabajado las tareas que se van
proponiendo en cada una de las sesiones.

* Prueba escrita: La calificacion de la prueba que tendra lugar en la sesi6n 9
serd el instrumento de evaluaciéon de mayor peso en el global.

Ponderacion de los instrumentos de evaluacion:

* Prueba escrita: 90%.
* Comportamiento, participacion, cuaderno y tareas: hasta un 10%.

En el anexo I de la presente Unidad Didactica adjunto un modelo de evaluacién de
aprendizajes.
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7. ATENCION A LA DIVERSIDAD

Durante la presente Unidad Didactica he propuesto tareas que tratan de atender a

los diferentes ritmos de aprendizaje de los alumnos. A pesar de esto, se dispondra
de:

* Relacion de tareas de refuerzo, para que aquellos alumnos que tienen
dificultades de aprendizaje puedan superar la evaluacién.

* Relacion de tareas de ampliacién, para aquellos alumnos cuyo ritmo de
aprendizaje les permite profundizar en los contenidos y ampliar sus
conocimientos sobre la Unidad Didactica.

A continuacién propongo dos ejemplos de tareas para esta unidad, una de refuerzo
y otra de ampliacion.

TAREA DE REFUERZO

Calcula los siguientes limites:

x*-1

a) lim,_;(3x% —5x + 7) B limy; =
x<—1

b) lim,_(—25x2 + 47x + 5)

2_
g) lhnxﬁ4x xiz+8
c) lim,_,(x3 +x% +6)
; x%—4x
d) i x2+1 h) limy, x—4
) limy,_y—
D) lim,_, &1
X—

li x—1
e) lim,_, ey

TAREA DE AMPLIACION

Trabaja con el applet que encontraras en el siguiente link:

http://www.geogebratube.org/student/m14701

Determina el dominio de f(x) y rellena la siguiente tabla:

C lim f(x) lim f(x) lim f(x) f(c)

X=>C™ X—=C X2C
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ANEXOS




ANEXO |I. MODELO DE EVALUACION DE LA UNIDAD DIDACTICA

Evaluacion inicial

En la sesién 1 de la presente unidad didactica se han planteado tareas para que los
alumnos recuerden los aprendizajes previos necesarios para abordar las siguientes
sesiones. Una tarea de evaluacidn inicial seria la siguiente (Sesién 1 Tarea 2):

Justifica cudles de las siguientes grdficas corresponden a funciones continuas en el
intervalo en el que aparecen representadas.

A) B) ] C)

-
/f\v T

\)

et

T T T

S F

G) H

)

et -
o

Evaluacion formativa:

Tras estas tareas de evaluacidn inicial, las siguientes sesiones se centran en tareas
mediantes las cuales el profesor puede ir comprobando en qué medida se van
cumpliendo los objetivos y se van desarrollando las competencias previstas. Un
ejemplo de tarea util para la evaluacién formativa seria la siguiente (Sesi6on 6
Tarea 3):

d) Dada la funcion f(x), determina el valor de a para que la funcion sea
continua en x=3.

asix=3
= x2—9
f @) — sSix ¥+ 3
x—3
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e) Dada la funcion f(x), determina los valores de a y b para que la funcién sea
continua.
x2six <0
f(x)={ax+bsi0Sx<1
2six=>1

f) Dada la funcién f(x), determina el valor de a para que la funcién sea

continua.
—1six=0
flx) = {ax4 —3x3
—7x5 FIEWE six#0

Con esta tarea se puede valorar si el alumno ha desarrollado las destrezas
trabajadas en sesiones anteriores, como la resolucién de indeterminacién 0/0.

Evaluacion sumativa:

La Sesién 9 consistira en una prueba escrita que permitira valorar los aprendizajes
del alumno en cuanto a la unidad, de forma que se pueda calificar con una nota el
proceso de ensefianza-aprendizaje. Eso si, teniendo en cuenta las ponderaciones
que se han abordado previamente en este mismo anexo. A continuacién presento
un ejemplo de evaluacién sumativa:

1. [2 puntos] Representa la siguiente funcién y razona si es o no
continua en los puntos que se indican:

x%six<?2
= 02y3
f() {x+3six226n Y

Si hubiese alguna discontinuidad, especifica de qué tipo de
discontinuidad se trata.

2. [2 puntos] Calcula los valores de a y b para que la siguiente funcion
sea continua:

six <0

— ) x?+1
f() ax+bsi0<x<3

x—5six>3

3. [2 puntos] Calcula los siguientes limites:

li x2+2x+1 , Vx+1-2
a) lim,__, g c) lim,_ =
2
. x%-9 . Vx+9-3
b) limy_ 3 ——— —_—
) X3 x2_5x+6 d) im0 Vx+16—4
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4. [2 puntos] Dada la gréfica de la funcién f(x), determina y justifica:

Y
5
10 | X
a) limy, f(x) e) f(4)
b) limy_o- f(x) D f(8)
o) limy_o+ f(%) g) limy ¢~ f(x)
d) limy_, f(x) h) lim,_e+ f(x)

5. [2 puntos] Una empresa se dedica a realizar montajes en cadena y
detecta que el niimero de montajes realizados por un trabajador que

lleva dos semanas en la empresa depende de los dias que lleva

trabajando segiin la funcion M(t) = %

a) ¢Cudntos montajes realizo el primer dia? ;Cudntos realizard el
dia vigésimo?

b) En el contrato figura una clausula mediante la cual,
aproximadamente a los 30 dias de experiencia, el trabajador
debe hacer 30 montajes al dia o serd despedido. ; Tiene futuro
el trabajador en la empresa?

c¢) Representa la funcion para esos primeros 30 dias de
entrenamiento.
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ANEXO II. ANALISIS DE UNA TAREA DE LA UNIDAD DIDACTICA
MEDIANTE LOS INDICADORES USUALES.

Zenoén de Elea (490 a.C. - 430 a.C.) fue un filésofo griego
discipulo de Parménides (uno de los filésofos griegos mds
importantes de la época y de los mds sefialados en la escuela
eledtica) y, segiin varios escritores, ensefié en Atenas durante
algin tiempo.

Era costumbre suya mostrar lo absurdo de algunas creencias
y frecuentemente se valia de paradojas (expresion o situacion
que parece absurda y sin embargo es razonable), en las que
viene a decir que todo movimiento es un engano.

En una de sus paradojas, Zenon eligié al guerrero Aquiles, héroe en la guerra de
Troya y famoso por sus grandes cualidades fisicas. No en vano era conocido como
“Aquiles el de los pies ligeros”, ya que se le consideraba el mds veloz de los
hombres.

Una tortuga un tanto fanfarrona, reté al troyano Aquiles en una carrera de 1 km.
Aquiles, confiado de su velocidad, que estimo el doble de la del animal, permitié a
la tortuga partir desde la posicion intermedia de la distancia total de la carrera.

a) Sin realizar ningin cdlculo, ;crees que Aquiles alcanza a la tortuga? ;La
rebasa?

b) En el momento en que Aquiles llega a la posicion de partida de la tortuga
(Po), ;hasta donde ha avanzado ésta? Representa la posicion de ambos en la
siguiente recta.

]
gl

I
500 M 1 KM

(e}
=T

c) Sillamamos a esa nueva posicion de la tortuga P1, ;dénde se encuentra ésta
cuando Aquiles llega a P1? Realiza una tabla con las posiciones de Aquiles
cuando la tortuga se encuentra en Po, P1... y asi hasta P7.
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Posicidn de la Posicidén de
tortuga (metros) | Aquiles (metros)

Po 500 0

P1 500

P2

P3

P4

P5

Pé6

P7

d) Crea una nueva columna con la distancia que separa a ambos en cada

posicién.
Posicién de la Posicién de Distancia entre
tortuga (metros) | Aquiles (metros) ambos (metros)
Po 500 0 500
P1 500
P2
P3
P4
P5
Pé6
P7

Define con tus propias palabras qué ocurre con la distancia que separa a
Aquiles y la tortuga en la meta.

e) Busca informacién sobre otros matemdticos que trataran el concepto de

limite a lo largo de la historia. ;Durante cudntos siglos se ha estudiado el
mismo?
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03. Reconocer y describir fenémenos en los que se intuya el

Objetivos concepto de limite finito de una funcién en un punto usando
términos relacionados.
Contenidos Limite finito de una funcién en un punto (idea intuitiva) (C)

Sistemas de

Verbal, tabular y grafico.

representacion
Situacién/Contexto | Cientifico-histérico.
Competencias RA, M, RP, C, Ry HM.
Complejidad Reproduccién-Conexion.
Si hubiese tiempo se podrian exponer los videos de estos enlaces,
ambos tratan paradojas de Zendn en el cine:
Comentarios

http://www.youtube.com/watch?v=5UwSjC5rab0

http://www.youtube.com/watch?v=DhksUYuMqQU

96




