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CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE

INVESTIGACION

1.1 Introduccion

La trigonometria es un apasionante topico de laeméicas en la escuela secundaria.
Es muy abundante en conceptos y contiene no sakxames a diversas otras nociones
y estructuras matematicas (Burch, 1981; Fi, 208B8)p también a otras disciplinas,
como la fisica, la cosmografia, la ingenieria, #vagacion,...etc. Una prueba de la
importancia de la trigonometria y de sus interielzes es lo expresado por The
Mathematical Association, “la trigopnometria fusioaatmética, algebra, geometria y
mecanica” (MA, 1950, p. 3). La trigonometria adenti@se aplicacion practica en
ciencias y tecnologia (Army, 1991; Brown, 2005)stdael siglo XII, la trigonometria
fue usada en el estudio de la astronomia, navegacifopografia. Como sefiala
Mansfield (1972), citado por Palmer (1980), la drigmetria es utilizada en
electricidad, electronica, optica, biologia y en égploracion del espacio. Asi, la
trigonometria se presenta en multitud de fenOmdoes;uales se pueden clasificar en:
1) fendmenos de medida: tanto directa como indirel# distancias, que se hacen
presentes en topografia, cartografia,...etc; medidaadgulos, que se ponen de
manifiesto en astronomia, geodesia, navegacion,;.céiculo de areas y volumenes de
figuras resolubles por triangulacion, que aparereagrimensura, etc,

2) fendbmenos fisicos, dentro de los que podriamistnguir los de naturaleza
periddica: el estudio del oleaje, el calculo ddase de impedancias, inductancias en
electricidad, y no perioddicos, como serian lascaplones a cinematica y dinamica, y

3) fendbmenos interrelacionados con la propia maiemécomo pueden ser el estudio

de los numeros complejos.
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Este amplio campo de actuacién provoca que lartogetria sea utilizada en todo tipo

de situaciones: personales, educativas, labogaledicas y cientificas.

Segun The Mathematical Association (1950), citada pi (2003, p.13), la
trigonometria provee a los estudiantes con el domento matematico necesario para
resolver cuestiones matematicas relevantes y ssimara los estudiantes una coherente
vision de las matematicas. En relacion con estecasp Gelfand y Saul (2001) afirman
que la trigopnometria se sitGa en el centro de Egmaticas en la ensefianza secundaria.
Por otro lado, Fi (2003) sefiala que “la principatacteristica que se puede resaltar a
partir de los hallazgos de investigacion, es querigonometria es un cuerpo de
conocimiento coherente, versatil, maleable, y quedp ser abordada desde mdultiples
perspectivas” (p.14).

Sin embargo, la trigonometria es una parte de &enmmaticas que resulta dificil de
entender por los estudiantes. Hay muchos factoues ppdrian estar involucrados
(Brown, 2005). Algunos de ellos podrian ser su dejitad, su conexion con
numerosos tipos de fendmenos y sus interconexioarsotras disciplinas. En esta
dificultad de los alumnos por comprender este thpmdrian influir las diversas vias de
entender y representar sus nociones basicas, ldestae aproximacion a la misma,
nociones como la circunferencia goniométrica, ldangulos rectangulos, o las

funciones trigonométricas.

A pesar de todo esto, muy poco ha sido hecho pasestigar la complejidad
didactica que subyace en la trigonometria, de estdo Brown (2005) sefala que
“existe escasa investigacion en relacion a lassid@aitivas que los estudiantes poseen
sobre el estudio de la trigopnometria o sobre lowdus mas adecuados para enfocar y
estructurar los nuevos conceptos para construimaateo sélido de conocimiento” (p.
10). Sin embargo, otros topicos relacionados cmoriometria si han recibido una
mayor atencion, como el estudio de la comprensetasl funciones trigonométricas y
la historia de la educacién de la trigopnometriantfjlos de dichas investigaciones sobre
estos temas son las realizadas por Weber (2008)jro(2012), Allen (1977) y Sickle
(2011), respectivamente. Ademas, la necesidadwistigar para facilitar al alumnado

la superacion de dificultades que se encuentraantkirel proceso de ensefianza-
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aprendizaje asociadas a las razones trigonométhadkevado a algunos investigadores
a realizar propuestas didacticas innovadoras (Btack Tall, 1991; Weber, 2005;
Kutluka, Furkan y Zengin, 2011). Otras investigaei®® en este sentido son las
realizadas por Kendal y Stacey (1997), Barnes (1998ler (2001) y Searl (1998). No
obstante, algunos autores expresan que no existestigaciones de calidad sobre la

comprension de la trigonometria.

En la linea de mejorar la calidad de la investigadidactica sobre este topico se
sitla nuestro trabajo de investigacion tutelada, igiciamos en el Master para Profesor
de Educacién Secundaria y Bachillerato con un joat@nsistente en el disefio de una
unidad didactica sobre las razones trigopnométda@gida a estudiantes de bachillerato
(Martin-Fernandez, 2011). El actual foco de estadiusiste en explorar la comprension
de los estudiantes de primero de Bachillerato stdserazones trigonométricas, en
particular sobre los conceptos de seno y cosenodiamte analisis de las
representaciones graficas y descripciones verpaeejadas.

La revisién que he hecho de la bibliografia sola@nes trigonométricas me ha
llevado a la conclusién de que, actualmente, hagreciente interés y necesidad por la
realizacion de investigaciones de calidad sobrerdasnes trigonométricas, y mas
concretamente sobre su comprension. Esto pone déiesto la actualidad de nuestra
investigacion. Ademas, mediante el barrido bibldigo realizado de investigaciones
relacionadas sobre trigopnometria, podemos afirmares un trabajo de investigacion
original en cuanto al modo de abordar el contertidbado. Esperamos que las
conclusiones de este trabajo mejoren las fuentesfailenacion, contribuyan al disefio
de una propuesta curricular renovada y proporcidnedamento para realizar una

experiencia de aula que sirva para contrastaralidar las conjeturas aqui planteadas.

Nos encontramos ante un estudio exploratorio yrg#s® con las siguientes

caracteristicas:

* Un enfoque cualitativo en la identificacion, anélig descripcion de términos
clave utilizados por los sujetos cuando definerrdasnes trigopnométricas seno

y coseno.
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* Un enfoque cualitativo en la identificacion, anéliyy descripcion de las

representaciones utilizadas por los sujetos eculestiones analizadas.

1.2 Historia de la trigonometria

La historia de la trigonometria se puede estudesdd diversas perspectivas. A
continuacion vamos a revisar brevemente algunosctsp que han permitido a la
trigonometria ser lo que hoy es: su motivacionevalucion de su definicion y su

permanencia en el curriculo.

Los interrogantes que han ayudado al desarrollestadio de la trigopnometria han
variado a lo largo del tiempo. La trigopnometriaseis inicios tiene una intima relacion
con las estrellas, pudiéndose considerar que ¢mribmetria era una astronomia
cuantitativa. Esta motivacion fundamental, contimséciada a los cielos hasta la edad
media, donde la trigonometria comienza a consiserasomo una rama de la
matematica. Mas tarde, el estudio de la naturalpeamite su ampliacion y su

consecuente generalizacion.

A lo largo de la historia, también la definicion dada una de las nociones que
abarca la trigonometria se ha modificado. Asi,lenc®@mienzos, el seno se asocié a la
cuerda del arco (segmento), para mas tarde reklas@mron la semicuerda. Después, se
relaciono el seno, es decir, la semicuerda, canmglilo (no con el arco) en el triangulo,
adquiriendo éste una mayor relevancia. Otras nesidoeron apareciendo, como el
coseno, y posteriormente la tangente, esta Ultisogiada al mundo de las sombras,
pero siempre relacionadas con segmentos. En @ Xigll, con el desarrollo de la
goniometria, las razones trigonométricas lleganea cnsideradas simplemente
nameros asociados a un angulo, ordenadas y valerdstintas funciones. Finalmente,
también aparece la definicion de razon. Son muldsamterpretaciones de las razones
trigonométricas a lo largo de la historia, muestegjuivoca de la complejidad que este
tépico tiene, de las cuestiones que aborda y tieléis que presenta para su proceso de

ensefianza y aprendizaje.

La trigonometria forma parte del programa modemanatematicas que surgio de
la reunién auspiciada por la OECE en Dubrownik @801 Quizéas, motivado por ello,
4
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la trigonometria ha permanecido en los planes dadcidon de la LGE de 1970, de la
LOGSE de 1990 y de la LOE 2006, formando partecdeiculo del siglo XXI. Debido

a que la trigonometria ha permanecido en el plarfodmacion de la ensefianza
secundaria estos ultimos 50 afios, a su importamsid@rica y a sus aplicaciones,
podemos predecir que formara parte del program@rdeacion de los estudiantes de
secundaria de generaciones futuras. Aun asi, es pbaonocimiento basado en

investigacién que poseemos sobre la ensefianzapyesidizaje de este tema.

1.3 Objetivo de la investigacion

Esta seccion establece las preguntas de investigal® este estudio. Las preguntas
surgen tanto desde un interés personal, iniciado leo realizaciéon del Master
Universitario de formacion de Profesorado de EnsmfiaSecundaria Obligatoria,
Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefanzaldiemas en la universidad de

Granada, como de la revision de la literatura retexa con el topico trigonometria.
El estudio se propone dar respuesta a los siggi@nerrogantes:

¢, Cémo expresan los estudiantes grafica, verbahlg@icamente sus concepciones
intuitivas sobre los conceptos de seno y cosena@ Qo de representaciones utilizan

para mostrar el seno y el coseno de un angulomigizdo?

¢, Qué conceptos y nociones utilizan los estudiaptea describir las razones
trigonométricas seno y coseno? ¢ Qué usos espeditiwen de estas nociones?

¢, Cémo interpretan y responden a tareas vinculamadichos conceptos?
El objetivo general que persigue esta investigaesal siguiente:

“Explorar y describir las nociones, representacsoyeonceptos que los estudiantes
ponen de manifiesto cuando expresan el significdeldas razones trigonométricas
mediante descripciones verbales, notaciones gsafisimbolicas y sus relaciones”.

Los objetivos especificos en los que podemos demgkl objetivo general del estudio

son:

1. Disefiar e implementar un instrumento con el cuabger informacién en

registro verbal, simbdlico y gréfico referente a tmnceptos de seno y coseno.
5
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2. ldentificar categorias para organizar las respsespae proporcionan los
estudiantes al abordar tareas de enunciado verbgiéafico sobre razones

trigonométricas; relacionar entre si e interpristaicategorias establecidas.

3. Inferir los significados que ponen de manifiests lestudiantes sobre los
conceptos seno y coseno teniendo en cuenta susestsp ante las tareas

planteadas.



CAPITULO 2

FUNDAMENTACION TEORICA

La fundamentacion tedrica que se incluye en espdtuta trata varios aspectos
relacionados con la investigacion realizada. Emerilugar, realizamos una revision
bibliografica y presentamos de modo comprensivatdecedentes de estudios sobre el
tema y de aquellos otros resultados que se coasidggnificativos acerca de las
concepciones intuitivas y de las representacioadasirazones trigopnométricas.

Para la realizacion de la revision bibliografica hemn utilizado: buscadores de
internet como Google y Google scholar, el respasitdigibug y bases de datos como
Dialnet, Teseo, Scopus, Wos y Proquest Dissertat@ma Thesis. Los términos clave
utilizados fueron: trigonometry, trigonometric, gmnometry education, razones,

razones trigonomeétricas y trigonometria.

En segundo lugar, se aborda de manera sucintalgliseita conceptualmente una
cierta interpretacion de la nocidn de representaerboeducacion matematica debido a la
gran diversidad de formas de entender dicho térnubhservadas en la literatura

cientifica.

En tercer lugar, precisamos la nocion de significdd un concepto matematico
gue utilizaremos en este estudio, motivada porldealidad de modos de interpretar
dicha idea observada en la revision bibliografica.

2.1 La investigacion sobre ensefianza de la trigon@tnia

Merkel (1982) en su publicaciéhrigonometry -forgotten and abusedkxpresaba su

preocupacion sobre la escasa atencidon que serlgabtoen la escuela secundaria a la

7
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trigonometria, de modo que alumnos que llegabarstadi®s universitarios tenian
grandes lagunas en los conceptos trigopnométricos fmmddamentales. Aunque la
trigonometria es uno de los primeros tépicos quewa el algebra, la geometria y el

razonamiento grafico, no se le ha prestado la eterquie merece (Weber, 2005).

A continuacibn se presentan y describen, brevemenaigunas de las
investigaciones centradas en los cambios que seroaiicido en la ensefianza de la

trigonometria en los dos ultimos siglos.

Investigaciones sobre el analisis historico de libs de texto de trigonometria

El conocimiento sobre la historia de las matematittane implicaciones sobre la
ensefianza de las matematicas (Cajori, 1890, pp. & concretamente, una mejor
comprension de la historia de la trigonometria ylad@istoria de la educacion sobre
trigonometria ayudara a investigadores de educaciatematica y a profesores, y
servira para la consideracién, estudio e implenoériede futuras acciones.

Allen (1977) analiza los libros de texto sobrgdriometria publicados entre 1890
y 1970 en los Estados Unidos y Canadé en la esseelmdaria, resaltando los cambios
en relacion al contenido y a las diferentes aprakiones y tendencias que se
consideraron durante ese periodo. Mientras queralenzo de dicho periodo, el seno y
el coseno eran definidos como proporciones, a naigdiglo XX aparecio una nueva
aproximacion en la que el seno y el coseno eramdittos como coordenadas. Es decir,
como sefala Allen (1977, p. 23), citado por Sik@l(l), se produjo un cambio de un
mayor énfasis geomeétrico y numeérico hasta un ewmfoda caracter analitico y

funcional.

Sickle (2011) analiza los libros de textos utiliaaden las universidades de los
Estados Unidos desde 1776 hasta 1900. En ellosrse e manifiesto que la primera
forma de enseifiar la trigonometria era usando exalgnte el “line system”, el cual
define los conceptos principales de la trigonoraetdmo segmentos en un circulo
(Figura 2.1). Mas tarde la trigonometria fue endaf@on el “ratio system”, (Figura 2.2)
donde las razones trigopnométricas para angulog énty 90° eran definidas como

proporciones de lados de un triangulo. Smith (198&do por Dominic (2011, p.38)
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expone que fue Simon Klugel el primero que deflagrazones trigopnométricas como

proporciones.

Investigaciones sobre técnicas para la ensefianzatdgonometria

A continuacion enumeramos y describimos algundagimvestigaciones halladas en la

revision de la literatura cientifica realizada.

Army (1991), investiga una aproximacion a la enseéade la trigonometria
usando situaciones reales y calculadora grafida ensefianza universitaria. Entre sus
hallazgos se encuentran que el uso de la calcalagtafica tenia un efecto positivo en

la ensefianza de la trigonometria.

Blackett y Tall (1991) examinan dos grupos de eahids con el objetivo de
analizar los beneficios del uso de software interacon graficos en trigonometria, el
cual debiera facilitar a los estudiantes establezglaciones numéricas y geométricas. El
experimento confirmd la hipdtesis segun la cuaé @ésdtamiento ayudaba al grupo
experimental a mejorar sus resultados al comparada el grupo de control. Ademas,

mostrd que la mejoria era superior en la poblafg@érenina que en la masculina.

En otro estudio, Kendal y Stacey (1998) exploras thferencias entre dos
aproximaciones para la introduccion de la trigonoraeal alumnado, una, la basada en
la relacion entre longitudes de los lados en uangilo rectangulo y, otra, la
aproximacion mediante la circunferencia unidad,laemue el coseno y el seno son
definidos como las coordenadas x e y de un puntla @ircunferencia goniométrica.
Finalmente, sugieren que la trigonometria debergeyducida mediante el uso de la
circunferencia unidad, conectando ésta a la défimicomo cociente, que seria la que se

utilizaria para la solucién de triangulos rectaongul

Thompson (2007) investiga como el tomar una siacel mundo real como
punto de partida para planificar una unidad didactobre trigonometria, podria
favorecer la comprension de los estudiantes. Ademtnta hallar una aproximacion

alternativa a dicho contenido.

Bressoud (2010) concentrandose en la dicotomideexésentre la introduccion de

la trigopnometria mediante un triangulo rectangulbien mediante la circunferencia
9
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goniométrica, utiliza la historia de la trigononiatipara razonar como deberia ser
ensefiada. Asi, concluye que la introduccién deidgartometria mediante el triangulo
rectangulo es un atajo en la ensefianza y apreaedizdp misma y, como la mayoria de

los atajos, tiene sus contraindicaciones.

Zengin, Furkan y Kutluca (2011) determinan los &fealel software de geometria
dindmica llamado Geogebra en la comprension desnsaliantes de trigonometria. Para
ello utilizan dos grupos, uno experimental, quessenetidé a sesiones con dicho
software, y otro de control. Sus hallazgos ponemmdeaifiesto que existe una clara
diferencia a favor del grupo experimental que gsestsesiones con dicho software. El
estudio muestra que una instruccién asistida comodéoftware, como suplemento para
promover un aprendizaje constructivista, es mastigéeque una simple metodologia

constructivista.

Investigaciones sobre comprension de la trigonome#

Weber (2005), investiga la comprension de los ahsnrsobre las funciones
trigonomeétricas tras la aplicacion de un paradiganstruccion experimental basado
en la nocion de “procept” y el “process-objed® las teorias de aprendizaje de Gray y
Tall (1994). Concluye que el grupo experimentaladedla un entendimiento mas

profundo de las funciones trigonométricas.

Brown (2005), investiga las nociones que poseenaloeinos al comienzo del
aprendizaje de la trigopnometria en el plano dedsmadas, describiendo el contenido
matematico y las ideas que tienen cuando se emanectn este tema. Asi, crea dos
marcos conceptuales para describir tanto el cafdesomo el modo en que los alumnos

comprenden dicho contenido.

2.2 Antecedentes de nuestra investigacion

Como seiala Davis (2005), citado por Byers (2040)que hay bastantes estudios
relacionados con la representaciones sobre la ams&y aprendizaje sobre fracciones,
algebra y otros tépicos en Educacion Matematicaaserestado mucha menos atencion

al uso de las representaciones en trigonometria.

10
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Por otro lado, el estudio de la trigonometria pmeseal estudiante diversas
representaciones (Weber, 2008, pp. 1-2) que sarasinie este tépico, animando a los
estudiantes a relacionarlas y a que éstos alcamt@rmayor comprension del tema.
Dentro de los estudios existentes sobre trigonoaete pueden indicar algunos
aspectos referidos a las representaciones que odempes encontrar durante la

ensefianza y aprendizaje de la trigonometria. Aragention indico algunos de ellos.

Brown (2005, p. 11) crea dos marcos teoricos sotmeo se describe el contenido
y la forma en que los estudiantes lo entiendentraetose en el paso del triangulo
rectangulo a las coordenadas del plano de lasdoesiseno y coseno. Ademas, afirma
gue la funciones seno y coseno son preferentemeptesentadas como coordenadas,
distancias y cocientes. Mas concretamente, comadenadas de un punto de la
circunferencia goniométrica, como distancias hariales y verticales respecto a unos
ejes y, también, como cocientes entre los ladosirdériangulo rectangulo dado un
angulo de referencia (Brown, 2006, p. 237).

Weber (2008, pp. 1-2), utilizando la investigaciénteriormente mencionada,
afirma que existen dos formas principales en quereggesentan las funciones

trigonométricas: como cociente y como funcién.

Byers (2010, pp. 1-5) investiga el tratamiento daalolas representaciones
trigonométricas en libros de texto de ensefianaansiacia y de universidad. El objetivo
era identificar dificultades potenciales en espatde transicion. Ademas, el estudio
permitid, a través del analisis de datos, la ifieation de seis dominios conceptuales

gue caracterizan las representaciones de las frgtoigonométricas:
1. Los cocientes trigonomeétricos
2. La funcidén trigopnométrica.
3. La circunferencia unidad.
4. La onda sinusoidal.
5. El vector.

6. El triangulo rectangulo.
11
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2.3 Representaciones

Rico sefiala que “la nocion de representacion esoanepto clave en la filosofia del
conocimiento, que se ha manejado y sometido a&idé manera sistemética” (p. 2). La
historia de la filosofia muestra la riqueza de igsest e interpretacion que tiene este
concepto (Ferrater, 1981; Real Academia de Cien€Eiactas, Fisicas y Naturales,

1990).
Rico (2009) sefala también que:

En la década de los 80 se detecta un empleo sistemde la nocién de
representaciéon en Educacion Matematica. En estalajos, el concepto de
representacion se toma como equivalente a una sefiaina que muestra y
hace presente un concepto matematico, también cign® o marca con el
gue los sujetos piensan las matematicas e, incmnp aquellos esquemas o
imagenes mentales con los que la mente trabajaesiol@as matematicas (p.
3).

Hiebert y Carpenter (1992) expresan la existeneidas tipos de representaciones:

Para pensar sobre ideas matematicas y comunicarfeecesitamos
representarlas de algun modo. La comunicacion rme@ui que las
representaciones sean externas, tomando la formardgiaje oral, simbolos
escritos, dibujos u objetos fisicos. (...) Para g@mnsobre ideas matematicas
necesitamos representarlas internamente, de mageeapermita a la mente

operar sobre ellas (p. 66).
Kaput (1987) subraya la dualidad representantessepitado:

El concepto de representacion da por supuesta lasideracion de dos
entidades relacionadas, pero funcionalmente segaadno de estos entes se
denomina el objeto representante (simbolo o remtes#&n), el otro es el
objeto representado (concepto), también esta int@ltterta correspondencia
entre el mundo de los objetos representantes y widm de los objetos

representados (p. 23).
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Duval (1993) sefala la existencia de diversas sepitaciones de un mismo objeto, y su

importancia en la comprensién del mismo:

Una escritura, una notacion, un simbolo representarobjeto matematico: un
namero, una funcion, un vector (...) Asi mismo, l@zos, las figuras
representan objetos matematicos: un segmento, ntopun circulo (...) Ello
quiere decir que los objetos matematicos no deberanfundidos jaméas con
Su representacion (...) La distincidn entre un objesu representacion es un

punto estratégico para la comprension de las mateas (p. 2)

Varios de los trabajos del grupo de investigacidactica de la Matematica.
Pensamiento Numeéricoincluyen nociones muy elaboradas del concepto de
representacion (Castro, 1994; Bedoya, 2002). R2€®9) subraya que entiende por
representacion “todas aquellas herramientas —sigrgraficos— que hacen presentes
los conceptos y procedimientos matematicos y cercilmles los sujetos particulares
abordan e interactian con el conocimiento matematie decir, registran y comunican

Su conocimiento sobre las matematicas” (p.3).
En este trabajo se va a considerar la definicidla geor Castro y Castro (1997):

Las representaciones son las notaciones simbolicagéaficas, especificas
para cada nocion, mediante las que se expresan doaceptos Yy

procedimientos matematicos asi como sus caradt&Esstmas relevantes
(...). Por representacion entendemos cualquier moelchacer presente un
objeto, concepto o idea. Conceptos y procedimienmatmaticos se hacen
presentes mediante distintos tipos de simbologicgsao signos y cada uno de

ellos constituye una representacion.

Para la construccion del instrumento de recogiddales en nuestra investigacion, se
han considerado fundamentalmente los sistemaspdesentacion verbal (véanse items
2, 4 y 8), simbdlico (véanse items 3, 5 y 7), yfiged(véanse items 1 y 6) de las

nociones trigonométricas seno y coseno.

Finalmente, se quiere subrayar que como sefalad§a0i05), citado por Byers

(2010), aunque hay muchas investigaciones sobrepassentaciones en diversas areas
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de la Educacidon matematica, no se ha prestadoientéic atencion a como los

estudiantes usan multiples representaciones gmaxid@dizaje de la trigonometria.

2.4 Significado de un concepto matematico escolar

En esta apartado se presenta la nocion de sigiofigae se va a utilizar durante este
informe. Para aclarar dicho concepto se revisaega (1990), Frege (1998), Gomez
(2007), y Rico (2007).

La nocidn de significado ha sido tema de debateledé®mpos antiguos. Un
ejemplo de ello es que a lo largo de la tradicifosdfica, linglistica y semidtica, se
han considerado equivalentes a significado todtss égrminos: sentido, contenido,
significado, significatio, signifié, signified, meiag, bedeutung, denotacion,
connotacién, intencion, referencia, sense, sinmot@dum, significatum (Eco, 1990,
p.75). Aristoteles inicia la busqueda de dicha eoaando a entender que las palabras
son los signos de las ideas y las ideas son logside las cosas (Rojas, 2010, p. 57).
Estas ideas se han moldeado con el trascurso atapdi e incluso han aparecido
distintas escuelas apoyando diversas concepciomessighificado. Asi Platon,
Aristoteles y la escuela estoica ya habian abordadque llamamos el triangulo
semiotico pero, aunque todos establecian la didéeeamtre referencia y significado, no
coincidian al caracterizar cada una de las ent&glgde componian el significado de un
término (Eco, 1990, pp. 75-80). Considerando esfigutiad en la definicion de
significado, Ullman (1976) afirma que “el signifd@ es uno de los términos mas

ambiguos y més controvertidos de la teoria deluejgj (p.62).

Frege (1998, pp. 84-111) establecid la diferensteeesigno y significado, y dentro
de éste ultimo distinguié entre sentido y referandsi, actualizando los primeros
triangulos semanticos, la nocion de significado dvien esquematizada mediante la

siguiente figura.
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Figura 2.1

Tridngulo semantico concepto

Sentido

Signo

Referencia

En ella, la referencia viene dada por los aspdotmsales que evaltan la veracidad de
las proposiciones derivadas del concepto propiaaneicho, el signo es el término o

sefal mediante el que se expresa, y su sentidofesra de darse de ese objeto.

El aprendizaje del alumnado va a venir supeditagaigdo por la construccion de
significados, los cuales se realizan en su mayarialase (Biehler, 2004; Bromme y
Steinbring, 1994; Gomez, 2007a). Revisando la disoude Gomez (2007a, p. 8) sobre
el andlisis didactico en la formacion inicial des lprofesores de matematicas de
secundaria, éste incluye que la construccion defgigdos por parte de escolares en el
aula vendra determinada por la forma de expresanssrlos, relacionarlos y

justificarlos que se establece para una nociércmnes matematicas.

La propuesta, expuesta por Rico (2007) e inclua@a3dmez (2007b), determina el
significado de un concepto matematico escolar densndo tres componentes, los
cuales vamos a utilizar en esta investigacion phoadar el significado de las razones
trigonométricas seno y coseno. Dichos componertepgesponden con la estructura
conceptual, los sistemas de representacion y lanfenologia. Los sistemas de
representacion, se asocian a los signos, graficeglgs que hacen presente al concepto
y lo relacionan con otros; la estructura concepinaluye los conceptos y propiedades,
los argumentos y proposiciones y los criterios d@aeidad que de ellos se derivan; la
fenomenologia, abarca todos aquellos fendmeno$exios y situaciones en los que se

presenta el concepto o pueden darle sentido. (¥ieraf 3.2)
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Figura 2.2

Tridngulo semantico concepto matemético escolar

Fenomenologia

Sistema de representacion Estructura conceptual

Finalmente, no se tiene constancia de la existaleiavestigaciones sobre este topico

considerando este enfoque, lo cual hace origimal@vador nuestro estudio.

16



CAPITULO 3

MARCO METODOLOGICO

En este capitulo se presenta y explica el enfogetedologico utilizado en el presente
trabajo. Se caracterizara la investigacion, seridésm las caracteristicas de la muestra
de sujetos participantes en el estudio, el prodeska elaboracién de los instrumentos
de recogida de datos, el procedimiento de aplicacé los instrumentos, y el
procedimiento seguido en el analisis de datos.dszripcion del proceso de disefio de
los instrumentos de recogida de datos incluye es@s de trabajo con el Dr. Ortega,
de la Universidad de Valladolid, y el desarrolloureestudio piloto realizado antes del

estudio definitivo.

3.1 Tipo de estudio y descripcidén general

El interés de esta investigacion se pone de matufien la revision bibliogréfica
realizada. Ademas, como indica el simposio de tzegad britanica de aprendizaje de
matematicas realizado en marzo de 2010, se obsemsaescasez de resultados
relevantes y de investigaciones de calidad en iéglaa la trigonometria, mas en
concreto respecto a su comprension y entendimi&#mecesario, por tanto, mayor y
mejor informacion sobre las concepciones e intniggoque manejan los estudiantes de
bachillerato respecto a las razones trigonométriEaseste marco, esta investigacion se
centra en delimitar, describir y caracterizar lggiéicados puestos de manifiesto por
estudiantes espafioles de primero de Bachillerda das razones trigonométricas seno

Yy COSeno.

La investigacion que aqui se presenta posee uneateta exploratoria. En primer
lugar, el trabajo se considera exploratorio porsgieealiza con el objetivo de examinar

un tema o problema de investigacion poco estudiadosignificados que los alumnos
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dan a las razones trigonométricas seno y cosenb,cut se tienen escasos
conocimientos y que comprende aspectos que nonsaldmadado previamente. Esto se
hace patente en la revision de la literatura. Barseéo lugar, la perspectiva elegida para
la realizacion de la investigacion es innovadoecéntra en los significados sobre una
nocion destacada de las matematicas escolaresurcomparato critico de analisis

derivado del triangulo semantico de Frege.

El estudio se puede considerar también descripttato es debido a que se ha
planificado con la intencidbn de recoger informacipara describir y especificar
propiedades y caracteristicas de los distintosfeigdos —cémo lo entienden, utilizan e
interpretan- mostrados por los alumnos sobre la@es trigonométricas seno y coseno.
Ademas, ello permitira recopilar datos sobre la p@nsion de los estudiantes con el
fin de, en un futuro, disefiar una propuesta devacidon curricular sobre este campo de

la matematica escolar, basada en los datos yadsslpreviamente obtenidos.

El instrumento de recogida de datos consta de destionarios. Las tareas que se
proponen proceden de estudios previos, de cuesticgedaptadas y completadas;
también de las reuniones entre el investigadoriggarMartin Fernandez, su tutor Dr.

Rico y el consultor, Dr. Ortega, asi como del astpioto realizado.

La informacion recogida procede de dos grupos dedemtes seleccionados
intencionalmente, a los que se les proponen dostionarios elaborados por los
investigadores de acuerdo con los objetivos denlaestigacion. No se intenta
generalizar resultados a contextos mas amplios, (gile se pretende particularizarlos,

para profundizar sobre ellos en un contexto deteada.

En relacion al andlisis de datos llevado a cabageabza una categorizacion de
respuestas, observandose vinculos entre las repesmes verbal y grafica. A
continuacion, se analizan las respuestas con wygeafcualitativo para, finalmente,

interpretar conjuntamente los items analizados.

Finalmente segun la dimension temporal es un estuansversal realizado en un

momento determinado (Le6n y Montero, 1997, p. 327).
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3.2 Sujetos, ciclo y nivel curricular

La poblacién de referencia de este estudio consistd conjunto de alumnos de la
ciudad de Granada, matriculados en la asignaturaMaematicas |, especialidad
cientifica tecnoldgica, del primer afio de bachéller curso 2012-2013.

La muestra se elige por disponibilidad y la fornTdnestudiantes de primer curso
de Bachillerato, con edades comprendidas entr&dos17 afios, matriculados durante
el curso académico 2012-2013 en la asignatura Mdiesms | mencionada, en el
Instituto de Educacion Secundaria Padre Suarezé@eg, el cual cuenta con una linea

4 en primero de bachillerato.

Previa a la implementacion de los cuestionarioggeipo investigador se puso en
contacto con la jefa del departamento de Matengtitwa dicho Instituto, D2. Belén
Espinosa, para estudiar la viabilidad, las condiesoy la fecha Optima para realizar
dicha prueba. Tras consultar con sus compafierdgmhrtamento, éstos autorizaron la
implementacion del cuestionario a los tres grupo®e que se impartia Matematicas |I.

Por otro lado, es importante tener en considenagif® los estudiantes ya habian
recibido instruccidon previa sobre las nociones dgomometria durante el curso
2011/2012, durante el cual cursaron en su maydfieyurso de la E.S.O. opcién B. En
el presente curso 2012/2013, en el momento de lleaeydn del cuestionario, los
estudiantes habian desarrollado varias sesion&sluijo sobre trigonometria. Uno de
los grupos habia finalizado dicha unidad didacticatro le faltaba unicamente realizar
la dltima prueba de evaluacion, el examen, y aeter estaba a punto de finalizar

también la unidad didactica.

Las circunstancias anteriormente mencionadas sdt@stado de la imparticion de
las ensefianzas sobre trigonometria han podidairirgtu las respuestas dadas a las
preguntas planteadas en el cuestionario. Las comregs que infiramos del estudio no
seran espontaneas e intuitivas ya que tales canoegcestaran mediadas por el libro
de texto, por las propias concepciones de los gooés y por el trabajo realizado en
clase. La aplicacion final del cuestionario vineqadida de una prueba piloto, que se

describira mas adelante, cuyos resultados sirvigaoa mejorar el cuestionario.
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Ademas, tras una reunion mantenida el dia 27 derizldle 2013, entre el equipo
de investigacion con el Dr. Ortega, se considestaado realizar una estratificacion de
la muestra, para conseguir una distribucion uniéoe los cuestionarios, obteniendo
respuestas lo mas representativas posibles. Adiiceron grupos en funcion de las
calificaciones de los alumnos. Se considerarongngsos: grupo 1, con calificacion 0-
3; grupo 2, con calificacién 3-7 y grupo 3, conifeacion 7-10. A cada grupo se le
darian aproximadamente el mismo namero de cuesitienA y B. La siguiente tabla

recoge la distribucion realizada tanto en el estpdoto como en el estudio definitivo.

Tabla 3.1.

Sujetos participantes en funcién del estrato y toeario en el estudio piloto

Estratos
Cuestionario Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3
A 6 5 3
B 5 5 3
Tabla 3.2.

Sujetos participantes en funcién del estrato y toeario en el estudio definitivo

Estratos
Cuestionario Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3
A 12 14 11
B 10 17 10

Finalmente, no se registran otras caracteristieasfiables que pudieran sesgar los

resultados finales de este estudio.

3.3 Elaboracion del instrumento de recogida de infmacion

El instrumento de recogida de datos fue un cuestiorde respuesta abierta elaborado

expresamente para este estudio en las siguiests fa
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Fase I: Revision de literatura cientifica y de libos de texto

En esta fase se realiz6 una revision de la liteaatientifica y de libros de texto para
seleccionar un conjunto de actividades relacionadas las razones trigopnométricas

seno, coseno y tangente que alcanzaran toda suejiaiag.

Los estudios empiricos consultados fueron: Fi (200&ber (2005), Brown (2005)
y Dominic (2012).

Los libros de texto consultados fueron los sig@sniirigonometria (1998),
Ibanez, Ortega y Pifieiro, editorial Sinteddatematicas 1(2010), Proyecto Tesela,
Bescés y Pena, Editorial Oxforbtatematicas (2008), Arias y Maza, editorial Brufio;
Matematicas 1(2008), Vizmanos, Hernandez, Alcalde, Moreno y &w®sr editorial
S.M.

Se seleccionaron 12 actividades originales, entrestigaciones y libros de texto,

las cuales se sometieron a un analisis, revisfiltrgdo posterior.
Fase II: Disefo del estudio piloto

Adecuacion de items

Tras seleccionar un grupo de actividades, se bBesdbo el analisis de cada una de ellas.
Este andlisis incluia qué informacién iba a projorar cada item y qué respuestas eran
las esperadas por parte del alumnado. Mediantesdive&euniones con el tutor de este
trabajo, las preguntas comenzaron a reducirse enemiy a refinarse. De 12

actividades originales, se pasaron a 6.

Reduccion del contenido abordado en el estudio

Posteriormente se redujeron los contenidos abosdadoel cuestionario. En principio
se habia considerado que la investigacion ibaar sabre tres razones trigonométricas:
el seno, el coseno y la tangente. Sin embargo, dedmtirlo con el equipo de
investigacion, y consultar al Dr. Ortega en la réarde trabajo anteriormente citada
mantenida con él, se llegd a la conclusién de guarigente se deberia de abordar con
un tratamiento diferente, por lo cual se limitd ilavestigacion a las razones

trigonométricas seno y coseno. Esta decision sgaapom que la tangente se ha
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mantenido en el estudio de las sombras y lejosadegonometria formal, lo cual ha
supuesto una barrera conceptual. Asi, por ejentgdotablas de la cotangente fueron
conocidas como funciones de las “sombras”, dondargghmento es constantemente
especificado como una altitud mas que como un @ao Brummelen, 2009, p. 149-
151). Incluso Regiomontano intentd evitarlas eroBra de De triangulis omnimodis
(Boyer, 1986, pp. 352-353). Claramente, la fundamgente ha seguido otro recorrido
histérico y conceptual para llegar a nosotros. ©#&spectos que nos ayudaron a tomar
esta decision son sus caracteristicas como funsioperiodo, est  en vez dét2 |, la

posesion de asintotas verticales en vez de hoaiesnt. . etc.

Reunion con el consultor, Dr. Ortega. Ampliacid@h duestionario.
El equipo de investigacion mantuvo una reunioni@l2¥ de Febrero de 2013 con el Dr.
Ortega en relacion a esta investigacion. El Dre@athizo una serie de observaciones

sobre el trabajo realizado hasta la fecha. A caation se indican sus valoraciones.

1. Consideré necesaria una discriminacion, es decifexenciacion entre dos
objetos, propiedades o ideas. En nuestro casosteresi la diferenciacion entre
el seno y el coseno. Basandose en las cuatro categie Sierpinska (1999)
sobre los actos de comprension en un contexto rasitem que incluyen la
identificacién —la percepcién de objetos que cawasen a la denominacion de
un concepto-, la discriminacion, la generalizacida extension del rango de
aplicaciones- y la sintesis —aprender relacionge elos o0 mas hechos, objetos o
propiedades y organizarlos en un todo consisteséegbservé que todos ellos
estaban recogidos, excepto la discriminacién en dderentes items del
cuestionario piloto. Asi, se estudiaron distinipsg de item relativos a este acto
de comprension para finalmente, ante diversas npside cuestiones, decidirse
por la inclusién de la pregunta 6 en el cuestianpilbto, que se implementd en
el I.LE.S. Mar de Poniente. Este item se mantuvtagosterior aplicacion del
cuestionario definitivo en I.LE.S. Padre Suarez.s Eéncretamente y en relacion
a las categorias de Sierpinska, principalmentaldatificacion se encontraria
recogida en las preguntas 1, 2 y 3, y la generainay sintesis en los items 4 y
5.
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2. Introduccién de preguntas intercaladas referidasmb y al coseno en el mismo
cuestionario. El motivo era la posibilidad de qas items referidos al coseno
tuviesen mayor dificultad que los del seno o vicgae Finalmente, no se
considero oportuno incluir esta observacion ensald#o ya que se considero
mas adecuado para solventar este problema laifesiabn de la muestra

indicada en el punto 3.2.

3. Modificacion del item 3. ElI cambio consistiria endificar el tipo de triangulo
—equilatero- utilizado, de modo que se muestre ndngulo obtusangulo.
Finalmente se opto en el estudio piloto por realas preguntas del cuestionario
del seno con un triangulo equilatero y las pregudt coseno con un triangulo
obtusangulo y observar como el alumnado se coniporéate dichas tareas.
Ademas, sugirid6 el modificar la orientacion de oghtridngulos. Esta
consideracion no se puso en practica debido afgogamentalmente, el estudio
no se propone establecer si los alumnos saben ®aben las razones
trigonométricas, sino que se intenta conocer lo epiienden o comprenden

sobre la nocion de razén trigonométrica asociaderab y coseno.

4. No considero necesario incluir un cuestionario pasadocentes que impartan
clases al alumnado, debido al escaso nimero desmres y a su limitada

representatividad.

5. Necesidad de revisidon de otras preguntas.

Organizacion y particularidades de los cuestionarttel estudio piloto

Finalmente, tras diversas reuniones posteriores.etdoutor del trabajo, se alcanzo un
consenso en relacidén a los cuestionarios del esfithto. Durante esas sesiones se
observé que la propuesta inicial no cubria o rap@értos aspectos que se querian tratar
en el cuestionario, por lo que las actividades dnemodificadas, adaptadas y
redisefiadas para conseguir abarcar desde una gempaueva, la del analisis
didactico, lo que se entiende por razén trigonoicgtseno y razon trigopnométrica

coseno.
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Describimos brevemente las cuestiones incluida®®rcuestionarios del estudio

piloto y que se recogen en el anexo Il.
ftem 1. “Haz un dibujo en que se muessen3C) .

En esta cuestibn se espera que los sujetos refgrseinsen(30°) o el cos(30°),
ademas de averiguar las preferencias en cuantoepsentacion y en cierta medida el
grado de comprension de la razén trigonométric38&ny cos(30°), el cual vendra

dada en funcion de la representacion o del numegllds utilizadas.

ftem 2. “Explica verbalmente qué entiendes pen4>)

Esta pregunta se asocia al sistema de representaarigal fundamentalmente. Con
ella, se intenta conocer qué interpretan los alsmpor sen(45°) y cos(45°), qué
preferencias tienen y qué términos clave son litigzados por el alumnado.

ftem 3. “Utilizando la figura, indicaen3C®) .

Esta cuestion es diferente en los cuestionariosBA ya que aunque el enunciado
es igual en ambos cuestionarios, mientras que ecuettionario B involucra un
triangulo acutangulo, en el cuestionario A se fieban un triangulo obtusangulo. Con
ella se espera que el alumnado indigue el sensenocodel angulo dado utilizando una
figura dada. Asi, nos proporcionaran informacidatiea a la conexion del triangulo y
las razones trigonométricas, averiguaremos suehahdo sabe dibujar las alturas de un
triangulo, distinguir sus elementos y en definitive saben calcular las razones
trigopnométricas seno y coseno de angulos agudos dad triangulo acutangulo

(cuestionario B), o un triangulo obtusangulo (cloestrio A).
ftem 4. “Observa en la figura el angulo de 30° & expresa el seno del angulo?”.

Esta pregunta propone al alumno que generalicazlanrtrigonométrica. Ademas,
con ella se intenta observar si el alumnado remm@adimensionalidad de la razén

trigonométrica seno y coseno.

ftem 5. “Utilizando los datos de la figura, escrédevalor desen3®) .
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Esta cuestion intenta averiguar si el alumnado @®ra definicion de la razon
trigonométrica, si distinguen los elementos deriangjulo rectangulo y si alcanzan a

averiguar que la razén trigopnométrica solo depetedi@ngulo.

ftem 6. “Haz un dibujo que muestre alguna diferaraitre el seno y el coseno de

un mismo angulo”.

Esta tarea se vincula a una de las categorias rdprension, la discriminacion,
establecida por Sierpinska (1990). Esta tarea lancarios sistemas de representacion,
incluyéndose el grafico y el simbdlico, pidienddoa sujetos que realicen un dibujo

mostrando alguna diferencia entre en seno y ehcode un mismo angulo.

De este modo, los cuestionarios a implementar gaedeeducidos a dos, uno
referido al seno y otro al coseno, con seis preguoada uno y con un total de once
preguntas diferentes. (La pregunta 6 es igual eboancuestionarios). Estos se

encuentran recogidos en el anexo Il.

Fase lll: Revision tras la implementacion del estuid piloto

Tras la aplicacion y el analisis posterior de kesuitados del estudio piloto se considero
la necesidad de modificar algunas preguntas eifmuiitas nuevas, enfocadas a algunos

aspectos no recogidos en la version previa.

Nuevas preguntas
La posibilidad de incluir nuevas cuestiones fue esdg por el tiempo,
aproximadamente 30 minutos, que ocupo a los sujeteerminacion del cuestionario

del estudio piloto.

Para abarcar los tres componentes que determineongepto matematico escolar,
se vio la necesidad de introducir un item relativla fenomenologia, asociado a las
razones trigonométricas seno y cosekaemas, en la revision de la literatura realizada
en el capitulo 2 de este informe, queda patentsdasa investigacion realizada para
relacionar las situaciones reales y las razongsnométricas. De este modo, con la
motivacion de indagar en los fenOmenos, contextsitugciones en los que se presenta

el concepto o pueden darle sentido, se incluyddgumta 8.
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Ademas, se introdujo otra cuestion para averiguandyor o menor dificultad, del
calculo de la razdn trigopnométrica, cuando éstelseiona con un triangulo acutdngulo
0 a un triangulo obtusangulo. La consideraciénadmdlusion de esta pregunta surge,
tras la realizacion de un analisis cuantitativadmade las respuestas del estudio piloto,

en el cual se obtuvieron los siguientes resultados.

Tabla 3.3
Andlisis cuantitativo basico del estudio piloto

Andlisis cuantitativo basico del estudio piloto

ftem Cuestionario A Cuestionario B
Fr % Fr %
1 9 64,29 3 21,43
2 9 64,29 5 35,71
3 2 14,29 2 14,29
4 7 50,00 3 21,43
5 7 50,00 6 42,86
6 10 71,43 5 35,71

Se observa que los porcentajes de las respuesidasvdel cuestionario A (seno) son
siempre superiores que las del cuestionario B (@)sexcepto en la pregunta 3. Estos
resultados nos llevaron a pensar en la posible mdificultad de la pregunta 3 del
cuestionario A (seno) gue incluia un triangulo shhgulo, respecto a la pregunta 3 del
cuestionario B (coseno) que incluia un triangulat@aegulo. Es decir, llegamos a la
conjetura que podria ser mas complejo identifigarua triangulo obtusangulo una
razon trigonométrica que en un triangulo acutanghAkli, se considerd que lo mas
oportuno era incluir en los cuestionarios defimswlos cuestiones distintas, que son
los nuevos items 3y 7, que preguntaran sobrdailoale la razén trigonométrica seno
y coseno en relacion a un triangulo obtusanguloup@ acutangulo. Se evitdé que las

cuestiones se situaran en la misma pagina.

Otras modificaciones

Debido a las preguntas del alumnado durante lazaeadn del cuestionario sobre la

pregunta 3, se optd por modificar su enunciad@e® en el item 3 de “Utilizando la
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figura, indica sen(60°)” del cuestionario pilottCabuja e indica en la figura sen(60°)”,

en el item 3 del cuestionario definitivo.

Ademas, se modificé la distancia de las letras maylas que notaban los vértices
en la figuras del cuestionario piloto. Estas secaren a los dibujos ante algunas dudas

surgidas en el alumnado durante la implementa@boukstionario piloto.

Fase IV: Redaccion del cuestionario Final y tareaseleccionadas para el analisis

Finalmente la bateria de tareas quedoé reducidacad$iiones a distribuir entre las
dos opciones, A y B, del cuestionario. Cada cueatio consta de 8 items, una de las
cuales, la sexta, es la misma para ambos. A catidin se describen brevemente las
actividades que se han elegido para esta invegilgga@ue estan incluidas en el Anexo
[
ftem 1. En esta cuestion se espera que los suossenten el sen(30°) o el cos(30°),
ademds de averiguar las preferencias en cuants ansdos de representacion y, en
cierta medida, el grado de comprension de la réazgonométrica sen(30°) y cos(30°),

el cual vendra dado en funcién de la representacidel nUmero de ellas utilizadas.

ftem 2. Esta pregunta se asocia a la explicacigistema de representacion verbal,

fundamentalmente.

ftem 6. Esta tarea se vincula a una de las casgale comprension, la
discriminacion, establecida por Sierpinska (19€3}a tarea vincula varios sistemas de
representacion, incluyéndose el grafico y el simgbolpidiendo a los sujetos que
realicen un dibujo mostrando alguna diferenciaesgtrseno y el coseno de un mismo

angulo.

El resto de las actividades que se incluyen eddgscuestionarios que se sitlan en
el anexo Il de este estudio, no seran analizadassée informe, debido tanto a la
extension obligatoria de esta memoria como a laliardpde la informacion recogida.
Los datos obtenidos en el resto de las preguntasaearan en proximos estudios y

serviran para dar continuidad a esta investigacion.
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3.4 Procedimiento de aplicacion del instrumento

Para la realizacion de esta investigacion se hatemrentado cuatro cuestionarios. Dos
de los cuestionarios se han aplicado en un estpiltddo con una muestra de 27
estudiantes, y tras analizar, depurar y ampliapftaguntas propuestas, se disefiaron e

implementaron los otros dos, sobre una muestra deljétos.

Cada cuestionario consta de un cuadernillo de &sh@jos paginas A3 dobladas y
grapadas) en las que se incluia la siguiente irdoidn (se adjunta en el Anexo Il el

cuestionario del estudio piloto y en el anexo llide estudio definitivo):

» Datos del grupo de investigaciéon e identificaciénlal institucién que realiza el
estudio, presentacion del objetivo del mismo, galicde ayuda, instrucciones y

agradecimientos al encuestado.
» Datos de identificacion del alumnado: edad, nhomi®etro y curso.

» Cuestiones abiertas consecutivas distribuidas &arigo de 4 hojas en dos

cuestionarios.

Estudio piloto
El procedimiento de aplicacion del cuestionariotpilfue el siguiente:

La implementacion del instrumento se llevo a cdldbde abril de 2013 en el rango
horario de 12:00-13:00 (42 hora), en el I.LE.S. MarPoniente de La Linea de la
Concepcién (Cédiz), en su clase habitual. Los atsmsepararon sus mesas y se
sentaron en formacion de examen. El reparto y ¢agida de los cuestionarios se
realizaron por parte del docente. El motivo fueseguir una estratificacion en funcion
de las calificaciones del alumnado. Asi se estalat tres estratos en funcion de su
rendimiento (10-7, 7-3, 3-0). Los cuestionarios Ayse colocaron en las mesas de
manera alternada, siendo necesario en ocasiondsatdeposicion del algun alumno.
Por otro lado el profesor habia explicado a loadeshtes el dia anterior que se iba a
implementar una prueba. En la sesion de aplicagbinstrumento solo se les informo

de las instrucciones para su cumplimentacion, fmaxaal se leyeron en voz alta las

28



Enriqgue Martin Fernandez MARCO METODOLOGICO

mismas tras la reparticion de los cuestionarios s animoé a que las respondieran lo

mejor y mas claro posible.

El docente asisti6 junto al investigador duranteriplementacion del cuestionario.
No hubo incidencias de relevancia durante la sed#dmabajo y el investigador resolvio
las dudas que surgieron, intentando en todo monredigir la informacion facilitada
al alumnado para, de este modo, controlar el pos#$go que se pudiera producir en el
posterior analisis de los datos. El nimero totadujetos que participaron en el estudio
piloto fueron 27, cumplimentandose catorce cueatios del tipo A y trece del tipo B,
los cuales fueron recogidos por el docente de logitnes de los alumnos. El
investigador mostré su agradecimiento a los alunpuwssu colaboracién y, de modo
especial, al profesor titular, D. Antonio EnriquRadial por su apoyo y colaboracion en

la realizacion de este estudio.

Estudio definitivo
El procedimiento de aplicacion de los cuestiondiesel siguiente:

La implementacion del instrumento se llevo a cabtb9ede abril de 2013 en las
clases By Cy el 23 de abril de 2013 en la clasenfel rango horario de 9:15-10:45 (2°
hora), 10:45-11:45 (3° hora) y de 12:45-13:45 &&ahrespectivamente, en el I.E.S.
Padre Suarez de Granada, en su aula y horariabbgdst En funcion de la clase y segun
la disponibilidad de espacio, los alumnos separamsmmesas, sentandose en formacion
de examen. El reparto de los cuestionarios sezéegor parte del docente y del
investigador por filas de modo que al lado de wmalo con el cuestionario A no
hubiese otro con el mismo tipo de cuestionario. MAd@le se buscaba una cierta
estratificacion, para lo cual el profesor al teranifa sesion indicaba en el examen, en
funcién de la nota media del alumno, la categooizdd se encontraba. Asi se disefiaron
tres estratos en funcion de su rendimiento (103,3-0). Por otro lado, en general, los
docentes habian advertido a su alumnado el dia@ngeie iban a realizar una prueba.
En la sesion de aplicacion del instrumento sélmmEemo de las instrucciones para su
cumplimentacion, para lo cual se leyeron en vaa lals mismas tras el reparto de los

cuestionarios y se les animo a que trabajaran jorrgenas claro posible.
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El docente acompané al investigador durante lae@mphtacion del cuestionario.
No hubo incidencias de relevancia durante la sed#dmabajo y el investigador resolvid
las dudas que surgieron, intentando en todo monredigir la informacion facilitada
al alumnado para, de este modo, controlar el posigggo que se pudiera producir en el
posterior analisis de los datos. Los cuestionas®gecogieron de las mesas de los
alumnos; 37 cuestionarios del tipo A y otros 37 tg® B. El investigador mostré su
agradecimiento a los alumnos por su colaboraci@lgs profesores titulares, y de
modo especial a D2. Belén Espinosa por su apoyaaparacion en la realizacion de

este estudio.

3.5 Tipo de analisis realizado

El analisis que se ha realizado a las producciesede tipo cualitativo. En él se ha
procedido a realizar una codificacion, en la que®gsideran segmentos o unidades
simples de contenido que identifican hechos, cdosep destrezas, a partir de los

cuales se inducen categorias mediante su analisisigaracion.

El analisis cualitativo de los datos que llevamosaho consiste en un proceso
inductivo, en el cual las categorias, relacionesogelos aparecen a partir de los datos.
Este proceso es ciclico en la medida que formae pdet todas las etapas de la

investigaciéon (McMillan y Schumacher, 2005, p. 478)

El método de procesamiento y revisién de la infaidraque se lleva a cabo en
este estudio es un analisis de contenido, el @iataiza mediante la descomposicion
de las respuestas en sus unidades mas simplegjradpalas cuales se sintetizan de
modo sistematico unos temas y se identifican uategorias (Rico, 2013, pp. 16-17).
Como ejemplo de andlisis similar al que voy a eaaldestaco el realizado por Castro-
Rodriguez (2010), relativo a los términos, ideasagenes, hechos y conceptos que
sobre fraccionar y repartir tienen los maestrofoanacion inicial de las especialidades

de Educacion Infantil y de Educacion Primaria.

El andlisis tiene lugar en cuatro etapas: en iamgna, se van a organizar los datos

en temas; en la segunda, los temas se desarrollzategorias; en la tercera, analizamos
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estas categorias: semejanzas, diferencias, vinon&s;...etc; y finalmente en la cuarta,

interpretamos los datos mediante las categoriagsyramos los resultados inferidos.

3.6 Valoracion de la investigacion

Motivado por la preocupacion de realizar una ingasion de calidad, en esta seccion
vamos a considerar la calidad cientifica de estbajo en funcion de una serie de

criterios.

Pertinencia

Vamos a responder principalmente a dos preguntas gBé sirve? ¢ Para quién es util?
Esta investigacion como la mayoria de las invesiigees en didactica de la matematica
trata de mejorar el aprendizaje y la ensefianza aeatematica (Kilpatrick, 1998, pp.

20-22). Asi permitira la adaptacion y el uso deuatis de sus aspectos. Entre ellos
podriamos indicar por ejemplo el incentivar el dsovocabulario mas preciso a la hora
de impartir este topico, el modificar el modo ee gliprofesorado imparte su docencia,

y el servir de base para futuras investigaciones.

Ademas, haciendo mencion a Schoenfeld (1991) “bysntée de la disciplina
aplicada (....) no interesa directamente a los ussiatle dicha disciplina (....) lo
importante es que el trabajo basico realizado cimdamento de aplicacion sea de

maxima calidad” (p.274).

Validez

Distinguimos dos tipos de validez, la interna, geegefiere al grado de seguridad con el
que podemos establecer las interpretaciones quemimagcen la investigacion, y la

externa, que se asocia al poder de generalizagdonsdresultados obtenidos (Ledn y
Montero, 1997, pp. 122-125).

En el caso de la validez interna, ésta se ha coit@tto mediante el dialogo y
reflexion durante el disefio de los items, como t@rdiscusién posterior de los
resultados entre los investigadores que han gaatioi en el estudio.
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Respecto a la validez externa, y dentro de la dicion, al haber escogido una
muestra intencional, ésta queda parcialmente dabpar la revision de los estudios
previos y por el procedimiento de seleccion de towess adecuadas a nuestro estudio.
Ademas, es necesario recordar que con el estudiesega particularizar los resultados

para profundizar sobre ellos en un contexto deteada.

Objetividad y originalidad

Aunque conseguir una objetividad total es imposibleeste trabajo se intenta alcanzar
dicha meta mediante dialogo interno en el gruponsgestigacion. Aunque existe un

margen de subjetividad, se ha intentado que seamin

Respecto a la originalidad, como se ha dicho pneswde, el modo de abordar el
contenido tratado es innovador, al considerar eldes desde el punto de vista del

analisis didactico. Rico (2013) indica que

El analisis didactico es un método de investiga@éopio de la Didactica de
la matematica, que se sustenta en la historia,aeprbpia matematica, en la
filosofia del conocimiento y de la educacién, gtikza técnicas y métodos del
andlisis conceptual y del analisis de conteniddp.
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Figura 3.1
Estructura y ciclo del andlisis didactico
ANALISIS
CONCEPTUAL

Conceptos y
terminos basicos

Sintesis:
Conceptos y red de
significados que

articulan un tema ANALISIS DEL
z z CONTENIDO
Génesis Aproximacion
epistemologica histérico-critica Estru’cll'u'ra y
analisis
formal
Sintesis:
Focos prioritarios
ANALISIS 3
EVALUATIV e .
u 9 o Analisis Sistemas de
Criterios e fenomenolbgico representacion
instrumentos de
evaluacion
Sintesis:
Revision del
proceso ANALISIS
Rendimiento, COGNITIVO
dz%?;;::s -+—— resultados e
interpretacion Expectativas de
aprendizaje
Sintesis:
Organizacién
de los
ANALISIS DE aprendizajes
INSTRUCCION G b
Demandas Limitaciones en
Funciones y cognitivas el aprendizaje

secuencias de las
tareas

Sintesis:
Disefio de la
unidad didactica
Gestion Materiales y
del aula recursos

Este estudio utiliza el método de procesamientvision de la informacion del analisis
de contenido, en el cual se realiza la descompwsiie las respuestas en sus unidades
mas simples, para lo que se utiliza de modo sisiemnia determinacion de temas y la
identificacién de categorias. Durante este anéaisifa prestado mucha atencion a la
polisemia de significados de los términos que se Utdizado en la identificacion de
categorias, subcategorias y criterios. Ademaspraxanacion historica ha sido punto
de apoyo para la interpretaciéon de la informacibteimida de los datos, lo que muestra
una profunda preocupacion por el andlisis concépkinalmente, entre las futuras
lineas de investigacion nos encontraremos la ametion del ciclo del analisis

didactico, utilizando los resultados obtenidos paedizar una practica de ensefianza.
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Rigor y precision

Se considera que esta investigacidn posee estastardsticas porque durante su
realizacion, ademas de seguir un proceso de dig@adlisis previamente establecido,
se han anticipado posibles problemas del estudinitiie® mediante un estudio piloto,

gue ha servido para evitar posibles malentendiddeslalumnos durante la respuesta al
cuestionario. Asi, algunas de las preguntas dehmisieron modificadas, consiguiendo
una mas facil comprensiéon por parte del alumnoodgue se requeria en la pregunta.
Ademas, se ha intentando entender y expresar codama exactitud lo observado y

las conclusiones a las que se han llegado, paradbeste informe ha sido revisado y

sometido a debate entre el equipo de investigacion.

Capacidad para predecir y reproductibilidad

Esta investigacion también se caracteriza porqumifee predecir, dentro de ciertos
limites, las respuestas posibles ante preguntasioebhdas con las nociones de las
razones trigonomeétricas seno y coseno del alumdaddatematicas | del primer curso

de Bachillerato.

Finalmente, en este informe se exponen los progedios implementados para
que otra persona pueda, en su caso, reproduciplicae este estudio. Todos los
cuestionarios con las respuestas de los estudihatesido escaneados y puestos a
disposicion del director de esta investigacion.s@ua destacar que se dara publicidad a
las conclusiones para que puedan ser debatidasogidas por otros investigadores del

campo.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE DATOS

Tras la implementacién del instrumento, y con laday del docente se procedié a
identificar mediante un codigo todos y cada unéodecuestionarios recogidos. Se trata
de un cddigo alfanumérico que consta de 8 caslfladres primeras corresponden a las
iniciales del nombre, primer y segundo apellido alamno; la cuarta casilla se refiere
al nimero de estrato al que pertenece el alumnopogt (7-10), grupo 2 (3-7) y grupo 3
(0-3); la quinta casilla identifica el tipo de ctiesario, A o B, en funcién de que se
trate del cuestionario referido al seno o al cos&spectivamente; la sexta casilla se
asocia a la clase a la que pertenece el alumnB,cAC y finalmente en las dos ultimas

casillas se identifica el orden de cada alumnordetd su grupo, desde 01 hasta 10.

Con el fin de organizar la informacidén recogida lag preguntas de respuesta
abierta del cuestionario para su posterior analkssprocedio al vaciado de todas las
producciones de los estudiantes, trascribiendo @anesndo la respuesta literal
proporcionada en cada caso, como se ejemplified Anexo V.

Se recogieron tanto los registros verbales comodibgjos de los sujetos, no

obstante, tales dibujos no se encuentran recogiaes citado anexo.

Una vez volcados los datos, se procedio a readizamalisis de las cuestiones 1, 2 y

6. El analisis que se ha realizado es de tipotatiab.

4.1 El proceso de analisis

En primer lugar se realizard una primera lecturabgervacion cuidadosa de las
producciones de los alumnos para identificar y gecdodas aquellas expresiones,

representaciones, ideas y conceptos relevantesegpeesentan en las mismas. De este
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modo, surgen de manera natural y sistematica umons temas en las producciones
de los estudiantes, que identifican las unidadesfdamacion, con las que se reducen y
organizan la diversidad de respuestas obtenidasl Easo de las cuestiones 1 y 6,
relativas a la representacion de las razones wigétricas que estudiamos, los temas
observados en las respuestas consisten en losdgpidguras: circunferencia, triangulo,

angulo y funcién trigopnométrica. Respecto a la pneg 2, sobre qué entienden los
alumnos por razén trigonométrica seno 0 coseno,téosas encontrados en las

descripciones verbales son: cociente, valor, segmeredida y herramienta.

El establecimiento de los temas se llevo a cabmalmiente detectando las ideas
centrales que se presentaban las produccionesddsetel estudio definitivo. Una vez
enunciados los temas, las respuestas del estuadio permitieron perfilar y validar por

saturacion la adecuacion del sistema establecido.

Por otro lado, en una segunda fase de analisianimamos los temas en categorias
y subcategorias, las cuales se construyen, obskrvgncomparando las distintas
respuestas en cada uno de los temas y las propgedatevantes que expresaban,
identificando semejanzas y diferencias entre €lademan y Unrau, 2005; Baptista,
Fernandez y Sampieri, 2010, p. 448). Las unidamheglas se analizan en términos de
significado, y los nombres de las categorias yadeclasificaciones deben ser precisos
evitando generar equivocos. En esta fase tambigéacsperaran ejemplos (Coffey y
Atkinson, 1996; Baptista, Fernandez y Sampieri,020Quiero hacer mencién que
Coleman y Unrau (2005) sugieren que el porcentajeespuestas incluidas en la
categoria miscelanea, “otras”, nunca debe supkf% respecto al total de los datos
recabados. En caso contrario, se deberia de redgsauevo la categorizacion y las
producciones de los alumnddna vez establecidas las categorias que organéan |
producciones de los estudiantes del estudio definitambién se aplicaron al estudio

piloto, y se ubicaron sus datos dentro de las oat@gjestablecidas.

En un tercer nivel, pasamos del analisis del datcreto al analisis de la categoria.
Se identifican semejanzas y diferencias entre gllas buscan posibles relaciones de
vinculacion o de subordinacién entre categoriasol#tivo es obtener patrones que

muestren la estructura de las respuestas e intemptes temas y las categorias
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previamente establecidas. Mediante este procesedsee la complejidad de los datos
iniciales al determinar las unidades de andliseanacterizarlas, segun las categorias
inferidas.

Tras este tercer nivel de analisis se lleva a dabimterpretacion de los datos
mediante su descripcion, la presencia de cadaarédeg sus relaciones. Asi, teniendo
en cuenta esos temas, categorias y relacionestralesaos interpretaciones que
muestran los resultados, para lo cual nos podempidiaa de mapas conceptuales,
matrices, y otros medios. (Baptista, Fernandeznypsaxi, 2010, pp. 464- 470).

4.2 Enunciados de las tareas que se analizan

Los enunciados de las tareas que se analizan souéosiguen.
En relacion al cuestionario A, las preguntas aadhs son las siguientes:
« tem 1. “Haz un dibujo en que se muestre sen(30°)”".
« [tem 2. “Explica verbalmente qué entiendes por4sh{.

« tem 6. “Haz un dibujo en que se muestre algunerelifcia entre el seno y el

coseno de un mismo angulo”.
Respecto al cuestionario B, las preguntas a analwalas siguientes:
 jtem 1. “Haz un dibujo en que se muestre cos(30°)".
« [tem 2. “Explica verbalmente qué entiendes por4s(.

« [tem 6. “Haz un dibujo en que se muestre algunereiiicia entre el seno y el

coseno de un mismo angulo”.

4.3 Comparacion de los resultados de los dos cuestarios

Consideramos los resultados finales para la t@tdlide las preguntas en los dos
cuestionarios del estudio definitivo. La evaluacéfinlas respuestas correctas en cada
uno de los cuestionarios esta motivada por la piosid de que una de las dos razones

trigonométricas estudiadas tuviese mayor dificultpek la otra, por motivo de su
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rendimiento. Asi, en general, aunque los rendirgsbn algo inferiores en el coseno
gue en el seno, tras un analisis de varianza (avigx@e observan que estas diferencias
no son significativas entre pares de preguntagp sai el caso de las preguntas n°2 y
n°8. En términos generales podemos asumir quezian ririgonométrica seno, que
estudia el cuestionario A, no tiene una mayor difex que la razén trigopnométrica

coseno, que estudia el cuestionario B.

Tabla 4.1

Analisis cuantitativo estudio definitivo

Andlisis cuantitativo estudio definitivo

item Cuestionario A Cuestionario B
Fr % Fr %
1 19 51,35 14 37,84
2 22 59,46 14 37,84
3 19 51,35 18 48,65
4 9 24,32 8 21,62
5 29 78,38 28 75,68
6 23 62,16 19 51,35
7 17 45,95 16 43,24
8 29 78,38 24 64,86

4.4 Andlisis de las respuestas a la pregunta 1 delestionario A

En este caso, los temas principales que se enauneatr las respuestas lo forman la
circunferencia y el triangulo, como puede obsee/as la tabla que se presenta a

continuacion.

Tabla 4.2

Frecuencia del tipo de representaciones en el cugstio A

ftem Circunferencia Triangulo Blanco
Fr % Fr % Fr %
1 23 56,10 15 36,59 3 7,31
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Partiendo de estos temas establecemos una seraeg@rias y subcategorias. Para ello
comparamos las producciones, examinando sus pemfgedsemejanzas y diferencias,

obteniendo unidades de analisis con significado.

Producciones y categorias del tema “circunferencia”

Al organizar los datos relativos al tema “circuefeia” se encontraron tres
unidades de andlisis: los ejes, el radio y el ditané partir de ellas se identificaron las
subcategorias: “ejes” y “segmentos”, para despeésrminar la categoria “elementos

de division de la circunferencia”.

Posteriormente, se determiné otra unidad de asélediangulo”, a partir de la cual
se reconocieron tres subcategorias: “angulo céntémlgulo interior de un triangulo” y
“punto en una circunferencia y un segmento”, que permitieron identificar una

segunda categoria para la circunferencia: “modadiear el angulo”.

A continuacion, se analizaron las distintas inttgiones que el alumnado daba a
las razones trigonométricas. Los subcategoriasniolate son: “cociente”, -siempre
mediante cociente de cateto partido hipotenusangftud” y “coordenada cartesiana”.
A partir de dichas interpretaciones, se obtuvoalagoria “modo de indicar el valor de
la razon trigonométrica”. Por ultimo, distinguimaspectos sintacticos referidos a las

unidades de analisis como son la forma en quesei@lizados cada uno de ellos.

Finalmente, los criterios utilizados para establedderentes categorias y
subcategorias en el tema “circunferencia” son éatificacion y la sefalizacion de los
elementos presentes para la division de la circanééa, el modo de indicar el &ngulo y
el modo de indicar el valor de la razdn trigonoméirtal y como queda sintetizado en
la tabla 4.3.
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Tabla 4.3
Categorizacién de las producciones a la cuesti@ellcuestionario A para el tema

circunferencia

Circunferencia

Categorias Identificacion Sefalizacion

Con sefalizacion X-Y

Ejes
Elementos de Sin sefalizacion
division de la Diametros
circunferencia Radios
Segmentos :
Radios y
diametros
Angulo central Se indica amplitud
Modo de indicar el Angulo interior de Seindica o no la
angulo un triangulo amplitud
Un punto en una
circunferencia y un
segmento
Cociente Cateto/ Indicacion interna:
hipotenusa Color, subrayado y
Coordenada segmento
Modo de indicar el cartesiana Indicacion externa:
valor de la razon Flecha, corchete,
trigonométrica . segmento auxiliar y
Longitud cota

Producciones y categorias del tema “triangulo”

En relacion al tema “triangulo”, se identificaronnto subcategorias: “triangulo
rectangulo” y “triangulo no rectangulo”. A partie ellas, se obtuvo como categoria el

“tipo de tridngulo utilizado”.

Analogamente se analizaron las interpretaciones lgsiealumnos daban a las
razones trigonométricas. Las subcategorias quecsmacieron fueron: “cociente”, -
siempre mediante cateto opuesto partido hipoteousgzon de lados-, “longitud” y
“angulo interior”. Finalmente se identifico la cgteia “modo de indicar el valor de la
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razon trigonométrica”. También, se distinguieropeasos sintacticos referidos a las

unidades de analisis como son la forma en quesei@lizados cada uno de ellos.

Finalmente, los criterios utilizados para establ@ikerentes categorias en el tema
del triangulo son la identificacion o la sefalifecdel tipo de triangulo y el modo de

indicar el valor de la razon trigonométrica, talomo queda sintetizado en la tabla 4.4.

Tabla 4.4

Categorizacion de las producciones a la cuestiocugstionario A, para el tema

triangulo
Triangulo
Categorias Identificacion Sefalizacion
. Con o sin el simbolo del
Rectangulo .
_ - angulo recto
Tipo de triangulo
No
rectangulo
Cociente Cateto opuesto Mediante vértices
/hipotenusa
Lados Mediante lados
Modo de indicar el | ongitud Cateto Indicacién interna: Color,
valor de la razon subrayado y segmento
trigonométrica )
Angulo o
interior Indicacion externa: Flech_a,
corchete, segmento auxiliar
y cota

Definiciones empleadas para temas, categoriastgraos

Para establecer los diferentes temas, categoriasibgategorias, se consideraron
definiciones provenientes del diccionario de Vodabo Cientifico y Técnico de la
Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Natusadel diccionario de la Real
Academia Espafola, con el objetivo de precisarftadre las definiciones que se

utilizaron se incluyen:

1. Seiialar. Poner o estampar sefial en una cosa panmdada conocer o

distinguirla de otra, o para acordarse después lipa

2. Indicar. Mostrar o significar algo con indicios g8ales.
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3.

Eje. Recta del plano o del espacio que, por sucdié® 0 por su posicion
central, sirve de referencia a los puntos de esa@lo espacio, o bien a una

figura o a una transformacion.

Segmento o intervalo. Conjunto de todos los pudéoana recta comprendidos
entre dos de ellos, llamados extremos del segm&uele decirse segmento
cerrado o abierto, segun que se incluyan o no kisemos. RAE. Segmento.

Parte de una recta comprendida entre dos puntos.

Diametro. Segmento rectilineo que une dos puntosinde circunferencia o

esfera y que pasa por el centro de la misma. Ladgie dicho segmento.

Radio (RAE). Segmento lineal que une el centro detulo con la

circunferencia. Buscar en el de ciencias exactas
Angulo. Figura constituida por dos semirrectas tjgae comun el origen.
Angulo central. Angulo que tiene su vértice eregltio de una circunferencia.

Angulo interior (RAE). El formado por los lados tignos de un poligono,
hacia el interior de este. Angulo interior del tngulo. El formado por los lados
contiguos del triangulo, hacia el interior de éste.

10.Ordenada. Coordenada cartesiana de un punto det@lanedida sobre el eje

de ordenadas o sobre la paralela a él trazada desddeunto. Si no tenemos

ejes, no podriamos considerarla como ordenada.

11.Vértice. Punto donde concurren varias rectas, ladageneratrices, de algunas

figuras geométricas, como haces, poligonos, pai&dronos, etc.

12.Vértice (RAE). Punto en que concurren los dos latkoan angulo

13. Distancia (RAE). Longitud del segmento de rectapremdido entre dos puntos

del espacio. Longitud del segmento de recta conaliderentre un punto y el pie
de la perpendicular trazada desde él a una recéaum plano
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14.Cociente. Resultado que se obtiene al dividir uaatidad por otra, y que

expresa cuantas veces esta contenido el diviset dividendo.

15.Razdn. Cociente de dos nameros o, en general, sleatdidades comparables

entre si.
16.Proporcion. Igualdad de dos razones.

17.Lado. Cada una de las dos lineas que forman unlan@Qada una de las lineas

que forman o limitan un poligono.

18.Cateto. Cada uno de los dos lados que forman ell@ngcto en un triangulo

rectangulo.

19. Altura (RAE). En una figura plana o en un sélidstancia entre un lado o cara
y el vértice o el punto mas alejado en la direccgerpendicular. Recta o

segmento sobre el cual se mide esa distancia.

4.5 Andlisis de las respuestas a la pregunta 1 delestionario B
Analogamente al apartado anterior, los temas gahes lo forman la circunferencia y
el triangulo, cuyos datos globales se resumen &bla que se presenta a continuacion.

Tabla 4.5

Frecuencia del tipo de representaciones en el cuestio B

ftem Circunferencia Triangulo Blanco
Fr % Fr % Fr %
1 27 65,85 12 29,27 2 4,88

De igual modo que en el apartado 4.4, partiendesties temas se desarrollan una serie

de categorias y subcategorias.

Producciones y categorias del tema “circunferencia”

Las categorias obtenidas para el tema “circunfea&rooinciden con las de la

pregunta 1 del cuestionario A para dicho tema.
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Desde un punto de vista semantico las categoriasubcategorias que se

identificaron fueron:

1. “Elementos para la division de la circunferenci&jes” y “segmentos”.

2. “Modo de indicar el angulo”: “angulo central”, “amg interior de un triangulo”.

3. “Modo de indicar el valor de la razén trigonoméfic“cociente”, “longitud”,

“coordenada cartesiana”

Se observa que no aparece la subcategoria “puntan@ncircunferencia y un

segmento” en “modo de indicar el angulo”.

Desde un punto de vista sintactico, en estas poomh&s no se encuentra ninguna
respuesta en la que se sefialicen los ejes, algsicquaurre en las producciones del

cuestionario A.
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Tabla 4.6

Categorizacién de las producciones a la cuestiécugstionario B, tema circunferencia

Circunferencia

Categorias Identificacion Sefalizaciéon
Ejes Sin sefalizaciéon
Elementos de division Diamet
de la circunferencia lametros
Radios
Segmentos :
Radios y
diametros

Modo de indicar el “\"ulo central

Se indica la amplitud

angulo - —
g Angulo interior

de un triAngulo

Se indicao no la
amplitud

Cociente
Modo de indicar el Coordenada
valor de la razon cartesiana
trigonométrica

Longitud

Indicacion interna:
Color, subrayado.

Indicacion externa:
Flecha, corchete,
segmento auxiliar y
cota

Producciones y categorias del tema “triangulo”

Analogamente, las categorias y subcategorias déadas para el tema “triangulo”

desde un punto de vista semantico son las sigsiente

1. “Tipo de triangulo”: “triangulo rectangulo” y “triggulo no rectangulo”.

2. “Modo de indicar el valor de la razén trigonomédit “cociente”, “longitud”,

“angulo interior”.

Se observa una total similitud con las ya obtenigasa el seno, excepto que

encontramos la opcién de que la razon trigonongépicede venir dada por el lado de

un triangulo no rectangulo.
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Desde un punto de vista sintactico, la Unica difeiee que aparece es que el

cociente solo se expresa mediante lados (a, Imiehtras que en el cuestionario A se

utilizan lados y vértices.

Tabla 4.7

Categorizacion de las producciones a la cuestiécugstionario B, del tema triangulo

Triangulo

Categorias Identificacion

Sefalizacion

Con o sin el simbolo del

Rectangulo .
) y angulo recto
Tipo de triangulo
No
rectangulo
Cateto contiguo
Cociente /hipotenusa Mediante lados
Lados
Indicacion interna: Color,
Modo de indicar el | gngitud Cateto subrayado y segmento
valor de la razén
trigonométrica Lado
9 Indicacién externa: Flecha,
corchete, segmento auxiliar
y cota
Angulo
interior

4.6 Analisis conjunto de las respuestas a las preg@as n°l y n°6

Las frecuencias del tipo de representaciones pesticunario e item fueron las

siguientes:

Tabla 4.8

Frecuencia de temas para las representaciones €relspuestas

ftem Triangulo Circunferencia Blanco _ Funcion
trigonométrica
Fr % Fr % Fr % Fr %
27 32,93 50 60,98 5 6,10 0 0
34 41,46 42 51,22 6 6,09 1 1,22
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Partiendo de los andlisis anteriores, y consideraledmanera conjunta las respuestas a
las preguntas 1 y 6 de ambos cuestionarios se htemido una serie de temas,
categorias y subcategorias. Los temas considerpdos representar “la razon
trigonométrica seno de un angulo” y “la razén tngmétrica coseno de un angulo” son
“la circunferencia” y “el triangulo”; incidental gingularmente surgen otros dos temas
distintos, de cuya presencia dejamos constancid: afegulo” y “la funcion

trigonométrica”.

En resumen, las categorias y subcategorias desqminto de vista semantico
resultantes al unificar las obtenidas para el tasmeunferencia” en los cuestionarios A

y B son las siguientes (anexo VII, tabla A.1):
* “Elementos para la division de la circunferenci&jes” y “segmentos”.

e “Modo de indicar el angulo”: “angulo central”, “amg interior de un triangulo”

y “punto en una circunferencia y un segmento”.

e “Modo de indicar el valor de la razén trigonomédtic“cociente”, “longitud”,

“coordenada cartesiana”.

Andlogamente, desde un punto de vista sintacticalisenguieron las siguientes

categorias y subcategorias:

* “Elementos de division de la circunferencia”: “éjeson o sin sefalizacion-.

e “Modo de indicar el valor del angulo”: “angulo ceait, -se indica amplitud-,

“angulo interior de un triangulo”, -se indica o lacamplitud-.

* “Modo de indicar el valor de la razon trigopnomeédficmediante indicaciones

externas e internas

Para el tema “triangulo”, las categorias y subaaiaeg identificadas desde un

punto de vista semantico fueron las siguientesx@hd, tabla A.2):
e “Tipo de triangulo”: “Triangulo rectangulo” y “tridgulo no rectangulo”.

* “Modo de indicar el valor de la razén trigonomeédit “cociente”, “longitud”,

“angulo interior”.
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Desde un punto de vista sintactico, se obtuvieras s$iguientes categorias y

subcategorias:

* “Tipo de triangulo”: Con o sin sefalizacion del alggrecto.

* “Modo de indicar el valor de la razon trigonomeédii “Mediante veértices”,

“Mediante lados” y mediante indicaciones externagernas.

1A

De los dos ultimos temas, “funcion trigonométrica™angulo”, no se obtuvieron
categorias ni subcategorias porque las producci®éss mismos se limitaron a una

produccion en cada caso.

La totalidad de repuestas proporcionadas por losrabs a las preguntas 1y 6 de
los cuestionarios quedan caracterizadas por losetioas sefialados y por el sistema de

categorias y subcategorias que hemos descrito.

4.7 Andlisis de las respuestas a la pregunta 2 delestionario A

La primera aproximacion a las producciones de ést®, fue la localizacién de
términos clave, que se realiz6 en base a las [opspuestas de los alumnos, las cuales
proporcionaron varios temas principales. El proadsdocalizacion de términos clave
se realiz0 de manera exhaustiva. Los temas priesigaeron: “cociente”, “valor”,
“segmento” y “herramienta”, cada uno de los cualeduye un sentido distinto para
sen(45°). Es necesario mencionar que la producdé&run mismo alumno puede
presentar varios temas, debido a que en algunass casta formada por varias

respuestas.

La frecuencia de cada uno de los temas se mueskaas@uiente tabla.

Tabla 4.9

Frecuencia de temas entre las producciones enedtmnario A

Temas Frecuencia y porcentajes
Fr %
Razdn 25 52,08
Valor 10 20,83
Segmento 9 18,75
Herramienta 2 4,17
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Segun los datos obtenidos la nocion de seno daguicdse entiende como cociente o
razon, fundamentalmente. Se han observado diferembelos de expresar el cociente:
mediante una formula, mediante formas del verbaddiv “divide”, “division”,
“dividido”-, mediante formas del verbo partir, “piaio”, y mediante “entre”. El tema de

valor se ha considerado cuando se incluye: el yaigpiamente dicho, por ejemplo: “
0,7"” 1/%" y cuando se indica que el valor es un nimercuando se indica que es

un “valor”. En relacién a “segmento”, éste se cdesa cuando se habla de lados,
catetos, “altura” y “base”. Finalmente existen despuestas que muestran la utilidad de

la razon trigopnométrica, por lo que se ha consateran Ultimo tema, “herramienta”.

4.8 Andlisis de las respuestas a la pregunta 2 delestionario B
Con los mismos criterios anteriores, incluimosrécfiencia de los temas relacionados
con la pregunta n° 2 del cuestionario B. En ellEege un nuevo tema, la medida.

Tabla 4.10

Frecuencia de temas entre las producciones enesdtmnario B

Temas Frecuencia y porcentajes
Fr %
Razdn 19 40,43
Valor 6 12,77
Segmento 12 25,53
Medida 6 12,77

También en este caso los datos muestran que lan faigdnomeétrica coseno se
interpreta, principalmente, como un cociente deldiogitudes. Respecto al nuevo tema,
medida, éste surge en expresiones como “la mitakhd®”, en las cuales se indican la

unidad (radio) y la medida (mitad).
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4.9 Analisis conjunto de las producciones a la pregta n°2

Considerando conjuntamente las producciones rakativla explicacion verbal de qué
se entiende por sen(45%) y por cos(45°), se pasemttemas donde se ubican la

totalidad de las respuestas: razén, valor, segmergdida y herramienta.

Tabla 4.11

Frecuencia de temas entre las producciones al zem

Temas Frecuencia y porcentajes
Fr %
Razén 44 46,32
Valor 16 16,84
Segmento 21 22,11
Medida 6 6,32
Herramienta 2 2,11

La totalidad de repuestas proporcionadas por logmrabs a la pregunta 2 de los

cuestionarios quedan caracterizadas por los teesasitbs.

De los datos se infiere que los conceptos de sermsgno se interpretan

principalmente como una razén.
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CAPITULO 5

RESULTADOS

En este capitulo se muestran resultados alcanzatidwos a los significados puestos
de manifiesto por un grupo de estudiantes de baddtd sobre los conceptos de seno y
coseno de un angulo. Estos significados muestransistemas de representacion
utilizados para ambas nociones, describen las caqoines verbales aportadas y los
sentidos establecidos. Proceden del analisis ptunedey de contenido, efectuado sobre
el total de las respuestas obtenidas de las prgustativas a las representaciones
gréficas y verbales de las razones trigopnométseas y coseno de un angulo, llevadas

a cabo en este estudio, correspondientes a los,iferd y 6 de los cuestionarios A y B.
5.1 Andlisis de contenido de las respuestas a laggunta n°1, cuestionario A

Mapa conceptual

Establecidas las categorias y subcategorias quenipag las representaciones
proporcionadas a la pregunta “Haz un dibujo ensgusuestre sen(30°)”, se observaron
sus relaciones y vinculaciones, obteniéndose urarmapceptual que se muestra en la

figura 5.1.

Como ya constatamos, predominan aquellas represamta que se basan en el
tema “circunferencia’Sin embargo, igual que ocurrié histéricamente jdeuaferencia
en muchas producciones tiene un mero caracterianet decir, el triangulo rectangulo
acapara todo el protagonismo puesto que centegptagentacion solicitada. El triangulo
rectangulo, aungue no sea necesario para identdlceeno del angulo, aparece en la
mayoria de representaciones, y el alumno se centrsus elementos para definir la
razon trigonométricés por ello que, como indicamos, el triangulo negtdo acapara

el 78,05% de las producciones. No obstante, auelqugngulo rectangulo aparezca en
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la mayoria de las representaciones, eh 20 de tagggoducciones el alumnado
interpreta el seno de un angulo como longitud ycomo cociente, asociandola por

tanto al “line system”.

Figura 5.1

Relacion entre las categorias establecidas panaréggunta 1 del cuestionario A

36,59% 56,10
Tridngulo Circunferencia
19,51% / \ 36,59%
Ejes Segmentos

2,44% 78,05%

2,44%

No rectangulo

Angulo central Punto-segmentg

Angulo interior Razon Longitud
4,88% 24,39% 51,22%

Para la realizacion de este mapa conceptual sedmsiderado una serie de niveles,
qgue incluyen las categorias y subcategorias gue$ebtenido de las respuestas a esta
pregunta. Los niveles expresan nuestra interpf@tade la secuencia de contenidos
utilizados para obtener la representacion soliait@th orden creciente de complejidad.
En un primer nivel, se indican los temas geneldiestificados al comienzo del analisis
de contenido, que eran la circunferencia y el ¢uém, y que proporcionan una primera
vision de conjunto de toda la informacion recogitlm segundo nivel surge de
comparar las distintas representaciones, observandodiferencias y semejanzas,

incluyendo en el caso de la circunferencia los eldns geométricos que se utilizan
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para dividirla, ejes y segmentos. Cabe destacataglas las producciones relacionadas
con el tema “circunferencia” quedan incluidas @a®slos subcategorias. En un tercer
nivel se recoge un nuevo paso en la secuenciamesentacion que, para el tema
“circunferencia”, es el modo de indicar el angulo la circunferencia inicialmente
dibujada. Nos estamos refiriendo al angulo intesdi®un triangulo rectangulo, al angulo
central y al punto-segmento. En este nivel, sieridarosos, han aparecido otras
opciones para representarlo, como son el sectoulairy el sector circular de lado
indefinido, que hemos considerado incluidas dedé&loangulo central. Si examinamos
el tema “triangulo”, situamos en este nivel laid@dn entre triangulo rectangulo y no

rectangulo.

Finalmente, identificamos un cuarto nivel, el cuatluye los sentidos o
interpretaciones que los alumnos hacen del senm @ngulo: angulo interior, razén y
longitud. Resaltar que Unicamente se puede llegategoretar el seno de un angulo
como angulo interior si se parte del tridngulo, ifpor el cual dicha conexidén se

muestra discontinua.

Este mapa ubica todas las representaciones remdizaa los alumnos, segun las
principales secuencias de contenidos con las queseconstruido. Se muestran asi
distintos sentidos del seno de un angulo considsradr el alumnado, en funcion de
los contenidos en que sustentan su represent&aioel. Anexo VI hay una seleccion de
ejemplos que ejemplifican los distintos temas, gat@s, subcategorias y sentidos
enumerados en la descripcion de las figuras 5.2.y 5

Conceptualizacion historica

Finalmente, como contribucion del analisis concalpali analisis de contenido, se optd
por trabajar con el organizador Historia de la métiica para interpretar la informacion
recogida en un nuevo mapa conceptual (figura @B)esel uso del seno en la medida
de angulos. Reconocemos que el desarrollo histédadil para determinar el origen de
algunas nociones, comparar diferentes sistemasptesentacion, localizar problemas
basicos, (Furingueti, 2007) y establecer mapaseginales que permitan alcanzar una

mayor comprension de las nociones involucradas.
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Para ello consideramos el problema original pasuall surge la trigopnometria: “Dado
un arco de angulo encuentra la longitud de la @uqtek conecta los puntos finales del
arco” (Van Brummelen, 2009, p. 41). Histoéricamedéela busqueda de la cuerda se
paso a hallar la semicuerda (India) aunque todas@éeiada al arco para, mas tarde,
relacionarla con la mitad del arco (Aryabhatd). Almagesto de Abu’l Wafa es el
primer texto donde estan juntas las seis modeammes trigonométricas definidas en
un diagrama con R=1 (Van Brummelen, 2009, pp. 1&»:-1Mas tarde, Rhethicus
relaciona las razones trigonométricas directamemrnidos angulos en el triangulo como
lo hacemos hoy, mas que con arcos de circulo,aetise directamente en los lados
del triangulo y dando a la circunferencia un camastibordinado. Francois Viete da a la
trigonometria una perspectiva analitica y es cemadb por ello el padre de la
goniometria. Finalmente, Simon Klugel es consideradmo el primer autor que

contempla como cociente cada una de las razogesdrinétricas.

Estas dos vias, utilizadas histéricamente en laigided de angulos, la
circunferencia y el triangulo, las ponen de masifidos alumnos en los modos de tratar
la trigonometria, y que estan relacionadas, corfdemas de ensefar y entender la

misma, el “ratio system” y el “line system”, comaestra la figura 5.2.

En un segundo nivel aparece la subdivision derlasagulos en rectangulos y no
rectangulos y la subdivision de la circunfereneracircunferencia goniométrica (Abu’l
Wafa fue el primero en utilizarla) y en la circumfiecia de radio R. Es necesario
recordar que Hiparco y Ptolomeo empezaron utiliradgcunferencias de radio 60
unidades, el cual se fue aumentando para obtengrmpaecision en los calculos. A
partir de aqui y considerando solo la circunfergneincontramos los dos tipos de
medidas del angulo, mediante la longitud del segméda la semicuerda, para el caso
del seno, y mediante la consideracion de sus coadds en una circunferencia

goniomeétrica.

En relacion al triangulo, éste puede ser rectanguio rectangulo. En el caso de
triangulo no rectangulo se convertiria en triangelctangulo. Entre las interpretaciones
validas para el seno aparece la de razon, daddipmn Klugel. Otras interpretaciones

con origen en el triangulo y consideradas erroeesainprension son, la identificacion
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de la razon seno con el angulo interior y con ustadcia en un triangulo rectangulo de

hipotenusa diferente de uno.

Figura 5.2

Estructura conceptual de la medida del angulo met#igu seno

Angulo-medida de angulog

Angulo-medida de angulos con circunferen

a

O

Circunferencia
R=1

Circunferencia

R£1

Medida de anaulos con trianau

~

Triangulos no

rectanaulo

Tridngulos

rectanaulo

A
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5.2 Andlisis de contenido de las respuestas a laegunta n°1, cuestionario B

Mapa conceptual

Una vez establecidas las categorias que orgarasaes$puestas a la pregunta: “Haz un
dibujo en que se muestre cos(30°)”, se observa®melaciones y vinculaciones entre

las mismas, obteniéndose el mapa conceptual repaeiseen la figura 5.3

De modo analogo al seno, se observa un predoménlasdrepresentaciones en las
cuales aparece el tema “circunferencia’, siendpoetentaje ligeramente superior en
este caso (65,85%-51,22%). Ademas, para el cosericclinferencia sigue teniendo un
caracter subordinado en muchos casos, motivo pouadl el triangulo rectangulo se
presenta en el 63,41% de las respuestas. Ademéasbssgva que no aparece la
interpretacion del angulo interior ni la opcion puwle la circunferencia-segmento en

ninguna de las producciones de los alumnos.
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Figura 5.3

Relacion entre las categorias establecidas panaréggunta 1 del cuestionario B

29,27% 65,85%

4,88%

Triangulo Circunferencia

14,63% / \ 51,22%

Segmentos

63,41%

____________ 26,83%

No rectangulo

Angulo central

Razo6n Longitud

24,39% 65,85%

Nuevamente, este mapa ubica todas las represargagiealizadas por los alumnos para
el coseno de un angulo, en funcién de las prinegpakcuencias de contenidos con las
que se han construido. Se muestran asi los distiseatidos considerados por el

alumnado en funcion de los contenidos que sustentagpresentacion.
Conceptualizacion historica

Finalmente, se sintetiza toda la informacién relaada con la medida del angulo y con
la representacion del coseno en un mapa conceptasl amplio (figura 5.4), que
incluye el organizador Historia de la matematica. dste caso no hemos encontrado
alumnos que interpreten el coseno como un angulareke otra opcion al interpretar
los alumnos el coseno en una circunferenci&eel como coordenadas de puntos de la
misma. Se muestran de nuevo por parte de los alkilosados modos de aproximar la
trigonometria, razon (“ratio system”) y longitudife system”).
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Figura 5.4

Estructura conceptual de la medida del &ngulo met@iau coseno

Angulo-medida de angulog

Medida de angulos con circunferencila

AN

Circunferencia Circunferencia
R=1 Rz#1

Medida de anaulos con trianau

Tridngulos no

rectanaulo

Tridngulos

rectanaulo

Segmentos Coordenadas Razo6n

Longitud Adimensional

Distancia

Longitud

5.3 Anadlisis conjunto de las preguntas n°1 y n°6 des cuestionarios Ay B

Mapa conceptual

Una vez consideradas conjuntamente las categoda®bservaron relaciones y

vinculaciones entre ellas, que recogemos en ladi§lb. Se observa un predominio de

las representaciones en las cuales aparece |laferencia. Asi, el 56,10% de todas las

producciones tienen como tema “la circunferendidds concretamente, en el 43,90%

de todas las producciones, la interpretacién dehahdo esta relacionada con el “line

system”, es decir es una longitud que provienectlirente del tema circunferencia.
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Sin embargo, igual que ocurrid historicamente, lacuaferencia en muchas
producciones tiene un mero caracter auxiliar. Erasb de estudio, del 25,61% total de
los alumnos que entienden que es una razon trigétniam, el 21,96% de ellos proviene

de la circunferencia goniométrica.

Figura 5.5

Relacion entre las categorias utilizadas para septar seno y coseno

37,20% 56,10%

3,66%

Triangulo Circunferencia

15,24%

Ejes Segmentos

/ \ 40,85%

28,66%

____________ 16,47%

0,61%

No rectangulo

Angulo central Punto-segmenta

Angulo interior Razodn Longitud
0 0, 0,
2,44% 25,61% 56.10% 12,20%

43,90%

El primer nivel esta caracterizado por los temassicerados en la primera vision de
conjunto, eliminadas como ya se ha dicho, las mgsia@e funcién trigonométrica y del

angulo porque su presencia ha sido incidental.

El segundo nivel viene representado por los elemseqie se utilizan para dividir
la circunferencia, ejes y segmentos. Cabe destgoar todas las producciones

relacionadas con la circunferencia quedan inclugglasstas dos subcategorias.

En el tercer nivel se recogen las formas de indéta@ngulo en la circunferencia

goniométrica y/o tipo de triangulo: triangulo naténgulo, triAngulo rectangulo —en el
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caso de la circunferencia nos referimos a angukrior de un triangulo rectangulo-,

angulo central y punto de una circunferencia-segmen

Finalmente, encontramos un cuarto nivel en el seahcluyen las interpretaciones
de los alumnos a las razones trigonométricas secmsgno: angulo interior, razén y
longitud. Es necesario mencionar que Unicamenfrusde llegar a interpretar la razon
trigonométrica como angulo interior si se parte tdéhgulo, motivo por el cual se ha

representado discontinua dicha conexion.

Conceptualizacion historica

En este nievo mapa contemplamos el organizadorofitistde la matematica
conjuntamente para la medida de un angulo meds&angeno o coseno. Esta figura es

sintesis de las figuras 5.2 y 5.4.

Este mapa permite ubicar todas las representacelabsradas por los alumnos, en
funcidén de las principales secuencias de elemestaoslos que se han construido y

teniendo en cuenta las interpretaciones del alumnad
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Figura 5.6

Estructura conceptual de la medida de un anguloiamée su seno y su coseno

Angulo-medida de angulog

Anaulc-medida de anauls

AN

Circunferencia
R=1

Circunferencia
Rz#1

Tridngulos

rectangulos

Medida de anaulos con trianau

~,

Tridngulos no

rectangulos

Segmentos Coordenadas Razodn Angulo interior Distancia
Longitud Adimensional Grados, Longitud
radianes

5.4 Andlisis de contenido de la pregunta n°2 de lasiestionarios Ay B

A continuacién elaboramos un mapa conceptual @db7) que relaciona los

temas localizados en las respuestas a estas dpstae con los contenidos escogidos

para explicar la razén trigopnométrica, segun lososa Estas relaciones permiten

identificar diferentes sentidos utilizados por lestudiantes. Establecemos asi una

semantica a partir de las respuestas a la seguadanpa de los cuestionarios A y B,

con indicacion de las particularidades de cadadenellos.
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Cuando hemos analizado las producciones de lodiastes en los apartados 4.7,
4.8 y 4.9 resultantes de las preguntas 2.A y Z2Btivas a la descripcion verbal del
seno y coseno de un angulo, hemos identificadosigsientes temas: “medida”,

“razon”, “valor”, “segmento”,
4.11.

herramienta”, cuydsecuencias se recogen en la tabla

Para cada uno de estos temas los alumnos han dsadifgrentes contenidos,
conceptuales, -hechos y conceptos-, de los yalesidds en las preguntas 1y 6. Asi, la
observacion muestra que en el tema “razon” se raanggs contenidos para explicarla:
mediante la circunferencia, por medio del triang@ctangulo y mediante el tridngulo
no rectangulo. Semanticamente distinguimos tresdeendiferentes del tema “razén”,
un sentido de cociente, propiamente dicho, y alassque afiaden una mayor precision
a la produccion que son el de razon trigonométriebde proporcion. Estos dos ultimos

se presentan minoritariamente y siempre relacioado el triangulo rectangulo.

En relacion al tema “valor” identificamos dos fosnde expresarlo: mediante el
valor numérico y mediante el vocablo “valor” o ‘wéado”. Ademas, se manifiestan
dos sentidos relacionados con este tema, los caajfescifican, o no, si el valor “es
siempre el mismo”. La doble flecha entre invariapt@roporcién es debida a que
cuando se indica que el valor es invariante sdfifagstcon la proporcionalidad o

viceversa.

Respecto al tema “segmento”, se indican los difeszshechos que se utilizan para
expresarlo: el angulo, la circunferencia y el tgidlo rectangulo. En todas las ocasiones
que se refieren a la circunferencia la asocianganaklemento del triangulo: lado,

cateto, altura, base, etc.

Finalmente, el tema “herramienta” se incluye porhjag alumnos que consideran
las razones trigonométricas como una técnica pgoa gesaltando que también tienen

caracter procedimental, lo cual aporta nuevos desitque se resumen en la figura 5.7.
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Figura 5.

7

Sentidos localizados a partir de los temas verbples el item 2

Medida 4 i
Razon Valor Segmento Herramient
Triangulo Circunferencia | | Triangulo no / \ Circunferencia Angulo
. “Valor, Valor
rectangulo rectangulo
resultado” numeérico
Triangulo
v
} , - Invariante No indican
Cociente Razon Proporcion ¢ > o Resolucion Hallazgo de
trigonométrica invariante de incognitas
trianaulos

trigonométricas, seno y coseno, son las siguientes.

1. En el coseno aparece el tema medida, que no sérenaasl seno.

Algunas diferencias encontradas entre los temasntid®s de las dos razones

2. La interpretacion del coseno como razon tambiérd emtociada a la

circunferencia. En el seno no se presenta dichaiosi.

3. La flecha entre proporcion e invariante, para eeoo, indica que cuando se

expresa que es una proporcion, inmediatamenteaske afue es invariante. Para

el caso del seno ocurre al contrario.

4. Para el coseno no se relaciona el sentido de antaricon la indicaciéon de

“valor, resultado”, algo que si ocurre en el sdmcategoria “valor, resultado”

en el seno es considerado siempre un valor invarian
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES

En este capitulo se incluyen las conclusiones steld®, alcanzadas tras el analisis de
las respuestas del alumnado a las cuestiones &,d2yos cuestionarios Ay B.

El objetivo que nos propusimos era:

“Explorar y describir las nociones, representaconeonceptos que los estudiantes
de primer curso de Bachillerato ponen de manifiesendo expresan el significado de
las razones trigonométricas mediante descripcioggbales, notaciones graficas y

simbdlicas y sus relaciones.”

En general, como vamos a resumir, se han cubist&s expectativas. La informacion
recogida se muestra mas que suficiente para realizaamplio analisis sobre los
significados basicos de los topicos que se trdemrazones trigonométricas seno y

coseno de un angulo, que tienen los estudiantestds niveles educativos.

El objetivo general del estudio lo desglosamos selgés objetivos especificos,

cuyos logros pasamos a comentar.

6.1 Logro del primer objetivo especifico

El primer objetivo especifico consistio en:

» Diseflar e implementar un instrumento con el cuabger informacion en

registro verbal, simbolico y gréfico referente s étmnceptos de seno y coseno.

Para lograr este primer objetivo se llevd a calvo,upa primera fase, una amplia
revision bibliografica -historica, de contenido mvestigadora- mediante la cual se

recogio informacién atil para el disefio y constiGocdel instrumento con el cual
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llevamos a cabo el estudio. Nos propusimos recogermacion relevante sobre las
nociones basicas de la trigonometria, sus defimspinterpretaciones y usos, para lo
cual llevamos a cabo una serie de trabajos mediasteuales logramos informacién

suficiente para cumplir el objetivo.

Asi, en el capitulo 1 presentamos un balance deuiaion sobre historia de la
trigonometria, recogido mas extensamente en el drexn el capitulo 2 hemos
sintetizado una revision de investigaciones sabrensefianza de la trigonometria. Los
campos preferentemente abordados han sido: estsmbos analisis histérico de libros
de texto de trigonometria; investigaciones sobmit@ds para la ensefianza de la
trigonometria; e investigaciones sobre comprensitin la trigonometria. Estos
documentos han ayudado a delimitar el estudio,gobgnando focos de interés para su

abordaje y aportando antecedentes.

En el capitulo 2 hemos expuesto también los fundemededricos del estudio. Asi,
en el apartado 2.3 hemos presentado nuestra ndeigistema de representacion, que
hemos sometido a revision critica mediante corgresh otras interpretaciones. En el
apartado 2.4 hemos introducido la nocién de sigguifdo de un concepto matematico
escolar, clave en este estudio y que ha guiado ébdn seguido en los andlisis
conceptual y de contenido que hemos aplicado enesstidio. Aunque nos basamos en
el método general del andlisis didactico, el trabegalizado hace aportaciones
originales a esta metodologia de investigaciorbatdar el estudio de un tema de las
matematicas escolares, como es la trigopnometriggshaliado desde esta perspectiva

hasta el momento.

Una vez redactado el cuestionario y con el propdat validarlo, hemos llevado a
cabo una aplicacion piloto del instrumento disefaa@ la fase empirica del trabajo de
investigacion. Tras esta aplicacion se aprecicelzsidad de ampliar el cuestionario y
modificar, parcialmente, los enunciados de algupesguntas para alcanzar los
objetivos propuestos. Tras su validacion por pdeteequipo de investigacion, se llevé a
cabo su aplicacién definitiva.
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6.2 Logro del segundo objetivo especifico

El segundo objetivo especifico consistio en:

» I|dentificar categorias para organizar las respsespae proporcionan los
estudiantes al abordar tareas de enunciado verbgiafico sobre razones

trigonomeétricas; relacionar entre si e interprigtarcategorias establecidas.

Para el logro de este objetivo, se procedié alaciicide todas las producciones de los
estudiantes, seguido de un analisis cualitativdademismas, basado en un andlisis

conceptual y de contenido de las produccionesldeireado.

Asi, en el apartado 3.5, se presentan las carstactas del andlisis de datos
realizado, el cual se ha llevado a cabo en eluapit EI método de procesamiento de
informacion es un andlisis de contenido, el cuakesdiza en cuatro etapas: en la
primera, se descomponen las producciones en sdade#s mas simples lo que permite
organizar los datos en temas; en la segunda, toastse desarrollan en categorias y
subcategorias; en la tercera, se analizan estagoc@s: semejanzas, diferencias y
vinculaciones, para encontrar patrones que muekdrestructura de las respuestas; y
finalmente, en la cuarta etapa se interpretan kEt®sdmediante la descripcién y
presencia de cada categoria. Este andlisis nosehaitido hallar una serie de
categorias, subcategorias y relaciones entre Emasique nos manifiestan la riqueza y
complejidad de este topico. Los resultados de sistema de clasificacion fueron
revisados y refinados por el equipo de investigadduevamente se muestra la validez
del andlisis conceptual y de contenido como méfmata el estudio de los significados
de conceptos de la matematica escolar, y en generab método especifico de
investigacion educativa. Finalmente, la caracteriwa de los temas y categorias

establecidos aporta al profesor conocimientos ghaefiar unidades didacticas.

En el capitulo 5, se relacionan e interpretan lasegorias anteriormente
establecidas, continuando con el analisis de caluesfectuado sobre el total de las

repuestas obtenidas.
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6.3 Logro del tercer objetivo especifico

El tercer objetivo especifico consistio en:

» Inferir los significados que ponen de manifiests lestudiantes sobre los
conceptos de seno y coseno teniendo en cuenteespgestas ante las tareas

planteadas.

Para el logro de este objetivo se utilizaron lodliais conceptual y de contenido
(significados de los conceptos), efectuados sdhiatad de las respuestas obtenidas, de
las preguntas relativas a las representacionescagaly verbales de las razones

trigonométricas seno y coseno de un angulo.

En el capitulo 5 se han incluido los resultadosaralados relativos a los
significados puestos de manifiesto por un grupesiadiantes de bachillerato sobre los
conceptos de seno y coseno de un angulo. Coneetha slado cumplimiento a nuestro
propésito de describir la gama de significados poiee de manifiesto los estudiantes

del concepto de razon trigonomeétrica.

Ademas, se confirman algunos significados docundestgpor investigaciones
anteriores, tales como su interpretacion como obeigy funcion (Weber, 2005);
coordenadas de un punto de la circunferencia gaica; como distancias
horizontales y verticales respecto a unos ejesnybién, como cocientes entre los lados
de un triangulo rectangulo (Brown, 2006). Sin ergbadetectamos nuevos significados
como son los de: medida, valor numérico y herrataie®demas, surgen otras
interpretaciones para las razones trigonométrieam s/ coseno, producto de una
inadecuada comprension de los conceptos: angutpyl@nnterior de un triangulo,
cociente entre lados de un triangulo no rectangulistancias horizontales y verticales
respecto a segmentos.

El analisis ha puesto de manifiesto que los alunmasejan una amplia gama de
representaciones y consideran una diversidad dedgemo triviales para estas dos
nociones, los cuales expresan la pluralidad de ifeigdos —estructuras,
representaciones y fendbmenos- con los que estodiasies abordan e interpretan las

nociones basicas de la trigonometria del plano.
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6.4 Andlisis cuantitativo del estudio piloto y estio definitivo

No se han obtenido evidencias para sostener uneestaomayor dificultad en la
identificacion de la razén trigonométrica seno, e ld razon trigonométrica
coseno, cuando el angulo se presenta en un triagtlisangulo que cuando se
presenta en un triangulo equilatero. Aunque lodimientos son algo inferiores

en el triangulo obtuséangulo, estas diferenciasomesgnificativas.

A partir de los rendimientos de los alumnos en estadio, podemos afirmar
gue las nociones trigonométricas de coseno y sewoestnan tienen una
dificultad similar para el alumnado. Al realizar @amdlisis de varianza, se
observan que las diferencias entre pares de prgdetlos cuestionarios no son

significativas, a excepcion de las preguntas nf28y

Aunque no se ha avanzado en el analisis del restasdpreguntas de los dos
cuestionarios, se observa que por lo general elraddo domina el calculo de
las razones trigonométricas seno y coseno en amgtrio rectdngulo (pregunta
5, cuestionario A, 78,38%; pregunta 5, cuestiongrid5,68%).

Observando los resultados de la pregunta 4 de antduestionarios,
interpretamos un escaso conocimiento de la adimealsilad de las razones

trigonométricas por parte de los sujetos del estudi

6.5 Cuestiones 1y 6

Hemos observado las siguientes practicas, usasesty dificultades:

Preferencia por la representacion como longitudsdeb y coseno de un angulo
(56,10%).

Diversidad de interpretaciones para el seno y @senun angulo, como son:
angulo (solo coseno), angulo interior de un tridngazon entre los lados de un
triangulo, y una longitud (ordenada de una fundiggonométrica, coordenada

cartesiana y distancia -lados de un triangulo yreggos-).
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Predominio de representaciones en las cuales Beautina circunferencia
(56,10%).

Los alumnos muestran una comprension deficiente ladecircunferencia
goniométrica; los estudiantes dibujan la circunfei@ sin indicar el valor de su
radio, lo cual les lleva a incurrir en errores.cistlica, ademas, que los alumnos
carecen de conocimiento sobre el rango de posibleses del seno o coseno de

un angulo.

Se pone de manifiesto el caracter accidental dardanferencia en la mayor
parte de las representaciones. En general, aurgparte de la circunferencia
(56,10%), en mas de la mitad de los casos el alumnorre al triangulo

rectangulo para identificar sus razones trigonoicasr

Los alumnos muestran escaso conocimiento sobeedartrigonométrica como
coordenada. En la mayoria de las producciones ioakdas con la
circunferencia (56,10%), sus elementos de divison segmentos (40,85%).
Ademas, se manifiesta una incorrecta definiciotodesjes de coordenadas por

parte del alumnado, al utilizar segmentos en vaedas.

Los estudiantes conectan por lo general las raztngg@ométricas con el
triangulo rectangulo. De la mayoria de los sujetpge optaron por la
representacion basada en el triangulo (37,20%)ansmite un 3,66%

relacionaron las razones trigopnomeétricas con triloggno rectangulos.

Incorrecta conexion entre el sistema “line systegmél “ratio system”. En la
mayor parte de las producciones el alumnado utiliim circunferencia de radio
R# 1 para indicar el seno y el coseno, los cualestift& con segmentos,

obviando que en este caso tales valores vendrawsaaediante una razon.

El nUmero de respuestas en blanco es muy bajo%6el® la pregunta n°l y
n°6), por lo que se puede concluir que el alumrseencuentra familiarizado

con dichas nociones.

Los estudiantes muestran destreza en la repregentde angulos en la

circunferencia. Los estudiantes no encuentran enadd en dibujar los angulos
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gue aparecen en el cuestionario, solo se obsenaarande este tipo -3AA04

1)-.

» EI mapa conceptual sobre la medida del &ngulo medi@l seno muestra una
sintesis importante de las nociones basicas ingaican este concepto, que
aporta nuevas ideas para el desarrollo del cuorigybara la ensefianza de la
trigonometria. Este mapa conceptual permite ubligarproducciones de los

estudiantes, dando informacion sobre sus errope&gticas habituales.

6.6 Cuestion 2

« La mayoria de los participantes describen verbadenefas razones
trigonométricas seno y coseno como cociente (46)3&P4s de la mitad de las
producciones asociadas a esta interpretacion Ilseio®an con palabras

derivadas del verbo dividir.

* Los sujetos interpretan verbalmente el seno y @pderun angulo como razén o

cociente, valor, segmento, medida y herramienta.

 El alumnado no identifica las razones trigonomagiccon la nocion de
proporcion. La idea de proporcién aparece de modaléntal tanto en el seno
como en el coseno. Este aspecto se muestra tamiéhanalisis cuantitativo
del estudio definitivo y del estudio piloto, engele los porcentajes de los items

n°4 referidos a este aspecto fueron muy bajos.

» Se pone de manifiesto nuevamente una incorrectexgmom entre los sistemas
“line system” y “ratio system”. Aunque las nociortegonométricas de seno y
coseno como segmentos estan asociadas al “linensyst deberian surgir

Uunicamente del tema circunferencia, también sudgétema triangulo.

» [Escasa conexion por parte del alumnado de la wigeiria con el mundo real.
Es minimo el nimero de sujetos que reconocen attarprocedimental de la
razén trigonométrica y expresan la idea de quezamn trigopnométrica es una

técnica.
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Los sujetos tienen un conocimiento practico deboade valores del seno y
coseno de los angulos 30°, 45° y 60°. En ningua lkossvalores dados por el

alumnado han sido superiores o inferiores a uno.

6.7 Andlisis conjunto de las cuestiones 1,2y 6

Los alumnos interpretan el seno y coseno de unl@mpmo: angulo (sélo
coseno), angulo interior de un triangulo, razénreedddos de un triangulo
(dentro de la cual se pueden considerar dos nivddeslistinta complejidad
semantica: razon trigonométrica y proporcion), Iy (ordenada de una
funcién trigonométrica, coordenada cartesiana tadea -lados de un triangulo

y segmentos-), medida, valor y como herramienta.

El alumnado expresa verbalmente, de forma maymritque el seno y el coseno
de un angulo son cocientes (46,32%), mientras guespgresentacion grafica

preferente se hace mediante una longitud (56,10%).

El alumnado no ha relacionado el seno o el cosenmdangulo con los valores
de una funcién trigonométrica. Sélo aparece un easgue se relaciona el seno

con la ordenada de la funcién sinusoidal.

6.8 Limitaciones de la investigacion

La muestra seleccionada ha sido intencional. Locpmantes han sido elegidos en

funcién de la disponibilidad de los centros y de bocentes, y contando con la

aceptacion de los alumnos. Los sujetos cursan pioreo de Bachillerato en el ILE.S

Mar de Poniente de la Linea de la Concepcion i ¢ &. Padre Suarez de Granada.

Debido a la eleccion no aleatoria de los mismosal@lez externa acota el alcance de

nuestros hallazgos a dichos centros docentes.

El estudio es exploratorio y tiene interés por daasez de investigaciones sobre

este topico. No se pretenden generalizar los exkust sino obtener evidencias sobre

modos de entender las razones trigonométricasyseoseno.
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No se ha controlado cual es la aproximacion utiizpor los docentes sobre este
topico, preferentemente, es decir, si fue el “ragistem” o el triangulo rectangulo, lo

cual supone otra limitacion del estudio.

6.9 Sugerencias para investigaciones futuras

Las limitaciones enumeradas nos orientan haciaasudweas de investigacion. Asi,
entre las investigaciones que nos proponemos abamuael futuro se encuentra
completar el andlisis del resto de las preguntbsudsstionario y revisar los resultados e
interpretaciones ya realizados para abarcar l@&satifes componentes del significado

de esta nocién de las matematicas escolares.

Ademas, conviene establecer, mediante el andid&ctico de los libros de texto
utilizados en clase, la estructura conceptual ensgusustentan estos conocimientos asi
como los fendmenos vinculados a los mismos. lguateeiene interés precisar la
comprension del alumnado sobre estas nociones, Ipacaal resultara conveniente
aplicar el cuestionario a una muestra mas amplepgesentativa de alumnos y centros
docentes; también es de nuestro interés implemesttaiuestionario a grupos de
alumnos que hayan seguido aproximaciones diferentsgas nociones. lgualmente es
de interés utilizar los resultados obtenidos pawaep en practica planificaciones
distintas, que aborden vias distintas de represiénta

Seria conveniente indagar, con un nimero mayouos, las diferencias entre
los significados del seno y del coseno, junto @sdiferencias en dificultad de un

concepto respecto del otro.

Desde otro planteamiento, tiene interés investfj@onocimiento matematico y el
conocimiento didactico de los profesores sobre ®gtico. Destacamos el andlisis de
tareas, secuencias de tareas y organizacion doadhtadas en la planificacion e
implementacion de la ensefianza de la trigonomd@trieg con el uso de recursos y de la

tecnologia en el aula.

Finalmente, otra linea de investigacion es el éstu@ la tangente. Como hemos

indicado debe de tener un tratamiento diferentgeab y al coseno, aun por realizar.
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