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Resumen

En el contexto funcional del pensamiento algebraico temprano, en este trabajo
analizamos los significados que estudiantes de tercer curso de primaria otorgan a las
letras en contextos funcionales. Ademads, describimos las interacciones que
contribuyen a ampliar o modificar las ideas sobre las letras de los estudiantes. Esta
investigacion ratifica que las dificultades se pueden atribuir a la falta de experiencias
con cantidades que covarian y uso de la notacion. El trabajo da cuenta de multiples
significados posibles que los estudiantes asignan a las letras y amplia los hallazgos de

estudios previos al describir como los estudiantes representan la variable.

Palabras clave: Early Algebra, Pensamiento algebraico, Pensamiento funcional,

simbolismo algebraico, variables

In the context of the functional approach of early algebra, in this study we analyse the
meaning given to letters by third graders. Also, we describe the interactions which
contribute to widen or modify the student’s ideas about letters. This research study
confirms that the difficulties can be attributed to lack of experience which co-varying
quantities and use of notation. This study shows multiple possible meanings that
students assign to letters and broaden the findings of previous studies by describing

how students represent the variable.

Keywords: Early Algebra, algebraic thinking, functional thinking, algebraic

symbolism, variables
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Presentacion

Este documento constituye la memoria del Trabajo de Fin de Master de la autora,
realizado en el programa de Didéctica de la Matematica de la Universidad de Granada
durante el curso 2016/2017. El trabajo que aqui se describe se enmarca en un
experimento de ensefianza cuyo foco es indagar en las capacidades que manifiestan los
estudiantes de educacion primaria en situaciones funcionales como una aproximacion
al pensamiento algebraico. En particular en esta investigacion se indaga sobre los
significados que le otorgan a las letras estudiantes de tercero de primaria, de un colegio

de Granada.

El escrito se estructura en seis capitulos. En el primero se presenta el problema de
investigacion y se justifica la pertinencia y necesidad de efectuar esta investigacion. En
el segundo, se describen los principales elementos que conforman el marco tedrico y
los antecedentes de este trabajo. Basandose en lo expuesto en los capitulos anteriores,
en el tercero se exponen los objetivos generales y especificos de esta investigacion. En
el cuarto capitulo se describe el marco metodologico, en el cual se detalla el tipo de
investigacion, la muestra, el disefo y recogida de datos, su implementacion y analisis.
En el siguiente capitulo se exponen los resultados y su discusion, esto segun los
objetivos propuestos. Finalmente, en el sexto capitulo se presentan las conclusiones y
principales hallazgos de esta investigacion, también se enumeran algunas de las

limitaciones y lineas abiertas del trabajo.
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Capitulo 1: Presentacion y justificacion del problema de
investigacion

En este capitulo presentamos el problema de estudio y justificamos su realizacion

desde tres perspectivas: la docencia, la investigacion y la dimension curricular.

Presentacion del problema de estudio
Durante las tltimas décadas, aproximadamente a partir de los afios 90, se han realizado

numerosas investigaciones sobre la integracion del algebra en la Educacion Primaria.
Una de las propuestas curriculares que surgioé producto de estas investigaciones es la
denominada Early algebra, en la cual se busca promover modos de pensamiento
algebraico, mayor grado de generalizacion en el pensamiento de los estudiantes de
Educacion Primaria y aumentar su capacidad para expresar esa generalidad (Brizuela y
Blanton, 2014; Molina, 2005), esto a partir de “la algebrizacién del curriculum”
(Kaput, 2000).

En el marco de esta propuesta nuestro interés es indagar en como los estudiantes
expresan con letras la generalizacion e interpretan expresiones generales que utilizan
simbolos literales. Si bien la generalizacion se puede expresar de diversas formas
(Brizuela y Blanton, 2014; Blanton et al., 2015; Radford, 2011b), nos focalizaremos
solo en el uso de las letras. Nos interesa observar como los estudiantes relacionan las
letras con cantidades indeterminadas y las emplean como notacion.

Centrados en la perspectiva socio-constructivista del aprendizaje, consideramos que un
factor importante es la interaccion en el aula, por tanto también sera el foco de nuestra
problematica. Particularmente, nos detendremos a analizar qué interacciones de las
investigadoras ocasionan cambios en el significado que los estudiantes le otorgan a las

letras.

Justificacion desde la perspectiva de la docencia
Una cantidad indeterminada puede tener asociados distintos significados, por lo que es

necesario dar la oportunidad a los estudiantes de participar en experiencias de
aprendizaje diversas que les ayuden a generar significados amplios y ricos, tanto de las
cantidades indeterminadas como de las letras. Estas ultimas consideradas como una
forma de representacion o notacion de la primera (Schoenfeld y Arcavi, 1988;
Trigueros y Jacobs, 2008; Ursini, 1994). Considerando que el pensamiento funcional

es un importante punto de entrada al pensamiento algebraico (Carraher y Schliemann,
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2007), este trabajo pretende aportar en la comprension de los significados y usos de las
letras como variables que manifiestan los estudiantes al resolver tareas en las que esté
involucrada una relacion funcional. Esto permitird develar las tensiones que se
producen al tratar con un nuevo sistema de representacion y aportar informacion util a
los docentes en la preparacion de la ensefianza. Considerando lo propuesto por
MacGregor y Stacey, (1997), los docentes deben ser conscientes de las creencias
acerca de los significados de las letras y la notacion matematica que traen consigo los
estudiantes y contemplarlas en el proceso de ensefianza.

La informacion obtenida en esta investigacion sera de utilidad a los docentes para
preparar sus clases, pues contribuird a planificar su ensefianza fundada en lo que

realizan los estudiantes y en algunas situaciones de ensefianza y aprendizaje exitosas.

Justificacion desde la perspectiva de la investigacion
En el contexto del early algebra, diversas investigaciones dan cuenta que los

estudiantes son capaces de desarrollar una comprension de las letras como
representaciones de cantidades indeterminadas que varian, cuando se les brinda la
oportunidad de participar en clases y discusiones sobre funciones (e.g. Brizuela,
Blanton, Gardiner, Newman-Owens y Sawrey, 2015; Cafiadas, Brizuela y Blanton,
2016). Estas investigaciones se han realizado principalmente en contextos de habla
inglesa, y fuera de Espafia. Por lo que queda por contrastar si esos resultados son
generalizables al contexto espafiol.

Uno de los significados que se le puede otorgar a la letra es como una cantidad
indeterminada que varia. Al respecto, Socas, Camacho, Palarea y Hernandez, (1996)
plantean que el uso del concepto de variable es una practica matematica comun, sin
embargo, parte de los problemas es que la escuela no desarrolla el sentido de
variabilidad ligado a las letras (p.28). Por lo que resulta de interés el estudio de
situaciones en las que variabilidad y letras son relacionadas.

Asimismo, las investigaciones antes mencionadas y otras (e.g. Kiichemann, 1981) se
refieren a los significados que los estudiantes le otorgan a las letras, pero existe escasa
informacion sobre como los estudiantes representan cantidades indeterminadas. Es por
esto que el interés de esta investigacion es describir como los estudiantes representan
las cantidades indeterminadas, si emplean las letras o no.

Finalmente, investigaciones sobre la interaccion en el aula en el contexto del algebra

son escasas. Si bien se reconoce la importancia de las experiencias de aprendizaje
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(Blanton, Brizuela, Gardiner, Sawrey y Newman-Owens, 2017; MacGregor y Stacey,
1997; Molina, Ambrose y Del Rio, en prensa), pocas de las investigaciones describen
las ayudas que los docentes (en nuestro caso las investigadoras) le otorgan a los
estudiantes. Warren, (2006) analizando actividades de patrones algebraicos describe
las ayudas que el docente realiza para vincular descripciones verbales y simbolos. De
modo similar, pero en el contexto de las funciones, nuestro interés es describir cuales

son las ayudas que permiten una cambio en los significados de las letras.

Justificacion desde la perspectiva curricular
En la actualidad diversos lineamientos curriculares han incorporado el algebra desde

primaria. Uno de los primeros documentos curriculares en explicitar su incorporacion
es el National Council of Teacher of Mathematics (2000). En éste se propone como
objetivo que los estudiantes sean capaces de comprender patrones, relaciones y
funciones; asi como también representar y analizar situaciones y estructuras
matematicas, utilizando simbolos y modelos matematicos para comprender relaciones
cuantitativas. Posteriormente, el Common Core State Standards for Mathematics
(NGA y CCSSO, 2010) reitera la importancia del algebra desde los primeros cursos de
educacion infantil y, por ejemplo, sugiere el uso de letras en expresiones algebraicas
desde tercero de primaria.

En particular, en Espafia, pais en el que se realiza la investigacion, en el Real Decreto
126/2014 (Ministerio de Educaciéon, Cultura y Deporte, 2014), se explicita por
ejemplo, que los estudiantes deben ser capaces de “describir y analizar situaciones de
cambio, encontrar patrones, regularidades y leyes matematicas en contextos numéricos,
geométricos y funcionales, valorando su utilidad para hacer predicciones” (p. 19.387).
En Chile también se observa esta tendencia, las bases curriculares (Ministerio de
Educacion de Chile, 2012) sefialan que se espera que los estudiantes “expliquen y
describan multiples relaciones como parte del estudio de la matematica. Busquen
relaciones entre nimeros, formas, objetos y conceptos, lo que los facultard para
investigar las formas, las cantidades y el cambio” (p. 33).

Por lo tanto, como se ha incorporado el 4lgebra en primaria en los paises antes
mencionados y otros como Australia, Canada, Japén o Portugal (Merino, Canadas y
Molina, 2013), es importante proporcionar datos empiricos y fundamentados para
informar el desarrollo del pensamiento del algebra y, en particular, la construccion del

significado de la notacion algebraica.
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Capitulo 2: Marco tedrico y antecedentes

En este capitulo mostramos los principales elementos tedricos que sustentan la
investigacion y los relacionamos con el problema descrito anteriormente. Ademas,
describimos brevemente algunas investigaciones previas relacionadas con el
significado de las letras como notacion algebraica. En primera instancia presentamos
los topicos generales, como: el algebra escolar, la propuesta early algebra y el
pensamiento funcional, para luego focalizarnos en los temas especificos: las variables,

su notacion y la interaccion en el aula.

Algebra escolar
Existe cierto consenso sobre que el algebra no es algo sencillo de definir, pues es un

concepto multidimensional (Usiskin, 1988). Basandose en la identificacion de los
distintos componentes y concepciones del algebra, han surgido diversos enfoques que
proponen la introduccién de la ensefianza del algebra escolar desde la educacion
primaria y analizan sus conexiones con otras areas del curriculo. Entre estos enfoques
hay numerosas relaciones, por lo que no se consideran como disjuntos. Ademas, no se
restringen solo al uso del simbolismo. Se pueden identificar: (a) aritmética
generalizada y estudio de patrones, (b) enfoque funcional, (c) resolucion de problemas,
(d) estudio de estructuras y (e) lenguaje algebraico (Molina, 2012). Al conseguir un
equilibrio entre los distintos componentes y complementarlos con diversas situaciones
que les otorguen significado, los alumnos tendran la oportunidad de comprender en
profundidad la pertinencia del algebra, su estructura, el significado de los conceptos
algebraicos fundamentales y el uso del razonamiento algebraico (Bednarz, Kierany

Lee, 1996).

Early algebra
Early algebra es una propuesta que sugiere la incorporacion del pensamiento

algebraico desde los primeros cursos de primaria (Kaput, Carraher y Blanton, 2008;
Molina, 2009). Se basa en los planteamientos de Kaput (2000) quien propone la
“algebrizacion del curriculo”. Esta propuesta no implica incorporar mas contenidos,
sino potenciar el curriculo tradicional y cultivar habitos del pensamiento que atiendan a

la estructura de la matematica.
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Se espera que los estudiantes de Educacion Primaria logren desarrollar diversas
habilidades a través de las practicas de exploracion, modelizacion, prediccion,
discusion, argumentacion y comprobacion de ideas (Blanton y Kaput, 2005). Se busca
promover mayor grado de generalizacion en el pensamiento de los estudiantes y
aumentar su capacidad para expresar esa generalidad.

Segun Kaput, (2008), las practicas del pensamiento algebraico —generalizacion,
representacion y razonamiento—, tendran lugar en los siguientes aspectos del
contenido relacionados con el 4lgebra: (a) estudio de estructuras y sistemas abstraidos
de calculos y relaciones, incluyen los que emergen de la aritmética generalizada y el
razonamiento cuantitativo: (b) estudio de funciones, relaciones y variaciones
conjuntas; y (c¢) aplicacién de un conjunto de lenguajes de modelamiento tanto dentro
como fuera de las matematicas. Sobre la practica representacional, es necesario
considerar que la generalizacion y el razonamiento no se pueden separar de los modos
como se representan (Brizuela y Blanton, 2014).

La propuesta early algebra se basa en estudios que demuestran que los estudiantes
tienen capacidades algebraicas innatas (Molina, 2009). Algunos trabajos que dan
cuenta de las capacidades resultantes de experiencias en el marco del early algebra
son: Blanton et al. (2015); Brizuela y Earnest (2008); Canadas et al. (2016); Pinto,
Cafiadas, Moreno y Castro (2016); Schliemann et al. (2011).

Pensamiento funcional
Este tipo de pensamiento forma parte del pensamiento algebraico y se centra en el

estudio de las funciones y familias de funciones en situaciones de la vida real (Cafiadas
y Molina, 2016). Incluye la generalizacion de las relaciones entre cantidades que
varian en forma conjunta; la expresion de estas relaciones utilizando el lenguaje
natural, simbolos, tablas o graficos; y el uso de esas expresiones para analizar el
comportamiento de una funcion (Blanton, 2008; Blanton, Levi, Crites y Dougherty,
2011). También se refiere a las ideas de cambio cualitativo, cuantitativo, relaciones
entre estos cambios y usos de relaciones para resolver problemas (Warren y Cooper,
2005).

El pensamiento funcional se puede incorporar a la sala de clases con facilidad, pues se
pueden adaptar las historias problematicas preguntando qué piensan en una variedad de
casos y luego generalizar a partir de ellos (Molina etal.,, en prensa). Segin lo

propuesto por Smith (2008), se pueden identificar tres tipos de relaciones funcionales,
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que dan cuenta de la manera en la cual se relacionan las variables involucradas en una
funcion: (a) la recursividad, (b) la covariacion y (c) la correspondencia. La
recursividad describe la variacion de una secuencia de valores, indica como obtener un
numero de la secuencia a partir de un numero anterior y se puede centrar en la variable
dependiente o a en la independiente. Las relaciones de co-variacion, se centran en
como dos cantidades varian simultaneamente y en como los cambios en los valores de
una producen cambios en la otra; y a las relaciones de correspondencia, se centran en
la correlacion entre dos cantidades expresadas como la regla de la funcion.

Es necesario considerar que la recursividad no implica necesariamente una relacion
funcional. Blanton et al. (2011) plantean que la recursividad es una aplicacion limitada,
no implica la relacion entre las variables al referirse a una sola de ellas, por lo tanto es
considerada solo como el primer paso en la construccion del sentido de los datos.
Argumentando que el pensamiento funcional requiere mirar una secuencia de valores y
comprender como las cantidades varian en relacién a otras, mencionan que esto se
puede llevar a la practica al establecer relaciones de covariacién y correspondencia,
siendo esta ultima la relacion mdas general, pues se pueden determinar valores

especificos de la funcion facilmente sin conocer otros valores de la funcion (p.53).

La variable
Dependiendo del contexto en el que aparece la variable su significado puede cambiar

(Ursini, 1994; Wagner, 1983). Es asi como consecuencia de las multiples dimensiones
del algebra escolar que tendra distintos usos. Entre ellos encontramos la variable como
numeros generalizados, como representante de cantidades que varian, como incognita
y como parametros o como objetos arbitrarios en una estructura (Molina, 2012;
Usiskin, 1988).

En respuesta a estas multiples interpretaciones, Schoenfeld y Arcavi (1988) sefialan
que es necesario brindar a los estudiantes la oportunidad de resolver una serie de
problemas de modo que puedan comenzar a notar y articular los patrones generales que
ven en las distintas facetas. Una construccion adecuada de la variable implica incluir
diversos significados, interpretar de distintas maneras los simbolos que se usan y tener
la posibilidad de pasar de un significado a otro con flexibilidad segin las exigencias
del problema a resolver (Trigueros, Reyes, Ursini y Quintero, 1996; Ursini, 1994).
Como se mencion6 anteriormente, al describir los objetivos de la propuesta early

algebra, la generalizacion y la expresion de ésta son claves en el desarrollo del



Evolucion del significado que le otorgan a las letras en contextos funcionales

pensamiento algebraico. Desde otro enfoque, pero concordando al destacar estos dos
procesos, el grupo Azarquiel (1993) sefiala que dar significado a la variable supone una
conjuncion entre la generalizacion y la representacion. La generalizacion podra dar
sentido a los simbolos, permitiendo establecer relaciones con las situaciones que se
pretende expresar a partir de ellos. Centrandose en la nocion de variable como una
cantidad que varia, se espera que los simbolos no se consideren como simples objetos
que se manipulan o sustituyen por otros nimeros, mas bien se espera que a través de la
generalizacion representen auténticas situaciones variables. Este grupo, también sefiala
que otra instancia que contribuye a adquirir el concepto de variable relacionado con la
idea de variabilidad es la resolucién de situaciones abiertas en las que el propio
estudiante “debe tomar decisiones, debe producir la variacion, describiendo la variable
adecuada y conduciendo la seleccion de valores al objetivo que pretende” (p.55). En
definitiva, la comprension de la variabilidad en situaciones en la que se trabaja una
serie de casos particulares ayudara a relacionar este significado de la variable con las
letras como simbolos que las representan. Lo anterior coincide con lo que plantean
Kaput, Blanton y Moreno (2008) quienes sefialan que el simbolo se debe construir a

partir de un campo de referencia y la generalizacion es el conductor principal.

Letras como notacidn algebraica y su uso en expresiones
Segun Radford (2011b), el pensamiento algebraico trata de razonar con cantidades

indeterminadas de manera analitica. Es posible pensar en cantidades indeterminadas
antes de tener simbolos para expresarlo, pero una vez desarrollada la capacidad de
expresion se pueden utilizar distintas formas. El modo mas sofisticado implica el uso
de letras. Las letras como simbolos algebraico son herramientas lingliisticas para
representar las ideas matematicas de forma sucinta (Blanton et al., 2015). Actualmente,
no son consideradas como unica forma de manifestar el pensamiento algebraico, si
bien son esenciales, se acepta que los modos de pensamiento y actividad algebraica se
pueden representar de otras maneras. En Blanton et al. (2011) se caracteriza las letras
del siguiente modo:
* Las letras representan una medida o la cantidad de objetos, no el objeto en si.
* En una expresion se pueden repetir letras o usar letras distintas, no obstante hay
que considerar que una misma letra utilizada en un ecuacidn representa un unico
valor y distintas letras pueden tener el mismo valor.

* La misma letra puede tomar uno o mas roles dentro de un problema o situacion.
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* Pueden representar una cantidad discreta o una cantidad continua.
Por otra parte, una de las dificultades que afrontan los estudiantes al enfrentarse a
expresiones algebraicas que emplean letras, es su ambigiiedad. La cual se puede
interpretar desde distintos puntos de vistas: se produce al poder interpretarse como un
proceso o un objeto (Drouhard y Teppo, 2004), o por la polisemia de los simbolos,
pues, por ejemplo x se puede interpretar como una cantidad que varia, una incognita o
el argumento de una funcion (Nataraj y Thomas, 2017). Consideremos x en la
expresion 2x + 1. Representa una cantidad que varia si es que se presenta en un
contexto en el que pueda obtener distintos valores, como en el caso de 2x + 1 = y.
Representa una incognita con valor tnico si se expresa del siguiente modo 2x + 1 =11
y podria ser el argumento de una funciéon en el siguiente caso flx) = 2x + 1.
Continuando con el ejemplo 2x + 1, se considera un proceso si la expresion es
interpretada como un conjunto de simbolos que indican como operar sobre la x,
pudiendo reflejar esto al asignar valores a la letra para poder calcular el resultado de la
expresion. En cambio se puede interpretar como un objeto si la expresion se considera
como una totalidad y puede ser utilizada en otras instancias o ser modificada para
resolver otras situaciones problemas similares. Los significados que sean asignados a
las letras afectaran en el modo como son resueltos los problemas, pudiendo ser

resueltos de manera inesperada (Kiichemann, 1981).

Estudios previos sobre el significado de las letras
Las primeras investigaciones sobre el significado de las letras se centraron en las

dificultades y errores de los estudiantes de secundaria. Por ejemplo, Kiichemann
(1981) realiza una investigacion, que se enmarca en el enfoque del algebra como la
aritmética generalizada, en la que aplica una prueba a estudiantes con
aproximadamente 14 afos de edad. Los criterios en los que se basa el instrumento de
evaluacion son dos: complejidad estructural del item y la naturaleza de los elementos
del item, entre ellos las letras. Menciona que los estudiantes tienen dificultades para
interpretar la letra como una cantidad que varia. Predomina una vision estatica sobre
una dinamica donde x e y pueden tener valores que cambian y a veces pueden ser
iguales. También las letras tienden a ser interpretadas como objetos concretos o
ignoradas. Ademas senala que los diferentes significados, que se describen en la
tabla 1, afectarian al modo como pueden ser resueltas las actividades y, que para tener

una comprension real de la letra, los estudiantes deben enfrentarse a actividades que
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sugieran esos significados al menos con estructuras simples. Este autor organiza las
categorias que establece para identificar los significados desde la mas simple a la mas
compleja, ademas las relaciona con las etapas de desarrollo cognitivo propuestas por
Piaget. Concluye que las dificultades que manifiestan los estudiantes se deben a
motivos de desarrollo cognitivo, por lo que en un inicio las actividades deberian
considerar los significados asociados a las operaciones concretas, para luego progresar

poco a poco en la abstraccion.

Tabla 1

Interpretaciones de los estudiantes sobre las letras

Categoria Descripcion

Letra evaluada Se asigna un valor numérico desde el inicio.
No usa la letra Ignoran las letras o no reconocen su

existencia, pero le dan un significado.

Letra como un objeto Es la abreviatura de un objeto o el objeto en
su propio derecho.

Letra como una incognita Numero especifico que representa una
incognita y puede operar sobre este
directamente.

Letra como un nimero generalizado Es interpretada como una representacion de
varios valores numéricos antes de que uno en
particular.

Letra como una variable Representa un rango de valores no

especificados y sistematiza la relacion entre
dos conjuntos.

La investigacion de Booth, (1988) también sigue el enfoque del algebra como
aritmética generalizada y se centra en las dificultades y errores que manifiestan
estudiantes de entre 13 y 16 afos. Identifica posibles explicaciones del origen de los
errores. Una de estas es el foco de la actividad algebraica y la naturaleza de sus
respuestas. Sefiala que mientras que en la aritmética se busca encontrar una respuesta
numérica, en el algebra el centro estd en los procesos y relaciones, su expresion en
forma general. Como consecuencia de no identificar las diferencias en el tipo de
respuesta, en contextos algebraicos los estudiantes esperan escribir una respuesta
numérica o necesitan la clausura, es decir completan expresiones con un simbolo que

representa el resultado x +y =z. Ademas sefiala que el uso de la notacion y los
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convenios en el algebra también pueden ser origen de los errores. Por ejemplo, el signo

__%

“+” tiende a ser interpretado como una accion y el signo como la indicacion de un
resultado. Propone que para evitar esto desde el aprendizaje de la aritmética los
estudiantes tengan la posibilidad de comprender algunas relaciones que luego se
convierten en dificultades en el algebra.

En el estudio de MacGregor y Stacey (1997) los autores interpretan las letras como
numeros generalizados o como incognitas. Realizan pruebas escritas, intervenciones y
entrevistas a estudiantes de entre 11 y 15 afios. Se discute si el origen de los errores y
dificultades tienen relacion con el desarrollo cognitivo de los estudiantes o no. Ellos
creen que la falta de desarrollo cognitivo explica la falta de respuestas correctas, pero
no explica la variedad de interpretaciones que realizan los estudiantes. Proponen que
las causas de los malos entendidos pueden ser: (a) suposiciones intuitivas y
razonamiento pragmatico acerca de la nueva notacion, (b) analogias con sistemas
familiares, (c) interferencias del nuevo aprendizaje y (d) materiales de ensefianza
engafiosos. El origen puede estar asociado a la ensefianza o a los estudiantes.

Por su parte Knuth, Alibali, McNeil, Weinberg y Stephens (2011) investigan la
comprension de la equivalencia y de las letras como representacion de cantidades
variables de un grupo de estudiantes de sexto a octavo grado. Su motivacion fueron
estudios previos en los que se constata que los simbolos literales son un gran desafio
para los estudiantes y los problemas en su comprension se reflejan en la simbolizacion
de las soluciones de problemas y en las formas de pensar algebraicamente.

Para analizar la compresion de las letras establecieron cinco categorias: valores
multiples, nimeros especificos, objeto (etiqueta/objeto), otros y no sabe/no responde.
Sus resultados muestran que en los tres grados se acepta que la letra puede representar
mas de un valor, aunque en octavo esta idea se evidencia en mayor numero de
estudiantes. Concluyen que es importante fomentar una interpretacion de la letra como
valores multiples, pues podria contribuir a la preparacion de los estudiantes al algebra
y formas de pensamiento algebraico. Apoyan la idea de incorporar la nociéon de
variabilidad antes del séptimo grado (nivel en el que comienza el estudio del algebra al
momento de realizar la investigacioén) y considerar que tal vez presentar en primaria la
variable a partir de expresiones como “8 + 3 = ;?” puede llevar a considera la letra
como un numero especifico.

Otros trabajos se han focalizado en interpretar los distintos significados que le otorgan

a las letras los estudiantes de Educacion Primaria y muestran de lo que son capaces
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estudiantes de estos niveles. Blanton etal. (2015) compararon el impacto de una
intervencion en el marco del early algebra con una intervencion tradicional, con
estudiantes de tercer grado. Analizaron sus respuestas codificandolas a partir de las
categorias que se describen en la tabla 2. Sus resultados muestran que los estudiantes
que participaron en la intervencion en el marco del early algebra dejaron de asignar un
valor a las cantidades desconocidas involucradas en las situaciones presentadas en los
test. Logran expresar relaciones entre variables utilizando letras. Concluyen que la
instruccion tiene efectos significativos en todas las practicas fundamentales del algebra
evaluadas, en particular, sobre el uso de la notacion algebraica. Los estudiantes de
tercero de primaria pueden representar correctamente cantidades desconocidas,
generalizar y conectar el lenguaje natural con notaciones algebraica asi como

representar relaciones funcionales mediante esa notacion.

Tabla 2

Categorias de analisis de tareas que involucran cantidades desconocidas
Categoria Significado y uso

Letra Asigna una letra al valor desconocido

Comparacion Compara las cantidades en la tarea

Valora Asigna un valor especifico al valor desconocido.

Letra relacionada Escribe una expresion utilizando la relacion planteada en una
pregunta anterior.

Letra nueva Utiliza una letra para representar el valor desconocido que no esta
relacionado con la respuesta anterior.

En esta misma linea o enfoque, otras investigaciones como Brizuela y Blanton (2014)
evidencian que nifios de primero de primaria logran dar significado a las letras como
cantidades que varian y las utilizan para resolver problemas funcionales. No rechazan
su uso y sus ideas cambian con el tiempo a medida que van participando en
experiencias de aprendizaje. Los estudiantes demuestran estar dispuestos a dejar
indeterminadas las cantidades involucradas, pero tienden a fijar los valores cuando las
letras no son utilizadas. Esto evidencia que las letras pueden convertirse en
herramientas para repensar las cantidades con las que se esta lidiando. Estos trabajos
también han permitido identificar las ideas innatas de los estudiantes, como por
ejemplo que tienden a asignar un valor fijo a las letras determinado por su posicion en

el alfabeto o aceptan que pueden representar diversos valores, pero de todos modos le
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asignan valores numéricos de forma arbitraria para resolver las situaciones (Brizuela et
al. 2015).

En segundo grado de primaria se han obtenido resultados similares. Cafiadas et al.
(2016) realizan un experimento de ensefianza en el que esta involucrada la relacion
funcional y = 2x. Ellos evidencian que los estudiantes pueden expresar relaciones
funcionales usando letras. Nuevamente se observan casos en que el valor de la letra
depende de la posicion en el alfabeto y reconocen las letras como representaciones de
cualquier namero.

En el contexto espafiol, Molina etal. (en prensa) focalizan el estudio en los
significados asignados a la letra y en su uso en expresiones algebraicas junto con
nimeros y signos operaciones. La investigacion muestra los resultados de una
intervencion en primero y tercero de educacion primaria y toma la comprension inicial
de los estudiantes como punto de partida para la instruccidon. Las respuestas de los
estudiantes se categorizaron segin lo propuesto por Blanton etal., (2015) y se
complement6 con dos nuevas categorias: (a) letras relacionadas y valor, y (b) rechazo
de la letra. Al igual que otras investigaciones confirman que para los estudiantes que
recién estan aprendiendo a leer no es facil desprenderse de la idea de correspondencia
y significado basado en el alfabeto. No obstante a lo recién mencionado, también
evidencian que hay un grupo de estudiantes que logra emplear la letra como una
cantidad que varia, esto sin recibir instruccion previa. Ademads, este grupo de
estudiantes al participar en las discusiones y puestas en comun favorecen que otros
estudiantes evolucionen en la comprension de la variabilidad. Por tanto, proponen que
los docentes generen oportunidades de uso de la letra y que consideren el rol
importante de la interaccion, permitiendo a los estudiantes expresar y comunicar sus
ideas a otros. Otros elementos a considerar son la familiaridad del contexto y la
simplicidad de las funciones, los cuales colaboraran a dar sentido a las letras, asi como,
expresar los datos en tablas.

Las investigaciones hasta el momento descritas han evolucionado desde el estudio de
los errores y dificultades al resolver situaciones con notacion algebraica, siguiendo con
el reconocimiento de la importancia de las experiencias de aprendizaje en el proceso de
construccion del significado, hasta la manifestacion de las capacidades de estudiantes
de Educacion Primaria para trabajar con estos simbolos y cuéles son los significados
que pueden manifestar en distintos momentos. Para complementar lo anterior, Blanton

et al. (2017) describen una progresion del pensamiento sobre las variables como
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cantidades que varian y su notacién. Consideran que las dificultades con el simbolismo

puede ser menos asociadas a la edad y mas con los conflictos que las notaciones crean

con las experiencias y entendimientos previos de los estudiantes, uno de ellos la

experiencia que tiene con los simbolos en contextos no matematicos.

Los citados autores caracterizan niveles cada vez mas sofisticados en el pensamiento a

medida que se avanza en un proceso instruccional. Esto no se considera una progresion

lineal en el pensamiento, los estudiantes pueden saltar de niveles en una tarea en

particular o en diversos contextos. Otras consideraciones que se plantean sobre los

niveles:

Transmiten conceptualizaciones de los estudiantes y también evidencian lo que
pueden o no hacer.

Deben captar el razonamiento inicial y compresion matematica formal dirigida
en la secuencia instruccional.

A veces el pensamiento sobre la variabilidad es indistinguible de su notacion.

La notacion y la comprension de la variabilidad no progresan en conjunto.

Se definen seis niveles, que describen la compresion de la letra como variable que

representa un valor que varia y el uso de los simbolos literales. Estos son los

siguientes:

1.

Pre-variable/pre-simbodlico. No se reconocen o perciben las variables en el
contexto matematico, ni se utilizan los simbolos literales o no literales para
representar cantidades. Esta etapa se puede relacionar con el rechazo o
negacion de la letra. Frente a actividades en las que hay cantidades
indeterminadas, intentan adivinarlas o contarlas.

Pre-variable/letras como etiquetas o como objetos. La letra representa algo que
no es variable. Como aun no internalizan el concepto de variable, utilizan otro
significado basandose en el contexto del problema. No perciben las variables
como un objeto que puede existir indeterminadamente y que necesita ser
matematizado.

Letras representando variables con valores fijos y deterministas. En este nivel
comienzan a percibir la variable y el simbolo literario que la representa. La
letra es un valor desconocido y con un valor fijo o determinado por una logica

externa. En esta categoria, por ejemplo, asignan un valor a la letra dependiendo
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de la posicion ordinal en el alfabeto. No ven que la eleccion del simbolo puede
ser arbitraria y su eleccion no tener relacion con su eleccion.

4. Letras como representaciones de variables con valores fijos, pero
arbitrariamente escogidos. A diferencia del nivel anterior, aqui la eleccion al
azar de ese valor fijo es el elemento distintivo. La letra puede ser “cualquier
numero”, sin estar vinculado a una relacion matematica o seguir una logica
interna. Una vez escogido el valor, no puede tener otro.

5. Letras que representan variables que tiene valor desconocido variable. Aqui, en
el contexto funcional, la letra es conceptualizada como una incognita variable,
reconocen que tiene un valor desconocido y para responder a las actividades no
tienen necesidad de encontrar un valor.

6. Letras que representan variables como objetos matematicos. En este nivel
pueden operar o transformar las variables para producir una nueva relacion.

En resumen, los dos primeros niveles implican la interiorizacion del significado de la
letra como variable, los estudiantes operan con objetos conocidos o los proponen. No
conceptualizan la cantidad variable en situaciones problematicas como una cantidad
desconocida o indeterminada. Desde el nivel tres al cinco, se realiza un proceso de
condensacion del significado, se comienza a percibir la variable como una cantidad
desconocida que puede variar. Ya en el nivel seis se convierte en un objeto y se
produce la reificacion, se matematizan cantidades desconocidas y se actua sobre ellas

como objetos en si mismos o combinados con otros.

El aprendizaje de los simbolos y la intervencion en el aula.
Kaput et al. (2008) plantean que la simbolizacion es un proceso social, en el que la

generalizacion y la simbolizacion estan estrechamente relacionadas. Conjuntamente es
un proceso dinamico, en el cual al lograr simbolizar la generalizacion se logra una
nueva plataforma sobre la cual expresar y razonar. Las simbolizaciones resultantes
permiten tratar esas generalizaciones simbolizadas como objetos y relaciones por
derecho propio que pueden ser utilizadas para otras generalizaciones en un espiral
ascendente de abstraccion matematica. Considerando esto, simbolo y referente pueden
ser experimentados separadamente por los estudiantes. Por ejemplo, los estudiantes
podrian comprender la idea de variable como cantidad indeterminada y que varia, sin
embargo no contar con los simbolos convencionales para representarlos. Antes de

lograr utilizar las letras y sus convenciones, los estudiantes utilizardn otras formas
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intermedias de simbolizacion y crearan un sistema de simbolos convencionales a partir
de la comparacion de los sistemas que utilizan, esto con el objetivo de buscar una
forma econdmica y eficiente de comunicar sus ideas.

Asimismo, estos autores sefalan que el proceso de simbolizacion se considerara
algebraico cuando esta al servicio de expresar generalizaciones o razonamientos
sistematicos con simbolizaciones algebraicas convencionales. Mientras que se
considerard cuasi-algebraico si implica expresar una generalizacion, pero utiliza
cualquier otro sistema de simbolos, ya sea aritméticos, formales, informales o
idiosincraticos. No sera algebraico si la actividad solo consiste en manipular las
convenciones algebraicas sin estar involucrado algun tipo de generalizacion (p. 49-50).
Debido a lo antes mencionado, la perspectiva adoptada en este trabajo es que en el
aprendizaje del algebra los signos se elaboran en actividades matematicas especificas,
en las que se adquieren sistemas de signos socialmente objetivados, cuyos usos y
elaboracion de significado son procesos individuales y sociales que emergen en
relacion a otros sistemas de signos que surgen en el aula (Radford, 1999). Bajo esta
perspectiva los signos no son cognitivamente neutros, en nuestro caso, la variable y las
letras tienen algin significado para los estudiantes aun cuando sean distintos a los
esperados, y los hacen actuar de cierto modo. Al usar la variable y las letras, los
procesos cognitivos de los estudiantes se modifican, es decir, su forma de abordar una
actividad cambia y se ajusta a las experiencias que enfrentan.

En base a la teoria Vygotskiana sobre la ensefianza y aprendizaje, Radford (2011a)
sefiala que la accion permite un cambio en el pensamiento de quien aprende,
entendiendo que el pensamiento tiene componentes materiales e ideas, formas de
imaginacion sensual, gestos, tacto y acciones reales con signos y artefactos culturales.
Propone que el cambio se produce por la accion, pero también menciona que esto es
posible gracias a la ayuda del docente, quien en su intervencién crea Zonas de
Desarrollo Préximo (ZDP) que permiten avanzar al estudiante.

Sobre las intervenciones en el aula, Warren, (2006) describe un experimento de
ensefanza realizado con un grupo de 27 estudiantes de aproximadamente 10 afios, a
quienes propuso situaciones de patrones algebraico. Ella identifica las acciones de los
maestros que ayudan a establecer los vinculos entre descripciones verbales y escritas al
realizar generalizaciones, es decir, acciones que ayudan en la simbolizacion de las

generalizaciones. Entre ellas menciona:
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* Usar lenguaje y acciones para relacionar la representacion visual con tablas de
valores.

* Introducir un lenguaje especifico.

* Justificar descripciones verbales.

* Traducir de manera explicita lo que verbalizan con notacion matematica.

* Introducir notacion para cantidades desconocidas.
Concluye que la actividad algebraica es posible en edades tempranas con acciones
docentes apropiadas.
Para determinar cuando las acciones son apropiadas nos referiremos a lo que sefiala
Onrubia (2000). El coincide con Radford al definir la ensefianza como un proceso de
creacion de Zonas de Desarrollo Proximo, afiadiendo la idea de “ayuda ajustada”. Esta
propuesta se basa en la consideracion de que la ensefianza debe ayudar a la
construccion de significados y sentidos que efectia el alumno. La ayuda se considera
eficaz si se ajusta a la situacion y las caracteristicas del alumno, conjugando los
siguientes elementos: (a) toma en cuenta los esquemas de conocimiento de los
estudiantes en relacion con el contenido que se estd ensefando, considerando los
significados y sentidos que dispongan y (b) provoca retos que hagan cuestionarse esos
significados y sentidos, forzando la modificacion y que esos cambios vayan en el
camino esperado, es decir, que se acerquen a las intenciones educativas.
La ayuda ajustada del docente consistird por tanto en proponer retos abordables. Esto
no implica que solo sean retos en los cuales se pueda encontrar la respuesta correcta,
sino mas bien que los pueda afrontar con sus propias posibilidades y con los apoyos e
instrumentos que reciba de parte del profesor. El objetivo es que el estudiante logre
realizar de manera autdbnoma las mismas tareas a un nivel superior.
La idea de “ayuda ajustada”, Onrubia (2000) la relaciona con la nocidon de Zona de
Desarrollo Préoximo (ZDP), la que se define como la distancia entre el nivel del
resolucion de una tarea que una persona puede alcanzar actuando independientemente
y el nivel que puede alcanzar con la ayuda de un compafiero mas competente o experto
en esa tarea (Vygotski, 1979). Es en la ZDP donde puede producirse nuevas formas de
entender gracias a la interaccion con otros. Es un espacio dindmico, por tanto una
intervencion que pueda ser exitosa en un momento, en otro momento puede no serlo,

debido a las caracteristicas de los participantes. A causa de esto mismo, las ayudas e
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intervenciones no deben ser las mismas para todos los estudiantes, se requiere de la
variacion y diversidad de formas de ayuda.
En el esquema que se muestra en la figura 1 se integran las propuestas descritas en este

apartado, graficando el proceso social que permite adquirir un sistema de signos o

modificar los significados otorgados a ellos, en el que el docente interviene creando

ZDP.

> Intervencion en el aula

Ayuda ajusta
Implica creacion
de...
Docente/investigador (
| Zona de Desarrollo Préximo }—
Actuacién % Actuacién con ayuda de otros. Proceso social
independiente

/ Objetivo de la \

intervencion
Situaciones nuevas y mas
complejas
Nuevos sistemas de signos
socialmente objetivizados.

Accion del estudiante
Proceso de modificacion de la
propia actividad

Estudiante

i 1\ T 1? K Nuevos significados /

* Diversas actividades y retos posibles de abordar.
* Asistencia y ayuda.

Tiene sus propios * Interaccion con otros: profesor y estudiantes.
esquemas de * Intercambio de ideas.
actuacion, * Profundizacion y utilizacién del conocimiento.
conoc1rplentos * Relacion entre conocimientos nuevos y
previos y conocimientos previos.
significados. .

Introduccion de nuevo lenguaje, nuevos
simbolos o notaciones.

Figura 1. Esquema del aprendizaje de signos e intervencion en el aula
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Capitulo 3: Objetivos de investigacion

En esta investigacion se han definido dos objetivos generales que se desglosan en dos

objetivos especificos cada uno:

OG1: Describir como evolucionan los significados que estudiantes de tercero de

primaria asocian a las letras en contextos funcionales.

OELl: Identificar significados que los estudiantes asignan a las letras, a partir de
sus intervenciones orales y producciones escritas en el marco de un
experimento de ensefianza en el que se trabaja en contextos funcionales.

OE2: Describir la trayectoria que siguen los significados puestos de manifiesto
por los estudiantes a lo largo de las sesiones de trabajo que constituyen el citado

experimento de ensefianza.

OG2: Identificar y describir las intervenciones en el aula que contribuyen a la

evolucion del significado que los estudiantes asignan a las letras.

OEIl: Identificar las intervenciones en el aula que se detectan asociadas a un
cambio en el significado que el estudiantes asigna a la letra.
OE2: Describir intervenciones conducentes a que los estudiantes den

significado o cambien el significado dado a la letra.
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Capitulo 4: Método

En este capitulo describimos los elementos que forman parte del marco metodologico
de esta investigacion. Detallamos el tipo de investigacion, la muestra, el disefio y

recogida de datos, su implementacion y analisis.

Tipo de investigacion
Esta investigacion es de tipo cualitativa, especificamente tiene caracter exploratorio y

descriptivo (Hernandez Sampieri, Fernandez Collado y Baptista Lucio, 2010). Se
enmarca dentro de una investigacion mas amplia que sigue la metodologia de
investigacion de disefio, concretamente un experimento de ensefianza, y que tiene
como objeto de estudio el pensamiento funcional de estudiantes de tercero de
educacion primaria.
La investigacion de disefio o investigacion basada en disefio es un paradigma
metodoldgico de naturaleza principalmente cualitativa. Se nutre de otras disciplinas
como antropologia, psicologia, sociologia, neurociencia, etc. Sus objetivos son:
e comprender y mejorar la realidad educativa a través de la consideracion de
contextos naturales en toda su complejidad.
* desarrollar y analizar de forma paralela un disefio instruccional especifico.
(Molina, Castro, Molina y Castro, 2011, p.75)
En este tipo de investigacion no se busca que los disefios sean perfectos, mas bien se
pretende explicar la relacion entre la teoria educativa, la practica y herramientas de
ensefianza. Su potencial es que hace progresar teorias de aprendizaje y ensefianza en
situaciones complejas y conduce a conocimiento empiricamente fundamentado ( Cobb,
Confrey, diSessa, Lehrer y Schauble, 2003; The Design-Based Research Collective,
2003; Valverde, 2014)
El experimento de ensefianza es una secuencia de episodios de ensefianza en los que
los participantes son normalmente un investigador-docente, uno o mas alumnos y uno
o mas investigadores-observadores (Steffe y Thompson, 2000). Su objetivo es
comprender como, cuando y porqué ciertas innovaciones educativas pueden funcionar
en el aula, para esto se testea y generan hipodtesis, ya sea inicialmente fundadas en
investigaciones y literatura relacionada con la temdatica o generadas durante el

experimento segun las observaciones realizadas. Se lleva a cabo en tres fases: (a)
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preparacion del experimento, (b) experimentacion y (c) analisis retrospectivo (Cobb y
Gravemeijer, 2008).

En este trabajo, nos situamos en el analisis retrospectivo del experimento de
ensefanza, el cual consiste en analizar los datos, revisar y reformular las hipotesis. Se
regresa a cada una de las secuencias aplicadas y se analiza detalladamente el quehacer

del estudiante, su entorno y el contexto en el que se realiz6 la actividad.

Sujetos
La muestra estd formada por 24 estudiantes que cursaban tercero de Educacion

Primaria (8-9 afos) durante el curso 2014-2015. Es de caracter intencional, segun la
disponibilidad del centro y los docentes del mismo. El centro educativo esta ubicado en
Granada y es privado. Antes de participar en el experimento de ensefianza, los
estudiantes no habian trabajado en el aula tareas que involucraran funciones ni hicieran

uso de las letras para representar cantidades indeterminadas.

Disefio e implementacion de la recogida de datos
El experimento de ensefianza en el que se enmarca este trabajo implicd cuatro sesiones

de trabajo en el aula de tercero de primaria', de aproximadamente 90 minutos cada
una. En la recogida de los datos particip6é un grupo de investigadores de la Universidad
de Granada que tenian distintos roles. Durante todas las sesiones una investigadora fue
quien dirigio las clases, desempeniandose como investigadora-docente. Otra de las
investigadoras prestaba apoyo a la primera y ademas cumplia el rol de investigadora-
observadora. Un tercer integrante del grupo se encargaba de los registros
audiovisuales, cumpliendo el rol de técnico de las camaras.

Los estudiantes estaban sentados en grupos de 3 o 4 integrantes conservando la
configuracion habitual de la sala de clases. En consecuencia, podian trabajar de forma
individual o conjunta al estar sentados en grupo.

En cada una de las sesiones se plante6 una situacion relativa a una relacion funcional y
varias preguntas respecto de esta. En la tabla 3 se muestran los enunciados generales y
las funciones presentadas en cada una de las sesiones. En la segundo y tercera se
considera la misma situacion, aunque las preguntas que se plantean son diferentes. En
este trabajo no consideran los datos recogidos en la ultima sesion pues las cuestiones

planteadas a los estudiantes no implicaban el uso de letras.

1 También se realizaron de forma paralela sesiones en las aulas de primero y quinto de
primaria.
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Tabla 3
Situaciones presentadas a los estudiantes en las sesiones de trabajo
Cuestionario Formadela  Nombre de Enunciado general
funcion la
situacion
1 fx)=x+5 Laedad de Maria y Raul son dos hermanos que viven en

hermanos. La Zubia. Maria es la hermana mayor.
Sabemos que Maria es 5 afios mayor que
Raul.
2 f(x) = 3x Venta de Carlos quiere vender camisetas con el escudo
camisetas. de su colegio para poder ir de viaje de

3 estudios con su clase. Gana 3 euros con cada
camiseta que vende.
4 f(x)=2x+6 Las Un colegio quiere reformar el suelo de todos

sus pasillos porque esta ya muy estropeado. El
equipo directivo decide enlosar los pasillos
con baldosas blancas y con baldosas grises.
Todas las baldosas son cuadradas y tienen el
mismo tamafo. Las baldosas se van a colocar
en cada pasillo de la manera que ves en la
siguiente imagen.

baldosas.

El colegio contrata una empresa para que
reforme los pasillos de las tres plantas del
colegio. Te pedimos que ayudes a los
albafiiles a contestar algunas preguntas que
necesitan responder para hacer este trabajo.

La estructura de las clases fue similar: se realizd una introduccion de la situacion,
luego los estudiantes realizaron las actividades presentadas en un set de hojas de
trabajo’ y se realizaron puestas en comin de sus trabajos en distintos momentos de la
clase de forma intercalada con el trabajo escrito en las actividades propuestas.

Durante las sesiones, al presentar por primera vez las actividades o situaciones se
dialogd sobre ellas. Esto con el objetivo de que los estudiantes comprendieran los
enunciados y contextos que se les estaban proponiendo. No se les indicé como realizar
el trabajo o qué estrategia aplicar pues se queria activar sus ideas o conocimientos
previos y a partir de ellos dirigir la atencion hacia los elementos algebraicos que se

buscaba trabajar. En general, el objetivo no fue obtener respuestas correctas, sino

? Las hojas de trabajo se pueden descargar desde el siguiente link https:/goo.gl/6jHts9
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compartir diferentes verbalizaciones de las relaciones que establecieron entre las dos
variables y la manera cémo lo expresaban por escrito.

La recogida de datos se realizo a partir de tres fuentes de informacion: (a) cuestionarios
escritos, (b) grabaciones de video con una cdmara fija ubicada al final del salon y
(c) grabaciones de una camara moévil que captd el trabajo realizado en algunos grupos
de estudiantes al responder los cuestionarios y la interaccion entre estudiantes o de
estos con el investigador-docente o investigador-observador. De las grabaciones, para
esta investigacion se transcribieron los momentos de las sesiones en los que realizaron

actividades relacionadas con el uso de las letras’.

Disefio de los cuestionarios
En todas las sesiones el modelo del razonamiento inductivo propuesto por Canadas y

Castro (2007) fue la base para estructurar las actividades de las hojas de trabajo asi
como la discusion en el aula. Principalmente se preguntd por la relacion de
correspondencia, pero también por la relacion de covariacion (Smith, 2008). No se
presentaron casos consecutivos para evitar utilizar el pensamiento recursivo.

Al responder las hojas de trabajo los estudiantes tuvieron la oportunidad de usar
diversas representaciones, tales como tablas, lenguaje verbal y letras, de esta forma
tendrian multiples formas de explorar las relaciones funcionales y expresar su
pensamiento.

Las letras se introdujeron de manera intencional para representar cantidades
indeterminadas. No se les dio explicacion sobre su significado. En los casos en los que
se propuso la letra a utilizar (ej., Z), se escogieron con la intencién de que no fuesen
relacionadas con el sistema de numeracion romano o con las iniciales de los objetos de

los problemas para alejar la idea de etiqueta de las letras.

Cuestionario 1

La situacion de las edades de dos hermanos (ver tabla 3) es el eje central de este
cuestionario que consta de dos hojas. La eleccion de esta se debe a que se considerd
que era un contexto accesible para los estudiantes, pues muchos de ellos tenian
hermanos y pensar en las diferencias de edad y como cambian a medida que crecen es
algo cercano a ellos, permitiendo involucrarlos en la tarea y pensar en la variacion de

las cantidades con diferencias constantes. Una de las limitantes del contexto es que no

3 Las transcripciones se pueden descargar en el siguiente link: https://g00.gl/G5XnU5
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tiene sentido pensar en cantidades superiores a 100, no obstante considerando que es el
primer acercamiento a las tareas funcionales, el rango numérico es suficiente para
realizar la introduccion. La idea de variable también se ve favorecida por el contexto,
pues de forma natural podrian entender que a medida que se envejece la edad cambia.

En la tabla 4 se describen las preguntas propuestas en este cuestionario que forman
parte de la primera hoja de trabajo, cuyo objetivo es presentar diversos casos

particulares numéricos.

Tabla 4
Preguntas propuestas en la hoja de trabajo 1. Cuestionario 1
Preguntas Descripcion
Cuando Raul tiene 7 afios, ;cuantos Focalizadas en la relacion de
afos tiene Maria? correspondencia directa. Consideran

vy o , cantidades cercanas y un caso particular
Cuando Raul tiene 15 afios, /cuantos y P

V. , lejano.
anos tiene Maria? d

Cuando Raul tiene 80 afios, ;/cuantos

anos tiene Maria?

En la segunda hoja de trabajo se esperaba que luego de trabajar con diversos casos
particulares, siguiendo la propuesta para el desarrollo del razonamiento inductivo,
lograran generalizar la relacion entre las edades y la expresaran utilizando las letras
que ellos escogieran, convirtiéndose en el primer acercamiento en el uso de este tipo de
representacion. Los datos se organizan en una tabla y en la ultima fila se les propone

completar las celdas con una letra, tal como se muestra en la figura 2.

5. Rellena algunas filas de la tabla con cantidades que pueden ser ciertas.
Recuerda que Maria es 5 afios mayor que Ratl. No escribas en la fila que
aparece en gris.

Edad de Raul Operaciones para Edad de Maria
calcular la edad de Maria
7
15
80
= -

6. Elije una letra para indicar la edad de Raul. Coloca la letra en la fila de la
tabla que aparece en gris, junto a la flecha blanca.

Junto a la flecha negra, escribe como usar la letra para calcular la edad de
Maria.

Figura 2. Actividades hoja de trabajo 2, cuestionario 1
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Cuestionario 2

El hilo conductor de este cuestionario es el problema de la venta de camisetas (ver
tabla 3). Los contextos de ventas también se consideran situaciones familiares a los
estudiantes. En esta oportunidad es posible trabajar contemplando un rango numérico
mayor, a diferencia del problema de las edades.

En la primera hoja de trabajo se presenta la situacion como un problema abierto. El
objetivo es motivar a los estudiantes a involucrarse en la situacion y favorecer la
exploracion de la relacion funcional subyacente. Los estudiantes deben proponer la
cantidad de camisetas vendidas, pudiendo trabajar sobre la base de cualquier nimero
de camisetas y asi analizar que conforme mas ventas se realicen, las ganancias iran
aumentando.

En la segunda hoja de trabajo se proponen 15 sentencias en las que los estudiantes
deben argumentar si son verdaderas o falsas. Los casos fueron organizados
considerando casos cercanos no consecutivos, casos lejanos no consecutivos y letras.
En la tabla 5 se describen cada una de ellas y se muestran en el orden cémo se
representaron en el cuestionario.

Las preguntas 6, 7, 14 y 15 se focalizan en el uso de la letra. En todos los casos se
representd la variable independiente con la letra Z, mientras que la representacion de la
variable dependiente fue cambiando:

* En la pregunta 6 se expresa explicitando la operacion que permite calcular la
cantidad de euros ganados.

* En las preguntas 7 y 14 se presenta con una letra distinta a Z y no se explicita
la operacion que representa la relacion con la variable independiente. Estas
sentencias puede ser verdaderas o falsas seglin las condiciones que sefialen que
debe cumplir las letras N e Y.

* Enlapregunta 14 se representan ambas variables con la misma letra (Z).

25



Evolucion del significado que le otorgan a las letras en contextos funcionales

Tabla 5
Preguntas propuestas en la hoja de trabajo 2. Cuestionario 2
Preguntas Descripcion
1. Cuando Carlos vende 5 camisetas, gana 10 euros. El foco es la relacion de
2. Cuando Carlos vende 23 camisctas, gana 69 correspondencia directa.
euros. Considerando cantidades cercanas.
3. Cuando Carlos vende mil camisetas, gana tres mil El  foco es la relacion de
euros. correspondencia directa.
4. Cuando Carlos vende un millon de camisetas, Considerando cantidades lejanas.
gana cuatro millones de euros.
5. Los euros que gana Carlos son el doble del Generalizar la  relacion  de
numero de camisetas que vende. correspondencia directa.
6. Cuando Carlos vende Z camisetas, gana 3xZ Generalizar la  relacion  de
euros. correspondencia directa y expresarlo
7. Cuando Carlos vende Z camisetas, gana N euros  utilizando letras.
8. Carlos a vendido 20 camisetas mas. Entonces ha El foco se encuentre en la relacion
ganado 60 euros mas. de covariacion.
9. Cuando Carlos vende el doble de camisetas, gana Generalizar la  relacion  de
el doble de euros. correspondencia directa.
10. Carlos ha ganado 18 euros. Entonces sabemos El foco es la relacion de
que ha vendido 6 camisetas. correspondencia inversa.
Considerando cantidades cercanas.
11. Carlos ha ganado 150 euros. Entonces sabemos ElI foco es la relacion de
que ha vendido 60 camisetas. correspondencia inversa.
12. Carlos quiere ganar 900 euros. Entonces tiene que Considerando cantidades lejanas.
vender 300 camisetas.
13. Carlos tiene que vender un numero de camisetas Generalizar la  relacion de
igual a un tercio del dinero que quiere ganar. correspondencia inversa.
14. Carlos quiere ganar Z euros. Entonces tiene que Generalizar la  relacion de
vender Y camiseta. correspondencia inversa y
15. Carlos quiere ganar Z euros. Entonces tiene que expresarlo utilizando letras.

vender Z camiseta.

Cuestionario 3

En este cuestionario nuevamente el hilo conductor es el problema de las camisetas. El
objetivo es profundizar en la indagacion del pensamiento funcional de los estudiantes y
explorar aspectos relacionados con el uso de representaciones variadas (ej. la
representacion tabular) y con el reconocimiento del codominio de la funcion.

En esta oportunidad la tabla que se debe completar tiene dos columnas, una con la

cantidad de camisetas vendidas y la otra con la cantidad de euros ganados. Los casos
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nuevamente fueron organizados considerando casos cercanos no consecutivos, casos
lejanos no consecutivos y letras. Se completan celdas en ambas columnas
estableciendo las relaciones de correspondencia directa o inversa. En ocasiones las
cantidades estan representadas con la operaciéon que permite obtenerlas a partir de la
variable independiente o dependiente, segun sea el caso. En la figura 3 se presentan los

cuatro casos en los que estan involucradas las letras.

Numero de camisetas | Euros ganados
vendidas

N <:< Relacion de correspondencia directa

3IXY ., ..
Relacion de correspondencia inversa

Z3 ., .-

Relacion de correspondencia directa

D ., ..
Relacion de correspondencia inversa

Figura 3. Actividades que involucran letras. Cuestionario 3

Descripcion del desarrollo de las sesiones
En este apartado describimos de modo general como se desarrolld cada una de las

sesiones, enfatizando aquellas actividades en las que se utilizaron las letras.

Sesion 1

La sesion comenzod presentando la situacion y verificando que la entendieran, para esto
se realizd una puesta en comun y los estudiantes propusieron edades para Maria y
Raul, verbalizando los motivos por los que establecieron esas relaciones. Enseguida se
les entrego la primera hoja de trabajo con las preguntas que se describen en la tabla 4.
Luego, nuevamente se hizo una puesta en comun y se les mencion6 el siguiente caso:
han encontrado una fotografia del cumpleafios de Ratl, y solo se ven las velas del
pastel (sin decirle cual es la edad de Ratl en ese cumpleaiios), ;,como podrian saber la
edad de Maria? Su objetivo fue que los estudiantes generalizaran la relacion
explicando que basta con mirar las velas y sumar 5 para saber la edad de Maria. Tras
esto continuaron trabajando con casos particulares y los representaron en primera
instancia en una tabla construida por ellos y luego plantearon otros casos en la tabla

propuesta en la segunda hoja de trabajo (ver figura 2).
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Finaliz6 la sesion con una puesta en comun de sus ideas sobre el uso de las letras, los
criterios que siguieron para escogerlas, la forma como las utilizaron para representar la

operacion y el significado que les otorgaron.

Sesion 2

La sesion inici6 presentando la situacion. Se solicité a los estudiantes que con sus
compaiieros dialogaran y establecieran una forma de determinar cudnto dinero puede
conseguir Carlos. Sin mencionar la cantidad de camisetas vendidas o las ganancias
obtenidas se esperaba que comprendieran la situacidn, identificaran las variables
involucradas y las expresaran del modo que cada uno estimara conveniente. Luego, se
entregd una segunda hoja en la que se propusieron una serie un sentencias asociadas
con la relacién funcional, debian identificar si eran verdaderas o falsas justificando su
respuesta segun los datos presentados en el problema. A continuacion se realizd una
discusion de todo el grupo en la cual los estudiantes verbalizaron sus respuestas y
argumentaron por qué pensaban que cada una de las sentencias era correcta o no. La
discusion, en lo que respecta a las letras, se focalizo en las sentencias: “Cuando Carlos
vende Z camisetas, gana 3xZ euros” y “Carlos vende Z camisetas, gana N euros”. El
objetivo fue que verbalizaran las generalizaciones de la relacion funcional, asi como

invitar a los estudiantes a dar significado a la letra.

Sesion 3

El trabajo inici6é registrando casos particulares en una tabla de tres columnas. La
primera columna representaba la cantidad de camisetas vendidas, la segunda la
operacion para calcular la cantidad de euros y la tercera la cantidad de euros ganados.
Los casos los planted cada estudiante con la condicion que fueran verdaderos. Una vez
que completaron la tabla, reflexionaron sobre las relaciones que se podian extraer de
los datos y realizaron una puesta en comun.

En la segunda hoja de trabajo, los casos fueron propuestos por las investigadoras. Tras
unos minutos en los que registraron sus respuestas por escrito, se realizd una discusion
en gran grupo. La discusion se centrd principalmente en las celdas que contenian
letras. Las siguientes actividades y hojas de trabajos se focalizaron en la representacion
de los datos en graficos. Dado que esto no es el objetivo de esta investigacion, no se

entra en detalle sobre estas.
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Categorias y analisis de datos
En la investigacion se realizé una codificacion cualitativa (Hernandez Sampieri et al.,

2010) de las transcripciones de las sesiones grabadas con las camaras fija y movil, asi
como de las producciones escritas de los estudiantes. Primero, en cada uno de los
instrumentos que fueron utilizados para la recogida de datos, se identificaron las
instancias relacionadas con la variable y su notacion. Luego, en el caso de las
transcripciones se realizd una revision linea por lineas, las cuales fueron organizadas y
numeradas en una hoja de calculo, tal como se muestra en la figura 4. En cuanto a las
producciones escritas, las unidades de analisis fueron las respuestas escritas, las cuales
fueron contrastadas con las transcripciones de las grabaciones de las camaras fija y

movil, para complementarlas con los argumentos que daban los estudiantes.

2 .| B C D E F I G [ H [ 1 [ J [ K L
1 Uso de las letras
Estudiant | Ne Variable independiente Relacién entre las variables b las
2| M Didlogo Sesién | eque |interven letras
— cién
5 Categoria | Representacién | Categoria “‘"“:"""6 Categoria | Representacién
4 [ ciy| [£] ¥ v x| cs[m 6 v a |v 8 [w @ [v c10 v ca1_ v 1z [
X P : Letras como
: e
4 |ES: Yohe puesto aqui una R de Rai (sefiala 12 columna), y aquf una C de cinco 1 (o . — 3 oy e Letra nueva no m e S o

(sefiala 22 columna) relacionada
objetos

29 | 25 Investigadora 1:una C de cinco, aqui zy por qué has puesto una C de cinco? 1
30 | 26 ES: Por que todo era sumando 5 1
Investigadora 1: Porque todo era sumando 5. Vale y si R es la edad de Rad, T
31 cémo pondrias la edad de Marfa?
32| 28 [ES:M I
33 | 29 | Investigadora 1: ;Por qué? 1
34 | 30 ES: Porque eslainicial 1
Investigadora 1: Porque es la inicial, ;y que tiene que ver la R conla M.2;Qué P
35 | relacién hay entre la Ry la M que has escogido?
36 | 32 |ES:Sonlasiniciales de sus nombres 1
Investigadora 1: ;qué més ideas tenéis? A ver (menciona nombre de =
37 estudiante)

Ndmero Letra como
34 |E6:A+5.Y pongo por ejemplo 45 (imperceptible) 1 £6 4 Letra A Letra y nimero A+5 relacionado con a7 variable/ valor
38| elvalor fijado aleatorio.

Investigadora 1: O sea por ejemplo si coges la letra Z, zte vale esa, o cual has
35 | pensado tii? Si pongo la A que tii me estabas diciendo. Entonces en este caso, &
39| qué harfas con esa letra?
40 | 36 |E6:HarfaAmds5
41| 37 |Investigadora 1:Amés S, ;y cull serfa entonces la edad de Marfa?
42 | 38 |E6:imperceptible
43| 39 |Investigadora 1: por ejemplo 47, ;por qué 477
44 | 40 |E6:imperceptible

1:tf me has dicho que la A la edad de Ratil, y esto

Figura 4. Ejemplo organizacion transcripcion camara fija para el analisis de los datos

I

En primera instancia se analizaron las transcripciones de las puestas en comun que
fueron registradas por la camara fija. Se identificé como los estudiantes representaban
la variable independiente, la variable dependiente y la relacion funcional. A su vez,
cual era el significado asignado a las letras en sus intervenciones. En las
transcripciones, las intervenciones de los estudiantes fueron codificadas con la inicial
“I” y numeradas segin orden cronoldgico (I, con i = 1, ... 31). Para mantener el
anonimato de los estudiantes, a estos también se le asign6 un codigo especifico (E;, con
1 =1, ... 24). Luego se revisé las transcripciones de las grabaciones de la camara
movil, se identificaron los mismos elementos antes mencionados y se incluyé el
analisis de las intervenciones docentes. La intervenciones fueron codificadas como IM;

(coni=1, ... 13).
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Finalmente se analizaron las producciones escritas, las cuales se interpretaron a la luz
de los hallazgos obtenidos del andlisis de las explicaciones verbalizadas en las
instancias grabadas y se codificaron siguiendo los mismos criterios tanto para los
modos de representar la variable como para asignarle un significado a la letra. Este
proceso se estructur6 en dos fases.

La primera fase consistié en identificar las actividades que requerian el uso de las
letras. En total se seleccionaron 9 actividades (sesion 1: 1 actividad; sesion 2: 4
actividades y sesion 3: 4 actividades). Las respuestas fueron transcritas y codificadas
en una hoja de calculo: En la primera columna se identificé al estudiante, en la segunda
a la actividad, en la tercera si respondia o no la actividad y en las siguientes se
utilizaron los mismos criterios empleados al analizar las transcripciones (ver figura 5).
Se incluyo al final una columna de comentarios en la que se transcribid los argumentos
escritos por los estudiantes en las actividades en las que debian justificar si las
sentencias eran verdaderas o falsas y también se incluyeron aquellas anotaciones al pie
de pagina o al borde del margen que los estudiantes realizaron en las hojas y que

permitian comprender sus respuestas.

BE[ENG D | E [ F I G [ H [ ] I J [ K I L |
Uso de las letras |

Variable [ Relacién entre las variables | Variable

Est. Actividad | ¢Responde? Categoria Representacién Categoria Representacién | Categoria Representacién

E18 S1_A1 NO

E18 S2_A6 | Verdadera

L

de las letras Comentario

E18 S2_A7 NO
E18 S2_A14 NO
E18 S2_A15 NO
E18 S3_A1 NO
E18 S3_A2 NO
E18 S3_A3 NO
E18
E6 S1_A1 St Letra A Letra y nimero A+5 Nimero 65
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Figura 5. Ejemplo andlisis producciones escritas

La segunda fase consistio en comparar las respuestas escritas con la informacion
recabada al analizar las transcripciones de las camaras. Esto permitio interpretar las
respuestas a la luz de los comentarios de los estudiantes y dar un significado mas
preciso a aquellas respuestas que parecian ambiguas. Por ejemplo, en la variable
dependiente se analizd la codificacion “ntimero”, ya que algunos que parecian ser
escogidos al azar o no tener relacion con la variable dependiente pero si lo tenian y
seguian una légica explicitada en las grabaciones. De forma similar sucedia con los
significados asociados a las letras, al escribir en las hojas de trabajo un nimero se
podria pensar que los estudiantes no comprendian el significado de la letra como una

variable, no obstante al contrastarlo con las grabaciones fue posible determinar cuando
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lo escribian como un ejemplo, siendo conscientes que la letra podria representar un

namero indeterminado.

Significado de las letras como variables
Las categorias de analisis se propusieron basandose en los antecedentes y el marco

tedrico expuesto en los capitulos anteriores. En el caso de las categorias para el
significado de las letras como variables se organizaron considerando su evolucion,
contemplando desde el rechazo de la letra hasta su aceptacion como una variable que
representa un valor indeterminado. En la tabla 6 se describen cada una de ellas.

Tabla 6

Categorias de analisis significado de las letras como variables

Categoria Descripcion

Rechazo de la letra Senala que no se pueden utilizar letras porque no significan nada.

Acepta uso letra

Letra como etiqueta
0 como objeto.

Letra evaluada

Letra evaluada/ valor
logico

Letra como variable/
Valor aleatorio

Letra como variable/
valor indeterminado

Utiliza la letra pero al analizar sus intervenciones el significado
asociado no se puede determinar con exactitud.

Las letras son escogidas considerando la inicial o como etiqueta de un
objeto, por ejemplo dice la M es Maria, sin referirse a que representa la
cantidad de afios que tiene Maria.

Relaciona la letra con una cantidad, no obstante no es posible
identificar los motivos por los cuales asign6 ese valor.

El valor de la letra es Unico y determinado por alguna logica, por
ejemplo el orden en el alfabeto.

Senala que la letra puede tener un valor variable, el cual ejemplifica. Es
usual que en su respuesta mencione “por ejemplo”, un caso es “la Z
puede ser 5, por ejemplo, entonces como cada camiseta cuesta 3 euros.
3x5 son 15, por ejemplo”.

Senala que la letra puede tener valores variables y puede analizar la
situacion sin necesidad de recurrir a un ejemplo numérico concreto.
Responde generalizando.

Con el objetivo de visualizar como cambiaban los significados de las letras en el
transcurso de cada sesion y describir su evolucion a lo largo de todo el periodo que
dur6 la intervencion en aula, se construyo una tabla de doble entrada en la que se
relacioné los significados de las letras, la sesion, el numero de la intervencion y el
estudiante que expreso ese significado. Ademas, se realizd una comparacion de la
informacion recogida y se describié en detalle los significados observados en cada

sesion.
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Representacion de la variable
Las categorias surgieron de manera inductiva al analizar tanto las transcripciones como

las producciones escritas de los estudiantes. Se identifico que los estudiantes utilizaban

letras o nimeros o ambas. En el caso de las letras y de los nimeros, se logro establecer

categorias mas especificas, las cuales se presentan en la tabla 7.

Tabla 7

Categorias de analisis representacion de las variables

Codigos

Descripcion

Letra

Solo letras

Letra
relacionada

Letra nueva no
relacionada

Letra nueva
relacionada

Repite letras

Numero

Numero
relacionado con el
alfabeto

Numero aleatorio

Letra y nimeros

Palabras

Utiliza alguna letra para representar la variable.

Expresa la relacion funcional utilizando letras y la operacion
involucrada. Por ejemplo, en el problema de las edades escribe: “R +
C”, reemplazando el nimero (cinco) por una letra, que en este caso es
su inicial.

Utiliza la misma letra que propone en la variable independiente o la
dependiente, segun sea el caso, y expresa la relacion. Por ejemplo, en la
venta de las camisetas proponen N como el nimero de camisetas y 3xN
como la cantidad de euros ganados.

Propone una nueva letra que no tiene relacion con la variable
independiente o dependiente, segiin sea el caso. Por ejemplo, en las
edades propone R y M, centrandose en las iniciales de los nombres.

Plantea una letra distinta a la variable independiente o dependiente,
segun sea el caso, pero hay un explicacion sobre como se relacionan.
Por ejemplo, relaciona las letras por medio del orden del alfabeto: A
mas 5 igual a E.

Expresa la variable dependiente y la independiente de igual forma,
utilizando la misma letra, por ejemplo, vende N camisetas y gana N
euros.

Representa la variable escribiendo un ntimero.

Dada la letra que representa la variable dependiente o independiente,
completa el dato que falta con un niimero que determina considerando
el orden en el alfabeto.

Asigna un valor numérico al azar. Por ejemplo, si se plantea que gana S
euros, sefiala que vende 100 camisetas, pues puede ser cualquier
nimero.

Expresa la relacion funcional utilizando letras, nimeros y la operacion
involucrada en la situacion. Por ejemplo, en el problema de las edades,
expresa “R + 5”.

Expresa la relacion funcional o las variables con palabras.
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En primera instancia se categorizaron las representaciones como “letra”, “letra y
numero” y “numero”. Luego de categorizar la informacion recabada en las sesiones, se
realizd una comparacion de las representaciones y los argumentos dados para su uso,
asi surgieron categorias mas especificas. Enseguida se contrastaron con los
significados otorgados a las letras, para finalmente describir la forma como
representaron la variable independiente, la variable dependiente y la relacion funcional.
Vale mencionar, que en los casos en los que no habia certeza de los motivos por los
cuales se propuso la letra o el nimero, se decidio por categorizar de manera amplia las
respuestas. Por ejemplo, en el caso en que al estudiante se le pedia representar la
variable dependiente a partir de una variable independiente “A”, si las letras utilizadas
eran distintas y no habia explicacion, se categorizo su respuesta como “letra nueva”, en
cambio cuando si habia registro de las decisiones tomadas, éstas se asociaron a
categorias mas especificas. En el ejemplo, el estudiante podria responder con la letra E,
y en el contexto de las edades de los hermanos, sefialar que la letra se encuentra a una
distancia de 5. En este caso la letra E, se considera una “letra nueva relacionada” segiin

el orden de las letras en el alfabeto.

Intervencion en el aula
Para identificar y describir las intervenciones que contribuyen a la evolucion del

significado que los estudiantes asignan a las letras o a sus representaciones, se analizod
la transcripcion de las grabaciones de la cdmara movil. Se analizd linea a linea las
intervenciones identificando las representaciones y significados de las letras utilizando
las mismas categorias propuestas en las tablas 6 y 7. Las categorias para describir la
intervencion en el aula, que se muestran en la tabla 8, se basaron en la propuesta de
Onrubia (2000) y Warren (2006), siendo complementadas con las evidencias
observadas en las grabaciones. Se consideré una intervencion efectiva cuando el
estudiante logra modificar su significado inicial y adopta uno mas complejo. Por
ejemplo, en un caso hipotético un estudiante interpreta las letras como una etiqueta o
un objeto y, luego de dialogar con la investigadora-docente, el estudiante considera que
la letra puede tener cualquier valor, es decir la considera como una variable con valor

indeterminado.
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Tabla 8
Categorias de andlisis intervencion en el aula
Codigos Descripcion
Activa conocimientos * Revisay explicita ideas previas de los estudiantes.
previos de los estudiantes ¢ Debate sobre las propias ideas y las contrasta con las de
otros.
Orienta la actividad y * (Centra la atencion tanto en el proceso como en resultado.
esfuerzo de los * Ordena las ideas que los estudiantes verbalizan y los orienta
estudiantes para que las expresen por escrito.

* Hace alusion a elementos conocidos para comprender la

tarea.
Ayuda a atribuir * Facilita la oportunidad de verbalizar las ideas y contrastarlas
significado a la nueva con las de otros.
informacion * Plantea contragjemplos.

* Fomenta el pensamiento inductivo analizando casos
particulares para generalizar el proceso.

* Guia una comprension cualitativa del problema y las
relaciones entre las variables.

* Contrasta la comprension cualitativa del problema con una
cuantitativa.

* Introduce lenguaje especifico.

* Traduce la verbalizacion dada por el estudiante con notacion
algebraica.

Fiabilidad
Para asegurar la fiabilidad de las categorias, en primera instancia la autora de este

trabajo analizd los datos, establecid las categorias y unidades de analisis. Luego,
fueron chequeadas por la directora del mismo, llegdndose a acuerdo sobre si las
categorias cumplian con los siguientes caracteristicas: (a) existe un criterio inico en su
construccion, (b) son exhaustivas, (¢) son mutuamente excluyentes, (d) significativas,

(e) claras y (f) replicables.
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Capitulo 5: Resultados y discusion

En este capitulo presentamos los resultados y discusion de los mismos. Se organiza en
tres apartados: significados de las letras, representacion de las cantidades
indeterminadas e intervencion en el aula. En cada uno de ellos describimos y
relacionamos las respuestas dadas por los estudiantes en las puestas en comun, en las

intervenciones captadas por la camara movil y en las producciones escritas.

Significado de las letras
En las puestas en comun se analizaron 31 intervenciones (S1 =8; S2=16; S3=7)

identificando 36 significados. Las siete categorias se observaron por lo menos una vez,
lo que evidencia una amplia diversidad de significados. En la tabla 9 se registra cuando
se advirtio cada uno y su frecuencia a los largo del experimento de ensefianza. Los
significados se ordenan segun su complejidad desde el rechazo hasta entender la letra
como la representacion de una cantidad variable indeterminada.

Tabla 9

Significados identificados en las transcripciones de las puestas en comun

Significado de la letra Sesiébn  Sesion  Sesion Frecuencia
1 2 3 total
Rechazo de la letra - - 1 1
Acepta uso de la letra 2 - - 2
Letra como etiqueta o como objeto 2 2 - 4
Letra evaluada 4 1 2 7
Letra evaluada/ valor logico - 2 2 4
Letra como variable/ valor aleatorio 1 5 1 7
Letra como variable/ valor - 9 2 11

indeterminado

En la tabla 9 se puede observar que los significados evolucionan desde nociones
simples que implican aceptar la letra y relacionarla con elementos concretos
(observadas en la sesion 1) para luego en la sesion 2 centrarse especialmente en la idea
de variabilidad (14 de 19 significados). En la sesién 3 no se observa una tendencia en
los significados, pero a modo general se puede visualizar que las categorias puestas de

manifiesto dan cuenta que los estudiantes relacionan las letras con cantidades, las
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cuales las obtienen ya sea aplicando una légica, de manera aleatoria o las consideran
como indeterminadas.

Las categorias “letra como variable/ valor indeterminado” y “letra como variable/ valor
aleatorio” se encuentran estrechamente relacionadas. Se observaron 4 casos en los que
los estudiantes recurrieron a casos numeéricos concretos para apoyar sus argumentos en
los que se referian a la letra como una cantidad indeterminada.

A modo general, y considerando lo propuesto por Blanton et al. (2017), se observa que
en primera instancia los significados corresponden principalmente a la etapa de
interiorizaciéon del concepto. Por ejemplo, en la primera sesion solo un estudiante
expresa que la letra puede tener un valor variable mientras que los otros recurren a
elementos familiares al evaluar la letra. En la segunda sesion se observa un cambio en
las interpretaciones, el concepto comienza a condensarse y en los significados
predomina la idea de que la letra representa un valor variable indeterminado, la cual en
ocasiones se sustenta en ejemplos particulares, escogidos de manera aleatoria (I}, I;3 €
;7). También se observa que aun hay estudiantes que no identifican la variabilidad,
pues evaluan las letras o las interpretan como etiquetas u objetos (11, Iis, Iis, L9 € I24).
En la tercera y ultima sesion, no se observa una tendencia hacia un significado en
particular, hay diversidad de significados, los que van desde el rechazo a la letra hasta
aceptarla como la representacion de una cantidad indeterminada. A continuacion se
hace un andlisis detallado de cada sesién y se caracterizan los significados que
manifestaron los estudiantes.

Sesion 1

En la puesta en comun de la primera sesiéon no hubo intervenciones en las que se
rechazara la letra y en una de las 8 intervenciones se hizo alusion a dos significados
distintos. En este primer acercamiento al uso de la letra, hubo predominio de
significados asociados a la etapa de interiorizacion del concepto de variable. En
particular, la categoria “Letra evaluada” tiene mayor frecuencia y 3 de las
intervenciones que fueron categorizados ahi coinciden en que se refieren al alfabeto,
no obstante no queda claro si piensan que a cada letra le corresponde el nimero de su
posicion en el alfabeto (letra evaluada/ valor 16gico) o si solo para efectos de
representar las edades se fijan en la posicion, pudiendo cada letra representar un valor
indeterminado (letra como variable/ valor indeterminado). Por ejemplo, algunos de los

argumentos utilizados por los estudiantes fueron:
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Intervencion 2

Investigadora 1: A mas 5 igual a E. A ver explicame ;como has llegado a

eso?

E4: entre Ay E hay 5

Investigadora 1: Hay 5, ;donde? ;En el abecedario?

E4: Si
En la intervencion 2, el estudiante cuenta las letras siguiendo su orden alfabético y
aplica la relacion dada en la situacion, es decir que Maria es 5 afios mayor. Entonces si
la A es la edad de Raul, cuenta las siguientes 5 letras (B, C, Ch, D, E) y la tltima que
menciona es la edad de Maria. Nunca se refiere a una edad en particular, por lo que no
se puede determinar como las evalua.
Algo similar sucede en la intervencion 8, que se muestra mas adelante. El estudiante
ES senala que la edad de Raul es Z, y como esta letra es la ultima del abecedario, ¢l
continta la cuenta comenzando una nueva secuencia de letras del alfabeto ordenado. Si
Raul es Z, cuenta 5 letras mas (A, B, C, Ch, D), Maria tiene D afios.
Intervencion 8

Investigadora 1. dilo otra vez que no te he entendido bien, yo creo que casi

nadie te ha escuchado

E5: la letra que tienes que poner debajo del 20 es una D, porque Z mas 5

seria D.
En ninguno de estos dos casos se reemplaza la letra por algun valor numérico. Las
cantidades siempre fueron indeterminadas.
La categoria “letra como etiqueta o como objeto” se identificd en dos intervenciones
en las que los estudiantes se refieren a las iniciales de los nombres de Raul y de Maria.
En una de estas intervenciones se observa que este significado cambia y acepta la
inicial para representar la variable independiente y la operacion, no obstante piensa en
un valor fijo para la letra R y en relaciéon a esto calcula la edad de Maria,
representandola con un nimero (Letra evaluada). Solo un estudiante (E6) sefiala en la
intervencion 4 que la letra puede representar una cantidad variable, en su argumento
menciona que la cantidad que propone es solo un “ejemplo”.

Intervencion 4
E6: A mas 5.Y pongo por ejemplo 45 (inaudible)
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Investigadora 1: O sea por ejemplo si coges la letra Z, ;te vale esa, o cual

has pensado ti? Si pongo la A que ti me estabas diciendo. Entonces en este

caso, /qué harias con esa letra?

E6: Haria A mas 5

Investigadora 1: A més 5, |y cudl seria entonces la edad de Maria?

E6: (inaudible)

Investigadora 1: por ejemplo 47.
A partir de la puesta en comun se puede concluir que los significados muestran que el
concepto de variable se encuentra en una etapa de formacion. Los estudiantes, en su
mayoria, utilizan elementos familiares para enfrentar la situacion, concordando esto
con lo que sefala Radford (2001) quien dice que los estudiantes le dan sentido a la
notacion con significados para simbolos traidos desde otros dominios. En este caso
significan la letra refiriéndose a elementos extra-matematicos, como son las iniciales y
el alfabeto. A su vez, coincidiendo con Blanton etal. (2017), se observa que la
tendencia es a no percibir las cantidades variables, por lo que a las cantidades
desconocidas les asignan un valor fijo. Otras evidencias que complementan esto se
encontraron en las transcripciones de las camaras moviles, en las que se identificaron
cuatro intervenciones en las que los estudiantes dialogan con las investigadoras y
explican los procedimientos que estan realizando. En tres casos se observa que el
significado otorgado a las letras es “letra evaluada/valor logico” y la logica que
fundamenta su razonamiento estd estrechamente relacionada con el alfabeto. Por
ejemplo, un grupo de estudiantes representan la edad de Raul con una R y la de Maria
con una M, luego sugieren buscar nimeros que comiencen con esas letras y cuando
encuentren uno, ese sera el valor de cada letra. Tras seguir este plan, descubren que no
logran obtener una respuesta y optan por hacer una lista con el abecedario, asi la
posicion de cada letra seria su valor. El didlogo entre las estudiantes es el siguiente:

Niria 1: Vamos a pensar en un numero que empiece por la R.

Niria 2: ;Con la R?

Niria 1: Si.

Niria 2: [Cuenta en voz alta desde uno y muestra el conteo con sus dedos. Y

llega hasta tres, luego se rie]

Niria 3: Runo, Ros, Res...
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Niria 1: [Sigue la cuenta con palabras con R y luego dice que no sirve,

negando con la cabeza] No sale. Tengo una idea. Podemos hacer en una

papel en sucio [Se para a buscarlo a un contenedor] Que vamos a poner el

abecedario y la tabla de los numeros. [Luego comienza a escribir en la parte

de atras del folio las letras y un nimero asociado]

Niria 1: Entiende que cuando lleguemos a la R, el nimero que es la R, es.

Niria 2: Ah, Vale.

Niria 1: Luego lo mismo, solo que con la M. [Ninas 1, 2 y 3 comienzan a

escribir el abecedario en sus hojas]
Merece la pena mencionar que la opcion de asignar el valor de la posicion del alfabeto
no se aplica de manera rigida para evaluar todas las letras propuestas para la situacion
(R y M). En otra intervencion captada con el mismo grupo de estudiantes una de ellas
explica que solo evaltia la R con el valor de la posicion del abecedario, en el caso de la
letra M, esta es el resultado de sumar 5 a este valor, es decir, resulta de aplicar la
relacion funcional. Ademas es posible evidenciar que se acepta que el problema puede
tener variadas respuestas. Sefialan que la edad de Maria puede ser cualquier niamero, el
cual dependera de la letra que cada estudiante escoja. Hay una nocion de variabilidad
que se manifiesta al expresar la situacion con distintas letras. A continuacion se
presenta el dialogo que se relaciona con lo antes descrito.

Niria 3: Estabamos haciendo el abecedario. El nimero que llegase a la R, el

numero 19 entonces es la edad de Raul. Y 5 afios mas es lo que tiene Maria.

Investigadora 1: Ti me estas diciendo que Raul tiene 19 afos, entonces

Maria tiene 5 afios mas.

Nifia 3: 24.

Investigadora 1. ;Pero realmente no sabemos cudntos afios tiene Ratl, no?

Niria 3: Realmente no, pero ...

Investigadora 1: Si no sabemos cuantos afos tiene Raul, ;la R tal vez es

otro numero, o no?

Niria 3: [asiente]

Investigadora 1: Entonces ;Como podrias averiguar la edad de Maria, si R

es la edad de Raul?

Niria 2: Yo diria que tiene 24 afos.

Investigadora 1:;Por qué?

Niria 2: Maria, y 19 Raul
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Investigadora 1: Pero no lo sabemos, a lo mejor tienen mas.

Niria 2: El que haya elegido la A por ejemplo, tendra un nimero mas bajito.
Al analizar las producciones escritas de los 24 participantes, observamos que solo 18
respondieron completando alguna celda de la tabla propuesta en el cuestionario. Los
significados identificados coinciden con los de las grabaciones, se observa que en
7 respuestas se hace alusion al abecedario y hay 4 casos que evaltan la letra pero no
queda claro si es un ejemplo o un valor fijo, probablemente coincidan con lo que
manifiestan en la puesta en comun y solo sea un ejemplo pues creen que las letras
pueden representar cualquier valor. En la tabla 10 se muestran sus respuestas y como

se interpretaron.

Tabla 10
Significados identificados producciones escritas sesion 1
Significadode laletra E VI RF VD Observacion
Acepta uso letra/ E19 R R+5
significado indefinido El12 R
E5 R C
E9 R G+5
E3 R W
E14 R  Sumandole 5
E23 A
Letra como etiquetao E17 R R+M Utilizan R y M por los nombres de
como objeto E21 R A M los hermanos de la situacion.
E25 R RM M
Letra evaluada El1l A A F  Se refieren al orden del alfabeto,
ES8 A A+5 F entre Ay F asi como entre C y H,
El10 C C+5=H H hay 5 letras.
E6 A A+5 65 Evaluan la letra, pero no queda
El6 A 21+5=26 claro cudl es el criterio seguido.
E7 R R+17 22
E4 LL LL+5=140 140
Letra evaluada/ Valor E15 R R+E 24 En una grabacion el estudiante
logico seflala que piensa que R es 19, por

su posicion en el alfabeto.

Nota: E = estudiante; VI = Variable independiente; RF = Relacion funcional; VD = Variable dependiente.

Es importante aclarar que no siempre que utilicen la inicial de las palabras claves, la
letra esta asociada a la categoria “letra como etiqueta o como objeto”. Hay ocasiones
que las iniciales se asocian a cantidades determinadas, por ejemplo la respuesta del

estudiante E15, quien usa la R de Ratl, pero la evalia segun su posicion en el alfabeto.
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En esta investigacion las iniciales se categorizaron como objetos o etiquetas cuando no
es posible encontrar evidencia de que se refieren a alguna cantidad y los estudiantes
solo mencionan que las letras representan nombres.
Sesion 2
En la puesta en comun se analizaron 16 intervenciones, 6 de ellas se referian a la frase
“cuando vende Z camisetas, gana 3xZ euros” y el resto a la frase “cuando vende Z
camisetas, gana N euros”. Al dialogar sobre la primera frase se observa que los
estudiantes asocian la expresion 3xZ con el proceso que realizaron para calcular la
cantidad de euros en los casos particulares trabajados previamente, tal como se muestra
en la intervencion 9.
Intervencion 9

ES8: Es que Z es el nimero de camisetas que ha vendido, porque todo el rato

hemos estado multiplicando por 3, pues entonces, 3 por el numero de

camisetas, entonces seria verdadero.
También se refieren a la letra como una variable con valor indeterminado sefialando
que “la letra puede ser el nimero que ti quieras” y explicitamente ellos generalizan el
proceso con la expresion 3xZ, como se muestra en la intervencion 11.
Intervencion 11

E9: La Z puede ser el nimero que t quieras.

Investigadora 1: El nimero que tu quieras, vale. Y si esta era la letra que

ta quieras /como sabes que era verdadera?

E9: Pues si tu usas un nimero que tu quieras y lo multiplicas por tres

(inaudible)

Investigadora 1: A vale. Tu dices que si ti coges la letra y lo multiplicas

por tres, este resultado es verdadero.
En las intervenciones Ij; e Ii3, se observa que ademads referirse a la generalizacion
recurren en segunda instancia a un ejemplo, en el que asignan un valor aleatorio a la Z
para poder reafirmar su postura.
Intervencion 12

E5: Pues yo lo mismo que E9, que la Z es cualquier nimero, entonces en

este caso lo estamos multiplicando por el 3, entonces seria, Z por ejemplo es

un 10y ... entonces seria 3 por Z.

Investigadora 1: Bueno tu estas pensando que Z podria ser 10.
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E5: Sipero como un ejemplo.

Investigadora 1: Es por poner un ejemplo. Vale. Entonces si es por poner un

ejemplo, aqui tu pondrias 30, entonces seria verdadero.

E5: [asiente]
Intervencion 13

EI10: Que si la Z puede ser un nimero que no sabemos cudl. Pero lo

multiplicas por 3 y yo creo que es verdadero.

Investigadora 1: ;Tu crees que es verdadero cuando lo estamos

multiplicando por 3?

E10: Si, por ejemplo la Z puede ser... no sé... 5 por ejemplo, entonces

como cada camiseta cuesta 3 euros... 3 por 5 son 15, por ejemplo. Por

ejemplo si pruebas con otro nimero como el 20, nos daria 60 y la Z seria 20

y por 3, 60. Entonces yo creo que es verdadero.
En las intervenciones Iy e I;4 evaltian la letra, en una sefialan que Z es 30 y en la otra
se propone un valor que dice que es un ejemplo, en ambas se refieren al proceso de
multiplicar el valor de Z por 3.
En la segunda frase las variables dependiente e independiente estan representadas por
letras distintas y no se explicita la operacion que representa la relacion funcional. De
las 10 intervenciones analizadas, 5 de ellas se refieren a que Z y N representan valores
distintos, en una de ellas interpretan la letra como una letra evaluada con valor légico y
refiriéndose al alfabeto sefiala que Z es 30 y N es 14, por lo tanto la expresion es falsa,
las otras 4 intervenciones interpretan la letra como una variable con valor
indeterminado y sefialan que la frase es verdadera por el hecho de ser letras distintas,
las cuales “pueden tener el valor que ti quieras”, tal como se muestra en las
intervenciones 16, 17 y 20.
Intervencion 16

El: Es verdadera. Pues si la Z es muchos, la N tiene que ser un niumero

grande. Si la Z es poco, entonces la otra tiene que ser un numero bajito.

Por ejemplo, la Z es 20. 20 por 3 seria...mmmm... 60. Y ahi pones 60, en

la N. Y seria 60, y por eso digo es que verdadero.

Investigadora 1: Si aqui pones 20 y aqui pones 60, entonces es verdadera.

LEs eso lo que ti me has dicho?

E1: Por ejemplo si la Z es un nimero bajito, la N tiene que ser un niumero

bajito.
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Intervencion 17
E7: Yo digo que es verdadero, pues si Carlos vende Z camisetas, Z es un
numero y gana N euros, N es otro nimero. Entonces si vende Z camisetas,
entonces gana N euros. Entonces yo entiendo que si Carlos vende el nimero
que sea, eechh, gana un niamero diferente de euros.
Investigadora 1: Entonces como las dos son distintas, tu dices que es
verdadero.
E7: Si.
Intervencion 20
E14: Verdadero, porque Z puede ser el nimero que tu quieras y N también
puede ser el numero que tu quieras. Si Carlos tiene las camisetas que ti
quieras, entonces puedes ganar lo que ti quieras.
A partir de las evidencias descritas, podemos concluir que en la segunda sesién los
estudiantes avanzan en la etapa de conceptualizacion de la variable hacia la
condensacion de modo similar a como se describe en Blanton et al. (2017). Predomina
el significado de la letra como variable con valor indeterminado (9 casos de 19) que se
asocia a la idea de que la letra puede ser “el nimero que tu quieras”, esto de forma
parecida a como lo sefialan otros estudios (e.g. Blanton et al., 2017; Radford, 1999;
Schliemann et al., 2011). Sin embargo, no se logra la reificacién del concepto, pues en
tres de estos casos los estudiantes requieren complementar sus respuestas proponiendo
casos particulares, siendo parte del otro significado que obtiene mayor frecuencia, a
saber, letra como variable con valor aleatorio (5 de 19 casos). Esto se puede explicar a
partir de lo que sefiala Booth, (1988) quien dice que una de las dificultades que
enfrentan los estudiantes tiene relacion con los distintos focos de la aritmética y del
algebra. Los estudiantes pueden expresar correctamente la relacion algebraica, pero no
considerarla como una respuesta apropiada, pues siguiendo la légica del aritmética
buscan responder a partir del uso de niameros.
Al analizar las producciones escritas, los resultados obtenidos al analizar las puestas en
comun se ratifican. Nos centramos en 4 frases del cuestionario 2.
La frase: “Cuando vende Z camisetas, gana 3xZ euros”, fue respondida por 23
estudiantes, 18 dijeron que era verdadera, 4 que era falsa y 1 no selecciono6 una de estas
dos opciones, solo escribi6 una frase referente a la sentencia dada. En total, 18
respuestas fue posible asociar a algun significado, pues en el resto no habia

justificacion a la eleccion de verdadero o falso o los argumentos no eran lo
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suficientemente claros como para sefialar un significado en particular. Al igual que en
las puestas en comun, la tendencia en esta frase es interpretar la letra como una
variable con valor indeterminado, 12 respuestas se relacionan con ella y se observan
dos tipos de argumentos: en uno se generaliza la relacion funcional y las letras tienen
un valor indeterminado y en el otro se refieren a la letra con valor indeterminado sin
generalizar la relacion funcional. A diferencia de la puesta en comun, aqui es posible
encontrar dos casos en los que se rechaza la letra, el argumento principal es que Z no
vale nada o que no es un nimero. En la tabla 11 se presentan los argumentos dados en
las respuestas escritas.

Tabla 11
Significados identificados producciones escritas sesion 2. Pregunta 6

Significadode laletra E R Justificacion Observacion

Letra como variable/  E17 V Z esun nimero y lo tienes que En estos casos los
Valor indeterminado multiplicar por 3 estudiantes
E4 V Z puede ser un nimero y al generalizan. Se
multiplicarlo por 3 gana la refieren a operacion
multiplicacion para justificar su
ES8 V LaZ es el nimero de camisetas y respuesta y se
como esta multiplicado por 3 refieren a Z como
E9 V SilaZ es cualquier nimero la Zx3  un numero
Es el nimero que quieras indefinido.
E22  El numero que sea Z por 3 te da el
nimero
E10 V Elnumero que sea Z por ese nimero
te sale el nimero
E24 V La multiplicacion de 3 camisetas Z
son las monedas
Letra como variable/  E12 V Z es el nimero de camisetas En estos casos se
Valor indeterminado  E7 ~ V  Gana 3 euros por cada camiseta refieren a Z como
E15 V Como 3 euros cada camiseta una cantidad
E5 V Cuestan 3 euros indeterminada, pero
E14 V Cada camiseta vale 3 no generalizan la
relacion funcinal.
Letra como variable/  El V  Por que por ejemplo pones el 5y da
Valor aleatorio el resultado
Letra evaluada E2 V Reemplaza Z por 9.
El6 V 3xZsonl2
E20 V Esmil
Rechazo letra E19 F LaZno vale nada
E23 F Z no es un nimero

Nota: E = estudiante; R = respuesta.
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La frase “Cuando vende Z camisetas, gana N euros” la respondieron 17 estudiantes. De
ellos, 7 dijeron que era verdadera, 8 que era falsa y 2 no seleccionaron verdadero o
falso. Entre quienes dijeron que la frase era verdadera, 5 interpretan la letra como
variable con un valor indeterminado, en esta oportunidad no generalizan la operacion
realizada en los casos particulares y su principal argumento es que son letras distintas y
que pueden tener el valor que ti quieras, coincidiendo con lo que plantearon en la
puesta en comun. Entre quienes senalan que la frase es falsa, 2 manifiestan un rechazo
a la letra y 3 hacen alusion al proceso de multiplicar por 3. En la tabla 12 se muestran

las respuestas de los estudiantes.

Tabla 12
Significados identificados producciones escritas sesion 2. Pregunta 7
Significado de laletra  E R Justificacion Observacion

Letra como variable/  E17 Z y N son el nimero que tu quieras Interpretan la letra

como un numero

Z y N son el nimero que quieras ) .
indeterminado y

v
Valor indeterminado E9 v
v

E14 La Z y la N son el nimero que

considerando que Z
quieras y N son letras

E12 distintas, esos

<

Z es el nimero de camisetas y N el

numeros también lo
los tres euros que gana

seran.
E24 'V  Algln nimero hacen
Letra evaluada ES5 V  No sé qué nimero es Z ni N
E22 - LaZ yo creo que es 3 porque todo
el rato es tres y la N creo que es
20, porque creo que el resultado es
60
Letra como variable/  E3 - 30x3noson 14. Zesiguala30y N
Valor légico a 14, por la posicion
en el alfabeto.
Rechazo letra E23 F Zy N no esun nimero

E19 F LaZylaNnovalenada

Nota: E = estudiante; R = respuesta.

Las siguientes frases no fueron discutidas en las puestas en comin. Ambas se centran
en la relacion funcional inversa. La primera “Carlos quiere ganar Z euros. Entonces
vende Y camisetas”, coincide con la frase de la pregunta 7 al representar las variables
con letras distintas. Esta fue respondida por 13 estudiantes, quienes 5 dijeron que era
verdadera, 7 falsa y 1 no marco6 preferencia. Los resultados coinciden con la respuesta
anterior, pues para argumentar que la sentencia es verdadera se refieren a que son letras
distintas que pueden representar el nimero que quieras, por tanto las interpretan con

variables con valor indeterminado. Se siguen encontrando casos en los que evaluan las
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letras con el niumero de su posicion en el alfabeto y en base a esto dicen que la
sentencia es falsa. Hay casos que rechazan la letra y otros confusos en los que al
parecer consideran que la respuesta es falsa pues esperan ver explicita la relacion de
multiplicar por 3. Las respuestas se detallan en la tabla 13.

Tabla 13
Significados identificados producciones escritas sesion 2. Pregunta 14

Significado de laletra  E R Justificacion Observacion
Letra como variable/  E17 'V Ze Y son el nimero que tu quieras
Valor indeterminado ~ E9 V  ZeY son el nimero que quieras
E14 V LaZesel nimero que quieras y la
Y también
Letra evaluada E5 - No sé qué nimero es Z ni N
Letra evaluada/ Valor E6 F Evaltia Z como 30 ¢ Y como 29. Zesiguala30eY
logico 3 x 30 no es 29. es 29, asignado el
E3 F 30 x 3 noson 29. valor de la posicion
en el abecedario.
Rechazo letra E19 F LaZylaY novalenada
E4 F ZporY no es nada
Sin clasificar E21 F porque z + y no son 3 Esperan visualizar
E23 F N+3nosonz en la expresion el 3.

Nota: E = estudiante; R = respuesta.

Finalmente, la frase “Carlos quiere ganar Z euros. Entonces tiene que vender Z
camisetas”, fue respondida por 16 estudiantes de los cuales 7 sefalaron que era
verdadera, 8 que era falsa y 1 no seleccion6 verdadero o falso pero si expreso algo
sobre la sentencia. En este caso la sentencia es falsa, pues una misma letra no puede
representar distintas cantidades en una misma situacion, esto lo logran expresar tres
alumnos, dos interpretan la letra como una variable que representa cantidades
indeterminadas y uno como una letra evaluada con valor 16gico, asignado el valor de la
posicion del alfabeto a las letras. Persiste la idea de que las letras representan el
numero que ti quieras, por tal razon nos encontramos con tres casos que consideran
que la sentencia es verdadera sin hacer reparos que Z estaria representando dos
cantidades a la vez. A esto se suma otra respuesta que también considera que la
respuesta es verdadera pero argumenta evaluando la letra, la primera Z equivale a 9 y
la segunda a 45, que es el resultado de aplicar la relacion funcional. Hay dos casos que

rechazan la letra y 7 no fue posible categorizarlos, tal como se muestra en la tabla 14.
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Tabla 14

Significados identificados producciones escritas sesion 2. Pregunta 15

Significado de laletra  E R

Justificacion

Observacion

Letra como variable/  E7 F
Valor indeterminado

E5 F
Letra evaluada/ Valor E3 F
logico

Letra como variable/ E9 Vv

Valor indeterminado El4 A\
E17 -
Letra evaluada E2 Vv
Rechazo letra E19 F
E4 F

Los euros que gana no son iguales
a las camisetas que vende

Tiene que tener el triple

30 x 3 no son 30

Z puede ser el nimero que quieras
Porque la Z puede ser 13 o el
nimero que ti quieras.

Z es el nimero que tu quieras.
Reemplaza primera Z por 9y la
segunda por 45

La Z no significa nada
Z por Z no da nada

Argumentan que las
cantidades de euros
no pueden ser
iguales a la
camiseta, por tanto
la Z no representa
cantidades distintas.

Consideran que la Z
puede representar
dos cantidades
distintas en una
misma situacion.

Nota: E = estudiante; R = respuesta.

Sesion 3

En la ltima sesion, en la puesta en comun se dialogd sobre como completaron la tabla
propuesta en la hoja de trabajo. Se hablo sobre algunos casos particulares y sobre el
uso de las letras solo se hizo referencia al caso “se venden N camisetas y no se sabe la
cantidad de euros ganados”. Se observaron 7 intervenciones, identificando
8 significados otorgados a las letra.
En las intervenciones 25 y 28 los estudiantes se refirieron a la letra como una variable
con un valor indeterminado, al igual que en las sesiones anteriores en esta categoria
sefialan que la letra puede ser cualquier nimero y en ambos casos explicitan que debe
existir una relacion, por lo que se debe multiplicar por 3 la variable independiente.
Intervencion 25

E4: Si era multiplicado por 3, tres veces le sumas N.

Investigadora 1: Entonces tres veces una N. [escribe en la pizarra]

E4: n mas n mas n, tres N.

Investigadora 1. ;Qué significa esto? ;E4 no lo puedes explicar?

E4: Es como si estuviese multiplicado. Tres N porque multiplicado por

tres....
Intervencion 28

E14: Que yo he puesto N y luego he puesto S, creo.
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Investigadora 1: Otra letra, S.

El4: Si, He puesto como N es digamos que seria el nimero que

quisiéramos he puesto S, porque pienso N seria un nimero y luego el

resultado una letra diferente. Por eso he puesto S.

Investigadora 1: Has puesto la S porque es un nimero distinto. Vale.

Investigadora 2: ;Y ese numero, E14, podria ser cualquier nimero?

E14: Si, por ejemplo, la N podria ser 3 y la S podria ser 9, por ejemplo.

Investigadora 2: ;Y cobmo calcularias siempre esa S, E14?

E14: Multiplicando la N por 3.
También se observa en las intervenciones 27 y 30 que se le asigna un valor légico a la
variable, y tal como ha sucedido antes, la posicion en el abecedario es el que determina
el valor de la letra que representa la variable dependiente y la variable independiente se
obtiene al aplicar la relacion funcional. En las intervenciones 29 y 31 se distinguen dos
casos en los que también se evalua la letra, no obstante no se evidencia una logica,
tampoco es posible distinguir si son valores aleatorios que representan un ejemplo
entre los diversos valores que pueden tomar las variables. Solo hay registro de un caso
que rechaza la letra, esto argumentando que N es ningiin numero.
A partir de las evidencias de la puesta en comun, se concluye que aun los estudiantes
se encuentran en la etapa de condensacion del concepto. Si bien se observa una
variedad de significados en sus respuestas, en 5 de las 8 intervenciones recurren a la
valoracion de la letra para poder argumentar su respuesta. Esto ultimo tiene distintas
causas, tales como que los estudiantes recurren a conocimientos previos y sistemas
conocidos relacionando el orden lineal de los nimeros con el orden del alfabeto
(Kiichemann, 1981; Wagner, 1983), o basandose en sus conocimientos aritméticos
consideran que las respuestas deben ser numéricas sin aceptar las expresiones
generales algebraicas (Booth, 1988; Kaput, Blanton, et al., 2008).
Por las caracteristicas de la actividad realizada en esta sesion, en las producciones
escritas no se logré evidenciar cual era el significado asignado a las letras, pues la tarea
consistid en representar las variables y no hubo justificacion por escrito de sus

respuestas.
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Representacion de cantidades indeterminadas
En este apartado describimos las representaciones propuestas por los estudiantes y

también la interpretacion que realizaron al resolver actividades en las que las
investigadoras propusieron letras determinadas. Los resultados obtenidos ponen de
manifiesto que concepto y simbolizaciéon se experimentan de forma separada,
coincidiendo con los planteamientos de Blanton et al. (2017) y Kaput, Blanton, et al.
(2008). Los estudiantes lograron generalizar las relaciones entre las variables e
interpretar las letras como representantes de cantidades indeterminadas y variables, no
obstante al momento de expresar la generalidad emplean letras o numeros o ambos,
llevando a cabo un proceso de simbolizacidon cuasi-algebraico, pues ain no dominan
las convenciones asociadas a las letras y las expresiones algebraicas.

A continuacion se describe en detalle como los estudiantes representaron la variable

independiente, la relacion funcional y la variable dependiente.

Variable independiente
En 30 de las 31 intervenciones los estudiantes aceptaron el uso de la letra para

representar la variable independiente, esto sin distincion del significado otorgado a la
letra. Solo un estudiante manifestd rechazo a la letra, el cual en la sesion 3 sefiala que
no significaba nada, aun cuando representa la variable con ella.

Al centrarnos solo en los resultados de la sesion 1, ya que tanto en la puesta en comun
de la sesion 2 como en la 3 la representacion de la variable fue dada por las
investigadoras (Z y N respectivamente), observamos 9 intervenciones y en todas ellas
se representa la variable con una letra. Utilizaron las letras Z, R, A y C. La letra R fue
utilizada en 2 casos como una etiqueta (R de Raul) y en otro se utilizé como letra
evaluada. En el caso de la Z en 2 casos se acepta su uso con un significado indefinido y
en otro se evalta. La letra A se evalta en un caso y en el otro se interpreta como una
variable con valor aleatorio. A partir de lo anterior se podria concluir que
indistintamente del significado, la tendencia es a representar la variable independiente
con una letra cualquiera. Lo anterior coincide con las respuestas de las producciones
escritas de la sesion 1, ya que en las 18 respuestas analizadas se utilizé una letra (A =5
veces; C=1vez; LL=1vezy R =11 veces).

A partir lo expuesto en este apartado, se puede concluir que los estudiantes cuando se
les pide representar libremente la situacidon sus respuestas corresponden a una letra. Si

bien en su mayoria coincide con la inicial del nombre del Raul también escogen otras y
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los significados asociados son diversos, interpretandolas como etiquetas, letras

evaluadas e incluso “letras como variables/ valor aleatorio”.

Relacién funcional
Expresar la relacion funcional con letras solo se realizd en la sesion 1, en la que

completan una tabla y escriben la relacion funcional directa. En la puesta en comun fue
mencionada en 8 intervenciones, observando en 7 de ellas que los estudiantes
representan la relacion utilizando “letras y ntmeros”. Ellos repiten la letra que
utilizaron para representar la variable independiente y le suman 5, justifican esto a
partir de la situacion, tal como se ilustra en el siguiente didlogo:

E3: sumarle 5 a la letra.

Investigadora 1: Sumarle 5 a la letra jpor qué? ;Por qué has pensado eso?

E3: porque Maria tiene 5 aflos mas que Raul.

Estas respuestas se asocian a tres significados de las letras: (a) “letra evaluada™ en 4
casos, (b) “letra como variable/valor aleatorio” en 1 caso y (c¢) el uso de la letra, pero
con significado es indefinido se acepta en 2 casos. En la intervencion 3, el estudiante
ES utiliza “solo letras™: a la letra escogida para representar la variable independiente le
suma C, tal como se muestra a continuacion:

E5: Yo he puesto aqui una R de Raul (sefiala 1° columna), y aqui una C de

cinco (sefiala 2° columna)

Investigadora 1: una C de cinco, aqui ;y por qué has puesto una C de cinco?

E5: Por que todo era sumando 5

En este caso el estudiante utiliza las iniciales de las palabras Raul y cinco. Se evidencia
que se esta evaluando la letra C como cinco. No mezcla nimeros con letras.

En las producciones escritas 16 estudiantes expresaron la relacion funcional. En la
tabla 15 se puede observar que la mayoria de las respuestas corresponde a la categoria
“letra y nimero” y, al igual que en la puesta en comun, coinciden con dos significados

de las letras: “letra evaluada y “acepta el uso de la letra”.
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Tabla 15
Representacion relacion funcional en producciones escritas sesion 1
Significado letra Representacion relacion funcional
LN LyN L N P RL
Acepta uso letra/ C R+5 Sumandole
Significado indefinido W G+5 5
A
Letras como etiquetas o R+M
como objetos RM
Letra evaluada A+5 21+5=26 A
R+ 17
LL +5=140
A+5
C+5=H
Letra evaluada/ Valor R+E
logico
Total 3 7 3 1 1 1

Nota: LN = Letra nueva; LyN = Letra y nimero; L = Solo letras; N = Numero; P = palabras; RL = Repite letra

Otra coincidencia se observa en la categoria “solo letras”, aqui nuevamente
encontramos un caso en el que el estudiante E15 prefiere no mezclar letras y nimeros.
El significado que asocia a las letras es “letra evaluada/ valor logico” y se basa en el
abecedario para buscar cudl es la letra que corresponde al nimero cinco. En las
siguientes lineas se muestra el dialogo que tuvo E15 con la investigadora 1.

Investigadora 1:;me explicas lo que estas haciendo?

El5: A es que como aqui debemos averiguar cudl es el numero de la R,

pues estamos poniendo el nimero del abecedario. [Apunta las letras que ha

escrito y cuenta, realizando la correspondencia entre nimero y letra] hasta

que llegamos a la M y la R, con todo el abecedario entero, y asi sabemos

cual es.

E15: Es que nos las estamos inventando. Como era la letra que sea, la R de

Raul y 1a M de Maria.

Investigadora 1: Vale, jentonces esta R a qué se refiere?

E15: A laedad de Raul.

Investigadora 1: Vale, la R la edad de Raul. ;Entonces qué vas hacer para

averiguar la edad de Maria si esta es la R de Raul?

El5: Pues sumar M que es, por ejemplo, el numero de Maria, por

ejemplo...
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Investigadora 1: Es que no lo sé, es que no me enterado bien. Me he

enterado que esta es la edad de Raul [apunta a R] y que le quieres y qué le

quieres sumar algo. Me has dicho que le quieres sumar.

E15: Ah, [tacha la M] ;Chicas cudl es el 5? Hay que poner la E en vez de

la M, porque como Maria tiene 5 afios mas que Raul. Pues como la E es 5.
Sobre las categorias “ntimeros” y “solo palabras”, se puede sefialar que los estudiantes
reconocen la relacion funcional, ya que ambos indican que hay que sumar 5. En el
primer caso representa la variable independiente con la letra A y luego le asigna el
valor de 21. En este caso entendemos que piensa que la letra puede tener cualquier
valor y por eso escoge uno aleatoriamente. Sobre las categorias “letra nueva” y “letra
repetida” no se observa informacion concluyente que nos permita dilucidar los motivos

de su uso.

Variable dependiente
La variable dependiente fue representada en las tres sesiones de clases. En la sesion 1

los estudiantes la representaron con letras que ellos escogian libremente; en la sesion 2
las representaciones fueron dadas por las investigadoras, no obstante se analizaron los
casos en los que los estudiantes explicaron como interpretaban y utilizaban las letras;
en la sesion 3 los estudiantes representaron la variable dependiente dada la variable
independiente.

La variable dependiente fue representada usando o letras o numeros o ambos, en la

figura 6, se muestra un esquema de las representaciones observadas.

Relacionada ’

Letra nueva

No relacionada’

Letra
Letra
relacionada
Representacion '
pvariable Relacionado
i con el alfabeto
dependiente Nimero

Aleatorio

Letra y numero

Figura 6. Categoria de representacion de la variable independiente
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Letra nueva
Emplear una “letra nueva”, implica que los estudiantes expresen la variable
dependiente con una letra distinta a la letra que representa la variable independiente,
ademas, estas pueden estar relacionadas o no.
Una forma en la que los estudiantes relacionaron las letras fue tomando de referencia el
alfabeto. Por ejemplo, en la puesta en comun de la sesion 1 hay evidencia de tres
respuestas en las que se escogio una letra para representar la variable independiente (A,
Cy Z), luego se aplico la relacion funcional y, siguiendo el orden del alfabeto, se contd
5 letras mas. Finalmente, se selecciond la ultima letra contada para representar la
variable dependiente (E, H y D respectivamente). La siguiente intervencion, del
estudiante E3, ilustra lo antes descrito.

Investigadora 1: si pongo aqui una C, estas pensando (escribe 1° columna)

E3:la otra C mas 5 y ahora pongo en el otro, H

Investigadora 1: (H? y este H ;qué quiere decir?

E3: Porque C mas 5 es la H
También refiriéndose al alfabeto, en la sesion 2 el estudiante E3 sefiala que no es
correcto representar la variable dependiente con una N, pues evalta la letra Z y la letra
N y no observa la relacion funcional. A continuacidén se presenta lo sefialado por
estudiante E3.

E3: Yo creo que cuando Carlos vende la Z es 30.

Investigadora 1: T estas pensando que la Z es 30. Vale.

E3:ylaZ ganala Ny es 14. Entonces porqué digo que es falsa, porque en

el abecedario hay 30 letras, y como la Z es la ultima, por eso no se puede.

Por eso digo que es falsa.
Otras formas de relacionar las letras se observaron en los casos en los que las letras
fueron interpretadas como “letra como variable/valor indeterminado” y “letra como
variable/ valor aleatorio”. Considerando la variabilidad al interpretar las
representaciones, los estudiantes sefialan que las letras pueden representar “el nimero
que tu quieras” y proponen el uso de letras distintas para representar cantidades
distintas. Algunos estudiantes utilizan este argumento de forma amplia y otros de
forma restrictiva, ya que sefialan que es cualquier numero pero se tiene que cumplir la
relacion funcional entre las variables. Las intervenciones de los estudiantes E7 y E14,
permiten ejemplificar la forma amplia de argumentar. Ellos en la sesion 2 sefialan lo

siguiente:
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Intervencion 17
E7: Yo digo que es verdadero, pues si Carlos vende Z camisetas, Z es un
numero y gana N euros, N es otro numero. Entonces si vende Z camisetas,
entonces gana N euros. Entonces yo entiendo que si Carlos vende el nimero
que sea, eechh, gana un niamero diferente de euros.
Investigadora 1: Entonces como las dos son distintas, tu dices que es
verdadero.
E7: Si.
Intervencion 20
E14: Verdadero, porque Z puede ser el nimero que tu quieras y N también
puede ser el nimero que ti quieras. Si Carlos tiene las camisetas que ta
quieras, entonces puedes ganar lo que ti quieras.
Otro ejemplo, tomado de la sesion 3 es la respuesta del estudiante E11, quien expresa
en la intervencion Ipg los motivos por los que selecciond la S. Dice que evalu6 la N
como 15, como al multiplicarla le sali6 un niimero distinto a 15, escogié una letra
distinta a N.
Ell: N por 3, S. Yo he puesto como me ponia primero la N me lo he
imaginado como 15, yo he multiplicado por 3, me ha salido otro resultado.
La forma restrictiva de argumentar se ilustra con las intervenciones de los estudiantes
E12 y EI5 quienes sefialan que las letras pueden ser distintas, pero agregan una
condicion, N debe ser un multiplo de tres, es decir en su condicion explicitan la
relacion funcional.
Intervencion 22
E12: El segundo debe ser 3, porque es la cantidad de euros que gana por
cada camiseta.
Investigadora 1: Ah, vale. Tres es el nimero que gana por cada camiseta.
Entonces ;tu pondrias en el segundo lugar el tres?
EIl2: Si.
Intervencion 23
E15: Yo pienso que la N no se puede poner (imperceptible) por ejemplo si
la Z es... mmm... 20 camisetas, y la N si quieres que sea verdadero tienes

que coger el triple de 20.
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Explicaciones como estas también se observaron en la puesta en comun de la sesion 3,
en la cual los estudiantes explican porqué representan la variable dependiente con la
letra S. En la intervencion 28, el estudiante E14 manifiesta interpretar la letra como
una variable, sefialando que puede ser el nimero que queramos, y como el numero de
la variable independiente es distinto al de la variable dependiente, entonces utiliza
letras distintas. Esto lo ratifica al proponer un ejemplo numérico, escogido de manera
aleatoria.

E14: Que yo he puesto N y luego he puesto S, creo.

Investigadora 1: Otra letra, S.

El4: Si, He puesto como N es digamos que seria el numero que

quisiéramos he puesto S, porque pienso N seria un nimero y luego el

resultado una letra diferente. Por eso he puesto S.

Investigadora 1: Has puesto la S porque es un niimero distinto. Vale.

Investigadora 2: ;Y ese numero, E14, podria ser cualquier nimero?

E14: Si, por ejemplo, la N podria ser 3 y la S podria ser 9, por ejemplo.

Investigadora 2: ;Y cobmo calcularias siempre esa S, E14?

E14: Multiplicando la N por 3.
En la tabla 16 se muestran las respuestas de 18 estudiantes, en los cuestionarios 2 y 3.
Estas representaciones se categorizaron como “letra nueva” o “letra nueva
relacionada”. En la sesién 3 no hay evidencia escrita de los motivo por los cuales
escogieron cada representacion, por tal motivo no se indico si se trataban de una letra

nueva relacionada o no.

Tabla 16
Representaciones en producciones escritas de la variable dependiente: letra nueva

Representacion Sesion 1 Sesion 3
Vende N Vende Z :3 Gana3xY GanaD
camisetas camisetas euros euros
Letra nueva R—M N—=Z Z:3—-N 3xY—N D—=Z
R—M N—=Z Z:3—-N 3xY—N D—N
N—=Z Z:3—N 3xY—=0 D—A
N—=Y
Letra nueva A —F
relacionada A—F
C—H

55



Evolucion del significado que le otorgan a las letras en contextos funcionales

Letra relacionada
La categoria “letra relacionada” se observa solo una vez en las puestas en comun , esta

consiste en expresar la variable dependiente con la misma la letra que se utiliza para
expresar la variable independiente y aplicar explicitamente la relacion funcional. El
estudiante E4, en la sesion 3 utiliza la misma letra dada para representa la variable
independiente y con ésta trata de expresar la operacion que ha aplicado en los casos
particulares, ¢l senala:
Intervencion 25

E4: Si era multiplicado por 3, tres veces le sumas N.

Investigadora 1: Entonces tres veces una N. [escribe en la pizarra]

E4: n mas n mas n, tres N.

Investigadora 1. ;Qué significa esto? ;E4 no lo puedes explicar?

E4: Es como si estuviese multiplicado. Tres N porque multiplicado por tres.
En las producciones escritas se pueden encontrar mas ejemplos de esta forma de
representar la variable dependiente. En la tabla 17 se muestran tanto respuestas
correctas como incorrectas. Se consideraron las representaciones incorrectas pues dan
cuenta de un intento por expresar la variable dependiente explicitando la relacion
funcional asociada a la situacion. Es de esperar que los estudiantes no apliquen las
convenciones algebraicas, pues este experimento de enseflanza es el primer
acercamiento al uso de letras y no han recibido instruccion al respecto.

Tabla 17
Representaciones en producciones escritas de la variable dependiente: letra

relacionada
Representacion Sesion 1 Sesion 3
Vende N VendeZ:3 Gana3xY GanaD
camisetas  camisetas euros euros
Letra N—=NNN Z:3—=727Z7Z 3xY—=Y
relacionada N—-3xN Z:3—Z 3xY—>Y
Numeros

En lo que respecta a la categoria “numeros”, por lo general los estudiantes fijan un
valor para la variable independiente y luego aplican la relacion funcional, el resultado
que obtienen lo escriben como representacion de la variable dependiente. Los criterios
para evaluar las letras se pueden basar en el alfabeto o pueden ser escogidos de manera

aleatoria, tal como lo manifiestan los estudiantes ES y E6, respectivamente.
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Intervencion 30
E5: Yo me he fijado en el orden del abecedario, pero a mi no me ha dado
lo de E3, a mi me ha dado 33.
Investigadora 1: ;(Doénde te ha dado 33? ;Aqui en el resultado?
E5: [asiente]
(Nota: En este caso el estudiante se equivocé y sefiald que N estaba en la
posicion 11)

Intervencion 4
Investigadora 1: th me has dicho que la A representa la edad de Ratl, y esto
(qué quiere decir? (sefiala segunda columna A+5) ;nos puedes explicar que
quiere decir esto?
E6: imperceptible... porque si A es 42, le sumo 5. Imperceptible.
Investigadora 1: y te da 47, en el ejemplo que ti has pensado eso te da 47.

En las producciones escritas , que se muestran en la tabla 18 se observan otros

ejemplos de respuestas en las que se utilizd6 un nimero para representar la variable

dependiente.
Tabla 18
Representaciones en producciones escritas de la variable dependiente: Numeros
Representacion Sesion 1 Sesion 3
Vende N  VendeZ:3 Gana3xY Gana D
camisetas  camisetas euros euros
Numero A — 65 N —=27 Z:3—100 3xY —8l1 D—4
A—22 N —=27 Z:3—50 3xY—=27 D—4
A—=140 N—>24 Z:3—>1 3xY—=20 D—12
N—=12 Z:3—>1 3xY — 4 D—12
N—=12 Z:3—3 3xY = 3x3 D —4x3
Z:3—3 D — 500x3
D — 3+1
Numero R—24 N-—=42
relacionado con R — 33
el alfabeto
Numero 3xY — 100

aleatorio

En el caso del uso de numeros, encontramos explicaciones diversas de su uso. Por

ejemplo, en la sesion 3, a la pregunta “cuando gana 3xY euros, ;jcuantas camisetas
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vende?”, el estudiante E3 responde 81 y en un costado de la hoja de trabajo escribe
“17x 3=281". Esto da cuenta que aplica la relacién funcional y asigna un valor a la
letra Y, no sabemos como escoge el numero 17, por lo que podria estar interpretando la
letra como una variable y este numero solo ser un ejemplo de las posibles respuestas o
podria seguir otra logica. El estudiante E5 a un costado de su hoja de trabajo (ver
figura 7) escribe el valor de cada letra y representa la variable dependiente con un
numero que coincide con el que resulta de aplicar la relacion funcional inversa al valor

dado a D (el calculo que realizaes 12 :3=4).

A 2000 -
\/_. ¢
vV =
- i
D= 3xY
. Z.3

- P

¥l D

Figura 7. Respuestas sesion 3, estudiante ES

El estudiante E4 es quien propone representar la variable dependiente con la expresion
“3 +1”. Tal como se muestra en la figura 8, en su hoja de trabajo primero escribe 4 y
luego borra la respuesta. Escribe en un costado “El 3 multiplicado no puede llegar a 4”.
Probablemente penso en el 4 pues D es la cuarta letra en el alfabeto e intent6 expresar
ese numero como un multiplo de 3 evidenciando que busca mantener la relacion entre

las variables, aunque se refiere a la relacion funcional directa en vez de la inversa.

S S

B ’

“C 7 e g

Figura 8. Respuestas sesion 3, estudiante E4

En las grabaciones con la cdmara moévil, se identificd una intervencion en las que el
estudiante E10 explica porqué utilizo el nimero 100 para representar la variable. El
asocia a la letra el significado de variable y explica que 100 es solo un ejemplo, pues
las letras pueden representar “cualquier namero”. La transcripcion del didlogo entre

E10 y la investigadora 2, se muestra mas abajo.
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Investigadora 2: Estas multiplicando la Y por 3 ;no? Entonces, ;cuantas
camisetas vendera?

E10: Pues 100.

Investigadora 2: ;por qué?

E10: (imperceptible)... por 3 siempre es 100.

Investigadora 2. Fijate, ;como has pasado siempre de todos estos nimeros a
estos de aqui? [apunta primera columna y luego la segunda]

E10: Pues multiplicandole por 3.

Investigadora 2: [Y aqui? N y N por 3 ;no? Porque ti me has dicho que
cada camiseta eran 3 euros, por eso multiplicabas por 3. Entonces aqui que
tienes 3 por Y [apunta segunda columna], ;cuantas camisetas seran?

E10: Podria ser cualquier numero.

Investigadora 2: ;Y coémo le vamos a poner aqui cualquier nimero?

E10: Pues algin numero.

Investigadora 2: Venga, pon lo que tu creas que va ahi. Con letras con lo
que tu quieras.

E10: 100

Letra y niimero
La categoria “letra y numero” solo se observa en la sesion 3. El estudiante E14 cuando

se le pregunta “Si vende D euros, ;/cuantas camisetas vende?, responde Dx3. Sefiala
que utiliza una misma letra y que ésta puede representar “el nimero que tu quieras”,
por lo que esta interpretando la letra como una variable. En el didlogo que tiene con
una de las investigadoras dice que la D que utiliz6 en la variable dependiente puede ser
por ejemplo 5 y al multiplicar ese nimero por 3 (por eso escribe Dx3) se obtiene el
valor que representa la otra D, que seria 15. Esto evidencia que puede verbalizar y
explicar la relacion entre las variables pero las convenciones para representar esto por
escrito utilizando letras aun no las aplica, por ejemplo no considera que una misma
letra no puede tener valores distintos en una misma situacion.

Investigadora 2: Vamos a pensarlo, si vendes D camisetas...

El4: Que es el nimero que t quieras. Por 3 son D, que también es el

numero que ti quieras.

Investigadora 2: Vale, el nimero que tu quieras. Dime un nimero.

El14:7.
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Investigadora 2: Si aqui pones un 7 por ejemplo, si la D es 7 seria, 7 x 3 que
seria 21 camisetas, entonces gana D euros que ti me dijiste que D era 7.
E14: No, D es el nimero que ti quieras.

Investigadora 2: Vale, D es el nimero que ti quieras, /cual va a ser D?
El14: Ehh, 5.

Investigadora 2: 5 venga, si son 5

E14:5 x 3 [apunta primera columna], 15 [apunta segunda columna].
Investigadora 2: Entonces 15 serian 15 camisetas.

E14: No, porque D es el numero que tu quieras. Y la otra D también puede
ser el nimero que t quieras.

Investigadora 2: Pero la letra es la misma ;no?

E14: Ya pero puede ser otro numero. El que ti quieras. Por ejemplo, esta D
[apunta primera columna] puede ser el nimero que ti quieras, y esta otra D

[apunta segunda columna] también puede ser el nimero que tu quieras.

Intervencion en el aula
En este apartado centramos la atencidn en las conversaciones en pequefios grupos entre

investigador y algin o algunos estudiantes, captadas por las cdmaras moviles. Se
seleccionaron dos intervenciones que fueron captadas en la sesidon 2, se escogieron
porque en aquellas situaciones el didlogo con las investigadoras permitido un cambio en
el significado inicial de las letras o un cambio en la interpretacion de la letra como
representacion de una cantidad variable. En estas intervenciones es posible observar
ayudas que permiten activar conocimientos previos, orientar la actividad de los
estudiantes y atribuir significado a la nueva informacién. Las intervenciones se ajustan
a las necesidades que se presentan en el momento, no obstante en los dos casos el
seguir la secuencia del razonamiento inductivo ayudd en el cambio de ideas de los

estudiantes.

Caso 1: Desde la letra evaluada a letra como variable/valor indeterminado.
En la primera situacion, una de las investigadoras dialoga con el estudiantes E12, quien

esta trabajado de manera individual y requiere ayuda para determinar si la sentencia
“cuando vende Z camisetas, gana 3xZ euros” es verdadera o falsa. En primera
instancia el estudiante tiene problemas para emplear la letra, pues tal como sefiala en la

linea 2, no sabe como hacer que signifique un nimero. Es por esto que en la linea 3, la
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investigadora retoma una idea desarrollada previamente y recuerda que la letra “puede
ser el nimero que quiera”.

1. Investigadora 2: Vale. Y ti qué crees, que es verdadera o es falsa?

2. EI12: Es que no se hacer que signifique un nimero.

3. Investigadora 2: Pues puede ser un namero. Puede ser el nimero que queramos.
Pero imaginate que no sabemos qué numero es. ;0 crees que si vende Z
camisetas gana 3xZ euros?

4. EI2:No.

En una segunda instancia la investigadora activa conocimientos previos alusivos a la
situacion problema en cuestion y a la relacion funcional entre la cantidad de camisetas
vendidas y los euros ganados, sin embargo el estudiante contintia con la idea de que la

letra debe representar un nimero concreto. (Lineas 5 a 10)
5. Investigadora 2: ;[Cuanto ganaba por cada camiseta?

E12:3 euros.
Investigadora 2: 3 euros, vale. ;Entonces?

E12: Falsa.

e A

Investigadora 2: ;Por qué?

10. E12: Porque gana un numero.

Ante esto, la investigadora busca una forma de orientar la tarea y el esfuerzo del
estudiante, reitera la idea previa sobre la letra y ademas hace alusion a un elemento
conocido para el estudiante: contrasta el uso de letras con el uso de espacios vacios.

Pero una vez mas no tiene éxito (Linea 11).

11. Investigadora 2: No, si puede ser un numero. El que sea. Pero no sabemos cual
es. Imaginate que en vez de Z ahi hay un hueco. Es que no sabemos. Si en vez de
Z te pusiera, Carlos vende un niumero de camisetas cualquiera, entonces gana 3
por ese numero de camisetas, el que sea. ;Como crees que es eso? ;Crees que si

o que no?[Estudiante sigue sin responder]

En la siguiente intervencion la investigadora busca atribuir significado a la letra a
partir del analisis de casos numéricos particulares, es asi que a partir del razonamiento
inductivo analizan los casos para mil camisetas, un millon y también analizan si la
expresion doble puede generalizar la relacion entre las variables. En cada uno de los

casos el estudiante establece correctamente la relacion entre las variables, por lo que la
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investigadora procede a conectar las ideas verbalizadas en los casos particulares con la
notacion y la sentencia que causa el conflicto. De esta forma su intervencion logra ser
efectiva pues el estudiante cambia su idea inicial y ya no otorga a la letra el significado
de “letra evaluada” y puede generalizar la situacion e interpretar la letra como variable
con valor indeterminado (lineas 12 a 17).

12. Investigadora 2: Entonces la siguiente: Cuando Carlos vende Z camiseta, vende
3xZ euros. {Coémo crees que es eso? Z es el nimero de camisetas que vende y los
euros serian, lo que te dice esa frase es que es 3 por el nimero de camisetas, €sos
son los euros que gana. ;T0 crees que eso es verdad o que no?

13. E12: [en silencio piensa]

14. Investigadora 2: Si a ti te dicen el nimero de camisetas que vende, ;Coémo haces
siempre para saber el numero de euros que gana?

15. E12: Si gana 3 por cada camiseta, multiplicas el nimero de camisetas por lo que
gana.

16. Investigadora 2: Ah, entonces cuando sabes el nimero de camisetas lo que haces
es multiplicarlo por 3, que es lo que gana. Vale, entonces ahi, ;esta haciendo eso
o no? Si tiene Z que es un nimero de camisetas el que sea, te dice ahi que es el
tres por el nimero de camisetas. ;Y eso crees que esta bien o que no?

17. E12: Si.

En la figura 9, se resume el proceso realizado durante el dialogo entre la investigadora

y el estudiante E12, que le permiti6 cambiar la idea inicial.

Significado final
Letra como variable/
valor indeterminado

Significado inicial
Letra evaluada

Intervencion entrevistador

V

Activa conocimientos previos.
* Letra representa el nimero que quieras.
* Recuerda relacion funcional.
Orienta la actividad y esfuerzo del estudiante.
* Hace alusion a un elemento conocido.
Ayuda a atribuir significado a la nueva informacion.
* Aplica el razonamiento inductivo.
* Traduce la verbalizacion con notacion algebraica.

Figura 9. Cambio de significado e intervencion docente E12
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Caso 2: La respuesta depende de como se interpreta la letra.
La siguiente situacion se da entre la investigadora y un grupo de estudiantes (ES, E10 y

El), quienes trabajan en la sentencia “cuando vende Z camisetas, gana N euros”. En
esta oportunidad el cambio se efectia al interpretar en primera instancia la expresion
como falsa y luego cambiar de idea al sefialar que esto es relativo y depende de los
valores que tome N (variable dependiente).

El didlogo comienza con la intervencion del estudiante E8, quien sefiala que Z sera 3,
pues en todo momento se multiplica por ese numero y que N serd 4. Ante esto, la
investigadora orienta la actividad y lo ayuda a ordenar sus ideas, pues es la variable
dependiente la que resulta de multiplicar por 3 (Lineas 18 a 29).

18. Investigadora 2: jalguien lo sabe? ;Ti como lo has pensado E8?

19. E8: Que la Z sea 3.

20. Investigadora 2: Aja.

21. E8: Y que la N sea A, y la N cualquier nimero, por ejemplo, el 4.

22. Investigadora 2: T has dicho que la Z es 3 y que la N es 4. ;por qué?

23. ES: Pues porque la Z es tres porque hay que multiplicar 3 por el nimero de
camisetas.

24. Investigadora 2: Pero si el nimero de camisetas... mira, fijate dice. Cuando
Carlos vende Z camisetas, t me dices que a Z le has puesto 3, entonces ;ya
sabes que vende 3 camisetas? ;o no? Vale, si vende 3 camisetas ;cuanto gana?

25. ES: 9 euros.

26. Investigadora 2: |y por qué le has puesto a la Z tres? ;por qué no le has puesto
otro nimero?

27. ES: Porque hay que multiplicarlo por tres.

28. Investigadora 2: Pero hay que multiplicarlo por tres ;para saber qué?

29. ES: Para saber el nimero de dinero que ha ganado.

La idea del estudiante no cambia. Es por esto que la investigadora plantea otras
preguntas. Guia a los estudiantes en una comprension cualitativa del problema y la
variable, es decir utiliza conceptos como “mucho” o “pocos”, sin hacer referencia a
una cantidad. Por ejemplo los estudiantes establecen la relacién que si vende “muchas”
camisetas, debe ganar “muchos” euros. En la lineas 40 y 41 el estudiante E1 sefiala que
en el caso que venda “muchas” camisetas, no podria ganar “pocos” euros.

Manifestando que en ese caso la sentencia es falsa.
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Investigadora 2: Lo que gana, eh. Entonces, les voy hacer la misma pregunta,
pero de otra manera. Si en vez de poner Z, les pusiera, si vendemos un nimero
de camisetas concreto, el que sea, no sabemos qué numero es. Pero vende
muchas camisetas ;Como puedo saber cudnto es lo que gana vendiendo muchas
camisetas? ;Como lo sabrias? No sabemos el nimero que vende. Y sabemos que
vende muchas. ES8, ;ti lo sabes?

ES8: eehh... multiplicando....

Investigadora 2: E1, ;sabes ta? ;como lo harias? Sabemos que vende muchas, no
sabemos cuantas. ;Como lo dirias? Si vende muchas, ;cuanto gana?

E1: Pues ganaria mucho dinero.

Investigadora 2: ;cuanto? ;Como podrias saber cuanto gana?

E&: Pues multiplicando esa cantidad por 3. Por ejemplo ha vendido 100
camisetas, bueno mas.

Investigadora 2: muchas. No sabemos cuantas, pero ha vendido muchisimas.
(Qué le dirias a Carlos? Ese nimero de camisetas que has vendido ;qué le
haces?

El y E8: Lo multiplicaria por 3.

ES8: Porque cada camiseta vale tres euros.

Investigadora 2: Ganas tres euros por cada camiseta: ;y ti como lo harias E10?
E10: Por ejemplo si tenemos muchas camisetas, por ejemplo decimos que son
100. Vale, y ala N, porque en todos nos dice que en cada camiseta que vende
gana tres euros, entonces 100 por 3 son 300. Entonces el nimero que seria es
300. O también muchas camisetas podria ser otro numero. Por tanto este nimero
no puede ser 10, porque si son muchas camisetas, pues tendria que ser...

El: Yo creo que es verdadero o es falso.

La intervencion anterior permitio que el estudiante E1 verbalizara que la respuesta

puede ser verdadera o falsa, no obstante el estudiante E8 atun sigue confundido y no

logra captar la idea (Lineas 42 a 50).

42.

43.
44,

Investigadora 2: A ver E8, ;t que nos cuentas? Las Z son muchas o son pocas,
no lo sabemos, pero nos da igual. Entonces, ;como sabemos lo que ganamos?
ES8: PueslaN... eh...

Investigadora 2: Si.
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45. ES: Ehhh. Es el 3, porque el nimero que haya de camisetas hay que multiplicarlo
por tres.

46. Investigadora 2: Vale. La N tiene que ser 3 ;me dices? ;Ponemos aqui un tres a
ver qué pasa? [lo escribe en la hoja bajo la N] ;Si? Entonces si ponemos ahi un
tres, ¢ eso es verdadero?

47.E10, ES y El: Si.

48. E10: Si ponéis eso ahi seria verdadero.

49. Investigadora 2: Entonces vosotros creéis que cuando Carlos gane Z camisetas,
no sabemos cuantas, dijimos que puede ser muchas o pocas, ;gana siempre 3
euros?

50.E10, E8y EI: Si.

Luego, como los estudiantes afirman que si N al ser 3 la sentencia siempre sera
verdadera la investigadora contrasta su idea y relaciona la comprension cualitativa del
problema con una cuantitativa, por lo que en conjunto proponen casos numericos
particulares y analizan si son verdaderos o falso. La investigadora escribe lo que
verbalizan en una hoja, tal como se muestra en la figura 10.
AR B %0
2 (2X3) q. —a v o
?aO.\(SO,x Q0 o N S dodero
S virs v TV
n/bw__qu NE‘% iﬂ\\; D(oﬂ/:o
20-(3x20) 6O
2 ;

Figura 10. Analisis sentencia Cuando vende Z camisetas gana N euros

En los argumentos, los estudiantes logran reconocer que no siempre N sera 3, que es
solo la relacion entre las variables, incluso les parece incoherente que venda mucho y
gane solo 3.
51. E§ o E1: Si vende muchas camisetas se consigue mucho dinero, y si vende pocas
camisetas, gana pocos euros.
52. Investigadora 2: Entonces, ;siempre no va a ganar 3 euros?
53. E8 o EI: No.

54. Investigadora 2: |Entonces?
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62.
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64.
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66.
67.
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E10: En cada camiseta gana 3 euros, pero si tiene, pero por ejemplo, si tiene 100
camisetas, entonces como las camisetas valen 3 euros. 100 por 3 son 300. Seria

ese el resultado.

Investigadora 2: Vale. jentonces ahi qué ponemos? No sé qué vas a poner ahi al

final.

E10: Ahi puedes poner el 3.

Investigadora 2. ;Ahi puedes poner el 3?

E10: Siporque es el nimero... o sea las camisetas es cualquiera que puede ser,
pero como cada camiseta es 3 euros, la N tendriamos que poner 3 euros.
Investigadora 2: Si no me lo decis, si no yo soy la que no entiendo y me estoy
liando ya. ;Vale? Dice si Carlos vende Z camisetas, que puede ser muchas o
pocas, gana 3 euros. /con eso estais de acuerdo? Si vende muchas camisetas gana
3 euros y vende pocas camisetas. ..

E1: A claro, aqui tienes que poner pocas camisetas si quieres poner aquiel 3. Y
si aqui pones por ejemplo, eechh, por ejemplo el nimero 50, tiene que poner
muchas camisetas.

Investigadora 2: Vale, si aqui pones el 3, ;qué tendrias que poner aqui?

El: Poco.

Investigadora 2: ;Como de poco? ;Sabriamos cuanto?

E8: Si queremos el tres y si cada camiseta vale tres euros...

El:ell.

ES:el 1.

Finalmente la investigadora plantea diversos ejemplos y contraejemplos, logrando que

los estudiantes manifiesten comprender porque la sentencia en algunas ocasiones es

verdadera y en otras falsas.

68.

69.
70.
71.
72.

Investigadora 2: Pero no sabemos cuantas, solo sabemos que son muchas, qué
hacemos con esa cantidad. No sabemos cuantas. ;qué le decimos a Carlos? Para
saber lo que has ganado tienes que hacer...

E1: Si son muchas no seran tres ni uno, sera uno mas alto. 9 o 10.
Investigadora 2: |y tu qué crees E8?

ES8: Mucho dinero.

Investigadora 2: Vale. Son muchas, voy a poner otra. Como Z y N pueden ser
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cualquier nimero, ahora yo me voy a inventar otro numero. Voy a poner 3 y aqui
40.

73. Investigadora 2: Como es cualquier numero, ahora yo pongo otro.

74. E1: Ehh.. 3 y 40.

75. Investigadora 2: | Estéis de acuerdo que puede ser 3 y 40? ;y eso creéis que seria
verdadero o que seria falso?

76. El, ES y E10: Falso.

77. Investigadora 2: ;Por qué lo habéis dicho tan rapido?

78. E10: Porque sila Z es 3 y la N es 40. Entonces la Z deberia ser mas numero.

79. Investigadora 2: [ Cual?

80. E£10: Un nimero mas grande. Por ejemplo, el 10 o 11, entonces... si aqui pones
el 3, entonces el 40 deberia ser un nimero mas pequefno. Y si quieres quitar el 3,
tienes que poner un nimero mas grande que el 3.

81. E1: Entonces, si aqui tu pones....

82. E10: Entonces esto aqui mismo seria falso. Pero si aqui pones mas nimeros seria
verdadero.

83. E1: Sipones aqui....mmm... uno mas grande este seria verdadero.

En la figura 11, se resume el proceso realizado durante el didlogo entre la

investigadora y el estudiante E12, que le permiti6 cambiar la idea inicial.

Significado inicial Significado final
La sentencia es falsa, La sentencia puede ser
N tiene que ser 3. verdadera o falsa.

Intervencion docente

Orienta la actividad y esfuerzo del estudiz%te.
* Ordena las ideas de los estudiantes y las orienta
para que las expresen por escrito.
Ayuda a atribuir significado a la nueva informacion.
* Facilita la oportunidad de verbalizar ideas y
contrastarlas con otras.
* QGuia la comprension cualitativa del problema y la
relacion funcional.
* Plantea contraejemplos.
* Contrasta comprension cualitativa con una
cuantitativa.

Figura 11. Cambio de significado e intervencion docente E1, E8 y E10
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En este segunda caso, se observa que la posibilidad de interpretar la situacion en
términos cualitativos ayudod a los estudiantes a lograr comprender que la respuesta no
era unica. Lo realizado aqui coincide con lo que plantea Socas, Camacho, Palarea y
Hernandez, (1996) y Azarquiel, (1993) quienes plantean que para que el alumno
comprenda el lenguaje algebraico y su uso, la comprension cualitativa expresada en
lenguaje habitual es un primer nivel de comprension, el siguiente nivel sera la
comprension cuantitativa, que se basa en casos aritméticos para finalizar con la

comprension conceptual del problema.
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Capitulo 6: Conclusiones

Este ultimo capitulo reflexionamos sobre las preocupaciones que dieron inicio a esta
investigacion y describimos los aportes a la comunidad cientifica. Lo estructuramos en
tres apartados: (a) logro de objetivos y principales aportes, (b) limitaciones y (¢) lineas

abiertas de investigacion,

Logro de objetivos y principales aportes
De modo general, podemos afirmar que cumplimos con todos los objetivos propuestos

en esta investigacion. Las grabaciones y producciones escritas nos permitieron
identificar y describir tanto los significados asociados a la letra como las
intervenciones que permiten que estos cambien o se amplien.

Nuestro primer objetivo general fue “describir como evolucionan los significados que
estudiantes de tercero de primaria asocian a las letras en contextos funcionales”. Para
esto nos propusimos dos objetivos especificos. Uno de ellos era “identificar
significados que los estudiantes asignan a las letras, a partir de sus intervenciones
orales y producciones escritas en el marco de un experimento de ensefianza en el que
se trabaja en contextos funcionales”. A lo largo del experimento de ensefianza pudimos
observar que los significados de los estudiantes eran diversos. Todas la categorias
propuestas para el analisis se manifestaron por lo menos una vez y al contrastarlas con
otras investigaciones (e.g. Blanton el al. 2017; Kiicheman, 1981) logramos precisar
algunas ideas sobre éstas. Por ejemplo, los estudiantes utilizaron el orden del alfabeto
para argumentar qué significado le dan a la letra, pero su interpretacion en ocasiones
consistia en buscar el nimero que correspondiera con la letra y escribir esa cantidad
(“letra evaluada/ valor logico) o en otras solo aplicaban la relacion funcional y
buscaban otra letra, dejando indeterminado el valor de las variables (“letra como
variable/ valor indeterminado). También manifiestan que si bien la letra tiene solo un
valor que corresponde a su posicidn, las situaciones problemas pueden tener distintas
respuestas y dependera de la letra que escoja cada estudiante para representar el
problema, lo que demuestra que tienen nociones de la variabilidad de las situaciones.
Sobre la categoria “letra como variable/ valor indeterminado”, observamos que los
estudiantes tienden a apoyarse en cantidades concretas para ratificar sus argumentos,
por lo que esta categoria estaria estrechamente relacionada con la categoria “letra como

variable/ valor aleatorio”. Por otra parte, también pudimos observar como el
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significado de la “letra como variable/ valor indeterminado” tiene efectos en los modos
de utilizar las letras, pues los estudiantes al sefialar que la letra puede ser “el namero
que ta quieras”, utilizaban letras iguales o distintas y sefialaban que pueden representar
“cualquier numero”, sin hacer distincion que letras iguales no pueden representar la
misma cantidad en una situacioén problemas, o que letras distintas si pueden tener igual
valor. Algunos, considerando esto fueron mas rigurosos al interpretar la letra y
procuraron explicitar que la letra no puede ser cualquier valor sino uno que resulte de
aplicar la relacion funcional involucrada en la situacion problema.

El otro objetivo especifico era “describir la trayectoria que siguen los significados
puestos de manifiesto por los estudiantes a lo largo de las sesiones de trabajo que
constituyen el citado experimento de ensefianza”. En este caso ratificamos algunos
planteamientos propuestos en otras investigaciones. Radford (2001) sefiala que los
estudiantes al dar sentido a los simbolos buscan referentes de dominios conocidos para
ellos, en esta investigacion se evidencia que en la primera sesion priman significados
alusivos al orden del alfabeto o a ideas que provienen desde la aritmética, contextos
que los estudiantes han aplicado en otras ocasiones. Blanton et al. (2017) proponen que
la progresion de los significados no es lineal y dependiendo de la tarea, se pondran de
manifiesto unos u otros. Esto también se puede ratificar en esta investigacion, puesto
que si bien los estudiantes en la segunda sesidon manifiestan un cambio en sus
significados y, en comparacion a la sesion 1, hay més estudiantes que se refieren a la
letra como una cantidad indeterminada, en la siguiente sesion esta idea no persiste y se
logra evidenciar otros significados, incluso el rechazo a la letra. Finalmente, al igual
que en Blanton etal. (2017) y Kaput etal. (2008), se observa que no hay una
progresion conjunta entre la idea de variabilidad y su representacién. Observamos que
muchos de los estudiantes comprenden que la letra puede representar una cantidad
indetermina que varia. En tareas en las que tienen que representar la variable
dependiente, conociendo la variable independiente verbalizan la idea de variabilidad,
pero al expresarla con letras y nimeros lo hacen de modo ambiguo. En el caso de los
numeros escriben uno cualquiera, lo que se podria interpretar como que no entienden la
tarea o asigna un valor fijo, pero al escuchar sus argumentos se logra identificar que
ese numero que escriben es solo un ejemplo, pues consideran que si la letra puede ser
cualquier nimero, no es erroneo poner un caso particular cualquiera. En el caso de las
letras, por lo general escribieron una letra distinta a la que representaba la variable

independiente, esto a simple vista podria interpretarse que no comprenden o responden
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al azar, sin embargo en sus respuestas dejan implicita la relacion funcional. Al
verbalizar los motivos por las que las escribieron vuelven a sefialar que puede ser
cualquier nimero, y unos pocos estudiantes son mas rigurosos y sefalan que es
cualquier nimero, pero tiene que ser el resultado de aplicar la relacion funcional.

Nuestro segundo objetivo general fue “identificar y describir las intervenciones en el
aula que contribuyen a la evolucion del significado que los estudiantes asignan a las
letras”. En este caso el primer objetivo especifico se cumplid y logramos identificar
intervenciones en el aula que se detectan asociadas a un cambio en el significado que
los estudiantes asignan a la letra. Sin embargo, solo logramos identificar dos casos. Al
comparar las ayudas ofrecidas en cada caso, encontramos escasos elementos en comun,
por lo que nos limitamos a describir los sucesos y esperamos que en investigaciones
futuras poder ahondar mas en la tematica. Por lo anterior, creemos que el segundo
objetivo especifico “describir intervenciones conducentes a que los estudiantes den
significado o cambien el significado dado a la letra”, se logro parcialmente. En los dos
casos analizados, logramos identificar el efecto positivo del razonamiento inductivo al
momento de generalizar e interpretar las letras. Ademdas, mencionamos una serie de
acciones que realiza el investigador que colaboran a que los estudiantes modifiquen el
significado que manifestaban de la letra. Se corroboran los efectos positivos de algunas
categorias propuestas por Warren (2006) que tienen relacion con la verbalizacion de

los procesos y la conexion de estos con los simbolos.

Limitaciones
El primer aspecto a mencionar es el tiempo de trabajo en el que se realizd esta

investigacion. Si éste se pudiese extender hubiese sido factible lograr profundizar mas
en los analisis y resultados de la investigacion. Otro aspecto tiene relacion con la
recogida de datos. Si bien los instrumentos permitieron cumplir con los objetivos, dado
que el objetivo del experimento de ensefanza era mas amplio, la informacion
disponible en la que se hace uso de las letras era reducida. En ocasiones no fue posible
profundizar en las respuestas de los estudiantes, pues el espacio para ello era limitado
y, si bien los estudiantes de tercero ya escriben con fluidez, aun se encuentran en
proceso de desarrollar sus habilidades comunicativas escritas, por lo que comprender

lo que deseaban manifestar en algunas oportunidades no fue una tarea facil.
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Finalmente, fue complejo encontrar antecedentes que se refirieran la intervencion en el
aula, las ayudas que ofrece el profesor y el desarrollo de habilidades algebraicas. Por lo

que limitd la posibilidad de contrastar nuestros resultados con otras investigaciones.

Lineas abiertas
Una de las lineas abiertas que deja esta investigacion es explorar otros significados

relacionados con las cantidades indeterminadas, por ejemplo, las incognitas. Pues
evidenciamos que los estudiantes senalan que las letras pueden representar cantidades
indeterminadas y argumentan que “pueden ser el numero que tu quieras”, pero esto no
es cierto en todos los contextos. Por lo que resulta interesante investigar qué pasa
cuando en la tarea la letra representa un numero con un valor fijo. ;Percibiran
diferencias en los significados? ;Seran capaces de identificar cudndo las letras
representan una incognita y cuando una cantidad variable? ;Validaran los dos
significados?

En lo que respecta a las letras, una linea abierta es profundizar en la comprension de
las convenciones matematicas. En esta experiencia se logra identificar que los
estudiantes utilizan las letras, pero hay imprecisiones. Por ejemplo, una misma letra
puede representar distintos valores en una misma situacion o concebir que siempre
letras distintas representan cantidades distintas, sin considerar que también pueden
representar cantidades iguales.

Otra linea abierta tiene relacion con los estudiantes con talento matematico. Seria
interesante identificar el talento matematico de los estudiantes que participan en
actividades como las que presentamos en esta investigacion e identificar cuales son los
significados que le otorgan a las letras, como las usan y si esto difiere en estudiantes
con o sin talento matematico.

Finalmente, en relacion a las intervenciones en aula, falta buscar mas evidencias de las
acciones de los docentes que permiten favorecer el aprendizaje de los simbolos
algebraicos. Ademas, caracterizar otro tipo de interacciones, por ejemplo el efecto que
tiene el trabajo en grupo, con compaiieros con capacidades matematicas distintas, entre

otras posibilidades.
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