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El trabajo que se presenta en este documento pretende cumplir con el requisito de la
elaboracion de una tesis doctoral, para la obtencion del grado de doctora dentro del
programa de doctorado “Didactica de la Matematica” impartido en el Departamento de

Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada.

Este trabajo se ha realizado en el Grupo de Investigacion FQM-193 del Plan Andaluz de
Investigacion, Desarrollo e Innovacion de la Junta de Andalucia “Didactica de la
Matematica: Pensamiento Numérico” de la Universidad de Granada, y en el marco del
proyecto de investigacion EDU2009-11337 “Modelizacion y representaciones en
Educacion Matematica” del Plan Nacional de Investigacion, Desarrollo e Innovacion

2010-2012 del Ministerio de Ciencia e Innovacion de Espafia.

La investigacion que se recoge en este documento ha sido financiada por la Universidad
de Costa Rica. La doctoranda ha disfrutado de una beca del Régimen de Beneficios para
el Mejoramiento Académico en el Exterior para el Personal Docente y Administrativo
en Servicio, misma que se extiende del 1° de octubre de 2007 al 30 de setiembre de

2012 y se ha regulado segtin el Oficio Numero OAICE-09-CAB-189-2007.






Las transformaciones de la sociedad y sus repercusiones educativas se
convierten en el elemento central para orientar el trabajo de los profesores,
pues es a partir de los nuevos retos y exigencias como debe diseniarse el tipo

de formacion que han de recibir y el camino para su desarrollo profesional.

(Esteve, 2009)
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Presentacion

Este documento recoge la investigacion realizada por la autora para obtener el titulo de
doctora por la Universidad de Granada, en el Programa de Doctorado “Didactica de la
Matematica”. Con esta investigacion se culmina el proceso de estudios de posgrado que
inici6 en el curso académico 2007-2008, periodo en el que se cumplieron los requisitos
para la obtencion del titulo de master en Didactica de la Matematica. Como Trabajo de
Fin de Master realizamos una investigacion que tiene por titulo Razonamiento
Proporcional: Un Andlisis de las Actuaciones de Maestros en Formacion (Valverde,
2008); el cual suscitdo algunas de las inquietudes que motivaron el desarrollo de la
investigacion que se recoge en este documento.

El objetivo del trabajo final de master se centrd en analizar las actuaciones, que como
resolutores, exhibieron un grupo de maestros en formacidn inicial en problemas de
proporcionalidad simple directa. Nos centramos en identificar las estrategias que aplican
los sujetos para relacionar las cantidades cuando resuelven problemas sobre situaciones
de proporcionalidad directa, describir el uso de la unidad que prevalece en estas
situaciones, identificar las estrategias incorrectas o errores conceptuales que manifiestan
los participantes, identificar y describir los procedimientos aplicados para abordar estos
problemas. Finalmente el estudio se orienta a clasificar las actuaciones de los sujetos
segun el tipo de razonamiento proporcional mostrado en cada uno de los problemas
resueltos. Entre los resultados destacados de dicho estudio observamos que los
estudiantes de magisterio manifestaron las mismas ideas intuitivas y estrategias
incorrectas que los estudiantes de primaria o secundaria que participaron en otros
estudios que usaron tareas similares, entre las que estd el predominio del razonamiento
aditivo, la ilusion de linealidad y la interpretacion inadecuada del dividendo, divisor o el
cociente en una division.

Los resultados recogidos en el trabajo final de master nos motivaron a reflexionar
acerca del conocimiento matematico que poseen los estudiantes de magisterio sobre la
razoén y la proporcionalidad y la manera de abordar la ensefianza de estos conceptos que
pueda proporcionar comprension de los mismos, con el objetivo de evitar que los
errores manifestados se transfieran a sus alumnos durante su posterior practica
profesional. Asi pues, tomamos como via de continuacion el desarrollo de una
investigacion, tesis doctoral, centrada en un disefio instruccional que permitiese
promover y estudiar las nociones de razoén y la proporcionalidad en el ambito de la
formacidn inicial de maestros de Educacion Primaria.

Desde las primeras delimitaciones del problema de investigacién nos interesamos en
desarrollar y estudiar una alternativa didactica que contribuyera a que los maestros en



Presentacion

formacion lograran superar esas dificultades y no quedarnos solo en detectarlas.
Conforme avanzamos en el esbozo inicial de esta investigacion decidimos considerar la
componente relativa a las competencias matematicas como un elemento primordial a
incluir en el disefio instruccional. Esta decision se tomd debido a que, como
consecuencia de la adaptaciéon de la educacion al EEES', los programas de formacion
universitarios, en el marco comin europeo, estan fundamentados en la nocién de
competencia. En particular el programa de formacion inicial de maestros de educacion
primaria considera las competencias especificas como una expectativa de aprendizaje a
desarrollar dentro de este programa formativo.

La formacién matematica de los futuros maestros’ de la Universidad de Granada,
durante el desarrollo de nuestro estudio, se aborda en dos asignaturas: una troncal que se
denomina Matematicas y su Diddctica, y otra de caracter obligatorio titulada Curriculo
de Matematicas en la Educacion Primaria. No obstante, es en el contexto de la
asignatura Matematicas y su Diddctica en el que realizamos nuestra investigacion. En el
marco de la misma se establece que una de las competencias especificas se refiere a la
adquisicion de los conocimientos bésicos de las matematicas que han de impartir en el
ejercicio de su labor profesional y la capacidad de aplicarlos a la practica, también se
espera que desarrollen la habilidad para el razonamiento logico y la formulacion de
argumentos. Como expectativa de aprendizaje de la asignatura Bases Matematicas de la
Educacion Primaria, del actual plan de formacion, se establece el desarrollo de las
competencias matematicas bdsicas: pensar y razonar, argumentar Yy justificar,
comunicar, modelizar, plantear y resolver problemas, representar, utilizar el lenguaje
simbolico, formal y técnico y las operaciones y emplear soportes y herramientas
tecnologicas.

Por lo tanto, el interés de estudiar una alternativa instruccional que permitiese promover
y estudiar las nociones de razon y la proporcionalidad en el ambito de la formacion
inicial de maestros se complementd con otra necesidad procedente de las demandas
expuestas en el marco curricular de la formaciéon matematica de estos estudiantes, es
decir, la preocupacion por el desarrollo de la competencia matematica se sumd como
parte de nuestro problema de investigacion.

Decidimos que ambas inquietudes se podian abordar en nuestro estudio a través de la
elaboracion, implementacion y analisis de un disefio instruccional centrado en estudiar y
promover el aprendizaje de la razon y la proporcionalidad, desde un enfoque funcional
del conocimiento matematico. Segun Rico y Lupianez (2008) en este enfoque el
conocimiento matematico permite modelizar situaciones reales, estd centrado en la
resolucion de problemas en diferentes contextos; lo que interesa en esta perspectiva es
como los estudiantes aplican los conocimientos matematicos en la resolucion de
problemas situados en entornos cotidianos con distinta complejidad. Este enfoque del
conocimiento matematico es compatible y coherente con nuestro interés de promover la

! Espacio Europeo de Educacién Superior

% Nos referimos a los futuros maestros que han participado en la investigacion durante el curso académico
2009-2010. Periodo en el que estaba vigente el Plan de Estudios publicado en Ministerio de Educacion y
Ciencia (2001).
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competencia matematica en el ambito de la formacidn inicial de maestros de educacion
primaria.

Con base en los planteamientos previos adelantamos que nuestro estudio contempla dos
objetivos fundamentales, los cuales recogemos a continuacion:

1. Estudiar el proceso de elaboracion, puesta en practica y analisis de una “secuencia
de trabajo en el aula” que aborda la revision y (o) reconstruccion de conocimientos
asociados a la razon y la proporcionalidad.

2. Investigar como contribuye la secuencia de trabajo en el aula en el proceso de
desarrollo de la competencia matemadtica de futuros maestros de primaria,
resolviendo problemas elaborados para el caso y utilizando una metodologia de
trabajo colaborativo.

La investigacion realizada consiste en un tipo particular de experimento de ensefianza
(dentro del paradigma de los experimentos de disefio) centrado en el desarrollo del
conocimiento del profesor de matematicas. Esta metodologia de investigacion establece
un conjunto claro de acciones a seguir en las tres fases que la conforman: la elaboracion,
implementacion y analisis del disefio instruccional.

La caracteristica central del disefio instruccional elaborado en nuestra investigacion es
la inclusién de un conjunto de tareas matemadticas que abarcan distintos tipos de
problemas de razén y proporcionalidad, las situaciones de estas tareas se sitlan en
distintos escenarios del entorno cotidiano. Este disefio se fundamenta en la perspectiva
funcional del conocimiento matematico considerado en el estudio PISA (OCDE?, 2004).
Para la elaboracion del mismo se ha utilizado el andlisis didactico como herramienta
para la planificacion y organizacién de la secuencia de trabajo en el aula. El disefio
instruccional se concretd en cuatro sesiones y se implement6 en condiciones naturales
de desarrollo de la asignatura Matematicas y su Didactica. Se utiliz6 una metodologia
de trabajo en el aula compuesta por cuatro fases: trabajo individual en clase, trabajo
colaborativo, puesta en comun y reconstruccion individual de la tarea fuera de clase.
Todas ellas centradas en la misma tarea.

En esta investigacion han participado estudiantes de dos grupos (G1 y G2) que cursaron
la asignatura Matematicas y su Didactica® de la Diplomatura en Educacion Primaria,
durante el curso académico 2009-2010 de la Universidad de Granada. La decision de
trabajar con dos grupos no obedece a intereses de indole comparativo, sino a la
necesidad de aplicar el disefio en varias circunstancias de modo tal que se forjaran
oportunidades para mejorarlo.

Como es propio en las investigaciones de disefo, se han realizado dos tipos de analisis
de la informacion: analisis continuados que se realizan durante los diferentes ciclos del

3 Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econéomico (www.oecd.org)

* Asignatura troncal del plan antiguo de la diplomatura en Educacién Primaria, ubicada en el 1° curso y de
duracion anual, con 9 créditos totales divididos de igual manera en practicos y tedricos. Ha dado lugar a
la asignatura Bases Matematicas para la Educacion Primaria en el actual plan de formacion del curso
2010-2011.
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proceso de investigacion y un analisis final retrospectivo de todos los datos recogidos en
el proceso de investigacion.

El analisis preliminar de los datos se centra en la toma de decisiones orientadas a la
reelaboracion del disefio, las decisiones tomadas son de caricter practico y con éstas se
procura promover el aprendizaje de los estudiantes.

El andlisis retrospectivo es cualitativo de corte interpretativo y se focaliza en tres
unidades de estudio: gran grupo, pequeios grupos y casos individuales de estudiantes.
El objetivo del analisis retrospectivo del gran y pequeio grupo es profundizar en la
situacion ocurrida durante la intervencion en el aula, aportando marcos explicativos para
las actuaciones de los estudiantes y supuestos sobre posibles formas de abordar las
dificultades detectadas en nuevas circunstancias. Con ello se busca aportar
“conocimiento” que amplie los resultados recogidos en el campo de investigacion
relativo al proceso de ensefanza-aprendizaje de la razon y proporcionalidad,
especificamente en el contexto de la formacion de maestros de primaria El objetivo del
analisis retrospectivo de casos individuales se interesa por estudiar las modificaciones o
invariancias manifestadas por algunos estudiantes en las resoluciones individuales de la
tarea.

Grupo de investigacion en el que se situa nuestra investigacion

Esta investigacion ha sido desarrollada en el seno del Grupo de Investigacion FQM-193
Didactica de la Matematica. Pensamiento Numerico de la Universidad de Granada,
inscrito en el Plan Andaluz de Investigacion de la Junta de Andalucia. En este grupo se
entiende la construccion del conocimiento matemdatico como un fendmeno social y
cultural.

En este grupo se desarrollan investigaciones centradas en distintas lineas de
investigacion entre las que estdn Pensamiento Numérico y Formacion de Profesores,
mismas que destacamos debido a que nuestro estudio aborda cuestiones contempladas
en ambeas lineas.

La prioridad de los trabajos realizados en la linea Pensamiento Numérico se establece
sobre los contenidos matematicos. Su campo de reflexion considera la aritmética escolar
y las nociones bdasicas de niumero, incluye los sistemas numéricos superiores (enteros,
racionales y decimales) y se extiende al estudio sistematico de las relaciones y
estructuras numéricas, la teoria de numeros, el inicio del algebra, entre otros.
Actualmente se estan desarrollando investigaciones sobre el razonamiento inductivo,
pensamiento pre-algebraico y algebraico, asi como sobre las nociones de limite y
continuidad. Por otra parte los estudios sobre analisis de contenido estan, igualmente,
centrados en temas escolares de pensamiento numérico.

Desde una perspectiva cognitiva en este grupo de investigacion, y en particular en esta
linea, se realizan estudios que se fundamentan sobre la nocién de competencia
matematica, centran el interés en el conocimiento significativo en matematicas, el
dominio de sus procedimientos, el desarrollo de capacidades, el diagnostico y
tratamiento de los errores y dificultades. Ademas, tienen interés en el caracter aplicado

4 Depto. de Diddctica de la Matematica. Universidad de Granada
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del conocimiento matematico, es decir en el enfoque funcional del conocimiento
matematico.

Por su lado, las investigaciones realizadas en la linea de Formacion de Profesores
prestan atencion a la formacion inicial de profesores de matematicas de educacion
secundaria, se ocupa de caracterizacion profesional del profesor de matematicas en
ejercicio, y han hecho importantes esfuerzos de innovacion para establecer y supervisar
los programas de formacion de maestros dentro de los titulos de grado maestros (de
primar e infantil) creados recientemente. Los procesos de convergencia europea y el
papel que se le concede a las competencias, esta dando lugar a nuevas investigaciones
que examinan el papel de las competencias profesionales de los maestros y los procesos
formativos relacionados con ellas.

En vista de las consideraciones previas, indicamos que nuestro interés por estudiar el
conocimiento comin y las competencias matematicas, promovidas en una secuencia de
trabajo sobre la razon y la proporcionalidad, en el &mbito de la formacion de maestros,
implica que nuestro estudio se enmarque simultdneamente en estas dos lineas de
investigacion.

ORGANIZACION DEL DOCUMENTO

El informe de esta investigacion estd estructurado en nueve capitulos, seguido del
listado de las referencias bibliograficas utilizadas y de la lista de los anexos, los cuales
se han incluido en el CD que acompaia a este documento. A continuacion describimos
brevemente el contenido de cada uno de los capitulos.

Capitulo 1. Recoge el encuadre del problema de investigacion, el cual trata sobre la
necesidad de elaborar, aplicar y analizar, en el contexto de la formacion matematica de
futuros maestros de primaria, experiencias de trabajo en el aula que posibiliten el
desarrollo® del conocimiento matematico de los estudiantes de magisterio, desde una
perspectiva funcional, como una forma de sustentar y contribuir al proceso de desarrollo
de la competencia matemadtica de dichos estudiantes. Este capitulo concluye indicando
las preguntas de investigacion que generaron los objetivos generales y parciales del
estudio, que asi mismo se detallan

Capitulo 2. En este capitulo presentamos una sintesis de las investigaciones previas
relacionadas con los subconstructos de los numeros racionales y el razonamiento
proporcional, las cuales se han realizado en contextos escolares y en entornos de
formacion inicial de profesores, principalmente de educacion primaria.

Capitulo 3. Aborda los tres referentes conceptuales que fundamentan el desarrollo de
nuestra investigacion, estos son: la nocién de competencia matematica, la nocioén de
conocimiento matematico en el contexto de la formaciéon de maestros de educacion
primaria, y la descripcion tedrica de los principios del analisis. En primer lugar

> En nuestra investigaciéon el término desarrollo se refiere al incremento o mejora del conocimiento
matematico de los futuros maestros. En el Capitulo 5 describimos el uso de la expresion “desarrollo del
conocimiento del profesor” en el marco de una metodologia de investigacion centrada en el mismo.

Gabriela Valverde Soto



Presentacion

describimos los fundamentos que respaldan la nocidén de competencia matematica que
hemos adoptado en nuestra investigacion, posteriormente recogemos distintas posturas
en relacion con el conocimiento profesional del maestro de matematicas,
concentrandonos en el conocimiento matematico comun de este colectivo, y finalmente
enfatizamos los procedimientos sugeridos por los autores para realizar el andlisis
didactico de los contenidos de las matematicas escolares.

Capitulo 4. En este capitulo presentamos el analisis didactico de la razén y
proporcionalidad que hemos realizado en nuestra investigacion. Este capitulo 4 se
organiza en tres bloques: (1) andlisis de contenido, (2) analisis cognitivo y (3) analisis
de instruccion. El andlisis de actuacion se contempla en el Capitulo 7 Andlisis
retrospectivo de las sesiones y las pautas seguidas para efectuar este andlisis se
describen en el Capitulo 5 Tipo de estudio y metodologia.

Capitulo 5. Este capitulo contempla dos secciones. En la primera parte del capitulo nos
centramos en la descripcion de las caracteristicas de la Investigacion de Disefio,
propoésitos y elementos centrales de la misma, asi como en la descripcion de los
fundamentos del tipo de experimento que ha guiado el desarrollo de nuestro estudio. La
segunda parte del capitulo comprende la descripcion de los participantes, el papel de la
investigadora en la experimentacion, el contexto del estudio. En relacion con el
experimento de ensefianza destacamos los principios sobre los que se fundamenta, las
fases del mismo y el papel del andlisis didactico en las fases. Posteriormente se abordan
los aspectos metodolégicos de la recogida y andlisis de la informacion de esta
investigacion.

Capitulo 6. Este capitulo recoge la descripcion de la planificacion, desarrollo y anélisis
preliminar de las sesiones en las que aplicamos nuestro disefio. La descripcion de cada
una de las sesiones de trabajo, llevadas a cabo en el aula, se realiza siguiendo la pauta
de los experimentos de disefio, a través de tres apartados: planificacion, desarrollo y
analisis de lo ocurrido en cada sesion.

Capitulo 7. En este capitulo se aborda una parte del Analisis retrospectivo de las
sesiones, se centra en el andlisis retrospectivo de las sesiones, pues el estudio de casos
se presenta en el Capitulo 8. El andlisis retrospectivo de las sesiones se ha estructurado
tomando en consideracion las cinco dimensiones de analisis: (1) conocimiento
matematico manifestado por los estudiantes en la resolucion de las tareas, (2) balance de
las tareas aplicadas, (3) logro de las expectativas de aprendizaje supuestas en la
planificacion de las tareas, (4) papel de la investigadora en la institucionalizacion de los
conocimientos, y (5) metodologia de trabajo en el aula.

Capitulo 8. Recoge el segundo analisis de la experimentacion, éste considera el estudio
de casos individuales, el cual se centra en el analisis de las modificaciones en los
conocimientos matematicos mostradas por los estudiantes en las dos fases de trabajo
individual, el realizado al inicio de cada sesion y el trabajo individual realizado sobre la
misma tarea fuera de clase.

Depto. de Diddctica de la Matematica. Universidad de Granada
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Capitulo 9. Finalmente, en este capitulo se presentan las conclusiones que se derivan
del desarrollo de esta investigacion. Iniciamos la exposicion de las mismas atendiendo a
la consecucion de los objetivos de la investigacion, propuestos en el capitulo 1 y
describiendo paralelamente las principales aportaciones de este trabajo. Seguidamente
reflexionamos y aportamos algunas conclusiones relativas a la metodologia de
investigacion. Finalmente presentamos las limitaciones de este estudio y recogemos las
lineas abiertas que constituyen perspectivas de continuacion de la investigacion.

Estructura de la Investigacién

La Figura 0.1 recoge una vision panoramica de nuestra investigacion, sus componentes
y fases, asi como la ubicacion de ambos elementos en los nueves capitulos de esta
memoria. Las palabras de enlace y la direccion de las flechas dirigen la lectura del
esquema.

Gabriela Valverde Soto
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Capitulo 1. Planteamiento del
Problema

De manera general el problema de investigacion de este trabajo, tiene que ver con la
necesidad de elaborar, aplicar y analizar, en el contexto de la formacion matematica de
futuros maestros de primaria, experiencias de trabajo en el aula que posibiliten el
desarrollo® del conocimiento matematico de los estudiantes de magisterio, desde una
perspectiva funcional, como una forma de sustentar y contribuir al proceso de desarrollo
de la competencia matematica de dichos estudiantes. Procuramos exponer el problema
desde perspectivas mas generales que estén relacionados con nuestra preocupacion, y no
enfocarlo Unicamente desde posturas que afirman que este colectivo carece de un
conocimiento profundo de las matematicas escolares elementales. Es decir el supuesto
es que si se trabaja en beneficio de la mejora de los conocimientos matematicos de los
futuros maestros, esto es profundizando en los conceptos, sus propiedades,
representaciones, etc. mediante la resolucion de diversos tipos de problemas es posible
que la competencia matematica se vea también mejorada.

En primer lugar trataremos de sintetizar los hechos que han conducido a los sistemas
educativos, del nivel basico obligatorio y en consecuencia en la educacion superior, a
reformular la propuesta curricular a partir de la nocidon de competencia. Dentro de esta
postura nos interesa resaltar el papel de la competencia matematica de los estudiantes
para maestro.

Por otro lado recogemos posturas que defienden la necesidad de formar mejor a los
futuros profesores, como base para incidir en la calidad de la educacion. Dentro de esta
perspectiva nos interesa sefialar el peso que puede tener el conocimiento matematico de
los futuros maestros en su labor educativa.

Posteriormente conectaremos ambas nociones, es decir la competencia matematica y el
conocimiento matematico de los estudiantes de magisterio, que las consideramos dos
caras de una misma moneda, pues para llegar a ser matemdticamente competente es
preciso poseer un conocimiento del contenido profundo, amplio y conectado (Ma,
1999). No es posible aplicar conocimientos matematicas en diversas situaciones,
cientificas y del entorno cotidiano, si no se tiene un conocimiento del contenido tal y
como lo caracterizé Ma (1999).

 En nuestra investigacion el término desarrollo se refiere al incremento, aumento o mejora del
conocimiento matematico de los futuros maestros. En el Capitulo 5 describimos el uso de la expresion
“desarrollo del conocimiento del profesor” en el marco de una metodologia de investigacion centrada en
el mismo.



Capitulo 1. Planteamiento del Problema

1.1 RETOS ACTUALES DE LA EDUCACION

Actualmente los nifios crecen en un entorno tecnologico en el que los medios de
comunicacion ejercen un importante papel en su educacion. Internet, las redes sociales,
la television, las conexiones via satélite, entre otros, les proporcionan problemas y
oportunidades para entender, conocer, aprender y experimentar nuevas situaciones.
Actualmente muchos estudiantes hacen sus deberes con ayuda de internet, estan
expuestos a multiples informaciones con un simple “click” acceden a la definicion,
propiedades o elementos cruciales de un concepto; mientras tanto en muchas escuelas
los profesores siguen desarrollando una educacion basada en formas de vida de hace dos
siglos sometida a la presion de los resultados académicos, las pruebas estandarizadas o
los cambios derivados de agendas politicas.

Esta situacion ha conducido a los gobiernos, con ayuda de los especialistas en
Educacion, a replantearse el papel actual de la escuela en la formacion de los escolares
en relacion con distintas dimensiones: cognitiva, social, emocional. Este cambio de
paradigma ha sido el tema que se ha puesto sobre la mesa en espacios de reunion y
debate internacional realizados en los ultimos afios como por ejemplo en el Global
Education Forum’.

Entre las cuestiones sobre las que existe consenso generalizado estd la idea de que una
de las misiones de la educacion formal debe ser formar ciudadanos reflexivos, criticos,
capaces de abordar la resolucioén de problemas desde diferentes perspectivas y no seguir
saturando a los estudiantes con conocimientos que deben ser memorizados sin
atribuirles sentido, lo cual es una mision casi imposible dada la acumulacion de
conocimientos que el ser humano ha ido construyendo a lo largo de la historia. Es
evidente que la cantidad de contenidos que se estudiaban hace 50 o 60 afos, en relacion
con cualquier area de conocimiento, no es la misma que han de estudiar los nifios y
jovenes de hoy dia, por lo que es una utopia pensar que el papel de la escuela ha de ser
la transmision de conocimientos.

Las actuales propuestas educativas defienden una educacion global, que permita
establecer relaciones entre las diferentes conocimientos y a la vez que los estudiantes
desarrollan la capacidad para ver el mundo de una forma original y critica con las ideas
establecidas (OEI8 y UNESCO, 2010; OEIL, 2010; UNESCO, 2007). El reto de la
educacion actual es asumir el cambio de la sociedad y esto es lo que mueve a los
sistemas educativos a reformular toda su estructura con base en la nocién de
competencia. Desde la perspectiva general manifestada en el proyecto DeSeCo se
afirma que

Una competencia es mas que conocimientos y destrezas. Involucra la habilidad de
enfrentar demandas complejas, apoyandose en y movilizando recursos psicosociales
(incluyendo destrezas y actitudes) en un contexto en particular. Por ejemplo, la
habilidad de comunicarse efectivamente es una competencia que se puede apoyar en

"Disponible en http://www.globaleducationforum.org/
¥ Organizacién de Estados Iberoamericanos para la Educacion, la Ciencia y la Cultura
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el conocimiento de un individuo del lenguaje, destrezas prdcticas en tecnologia e
informacion y actitudes con las personas que se comunica (OCDE, 2005b, p.3).

Son varias las razones por las que se justifican los disefios curriculares basados en la
nocion de competencia. Cano (2008) senala tres de ellas. En primer lugar indica que nos
hallamos inmersos en la sociedad del conocimiento, en la que la informacién se crea
constantemente y parte de ella queda obsoleta con rapidez, por lo que lo importante no
es la informacion en si, sino ser capaz de buscar la informacién pertinente en cada
situacion, interpretarla y ser critico con la misma de modo que se logre resolver los
problemas. Esto es lo que pretenden los disefios por competencias, habilitar en las
personas capacidades que les permitan aprender a lo largo de la vida. En segundo lugar,
y ligado al cambio acelerado del saber, Cano (2008) sefala la complejidad, afirma que
el conocimiento es cada vez mas complejo que no quiere decir que sea mas complicado,
sino que el conocimiento requerido en la sociedad actual ha de ser global e
interrelacionado. En este sentido los disefios por competencias promueven la
integracion y apuestan por difuminar las fronteras que separan las areas de
conocimiento que se estudian en la escuela, instituto e incluso en la educacion superior.
Cano (2008) sostiene, en tercer lugar, que los disefios por competencias se justifican
dada la necesidad de una formacion integral que permita a las personas enfrentarse a
una sociedad incierta, misma que caracteriza como una “sociedad basada en redes y
primacia de las nuevas tecnologias pero con riesgo de brecha digital... sociedad del
bienestar pero con riesgo de un creciente consumismo compulsivo” (p.3). En esta linea
las propuestas por competencias incluyen conjuntos de conocimientos, habilidades y
actitudes de caracter muy diferente, vinculados no solamente con lo cognitivo sino
también con lo social y emocional.

El desafio actual de la educacion obligatoria’ es contribuir en la formacion integral de
las personas para que desarrollen aquellas competencias que les permitan responder a
las exigencias de un mundo globalizado, altamente simbolico, inestable y recargado de
informacion. Los desafios que impone la realidad de nuestra sociedad al sistema
educativo se han traducido en una serie de reformas en los niveles de educacion
obligatoria y superior, derivadas de los acuerdos europeos que promueven una politica
educativa comun centrada en el aprendizaje de los estudiantes en la adquisicion de
capacidades, habilidades, competencias y valores que permitan a las personas una
actualizacion constante de los conocimientos para desenvolverse eficazmente en la
sociedad de hoy. En la educacion obligatoria, primaria y secundaria, el marco curricular
se ha organizado en torno a 8 competencias clave'’, y la educacion superior se organiza
seglin una estructura comun de competencias genéricas y especificas, de cada disciplina
de primero y segundo ciclo, y en una serie de &mbitos tematicos: estudios empresariales,
ciencias de la educacion, geologia, historia, matematicas, fisica y quimica.

? Nos referimos a los procesos de ensefianza-aprendizaje que tienen lugar en las escuelas, institutos, o
colegios, de primaria o secundaria, que son regulados por el gobierno de cada pais.

1% (1) Competencia en comunicacién lingiiistica, (2) Competencia matematica, (3) Competencia en el
conocimiento y la interaccion con el mundo fisico, (4) Tratamiento de la informacién y competencia
digital, (5) Competencia social y ciudadana, (6) Competencia cultural y artistica, (7) Competencia para
aprender a aprender y (8) Autonomia e iniciativa personal.
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Desde el area que nos concierne, la Educacion Matematica, se ha asumido el desafio de
la reforma educativa requerida por la sociedad actual apostando por la nocion de
competencia matemadtica o alfabetizacidon matematica como eje central sobre el que se
organiza el curriculo de matematicas de los niveles educativos obligatorios.
Actualmente se sostiene a través del marco legal del curriculo espafiol de matematicas
(MEC, 2006a, 2006b), de proyectos internacionales como el estudio PISA (OCDE,
2004) y de la postura de especialistas en Didéctica de las Matematicas (Rico y
Lupiafiez, 2008) que el fin de la Educacion Matematica no es que los escolares sean
capaces de recitar contenidos, formulas o definiciones que seguramente estan muy bien
expuestos en los textos o en paginas webs especializadas en temas matematicos, sino de
lo que se trata es de ayudar a que los estudiantes elaboren las herramientas cognitivas
que les permitan ser ciudadanos capaces de “identificar y comprender el papel que las
matematicas desempefian en el mundo, realizar razonamientos bien fundados y utilizar e
involucrarse en las matemadticas de manera que se satisfagan las necesidades de la vida
del individuo como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo” (OCDE, 2004,
p. 21). Desde esta postura no se pretende restar importancia a la adquisicion de
conocimientos especificos durante el periodo escolar sino, como se afirma en el estudio
PISA (OCDE, 2004), tener en cuenta que la aplicacion de este conocimiento en la vida
adulta depende de manera decisiva de la adquisicion de unas destrezas y nociones mas
amplias.

Los fines de la Educacion Matematica, en el contexto espafiol, aparecen descritos en los
disefios curriculares establecidos para las ensefianzas minimas para la educacion
primaria y secundaria obligatoria respectivamente en los Reales Decretos 1513/2006 y
1631/2006 (MEC, 2006a, 2006b). Las orientaciones expuestas en los mismos, sobre la
educacion matematica, se fundamentan en los principios expuestos en el estudio PISA,
dada la consideracion de la competencia matematica como una de las competencias
clave a desarrollar en todos los niveles de la educacion obligatoria y la caracterizacion
que se hace de la misma en estos documentos. En el ambito de la educacion primaria la
competencia matematica se define como “la habilidad para utilizar y relacionar los
nimeros, sus operaciones basicas, los simbolos y las formas de expresion y
razonamiento matematico, tanto para producir e interpretar distintos tipos de
informaciéon, como para ampliar el conocimiento sobre aspectos cuantitativos y
espaciales de la realidad, y para resolver problemas relacionados con la vida cotidiana y
con el mundo laboral” (MEC, 2006a, p. 43059). En sintesis, el objetivo que persigue la
educacién matematica en la educacion obligatoria es formar personas matemdaticamente
alfabetizadas, lo cual segun el marco del proyecto PISA se refiere a personas que son
capaces de identificar y entender el papel que las matematicas tienen en las situaciones
reales, aportar opiniones fundamentadas asi como usar las matemadticas en
circunstancias cotidianas que los ciudadanos han de afrontar en diferentes espacios
sociales, laborales, de ocio, entre otros.

Aunque en el estudio PISA se evalia y considera la competencia matematica de
estudiantes de 15 afos, consideramos, al igual que Sédenz (2007), que el desarrollo de la
misma tiene que ser objetivo educativo de toda la ensefianza obligatoria, de modo que
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no solo los profesores de secundaria han de trabajar en este sentido sino también los de
primaria. Lo cierto es que los fundamentos del estudio PISA ya se han aceptado como
elementos constituyentes del marco curricular del cual se han derivado todas las
directrices que se recogen en los programas de estudio de matematicas de la educacion
obligatoria en Espana.

A continuacion recogemos algunas reflexiones sobre la relacion que hay entre la calidad
de la educacion, la consecucion de los fines de la misma y la formacion del profesorado,
en términos generales y en el &mbito de la Educacion Matematica.

1.1.1 Formacidén del Profesor y Calidad de la Educacion

Como se expresa en el Proyecto SITEAL'' (OEI'? y UNESCO, 2010) existe un
consenso generalizado que afirma que la mejora del trabajo docente estd estrechamente
vinculada con la mejora de la calidad de la educacion. Segun este informe el desafio
actual que enfrentan los paises es disefiar propuestas para generar una carrera docente
mas ligada al desarrollo profesional, a la formacion continua de los maestros, que
estimule la adquisicion de competencias y conocimientos que les permitan optimizar
continuamente su formacion y desempeno. Asi mismo en el marco del proyecto “Metas
Educativas 2021: La educacion que queremos para la generacion de los Bicentenarios”
(OEI, 2010) se expresa que si se piensa en la calidad de la educacién de un pais, es
inevitable hacerlo en relacion con la calidad de su profesorado. De ahi la prioridad que
la gran mayoria de las reformas educativas otorga al fortalecimiento de la profesion
docente. Asimismo se expresa que un profesor que cuente con una formacion inicial de
calidad y con las oportunidades de acceder a programas de capacitacion continua, puede
contribuir al mejoramiento de los resultados de los nifios en su rendimiento.

En esta linea la formacion inicial de los docentes se constituye, entonces, como un
proceso de vital importancia para las definiciones de una educacion de calidad, la cual
es una necesidad vigente. En este sentido uno de los intereses implicados en la creacion
del Espacio Europeo de Educacion Superior (EEES) ha sido el de adaptar los programas
de formacion universitaria a las necesidades de la sociedad.

Actualmente muchos paises, entre los que se encuentra Espaia, se enfrentan al desafio
de disenar propuestas para generar una carrera docente mas ligada al desarrollo
profesional, que estimule la adquisicion de competencias y conocimientos que les
permitan optimizar continuamente su formacion y desempefio. La formacion inicial de
maestros se constituye como un proceso imprescindible para la practica de una
educaciéon de calidad y un cimiento para la formacién continua de los maestros que
hagan posible la continuidad en dicha calidad. De la calidad de la formacién docente (en
términos de contenidos, de creencias, de posibilidades de relacionar los aprendizajes
propios y de sus alumnos entre los distintos ambitos, etc.) depende en buena medida el
éxito de la generacion y aplicacion de conocimientos en otros ambitos de la vida
laboral, cotidiana, escolar, entre otros (Alatorre, 2011).

' Sistema de Informacion de las Tendencias Educativas en América Latina.
12 Organizacion de Estados Iberoamericanos para la Educacion, la Ciencia y la Cultura
9
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Tal y como afirma Esteve (2009) los cambios de la sociedad y sus efectos en el ambito
educativo se convierten en un elemento esencial para orientar el trabajo de los
profesores, ya que los nuevos desafios y exigencias del entorno marcan las pautas para
disenar el proceso formativo de los mismos y el camino para su desarrollo profesional.
Y como se ha expuesto, es una realidad que la mision de la Educaciéon Matematica
actual en los niveles de educacion obligatoria, en particular en la Educacioén Primaria, es
el desarrollo de la competencia matematica de los escolares; por lo que es necesario
exponer de forma genérica como se aborda la competencia matematica en el plano de la
formacion de maestros.

De acuerdo con las disposiciones establecidas en el EEES, los nuevos programas de
formacion de maestros se han definido en términos de competencias. En la orden
ECI/3857/2007, de 27 de diciembre, por la que se establecen los requisitos para la
verificacion de los titulos universitarios oficiales que habiliten para el ejercicio de la
profesion de Maestro en Educacion Primaria (MEC, 2007), se estable que el plan de
estudios ha de incluir, como minimo, un modulo relativo al area didéctico y disciplinar
de la matematica en el que puedan, entre otras, adquirir competencias matematicas
basicas (numéricas, calculo, geométricas, representaciones espaciales, estimacion y
medida, organizacidon e interpretacion de la informacion, etc.), plantear y resolver
problemas vinculados con la vida cotidiana y valorar la relacion entre matematicas y
ciencias como uno de los pilares del pensamiento cientifico. En relacion con las
competencias especificas al area de las matematicas, el estudio realizado por la
ANECA" (2005) constituye un referente en la organizacion y adaptacion de la
educacion superior espafola al EEES y sefala que las dos competencias mas valoradas
por los profesores encargados de la formacion del profesorado, guardan relacion con la
formacion matematica basica de los docentes, estas son:

Usar y hacer usar a los alumnos los numeros y sus significados, ser capaz de medir y
usar relaciones métricas, ser capaz de representar y usar formas y relaciones
geométricas del plano y del espacio, ser capaz de analizar datos y situaciones
aleatorias en situaciones diversas, tanto en situaciones no escolares como escolares.
Conocimiento del contenido matemdtico suficientemente amplio que le permita
realizar su funcion docente con seguridad (p. 101)

Saenz (2007) afirma que existe un acuerdo generalizado sobre la necesidad de formar
maestros competentes para ensefiar las matematicas. Sin embargo, en su estudio se
advierte sobre las posibles dificultades que tendrian los futuros maestros para dirigir un
proceso de aprendizaje de sus alumnos encaminado al dominio funcional de las
matematicas, cuando ellos mismos no tienen esas competencias.

Mais aun, para que la actuacion de los maestros sea efectiva, en beneficio de la
competencia matematica de los escolares, es preciso que active una serie de
conocimientos que contemplan aspectos propios del contenido matematico y cuestiones
de corte pedagodgico. Desde nuestra experiencia en el ambito de la formacion
matematica de maestros y de la extensa y constante produccion realizada en esta linea

' Agencia Nacional de Evaluacion de la Calidad y Acreditacion.
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de investigacion reconocemos que la formacion inicial de docentes esta revestida de una
complejidad particular. Ponte y Chapman (2008) plantean que este complejo panorama
se puede visualizar a través de cuatro componentes claves: el conocimiento de las
matematicas, el conocimiento de la ensefianza de las matematicas, el desarrollo de la
identidad de los futuros docentes y un conjunto de algunos elementos que pueden influir
en diferentes maneras sobre los programas de formacion de profesores. Por ejemplo,
caracteristicas de los futuros docentes, de los instructores, elementos del programa de
estudio, caracteristicas socioculturales del entorno, organizacion del sistema educativo,
rol de la investigacion, entre otros.

La naturaleza, caracterizacion y complejidad del conocimiento del profesor de
matematicas han sido descritos por investigadores como Shulman (1987), Hill, Ball y
Schilling (2008), Bromme (1994), Ponte y Chapman (2008), entre otros, y en el
Capitulo 2 lo recogemos con mas detalle. Somos conscientes de que el conocimiento
matematico es una condicion necesaria aunque no suficiente para enseflar matematicas.
El conocimiento profesional del maestro tiene diversas dimensiones, desde la
perspectiva de Hill et al. (2008) se puede considerar el conocimiento del profesor de
matematicas segin dos dimensiones denominadas Subject Matter Knowledge (SMK) y
Pedagogical Content Knowledge (PCK) ambas subdivididas en otros tipos. No obstante
adelantamos que el interés de nuestra investigacion se centra en el conocimiento del
contenido matematico, o en términos de Hill, Ball y Schilling (2008) en el conocimiento
comiin del contenido, pues hemos pretendido estudiar, desde un enfoque funcional'*, los
conocimientos matematicos comunes de maestros de primaria en formacion inicial en
los topicos de razén y proporcionalidad.

Lo dicho nos permite aproximarnos directamente a nuestro problema de investigacion,
ya que entre las primeras cuestiones que motivaron la realizacion de nuestra
investigacion han estado las siguientes: ;es posible que profesores o maestros que no
son matematicamente competentes puedan formar a escolares que si lo sean?, ;los
maestros de primaria son matematicamente competentes?, y mas aun /los estudiantes de
magisterio estan desarrollando una competencia matematica que les permita lograr los
fines de la Educacion Matematica en la ensefianza en primaria? ;Es posible llegar a ser
competentes sin un conocimiento amplio, profundo y conectado de las matematicas que
se ensefian? Estas cuestiones aunque han sido de interés para nuestro estudio carecen de
concrecidon pues son vagas en tanto su abordaje requeriria de investigaciones extensas
en cuanto a recursos y tiempo.

Con el objetivo de ir delimitando las cuestiones anteriores, decidimos en primer lugar
enfocarnos en un grupo concreto de participantes, los futuros maestros de educacion
primaria 0 como mejor se les conocen en el contexto espafiol los estudiantes de
magisterio. Eleccion que no ha sido arbitraria ya que desde la experiencia personal de la
investigadora en el ambito de la formacion de futuros maestros en otro contexto de
educacion superior se ha percibido cémo aquellos conocimientos de los futuros
maestros, que los formadores asumen comprendidos y correctamente relacionados, no

'* Como se ha caracterizado en Rico y Lupiafiez (2008).
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estan asimilados y mucho menos bien conectados con otros conceptos que se suponen
también elementales, por lo que no requiri6 de mucho esfuerzo el suponer que la
competencia matematica de los mismos precisa de un continuo fortalecimiento durante
la formacion inicial y permanente de los maestros. Esta preocupacion motivd la
realizacion del trabajo final de master (Valverde, 2008) en el que se aplico una prueba
de problemas de razén y proporcionalidad a un grupo de 76 estudiantes de magisterio de
la Universidad de Granada, en esta investigacion se tuvo la oportunidad de constatar las
debilidades en el conocimiento matematico que ya se habian identificado en la practica
de la investigadora como profesora de matematicas en el proceso de formacién inicial
de maestros.

Eleccion del Contenido Razon y Proporcionalidad

La eleccion del contenido matematico objeto del estudio surge a partir de nuestra
experiencia como docentes de matematicas de distintos niveles de la educacién
obligatoria asi como en la formacién de maestros de educacion primaria, contextos
desde los cuales reconocemos que la proporcionalidad es uno de los temas mas
sugerentes en la ensefianza de las matematicas, dado que éste es un concepto basico en
las matematicas y es un tema de gran importancia en el curriculo escolar (Fiol y
Fortuny, 1990), ya que estd relacionado con la mayoria de los contenidos de
matematicas y con otras asignaturas como Fisica, Biologia, Quimica, entre otras.

El contenido tomado para tal experimento, las nociones de razon y proporcionalidad, se
ha elegido, entre otros, por los siguientes motivos:

a) Ambas nociones matemadticas estdn asociadas a multiples situaciones cotidianas, lo
que permite poner en practica un acercamiento de la matematica a la vida cotidiana.

b) La nociéon de razén posee una riqueza didactica y una entidad matematica que
amerita ser discutida en la formacion de maestros. Freudenthal (1983) plantea que dicha
nocién posee una entidad propia ajena a la de fraccion.

¢) Es importante complementar los conocimientos de los estudiantes de magisterio
relativos a los subconstructos del niimero racional pues los maestros han de plantear
secuencias de ensefianza no centradas unicamente en el significado parte-todo del
numero racional (Llinares y Sanchez, 1988), como ha prevalecido en la ensefianza de la
matematica escolar. Esto demanda de los futuros maestros una mayor comprension de
todos los subconstructos del nimero racional.

Pero quizé el argumento mas poderoso sea que la proporcionalidad es considerada uno
de los temas mas sugerentes en la ensefianza de las matemadticas ya que es un contenido
que impregna al curriculo de matematicas de primaria, secundaria e incluso de niveles
superiores que mantiene multiples relaciones con otros conceptos matematicos y
conexiones con otras areas de conocimiento (Ben-Chaim, Keret e Ilany, 2007; A.
Fernandez, 2001; Lamon, 2007).

Después de la teoria del desarrollo humano de Piaget, en la que sefialaba el
razonamiento proporcional como elemento fundamental en la etapa de las operaciones
formales (Inhelder y Piaget, 1958) la investigacion sobre el Razonamiento Proporcional
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se ha centrado en estudios con adolescentes (Tourniaire, 1986). No obstante, diferentes
estudios han mostrado consistentemente que muy pocos alumnos de secundaria, con
habilidades promedio, usan el razonamiento proporcional de manera so6lida (Post, Harel,
Behr y Lesh, 1988). El topico incluso permanece problematico para muchos estudiantes
universitarios y existen evidencias sobre que una gran parte de nuestra sociedad nunca
adquiere fluidez en el pensamiento proporcional (Ben-Chaim et al., 1998).

Las investigaciones orientadas a estudiar el razonamiento proporcional lo han hecho
desde el andlisis de las actuaciones de los estudiantes de la escuela primaria o de
secundaria, a partir de esta situacion surge nuestro interés por estudiar este fendmeno en
otros contextos de aprendizaje, tal y como lo es la formacidon de maestros de primaria.
Dado el rol fundamental de los nimeros racionales en la matematica escolar, el amplio
reconocimiento de las dificultades en el aprendizaje de este topico, y el rol crucial que
en los procesos de instruccion juega el conocimiento matematico de los contenidos
escolares que poseen los maestros, nos parece sorprendente que pocos investigadores
hayan estudiado las bases de conocimiento que los maestros requieren para ensefiar los
numeros racionales en sus multiples subconstructos, incluyendo la razoén y la
proporcionalidad que constituyen el foco primordial de nuestra investigacion.

1.2 DEFINICION DEL PROBLEMA

Partiendo del hecho de que los futuros maestros han de ayudar a sus estudiantes en el
desarrollo de competencias matematicas y asumiendo la suposicion de que para ensefiar
cualquier saber concreto lo primero es poseerlo, cabe destacar la relevancia de incluir,
en el proceso de formacion matematica de los estudiantes de magisterio, experiencias
concretas de aprendizaje que promuevan la adquisicion de competencias matematicas.
En este sentido, este desafio se ha abordado, principalmente, desde la reflexion y trabajo
cooperativo de los profesores universitarios quienes se han preocupado por generar
experiencias innovadoras para adaptar la formacion de los estudiantes a este nuevo
marco. Un ejemplo de esto, en el contexto de la formacion de maestros de primaria de la
Universidad de Granada (UGR), ha sido la propuesta elaborada por Ruiz, Molina,
Lupiafiez, Segovia y Flores (2009) para el desarrollo de la asignatura Matematicas y su
Didactica. En esta propuesta se describe, entre otras, la organizacion de la primera
leccion, focalizada sobre el sistema de numeracion decimal y aportan una detallada
descripcion de la contribucion de esta leccion a la adquisicion de las competencias
matematicas especificas, las competencias profesionales relativas a la ensenanza de la
matematica, las competencias profesionales interdisciplinares y las competencias
transversales. Sin embargo, no se realiza una constatacion empirica basada en una
investigacion acerca de la eficacia de la metodologia, actividades o tareas consideradas
en la asignatura en relacion con la competencia matematica de los futuros maestros.

El informe del estudio PISA 2003 (OCDE, 2005a) no realiza ningin analisis que
involucre directamente al profesor. Como afirma Gémez-Chacon (2006) en relacion con
este hecho, es razonable pensar que existe algun tipo de relacion entre el rendimiento
matematico de los alumnos y la formacién del profesor, pero establecer de forma
precisa cual es el tipo de vinculo no es un asunto trivial. La citada autora informa de la

Gabriela Valverde Soto 17



Capitulo 1. Planteamiento del Problema

accion formativa “Matematicas: PISA en la Practica” que incluyé un seminario de 55
expertos espafioles que acordaron una serie de recomendaciones. En lo que respecta a
los maestros, recomiendan mejorar el actual curriculo matematico en su formacion
inicial; afirman que se detectan fuertes carencias de conocimientos matematicos del
profesor de primaria debido, en buena medida, al escaso niimero de horas en su
formacion inicial. También sugieren avanzar en la determinacion de ejes articuladores
de un marco tedrico para un nuevo curriculo y una nueva metodologia en la formacion
de docentes en el area de matematicas, y afirman que PISA ofrece un marco de
evaluacion de competencias matematicas que podria ser aplicable en parte al profesor y,
consecuentemente, a su formacion.

La situacion descrita justifica la necesidad de un estudio que aborde sistematicamente la
creacion, puesta en practica y andlisis de una intervencion de ensefanza orientada a
contribuir en el proceso de adquisicion de la competencia matematica de los futuros
maestros de primaria, asi como en el desarrollo del conocimiento matematico de los
mismos.

No obstante, en el mismo sentido que lo plantean (Rico y Lupiafiez, 2008),
reconocemos que el desarrollo de la competencia matematica constituye una tarea
compleja de abordar que implica nuevos desafios, pues no existe una relacion univoca
entre la enseflanza de determinadas areas y el desarrollo de ciertas competencias. La
realidad es que ni la ley ni los decretos, planes de formacién o programas de la
asignatura marcan el alcance, los componentes y los cauces que han de caracterizar el
desarrollo de la competencia matematica. Tampoco la normativa hace referencia a
estrategias para su consecucion, a su vinculacion con las dimensiones del curriculo de
matematicas, ni a las condiciones y requisitos necesarios para su disefio y desarrollo.

Gairin (1998) afirma que el trabajo de los futuros maestros como especialistas en
educacion primaria les va a exigir que instruyan a los escolares en el topico de los
numeros racionales, entre otros la razéon y otros conocimientos vinculados como lo son
precursores de la proporcionalidad (A. Fernandez, 2001). De ahi la relevancia de poner
en marcha vias para fortalecer los conocimientos matematicos y competencia
matematica de los futuros maestros en el contexto de la razén y proporcionalidad.

Si bien no nos vamos a centrar en ello, consideramos que nuestro problema puede tener
un enfoque diferente si se mira desde el marco tedrico de los distintos tipos de
conocimiento del profesor de matematica (Shulman, 1986; Bromme, 1994; Ball, 2000;
Hill, Rowan y Ball, 2005; Hill, Ball y Schilling, 2008; Ponte y Chapman, 2008).
Aceptamos, en nuestro trabajo, que en la estructura de la nocion de competencia
matematica estdn los conocimientos matematicos, considerando que son las diferencias
entre un conocimiento experto y un conocimiento novel las que determinan una
actuacion competente de otra que no lo es (Rico y Lupidiez, 2008). De lo anterior
indicamos que uno de los focos de nuestra investigacion es el conocimiento matematico
puesto de manifiesto por los futuros maestros en la resolucion de problemas que
consideran diversos tipos de situaciones, la adecuacion y sofisticacion en el uso de ese
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conocimiento matematico es el que nos informa sobre la competencia matematica de los
estudiantes de magisterio.

1.2.1 Preguntas y Objetivos de la Investigacién

Ademas del reto sefialado en el apartado anterior, sobre las experiencias de formacion,
consideramos que la investigacion ha de proporcionar indicios de calidad de materiales
(asi como de formas de trabajar y de evaluar) disefiados para que contribuyan a la
adquisicion de competencia matematica por el alumnado.

. .7 sz . 7 . . ~ 1
Esta situacidn suscité nuestro interés por realizar un “experimento de ensefianza”',

siguiendo las tres fases que contemplan este tipo de estudios: planificacion,
implementacién y andlisis retrospectivo. Se ha enfocado en el estudio de algunos
contenidos asociados a las nociones de razén y proporcionalidad y se ha desarrollado
bajo el marco curricular propuesto en el estudio PISA (OCDE, 2004, 2005a; Rico y
Lupianez, 2008). El marco tedrico de este estudio enfatiza los procesos de
matematizacion como medios para desarrollar la competencia matematica (Rico, 2006),
pero la capacidad de matematizacion de problemas de la vida cotidiana es una destreza
compleja cuya adquisicion requiere un trabajo que supera el marco de un curso o de un
nivel educativo, y que en el caso de los futuros maestros ha ido conformandose, en el
mejor de los casos, desde su experiencia previa y seguira desarrollandose en su
formacion inicial y continua.

Dado el interés de nuestra investigacion por contribuir en el desarrollo de la
competencia matematica y el conocimiento de los futuros maestros respaldandonos, a su
vez, en la postura expuesta en el estudio PISA que sugiere el trabajo en resolucion de
problemas que impliquen situaciones cotidianas y de otros tipos como medio para el
desarrollo de la misma, elegimos una metodologia de trabajo en el aula basada en la
resolucion de problemas y en el aprendizaje colaborativo para desarrollar nuestra
investigacion, por entender que se adapta a las caracteristicas expuestas..

Preguntas y objetivos de investigacion

La informacién obtenida de la revision de las investigaciones realizada, nos llevo a
plantearnos dos preguntas que constituyen el germen de nuestro problema de
investigacion:

(Como transcurre el proceso de disefo, puesta en practica y andlisis de una secuencia
de trabajo en el aula? que:

aborda la revision y (o) reconstruccion de unos conocimientos asociados a la
razon y la proporcionalidad,

se fundamenta en un enfoque funcional de las matematicas

puesta en practica mediante una dindmica de trabajo colaborativo y que

se desarrolla en un entorno natural de formacion inicial de futuros maestros de
educacion primaria.

'> Mas adelante se detallara en qué consiste.
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(Cuadl es la contribucidn, de esta secuencia, al desarrollo de competencias matematicas
de maestros de educacidon primaria en formacion inicial? enfocandonos en dos posibles
fuentes de contribucion:

- el trabajo realizado en los equipos como respuesta ante las demandas cognitivas
de las tareas,

-y el papel de la metodologia de trabajo en el aula en el fomento de estas
competencias.

En consecuencia el desarrollo de la tesis doctoral pretende atender dos objetivos
generales:

1. Estudiar el proceso de elaboracion, puesta en practica y andlisis de una
“secuencia de trabajo en el aula” que aborda la revision y (o) reconstruccion
de conocimientos asociados a la razon y la proporcionalidad.

2. Investigar como contribuye la secuencia de trabajo en el aula en el proceso de
desarrollo de la competencia matematica de futuros maestros de educacion
primaria, resolviendo problemas elaborados para el caso y utilizando una
metodologia de trabajo colaborativo.

Para abordar los objetivos generales nos enfrentamos al reto de elaborar una
intervencion de ensefianza, fundamentada tedérica y empiricamente, que nos permitiera
promover el desarrollo de conocimiento matematico y de competencias en los futuros
maestros y estudiar, a la vez, dicho desarrollo. Para ello decidimos realizar un
experimento de enseflanza en el marco de la investigacion de disefio, dado que este tipo
de estudios persiguen comprender y mejorar la realidad educativa a través de la
consideracion de contextos naturales en toda su complejidad y del desarrollo y andlisis
paralelo de un disefio instruccional especifico (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011).
En dicho experimento interviene la autora de este trabajo como docente, los alumnos
son maestros de primaria en formacién inicial y el contenido estd centrado en las
nociones de razon y proporcionalidad. En diferentes momentos del experimento se ha
utilizado el anélisis didactico'® como herramienta que ha permitido realizar ciertas
acciones de manera organizada y justificada.

Como se ha expuesto en la presentacion, en esta investigacion nos hemos interesado en
estudiar y promover el desarrollo del conocimiento matematico y las competencias
matematicas en dos grupos de formacion inicial de maestros. Nuestro interés se centra
en el funcionamiento del disefio instruccional en relacion con el desarrollo del
conocimiento matematico y de las competencias de los futuros maestros de primaria,
por lo que este disefio constituye el objeto de nuestro estudio, en relacion al cual
deseamos analizar distintos elementos del proceso de ensefianza-aprendizaje que tienen
lugar durante la implementacion de la propuesta de trabajo disefiada, a saber: (1)
conocimiento matematico manifestado por los estudiantes en la resolucion de las tareas,
(2) balance de las tareas aplicadas, (3) logro de las expectativas de aprendizaje

' En relacion con el uso de la expresion andlisis diddctico adoptamos la postura expuesta en Goémez
(2007).
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supuestas en la planificacion de las tareas, (4) papel de la investigadora en la
institucionalizacion de los conocimientos, y (5) metodologia de trabajo en el aula
(Figura 1.1).

Conocimiento Matemitico - Papel de Ia Docente-Investigadora
Objeto de Estudio
Secuencia de Trabajo Diseriada
Objetivos- Tareas-Dinamica

Balance de l1a Dinamica

Figura 1.1. Objeto de estudio y dimensiones de analisis
1.2.2 Organizacién de los Objetivos de la Investigacion

Los dos objetivos generales (OG1 y OG2) se abordan a través de siete objetivos
parciales, cinco estan vinculados al primer objetivo general y dos corresponden al
segundo objetivo general. Dos de los objetivos parciales (OP1.2 y OPL.3),
correspondientes al primer objetivo general, han requerido de la concrecion de los
mismos a través de otros objetivos que responden a cuestiones particulares relativas a
los contenidos matematicos razén y proporcionalidad, éstos se han descrito en la
planificacion de cada una de las sesiones (Capitulo 6).

A continuacion detallamos los objetivos generales y parciales de nuestra investigacion.

OGI1. Estudiar el proceso de elaboracion, puesta en practica y analisis de una
“secuencia de trabajo en el aula” que aborda la revision y (o) reconstruccion de
conocimientos asociados a la razén y la proporcionalidad.

Objetivos Parciales del 0G1

OPI.1. Desarrollar un analisis didactico de los contenidos razon y proporcionalidad
para planificar el disefio de la secuencia de trabajo en el aula.

OP1.2. Describir el conocimiento matematico puesto de manifiesto por los estudiantes
en la resolucioén de las tareas durante el trabajo colaborativo, y en las dos fases de
trabajo individual de algunos estudiantes'’.

OP1.3. Describir el papel de la investigadora como promotora del desarrollo del
conocimiento matematico durante la fase de institucionalizacion.

OP1.4. Identificar fortalezas y debilidades de la dinamica de trabajo colaborativo puesto
en practica con respecto al desarrollo del conocimiento matematico de los estudiantes de
magisterio.

OPl.5. ldentificar fortalezas y debilidades de las tareas matematicas realizadas en
relacion con el desarrollo del conocimiento matematico de los estudiantes.

' Sera el devenir del estudio el que determine la cantidad.
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OG2. Investigar como contribuye esta secuencia en el proceso de desarrollo de la
competencia matematica de futuros maestros de primaria, resolviendo problemas
elaborados para el caso y utilizando una metodologia de trabajo colaborativo.

Objetivos Parciales del 0G2

OP2.1. Describir las actuaciones de los estudiantes, manifestadas en la resolucion de las
tareas matematicas, en términos de las expectativas de aprendizaje especificas y de las
competencias matematicas consideradas en cada sesion.

OP2.2. Estudiar si la metodologia de trabajo en el aula, desarrollada en la
experimentacion, ha contribuido en el desarrollo de las competencias matematicas.

Los objetivos enunciados obedecen a un conjunto de supuestos que hemos asumido para
el desarrollo de la investigacion, a continuacion los detallamos.

Supuestos

La resolucion de problemas que implican situaciones cotidianas, a través de una
metodologia de trabajo colaborativo, suscita actuaciones que podrian promover el
desarrollo de la competencia matematica de los futuros maestros de primaria. El
supuesto es que si se trabaja en beneficio de la mejora de los conocimientos
matematicos de los futuros maestros, esto es profundizando en los conceptos, sus
propiedades, representaciones, etc. mediante la resolucion de diversos tipos de
problemas, desde una perspectiva funcional, y a través de una dinamica particular de
trabajo colaborativo es posible que la competencia matematica se vea también
favorecida.

El analisis didactico y los diversos procedimientos considerados en esta perspectiva
constituyen una herramienta eficaz que posibilitard la organizaciéon de los contenidos,
expectativas de aprendizaje asi como la seleccion y disefo de tareas a considerar en el
experimento de ensefianza.

Debido a que la réplica de modelos experimentados en la formacion inicial es una
tendencia de actuacion de los maestros y profesores en activo, procuramos elegir una
dindmica de trabajo en el aula que posiblemente contribuya a enriquecer el conjunto de
metodologias de ensefianza que en un futuro podrian aplicar en sus aulas de primaria.

La experimentacion podria poner en evidencia errores y dificultades relacionadas con la
razén y la proporcionalidad que ya han sido expuestas en estudios previos en los que
han participado nifios o adolescentes. Asi como evidenciar otro tipo de actuaciones que
no han sido expuestas en estudios previos en los que han participado nifios o
adolescentes.

Es posible que a través de la implementacion del experimento se promueva en los
estudiantes de magisterio el desarrollo de conocimientos matematicos comunes y
especializados.

Es posible que los estudiantes manifiesten modificaciones en el trabajo posterior
individual de las tareas causadas posiblemente por los intercambios dados en el trabajo
colaborativo y en la puesta en comun de las tareas.
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En la Figura 1.2 presentamos un esquema en el que se recoge la organizacion de los
objetivos generales y parciales de nuestro estudio en relacion con las fases del
experimento de enseflanza a través del cual se ha abordado metodologicamente el
problema de investigacion.

Gabriela Valverde Soto 23
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Capitulo 2. Revision de
Antecedentes

En este capitulo recogemos una sintesis de las investigaciones previas relacionadas con
los subconstructos de los numeros racionales y el razonamiento proporcional, las cuales
se han realizado en contextos escolares y en entornos de formacion inicial de profesores
de educacion primaria principalmente, aunque consideramos algunos estudios que han
tratado con maestros en activo. Tales estudios contemplan cuestiones relacionadas con
la ensefianza y aprendizaje de contenidos matematicos situados en el campo de
investigacion de los subconstructos de los racionales, particularmente en relacion con el
razonamiento proporcional. Estas investigaciones permiten marcar las cuestiones
centrales que caracterizan el estado de la cuestion en la que se sitia nuestra
investigacion, la cual no es posible ubicar en una tnica linea de investigacion debido a
la complejidad derivada de estudiar nociones numéricas en el contexto de la formacion
de maestros.

Nuestro interés por estudiar el conocimiento comun y las competencias matematicas,
promovidas en una secuencia de trabajo sobre la razén y la proporcionalidad, en el
ambito de la formacion de maestros, implica que nuestro estudio se enmarque
simultaneamente en dos lineas de investigacion, la linea de Pensamiento Numérico y
Algebraico y la linea de Formacion de Profesores. En la Figura 2.1 ilustramos las areas
de estudio de cada linea que estan relacionadas con nuestra investigacion, la cual en
términos generales, se situa en la interseccion de los estudios centrados en la razon y la
proporcionalidad y aquellos preocupados por promover el desarrollo del conocimiento
matematico comun de los futuros maestros de educacion primaria.

Conocimiento Matematico
para la Ensefianza

Conocimiento Comuiny
Especializado del

| Contenido

Desarrollo del
Conocimiento
Matematico Comuan

Razon

y
Proporcionalidad

Figura 2.1. Esquema de ubicacion de nuestro estudio
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Organizacion del Capitulo

Como se describio en el capitulo anterior nuestra investigacion pretende estudiar como
ha sido el proceso de elaboracion, puesta en practica y andlisis de una secuencia de
trabajo disefiada para promover la competencia matemdtica de los estudiantes de
magisterio, mediante una metodologia de trabajo colaborativo y a través de la
resolucién de tareas situadas en entornos cotidianos cuya resolucion requiere de la
aplicacion de conocimientos matematicos centrados en las nociones de razon y
proporcionalidad. Debido a lo expuesto anteriormente, nos interesamos por revisar
investigaciones que contemplaran el conocimiento matematico para la ensefanza de
profesores en formacion inicial o en activo, primero en relacién con los subconstructos
de los nlimeros racionales para posteriormente focalizar la atencién en este mismo tipo
de participantes en relacion con la razén y la proporcionalidad. Destacamos que en la
busqueda de estudios previos nuestro interés se ha puesto sobre el conocimiento del
contenido, es decir sobre el conocimiento matematico comun de los futuros maestros.

Como sugieren Ponte y Chapman (2008) la investigacion sobre el conocimiento
matematico para la ensefianza, particularmente sobre el conocimiento matematico
comun, continlia siendo una cuestion relevante alrededor del mundo y de ahi la
importancia de recoger una vision general sobre la misma en el estado de la cuestion de
nuestro estudio.

También hemos recogido estudios sobre los subconstructos de los nimeros racionales y
el razonamiento proporcional en los cuales los participantes han sido nifios o
adolescentes, esto se ha hecho con dos objetivos: (1) evidenciar, a través de las
dificultades que experimentan los escolares en este campo, la necesidad de que los
futuros maestros construyan un conocimiento s6lido sobre los numeros racionales, y (2)
recoger los principales aportes derivados de los estudios sobre el razonamiento
proporcional con escolares debido a que, como afirman Lobato, Orrill, Druken y
Jacobson (2011), la comprension actual sobre el razonamiento proporcional de los
futuros maestros se ha basado en lo que se ha expuesto en las investigaciones con nifios
o adolescentes. Finalmente recogemos algunos estudios centrados en cuestiones teoricas
sobre la razén y proporcionalidad, y describimos en términos generales el estudio
desarrollado por Saenz (2007) enfocado en las competencias matematicas de estudiantes
de magisterio. Con base en las consideraciones expuestas estructuramos el capitulo en
cinco secciones:

2.1. Estudios sobre el conocimiento matematico comun de los profesores en formacion
inicial o en activo.

2.2. Estudios sobre los subconstructos de los nimeros racionales (contextos escolares y
entornos de profesores en formacion inicial o en activo).

2.3. Estudios sobre la razén y la proporcionalidad (contextos escolares y entornos de
profesores en formacion inicial o en activo).

2.4. Estudios teodricos sobre la razon y la proporcionalidad.
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2.5. Estudios sobre la competencia matematica de los futuros maestros de educacion
primaria.

2.1 INVESTIGACIONES CENTRADAS EN EL CONOCIMIENTO
MATEMATICO COMUN DE LOS PROFESORES!8 EN FORMACION INICIAL

La sintesis de estudios que recogemos en este apartado se fundamenta en la
clasificacion de investigaciones hecha por Ponte y Chapman (2008), misma que ha sido
publicada en el Handbook of International Research in Mathematics Education, y de las
cuales hemos revisado aquellas que consideramos pertinentes para nuestra
investigacion. Hemos adoptado la clasificacion de estudios sugerida por estos
investigadores, en la que se agrupan las investigaciones segun dos tendencias que no
son mutuamente excluyentes: (1) las investigaciones centradas en estudiar las
debilidades del conocimiento matematico de los profesores en formacion inicial, y (2)
las investigaciones centradas en el desarrollo de este tipo de conocimiento. Aunque
centramos nuestra atencidon en los estudios sobre el conocimiento matemadtico y el
desarrollo del mismo, también recogemos una breve sintesis de algunos estudios
enfocados en el conocimiento pedagdgico del contenido.

La revision de investigaciones expuesta en Ponte y Chapman (2008) sugieren que la
formacion de los futuros profesores de matemdtica continda siendo una cuestion
relevante alrededor del mundo y de ahi la importancia de recoger una vision general del
estado de esta cuestion y de como, segin esos estudios, debe orientarse la formacion
inicial de maestros para promover el desarrollo de profesores de matematicas
competentes.

2.1.1 Conocimiento de las matematicas para la ensefianza

Aunque no es nuestro cometido exponer aqui la caracterizacion que los autores exponen
en relacion con el conocimiento de las matematicas para la ensefianza, en el siguiente
parrafo indicamos en términos generales en qué consiste este tipo de conocimiento con
el fin de introducirlo, en el Capitulo 3 abordamos esta nocidén con mayor detalle.

El NCTM describe el conocimiento matematico necesario para la ensefianza como: “el
contenido y discurso matematico, incluye conceptos y procedimientos matematicos y
las conexiones entre ellos; multiples representaciones de los conceptos y
procedimientos matematicos, formas de razonar matematicamente, resolver problemas y
comunicar efectivamente las matemadticas en diferentes niveles de formalidad” (NCTM,
1991, p. 132). Mas recientemente, Kilpatrick, Swafford y Findell (2001) lo definen
como “Conocimiento de los hechos, conceptos y procedimientos matematicos y las
relaciones entre ellos, conocimiento de las formas en las que las ideas matematicas
pueden ser representadas, y el conocimiento de las matematicas como una disciplina, en
particular, como el conocimiento es producido, la naturaleza del discurso en

'8 Cuando utilizamos el término “profesores en formacion inicial” nos referimos de forma genérica a
aquellos estudiantes universitarios que se estan formando para ensefiar matematicas en primaria o en
secundaria y que estan inmersos en un programa de educacion formal.
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matematicas, las normas y estandares que dirigen los argumentos y demostraciones”
(p.371). Hill, Rowan, y Ball (2005) definen el conocimiento matematico para la
ensefianza como “el conocimiento matematico que utiliza el profesor para llevar a cabo
la ensefianza de las matematicas” (p. 373).

Las diversas propuestas que se dedican a caracterizar el conocimiento matematico para
la ensefianza (Hill, Rowan, y Ball, 2005) o conocimiento de las matematicas para la
ensefianza (Ponte y Chapman, 2008) concuerdan en que el conocimiento del contenido
es un aspecto central del mismo. El conocimiento del contenido es uno de los atributos
criticos de los profesores efectivos (Shulman, 1986). Este es el fundamento de la
ensefianza porque afecta lo que se ensefia y el como se enseiia. Por consiguiente no es
sorprendente que el conocimiento matematico de los profesores en formacidon continiia
siendo un tema central en la investigacion sobre la formacion de los profesores de
matematicas.

Skemp (1976) senala que tener un fuerte conocimiento de las matematicas no garantiza
que un docente sea un profesor efectivo, pero afirma que aquellos que no poseen tal
conocimiento estan probablemente limitados en su habilidad para ayudar a los
estudiantes a desarrollar una comprension conceptual y relacional de las matematicas.
En este mismo sentido, y menos afios atras, Ball, Lubienski y Mewborn (2001)
argumentaron que la calidad de la ensefianza estd directamente relacionada con el
conocimiento de la materia. Asi mismo, de una manera mas general Ma (1999)
argumenta que los profesores necesitan una comprension profunda de la matematica
elemental para ser profesores efectivos. Esta comprension va mas alla de calcular
correctamente y de un andlisis razonado para los algoritmos de célculo. Esta es una
comprension que debe ser profunda, amplia y minuciosa.

La revision de estudios recientes sobre el conocimiento matematico de los profesores en
formacion sugiere que hay cierto nivel de consistencia entre las dimensiones del
conocimiento descritas por el NCTM (1991) o por Kilpatrick, Swafford y Findell (2001)
anteriormente y aquellos aspectos explorados por los investigadores. Ejemplos de
estudios que tratan algunas dimensiones del conocimiento matematico de los profesores
en formacion y que resultan de interés para nuestra investigacion se recogen en la Tabla
2.1.

Tabla 2.1. Estudios centrados en el conocimiento matematico de profesores en
formacion inicial

Foco de Contenido Matematico Investigadores
Numeros decimales Stacey, Helme, Steinle, Baturo, Irwin y Bana,
2001
Numeros racionales Graeber, Tirosh y Glover, 1989; Harel, Behr,
Post y Lesh, 1994; Tirosh, 2000
Division de fracciones Ball, 1990; Wheeler, 1983; Graeber y Tirosh,
1988; Simon, 1993
Razoén y proporcion Berk, Taber, Carrino y Poetzl (2009); Ilany,
28
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Tabla 2.1. Estudios centrados en el conocimiento matemdtico de profesores en
formacion inicial

Foco de Contenido Matemaético Investigadores

Keret y Ben-Chaim, 2004; Lo, 2004; Miyakawa
y Winslow (2009); Monteiro (2003); Simon y
Blume (1994)

Resolucion de problemas Chapman, 2004; Pelead y Herschkovitz, 2004

En términos generales estos estudios sugieren una tendencia en la vision del
conocimiento matematico de los profesores en formacion inicial en términos de
conceptos particulares, procedimientos, representaciones y procesos de razonamiento
asociados al curriculo escolar. Estos consideran una variedad de topicos de aritmética,
algebra, geometria, estadistica, probabilidad, y procesos como la resolucion de
problemas y la argumentacion. Algunos de los estudios considerados en la Tabla 2.1
también consideran la vision de la matematica que poseen los profesores en formacion,
la habilidad para aplicar la matematica y para reflexionar sobre los usos de la misma, en
algunos de estos se abordan maneras de promover la comprension de los conocimientos
matematicos, sin embargo, los presentamos en el apartado 2.1.2. Un tema comun de
estos estudios es que hay serias cuestiones con el conocimiento matematico de los
futuros profesores que los programas de formacion deben tratar.

En Ponte y Chapman (2006, 2008) se resumen algunos de los estudios de la Tabla 2.1,
los cuales han mostrado reiteradamente preocupaciéon por el conocimiento matematico
de los profesores en formacion inicial en términos de lo que ellos saben y en como
aplican ese conocimiento. La mayor parte trata con profesores de primaria en formacion
inicial y en la Tabla 2.2 resumimos algunas conclusiones que han sido manifestadas en
los mismos.

Tabla 2.2. Conclusiones sobre el conocimiento matemdtico de los profesores de
primaria en formacion inicial recogidas en estudios previos

- Conocimientos procedimentales que inhiben el desarrollo de una comprension
profunda de los conceptos relacionados con la estructura multiplicativa de los
numeros enteros.

- Influencia de modelos de conducta primitivos (primarios) para la multiplicacion y
division. Conocimiento procedimental adecuado pero inadecuado conocimiento
conceptual de la division y escasas conexiones entre ambos.

- Representaciones incompletas y comprension limitada de las fracciones.

- Definiciones e imagenes distorsionadas de los nimeros racionales.

- Falta de habilidad para conectar situaciones del mundo real y calculos simbdlicos.

- Dificultad en el procesamiento de la informacion geométrica, carencia de
conocimientos basicos de geometria y habilidades de pensamiento analitico.

Estudios recientes contintian reflejando la tendencia en la identificacion de limitaciones
y (0) aumento de preocupacion sobre el conocimiento matematico de los profesores en
formacion inicial. Tres areas de las matematicas han recibido una atencion especial por
parte de los investigadores: funciones, numeros racionales y problemas verbales. La
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conclusion predominante de esos estudios es que es necesaria una intervencion en la
formacion de profesores para corregir las deficiencias detectadas.

Algunos estudios sugieren explicitamente aspectos del conocimiento matematico que la
formacion de profesores debe atender. Por ejemplo, Lo (2004), basada en una
investigacion de las estrategias de resolucion en problemas de proporcion, sugirid que
los cursos de formacidn se beneficiarian si se facilita a los estudiantes tareas ricas en
contexto y los animan a representar estas tareas con diagramas con el fin de dotar de
significado sus resoluciones. Pelead y Herschkovitz (2004) basados en su estudio sobre
la resolucion de problemas, han sugerido que los programas de formacion de profesores
deberian hacer conscientes a los docentes de los conflictos existentes entre la aplicacion
de un modelo matematico usando consideraciones circunstanciales y los peligros de
aplicar un modelo matematico sin la completa comprension de por qué se usa.
Finalmente Tirosh (2000), basada en su estudio sobre el conocimiento de los maestros
en formacion acerca de las concepciones que tienen los nifios sobre la division de
fracciones, sugiridé que los programas de formacién deben familiarizar a los futuros
docentes con errores comunes y procesos cognitivos aplicados por los estudiantes
cuando dividen fracciones asi como en los efectos del uso de tales procesos.

Segun Ponte y Chapman (2008) esos estudios proporcionan una imagen importante pero
parcial del conocimiento de la matemadtica de los profesores en formacion en términos
de la cobertura de los contenidos del curriculo de matematicas. Pero como sefialan Ball
et al. (2001) lo que se pone de manifiesto a través de esos estudios es que estudiar lo
que los profesores saben es insuficiente para resolver el problema de comprender el
conocimiento que es necesario para la ensefianza de las matematicas.

Gracias a los estudios centrados en el conocimiento matematico de los profesores de
matematicas en formacion inicial, se ha logrado construir importantes ideas a partir de
la gran cantidad de investigaciones conducidas en esta area, los cuales sugieren que los
profesores en formacidon inicial necesitan construir matematicas significativamente
como una manera de desarrollar su conocimiento matematico para la ensefianza. A
continuacion presentamos estudios que se han preocupado por facilitar o promover este
desarrollo.

2.1.2 Desarrollo del conocimiento matematico para la ensefianza

Adicionalmente a la identificacion de cuestiones relacionadas con el conocimiento
matematico de los profesores en formacion inicial, los estudios recientes también tratan
maneras de mejorar este conocimiento o remediar cuestiones especificas del mismo.
Estas investigaciones representan formas alternativas para desarrollar un conocimiento
de las matematicas mas apropiado para la ensefanza.

En general, éstos incluyen principios para el aprendizaje de los profesores en formacion
inicial. Por ejemplo, Cramer (2004) identifico las siguientes pautas para guiar los cursos
de matematicas para maestros:

El contenido matematico es incluido en conjuntos de problemas, los estudiantes
recogen informacion, generan hipotesis y verifican conjeturas.
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Los estudiantes trabajan en grupos pequernos para optimizar las oportunidades de
discutir.

Los cuestionamientos se presentan para ayudar a los estudiantes a construir el
conocimiento matematico.

El lenguaje, oral y escrito, de los estudiantes juega un rol importante facilitando la
transicion desde la exploracion y resolucion de problemas hacia las abstracciones
formales matematicas.

Se enfatizan las conexiones en y entre topicos matematicos.

El uso de la tecnologia se integra en las actividades cotidianas del curso (Cramer,
2004, p.181)

La premisa subyacente de las investigaciones centradas en el desarrollo del
conocimiento matematico es no proporcionar a los profesores en formacion inicial mas
matematicas, sino principalmente, permitirles comprender y reconstruir lo que ellos
saben con mayor profundidad y significado (Ponte y Chapman, 2008). Presentamos el
tipo de actividades de aprendizaje que se vienen investigando y que se han sugerido
como vias prometedoras o efectivas para facilitar el desarrollo del conocimiento
matematico para la ensefianza.

El estudio de Beckmann et al. (2004) se desarrolla en el contexto curricular
estadounidense y en el mismo se sefiala la importancia de integrar los contenidos y
materiales matematicos de los niveles de educacion primaria y secundaria en los cursos
de matematica del nivel “college” para profesores en formacion inicial. El proyecto
desarrollado pretendia mejorar seis cursos centrales para profesores en formacion inicial
de primaria y secundaria mediante, el mismo se basaba en el uso de tareas matematicas
para introducir conceptos importantes. En el estudio se esperaba que los profesores en
formacion inicial conjeturaran, razonaran, comunicaran logicamente y escribieran
demostraciones validas.

Una actividad que desarrollaron para promover la elaboracion de conjeturas, el
razonamiento y la demostracion consistid en un problema de probabilidad el cual
requeria del razonamiento informal de los participantes. Otra actividad se centrd en la
busqueda de patrones en la que los participantes iniciaban con un razonamiento
informal y que después poco a poco llegaban a formalizar. La tercera actividad se centr6
en cuestiones de geometria y perseguia el uso de métodos de demostracion formal. Esos
autores concluyeron que la inclusion de estas actividades en los principales cursos de
matematica de formacidn de profesores promovia en los futuros docentes la adquisicion
de una comprension mas profunda y conectada de los contenidos matematicos.

En un estudio similar, Blomm (2004) desarrollé una secuencia de tres cursos, uno de
contenido y dos de métodos de ensefianza, para profesores de secundaria en formacion
inicial. Los cursos estaban disefiados para que los futuros profesores trataran relaciones
entre varios contenidos matematicos y entre €stos con situaciones del entorno. En los
cursos centrados en el contenido los participantes debian resolver problemas
procedentes de una amplia variedad de fuentes entre las que estaban libros de texto,
revistas de ensefianza y de competiciones tipo olimpiadas matematicas. Desde la
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perspectiva de la investigadora, conforme el semestre avanzd, las fronteras entre las
areas de contenido, que estaban segmentadas, empezaron a difuminarse y los profesores
en formacidn inicial empezaron a ver las matematicas como una red de conceptos
interrelacionados en lugar de un conjunto de férmulas y destrezas aisladas.

A diferencia de los estudios de Beckmann et al. (2004) y Blomm (2004) que tratan con
varias areas de contenido matematico la mayoria de las investigaciones se centran en un
topico o concepto especifico del curriculo escolar. Sin embargo, como indican Ponte y
Chapman (2008) aplican diferentes estrategias para desarrollar el conocimiento de los
profesores en formacion inicial. Ejemplos de esos métodos se presentan a continuacion
segin 5 enfoques distintos, siendo la investigacion de Ilany, Keret y Ben Chaim (2004)
incluida en el enfoque 1 la que hemos tomado como principal referencia para el
desarrollo de nuestra investigacion, posteriormente recogemos las caracteristicas
principales de los estudios contemplados en los otros enfoques.

Enfoque 1. En este enfoque se consideran estudios que utilizan un tipo particular de
tareas matematicas como medio para promover el desarrollo del conocimiento
matematico de los futuros maestros.

La investigacion desarrollada por Ilany et al. (2004) esta centrada en el uso de, lo que
los autores describen como, auténticas actividades investigativas, las cuales forman
parte de un modelo para la ensefianza de los topicos de razon y proporcion en el
contexto de la formacion de maestros. Este modelo consiste en 4 componentes. El
primer componente incluye las auténticas actividades investigativas de tasas, razon,
escalas y proporcién indirecta. Simultdneamente, los participantes deben leer articulos
matematicos y pedagogicos acerca de la razén y proporcion. El segundo componente
incluye la estructura de la actividad, esto es, un contexto familiar a los participantes y
contiene problemas de valor ausente, comparaciéon numérica, prediccion y comparacion
cualitativa. Esos problemas requieren comparaciones que no dependen de valores
numéricos especificos. El tercer componente implica la estructura de la unidad
didactica, incluyendo elementos como el trabajo en grupo. El cuarto componente trata
de la evaluacion del conocimiento de los participantes. Los resultados indicaron que
este método fue exitoso produciendo cambios en la comprension de la razén y
proporcion de los maestros en formacion.

En el apartado 2.3.2 describimos con mas detalle la propuesta desarrollada por Ilany et
al. (2004) debido a que ha sido uno de los estudios mas relevantes para la realizacion de
nuestra investigacion. Compartimos con estos autores la postura funcional, sobre el
conocimiento matematico de los futuros maestros, asumida en el estudio.

En el estudio de Heaton y Mickelson (en Ponte y Chapman, 2008), el enfoque se
concreta en dos tareas concebidas con el objetivo de desarrollar el conocimiento
estadistico de maestros de primaria en formacion inicial. En la primera tarea los
estudiantes tuvieron que desarrollar una investigacion estadistica, teniendo asi que
plantear preguntas, identificar variables, planear y llevar a cabo la recoleccion de datos,
ordenarlos y discutir los resultados. En la segunda asignacion, los participantes tuvieron
que desarrollar y aplicar en un sitio de practicas una unidad de investigacion estadistica
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que debian realizar los nifios. El propdsito de ambas tareas fue el mismo, implicar a los
participantes en un aprendizaje auténtico de contenidos y procesos estadisticos a través
de la investigacion.

En el estudio de Chapman (2007) se recurrid a la discusion colectiva de problemas
aritméticos verbales como la base de un enfoque para facilitar el desarrollo del
conocimiento matematico de futuros maestros de primaria en relacioén con la ensenanza
de las operaciones aritméticas. Las tareas se agruparon en tres clases, segiin permitiesen
a los estudiantes alcanzar alguno de los siguientes cometidos: (a) reflexionar sobre su
conocimiento inicial, (b) explorar problemas verbales aritméticos desde multiples
perspectivas, y (c¢) aplicar el conocimiento resultante o adquirido. Los resultados de la
investigacion indican que las tareas realizadas pueden proporcionar una base efectiva
para ayudar a los futuros maestros a desarrollar una profunda comprension de las
operaciones aritméticas, las relaciones entre éstas asi como el conocimiento pedagogico
para la ensefianza de las operaciones aritméticas.

Enfoque 2. Otra estrategia seguida en algunos estudios para promover el desarrollo del
conocimiento matematico consiste en la elaboracion de diferentes explicaciones para un
concepto matematico y en el debate de las mismas, esta estrategia ha sido utilizada en el
estudio de Kinach (en Ponte y Chapman, 2008). El investigador llevd a cabo un
experimento de ensefianza en un curso de métodos para docentes de matematica de
secundaria, en éste los participantes aportaban diferentes explicaciones para la adicion y
sustraccion de numeros enteros.

Enfoque 3. Este estd centrado en la auto-reflexion e investigacion de conceptos y
procesos matematicos. Chapman (en Ponte y Chapman, 2008) investigd el
conocimiento de 28 profesores de secundaria en formacion sobre la resolucion de
problemas, esta investigadora estudid la contribucion de actividades de reflexion e
investigacion en el crecimiento del conocimiento de los profesores en relacion con la
resolucion de problemas. Las actividades incluyeron: reflexion del conocimiento de los
profesores en formacion inicial sobre los problemas y la resolucion de los problemas,
comparacion de problemas, reflexion de los procesos aplicados en la resolucion de
problemas describiendo y analizando narraciones de la experiencia vivida al resolver los
problemas, representando los procesos con organigramas, trabajando de manera
cooperativa y creando un modelo de resolucion de problemas. Los resultados mostraron
que al inicio de la experimentacion, la mayoria de los participantes, consideraban los
problemas como situaciones rutinarias y que percibian los procesos de resolucion de
problemas de forma consistente a través de procedimientos y técnicas mecanizadas.
Después de las actividades de reflexion-investigacion, el pensamiento de los profesores
en formacion inicial sobre los problemas se acercdé mas a la perspectiva de un resolutor
ideal.

En otro estudio similar, Chapman (2004) abord6 la resolucion de problemas aritméticos
verbales con maestros de primaria en formacion inicial. El propoésito de tal investigacion
era promover la comprension de este grupo en los topicos antes mencionados. Las
acciones seguidas en la intervencion incluyeron la creacion y comparacion de
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problemas verbales de estructura similar, analisis y representacion de problemas
verbales con operaciones aritméticas enfocandose en la estructura del mismo y el
significado de las operaciones, adicionalmente los estudiantes debian escribir articulos
sobre la experiencia vivida. Los resultados indicaron que después de la intervencion los
maestros en formacidn mostraron una mayor comprension de las operaciones
aritméticas y de los problemas verbales, traducida en la exposicion de diversas formas
de representacion del significado de las operaciones en distintos tipos de problemas
verbales.

Enfoque 4. Este se centra en el uso de la tecnologia para explorar conceptos
matematicos. Por ejemplo, en el estudio de Bowers y Doerr (en Ponte y Chapman,
2008) contaron con la participacion de profesores en formacion inicial de secundaria en
actividades que implicaban el uso de la tecnologia como una forma de desarrollar su
comprension de nociones de cambio como la velocidad. El objetivo fue introducir
conflictos en el conocimiento que poseian y usar la tecnologia para hacerles frente y
resolverlos. Se disefaron tres secuencias de ensefianza, las dos primeras consideraban
analisis de investigaciones sobre el movimiento lineal y parabolico, ademas se procur6d
explorar la riqueza del teorema fundamental del célculo, a través del estudio de las
relaciones entre la grafica de la velocidad y la de la funcion posicion (distancia); en la
tercera secuencia los participantes debian disefar, implementar y reflexionar sobre un
conjunto de lecciones, basadas en la tecnologia, y dirigidas a la enseflanza de tales
nociones a estudiantes de secundaria. Los resultados indicaron que el esfuerzo de los
participantes para resolver sus propias dificultades de comprension les permitieron
finalmente desarrollar un conocimiento profundo de las cantidades representadas en las
graficas de velocidad y de posicion, y de la relacion entre las mismas.

Enfoque 5.Los estudios considerados en este enfoque se centran en el uso de mapas
conceptuales para promover el desarrollo del conocimiento matematico de los
profesores en formacion inicial. Por ejemplo, el estudio de Bolte (en Ponte y Chapman,
2008) se centré en ampliar y evaluar la integracion y expresion del conocimiento
matematico de los profesores en formacion. Se usaron mapas conceptuales y ensayos al
principio de la leccion como una forma de medir o revisar lo aprendido, durante la
ensefianza para desarrollar una mejor comprension o al final de la leccion como una
actividad de evaluacion. Después de terminar una version del mapa conceptual los
participantes debian hacer un ensayo en donde explicaran y clarificaran las relaciones
expresadas en el mapa conceptual. Los resultados indicaron que los participantes
percibieron que la construccion del mapa conceptual y del ensayo los animé a
reflexionar sobre su conocimiento, ademas se promovio la habilidad para establecer
conexiones matematicas. El autor concluyd que el uso de mapas conceptuales y ensayos
interpretativos constituye una oportunidad para que los profesores en formacion
maduren matematicamente y para que experimenten un método alternativo de
ensefianza y evaluacion.

Los estudios, incluidos en los enfoques anteriores, muestran una relacion positiva entre
el trabajo desarrollado en el curso de formacién matemdtica y la comprension
matematica de los profesores en formacion inicial, esta relacion positiva se da cuando el
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curso incorpora principios como los sugeridos por Cramer (2004). Los estudios sugieren
que una variedad de enfoques podrian conducir positivamente el aprendizaje de los
profesores en formacion. Por lo tanto, aunque la comprension de los profesores en
formacion inicial acerca de las matematicas escolares sea deficiente con experiencias
apropiadas ellos pueden hacer la transicion hacia una profunda y rica comprension de al
menos algunos topicos. Esos estudios también sefialan una tendencia actual de que los
profesores en formacion inicial exploren mas profundamente ideas matematicas del
curriculo escolar. Se incita a los profesores en formacion inicial a revisar el contenido
“familiar” de una manera “no familiar”, con el objetivo de obtener el significado
subyacente de los conceptos o procedimientos matematicos.

Un proposito principal de los estudios centrados en el desarrollo del conocimiento
matematico entonces es considerar enfoques o perspectivas para ayudar a los profesores
en formacion inicial a comprender las matematicas que ellos ensefian. Pero, en general,
segin Ponte y Chapman (2008) es necesaria mas investigacion acerca de como enfoques
especificos ajustan los diferentes objetivos y necesidades de los grupos de profesores en
formacion inicial, de primaria y secundaria, con distintos fundamentos y en diferentes
sistemas educativos.

Consideramos que nuestro estudio es una investigacion centrada en el desarrollo del
conocimiento matematico de los maestros de primaria en formacion inicial debido a que
gran parte de nuestro interés ha sido estudiar como se desarrolla una secuencia de
trabajo en el aula que ha sido elaborada con el objetivo de permitirles comprender y
reconstruir lo que los futuros maestros saben en relacion con la razén y la
proporcionalidad con mayor profundidad y significado.

2.2 INVESTIGACIONES SOBRE LOS SUBCONSTRUCTOS DE LOS
NUMEROS RACIONALES

En la literatura de investigacion centrada en los nimeros racionales desarrollada en la
década de los afios 70 surgid la nocidon subconstructos de los numeros racionales
(Kieren, 1976) para referirse a los distintos significados que se le asignan a la expresion

a ., , , . .
e o fraccion, cuando ésta representa a un niimero racional y se emplea para organizar

distintas situaciones.

Kieren (1976), consider¢ siete interpretaciones o subconstructos del nimero racional: la
aritmética de las fracciones, como clase de equivalencia de las fracciones, como razon,
como operador, elementos de un cociente, como medida y como fraccion decimal.
Clasificacion que afina en la década de los 90, considerando solamente cuatro
subconstructos: cociente, medida, operador y razon. Freudenthal (1983), considera
cuatro significados fundamentales para la fraccion: parte-todo, cociente, comparacion y
fraccion-magnitud. Por su lado, Behr, Harel, Post y Lesh (1992), proponen cinco
subconstructos definidos en el Rational Number Proyect (RNP), éstos son: parte-todo,
cociente, medida, operador y razon. En Felip y Castro (2003) se recoge una descripcion
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de cada uno de los subconstructos que aparecen referenciados en estudios relevantes
sobre los nimeros racionales.

Uno de los focos de contenido matematico de nuestra investigacion es el subconstructo

de razdn, en el que la fraccion — representa una comparacion multiplicativa entre dos
n

cantidades.

Debido a que la nocidn de razon, desde la Didactica de la Matematica, se enmarca como
uno de los subconstructos de los racionales decidimos iniciar nuestra busqueda de
antecedentes en relacion con estas interpretaciones, centramos la atencion en la
busqueda de estudios en los cuales participaran tanto niflos como profesores en
formacion inicial y en los siguientes apartados recogemos una sintesis de las cuestiones
mas relevantes manifestadas en los mismos.

2.21 Aspectos Cognitivos de Nifios o Adolescentes

Existe una multitud de estudios centrados en los niimeros racionales, no es nuestra
intencion presentar una imagen comprensiva de este amplio campo de investigacion
sino que nos aproximamos al mismo a través de los estudios centrados en los errores y
dificultades que experimentan los estudiantes en relacion con diferentes subconstructos
de los niimeros racionales, y a través de aquellos estudios que respaldan la necesidad de
explorar la comprension de subconstructos distintos al parte-todo.

Sobre errores y dificultades

Como sefiala Gairin (1998) la mayor parte de las investigaciones sobre los niimeros
racionales se han desarrollado con nifios de educacidén primaria, motivo por el cual tales
estudios se enfocan en problematicas asociadas al entorno de ensefianza-aprendizaje en
el que tiene lugar la instruccion. A partir de la completa revision realizada por Gairin
(1998) resefiamos los resultados recogidos por este investigador con el objetivo de
presentar una panoramica de las dificultades que enfrentan los escolares con los
nimeros racionales.

- Existe desconexion entre los diferentes significados de la fraccion, la cual se
aprecia tanto en producciones individuales como colectivas. Segiin Haseman (en
Gairin, 1998) el significado de la fraccion depende de la clase de problema y
forma de presentacion del mismo; variaciones que no producen conflictos en los
razonamientos de los estudiantes dado que éstos asignan un “estatus genérico de
matematicas”.

- Segun Gairin (1998) existen divergencias en relacion con las posturas asumidas
por los investigadores acerca de cual es el significado de fraccion predominante
en los escolares; de modo que para un grupo de investigadores el significado
prioritario de la fraccion es el de la relacion parte-todo en contextos discretos y
continuos, mientras que otro grupo de investigadores identifico ideas sobre
razon y proporcion como interpretaciones de la fraccion predominantes en los
adolescentes.
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- Segun Wearne, Hiebert y Taber (en Gairin, 1998) las fracciones decimales
tienen aspecto discreto al considerar numerador y denominador como entes
numéricos diferenciados, pero tienen aspecto continuo al considerar la fraccion
como un solo ente numérico, y es este aspecto continuo de los decimales el que
genera dificultades y resulta dificil de comprender para los escolares.

- Para los escolares es dificil asimilar que un numero tenga mas de una
representacion, y en el caso de los racionales se utiliza tanto la notacion
fraccionaria como la notacion decimal para representarlos (Owens y Super, en
Gairin, 1998)

- De acuerdo con diferentes investigadores (Hiebert y Wearne, Resnick, Owens y
Super, en Gairin, 1998) los escolares sobregeneralizan el significado de las
representaciones simbolicas, operaciones, relaciones de orden, y otras
propiedades de los nimeros naturales para los nlimeros racionales.

Propuestas alternativas para la ensefianza del niumero racional

Las diversas dificultades que experimentan los escolares con los numeros racionales ha
promovido la exploracion de alternativas de ensefianza de este topico, las cuales abarcan
una multitud de enfoques para abordar la ensefianza de los nimeros racionales. Parte de
los estudios se han preocupado por ofrecer propuestas didacticas centradas en alguno de
los subconstructos de los racionales. En este sentido Kieren (1976) afirma que es
preciso comprender como se relacionan los diferentes significados de las fracciones y
proporcionar a los estudiantes experiencias con todas las interpretaciones para asi
construir un significado efectivo de los niimeros racionales. Por su lado y en el mismo
sentido que Kieren (1976); Behr, Harel, Post y Lesh (1992) sostienen que un
aprendizaje significativo del nimero racional se fundamenta en la comprension de todos
los significados de todos los subconstructos. Compartimos la postura de Llinares y
Sanchez (1988) quien sostiene que uno de los objetivos a largo plazo del proceso de
ensefianza del numero racional ha de ser la integracion de todos los subconstructos, ésta
es una cuestion que el maestro en activo ha de tener en consideracidon y en consecuencia
creemos que es justificable que este objetivo de aprendizaje se traslade al contexto de la
formacion de maestros.

La investigacion de Vizcarra (2007) se ha centrado en mejorar la enseianza del nimero
racional positivo en la Educacion Primaria, para ello disefia, implementa y evalta una
propuesta didactica con alumnos cuyas edades estan comprendidas entre los 9 y 11
anos. La propuesta didactica elude el significado de relacion parte-todo y, en su lugar,
utiliza los significados de medida y de cociente partitivo para introducir la fraccion, y el
nimero decimal, y para conectar significativamente ambos sistemas de representacion.
Del estudio tedrico se detecta, en la primera mitad del siglo XX, que el significado
denominado relacion parte-todo surge asociado a las practicas de ensefianza con el
propoésito de eludir los procesos de medida en el aula. Segun Vizcarra (2007) este
significado, que no pertenece a la fenomenologia histérica del nimero racional, permite
introducir de forma inmediata la representacion simbélica de la fraccion pero, a su vez,
provoca graves limitaciones de comprension.
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2.2.2 Conocimiento Matematico Comun de Profesores en Formacion
Inicial o en Activo

Después de la revision de la literatura de investigacion sobre los niimeros racionales
hemos comprobado que los trabajos realizados en el contexto de maestros en ejercicio o
en formacion (Graeber, Tirosh y Glover, 1989; Harel, Behr, Post y Lesh, 1994) no se
han orientado, exclusivamente, al estudio del razonamiento proporcional, sino que
tratan con varios constructos de los nimeros racionales (Tirosh y Graeber, 1990a,
1990b). A continuacién presentamos una breve exposicion de las investigaciones que
hemos consultado.

Los estudios que involucran los numeros racionales y la formacion de maestros tienden
a enfocarse sobre las fracciones. Sin embargo, Stacey et al. (2001) se centraron sobre
los decimales. En su investigacion sobre la comprension de los decimales por parte de
maestros de primaria concluyeron que 1 de cada 5 participantes carecen de un buen
conocimiento del contenido de los decimales y ademéas que podrian transferir este
conocimiento limitado a sus estudiantes. Los participantes de este estudio fueron 553
maestros en formacioén de cuatro universidades en Australia y Nueva Zelanda y 25
maestros que regresaban para un curso de mejora. La clasificacion de los patrones del
pensamiento de los maestros sobre los decimales incluyd longitud del decimal,
truncamiento del decimal y localizacion del cero en el decimal.

Algunos de los estudios llevados a cabo en el contexto de la formacion de maestros se
han centrado en aspectos tales como: las justificaciones que éstos daban a la division de
fracciones (Ball, 1990; Wheeler, 1983), su actuacion en la resolucion de problemas
verbales que implicaban la multiplicacion y division de fracciones (Graeber y Tirosh,
1988), y sus creencias acerca de la multiplicacion y division (Tirosh y Graeber, 1990a,
1990b). Tales estudios han mostrado que el conocimiento que los maestros en
formacion poseen sobre los nimeros racionales es procedimental y escasamente
conectado. Aunque muchos de estos sujetos podian hacer calculos con numeros
racionales, mostraron dificultades significativas en la resolucion de los problemas
verbales de multiplicacién y division, y sus creencias sobre las operaciones de
multiplicacion y division de racionales se basaban exclusivamente en las operaciones
con numeros naturales (Ball, 1990; Simon, 1993). Resultados de tales estudios muestran
que tanto los maestros activos como aquellos en formacion lidian con los mismos
conceptos y manifiestan las mismas ideas primitivas y falsas concepciones que los
estudiantes de primaria o secundaria.

Los profesores de matematica, implicados en los programas de formacion de maestros
de primaria, a menudo expresan su insatisfaccion con el conocimiento de las
matematicas y las actitudes hacia las mismas que muestran los futuros maestros. El
conocimiento matematico de los maestros en formacion frecuentemente es descrito
como insuficiente (Ball, 1990; Graeber, Tirosh, y Glover, 1989; Simon, 1993; Wheeler,
1983). Ademas algunas investigaciones reportan que la vision de las matematicas, que
estos estudiantes poseen, corresponde a un cuerpo estatico de conocimientos
compuestos de hechos, métodos y reglas comprendidas por una pequefia porcion de la
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poblacion, mientras que al resto no le gustan las matematicas y creen que ellos estan
condenados a no tener éxito (Tirosh, Graeber y Wilson, 1998).

De acuerdo con Durmus (2005) la insuficiencia del conocimiento pedagogico y
matematico de los maestros es una de las causas primarias de las dificultades que
experimentan los estudiantes en las aulas. En el mismo sentido que Durmus, tiempo
atras, Lester (1984) plantea que uno de los motivos por los cuales los nifios de primaria
encuentran dificultades con los nimeros racionales es que sus profesores tienen una
comprension inadecuada de los conceptos de los nimeros racionales y disponen de
destrezas limitadas para tratar con cuestiones procedimentales asociadas a los
racionales.

Las competencias matematicas de los maestros juegan un rol importante como fuente de
las dificultades que los estudiantes en la escuela primaria tienen con los niimeros
racionales.

Gairin  (1998) recoge una sintesis sobre los resultados derivados de diversas
investigaciones centradas en estudiar el conocimiento matematico de los futuros
maestros de educacion primaria acerca de los nimeros racionales. Entre las ideas que
expone Gairin (1998) se encuentran las que indicamos a continuacion:

- Muchos de los futuros maestros tienen dificultades en resolver cuestiones y
problemas sobre nimeros racionales y, en algunos casos, aunque €stos aporten
respuestas correctas las justificaciones que sustentan tales respuestas no son
aceptables.

- Los conocimientos personales sobre los nimeros racionales de los futuros
profesores (construidos a través de sus experiencias como estudiantes) tienden a
estar limitadas al uso de reglas.

- Existe un predominio del significado parte-todo en los conocimientos personales
de los futuros maestros.

- Los estudiantes para maestro tienen mayores dificultades en las tareas con las
fracciones mayores que la unidad y en aquellas que exigen identificar la unidad.

- Los futuros profesores tienen un conocimiento simbolico y algoritmico aceptable
de las fracciones, sin embargo no parece que logren establecer conexiones entre
ellos.

El estudio de Gairin (1998) se realiza con maestros de primaria en formacion inicial y se
centra en los sistemas de representacion de niimeros racionales positivos. Consiste en
una propuesta didactica que pretende: (a) incrementar la comprension de los futuros
maestros sobre los numeros racionales positivos mediante el fortalecimiento de las
conexiones entre las notaciones fraccionaria y decimal, y (b) potenciar la reflexion,
desde su posicion de aprendices, sobre un proceso de ensehanza-aprendizaje cuyas
herramientas conceptuales son las de la comprension, modelo y sistema de
representacion. En dicha propuesta se concreta un modelo y se construyen dos sistemas
de representacion de cantidades no enteras de magnitud; de este modo se logra
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significar a las expresiones fraccionaria y decimal con cocientes, asi como poner de
manifiesto que esos dos tipos de expresiones admiten una estructura numérica
subyacente similar. Se concluye que cuanto mayor es la comprension del modelo por
parte de los futuros maestros, més eficaces se muestran en la deteccion y diagndstico de
los errores de los escolares y mas tienden a ofrecer razonamientos sustentados en el
mundo de los objetos; mientras que los estudiantes para maestro que muestran una débil
comprension del modelo, llegan a aceptar como correctas respuestas erroneas de los
escolares y tienden a usar el lenguaje simbolico en las explicaciones que ofrecen a los
nifios.

Sanchez y Llinares (1992), en su estudio sobre las fracciones, concluyen que la
comprension de los conceptos implicados influye en la estrategia instruccional que el
profesor utiliza y sugieren que la formacion inicial del profesorado deberia concentrarse
en desarrollar el conocimiento acerca de la relacion entre procesos matematicos y
modelizacion de dichos procesos.

2.3 INVESTIGACIONES SOBRE LA RAZON Y LA PROPORCIONALIDAD

Investigadores como Lamon (2007) o Modestou y Gagatsis (2010) sugieren que es
preciso aclarar la distincion entre el razonamiento proporcional y la comprension de la
proporcionalidad. En términos generales, pues en el Capitulo 4 detallamos esta cuestion,
el razonamiento proporcional esta descrito a partir de las actuaciones de los escolares en
dos tipos de problemas, valor ausente y comparacion; mientras que la proporcionalidad
esta vinculada a modelos matematicos como la funcion lineal por lo que contempla
otros aspectos derivados de la multiplicidad de representaciones y de las situaciones
organizadas por esta nocion.

En vista de lo expuesto aclaramos que utilizamos los términos “razén vy
proporcionalidad” y no “razonamiento proporcional”, nocién usada en la mayoria de las
investigaciones con escolares, debido a que guardan un caracter mas amplio y general
que permite situar estudios en el contexto de la formacion inicial de maestros que
abordan otras cuestiones relacionadas con los contenidos que van mas alla de los
requeridos en el razonamiento proporcional.

2.3.1 Aspectos Cognitivos de Nifios o0 Adolescentes

El razonamiento proporcional comprende una red de conocimientos y relaciones que
constituyen una pieza medular en el desarrollo cognitivo de los escolares de diferentes
niveles educativos, constituye ademés la base de otros conocimientos centrales en la
educacion matematica tales como las funciones lineales y se relaciona con otras areas
del curriculo escolar dadas las aplicaciones en la quimica, fisica, ciencias sociales, entre
otras (Lamon, 2007; Vergnaud, 1983). Estas son solo algunas razones por las cuales se
ha desarrollado ampliamente la investigacion en relacion con estos contenidos
matematicos. A continuacion recogemos una sintesis de las aportaciones y cuestiones
mas destacadas sobre las que apuntan algunos de los estudios que han sido considerados
referentes de nuestra investigacion y que han tenido amplia difusidon en revistas y otras
publicaciones de impacto.
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El razonamiento proporcional'” ha sido estudiado ampliamente por algunos
investigadores (Inhelder y Piaget, 1958; Noelting, 1980a; Noelting, 1980b; Karplus,
Pulos y Stage, 1983; Tourniaire y Pulos, 1985; Lamon, 1993; Fernandez, 2001;
McLaughlin, 2003; Rapetti, 2003; Bjorg, 2005; Alatorre y Figueras, 2005; Ruiz y
Valdemoros, 2006; Modestou y Gagatsis, 2007) quienes han planteado su propia vision
acerca de lo que significa razonar proporcionalmente.

En las investigaciones efectuadas por los autores citados anteriormente, y con el fin de
caracterizar el razonamiento proporcional que aplican los sujetos, se ha recurrido al
planteamiento de tareas matematicas que se diferencian en aspectos tales como el
contexto, en la estructura numérica o en los tipos de razones involucradas.

De este modo en las investigaciones iniciales, al menos hasta las realizadas en la década
de los 80, podemos reconocer tres tipos de tareas matematicas utilizadas para
caracterizar el razonamiento proporcional de los sujetos. En primer lugar los problemas
que requieren de la comprension de algunos principios de la fisica, adicionalmente a la
comprension de la proporcionalidad (Inhelder y Piaget, 1958), en segundo lugar se
reconocen las tareas de tasas en las cuales aparecen razones relativas a objetos de
distinta clase y bajo contextos de distinta indole, por ejemplo Quintero y Schwartz
(citados en Tourniaire y Pulos, 1985 ) usan problemas que relacionan pacientes y
médicos; y por ultimo los problemas de mezclas (Noelting, 1980a, 1980b; Karplus,
Pulos y Stage, 1983) los cuales, segin Tourniaire y Pulos (1985) difieren de los
problemas de tasas en varios sentidos; en los problemas de mezclas se constituye un
nuevo objeto, por ejemplo vasos con agua y vasos con zumo de naranja originan un
refresco de naranja, en contraste en los problemas de tasas en los cuales no emergen
objetos nuevos, luego en los problemas de mezclas se requiere que el sujeto comprenda
lo que sucede cuando los dos elementos son mezclados, y por ultimo en la mayoria de
los problemas de mezclas las cantidades estan expresadas en la misma unidad mientras
que en los problemas de tasa las cantidades son expresadas en diferentes unidades.

Algunos investigadores (Tourniaire y Pulos, 1985; Karplus, Karplus y Wollman, 1974;
Cramer y Post, 1993; Post et al., 1988; Singer y Resnick, 1992), plantean otras
tipologias de problemas tales como de probabilidad, valor ausente, comparacion y
prediccion numérica, problemas tipo “por cada” o “de cada” sin embargo en muchas
ocasiones se refieren a problemas, esencialmente del mismo tipo de los ya reportados
previamente. Entre las tipologias recientes y mencionadas en trabajos mas actuales (A.
Fernandez, 2001; Allain, 2000) esta la clasificacion de Lamon (1993), quien plantea una
agrupacion de los problemas con base en aspectos semanticos y matematicos, tal
clasificacion resulta en 4 categorias, a saber: problemas bien compactos, parte-parte-
todo, conjuntos asociados y los ampliadores o reductores que estan vinculados
esencialmente con la nocidon de semejanza.

Al margen de las variaciones y caracteristicas particulares de los diferentes tipos de
problemas, los investigadores (Tourniaire, 1986; Lamon, 1993, Karplus et al., 1983,

' Al hablar de razonamiento proporcional no lo hacemos en el mismo sentido que cuando se hace
referencia al razonamiento inductivo o deductivo.
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Noelting, 1980a; Noelting, 1980b; A. Fernandez, 2001; Rapetti, 2003; Alatorre y
Figueras, 2005; Modestou y Gagatsis, 2007) se han interesado por analizar las
actuaciones de los sujetos; en este sentido, la pregunta: ;Coémo resuelven el problema
sujetos con diferentes conocimientos y edades? aparece reiteradamente en los reportes
de investigacion. En consecuencia la descripcion cualitativa del razonamiento
proporcional en términos de estrategias y errores, asi como la identificacion de
dificultades relativas a las tareas de proporcionalidad ha sido uno de los focos
primordiales y constantes en estos estudios.

Los trabajos previos han hecho referencia a estrategias de resolucion, errores y
obstaculos que nifios y adolescentes manifiestan ante estos tipos particulares de
problemas. Por ejemplo, a partir del analisis fenomenoldgico de Freudenthal (1983) en
el que, entre otras cosas, se reconoce dos tipos de razones (internas y externas),
investigaciones (Noelting, 1980a; Noelting, 1980b; Karplus et al., 1983) reportan dos
estrategias bdasicas que examinan la manera en la que los sujetos relacionan las
cantidades del problema, segun pertenezcan al mismo o a diferente espacio de medida.
En relacion con las dificultades que experimentan los estudiantes, recientemente
Modestou y Gagatsis (2007) proporcionan argumentos para afirmar que los errores que
cometen los alumnos al trabajar con la proporcionalidad no son casuales, los resultados
de su investigacion revelan que la aplicacion erronea del razonamiento proporcional en
situaciones que no son directamente proporcionales subyace a la existencia de un
obstaculo epistemologico de linealidad.

A continuacion detallamos con mayor detenimiento dos investigaciones realizadas en el
marco de la investigacion en Didactica de la Matematica en el contexto espafiol. El
estudio de A. Fernandez (2001) ha sido realizado con nifios de primaria y ha resultado
ser un referente trascendental para nuestra investigacion dada la exhaustiva descripcion
de aspectos tedricos y empiricos recogidos por el investigador. El segundo estudio ha
sido realizado recientemente por Oller (2012) y se situa en el contexto de la educacion
secundaria, esta investigacion aporta, entre otros, ricos elementos histéricos vinculados
a las nociones de razén y proporcion, los cuales han contribuido a complementar la
formacion personal de la investigadora sobre esos topicos.

La investigacion de A. Fernandez (2001) se desarrolla en el entorno de la educacién
primaria, este investigador utiliza el marco tedrico y metodologico de los Modelos
Teodricos Locales el cual promueve “la elaboracion de marcos explicitos sobre los
procesos que se desarrollan cuando se ensefia en el sistema educativo unos contenidos
matematicos concretos a unos estudiantes concretos y lo que se pretende es que esos
modelos sean adecuados para los fendmenos objetos de estudio” (A. Fernandez, 2002,
p. 29)

Como parte de la elaboracion de uno de los componentes del marco teodrico-
metodolégico elegido se realizd un andlisis fenomenoldgico de los conceptos de razon,
proporcion y proporcionalidad, basado en el trabajo de Freudenthal (1983) y mejorado
por el investigador. Uno de los resultados de mayor peso, recogido en este analisis
fenomenoldgico, se refiere a la organizacion de las situaciones o problemas que
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implican la nocion de razdn en tres tipos: exposiciones, composiciones y constructos; y
se describe en cada caso la relacion de proporcionalidad considerando parejas de
razones de cada tipo.

La fase experimental de la investigacion se realiza en dos fases, una centrada en la
administracion y andlisis de diferentes versiones de un cuestionario constituido por
tareas sobre razon y proporcion, las cuales se enfocaban en seis temas: escalas,
densidad, comparaciéon de razones, tanto por cien, cuarta proporcional y
proporcionalidad. La segunda fase del estudio contempl6 la seleccion de estudios de
caso que se abordaron mediante entrevistas clinicas y el analisis correspondiente de las
mismas.

El investigador concluye que el estudio de la razon, la proporcion y la proporcionalidad
se puede iniciar en los primeros niveles de la educacion primaria a través de precursores
de estas nociones matematicas, la identificacion de los mismos constituye uno de los
aportes de esta investigacion, estos precursores son: las comparaciones cualitativas,
como promotoras de las comparaciones cuantitativas, distintas estrategias de
normalizacién de razones que favorecen la comparacion de las mismas, el uso de
expresiones tales como “relativamente” “
de razones mediante distintas representaciones. Otro de los aportes de esta investigacion
se refiere a la elaboracion de un modelo de anélisis y clasificacion de actuaciones de los

en relacion con”, entre otras; la visualizacion

estudiantes, el cual constituye una herramienta que permite examinar y categorizar las
actuaciones de los alumnos al resolver tareas o problemas en los que est4 involucrada la
razon, la proporcion o la proporcionalidad.

La investigacion de Oller (2012) se centra en desarrollar y aplicar una propuesta
curricular sobre la proporcionalidad aritmética, dirigida a estudiantes de primero de la
ESO, la cual procura contribuir en la superacion de las dificultades que tradicionalmente
experimentan los estudiantes en relacion con este topico, a la vez que se promueve la
comprension que €stos poseen sobre la proporcionalidad, especificamente en relacion
con el uso de las estructuras multiplicativas subyacentes a la nocion de proporcionalidad
y la aplicacion de las mismas en la resolucion de problemas. La propuesta didactica se
articula en torno a la razon y la condicion de regularidad, la proporcionalidad directa,
los porcentajes, y la proporcionalidad inversa y se fundamenta en un andlisis historico
de textos que han tratado los contenidos en cuestion. Entre los resultados de esta
investigacion se indica que la propuesta ha contribuido a que los estudiantes aborden los
problemas dejando de lado el uso de procedimientos como la regla de tres. Sin embargo,
los estudiantes han manifestado dificultades en el tratamiento de aspectos conceptuales
como la consideracion de la razén como “tanto por uno”.

2.3.2 Conocimiento Matematico Comun de Profesores en Formacion
Inicial o en Activo

El razonamiento proporcional es complejo y ayudar a los estudiantes a desarrollarlo no
es una tarea facil del profesor y el éxito de esta empresa depende en gran medida del
conocimiento adecuado del docente en relacion con los contenidos y procesos
matematicos relacionados con la razon y la proporcionalidad. Sin embargo, en contraste
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con la gran cantidad de investigaciones que se han dedicado a estudiar el razonamiento
proporcional de los escolares existen pocos estudios que se han interesado por estudiar
el mismo topico en el contexto de la formacion de maestros o de profesores de
secundaria (Lobato, Orrill, Druken y Jacobson, 2011). Al igual que los estudios
centrados en otros subconstructos de los nimeros racionales, las investigaciones
centradas en el razonamiento proporcional de futuros profesores sugieren que muchos
profesores de primaria y secundaria en formacién inicial y en activo manifiestan una
comprension deficiente de la razon y la proporcionalidad basada en conocimientos
procedimentales como el producto cruzado o la regla de tres de los cuales desconocen la
fundamentaciéon (Harel y Behr, 1995; Riley, 2010). Las concepciones errdneas,
dificultades y obstaculos relativos al razonamiento proporcional que han sido
identificadas en los estudios con nifios o adolescentes también ha sido expresadas por
profesores en activo o en formacion inicial (Cramer et al., 1993; Post, Harel, Behr y
Lesh, 1988; Simon y Blume, 1994; Valverde, 2008).

El ambito de la investigacion del conocimiento matematico para la ensefianza de futuros
profesores en el campo de la razon y la proporcionalidad también contempla estudios
que se han centrado en el desarrollo del conocimiento matematico de los futuros
docentes. En este apartado sintetizamos cinco investigaciones (Ben-Chaim, Ilany y
Keret (2008); Berenson y Nason, 2003; Berk, Taber, Carrino y Poetzl, 2009; Monteiro,
2003; Rivas y Godino, 2010; Simon y Blume, 1994) que han resultado de utilidad para
nuestra investigacion no solo porque se centran en los mismos contenidos matematicos
sino por las tareas utilizadas para explorar y desarrollar el conocimiento de los
estudiantes para maestro, la metodologias de investigacion seguida o por las dindmicas
de trabajo en el aula realizadas.

Desarrollo del Conocimiento Matemdtico Comun

Simon y Blume (1994) proponen la modelizacién matematica como un componente
central de una intervencion didactica dirigida a promover la comprension de la razon
como medida. Los autores emplearon un experimento de ensefianza de “todo el grupo”,
en una clase de matematicas de futuros maestros de primaria para estudiar el desarrollo
de la habilidad para identificar una razéon como la medida apropiada de un atributo dado
(razon como medida). Estudios previos asi como los resultados de un pre-test para este
estudio demuestran que los estudiantes a menudo recurren a comparaciones aditivas
cuando las comparaciones multiplicativas son las apropiadas. Analisis de las
dificultades con las que se encontraron los estudiantes cuando consideraron la razon
como medida de un atributo de una situacion fisica, conduce a la hipotesis de que una
comprension de la razéon como medida requiere, ademds de una comprension de
aspectos de las relaciones multiplicativas, una comprension de la modelizacion
matematica. Este estudio sugiere que estudios previos no han revelado este tipo de
conexion (entre procesos y contenidos matemadticos) porque estas conexiones no son
observadas usualmente. Seglin los autores cuando la instruccién sobre la razoén y
proporcidon se centra en escribir razones o en buscar el valor ausente de una cuarta
proporcional se hace un énfasis procedimental, luego modelizacion matematica o
validacion de modelos no son esenciales ni relevantes. En contraste, problemas como
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“La cuesta de esqui”, se ha propuesto como una forma de motivar a los estudiantes a
generar un modelo matematico para el problema del contexto.

Los autores ofrecen algunas implicaciones para la formacion de maestros: Los maestros
deberian tener la oportunidad de construir y desarrollar a fondo las matematicas que
ellos necesitardn para enseflar (Esto es lo minimo. Idealmente, su conocimiento
matematico deberia extenderse mas alld de lo que ensefiaran). Esto no se lograra
mediante la exigencia de un mayor nivel de matematicas o de un mayor niumero de
cursos de matematicas tradicionales. Muchos profesores de matematicas universitarios
(National Council of Teachers of Mathematics, 1991; Simon y Schifter, 1991)
defienden la idea de que a los futuros maestros se les debe ensefiar de manera coherente
a la forma como nos gustaria que ensefiasen. Las razones suelen ser el potencial de los
futuros maestros para desarrollar una mayor comprension conceptual, para aprender
sobre el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas, y para construir concepciones
utiles de las matematicas. Esas son fuertes razones. Sin embargo, este estudio sugiere
que la naturaleza de la actividad matematica en la clase (ej. Implicaciéon en
modelizacion matematica) puede también tener un efecto mds directo sobre el
aprendizaje de conceptos matematicos particulares (ej. La razon como medida).

Ben-Chaim, Ilany y Keret (2008), Ben-Chaim, Keret e [lany ( 2012) presentan algunos
elementos relacionados con la creacion, implementacion y evaluacion del impacto de
“auténticas actividades de investigacion” que se centran tanto en el contenido
matematico comiin como en el conocimiento pedagogico y las actitudes en la formacion
de docentes de matematicas de primaria y secundaria. Se desarrolld, implementd y
evalu6 un modelo especial de aprendizaje como parte de las actividades desarrolladas en
instituciones que forman docentes en Israel.

El modelo esta centrado en el uso de, lo que los autores describen como, auténticas
actividades investigativas. Este toma la forma de un modelo comprensivo para la
ensefianza de los topicos de razéon y proporcidon en la investigacion de Ilany et al.
(2004). Fue desarrollado después de realizar varios estudios piloto, centrados en el
conocimiento matematico y pedagdgico de maestros de primaria en formacion inicial y
en activo y surgié como consecuencia de la experiencia alcanzada tras la exploracion de
auténticas actividades sobre el razonamiento proporcional. El modelo propuesto
incorpora las principales areas en la instruccion de maestros en formacion inicial,
particularmente en las areas del conocimiento comun y pedagdgico del contenido,
razonamiento pedagogico, instruccidon y creencias. Estd compuesto de 4 componentes
que interactuan entre si (Figura 2.2). El primer componente es el ntcleo del modelo y
consiste en auténticas actividades de investigacion, que consideran 5 tipos de tareas:
introductorias, de razdén, de tasas, de semejanza (estos 4 tipos son tareas de
proporcionalidad directa) y de proporcionalidad inversa.
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Figura 2.2. Modelo para la ensefianza del razonamiento proporcional en la formacion
inicial de maestros de primaria propuesto por Ilany et al. (2004) y Ben-Chaim, Keret, e
Ilany (2007, 2012)

Paralelamente al trabajo en las actividades de investigacion, los estudiantes para
maestro han de abordar articulos centrados en los topicos de razén y proporcion, tales
articulos consideran cuestiones matematicas y didacticas de esos topicos. El analisis de
los articulos concientiza a los estudiantes acerca de su conocimiento matematico,
mientras que la presentacion de hallazgos de otras investigaciones posibilita la discusion
de cuestiones centrales en relacion con estrategias de ensenanza de esos contenidos,
ademds promueve una perspectiva amplia de las dificultades de aprendizaje en estos
topicos. En este caso, la intencion ha sido promover la integracion entre la practica y la
teoria.

El segundo componente incluye la estructura de la tarea. Como se ha indicado antes,
¢éstas se han concebido como auténticos problemas de investigacion, relacionados con
contenidos y contextos familiares, tanto para los futuros maestros como para nifios del
nivel de primaria o secundaria. Las tareas incluyen los tipos de problemas reportados en
la literatura de investigacion que han sido considerados como apropiados para estudiar
el razonamiento proporcional (Cramer, Post y Currier, 1993): (a) valor ausente, en los
cuales se conocen tres de las cantidades de una proporcion y el objetivo es hallar el
cuarto valor, (b) problemas de comparaciéon numérica, en los cuales se conocen los
elementos de dos razones o tasas, no se requiere una respuesta numérica pero las
razones o tasas han de compararse, y (c¢) problemas de comparacion y prediccion
cualitativa los cuales requieren comparaciones que no dependen de valores numéricos
especificos.

El tercer componente incluye la estructura de la unidad didéctica (metodologia del
trabajo en el aula), la cual est4 centrada en un concepto, por ejemplo la nocion de razon.
La estructura de la unidad didéactica incluye: (a) trabajo en grupos, (b) discusion de los
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resultados con toda la clase, (¢) resumen matematico y didactico y (d) trabajo para
desarrollar fuera de la clase.

El cuarto componente se centra en la evaluacion de la unidad con varios tipos de
instrumentos de evaluacion: (a) un instrumento para evaluar el conocimiento
matematico y didactico del contenido, (b) cuestionario de actitudes, (c) portafolio y (d)
un instrumento para evaluar los reportes sobre los articulos de investigaciones. Una
descripcion mas detallada del modelo se recoge en Keret, Ben-Chaim, e Ilany (2003) y
en Ilany, Ben-Chaim y Keret (2004).

La conclusion del estudio es que la aplicacion del modelo, incorporando teoria y
practica, conduce a un cambio dramdtico positivo en el conocimiento matematico y
pedagdgico de los futuros docentes. Adicionalmente, se dio una mejora en sus actitudes
y creencias hacia el aprendizaje y ensefianza de las matematicas en general, y en la
razOn y proporcion, en particular.

Monteiro (2003) desarrolla su estudio en el contexto de la formacion de maestros de la
Escuela Superior de Educacion de Lisboa, esta investigadora explora las dificultades
que tienen los futuros maestros de primaria con el concepto de razon y proporcion,
principalmente cuando resuelven problemas aplicando procedimientos algoritmicos.
Segun la autora esas dificultades pueden explicarse en las experiencias previas que
vivieron los estudiantes de magisterio cuando fueron estudiantes de primaria o
secundaria. Una accion fundamental desarrollada en el programa de formacion, contexto
de la investigacion, se refiere a la reflexion sobre esas dificultades por parte de los
estudiantes de maestro, comparando formas informales de resolucion del problema, con
la cual se persigue promover el desarrollo del conocimiento sobre la razén y proporcion
de los futuros maestros asi como el conocimiento de ellos en relacion con las
dificultades que experimentan los nifios en estos contenidos.

Berk, Taber, Carrino y Poetzl (2009) definen la flexibilidad en el uso de procedimientos
matematicos como la habilidad de emplear multiples métodos de resolucion para
abordar problemas asi como elegir estratégicamente cudl método es mas eficaz, por
ejemplo cudl método reduce las demandas de calculo. El estudio se centra en
caracterizar la flexibilidad de 148 futuros maestros de primaria en el dominio del
razonamiento proporcional antes de un proceso de instruccion formal asi como evaluar
los efectos de dos versiones de una intervencion de ensefianza en la que los estudiantes
debian comparar diferentes formas de resolver problemas que involucraban la nocion de
proporcion. Entre los resultados recogidos en esta investigacion se sefiala que los
participantes exhibieron una flexibilidad limitada antes de la instruccidon formal y que la
intervencion condujo a significativos avances en la flexibilidad de los participantes, los
cuales se mantuvieron seis meses después de la instruccion.

Rivas y Godino (2010) desarrollan una intervencion de trabajo en el aula de formacion
inicial de maestros de educacion primaria basada en el uso por parte de los estudiantes
de magisterio de algunas herramientas derivadas del marco tedrico denominado
Enfoque Onto-Semiotico (EOS) para identificar objetos y significados involucrados en
la resolucién de un problema de comparacion de razones, como instrumentos para
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desarrollar el conocimiento especializado del contenido y el conocimiento comun del
contenido de los estudiantes de magisterio. Los investigadores han percibido un manejo
inadecuado de las cantidades intensivas por parte de los estudiantes, sefialan que aunque
¢éstos aporten respuestas correctas han mostrado dificultades para aportar explicaciones
pertinentes relativas a la resolucion del problema. Sin embargo, este trabajo se centra es
estudiar las potencialidades de la herramienta utilizada, es decir se centra en analizar las
bondades del analisis epistémico desarrollado previamente a la experiencia de aula.

Berenson y Nason (2003) usan las representaciones de la razén como una herramienta
para evaluar y promover el desarrollo del conocimiento del contenido. En esta
investigacion se recogen evidencias que sugieren que las representaciones proporcionan
una valiosa imagen de la comprension, en términos de la profundidad y precision, del
conocimiento del contenido que los futuros maestros muestran en sus planes de leccion.
Los estudiantes que mostraron una comprension fuerte de la razon incluyeron multiples
representaciones en sus planes de leccion.

Otros estudios que se han preocupado por promover el desarrollo del conocimiento de
los profesores en formacion inicial en relacion con la razon y la proporcionalidad pero
se han centrado en caracteristicas asociadas al conocimiento pedagogico del contenido
PCK? . En este sentido, la investigacion de Misailidou (2003) se presenta una
metodologia innovadora para evaluar y posiblemente desarrollar el conocimiento
pedagogico del contenido (PCK) de profesores de matematicas. En un trabajo previo la
investigadora habia desarrollado y validado una prueba para diagnosticar el
conocimiento matematico sobre la razon y la proporcion de estudiantes de secundaria,
una version modificada de esta prueba se aplico a una muestra de profesores de
matematicas en activo y en formacion inicial con el propdsito de evaluar su PCK, pues
los profesores debian indicar los posibles errores que segin ellos cometerian los
estudiantes, sugerir ideas, métodos, alternativas de ensefanza para remediar las
dificultades indicadas y predecir la dificultad de cada item mediante una escala de 5
categorias que iban de “muy facil” a “muy dificil”. La adopcion del modelo Rasch para
el analisis de los datos proporciond dos herramientas de retroalimentacion los “Item
maps” para cada tarea del instrumento y los “Performance maps” para cada profesor
participante. En sintesis en esta investigacion tales herramientas junto con el
instrumento de diagnostico se proponen como un nuevo y eficiente enfoque para
explorar el conocimiento necesario para la ensefianza.

2.4 APORTES TEORICOS SOBRE EL RAZONAMIENTO PROPORCIONAL

A nivel tedrico encontramos estudios que identifican los componentes matematicos del
dominio del razonamiento proporcional, los objetivos cognitivos que ha de procurar la
instruccion, en relacion con los contenidos conceptuales y procedimentales de la razén y
proporcionalidad, en los diferentes niveles educativos. A fines del los afios 70 los
investigadores estuvieron convencidos de la complejidad de las conexiones entre los

*% pedagogical Content Knowledge PCK, en el sentido de Hill, Rowan y Ball (2005)

48 Depto. de Diddctica de la Matematica. Universidad de Granada



Competencias Matematicas Promovidas...

numeros racionales, el razonamiento proporcional, y muchos otros conceptos
matematicos cuya naturaleza es multiplicativa.

Como ya describimos en el apartado 2.2, Kieren (1976) afirm6 que para comprender los
nimeros racionales es preciso abordar las diferentes interpretaciones (parte-todo, razon,
operador, cociente y medida), y no quedarse unicamente en el calculo de operaciones
con fracciones. Este investigador analiz6 la comprension matematica de cada uno de los
subconstructos, los mecanismos de equivalencia y particion que ayudan a los nifios a
construir la comprension de cada subconstructo. Otros analisis (Behr, Lesh y Silver,
1983; Ohlsson, 1988) aportaron diferente cantidad de subconstructos, pero aunque se
admita una u otra cantidad, el argumento mas persuasivo que derivo de estos estudios se
refiere a que el curriculo de matematica, en ese momento, no estaba proporcionando una
formacion adecuada para la comprension de los nlimeros racionales.

La fenomenologia didactica de Freudenthal (1983) ha ayudado a los investigadores a
relacionar ideas matematicas complejas (entre esas los subconstructos de los racionales)
con objetos mentales, actividades humanas, y fenomenos reales que son organizados por
esas nociones matematicas. Este investigador ha sugerido multiples ejemplos de
situaciones cotidianas accesibles para los escolares a través de los cuales la ensefianza
puede proporcionar una incursion al mundo de los ntimeros racionales. Freudenthal
elabora las nociones de exposiciones, composiciones y constructos para organizar las
situaciones del entorno en las que estd implicada la razon, y describe la nocion de
proporcionalidad a través de parejas de exposiciones, composiciones y constructos; en
el capitulo 4 detallamos la vision expuesta por Freudenthal.

Schwartz (1988) estudi6 el papel de las cantidades en operaciones multiplicativas
ampliando la comprension de la complejidad cognitiva de esas operaciones. En el
analisis semantico realizado por estos investigadores distinguieron las cantidades
extensivas de las intensivas.

Vergnaud (1983, 1988) introdujo el constructo de campo conceptual. El campo
conceptual multiplicativo se refiere a un complejo sistema de conceptos
interrelacionados, ideas de los estudiantes (destrezas, competencias y dificultades),
procedimientos, problemas, representaciones, objetos, propiedades y relaciones que no
pueden ser estudiadas de manera aislada. Los contenidos del campo conceptual
multiplicativo son multiples e incluyen topicos tales como: multiplicacion, division,
fracciones, razones, proporciones simples y multiples, nimeros racionales, espacios
vectoriales. La comprension de este campo se desarrolla a lo largo de muchos afos, y no
se logra de forma lineal.

En el estudio de Clark, Berenson y Cavey (2003) intentan comprender la relacion entre
la razén y la fraccion a través de un estudio fenomenologico en el que se usdé como
referencia libros de texto y la experiencia de los investigadores. Estos investigadores
identifican 5 posibles modelos, usando diagramas de Venn, que describen la relacion
entre estas dos nociones, a saber: las razones como un subconjunto de las fracciones, las
fracciones como un subconjunto de las razones, ambos conjuntos disjuntos, conjuntos
distintos con interseccion no vacia o conjuntos idénticos. Estos investigadores adoptan
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la postura que considera que las razones y las fracciones constituyen conjuntos distintos
cuya interseccion no es vacia (Figura 2.3). Utilizan este modelo para analizar la forma
en la que los estudiantes usan las nociones de razén y fraccion en la resolucion de
problemas que implican tales conceptos.

Aplicaciones algebraicas, razén de
cambio, graficas, funciones

Conceptual Abstraccién

Razén Fraccion

Parte-Parte y Parte-Todo

Conjuntos ! Representaciones
asociados : fraccionarias

Razones en forma
no fraccionaria,
como en 5:3, 60 km

Operador Cociente

por hora, 3 tazas de Represe'ntaci'ones
agua por cada 2 de fraccionarias i Incluye
limén Inc;:lgsa [I)[:Iduli‘;:i de probabilidad

A&nqﬁ ‘\

Figura 2.3. Modelo sobre la relacion entre razon y fraccion, propuesto por Clark,
Berenson y Cavey (2003)

Recientemente, Modestou y Gagatsis (2010) proponen un nuevo modelo sobre el
razonamiento proporcional, mismo que estd basado tanto en informacion bibliografica
como en informacién procedente de investigaciones empiricas desarrolladas por los
investigadores. Utilizan 3 pruebas escritas que incluyen situaciones de analogias,
proporcionales y no proporcionales; éstos fueron administrados a nifios de 7° a 9° grado.
Los resultados recogidos por estos investigadores sugieren la existencia de un modelo
multi-componente del razonamiento proporcional, contribuyendo asi a la reformulacion
del concepto (Figura 2.4). Los componentes de este modelo son: el razonamiento
analogico, la proporcionalidad rutinaria, y la conciencia meta-analogica. De este modo,
el razonamiento proporcional no coincide exclusivamente con el éxito en la resolucion
del restringido campo de problemas de razonamiento proporcional, valor ausente o de
comparacion, sino también implica el manejo de analogias verbales y aritméticas
(razonamiento analogico) asi como la capacidad de distinguir las situaciones no
proporcionales (conciencia meta-analogica). En la investigacion se valida el modelo y
se concluye que los problemas utilizados permiten explorar el razonamiento
proporcional de los estudiantes en relacion con los tres componentes propuestos por los
investigadores.
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Razonamiento Proporcional
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Figura 2.4. Modelo del razonamiento proporcional descrito por Modestou y Gagatsis
(2010)

2.5 INVESTIGACION SOBRE LA COMPETENCIA MATEMATICA DE LOS
MAESTROS DE PRIMARIA EN FORMACION INICIAL.

En la revision de investigaciones centradas en la competencia matematica de futuros
maestros de educacidon primaria encontramos un estudio desarrollado por Saenz (2007),
el cual se centra en evaluar el conocimiento funcional de las matematicas desde la
perspectiva del estudio PISA (OCDE, 2004) de estudiantes de magisterio, con el
objetivo de establecer el perfil de rendimiento de los mismos. El rendimiento se
determina en relacion con factores afectivos, actitudinales y con la capacidad de
resolucion de problemas, no todos matematicos.

Este investigador fundamenta la pertinencia de su investigacion afirmando que los
estudiantes de magisterio tendran, en el futuro, que ayudar a los estudiantes de primaria
a desarrollar las competencias matematicas identificadas en PISA pues éstas se han
utilizado para establecer los lineamientos definidos en el curriculo escolar de
matematica. Sdenz (2007) indica que aunque en PISA se evaltan estudiantes de 15
afos, el desarrollo de las competencias matematicas es un objetivo educativo de toda la
ensefianza obligatoria, de modo que no solo los profesores de secundaria han de trabajar
en este sentido sino también los de primaria.

En la investigacion utiliza las mismas variables que utiliza el estudio PISA, a saber, el
contenido matematico de las tareas (cambio y relaciones, espacio y forma, cantidad,
incertidumbre) y la complejidad del item (reproduccion, conexiones, reflexion). El
investigador sigue un proceso sistematico de distribucion de los items que el estudio
PISA 2003 ha hecho publicos en tres cuadernillos que incluyen los items de
matematicas y de solucion de problemas, también aplica un cuestionario que recoge las
variables afectivas y actitudinales.
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Entre los resultados manifestados por Saenz (2007) destaca la presencia de un perfil
bajo de rendimiento de los estudiantes de magisterio con un porcentaje medio de
respuestas correctas de un 64%. En la mayoria de items (17 de 31) los estudiantes de
magisterio no superan significativamente el porcentaje de aciertos de los alumnos de 15
afos. Segun este investigador una cuestion muy preocupante es que se presenta una
caida en el rendimiento cuando aumenta el nivel de complejidad de los items, de modo
que los maestros en formacién que tienen un rendimiento del 78 % de aciertos en tareas
que exigen competencias de reproduccion apenas pasan del 50 % en tareas de
conexiones y reflexion. Ademas indica que so6lo un porcentaje muy pequeiio de futuros
maestros (un 11%) alcanza un nivel de competencia alta, definida esa categoria con base
no so6lo en un rendimiento alto en la prueba global de matematicas sino también en un
rendimiento alto en las cuestiones de mayor dificultad.

Entre las recomendaciones derivadas de esta investigacion se encuentra la sugerencia de
apoyar el desarrollo del pensamiento matemadtico de los estudiantes de magisterio al
tiempo que aprenden a ser maestros. Segun Saenz (2007) los formadores de maestros
deben centrarse en disefiar procesos de ensefanza-aprendizaje y de evaluacion que
pongan el énfasis en la adquisicion de destrezas y conocimientos de matematizacion
horizontal y vertical (Rico, 2006).
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Nuestro estudio se fundamenta sobre tres pilares de referencia los cuales son el centro
de atencion de este capitulo dedicado al marco teodrico, a saber: la nocion de
competencia matematica; el conocimiento matematico de la razoén y a proporcionalidad
en el contexto de la formacidn inicial de maestros de educacion primaria y el andlisis
didactico como herramienta de planificacion que ha permito organizar los
conocimientos matematicos y competencias objeto del experimento de ensefianza.
Describimos los fundamentos que respaldan la nocién de competencia matematica que
hemos adoptado en nuestra investigacion. Posteriormente tratamos la postura expuesta
por distintos investigadores en relacion con el conocimiento profesional del maestro de
matematicas, concentrandonos en el conocimiento matematico comun de este colectivo,
especificamente en relacion con la razon y la proporcionalidad. Finalmente centramos la
atencion en el andlisis didactico debido a que ha sido la herramienta utilizada en las tres
fases del experimento de ensefanza realizado.

3.1 LA COMPETENCIA MATEMATICA DE LOS FUTUROS MAESTROS DE
EDUCACION PRIMARIA

Dado que uno de los objetivos generales de nuestra investigacion se centra en el estudio
de la contribucion de la experimentacion al desarrollo de la competencia matematica de
los futuros maestros de primaria, resulta conveniente presentar una revision sobre las
distintas acepciones relacionadas con el término competencia, seguidamente de la
descripcion que sobre esta nocidon encontramos en el ambito de la formacion de
maestros de Educacién Primaria. Posteriormente nos centrarnos en las definiciones y
caracterizaciones que sobre la competencia matematica se plantean en el plano de la
investigacion en Didactica de la Matematica y desde la perspectiva de proyectos
internacionales enfocados en esta nocidn, especialmente sobre la postura expuesta en el
estudio PISA, la cual ha sido el principal fundamento de nuestra investigacion.

3.1.1 Generalidades sobre la Nociéon de Competencia

Como se ha expuesto en el Capitulo 1 la necesidad de que la Educacion responda de
forma eficaz ante los nuevos retos derivados de la sociedad de las nuevas tecnologias y
del conocimiento, ha motivado que distintas organizaciones como la OCDE o los
gobiernos de los paises de la Union Europea hayan apostado por promover una reforma
educativa centrada en mejorar la calidad de los aprendizajes y basada en la nocién de
competencia. La cual se ha abordado extensamente desde diversos puntos de vista, la
cantidad de definiciones es abrumadora y no es nuestro interés hacer una revision
exhaustiva o detallada de este término. En este apartado recogemos algunas
definiciones, de las muchas que podemos encontrar, con el fin posterior de delimitar y
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situar la competencia matematica, sobre la que centramos nuestro interés, dentro de un
marco mas amplio.

Desde una perspectiva general el diccionario de la RAE*! indica que la competencia se
refiere a la pericia, aptitud, idoneidad para hacer algo o intervenir en un asunto
determinado; de la que podemos extraer que la competencia estd asociada a una accion,
trabajo, gestion o quehacer de las personas, la mencién de la idoneidad aporta un
elemento adicional referido a la forma en que se hace esa accion e indica que la misma
ha de realizarse de la mejor manera posible.

La competencia es la posibilidad que posee una persona de movilizar un conjunto
integrado de recursos, entre lo que estdn los conocimientos, saberes, esquemas,
automatismos y capacidades para resolver una serie de situaciones problema (Luengo,
Luzon y Torres, 2008). En este mismo sentido Perrenoud (2003) entiende que la
competencia es la facultad de movilizar un conjunto de recursos (saberes, capacidades,
informaciones, etc.) para solucionar con eficacia una serie de situaciones. Entonces una
actuacion que pueda calificarse como competente pone en evidencia comportamientos
formados por habilidades cognitivas, destrezas motoras y el uso de diversas
informaciones para llevar a cabo, de manera eficaz, una actividad particular.

Diversos autores recogen una vasta cantidad de definiciones y acercamientos a la nocion
de competencia referida a distintos campos de actuacion, pero centrandose
especialmente en el dmbito educativo (Cano, 2008; Luengo, Luzén y Torres, 2008;
Lupianez, 2009; Rico y Lupiaiez, 2008).

De las posibles definiciones de competencias destacamos dos de ellas situadas en el
contexto educativo debido a la trascendencia de los proyectos internacionales en los que
se enmarcan. En el Proyecto Tunning, Gonzalez y Wagenaar (2003) sostienen que las
competencias representan una combinacién dindmica de atributos, en relacion al
conocimiento y su aplicacion, a las actitudes y responsabilidades, que describen los
resultados de aprendizaje de un determinado programa o cémo los estudiantes seran
capaces de desarrollarse al final del proceso educativo. En el marco del Proyecto
Definicion y Seleccion de Competencias (DeSeCo) se afirma que la competencia es la
capacidad de asumir demandas complejas y llevar a cabo tareas de forma adecuada, lo
cual supone una combinaciéon de habilidades practicas, conocimientos, motivacion,
valores, actitudes, emociones y otros componentes sociales y de comportamiento que se
movilizan conjuntamente para lograr una accion eficaz (OCDE, 2005b).

En relacion con la definicion genérica de competencia, dentro de marcos curriculares o
de proyectos internacionales vinculados con temas educativos, Rico y Lupiafiez (2008)
aportan un amplio marco de referencia que les ha hecho posible delimitar el significado
del término en el ambito de la educacion y describir esta nocion en relacion a tres
componentes: (1) componentes cognitivos o de otros tipos que cada autor revisado
incorpora, (2) finalidades que se asignan a la nocion de competencia y (3) contexto en el
que se desempefia la competencia. Estos investigadores han estudiado multiples

?! Real Academia Espafiola
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acercamientos a la nocidon de competencia, en funcion de estos tres componentes. A
partir de la comparacion establecida entre las diferentes aproximaciones a la nocion de
competencia, sintetizan tres caracteristicas comunes a las definiciones analizadas:

1. La competencia sirve para algo y se manifiesta mediante la accion. Se expresa a
través de comportamientos que se aplican cuando se debe resolver problemas o
situaciones variadas, pero en ambos caso revestidas de cierta complejidad que
demanda del sujeto una actuacion eficaz.

2. Se muestra mediante el desarrollo personal y social del sujeto competente,
entendiendo este desarrollo como un crecimiento intelectual, emocional, social,
entre otros. Se expresa en la manera en la que las personas deciden vivir, en como
mejoran su situacion y toman decisiones que les garanticen una mejor calidad de
vida.

3. Hace referencia siempre a un contexto de aplicacion, por lo que la caracterizacion
de la misma, los comportamientos que dan cuenta de su logro o evolucion,
dependen del ambito de accidn, ya sea laboral, social o educativo.

Desde una perspectiva curricular, las competencias, al igual que los objetivos
especificos, enuncian expectativas sobre el aprendizaje de los estudiantes, sin embargo
ambas nociones no son equivalentes (Lupiafiez, 2009). Este investigador sefnala que los
objetivos se enuncian en términos de capacidades o de dominio de determinados
conocimientos que se proponen para adquirirse en un tiempo cercano y hacen referencia
a unos contenidos determinados; mientras que las competencias poseen un caracter
global ya que integran diversos aprendizajes, no estdn usualmente vinculados con
materias o contenidos especificos y se plantean para un periodo completo de formacion,
por lo que se admiten distintos grados de adquisicion o desarrollo. Aunque ambas
nociones tienen una frontera que las distingue también mantienen estrechos vinculos
pues es a través del trabajo sobre los objetivos especificos y de tareas asociadas a los
mismos, como una competencia se va construyendo.

En el contexto educativo europeo y particularmente en Espana, la organizacion de los
aprendizajes y demas componentes de la accion educativa se ha definido en base a la
nocion de competencia clave o basica. Asi, en el Real Decreto 1513/2006, por el que se
determinan las ensefianzas minimas en la Educacion Primaria, en relacion con la nocion
de competencia basica plantea que:

La incorporacion de competencias basicas al curriculo permite poner el acento en
aquellos aprendizajes que se consideran imprescindibles, desde un planteamiento
integrador y orientado a la aplicacion de los saberes adquiridos. De ahi su caracter
basico. Son aquellas competencias que debe haber desarrollado un joven al finalizar
la ensenianza obligatoria para poder lograr su realizacion personal, ejercer la
ciudadania activa, incorporarse a la vida adulta de manera satisfactoria y ser capaz
de desarrollar un aprendizaje permanente a lo largo de la vida. (MEC, 2006a, p.
43058)
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En el ambito de la educacion superior la nocidon de competencia establecida en el
Proyecto Tuning ha resultado ser uno de los referentes trascendentales en la
configuracion de los nuevos programas de estudio en Espafia. Desde este proyecto las
competencias y las destrezas se conciben como:

Conocer y comprender (conocimiento teorico de un campo académico), saber como
actuar (la aplicacion practica y operativa del conocimiento a ciertas situaciones),
saber como ser’’ (los valores como parte integrante de la forma de percibir a los
otros y vivir en un contexto social). Las competencias representan una combinacion
de atributos (con respecto al conocimiento y sus aplicaciones, aptitudes, destrezas y
responsabilidades) que describen el nivel o grado de suficiencia con que una
persona es capaz de desemperiarlos (Gonzalez y Wagenaar, 2003, p.80).

En el proyecto Tuning se proponen una serie de competencias genéricas para todas las
titulaciones universitarias, clasificadas en tres grupos: competencias instrumentales,
competencias interpersonales y competencias sistémicas. Ademads, se consideran las
competencias especificas de cada titulacion. Dado que nuestra investigacion se
desarrolla en el contexto de la formacion de maestros de Educacion Primaria recogemos
a continuacion la descripcion y caracterizacion de las competencias relativas a esta
titulacion.

3.1.2 Competencias en La Formacién Inicial de los Maestros2? de
Educacién Primaria

El sistema de formacion inicial de maestros en Espaia tiene una antigiiedad notoria, a la
fecha de hoy més de ciento sesenta y cinco afios, tiempo a lo largo del cual los planes de
formacion han sufrido multiples modificaciones en relacion con las condiciones de
acceso a estos estudios, la institucion encargada de impartir esta formacion, y
especialmente en relacion con las finalidades generales de la formacién de maestros las
cuales han derivado de los cambios experimentados por la sociedad espafiola (Castro,
2011; Sierra y Rico, 1997).

La modificaciéon mas relevante y reciente que ha experimentado el programa de
formacion de maestros se debe a la incorporacion de Espafia al Espacio Europeo de
Educacion Superior (EEES). Este programa formativo ha sufrido transformaciones en
las diferentes dimensiones y niveles del curriculo, motivadas por la necesidad de
organizar los estudios universitarios en funcion de la nocidon de competencia. Este
proceso de transformaciones ha requerido del trabajo conjunto de profesores
universitarios de distintas instituciones de Educacion Superior y de entidades como
ANECA?, asi como de profundas reflexiones sobre como desarrollar un programa de

22 La negrita es de los autores.

23 En el sistema educativo espaiiol, salvo periodos muy concretos, la denominacion general y oficial del
Profesor de Primaria ha sido la de Maestro. Igualmente, la denominacion genérica de las Instituciones
encargadas de la formacion de Maestros ha sido la de Escuelas de Magisterio o Escuelas Normales (Sierra
y Rico, 1997).

24 Agencia Nacional de Evaluacion de la Calidad y Acreditacion.
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formacion de maestros basado en la nocidén de competencia (Flores, Segovia, Lupiafiez,
Molina, Roa y Ruiz, 2007).

Uno de los resultados concretos de este proceso de trabajo y reflexion conjunta ha sido
el Libro Blanco para la Titulacion de Maestro en el cual se describen las competencias
profesionales comunes a todos los perfiles de maestro y las competencias especificas
referentes a cada perfil de maestro y area de conocimiento (lengua, matematicas,
ciencias, historia y geografia) hacia las cuales ha de orientarse el proceso de formacion
de los estudiantes de magisterio. Este ha sido uno de los muchos proyectos que
derivaron en los actuales planes de formacién de maestros vigentes en la Educacion
Superior en Espana.

Particularmente, el plan de estudios de la titulacion de maestro especialista en educacion
primaria® de la Facultad de Ciencias de la Educacién de la Universidad de Granada
aprobado en BOE de 14 de febrero de 2001 (MEC, 2001) establece que la formacion de
los maestros tiene un caracter generalista; son maestros de los distintos niveles de
primaria, desde primero a sexto curso, encargados de impartir las materias de lengua,
matematicas, conocimiento del medio social, natural y cultural y expresion artistica en
las cuales, durante su formacién, se incide especialmente. En este documento se
enuncian las competencias que deseablemente han de desarrollar los estudiantes de
magisterio a lo largo de su educacidn superior, las recogemos a continuacion en la Tabla
3.1

Tabla 3.1.Competencias profesionales de la titulacion de Maestro de Educacion
Primaria de la Universidad de Granada

Cognitivas (Saber)

Adquirir los conocimientos basicos sobre las distintas disciplinas que han de impartir
en el ejercicio de su labor profesional y la capacidad de aplicarlos a la practica de
aula.

Adquirir los conocimientos psico-socio-pedagodgicos basicos que le permitan el
adecuado desarrollo de la labor docente.

Capacidad critica para analizar el disefio curricular de cada una de las areas docentes.

Adquisicion de una vision globalizada e interdisciplinar de los contenidos objeto de
ensefianza y aprendizaje.

Adquirir saberes reflexivos de naturaleza epistemolédgica, psicopedagdgica y social
que le permitan investigar e interpretar los acontecimientos del aula y tomar
decisiones acertadas, sabiendo argumentarlas.

Entender e interpretar problemas relevantes para la ensefianza de la materia.
Habilidad para disefiar y desarrollar las asignaturas en un contexto social realista.

Habilidades para la obtencion y tratamiento de la informacion de manera cualitativa y
cuantitativa.

Habilidades bésicas de manejo del ordenador.

25 Anexo A
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Tabla 3.1.Competencias profesionales de la titulacion de Maestro de Educacion
Primaria de la Universidad de Granada

Comunicacidn correcta, coherente y apropiada, oral y escrita, en la propia lengua, asi
como en una segunda lengua.

Capacidad para afrontar las dificultades y problemas propios de la profesion y tomar
decisiones.

Capacidad de aprender a aprender.
Habilidad para el razonamiento logico y la formulacion de argumentos.

Capacidad para armonizar e integrar la teoria y la practica educativa, asi como para
orientar y tutorizar al alumnado en los &mbitos personales, académicos y
vocacionales.

Procedimentales/Instrumentales (Saber hacer)

Capacidad para ejercer como profesionales comprometidos en el cambio y mejora del
proceso educativo y del entorno social en los contextos donde desarrollen su actuacion
asi como de su mejora profesional, a través de la innovacion y formacioén permanente.

Capacidad para actuar como investigador de los propios procesos en que se desarrolle
su trabajo, asi como para prestar la ayuda necesaria a fin de que los alumnos consigan
su plenitud personal.

Capacidad para realizar su tarea como investigador, como medio de orientacion,
progreso, renovacion y mejora de la calidad en el campo de la ensefanza.

Capacidad para disefiar y planificar proyectos educativos de forma autobnoma, creativa
y critica, asi como de tomar decisiones en relacion con los procesos de ensefianza y
aprendizaje.

Contactar con la realidad escolar que les permita la formacion inicial en la practica
real de aula y, al mismo tiempo conlleve a la reflexion critica entre teoria y practica.

Capacidad para adaptarse a diversas situaciones de ensefianza y aprendizaje.

Capacidad de critica y autocritica en relaciéon con el desarrollo de la profesion
docente.

Actitudinales (Ser)

Capacidad para ejercer como maestro de manera critica y reflexiva en una comunidad
con diversidad cultural y con pluralidad de valores.

Ser habil para relacionarse con todos los colectivos implicados en la ensefanza y para
el trabajo en equipos interdisciplinares.

Adquirir actitudes y modelos de organizacion social que favorezcan la instauracion en
el aula de un compromiso ético y del derecho a la diferencia.

Capacidad de ejercer como agente subsidiario de la familia en la educacion de los
nifos y favorecer actitudes positivas hacia el reconocimiento de su papel como agente
de transformacion y cambio social.

Convencimiento de que su actitud en las relaciones con sus alumnos ha de ser de
observacion, escucha, apertura, tolerancia, flexibilidad y empatia.

Adopcion de actitudes inclusivas que faciliten la integracion y normalizacion del
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Tabla 3.1.Competencias profesionales de la titulacion de Maestro de Educacion
Primaria de la Universidad de Granada

alumnado con necesidades educativas especiales.

Capacidad para la colaboracion especifica con profesionales especializados en orden a
la implantacion de estrategias preventivas en el desarrollo de los aprendizajes.

Participacion en la transformacion de la cultura institucional de los centros y ambitos
educativos donde intervengan, planteando dinadmicas alternativas para ejercer la
docencia.

El interés de nuestra investigacion se centra, como ya se ha descrito en el Capitulo 1, en
una de las competencias especificas de los futuros maestros: la competencia
matematica. En el siguiente apartado describimos como se aborda esta nocion en este
ambito de formacion.

3.1.3 Competencias Matematicas en la Formacién Inicial de Maestros
de Educacion Primaria

La investigacion que hemos realizado se desarrollé en el contexto de la asignatura
Matematicas y su Didactica en el curso académico 2009-2010*°, momento en el que,
aunque estaba vigente el plan de estudios recogido en la resolucion de 25 de enero de
2001 de la Universidad de Granada (MEC, 2001), se culminaba un proceso de cambios
en las directrices de la educacion superior y en la organizacion curricular de este nivel
educativo. Estos cambios han sido motivados por la adaptacion del sistema de
formacion inicial universitaria al sistema de grados y postgrados del Espacio Europeo
de Educacion Superior (EEES).

El primer paso para revisar la formacion de los maestros fue el trabajo realizado por una
red de universidades espafiolas con el objetivo explicito de realizar estudios y supuestos
précticos en el disefio de un Titulo de Grado adaptado al Espacio Europeo de Educacion
Superior, coordinado desde la Universidad Autonoma de Madrid. El resultado fue el
Libro Blanco, Titulo de Grado en Magisterio (ANECA, 2005).

El estudio realizado por la ANECA?" (2005), en relacion con las competencias
especificas al area de matematicas, sefiala dos competencias que guardan relacion con la
formacion matematica basica de los docentes, como las mds valoradas por los
profesores encargados de la formacion del profesorado:

- Usar y hacer usar a los alumnos los numeros y sus significados, ser capaz de medir
v usar relaciones métricas, ser capaz de representar y usar formas y relaciones
geométricas del plano y del espacio, ser capaz de analizar datos y situaciones
aleatorias en situaciones diversas, tanto en situaciones no escolares como escolares.
- Conocimiento del contenido matemdtico suficientemente amplio que le permita
realizar su funcion docente con seguridad. (p. 101)

26 Ver Apartado 3.2.2
27 Agencia Nacional de Evaluacion de la Calidad y Acreditacion.
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Las competencias especificas de la titulacion se concretan de forma particular en cada
una de las asignaturas que se contemplan dentro de este programa formativo. El interés
de nuestro estudio se centra en la formacion matematica de los futuros maestros la cual,
en la Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad de Granada, se aborda a
través de una asignatura troncal, Matematicas y su Didactica y una obligatoria,
Curriculo de Matematicas de FEducacion Primaria, complementariamente los
estudiantes pueden complementar su formacion matematica eligiendo una asignatura
optativa, centrada en la resolucion de problemas.

Sin embargo, destacamos que nuestra investigaciéon se desarrolla en la asignatura
Matematicas y su Didactica, misma que detallamos posteriormente en el apartado 3.2.2.
Aunque durante el curso 2009-2010 atn no estaban vigentes los planes actuales de
formacién inicial de maestros de educacion primaria, el desarrollo de la asignatura
Matematicas y su Didactica ya se desarrollaba desde el enfoque curricular basado en la
nocion de competencia. Esta asignatura habia sido objeto de un proceso de re-
organizacion y experimentacion, promovido en la Facultad de Ciencias de la Educacion,
con el objetivo de extraer conclusiones para la remodelacion de los titulos universitarios
que debia producirse en el afio 2010 en el marco de la convergencia europea de la
educacion superior.

En el marco de esta asignatura, nos interesamos en aquellas competencias especificas
contempladas en el perfil de maestro de Educacion Primaria que persiguen formar a los
futuros maestros de forma tal que éstos en el futuro puedan ayudar a los nifios a alcanzar
los objetivos del area de matematicas del curriculo escolar. En este sentido, Llinares
(2009) afirma que ser competente en la ensefianza de las matematicas significa ser
competente en dos ambitos, por una lado significa conocer y por otro lado saber usar el
conocimiento en las situaciones de ensefianza en las que es pertinente. Este investigador
afirma que un maestro competente es aquel que posee un conocimiento especifico sobre
como gestionar las situaciones comunicativas en la clase de matematicas, con el fin de
potenciar el desarrollo de la competencia matematica en los alumnos, centrando la
atencion en cdmo se comunican los procesos matematicos usados y en qué medida las
representaciones usadas ayudan a transmitir lo que se pretende. Para estos efectos es
indudable que el futuro maestro debe desarrollar, entre otras, una competencia
matematica que le permita realizar distintas acciones en la labor educativa dirigidas al
desarrollo de sus estudiantes.

Los principios de los nuevos planes de formacion inicial de maestros de primaria se
recogen en el marco legal de la orden ECI/3857/2007 de 27 de diciembre. Es esta orden
se establece explicitamente la consideracion de la competencia matematica como una
expectativa de aprendizaje que deben desarrollar los futuros maestros. Se establece que
el plan de estudios del grado de maestro ha de incluir como minimo un modulo relativo
al area didactico y disciplinar de la matematica en el que puedan, entre otras, adquirir
competencias matematicas basicas (numéricas, calculo, geométricas, representaciones
espaciales, estimacion y medida, organizacion e interpretacion de la informacion, etc.),
plantear y resolver problemas vinculados con la vida cotidiana y valorar la relacion
entre matematicas y ciencias como uno de los pilares del pensamiento cientifico.
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Aunque no hemos entrado en la descripcion de las competencias matematicas,
adelantamos que Lupiafiez y Rico (2008) proponen que éstas expresan expectativas de
aprendizaje relativas al conocimiento matemdtico en accidn, consiste en utilizar la
actividad matematica en contextos tan variados como sea posible, saber hacer en la
practica mediante la aplicacion de conocimientos matematicos, enfatizando procesos
sociales como la comunicacion y la argumentacion, ademas afirman que la competencia
matematica se desarrollard exitosamente en la medida en que los conocimientos
matematicos se apliquen a una amplia variedad de situaciones provenientes de otros
campos y de la vida cotidiana.

3.1.4 La Nocion de Competencia Matematica

Es mucho lo que se ha escrito sobre la competencia matematica y no es nuestro interés
repetir lo que ya han expuesto otros investigadores sino presentar algunas de las
propuestas con el fin de identificar descriptores de la misma que nos permitan estudiar
las producciones matematicas de los estudiantes para maestro y lograr describir el nivel
de desempefio manifestado por ellos en las tareas realizadas en nuestra investigacion.
Nuestra investigacion se fundamenta en un supuesto elemental y es que los maestros de
primaria no pueden ayudar a los nifios a desarrollar la competencia matematica si ellos
mismos no han logrado construir un nivel de desempeio aceptable de la ésta. En este
sentido Niss (citado en Goémez, 2007, p. 127) afirma que un “buen profesor de
matematicas” es aquel que puede inducir y promover el desarrollo de las competencias
matematicas en sus estudiantes, lo cual obviamente implica que el profesor mismo debe
poseer esas competencias matematicas.

Un acercamiento a la nocion de competencia matematica exige la revision de las
perspectivas expuestas, en relacion a la misma, desde diversos dmbitos de actuacion. En
contraste con la nocion genérica de competencia vinculada también al &mbito laboral, la
competencia matematica es una nocion utilizada en la elaboracion de nuevos marcos
curriculares y constituye el nucleo de proyectos de evaluacion de gran cobertura como
lo es el estudio PISA*™ (OCDE, 2004).

Desde una perspectiva internacional el Informe Adding It Up: Helping children learn
mathematics (Kilpatrick, Swafford y Findell, 2001) se ocupa de explorar como los
estudiantes de educacion infantil (pre-escolar) hasta el 8° grado aprenden matematicas,
ademds aportan sugerencias sobre como ensefiar matematicas, recomiendan reformas
curriculares que podrian incidir en la mejora del aprendizaje de las matematicas a lo
largo de ese periodo formativo. En este informe los autores indican que con base en su
experiencia como investigadores y profesores de matematicas y en el andlisis de las
matematicas objeto del aprendizaje han decidido adoptar el término “mathematical

28 Programme for International Student Assessment. En castellano se ha traducido como Proyecto Internacional para
la Produccion de Indicadores de Rendimiento de los Alumnos.
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proficiency” para referirse a una serie de componentes, que seguin ellos, son necesarios
para que cualquier persona aprenda matematicas.

Este informe considera que la “mathematical profiency”, traducida al castellano por
Lupianez (2009) como competencia matematica y por oros autores como pericia
matematica (Puig, 2008). Tiene cinco componentes (Figura 3.1), las cuales son
interdependientes.

Competencia

estratégica
Fluidez | Razonamiento
procedimental adaptativo
S /
Comprensién Disposicion
conceptual productiva

Figura 3.1. Componentes de la “competencia matematica” en el Informe Adding It Up

Lupiafiez (2009) sintetiza cada uno de los componentes descritos en este informe como
a continuacion:

Comprension conceptual: comprension de los conceptos matemadticos, las
operaciones y las relaciones. Se refiere a una comprension integrada y funcional de
las ideas matematicas.

Fluidez procedimental: habilidad para llevar a cabo procedimientos de manera
fluida, precisa, eficiente y apropiada. También se refiere al conocimiento de cuando
y como llevarlos a cabo.

Competencia estratégica.: habilidad para formular, representar y resolver problemas
matematicos.

Razonamiento adaptativo: capacidad para el pensamiento logico, la reflexion, la
explicacion y la justificacion. También se refiere a las relaciones entre conceptos y
situaciones.

Disposicion productiva: inclinacion habitual a considerar las matematicas como
algo sensible, util y que vale la pena, conjuntamente con la creencia de ser diligente
v eficaz en matematicas (p. 91).

Desde un marco europeo, en el marco del Proyecto Eurydice” se sefialan algunos
descriptores que caracterizan a una competencia como competencia clave, entre estos

» La Red Eurydice tiene como misién analizar y ofrecer informacion sobre los sistemas y politicas
educativas europeas. La componen 37 unidades nacionales con base en los 33 paises participantes en el
programa de Aprendizaje Permanente de la UE (Estados miembros de la UE, paises de la Asociacion
Europea de Libre Comercio, Croacia y Turquia).
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criterios estan: sea potencialmente beneficiosa para todos los miembros de la sociedad,
han de cumplir con los valores, convenciones éticas, econdmicas y culturales de la
sociedad a la que afectan y consideran el contexto de modo tal que se toman en cuenta
las situaciones comunes y probables que las personas deberan enfrentar a lo largo de la
vida. En este proyecto se considera que el cdlculo aritmético, al igual que destrezas
elementales de lectura y escritura, constituyen el punto de partida para cualquier
aprendizaje (Unidad Europea de Eurydice, 2002).

En el contexto de la educacion en Espaia, el curriculo de la educacion obligatoria ha
incorporado como eje neuralgico de la misma las competencias bdasicas o claves, las
cuales permiten subrayar aquellos aprendizajes que se consideran indispensables, las
definen como aquellas competencias

que debe haber desarrollado un joven o una joven al finalizar la ensefianza
obligatoria para poder lograr su realizacion personal, ejercer la ciudadania activa,
incorporarse a la vida adulta de manera satisfactoria y ser capaz de desarrollar un
aprendizaje permanente a lo largo de la vida (MEC, 2006a, p. 43058).

Una de las competencias clave o basicas que se ha fijado para la Educacion Primaria es
la competencia matematica (Real Decreto 1513/2006). Desde el marco legal que
delimita las ensefianzas minimas en este nivel se establece que el objetivo general es
conseguir la alfabetizacion numérica de los individuos, la cual se entiende como

...la capacidad para enfrentarse con éxito a situaciones en las que intervengan los
numeros y sus relaciones, permitiendo obtener informacion efectiva, directamente o
a través de la comparacion, la estimacion y el calculo mental o escrito. Es
importante resaltar que para lograr una verdadera alfabetizacion numérica no basta
con dominar los algoritmos de calculo escrito, se precisa también, y principalmente,
actuar con confianza ante los numeros y las cantidades, utilizarlos siempre que sea
pertinente e identificar las relaciones basicas que se dan entre ellos (p. 43095-
43096).

En este marco legal se plantea que la resoluciéon de problemas ha de ser uno de los
pilares sobre los cuales ha de funcionar la educacion matemadtica ya que es el principal
soporte del aprendizaje de las matematicas, dado que ofrece la oportunidad para que los
nifios pongan en practica multiples capacidades tales como “leer comprensivamente,
reflexionar, establecer un plan de trabajo que se va revisando durante la resolucion,
modificar el plan si es necesario, comprobar la solucion si se ha encontrado, hasta la
comunicacion de los resultados” (MEC, 2006a; p. 43096)

Mais concretamente, en el Real Decreto 1513/2006 se fija de la siguiente forma lo que se
entiende por competencia matemadtica en la Educacion Primaria:

Consiste en la habilidad para utilizar y relacionar los numeros, sus operaciones
basicas, los simbolos y las formas de expresion y razonamiento matemdtico, tanto
para producir e interpretar distintos tipos de informacion, como para ampliar el
conocimiento sobre aspectos cuantitativos y espaciales de la realidad, y para
resolver problemas relacionados con la vida cotidiana y con el mundo laboral.
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Forma parte de la competencia matemdtica la habilidad para interpretar y expresar
con claridad y precision informaciones, datos y argumentaciones, lo que aumenta la
posibilidad real de seguir aprendiendo a lo largo de la vida, tanto en el ambito
escolar o académico como fuera de él, y favorece la participacion efectiva en la vida
social.

Asimismo esta competencia implica el conocimiento y manejo de los elementos
matematicos basicos (distintos tipos de numeros, medidas, simbolos, elementos
geométricos, etc.) en situaciones reales o simuladas de la vida cotidiana, y la puesta
en prdctica de procesos de razonamiento que Illevan a la solucion de los problemas o
a la obtencion de informacion. Estos procesos permiten aplicar esa informacion a
una mayor variedad de situaciones y contextos, seguir cadenas argumentales
identificando las ideas fundamentales, y estimar y enjuiciar la logica y validez de
argumentaciones e informaciones. En consecuencia, la competencia matematica
supone la habilidad para seguir determinados procesos de pensamiento (como la
induccion y la deduccion, entre otros) y aplicar algunos algoritmos de cdlculo o
elementos de la logica, lo que conduce a identificar la validez de los razonamientos y
a valorar el grado de certeza asociado a los resultados derivados de los
razonamientos validos.

La competencia matemdtica implica una disposicion favorable y de progresiva
seguridad y confianza hacia la informacion y las situaciones (problemas, incognitas,
etc.) que contienen elementos o soportes matemdticos, asi como hacia su utilizacion
cuando la situacion lo aconseja, basadas en el respeto y el gusto por la certeza y en
su busqueda a través del razonamiento.

Esta competencia cobra realidad y sentido en la medida que los elementos y
razonamientos matematicos son utilizados para enfrentarse a aquellas situaciones
cotidianas que los precisan. Por tanto, la identificacion de tales situaciones, la
aplicacion de estrategias de resolucion de problemas, y la seleccion de las técnicas
adecuadas para calcular, representar e interpretar la realidad a partir de la
informacion disponible estan incluidas en ella. En definitiva, la posibilidad real de
utilizar la actividad matemdtica en contextos tan variados como sea posible. Por
ello, su desarrollo en la educacion obligatoria se alcanzara en la medida en que los
conocimientos matemdticos se apliquen de manera espontinea a una amplia
variedad de situaciones, provenientes de otros campos de conocimiento y de la vida
cotidiana.

El desarrollo de la competencia matematica al final de la educacion obligatoria,
conlleva utilizar espontdaneamente -en los ambitos personal y social- los elementos y
razonamientos matemdticos para interpretar y producir informacion, para resolver
problemas provenientes de situaciones cotidianas y para tomar decisiones. En
definitiva, supone aplicar aquellas destrezas y actitudes que permiten razonar
matemdticamente, comprender una argumentacion matemdtica y expresarse y
comunicarse en el lenguaje matematico, utilizando las herramientas de apoyo
adecuadas, e integrando el conocimiento matemdtico con otros tipos de

conocimiento para dar una mejor respuesta a las situaciones de la vida de distinto
nivel de complejidad. (MEC, 2006a; p. 43059)
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Los planteamientos expresados en el marco legal de la Educacion Primaria nos permiten
reafirmar la necesidad de formar a maestros que estén capacitados para que puedan,
durante su labor docente, ayudar a que los nifios adquieran un nivel destacado de
competencia matematica.

Desde una perspectiva un tanto distante a las expuestas previamente, Puig (2008) define

.y . , . R 30
la nocidén de competencia matematica en el marco de los Modelos Tedricos Locales
como recogemos a continuacion:

“Ya hemos indicado que, considerada en el ambito mas general, el del conjunto de
las matemadticas, la competencia proporciona una descripcion de la conducta del
sujeto epistémico de las matematicas, es decir, ha de explicar y predecir el conjunto
potencialmente infinito de todas sus actuaciones (...). Cuando se trata de un alumno
concreto, lo que seria su modelo de actuacion local, es decir, el que da cuenta de sus
actuaciones observadas, no puede considerarse que da cuenta de su competencia en
el dominio en cuestion, ya que solo da cuenta de lo observado en las circunstancias
en que se hayan tomado los datos. Sin embargo, abusando del lenguaje, se habla en
ocasiones del nivel de competencia un alumno, comparando sus actuaciones
observadas con las actuaciones que predice el modelo de competencia” (p. 93).

Indudablemente la definicion y caracterizacion de competencia matematica que ha
tenido mayor difusion y atencion durante los ultimos diez afios ha sido la propuesta en
el estudio PISA (INECSE, 2005; Lupiafiez y Rico, 2008; OCDE, 2004; OCDE, 2005a;
Rico, 2006, 2007). Desde esta perspectiva se entiende que la alfabetizaciéon o
competencia matematica

Es la capacidad de un individuo para identificar y entender el papel que las
matematicas tienen en el mundo, hacer juicios bien fundados y usar e implicarse con
las matematicas en aquellos momentos en que se presenten necesidades para su vida
individual como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo. Esta
competencia general se puede desglosar en una serie de competencias especificas o
particulares (OCDE, 2004; p. 37)

De esta propuesta se deriva la preponderancia puesta sobre la capacidad de plantear,
formular, resolver, e interpretar problemas, aplicando los conocimientos matematicos en
multiples situaciones y contextos que varian en complejidad. En el apartado 3.2.2
presentamos la descripcion de la asignatura Matematicas y su Didactica y de su version
actual Bases Matematicas para la Educacion Primaria, en ambas se refleja que la
competencia matematica es una expectativa de aprendizaje sobre la cual se trabaja en el
programa de formacion inicial de maestros.

En nuestra investigacion hemos adoptado la postura propuesta en el estudio PISA en
relacion con la nocidon de competencia matematica debido a varias razones que
recogemos a continuacion:

3 Marco tedrico y metodoldgico usado en la investigacién en Educacién Matematica por diversos
investigadores entre los que destacan Luis Puig, Eugenio Filloy, Teresa Rojano, Alejandro Fernandez
Lajusticia.
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- La limitada descripcion de la competencia matematica que se desprende de los
documentos curriculares revisados correspondientes al nivel y asignatura en la
que ha tenido lugar el desarrollo del experimento de ensefianza de nuestra
investigacion. Y en este sentido el marco del estudio PISA ofrece una
descripcion concisa de la competencia matemadtica y sus componentes.

- Como afirma Lupidiez (2009) “el impacto de la nociéon de competencia
planteada por el estudio PISA ha sido y esta siendo determinante para la revision
de las orientaciones y de la normativa sobre las matematicas escolares en la
mayoria de los paises de la OCDE, como en Espafia, y en otros en vias de
desarrollo” (p. 90).

- La conexidon que guarda con el planteamiento funcional del curriculo de
matematicas, en éste “los conceptos y procedimientos matematicos tienen un
para qué cercano, sirven para algo tangible, pues las nociones matematicas
constituyen herramientas mediante las que actuamos para dar respuesta a
cuestiones, problemas e interrogantes del entorno. Esta perspectiva se centra en
como los escolares pueden utilizar lo que han aprendido en situaciones usuales
de la vida cotidiana, mas que en conocer qué contenidos del curriculo han
aprendido.” (Rico y Lupiafiez, 2008; p. 175). Esta perspectiva responde a
nuestro interés de elaborar una propuesta de trabajo en el aula que estimule el
desarrollo de la competencia matematica de los futuros maestros de Educacion
Primaria a través de la resolucion de problemas que involucren situaciones del
entorno cotidiano de las personas.

- El estudio PISA contempla diferentes aspectos que hacen posible considerarlo
como un marco curricular para la ensefianza de la matematica (Rico y Lupiafiez,
2008), este marco se ajusta a las expectativas de aprendizaje supuestas en la guia
docente de la asignatura Matematicas y su Didéctica o en la version actual de
esta asignatura.

Por los motivos expuestos nos dedicamos, en los siguientes apartados, a exponer los
aspectos fundamentales del estudio PISA que utilizamos en nuestra investigacion para
fundamentar el experimento de ensefianza y para describir el trabajo realizado por los
estudiantes de magisterio durante la experimentacidén, estos aspectos son:
caracterizacion de la competencia matematica, concrecion de la competencia
matematica en ocho competencias especificas y la descripcion de los niveles de
desempefio vinculados a cada una de esas ocho competencias.
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3.1.5 Fundamentos del Estudio PISA31

El objetivo de la evaluacion internacional que hace PISA ha sido establecer hasta qué
punto los sistemas educativos de los paises participantes (42 en 2003) han preparado a
sus estudiantes de 15 afios para jugar un papel constructivo como ciudadanos participes
en la sociedad. Constituye un compromiso por parte de los gobiernos de los paises
miembros de la OCDE para establecer un seguimiento de los resultados de los sistemas
educativos en cuanto al rendimiento de los alumnos, dentro de un marco internacional
comun (OCDE, 2004). El estudio adopta un enfoque amplio para evaluar el
conocimiento y las destrezas que se promueven en el ambito de la educacion secundaria,
teniendo como principal fundamento la utilizacién del conocimiento en tareas y
situaciones complejas que pertenecen a distintos ambitos del entorno. Uno de los
principales objetivos de este estudio es analizar la capacidad de los estudiantes para
aplicar los conocimientos adquiridos en el contexto escolar en la resolucion de
cuestiones que probablemente enfrenten las personas de la sociedad actual.

El proyecto PISA se ha enfocado en las areas de lengua, ciencias y matemadticas. Ha
sido el estudio PISA 2003 el que se ha utilizado como referencia principal de nuestra
investigacion debido a que el centro de atencion del mismo ha sido el area de
matematicas. En este estudio se incide en la competencia matematica, definida como “la
capacidad de los estudiantes para reconocer, comprender y participar en las matematicas
y opinar con fundamento sobre el papel que desempefian las matematicas en la vida
diaria” (OCDE, 2004; p. 14). En el mismo documento se afirma, de forma equivalente,
que “la competencia matematica es la aptitud de un individuo para identificar y
comprender el papel que desempefian las matematicas en el mundo, alcanzar
razonamientos bien fundados y utilizar y participar en las matematicas en funcion de las
necesidades de su vida como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo”
(OCDE, 2004; p. 28).

Es preciso subrayar que ha sido el enfoque funcional del conocimiento matematico
propuesto en el estudio PISA el que ha suscitado nuestro interés por adoptar la misma
postura en la toma de decisiones que derivaron en el disefio del experimento que se ha
realizado en nuestra investigacion. Desde esta perspectiva se consideran las
matematicas como un lenguaje, cuyo aprendizaje requiere que los estudiantes adquieran
y comprendan los elementos y estructuras que comprenden: términos, hechos, signos,
simbolos, procedimientos y destrezas, pero principalmente requiere que se aprenda a
utilizar esos elementos para resolver problemas complejos en una variedad de
situaciones (OCDE, 2004). Por lo que resulta un tanto inutil que una persona conozca

31 En la direccién www.pisa.oecd.org se encuentra una vasta cantidad de informacion sobre los propésitos, origenes y
caracteristicas de este estudio, no es nuestra intencién recoger exhaustivamente esta informacion sino clarificar de
qué manera hemos utilizado los insumos del estudio PISA 2003 en la elaboracion, aplicacion y analisis del
experimento de enseflanza objeto de nuestra investigacion.
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muy bien estos elementos de las matematicas y no llegue a ser capaz de entender las
relaciones entre los mismos ni saber como utilizarlos para resolver problemas.

3.1.5.1 Enfoque funcional de la matematica

El dominio de la competencia matemdtica del estudio PISA (OCDE, 2004) comprende
tres unidades principales:

- El contenido matematico que se requiere para resolver los problemas,
organizado de acuerdo a ciertas nociones claves. Para los propositos de la
evaluacion de PISA, estas nociones claves son: cantidad, espacio y forma,
cambios y relaciones, e incertidumbre. Los contenidos vinculados a la razén y
proporcionalidad, sobre los que hemos centrado nuestro estudio, consideran una
diversidad de conocimientos que se hacen presentes en los cuatro ejes de
contenido, pero se relacionan de forma mas directa con los ejes cantidad, y
cambios y relaciones.

- Las situaciones en que se ubican los problemas. Segun su grado de cercania con
la situacion particular del estudiante, se distinguen cuatro tipos de contextos: (1)
personales, que se relacionan con las actividades cotidianas vinculadas
directamente con la vida del estudiante, (2) educativos o laborales, aquellas que
el estudiante pudiera enfrentar en un ambiente escolar o en un supuesto entorno
de trabajo, (3) publicas, las que surgen en la interaccion diaria del individuo con
el mundo externo y (4) cientificas, son situaciones mas abstractas con las cuales
el estudiante esta poco relacionado, problemas cientificos, una teoria o un
referidas a cuestiones puramente matematicas. En nuestra investigacion hemos
utilizado la tipologia de situaciones propuesta en el estudio PISA (OCDE, 2004)
como uno de los descriptores usados para caracterizar las tareas realizadas en la
experimentacion (Capitulo 6 Descripcion de la Planificacion, desarrollo y
andlisis preliminar de las sesiones).

- Las competencias que deben ser aplicadas para conectar el mundo real, en el que
se generan los problemas, con las matematicas, para resolver asi los problemas.
Son pensar y razonar, comunicar, argumentar, representar, modelizar, plantear y
resolver problemas, utilizar el lenguaje simbolico, formal, y técnico, y las
operaciones, y emplear soportes y herramientas tecnoldgicas. La descripcion de
las competencias matematicas aportada en el estudio PISA y que detallamos mas
adelante, se ha utilizado en la investigacion para estudiar las actuaciones
manifestadas por los estudiantes de magisterio ante las demandas exigidas en la
resolucion de las tareas realizadas en la experimentacion.

Estas tres unidades corresponden a los componentes del enfoque funcional del curriculo
de matemadticas (Rico y Lupiafiez, 2008), dado que las personas resuelven las tareas
(situaciones, contextos, problemas) aplicando las herramientas cognitivas de que
disponen (conocimientos conceptuales y procedimentales) y para lograrlo debe
manifestar su competencia en la puesta en marcha de unos ciertos procesos que
caracterizan su razonamiento matematico (ej. comunicar, justificar, modelizar, entre
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otros). Como ya se ha expuesto en la presentacion de esta memoria, el objetivo del
experimento de ensefianza objeto de nuestra investigacion, ha sido promover y estudiar
el desarrollo del conocimiento matematico de los futuros maestros desde una
perspectiva funcional.

Una de las nociones que reciben mayor atencion en el estudio PISA es la
“matematizar”, la cual se entiende como el proceso o conjunto de estrategias que han de
seguirse para resolver un problema matematico que implica una situacion de la vida
real, tal y como se conciben en este estudio. Se sostiene que la matematizacién deberia
ser uno de los objetivos educativos que deben promoverse en todos los niveles (OCDE,
2004). La actividad de matematizar comprende cinco acciones:

1. Partir de un problema situado en la realidad.
2. Sistematizar el problema segin conceptos matematicos.

3. Gradualmente reducir la realidad mediante procedimientos como la
consideraciéon de cuales son los rasgos importantes del problema, la
generalizacion y formalizacion (y con ello se potencian los rasgos matematicos
de la situacion y se transforma el problema real en un problema matematico que
representa fielmente la situacion).

4. Resolver el problema matematico.
5. Dar sentido a la solucion matematica en términos de la situacion real.
3.1.5.2 Estudio PISA desde una Perspectiva Curricular

Aunque el proyecto PISA 2003 es un estudio internacional que incide sobre la
competencia matematica que poseen los estudiantes en un momento de su formacion
secundaria, alrededor de los 15 afios, nos interesamos especialmente por otra forma de
concebir este estudio. Rico y Lupiafiez (2008) aportan una nueva vision que considera al
estudio desde una perspectiva curricular. Estos investigadores plantean que “el estudio
PISA es un estudio curricular, puesto que se basa en la evaluacion de los sistemas
educativos; evaluacion que consiste en la valoracion del aprendizaje de los alumnos
expresado en términos de competencias. El estudio PISA estd enmarcado en una
estructura curricular precisa, coherente con las distintas areas que configuran el estudio”
(Rico y Lupianez, 2008, p. 230).

Encontramos en esta postura la razén que nos ha conducido a elegir el marco del estudio
PISA como fuente de principios que argumentan la elaboracidon, puesta en practica y
analisis del experimento de ensefianza realizado. Los fundamentos del estudio nos han
servido de guia para organizar las expectativas de aprendizaje, locales y globales, que
esperabamos se pudieran trabajar con los estudiantes de magisterio en el contexto
matematico de la razon y la proporcionalidad. En este sentido Rico y Lupiafiez (2008)
indican que

la consideracion del estudio PISA desde una perspectiva curricular tiene como valor
anadido el que contribuye a plantear directrices e ideas potentes que pueden servir
de guia para tomar decisiones en relacion con el curriculo de matematicas en curso
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v que ha sido objeto de evaluacion. Curriculo que, en Esparia, estd basado en un

enfoque funcional y entre cuyas prioridades sobre el aprendizaje de los alumnos se

encuentra el desarrollo de su competencia matematica. (p. 231)

Seglin estos investigadores en el estudio PISA se da respuesta a las cinco cuestiones que
caracterizan cualquier plan de formacion, las respuestas que conforman esta reflexion se

sintetizan en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2. Estudio PISA como un marco curricular

Componentes de un Marco
Curricular

Respuestas que se desprenden del Estudio PISA

Finalidad

(Por qué ensefiar matematicas?

Contenidos

(Qué matematicas ensenar?

Expectativas de aprendizaje

(Para qué aprendizaje?

Metodologia

(COmo ensefiar matematicas?

Evaluacion

(Qué instrumentos permiten
evaluar la competencia
matematica?

Consiste en desarrollar la competencia matematica
de los estudiantes, el principal fundamento de este
estudio es la utilidad del conocimiento matematico
en la resolucion de problemas que impliquen
situaciones de distinta naturaleza y complejidad.

En el mismo sentido que la finalidad descrita, los
conceptos y procedimientos son herramientas, que de
acuerdo con la situacion, pueden asumir distintos
significados y representaciones. Estos permiten
organizar y describir fendmenos.

Se pretende el desarrollo de competencias y dominio
de procesos cognitivos requeridos en la resolucion de
problemas. Los estudiantes deben dominar
competencias  matematicas  especificas  que
contemplan acciones que concretizan la competencia
matematica general.

La actividad matematica de los escolares que PISA
postula se basa en la matematizacion, que se
identifica con la resolucion de problemas.

Tareas que demandan la aplicacion del conocimiento
matematica en situaciones de diversos tipos y que
abordan una multitud de contextos diferentes, éstas
destacan el caricter funcional de las matematicas con
diversos niveles de complejidad.

Competencias Matematicas

El proyecto PISA subraya que “un individuo que deba participar con éxito en la
matematizacion en una gran variedad de situaciones necesita poseer un numero
suficiente de competencias matematicas que, juntas, puedan ser consideradas como una
competencia matematica comprensiva” (OCDE, 2004; p. 40-41). Para que un estudiante
resuelva un problema es preciso que ponga en marcha un conjunto de procesos o
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competencias matematicas, las cuales son concreciones de la alfabetizacion matematica
y se reflejan en capacidades que los estudiantes muestran cuando estan implicados en la
resolucion de problemas.

Estas competencias o procesos generales son: (1) pensar y razonar, (2) argumentar, (3)
comunicar, (4) modelizar, (5) plantear y resolver problemas, (6) representar, (7)
utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico y las operaciones, y (8) emplear
soportes y herramientas tecnologicas, posteriormente presentamos la descripcion
detallada de cada una. El estudio PISA (OCDE, 2004) considera que los logros de los
estudiantes en matematicas se pueden expresar mediante este conjunto de competencias,
ya que describen los procesos que se requieren para un domino matematico general.

Niveles de Desempeiio de las Competencias

Uno de los principios que han guiado nuestra investigacion ha sido considerar que
aunque una tarea sea de una cierta complejidad por ejemplo de reflexion es posible que
los estudiantes para maestro manifiesten actuaciones que evidencien unicamente
indicadores del logro de las competencias del grupo de reproduccion. En este sentido
compartimos la postura expuesta en el estudio PISA cuando sefiala que el nivel de
competencia matematica se refleja en la manera en la que las personas utilizan los
conocimientos y las herramientas matematicas para resolver problemas, es decir el nivel
de desempefio se puede observar en términos del mayor o menor grado de eficacia con
que aplique los conocimientos matematicos en una situacion de cualquier tipo.

Tres grupos de competencia condensan los diferentes procesos cognitivos necesarios
para resolver diferentes tipos de problemas. Estos grupos reflejan el modo en que los
estudiantes utilizan normalmente los procesos matematicos al resolver los problemas. A
continuacion se recoge una descripcion general de las actuaciones que se contemplan en
los tres niveles de desempefio de cada una de las competencias matematicas.

Grupo de Reproduccion

Las competencias de este grupo implican esencialmente a la reproduccion del
conocimiento estudiado. Incluyen aquellas que se emplean mas frecuentemente en las
pruebas estandarizadas y en los libros de texto: conocimiento de hechos,
representaciones de problemas comunes, reconocimiento de equivalentes, recopilacion
de propiedades y objetos matematicos familiares, ejecucion de procedimientos
rutinarios, aplicacion de destrezas técnicas y de algoritmos habituales, el manejo de
expresiones con simbolos y formulas establecidas y realizacion de célculos. (OCDE,
2004; p. 42)

Grupo de Conexion

Las competencias del grupo de conexidn se apoyan sobre las del grupo de reproduccion,
conduciendo a situaciones de solucidon de problemas que ya no son de mera rutina, pero
que aun incluyen escenarios familiares o casi familiares (OCDE, 2004; p. 44). Las
capacidades se centran en el establecimiento de conexiones o relaciones entre
conceptos, procedimientos o representaciones.
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Grupo de Reflexion

Las competencias de este grupo incluyen un elemento de reflexién, por parte del
estudiante, sobre los procesos necesarios o empleados para resolver un problema.
Relacionan las capacidades de los alumnos para planificar estrategias de resolucion y
aplicarlas en escenarios de problema que contienen mas elementos y pueden ser mas
inusuales que los del grupo de conexion (OCDE, 2004; p. 46). Para que las actuaciones
referidas a una competencia estén en el grupo de reflexion es preciso que éstas reflejen
procesos de razonamiento complejos, establecimiento de relaciones entre conocimientos
que no son directas.

Complejidad de las Tareas

Otra manera de entender los “grupos de competencia’ es a través de la complejidad de
las tareas que se utilizan para estudiar la competencia matemadtica de los estudiantes.
Como sostienen Rico y Lupiafiez (2008) las ocho competencias matematicas no son
variables de tarea, sino variables del individuo, dado que éste puede resolver el
problema a través de distintas estrategias y mediante la aplicacion ciertos conocimientos
matematicos. Los autores citados sefialan un vinculo directo entre la complejidad de las
tareas y las actuaciones de los estudiantes, estos investigadores indican que

...el requerimiento de procesos mas complejos, creativos o estructurados delimita
distintos tipos de competencias en los estudiantes que, en principio, se concretan en
las tres clases consideradas: reproduccion, conexion y reflexion. Alumnos mas
competentes llevaran a cabo procesos de mayor complejidad, alumnos menos
competentes solo trabajaran procesos de complejidad menor (Rico y Lupiafiez,
2008; p. 260)

Los expertos del estudio PISA consideran tres niveles de complejidad a la hora de
considerar los items con los que estudian las competencias:

- Primer nivel: Reproduccion y procedimientos rutinarios.
- Segundo nivel: Conexiones e integracion para resolver problemas estandar.

- Tercer nivel: Razonamiento, argumentacion, intuicion y generalizacién para
resolver problemas originales.

En la Tabla 3.3 incluimos los descriptores de cada uno de los niveles de complejidad a
la vez que presentamos ejemplos concretos. En el Capitulo 6 “Planificacion, desarrollo
y analisis preliminar de las sesiones” describimos la complejidad de las tareas que
hemos utilizado en la experimentacion usando como referencia los indicadores de la
Tabla 3.3.
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Tabla 3.3. Indicadores de los niveles de complejidad de las tareas

Nivel de Complejidad

Ejemplos de Tareas

Contextos familiares.

?g Conocimientos ya practicados. Escribe 69% en forma de
€ Aplicacion de algoritmos estandar. fraccion
& Realizacion de operaciones sencillas.
= Uso de formulas elementales
Contextos menos familiares
Interpretar y explicar Maria vive a 2 Km del
:§ Manejar y relacionar diferentes sistemas de colegio, y Martin, a 5 Km.
é representacion LA qué distancia vive Maria
Seleccionar y usar estrategias de resolucion de  de Martin?
problemas no rutinarios.
Tareas que requieren comprension y reflexion.  Elabora una conjetura sobre
Creatividad la razon entre las areas de dos
% Ejemplificacion y uso de conceptos. figuras planas semejantes
E Relacionar conocimientos para resolver conociendo la razon entre las

problemas mas complejos. lados

Generalizar y justificar resultados obtenidos.

longitudes de sus
correspondientes.

Llegado a este punto es importante sefialar otras cuestiones acerca de la utilidad del
marco del estudio PISA en nuestra investigacion. Recordamos que uno de los objetivos
de nuestro estudio se centra en describir las actuaciones de los estudiantes en términos
de las expectativas de aprendizaje especificas y de las competencias matematicas
consideradas en la planificacion de cada sesion, para el logro del mismo recurrimos a
los indicadores de actuacion de cada competencia matematica asi como a los niveles de
desempefio que se incluyen en las Tablas 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10. Asimismo,
en el Analisis Cognitivo, describimos la manera en la que hemos concretizado la
propuesta de competencias matematicas del estudio PISA en nuestra investigacion. Pues
es preciso situar estas competencias en relaciéon con los contenidos matematicos de
nuestro estudio (razén y proporcionalidad) asi como con respecto a los objetivos
especificos de aprendizaje contemplados en el disefio de la experimentacion.

A continuaciéon se presentan los descriptores que caracterizan cada una de las
competencias matematicas y los niveles de desempefio asociados, desde la perspectiva
del estudio PISA (OCDE, 2004) y desde algunas posturas particulares que
complementan la descripcion indicada en el estudio.

1. Pensar y Razonar

Desde una perspectiva general pensar esta relacionado con examinar, reflexionar y
consiste en formar y relacionar ideas (Moliner, 1986), mientras que razonar se relaciona
con discurrir, ordenando ideas en la mente para llegar a una conclusion (RAE, 2001).
Tanto pensar como razonar son, por lo tanto, actividades mentales. De forma mas
concreta, y centrandonos en el area que nos ocupa, Rico y Lupianiez (2008) indican que
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esta competencia contempla capacidades que son propias de la actividad matematica,
supone comprender el tipo de preguntas y respuestas requeridas en el tratamiento de las
cuestiones matematicas. Adicionalmente sefialan que esta competencia tiene que ver
con la capacidad de desarrollar estrategias con cierta independencia o con seguir
instrucciones.

En la Tabla 3.4 recogemos los indicadores de actuacion que caracterizan los tres niveles
de desempenio de la competencia pensar y razonar desde la perspectiva del estudio
PISA (OCDE, 2004).

Tabla 3.4. Competencia pensar y razonar

Reproduccion

Formular las preguntas mas simples (;cuantos...?, ;cuanto es...?) y comprender los
consiguientes tipos de respuesta (tantos, tanto).

Distinguir entre definiciones y afirmaciones.

Comprender y emplear conceptos matematicos en el mismo contexto en el que se
introdujeron por primera vez o en el que se han practicado subsiguientemente.

Conexion

Formular preguntas (;cémo hallamos...?, ;qué tratamiento matematico damos...?) y
comprender los consiguientes tipos de respuesta (plasmadas mediante tablas,
graficos, algebra, cifras, etc.);

distinguir entre definiciones y afirmaciones y entre distintos tipos de éstas;
Comprender y emplear conceptos matematicos en contextos que difieren
ligeramente de aquellos en los que se introdujeron por primera vez o en los que se
han practicado después.

Reflexion

Formular preguntas (;cémo hallamos...?, ;jqué tratamiento matematico damos...?,
[cuales son los aspectos esenciales del problema o situacion...?) y comprender los
consiguientes tipos de respuesta (plasmadas mediante tablas, graficos, algebra,
cifras, especificacion de los puntos clave, etc.).

Distinguir entre definiciones, teoremas, conjeturas, hipétesis y afirmaciones sobre
casos especiales y articular de modo activo o reflexionar sobre estas distinciones.
Comprender y emplear conceptos matematicos en contextos nuevos o complejos.
Comprender y tratar la amplitud y los limites de los conceptos matematicos dados y
generalizar los resultados.

2. Argumentar y Justificar

En la cotidianeidad argumentar se considera sindnimo de discutir o replicar (Moliner,
1986; RAE, 2001). Sin embargo, desde la Didactica de la Matematica se sugieren
distintas acepciones para este término que no tienen mucho que ver con la accion de
discutir. Después de la Tabla 3.5 recogemos algunas de estas propuestas. Es evidente
que en las aulas de educacion obligatoria asi como en las de formacién de maestros de
educacion primaria no es habitual la presencia de las demostraciones formales, por lo
que compartimos la postura asumida por Rico y Lupiafiez (2008) cuando sugieren que
en las aulas donde el objeto de aprendizaje son las matemadticas escolares tienen lugar
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otros tipos de justificaciones, lo que nos conduce a adoptar una postura mas general que
la expuesta en el estudio PISA en relacion con esta competencia y en consecuencia
adoptamos la denominacién planteada por estos investigadores “Argumentar y
Justificar”.

En la Tabla 3.5 recogemos los indicadores de actuacion que caracterizan los tres niveles
de desempeiio de la competencia argumentar segun el estudio PISA (OCDE, 2004). Sin
embargo, indicamos que en nuestra investigacion se aborda el estudio de las
justificaciones que los maestros de primaria en formaciéon ponen de manifiesto al
resolver tareas matematicas abiertas y debido a que las mismas no se ajustan a los
modos formales de justificacion-demostracidon matematica consideramos necesario
ampliar el marco de referencia de la argumentacion sugerido en el estudio de PISA y
abordar las actuaciones de los futuros maestros con un marco mas flexible como lo es el
propuesto en Rigo (2009) y en Rigo, Rojano y Pluvinage (2011). El cual describimos
brevemente después de la Tabla 3.5.

Tabla 3.5. Competencia argumentar

Reproduccion

Seguir y justificar los procesos cuantitativos estdndar, entre ellos los procesos de
célculo, los enunciados y los resultados.

Conexion

Razonar matemdticamente de manera simple sin distinguir entre pruebas y formas
mas amplias de argumentacidon y razonamiento; seguir y evaluar el encadenamiento de
los argumentos matematicos de diferentes tipos; tener sentido de la heuristica (p. €j.,
,qué puede o no puede pasar y por qué?, ;qué sabemos y qué queremos obtener?).

Reflexion

Razonar matematicamente de manera sencilla, distinguiendo entre pruebas y formas
mas amplias de argumentacién y razonamiento; seguir, evaluar y elaborar
encadenamientos de argumentos matematicos de diferentes tipos; emplear la
heuristica (p. ej., /qué puede o no puede pasar y por qué?, ;qué sabemos y qué
queremos obtener?, ;cuales son las propiedades esenciales?, ;coOmo estan relacionados
los diferentes objetos?).

Rigo (2009) indica que el término justificacion se utiliza para hacer referencia a todo
tipo de recursos argumentativos que se dan en clases de matematicas para sustentar
enunciados con contenido matematico y para promover un grado de adhesion y
convencimiento hacia ¢l. En su estudio afirma que se toma el término ‘justificacion’ en
el sentido mas amplio: incluye argumentos sustentados en razones (como las pruebas
matematicas o los razonamientos de la ciencia), los argumentos discursivos y retdricos
asi como las argumentaciones basadas en motivos. Desde nuestra perspectiva inferimos
que en el estudio de Rigo se considera que la argumentacion es una forma de
justificacion. Esta investigadora plantea que los procesos de justificacion se aplican a
enunciados o proposiciones y dentro de ellos estan los mecanismos técnicas, recursos y
todo tipo de procesos que regularmente emplea el colectivo para sustentar, explicar y
justificar sus verdades; incluyen recursos de adhesion basados en el empleo del discurso
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verbal asi como en el lenguaje gestual que en muchos casos es inconsciente. Ella
plantea que en su estudio el término justificacion se toma en el sentido mas amplio,
incluye argumentos sustentados en razones (como las pruebas matemadticas o los
razonamientos de la ciencia), los argumentos discursivos y retoricos asi como las
argumentaciones basadas en motivos.

Rigo (2009) no utiliza los términos argumento o argumentacién como sinénimos de
justificacion. La investigadora sostiene que deliberadamente introdujo en su
investigacion el término justificacion y no otro. Seglin su postura esto se debe a que los
términos demostracion, prueba, argumento, argumentacion, razones o razonamientos
tienen ya significados dados (ademés son todos polisémicos) y en su estudio era
necesario un término que sirviera para hacer referencia a mecanismos de sustentacion
tanto matematicos como no matematicos. Para Rigo el término justificacion cumple
adecuadamente con el este propdsito, ademas sostiene que ningtn otro de los términos
antes mencionados cumple con esta condicion.

Esta investigadora analiza, entre otros elementos, las justificaciones que aportan
alumnos de primaria y su maestra en el contexto de la resolucion de ejercicios
matematicos que se plantean en clase y que provienen del libro de texto en uso. En su
estudio describe distintos tipos de justificaciones segun sea el fundamento de las
mismas. La investigadora plantea que dentro de las justificaciones se reconocen dos
tipos de sustento: (1) los argumentos basados en razones y (2) las argumentaciones
apoyadas en fuentes que denomina supra-racionales’, con esto se refiere a las
argumentaciones que estdn basadas en los motivos personales de quien esta
argumentando. Indica que en el segundo tipo de argumentaciones, la justificacion no
obedece a una logica racional, sino al propésito de conseguir alguna ganancia de tipo
practico o algun bienestar personal de aquel que arguye, lo cual no significa que este
tipo de argumentacion esté necesariamente alejada de la verdad (Rigo et al., 2011, p.2).
Adicionalmente reconoce otro tipo de justificaciones que estan basadas en la confianza
que se deposita en los algoritmos o féormulas matemadticas y en los resultados que se
desprenden de estos procedimientos, éstas pueden sustentarse en razones o en motivos
de quien arguye.

Como ya se ha indicado hemos usado la propuesta de esta investigadora para describir
las justificaciones que manifestaron los estudiantes para maestro durante la resolucion
colaborativa de las tareas implicadas en la experimentacion.

3. Comunicar

En plano general, comunicar hace referencia a transferir a otros las propias ideas o
sabiduria (Moliner, 1986). Descubrir, manifestar o hacer saber a alguien algo.
Conversar, tratar con alguien de palabra o por escrito (RAE, 2001). Sin embargo, la
consideraciéon de un mensaje particular como lo es la matematica reviste a esta
competencia otros matices. La capacidad de comunicar y explicarse matematicamente
significa que los estudiantes deben ser capaces de proporcionar suficientes razones para

32 En trabajos actuales se refiere a este tipo como fuentes extra-racionales.
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que sus compafieros y el profesor puedan comprender por qué han hecho lo que han
hecho en relacién con la resolucion de un ejercicio o problema matematico.

Tal y como apunta Llinares (2003a) el desarrollo de las capacidades de comunicar y
explicar matematicamente es un aspecto clave de la formacién matematica de los
estudiantes ya que contribuye en el desarrollo de la comprension de los conceptos al ser
un contexto en el que se establecen relaciones entre definiciones, procedimientos,
representaciones, ademas es un contexto en el que se favorece la argumentacion y
justificacion de los procedimientos o conocimientos empleados. En la misma linea, Rico
y Lupianiez (2008) plantean que la comunicacion, verbal o escrita, es el medio a través
del cual se realiza el proceso de ensefianza y aprendizaje pues ésta se produce cuando el
profesor explica alguna nocién matematica, propone tareas o cuando los estudiantes
interactian para resolverlas, entre otras muchas situaciones de comunicacion
matematica en el aula. Ademas indican que la competencia comunicar incluye las
diversas maneras de expresarse en relacion con un conocimiento matematico asi como
comprender lo que otras personas expresan.

En la Tabla 3.6 recogemos los indicadores de actuacion que caracterizan los tres niveles
de desempeno de la competencia comunicar segun el estudio PISA (OCDE, 2004).

Tabla 3.6. Competencia comunicar

Reproduccion
Comprender y saber expresarse oralmente y por escrito sobre cuestiones matematicas
sencillas, tales como reproducir los nombres y las propiedades basicas de objetos
familiares, mencionando calculos y resultados, normalmente de una inica manera.

Conexion
Comprender y saber expresarse oralmente y por escrito sobre cuestiones matematicas
que engloban desde cémo reproducir los nombres y las propiedades bésicas de objetos
familiares o como explicar los calculos y sus resultados (normalmente de mas de una
manera) hasta explicar asuntos que implican relaciones. También comporta entender
las afirmaciones orales o escritas de terceros sobre este tipo de asuntos.

Reflexion
Comprender y saber expresarse oralmente y por escrito sobre cuestiones matematicas
que engloban desde cémo reproducir los nombres y las propiedades bésicas de objetos
familiares o explicar calculos y resultados (normalmente de méas de una manera) a
explicar asuntos que implican relaciones complejas, entre ellas relaciones logicas.
También comporta entender las afirmaciones orales o escritas de terceros sobre este
tipo de asuntos.

4. Modelizar

Modelizar, en el campo de la Educacion Matematica, se refiere a describir situaciones
reales en términos matematicos. El modelo trata de explicar matematicamente la
realidad. En la modelizacion se emplean expresiones matematicas para indicar hechos,
entidades, variables, operaciones y relaciones entre ellos para estudiar el
comportamiento de sistemas mas complejos (RAE, 2001). De una manera mas concreta,
Castro y Castro (1997) sostienen que “un modelo es una esquematizacion abstracta de la
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realidad, entendiendo que esta realidad puede pertenecer al mundo de los fendmenos o
al de los conceptos” (p. 106); también indican que los modelos posibilitan la
observacion y representacion de relaciones entre los elementos o partes del modelo.
Tales autores plantean que en el &mbito de la matematica elemental se utiliza el término
modelo en un sentido genérico pues “matematizar la realidad a través de un modelo
cuando determinados hechos y sus relaciones se expresan a través de términos y
relaciones matematicas abstractas” (p. 107).

Las tareas de modelizacion se caracterizan por una alta complejidad, dada la gran
cantidad de conexiones y relaciones que son precisas de establecer, las cuales muchas
veces, son externas a las matematicas. El proceso de modelizacion se inicia con un
problema en la vida real, en este contexto se seleccionan los datos relevantes para en
seguida establecer las estructuras matematicas que organizan esos datos, este proceso de
conoce como matematizacion horizontal. Posteriormente el problema se resuelve dentro
de las matematicas aplicando relaciones entre conceptos matematicos, relaciones
procedimentales, entre otros procesos matematicos. La solucion hallada debe finalmente
interpretarse en términos de la situacion real (Rico y Lupiafiez, 2008).

En la Tabla 3.7 recogemos los indicadores de actuacion que caracterizan los tres niveles
de desempeio de la competencia modelizar segtn el estudio PISA (OCDE, 2004).

Tabla 3.7. Competencia modelizar

Reproduccion

Reconocer, recopilar, activar y aprovechar modelos familiares bien estructurados;
pasar sucesivamente de los diferentes modelos (y sus resultados) a la realidad y
viceversa para lograr una interpretacion; comunicar de manera elemental los
resultados del modelo.

Conexién

Estructurar el campo o situacién del que hay que realizar el modelo; traducir la
«realidad» a estructuras matematicas en contextos que no son demasiado complejos
pero que son diferentes a los que estdn acostumbrados los estudiantes. Comporta
también saber interpretar alternando los modelos (y de sus resultados) y la realidad), y
sabiendo también comunicar los resultados del modelo.

Reflexion

Estructurar el campo o situacion del que hay que realizar el modelo, traducir la
realidad a estructuras matematicas en contextos complejos o muy diferentes a los que
estan acostumbrados los estudiantes y pasar alternando de los diferentes modelos (y
sus resultados) a la «realidad», incluyendo aqui aspectos de la comunicacion de los
resultados del modelo: recopilar informacion y datos, supervisar el proceso de
construccion de modelos y validar el modelo resultante. Conlleva también reflexionar
analizando, realizando criticas y llevando a cabo una comunicacién mas compleja
sobre los modelos y su construccion.

5. Plantear y Resolver Problemas

Existe una amplia variedad de acercamientos y posturas, en el campo de la Didéctica de
la Matematica, en relacion con nocién de problema, no es nuestro interés abordar esta
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cuestion sino rescatar la diferencia que Larios (2000), como otros autores, establece
entre los problemas y los ejercicios. En los ejercicios se puede decidir con rapidez si se
saben resolver o no; se trata de aplicar un algoritmo, que pueden conocer o no, pero una
vez localizado se aplica y se halla la respuesta. Segin Larios (2000) en los problemas no
es evidente el camino a seguir, incluso puede haber varios, y desde luego no esta
codificado y ensefiado previamente, segiin este autor hay que apelar a conocimientos
dispersos, y no siempre de matematicas; ademas hay que relacionar conocimientos,
entre otras capacidades. Desde la perspectiva de la competencia, Rico y Lupiaiez
(2008) afirman que ésta tiene que ver con que los individuos sean capaces de resolver
una gran variedad de tipos de problemas que involucren distintas situaciones y
contextos.

En la Tabla 3.8 recogemos los indicadores de actuacion que caracterizan los tres niveles
de desempefio de la competencia plantear y resolver problemas segin el estudio PISA
(OCDE, 2004).

Tabla 3.8. Competencia plantear y resolver problemas

Reproduccion

Exponer y formular problemas reconociendo y reproduciendo problemas ya
practicados puros y aplicados de manera cerrada; resolver problemas utilizando
enfoques y procedimientos estandar, normalmente de una inica manera.

Conexion

Plantear y formular problemas mdas alld de la reproduccién de los problemas ya
practicados de forma cerrada; resolver tales problemas mediante la utilizacion de
procedimientos y aplicaciones estdndar pero también de procedimientos de resolucion
de problemas mas independientes que implican establecer conexiones entre distintas
areas matematicas y distintas formas de representacion y comunicacién (esquemas,
tablas, graficos, palabras e ilustraciones).

Reflexion

Exponer y formular problemas mucho mas alla de la reproduccion de los problemas
ya practicados de forma cerrada; resolver tales problemas mediante la utilizacion de
procedimientos y aplicaciones estdndar pero también de procedimientos de resolucion
de problemas mas originales que implican establecer conexiones entre distintas areas
matematicas y formas de representacion y comunicacion (esquemas, tablas, gréaficos,
palabras e ilustraciones). También conlleva reflexionar sobre las estrategias y las
soluciones.

6. Representar

La accion de representar significa hacer presente “algo” ya sea con palabras, figuras u
otro tipo de elementos. Cuando ese algo es un objeto matematico es frecuente servirse
de un grafico, tabla o simbolo para mostrarlo. Castro y Castro (1997) indican que “las
representaciones externas, como lo son los enunciados en el lenguaje natural, las
formulas algebraicas, las graficas, las figuras geométricas, entre muchas otras, son el
medio por el cual los individuos exteriorizan sus imagenes y representaciones mentales
haciéndolas accesibles a los demas™ (p. 101). Segun estos autores cada uno de los
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distintos modos de representar un mismo concepto matematico proporciona una
caracterizacion diferente de dicho objeto, enfatizan que no hay un tnico sistema de
representacion que ponga de manifiesto toda la estructura subyacente a un concepto
matematico. En este mismo sentido, Gomez indica que “los diferentes sistemas de
representacion que admite una estructura matematica le otorga diferentes significados a
efectos de su ensefianza, pues ponen de manifiesto distintos elementos, caracteristicas o
propiedades de la estructura” (2002, p. 265-266). La comprensiéon de un concepto
matematico estd asociada a la competencia representar, segun Castro y Castro “dominar
un concepto matemadtico consiste en conocer sus principales representaciones, el
significado de cada una de ellas, asi como operar con las reglas internas de cada
sistema, también consiste en convertir o traducir una representaciones en otras,
detectando qué sistema es mds ventajoso para trabajar con determinadas propiedades”
(1997, p. 103). Asi mismo, Rico y Lupidnez (2008) rescatan el valor social de la
competencia representar cuando plantean que en varias actividades cotidianas es
preciso extraer informaciones en graficos, tablas cuantitativas o bien traducir una
problema a una estructura matematica. Tales argumentos sustentan la relevancia de
promover el desarrollo de la competencia representar en los diversos niveles de
escolarizacion.

En la Tabla 3.9 recogemos la caracterizaciéon e indicadores de actuacién que
caracterizan los tres niveles de desempeiio de la competencia representar segun el
estudio PISA (OCDE, 2004).

Tabla 3.9. Competencia representar

Reproduccion

Descodificar (decodificar), codificar e interpretar representaciones de objetos
matematicos previamente conocidos de un modo estandar que ya ha sido practicado.
El paso de una representacion a otra s6lo se exige cuando ese paso mismo es una parte
establecida de la representacion.

Conexion

Descodificar, codificar e interpretar formas de representacién mas o menos familiares
de los objetos matematicos; seleccionar y cambiar entre diferentes formas de
representacion de las situaciones y objetos matematicos, y traducir y diferenciar entre
diferentes formas de representacion.

Reflexion

Descodificar, codificar e interpretar formas de representacion mas o menos familiares
de los objetos matematicos; seleccionar y cambiar entre diferentes formas de
representacion de las situaciones y objetos matematicos y traducir y diferenciar entre
ellas. También conlleva combinar representaciones de manera creativa e inventar
nuevas.

7. Utilizar el lenguaje simbdlico, formal y técnico y las operaciones

La competencia utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico y uso de las operaciones
esta muy relacionada con la de representar ya que se centra en el dominio del sistema de
representacion simbolico y en la pericia requerida para operar en ¢l (Rico y Lupianez,
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2008). Estos investigadores sugieren que esta competencia “tiene que ver con la
aplicacion directa de reglas y férmulas que constituyen herramientas fundamentales
para el trabajo en matematicas. Ese tipo de rutinas son importantes a la hora de afrontar
la resolucion de tareas matematicas mas complejas.” (p. 250).

En la Tabla 3.10 recogemos los indicadores de actuacion que caracterizan los tres
niveles de desempeio de la competencia utilizar el lenguaje simbdlico, formal y técnico
v las operaciones segun el estudio PISA (OCDE, 2004).

Tabla 3.10. Competencia utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico y uso de las
operaciones

Reproduccion

Descodificar e interpretar el lenguaje formal y simbolico rutinario que ya se ha
practicado en situaciones y contextos sobradamente conocidos; manejar afirmaciones
sencillas y expresiones con simbolos y formulas, tales como utilizar variables,
resolver ecuaciones y realizar cdlculos mediante procedimientos rutinarios.

Conexion

Empleo de operaciones y de un lenguaje simbolico, formal y técnico: Descodificar e
interpretar el lenguaje formal y simbolico bésico en situaciones y contextos menos
conocidos y manejar afirmaciones sencillas y expresiones con simbolos y férmulas,
tales como utilizar variables, resolver ecuaciones y realizar cdlculos mediante
procedimientos familiares

Reflexion

Empleo de operaciones y de un lenguaje simbolico, formal y técnico: Descodificar e
interpretar el lenguaje formal y simbdlico ya practicado en situaciones y contextos
desconocidos y manejar afirmaciones y expresiones con simbolos y férmulas, tales
como utilizar variables, resolver ecuaciones y realizar célculos. También conlleva la
habilidad de saber tratar con expresiones y afirmaciones complejas y con lenguaje
simbolico o formal inusual, y realizar traducciones entre este lenguaje y el lenguaje
natural.

8. Emplear soportes y herramientas tecnoldgicas

En educacion los soportes y herramientas tecnoldgicas hacen referencia a artefactos
como calculadoras y ordenadores. Siguiendo a Rico y Lupidiiez (2008) esta
competencia se centra en el uso de recursos que contribuyan a la resolucion de tareas
matematicas. En la Tabla 3.11 recogemos los indicadores de actuacion que caracterizan
los tres niveles de desempefio de la competencia emplear soportes y herramientas
tecnologicas segun el estudio PISA (OCDE, 2004).

Tabla 3.11. Competencia emplear soportes y herramientas tecnologicas

Reproduccion

Conocer y ser capaz de emplear soportes y herramientas familiares en contextos,
situaciones y procedimientos similares a los ya conocidos y practicados a lo largo
del aprendizaje. Las preguntas que miden las competencias del grupo de
reproduccion se pueden describir mediante los siguientes descriptores: reproducir
material practicado y realizar operaciones rutinarias.
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Tabla 3.11. Competencia emplear soportes y herramientas tecnologicas

Conexion

Conocer y ser capaz de emplear soportes y herramientas familiares en contextos,
situaciones y maneras diferentes a las introducidas y practicadas a lo largo del
aprendizaje.

Reflexion

Conocer y ser capaz de emplear soportes y herramientas familiares o inusuales en
contextos, situaciones y formas diferentes a las ya introducidas y practicadas.
Reconocer las limitaciones de tales soportes y herramientas.

En sintesis, la nocion de competencia matematica expresa una forma especial de poseer
el conocimiento matematico y de usarlo en la resolucion de problemas que implican
situaciones complejas procedentes de contextos diversos. El enfoque funcional del
conocimiento matematico, asumido en el estudio PISA y que hemos adoptado en
nuestra investigacion, implica que la competencia matemadtica acentie cuestiones
sociales como la argumentacion y la comunicacion.

En un amplio sentido, existe una relacion evidente entre el aprendizaje y uso de los
conocimientos matematicos y la nocion de competencia matematica. Como ya se indicod
en el aparatado 3.1.1 los conocimientos constituyen uno de los componentes
estructurales de la nocion de competencia. Recordamos que el principal supuesto que
hemos asumido es que si se trabaja en beneficio de la mejora de los conocimientos
matematicos de los futuros maestros, esto es profundizando en los conceptos, sus
propiedades, representaciones, desde una perspectiva funcional, es posible que la
competencia matematica se vea también contribuida. Por lo que resulta pertinente
abordar algunas cuestiones relativas al conocimiento profesional de los futuros maestros
en el area de didactica de la matematica con el fin de especificar y caracterizar cual es el
tipo de conocimiento que ha sido objeto de estudio en nuestra investigacion.

3.2 EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL DEL FUTURO MAESTRO DE
PRIMARIA EN EL AREA DE DIDACTICA DE LA MATEMATICA

Ponte y Oliveira (2002) indican que el conocimiento profesional es el conocimiento
necesario para desempefiar con éxito una actividad profesional, que se debate con
cuestiones bastante diferentes de las de la vida académica o de la vida cotidiana. Una
actividad profesional involucra tanto procesos de rutina como una resolucion de
problemas concretos en un dominio delimitado de la practica social. Las profesiones se
caracterizan por el dominio de un conjunto de saberes especificos, socialmente
valorados.

En el caso de los profesores, el conocimiento profesional involucra el conocimiento
relativo a la practica lectiva en el salon de clases y en otros papeles profesionales, tales
como la tutoria a los alumnos, la participacion en actividades y proyectos de la escuela,
la interaccion con miembros de la comunidad y el trabajo en asociaciones profesionales.
El conocimiento profesional se va construyendo desde la formacion inicial y sigue
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desarrollandose durante toda la experiencia profesional del profesor (Climent y Carrillo,
2002). Nuestro interés se dirige al estudio del conocimiento que se desarrolla en el
proceso formativo de los futuros maestros de educacion primaria.

Una de las primeras alusiones, de corte genérico, al conocimiento profesional del
profesor ha sido la propuesta por Lee Shulman (1987) quien introdujo y definié la
nocion de conocimiento pedagdgico del contenido (PCK*) como aquel que le permite
al profesor hacer ensefiable el contenido, éste considera “...las mas poderosas formas de
representacion.. ., analogias, ilustraciones, ejemplos, explicaciones y demostraciones, o
sea, las formas de representar y formular la materia para hacerla comprensible a otros...
ademas la comprension de qué hace que el aprendizaje de topico especifico sea facil o
dificil” (Shulman, 1986, p. 9) El PCK representa “la mezcla del contenido y la
pedagogia dentro de una comprension de como temas particulares, problemas o
situaciones son organizadas, representadas,..., adaptadas... para la ensefianza”
(Shulman, 1987, p. 8).

Segun Shulman (1987), el profesor tiene un conocimiento que puede describirse a través
de siete categorias: el conocimiento del contenido, de lo pedagdgico general,
conocimiento del curriculo, conocimiento pedagogico del contenido, conocimiento de
los estudiantes y sus caracteristicas, conocimiento del contexto educativo y
conocimiento de los fines educativos. Posteriormente, estas categorias son redefinidas
por Pamela Grossman (1990) en cuatro tipos, a saber: el conocimiento pedagdgico
general, el conocimiento del contenido, el conocimiento pedagogico del contenido y el
conocimiento del contexto.

En el ambito de la formacion de profesores de matematicas, Ponte y Oliveira (2002)
indican que el conocimiento profesional del profesor se desarrolla en relacion con
diversas dimensiones de la labor docente, sefialan: (1) el conocimiento en la accion,
relativo a la practica lectiva, (2) el conocimiento requerido para la practica no lectiva y
(3) el conocimiento que se construye en relacion con la profesion, particularmente
respecto con la identidad de los profesores. Segin Ponte y Oliveira (2002) el
conocimiento profesional llamado a intervenir directamente en la practica lectiva (en la
ensefianza de las matematicas) puede ser designado por el término conocimiento
didactico, e incluye cuatro dominios:

- el conocimiento de las matematicas,

- el conocimiento del curriculo,

- el conocimiento del alumno y de sus procesos de aprendizaje
- el conocimiento del proceso instruccional.

Goémez (2007, p. 122) afirma que “el conocimiento didactico de un grupo de futuros
profesores es el conjunto de conocimientos y habilidades que los facultan para abordar
el analisis de una estructura matematica con el proposito de producir y justificar una

33 Pedagogical Content Knowledge (PCK)
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planificacion. Desde esta perspectiva, el conocimiento didactico de un grupo de futuros
profesores se configura alrededor de un conjunto estructurado de capacidades que
caracterizan su competencia planificacion”.

En el Informe Adding it up: Helping Children Learn Mathematics, Kilpatrick, Swafford
y Findell (2001) plantean que el conocimiento de las matematicas para la ensefianza es
el

Conocimiento de los hechos, conceptos y procedimientos matemadticos y las
relaciones entre ellos, conocimiento de las formas en las que las ideas matematicas
pueden ser representadas, y el conocimiento de las matemdticas como una
disciplina, en particular, como el conocimiento es producido, la naturaleza del
discurso en matemdticas, las normas y estandares que dirigen los argumentos y
demostraciones (p.313).

Una de las propuestas que ha centrado su interés en el conocimiento del profesor de
matematicas de educacion primaria ha sido la generada en la Universidad de Michigan
en el grupo de investigacion dirigido por Deborah Ball y en el que participan
investigadores como Heather C. Hill, Hyman Bass, Mark Thames, Stephen Schilling y
Geoffrey Phelps, entre otros. Esta propuesta cimienta su desarrollo en la nocion
“Conocimiento Matematico para la Ensenanza” (MKT, Mathematical Knowledge for
Teaching), la cual con el paso de los afios ha ido reelaborandose y afinando (Ball y
Bass, 2003; Hill, Schilling y Ball, 2004; Hill, Rowan, y Ball, 2005; Hill, Sleep, Lewis, y
Ball, 2007; Hill, Ball, y Schilling, 2008)

Hill, Rowan, y Ball (2005) definen el conocimiento matematico para la ensefianza como
“el conocimiento matematico que utiliza el profesor para llevar a cabo la ensefianza de
las matematicas” (p. 373), estos investigadores sefalan que algunas de las acciones que
contempla esta labor son: explicar conocimientos matematicos a los estudiantes,
interpretar y valorar las afirmaciones y resoluciones propuestas por los estudiantes a las
tareas matematicas, valorar el tratamiento que los libros de textos dan a los conceptos
matematicos, usar representaciones adecuadas de las nociones matematicas, entre otras.
El conocimiento matemdatico para la ensefianza no so6lo incluye conocimientos
pedagogicos del contenido sino que también considera el conocimiento del contenido
matematico, tanto comin como especializado (Delaney, Ball y Schilling, 2008)

Este grupo de investigadores se inspiran en el trabajo de Shulman (1987) quien describe
el conocimiento del profesor en relacion con distintas dimensiones, y caracterizan el
conocimiento matematico para la ensefianza en términos de distintos componentes
agrupados en dos bloques segun se vinculen de manera mas directa con el conocimiento
del contenido o con el conocimiento pedagogico del contenido (Figura 3.2).

Estos son: (a) Conocimiento Comiin del Contenido (CCK), (b) Conocimiento en el
Horizonte Matematico (HCK) y (c¢) Conocimiento Especializado del Contenido (SCK)
que corresponden al dominio del conocimiento del contenido, y (d) Conocimiento del
Contenido y de los Estudiantes (KCS), (¢) Conocimiento del Contenido y de la
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Ensenanza (KCT), y (f) Conocimiento del Contenido y el Curriculo (KCC), que
configuran el conocimiento pedagdgico del contenido.

Conocimiento del Contelf_inrl-g_________'__________‘\:onocnniento Pedagogico
. del Contenido
Conocimiento del
Conocimiento| . . . . Contenido y de
- los Estudiantes
Comun.del Especializado (KCS)
Contenido . C imiento del
del Contenido onocimiento de
(CCK) (SCK) Curriculo
Conocimiento en Conocimiento del
¢l Horizonte Contenido yde la
Matematico Enseiianza
KCTY
-._________________-___—__-__-______________.—-""‘

Figura 3.2. Dominios del conocimiento matematico para la ensefianza (Hill, Ball y
Schilling, 2008)

A continuacion recogemos una descripcion general de cada uno de los componentes que
se contemplan en el modelo sobre el conocimiento del profesor de matematicas
expuesto por Deborah Ball y sus colaboradores.

Conocimiento comun del contenido: es el conocimiento matematico que muchos adultos
educados tienen y posiblemente usan en una variedad de situaciones. Por ejemplo,
conocimientos de calculo con fracciones (Izsék, Orrill, Cohen y Brown, 2010). Segin
Hill, Ball y Schilling (2008) este tipo de conocimiento comun es el anilogo al
conocimiento del contenido (subject matter knowledge) propuesto originalmente por
Shulman.

Conocimiento especializado del contenido: es el conocimiento de las matematicas que
es usado especificamente en la ensefianza, le permite a los profesores participar en
tareas de ensefanza, incluyendo formas de representar las ideas, proporcionar
explicaciones matematicas precisas y adecuadas, aplicar modelos y comprender
métodos de resolucion de problemas. Esto exige del profesor un conocimiento mas
profundo de las matematicas que se estudian en la escuela (Hill, Rowan y Ball, 2005).
Estos investigadores sefalan que este tipo de conocimiento contempla, por ejemplo,
saber como representar cantidades tales como 1/4 o 0,65 usando diagramas, cémo
proporcionar una explicacion matematica cuidadosa de las reglas de divisibilidad, como
valorar la validez matematica de métodos de resolucion alternativos a cuestiones
matematicas.

Conocimiento del contenido y de los estudiantes: ‘“conocimiento del contenido
vinculado con el conocimiento de como los estudiantes piensan, saben, o aprenden un
contenido particular” (Hill, Ball y Schilling, 2008, p. 375). Es puesto de manifiesto en
tareas de ensefianza que implican atender tanto el conocimiento matematico como
alguna cuestion particular de los estudiantes. Por ejemplo, conocer como los estudiantes
aprenden a sumar fracciones, qué tipo de errores cometen comunmente los nifios
durante este proceso de aprendizaje. También implica la capacidad de valorar el
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aprendizaje de los estudiantes y la evolucion del mismo. Seglin los investigadores
citados el conocimiento del contenido y de los estudiantes (KCS) es uno de los
componentes primarios de la nocion conocimiento pedagogico del contenido (PCK)
expuesto por Shulman (1987), segliin el cual tal conocimiento implica comprender qué
es lo que hace un determinado concepto sea facil o dificil.

Conocimiento del contenido y de la ensefianza: vincula el conocimiento del contenido
matematico con el conocimiento de la ensefianza. Incluye, por ejemplo, conocer como
abordar la ensefianza de modo tal que ésta permita a los estudiantes superar errores y
concepciones inadecuadas. En este sentido, implica cuestiones relacionadas con la
seleccion de tareas, técnicas de gestion de clase y de materiales o recursos para el
tratamiento de cierto contenido (Hill, Ball, y Schilling, 2008). También contempla las
ventajas instruccionales de utilizar diferentes representaciones de una nocion (Delaney,
Ball y Schilling, 2008).

Conocimiento del contenido y del curriculo:

Se refiere al conocimiento sobre qué contenidos deben aprender los estudiantes y la
orientacion que deben tomar esos contenidos en el aprendizaje e incluye los materiales
curriculares de los que hace uso el profesor (Sosa y Carrillo, 2010). El conocimiento de
los contenidos y planes de estudios (Fernandez y Figueiras, 2010).

Conocimiento en el horizonte matematico:

Para Ball, Thames y Phelps (2008) el conocimiento en el horizonte matematico (HCK)
se refiere al conocimiento del profesor en relacion con los contenidos matematicos
previos y futuros, presentes en el curriculo de matematicas. Fernandez y Figueiras
(2010) sugieren que el HCK requiere una vision global de la educacion matematica de
los estudiantes, de manera que pueda ser utilizada por el profesor al ensefiar
matematicas en el aula. Por esta razon lo consideran como un conocimiento matematico
mas amplio que da forma al MKT desde un punto de vista de continuidad de la
educacion matematica.

3.2.1 Conocimiento Matematico34 de los Futuros Maestros de Primaria

Aunque existe consenso en relacion a la idea de que para llegar a ser profesor, los
estudiantes en formacion necesitan desarrollar diferentes componentes del conocimiento
del profesor, tanto sobre el contenido matematico como sobre cuestiones didacticas
especificas y generales, en nuestro estudio nos centramos en el conocimiento
matematico y en las competencias matematicas de estudiantes de magisterio.

Nuestro interés en el conocimiento del contenido se suscitd por varios motivos: la
suposicion ampliamente aceptada de que la pericia en la ensefianza de un especifico
topico matematico requiere que el profesor posea comprension de ese topico, en nuestra
experiencia como formadoras de maestros hemos compartido numerosas experiencias

3 En nuestro estudio nos referimos al conocimiento comun del contenido (Hill, Ball y Schilling, 2008)
simplemente como conocimiento matematico o como conocimiento matematico comun de los futuros
maestros de educacion primaria.
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anecddticas que sefialan al conocimiento del contenido como un factor influyente en la
calidad de la ensefianza de las matematicas, ademas existen numerosas investigaciones
que exponen que este requisito no lo cumplen muchos profesores y maestros en activo y
en formacioén inicial (Graeber y Tirosh, 1988; Post, Harel, Behr y Lesh, 1988; Simon,
1993; Ball, 1990).

Segun Verschaffel, Janssens y Janssen (2005) el conocimiento del contenido incluye el
dominio de hechos claves, conceptos, principios y marcos explicativos, procedimientos,
técnicas y estrategias de resoluciéon de problemas que se situan en las matematicas
escolares. Un aspecto crucial al respecto es el nivel de comprension de los maestros
sobre esas matematicas escolares. Ma (1999) afirma que una profunda comprension de
las matematicas se caracteriza por tener un conocimiento profundo, vasto y solido de las
ideas matematicas. Esto quiere decir que la persona es capaz de establecer conexiones
con conceptos matematicos mas generales y con otros conceptos con similar estado de
complejidad, asi como de ubicar una nocién matematica como parte de un todo
coherente, esto es una estructura conceptual.

El conocimiento del contenido matematico incluye la vision matematica del tema en
relacion con tres componentes del conocimiento sugeridos por Fischbein, Ben Chaim,
Keret e Ilany (2012) recogen una descripcion de los mismos centrados en contenidos
vinculados a la razon y proporcion.

- Conocimiento formal: definiciones, reglas y propiedades de la proporcion,
sentido comin en el uso del esquema proporcional, fundamento de las
estrategias de resolucion de los problemas.

- Conocimiento algoritmico: reglas de 4algebra, resoluciéon algebraica de
ecuaciones, una cantidad estrategias de resolucion de problemas proporcionales
de diversos tipos.

- Conocimiento intuitivo: la habilidad de reconocer relaciones proporcionales
directas e inversas, la habilidad de conectar el conocimiento intuitivo con un
procedimiento apropiado segun cada tipo de razon.

- Ademas es importante enfatizar que el conocimiento del contenido matematico
de la razon y la proporcion, debe ser conectado con la habilidad de interpretar
resultados de forma cualitativa asi como emitir juicios de valor fundamentados,
esta habilidad es crucial para el desarrollo del razonamiento proporcional. (Ben
Chaim, Keret e Ilany, 2012)

Existe evidencia empirica para sustentar la afirmacion sobre la insuficiencia en el
conocimiento del contenido matematico de los futuros maestros de educacion primaria.
En el Capitulo 2 hemos recogido algunos estudios que evidencian esta situacion. Por
ejemplo, en el contexto de las estructuras multiplicativas (Graeber y Tirosh, 1988)
estudiaron el conocimiento y las habilidades de futuros maestros con respecto a la
multiplicacion y division con decimales mayores y menores que 1. Encontraron que una
cantidad considerable de futuros maestros cometieron los mismos errores y mostraron
las mismas ideas erroneas observadas en nifios de 10 a 12 afios. Resultados similares se
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reportaron en el estudio de Post, Harel, Behr y Lesh (1988). En otro estudio
desarrollado por Simon (1993) enfocado en el conocimiento de futuros maestros sobre
la division, especificamente sobre las conexiones entre los conocimientos implicados en
la divisidn, se reportd que los estudiantes para maestro poseian un conocimiento débil
sobre las relaciones entre las cantidades implicadas y el papel que cada una juega en el
algoritmo de esta operacion.

La relevancia que el conocimiento matematico juega en el proceso formativo de los
estudiantes de magisterio ha sido expresada por profesores e investigadores
involucrados en el plan formativo, como a continuacion se recoge:

La preparacion de los futuros profesores de primaria en el drea de Didactica de la
Matematica debe centrarse en los conocimientos profesionales sobre la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas del nivel educativo correspondiente. Sin embargo,
el estudio de los problemas didacticos no es posible sin un conocimiento suficiente
del contenido disciplinar al que se refieren dichos conocimientos didacticos, en
nuestro caso los contenidos matematicos propuestos en los curriculos de primaria
(basicamente, sistemas numéricos, geometria elemental, medida y tratamiento de la
informacion). Esto obliga a los futuros maestros a tener que estudiar también
matematicas. (Godino, 2002, p. 3)

En nuestro estudio nos hemos centrado en el conocimiento matematico (conocimiento
comun del contenido, CCK) de futuros maestros de Educacion Primaria en el dominio
de la razon y la proporcionalidad. Estos contenidos matematicos han sido objeto de un
analisis didactico que nos ha permitido organizar los distintos significados de estas
nociones, las expectativas de aprendizaje y las tareas matematicas implicadas en el
experimento de ensefianza realizado. De modo que las tareas usadas en nuestra
investigacion consideran inicamente conocimientos de tipo matematico y es este tipo de
conocimiento sobre el que centramos nuestra atencion en el analisis de las actuaciones
de los estudiantes de magisterio. Sin embargo, indicamos que para la puesta en comun
de las tareas matematicas realizadas en la experimentacion se planificaron
conocimientos que la investigadora promoveria durante la sesion, éstos no son
unicamente de tipo comuin sino que también se consideran cuestiones de tipo
especializado (Apartados 6.1.1.1, 6.2.1.1, 6.3.1.1 y 6.4.1.1, puntos referentes a la
planificacion de las puestas en comun de cada tarea)

Sentadas las bases de las nociones de competencia, genéricamente y de la competencia
matematica, asi como de los constructos generados en el ambito de la investigacion para
describir los tipos de conocimientos del profesor de matemadtica, describimos los
conocimientos matematicos y competencias que conforman el programa de la asignatura
Matematicas y su Didactica, la cual ha sido el contexto en el que se ha desarrollado
nuestra investigacion.
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3.2.2 La Asignatura Matematicas y su Didactica

La experimentacion se ha desarrollado en el contexto de la asignatura Matematicas y su
Didactica® del plan antiguo de la diplomatura en Educacion Primaria, asignatura troncal
de 9 créditos divididos de igual manera en créditos practicos y tedricos. Ha dado lugar a
la asignatura Bases Matematicas para la Educacion Primaria en el actual plan de
formacioén del grado de maestro en Educacion Primaria.

En el origen de la asignatura Matematicas y su Didactica los profesores encargados de
la misma decidieron orientar el enfoque de la asignatura hacia el estudio de los
conocimientos de las matematicas escolares (Flores, Segovia y Lupianez, 2008), entre
las razones que motivaron esta orientacién estan: la preocupacion por las destrezas
matematicas que disponen los alumnos, indican que s6lo a partir de ellas se puede
abordar el estudio de la Didactica de la Matematica, las insuficiencias matematicas
usuales de los estudiantes de magisterio, y la distancia entre el primer curso de la
diplomatura y la salida profesional. Asi mismo se afirma que en esta asignatura se
persigue “profundizar en las destrezas matematicas que habian trabajado a lo largo de su
escolaridad obligatoria, antes de introducir conceptos especificos de la Didactica de la
Matematica. El término que se viene utilizando para designar esta opcion ha sido:
Matematicas para maestros.” (Flores, Segovia y Lupiafiez, 2008, p. 474). En relacién
con la denominacidon “matematicas para maestros” sefialan los autores citados que los
contenidos de referencia son de caracter matematico, atendiendo a los conocimientos
conceptuales y procedimentales, las representaciones, fenomenologia, modelizacion e
historia.

En la guia docente de la asignatura correspondiente al curso 2009-2010 se afirma que
¢ésta se centra en el estudio de los contenidos matematicas de la Educacién Primaria
haciendo al mismo tiempo consideraciones sobre su ensefanza desde la perspectiva de
los propios contenidos, la fenomenologia y el empleo recursos didacticos. También se
indica que los alumnos de magisterio deben dominar los conceptos, destrezas,
algoritmos y estrategias basicas de las Matematicas de Educacion Primaria y el Primer
Ciclo de Secundaria. Uno de los objetivos que se pretenden es que los estudiantes
lleguen a conocer las matemadticas basicas que permitan desarrollar su futura labor
profesional como docente en la Educacion Primaria.

Los contenidos de la asignatura se organizan en seis temas, a saber: (1) el nimero
natural (sistemas de numeracion), (2) aritmética, (3) nimeros racionales, (4) geometria,
(5) magnitudes y su medida, y por ultimo (6) introduccién a la probabilidad y
estadistica.

La programacion incluye una descripcion de la metodologia de los créditos practicos y
teoricos. En las clases de teoria el profesor es el encargado de presentar, orientar y
sintetizar los temas, ademas es quien guia las reflexiones de los estudiantes, en estas
sesiones se entrega a los alumnos unas guias de trabajo y hojas de actividades para cada

35 Ver Anexo A
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tema. En las clases practicas los estudiantes resuelven los cuadernos de practicas
trabajando en grupos utilizando ademas materiales concretos, bajo la supervision del
profesor. En la programacion de la asignatura se indica que el trabajo en los créditos
practicos priorizara la actuacion de los alumnos, primero individual, y luego en grupos,
sin embargo en la realidad los estudiantes trabajan inicamente en grupos.

En este documento se indican las expectativas de aprendizaje propuestas en la
asignatura en términos de competencias transversales genéricas y competencias
especificas. En la Tabla 3.12 mostramos las competencias, incluidas en el programa de
la asignatura.

Tabla 3.12. Competencias profesionales incluidas en el programa de la asignatura
Matematicas y su Diddctica del curso lectivo 2009-2010

Capacidad de andlisis y sintesis
Capacidad de gestionar la informacion
Conocimientos de informdtica relativa al ambito de la

Competencias ensefianza de las matematica
Transversales Resolucion de problemas matematicos
Genéricas Trabajo en equipo

Razonamiento critico
Aprendizaje autonomo
Adaptacion a nuevas situaciones

Cognitivas (Saber)
Adquirir los conocimientos bésicos de las matematicas que han
de impartir en el ejercicio de su labor profesional y la
capacidad de aplicarlos a la practica.
Capacidad critica para analizar el Disefio Curricular en
Matematicas.
Adquirir una vision globalizada e interdisciplinar de los
contenidos en matematicas
Entender e interpretar problemas relevantes para la ensefianza
de las matematicas.
Capacidad de aprender a aprender.

Competencias o . . )
P Habilidad para el razonamiento légico y la formulacion de

Especificas
argumentos

Procedimentales/Instrumentales (Saber hacer)
Capacidad para ejercer como profesionales comprometidos en
el cambio y mejora del proceso educativo y del entorno social
en los contextos donde desarrollen su actuacion asi como de su
mejora profesional, a través de la innovacion y formacion
permanente.

Capacidad de critica y autocritica en relacion con el desarrollo
de la profesion docente.
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Tabla 3.12. Competencias profesionales incluidas en el programa de la asignatura
Matematicas y su Diddctica del curso lectivo 2009-2010

Actitudinales (Ser)
Capacidad para ejercer como maestro de manera critica y
reflexiva en una comunidad con diversidad cultural y con
pluralidad de valores.
Ser habil para relacionarse con todos los colectivos implicados
en la ensefianza y para el trabajo en equipos interdisciplinares.
Adquirir actitudes y modelos de organizacién social que
favorezcan la instauracion en el aula de un compromiso ético y
del derecho a la diferencia.
Convencimiento de que su actitud en las relaciones con sus
alumnos ha de ser de observacion, escucha, apertura,
tolerancia, flexibilidad y empatia.

Destacamos que en la guia docente de la asignatura Matematicas y su Didactica del
curso 2009-2010 se expresan algunas competencias que vinculamos con el dominio de
los contenidos matematicos escolares. Estas competencias son:

- Resolucion de problemas matematicos.

- Adquirir los conocimientos basicos de las matematicas que han de impartir en el
ejercicio de su labor profesional y la capacidad de aplicarlos a la practica.

Actualmente, la asignatura a la que ha dado lugar se llama Bases Matematicas para la
Educacion Primaria, sobre la misma destacamos que en la guia docente de la asignatura
del curso 2010-2011 se ha modificado el listado de competencias correspondientes,
algunas competencias no han variado y sobre otras se ha aportado una especificidad
mayor. Subrayamos la inclusion de las competencias matematicas como una de las
expectativas de aprendizaje de la asignatura, a continuacion las recogemos:

- Desarrollar competencias matematicas bésicas (pensar y razonar, argumentar y
Justificar, comunicar, modelizar, plantear y resolver problemas, representar,
utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico y las operaciones y emplear
soportes y herramientas tecnologicas) sobre los bloques de contenido de las
matematicas escolares.

- Conocer las matematicas de la Educacién Primaria, su relacion interdisciplinar
con las demas areas y los conocimientos didacticos referidos a su historia,
fenomenologia, sistemas de representacion y modelizacion.

- Analizar, razonar y comunicar propuestas matematicas
- Plantear y resolver problemas de matematicas vinculados con la vida cotidiana.

El desarrollo de las competencias matematicas descritas requiere de procesos de
ensefianza-aprendizaje que pongan el énfasis en la adquisicion de las mismas. En la
asignatura Matematicas y su Didactica se ha trabajado y continua trabajando en este
sentido. No obstante, consideramos que la cuestion del disefio de experiencias concretas
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elaboradas en al ambito de una investigacion y centradas en el desarrollo del
conocimiento matematico desde una postura funcional asi como de las competencias
matematicas, podria aportar conclusiones, reflexiones e incluso materiales en beneficio
de la adquisicion de la competencia matematica por parte de los futuros maestros. Saenz
(2007) afirma que es dificil trabajar el aula de magisterio desde una perspectiva
constructivista en la linea del marco teorico que sustenta la propuesta del estudio PISA,
segun esta autor no es facil disefiar y gestionar en el aula de magisterio actividades
poderosas de matematizacion y mas dificil ain que los futuros maestros aprendan a
disefiar y gestionar este tipo de actividades para su aula de primaria. Consientes de esta
realidad, decidimos abordar el proceso de planificacion del disefio instruccional a través
de un proceso sistematico de organizacion de los conocimientos matematicos, objetivos,
y seleccion de tareas matematicas que constituirian la experimentacion de nuestro
estudio.

3.3 EL ANALISIS DIDACTICO

La necesidad de realizar un proceso sistematico de planificacion de las sesiones de la
experimentacion, nos llevé al andlisis didactico (Gémez, 2007) como una herramienta
potente para realizar tal tarea. El andlisis didactico se ha utilizado para la preparacion de
las sesiones y a su vez ha aportado una serie de insumos que se han utilizado en el
analisis de la informacion recogida.

La nocion de andlisis didactico se ha empleado en Didactica de la Matematica con
diferentes sentidos. Para Puig (1997) el anélisis didactico de las matematicas es “...el
andlisis de los contenidos de las matematicas que se realiza al servicio de la
organizacion de su ensefanza en los sistemas educativos, tiene varios componentes...”
(Puig, 1997, pag. 61), uno de los cuales es el andlisis fenomenologico sobre el que
centra su atencion, esta postura es amplia en tanto alude a la organizacién de los
conocimientos de un area de conocimiento. Por otro lado, el analisis didactico se ha
tomado como un tipo de metodologia de investigacion empleada para sintetizar y
organizar informacidn, detectar regularidades, vacios, y delimitar el problema de
investigacion (Gallardo y Gonzélez, 2006). Un tercer sentido, que es el que hemos
adoptado en nuestra investigacion, hace referencia al andlisis didactico como un nivel
del curriculo de matematicas, concretamente como un procedimiento para planificar
unidades didécticas centradas en contenidos de las matematicas escolares y consiste en
cuatro tipos de analisis parciales: de contenido, cognitivo, de instruccion y de actuacion
(Gomez, 2002; 2007; 2009).

Uso del Analisis Didactico en el Ambito de la Investigacion

El significado que Gomez (2002, 2007, 2009) ha otorgado a esta expresion, ha surgido
en el contexto de la formacion inicial de profesores de matematicas de educacion
secundaria, como un procedimiento “ideal” que permite guiar el disefio, implementacion
y evaluacion de unidades didéacticas. No obstante este investigador reconoce que el
analisis didactico es un analisis sistematico de las matemadticas escolares y, como tal,
puede ser de utilidad mas alld del entorno de la formacion inicial de profesores de
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matematicas de secundaria. Sefala que, por ejemplo, el andlisis didactico puede ser util
en aquellos estudios sobre la comprension y el aprendizaje de temas matematicos en los
que es necesario disefar pruebas y esquemas de andlisis de las actuaciones de los
sujetos cuando abordan esas pruebas.

Especificamente sugiere algunas ideas en relacion con el uso que se le puede dar a los
analisis a priori parciales que componen el andlisis didactico. De este modo Gdémez
(2007) sugiere que el andlisis de contenido le puede permitir al investigador
fundamentar conceptualmente el contenido matematico objeto de la investigacion, con
el andlisis cognitivo el investigador puede organizar de una manera sistematica las
expectativas de aprendizaje vinculadas a ese contenido y siguiendo las orientaciones
sugeridas en el andlisis de instruccion es posible disefiar y evaluar pruebas. En vista de
la posibilidad de utilizar las herramientas y fundamentos considerados en la propuesta
del analisis didactico en el ambito de la investigacion, adelantamos que en nuestra
investigacion hemos desarrollado un analisis didactico de los contenidos razon y
proporcionalidad con el fin de organizar los contenidos, expectativas de aprendizaje y
demds elementos de la planificacion del trabajo de aula relativo a la fase de
experimentacion del estudio (Capitulo 4).

3.3.1 Descripcién del Analisis Didactico

El problema que aborda Gomez (2007), y que le conduce a la sistematizacién de la
nocion andlisis didéctico, es una cuestion practica que enfrentamos todos los profesores
de matematicas, ésta es la organizacion de la instruccion matematica. Este
procedimiento lo puede seguir el profesor de matematicas ante la tarea de disenar, llevar
a la practica y evaluar unidades didacticas concernientes a un contenido especifico de
las matematicas escolares’®, por lo tanto el problema de planificacién que se aborda se
ubica en un nivel de planificacion local, y no global como puede ser la planificacion de
una asignatura o nivel educativo.

El desarrollo tedrico y componentes del andlisis didactico se fundamenta en las
nociones de dimensiones y niveles del curriculo, planteadas en los trabajos de Rico y
sus colaboradores (Rico, 1997a, 1997b, 1997c) y en los trabajos de Simon vinculados
con la nocién de trayectoria hipotética del aprendizaje (Gomez, 2007).

Una de las ideas fundamentales que se derivan de los trabajos de Rico se refiere a los
organizadores del curriculo los cuales corresponden “aquellos conocimientos que
adoptamos como componentes fundamentales para articular el disefio, desarrollo y
evaluacion de unidades didacticas™ (1997c, p. 45). Los organizadores son herramientas
que permiten acopiar, organizar y seleccionar informacién sobre los diferentes
significados que adoptan los contenidos de las matematicas escolares. Rico (1997a)

36 «E] contenido matematico escolar esta constituido por todo el acervo del conocimiento matematico que,
a lo largo de la historia de las matematicas escolares, se ha considerado como objeto de ensefianza en la
educacion basica. Incluye todas las parcelas del conocimiento matematico que desde diferentes grupos de
especialistas en educacion matematica y colectivos de profesores han sido consideradas, analizadas y
organizadas para que formen parte de las matematicas que se han ensefiado en las aulas” (Lupiafiez, 2009;

p- 38)
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afirma que la planificacion de una unidad didéactica o de una hora de clase se debe
fundamentar en la exploracion y organizacion de los diversos significados de la
estructura matematica objeto de esa planificacion. Los organizadores que propone son
los siguientes: aspectos histdricos, fenomenologia, sistemas de representacion, errores y
dificultades, materiales y recursos para la ensefianza de las matematicas, expectativas,
limitaciones y oportunidades de aprendizaje. Los organizadores, constituyen las
unidades principales que han de desarrollarse en los analisis parciales que componen al
analisis didactico. Gomez (2007) sefiala que, por ejemplo, el procedimiento para realizar
el analisis de contenido se basa en organizadores del curriculo tales como los sistemas
de representacion, la estructura conceptual o la fenomenologia; y que el andlisis
cognitivo se fundamenta en nociones como competencia, objetivo de aprendizaje,
capacidad, dificultad y camino de aprendizaje. Es en el marco de la reflexion sobre los
niveles y dimensiones del curriculo de matematicas donde surge el andlisis didactico.
Esta herramienta de planificacion que emerge como un nuevo nivel del curriculo de
matematicas, uno en el que el profesor se preocupa por organizar los procesos de
ensefianza que tendran lugar en el salon de clase alrededor de un contenido matematico
particular.

Otra de las nociones sobre las que se fundamentan los principios de la propuesta de
analisis didactico de Gomez (2007) es la de trayectoria hipotética de aprendizaje
(THA) utilizada en los trabajos de Simon y colaboradores, entendida como una
herramienta de planificacion que considera los objetivos del aprendizaje de los
estudiantes, las tareas que los promueven y las hipotesis acerca del proceso de
aprendizaje de los estudiantes. Gomez adapta esta nocion y en su lugar se refiere al
camino de aprendizaje, que en relacion con una tarea corresponde a una secuencia de
capacidades que los escolares pueden poner en juego para resolverla. Esta idea, entre
otras, la utiliza para perfilar uno de los analisis parciales que forman parte del analisis
didéctico.

En sintesis, Gomez (2007) define el andlisis didactico como ‘el procedimiento
compuesto por estos cuatro andlisis y en virtud del cual el profesor puede disefiar, llevar
a la practica y evaluar unidades didacticas” (p. 29). En relacion con las cuatro
dimensiones del curriculo (conceptual, cognitiva, ética o politica y social), propone
cuatro componentes del andlisis didactico: el andlisis de contenido, el analisis
cognitivo, el andlisis de instruccion y el andlisis de actuacion. Recogemos a
continuacion una breve descripcion de cada uno, posteriormente los detallamos.

1. EI analisis de contenido es el procedimiento en virtud del cual el profesor
identifica y organiza la multiplicidad de significados de un concepto.

2. El andlisis cognitivo es el procedimiento a través del cual el profesor describe
sus hipoétesis acerca de como los escolares pueden progresar en la construccion
de su conocimiento sobre la estructura matemadtica cuando se enfrenten a las
tareas que compondran las actividades de ensefanza y aprendizaje.
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3. El andlisis de instruccion se centra en el disefio, analisis y seleccion de las tareas
que constituiran las actividades de enseflanza y aprendizaje objeto de la
instruccion.

4. El andlisis de actuacion estd orientado a que el profesor determine las
capacidades que los escolares han desarrollado y las dificultades que pueden
haber manifestado hasta ese momento. (Gémez, 2009)

Una caracteristica fundamental de este procedimiento de planificacion es el caracter
ciclico del mismo. La informacién que surge del analisis de contenido fundamenta el
analisis cognitivo y estos dos a su vez aportan los criterios que permiten seleccionar o
disefiar las tareas matematicas en el analisis de instruccion. Reciprocamente el analisis

de instruccion puede suscitar la necesidad de revisar y corregir los andlisis previos
(Goémez, 2009).

3.3.2 Procedimientos del Analisis Didactico

Para efectos de nuestra investigacion nos interesamos en describir las acciones a seguir
en el desarrollo de cada uno de los andlisis parciales que contempla el analisis didéctico,
motivo por el cual no nos centramos en presentar cuestiones tedricas que sustentan esta
propuesta.

Como punto de partida para el analisis didactico se elige un tema matematico asi como
el nivel educativo en el que tendra lugar la instruccion de ese tema, con el fin de recoger
los documentos curriculares globales que marcaran muchas de las decisiones que
guiardan el proceso de planificacion. En los documentos curriculares globales se
establecen los fines, expectativas de aprendizaje, extension y profundidad de los
contenidos, cuestiones metodoldgicas y de evaluacidon que, sin restringir el andlisis
didactico, permiten establecer una delimitacion en el procedimiento de planificacion, de
otro modo la persona que efectiia el andlisis didactico se veria inmersa en un proceso
casi interminable. Con base en esta revision es posible determinar cuales contenidos son
los centrales y por lo tanto en cudles se ha de centrar la planificacion.

En el caso de nuestra investigacion y en relacion a la eleccion del contenido nos
interesamos por contenidos matematicos o aspectos de los mismos que no se abordan
necesariamente, por diferentes razones, en los programas o planes oficiales que
estructuran un nivel educativo particular, siendo muchas veces el tiempo restringido o la
limitada cantidad de horas que un curso tiene asignado el motivo por el cual no se
incluye un contenido. Esta situacion se da especialmente en el dmbito de la formacion
de maestros de educacion primaria; en el caso de la Universidad de Granada se cuenta
unicamente con dos asignaturas centradas en la formacién didactico-matematica de los
futuros maestros.

La siguiente etapa del analisis didactico es el andlisis de contenido, mismo que
sintetizamos a continuacion.
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3.3.2.1 AnAlisis de Contenido

El andlisis de contenido es el procedimiento a través del cual el profesor identifica,
organiza y selecciona los significados de un concepto o estructura matemadtica en el
contexto de las matematicas escolares (Gomez, 2007). El significado de un concepto
matematico se aborda a través de tres dimensiones: sistemas de representacion,
estructura conceptual y fenomenologia. Estas dimensiones ponen de manifiesto la
multiplicidad de significados que es posible atribuir a los conceptos de las matematicas
escolares. Recogemos a continuacioén una descripcion general de estas tres dimensiones.

Sistemas de representacion

Como sostienen Castro y Castro (1997) “las representaciones son las notaciones
simbolicas o graficas, especificas para cada nocidon, mediante las que se expresan los
conceptos y procedimientos matematicos asi como sus caracteristicas y propiedades mas
relevantes” (p. 96). La inclusion de este organizador, en el analisis de contenido, se
justifica en el hecho de que un mismo concepto admite varias representaciones las
cuales ponen de manifiesto u ocultan algunas propiedades del concepto. Esto motiva la
exploracion de diversas representaciones por parte del profesor, ya que la comprension
de un concepto matematico por parte de los estudiantes estd relacionada directamente
con la capacidad de interpretar y traducir entre diferentes representaciones. El contar
con diferentes representaciones de un concepto también tiene una doble utilidad. Por un
lado distintas representaciones atienden o enfatizan diferentes aspectos de la estructura
del concepto lo cual posibilita una comprension profunda de esa nocion, y por otro lado
es una forma de abordar las diferencias

Estructura conceptual

En términos generales, la estructura conceptual es la disposicion y orden de los
conocimientos, procedimientos, representaciones, entre otros, que comprenden los
conceptos matematicos. Entendemos que la estructura conceptual es como una red o
sistema de conceptos enlazados de una forma coherente, cuyo objetivo es precisar las
relaciones entre los elementos que caracterizan a ese concepto matematico.

Cada concepto configura una estructura matematica y forma parte de otras estructuras
matematicas (Goémez, 2007). Segun este investigador abordar los significados de un
concepto desde la perspectiva de su estructura conceptual consiste en identificar y
organizar los elementos (objetos, conceptos y estructuras matematicas) y las relaciones
(horizontales y verticales) correspondientes a ese concepto. Ademas, propone los mapas
conceptuales como una herramienta para que el profesor recoja, organice, represente y
comparta la informacion correspondiente a los significados de un concepto matematico.

Consideramos que representar la estructura conceptual de una nocién es una tarea
compleja, dado que las redes que sostienen el conocimiento matematico tienen muchas
terminales, niveles, conexiones que no es posible expresar mediante un modelo sencillo.
No obstante, es posible recoger una aproximacion a esta estructura conceptual desde
perspectivas delimitadas. En nuestra investigacion hemos elaborado mapas conceptuales
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que reflejan las aproximaciones y relaciones que sobre los contenidos matematicos de
nuestro interés (razon y proporcionalidad) se exponen en el marco de referencia
utilizado, el cual esta centrado en cuestiones de la Didactica de la Matematica o en la
investigacion de este campo.

Fenomenologia

El término fenomenologia y la expresion andlisis fenomenologico estan relacionados
pero son cuestiones diferentes, como indican Segovia y Rico (2001) la fenomenologia
es una agrupacion de fenomenos y el analisis fenomenolodgico se refiere a la descripcion
de esos fendomenos y su relacion con el concepto.

En la propuesta del analisis didactico se utiliza la nocion fenomenologia, como
dimension del significado de un concepto, para referirse a los fenomenos que dan
sentido a dicho concepto, este investigador postula que el andlisis fenomenologico de
una estructura matematica implica la identificacién de tres cuestiones relevantes, a
saber: (1) las subestructuras correspondientes a esa estructura, (2) los fendmenos
organizados por cada una de ellas y (3) la relacion entre subestructuras y fendmenos. El
proposito final del analisis fenomenoldgico es identificar familias de fendmenos en
diferentes contextos y describir como son modelizados por alguna subestructura de la
estructura matematica original (Lupiafiez, 2009).

3.3.2.2 Andlisis Cognitivo

A través del andlisis cognitivo “el profesor describe sus hipétesis acerca de como los
estudiantes pueden progresar en la construccion de su conocimiento sobre la estructura
matematica cuando se enfrenten a las tareas que compondran las actividades de
enseflanza y aprendizaje” (Gomez, 2007, p. 56).

Lupiafiez (2009) afirma que el profesor, a partir de la informacion obtenida en el
analisis de contenido previo y del conocimiento sobre matematicas escolares y sobre su
aprendizaje, enuncia y organiza expectativas de aprendizaje sobre ese tema matematico.
También analiza aquellas limitaciones que pueden interferir el aprendizaje, y organiza la
seleccion de tareas que les suministrard a los escolares las oportunidades de aprender”
(p. 36). En este sentido son tres los organizadores del andlisis cognitivo: (1) las
expectativas de aprendizaje, que delimitan y organizan lo que el profesor espera que los
escolares aprendan segun diferentes niveles; (2) el andlisis de limitaciones de
aprendizaje, que se centran en los posibles errores y dificultades que pueden surgir en el
proceso de aprendizaje; y (3) las oportunidades de aprendizaje que el profesor brinda
sus escolares, entre las cuales se destacan las tareas.

Para abordar el primero de los organizadores anteriores, Rico y Lupiafiez (2008) han
desarrollado un procedimiento para organizar las expectativas de aprendizaje,
especificamente los objetivos especificos y las competencias matematicas descritas en el
estudio PISA (OCDE, 2004), a saber: pensar y razonar, comunicar, argumentar,
representar, modelizar, plantear y resolver problemas, utilizar el lenguaje simbélico,
formal, y técnico, y las operaciones, y emplear soportes y herramientas tecnologicas. El
objetivo del procedimiento es relacionar ambos niveles de expectativas y describir en
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qué grado el trabajo sobre uno u otro objetivo contribuye al desarrollo de cierta
competencia matematica. Para cada objetivo de aprendizaje, el profesor decide a qué
competencias contribuye (Lupidiiez y Rico, 2008).

El segundo organizador del andlisis cognitivo es el andlisis de las limitaciones de
aprendizaje relacionadas con el contenido matematico, se centra en la descripcion de los
posibles errores y dificultades que puedan surgir en el proceso de aprendizaje de ese
contenido. Se entiende que las dificultades se expresan a través de los errores que
manifiestan los estudiantes cuando resuelven las tareas (Lupiafiez, 2009). Como
procedimiento de analisis de las limitaciones de aprendizaje este investigador sugiere
que partir de los objetivos especificos y de las dificultades que se recojan, en distintas
fuentes de referencia y en relacion con el contenido matematico, se debe establecer una
relacion entre las dificultades, los errores y los objetivos especificos. La informacion
que se desprenda de este analisis serd primordial para elegir las tareas que se realizaran
durante el trabajo con los estudiantes.

El tercer organizador del andlisis cognitivo corresponde a las oportunidades de
aprendizaje (Lupiaiez, 2009), siendo la de mayor relevancia el disefio y seleccion de las
tareas, sobre las que se centra el analisis de instruccion.

3.3.2.3 Analisis de Instrucciéon

Este analisis es “el procedimiento en virtud del cual el profesor puede analizar y
seleccionar las tareas disponibles para el disefio de las actividades de ensefianza y
aprendizaje” (Gomez, 2007, p. 76). Este analisis también considera la prevision de las
posibles actuaciones de los estudiantes al resolver la tarea y de las secuencias de
capacidades que se podrian poner de manifiesto al realizarlas. Esto es, describir los
caminos de aprendizaje para esa tarea. Con base en las informaciones procedentes de los
dos andlisis previos, de contenido y cognitivo, es posible establecer los criterios que
permitan analizar y seleccionar las tareas®” que realizaran los estudiantes en el aula. En
el mismo sentido, Lupiafiez (2009) indica que ademas del proceso de disefo, seleccion
y secuenciacion de las tareas, el andlisis de instruccion contempla aspectos relativos a la
gestion del aula como el empleo de materiales, de recursos, y la definicién de criterios
de evaluacion.

Procedimiento para el Analisis de Instruccion

El analisis y seleccion de las tareas constituye el nacleo del andlisis de instruccion
(Gomez 2007), siendo de espacial relevancia el que los profesores cuenten con
herramientas que les permitan evaluar la pertinencia de un conjunto de tareas para la
ensefianza de un contenido particular. Se sugiere una serie de acciones encaminadas a
guiar al profesor en la tarea de realizar el andlisis de instruccion. En la Tabla 3.13

" Adoptamos la postura expuesta en Marin (en prensa) en relacion con la nocion de tarea, éste autor
seflala que una tarea es una propuesta para el alumno que implica una actividad de él en relacion con las
matematicas y que el profesor planifica como instrumento para el aprendizaje o la evaluacion del
aprendizaje.

98 Depto. de Diddctica de la Matematica. Universidad de Granada



Competencias Matematicas Promovidas...

presentamos una sintesis de las acciones sugeridas por los dos autores que venimos
citando, destacamos que la numeracion no responde a ningun tipo de correspondencia

entre las acciones sugeridas en cada caso.

Tabla 3.13. Procedimientos para realizar el analisis de instruccion

Segun Gomez (2007, p. 84)

Segun Lupiaiiez (2009, p. 69)

1. Establecer el contexto en el que se
va a realizar la tarea (nivel, marco
curricular, normas  sociales 'y
sociomatematicas del aula).

2. Seleccionar un objetivo de
aprendizaje concreto para cuyo logro
se seleccionaran las tareas.

3. Producir la tabla de capacidades-
competencias para el objetivo de
aprendizaje.

4. Caracterizar el objetivo de
aprendizaje en términos de su
contribucion a las competencias y sus
caminos de aprendizaje.

5. Seleccionar unas tareas que por lo
general ya existen, la cuestion es
evaluar la pertinencia de las mismas

6. Para cada tarea identificar las
capacidades que se pueden poner en
juego e identificar las competencias a
las que se puede contribuir.

7. Construir el grafo de los caminos de
aprendizaje que los escolares pueden
recorrer cuando aborden cada tarea.

8. Establecer a qué competencias
contribuye la tarea y en qué medida.

9. Evaluar la pertinencia de las tareas
a partir de esta informacion.

10. Aceptar, rechazar o modificar las

1. Describir y clasificar tareas matematicas,
segin contenidos y  expectativas de
aprendizaje, para detectar posibles errores.

2. Disenar o seleccionar tareas sobre el
contenido matematico, atendiendo a los
criterios del punto 1 y con diferentes grados
de complejidad (reproduccion, conexién y
reflexion).

3. Reformular el enunciado de algunas tareas
para que promuevan el desarrollo de alguna
competencia matematica especifica
(modelizar, plantear y resolver problemas).

4.  Analizar criticamente  secuencias
didacticas presentadas en libros de texto y
otros materiales curriculares, presentando
propuestas de modificacion.

5. Construir secuencias de tareas orientadas a
promover la construcciéon de conocimientos
nuevos, usar un material o recurso especifico
y (0) a guiar el logro de objetivos especificos
y competencias matematicas determinadas.

6. Elaborar criterios sobre el papel del
profesor en el aula y de otros aspectos a
considerar en la planificacion de las sesiones
de clase.

7. Analizar y seleccionar tareas orientadas a
la evaluacion del aprendizaje de un tema
matematico.

8. Planificar los contenidos y expectativas de
las clases relativas a la unidad didactica
considerando criterios de secuenciacion y de
gestion del aula.
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tareas y establecer una secuenciacion.

Como se evidencia en la Tabla 3.13 la propuesta recogida en Lupiafiez (2009) aporta
elementos que no giran unicamente en torno al proceso y seleccion de las tareas sino
que contemplan cuestiones relacionadas con el papel del profesor y la gestion de clase.

3.3.2.4 Andlisis de Actuacion

Con este analisis se cierra el ciclo del analisis didactico y se da paso al inicio de un
nuevo ciclo, “el andlisis de actuacion utiliza la informacion que surge de la puesta en
practica de las actividades de ensefianza y aprendizaje para producir informacién que
permita determinar la comprension de los escolares en ese momento, los contenidos a
tratar en el aula y los objetivos de aprendizaje que se deben buscar en el nuevo ciclo”
(Goémez, 2007, p. 93-94). Este analisis estd relacionado con la dimension de la
evaluacion pero no satisface exactamente los mismos propositos pues no es objetivo del
analisis de actuacion asignar una calificacion a los estudiantes sino més bien valorar el
proceso de instruccion en conjunto, en este sentido entre los propositos de este analisis
estan

establecer el seguimiento del progreso de los escolares al comparar las previsiones
que se hicieron en la planificacion con lo que sucedio cuando esa planificacion se
puso en prdctica en el aula; establecer los logros y deficiencias de la planificacion
(actividades y tareas) en su puesta en prdctica en el aula; caracterizar el
aprendizaje de los escolares con motivo de la puesta en practica de las actividades,
v producir informacion relevante para la planificacion en un nuevo ciclo del analisis
didactico.(Gomez, 2007, p. 94)

Adicionalmente a las acciones descritas en relacion con la valoracion de las tareas y de
la consecucion de los objetivos de aprendizaje, en el andlisis de actuacion es preciso
“establecer en qué medida el empleo de materiales y recursos optimiz6 el proceso de
aprendizaje de los escolares; y valorar la conveniencia de los métodos e instrumentos de
evaluacion para extraer informacién del aprendizaje de los escolares de forma objetiva y
clarificadora” (Lupiafiez, 2009, p. 71).

El andlisis de actuacion guarda una cercana relacion con los otros andlisis previamente
desarrollados ya que el profesor puede usar la informacion recogida previamente para
comparar lo previsto en la planificacién y lo sucedido en el aula. En el caso de nuestra
investigacion los conocimientos acopiados y organizados en los andlisis previos
(contenido, cognitivo e instruccion) se utilizaron, como detallamos en el Capitulo 5, en
otras fases del estudio ajenas a la planificacion de la instruccion, principalmente en el
analisis de las actuaciones de los participantes.

Uso del Analisis Didactico en Nuestra Investigacion

Como se ha descrito en el Capitulo 1, en nuestra investigacion nos hemos interesado por
estudiar como contribuye una secuencia de trabajo en el aula sobre la razén y la
proporcionalidad, utilizando una metodologia de trabajo colaborativo, en el proceso de
desarrollo de la competencia matematica de futuros maestros de primaria. El disefio
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metodologico de la investigacidon corresponde a un experimento de ensefianza, mismo
que describiremos con detalle en el Capitulo 5, el cual demand¢ la elaboracion de un
disefio instruccional. La necesidad de elaborar este disefio instruccional ha sido la que
ha suscitado nuestro interés por utilizar el andlisis didactico. Subrayamos que han sido
las investigadoras, responsables de esta investigacion, quienes han utilizado el andlisis
didactico y no los estudiantes de magisterio.

En nuestra investigacion hemos utilizado el andlisis didactico como una herramienta de
planificacion y analisis en las distintas fases del experimento de ensefianza. Se ha
elegido utilizar el analisis didactico con el fin de elaborar una propuesta respaldada por
un proceso de estudio y reflexion relativo a los diferentes significados de los contenidos
matematicos implicados: la razon y la proporcionalidad. La propuesta de trabajo en el
aula debia contemplar los intereses investigadores a la vez que posibilitara promover las
expectativas de aprendizaje relativas a las competencias matematicas de los futuros
maestros.

En el Capitulo 4 presentamos el analisis didactico que hemos realizado para los
contenidos matematicos razon y proporcionalidad el cual responde a los intereses de
nuestro estudio.

En el Capitulo 5 describimos el papel que ha jugado el analisis didactico en cada una de
las fases del experimento de ensefianza realizado.
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Capitulo 4. Analisis Didactico de
la Raz6n y la Proporcionalidad

En este capitulo centramos nuestra atencion en el analisis didactico que sobre la razén y
proporcionalidad hemos realizado. El analisis didactico se ha utilizado con diferentes
fines en las tres fases del experimento de ensefianza objeto de nuestra investigacion;
como herramienta de planificacion de las sesiones de intervencion, como fuente de
recursos para guiar la toma de decisiones de la investigadora-docente in situ y como
marco para el andlisis de las producciones escritas y orales proporcionadas por los
estudiantes. Hemos realizado un andlisis didactico de acuerdo a las necesidades de
nuestro estudio, considerando las pautas tedricos que caracterizan los distintos analisis
parciales contemplados en el analisis didactico (Gémez, 2007, 2009; Lupianez, 2009).

Este capitulo 4 se organiza en tres bloques: (1) analisis de contenido, (2) analisis
cognitivo y (3) andlisis de instruccion. El andlisis de actuacion se contempla en el
Capitulo 7 “Anélisis retrospectivo de las sesiones” y las pautas seguidas para efectuar
este andlisis se describen en el Capitulo 6 “Tipo de estudio y metodologia™.

4.1 ANALISIS DE CONTENIDO

Para nuestro experimento de ensefianza hemos realizado un analisis de contenido
(Gomez, 2009) sobre la razon y la proporcionalidad con el fin de identificar y organizar
la multiplicidad de significados asociados a estos conceptos, los cuales constituirdn los
cimientos sobre los cuales se elabora el disefio de la experiencia de aula de nuestra
investigacion. Con tal propoésito, hemos explorado las tres dimensiones del significado
de los conceptos matematicos razon y proporcionalidad: la referencia formal dada por
su estructura conceptual, los sistemas de representacion que se utilizan en los mismos, y
el sentido con que se usan estos conceptos o sea su fenomenologia.

Previo a ello, delimitamos los conceptos a partir del tratamiento curricular que de los
mismos se hace atendiendo a los estudiantes para los que va dirigida dicha materia. Lo
hacemos desde los lineamientos establecidos en la guia docente de la asignatura,
guiones de algunos temas y desde la revision de textos de Didactica de la Matematica,
asi como desde la revision de estudios relevantes en el campo de la razéon y la
proporcionalidad (Anexo B). Algunos de dichos textos se incluyen en la bibliografia
recomendada a los estudiantes para el trabajo de los temas 3 y 5 “Numeros Racionales”
y “Magnitudes y su Medida” (ej. Garcia y Bertran, 1987; Godino, 2004; Llinares y
Sanchez; 1988), y otros que, a partir de la experiencia de las investigadoras, son
relevantes en el campo de la razon y la proporcionalidad (ej. Cai y Sun, 2002; A.
Fernandez, 2001; Freudenthal, 1983; Llinares, 2003b; Vergnaud, 1988). Esta
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delimitacion nos ha permitido identificar distintos acercamientos a las definiciones de
razon, proporcion y proporcionalidad; detectar y clasificar conocimientos conceptuales
y procedimentales relativos a los contenidos, identificar los focos prioritarios sobre los
cuales se puede centrar el aprendizaje de tales nociones en el contexto de la formacion
de maestros, las representaciones mediante las cuales tales nociones se ponen de
manifiesto y las situaciones en las cuales estan implicadas.

4.1.1 Revision de los Contenidos en los Documentos Curriculares

El desarrollo del analisis didactico se ha realizado en el contexto de la asignatura
Matematicas y su Didactica. Como punto de inicio del andlisis de contenido nos
acercamos a los documentos curriculares de la asignatura con el fin de conocer los
contenidos y expectativas de aprendizaje definidas para la razén y la proporcionalidad.
En vista del disefio de trabajo de aula esta observacion no solo nos permite justificar la
pertinencia del mismo sino también delimitar los analisis de contenido y cognitivo.

Los documentos que se han tomado como referencia para esta revision son:

- Guia docente de la asignatura Matematicas y su Didactica del curso académico
2009-2010°.

- Guié6n del Tema 3 Nameros Racionales™.
- Guioén del Tema 5 Magnitudes y su Medida™.

Observamos que en el programa de la asignatura no aparece explicitamente el
tratamiento de los contenidos. No obstante, en algunos de los temas se incluyen
aspectos relativos a estos topicos. En el programa de la asignatura se incluyen
contenidos relacionados con la nocion de razon, especificamente en el tema 3 “Numeros
Racionales”, cuando se estudia el concepto de fraccion y sus significados, entre los
cuales la razén es uno de ellos. En el guion del tema Numeros Racionales se incluyen
los objetivos:

- Conocer el concepto de fraccion y nimero racional y relacionarlos.

- Manejar y relacionar la representacion fraccionaria y decimal de los niimeros
racionales.

- Identificar algunos significados de fraccibn y coémo se caracteriza la
equivalencia de fracciones en cada uno de ellos.

- Representar los problemas empleando diversos modelos para obtener el
resultado de las operaciones.

En el guion del Tema 3 se incluyen los contenidos que a continuacion se enlistan y que
desde nuestra perspectiva estan directamente relacionados con la razéon y la
proporcionalidad:

- Contextos y usos de las fracciones.

3 Los documentos de la asignatura se recogen en el Anexo A.
3% Guibn del tema Ntimeros Racionales del curso 2009-2010.
* Guién del tema Magnitudes y su Medida del curso 2009-2010.
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- Definicién y significados del concepto de fraccion: parte-todo, operador, razon,
y cociente.

- Representaciones y modelos para las fracciones.

- Concepto de numero racional. Fracciones equivalentes. Operaciones con
numeros racionales en expresion fraccionaria. Propiedades.

- Razdén y Proporcion. Regla de tres. Porcentajes.

En el guion del tema Magnitudes y su Medida (Tema 5) no aparecen enunciados los
objetivos especificos pero si aparece un listado de los contenidos que se estudiaran,
estos son: importancia social y cultural de la medida, aproximacién al concepto de
magnitud, tipos de magnitudes y ejemplos, situaciones y contextos asociados a las
magnitudes, nocion de cantidad, necesidad de la medida, soluciones histdricas, concepto
de medida, unidades de medida, el Sistema Internacional de Medida, medida directa de
magnitudes (longitud, amplitud, superficie, volumen, masa, capacidad, tiempo),
instrumentos de medida, medida indirecta de magnitudes, longitudes (circunferencia y
arco, teorema de Pitdgoras, Teorema de Thales), amplitud (angulos centrales de un
circulo), superficie (areas de figuras planas, laterales y totales de cuerpos en el espacio),
volumen (volimenes de cuerpos en el espacio), estimacion en medida, materiales y
recursos. De los anteriores contenidos reconocemos que estan directamente relacionados
con la razon y la proporcionalidad:

- Tipos de magnitudes (directa e inversamente proporcionales).
- Medida indirecta de magnitudes. Proporcionalidad aritmética y geométrica.
- Teorema de Thales.

En las orientaciones para el trabajo del estudiante se expresa que en este tema se va a
profundizar sobre qué significa medir, para lo cual se plantea necesario aclarar qué se
mide, qué es magnitud, y cuales son sus elementos y caracteristicas. Ademas se expresa
que se repasaran destrezas y formulas que se emplean para medir las magnitudes
longitud, superficie, amplitud del angulo, volumen y capacidad. Las orientaciones
terminan indicando que se analizaran medidas indirectas y procedimientos basados en la
proporcionalidad.

4.1.1.1 Presencia de los Contenidos en el Curriculo de Educacion Primaria

Esta revision la hemos realizado tomando como referencia el Real Decreto 1513/2006,
de 7 de diciembre, por el que se establece las ensefianzas minimas correspondientes a la
Educacion Primaria Obligatoria en Espafia. En este documento encontramos datos que
nos permiten afirmar que durante la Educacion Primaria los maestros deben ensefar a
los nifios algunos aspectos relativos a la razon y la proporcionalidad, motivo primordial
por el cual los maestros en formacion deben estar capacitados.

A continuacidon exponemos los contenidos propuestos en cada ciclo educativo que estan
directamente relacionados con las nociones. En la Tabla 4.1 hemos incluido el ciclo
educativo, bloque y contenidos del Real Decreto 1513/2006, en los cuales aparecen
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contenidos relacionados con los significados de las fracciones, razon, proporcion,

magnitudes, unidades de medida, semejanza de figuras y razones especiales como 7.

Tabla 4.1. Presencia de los contenidos en el curriculo escolar de Educacion Primaria

Bloque

Contenidos

I Ciclo

2. La medida: estimacion
y calculo de magnitudes

Longitud, peso-masa y capacidad. Estimacion de
resultados de medidas (distancias, tamafios, pesos,
capacidades...) en contextos familiares.

II Ciclo

1. Numeros y operaciones

2. La medida: estimacion
y célculo de magnitudes

3. Geometria

Numeros fraccionarios para expresar particiones y
relaciones en contextos reales, utilizacion del vocabulario
apropiado.

Longitud, peso-masa y capacidad

Unidades de medida convencionales: multiplos y
submultiplos de uso cotidiano, utilizacién en contextos
reales. Estimacion de medidas de objetos de la vida
cotidiana.

La circunferencia y el circulo.

1. Numeros y operaciones

2. La medida: estimacion
y célculo de magnitudes

3. Geometria

4. Tratamiento de la
informaciéon, azar vy
probabilidad

111 Ciclo

Numeros fraccionarios.

Obtencion de fracciones equivalentes.

Ordenacién de numeros enteros, de decimales y de
fracciones por comparacion y representacion grafica.
Expresion de partes utilizando porcentajes.
Correspondencia entre fracciones sencillas, decimales y
porcentajes.

Calculo de tantos por ciento basicos en situaciones reales.

Longitud, peso/masa, capacidad y superficie

Equivalencias entre unidades de una misma magnitud.
Estimacion de longitudes, superficies, pesos y capacidades
de objetos y espacios conocidos; eleccion de la unidad y de
los instrumentos mas adecuados para medir y expresar una
medida.

Unidades de medida del tiempo y sus relaciones. La
precision con los minutos y los segundos.

Equivalencias y transformaciones entre horas, minutos y
segundos, en situaciones reales.

Introduccioén a la semejanza: ampliaciones y reducciones.

Estimacion del grado de probabilidad de un suceso.
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En el curriculo escolar, las situaciones de proporcionalidad suelen plantearse en el tercer
ciclo (y principalmente en 6°), aunque como plantea A. Fernandez (2001) los alumnos
de edades cada vez mas tempranas pueden generar aproximaciones cualitativas a este
tipo de situaciones. Segun Llinares (2003b) es necesario considerar que:

Los alumnos de primaria necesitan desarrollar un “sentido de la nocion de razon”
entendido como el indice comparativo que proporciona informacion sobre una
situacion, y por tanto distinguir las situaciones en las que es posible aplicar este
indice comparativo de las situaciones en las que no es posible. Esto implica
reconocer que en una situacion de proporcionalidad los cambios en una magnitud
implican cambios en la otra, pero que el indice comparativo entre cantidades
correspondiente es constante.

Los alumnos deben desarrollar un lenguaje apropiado para pensar sobre, comunicar
y explicarse en este tipo de situaciones. El desarrollo del vocabulario apropiado es
por tanto un aspecto clave vinculado al desarrollo de la competencia matematica.
Con el analisis de situaciones en las que se den relaciones de proporcionalidad y
situaciones en las que no se den estas relaciones, los alumnos pueden desarrollar
una intuicion desde la que apoyan el “sentido de razon” y dotar de significado a los
simbolos utilizados para expresar proporciones. (pag. 210)

En el curriculo de primaria no s6lo se expresan expectativas de aprendizaje relacionadas
con los contenidos matematicos sino que se describen una serie de capacidades que han
de desarrollar los nifios a lo largo de su proceso formativo, dentro del cual el maestro
debe asumir un papel activo. Estas capacidades giran en torno a la resolucion de
problemas de la vida cotidiana utilizando estrategias de calculo mental y deteccion de
relaciones entre los niimeros, se espera que los nifios sean capaces de explicar oralmente
y por escrito el significado de los datos de los problemas, la situacion planteada, el
proceso seguido y las soluciones obtenidas. También en el marco curricular de primaria
se indica como expectativa de aprendizaje la capacidad para formular razonamientos y
para argumentar sobre la validez de una solucion identificando, en su caso, los errores,
la colaboracion activa y responsable en el trabajo en equipo, manifestando iniciativa
para resolver problemas que implican la aplicacion de los contenidos estudiados. El
marco curricular de la Educacién Matematica en la primaria se basa en la nocion de
competencia matematica. Esta realidad impone al maestro el desafio de fomentar en sus
estudiantes el desarrollo de la competencia matematica, motivo por el cual es razonable
esperar que los maestros posean un nivel al menos aceptable de tales competencias.

4.1.2 Organizadores del Analisis de Contenido

Segun Lupiafiez (2009) el andlisis de contenido se situa en la dimension cultural y
conceptual del curriculo. En esta fase del andlisis didéctico se identifica, selecciona y
organiza los significados de los conceptos y procedimientos del contenido matematico
que sera objeto de instruccion. De acuerdo con este autor los organizadores del curriculo
que conforman el andlisis de contenido son: (a) la revisiéon y organizacion de los
conceptos y procedimientos que conforman el tema (esto es la estructura conceptual del
contenido matematico), (b) el modo en que esos conceptos y procedimientos pueden
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representarse, y (¢) la organizaciéon de los fendémenos y situaciones en los que estd
implicado el contenido en cuestion.

4.1.2.1 Nocién de Razon

La revision de los textos y de estudios previos nos ha permitido recoger distintas
aproximaciones de los conceptos basicos objeto de nuestro estudio: razéon y
proporcionalidad. Mostramos aqui una sintesis de aquellas relativas a la razon.

Respecto a la nocion de razén, un planteamiento afirma que la razén entre dos
cantidades de magnitud es el cociente de las medidas, en la misma unidad, de tales
cantidades; tomando como dividendo la mayor de las medidas (F. Fernandez, 2001;
Garcia y Bertran, 1987; Grupo Beta, 1990). Dos implicaciones de este posicionamiento
se refieren a que las cantidades han de ser homogéneas, es decir pertenecer a la misma
magnitud y que la razdn, en este caso, corresponde a un numero real mayor que 1. Este
punto de vista guarda relacion con la tradicion geométrica de la antigiiedad griega en la
que solo se permitia formulaciones de razones entre cantidades de la misma magnitud.

Otro enfoque, que considera la razon como un numero real, define esta nocion a partir
de la consideracion de una cortadura sobre los nimeros racionales positivos, ademas de
las implicaciones descritas en el parrafo anterior (se presenta en la propuesta de Fiol y
Fortuny, 1990). Desde esta perspectiva se desprende que toda razén entre magnitudes
determina una proporcionalidad entre las cantidades de la misma magnitud.

Las descripciones de la razén presentadas en los textos mencionados utilizan un
lenguaje matematico simbdlico para expresar la definicion de tal nocion. Desde nuestra
perspectiva se hace uso de un nivel de formalismo matematico elevado, considerando la
carencia de un conocimiento matematico profundo por parte de futuros maestros de
primaria, la cual ha sido puesta de manifiesto en estudios nacionales e internacionales
(Ball, 1990; Graeber, Tirosh, y Glover, 1989; Simon, 1993; Valverde, 2008).

Una aproximacion a la nocion de razén que puede utilizarse en el ambito de la
formacion de maestros es la expuesta por Ben-Chaim, Keret e Ilany (2012) quienes
sostienen “razén es la cuantificacion de una relacidon multiplicativa que se puede
calcular dividiendo (o multiplicando) una cantidad por otra. El cuantificador
multiplicativo se determina dividiendo (o multiplicando) dos magnitudes”. (p. 25)

Las razones pueden responder a comparaciones parte-parte en un conjunto, o
comparaciones parte-todo. De acuerdo con Llinares (2003b) la interpretacion parte-
todo, del niumero racional, puede ser considerada un caso particular de las razones parte-
todo. La generalidad de la interpretacion como razon consiste en que permite comparar
cantidades de magnitudes diferentes, mientras que en la interpretacion parte-todo en un
contexto de medida s6lo permite comparar cantidades del mismo tipo. Ademds de la
distincion previa, Godino (2004) destaca rasgos relevantes que diferencian a una razén
de una fraccion entre los cuales se encuentran: a) uso de otros simbolos para representar
la razén como los dos puntos o uso de flechas, b) las razones pueden tener un cero como
segunda componente, c¢) las razones no son siempre numeros racionales, d) las
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operaciones con razones no tienen el mismo significado ni procedimiento que las
operaciones con fracciones.

Otro acercamiento a esta nocion surge a partir de la consideracion de la razén como una
de las posibles interpretaciones o significados del numero racional (Bermejo, 2004; F.
Fernandez, 2001; Godino, 2004; Llinares, 2003b, Llinares y Sanchez, 1988). Tales
autores plantean que en algunas ocasiones las fracciones son usadas como “indice
comparativo” entre dos cantidades de igual o diferente magnitud. No obstante existen
diferencias entre una fraccion y una razén, que surgen del hecho de que las fracciones
son cualquier par ordenado de nimeros enteros cuya segunda componente es distinta de
cero, mientras que una razon es un par ordenado de cantidades de magnitud, cada una

de las cuales vienen expresadas mediante un nimero real y una unidad de medida
(Godino, 2004).

Otra definicion de la razén se refiere a ésta como una funcidén o aplicaciéon de un par
ordenado de numeros o cantidades de magnitud (Freudenthal, 1983; F. Fernandez,
2001; A. Fernandez, 2001). Desde este punto de vista y de modo particular F.
Fernandez (2001) restringe los elementos del dominio de la funcién a cantidades de la
misma magnitud y el &mbito de la funcién al conjunto (1,+oo) lo cual implica que los

valores de la variable dependiente de tal funcion han de ser nimeros mayores que 1.

Por su lado Freudenthal considera que la razén es una relacion de equivalencia en el
conjunto de pares ordenados de nimeros (o valores de magnitud), indicada formalmente
por a:b=c:dsiel par (a,b) es equivalente al par (c,d). La consideracion de razon
como “relacion de equivalencia” conlleva, segun Freudenthal, implicaciones relativas al
estatuto logico de tal nocidén pues afirma que “el significado propio de la razon es hablar
sobre igualdad (o desigualdad) de razones sin conocer el tamafio de la razén, ser capaz
de decir con sentido “a es a b” como “c es a d sin anticipar que “a es a b” puede
reducirse a un numero o valor de magnitud que es el mismo al que puede reducirse “c es
a d”. Es evidente que tal perspectiva se opone a aquellas que consideran a la razon como
un cociente, es decir como un numero que se obtiene como resultado de hacer la
division entre dos cantidades.

Segun A. Fernandez (2001), el estatuto ldgico de la razon, desde el punto de vista
fenomenoldgico, ha de escribirse entonces en términos de una relacion de igualdad
“tener la misma razon”, sefiala que este punto de vista guarda relacion con la vision de
Euclides, ya que en el libro V de los Elementos lo que define no es “razon” sino
“guardar razoén” y cuando se refiere a cantidades proporcionales dice “tener una misma
razén”. Segun este mismo investigador el estatuto 16gico de la razon es pues, desde este
punto de vista, de un nivel mas elevado que el de nimero, fracciones, longitudes y otros
conceptos con los que los alumnos han tropezado previamente en su escolaridad. El
sentido en el que califican el nivel mas elevado es el que le da el provenir de una
relaciéon de equivalencia pues lo que organiza es una propiedad intensiva®' y no una

! Son las cualidades de la materia independientes de la cantidad que se trate, es decir no dependen de la
masa, no son aditivas y, por lo general, resultan de la composicion de dos propiedades extensivas. El
ejemplo perfecto lo proporciona la densidad, que relaciona la masa con el volumen.
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propiedad extensiva® de los objetos o conjuntos de objetos. De tal perspectiva se
desprende la posibilidad de considerar las cantidades en la misma o en diferentes
magnitudes.

En este trabajo consideraremos la razén como una relacion de equivalencia en el
conjunto de pares ordenados de numeros o valores de una magnitud, particularmente la
tomamos como una funciéon de un par ordenado (antecedente y consecuente) de
numeros o valores de magnitud, es decir en este trabajo adoptamos la definicion y
acercamiento hacia la nocidon de razon propuesta por Freudenthal (1983) y que ha sido
expuesta y descrita detalladamente por A. Fernandez (2001).

Las posibilidades de considerar la razon en una o en dos magnitudes, la extension de la
razén a contextos mas amplios que el de las relaciones en una magnitud y entre
magnitudes a la vez que es posible establecer comparaciones del tipo parte-parte y
parte-todo da lugar a diferentes tipos de fendmenos organizados por la razon. Por otro
lado la variedad de situaciones se amplia al considerar los distintos tipos de razones que
describimos brevemente en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2. Tipos de razones

Tipos Descripcion
Razones internas Si la relacion se establece en una magnitud o entre dos
Razones externas magnitudes diferentes.
Exposiciones Si la razon se considera en un contexto mas amplio que
Composiciones el de las relaciones en una magnitud y entre
Constructos magnitudes, considerando otros tipos de conjuntos.

Razones  enteras, no
enteras, racionales e
irracionales

Si el valor correspondiente a la razéon es un nimero
entero, racional o irracional.

La variedad de propiedades intensivas organizadas por la razoén es cuantiosa, de modo
que haremos referencia a dos grandes subdivisiones que han sido tratadas en el estudio
de A. Fernandez (2001). Una subdivision surge al considerar la relacion en una
magnitud o entre magnitudes (razones externas e internas) que describimos en el
siguiente apartado. La otra subdivision surge al considerar la razén en un contexto mas
amplio que el de las magnitudes y la misma es un modo de organizar los fendomenos en
los que estdn implicadas las nociones de razon y proporcionalidad, a saber:
exposiciones, composiciones y constructos. En el apartado 4.1.5 ‘“Anadlisis
Fenomenologico” presentamos una sintesis de la propuesta de Freudenthal que ha sido
cuidadosamente expuesta por A. Fernandez (2001).

2 Son las cualidades de la materia dependientes de la cantidad que se trate. Son aditivas y cambian cuando cambia la
cantidad de materia, ¢j. el peso, la masa y el volumen.
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Razones Internas y Razones Externas

La razén puede ser una relacion en una magnitud o entre magnitudes, A. Fernandez
(2001) ilustra esta division mediante el caso del movimiento uniforme. Representando
la relacion mediante un esquema (Figura 4.1) sintetiza las magnitudes implicadas. Con
base en el mismo, el investigador describe la estructura que caracteriza a la razon.

Tiempo Espacio
f > e =f(t)=a-1

v

t2 62=f(t2)=a't2

Figura 4.1. Descripcion funcional del movimiento uniforme

n el lenguaje cotidiano el movimiento uniforme se puede expresar mediante la
En el 1 tid | t fi d diante 1
generalizacion de la relacion “en n veces el tiempo se recorre n veces el espacio”. En A.
Fernandez (2001) se puede leer el proceso que permite extender la relacion de Na Q 'y
de Q a R, por lo que para cualquier real positivo a se tiene que “en o veces el tiempo se
recorre o veces el espacio”.

. . o t
Si se toman dos tiempos ty ¢,, tales que e= f(¢),e, = f(¢,), y escribimos a=—,
Ly

entonces: e:e, = f(¢): f(ty)=f(aty): f(ty)=a-f(t,): f(t,)=t:t,, y entonces se
puede afirmar que los espacios recorridos son proporcionales a los tiempos empleados.

De la expresion anterior se puede concluir que e= f(¢) = [ f (to):t0]~t , lo cual quiere

decir que el espacio es una funcién lineal del tiempo, y es equivalente a la expresion:
f(t):t= |-f(tO : to)] = k, k constante. Esta tltima es una expresion que pone de manifiesto

que la velocidad en el movimiento uniforme es constante.

Siguiendo el ejemplo del movimiento uniforme A. Fernandez (2001) sefiala que hay
relaciones (razones) en las que los dos elementos pertenecen al mismo espacio de
medida, es decir que se forman en el sistema, éstas reciben el nombre de razones
internas, mientras que las razones que se forman entre los dos sistemas (magnitudes) se
denominan razones externas. En la Figura 4.2 se describen las dos magnitudes y sus
elementos.
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Tiempo Espacio
M, / > M,
4 > €
ty P e,

Figura 4.2. Magnitudes implicadas en el movimiento uniforme

Se cumple entonces que las razones internas en una magnitud son iguales a las razones
internas entre elementos correspondientes en la otra magnitud. Luego las razones
externas entre elementos correspondientes son constantes.

Una proporcion entre las dos magnitudes conlleva una funcion lineal entre las mismas,
esto implica que las razones internas son invariantes bajo la funcion aunque éstas sean
distintas en cada par de razones consideradas. Es decir ¢, :¢, :: f(#): f(¢,), y que las
razones externas entre elementos que la funcidn relaciona son iguales, es decir siempre
es lamismarazonestoes a ¢, :t, i t, i t,.

Como afirma A. Fernandez (2001) si las razones se interpretan como un cociente
entonces la razon interna es un numero (escalar) y la razéon externa es una magnitud
(cantidad intensiva).

La consideracion de la razon como una funcidn satisface una serie de relaciones que A.
Ferndndez (2001) sintetiza como a continuacion en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3. Sintesis de la descripcion de la razon y la proporcion

Interpretacion Razones Internas Razones Externas

f es una funcion lineal Invarianza Constancia
tityn f(8): f(t) a-titacty it

Linealidad Implicita Explicita

f +6)= 1)+ f(5) f)=a-t

Cociente Numero Magnitud
Cantidad extensiva Cantidad intensiva

Ej. Escalares Ej. Rapidez, densidad,...

Nota: Fuente A. Fernandez (2009)

Como se ha descrito anteriormente, Freudenthal (1983) clasificé una razén como
. 43 . . .
interna™ si sus elementos (antecedente y consecuente) comparten el mismo espacio de

# La tradicion geométrica de la antigiiedad griega solo permitia formulaciones con razones internas; es
decir so6lo se permitian operaciones algebraicas en un marco geométrico complicado. Es un inconveniente
de la geometria griega que, a causa de la falta de razones externas, intercambiar los términos medios en
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medida, o en terminologia de Freudenthal si provienen del mismo “sistema”.
Similarmente, una razon externa esta compuesta por elementos que no comparten el
mismo espacio de medida. Sin embargo surge cierta confusion debido a que en las
investigaciones que tuvieron origen en la tradicion cientifica (Karplus, Pulos y Stage,
1983; Noelting 1980a, 1980b), se usé una definicion alterna de “sistema”, este término
se utiliz6 para referirse a un conjunto de elementos u objetos que se relacionan.

De acuerdo con esta concepcion alterna, el ejemplo muestra dos sistemas con personas y
coches relacionandose.

ﬁl\personas: 1 coche = 20 personas: 5 coches

NG S
h

Sistema A Sistema B

La nocion de los cientificos respecto a la razon interna corresponde a una comparacion
de elementos en (o dentro de) un estado cientifico o sistema (correspondiente a la razén
externa de Freudenthal). Para ellos una razon externa es aquella que implica elementos
de dos sistemas diferentes. De este modo, segun la definicion de estos investigadores las
siguientes proporciones corresponden a razones internas y externas respectivamente:

4 personas: 1coche — razon interna desde la tradicion de la ciencia
20 personas: 4 personas — razon externa desde la tradicion de la ciencia

Segin Lamon (2007) la confusion es facilmente eliminada usando la terminologia “en
(within) o entre (between) sistemas” o ‘“‘en (within) o entre (between) espacios de
medida”. En el presente trabajo usamos la terminologia de Freudenthal (1983) para
referirnos a las razones externas e internas.

La razén también se puede considerar desde otra perspectiva, pues la relacion
multiplicativa puede ser “entera” o “no entera” (Freudenthal, 1983; Karplus et al., 1983;
Tourniaire y Pulos, 1985)*. Por ejemplo, en un problema cuya resolucion se plantee por
medio de %:2, se observa que tanto dentro de la razon dada (2x2=4) como entre las
X

razones (2x6=12) hay multiplos enteros. Por otro lado una razén no es entera, cuando al
menos una de las relaciones multiplicativas (dentro o entre las razones) no es un niimero
entero. Por ejemplo, en un problema cuya resolucion se plantee por medio de %;ﬁ

X

observamos que hay un multiplo entero entre las dos razones (8x6=48) pero en la razon

interna la relacion no es entera (8x %:5 0 5x 1% =8).

las proporciones no estaba permitido en general y habia que resolver ese inconveniente mediante
complicados procedimientos (Freudenthal, 1983).
*# Citados por Bjorg (2005).
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Conocimientos Procedimentales Vinculados a la Estructura de la Razon vy la

Proporcionalidad

Se ha definido la razéon como una relacién de equivalencia en el conjunto de pares
ordenados de numeros o cantidades de magnitud, esto es: Si a:b::c:d entonces el par
(a,b) es equivalente al par (c,d).

Tomando una unidad u, la clase de equivalencia del par (a,b)se puede representar

mediante un numero o medida de una magnitud » de manera que: a:b::r:u y la clase
(a,b)= clase (r,u). El par (r,u) se puede considerar como el representante canonico de

la clase y el valor » como valor numérico de la razén, esto permite pasar del campo de

, i . a
las razones al campo de los numeros y escribir las razones en forma de fraccmnesz (A.

Fernandez, 2001). Este investigador sefiala que para efectuar los procedimientos,
técnicas y algoritmos se han de considerar las razones de forma operativa en el contexto
de la aritmética de las fracciones y las propiedades de la razon operativamente como
propiedades de las fracciones.

Esta forma de concebir las razones hace posible describir algunos principios de las
aplicaciones que preservan la razén, mismas que enlistamos y describimos a
continuacion del esquema de la Figura 4.3.

4

Q1 > Qz
‘”ll 7 lmz

M1 > M2
o,(A) > o,[p(4)]
@,(B) > o,[p(B)]
@ (C) > ,[p(C)]

Figura 4.3. Aplicacion ¢ entre los conjuntos QQ; y Q, que preserva la razon
La transitividad de la preservacion de la razon.
- Si @A) 0(B)= o] 0,]p(B)] ¥y @(B):0,(C)=a,[p(B)]: @,p(C)]
entonces @y (4) : &, (C) = w,[p(4)]: @, [p(C)]

- A través de sencillas operaciones se puede observar que la constancia de razones
externas es equivalente a la preservacion de las razones internas.

- El comportamiento bajo la composicién de aplicaciones.

Sea @una aplicacion entre un conjunto Q; y otro 2, que preserva la razéon y sea y

otra aplicacién entre el conjunto €, y otro conjunto €3 que también preserva la
razon, entonces la aplicacion compuesta y o ¢ también conserva la razon.
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A. Fernandez (2001) también sefiala que si se trata de dos aplicaciones que
mantienen constante la relacion externa, por ejemplo la composicion de dos
semejanzas con factores de escala k, yk,, la aplicacion compuesta nos daria una

nueva semejanza cuyo factor de escala es el producto de los factores de escala

- El morfismo en relacion con la adicién entre magnitudes y la linealidad de la
funciéon f entre magnitudes.

- Es decir se cumple que la aplicacion f definida entre las magnitudes M; y M,
por f [a)l (A)]= , [(p(A)] es un morfismo respecto de la adicion definida en las
magnitudes, se cumple entonces que f [a)1 (A)]+ f [a)l(B)] =f [a)l(A) + a)l(B)].

- Una importante implicacion didéctica que se deriva de la observacion anterior,
es que las aplicaciones que preservan la razén se pueden ilustrar
algoritmicamente mediante tablas de proporcionalidad o férmulas para las
funciones lineales (A. Fernandez, 2001). En el apartado 4.1.4 sobre las
representaciones recogemos otras potencialidades de las representaciones
tabulares de las relaciones de proporcionalidad.

Normalizacidon de Razones

Una de las estrategias utilizadas frecuentemente para comparar razones y para visualizar
aquellas que en principio son dificiles de percibir se denomina normalizacion
(Freudenthal, 1983). Segun A. Fernandez (2001)

Para normalizar razones se puede proceder de dos maneras: una en la que se
cambian los referentes mediante escalas de manera que las magnitudes o tamarios
que se quieren comparar resulten normales o familiares y otra en la que se unifican
los antecedentes o los consecuentes para favorecer la comparacion. (pag. 52)

En relacién con la primera manera de normalizar esto es el cambio de referentes
mediante el uso de escalas, A. Fernandez sefiala que la reduccién o ampliacion de los
objetos o de representaciones de estos tiene como objetivo la visualizacion de las
relaciones (razones) entre los objetos que se quieren comparar y la eleccion de la escala
se hace de manera que los tamafios que resulten sean habituales o de facil interpretacion
para las personas.

El segundo tipo de normalizacion implica la unificacion (homogeneizacion) de los
antecedentes o de los consecuentes para facilitar la comparacion de razones. En este
segundo tipo se consideran dos subtipos: normalizaciones ligadas a la unidad y
normalizaciones ligadas al sistema de numeracion.

En las normalizaciones ligadas a la unidad se reconocen dos esquemas: parte-todo y
parte-parte.

Las normalizaciones ligadas al esquema parte-todo se pueden expresar usando los
términos “uno de cada”, “dos de cada”, “xde cada y”, etc. Por ejemplo “Dos de cada
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tres personas practican deporte diariamente” o “Una de cada cuatro familias tiene mas
de dos hijos”. Las normalizaciones vinculadas al esquema parte-parte admiten
expresiones de la forma “por cada....”. Por ejemplo “en el salon de clase por cada 3

99 <¢

chicos hay 2 chicas”, “poner 4 tazas de agua por cada 2 tazas de arroz”.

En las relaciones que no se ajustan a los esquemas parte-parte o parte-todo, es decir las
relaciones funcionales entre dos conjuntos de elementos diferentes, también admiten las
expresiones indicadas.

En las normalizaciones ligadas al sistema de numeracion el consecuente de la razon es
una potencia de 10, destaca el porcentaje como caso paradigmatico de este tipo de
normalizaciones. A. Fernandez (2001) sefiala que:

Si se toma el 100 como referente, se normaliza el todo a 100 y la relacion que se
establece se representa —usualmente— mediante el esquema parte-todo, diagramas
de sectores, o mediante barras. En este caso la relacion se establece entre un
numero y cien, por lo que con la expresion simbdlica “%" se evita, dentro de lo
posible, tener que usar fracciones decimales. (pag. 54)

El porcentaje es uno de los significados de la razon mdas frecuente, es un concepto
importante, dificil de aprender y dificil de ensefar (Parker y Leinhardt, 1995). Las
autoras sostienen su posicion sefialando la presencia de esta nocion en los medios de
comunicacion, su uso en otras ciencias como la quimica y las ciencias sociales, la
presencia frecuente de items relacionados con el porcentaje en pruebas nacionales e
internacionales y su tratamiento constante a lo largo de los distintos niveles de la
educacion formal.

El porcentaje tiende un puente sobre dos mundos. Por un lado es una nociéon que
aparece con distintas personalidades desde hace tiempo atrds en la geometria griega
(con nociones de tipo relacional como lo es la fraccion, proporcion, razones y tasas).
Por otro lado es una nocién que ha surgido como una herramienta util y practica en el
comercio y que en la actualidad es aplicada en multiples situaciones. El porcentaje esta
presente en los periddicos, en revistas, en las noticias vespertinas, y en el comercio
diario. Estd también presente en los libros de texto de primaria, secundaria y
universidad. Los motivos expuestos nos invitan a presentar una revision mas detallada
de algunos aspectos caracteristicos del porcentaje.

4.1.2.2 El Porcentaje: Una Razén Especial

El énfasis actual en la educacion de matemadtica incita a estudiantes y profesores a ver
las conexiones entre los problemas matematicos y los problemas de mundo real (OCDE,
2004). La suposicion que subyace a este énfasis es que las situaciones cotidianas
verdaderas desafian a los estudiantes y hacen que la matematica sea mas significativa y
auténtica para ellos. En este sentido el porcentaje es un tema util precisamente porque
esta presente en el mundo real y porque es un tema relacionado con otros contenidos
matematicos. Oller (2012) indica, con base en una revision de andlisis de los
significados de la proporcionalidad desde 1850 hasta la actualidad, que el estudio de los
porcentajes ha ganado importancia con el paso del tiempo, pero se ha producido un
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abandono de su significado en pos de los métodos algoritmicos para su célculo y
resolviendo los problemas mediante proporciones.

Sienificados del Porcentaje

El porcentaje es un concepto que ha ido aumentando su complejidad con el paso del
tiempo, se representa por la combinacion de un numeral y un simbolo y comunmente se
transforma a notacion decimal o a una expresion fraccionaria ademés es usado en
situaciones comparativas de muchos tipos. Por ejemplo consideremos el 6%, puede
representar 6 de 100 o 6 de cada 100 (como en una relacion parte-todo); 6 cosas de un
tipo por cada 100 cosas de otro tipo (como la razon del nimero de objetos de dos
conjuntos diferentes, una medida de dos objetos diferentes, una tasa de interés); un
operador para crear un nuevo numero mediante la multiplicaciéon por 0.06 o 6/100
(como en el calculo de impuestos), una pendiente (la inclinacion de una carretera), la
probabilidad de un evento, entre otros. La variedad de significados del porcentaje
conducen a una ambigiiedad del mismo, esto ha causado debate acerca de coémo debe
ensefiarse, como debe definirse y como se debe denominar (Parker y Leinhardt, 1995).

Porcentaje como un nimero

Muchos autores definen el porciento como una simple traduccion del simbolo %, es
decir se refieren al por ciento como una cierta cantidad de 100, por cien, de cada 100
(Parker y Leinhardt, 1995). Este enfoque es uno de los més predominantes de los libros
de texto, en este sentido Brown y Kinney (1973) indican que este enfoque es una
“inexcusable identificacion de la razon con el nimero”, Parker y Leinhardt sugieren que
este énfasis en la traduccidn del simbolo aunado con al énfasis de convertir porcentajes,
fracciones y decimales es el origen del debate que cuestiona si el porcentaje es un
namero.

Definir el porcentaje con base en la traduccion literal del simbolo % no motiva a los
estudiantes a pensar en relaciones, los centimetros estan compuestos de 100 unidades
mas simples, las centenas son conjuntos de 100 y son cantidades extensivas. Un por
ciento dado (ej. 4%) es significativamente diferente de una centena o de un centimetro.
Debido a que un decimal probablemente es mas facil de interpretar como una cantidad
extensiva (ej. dinero) la conversion de porcentajes a decimales posiblemente provoca
que los estudiantes pierdan de vista la naturaleza comparativa del numeral.

Usiskin y Bell (1983) le dan el estatus de nimero a las razones, Behr, Lesh, Post y
Silver (1983) sugieren que un nimero escrito en forma de porcentaje se puede enseiar
como un indice comparativo que se utiliza para describir una expresion estandarizada de
la razon. Los porcentajes como numeros, pueden ser ordenados linealmente y ser
sumados directamente si €stos representan diferentes porciones de un mismo todo
(Brown y Kinney, 1973), por ejemplo si el 12% de la clase obtuvo un 9 en el examen y
un 20% obtuvo un 8, entonces un 32% de la clase obtuvo una calificaciéon mayor que 7.
En otros casos en los cuales se calculan porcentajes sobre bases diferentes no es posible
hallar el porcentaje de una cantidad combinada mediante la suma de los porcentajes de
las cantidades individuales.
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Los porcentajes se pueden transformar en nimeros los cuales cumplen los axiomas de
los numeros reales, sin embargo no se puede obviar el hecho de que este cambio de
representacion incide en el cambio de la unidad de referencia del porcentaje, de 100 a 1,
esto hace posible que en los célculos la expresion 50% se use en forma decimal a través

de 0.5 o de la fraccion % .

Porcentaje como una cantidad intensiva

El porcentaje es una manera particular de cuantificar relaciones multiplicativas. Una
forma de pensar en las relaciones multiplicativas es considerar la distincion propuesta
por Schwartz (1988) entre dos tipos de cantidades: extensivas (recuentos, medidas o
valores) e intensivas cuya naturaleza es relacional.

Las cantidades intensivas pueden ser de dos tipos: (1) razones externas (relacionan
cantidades de diferente tipo, €j. kildbmetros por hora) y (2) razones internas (relacionan
cantidades del mismo tipo, ej. euros por euros, cantidad de personas y cantidad de
personas).

Las cantidades intensivas que son razones externas vienen acompafniadas de una etiqueta
referida a las cantidades comparadas, e¢j. Km/h, mientras que las cantidades intensivas
que son razones internas pierden esa etiqueta (se cancela en el proceso de division). Las
razones internas son escalares o nimeros que no tienen referentes (Vergnaud, 1983).

Parker y Leinhardt (1995) afirman que una expresion tal como 5.6% es una cantidad
intensiva, que especificamente cuantifica a una razon interna.

El sistema decimal permite una visualizacion natural de la relacion de orden de las
cantidades extensivas la cual se basa en el valor posicional (4.1, 4.6, 5, 25, 101). Sin
embargo la relacion de orden no se visualiza directamente cuando se trata de cantidades
intensivas que son expresadas en forma fraccionaria (1/2, 2/5, 7/9). El potencial del
sistema simbolico del porcentaje descansa en su capacidad para proporcionar un orden
natural similar para algunas cantidades intensivas, aquellas que corresponden a razones
Internas.

En este sentido el porcentaje posibilita: (a) localizar en una escala de 0 a 100 el tamafo
de una parte en relacion con el todo, (b) localizar en una escala ilimitada la relacion
multiplicativa entre dos cantidades referentes y (¢) comparar la magnitud de esa relacion
rapidamente con base en el orden natural del sistema decimal de numeracion.

El sistema decimal de numeracion por si solo no es una representacion apropiada de las
relaciones intensivas. En ausencia de contexto, no es posible saber qué tipo de cantidad
estd siendo representada a través de un numero decimal. Por ejemplo, al considerar
solamente 0.34 podria estar haciéndose referencia a una cantidad extensiva como 0.34
metros, a una cantidad intensiva dada por una razoén externa como 0.34 metros/segundo
0 a una cantidad intensiva dada por una razén interna, por ejemplo 17 chicas en una
clase de 50 estudiantes en donde 0.34 de los estudiantes son chicas. Pero cuando la
cuantificacion se expresa a través de un porcentaje (34%) no hay duda de que el
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numeral es una expresion de una relacidon intensiva, especificamente no hay duda que
¢éste representa una cuantificacion de una razéon interna.

Parker y Leinhardt (1995) sugieren que una caracteristica critica del porcentaje es la
diferencia entre dos tipos de relaciones, la parte-parte y la parte-todo. La discusion que
atafie a los significados del porcentaje proviene del analisis matematico y cognitivo del
porcentaje que han desarrollado estas investigadoras, quienes han organizado los
contextos del porcentaje en nueve tipos posibles de comparacion, uno correspondiente a
la relacion parte-todo y ocho vinculados a la relacion parte-parte.

Porcentaje como representacion de la relacion parte-todo (fraccion)

En este caso el tamafio de un subconjunto se compara con el tamafio del conjunto del
cual es parte, esta es la situacion mas frecuente en la que estd implicada el porcentaje.
Parker y Leinhardt (1995) indican que es el significado preferido en los textos escolares,
especialmente en la introduccion al tema que se presenta en las primeras paginas
dedicadas al estudio del mismo.

Los porcentajes mayores que 100 no se ajustan a este significado del porcentaje. Este
significado del porcentaje incluye aplicaciones relativas a la probabilidad, en las cuales
el nimero de resultados favorables se compara con el total de posibles resultados.

Adicionalmente, es posible representar la relacién parte-todo usando porcentajes que se
visualizan en diagramas circulares en los cuales el circulo representa el todo y cada
sector circular corresponde a una de las partes.

Porcentaje como representacion de la relacidn parte-parte (razén)

Una expresion porcentual proporciona una descripcion de una comparacion entre dos
cantidades. Decimos que el porcentaje se usa como representacion de la relacion parte-
parte cuando éste se usa para describir una comparacion entre dos conjuntos diferentes,
entre diferentes atributos de un mismo conjunto o para describir el cambio en un
conjunto a lo largo del tiempo. La relacion dada entre los conjuntos determina si la
relacion es de cambio o de comparacion. En los contextos contemplados en este
significado del porcentaje si tienen cabida los porcentajes mayores que 100.

Los problemas de cambio describen una situacion en la cual el tamafio de un conjunto
cambia después de un periodo de tiempo. (Figura 4.4 y 4.5)

150€
120€ 120€ 90€
Precio Original Nuevo Precio Precio Original Nuevo Precio
El precio nuevo es 125% del El precio nuevo es 75% del
precio original precio original

Figura 4.4. Ejemplos de cambio Tipo A: Cambio en la medida de un conjunto u objeto
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30€
150€ 30€
120€ E 120€ | o0€
= 2
E
Precio Original Nuevo Precio Precio Original Nuevo Precio
El precio se incrementd un 25% El precio disminuy6 un 25%

Figura 4.5. Ejemplos de cambio Tipo B: Cambio en la medida de un conjunto u objeto,
el cambio se compara con la medida original

Los problemas de comparacion implican una relacién entre dos conjuntos diferentes en
un momento dado (Figuras 4.6 y 4.7).

Referido Referent
Referent eferente
clerente Referido
24€
6€ 24€ 6€
Chicas Chicos Chicos Chicas
El nidmero de chicos es 400% Fl nimero de chicas es 25%
del niimero de chicas del niimero de chicos

Figura 4.6. Ejemplo de comparacion Tipo A: Comparaciéon de la medida de dos
conjuntos u objetos

Referente
18
18
24 24
Referente
6 =
= z
Chicas E Chicos Chicos z Chicas
El nimero de chicos es un 300% Elnumero de chicases un 75%
mas que el nimero de chicas menos que ¢l nimero de chicos

Figura 4.7. Ejemplo de comparacion Tipo B: Comparacion de la diferencia de la
medida de dos conjuntos u objetos en relacion con uno de ellos

En una situacion particular el porcentaje puede describir la relacion entre una parte y el
todo o entre dos conjuntos u objetos distintos, esta distincion responde a lo que es el
porcentaje.
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La siguiente distincioén se centra en como acta el porcentaje en una situacion pues en
situaciones del entorno se observa que el porcentaje sirve o funciona con diferentes
propositos dependiendo si se utilizan dos cantidades conocidas para hallar un porcentaje
o si el porcentaje se usa para crear una nueva cantidad.

Porcentaje como un indice estadistico

En estos casos el porcentaje informa o representa la relacion entre dos datos o
cantidades conocidas. En multiples situaciones del entorno el porcentaje es un
descriptor estadistico de alguna relacion entre cantidades las cuales, por lo general, son
omitidas. Por ejemplo el porcentaje puede describir la comparacion entre dos cantidades
a través de una proporcion especifica como el 4.5% de la poblacion activa esta
desempleada, o se puede referir a la comparacion de dos indices estadisticos por
ejemplo la tasa de desempleo en la region A en enero fue del 5% en relacion con el 8%
de todo el pais. En ambos usos las cantidades originales no son evidentes y la
interpretacion de la situacion se reduce a la interpretacion del porcentaje. También es
posible que las cantidades referentes usadas para generar un porcentaje como indice
estadistico aparezcan, en todo caso éstas existen y la cuestion es que el porcentaje es
usado para mostrar la relacion entre esas dos cantidades.

Parker y Leinhardt (1995) sefialan, con base en un analisis historico del desarrollo de la
nocion de porcentaje, que el uso estadistico del porcentaje se origind en el siglo XVI en
Italia bajo necesidades comerciales y después llegd a ser ampliamente usado en
aplicaciones no comerciales en el siglo XIX.

Porcentaje como una funcion-operador

En estos casos el porcentaje funciona como un operador el cual permite calcular otras
cantidades como el interés, descuentos o impuestos, beneficios, presupuestos; en
términos generales el porcentaje es usado para establecer una tasa uniforme. En
aplicaciones de este tipo el porcentaje es usado para cuantificar la magnitud de un
operador funcional (el operador multiplicativo es la forma fraccionaria o decimal del
porcentaje) (Davis, 1988). En estas situaciones tasa porcentual viene dada inicialmente
o es conocida a priori, el porcentaje después es usado para establecer una relacion
funcional entre la cantidad original (input) y la cantidad final (output). Davis (1988)
sugiere que el uso funcional del porcentaje es el significado mas importante del mismo.
Histéricamente el uso funcional del porcentaje fue anterior al uso estadistico descriptivo
del mismo (Parker, y Leinhardt, 1995).

El uso funcional del porcentaje se operacionaliza en los ejercicios referentes al Caso 1,
que a continuacion se describen en el siguiente apartado.

Tipos de Tareas de Porcentaje

Ademés de los tipos de situaciones descritas en el apartado “Porcentaje como
representacion de la relacion parte-parte (razom)” (pag. 121), Parker y Leinhardt
(1995) indican que las tareas de porcentaje pueden clasificarse segin correspondan a
una conversion, un ejercicio, una tarea de sombreado o a un problema.
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Las conversiones requieren el cambio entre tres notaciones: porcentajes, decimales y
fracciones. En este sentido una tarea comun seria cambiar 12,5% a fraccion o a decimal,
cambiar 0,125 a porcentaje o fraccion o transformar 1/8 a notacion decimal o
porcentual. Las tareas de sombreado requieren la interpretacion de superficies en
términos porcentuales o el sombreado de cierto porcentaje de una region. Los problemas
generalmente se insertan en situaciones en las cuales se aplica el porcentaje y requieren
que el estudiante extraiga informacion relevante, matematice esta informacion y
después resuelva el problema.

Un ejercicio requiere encontrar una de las tres posibles incognitas en una ecuacion que
involucra el porcentaje, en relacion a lo cual se tienen tres casos (Figura 4.8).

- Caso 1. Hallar un porcentaje de una cantidad.

- Ej.15%de 120es_ .
Caso 2. Hallar el porcentaje que se ha aplicado a una cantidad para obtener otra.
Ej.  %de 120 es 18.

Caso 3. Hallar la unidad de referencia o base sobre la que se ha calculado el
porcentaje. Ej. 15% de es 18.

Figura 4.8. Tipos de ejercicios de porcentaje

Parker resefia una serie de procedimientos que historicamente se han utilizado para
calcular el porcentaje. A continuacion presentamos un resumen de las aportaciones de
esta investigadora, quien sefiala que tradicionalmente se han empleado cinco métodos:
(a) el método de los tres casos, (b) ecuacion, (¢) formula, (d) andlisis unitario y (e)
proporciones.

Meétodo de los tres casos. Este método precisa un procedimiento especifico para hallar
cada uno de los tres componentes en un problema de porcentaje conociendo los otros
dos componentes. Segun el problema considere el Caso 1, 2 o 3, el resolutor realiza un
procedimiento diferente. En el Caso 1 el ejercicio implica hallar un porcentaje, dada la
base y el porciento, en este caso se debe expresar el porcentaje como un decimal y
multiplicarlo por la base. En el Caso 2 el ejercicio implica hallar el porciento
conociendo el porcentaje y la base, en este caso se divide el porcentaje entre la base y
convertir el resultado decimal en porcentaje. En el Caso 3 el ejercicio implica hallar la
base, conociendo el porciento y el porcentaje, esto se realiza dividiendo el porcentaje
entre la forma decimal del porciento.

Los tres casos representan diferentes significados del porcentaje. El Caso 1 precede
historicamente a los otros dos casos y representa el significado funcional o de operador
del porciento. En el caso 2 el porcentaje representa una relacion parte-parte (razéon) o
parte-todo (fraccion), donde el porciento representa un indice comparativo que describe
la relacion entre dos partes de datos. Finalmente, el caso 3 parece ser una creacion
matematica disenada para completar la triada (tres incognitas entonces tres ecuaciones
posibles), en el ejemplo del caso 3 el porciento dado describe un operador sobre una
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base desconocida (10/100 de la Base=25), podria utilizarse el operador inverso para
crear el namero de la base obteniendo asi la cantidad buscada (100/10 de 25=Base).
Aunque los tres casos son estructuralmente inseparables, éstos representan diferentes
significados del porcentaje dado o buscado (Parker y Leinhardt, 1995)

Al usar este método se debe: (a) clasificar el problema en uno de los casos, (b) recordar
la regla de cada caso, (c) identificar correctamente el porcentaje y la base, (d) convertir
porcentajes y decimales de forma adecuada, () multiplicar o dividir correctamente para
hallar la respuesta. El método es factible y esta libre de notaciones algebraicas pero trata
cada tipo de problema de forma aislada favoreciendo unicamente el aprendizaje de
reglas.

El método de la ecuacion. Los dos elementos conocidos de un ejercicio de porcentaje
se pueden introducir en una ecuacion de la forma (factor x factor = producto),
posteriormente se aplican las reglas de resolucion de ecuaciones. Por ejemplo la
cuestion “25 es el 10% de ” se traduce a la forma de la ecuacion como a

continuacion 25 = 0,10 -x, luego se divide cada lado por 0,10 para hallar la solucion,
250.

Este método es apropiado para resolver ejercicios de porcentajes desprovistos de
contexto, siempre y cuando los resolutores sean capaces de transformar por cientos en
decimales. Entre las ventajas de este método se reconoce su consistencia con el uso de
afirmaciones matematicas en los niveles de primaria (Smart, 1980), y su énfasis sobre la
estructura multiplicativa subyacente a las cantidades implicadas en los problemas de
porcentajes. Por otro lado este método depende mucho de la aparicion de las palabras
“es” y “de” (Volpel, 1954; citado en Parker y Leinhardt, 1995) y requiere que los
estudiantes comprendan que un producto no es necesariamente mayor que los factores.

El método de la formula. Este método se basa en el uso de la formula general
Porcentaje=Base x Tasa, o P=BxT. La tasa se expresa como una fracciéon o como un
decimal (Smart, 1980). La manipulacion de las cantidades es igual que en el método de
la ecuacion, la tnica diferencia es que en este caso las cantidades tienen nombres
especificos. En el mismo ejemplo “25 esel 10% de  ”, la tasa es el 10%, la base es la
cantidad después de “de” la cual es desconocida y el porcentaje es 25. De modo que
P=BXT se convierte en 25=Bx0.10, se divide cada lado por 0.10 para obtener B=250.
Este método requiere de la correcta identificacion de la tasa, el porcentaje y la base.
Comparte las mismas desventajas que el método de ecuacion.

El método de andlisis unitario. En este método se considera un por ciento o porcentaje
particular de una cantidad como una unidad por si misma, a partir de la cual se pueden
derivar u obtener otros por cientos. Este “por ciento” particular (unidad) puede ayudar a
que los estudiantes observen las relaciones subyacentes que vinculan todas las
cantidades del problema. Para resolver el mismo ejemplo “25 es el 10% de " se
razonaria como a continuacion: si 10% de algo es 25 entonces 1% de ese algo es 2.5
(dividiendo cada uno por 10), consecuentemente 100% de ese algo es 250

(multiplicando por 100), la respuesta es 250.
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Este razonamiento fundamenta otras estrategias relacionadas, por ejemplo para hallar el
15%, primero hallan el 10% después se busca la mitad de eso (5%) y después suman
estos dos resultados. A menudo, estas estrategias son usadas por estudiantes que no han
sido instruidos en técnicas formalizadas. El énfasis que se pone en el razonamiento
proporcional hace que este procedimiento sea mas cercano al significado funcional del
porcentaje.

El método de la proporcion. Segun Hannon (citado en Parker y Leinhardt, 1995) la
proporcion ha sido “el verdadero significado del concepto de porcentaje” (pag. 88), y
¢éste ha sido rapidamente adoptado por la comunidad educativa (Lankford, 1959; Wendt,
1959; citado en Parker y Leinhardt, 1995). Desde hace mucho tiempo el método de la
proporcion se ha convertido en uno de los mas populares para resolver problemas de
porcentajes.

Parker y Leinhardt (1995) indican que una verdadera comprension de la relacion de
proporcionalidad de los porcentajes podria revelar o poner al descubierto las cantidades
referentes ocultas, sin embargo indican que actualmente este método se ha convertido
en algo diferente, pues los estudiantes aprenden a insertar las cantidades en una

proporcion de modo mecanico. Por ejemplo para resolver “25 es el 10% de 7, se
colocan las cantidades en dos fracciones, en una de las cuales el porciento se debe poner
. 25 10
sobre 100 y en la otra debe colocarse el porcentaje 25 (— =m] En este paso suele
X

ocurrir que los estudiantes no saben cémo proceder y a menudo colocan la cantidad sin
razonar, después aplican el producto cruzado 10x = 2500 y luego dividen entre 10.

La ventaja de este método radica en que es aplicable a todos los problemas de
porcentaje y en ¢l se evitan las transformaciones entre por cientos y decimales. Sin
embargo, este método requiere de la expresion del por ciento como una fraccion e
igualarla a otra fraccion cuyos componentes se colocan a menudo de manera mecanica.
Adicionalmente este método hace aparecer y desaparecer el signo del por ciento, lo cual
provoca confusiones con el significado de esta nocion.

La regla de tres. Este conocido procedimiento se aplica desde hace mucho tiempo en la
resolucion de problemas de porcentaje (Parker y Leinhardt, 1995), y puede considerase
como un caso especial del método de la proporcion. Se basa en la relacion de
proporcionalidad que se da entre la cantidad de referencia (base) y el porciento. Por

ejemplo para resolver “25 es el 10% de ”, el estudiante dispone los datos como a
. ., 25 . .
continuacion 0 - IXOO , después aplicado el producto cruzado y la division.
_)

Representaciones del Porcentaje

Los modelos visuales y las representaciones de relaciones matematicas pueden sustentar
el aprendizaje de conceptos elementales, pero algunas representaciones expresan ciertas
relaciones mejor que otras (Kaput, 1987). Para que una representacion sea util, los
elementos del modelo deberian reflejar propiedades que simulan las propiedades
correspondientes del concepto que representan (Greeno, 1991). Varios investigadores
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sefialan que los modelos de las relaciones porcentuales pueden ser determinantes en el
desarrollo de la comprension de la nocion de porcentaje (Benneett y Nelson, 1994;
Dewar, 1984; Erickson, 1990; Haubner, 1992; Nelson, 1969, citados en Parker y
Leinhardt, 1995).

Las representaciones visuales y modelos concretos han sido propuestos para expresar
las relaciones entre las cuatro cantidades implicadas en un porcentaje, Parker y
Leinhardt (1995) describen con detalle cuatro representaciones del porcentaje: modelos
concretos, escalas de comparacion, cuadricula 10x10, y modelos de doble figura. Segin
estas investigadoras, la efectividad de la mayor parte de los modelos usados en la
ensefianza del porcentaje no ha sido establecida a través de la investigacion empirica.
En la Figura 4.9 y 4.10 presentamos algunas representaciones del porcentaje.

Percent Quantity
0% =—r— 0
% Area
9% 36
0 I 1 0
‘N
“a L 100 12
s -
75 A X
100%—— vy 100 12 million

Figura 4.9. Escalas de comparacion usadas para visualizar la proporcionalidad en
problemas de porcentaje (Parker y Leinhardt, 1995)

| 756 students |
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Figura 4.10. Cuadriculas 10x10 usadas para facilitar la interpretacion y resolucion de
un problema de porcentaje (Parker y Leinhardt, 1995)
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4.1.2.3 Nocién de Proporcion

El término proporcion tiene multiples acepciones y proviene del latin proportionem,
contraccion de pro portione, que significa segun la parte. En los diccionarios de uso
comun® se encuentran distintas entradas para esta palabra: tamafio, importancia de algo,
ocasion propicia para hacer algo, relacion entre las dimensiones de una misma cosa o
las de dos 0 mas cosas, partido como persona considerada respecto a las ventajas de su
situacion; ademas los diccionarios consultados incluyen una definicion matematica la
cual designa a la proporcion como una proposicion referida a la igualdad de dos
razones. Asi mismo los diccionarios de filosofia remiten al término analogia como
referente de la proporcion, desde esta disciplina la analogia es la correlacion entre los
términos de dos o varios sistemas u ordenes es decir, la existencia de una relacion entre
cada uno de los términos de un sistema y cada uno de los términos de otro. La analogia
equivale entonces a la proporcion, la cual puede ser entendida cuantitativa o
cualitativamente. La primera perspectiva es la que nos interesa discutir en este apartado.

Desde la Didéctica de la Matematica, la proporcion se define como la igualdad de dos
razones (Llinares, 2003b; F. Ferndndez, 2001; Garcia y Bertran, 1987; Grupo Beta,
1990), en cada caso se guarda coherencia con la postura que sobre la nocion de razon se
ha asumido. Por ejemplo segin F. Ferndndez (2001) cuando dos razones son
equivalentes, es decir cuando representan al mismo niimero abstracto, se pueden igualar
los cocientes indicados por ellas y obtener una relacion entre las medidas de cuatro o
mas cantidades homogéneas dos a dos. Simbolicamente lo enuncia diciendo que si

Yony 2: n entonces se puede expresar la igualdad %:2 e indica que esta igualdad

b
recibe el nombre de proporcion, la cual se define como la igualdad entre dos razones
equivalentes. Ademads se hace referencia al nombre de los términos de la proporcion,
extremos y medios asi como a la lectura y representacion usual de la nocion mediante la
expresion a:b::c:d .

De forma mas general Godino (2004) indica que dos series de nimeros, igual cantidad
de elementos, son proporcionales entre si, si existe un numero real fijo £ llamado
constante de proporcionalidad, que permite escribir cada valor de la segunda serie como
el producto por k de los valores correspondientes de la primera serie y que cuando en
una situacion solo intervienen dos pares de niimeros que se corresponden se establece
una proporcion. Desde esta perspectiva la proporcion es un caso particular de una
funcién de proporcionalidad directa en la que s6lo intervienen dos pares de cantidades.

Fiol y Fortuny (1990) aportan una definicién en la que la nocidon de proporcion se
identifica con la de razon entre dos cantidades. La proporcion se enuncia como el
cociente de las medidas de tales cantidades, la definen como una aplicaciéon que, a todo
par de cantidades, asigna un nimero mayor o igual que 1. Para estos autores las palabras
razon y proporcion son sindnimos pues afirman “podemos concluir que la proporcion
de dos magnitudes es la razon entre la mayor y la menor (p. 40)”. Desde esta
perspectiva la proporcion cumple las propiedades: simetria, semejanza, aditividad y

# Por ejemplo los diccionarios: Maria Moliner, Nueva Enciclopedia Larousse, Océano.
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continuidad, las cuales caracterizan la férmula usual del cociente de la dimension mayor
por la menor.

Se sefialan distintos elementos y caracteristicas relativas a la nocidon de proporcion. Asi
F. Fernandez (2001) hace referencia a la propiedad fundamental de la proporcion y
aquella que se refiere a que la suma de antecedentes dividida por la suma de
consecuentes de una proporcion es igual a cualquiera de las razones de esa proporcion,
la cual se suele utilizar en los problemas de repartos proporcionales.

Razonamiento Proporcional

El razonamiento proporcional ha sido ampliamente estudiado a lo largo de los afios e
investigadores estan de acuerdo de que éste es un concepto crucial para los estudiantes.
En la escuela primaria, los estudiantes son introducidos en estrategias aditivas y
multiplicativas que sientan las bases para el razonamiento proporcional formal. Behr et
al. (1992) sugieren que existe evidencia que muestra que los estudiantes reconocen la
similitud estructural en ambos lados de una proporcion, sin embargo, tiempo después
estos mismos estudiantes no aplican el razonamiento proporcional en sus producciones.

En la literatura de investigacion aparecen numerosas definiciones de razonamiento
proporcional. Karplus, Pulos y Stage (1983) se refieren al razonamiento proporcional
como un término que denota el razonamiento en un sistema de dos variables entre las
cuales existe una relacion de funcion lineal. Esta funcioén lineal permite que varias
situaciones sean descritas en términos de una razon constante. Segiin Inhelder y Piaget
(1958), el razonamiento proporcional es una relacion de segundo orden que implica una
relacion de equivalencia entre dos razones. Por ejemplo, la afirmacion “cuatro
caramelos cuestan cinco dolares” describe una razon entre un cantidad de dinero y una
cantidad de caramelos que pueden ser comprados con ese dinero. Ahora, el
razonamiento proporcional es requerido para comprender de qué manera afecta el
numero de caramelos que se puede comprar, si se incrementa el dinero de cinco a
quince dolares. Por ejemplo, consideremos el siguiente problema “E/ grupo A tiene 4
pizzas y 6 chicas. El grupo B tiene 6 pizzas y 8 chicos jEn cudl grupo se puede comer
mas pizza?” (adaptado de Lamon, 1993). Para resolver este problema, algunos
estudiantes pueden dibujar para llegar a entender que en el grupo A, cada miembro
obtiene 2/3 de una pizza, mientras que en el grupo B, cada miembro obtiene 3/4 de una
pizza. Ellos pueden comparar esas dos fracciones con las figuras o usar la notacion
decimal. Otros estudiantes pueden usar el razonamiento proporcional: “Si agregamos 2
pizzas al grupo A, se necesitarian agregar también 3 personas. Asi que el grupo A
tendria 6 pizzas y 9 miembros, por lo tanto el grupo B es el que obtiene mas pizza”. La
habilidad de reconocer la similitud estructural y el sentido de covariacion y de multiples
comparaciones ilustradas en el proceso de razonamiento constituyen el nucleo del
algebra y de matematicas mas avanzadas (Confrey y Smith, 1995)*.

Muchos investigadores comparten la vision de que el razonamiento proporcional es un
proceso de desarrollo cognitivo a largo plazo en el cual la comprension a un nivel

% Citado en Lo y Watanabe (1997)
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constituye la base para los niveles superiores (Hart, 1981; Inhelder y Piaget, 1958;
Kieren, 1988, 1993; Post et al., 1988; Noelting, 1980a, 1980b). La habilidad de resolver
problemas de comparacion o de valor ausente son conocimientos asumidos en el
curriculo de secundaria (Post, 1986) y como el conocimiento de topicos multiplicativos
se profundiza a través del estudio del algebra, geometria, trigonometria, estadistica, éste
llega a ser la base para la comprension de campos de aplicacion en el curriculo de
ciencias tales como la inflacion, fuerza, densidad, la fisica de lentes o del sonido (Gray,
1979).

Esta perspectiva sugiere que el razonamiento proporcional definido como la habilidad
de comprender las relaciones estructurales en problemas de comparacion o valor
ausente, podria ser concebido como un requisito necesario pero no suficiente para
comprender la proporcionalidad. La cuestion se convierte en uno de los lugares donde
dibujar lineas (parametros) en un proceso a largo plazo que no es facilmente
segmentado; por ejemplo algunos investigadores han hecho referencia a algunas etapas
en el proceso del razonamiento tales como: razonamiento pre-proporcional (Inhelder y
Piaget, 1958), razonamiento proto-ratio (Singer y Resnick, 1992), conocimiento
etnomatematico (Kieren, 1988, 1993).

Algunos investigadores ven el razonamiento proporcional como el fundamento sobre el
cual se construyen muchos conceptos de matematica mas avanzada (Behr, Lesh, y Post,
1988). Muchos de los conceptos estudiados en Algebra, Geometria y Célculo requieren
que los estudiantes razonen proporcionalmente. Ademas, Karplus, Pulos y Stage (1983)
enfatizan la importancia de un razonamiento proporcional efectivo en las ciencias.
Razén de cambio, velocidad, densidad, kilometraje, composiciones quimicas son
algunos de los conceptos que implican el uso de razones y del razonamiento
proporcional. Desde esta posicion debemos de considerar que el razonamiento
proporcional es un tipo de pensamiento que los estudiantes probablemente apliquen en
su profesion y en situaciones de la cotidianeidad. El National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM, 2000) afirma que “la necesidad de comprender y usar las
matematicas en la vida cotidiana y en el lugar de trabajo nunca ha sido tan importante y
esta importancia continuard incrementandose”. Algunos ejemplos son: trabajos con
modelos a escala y razones unitarias, comparaciones de algo en las tiendas, diluir
soluciones en un laboratorio, calculo de medidas indirectas, comprension de los indices
de productividad o de natalidad en un pais, etc. En resumen el razonamiento
proporcional juega un importante papel en muchos escenarios del mundo real, asi como
también en muchos conceptos matematicos avanzados.

Behr et al. (1988) consideran el razonamiento proporcional como una forma de
razonamiento matematico que implica un sentido de covariaciéon y de multiples
comparaciones, asi como de la capacidad de almacenar mentalmente y procesar varias
piezas de informacion y cuya principal caracteristica es el reconocimiento de la
similitud estructural e invarianza en un sistema matematico simple. Se refieren a la
covariacion como el cambio simultdneo entre dos variables que se produce por la
existencia de una relacion entre ellas (esta es la relacion que Freudenthal denominé
externa o funcional entre magnitudes), y a la invarianza como la igualdad entre la razon

128 Depto. de Diddctica de la Matematica. Universidad de Granada



Competencias Matematicas Promovidas...

de dos valores de una variable en una magnitud y la razon de los valores
correspondientes de la otra variable en otra magnitud (en términos de Freudenthal la
preservacion de la razén o la igualdad de las razones internas).

Segtin Norton (2005) el término razonamiento proporcional es usado para describir los
conceptos y pensamiento requeridos para comprender las tasas, la razon y la
proporcionalidad. Segin Norton algunos autores han sefialado que la esencia de tal
pensamiento es principalmente multiplicativo (Ben-Chaim, Keret, Ilany, 2007; Lo y
Watanabe, 1997). La habilidad en tal pensamiento capacita al sujeto en la comprension
de porcentajes, la pendiente, funcion lineal, trigonometria, algebra, etc.

Lamon (2007) propone que el razonamiento proporcional significa aportar razones que
sustenten afirmaciones hechas sobre las relaciones estructurales entre cuatro cantidades
(a, b, c y d) en un contexto que simultineamente implica covarianza de cantidades e
invarianza de razones o productos; esto podria consistir en la habilidad de identificar
una relacion multiplicativa entre dos cantidades asi como en la habilidad de extender la
misma relacion a otros pares de cantidades. Segun esta investigadora el razonamiento
proporcional, en el caso de la relacion directa, se refiere al reconocimiento de la razon
constante entre elementos del mismo espacio de medida y el reconocimiento de la
relacion funcional entre espacios de medida; y en el caso de que la relacion sea
inversamente proporcional el reconocimiento de aspectos estructurales de la situacion
consiste en la comprension de que hay dos operadores escalares, uno de los cuales es el
inverso multiplicativo del otro, y que el producto de medidas correspondientes es
constante.

Lamon (2007) plantea que una buena ilustracion de estos constructos es ofrecida por el
marco de Vergnaud para analizar las estructuras multiplicativas (Figura 4.11).

El siguiente ejemplo muestra una proporcion simple directa entre dos espacios de

medida. Si Maria puede coser 5 camisetas de futbol con 71 metros de tela, Jcudntos
2

metros de tela necesitara para hacer una camiseta para cada uno de los 15 chicos del
equipo de futbol?
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Medida 1 Medida 2
Camisetas Metros de tela
1
5 7=
1 2
x)=1—x
f(x) 5

[ >

operador escalar es 3 3 es el operador escalar

Relacion funcional

[ P

f@)=12x .

15

Figura 4.11. Relaciones estructurales en una proporcion directa Lamon (2007)

De acuerdo con Lamon (2007) una relacion funcional lineal existe entre elementos
correspondientes de los espacios de medida, en este caso la funcion lineal cuyo criterio

1 . . .
es f(x)= lax relaciona el nimero de camisetas y la cantidad de metros de tela; y

desde esta perspectiva un operador escalar transforma cantidades del mismo tipo, en
este ejemplo en el espacio de medida correspondiente al nimero de camisetas la
relacion entre 5 camisetas y 15 camisetas esta dada por el operador escalar tres.

Lamon (2007) sugiere que dar respuestas correctas no es garantia de que el
razonamiento proporcional esté presente. Esta investigadora sefiala que a menudo las
proporciones pueden resolverse usando conocimiento mecanico sobre las fracciones
equivalentes, usando relaciones numéricas o aplicando procedimientos (regla de
producto cruzado) que omiten el uso de la constante de proporcionalidad.

Seglin esta investigadora en el razonamiento proporcional el término razonamiento
consiste en el reconocimiento de la razon constante entre elementos del mismo espacio
de medida y el reconocimiento de la relacion escalar entre espacios de medida. En el
caso de la relacion inversamente proporcional el reconocimiento de aspectos
estructurales de la situacion consiste en comprender que hay dos operadores escalares,
uno de los cuales es el inverso multiplicativo del otro y que el producto de medidas
correspondientes es constante. Una situacion inversamente proporcional tipica es “Si
tres personas pueden cortar el césped de un terreno en 2 horas ;Cudanto tiempo le
tomara a 2 personas hacer el mismo trabajo?”, la estructura de ésta puede representarse
como en la Figura 4.12.
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Medida 1 Medida 2
# de Personas Horas de Trabajo
3 2
f()-x=6
[ >
Operador escalar es g E es el operador escalar
3 Producto constante 2

[ >-
f(x)-x=6

Figura 4.12. Relaciones estructurales en una proporcion inversa Lamon (2007)

Los investigadores continuamente han percibido que el “razonamiento proporcional” es
una consecuencia de la comprension de la naturaleza de los nimeros racionales. En la
investigacion (Lamon, 1993; Noelting, 1980; Tourniaire y Pulos, 1985) el dominio del
razonamiento proporcional ha estado definido tradicionalmente en términos de dos tipos
de problemas similares a los problemas de comparacién y equivalencia de fracciones:
problemas de comparacion y de valor ausente. En un problema de comparacion, se dan
cuatro cantidades (a, b, ¢ y d) y la meta es determinar la relacion de orden entre las

a c . .
razones 3 yg. Un problema de valor ausente proporciona tres de cuatro cantidades de

., a_c . .
una proporcion 523 y el objetivo es encontrar la cuarta cantidad de modo que la

igualdad sea verdadera. En este sentido, Llinares (2003b) describe el razonamiento
proporcional como aquel que se desencadena al resolver situaciones que se pueden
caracterizar mediante dos tipos de relaciones: (a) la funcional que vincula magnitudes
diferentes y que refleja el sentido de la unidad de la razén y (b) la relacion escalar que
vincula cantidades de la misma magnitud; de modo que el razonar usando estas
relaciones tanto de manera cualitativa como cuantitativa caracteriza el razonamiento
proporcional, subrayan que no es una manifestacion de razonamiento proporcional el

solo uso de la técnica de la regla de tres o resolver expresiones como < _2

b d
multiplicando en cruz.
A pesar de la definicion implicita del dominio de la razon y la proporcidon en términos
de esos dos tipos de problemas (valor ausente y comparacion), los términos
proporcionalidad y razonamiento proporcional a menudo se usan como sinénimos, por
ejemplo en Karplus et al. (1983b). Como consecuencia, ambos términos han llegado a
ser imprecisos y confusos refiriéndose a cualquier aspecto relacionado con la razon y la
proporcion. En los estandares de la NCTM (1989) se afirma que razonar
proporcionalmente “es de gran importancia, debe dedicarse esfuerzo y tiempo para
asegurar su buen desarrollo” (p. 82), y en el documento de la NCTM (2000) se afirma
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que la proporcionalidad “es un importante hilo conductor que conecta muchos de los
topicos matemdticos estudiados en los grados 6-8” (p. 217). Aunque no se ofrecen
sugerencias para la ensefanza del razonamiento proporcional o de la proporcionalidad,
esas afirmaciones expresan que la habilidad en este tipo de razonamiento es crucial para
el pensamiento matematico y cientifico.

Incluso usando la definicidon bésica que contempla la comprension de las relaciones
estructurales en problemas de comparacién o de valor ausente, Lamon (2007) estima
que mas del 90% de los adultos no razona proporcionalmente- evidencia concluyente de
que este tipo de razonamiento implica mads que procesos de desarrollo y que la
enseflanza debe jugar un papel activo en su impulso.

Un enfoque curricular es definir el razonamiento proporcional en términos de
expectativas presentes para los estudiantes de final de la escuela primaria, teniendo en
mente que el estudio de variables , funciones, ecuaciones lineales, vectores y otros
topicos estudiados en la secundaria continuaran ampliando y profundizando el
conocimiento sobre las relaciones multiplicativas.

Tipos de problemas usados en el estudio del razonamiento proporcional

Con el fin de caracterizar el razonamiento proporcional que aplican los sujetos, en la
investigacion se ha recurrido al planteamiento de distintos tipos de problemas, los
cuales se diferencian en aspectos tales como el contexto, la estructura numérica o los
tipos de razones involucradas.

Tourniaire y Pulos (1985) hacen una clasificacion de los diferentes problemas que se
han propuesto a los estudiantes en las distintas investigaciones llevadas a cabo hasta
principios de los afos 80.

Problemas de fisica. Son aquellos en los que se requiere el conocimiento o comprension
de algunos principios fisicos ademas del conocimiento y comprension de la razén y
proporcion. Han sido criticadas por Karplus, Pulos y Stage (1983) por el hecho de
requerir para su resolucion conocimientos de fisica, ademas de los ligados a la razén y a
la proporcion.

Problemas de tasa (rate). Son aquellos problemas verbales en los que se comparan
razones entre objetos distintos. Entre los mas conocidos est4 el de Mr. Short y Mr. Tall
y el de consumo de gasolina por coche.

Problemas de mezclas. Son aquellos problemas verbales en los que se presenta una
mezcla, tanto si son de comparacion de razones como de valor ausente. Entre los mas
conocidos las comparaciones de sabor de refrescos de limonada o de naranja (Karplus et
al., 1983; Noelting, 1980a).

Otra clasificacion de los problemas utilizados (Cramer y Post, 1993; Post et al., 1988;
Vergnaud, 1988; citados en A. Ferndndez, 2001) para estudiar el pensamiento
proporcional de los estudiantes es la siguiente:

Problemas de valor ausente (missing value problems). Tres datos de una cuarta
proporcional o de una proporcidon estan dados y el otro es desconocido. El ejemplo
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paradigmatico en este caso es el problema de Mr. Short y Mr. Tall (Karplus et al.,
1974), desde la perspectiva de Tourniaire y Pulos (1985), este problema es del tipo de
tasa (rate).

Problemas de comparacion numérica. En este caso la informaciéon numérica de las dos
razones estd dada de forma completa, bien sea de forma implicita o explicita, sin
embargo no es necesario dar una respuesta numérica. Un ejemplo de este tipo es el
problema del zumo de naranja de Noelting (1980a), no obstante Tourniaire y Pulos
(1985) llamaron a éstos, problemas de mezclas. En este caso se varia los nimeros de
manera que las relaciones que hay entre los datos resulten enteras y no enteras “en” y
“entre” espacios de medida. Considera mas dificil la situacion en la que la relacion no es
entera (por ejemplo en la jarra A, tres vasos de agua y siete de jugo de naranja, y en la
jarra B cuatro vasos de agua y nueve de jugo de naranja)

Problemas de comparacion y prediccion cualitativa. Este tipo de problemas de
comparacion cualitativa estan construidos de manera que la comparacién que han de
hacer los estudiantes para resolver el problema no dependa de valores numéricos
especificos ni de la informacion grafica que se les proporciona. En contraste con los dos
tipos anteriores, en los que algunas habilidades memoristicas o mecanizadas pueden ser
usadas para su resolucion, este tipo de problemas requiere la comprension del
significado de las proporciones

Atendiendo a las caracteristicas semanticas de los enunciados de los problemas Lamon
(1993) hace una clasificacion en la que caracteriza cuatro tipos de problemas:

Problemas bien compactos (well-chunked measures). En este tipo de problemas se
implica la comparacion de dos cantidades extensivas, produciendo una cantidad
intensiva o tasa (rate) que es bien conocida. Por ejemplo kilometros por hora
(velocidad), pesetas por kilo (precio). Segin A. Fernandez (2001), Lamon toma la
denominacion “well chunked” de Kaput (1987), y se refiere de hecho a la tercera
cantidad, pues en los problemas de tasa la cantidad intensiva no esta bien definida. Los
separa y caracteriza como sigue.

Conjuntos asociados. La relacion entre dos elementos de dos conjuntos produce una
cantidad intensiva que no es conocida o no esta clara, al menos que esté bien definida en
la situacion del problema. Un ejemplo que usa Lamon (1993) es: Si en un caso siete
chicas disponen de tres pizzas y en otro 1 pizza se reparte entre tres chicos ;jQuién
tendra mas pizza? (2) En un restaurante ponen para cada comensal 7 piezas de
cuberteria y 3 de vajilla, ;cuantas piezas de vajilla pondran si han puesto 35 cubiertos?

En estos ejemplos las nuevas cantidades intensivas cantidad de pizza/persona y numero
de cubiertos/nimero de platos no son conocidas ni estdn bien compactas o
estructuradas.

Parte-parte-todo. Una cantidad extensiva (la cardinalidad) de un subconjunto o parte de
un todo es dada (relacionada) en términos de la cardinalidad con la de dos o mas
subconjuntos o partes de un mismo todo. Algunos ejemplos pueden ser: la razén en un
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aula de X chicos con Y chicas y la razon entre P respuestas correctas y Q respuestas
incorrectas en un test.

Ampliadores y reductores. Son problemas de escalas, tales como la comparacion de la
razon de crecimiento de dos arboles pasado un periodo de tiempo, la determinacion del
factor de escala entre dos figuras semejantes, entre otros.

Descripcion de las Estrategias de Resolucion

Al margen de las variaciones y caracteristicas particulares de los diferentes tipos de
problemas, los investigadores (Alatorre y Figueras, 2005; Cramer y Post, 1993; A.
Fernandez, 2001; Karplus et al., 1983; Lamon, 1993; Modestou y Gagatsis, 2007;
Noelting, 1980a; Noelting, 1980b; Rapetti, 2003; Tourniaire, 1986) se han interesado
por analizar las actuaciones de los sujetos, orientdndose hacia la identificacion y
caracterizacion de estrategias correctas e incorrectas, con el fin Gltimo de categorizar las
actuaciones de los sujetos segun el tipo de razonamiento proporcional.

De acuerdo con las investigaciones previas (Alatorre y Figueras, 2005; A. Fernandez,
2001; Karplus, Pulos y Stage, 1983; Lamon, 1993; Lamon, 2007; Noelting, 1980a,
1980b; Rapetti, 2003; Ruiz y Valdemoros, 2006) las estrategias aplicadas por los
futuros maestros, se pueden considerar enfocadas en dos aspectos:

- La forma en que establecen la razon, es decir observando como relacionan las
cantidades.

- El uso de la unidad*’ en el problema.

Relacion entre las cantidades

Con respecto al primer grupo de estrategias, dos tipos han sido mencionadas
reiteradamente en las investigaciones previas: la estrategia “en” (within) y la estrategia
“entre” (between), las cuales dada la distincion hecha en el apartado Tipos de Razones
tendran una doble acepcion segun se esté¢ en el contexto de los “sistemas” o entre
espacios de medida.

Freudenthal (1978, citado en Karplus et al., 1983) ha sefialado que los problemas de
comparacion y de valor ausente pueden ser resueltos por medio de dos acercamientos,
que son consistentes con la definicion de razén interna y externa, y que difieren en las
operaciones que se aplican a los datos. Estos dos enfoques se refieren a estrategias
correctas que permiten comparar razones o resolver un problema de valor ausente. Para
la explicacion de las estrategias se consideran dos ejemplos:

Problema de valor ausente: Un coche recorre 175 km. en 3 horas. Si va a la misma
velocidad, que tan lejos llegara en 12 horas.

47 Segtin Delgado et al. (n.d.) en procesos de resolucién de problemas de proporcionalidad, se evidencia el
uso de diferentes tipos de unidades por parte de los estudiantes, que pueden ser dos tipos: unidades
simples (aquellas unidades que en si constituyen un todo o se componen de una sola “cosa”) y unidades
compuestas (obtenidas al tomar la secuencia de items unitarios como una sola unidad que en si misma
estd compuesta de unidades).
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Problema de comparacion: El coche A recorre 180 km. en 3 horas. El coche B recorre
400 km. en 7 horas. ;Cual de los dos iba mas rapido?

En relacion a los anteriores problemas estan las estrategias:

“En” (within). Se refiere a considerar la razon entre cantidades correspondientes, ya
sea entre las distancias o entre los tiempos, y después aplicar esa razon para resolver el
problema. Los sujetos relacionan multiplicativamente cantidades homogéneas en un
espacio de medida, en este caso aplican la nocion de razones internas (en el sentido que
le da Freudenthal). Esta estrategia también la denominan “escalar” o “en”.

Por ejemplo para el problema a, primero se halla la razén entre los tiempos % =4,y

luego se usa el resultado para obtener la distancia asi 175-4 =700 km.

“Entre” (between). Con respecto al ejemplo b, consiste en considerar la razén entre las
cantidades extensivas kilometros y horas, y posteriormente aplicar el resultado para
resolver el problema. Las relaciones se establecen entre cantidades de distintos espacios
de medida utilizan razones externas (en el sentido que le da Freudenthal). Esta estrategia
también la denominan “funcional” o “entre”. Por ejemplo, en el problema b se tendria
que hallar primero la razén para el auto A % y hallar la razon para el auto B

M, luego con los resultados correspondientes a saber 60km

para el auto Ay

57.1 kTm para el auto B, resolver el problema.

Sin embargo, Noelting (1980a, 1980b) en su investigacidn referente a las actuaciones de
los alumnos ante tareas de comparacion de razones, bajo el contexto de las mezclas
(problema del refresco de naranja), presenta otra perspectiva en relacion con las
estrategias between y within, las cuales son consecuencia de la definicion que utiliza
para razones internas y externas. En este sentido para Noelting (1980a, 1980b) las
estrategias “entre” son aquellas en las que los términos relacionados son los términos
entre distintos sistemas, mientras que las estrategias “en” son aquellas en las que los
términos son los términos de un mismo sistema.

En nuestro caso, siguiendo a A. Ferndndez (2001) y con el fin de evitar confusiones
respecto a las estrategias “en” y “entre” planteadas por Noelting (1980a, 1980b) y
Freudenthal (1983), decidimos que si los estudiantes relacionan las cantidades en un
mismo espacio de medida, diremos que hacen uso de una estrategia escalar (relacion
escalar), y si relacionan entre espacios de medida diferentes diremos que hacen uno de
una estrategia funcional (relacion funcional).

Uso de la Unidad

Otra manera de visualizar las estrategias aplicadas por los sujetos al resolver problemas
de proporcionalidad directa, es considerar las estrategias empleadas por los sujetos en
términos del uso que hacen de la unidad. En el caso de la resolucion de problemas de
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valor ausente Lamon (1993) identifica tres estrategias correctas, dos de las cuales
presentan un uso diferenciado de la unidad, y a las cuales haremos referencia después de
considerar el siguiente ejemplo: Si por 8 refrescos pago 4 euros jcudanto debo pagar
por 24 refrescos?

Estrategia de la Unidad Simple (single unit strategy). En este caso los sujetos hallan el
valor de un refresco (4+8=0,5) y el resultado lo obtienen mediante la operacion

24-0,5=12 euros. Este tipo de estrategia también la reconocen Cramer y Post (1993)

con el nombre de “razon unitaria” (unit-rate), también conocida ;cudnto por uno?

Estrategia de la Unidad Compuesta (composite unit strategy). Los sujetos consideran
que 24 refrescos es 3 veces la unidad compuesta (8 refrescos) y calculan el costo como
3 veces el costo de la unidad, en este caso el costo de la unidad 8 refrescos era 4 euros.
Este tipo de estrategia también la reconocen Cramer y Post (1993) con el nombre de
“factor de cambio” o “tantas veces como” (factor of change method or times as many),
en ella el sujeto reconoce el factor multiplicativo asociado a las relacion interna entre
los datos en cada espacio de medida. Segun Fernandez (2001) esta estrategia es facil de
usar cuando el factor es entero, y ademas plantea que este factor de cambio puede
referirse tanto a la relacion externa como a la interna.

La estrategia de la normalizacion ya ha sido descrita en la pag. 117, subrayamos que
constituye una estrategia util en la comparacion de razones. Por ejemplo para el
problema: En una reunion hay 7 chicas y 3 chicos. Han comprado 4 pizzas y deciden
repartirlas del siguiente modo: 3 pizzas para las chicas y 1 pizza para los chicos.
Determina quiénes reciben mas pizza las chicas o los chicos.

En el marco de la “normalizacion”, este problema se abordaria mediante el uso de la
razén equivalente, en la que la razon 1 pizza:3 chicos es equivalente a la razon 3
pizzas:9 chicos y la unidad compuesta de referencia (3 pizzas) es la misma. Luego para
resolver el problema los alumnos han de comparar unicamente los consecuentes de las
razones 3:9y 3:7.

En este marco Lamon (2007) describe particularmente el uso de la razon como unidad
(ratio as unit). Considerando el problema anterior (pizzas), en la resolucion se toma la
razon 3 chicos:1 pizza como una unidad y se reinterpreta la otra razén 7 chicas:3 pizzas
en términos de esta unidad. Los alumnos utilizan esta estrategia mediante técnicas de
emparejamiento de la siguiente forma: primero emparejan 3 chicas con | pizza (una
raz6n unidad), después relacionan otra pizza con otras tres chicas (otra razon unidad), al
final se quedan con 1 pizza para 1 chica, la cual comparan con 3 chicos:1 pizza, y
concluyen que las chicas tienen mas trozos de pizza.

Segun Lamon (2007) la normalizacion no es un buen indicador del razonamiento
proporcional ya que los estudiantes que a menudo la usan fallan en reconocer toda la
relacion estructural de una proporcion.

Categorizacion del Razonamiento Proporcional
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Varios investigadores (Karplus et al., 1983, Lamon 1993, Tourniaire y Pulos 1985) han
analizado las actuaciones de los estudiantes, usando distintos indicadores, para describir
el razonamiento proporcional que exhiben los sujetos en la resolucion de tareas
matematicas en este dominio. Segin Fernandez (2001), en los trabajos, se hacen
referencia a tres aspectos: las estrategias correctas, las estrategias incorrectas y la
categorizacion de actuaciones de acuerdo con un mayor o menor uso del razonamiento
proporcional.

Karplus, Pulos y Stage (1983), después de analizar las estrategias aplicadas por los
alumnos en la resolucién de un problema de comparacion de razones basado en la tarea
“Rompecabezas de la limonada”, agrupan las actuaciones de los estudiantes en 4
amplias categorias:

Categoria I (incompleta, ilogica) que incluye las actuaciones de los estudiantes que
adivinan la respuesta por intuicién y no dan explicaciones, o que utilizan los datos de
manera ilogica o que utilizan operaciones cuantitativas no apropiadas.

Categoria Q (cualitativa), contiene las actuaciones de los estudiantes que justifican su
respuesta usando los cuatro términos dados y comparandolos mediante expresiones de

2 ¢

tipo cualitativo como “mas”, “menos” o equivalentes.

Categoria A (aditiva), en la que se ubican las actuaciones de estudiantes que usando
todos los datos obtienen la respuesta mediante la estrategia aditiva de la diferencia
constante.

Categoria P (proporcional), en la que se incluyen los estudiantes que usan las relaciones
proporcionales entre todos los datos para obtener la respuesta, aunque haya errores
aritméticos. Esta categoria la dividen en tres subcategorias: Pb (between), si usan la
relacion externa o funcional; Pw (within), si usan la relacion interna o escalar y Pu
(unclassificable), si usan otro tipo de comparacion.

En Lamon (1993) las resoluciones de los problemas propuestos fueron analizadas y
codificadas a lo largo de las siguientes dimensiones matematicas:

- Uso del pensamiento relativo o absoluto.
- Tipo de representacion (verbal, pictdrica, tabular).
- Estructura de la cantidad (unidad simple, unidad compuesta).

- Sofisticacion de la estrategia (estrategia incorrecta, razonamiento pre-proporcional,
razonamiento proporcional cualitativo, razonamiento proporcional cuantitativo).

Con respecto a la sofisticacion de la estrategia la autora, para el andlisis de las
soluciones hechas por nifios de 6° grado a problemas de razones y proporciones,
establece dos tipos de estrategias, las constructivas y las no constructivas, y segun estas
estrategias, propone seis niveles, en relacidon con un mayor o menor razonamiento
proporcional. Los niveles correspondientes a las estrategias no constructivas se
denominan: evasiva, visual o aditiva, construccion de patrones. Los niveles que
corresponden a las estrategias constructivas se denominan: razonamiento pre-
proporcional, razonamiento proporcional cualitativo y razonamiento proporcional
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cuantitativo. Allain (2000) utiliza una escala para medir las actuaciones de los
estudiantes en el instrumento, en esta escala se asigna a cada sujeto un namero del 1 al
4, seglin algunos indicadores predeterminados por la investigadora. Su objetivo fue
describir, a grandes rasgos, el razonamiento proporcional de los estudiantes que
formaron parte de su estudio.

4.1.2.4 Nocion de Proporcionalidad

Desde la Didactica de la Matemadtica la nocion de proporcionalidad directa se define
como una funcién lineal f entre dos magnitudes M y N. Esta relacion se modeliza
mediante la funcion lineal f(x) = kx, siendo k una constante.

Definimos la proporcionalidad de magnitudes en general como se hace a continuacion:
Supongamos dos magnitudes escalares £ y E’. Llamaremos c,,c,,....,c; a las

cantidades de £ y ¢{,c5,...,c; alas cantidades de E'.

Sea r cualquier nimero real » € R . Definimos una aplicacion biyectiva p: E — E', de

tal forma que p(c;)=c; (¢;€E yc; € E"), tal y como se muestra en la Figura 4.13.

p
(E, +, ) » (E',+,%)

Figura 4.13. Diagrama de la aplicacion de proporcionalidad p : E — E'
Si la aplicacion p: E — E' cumple las condiciones:
pley +¢y)=ple)+ pley) =cf +¢;
p(r*c;)=r*p(c,)=r*c

A la aplicaciéon p se la llama “aplicacion de proporcionalidad” o simplemente
“proporcionalidad” entre las magnitudes £y E'. De esta forma, si se puede definir p en
las condiciones indicadas, se dice que las magnitudes £y £’ son proporcionales.

Proporcionalidad v medida

Consideremos dos magnitudes escalares proporcionales £ y E'. Sea p una funcién de
proporcionalidad definida entre ambas (p: E — E'). Supongamos que establecemos

. . . +
una medida en cada una de esas magnitudes. Llamamos S y S’ a los subconjuntos de R
utilizados como conjuntos imagenes de las medidas m, y m, , respectivamente (ver
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Figura 4.14). Podemos establecer una aplicacion f'de S en S' que asocie al numero real
m,(c;) € S el numero real m,[p(c,)].

(E+5) S(R*+%)

mu (Ci)

01’027"'90["" > r]:rzy'")]/;'a'"

p(c) “f%ﬂm—whmﬂ
v m,[p(c;)]

! ! ! !
C15CpseeesCisenn HsTpseeesTisee

v

(E'+,5) S'(R",+.%)

Figura 4.14. Aplicacion de proporcionalidad f'de S en S’

En realidad, la funcién de proporcionalidad inducida f resulta ser la biyeccion
composicion de las aplicaciones siguientes (donde (mu)_1 es la aplicacion inversa de la

biyectiva m, : S — E, ver Figura 4.15):

-1
(mu) o p mu'

S E > Er S!

/

Figura 4.15. Aplicacion f'de S en S’ como composicion de otras aplicaciones
La funcion de proporcionalidad f:S—S' siempre toma la forma:
f(r)=k=*r, (siendor, eS)donde k es un numero real llamado ‘“constante de

proporcionalidad”. En efecto, nombremos: m,, -[p(u)] =k (1)

Sea ¢; un elemento genérico de £, y m, (c;) =r. (ver Figura 4.16). De acuerdo con (1):
f(r)= mu,[p(ci)]. Y, por lo tanto: m,(c;)=r. = ¢, =1, *u.

Luego f(r,)= mu/[p(r,- * u)] = mu/[ri*p(u)] =7 * mu,[p(u)] y de nuevo sustituyendo el
valorde ken (1): f(r)=k=*r,.

Cuando dos magnitudes, £ y E', son proporcionales ( p: E — E") se verifica que: “las
medidas 7, y 7' de cantidades correspondientes ¢, y ¢|, con unidades correspondientes

(mediante la misma proporcionalidad p) u y u', resultan ser iguales”.
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[m, ()] p(c) m,(c;)
- - —
S E E( S’
—
I; Ci ¢ '
x| —> — — |4
f

Figura 4.16. Relacion entre las medidas correspondientes 7. y 7’ bajo la misma

proporcionalidad

En efecto, la funcion de proporcionalidad f es de la forma f(r;)=k*7. En el caso
particular de la unidad f(1) =k *1=1= k =1, por tanto, para todo elemento de S, r; se

verifica que f(r)=k*r. =7 ycomo k=1 implica necesariamente que 7. =r; .

Los términos razon, proporcion y proporcionalidad adquieren un significado unificado
con la nocion de funcién lineal, pues es un modelo que sintetiza diversos lenguajes,
situaciones y representaciones. La funcién lineal puede considerarse como la
matematizacion de las situaciones cotidianas que implican la idea de la
proporcionalidad directa, esta funcion representa la estructura de la proporcionalidad y
sirve para visualizar los diferentes estados de variacion, es decir expresa su
comportamiento cualitativo (Fiol y Fortuny, 1990).

De modo menos frecuente encontramos referencias a la proporcionalidad inversa o a la
proporcionalidad compuesta®™. Algunos autores (Fernandez, F., 2001; Prada, 1990)
hacen una breve resefia desde un punto de vista procedimental ejemplificando mediante
la resolucion de problemas del tipo “valor desconocido” (missing value problems) el
uso de la regla de tres inversa y compuesta o mediante la manipulacion de ciertas
propiedades para transformar los problemas de regla de tres inversa a problemas de
proporcionalidad compuesta.

La constante de proporcionalidad

La proporcionalidad es un constructo matematico referido a la condicién o a la
estructura subyacente a una situacion en la cual existe una relacion invariante especial
(constante) entre dos magnitudes covariantes (las cantidades de ambas estdn
relacionadas y cambian simultdneamente).

48 Se denomina relacion de proporcionalidad inversa a la que se establece entre una variable
independiente x y una variable dependiente y, de tal forma que el producto de ambas es siempre igual a
una constante k, es decir x.y=k; y la proporcionalidad compuesta se establece cuando dos o mas

magnitudes estan relacionadas a la vez, proporcionalmente, con otra magnitud.
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El modelo matematico para las relaciones directamente proporcionales es la funcion
lineal de la forma y =kx, donde k se conoce como constante de proporcionalidad. De

modo que y es un multiplo de x. Equivalentemente, dos cantidades son proporcionales

cuando éstas varian de forma tal que mantienen una razén constante Yok, La
X

constante & juega un papel esencial en la comprension de la proporcionalidad.

Pedagodgicamente hablando, & es un ente camalednico debido a que su apariencia
cambia en cada contexto y representacion de las situaciones proporcionales.
Frecuentemente la constante no aparece explicitamente en el contexto en el cual esta
implicada, sin embargo es un elemento estructural que ha de ser descubierta a través de
la interpretacion de otras informaciones de la situacion.

Simbolicamente kes una constante, en un grafico es la pendiente. En una
representacion tabular como la presentada en la Figura 4.17 podria serd la diferencia
entre cualquier celda y la siguiente o equivalentemente podria ser la razén entre una
cantidad respecto a otra, en este caso la constante estaria expresada como una razén
unitaria.

M, 1 2 3 4 5 6 7 8

M, 3 6 9 12 15 18 21 24

Figura 4.17. Representacion tabular de magnitudes proporcionales

En general, en situaciones de tasas (razones externas), kes la tasa constante. En la
lectura de mapas es la escala. En situaciones de ampliaciones o reducciones o en la
semejanza de figuras la constante es el factor de escala. Podria ser un porcentaje si se
estd en una situacion de impuesto de ventas o ser una probabilidad tedrica si se estan
lanzando dados. Estos ejemplos sugieren que la interpretacion de la constante de
proporcionalidad es especifica a la situacion en la que esta implicada. Lamon (2007)
plantea que incluso cuando un estudiante razona proporcionalmente la tarea de
interpretar la constante de proporcionalidad, en situaciones relativamente simples,
puede ser un desafio.

4.1.3 Tipos de Conocimientos Relacionados con la Razén y Ila
Proporcionalidad

La clasificacion que hacen (Hiebert y Lefevre, 1986) entre tipos de conocimiento
matematico escolar, se ha aplicado a las nociones de razon y proporcionalidad. Estos
autores establecen la clasificacion del contenido de las matematicas escolares en dos
grandes bloques: conceptual y procedimental y dentro de estos dos bloques tres niveles
de complejidad: hechos, conceptos y estructuras como los tres tipos de conocimientos
que articulan el campo conceptual, y destrezas, razonamientos y estrategias, los
correspondientes al campo procedimental (Ver Tabla 4.4).
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Tabla 4.4. Clasificacion cognitiva de los contenidos razon y proporcionalidad

to Conceptual

imien

Conoc

Términos: Razdn, relacion, antecedente, consecuente, cociente, razoén inversa,
proporcion, medios, extremos, equivalente, alicuota, tasa, indice, comparacion, valor de
la razén, porcentaje, escala, relativamente, semejante. Relacion, funcion lineal,
proporcionalidad directa, proporcionalidad inversa, constante, variable, magnitudes,
hipérbola.

. a
Notaciones: a:b, %, %, a—=>b,x% m/(c)=r, med,(a)=r, a:r.e,r:Z,

r(a,b):w ,a:b::c:d,y:f(x)zkx,f(x)zf

a_c
min(s,t) b d X

Convenios de lectura: a:b se lee “a” esa “b”; a:b::c:d selee “a” esa “b” como “c”

es a “d”. El valor de la razén es un nimero mayor que 1. En las escalas a:b, a < b. En la
expresion verbal y simbolica de la razon se utiliza habitualmente los representantes
menores de la relacion, es decir a y b tales que el med (a, b) = 1.

Resultados: Propiedades de las razones y de las proporciones. Tipos de razones y
proporciones.

Conceptos: Razén como relacion e indice comparativo. Equivalencia de razones,
proporcidon. Magnitud, cantidad extensiva e intensiva, razon inversa, orden entre
razones, proporcion. Semejanza de figuras y objetos. Funcion lineal, funcion de
proporcionalidad inversa constante de proporcionalidad, variable, covariacion.

Estructuras: Sistema multiplicativo de los nimeros reales positivos, subestructura (R",

X).

tal

men

to Proced

imien

Conoc

Destrezas: Aplicar procedimientos para obtener razones equivalentes. Multiplicacion y
divisiéon de numeros racionales. Uso de la razon unitaria. Regla de tres directa e
inversa. Calculo de porcentajes. Estrategias building-up. Relacion entre cantidades,
within (en) y between (entre). Normalizacion o tipificacion de razones. Calculo del
valor de una razén por medio de la division del antecedente y consecuente. Estrategia
“factor de cambio”. Uso de distintas representaciones de la razén y la proporcionalidad.

Razonamientos

Inductivo: busqueda de patrones en secuencias numéricas proporcionales, elaboracion
de conjeturas, construccion de las propiedades de las razones y las proporciones.
Deductivo: aplicacion de las propiedades de la razon o de las relaciones de
proporcionalidad.

Analdgico: razonamientos en situaciones proporcionales particulares a partir de otros
casos particulares.

Argumentos para justificar propiedades de las razones, proporciones o relativas a las
relaciones estructurales en una proporcion.

Estrategias

Estrategias propias del razonamiento proporcional: reconocimiento de aspectos
estructurales de las proporciones directas e inversas (relacion funcional y escalar).
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Tabla 4.4. Clasificacion cognitiva de los contenidos razon y proporcionalidad

Estrategia “suposicion de razones equivalentes”.
Estrategias usadas en la comparacion de razones distintas a la division.
Estimacion usando la nocidn de proporcionalidad.

4.14 Sistemas de Representacion

Por representacion entendemos cualquier modo de hacer presente un objeto, concepto o
idea. Conceptos y procedimientos matematicos se hacen presentes mediante distintos
tipos de simbolos, graficos o signos y cada uno de ellos constituye una representacion
(Castro y Castro, 1997). Esos diferentes modos de representar comparten una estructura,
y por ello se habla de sistemas de representacion (Janvier, 1987). Los sistemas de
representacion son centrales en la caracterizacion del significado de las nociones
matematicas, y contribuyen a la comprension de conceptos y procedimientos. Cada uno
de ellos permite resaltar aspectos particulares de esos conceptos y de sus relaciones, y
oculta otros (Rico, Lupidiez, Marin, Gémez, 2007).

En el caso de la razon y la proporcionalidad identificamos siete tipos de
representaciones que clasificamos en dos sistemas de representacion: simbodlicos
(representacion con dos puntos o flechas, representacion fraccionaria, expresion
decimal, porcentajes, verbal, algebraica-funcional y cartesiana) y graficos
(representacion grafica funcional —lineal e hiperbolica—, tabular, iconos y diagramas).

| REPRESENTACIONES DE LA RAZON Y PROPORCION |
|

Simbdlica ‘ ‘ Verbal ‘ ‘ Algebraica ‘ ‘ Cartesiana ‘ ‘ Grafica ‘ ‘ Tablas H iconos y Diagramas ‘
|| a:-B Por cada “a” elementos Flx)=mx | AxB ={(a,b)x'a cAnbe B} | AlB
ah:cd hay “b” elementos. k alb - “
5 = || |

x ~

“d"esa“b” como*c” esa

. age
b

40% y 60% =

&

Figura 4.18. Representaciones de la razon y proporcion

Cada uno de los sistemas de representacion permite resaltar aspectos particulares de
esos conceptos y de sus relaciones, y oculta otros (Castro y Castro, 1997; Rico,
Lupiafiez, Marin y Gomez, 2008).

Las expresiones algebraicas explicitas de las relaciones de proporcionalidad, directa e
. k . . .
inversa, f(x)=kx y f(x)=—, permiten representar el procedimiento que permite

X
generar pares de cantidades de las magnitudes proporcionales. Por otro lado

manipulaciones algebraicas de tales expresiones permiten obtener algunos resultados
referentes a las relaciones numéricas que cumplen las cantidades de las magnitudes, por
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ejemplo en el caso de la proporcionalidad directa al dividir ambos lados de la expresion
por x se obtiene que el cociente de f(x) y x ha de ser una constante, o en el caso de la
proporcionalidad inversa, al hacer el mismo procedimiento, se obtiene que el producto
de las cantidades ha de ser constante.

La relacion de proporcionalidad entre las cantidades de dos magnitudes se puede
representar en una tabla que incluya el nombre de las magnitudes y los valores
correspondientes de los conjuntos. Este tipo de representacion facilita la visualizacion
de las relaciones funcional y escalar entre las cantidades.

La representacion grafica de la proporcionalidad directa permite visualizar el sentido de
covariacion de las magnitudes a través de la monotonia, es decir para el caso de que la
constante k£ sea mayor que cero se puede observar que conforme aumentan los valores
de una magnitud también aumentan los valores de la otra. Sin embargo las
caracteristicas de la proporcionalidad que estas representaciones potencian son
limitadas, por lo que es preciso durante la enseflanza acompafiar estas representaciones
graficas de otras que permitan visualizar las propiedades estructurales de la relacion de
proporcioén que se da entre las magnitudes.

Sistema de Representacion Simbdlica

En esta modalidad se consideran las representaciones de caracter alfanumérico, es decir
que utilizan simbolos del abecedario y simbolos matematicos para expresar los distintos
tipos de conocimiento conceptual o procedimental, asociados a la razon, la proporcion y
la proporcionalidad.

Una razén puede representarse en una variedad de formas. Por ejemplo, se puede
describir la relacion entre el nimero de bolas rojas y verdes en una caja mediante

. 3 . .
expresiones tales como 3a2,3:2 o > Aunque las tres expresiones hacen referencia a

la misma situacion, matematicamente enfatizan cuestiones diferentes, a continuacion
recogemos los aspectos de los conceptos sobre los que cada representacion pone énfasis.

La fraccionaria a : a_=¢c
b b d

Segun Lamon (2007) las fracciones son representaciones que comprenden dos simbolos,

o, a . .,
son una forma de escribir nimeros en la forma 3 En este sentido la palabra fraccion

hace referencia a un sistema de notacion, un simbolo, dos enteros escritos con una linea
entre ellos. Complementariamente, se acepta que las fracciones representan nimeros
racionales positivos, con lo que a y bson ambos negativos o ambos positivos y se
restringe el valor de bindicado que debe ser distinto de cero (b#0). Segin esta
investigadora se asocia el término “fraccion” y la notacidon fraccionaria exclusivamente
con uno de las interpretaciones del numero racional, el significado parte-todo. Es
importante subrayar que los términos fracciones y nimeros racionales no son sinébnimos
y que es mas adecuado pensar en las fracciones como un subconjunto de los nimeros
racionales y tener en cuenta las siguientes consideraciones:
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(a) Todo nimero racional puede representarse en forma fraccionaria, en los siguientes

. : , . 3 V4 )
ejemplos todos son fracciones y numeros racionales a la vez: 77 se escriben

2. 21
, —— S€ expresa como — O
4, 41

—

normalmente como

W | N

2
se expresa comoT .

_
A==

(b) No todos los nimeros expresados en notacién fraccionaria son numeros racionales,
por ejemplo By no es un numero racional pero se expresa mediante notacion

fraccionaria.

(c) Cada fraccion no corresponde a un ntimero racional diferente, por ejemplo no existe
un nimero racional distinto para cada una de las fracciones g,g,% .

El término “razén” no es sinéonimo de “fraccion’ ni de “cociente”, hemos de considerar
que la identificacion de ambos conceptos puede acarrear dificultades de comprension
para los estudiantes, aunque la razon pueda representarse mediante una fraccion y en

ocasiones se calcule el valor de la misma a través de la division.

Los problemas de identificar razén y fraccion surgen por la comprension tradicional de
la fraccion como expresion de la relacion parte-todo, es decir si se considera que una
fraccion es un par ordenado de numeros enteros cuya segunda componente es distinta de
cero mientras que la razon es un par ordenado de cantidades de magnitud que son
expresadas mediante un nimero real y una unidad.

Hoffer (citado en Godino, 2004) explica claramente estas distinciones, sefiala que el
hecho de que las razones se refieran a pares de cantidades de magnitudes, medibles cada
una con sus respectivas unidades, implica las siguientes diferencias con las fracciones:

- Las razones” comparan entre si objetos heterogéneos, o sea, objetos que se
miden con unidades diferentes. Por ejemplo, 3 botellas de vino por 145 euros.
Las fracciones, por el contrario, se usan para comparar el mismo tipo de objetos
como “dos de tres partes”, lo que se indica con 2/3. Seguin esto la razén 3
botellas/145 euros no es una fraccion.

- Es posible expresar la razon prescindiendo de la notacidon fraccionaria. Por
ejemplo, 10 litros por metro cuadrado. En este caso no se necesita, ni se usa, la
notacion de fraccion para informar de la relacion entre dichas cantidades.

- Las razones se pueden designar mediante simbolos distintos de las fracciones.
Larazon 7 a 4 se puede escribir como 7:4,0 7 — 4.

- En las razones, el segundo componente puede ser cero. En una bolsa de
caramelos la razon de caramelos verdes a rojos puede ser 10:5, pero también se

* Nos referimos a “las razones” de forma plural, aludiendo a los posibles tipos de razon que es posible
considerar (Ver Tabla 4.2).
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puede decir que puede ser 10:0, si es que todos son verdes (no se trata de hacer
ninguna division por 0).

- Las razones no son siempre numeros racionales. Por ejemplo, la razén de la
longitud de wuna circunferencia (C) a su diametro (D), expresado

) ) C , . ,
fraccionariamente COHB es el nimero ©, que sabemos no es racional, o la razon

de la longitud de la diagonal de un cuadrado a la longitud de su lado (\/5 ). Esta
es una diferencia esencial entre “razon” y “fraccién”, ya que como vimos las
fracciones son tradicionalmente interpretadas como cociente de enteros.

- Las operaciones con razones no se realizan, en general, de igual manera que las
fracciones. Por ejemplo, 2 aciertos sobre 5 intentos (2:5), seguidos de 3 aciertos
sobre 7 intentos (3:7) se combinan para producir 5 aciertos en un total de 12
intentos, o sea, con estas fracciones se puede definir una “suma” de razones del
siguiente modo 2:5 + 3:7 = 5:12. Evidentemente esta suma no es la misma que la
suma de fracciones.

En este caso la representacion de la proporcion como una igualdad de fracciones,
permite identificarla con dos fracciones equivalentes, hecho que en multiples ocasiones
encubre el significado de la expresion. En las fracciones equivalentes, la cantidad
representada es la misma pero expresada en otra forma. En una proporcién las
cantidades representadas pueden ser diferentes (distinta naturaleza) pero los razones son
equivalentes (Van de Walle, 2005; citado en D. Loder, 2007). Cuando se representa una
razoén como fraccion hay que ser cautelosos ya que el consecuente de la razon puede ser
cero pero en una fraccion el denominador cero no esta definido.

La representacion habitual (a:b,a:b::c:d)

Las razones y las proposiciones referidas a éstas (proporciones) se representan
habitualmente utilizando dos puntos (:) en medio de los elementos, en el caso de las
razones primero se escribe el antecedente y luego el consecuente. En el caso de una
proporcion escribimos cuatro puntos (::) entre las dos razones equivalentes. La razon
a:b selee “aesab”y laproporcion a:b::c:d selee “aesabcomocesad’ La
notacion habitual pone énfasis en la correspondencia entre las cantidades que se
comparan. En el caso de la razon unicamente se visualiza los elementos que se
relacionan mientras que en el caso de la proporcion se evidencia la equivalencia de las
dos razones que la conforman.

Representacion decimal

La caracteristica principal de los sistemas posicionales de numeracion es que el valor de
una cifra depende del lugar que ésta ocupe en un numero. Por otro lado, se emplea una
cantidad finita de cifras diferentes para representar todos los numeros, y esa cantidad
determina la base o principio de agrupamiento de ese sistema de numeracion. De
manera general, el valor total de un niimero en un sistema con una base determinada,
sera la suma de cada digito multiplicado por la potencia de la base correspondiente a la
posicion que ocupa en el nimero. En el caso de la representacion de la razon se utiliza
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el sistema de base diez cuando se toma la razén como cociente, la division del
antecedente y consecuente permiten hallar un nimero racional asociado a la razon, cuyo
orden es bien conocido por los sujetos, de modo que comparar dos razones se
transforma en la accién de comparar dos nlimeros racionales. En la situacién que hemos
utilizado anteriormente tendriamos que la razéon (3 : 2) entre la cantidad de bolas rojas y

verdes se puede representar con el nimero racional 1,5.

Porcentajes

La notacion de porcentajes y el razonamiento de proporcionalidad que se pone en juego
cuando uno de los términos que intervienen en las proporciones toma el valor 100 se
utiliza en una amplia variedad de situaciones de la vida diaria. La expresion “x%” es
una manera alternativa de expresar la razén x:100, pero el concepto de porcentaje
proviene de la necesidad de comparar dos nlimeros entre si, no s6lo de manera absoluta
(cudl de los dos es mayor), sino de una manera relativa, es decir, se desea saber qué
fraccion o proporcion de uno representa respecto del otro. En estas situaciones se suele
utilizar el naimero 100, que es familiar, como referencia. Al situarlo como denominador
de una fraccion, su numerador indica qué porcion de 100 representa.

Esta representacion hace patente la consideracion de fijar el todo en 100 con el fin de
expresar las partes numéricamente, se utiliza el simbolo %, por ejemplo 20% se lee
“veinte por ciento”. En la situacion “En una caja hay 20 bolas, por cada 3 bolas rojas
hay 2 bolas verdes” la razén de bolas rojas y verdes es 3:2, para representar esta
relacion porcentualmente se fija un total de 100 bolas y se compara cada una de las
partes con el todo (3 de 20 son rojas), es decir nos preguntamos por la relacién de las
bolas rojas con respecto a un total de 100 bolas, de donde se concluye que un 60 de las
bolas son rojas y 40 son verdes. Esto se expresa simbolicamente asi 60% son bolas rojas
y el 40% son verdes. En el Apartado 4.1.2.2 hemos detallado el porcentaje.

Escala

La escala es la relacion matematica que existe entre las dimensiones reales y las del
dibujo que representa la realidad sobre un plano o un mapa. Las escalas se escriben en
forma de razon donde el antecedente indica el valor del plano y el consecuente el valor
de la realidad. Por ejemplo la escala 1:500, significa que 1 cm del plano equivale a 500
cm o 5 m en la realidad. Ejemplos: 1:1, 1:10, 1:500, 5:1, 50:1.

Funcional simbdlico

La representacion funcional simbdlica la hemos expuesto previamente en la propuesta
de Fiol y Fortuny (1990), para la definicién de proporcionalidad directa, y por Roanes
(1969) para el caso de la proporcionalidad inversa.

Las expresiones algebraicas explicitas de las relaciones de proporcionalidad, directa e

. k L. .

inversa, corresponden a f(x)=kx y f(x)=— y basicamente permiten representar la
X

técnica-procedimiento u operacion aritmética que permite generar pares de cantidades
de las magnitudes proporcionales. Por otro lado manipulaciones algebraicas de tales
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expresiones permiten obtener algunos resultados referentes a las relaciones numéricas
que cumplen las cantidades de las magnitudes, por ejemplo en el caso de la
proporcionalidad directa al dividir ambos lados de la expresion por x se obtiene que el
cociente de f{x) y x ha de ser una constante, o en el caso de la proporcionalidad inversa,
al hacer el mismo procedimiento, se obtiene que el producto de las cantidades ha de ser
constante.

Otro caso de relacion numérica que se evidencia al considerar la definicién de
. . _ 1, :
proporcionalidad inversa i(ks) = %z(s) es la que habitualmente se usa al hablar de este

tipo de proporcionalidad. Por ejemplo al decir que si se toma el doble de una cantidad
su valor correspondiente queda dividido por dos.

Cartesiana

Dado que la relacion de proporcionalidad se modela mediante una funcion lineal o una
hipérbola, cada par de cantidades de magnitud forman un par ordenado que se
representa en el plano cartesiano, estos niimeros satisfacen la ecuacion de la funcion.

€C,, 9

Las parejas de numeros llamados coordenadas se forman con un valor para “x” y un
(Y}l

valor para “y” (x, y), de modo que “x” es un elemento de una magnitud e “y” es el
correspondiente de la otra magnitud, AxB = {(x, v)/xe AnyeB }

En el ejemplo que venimos presentando “En una caja hay 20 bolas, por cada 3 bolas
rojas hay 2 bolas verdes”, si se mantiene la misma relacion entre las cantidades y se
aumenta el nimero de bolas rojas y verdes, esta relacion se puede representar con la

funcién f(x) = %x, y las coordenadas (3,2), (6,4), (9,6)... serian los pares ordenados

que representan las relaciones correspondientes.
El lenguaje natural (representacion verbal)

Ligado al sistema de representacion simbdlico esta el verbal, en el que convenios de
lectura y del lenguaje determinan la expresion oral o escrita de la razon, la proporcion y
la proporcionalidad. En este caso no se necesita, ni se usa, la notacion de fraccion para
indicar la relacion entre cantidades. Segun Ben Chaim, Keret e Ilany (2012), este tipo de
representaciones no tienen necesariamente implicaciones o interpretaciones
matematicas. Por ejemplo:

-3a2

- 10 litros por metro cuadrado

- Dos es a tres

- Dos es a tres como cuatro es a seis

- Larazénesde7a4

- dos de cada tres habitantes son mujeres

- por cada dos canicas azules hay tres canicas amarillas
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Sistema de Representacion Grafica
La representacion grafica de la funcion de proporcionalidad directa

Las relaciones de proporcionalidad, directa e inversa, se pueden representar a través de
graficas cartesianas. Los graficos cartesianos ilustran el concepto de variacion
caracterizando el cambio proporcional. Este cambio proporcional es lineal en el sentido
de que los puntos de la grafica de la funcién de proporcionalidad estan sobre la linea
recta.

En efecto, al elegir dos medidas en las magnitudes proporcionales, la expresion de
proporcionalidad es del tipo y = kx siendo £ la constante de proporcionalidad. Entonces
la tabla de valores de las funciones y =kx da pares de nimeros (x,y) que representan

puntos de las graficas de estas funciones en un sistema de coordenadas cartesianas.
Como el par de valores (0,0) aparece en todas ellas, las graficas siempre pasan por el
origen de coordenadas. (Figura 4.19).

»
|

A
v

v

Figura 4.19. Representacion grafica de la funcion y = kx

El valor numérico de y es directamente proporcional al de x, la constante k es su
constante de proporcionalidad y representa el valor de y correspondiente a la unidad de
la variable x. La funcién lineal y = kx es monoétona; para valores positivos es mondtona

creciente y para valores negativos es decreciente. Geométricamente la constante k se
puede interpretar como un gradiente (pendiente), es decir, determina el cociente entre la
diferencia altura y la distancia horizontal para cada dos puntos de su grafica (Figura
4.20).

C

Diferencia de altura

A

Distancia horizontal

Figura 4.20. Visualizacion geométrica de la pendiente de una recta

Se suele indicar con una fraccion o escala, por ejemplo 1:30, 3/150, o con un porcentaje,
por ejemplo 10% = 0,1, 2% = 0,01. Por tanto indica el grado de pendiente de la linea, es
decir lo que asciende la linea por unidad. La pendiente puede tomarse como medida del
angulo “o” que la linea hace con el eje horizontal. El gradiente o relacién entre el
incremento de altura / y la distancia horizontal e: /e es una funcion del angulo “o”. Asi
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puede considerarse que la funcion lineal constituye el modelo matematico de la
proporcionalidad.

La representacion grafica de la proporcionalidad directa permite visualizar el sentido de
covariacion de las magnitudes a través de la monotonia, es decir para el caso de k > 0 se
puede observar que conforme aumentan los valores de una magnitud también aumentan
los valores de la otra.

En la Figura 4.21 se recoge la representacion grafica para el ejemplo que se viene
presentando sobre la relacion entre las bolas rojas y verdes, misma que se modeliza a

través de la funcion f(x) = %x .

Figura 4.21. Representacion grafica de la relacion 3:2 entre bolas rojas y verdes
Representacion grafica de la funcion de proporcionalidad inversa

La representacion grafica en el caso de la relacion de proporcionalidad inversa es la
hipérbola equilédtera sobre la que se ha aplicado un giro de 45°.

Analizando la expresion f(x) = k/x de la funcion de proporcionalidad inversa,
suponiendo que la constante £ > (), se advierte que la funcion no estd definida para x=0,
para valores de x > 0, la funcidn es positiva, de manera que tiende a infinito para
valores muy pequefios de x y se aproxima a cero conforme aumenta la variable
independiente. Andlogamente, cuando x < 0, la funcién toma valores negativos de
manera que tiende a menos infinito cuando x tiende a cero y se aproxima a cero cuando
x tiende a menos infinito. De todo ello se deduce que la funcién de proporcionalidad
inversa, para k > 0, se representa a modo de una grafica de dos ramas simétricas con
respecto al origen y con respecto a la bisectriz del segundo y el cuarto cuadrantes del
plano (Figura 4.22).
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Figura 4.22. Gréfica de la funcion de proporcionalidad inversa para k>0y x > 0

La representacion grafica de la proporcionalidad inversa permite visualizar el sentido de
covariacion de las magnitudes a través de la monotonia, es decir para el caso de k > 0y
valores positivos de x, se puede observar que conforme aumentan los valores de una
magnitud disminuyen los valores de la otra magnitud. Por lo anterior, es preciso
acompafiar estas representaciones graficas de otras representaciones que permitan
visualizar las propiedades estructurales de la relacion de proporcionalidad que se da
entre las magnitudes.

Representaciones iconicas

Para representar la relacion entre dos cantidades usualmente se recurre a la
representacion de las mismas por medio de un dibujo, cada icono representa uno de los
objetos, los cuales se ilustran con diferentes colores con el fin de resaltar la relacion
entre esas cantidades. En la Figura 4.23 representamos la relacion entre bolas rojas y
verdes en dos cajas con distinta cantidad total de bolas.

Figura 4.23. Representacion iconica de la relacion 3:2 entre bolas rojas y verdes
Recta numérica

La representacion de una razon en la recta numérica estd directamente asociada a la
representacion decimal de la misma. La razén 3:2 cuya representacion decimal (como
numero real) es 1,5, y en la recta numérica se expresa como el punto medio entre 1 y 2.

Tablas

La relacion entre las cantidades de dos magnitudes se puede representar en una tabla
que incluya el nombre de las magnitudes y los valores correspondientes de los conjuntos
(Figura 4.24). Este tipo de representacion permite visualizar la relacion directa entre las
cantidades, es decir que al aumentar el nimero de barras de pan también aumenta el
precio que se paga. La representacion tabular facilita la visualizacion de la relacion
funcional entre las cantidades. En el ejemplo se ve que el precio en euros corresponde a
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5 del nimero de barras de pan correspondiente. También facilita la visualizacion de la

relacion escalar entre cantidades correspondientes en cada una de las magnitudes. Se
observa en la tabla de la figura x que si se dobla la cantidad de barras de pan también se
dobla el precio que ha de pagarse por éstas.

Numero de barras de pan 1 2 3 4 5 6 7

Precio en euros 0,5 |1 1,5 |2 2513 3,5

Figura 4.24. Ejemplo de representacion tabular de la proporcionalidad directa entre
medidas de dos magnitudes

Grdficos circulares y pictogramas

En los diagramas de sectores circulares el arco del circulo es proporcional a las
frecuencias absolutas (o a las frecuencias relativas). Los pictogramas son graficos con
dibujos alusivos al caracter que se esta estudiando y cuyo tamafio es proporcional a las
frecuencias que representan (Figura 4.25).

Grupos Sanguineos

1.180.817

s [ )
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860 898

7!4..376

612,315
EAB

. “

A\rnena Cadlz Cérdoba Granada Huelva Jaén Malaga Sevilla

Figura 4.25. Presencia de la nocion de proporcionalidad en graficos circulares y
pictogramas

4.1.5 Analisis Fenomenoldgico

En nuestro estudio hemos seguido la propuesta de analisis fenomenoldgico descrita por
Rico, Lupiafiez, Marin y Gomez (2008). En la misma se vincula la fenomenologia con
el planteamiento funcional de las matematicas escolares.

Hemos detectado una variedad de situaciones en las cuales estan implicadas las
nociones de razon y proporcionalidad, éstas se han clasificado de acuerdo a la variable
tipo de situacion del estudio PISA (OCDE, 2004), cuyos valores son: personales,
educativas o laborales, publicas y cientificas. Ejemplos de situaciones personales
corresponden al consumo del automovil, uso de porcentajes o recetas de cocina. Entre
las situaciones educativas o laborales se encuentra las relativas a la relacion entre
tiempo y nuimero de personas que realizan cierto trabajo, cambio de unidades de
medida, cambio de divisas. En el grupo de las situaciones publicas ubicamos por
ejemplo la densidad de poblacion, tasa de natalidad o mortalidad, descuentos. En las
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situaciones cientificas se tiene por ejemplo ley de proporciones de la materia, densidad,
mezclas, probabilidades, Leyes de Kepler, cambio de unidades de medida, semejanza en
el plano y el espacio, entre otras. En nuestra investigacién consideramos que la tipologia
de las situaciones del estudio PISA no tiene un caracter excluyente de modo que por
ejemplo algunas situaciones, segin las circunstancias, pueden ser a la vez publicas o
laborales.

Con el propoésito de delimitar los contextos de la razon y la proporcionalidad nos
planteamos la pregunta ;para qué sirven o se utilizan estas nociones en las diversas
situaciones en las que estdn implicadas? Obtuvimos las cuestiones y respuestas
presentadas en la Tabla 4.5.

Tabla 4.5. Contextos de la razon y proporcionalidad

Preguntas que Contempla Modo de Uso

Razon
(Cuantas veces?
(Cual situacion es mas favorable? Indice comparativo
(Qué tan probable es?

(Por cada “x”, cuantos “y” hay? Relacion: distribucion de las cantidades
Proporcionalidad
Jfa” es a “b” como “c” es a “d”? Relacion: entre indices comparativos

(Qué tipo de relacion hay entre dos Relacion: tipo de covariacion de las

magnitudes? cantidades

(Cuantos hay aproximadamente? Estimacion

(Qué cantidad corresponde a cada uno? Relacion: reparto, distribucion de las
cantidades

(Tienen la misma forma? Semejanza

(Cual es la medida? Medicién indirecta

(Cual es el porcentaje? fndice comparativo estandarizado

Con el fin de describir la relacion entre las estructuras matematicas asociadas a la razon
y la proporcionalidad y los fendémenos organizados por estas nociones, recogemos a
continuaciéon una sintesis de la fenomenologia didactica desarrollada por Freudenthal
(1983).

41.5.1 Fenomenologia Didactica de Freudenthal

Para Freudenthal (1983) la razoén debe considerarse en un contexto mas amplio que el de
las relaciones en una magnitud y entre magnitudes. Asi en la fenomenologia didactica
propuesta por este investigador y recogida en A. Fernandez (2001) encontramos que los
fenomenos asociados a la razébn se organizan en tres grupos: exposiciones,
composiciones y constructos. A continuacion describimos cada uno de los grupos y las
situaciones vinculadas a los mismos.
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Exposiciones

Una exposicion es una terna (Q,M,®) donde Q es un conjunto de objetos a cada una de
las cuales se le asocia una magnitud o una medida en M mediante una funcién o .

Un ejemplo de exposicion puede ser el formado por un conjunto de provincias Q y sus
superficies M, en este contexto particular la razén puede usarse para comparar las

superficies de varias provincias: Sevilla es tantas veces mas extensa que Granada. En
este contexto las razones consideradas son internas.

Otros ejemplos de exposiciones son:

- Un conjunto de especies animales con sus pesos medios (u otra caracteristica
cuantitativa).

- Un conjunto de vuelos en avidn con sus precios (o distancias).
- Un conjunto de paises con sus poblaciones (o sus superficies).
- Un conjunto de articulos con sus precios (0 pesos).

En las exposiciones, los elementos de  son objetos, y QQ se define por los rasgos
comunes de sus elementos (especies de animales, vuelos en avidn, paises, articulos). La
funcidn @ describe propiedades internas de los elementos de Q.

Parejas de exposiciones

Normalmente las exposiciones aparecen por parejas y muy a menudo se tiende a
comparar dos exposiciones definidas sobre el mismo conjunto. Una pareja de
exposiciones consiste en un conjunto Q, con dos funciones @;, @, definidas sobre el
mismo conjunto.

Retomando el ejemplo Q un conjunto de provincias, @; la funcidon que asigna a cada
provincia su numero de habitantes, @, la funcién que asigna a cada provincia su area.

w;: Q@ —>M; (N° habitantes) y @,: Q —M, (Area). Entonces definida
porf:M,—>M,,fow =w,, es equivalente a la expresion f(w,(x))=w,(x)y

relaciona la cantidad de habitantes con la cantidad de superficie.

En la situacion se compara la razon entre w;y @, de dos provincias, es decir entre la
relacion de la poblacion y la superficie (densidad) de una provincia con la de otra.

En las situaciones en las que se presenta un par de exposiciones, las razones que se
comparan habitualmente son razones externas y se pueden visualizar mediante
histogramas, pictogramas, ademads las cantidades que se comparan son intensivas. (A.
Fernandez, 2001).

Composiciones

Una composicioén es una terna (Q,M ,co), donde Q es un conjunto de cosas, partes o

clases de un universo a cada una de las cuales se le asocia una magnitud o una medida
en M mediante una funcién @. Aunque pudiera pensarse que las definiciones de
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exposiciones y composiciones son iguales, existe una diferencia entre ellas. En las
exposiciones los elementos de €2 son objetos o cosas y en las composiciones los
elementos de Q2 son partes o clases de un universo. Un ejemplo de composicion puede
ser una mezcla de liquidos distintos que se unen para formar una nueva sustancia.

Freudenthal (1983) senala algunos ejemplos de composiciones que recogemos a
continuacion:

- El conjunto de componentes de una aleacion con sus masas.
- El conjunto de las clases de edades de una poblacion con sus numeros.

En este grupo la funcion @ describe el tamano de la clase (no necesariamente un nimero
entero). Las situaciones consideradas en este grupo se prestan para ser representadas por
diagramas parte-todo (ej. diagramas circulares). En las composiciones las razones que
se consideran son razones internas, por ejemplo se usan para comparar dos mezclas
distintas formadas por los mismos ingredientes.

Parejas de composiciones

El caso de una pareja de composiciones consiste en particiones en clases de dos
universos () y ), obtenidas segun el mismo principio e identificadas de forma natural
una con otra, con dos funciones @;, @, en ellas, cuyas razones —internas, en la mayor
parte de los casos— se consideran y quizé se comparan.

Consideremos el ejemplo expuesto por A. Fernandez (2001) en relacion con las parejas
de composiciones. En dos aleaciones de dos metales, los componentes de cada una de
ellas forman dos conjuntos Q; ={cobre, zinc} y Q, = {cobre, zinc} y las funciones w,,
@, asocian a cada elemento de cada conjunto su masa. Como los conjuntos de
componentes son iguales se puede considerar la funcion j entre Q; y Q,, tal que a cada
elemento de Q; le hace corresponder el mismo en ;. Se destaca que no es la funcion
identidad pues lo que relaciona j no es “cobre con cobre” o “zinc con zinc” sino que
permite asociar “masa de cobre en ; con masa de cobre en QQ,” y “masa de zinc en
) con masa de zinc en €2,”, de modo que la funcién j permanece inactiva mientras no

actiie w, ow, . Consideremos el caso en el que:

30 kg de la aleacion Q; (bronce) estan formados por 20 kg de cobre y 10 kg de zinc,
65 kg de la aleacion Q, (bronce) estdn formados por 40 kg de cobre y 25 kg de zinc.

Si lo que se hace son comparaciones internas se dice en la aleacion €2; hay mas, menos
o igual cantidad de cobre que de zinc “en proporcion” a la cantidad de cobre y zinc que
hay en la otra aleacion €, (Figura 4.26).
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w, S W,
Q, ! > M, » M, «—Q,

cobre — w; = 20kg — f — 40kg <— w, —cobre
zinc— w, = 10kg— f — 25kg <~ w, —zinc
Figura 4.26. Estructura subyacente a las cantidades en una pareja de composiciones

En las dos aleaciones tenemos, correspondientemente:

f
w/(cobre) =20 kg — an(cobre) =40kg, w/zinc)=10kg — an(zinc) =25 kg

La proporcionalidad se dard si f preserva las razones internas es decir si f es lineal, en
ese caso se puede afirmar que se trata de la misma aleacion (misma composicion).

En general para cualquier tipo de aleacion la razon externa w,(x): w,(x) puede variar, y
si la razon w,(x):w,(x) es constante, entonces se trata de la misma aleacion, f es lineal
y por ende preserva la razon.

Segiin A. Fernandez (2001) la visualizacion de este tipo de situaciones, par de

composiciones, puede hacerse a través de diagramas circulares dada la vinculacion con
la relacion parte-todo, como en la Figura 4.27.

Ql QE

30kg 65 kg

Figura 4.27. Representacion grafica de un par de composiciones
Constructos

A. Fernandez (2001) expone este tipo de razones con base en los algunos ejemplos, en
los cuales un conjunto de magnitudes se pone en correspondencia con otro mediante una
ley (por ejemplo la semejanza), este investigador sefiala:

Consideremos un barco del que se ha hecho un modelo reducido, o un pais y su
mapa a una cierta escala, o una foto o un dibujo de los que se ha hecho una
ampliacion. En cada uno de estos casos, se obtiene la distancia entre dos puntos
cualesquiera del segundo objeto (el modelo reducido, el mapa, la ampliacion),
multiplicando por un mismo operador la distancia entre dos puntos homologos del
objeto de salida. El operador en cuestion se llama ‘‘factor de escala” (del modelo
reducido o del mapa o de la ampliacion). En este tipo de situaciones es donde se ve
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como un operador funciona con parejas repetidas (parejas de puntos que tienen la
misma distancia). (pag. 44)

Un constructo es un conjunto basado en una estructura matematica fuerte
Y (preferentemente geométrica) con una funcién @ de medida. Entonces al par (Q, a))lo

denomina X-constructo, si X es la estructura en la que se basa. Por ejemplo X una figura
plana como el plano completo; Q, el conjunto de los pares de puntos; @, la distancia.

Parejas de constructos

Los constructos también se presentan por parejas, (21, @) y (£, arn), en las que puede
suceder que Q; =y @, = .

Ferndndez (2001) describe las parejas de constructos de manera general y lo hace en
particular para el caso de la semejanza entre dos figuras planas, dos tridngulos. A
continuacion lo presentamos.

Si se toma como X el conjunto de puntos del tridngulo ABC y como X, el conjunto de
puntos del tridngulo A'B’C’, la visualizacion de una pareja de Z—constructos puede
hacerse mediante una homotecia de centro A que transforma un tridngulo en el otro. En
este caso ; es el conjunto de pares de puntos del triangulo ABC y Q, el conjunto de
pares de puntos del tridangulo A’'B’C” (Figura 4.28).

Ci

B’ A=A
B

Figura 4.28. Visualizacion de una pareja de X-constructos
La funcion /% es la homotecia de centro A y razon A'C’/AC. Al elemento a =(4,B)le
corresponde ;z(a) =(4',B"), al elemento S =(A4,C) le corresponde ;z(ﬂ) =(4,C")y al
elemento y =(C,B) le corresponde lAz(y) =(C",B).
Las funciones distancia se expresan por:
o (a)=d(4,B) y &(p)=d(4,C)
0y (W@)=d(4.B) y oy (h(B))=d(4',C)

La conservacion de las razones internas en el X;-constructo y en el X,-constructo se
expresarian por:
d(A4,B):d(A,C)::d(A4A',B"):d(A4,C")

Y la constancia de las razones externas entre el X;-constructo y en el Z,-constructo se
expresarian por:
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wz[;z(A,B)} -, (4, B) W{Z(A, C)} -, (4,C)

wy (A", B'): w (A, B) :: wy(4',C"):w, (4,C)
d(A',B"):d(A,B)::d(4,C"):d(4,C)

En la ultima expresién se comparan las razones entre las distancias entre pares de

AN
puntos que se corresponden por /.

N
. ., o -1
Si se introduce y define la funcion f de la siguiente manera f =w, o how, , entonces se

asocia las distancias entre pares de puntos que se corresponden por %, de modo que:
f[w1 (A,B)] =w, {h(A,B)} . Es decir que f[wl(A,B)] =w,(A,B"), o bien que

fld(4,By=d(4,B)).

Con lo que la preservacion de las razones internas se escribe por medio de la expresion:
f[wl(A,B)]:f[wl(A,C)]::wl(A,B):wl(A,C). Es decir la razon entre las distancias
entre dos pares de puntos es igual a la razon entre las distancias entre los
correspondientes pares de puntos homoélogos.

Y la constancia de las razones externas se  escribe  como:
f[wl(A,B)]: w(4,B):: f[w1 (A,C)]: w;(4,C). En consecuencia la razon entre la
distancia de un par de puntos y su homoélogo correspondiente es la misma que la razéon
entre las distancias de cualquier otro par y su homologo correspondiente. Es decir que la
funciéon f asi definida es lineal y se puede expresar simbdlicamente como a
continuacion: f[w1 (4, B)] =k-w(4,B).

De los tres grupos descritos se desprenden unos esquemas asociados a las tareas de
razén y proporcion. A. Fernandez (2001) afirma que con base en la complejidad de los
mismos se puede suponer que las tareas que involucren la comparacion de un par de
exposiciones seran mas sencillas que aquellas que impliquen contextos geométricos,
motivo por el cual quizas existan pocos estudios, en los que participen nifios, que
consideren problemas en tales contextos.

4.1.6 Focos de Contenido

Delimitamos los conceptos prioritarios a partir del tratamiento curricular que de los
mismos se hace, atendiendo a los estudiantes para los que va dirigida dicha materia. Lo
hacemos desde los lineamientos establecidos en la guia docente de la asignatura, con
base en la revision de los textos de Didactica de la Matematica y de estudios relevantes
realizados en el campo de la razon y la proporcionalidad.

De acuerdo con los documentos curriculares de la asignatura, el analisis de contenido,
los textos revisados y las descripciones aportadas sobre indicadores del razonamiento
proporcional en investigaciones relevantes (Ben-Chaim, Keret e Ilany, 2007, 2012;
Freudenthal, 1983; Lamon, 2007; Vergnaud, 1988, entre otros), llegamos a distinguir
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cuatro prioridades o focos para el aprendizaje general de los contenidos razon y
proporcionalidad en la formacion de maestros de primaria:

l.
2.
3.

4.

Estudio de significados y aplicaciones de la razon.

Estudio de las relaciones de proporcionalidad directa e inversa.

Aplicacion de los conocimientos asociados a la proporcionalidad directa en
situaciones geométricas.

Interpretacion y resolucion de situaciones que impliquen la nocidn de porcentaje.

Tomando de base cada uno de los focos indicados procedimos a organizar los tipos de
conocimientos considerados en la clasificacion cognitiva (Apartado 4.1.3) seglin se dé
su presencia en cada uno. Obtenemos de este modo un listado de contenidos, de los
temas razon y proporcionalidad, organizados por focos. En la Tabla 4.6 mostramos esta
relacion usando los cuatro focos prioritarios elegidos, ademds indicamos la frecuencia
de su tratamiento en los textos de Didactica de la Matematica usados como principales
fuentes de referencia (Anexo B).

Tabla 4.6. Focos prioritarios para la ensefianza de la razon y la proporcionalidad

Contenidos de cada Foco Conceptual Prioritario Frecuencia

Foco 1. Razén: significados y usos

La razon como uno de los significados del numero racional 6
(comparacion parte-todo, razén, operador, cociente )
Significado de la razon como cociente 5
Significado de la razon como indice comparativo 6
Significado de la razon como funcién 2
Términos o elementos de una razon 2
Razoén como relacion parte-parte o parte-todo. 6
Razon entre los elementos de una magnitud o de dos magnitudes 7
Representacion simbolica, grafica, verbal de la razon 9
Tipos de razones (internas, externas, unitarias, enteras, no enteras, 2
irracionales, constructos, exposiciones y composiciones).
Razones equivalentes, otras propiedades. 9
Relacion de orden entre razones. 2
Normalizacion o tipificacion de razones 2
Foco 2. Relacion de proporcionalidad: caracterizacion y representaciones
Significado de la proporcion 10
Propiedades de las proporciones 5
Tipos de proporciones (directas, inversas, media, tercera, cuarta 5
proporcional)
Relaciones estructurales en una proporcion (funcional y escalar) 3
La proporcionalidad como funcién (directa, inversa o compuesta) 10
La constante de proporcionalidad 7
Representacion grafica, simbolica, tabular y verbal de la 10

proporcionalidad directa.

Gabriela Valverde Soto

159



Capitulo 4. Analisis Didactico...

Representacion grafica, simbolica, tabular y verbal de la 5
proporcionalidad inversa.

Foco 3. Proporcionalidad geométrica: semejanza y escalas

Segmentos proporcionales, teorema de Thales 6
Figuras planas semejantes (cuadrilateros, triangulos), criterios de 6
semejanza.

Factor de escala entre dos figuras semejantes 4
Medida indirecta de longitudes 3
Escalas 6
Relacion entre la razén de los lados de figuras semejantes y la razén de

las areas correspondientes. Relacion entre la razon de las aristas de 1

cuerpos semejantes y la razén de los volimenes correspondientes

Foco 4. Porcentajes: significados y usos

Significados y calculo del porcentaje.
Relacion entre la nocion de razon y porcentaje.
Representaciones de los porcentajes.
Porcentajes especiales: interés, descuento.

— W L A\

Organizamos la informacion relativa a los focos de aprendizaje en mapas conceptuales
con el objetivo de destacar las relaciones entre distintos significados de un concepto,
elementos del mismo, representaciones y situaciones en las que estd implicado. Cada
mapa permite visualizar una red de conocimientos que posiblemente se requieran en la
comprension del concepto primordial del foco.

En las Figuras 4.29, 4.30, 4.31 y 4.32 se presentan los mapas conceptuales relativos a
los cuatro focos de contenido. Los conceptos, palabras de enlace y relaciones
establecidas en cada mapa conceptual procuran reflejar, de forma resumida, las
principales ideas expuestas en el andlisis de contenido expuesto en las secciones y
apartados precedentes.
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4.2 ANALISIS COGNITIVO

En el analisis cognitivo se recoge la descripcion de los objetivos especificos relativos a
los focos conceptuales procedentes del andlisis de contenido, éstos objetivos constituyen
posibles expectativas a promover en el contexto de la formacion de maestros de
primaria durante el estudio de la razén y la proporcionalidad. Asi mismo se muestra la
contribucion de estos objetivos a las competencias matematicas " (OCDE, 2004; Rico,
2007; Rico y Lupiafiez, 2008). Finalmente, como parte de este andlisis, se presenta la
descripcion de posibles errores y dificultades asociadas al estudio de los contenidos en
cuestion tomando como referencia las limitaciones de aprendizaje expuestas en
investigaciones previas.

En investigaciones previas se enuncian expectativas de aprendizaje que en términos
generales expresan actuaciones de estudiantes que evidencian un alto nivel de
razonamiento proporcional, o relativas a la comprension de la proporcionalidad. Estos
aportes han constituido un referente sustancial que hemos usado para enunciar las
expectativas de aprendizaje sobre cada uno de los focos.

En este sentido Lamon (2007) plantea que la proporcionalidad directa o inversa son
conceptos matematicos muy amplios debido a que los modelos matematicos son dos
funciones cuyas representaciones simbolicas y graficas aumentan la complejidad de
esos entes matemadtico y por ende la comprension de la proporcionalidad implica
muchos aspectos relativos al uso del lenguaje, las representaciones y a la modelizacion
matematica. Para esta autora comprender la proporcionalidad consiste en:

- Usar la proporcionalidad como un modelo matematico para organizar contextos
apropiados en el mundo real.

- Distinguir situaciones en las cuales la proporcionalidad no es un modelo
matematico apropiado de las situaciones en las cuales si es apropiado.

- Desarrollar y usar el lenguaje de la proporcionalidad, esto es el uso de términos
usuales asociados a la proporcionalidad como razén, proporcion, constante de
proporcionalidad etc.

- Usar las funciones para expresar la covariacion de dos cantidades.

- Explicar la diferencia entre funciones de la forma y =mx y funciones de la
forma y =mx + b. En esta tltima y no es proporcional a x , pero en su lugar, Ay
es proporcional a Ax .

- Reconocer que la grafica de una situacion proporcional directa es una linea recta
que pasa por el origen.

- Reconocer que la grafica de y = mx +b es una linea recta que interseca al eje de

las ordenadas b unidades por encima del origen.

* En la p. 68 exponemos los motivos por los que decidimos utilizar el marco tedrico del estudio PISA
para fundamentar el disefio instruccional objeto de nuestra investigacion.
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- Distinguir diferentes tipos de proporcionalidad y de asociar cada uno de ellos
con situaciones apropiadas del mundo real en las cuales son aplicables:
proporciones directas, proporciones inversas, proporcionalidades cuadradas

y = kx*, proporcionalidades ctbicas y = kx’.

- Reconocer que en una situacion de proporcionalidad directa kes la razon
constante entre dos cantidades.

- Reconocer que una situacién de proporcionalidad inversa kes el producto de
cualquier par de cantidades correspondientes.

- Reconocer que la grafica de una situacion inversamente proporcional es una
hipérbola.

De los planteamientos anteriores rescatamos la relevancia de recurrir a varias
representaciones de la proporcionalidad como una manera de promover la comprension
de tal concepto. En el apartado del andlisis fenomenoldgico haremos referencia a
algunas de las situaciones en las que aparece implicada la nocidon de proporcionalidad
directa e inversa. Segun Lamon (2007) las proporciones se presentan en el estudio de
los nimeros racionales como una expresion natural de su equivalencia, surgen en el
desarrollo del sentido del nimero racional a través de varias experiencias con las
personalidades de los mismos, mediante las cuales se aprende a razonar
proporcionalmente. Sin embargo la comprension del amplio concepto de la
proporcionalidad viene después, a través de la interaccion con sistemas cientificos y
matematicos que implican la invarianza de una razén o de un producto. Asi concluye
que la proporcionalidad es un constructo mucho mas amplio y complejo que el
razonamiento proporcional, punto de vista que compartimos con la investigadora.

Para describir qué significa razonar proporcionalmente Ben Chaim, Keret e Ilany (2012)
se fundamentan en la propuesta de Fischbein (en Ben Chaim, Keret e Ilany, 2012) quien
sostiene que el razonamiento matematico productivo se caracteriza por tres
componentes: el intuitivo, el algoritmico y el formal. En esta linea, los autores citados
consideran respecto a la proporcion que el aspecto intuitivo tiene que ver con la
habilidad de reconocer una relaciéon proporcional, ya sea directa o indirecta, entre
cantidades; el aspecto algoritmico se refiere a la habilidad de usar técnicas matematicas,
procedimientos para encontrar una solucion matematica cuantitativa a un problema
proporcional; y el componente formal relacionado con la proporcion incluye la
habilidad de expresar la relacion multiplicativa a través de modelos matematicos. Esta
habilidad se refleja a través de la cuantificacion de la primera relacion mediante una
razén y la comparacion de ésta con una segunda razon, y después, segun el tipo de
proporcion expuesta en la situacion (directa o inversa), representar las cuatro variables
proporcionales de forma adecuada en una proporcion.

Adquirir y ser capaz de usar y combinar el conocimiento de esos tres componentes
(intuitivo, algoritmico y formal) conduce a la conceptualizacion de la razon y la
proporcion y posibilita la resolucion correcta de varios tipos de problemas: cuantitativos
y cualitativos. Por otro lado, la incapacidad de combinar el conocimiento intuitivo y
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formal puede resultar, entre otras, en percepciones inadecuadas de los problemas,
conflictos cognitivos y uso incorrecto de algoritmos (Ben Chaim, Keret e Ilany, 2012).
Es importante destacar que la integracion de esos tres componentes proporciona cierta
flexibilidad mental y constituyen un marco amplio sobre la comprension del aprendizaje
en matemadticas, segin Tirosh y Tsamir (2004) es importante que los maestros en
formacion inicial conozcan cémo sustentar procedimientos de calculo habituales tanto
desde un punto de vista formal como intuitivo. Consideramos que en relacion con el
contenido que compete a nuestra investigacion la comprension de la regla de tres ha de
ser una de las principales expectativas de aprendizaje por alcanzar en el contexto de la
formacion de maestros de primaria.

4.2.1 Expectativas de Aprendizaje sobre la Razén y Proporcionalidad

Para cada uno de los focos conceptuales prioritarios identificados en el andlisis de
contenido, enunciamos objetivos instruccionales especificos. Las tablas 4.7, 4.8, 4.9 y
4.10, recogen los objetivos que se han enunciado para cada foco. Las cuatro prioridades
para el aprendizaje general de los contenidos razon y proporcionalidad en el contexto de
formacion inicial de maestros de primaria son:

1. Razodn: significados y usos.

2. Relaciones de proporcionalidad: caracterizacion y representaciones.
3. Proporcionalidad geométrica: escala y semejanza.

4. Porcentaje: significados y usos.

Los objetivos especificos que se han enunciado no son exhaustivos de cara a la
formaciéon de maestros, en nuestro estudio se han considerado aspectos centrales de los
contenidos con base en la informacion aportada por el estudio del tratamiento curricular
de los mismos y en las descripciones aportadas por investigadores (Ben-Chaim, Keret e
Ilany, 2007, 2012; A. Fernandez, 2001; Lamon, 2007) en relacion con el aprendizaje de
la raz6n y la proporcionalidad.

Tabla 4.7. Expectativas de aprendizaje para el foco 1 “Razon: significados y usos”

1 Identificar conexiones entre los significados de las fracciones cuando éstas
representan a un numero racional (parte-todo, operador, cociente y razon).

2 Describir comparaciones parte-parte y parte-todo, utilizando los subconstructos y
representaciones del nimero racional.

3 Interpretar y realizar comparaciones entre cantidades desde las perspectivas
aditiva y multiplicativa.

4 Interpretar el significado de la razon, de sus elementos o del valor racional de la

misma en distintas situaciones.

Hallar el valor racional de una razon.

Justificar la equivalencia de razones.

Emplear diferentes representaciones para expresar las razones.

Conocer razones notables utilizadas en distintas situaciones y contextos (razon

0 3 N W

aurea, 7, velocidad, tangente, etc.)
9 Identificar distintos tipos de razones (tasas, internas, externas, unitarias, enteras,
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10
11
12

racionales, etc.)

Identificar y construir razones equivalentes utilizando diferentes estrategias.
Establecer la relacion de orden entre dos razones cualesquiera.

Aplicar la nocion de razén y sus propiedades para resolver problemas empleando
diferentes estrategias.

Tabla 4.8. Expectativas de aprendizaje para el foco2 “Relacion de proporcionalidad:
caracterizacion y representaciones’’

13
14
15
16

17
18

19

20

21
22

23

Identificar y describir una proporcion®' entre cantidades.

Expresar una proporcion mediante distintas representaciones.

Describir y justificar las propiedades de las proporciones.

Utilizar diferentes procedimientos para hallar un término desconocido en una
proporcion.

Justificar el uso de la regla de tres en la resolucion de problemas.

Conocer proporciones especiales implicadas en distintas situaciones y contextos
(divina proporcion, proporcidon universal, la proporcion cordobesa, etc....).
Identificar y describir las relaciones estructurales de una proporcion (escalar y
funcional).

Describir las relaciones de proporcionalidad, directa e inversa, entre magnitudes
mediante distintas representaciones.

Identificar e interpretar las constantes de proporcionalidad directa e inversa.
Justificar si dos magnitudes, en wuna situacion concreta, se relacionan
proporcionalmente (directa o inversamente) o si no se relacionan.

Aplicar la nocion de proporcionalidad, directa o inversa, y sus propiedades para
resolver problemas empleando diferentes estrategias.

Tabla 4.9. Expectativas de aprendizaje para el foco 3 “Proporcionalidad geométrica:
semejanza y escala’

24
25
26
27

28
29

30

Justificar la relacion de semejanza entre figuras planas.

Hallar el factor de escala entre dos figuras semejantes.

Extraer informacion de modelos reducidos, mapas o dibujos a partir de la
interpretacion de la escala.

Establecer y calcular medidas indirectas aplicando la proporcionalidad entre
magnitudes.

Aplicar el teorema de Thales en la resolucion de problemas.

Explorar la relacién entre la razén de los lados™ de figuras semejantes y la razon
de las areas correspondientes.

Explorar la relacion entre la razon de las aristas de cuerpos semejantes y la razon
de los volimenes correspondientes.

>! Proporcién directa o inversa.
52 Nos referimos a las medidas de los lados.
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31 Aplicar la nocidon de semejanza para resolver problemas empleando diferentes
estrategias.

Tabla 4.10. Expectativas de aprendizaje para el foco 4 “Porcentajes: significados y
usos”’

32 Describir la nocion de porcentaje.

33 Interpretar el sentido de uso del porcentaje en distintas situaciones.

34 Calcular porcentajes de cantidades.

35 Identificar la relacion entre las nociones de razén y porcentaje.

36 Expresar un porcentaje mediante distintas representaciones.

37 Describir porcentajes de uso comtin como el interés o el descuento.

38 Aplicar las propiedades de los porcentajes en la resolucion de problemas.

De los objetivos expuestos en la Tabla 4.7 destacamos que los objetivos 1, 2, 3,4, 7y
12 se han considerado para el trabajo de la primera sesion de la experimentacion. En la
planificacion de la segunda sesion se ha considerado el objetivo 3. Para la tercera sesion
se han considerado los objetivos 3 y 11. En la cuarta sesion se atienden los objetivos 11
y 12.

De la Tabla 4.8 destacamos que los objetivos 16, 19, 20 y 23 se han considerado para el
trabajo de la tercera sesion de la experimentacion.

De los objetivos expuestos en la Tabla 4.9 destacamos que los objetivos 26, 29 y 30 se
han considerado para el trabajo de la cuarta sesion de la experimentacion.

De los objetivos de la Tabla 4.10 destacamos que los objetivos 33 y 37 se han
considerado para el trabajo de la segunda sesion de la experimentacion.

4.2.2 Relacion entre los Objetivos Especificos y las Competencias
Matematicas

Siguiendo la propuesta de organizacion y vinculacion de expectativas descritas por Rico
y Lupiafiez (2008, p. 309), relacionamos ambos niveles. De acuerdo con estos autores
existen varios criterios para vincular un objetivo concreto con una competencia, de los
descritos en esta propuesta se han considerado los siguientes:

- Cada una de las competencias tiene una definicidon y caracterizacion que expresa
unos énfasis en determinadas actuaciones, indica unas demandas cognitivas
prioritarias y esas caracteristicas las vinculan con ciertos objetivos.

- En el disefio de la asignatura se expresan ciertos objetivos generales de
aprendizaje relativos a los contenidos razon y proporcionalidad. Esos objetivos
se pueden interpretar en términos de competencias. Tal informacién facilita la
decision relativa a las competencias que interesa promover y en consecuencia
como debe orientarse los objetivos especificos.

- Un tercer criterio tiene que ver con la informacién que aporta el analisis de
contenido en el que se ha puesto de manifiesto la multitud de significados y
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relaciones entre los contenidos. Segun los autores la cantidad y la fuerza de esos
vinculos permiten concluir que, cuando se desarrollen ciertos objetivos
especificos, se estd contribuyendo especialmente a algunas competencias.

- Otro criterio tiene que ver con las decisiones que el profesor toma a la hora de
planificar sus actividades de clase. Se pueden establecer preferencias sobre
métodos de resolucion, tipos de problemas, formas de razonamiento,
metodologias de ensefianza o uso de recursos.

La contribuciéon de cada objetivo especifico de las tablas 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10 a una de las
competencias matematicas se ha expresado poniendo un asterisco en la celda
correspondiente a la interseccion de las expectativas en cuestion, el grado de
contribucion se presenta usando un sistema de sombreado (Rico y Lupiaiiez, 2008), se
ha decidido asignar un nivel de gris segin la frecuencia relativa de asteriscos (fa)
presentes en cada columna respecto al total de celdas de la misma, se ha seguido el
criterio que se muestra en la Figura 4.33.

fa=0% | 0%< fu<25% | 25%< fa<50% | 50%< fa

Figura 4.33. Sistema de sombreado para expresar la contribucion de los objetivos
especificos a las competencias

Destacamos que en nuestro estudio se eligid la resolucion de problemas y una dindmica
de trabajo colaborativo como los medios para promover el logro de las expectativas de
aprendizaje, esta decision incide sustancialmente en la posible estimulacién de la
competencia matematica comunicar, sin embargo tal contribuciéon no se refleja en las
Tablas 4.11, 4.12, 4.13 y 4.14 debido a que la contribucion viene dada por la dindmica
de trabajo en el aula y no por los objetivos planteados, este aspecto se trata en la
planificacion de las sesiones (Capitulo 6).

Para la vinculacion entre objetivos y competencias se ha considerado el nivel educativo
en el que se enmarca la planificacion. El desarrollo de la asignatura Matematicas y su
Didactica, en el contexto de la formacion de maestros hacia el que se dirige la
intervencion del trabajo, se ha observado detalladamente (Anexo D). A partir de este
acercamiento y de un estudio previo con futuros maestros de primaria (Valverde, 2008)
consideramos que las posibles tareas a proponer —relativas a actuaciones propias de los
objetivos asociados a la competencia pensar y razonar— corresponden principalmente a
un nivel de complejidad de reproduccion o conexion (Rico y Lupidnez, 2008, p. 258).
Subrayamos este aspecto debido a que los objetivos especificos de los 4 focos
contribuyen principalmente a la competencia pensar y razonar.
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Tabla 4.11. Relacion de los objetivos especificos relativos al foco prioritario 1 con las
competencias matematicas

Competencias Matematicas

Foco 1. Razon: signifi
oco azon: significados y usos ATTCIMIRP TRTLS

1. Identificar conexiones entre los significados de las
fracciones como representantes del numero racional | * *
(parte-todo, operador, cociente y razon).

2. Describir comparaciones parte-parte y parte-todo,
utilizando los subconstructos y representaciones del | * * *
nimero racional.

3. Interpretar y realizar comparaciones entre
cantidades desde las perspectivas aditiva y | * *
multiplicativa.

4. Interpretar el significado de la razon, de sus
elementos o del valor racional de la misma en * *
distintas situaciones.

5. Hallar el valor racional de una razon. *

6. Justificar la equivalencia de razones. R O

7. Emplear diferentes representaciones para expresar
las razones.

8. Conocer razones notables utilizadas en distintas
situaciones y contextos (razén aurea, x, velocidad, | * *
tangente, etc.)

9. Distinguir distintos tipos de razones (tasas,
internas, externas, unitarias, enteras, racionales, etc.)

10. Identificar y construir razones equivalentes

% %
utilizando diferentes procedimientos.
11. Establecer la relacion de orden entre dos razones. * *
12. Aplicar la nocion de razén y sus propiedades para | N N

resolver problemas empleando diferentes estrategias.

Abreviaturas de las Competencias: Pensar y razonar (PR), argumentar y justificar (AJ), comunicar (C), modelizar
(M), plantear y resolver problemas (RP), representar (R) y utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico de las
operaciones (LS).

Nota: No incluimos la competencia emplear soportes y herramientas tecnoldgicas debido a que el uso de tales
dispositivos no form¢ parte de nuestro experimento de ensefianza.

La Tabla 4.11 pone de manifiesto que los objetivos especificos relativos al Foco 1
contribuyen primordialmente a la competencia pensar y razonar, y en segundo plano a
las competencias representar y utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico y uso de
las operaciones. Aunque los autores de este procedimiento (Rico y Lupidiiez, 2008,
p-312) advierten que es facil pensar que muchos de los objetivos pueden vincularse con
ciertas competencias, principalmente con las de corte mas transversal, como lo es pensar
y razonar. En nuestro procedimiento de vinculacion (Tabla anterior) ademas de los
descriptores propuestos en el estudio PISA, se ha considerado que esta competencia esta
asociada a actuaciones en las cuales los estudiantes deben recurrir a la informacioén
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conceptual, caracteristicas o propiedades del objeto matematico para un fin especifico.
Por ejemplo, el objetivo 5 centrado en hallar el valor racional de una razon podria estar
implicito en multiples tareas no obstante creemos que los estudiantes no recurren
necesariamente a la nocion o propiedades de la razon para realizar este calculo, mismo
que puede llevarse a cabo en ausencia de un proceso de razonamiento, por este motivo
lo hemos relacionado con la competencia utilizar el lenguaje simbdlico y las
operaciones. En el caso del objetivo 1 centrado en identificar conexiones entre los
significados de las fracciones como representantes del niumero racional (parte-todo,
operador, cociente y razon), es necesario distinguir las cualidades que caracterizan a
cada una de las interpretaciones, su representacion, asi como las caracteristicas que
comparten en una o en varias situacion de comparacion de cantidades, para esto es
preciso, sin duda, poner en marcha un proceso de razonamiento.

El objetivo 2 relativo a la descripcion de las comparaciones parte-parte y parte-todo
usando los significados del niimero racional mediante distintas representaciones
requiere de la comunicacion oral o escrita de la comparacion, es decir ésta debe de
manifestarse explicitamente a través de las fracciones, decimales, porcentajes, razones,
diagramas etc. En consecuencia, la competencia representar se podria ver favorecida. El
uso apropiado de las representaciones y (0) descripciones de las comparaciones requiere
de la distincion entre ambos tipos y de emplear razonamientos que permitan vislumbrar
como expresar una parte en relacion con otra que forman un todo o de una de las partes
respecto al total, asi que la competencia pensar y razonar también estd vinculada a este
objetivo.

El objetivo 3 se ha formulado considerando que razonar proporcionalmente implica ser
capaz de diferenciar entre situaciones aditivas y multiplicativas, y aplicar la que es
apropiada (Lamon, 2007). Segin esta investigadora los procesos aditivos estan
asociados con situaciones que implican reunir, agrupar, sustraer, separar acciones con
las cuales los estudiantes desde la primaria estan familiarizados debido a la experiencia
con el conteo y las operaciones con numeros naturales. Por su lado, los procesos
multiplicativos estan asociados con situaciones de ampliaciones, reducciones, escalas,
duplicaciones, exponenciales y repartos. En ambos casos es preciso analizar las
relaciones cuantitativas entre las cantidades y razonar por qué las transformaciones
aditivas o las multiplicativas no son aplicables en ciertas situaciones. Por este motivo
hemos vinculado el objetivo 3 con la competencia pensar y razonar. Es muy posible
que para llevar a cabo una comparacion aditiva o multiplicativa los estudiantes apliquen
las operaciones, en consecuencia tal objetivo también se relaciona con la competencia
utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico y uso de las operaciones.

El objetivo 4 pretende que los futuros maestros sean capaces de interpretar el
significado de la razon, de sus elementos o del valor racional de la misma en distintas
situaciones. Por ejemplo, el valor de la razon k& en situaciones de tasas (razones
externas), es la tasa constante. En la lectura de mapas la escala es una razon. En
situaciones de ampliaciones o reducciones o en la semejanza de figuras el factor de
escala es el valor de la razon entre las longitudes correspondientes. Un porcentaje es un
tipo particular de razon, en una situacion de lanzamiento de dados la probabilidad
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tedrica es una razon. Estos ejemplos sugieren que la interpretacion de la razon es
especifica a la situacion en la que esta implicada. Esto exige un proceso de
decodificacion de la expresion de la razon y a partir de la informacion obtenida abordar
las cuestiones que se le plantean, lo que nos motiva a vincular el objetivo 4 con la
competencia representar. Las razones se presentan en multiples escenarios de la
realidad y éstas han de traducirse y relacionarse dentro de una estructura matematica,
considerando las propiedades del concepto y sirviéndose de las mismas para tratar la
situaciéon del mundo real dentro de la cual esta implicita esta nocion. Por este motivo
hemos vinculado este objetivo con la competencia modelizar.

El objetivo 6 se refiere a justificar la equivalencia de razones. Consideramos que esta
expectativa de aprendizaje se relaciona con la competencia comunicar debido a que la
justificacion ha de expresarse explicitamente de manera oral o por escrito. Los futuros
maestros han de explicar en qué consiste esta relacion y en este sentido han de aportar
argumentos matematicos que fundamenten su postura de modo que la competencia
argumentar y justificar podria verse favorecida. Es preciso ademas razonar como han de
emplear el concepto de razon, como organizar la argumentacién y de qué manera
relacionar otros conocimientos matematicos para formular la justificacion de la
equivalencia, por esto lo hemos vinculado con la competencia pensar y razonar.

Como se describid en el Apartado 4.1.4, la razon puede hacerse presente a través de
distintas representaciones; en el objetivo 7 se ha propuesto como expectativa emplear
diferentes representaciones para expresar esta nocion, lo que también conlleva cambiar
entre diferentes formas de representacion. En vista de lo anterior el objetivo 7 se ha
vinculado directamente con la competencia representar.

En el analisis fenomenolégico (Apartado 4.1.5) se describen algunas situaciones del
mundo en las que estd implicada la nocién de razon, sin embargo las mismas son sé6lo
una muestra de la gran cantidad de situaciones en las que aparece esta nocion. En vista
de que curriculo de primaria (Real Decreto 1513/2006, p. 43095) hace énfasis en el
desarrollo de la competencia matematica de los nifios a través de la resolucion de
problemas y en la relevancia de mostrar la aplicacion de la matematica en situaciones
del entorno, se ha considerado que el objetivo 8 centrado en conocer razones notables
utilizadas en distintas situaciones y contextos (razon aurea, 7, velocidad, tangente, etc.)
puede resultar en aprendizaje ttil para los futuros maestros quienes en su labor docente
tienen la tarea de acercar la matematica a la realidad y viceversa. Conocer estas razones
especiales implica comprender el significado de cada una en una situacion particular,
como funciona o a qué da respuesta en esa situacion; por lo que la competencia pensar y
razonar necesariamente esta relacionada con este objetivo, también lo vinculamos con
la competencia modelizar porque se requiere de un proceso de traduccion entre la
estructura matematica subyacente y la realidad.

El objetivo 9 se refiere a la distincion de razones (tasas, internas, externas, unitarias,
enteras, racionales, etc.) implica conocer las caracteristicas de cada tipo, estar al tanto
de las semejanzas y elementos distintivos de cada una para abordar adecuadamente las
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situaciones en las que aparecen, por esto la hemos relacionado con la competencia
pensary razonar.

En el objetivo 10 se ha propuesto identificar y construir razones equivalentes utilizando
diferentes procedimientos, entre los cuales estan: amplificacion, simplificacion o el
producto cruzado asi como otros propios de las fracciones como la homogeneizacion o
division de los elementos para conocer la representacion decimal de las razones,
procedimiento que facilita la comprobacion de la equivalencia. En este sentido el
objetivo 10 promueve la competencia utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico y
el uso de operaciones. Consideramos que la identificacion y busqueda de razones
equivalentes requiere del dominio de la nociéon de razones equivalentes, es preciso saber
qué significa esta relacion para poder identificarla o para activar alguna estrategia de
construccion de razones equivalentes, debido a esto hemos vinculado el objetivo 10 con
la competencia pensar y razonar.

El razonamiento proporcional ha estado descrito tradicionalmente en la investigacion
(Lamon, 1993; Noelting, 1980; Tourniaire y Pulos, 1985) en términos de dos tipos de
problemas, uno de los cuales son los problemas de comparacién en los que se dan
cuatro cantidades (a, b, ¢ y d) y hay que determinar la relacion de orden entre las

a c ) s . o :
razones 3 yg, existen multiples tareas que involucran situaciones que requieren de la

comparacion de razones. El objetivo 11 centrado en establecer esta relacion contempla
la aplicacidon de distintas estrategias multiplicativas y (o) procedimientos razon por la
cual lo hemos vinculado con la competencia utilizar el lenguaje simbolico, formal y
técnico y las operaciones. Sin embargo aunque se apliquen Unicamente conocimientos
procedimentales (operaciones) se hace necesario pensar y razonar acerca de como se
emplea e interpreta el orden establecido, acciones fundamentales de las matematicas.

El objetivo 12, centrado en aplicar la nocion de razon y sus propiedades para resolver
problemas empleando diferentes estrategias, se ha vinculado, por motivos evidentes,
con las competencias plantear y resolver problemas y pensar y razonar. El empleo de
distintas estrategias, procedimientos, algoritmos, entre otros, conlleva que este objetivo
posiblemente contribuya a la competencia utilizar el lenguaje simbodlico, formal y
técnico y las operaciones.

Tabla 4.12. Relacion de los objetivos especificos relativos al foco prioritario 2 con las
competencias matematicas

Foco 2. Relacion de proporcionalidad: caracterizacion | Competencias Matematicas
AJ|C|M|RP|R|LS

y representaciones

13. Identificar y describir una proporcion™ entre
cantidades.

* *

14. Expresar una proporcion mediante distintas
representaciones.

15. Describir y justificar las propiedades de las | * | * | *

>3 Proporcion directa o inversa.
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Tabla 4.12. Relacion de los objetivos especificos relativos al foco prioritario 2 con las
competencias matematicas

Foco 2. Relacion de proporcionalidad: caracterizacion | Competencias Matematicas

y representaciones AJ|C| M |RP|R|LS

proporciones.

16. Utilizar diferentes procedimientos para hallar un
término desconocido en una proporcion.

17. Justificar el uso de la regla de tres en la resolucion
de problemas.

18. Conocer proporciones especiales implicadas en
distintas situaciones y contextos (divina proporcion,
proporcion universal, la proporcion cordobesa, entre
otras).

19. Identificar y describir las relaciones estructurales
de una proporcién (escalar y funcional).

20. Describir las relaciones de proporcionalidad,
directa e inversa, entre magnitudes mediante distintas | * * *
representaciones.

21. Identificar e interpretar las constantes de
proporcionalidad directa e inversa.

22. Justificar si dos magnitudes, en una situacioén
concreta, se relacionan proporcionalmente (directa o | * | * *
inversamente) o si no se relacionan.

23. Aplicar la nocion de proporcionalidad, directa o
inversa, y sus propiedades para resolver problemas | * * *
empleando diferentes estrategias.

La Tabla anterior refleja que los objetivos especificos enunciados para el Foco 2
contribuyen primordialmente a las competencias pensar y razonar, comunicar, y
plantear y resolver problemas.

El objetivo 13 se refiere a identificar y describir una proporcion, esto demanda la
capacidad de establecer o reconocer una relacion de igualdad entre cuatro cantidades,
las cuales se relacionan multiplicativamente dos a dos mediante la razon, por lo anterior
lo hemos vinculado a la competencia pensar y razonar. La descripcion oral o escrita de
una proporcion requiere de la expresion e intercambio de ideas matematicas asociadas a
esta nocion, por este motivo se relaciona con la competencia comunicar.

En el objetivo 14 se plantea la capacidad de expresar una proporcion mediante distintas
representaciones, esto precisa de la habilidad de trasladar expresiones verbales en
representaciones simbdlicas como la fraccionaria o la porcentual, la representacion
tabular permite visualizar la estructura de una proporcion, tal proceso es requerido en la
resolucién de tareas. En vista de lo expuesto hemos vinculado este objetivo con la
competencia representar.
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La descripcion y justificacion de las propiedades de las proporciones (objetivo 15) son
actuaciones primordiales que deberian de desarrollar los futuros maestros en miras de
fundamentar la aplicacidon de conocimientos procedimentales tales como la regla de tres,
procedimiento que se sustenta en la propiedad fundamental de las proporciones.
Justificar las propiedades de las proporciones significa aportar argumentos relativos a
las relaciones numéricas entre las cantidades implicadas, tales propiedades han de
expresarse clara y explicitamente. De modo que este objetivo se ha vinculado con las
competencias: (a) pensar y razonar, (b) argumentar y justificar, y (¢) comunicar.

El objetivo 16 corresponde a utilizar diferentes procedimientos para hallar un término
desconocido en una proporcion. Tradicionalmente los problemas de valor ausente se
abordan mediante la aplicacion de la regla de tres o producto cruzado, no obstante para
hallar uno de los valores de una cuarta proporcional es posible elaborar y usar nuevas
estrategias o técnicas de resolucion basadas en la constante de proporcionalidad o en las
relaciones estructurales de la proporcion. La aplicacion de nuevos procedimientos
permitird evaluar la eficacia y adecuacion del uso de cada uno, también se pretende
contribuir al desarrollo de la flexibilidad del conocimiento procedimental en al &mbito
del razonamiento proporcional (Berk, Taber, Carrino y Poetzl, 2009). Debido a lo
expuesto se ha vinculado este objetivo con las competencias: (a) plantear y resolver
problemas, y (b) utilizar lenguaje simbdlico, formal, técnico, y las operaciones.

El uso inapropiado y mecéanico de la regla de tres en situaciones proporcionales, directas
e inversas, ha sido expuesto por varios estudiosos del tema (Freudenthal, 1983; Lamon,
2007; Modestou y Gagatsis, 2007; Van Dooren et. al, 2005) asi mismo en un estudio
previo (Valverde, 2008) corroboramos esta tendencia. En el objetivo 17 se propone la
expectativa de justificar el uso de la regla de tres en la resolucién de problemas con el
fin de dotar de sentido la aplicacién de este procedimiento usado por los estudiantes.
Las actuaciones de los estudiantes han de reflejar argumentos sobre por qué es adecuado
usar esta regla en la resolucion de un problema, este proceso de reflexion contribuye a
organizar la manera en la que se resuelve e interpreta un problema de proporcionalidad.
En vista de estas razones hemos vinculado este objetivo con las competencias: (a)
pensar y razonar, (b) argumentar y justificar, y (c) plantear y resolver problemas.

El objetivo 18, relativo a conocer proporciones especiales implicadas en distintas
situaciones y contextos, constituye una pieza clave para establecer conexiones entre las
matematicas y el entorno. Este objetivo se refiere a un proceso inicial de
matematizacion horizontal (Rico y Lupiafiez, p.236). Para desarrollar la competencia
matematica es necesaria la capacidad de interpretar la informacién del entorno en
términos matematicos y viceversa. En este sentido las proporciones constituyen un
contenido que ofrece la oportunidad de dotar de sentido el papel de las matematicas, de
modo que lo vinculamos con la competencia modelizar porque se requiere de un
proceso de traduccion entre la estructura matematica y la realidad. Conocer las
proporciones enunciadas en este objetivo implica entender el significado de cada una en
distintos espacios concretos y abstractos asi como saber a qué da respuesta por lo que la
competencia pensar y razonar la relacionamos con este objetivo.
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El objetivo 19 persigue que los futuros maestros identifiquen y describan oralmente, o
por escrito, las relaciones entre las cantidades que conforman una proporcidn, esta
actuacion estd relaciona con la competencia comunicar. En el caso de la
proporcionalidad directa las relaciones estructurales son dos, la razoén constante entre
cantidades correspondientes (relacion funcional) y la relacion escalar entre cantidades
del mismo tipo; en el caso de la relacién inversamente proporcional hay dos operadores
escalares, uno de los cuales es el inverso multiplicativo del otro y el producto de
medidas correspondientes es constante. La descripcion de estas relaciones requiere de la
comprension de la nocidon de razon y de la capacidad de percibir regularidades entre las
cantidades de una proporcidn, por este motivo se ha asociado a la competencia pensar y
razonar.

En relacion con el objetivo 20 recordamos que un aspecto central que ha surgido del
analisis de contenido es la riqueza de representaciones que se pueden utilizar para
representar las relaciones de proporcionalidad, directa e inversa (Apartado 4.1.4).
Debido a que estas relaciones se ajustan respectivamente a las funciones lineal y
racional, es posible recurrir a representaciones graficas y simbolicas para ponerlas de
manifiesto. Esta flexibilidad constituye una posibilidad para trabajar sobre la
transformacion entre distintas representaciones, contribuyendo entonces directamente a
la competencia representar. La descripcion de estas relaciones a otros compaieros ya
sea de forma oral o escrita, en sus distintas representaciones, contribuye a la
competencia comunicar. Y finalmente para poder codificar o decodificar las
caracteristicas de las relaciones de proporcionalidad, a partir de alguna de sus
representaciones, es preciso poner en marcha un proceso de razonamiento. Debido a
esto hemos vinculado el objetivo 20 con la competencia pensar y razonar.

Frecuentemente la constante no aparece explicitamente en el contexto en el cual esta
implicada, sin embargo es un elemento estructural en las relaciones de
proporcionalidad, esto hace que los estudiantes deban recurrir a distintos conocimientos,
razonamientos, estrategias etc. para develar ese valor, a partir de esto hemos decidido
relacionar el objetivo 21 con la competencia pensar y razonar. La constante de
proporcionalidad en el caso de las relaciones directas es el valor racional de la razon
entre magnitudes y en el caso de las relaciones inversas esta constante es el producto de
las medidas correspondientes. Tal y como se describié en el andlisis de contenido la
interpretacion de la constante de proporcionalidad es especifica a la situacion en la que
esta implicada, es preciso un proceso de decodificacion de la constante segin sean las
condiciones en las que estad implicita, esto nos motiva a relacionar este objetivo con la
competencia representar.

En el objetivo 22 se expresa la capacidad de los futuros maestros para detectar si dos
magnitudes, por ejemplo masa y longitud, estan relacionadas, o no, cuando ambas estan
implicadas en una situaciéon del entorno. Esto plantea, pensar la situacion real en
términos de los conocimientos, aplicar las definiciones y propiedades de los conceptos
matematicos relacionados, por lo que se ha vinculado a la competencia modelizar. Es
preciso estudiar el comportamiento de las cantidades tomando en consideracion las
condiciones de la situacion. Por ejemplo, en problemas centrados en determinar la
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velocidad de un coche es preciso saber si en periodos iguales de tiempo se recorre la
misma cantidad de longitud. En vista de esto se ha relacionado el objetivo con la
competencia pensar y razonar. Indiscutiblemente para justificar la existencia de una
relacion proporcional entre dos magnitudes o la inexistencia de la misma requiere que
los futuros maestros aporten argumentos que sustenten sus afirmaciones. De este modo
este objetivo se vincula con la competencia argumentar y justificar.

El ultimo objetivo del Foco 2 se centra en la aplicacion de la nocion de
proporcionalidad, directa o inversa, y sus propiedades para resolver problemas
empleando diferentes estrategias. Se ha vinculado con las competencias (a) plantear y
resolver problemas, y (b) pensar y razonar. El empleo de distintos conocimientos
procedimentales para abordar cuestiones de proporcionalidad posiblemente contribuya a
la competencia utilizar lenguaje simbolico, formal, técnico, y las operaciones.

Tabla 4.13. Relacion de los objetivos especificos relativos al foco prioritario 3 con las
competencias matematicas

Foco 3. Proporcionalidad geométrica: semejanza y Competencias Matematicas
escalas AJ|C/ M |RP|R|LS

24. Justificar la relacién de semejanza entre figuras
planas.

* * *

25. Hallar el factor de escala entre dos figuras
semejantes.

26. Extraer informacioén de modelos reducidos, mapas
o dibujos a partir de la interpretacion de la escala.

27. Establecer y calcular medidas indirectas aplicando
la proporcionalidad entre magnitudes.

28. Aplicar el teorema de Thales en la resolucion de
problemas.

-7 7 4
29. Explorar la relacion entre la razén de los lados’
de figuras semejantes y la razon de las éareas | * | *
correspondientes.

30. Explorar la relacion entre la razon de las aristas de
cuerpos semejantes y la razén de los volumenes | * | *
correspondientes.

31. Aplicar la nocidon de semejanza para resolver
problemas empleando diferentes estrategias.

La vinculacion entre objetivos y competencias en la Tabla anterior informa que las
competencias relacionadas con los objetivos del Foco 3 que posiblemente se favorecen
con mayor fuerza son: (a) pensar y razonar, (b) argumentar y justificar, (c) plantear y
resolver problemas, y (d) utilizar lenguaje simbolico, formal y técnico, y las
operaciones.

5% Nos referimos a las medidas de los lados.
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Este foco recoge los contenidos y expectativas de aprendizaje relativas a la
proporcionalidad directa en situaciones geométricas en las cuales es preciso aplicar
definiciones, propiedades, teoremas para abordar las cuestiones planteadas. El caso de la
proporcionalidad geométrica no estd exento de aplicaciones mecanicas de
procedimientos o reglas, situacion que invita al enunciado de expectativas centradas en
la comprension significativa de tales conocimientos procedimentales.

En este sentido el objetivo 24 persigue que los estudiantes para maestros justifiquen la
relacion de semejanza de figuras planas, lo cual precisa de argumentos matematicos
basados en las relaciones de congruencia de dngulos y de proporcionalidad de los lados
correspondientes. Para establecer las relaciones adecuadas entre angulos y lados
homologos es necesario poner en marcha el razonamiento. Tales argumentos han de
manifestarse explicitamente en la resolucion de distintas tareas ya sea oralmente o por
escrito. Por lo anterior lo hemos relacionado con las competencias argumentar y
Jjustificar, comunicar, y pensary razonar.

Hallar el factor de escala entre dos figuras semejantes, objetivo 25, requiere en la
mayoria de las situaciones la aplicacion directa de la division entre las longitudes
correspondientes. Este procedimiento rutinario es fundamental para abordar otras tareas
mas complejas en las que intervienen procesos cognitivos de mayor complejidad. Por
este motivo lo hemos relacionado unicamente con la competencia utilizar lenguaje
simbdlico, formal y técnico, y uso de las operaciones.

El objetivo 26 se refiere a la capacidad de extraer informacién de modelos reducidos,
mapas o dibujos a partir de la interpretacion de la escala, constituye una tarea cotidiana
para muchas personas en la que es preciso aplicar nociones matematicas para interpretar
los datos o informaciones que se pueden desprender lo cual requiere de un proceso de
decodificacion. Este objetivo se ha vinculado con las competencias modelizar y
representar.

Para establecer y calcular medidas indirectas aplicando la proporcionalidad entre
magnitudes (objetivo 27) es necesario detectar relaciones de invarianza y covarianza
entre cantidades de dos magnitudes, de aqui que lo relacionemos con la competencia
pensar y razonar. Se necesita ademds manejar adecuadamente el lenguaje simbolico
para establecer formulas que relacionen ambas magnitudes de forma general. Por
ejemplo, la relacion entre la medida de la longitud de la circunferencia y la medida del
radio es de proporcionalidad directa. La medida indirecta de magnitudes esta asociada al
uso de formulas para hallar la superficie o del volumen en la resolucion de problemas
que requieren de la aplicacion de distintas estrategias, por estas razones lo hemos
vinculado con las competencias: (a) utilizar lenguaje simbdlico, formal, técnico, y uso
de las operaciones, y (b) plantear y resolver problemas.

En el objetivo 28 enunciamos la expectativa de aplicar el teorema de Thales en la
resolucion de problemas, se ha relacionado con la competencia pensar y razonar porque
es preciso razonar si en el marco del problema se satisfacen las condiciones del teorema.
La aplicacion del teorema de Thales puede tener lugar en situaciones que varian
ampliamente de un nivel de complejidad a otro, en consecuencia se han de activar
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distintas estrategias y procedimientos, asi como la conexidon con otros conocimientos
para resolver los problemas asociados a este teorema. El objetivo 28 también se ha
vinculado a la competencia plantear y resolver problemas.

Los objetivos 29 y 30 se orientan a movilizar las mismas capacidades. El estudio de las
relaciones entre las longitudes y areas de figuras semejantes o entre aristas y volumen
de objetos semejantes demanda la biisqueda de relaciones y patrones entre cantidades,
promoviéndose posiblemente la competencia pensar y razonar. La deteccion de tales
relaciones ha de acompanarse de argumentos matematicos que las sustenten. Hemos
vinculado estos objetivos a la competencia argumentar y justificar

El objetivo 31 estd referido a la aplicacion de la nocion de semejanza para resolver
problemas empleando diferentes estrategias, se ha vinculado a la competencia pensar y
razonar porque es necesario estudiar las condiciones del problema, verificar que se
cumplen para asi aplicar la semejanza, es evidente que los estudiantes han de elaborar y
seguir alguna estrategia para resolver el problema. Los problemas que involucran la
nocion de semejanza, a menudo requieren de la aplicacion de operaciones, ecuaciones u
otros procedimientos, motivo por el que hemos vinculado este objetivo con la
competencia usar el lenguaje simbdlico, formal, técnico y uso de las operaciones.

Tabla 4.14. Relacion de los objetivos especificos relativos al foco prioritario 4 con las
competencias matematicas

. L. Competencias Matematicas
Foco 4. Porcentajes: significados y usos

AJ|C|M|RP|R|LS
32. Describir la nocién de porcentaje. * *
33. Interpretar el sentido de uso del porcentaje en | N N
distintas situaciones.
34. Calcular porcentajes de cantidades. *
35. Identificar la relacion entre las nociones de razén |
y porcentaje.
36. Expresar un porcentaje mediante distintas o | %
representaciones.
37. Aplicar las propiedades de los porcentajes en la | N
resolucion de problemas.

En la Tabla 4.14 se observa que los objetivos relativos al Foco 4 contribuyen
principalmente a las competencias: (a) pensar y razonar, (b) representar, y (c) usar el
lenguaje simbolico, formal, técnico y uso de las operaciones. De aqui que el énfasis se
pone en el razonamiento y dominio del concepto de porcentaje, el calculo de éste, su
relacion con la razdén, las representaciones, transformaciones entre una y otra
representacion, proceso que frecuentemente requiere de la aplicacion de operaciones.

Especificamente el objetivo 32 se refiere a la capacidad para describir qué se entiende
por porcentaje, a qué hace referencia esta nocion. No es una cuestion sencilla porque el
porcentaje puede considerarse como un tipo particular de representacion de una relacion
parte-todo, como una razon especial con consecuente 100, como una fraccion
equivalente. A partir de esto hemos vinculado este objetivo con la competencia pensar y
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razonar. El interés en que los futuros maestros sean capaces de describir explicitamente
esta nocion, nos ha movido a relacionar el objetivo 32 con la competencia comunicar.

El porcentaje aparece en multiples situaciones del entorno y tiene asociados multiples
significados. Por ejemplo el 6% que es una expresion con un nimero el 6 y un simbolo
(%) juntos podrian representar 6 de 100 (como una relacion parte-todo), podria referirse
a que hay 6 de un tipo por cada 100 (como en una tasa de interés), un operador (como
en el impuesto sobre las ventas), una pendiente (inclinacién de una carretera), los
variados usos del porcentaje han resultado en las diferentes interpretaciones de su
significado. Esto requiere de un analisis de la situacion cotidiana en términos
matematicos, interpretar la situacion en funcion del significado que el porcentaje esté
ejerciendo en la misma, lo cual precisa de un proceso de decodificacion de la expresion
porcentual o de la representacion en la que ésta se presenta. Por estas razones se ha
vinculado el objetivo 33 con las competencias pensar y razonar, modelizar y
representar.

El objetivo 34 centrado en calcular porcentajes de cantidades tiene un caracter
meramente procedimental, los estudiantes han de ser capaces de aplicar procedimientos
tales como la regla de tres, ecuaciones, producto cruzado, relaciones escalares o
funcionales para hallar un porcentaje de manera eficaz. Este dominio elemental es
fundamental para abordar cuestiones mas complejas. En vista de lo expuesto hemos
relacionado este objetivo con la competencia usar lenguaje simbdlico, formal y técnico,
vy uso de las operaciones.

En el marco del experimento, centrado en las nociones de razoén y proporcionalidad, es
primordial desarrollar los contenidos relacionados entre si, como parte de una misma
red conceptual y no como elementos aislados. En este sentido se pretende que los
futuros maestros sean capaces de identificar el porcentaje como un tipo particular de
razon (objetivo 35), esta expectativa conlleva entender la nocidon de razén ampliamente.
Sin una comprension de ambas nociones no es posible establecer una conexion entre las
mismas. Por esto se ha vinculado este objetivo con la competencia pensar y razonar.

El objetivo 36 se centra en expresar un porcentaje mediante distintas representaciones,
este objetivo también contempla la transformacion de una representacion a otra, esto es
de porcentaje a decimal, porcentaje a fraccionaria, porcentaje a razon, representacion
grafica a cualquiera de sus formas y viceversa. Las transformaciones entre
representaciones simbolicas se realizan mediante la aplicacién de las operaciones u
otros procedimientos que se constituyen en herramientas para otros razonamientos mas
complejos. De este modo se ha vinculado el objetivo 36 con las competencias
representar 'y usar lenguaje simbolico, formal, técnico, y uso de las operaciones.

Finalmente el objetivo 37 se ha formulado poniendo énfasis en la resolucion de
problemas que impliquen la nocién de porcentaje, los mismos requieren de la
elaboracion de estrategias de resolucion y de la aplicacion de propiedades de este tipo
de razones. Por ejemplo, las relativas a los efectos de aumentos o disminuciones
porcentuales sucesivas. Tal objetivo se ha vinculado con las competencias pensar y
razonar, y plantear y resolver problemas.
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4.2.3 Errores y Dificultades Asociadas al Estudio de la Razén y
Proporcionalidad

La principal fuente de dificultades en la resolucion de problemas de razén y proporcion
de nifos, adolescentes y adultos es de naturaleza cognitiva (Ben Chaim, Keret e Ilany,
2012). Estos investigadores sefalan cuatro tipos de dificultades cognitivas asociadas al
aprendizaje de estas nociones, a continuacion recogemos una sintesis de las mismas.

1. El esquema proporcional es un esquema operatorio de segundo orden, requiere
realizar una operacion cognitiva después de completar otra. Piaget enfatiza que esta
dificultad se debe al hecho de que comprender la nocién de proporcion requiere la
habilidad de comparar dos razones en las cuales las variables deben coordinarse
inicialmente a través de una relacion. Adicionalmente, es preciso reconocer si el
problema implica una proporcion directa o una inversa (Inhelder y Piaget, 1958).

2. Los problemas de razén y proporcion se situan en el campo conceptual
multiplicativo, el cual es mas complicado que el aditivo (Vergnaud, 1994). El
razonamiento aditivo se desarrolla en edades tempranas pero después puede ser un
obstaculo en el paso al razonamiento multiplicativo. A través de ideas aditivas se
pueden constituir modelos multiplicativos inadecuados (como multiplicar a través
de sumas repetidas) que conducen a dificultades cuando el multiplicador no es un
numero natural (Greer, 1987). Los modelos de la divisidon, cuotitiva y partitiva,
pueden convencer a los estudiantes que el cociente siempre es menos que el
dividendo, el dividendo siempre es mayor que el divisor y que el divisor siempre es
un numero natural. Lo cual conduce a confusion cuando los datos no se ajustan a
estas condiciones. Segun Tirosh y Tsamir (2004) el efecto de usar habitualmente
esos modelos intuitivos puede explicar muchas de las dificultades que experimentan
nifios, adolescentes y futuros maestros en los problemas de razén y proporcion.

3. Una tercera dificultad cognitiva se refiere a la naturaleza de la razon, cuando el
valor de ésta es una cantidad intensiva que se forma como una nueva unidad, por
ejemplo la velocidad, potencia, densidad, entre otras. Estas nuevas unidades
requieren comprender leyes y propiedades relevantes en las mismas ademas de la
comprension de cuestiones matematicas vinculadas a la nocion de proporcion.
Muchas de esas leyes, principios o propiedades son comprendidas de manera
intuitiva por los estudiantes como resultado de las experiencias vividas entes de la
instruccion formal (Lamon, 2007). La dificultad surge debido a que ademas de
comprender los principios que rigen esas unidades los estudiantes deben ser
capaces de transformar e interpretar los resultados cuantitativos obtenidos en
respuestas cualitativas, ademas de organizar las cantidades de la situacidén en una
razon y posteriormente establecer la relacion en un esquema de proporcion.

4. La cuarta dificultad tiene que ver con la capacidad de comprender intuitivamente el
tipo de problema de razén y proporcion que ha de resolverse. Esta dificultad surge
principalmente en el caso de la proporcidn inversa, la cual es méas complicada tanto
para nifios como para adultos. Reconocer que un problema implica una relacion
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proporcional pero no darse cuenta de qué tipo es conducird indudablemente al
estudiante a una solucion erronea (Fisher, 1988)

Desde una perspectiva mas concreta, en la resolucion de problemas, como consecuencia
de errores conceptuales, los sujetos aplican estrategias que se consideran erréneas o no
satisfactorias (Rico, 1997). A continuacién describiremos algunas de las estrategias
incorrectas y errores que reportan diferentes autores en investigaciones relacionadas con
las actuaciones de los sujetos ante tareas de razon y proporcionalidad.

Karplus et al. (1983) plantea que una estrategia errénea frecuente en la resolucion de
problemas de razén y proporcion es “ignorar parte de los datos del problema”, en este
caso los estudiantes intentan resolver el problema con una parte de los datos. Por
ejemplo si el problema es de comparacion de razones entonces intentan resolverlo
comparando Unicamente los antecedentes o los consecuentes y con base en eso toman la
decision. Si el problema es de valor ausente, operan con parte de los datos para obtener
una respuesta numérica. Lamon (1993) denomina a esta estrategia operaciones al azar
“random operations”.

Segun A. Fernandez (2001), la estrategia erronea mdas documentada en las
investigaciones corresponde a la “estrategia aditiva” o de “diferencia constante”. En este
caso los sujetos relacionan los términos de una razén aditivamente, la cuantifican por
sustraccion entre los términos y esta diferencia la aplican a la segunda razén.

Ricco (citado en A. Fernandez, 2001), describe dos actuaciones que surgen cuando la
estrategia de reduccion a la unidad se aplica errdbneamente, por ejemplo en un caso usar
un valor arbitrario como unidad para resolver el problema y en el otro usar el primer
dato del problema como valor unitario. Por ejemplo en el problema “Si 3 ldpices
cuestan 12 euros ;jcudnto cuestan 5 lapices?”, en este caso los alumnos toman como
valor unitario 3 (lo toman como valor de 1 lapiz) y resuelven la cuestiéon multiplicando
3x5=15.

1lusion de Linealidad

Se conoce como ilusion de linealidad a la tendencia a aplicar modelos lineales en
situaciones no propicias para que éstos puedan ser aplicados. Constituye asi una
estrategia incorrecta para abordar situaciones problematicas en donde las cantidades no
mantienen una relacion de proporcionalidad simple directa. Segiin algunos autores (De
Bock, Verschaffel, y Janssens, 1998; Freudenthal, 1983) esta tendencia se debe
principalmente a la importancia de la funcion lineal como una herramienta matematica
para explicar fenomenos en diferentes campos de la actividad humana. Tanto la
proporcionalidad como la preservacion de la razéon y la linealidad parecen ser
considerados modelos universales, reforzandose esta consideracion por el frecuente uso
que se hace de las mismas.

La estructura lingiiistica bésica de los problemas que implican proporcionalidad
incluyen cuatro cantidades (a, b, ¢ y d) y una implicacién de esa misma relacion
multiplicativa enlaza a con b y ¢ con d. De estas cuatro cantidades, en la mayoria de los
casos, tres son conocidas y una desconocida. Cuando un problema encaja en ésta
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estructura general, la tendencia de evocar la proporcionalidad directa puede ser
extremadamente fuerte, incluso si el problema no se ajusta a la proporcionalidad directa
(Verschaffel, Creer, y De Corte, 2000)55.

La investigacion acerca de la tendencia de los estudiantes a aplicar el razonamiento
proporcional en problemas en los cuales éste no tiene lugar ha proporcionado claros
indicios de que éste fendomeno es parcialmente causado por las caracteristicas de la
formulacion del problema con las cuales los estudiantes han aprendido a asociar el
razonamiento proporcional a lo largo de su vida escolar (De Bock, Verschaffel, y
Janssens, 2002; Van Dooren, De Bock, Hessels, Janssens y Verschaffel, 2005). En
particular, Greer (1997) sefiala que las estructuras multiplicativas de valor ausente,
notablemente aquellas que sobre una lectura superficial pueden crear una ilusioén de
proporcionalidad, aportan un ejemplo de invocacidon inapropiada de proporcionalidad,
como un resultado de una reaccion inconsciente a la forma lingiiistica. Adicionalmente
Van Dooren et al. (2005) argumentan que la tendencia de los estudiantes a usar
estrategias proporcionales en situaciones no proporcionales se incrementa
considerablemente con el paso por los diferentes niveles del sistema escolar.

Sin embargo Modestou y Gagatsis (2007) sugieren que las lineas anteriores de
interpretaciéon no proporcionan un marco suficiente y coherente dentro del cual el
fendmeno de la ilusion de la linealidad pueda ser analizado; éstos investigadores
plantean una nueva forma de abordar éste fendmeno. Se preguntan y trabajan sobre la
hipdtesis de que la linealidad constituye un obstaculo epistemoldgico. Entre sus
argumentos sefialan que los errores no siempre son el efecto de la ignorancia, la
incertidumbre o del azar, éstos pueden resultar de la aplicacion de un objeto de
conocimiento previo el cual fue interesante y exitoso, pero que en otro contexto es falso
o simplemente inadaptado (Brousseau, 1997). Errores de éste tipo no son irregulares e
inesperados, sino que son reproducibles y persistentes.

Para Modestou y Gagatsis (2007) un obstaculo epistemologico se caracteriza por su
aparicion tanto en la historia de las matemdticas como en la actividad matematica
cotidiana. En su trabajo acerca de la busqueda de las raices de la linealidad incluyen una
lista de condiciones necesarias para el uso del término obsticulo epistemoldgico y no
“dificultad”, tales caracteristicas son:

- Un obstéculo es un elemento de conocimiento o una concepcion, no una dificultad o
una falta de conocimiento.

- Este elemento de conocimiento produce respuestas que son apropiadas dentro de un
contexto particular.

- Genera falsas respuestas fuera de éste contexto.

- Esta pieza de conocimiento se resiste tanto a contradicciones ocasionales como al
establecimiento de un nuevo elemento de conocimiento. La necesidad de una nueva y
mejor pieza de conocimiento no es suficiente para que la precedente desaparezca.

>> Citados en Van Dooren et al. (2006)
56 Citado en Modestou y Gagatsis (2007)
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- Después de que ha sido reconocida ésta imprecision, el elemento de conocimiento
original continua surgiendo de manera persistente.

. . 1 -
Por ejemplo en el caso de errores tipicos tales como 6 +5 =3, el conocimiento de los

numeros naturales y el cociente entre ellos llega a constituirse en un obstaculo para la
comprension de los nameros racionales (Gagatsis y Kyriakides, 2000).

En términos generales, para Modestou y Gagatsis (2007) los errores de pseudo-
proporcionalidad son el resultado del obstaculo epistemologico de linealidad.
Consideran que la linealidad es un conocimiento exitoso en un contexto particular y
para un conjunto particular de situaciones. Sin embargo, su aplicacion fuera de ese
contexto da como resultado falsas respuestas que van acompafiadas por una fuerte
creencia y seguridad de que la respuesta esta correcta. Estas respuestas son recurrentes y
parecen ser universales y muy resistentes a una variedad de formas de apoyo orientadas
a resolver el problema. Argumentan que la linealidad constituye un obstaculo
epistemologico para la adquisicion de funciones no lineales, y consecuentemente esos
errores ocurren debido al obstaculo y no a las formulaciones lingiiisticas estereotipadas.

Algunos casos de razonamiento lineal injustificado en geometria

En el dominio de la geometria, se ha informado sobre varios casos de exceso de
dependencia de los estudiantes de los modelos lineales. Se sabe que frecuentemente se
producen razonamientos lineales incorrectos en problemas sobre las relaciones entre los
angulos y los lados de las figuras geométricas (Bold, 1969; De Block-Docq, 1992;
Rouche, 1992a)*”.

Van Dooren et al. (2006) sefialan algunos ejemplos de la ilusién de linealidad en el
dominio de la geometria que pueden encontrarse en el trabajo de De Bock- Docq
(1992), el cual incluye varios procesos de razonamiento erroneos, todos basados en una
aplicacion inapropiada de la proporcionalidad directa (o inversa) entre cantidades no
proporcionales, dos ejemplos son:

“El angulo de un dodecdagono regular puede obtenerse dividiendo el angulo de un hexdgono
regular por 6 y multiplicando este resultado por 127,

“Para construir un triangulo equildtero inscrito en una circunferencia, se debe tomar como
lado del triangulo el diametro de la circunferencia. Un dodecagono regular puede construirse
tomando como lado la mitad del radio de la circunferencia”.

Uno de los casos mas conocidos y frecuentemente estudiados de uso indebido de la
linealidad por parte de los estudiantes es el relacionado con los problemas sobre el
efecto de agradamiento o reduccion de una figura sobre su area o su volumen. El
principio que gobierna este tipo de problemas es muy conocido: un aumento o
reduccion de cualquier figura geométrica (cuadrado, circulo, cubo, figura irregular,...)
por un factor r, multiplica las longitudes por un factor r, las areas por un factor r* y los
volumenes por un factor r’.

*7 Citados en Van Dooren et al. (2006)
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Capitulo 4. Analisis Didactico...

Como senalan varios autores (NCTM, 1989; De Bock, Verschaffel, y Janssens, 1998,
2002; Modestou y Gagatsis, 2007), alcanzar una intuicidon adecuada sobre las relaciones
antes indicadas entre longitudes, areas, y volumenes de las figuras similares, suele ser
lento y penoso. En el transcurso, los estudiantes a menudo resultan desorientados por la
ilusion de la linealidad, pensado que si una figura se aumenta o se reduce r veces, el
area y el volumen se hacen r veces mayores o menores también. Un ejemplo historico
de este fendmeno es el famoso didlogo de Platon “Mendn”, en el que se pide a un
esclavo que dibuje un cuadrado que tuviera el doble de area que un cuadrado dado y el
esclavo propone en primer lugar duplicar el lado del cuadrado (Van Dooren et al.,
2006). En el mismo sentido, leemos en los estandares del NCTM que “... la mayoria de
los estudiantes de 5.° de primaria 