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PRESENTACION

La investigacion que presentamos en este documento se centra en e conoci-
miento del contenido y en & conocimiento didactico del contenido que un grupo
de estudiantes universitarios del Grado de Educacion Primaria de la Universidad
de Granada manifestaron acerca de la nocion escolar de fraccion basada en la
relacion parte-todo. El estudio se realizo bajo la perspectiva tedrica del andlisis
didactico desarrollado en los trabajos del grupo «FQM 193. Didéactica de laMa-
temética. Pensamiento Numérico» del Departamento de Didactica de la Mate-
matica de la Universidad de Granada (Gomez, 2007; Lupiéfiez, 2009; Rico,
2003; Rico, Lupiafiez y Molina, 2013).

El andlisis didactico es un procedimiento organizado en cinco andlisis: ana
lisis conceptual, andlisis del contenido, andlisis cognitivo, andlisis de instruc-
cion y andlisis de actuacion o evaluativo. En cada uno de ellos, se identifican
datos relevantes, a partir de los cuales se completa un ciclo y se da paso a si-
guiente. La necesidad de un disefio metodol 6gico para las distintas fases del es-
tudio que realizamos, coherente con sus objetivos, [levo a seleccionar € andlisis
didactico como método para este proceso. En particular, en este trabajo utiliza-
mos los cuatro primeros andlisis del andlisis didactico en distintas fases de la
investigacion. A continuacion, describimos brevemente las fases desarrolladas a
lo largo de lainvestigacion.



En primer lugar, llevamos a cabo un andlisis conceptua de la relacién par-
te-todo. Este primer paso fue necesario para profundizar en dicha relacion y
conseguir precision y dominio en su uso en las fracciones. En este estudio teori-
co, identificamos significados de esta relacion con el propdésito de fundamentar-
lay de establecer sus distintas interpretaciones, incluidas las escolares. Larela-
cion parte-todo desempefia funciones diferentes en diversas disciplinas, incluida
la propia matemética, entre las que destacamos las de interés para nuestro traba-
jo en Didéactica de la Matemética. Esta parte del estudio es una reflexion tedrica
gue se gjusta a caracteristicas y condiciones del andlisis conceptual (Rico, 2000;
Rico, 2013).

En segundo lugar, presentamos el estudio empirico en tres fases. En la pri-
mera fase, nos centramos en las tres componentes del andlisis del contenido (es-
tructura conceptual, sistemas de representacion y contextos y modos de uso).
Estas componentes forman un triangulo semantico, una terna mediante la que se
establece el significado de un concepto. Disefiamos un cuestionario para esta-
blecer el conocimiento del contenido de los maestros en formacion en base ala
estructura conceptual, 1os sistemas de representacion y los contextos y modos de
uso de larelacion parte-todo como interpretacion de las fracciones. A partir del
andlisis de los datos, identificamos y caracterizamos distintos significados atri-
buidos a dicho concepto por |os maestros en formacion participantes en el estu-
dio.

En la segunda fase, pusimos nuestra atencion en algunos aspectos del cono-
cimiento didactico del contenido. Nos centramos en la planificacién inicial para
la instruccién acerca de las fracciones a partir de la relacion parte-todo. Para
ello, diseflamos un instrumento que incluyen una serie de vifietas con las que se
puede ilustrar la relacién parte-todo. A partir de esas imégenes, 10s maestros en
formacion debieron redactar una explicacion para introducir a los escolares de
primaria en el concepto de fraccion. Mediante algunas de las componentes del
andlisis de instruccion, interpretamos el conocimiento sobre la ensefianza de las
fracciones que los maestros en formacion inicial manifestaron en sus respuestas.



PRESENTACION

En la terceray Ultima fase, concluimos este estudio sobre el conocimiento

didactico del contenido con un estudio de casos. Nos centramos en &l disefio de

tareas escolares, planteamiento de expectativas y deteccion de limitaciones en €l

aprendizaje, como componentes del andlisis cognitivo. A partir de las respuestas

previas obtenidas en la segunda fase sobre la planificacion de la instruccion de

fracciones, profundizamos en el andlisis de su aprendizaje. La informacion se

obtuvo através de una entrevista que consté de una serie de preguntas relativas

a aprendizaje de los escolares.

Presentamos el esquema de este proceso en lafigura0.1.

Analisis conceptual de
FASEO | |3 relacion parte todo
Andlisis del
FASE 1 conocimiento del
contenido

Andlisis del conocimiento
FASE 2 | didactico. Planificacion
de la instruccidn

Andlisis del conocimiento
FASE 3 | didactico. Aspectos del
aprendizaje

Capitulo 5: Reflexidn tedrica sobre la
relacién parte-todo para profundizar y
precisar el objeto de estudio.

Capitulo 6: Estudio del conocimiento del
contenido de la relacién parte-todo a partir de
las tres componentes del analisis del
contenido.

Capitulo 7: Estudio del conocimiento didactico
del contenido centrado en la planificacion de la
ensefanza inicial del concepto de fraccién.
Para su analisis nos basamos en las
componentes del analisis de instruccién.

Capitulo 8: Estudio del conocimiento didactico
del contenido centrado en disefio de una
nueva tarea, planteamiento de objetivos y
deteccion de limitaciones como componentes
del analisis cognitivo.

Figura 0.1. Organizacion de las fases del estudio



GRUPO DE INVESTIGACION EN EL QUE SE SITUA

NUESTRA INVESTIGACION

Esta investigacion fue desarrollada en el seno del Grupo de Investigacion FQM-
193 Didéctica de la Matemética. Pensamiento Numérico de la Universidad de
Granada, inscrito en € Plan Andaluz de Investigacion de la Junta de Andalucia.
Este Grupo de investigacion se constituyd en 1988, al comenzar €l Plan Andaluz
de Investigacion (PAI), en & gue se incluye como linea prioritaria en matemati-
cas alaDidacticade laMatemética.

Este grupo desarrolla investigaciones centradas en distintas lineas de traba-
jo entre las que se encuentran pensamiento numérico y formacion de profesores,

en las que se enmarca esta investigacion.

La linea de Pensamiento Numérico surge de aguellos trabajos en los que la
prioridad de estudio se establece sobre |os contenidos matematicos, particular-
mente sobre las estructuras numeéricas, las estructuras algebraicas, 10s procesos

infinitosy € calculoy € andlisis matemético.

Por su lado, las investigaciones redlizadas en la linea de formacién de pro-
fesores prestan atencion a la formacion inicial de profesores de matematicas de
Educacion Secundaria, se ocupan de la caracterizacion profesional del profesor
de matematicas en gjercicio, y sus promotores han hecho importantes esfuerzos
de innovacién para establecer y supervisar los programas de formacion de maes-
tros dentro de los titulos de grado maestros (de primar e infantil) creados recien-
temente. Los procesos de convergencia europeay € papel gue se le concede a
aprendizaje por competencias estan dando lugar a nuevas investigaciones que
examinan e papel de las competencias profesionales de los maestros y los pro-
cesos formativos relacionados con ellas.

La amplia experiencia profesional de los integrantes del grupo en forma-
cion de profesores de matematicas ha llevado a promover y participar en inves-



PRESENTACION 5

tigaciones sobre las lineas prioritarias del area relacionadas con el desarrollo y
conocimiento profesional del profesor de mateméticas. Asi, la participacion de
los miembros del grupo en e estudio Teacher Education Study in Mathematics
(TEDS-M), patrocinado por la International Association for the Evaluation of
Educational Achievement (IEA), haimpulsado € interés sobre estudios compa-

rativos relativos alaformacion inicial de profesores de matematicas.

En vista de las consideraciones previas, y dado que nuestro interés radica
en estudiar el conocimiento sobre la relacién parte-todo, en € ambito de la for-
macion de maestros, nuestro estudio se enmarca simultaneamente en estas dos
lineas de investigacion.

ORGANIZACION DEL DOCUMENTO

El informe de la tesis se estructura en 9 capitulos, seguido del listado de las re-
ferencias bibliograficas y 1os anexos. A continuacion, describimos € contenido
de cada uno de |os capitul os.

Capitulo 1. Este capitulo contiene el planteamiento del problema de inves-
tigacion. En primer lugar, justificamos el problema atratar y o ubicamos den-
tro del area Didéctica de la Matematica como un estudio caracteristico del grupo
de investigacion Pensamiento Numérico. Después, definimos las preguntas, 10s
objetivos que nos proponemos abordar.

Capitulo 2. En este capitulo, presentamos una sintesis de las investigacio-
nes previas relacionadas con las fracciones y la relacién parte-todo dentro del
ambito de la matemética escolar, y hacemos énfasis en aquellas que se han rea-

lizado en contextos de formacion inicial de profesores de educacion primaria.

Capitulo 3. En este capitulo, abordamos los dos referentes tedricos que

fundamentan el desarrollo de nuestra investigacion: la nocion de conocimiento



profesional en el contexto de la formacion de maestros de Educacién Primariay
la nocion de andlisis didactico de las matematicas escolares. En primer lugar
describimos agunos de los marcos tedricos relativos a conocimiento profesio-
nal del maestro de matematicas. En segundo lugar, describimos el andlisis di-

dactico y cada una de las dimensiones que lo forman.

Capitulo 4. En este capitulo, explicitamos los aspectos metodol 6gicos para
cada una de las fases del estudio.

Capitulo 5. En este capitulo, realizamos € andlisis conceptual de la nocion
larelacién parte-todo.

Capitulo 6. En este capitulo, recogemos los resultados de la primera fase de
la parte empirica de la investigacion. Esta fase se refiere a conocimiento mate-
matico escolar de la relacion parte-todo. Nos basamos en las tres componentes
(estructura conceptual, sistemas de representacion y contextos y modos de uso)

del andlisis de contenido de las mateméaticas escolares.

Capitulo 7. En este capitulo y €l siguiente, nos centramos en el conocimien-
to didactico de los maestros en formacion. Particularmente, en este capitulo pre-
sentamos un estudio centrado en e conocimiento que manifiestan al realizar una
planificacion inicial de larelacion parte-todo. Para el andlisis de las produccio-

nes nos basamos en las componentes del andlisis de instruccién.

Capitulo 8. La tercera fase empirica la tesis es el objeto de este capitulo.
Contempla un estudio sobre el conocimiento del aprendizaje de la relacion par-
te-todo a partir de las componentes del analisis cognitivo.

Capitulo 9. Finalmente, en este capitulo, presentamos las conclusiones que
se derivan del desarrollo de esta investigacion. Iniciamos su exposicion aten-
diendo a la consecucién de los objetivos de la investigacion, propuestos en €l
capitulo 1y describimos paralelamente las principales aportaciones de este tra-
bajo. Seguidamente, reflexionamos y aportamos algunas conclusiones relativas

al andlisis didactico. Finamente, presentamos las limitaciones de este estudio y



PRESENTACION 7

recogemos las lineas abiertas que constituyen perspectivas de continuacion de la
investigacion.






CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

Este capitulo contiene € planteamiento general del problema gque abordamos
como trabajo de tesis. En el primer apartado, justificamos el problemay contex-
tualizamos la pertinencia del estudio dentro del marco de la investigaciéon en
Didéactica de la Matemética, y lo situamos en los trabajos del grupo de Investi-
gacion «FQM193. Didactica de la Matemética. Pensamiento Numeérico» del
Departamento de Didactica de la Matemética de la Universidad de Granada
(http://fgm193.ugr.es). En & segundo apartado, justificamos la eleccion de las
fracciones como contenido matemético especifico del estudio y su particulariza-
cion en la relacion parte-todo, en la que centramos este trabajo. En € tercer
apartado, desglosamos las preguntas de investigacion gue queremos abordar v,
por ultimo, partiendo de ellas, enunciamos los objetivos de esta tesis.
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1.1. LA FORMACION INICIAL DE PROFESORES

La linea de formacion de profesores se ha convertido en un érea de investiga-
cion primordial en educacion (Sanchez, 2011). Dentro de este campo, se ha ana-
lizado la naturaleza del conocimiento profesional desde una perspectiva del pro-
fesor en general (Shulman, 1986; Grossman, 1990), y desde la perspectiva
especifica del profesor de matematicas (Bromme, 1994; Carrillo, Climent,
Contreras y Mufoz-Catalan, 2013; Hill, Ball y Schilling, 2008; Ponte y
Chapman, 2008; Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005). Estos trabgjos conside-
ran que el conocimiento profesional del profesor tiene diversas dimensiones. La
mayoria de |os autores hacen una distincién entre el conocimiento del contenido
(que se refiere a los contenidos de la matematica como disciplina escolar) y €l
conocimiento pedagogico o didactico del contenido (entendido como aquel co-
nocimiento que el profesor pone en juego para la ensefianza de las matematicas).

Dado que & campo que abarcan estos dos tipos de conocimiento es muy
general, ha sido necesario desarrollar teorias locales en |as areas de conocimien-
to que traten de forma mas operativa el conocimiento del profesor y su formade
desarrollarlo. Uno de los primeros intentos tedricos por abordar de forma opera-
tiva e conocimiento que debe adquirir del profesor de mateméticas durante su
formacion inicial se ha realizado dentro del Grupo de Investigacion Didactica
de la Matemética, Pensamiento Numérico (http://fgm193.ugr.ed/), de la Univer-
sidad de Granada. El primer paso en la delimitacion de este enfoque tedrico
consistio en fijar unos “elementos organizadores que permitan a los profesores
en formacion buscar y organizar la informacion para que ellos posteriormente,
puedan realizar €l desarrollo curricular de cada topico” (Rico, 1992, p. 355).
Algunos de estos elementos podrian ser componentes del conocimiento del pro-
fesor. Para €llo, se definieron y conceptualizaron en términos de organizadores
del curriculo (Rico, 1997). Posteriores trabgjos del grupo de investigacion perfi-
laron la nocién de organizador del curriculo de matematicas (Rico, 1992, 1997,

Segoviay Rico, 2001), definidos como “aquellos conocimientos que adoptamos
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como componentes fundamentales para articular el disefio, desarrollo y evalua-
cion de unidades didacticas’ (Rico, 1997, p. 45). En un primer momento (Rico,
1992), los siete organizadores considerados fueron (@) ubicacién y tratamiento
de los contenidos del tema en € disefio curricular del Ministerio y Comunidad
Auténoma Andaluza, (b) conceptos, procedimientos, estrategias y actitudes, (C)
fenomenologia de los conocimientos, (d) modelos, representaciones, materiales
y recursos, (e) errores y dificultades, (f) desarrollo histérico del tépico y (f) bi-
bliografia de referencia. Posteriormente, y manteniendo la misma intencionali-
dad y uso, los organizadores se han ido perfilando y reacomodandose en nuevas

teorias armonizadoras de | as ideas general es subyacentes.

La propuesta tedrica de los organizadores del curriculo supuso, en su mo-
mento, una ruptura con la forma de abordar la organizacion de los contenidos de
los programas de didactica de la matemética en la formacion inicial de los pro-
fesores de matematicas. Aportaron elementos de conocimiento para € desarro-
Ilo competente de unidades didécticas, frente a la mera elaboracion de progra-
maciones “de cagja negra’ que estaban bien enmarcadas desde el punto de vista
general (objetivos, contenidos, actividades, metodologiay evaluacion), pero va
ciasy desprovistas de criterios para su concrecion en las areas de conocimiento
especificas como la de mateméticas. A este proceso de trabajo didéactico del
alumno en e gue construye unidades didacticas auxilidndose de los elementos
organizadores, Rico (1992) lo designa como andlisis didactico. Para facilitar
esta labor, bajo € enfoque tedrico de los organizadores, se desarrollaron mate-
riales curriculares y libros de texto que organizan € contenido necesario para un

profesor de mateméticas de | as etapas educativas de Primariay Secundaria.

Posteriormente, |os organizadores del curriculo se sistematizaron en distin-
tos niveles o componentes dando lugar a la conceptualizacion del andlisis didac-
tico como nivel de reflexion curricular (Rico, Lupiafiez y Molina, 2013). Dentro
del area de formacion inicial de profesores de mateméticas de secundaria, €l
andlisis didéactico se ha conceptualizado como una técnica 0 secuencia estructu-
rada para organizar y guiar € disefio de unidades didacticas en las mateméticas
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escolares, proporcionando criterios para estructurar los contenidos, la cognicion,
lainstruccion y la evaluacion de un tema especifico. En estalinea, las investiga-
ciones de Gémez (2007) y Lupiéfiez (2009) se ocuparon de evaluar € andlisis
didactico como parte de un programa de formacion de profesores de matemati-
cas de secundaria de la Universidad de Granada basado en el disefio de unidades
didécticas. En estos trabgjos, € andisis didéctico se conceptualiza como un pro-
ceso ideal para disefiar, llevar alapracticay evaluar actividades de ensefianza 'y
aprendizgje. Pero con la practica, € analisis didactico ha adquirido nuevas fun-
cionalidades, y se conciben sus potencialidades como metodologia de investiga-
cion en el campo de la Didéactica de la Matematica (Rico, Lupiafiez y Molina,
2013).

1.1.2. El andlisis didactico como metodologia de investigacion

El andlisis didactico es un procedimiento ciclico compuesto por cinco andlisis:
andlisis conceptual, andlisis del contenido matemético escolar, andlisis cogniti-
vo, andlisis de instruccion y andlisis de actuacion o evaluativo (Rico y Fernan-
dez-Cano, 2013). Esta conceptualizacién del andlisis didactico y sus componen-
tes han sido utilizados en el area de Didactica de la Matemética con diversas
funciones (Rico, 2012; Rico y Fernandez-Cano, 2013), entre las que destacan

las siguientes.

e Dentro del ambito curricular, el andlisis didactico se ha empleado como
nivel de reflexion sobre la estructura del curriculo de mateméticas, nece-
sario parasu estudio y € trabajo sobre el mismo.

* Dentro del ambito profesional, el modelo se ha utilizado como estrategia

de formacion de profesorado.

* Dentro del &mbito investigador, €l andlisis didactico se puede usar como

metodol ogia de investigacion de orientacion cuantitativa o cualitativa en
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una primera instancia, y como evaluacion de la evauacion, en una se-

gundainstancia.

En el ambito investigador donde nos situamos, “la funcion metodoldgica del
andlisis didactico en Educacion Matemética es tradicion antigua que mantiene
vigor y pujanzaalo largo de los afios’ (Rico, 2013, p. 57). Cada una de las cin-
co fases del andlisis didéctico, como procedimiento metodoldgico, se corres-
ponde con un proceso de andlisis y sintesis que identifica datos relevantes, a
partir de los cuales cierra un ciclo y da paso a la fase siguiente. Cada una de
ellas destaca unos focos del conocimiento relativo a un tema de las matematicas
escolares.

* El andlisis conceptua es una reflexion previa que permite profundi-

zar y caracterizar el concepto que se quiere investigar.

* El andlisisdel contenido matematico escolar establece y organiza los
significados de los conceptos y procedimientos de un tema de mate-
maéticas a través de la estructura conceptual, sistemas de representa

cion y contextos o modos de uso.

* El andlisis cognitivo trata de organizar “el para qué y hasta donde
aprender determinados conocimientos sobre un tépico” (Rico y Fer-
nandez-Cano, 2013, p.17) a través de expectativas de aprendizaje,
limitaciones de aprendizaje y el disefio de tareas.

* El andlisisde instruccion es relativo a como y cuando se lleva a cabo
la ensefianza. Entre los diversos aspectos que implica se encuentran
la seleccion de contenidos atratar, las tareas 0 su secuenciacion.

* El andlisis de actuacion o evaluativo valora todo el proceso anterior
con el propdsito de mejorarlo.

Las fases del andlisis didactico han sido utilizadas en una variedad de investiga-

ciones en Educacion Matematica como herramientas para analizar textos (Pica-
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do, 2012), propuestas educativas (Caraballo, 2014), disefiar de experimentos en
el aula (Vaverde, 2012) o recopilacion de informacion sobre € contenido ain-
vestigar (Rojas, 2014).

Sin embargo, no todas |as fases del andlisis didactico han recibido la misma
atencion dentro del érea de investigacion. El andlisis de contenido de las mate-
maticas escolares ha obtenido especial relevancia como herramienta metodol 6-
gicaen varios estudios para identificar la diversidad de significados del conoci-
miento de las matematicas escolares (Fernandez-Plaza, 2011; Martin-Fernandez,
2012; Ortiz, 2002; Vilchez, 2014).

En nuestro trabajo de investigacion, vamos mas all4 del estudio del cono-
cimiento de las mateméticas escolares mediante el andlisis del contenido, y pro-
fundizamos en € estudio del conocimiento didéctico de dichos contenidos a tra-
vés del resto de fases del andlisis didactico. Dado que estas fases del andlisis
didactico se han desarrollado pensando en la formacién inicial de profesores de
mateméticas de Educacién Secundaria, se nos plantea € interrogante de como
puede funcionar en el estudio del conocimiento profesional de los maestros de
primaria en formacién inicial. Asi, puesto que las fasesy el andlisis didactico no
han sido utilizados para estudiar el conocimiento de los profesores de Educacion
Primaria en su etapa inicial de formacién, en esta investigacion pretendemos
poner de manifiesto su potencialidad a utilizarlo para abordar €l conocimiento
de los estudiantes universitarios del grado de Educacion Primaria. Esta aplica-
cion del andlisis didactico requiere su concrecion sobre alguno de los contenidos
mateméticos curriculares para poder desarrollarlo y mostrar sus potencialidades.
Para ello, seleccionamos un contenido con gran tradicion dentro de lainvestiga-
cion en Educacion Matemédtica y que presenta multiples dificultades para los

maestros en formacién inicial: las fracciones.
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1.2. AREA PROBLEMATICA: EL CASO DE LAS

FRACCIONES

El maestro ocupa un papel central en el proceso de ensefianza y aprendizaje por
lo que es importante profundizar en su conocimiento profesional y en como é
lo pone en préctica (Santos y Ponte, 2002). El conocimiento de los profesores
en formacion se ha convertido en foco de investigacion en las Ultimas décadas
(Ponte y Chapman, 2008). El interés de su estudio radica, entre otros, en lain-
formacion que puede aportar para la toma de decisiones en la formacién inicial
de profesores y la posterior mejora de su préctica en el aula de matematicas.
Parte de estas investigaciones se centran en contenidos curriculares especificos,
como es € caso de las fracciones, por ser uno de los topicos que los profesores
necesitan conocer para redizar su trabgo con los escolares (D'Ambrosio y
Mendonca-Campos, 1992), y un concepto problemético para los profesores en
formacién inicial (Ball, 1990; Cramer, Postal y del Mas de 2002; Newton, 2008;
Tatto et al., 2012; Tichay Hospesova, 2013). Unas de las principales razones de
esta problemética es € significado reducido que los futuros maestros poseen de
conceptos béasicos (Ponte y Chapman, 2008), como la relacion parte-todo, con-
cepto esencial en aritmética y fundamento de las fracciones (Behr et al, 1983,
1993; Kieren, 1993; Mack, 1990; Steffey Olive, 1990, 1993; Streffland, 1991).

En & érea de la formacion inicial de profesores, gran parte de los estudios
sobre fracciones se centran en la capacidad de este colectivo para resolver di-
versas tareas 0 problemas sobre fracciones (Behr et a, 1997; Cramer y Lesh,
1998; Lacampagne et al, 1988; Newton, 2008; Tirosh, 2000) o en €& conoci-
miento didactico relativo a las operaciones con fracciones (Borko et a 1992;
Charalambous, Hill y Ball, 2011; Fuller, 1996; Klein y Tirosh, 1997; Isiksal y
Cakiroglu, 2011, Li y Kulm, 2008). Sin embargo, no hemos encontrado eviden-
cias de estudios que aborden en profundidad el aspecto conceptual, especial-
mente en lo que se refiere alarelacion parte-todo como aspecto clave y funda-
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mental del significado de las fracciones. Nuestro trabajo busca contribuir a esta
linea de interés, a profundizar en e conocimiento del contenido matematico
escolar y e conocimiento didactico de la relacion parte-todo que manifiesta un
grupo de estudiantes universitarios del grado de Educacién Primaria.

Seleccionamos €l tépico de las fracciones por ser un contenido de caracter
problematico para los maestros en formacion inicia (Ball, 1990; Gairin, 2001;
Newton, 2008; Simon, 1993). Particularmente, nos centramos en aspectos que
configuran el fendmeno relativo a la relacion parte-todo, por ser este el funda-
mento y primer acercamiento a las fracciones (Behr et al, 1983, 1993; Kieren,
1993; Mack, 1990; Steffe y Olive, 1990, 1993; Streffland, 1991), y porque, a
pesar de que los profesores manifiestan una comprension casi exclusiva de la
fraccion como relacion parte-todo (Domoney, 2001; Lo y Grant, 2012), carecen
de una comprensién clara de dicha nocién (Lacampagne, Post, Harel, y Behr,
1988; Newton, 2008).

1.2.1. Larelacién parte-todo

El desarrollo del sentido numérico se produce desde la mas temprana escolari-
dad y se cimenta sobre e conocimiento informal gue tienen los nifios acerca de
las cantidades del mundo fisico y sus relaciones. Este conocimiento se desarro-
[la en principio mediante actividades con materiales manipulativos y, con ellos,
adquieren unaforma de pensar gue Resnick (1990) denomina razonamiento pro-
tocuantitativo, dado que es un razonamiento sin numeros. Partiendo de esta idea,
se han realizado un buen nimero de investigaciones que consideran la hipotesis
de que, en la base del sentido numérico, se encuentran tres tipos de esquemas
protocuantitativos. € de aumento-disminucion, € esgquema parte-todo y €l es-
guema de comparacion (Resnick, 1990), a partir de los cuales se sugiere que se

construyen los conocimientos aritméticos de |os nifios.
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El esquema parte-todo, desde un punto de vista cognitivo, o la relacién par-
te-todo, desde un punto de vista de la fundamentacién |6gica de la matemética
gue da sustento a su tratamiento educativo, se encuentra presente en la com-
prension del nimero y las operaciones, asi como en la resolucion de problemas
aritméticos y algebraicos. Su dominio es uno de los logros que han de alcanzar
los nifios alo largo de su escolaridad, ya que una solida formacion en la misma
facilita el trabajo posterior con el valor de posicién, los conceptos numéricos y
la resolucion de problemas verbales. En la matemética escolar, encontramos la
relacion parte-todo en el estudio de las estructuras aritméticas, tanto en la es-
tructura aditiva como en la multiplicativa, con diferente significado. La relacion
parte-todo es el origen para entender dichas estructuras, ya que da lugar a accio-
nes por las cuales se presenta la estructura aditiva (agregar, reunir, segregar, se-

parar) y multiplicativa (reiterar o hacer partesiguales).

En la estructura multiplicativa, encontramos un caso especial donde larela-
cion parte-todo adquiere especia relevancia: las fracciones. Las fracciones sur-
gen en una relacién multiplicativa parte-todo como el modo de expresar larela-
cion entre una parte y € todo del que procede. De este modo, los nifios
comienzan el aprendizaje de las fracciones en términos de las partes que com-
ponen un todo. En general, las investigaciones centradas en este campo (Freu-
denthal, 1986; Kieren, 1993; Nesher, 1985; Steffe, 1999) coinciden en identifi-
car que e concepto de fraccion emerge de la aplicacion de unos esquemas 0
mecanismos intuitivos, en particular el proceso de particion en cantidades conti-
nuas o contextos discretos, y destacan la identificacion de la unidad o todo. El
concepto de totalidad como algo que se descompone, recompone y convierte ha
sido e fundamento de la relacion parte todo y un factor que da lugar y unifica
los subconstructos de los nimeros racionales (Kieren, 1976).
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CapPiTULO 1

1.3. PREGUNTAS Y OBJETIVOS DE INVESTIGACION

La revision de las investigaciones realizadas sobre el tema ha hecho ver que, si

bien se ha reflexionado bastante sobre el esquema parte-todo en relacién con €l

papel que desempefia en la resolucion de problemas aritméticos de estructura

aditiva, no se ha resaltado tanto su importancia para el pensamiento multiplica-

tivo, y menos aln se ha profundizado en esta nocion desde el punto de vista del

conocimiento del profesor. Esta constatacion nos llevo a plantearnos tres pre-

guntas en nuestro estudio centradas en e conocimiento profesional de los maes-

tros en formacién inicial sobre la relacion parte-todo. Especificamente, aborda-

mos |las siguientes preguntas.

1. ¢(Cud es d fundamento y cuaes son las posibles interpretaciones

gue sustentan la relacion parte-todo en distintas disciplinas y, parti-

cularmente, en las matemaéticas escolares?

¢Qué significados de la relacion parte-todo expresan el conocimiento
sobre fracciones de los maestros en formacién inicial y como se des-
criben en términos de la estructura conceptual, 1as representaciones y
los contextos y modos de uso de dicha relacion?

¢Qué conocimiento didéctico sobre la ensefianza de la relacion parte-
todo manifiestan los maestros en formacion cuando planifican una
propuesta sobre la ensefianza del concepto de fracciéon?

¢Qué conocimiento didéactico sobre el aprendizaje escolar manifies-
tan los maestros en formacion cuando disefian tareas, enuncian ex-
pectativas y detectan limitaciones de aprendizagje sobre el concepto
de fraccion basado en larelacién parte-todo?

Asi mismo, y en conjuncion con las preguntas anteriores, vemos la necesidad de

imbricarlas con e procedimiento metodolégico que siguen los profesores en

formacién inicial desde la perspectiva de la Didactica de la Matemética, concre-
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tado en este caso en € andlisis didéctico. Con ello, pretendemos que los resulta-
dos gue obtengamos tengan validez ecol 6gica, puesto que son obtenidos durante
el periodo de formacion inicial de los profesores y a través de la metodologia
didactica con la que se desarrolla su programa de formacion en Didactica de la
Matematica.

Las preguntas anteriores dan lugar a los objetivos generales de nuestra in-
vestigacion.

1.3.1. Objetivos Generales

De la primera pregunta planteada en el apartado anterior surge el primero de los
objetivos generales de este trabajo. Desde € punto de vista epistemoldgico, la
relacién parte-todo es una relacion fundamental en mateméticas (Castro-
Rodriguez y Castro, 2013a) y, desde €l punto de vista cognitivo, 10 es en €l pri-
mer acercamiento alas estructuras aritméticas basicas (Castro-Rodriguez y Cas-
tro, 2013b). Pese a esta importancia, como relacién basica en los fundamentos
de las matematicas y como estructura mental organizadora de conocimientos
mateméticos basicos, la relacion parte-todo no ha sido ponderada suficiente-
mente en los marcos tedricos con los que se abordan las investigaciones en Edu-
cacién Matematica. Por ello, con nuestro primer objetivo, buscamos profundizar
en larelacion parte-todo, a llevar a cabo unareflexion tedrica de estarelacion a
través del andlisis conceptual .

OGL1. Profundizar en los usos e interpretaciones de la relacion parte-todo a
través de su analisis conceptual para determinar con precision € acance del
concepto objeto de estudio.

La segunda pregunta que nos planteamos nos remite a las apropiaciones de
conceptos y nociones que han hecho suyas los estudiantes de magisterio durante

su etapa educativa y nos introduce en la parte empirica del trabagjo. Con €lla,
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buscamos obtener informacion sobre el conocimiento de los profesores en for-
macion relativa alos significados de la relacion parte-todo que podrian poner en
juego durante en una hipotética actuacion como maestros en activo. Esto nos

remite al andlisis didactico y se concreta en el siguiente objetivo.

OG2. Identificar, describir y analizar € conocimiento matematico escolar
sobre fracciones que manifiesta un grupo de estudiantes del grado de Educacion
Primaria basado en la relacion parte-todo, en términos de su estructura concep-

tual, sus sistemas de representacion y |os contextos y usos.

En la tercera pregunta, profundizamos en el conocimiento didéctico de los
maestros en formacion inicial sobre la relacion parte-todo y focalizamos nuestra

atencién en laensefianza. Este interés da lugar al tercer objetivo.

OGa3. Identificar, describir y analizar el conocimiento didactico que expre-
sa un grupo de estudiantes del grado de Educacién Primaria sobre cémo planifi-

car laensefianza de las fracciones basada en la relacion parte-todo.

En la cuarta 'y dltima pregunta, continuamos profundizando en el conoci-
miento didactico sobre la relacion parte-todo. En esta ocasion, centramos nues-
tra atencion en el aprendizaje de esta relacion que concretamos en el Gltimo ob-
j€etivo.

OG4. Identificar, describir y analizar e conocimiento didactico que mani-
fiesta un grupo de estudiantes del grado de Educacion Primaria sobre el apren-

dizaje escolar de |as fracciones basado en la relacion parte-todo.



CAPITULO 2

REVISION DE ANTECEDENTES

En la revision que realizamos sobre investigaciones elaboradas en las Ultimas
décadas, se revela que la investigacion en formacion de profesores reciente ha
dirigido su atencién hacia la cognicion del profesor. En particular, como campo
de investigacién busca describir, clasificar e interpretar el conocimiento del pro-
fesor, sus procesos cognitivos y la praxis didactica. Ponte y Chapman (2006)
clasificaron estos estudios sobre formacion de profesores en cuatro categorias:
conocimiento matemético que tienen los profesores, conocimiento gue los pro-
fesores tienen sobre la ensefianza de las mateméticas, creencias 'y concepciones
de los profesores, y conocimiento practico de los profesores. Dentro de la pri-
mera categoria, se ha realizado un gran nimero de investigaciones sobre forma-
cion de profesores, que se han centrado, directa o indirectamente, en las dificul-
tades o deficiencias que los profesores presentan en conceptos O procesos
mateméaticos que deberian conocer y dominar por ser parte de su futuro conoci-
miento profesiona (Behr, Khoury, Harel, Post, Lesh, 1997; Fuller, 1996; Tirosh,
2000; Valverde, 2012). Los temas matematicos a los que hacen referencia estos

estudios son variados y, entre los que obtienen una mayor atencion, se encuen-
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tran la geometria, la estructura aditivay multiplicativa, las fracciones y la reso-
lucion de problemas.

Dado que nuestro interés estd en la relacion parte-todo multiplicativa como
nocion central del concepto de fraccion, en este capitul o realizamos una sintesis
de investigaciones previas relacionadas con las fracciones —realizadas en con-
textos de formacion de profesores (apartados 1y 2)— y resumimos |os proyec-
tos de investigacion y trabajos méas rel evantes sobre la ensefianza y aprendizaje
de las fracciones y niUmeros racionales (apartado 3).

Dado que la literatura sobre este tema es muy extensa, realizamos la revi-
sién bibliografica en dos etapas. Primero, efectuamos una consulta en las bases
de datos ERIC y MATHDI (ZDM) utilizando como descriptores combinaciones
de los términos: fraccion, nUmero racional, significados, relacion parte-todo,
formacién de profesores y conocimiento profesional. Realizamos la segunda
etapa de la revision bibliografica a partir de principales revistas de educacion
matemética internacionales: Journa for Research in Mathematics Education
(desde 1984), Recherches en Didactiques des Mathématiques (desde 1990),
Educational Studies in Mathematics (desde 1988), Arithmetic Teacher (desde
1986), Mathematics Teacher (desde 1986), Teaching Children Mathematics
(completa) y Mathematics Teaching in the Middle School. También revisamos
las revistas espaiiolas Epsilon, Suma, Uno y Ensefianza de las Ciencias para €l
periodo comprendido desde €l inicio de su publicacion hasta 2014. Ademés,
realizamos una busqueda completa dentro de las actas del congreso PME (Con-
ference of the International Group for the Psychology of Mathematics Educa-
tion). Dada |la especificidad de este estudio, entre todos los trabajos identifica-
dos con esos descriptores, seleccionamos aquellas investigaciones mas
significativas para nuestros objetivos.

Estas investigaciones permitieron marcar |as cuestiones centrales que carac-
terizaron el estado de la cuestion en la que se situ6 nuestra investigacion. Nues-
tro interés por estudiar el conocimiento de los maestros en formacién sobre la

relacion parte-todo implicé que nuestro estudio se enmarcara simultdneamente
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en dos lineas de investigacion: la linea de Pensamiento Numérico y Algebraico

y lalinea de Formacién de Profesores.

Con base en las consideraciones expuestas, estructuramos el capitulo en

cuatro secciones.

La primera de ellas recoge aquellas investigaciones centradas en el conoci-
miento escolar sobre fracciones de los magestros en formacion. Esta revision la

estructuramos en cuatro apartados:

1. Investigaciones sobre e conocimiento de la estructura conceptual de las

fracciones.

2. Investigaciones sobre e conocimiento de las representaciones de las frac-

ciones.

3. Investigaciones sobre el conocimiento de los contextos y modos de uso de

las fracciones.

4. Sintesis de la revision sobre las investigaciones relativas al conocimiento

de las fracciones.

La segunda seccién corresponde a una revision de investigaciones centradas en
el conocimiento didactico de las fracciones de los maestros en formacion, junto

con unasintesis de tal revision.

En la tercera seccién presentamos algunos de 10s proyectos e investigacio-
nes relevantes en el area de la ensefianza y aprendizgje de las fracciones y una

sintesis de los resultados y aportes de tales trabgjos.

Por Ultimo, en la cuarta seccion exponemos las conclusiones de la revision

de antecedentes redizada.
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2.1. INVESTIGACIONES CENTRADAS EN EL

CONOCIMIENTO ESCOLAR SOBRE FRACCIONES

L os estudios més frecuentes sobre e conocimiento del profesor de matematicas
se centran en el conocimiento matematico escolar. Especialmente, € estudio del
conocimiento de los profesores en formacion sobre las fracciones ha sido un
tema que ha recibido atencion en las investigaciones de educacion matemética
en las Ultimas décadas (Valverde, 2013). A pesar de que estos estudios han pro-
porcionado una mejor comprension del conocimiento profesional sobre fraccio-
nes, es necesario seguir profundizando, ya que proporcionan informacion Util
para los programas de formacion de profesores (Osanay Royea, 2011; Park et
al., 2013).

Dado que abordamos parte de este estudio a partir de las dimensiones del
andlisis del contenido de las mateméticas escolares (estructura conceptual, re-
presentacionesy contextos y modos de uso), en esta seccion, revisaremos lalite-
ratura con base en dichas componentes. Esta primera revision de la literatura se
basa en los estudios existentes del conocimiento sobre fracciones realizados
principalmente con maestros en formacion y que se centraron en algunas de las
tres componentes del triangulo semantico (Lo y Grant, 2012; Pintoy Tall, 1996;
Tichay Hospesova, 2013; Toluk-Ucar, 2008; Wright, 2008).

2.1.1. Investigaciones sobre el conocimiento de la estructura

conceptual delasfracciones

El estudio del conocimiento relativo al concepto de fraccion y su estructura ma-
temética, tanto de profesores en formacion como en activo, ha sido un tema re-
currente de investigacion que no ha perdido interés con el paso del tiempo (Loy
Grant, 2012; Lubinski, Fox y Thomason, 1998; Park, Gugcler y McCrory, 2013;
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Pinto y Tall, 1996). Dado que los focos de investigacion son variados, resefia
remos algunos de | os resultados mas importantes.

Uno de los temas relativos a la estructura conceptual es la definicién del
concepto de fraccion. Domoney (2001) mostré que los maestros en formacion
inicial que participaron en su estudio definieron este concepto a través de una
imagen visual de la relacion parte-todo y no consideraron la fraccion como un
nimero en si mismo. Sin embargo, otros estudios muestran que cuando €l con-
cepto a definir fue & de nimero racional, |0s sujetos lo conceptualizaron como
el cociente de dos nimeros enteros, donde | as fracciones representan el “mundo
real” delos nimerosracionales (Pintoy Tall, 1996).

Otras investigaciones indagaron, a través de diversos items y tareas, sobre
el conocimiento de los futuros maestros en diversos aspectos conceptuales y
procedimentales de las fracciones, entre |os que se encontraron elementos clave
de su estructura matemética como la unidad, la relacion parte-todo o las opera-
ciones (Cramer y Lesh, 1988; Lo y Grant, 2012; Newton, 2008).

El trabgjo realizado por Lo y Grant (2012) se centré en la compresion de
los maestros en formacién inicial sobre componentes clave de las fracciones
como € todo, la parte, las operaciones y la resolucién de problemas. Los sujetos
fueron agrupados segun sus calificaciones en asignaturas del area de matemati-
cas denominados como grupo bao, medio y alto. Los resultados del grupo bago
mostraron una conceptualizacion extremadamente limitada del concepto de
fraccion, a considerar a/lb como “a partes de b partes’. Estos estudiantes fueron
capaces de resolver tareas sencillas sobre iterar fracciones unitarias, pero no pu-
dieron resolver tareas que requiriesen particiones de la unidad. El grupo medio
conceptuaizo alb como “a partes de 1/b, donde 1/b se obtuvo a dividir el todo
en b partes iguales’. Ademés, estos maestros en formacion fueron capaces de
usar € proceso de particion para crear una nueva unidad e iterar fracciones uni-
tarias y no unitarias de forma numérica y geométrica. Finalmente, respecto al

grupo alto, los autores sdlo destacan que no todos los sujetos del grupo alto tu-
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vieron una solida comprensiéon del concepto de fraccion. Algunos de ellos se

basaron en el método de ensayo y error pararesolver |as tareas.

Cramer y Lesh (1988) evaluaron el conocimiento sobre fracciones de futu-
ros maestros de educacion primaria a través de 45 items, algunos de ellos sobre
el concepto de unidad o de relacion parte-todo. En general, |os estudiantes obtu-
vieron menos éxito del esperado por los investigadores. Establecieron que un
20% de los sujetos no mostraron conocimiento matemético suficiente para en-

sefiar fracciones.

El trabgjo de Newton (2008) traté parcialmente el conocimiento de la es-
tructura conceptual de las fracciones. Este estudio evalud el conocimiento sobre
las cuatro operaciones con fracciones de un grupo de 99 estudiantes universita-
rios de Educacién Primaria al comienzo y al finalizar €l curso académico. Para
proporcionar una comprension mas completa de este conocimiento, examinaron
también conceptos elementales como la relacion parte-todo. En los resultados,
destacaron errores en que los sujetos incurrieron a iniciar y a finalizar del cur-
so académico. Mientras que, al comienzo del curso, sus errores consistieron en
concepciones errdneas sobre la unidad o sobre la relacion parte-todo, al finali-
zarlo, mostraron errores de habilidad en el calculo de operaciones, la busqueda

de fracciones equivalentes y la expresion de un nimero mixto.

Los resultados anteriores fueron similares cuando los participantes eran
profesores de primaria en gercicio. El estudio realizado por Lacampagne, Post,
Harel y Behr (1988) mostrd que los maestros carecian de una comprension clara
de los conceptos de parte-todo y particién. Concretamente, dado un modelo de
una relacion parte-todo, tuvieron dificultad para representar la unidad. Fueron
capaces de generar un modelo de érea, pero tuvieron problemas en identificar
fracciones en conjuntos de objetos discretos. En este sentido, encontraron que
los errores de los maestros sobre las fracciones fueron similares a los de los ni-
fios de primaria (Post, Harel, Behr y Lesh, 1988).
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2.1.2. Investigaciones sobre e conocimiento de las

representaciones de las fracciones

Diversas investigaciones proporcionan evidencias sobre como €l uso en la ense-
flanza de las representaciones puede facilitar € aprendizaje y la construccion de
significado de los conceptos mateméticos (Kurt y Cakiroglu, 2009; Llinares,
Sanchez y Garcia, 1994). Este interés ha producido multitud de estudios asocia-
dos a las representaciones de las fracciones (Dreher, Kuntze, Winkel, 2014, Pit-
ta, Gray y Christou, 2004), entre los que encontramos investigaciones centradas
en e conocimiento del contenido de los maestros en formacién sobre las frac-
ciones (Cluff, 2005; Gairin, 1998; Khoury y Zazkis, 1994; Llinares, Sanchez y
Garcia, 1994; Toluk-Ucar, 2008; Wright, 2008). Algunos de sus resultados
muestran gue los futuros maestros representan las fracciones a través de un tro-
zo de tarta, decimales, porcentges y cagjas divididas en partes iguales y colorea
das (Cluff, 2005). A través de un estudio de casos, Wright (2008) analiz6 las
representaciones que produjeron ocho maestros en formacién cuando elaboraron
mapas conceptuales sobre e concepto de fraccion. En estos mapas conceptuales,
tres de los participantes no realizaron ninguna representacion, dos de |os sujetos
incluyeron representaciones simbolicas y tres utilizaron representaciones grafi-
cas. Las representaciones gréficas incluidas fueron modelos de &rea en los tres
casos y modelos de conjunto en dos de los casos.

Algunos de los estudios sobre representaciones con fracciones van mas all4
del concepto de fraccion y se centran en como |os maestros representan las ope-
raciones con fracciones (Toluk-Ucar, 2008; Borko et a., 1992). Tales estudios
muestran que los futuros maestros son capaces de proporcionar representaciones
gréficas para la multiplicacion de fracciones, pero tienen dificultades en desa-
rrollar representaciones para su division (Borko et al, 1992). Ademas, en estas
representaciones usan exclusivamente modelos de area, y solo ocasionalmente
utilizan otros modelos (Toluk-Ucar, 2008).
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El estudio de Gairin (1998) se centré en dos sistemas de representacion de
los nimeros racionales positivos, e fraccionario y e decimal. El redizo y eva
lué una propuesta didéactica que pretendié (a) incrementar la comprension de los
futuros maestros sobre los nimeros racionales positivos mediante el fortaleci-
miento de las conexiones entre ambos tipos de representaciones, y (b) potenciar
la reflexion, desde su posicion de aprendices, sobre un proceso de ensefianza-
aprendizaje cuyas herramientas conceptuales son las de la comprension, modelo
y sistema de representacion. El autor concluyd que, cuanto mayor fue la com-
prension de los modelos presentados en su propuesta didactica por parte de los
futuros maestros, més eficaces se mostraron en la deteccion y diagnostico de los
errores de los escolares y en la produccién de razonamientos sustentados en €l
mundo real. Los estudiantes para maestro que mostraron una débil comprensién
del modelo llegaron a aceptar como correctas respuestas erroneas de |0s escola-
resy usaron un lenguaje mayormente simbadlico en las explicaciones que ofre-

cieron alos escolares.

Llinares, Sanchez y Garcia (1994) analizaron las relaciones existentes entre
el tipo de tarea presentada, € modo de representacion gréfica empleado y la
magnitud de la fraccion a través de un cuestionario de eleccion multiple plan-
teado a maestros en formacion inicial. En agunas de las tareas plantearon re-
construir €l todo a partir de una parte (a través de una representacion grafica de
area 0 una representacion discreta), presentaron el todo y pidieron identificar
una fraccién. En sus resultados, destacaron la poca influencia que, sobre el por-
centgje de éxito, tuvo € modo de representacion grafica utilizado, frente a las
otras dos variables consideradas: tipo de tarea y magnitud de la fraccion. Los
items con menor porcentaje de éxito fueron aguellos gue incluyeron fracciones
mayores que la unidad. Los autores concluyeron que la utilizacién de la repre-
sentacion grafica en los items solo influyd en fracciones menores que uno.
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2.1.3. Investigaciones sobre e conocimiento de los contextos y

modos de uso de las fracciones

El tema de los distintos modos de uso e interpretaciones de las fracciones ha
recibido atencion por los investigadores y educadores en las Ultimas décadas
(Behr et al., 1983; Carpenter, Fennemay Romberg, 1993; Figueras, 1988; Freu-
denthal, 1983; Kieren, 1976; Ohlsson, 1988; Streefland, 1978; Vergnaud, 1983).

En relacién con los maestros en formacion inicial, los estudios muestran
gue los estudiantes para maestro asignan a la fraccion un sentido casi exclusivo
como relacion parte-todo. Ademas, este sentido se asocia con un modelo fisico
(Gairin, 1998; Wright, 2008).

Gairin (2003) se centr6 en € topico de fracciones para desarrollar y eva
luar una experiencia de aula que completé con un estudio de casos exploratorio
mediante |a técnica de entrevistas. Una de las preguntas realizadas a |os futuros
maestros fue “Escribe todo lo que entiendes cuando ves e simbolo 5/7”. Como
resultado, €l 59% de los estudiantes hicieron una lectura de los simbolos (frac-
cion, nimero racional, o cinco séptimos), mientras que € 32% de €llos respon-
dié como relacion parte-todo (parte tomada de una tarta, de una barra de hela-
do, ...) y e 9% de las respuestas fueron erroneas. Ninguna de las respuestas
menciond los significados de medida, operador o razon.

Estos resultados son similares a los obtenidos por Wright (2008), quien
concluyo que la relacion parte-todo fue la interpretacién més comuin manifesta-
da por los maestros en formacion inicial. Los participantes estaban menos fami-
liarizados con otras interpretaciones de las fracciones, como la de operador, co-
ciente o razdn, siendo esta Ultima la que les presenté mayor dificultad cuando se
les pidié que describiesen las concepciones erréneas de escolares y que realiza-
Sen representaci ones.

En cuanto a las conexiones entre las fracciones y el mundo real, la mayoria

de los maestros en formacion utilizaron situaciones estereotipadas y una varie-
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dad limitada de interpretaciones cuando se les planted inventar problemas sobre
fracciones (Tichay Hospesovd, 2013). Aunque se usen nimeros simples, la ma-
yoria de los sujetos falaron a inventar problemas que modelaran operaciones
con fracciones, mostrando sus carencias en la comprension de dichas operacio-
nes (Osanay Royea, 2011; Philippou y Christou, 1994).

2.1.4. Sintesis de la revision sobre las investigaciones relativas al

conocimiento escolar delasfracciones

En este apartado, presentamos los principales hallazgos sobre el conocimiento
de profesores en formacion presentes en las investigaciones anteriores. Paraello,
en primer lugar, organizamos en latabla 2.1 los estudios revisados, segun €l afio,
el tema tratado y el nivel de formacion. Posteriormente, resumimos algunos de

sus resultados.

Tabla2.1. Estudios relativos a conocimiento escolar de |os profesores sobre fraccio-

nes
Afio  Autores Tema Nivel
1988 Lacampagne, Post, Resolucion de tareas sobre aspectos PE
Harel y Behr conceptuales y procedimentales de los
ndmeros racionales
1988 Post, Harel, Behr, y Resolucion de tareas sobre aspectos PE
Lesh conceptuales y procedimentales de los
ndmeros racionales
1988 Cramery Lesh Resolucion de tareas sobre fracciones PFI
1994  Khoury y Zazkis Conversion de fracciones adiferentesbases PFI
1994  Llinares, Sanchezy Resolucion de items de fracciones que PFI
Garcia involucran varias representaciones graficas
y magnitudes.
1995  Philippouy Christou Habilidades para conectar situaciones de la PFI
vidareal con representaciones simbdlicas de
las fracciones
1996  Fuller Conocimiento y creencias sobre ensefianza PE

de operaciones con nlmeros enteros,
operaciones con fracciones y geometria



1996
1997

1999
2000
2001

2005

2008

2008

2008
2011

2012
2013
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Pintoy Tall

Behr, Khoury, Hardl,
Post y Lesh

Gairin
Tirosh
Domoney
Cluff
Newton

Toluk-Ucar

Wright

Osanay Royea

Loy Grant

Tichay Hospesova

Definiciéon de nimero racional eirracional

Resolucioén de tareas de fraccion como
operador

Representaciones fraccionariay decimal
Division de fracciones

Concepto de fraccion y representacion
mental

Representaciones de la multiplicaciéon y
division de fracciones

item sobre fracciones y operaciones con
fracciones

Invencién de problemasy representaciones
sobre operaciones con fracciones

Mapas conceptual es de fraccién

Invencién de problemas de operaciones con
fracciones

Resolucién de tareas sobre fracciones

Invencién problemas fracciones

PFI
PFI

PFI
PFI
PFI

PFI

PFI

PFI

PFI
PFI

PFI
PF

Nota: PFI= profesores en formacién inicial; PE=profesores en gjercicio
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Como se observa en la tabla, el estudio del conocimiento de los profesores en

formacién y en gercicio en relacion con las fracciones ha sido un tema recu-

rrente desde finales de los 80 hasta la actualidad. L os primeros estudios trataron

la habilidad de este colectivo para resolver tareas o problemas sobre diversos

temas. operaciones con fracciones, equivalencia de fracciones, paso de fraccion

a decimal, etc. A mediados de los noventa, cambiod esta tendencia: los estudios

se volvieron mas especificos, y se centraron y profundizaron en aspectos con-

cretos de las fracciones o nimeros racionales.

Como sintesis de |os resultados de estos estudios, encontramos que |os pro-

fesores en formacion:

* Manifestaron una limitada comprensién conceptual de las fracciones

(Osanay Royea, 2011).
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Mostraron un significado casi exclusivo de la fraccién como relacién
parte-todo (Domoney, 2001; Lo y Grant, 2012). Ademas, este signi-
ficado se asocié aun modelo fisico (Gairin, 1999; Wright, 2008). No
obstante, los estudios demostraron que los sujetos carecen de una
comprension clara de los conceptos de relacion parte-todo y parti-
cion (Lacampagne, Post, Harel, y Behr, 1988; Newton, 2008).

Su conocimiento sobre los nimeros racionales tendié a estar limita-
dos al uso dereglas (Cramer y Lesh, 1988; Li y Kulm, 2008; Newton,
2008).

Presentaron mayores dificultades en las tareas con fracciones mayo-
res que la unidad (Llinares, Sanchez y Garcia, 1994), en tareas que
exigieron la identificacion de la unidad; y en identificar fracciones
en conjuntos de objetos discretos (Post, Harel, Behr, y Lesh, 1988).

Las dificultades procedimentales se observaron para las cuatro ope-
raciones con fracciones (Newton, 2008; Tirosh, 2000) y, por lo gene-
ral, no fueron capaces de justificar adecuadamente los pasos de sus
algoritmos (Tirosh, Fischbein, Graeber, y Wilson, 1998).

Con respecto alaresolucién de problemas, repitieron procedimientos
gue ya conocian para aplicarlos en la resolucién de nuevos proble-
mas de fracciones, pero también buscaron aprender procedimientos
gue podrian aplicarse repetidamente de un problema a otro (Osana 'y
Royea, 2011).

Representaron las fracciones con modelos de &rea casi exclusiva
mente, y solo ocasionalmente utilizaron otros model os (Cluff, 2005;
Toluk-Ucar, 2008; Wright, 2008). Fueron capaces de proporcionar
representaciones gréficas para la multiplicacion de fracciones, pero
tuvieron dificultades en desarrollar representaciones para la division
de fracciones (Borko et al, 1992).
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2.2. INVESTIGACIONES CENTRADAS EN EL
CONOCIMIENTO DIDACTICO DE LAS FRACCIONES DE

LOS MAESTROS EN FORMACION

El conocimiento didactico del contenido, como parte del conocimiento profe-
siona de los maestros en formacion, ha sido estudiado para contenidos curricu-
lares especificos. Sobre este tema, las investigaciones se han focalizado en el
conocimiento didactico de las fracciones (D’ Ambrosio y Mendoca, 1992; Fuller,
1996), en las operaciones con fracciones (Borko et a, 1992; Charalambous, Hill
y Ball, 2011; Isiksal y Cakiroglu, 2011; Klein'y Tirosh, 1997; Li y Kulm, 2008)
y en la equivalencia de fracciones (Chick, 2003; Marks, 1990). Todos €ellos re-
saltan las carencias relativas a conocimiento sobre fracciones de los maestros
en formacion y, por consiguiente, sus implicaciones para su ensefianza. A conti-
nuacién, recogemos una sintesis de las aportaciones y cuestiones mas destaca-
das de algunos de estos estudios que consideramos referentes de nuestra inves-
tigacion y que han tenido amplia difusion en revistas y otras publicaciones de

impacto.

D’ Ambrosio y Mendonca (1992) centraron su investigacion en las concep-
ciones de cinco profesores en formacion sobre la ensefianzay aprendizaje de las
fracciones. El estudié llevo a los participantes a cuestionar practicas de clase 'y
secuencias de instruccién tipicas como las que se presentan en los libros de tex-
to. Los autores concluyeron que los cambios en las concepciones fueron difici-
les de observar y analizar. A pesar de ello, algunas de las concepciones que sur-
gieron a comienzo del estudio y que se modificaron fueron que e modelo de
area es eficaz para introducir las fracciones y la no necesidad de especificar a
los escolares laigualdad del tamafio de las partes en la relacion parte-todo.

Con respecto a la equivalencia de fracciones, Chick (2003) pidio a profeso-

res en formacion de primariay secundaria que realizaran por escrito una expli-
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cacioén sobre la equivalencia entre 3/8 y 37,5%. Los resultados mostraron que €l
grupo de maestros de primaria en formacion presentd una mayor gama de mo-
delos graficos mientras que, e grupo de secundaria, méas estrategias compu-
tacionales como realizar las divisiones 3:8 y 37,5:100.

El estudio de Marks (1990) también se centré en la equivalencia de fraccio-
nes, a analizar las creencias de profesores en gjercicio sobre este tema. Algunas
de las cuestiones planteadas a |os participantes fueron relativas a los errores de
los escolares 0 a los aspectos més féciles y dificiles del tema. Los sujetos con-
sideraron que representar fracciones equivalentes en éreas o conjuntos es facil
para los escolares, y que algunos de los errores consistieron en confundir 100%
con 100 y que multiplicar por cero numerador y denominador proporciona una
fraccion equivalente.

Entre los estudios sobre el conocimiento didéctico relativo a las fracciones,
encontramos que uno de los temas que més atencidn recibié fueron las opera-
ciones con fracciones, en especial la multiplicaciéon y divisién (Charalambous,
Hill y Ball, 2011; Isiksal y Cakiroglu, 2011; Klein y Tirosh, 1997; Li y Kulm,
2008).

Klein y Tirosh (1997) evaluaron & conocimiento didactico sobre la multi-
plicacion y division de fracciones de dos colectivos. profesores en formacion y
en gercicio. Para ello plantearon una serie de problemas con € fin de que los
sujetos propusieran posibles errores de escolares y argumentaran sus causas.
Los errores méas comunes fueron intercambiar una operacion por otray cambiar
el papel del dividendo por €l del divisor. A pesar de que los profesores en gjer-
cicio estaban mas familiarizados con los errores de los escolares que |os profe-
sores en formacién, ambos grupos encontraron dificultades a proponer sus po-
sibles causas, que se englobaron en conocimiento intuitivo (la multiplicacion
aumentay ladivision disminuye), errores algoritmicos, la naturaleza de las frac-
cionesy razones externas (falta de comprension lectora).

Isiksal y Cakiroglu (2011) exploraron las concepciones y conceptos erré-

neos de los profesores en formacion sobre la multiplicacion de fracciones en
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relacion con los escolares. Los sujetos mostraron muchas de las dificultades que
presentan usualmente los estudiantes de primaria, derivadas de la falta de cono-
cimiento formal y la memorizacion de los agoritmos sin sentido. Ademés, 1os
participantes sugirieron una diversidad de estrategias que podrian utilizarse para
superar conceptos erroneos o dificultades de los escolares. Estas estrategias se
agruparon en tres categorias: estrategias basadas en métodos de ensefianza, las
estrategias basadas en &l conocimiento formal de las fracciones y estrategias ba-

sadas en constructos cognitivos.

Lainvestigacion de Li y Kulm (2008) se centré en la division de fracciones
Y propuso a un grupo de profesores de secundaria en formacion un enunciado de
un problemay algunas tareas como (a) escribir una expresion que resolviera el
problema, (b) escribir posibles errores de los escolares a resolver problemas, ()
describir las posibles fuentes de los errores, y (d) sugerir explicaciones para los
siguientes resultados a los escolares 2/3:2 =1/3 y 2/3:1/6=4. En la tarea (b), la
mayoria de los sujetos respondié con errores en la realizacion del algoritmo.
Aproximadamente el 26% de |os participantes utilizaron representaciones gréfi-
cas (como rectangulos y circulos) para €l apartado (d), y € 22% uso €l argu-
mento “doy la vuelta a los nimeros y los multiplico”. No obstante, ninguno de
estos profesores en formacion tratd de explicar por qué se puede dar la vueltay

multiplicar.

Charalambous, Hill y Ball (2011) se centraron en los cambios producidos
en las explicaciones sobre la division de fracciones de un grupo de maestros en
formacion antes y después de un curso de mateméticas. El estudio puso de ma-
nifiesto las limitaciones de las explicaciones de los sujetos a su entrada en €l
curso y cOmo mejoraron tras su realizacion. Unas de las mejoras que destacaron
en el estudio fue que, en un primer momento, |os participantes ofrecieron repre-
sentaciones sblo para ilustrar la tarea una vez que ésta estaba finalizada. A 1o
largo del curso, se dieron cuenta del apoyo que podia suponer el uso de multi-

ples representaciones para razonar latareay resolverla.
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Fuller (1996) caracteriz6 y compard e conocimiento pedagdgico del conte-
nido de maestros noveles y maestros con experiencia en tres contenidos mate-
maticos. operaciones con nUmeros enteros, suma de fracciones y geometria. Las
preguntas se centraron en las decisiones relativas a la instruccion en cuanto a
situaciones especificas del aula, con € fin de extraer informacion sobre sus co-
nocimientos y creencias. Los resultados referentes al tema de fracciones indica-
ron que los profesores principiantes y los profesores experimentados presentan

un conocimiento basado fundamental mente en los algoritmos de |as fracciones.

2.2.1. Sintesis de la revision sobre las investigaciones relativas al

conocimiento didactico de las fracciones

Al igual que en € caso de lasinvestigaciones relativas a conocimiento matemé-
tico escolar, sintetizamos los resultados sobre € conocimiento didéctico de las
fracciones presentes en los estudios revisados y descritos en el apartado anterior.
Organizamos en latabla 2.2 estos estudios segun € afio, € tematratado y € ni-
vel de formacion y resumimos algunos de los resultados encontrados.

Tabla 2.2. Estudios relativos al conocimiento didactico de |las fracciones

Afio Autores Tema Nivel*
1990 Marks Equivalencia de fracciones PE
1992 Borko et al. Divisién de fracciones PFI
1992 D’'Ambrosioy Fracciones PF
Mendonca
1996 Fuller Suma de fracciones PE
1997 Kleiny Tirosh Problemas de multiplicacién y divissonde  PFl y
fracciones PE
2003 Chick Equivalencia de fracciones PFI
2008 LiyKulm Divisién de fracciones PFI
2011 Cglalwral ambous, Hill y Divisién de fracciones PFI
B

2011 Isiksal y Cakiroglu Ensefianza multiplicacion de fracciones PFI
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Tabla 2.2. Estudios relativos al conocimiento didactico de |as fracciones

Afio Autores Tema Nivel*

* PFl= profesores en formacion inicial; PE=profesores en gjercicio

L os estudios sobre el conocimiento didactico relativo a las fracciones comenza-
ron a desarrollarse en los noventa y contintan en la actualidad (tabla 2), aunque

en menor nimero que los estudios sobre el conocimiento del contenido (tabla 1).

De la lectura de los estudios descritos en el apartado anterior y esquemati-
zados en la tabla 2, destacamos a continuacién |os principales resultados sobre
el conocimiento didéactico de los profesores en formacion.

* Respecto a la ensefianza de las fracciones, este colectivo consideré que
el modelo de area es eficaz y que no es necesario especificar laigualdad
del tamafio de las partes en la relacion parte-todo (D’ Ambrosio y Men-
donca, 1992).

* Los sujetos no ofrecieron explicaciones satisfactorias para justificar co-
mo se resuelve un problema o una tarea sobre fracciones a los escolares
(Borko et al., 1992; Chick, 2003; Li y Kulm, 2008) y, en dichas expli-
caciones, ilustraron € enunciado una vez que la tarea estuvo resuelta
(Charalambous, Hill y Ball, 2011).

* Los sujetos no fueron capaces de explicar las posibles causas de los erro-
res sobre fracciones en que incurrieron los escolares (Klein y Tirosh,
1997; Li y Kulm, 2008).

* Los sujetos no mostraron suficiente conocimiento del contenido para en-
sefiar fracciones (Cramer y Lesh, 1988) ya que manifestaron muchas de
las dificultades que presentan |os propios estudiantes de primaria (Isiksal
y Cakiroglu, 2011)
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2.3. PROYECTOS E INVESTIGACIONES RELEVANTES EN EL
AREA DE LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LAS

FRACCIONES

Las fracciones y los nimeros racionaes se encuentran entre los conceptos mas
complejos que se abordan en los primeros afos escolares. Desde las primeras
nociones (mitad, tercio y cuarto) hasta el conjunto Q de los nimeros racionales,
hay una gran cantidad de conceptos y estructuras que los escolares deben cons-
truir de forma gradual (Kieren, 1980; Llinares, 2003; Llinares y Sanchez, 1997,
Rojas, 2014). Esta problemética ha hecho que gran nimero de investigadores
hayan centrado su atencion en el ambito de la ensefianza y aprendizaje a un ni-
vel inicia de los nimeros racionales y las fracciones (Pitkethly y Hunting,
1996). En este apartado, presentamos algunas de las investigaciones y proyectos

gue mas repercusion han tenido dentro del érea.

Uno de los proyectos de investigacion que mas aportes ha realizado a este
campo es “The rational number Project”. El desarrollo de este proyecto esta a
cargo € equipo formado por Merlyn J. Behr, Kathleen Cramer, Guershon Harel,
Richard Lesh y Thomas Post. Entre sus publicaciones, se encuentran una colec-
cion de libros, comunicaciones en congresos y articulos, realizados desde 1979
hasta la actualidad y centrados en el aprendizaje de los estudiantes y la mejora
docente de los nimeros racionales. Sus autores abogan por la ensefianza de las
fracciones mediante un modelo que enfatiza las multiples representaciones y las
conexiones entre ellas, y se basan en los trabgjos de Jerome Bruner y Zoltan
Dienes. Algunos de sus trabgos y resultados han sido destacados en los ante-
riores apartados (Behr et al, 1997; Cramer y Lesh, 1988; Lacampagne €t al,
1988; Post, Harel, Behr, y Lesh, 1988).

Otro proyecto de investigacion, iniciado en 1990, que ha producido gran

cantidad de investigaciones en el campo de los nimeros racionales es €l lidera-
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do por Steffe y Olive (1990, 1993). Este proyecto se centré en la construccion
del concepto de fraccion y tuvo como objetivo identificar como los nifios modi-
fican sus esquemas de conteo de los nimeros enteros para generar nuevos es-
guemas sobre fracciones. Con ayuda de recursos informéticos, los escolares
modelaron y resolvieron problemas que involucraban unidades discretas, canti-
dades lineales y regiones rectangulares las cuales podian ser divididas de varias
maneras. De |os resultados, se obtuvieron dos esquemas: un esquemaiterativo y
un esquema de medida. El primer caso surgi6 del esqguema de conteo ya existen-
te, de manera que se constituyé como fraccion unitaria una parte de una unidad
continua pero dividida en partes iguales. De esta forma, 10s nifios establecieron
Su propio esquema iterando fracciones unitarias. El segundo caso, el esquemade
medida, surgio de la unificacion del razonamiento cuantitativo. El esquema de
secuencia numérica fue modificado para formar una secuencia de nimeros co-
nectados, que sirvio de fundamento para este esquema. Ademas, estos autores,
en lugar de considerar que € conocimiento de los nimeros enteros interfiere en
el aprendizaje de las fracciones, mostraron cdmo estos conceptos y operaciones
pueden usarse para la construccion del conocimiento sobre las fracciones.

Ademas de proyectos de investigacion, varios experimentos de ensefianza
en los que se inician a escolares de primaria en las fracciones han sido desarro-
Ilados por especialistas en educacion matemética. Entre ellos, destacan |os desa-
rrollados por Ball (1993), Kieren, Mason y Pirie (1992) y Streffland (1991).

El experimento de Ball (1993) se centrd en el desarrollo de conceptos ini-
cidles de las fracciones para responder a la cuestion ¢gqué representaciones y
contextos ayudan a construir eficazmente una comprension de las fracciones?
Ball usd & contexto de reparto de galletas para aumentar la comprension de sus
estudiantes en el temay ampliar las conexiones entre conceptos. Las galletas
circulares demostraron ser demasiado dificiles para ser repartidas cuando €l
nimero de galletas que se reparte no puede ser dividido entre el nimero de per-
sonas de forma entera. Sin embargo, las galletas rectangulares generaron opor-

tunidades de descubrimiento de patrones y conjeturas. La investigacién mostro
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gue arededor de la mitad de los participantes tuvo errores significativos, como
[lamar a cualquier parte de un todo “un medio” o aplicar estrategias de los nu-
meros enteros a las fracciones. Ademés, |0s nifios presentaron un conocimiento

principalmente visual de las fracciones.

Kieren, Mason y Pirie (1992) llevaron a cabo un experimento en el que in-
trodujeron alos nifios en la papiroflexia para desarrollar ideas como las de divi-
sion o particion. Sus resultados se centraron en las habilidades adquiridas, como
el uso de un nuevo lenguaje 0 nuevos razonamientos como los de parte-todo y
correspondencia. La mayoria de los nifios captaron €l caracter multiplicativo del
tamafio de las partes y la relacion entre e nimero de pliegues y € nimero de
partes obtenidas. De la investigacion, se concluyd que el énfasis en la unidad y
€l proceso de particién son centrales para € desarrollo del concepto de fraccion
(Kieren, 1993).

El objetivo del experimento de ensefianza de Streefland (1991, 1993) fue
desarrollar un programa sobre fracciones en Educacion Primariay producir una
teoria de ensefianza y aprendizaje de las fracciones que sirviera como gemplo
de teoria redlista en Educacién Matematica. En su trabgjo, Streffland (1991)
identifico patrones de aprendizaje sobre los conceptos basicos de los nimeros
racionalesy proporcion6 numerosos €jempl os de ensefianza para la construccion
intuitiva del concepto de fraccion basados en € principio de que la realidad de-
be servir como un recurso para las matematicas. En particular, €l experimento
present6 actividades de particion y reparto, centradas en “la familia fracturada”.
La familia comia diariamente en un restaurante donde tortillas, tartas, pizzas,
café o limonada eran divididas, cocinadas y repartidas. Los dilemas que se les
planteaban a la familia fueron resueltos de manera constructivista, haciendo
hincapié en las conexiones y relaciones entre conceptos. Ademas, Streffland
(1991) identifico un tipo de errores que denomind “IN-distractors’, asociados a
conocimiento de los nifios sobre los nimeros enteros. Estos errores no se hicie-

ron tan evidentes cuando las actividades incluyeron contextos concretos 'y fami-
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liares. Sin embargo, a pesar de los constantes esfuerzos por superarlos, estos
errores constituyeron un fendmeno persistente e inevitable.

Otrainvestigacion relevante en el campo de la ensefianzainicial de las frac-
ciones fue desarrollada por Mack (1990, 1993). La autora estudié € conoci-
miento informal de nifios de tercero, cuarto y sexto de primaria durante un pro-
ceso de ensefianza inicial de las fracciones. Mack (1990) definié el

conocimiento informal como

el conocimiento aplicado a la vida real construido por un individuo,
gue puede ser correcto o incorrecto y puede ser elaborado por € estu-
diante en respuesta a los problemas planteados en contextos de situa-

ciones cotidianas o familiares para é o ella. (p. 17)

Sus resultados mostraron que los nifios comenzaron €l tratamiento de las frac-
ciones en términos de partes, relacionando cada parte con un nimero entero y
no con una fraccion, y refiriéndose a las fracciones en términos del nimero de
piezas més que el tamafio de la fraccion. Las respuestas de |os estudiantes sugi-
rieron que los nifios intentaron utilizar el conocimiento informal sobre fraccio-
nes para construir sus propios algoritmos. Estos algoritmos inventados, basados
en e esquema de particion, fueron a menudo algoritmos alternativos a los que
tradicionalmente se ensefian en las escuelas. Ademas, la investigacion mostré
gue, al comienzo no habia una conexion entre el conocimiento informal de los
conceptos de fracciéon y e conocimiento de los simbolos de |as fracciones, pero,
con la instruccién adecuada, los estudiantes fueron capaces de conectar ambos
conocimientos, otorgarles significado y superar lainterferencia del conocimien-

to memoristico.

Como conclusiones para la ensefianza, Mack sugirio retrasar la introduc-
cion de las representaciones simbolicas para desarrollar antes un conocimiento
informal, y argumentd que no es necesario para una ensefianza inicial concen-

trarse en e desarrollo de una concepcién amplia del nimero racional.
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Una alternativa viable puede ser €l desarrollo de una ensefianza basa-
da en la particién y posteriormente ampliar a otros conceptos una vez
que los estudiantes puedan relacionar los simbolos y procedimientos
matematicos con su conocimiento informal y puedan reflexionar sobre

dichas relaciones. (p 30)

1. Sintesis de la revision sobre proyectos e investigaciones

relevantes en el area de la enseflanza y aprendizaje de las

fracciones

A continuacion, organizamos los anteriores proyectos de investigacion y estu-

dios

segln el afo deinicio y €l tema tratado (tabla 3) y presentamos sus princi-

pales hallazgos relativos a la ensefianzay aprendizge inicial de las fracciones.

Tabla 2.3. Proyectos e investigaciones relevantes en €l area de la ensefianzay apren-
dizaje de los nimeros racionales y las fracciones

Afiode Autores Tema
inicio
1979 Behr, Cramer, Harel, Proyecto de investigacion sobre |a ensefianza de
Leshy Post las fracciones enfatizando |as representaciones y
Sus conexiones
1990 Steffey Olive Proyecto de investigacion sobre la construccién
del concepto de fraccion a partir de esqguemas
mentales
1990 Mack Estudio del conocimiento de los escolares al
iniciarse en las fracciones a través de la resolucion
de problemas.
1991 Streefland Experimento de ensefianza sobre fracciones
basado en larealidad.
1992 Kieren, Masony Experimento de ensefianza centrado en la unidad y
Pirie particion
1993 Ball Experimento de ensefianza sobre representaciones

y contextos para construir eficazmente una
comprension de las fracciones
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Como muestra la tabla 2.3, |as principales investigaciones relativas al campo de
la ensefianza y aprendizgeinicial de las fracciones comenzaron a desarrollarse a
comienzos de la década de los 90. El objetivo comin de estos estudios fue ayu-
dar a los nifios a construir de forma significativa los conceptos de fraccion y
numero racional y mejorar su comprensién basandose en conceptos mas basicos
como €l de unidad, €l esquema de particion, la relaciéon parte-todo, la iteracion
de la unidad o € reparto (Behr et al, 1983, 1993; Kieren, 1993; Mack, 1990;
Steffe y Olive, 1990, 1993; Streffland, 1991). Algunos de sus resultados méas

significativos fueron los siguientes.

e Los nifios aplicaron estrategias de los nimeros enteros a las fraccio-
nes (Ball, 1990) lo que interfirié en el aprendizaje de las fraccionesy
lesllevo aincurrir en errores muy persistentes (Streffland, 1991). Sin
embargo, Steffe y Olive (1990, 1993) consideraron que los esquemas
de los nmeros enteros pueden usarse para la construccion de nuevos

esquemas sobre fracciones.

e Los nifios presentaron un conocimiento principalmente visua de las
fracciones (Ball, 1993).

* Lasdiversas representaciones y sus conexiones ayudaron al aprendi-
zaje delasfracciones (Ball, 1993; Behr et al, 1983).

e El aprendizaje mejord con actividades que incluian contextos con-
cretosy familiares (Mack, 1990, 1993; Streefland, 1991, 1993).
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2.4. CONCLUSIONES DE LA REVISION DE

ANTECEDENTES

La revision que realizamos de la bibliografia sobre fracciones y formacién ini-
cial de profesores pone de manifiesto que e conocimiento de los profesores en
formacién sobre las fracciones es un tema que ha sido y contintia siendo perci-
bido como problemético y sobre el cual quedan aspectos importantes en los que
es necesario indagar (Ball, 1990; Cramer, Post y del Mas, 2002; Newton, 2008;
Tichay Hospesova, 2013). Se han investigado diversos aspectos como la divi-
sién de fracciones, lainvencion de problemas o la relacién entre el conocimien-
to conceptua y el procedimental, pero otros aspectos han sido apenas tratados.
Concretamente, no encontramos evidencias de que se haya profundizado en el
conocimiento sobre € contenido matemético escolar relativo a concepto de re-
lacién parte-todo, en e conocimiento sobre su aprendizaje y en el conocimiento
sobre su ensefianza que deben lograr |os maestros durante su periodo de forma-

ciéninicial.

Este estudio tiene como objetivo proporcionar evidencias y datos bien fun-
dados sobre esas cuestiones. Nos interesamos en dicha tematica por varias razo-
nes. En primer lugar, las investigaciones previas sugieren una falta de compren-
sién de los conceptos bésicos de las fracciones por parte de los maestros en
formacion inicial (Ball, 1990; Tatto et al, 2012; Tirosh, 2000) y muestran que
los escolares se ven afectados por esta falta de comprension conceptua (Farru-
gia, 2007).

En segundo lugar, la ensefianza de las fracciones se debe iniciar mediante
conceptos basicos como e esquema de particion y la relacion parte-todo (Behr
et a, 1983, 1993; Kieren, 1993; Mack, 1990; Steffey Olive, 1990, 1993; Stref-
fland, 1991). A pesar de que los profesores manifiestan una comprension casi

exclusiva de la fraccion como relacion parte-todo (Domoney, 2001; Lo and
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Grant, 2012), carecen de una comprension clara de dicho significado (Lacam-
pagne, Post, Harel y Behr, 1988; Newton, 2008).

Por ultimo, los cursos de formacion y sus responsables han de ser conscien-
tes de las concepciones bésicas que poseen los futuros profesores para poder
mejorarlas y profundizar en ellas (Osanay Royea, 2011; Park, 2013). En este
sentido, entendemos que nuestro estudio proporciona informacién Gtil para que

los instructores puedan tomar decisiones en la préctica
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CAPITULO 3

MARCO TEORICO

El estudio que realizamos se enmarca dentro de | os estudios sobre conocimiento
del profesor. Lo abordamos desde |a perspectiva tedrica del andlisis didactico tal
como se concibe y desarrolla en el Grupo de Investigacion «FQM193. Didactica
de la Matematica. Pensamiento Numérico» del Departamento de Didactica de la
Matemética de la Universidad de Granada (http://fgm193.ugr.es/). Profundiza-
mos en el conocimiento de futuros maestros sobre el contenido mateméatico es-
colar relativo al concepto de fraccién y su significado; en e conocimiento que
sobre su aprendizaje y sobre su ensefianza deben lograr; y en e que, de hecho,
logran durante su periodo de formacién inicial, particularmente sobre larelacién
parte-todo. En este capitulo, describimos y hacemos explicitos estos conceptos
tedricos y los desarrollamos en tres apartados, que organizan este capitulo y sir-
ven de base al estudio realizado. En esos apartados, describimos y sintetizamos
nuestra interpretacion del conocimiento profesional del profesor de mateméticas,
del andlisis didactico de un tépico o estructura, del significado de un concepto
matemético y finalmente de su aplicacién ala relacién parte-todo.
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En primer lugar, presentamos las bases tedricas de la investigacion sobre el
conocimiento del profesor de matematicas, y valoramos y resumimos los mode-

los tedricos que hemos considerado para nuestro estudio.

En segundo lugar, centramos la atencién en el andlisis didactico que se fun-
damenta en los trabajos desarrollados por € grupo «FQM193. Didactica de la
Matemética. Pensamiento Numérico» del Departamento de Didéctica de la Ma
temética de la Universidad de Granada (Gémez, 2007; Lupiéfiez, 2009; Rico,
2003; Rico, Lupidfiez y Molina, 2013), donde introducimos cada uno de los
andlisis que componen € ciclo del andlisis didactico.

En € Ultimo apartado de este capitulo, nos centramos en la nocion de signi-
ficado y en los distintos tridngulos semanticos desarrollados para € estudio del
significado de los contenidos matematicos escolares. Destacamos la terna se-
mantica (estructura conceptual-sistemas de representaci On-contextos 0 modos
de uso), que sustenta la nocidn de andlisis del contenido de las matematicas es-
colares, el cua ejemplificamos paralarelacion parte-todo multiplicativa.

3.1T. EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL DEL FUTURO
MAESTRO DE PRIMARIA EN EL AREA DE DIDACTICA DE LA

MATEMATICA

Una idea muy arraigada en la sociedad es que los estudiantes no progresan ade-
cuadamente en matematicas en parte porque los profesores no estan haciendo
bien su labor (Walshaw, 2012), debido a que carecen de |la competencia profe-
siona pararealizar una ensefianza de manera efectiva.

La competencia profesional de los profesores involucra conocimientos y

capacidades relativas a la préctica lectiva en el salén de clase y en otros papeles
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profesionales, tales como la tutoria de los alumnos, su evaluacion, la participa-
cion en actividades y proyectos de la escuel a, la interaccion con otros miembros
de lacomunidad y €l trabajo en asociaciones profesionales (Climent y Carrillo,
2002). De estos aspectos, Walshaw (2012) sefidla que “un elemento de lainfra
estructura bésica de una ensefianza efectiva de la matemética es el conocimiento
del profesor” (p. 182). Para Fennemay Franke (1992), no hay duda de que lo
gue un profesor conoce tiene una influencia importante en 1o que hace en clase

y en dltimo término en lo que aprende €l estudiante.

La importancia e influencia que tiene el conocimiento profesional del pro-
fesor sobre e rendimiento escolar de los estudiantes se subraya en € estudio
TEDS-M (Teacher Education Study in Mathematics) de la IEA (International
Association for the Evaluation of Educational Achievement (Rico, Gomez y
Cafadas, 2014). Sin embargo, no hay acuerdo unanime sobre un marco tedrico
para describir € conocimiento necesario para ensefiar mateméticas (Petrou y
Goulding, 2011; Tirosh y Even, 2007).

Estudios previos ponen de manifiesto que, en un principio, cuando se pen-
saba sobre e conocimiento del profesor de matematicas, se consideraba que
constaba de una sola dimension, la matematica. Como sefidla Cooney (1999), la
concepcion inicial que se tiene del conocimiento del profesor es larelativa a su
conocimiento matemético. Para Cooney, los estudios de Beegle (1968) y Ei-
senberg (1977) pusieron de manifiesto que, para ser un buen profesor de mate-
maticas, se necesitaba algo méas que ser un matematico competente. Los trabajos
de Shulman (1986, 1987) dieron fortaleza a esta idea 'y han sido € origen de
multitud de investigaciones. Aunque su perspectiva es general, €l andlisisy la
descripcién que hace Shulman de la naturaleza compleja del conocimiento pro-
fesional del profesor ha sido adaptada a conocimiento del profesor de mateméa-
ticas (Bromme, 1994; Fennemay Franke, 1992; Ball, Thames, y Phelps, 2008;
Hill, Ball y Schilling, 2008; Ponte y Chapman, 2008; Rowland, 2005, 2007
Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005). Todos ellos asumen y consideran que €l

conocimiento profesional del profesor tiene diversas dimensiones.
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Lo gue no ha estado claro para los investigadores es qué conocimiento cri-
tico y necesario debe poseer un profesor para que los estudiantes aprendan. No
obstante, los investigadores si estdn de acuerdo en que ese conocimiento no es
anico, no es monolitico y que es dificil determinar y aislar sus partes. Un buen
nimero de trabajos previos hacen una distincién entre el conocimiento del con-
tenido, basado en la matemética como disciplina escolar, y € conocimiento pe-
dagdgico o didactico del contenido, entendido como aguel conocimiento que €l
profesor pone en juego para la ensefianza de las matematicas. Estos tipos de co-
nocimiento han sido foco de atencion de la investigacion en las Ultimas décadas
(Carrefio, Rojas, Montes y Flores, 2012; Hill, 2010). El interés de su estudio
radica, entre otros, en la informacion que pueden aportar para la toma de deci-
siones en la formacién inicial de profesoresy la posterior mejora de la préactica

en € aula de mateméticas.

3.1.1. Laaportacion de Shulman y trabajos derivados

Referente basico y primigenio entre los distintos estudios centrados en el estu-
dio del conocimiento profesional del profesor, € trabgjo de Shulman (1986,
1987) destaca como uno de |os precursores en la categorizacion de este conoci-
miento. Shulman enfatiz6 la necesidad de que en la ensefianza no basta con un
conocimiento de la materia para tener éxito como profesor. Por €ello, propuso
siete dominios que describen el conocimiento del profesor. Entre estos dominios
incluy6 la nocion de conocimiento didactico del contenido (pedagogical content

knowledge) que definié como:

...las mas poderosas formas de representacion..., analogias, ilustracio-
nes, ejemplos, explicaciones y demostraciones, 0 sea, las formas de re-
presentar y formular la materia para hacerla comprensible a otros...
ademas la comprension de qué hace que € aprendizaje de un tépico
especifico sea facil o dificil. (Shulman, 1986, p. 9)
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Ademés del conocimiento didéctico del contenido, Shulman (1987) incluyé los

siguientes dominios parala caracterizacion del conocimiento del profesor.

* Conocimiento didactico (pedagdgico) general, con especial referen-
cia alos principios generales y las estrategias de gestion del aulay
de la organizacion que parecen trascender el tema

e Conocimiento del curriculo, con especial comprension de los mate-
riales y programas que sirven como "herramientas de trabgo" para
los profesores

* Conocimiento didéactico (pedagdgico) del contenido, una amalgama
especial de contenido y didactica (pedagogia) que se encuentra solo
en los profesores, su propia forma especial de comprensién profesio-
nal

e Conocimiento de los aprendices y sus caracteristicas

e Conocimiento de contextos educativos, que van desde e funciona-
miento del grupo o la clase, la gestion y la financiacion de los distri-
tos escolares, hasta el caracter de las comunidades y culturas

e Conocimiento de los fines, propésitos y valores educativos, y sus
fundamentos histéricos y filosoficos

Shulman considera estas categorias de conocimiento como conocimientos mi-
nimos del profesor para una ensefianza de calidad. Pero, entre ellas, resalta el
conocimiento didéctico del contenido:

porque identifica el distintivo cuerpo de conocimiento para la ense-
fanza. Representa una mezcla de contenido y didactica para compren-
der coOmo se organizan, representan y adaptan temas especificos, pro-
blemas o cuestiones a los diversos intereses y habilidades de los
estudiantes y presentados para la instruccion. (Shulman, 1987, p. 8)
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En la propuestainicial de Shulman (1986, 1987) y posteriormente sus colabora-
dores (Grossman, Wilson y Shulman, 2005), no se enfatizan las relaciones entre
las diferentes tipos del conocimiento, que aparecen en su exposicion tedrica
como componentes aisladas. Ante esta carencia, Fennema y Franke (1992)
afirman que el conocimiento de la ensefianza tiene una naturaleza dinamica e
interactiva y que esté referido a contexto de la clase. Estos autores incluyen
como componentes del conocimiento del profesor: el conocimiento matemético,
el conocimiento pedagdgico, conocimiento de la cognicion de los estudiantes y
las creencias del profesor, todo ello en una relacion como se aprecia en lafigura
3.1. El triangulo del centro indica que & conocimiento y las creencias de los
profesores estan situados en un contexto.

Creencias

I

Conocimiento Conocimiento

de pedagégico
mateméticas .\ /

Conocimiento
especifico
del contexto

I

Conocimiento de
las cogniciones
de los aprendices
en mateméticas

Figura 3.1. Conocimiento del profesor: Desarrollo en contexto (Fennemay Franke,
1992)

L as propuestas de Shulman (1986, 1987) y la de Fenemay Franke (1992) tienen
en comun laidea de que conocer como piensan y aprende |os estudiantes es cru-
cia parallevar a cabo una ensefianza efectiva.
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Posteriormente, Bromme (1994), a partir de la propuesta de Shulman
(1986), desarroll6 cinco componentes del conocimiento profesional del profesor

de mateméticas.

e Conocimiento de la matemética como disciplina, que deriva de la
formacién cientifica o académica.

e Conocimiento de las mateméticas escolares, incluyendo el conoci-
miento sobre las mateméticas en el &mbito escolar como los agorit-
mos de resolucion de ecuaciones, algoritmo de laregladetres, etc.)

* Conocimiento de la filosofia de las mateméticas escolares, referido a
la actitud hacia las mateméticas o las concepciones sobre |a ensefian-
zay aprendizaje de las matematicas.

* Conocimiento pedagdgico general, relativo ala organizacion escolar,
técnicas de mangjo de grupos, técnicas para imponer disciplina o

técnicas de comunicacion entre otros.

* Conocimiento didactico del contenido, incluido € conocimiento so-
bre materiales didacticos, manejo de calculadoras y programas in-
forméticos, formas de representar |os conceptos, etc.

Un modelo de conocimiento destacado en la literatura es el desarrollado por
Rowland y colaboradores (Rowland, 2005, 2007; Rowland, Huckstep y Thwai-
tes, 2005). Estos autores elaboran un marco tedrico denominado Knowledge
Quartet que surgid del estudio del conocimiento de profesores en formacion
inicial manifestado tanto en la planificacion como en la puesta en préctica de
clases de mateméticas. Estos autores afirman que, a diferencia de la distincion
de Shulman entre subject matter knowledge y pedagogical knowledge, su mode-
lo identifica situaciones en las que tal conocimiento se percibe en la préactica de

|la ensefianza.
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TRANSFORMACION

FUNDAMENTACION

Figura 3.2. Modelo de conocimiento Knowledge Quartet (Rowland, Huckstep y
Thwaites, 2005)

Este modelo de conocimiento se compone de cuatro dimensiones (fundamenta-
cion, transformacion, conexion y contingencia) que categorizan los modos de
uso del conocimiento, con especia referencia a la materia que se ensefia y €l
conocimiento relacionado con la matemética a los que recurren los maestros al

ensefiar.

* Fundamentacién, constituida por € conocimiento mateméatico y las
creencias sobre e conocimiento matemético y la educacion mateméa-
tica que el profesor ha adquirido durante su formacion académica.

* Transformacién, basada en la categoria “pedagogical content kno-
wledge’ definida por Shulman (1986), se centra en la capacidad del
maestro para transformar su propio conocimiento en métodos que
pueden ayudar a los escolares en el proceso del aprendizaje. Como,
por gjemplo, seleccionar de un cierto tépico representaciones ade-
cuadas que ayuden alos alumnos en la adquisicion del concepto.

e Conexion, es e conocimiento relativo a las decisiones del profesor
sobre el contenido matemético en la planificacion de la ensefianza

e Contingencia es & conocimiento que se manifiesta en clase ante si-
tuaciones inesperadas que no han sido planificadas previamente.
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Otro trabajo, con gran repercusion en Educacion Matematica, es €l que desarro-
[la por e grupo de investigacion liderado por Deborah Ball. Al igua que
Bromme, la perspectiva que adoptan Ball y colaboradores (Hill, Ball, y Schi-
Iling, 2008) se basa en €l trabajo de Shulman (1986) para caracterizar el cono-
cimiento del profesor de mateméticas y sostiene que este conocimiento presenta
dos dimensiones, € conocimiento del contenido y €l conocimiento pedagdgico

o didéctico del contenido, ambas subdivididas en otros subtipos.

Tabla 3.1. Conocimiento matematico para ensefiar (Ball, Thamesy Phelps, 2008)

Conocimiento del contenido Conocimiento pedagdgico o didéactico

(Subject Matter Knowledge) del contenido
(Pedagogical Content Knowledge)

Conocimiento comun Conocimiento del con-
del contenido - tenido y los estudiantes -
Conocimiento Conocimiento
Common content especializado del | Knowledge of content | del curriculum
knowledge (CCK) contenido and students (KCS)
Copocimiento en,ell Specialized con- Conocimiento del edee of
horizonte matemati- tent knowledge Eontenuk)ylaense- KnOM{ Igeo
co. (SCK) nanza curricurium
(Knowledge at the Knowledge of content
mathematical hori- and teaching (KCT)

zon)

Desde esta perspectiva, proponen las siguientes componentes relativas al cono-
cimiento del contenido.

e Conocimiento comun del contenido, como & conocimiento matema-
tico que muchos adultos cultos tienen y posiblemente usan en una
variedad de situaciones.

e Conocimiento especializado del contenido, como el conocimiento de
las mateméticas usado especificamente en la ensefianza, que permite
alos profesores participar en tareas de ensefianza, incluyendo formas
de representar las ideas, proporcionar explicaciones matematicas
precisas y adecuadas, aplicar modelos y comprender métodos de re-
solucion de problemas.
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Conocimiento en el horizonte matemético, referido a conocimiento
del profesor en relacion con los contenidos matematicos previos y
futuros, presentes en €l curriculo de mateméticas.

Con respecto a conocimiento didactico del contenido, proponen otras tres com-

ponentes.

Conocimiento del contenido y los estudiantes, definido como €l co-
nocimiento del contenido vinculado con el conocimiento de cémo

los estudiantes piensan, saben, o aprenden un contenido particular.

Conocimiento del contenido y la ensefianza, para abordar la ense-
fanza de modo tal que esta permita a los estudiantes superar errores
y concepciones inadecuadas, conocimiento que también implica
cuestiones relacionadas con la seleccién de tareas, técnicas de ges-
tion de clase y materiales o recursos para € tratamiento de cierto

contenido.

Conocimiento del curriculum, referido a conocimiento sobre qué
contenidos deben aprender 1os estudiantes y la orientacion que deben
tomar esos contenidos en el aprendizaje, incluyendo los materiales
curriculares de los que hace uso € profesor y €l conocimiento de los
contenidos y planes de estudios.

Seguin sus autores, una de las aportaciones mas relevantes de este modelo es la

inclusion del conocimiento especializado del contenido como parte del dominio

matemético. Este conocimiento solo le es Util 0 necesario a profesor de mate-

maticas, a diferencia del conocimiento comun del contenido que cualquier ciu-

dadano instruido en matematicas pudieratener (Ball, Thamesy Phelps, 2008).

Posteriomente, diversos autores (Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-
Catalan, 2013; Carrillo, Contreras y Flores, 2013) detectan en el modelo de Ball

y sus colaboradores dificultades a aplicarlo en casos reales de clases de mate-
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maticas, particularmente en la delimitacion del conocimiento especializado. Es-
tos especialistas consideran que el conocimiento especializado no se encuentra
solo en el dominio matematico, si ho que también se relaciona con aspectos del
conocimiento sobre la ensefianzay el aprendizaje de las mateméticas, por lo que
esta especializacion debe referirse a conocimiento profesional en su conjunto,
mas que a una parcela del conocimiento matemético. Asi, Carrillo, Climent,
Contreras y Mufioz-Catalan (2013) redefinieron los subdominios de conoci-
miento, y desarrollaron e modelo del Conocimiento Especializado del Profesor
de Mateméticas. Este modelo presenta una clasificacion exhaustiva centrada, de
forma especial, en e conocimiento matematico del profesor respecto de la ense-
flanza de las mateméticas. Ademés, reinterpretaron el conocimiento didéactico
del contenido en el gue incluyeron otros tipos de conocimiento del profesor co-
mo se reflgjaen lafigura 3.3.

KMT

Conocimiento de la
enseflanza

las mateméticas

OPIURILO) (9P 0IRIEPIQ OIUI|WIIOUD)

8 de las matemdticas
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1

= 1 Conocimiento de
P Conoclmlent:edeh : fas caractarieticas
b= estructura de las 1 de aprendizaje de
@ matemdticas

£
'S

Qo

c

o

(&

Conocimiento de los

Conoc:’mlen:dela aathodares 46
4ti aprendizaje de las
o e matemdticas

Figura 3.3. Modelo del conocimiento propuesto por Carrillo, Climent, Contrerasy
Mufioz-Catalan (2013)

En relacion con el conocimiento del contenido matemético, este modelo propo-
ne una separacion de los subdominios basada en las diferentes formas de cono-
cer lamatematica disciplinar, escolar y didactica.
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el conocimiento de los temas, que incluye e conocimiento de la ma-
temética como disciplina, asi como la matematica escolar, sus con-
ceptos y procedimientos con sus correspondientes fundamentos,

e conocimiento de la estructura de las mateméticas, relativo ala es-
tructura de la materia, que engloba el conocimiento de las principales
ideasy delas estructuras de ladiscipling; y

e conocimiento de las practicas mateméticas que atafie al conoci-
miento del modo de proceder en mateméticas.

En e dominio del conocimiento didéctico del contenido, |os autores identifican

tres subdominios de conocimiento en e que el contenido matematico condicio-

na la ensefianza y € aprendizaje de las matematicas, por 1o que no contemplan

conocimientos pedagdgi cos general es en contextos de actividades matemaéticas.

el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matemé-
ticas, para conocer el modo de pensar del alumno respecto de las ta-
reas mateméticas;

el conocimiento de la ensefianza de las mateméticas, que permite
elegir una determinada representacion, material, jemplo o tareas pa-
ra el aprendizaje de un concepto o un procedimiento matematico; y

el conocimiento de los estdndares de aprendizaje que comprende l0s
contenidos, materiales y recursos propuestos en las normativas curri-
culares de los niveles de ensefianza.

Por ultimo, en este modelo, encontramos las concepciones y creencias que €l

profesor tiene acerca de la matemética y sobre su ensefianza 'y aprendizaje. Las

concepciones y creencias se encuentran representadas en el centro del modelo,

para mostrar que interaccionan con todos |os subdominios de conocimiento.

Dejando aparte el conocimiento de la matematica como disciplina, Ponte

(2012) propone un modelo que, a diferencia de los anteriores, se centra funda-
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mentalmente en & conocimiento profesional ligado a la préctica de la ensefianza
de las mateméticas, al que designa como conocimiento didactico. Este conoci-
miento didéactico incluye el uso de los materiales en € aula, las formas de eva-
luacién mas empleados, la gestion del curriculo o el conocimiento sobre como
aprenden los estudiantes. En su modelo, distingue cuatro dominios de conoci-
miento ligados a conocimiento didéctico: e conocimiento de las matematicas,
el conocimiento del curriculo, €l conocimiento del estudiante y sus procesos de
aprendizagje, y e conocimiento de los procesos de trabajo en el saldn de apren-
dizaje (Ponte, 2012; Pontey Oliveira, 2002).

Tras esta revision, enmarcamos este estudio en dos tipos de conocimiento
de los estudiantes universitarios del Grado de Educacion Primaria dentro del
dominio de la relacion parte-todo de las fracciones: el conocimiento del conte-
nido matemético escolar y e conocimiento didactico del contenido. Entendemos
el conocimiento del contenido matemético escolar como “el dominio de los sig-
nificados matematicos basicos de un contenido, necesarios para su trabajo pro-
fesiona” (Rico, 2015, p. 31); y e conocimiento didéctico del contenido como
“aquellos conocimientos tedricos, técnicos y practicos, sobre la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas escolares, que son propios para la formacion de
un maestro” (Rico, 2015, p. 32). Dado que & campo que abarcan estos dos tipos
de conocimiento es muy amplio, consideramos Util el modelo del analisis didac-
tico ya que nos proporciona una clasificacion analitica en la que se concretan
ciertos aspectos del conocimiento del profesor a través de sus dimensiones cen-

tradas en el &mbito de la matemética escolar y su ensefianzay aprendizaje.

3.2. ANALISIS DIDACTICO

Lanocién de andlisis didactico se haempleado en el areade Didacticade laMa
temética con diferentes sentidos (Rico y Fernandez-Cano, 2013). En los trabajos
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del grupo de investigacion «FQM193. Didéactica de la Matemética. Pensamiento
Numeérico» del Departamento de Didactica de la Matemética de la Universidad
de Granada, se ha desarrollado la nocién de andlisis didactico de las matemati-
cas escolares como una técnica 0 secuencia estructurada para organizar y guiar
el disefio de unidades didéacticas en las mateméticas escolares, proporcionando
criterios para estructurar los contenidos, e conocimiento sobre cognicién, el
conocimiento sobre instruccion y sobre evaluacidon de un tema especifico. Las
investigaciones de Gémez (2007) y Lupiéfiez (2009) se centraron en desarrollar
y evaluar el andlisis didactico como parte de un programa de formacién de pro-
fesores de mateméticas de secundaria de la Universidad de Granada basado en
el disefio de unidades didécticas. En esta linea, el andlisis didactico se concep-
tualiza como un proceso para “fundamentar, dirigir y sistematizar la planifica-
cion, puesta en practicay evaluacion de la ensefianza y aprendizaje de conteni-
dos matematicos especificos, segun establece la comunidad educativa y tiene
lugar en el medio escolar” (Rico y Fernandez-Cano, 2013, p. 13).

Con la préctica, através de diversos estudios e investigaciones en Didactica
de la Matematica (Caraballo, 2014; Fernandez-Plaza, 2014; Rojas, 2014; Val-
verde, 2012), el andlisis didactico ha ampliado sus funciones més alla de la pla-

nificacién y disefio de unidades didacticas (Rico y Ferndndez-Cano, 2013).

* En el ambito curricular, como nivel de reflexion sobre la estructura
del curriculo de matematicas, necesario para su estudio y €l trabgjo
sobre € mismo.

* En € ambito profesional, como estrategia de formacién de profeso-
rado.

* En & ambito investigador, el andlisis didactico puede usarse como
metodol ogia de investigacion de orientacién cuantitativa o cualitati-
vaen unaprimerainstancia, y como meta-eval uacion en una segunda

instancia.
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Dentro de cada una de estas funciones, e andlisis didactico se conceptualiza
como un procedimiento ciclico compuesto por cinco etapas, a cada una de las
cuales corresponde un tipo de andlisis. andlisis conceptual, andlisis del conteni-
do matemético escolar, andlisis cognitivo, andlisis de instruccién y andisis de
actuacion o evaluativo. Cada una de €ellas consiste en un proceso de analisis y
sintesis, que identifica datos relevantes, a partir de los cuales cierraun cicloy da
paso alasiguiente fase del andlisis didactico (figura 3.4).

ANALISIS
CONCEPTUAL
Conceplos y
érminos basicos
Sintesis:
Conceptos y red de
significados que
articulan un tema ANALISIS DEL
CONTENIDO
Génesis Aproximacion
eplistomologica historico-critica Estructura y
andlisis
formal
> Sintesis:
Focos prioritarios
ANALISIS
EVALUATIVO Analisis Sistemas de
Criterios @ fenomenolégico representacion
instrumentos de
evaluacion
Sintesis:
Revision del
proceso ANALISIS
Rendimiento, COGNITIVO
d;‘;?jf’oggs <  resullados e
interpretacion Expectativas de
aprendizaje
Sintesis:
Organizacién
de los
ANALISIS DE aprendizajes
INSTRUCCION
Demandas Limitaciones en
Funciones y cognitivas el aprendizajo

secuencias de las
tareas

Sintesis:
Disefio de la
I—. unidad didactica
Gestidon _ Materiales y
del aula recursos

Figura 3.4. Estructura del andlisis didactico (Rico, 2013, p. 22)

A continuacion, describimos cada uno de los cinco andlisis que conforman el

analisis didéctico, segiin Rico y Ferndndez-Cano (2013).
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3.2.1. Analisis conceptual

Muchos de los conceptos implicados en educacion presentan pluralidad de sig-
nificados en el lengugje. Al iniciar una investigacion o intentar profundizar so-
bre un tema en este area, es imprescindible analizar 10s conceptos centrales que
lo constituyen para obtener un conocimiento amplio del tema, asi como precisar
y delimitar los conceptos que se van atratar. El primero de los andlisis, €l andli-
sis conceptual, aborda esta problemética ya que propone determinar |os concep-

tos con precision.

El andlisis conceptual es un método no empirico que tiene €l fin de contro-
lar la complgjidad semantica fundamentando y clarificando términos y concep-
tos. “Es un método para trabajar y profundizar sobre los conceptos, una técnica
de escrutinio para conseguir precision y dominio en su uso” (Rico, p. 16, 2013).
Seguin Rico y Fernandez-Cano (2013) € analisis conceptual

permite una reflexion previa sobre la cuestion que se quiere investigar,
determinando y caracterizando aquellos puntos clave que delimitan €l
problema en estudio y las ideas, conceptos y teorias sobre los que se
quiere abordar su resolucion. Trata de eliminar las inconsistencias de-
rivadas de |la falta de precisiéon de significado de los conceptos utiliza-
dos. (p. 8)

El andlisis conceptual opera en diversas disciplinas tales como educacion, filo-
sofia, epistemologia o historia de la ciencia, a través de las técnicas del método
del ggemplo/ contragjemplo, lenguaje evocativo y uso de analogias, y reflexion
de estructuracion e interpretacion de la red noseol6gica (Rico y Fernandez-Cano,
2013, p. 11).

Como primer paso de esta investigacion, en el capitulo 5 de este trabajo,
[levamos a cabo un analisis conceptual de la nocion central del estudio, larea-
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cion parte-todo, y profundizamos en su fundamento y |as diversas funciones que
desempefia en distintas disciplinas, incluida la propia matematica.

3.2.2. Andlisisdel contenido de las matematicas escolar es

El andlisis del contenido junto con el analisis conceptual responden a una con-
cepcion reductiva o disgregadora, en la que se establece qué conocimientos se
consideran (Rico y Fernandez-Cano, 2013, p. 16). Mediante el anadlisis del con-
tenido de las mateméticas escolares, se seleccionan y organizan los significados
de los conceptos y procedimientos de un tema matematico. El significado de un
concepto matemético se aborda a través de tres componentes gque articulan este
andlisis. sistemas de representacion, estructura conceptual y contextos y modos
de uso. Estas componentes, que ponen de manifiesto la multiplicidad de signifi-
cados que es posible atribuir a los conceptos de las matematicas escolares, se
derivan de la nocién de organizador curricular (Rico, 1997) y de la nocién de
significado establecida para los conceptos matematicos escolares. En € aparta-
do “Significado de un concepto de la matemética escolar”, que incluimos en €l
ultimo apartado de este capitulo, se recoge una descripcion detallada de estas
tres componentes, y se giemplifican a través de la relacion parte-todo en las
fracciones, nocion central de este trabajo.

3.2.3. Analisis de cognitivo

El andlisis cognitivo trata de organizar el para qué y hasta donde aprender de-
terminados conocimientos sobre un tépico (Rico y Fernandez-Cano, 2013, p.17).
A partir de la informacién obtenida en el andlisis conceptual y de contenido
previos, en € andlisis cognitivo se describe “como los estudiantes pueden pro-
gresar en la construccion de su conocimiento sobre la estructura matematica
cuando se enfrenten alas tareas que compondran |as actividades de ensefianza 'y
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aprendizaje’ (Gémez, 2007, p. 56). Lupiéfiez (2009) desarrolla en profundidad
el andlisis cognitivo. Su investigacion se centra en las capacidades de profesores
de secundaria en formacion inicial para planificar unidades didacticas para un
tema de las matematicas escolares, en especia al disefiar expectativas, limita-
ciones y oportunidades de aprendizaje, las tres componentes fundamentales del
analisis cognitivo.

Las expectativas de aprendizgje se definen como aquellas “ capacidades,
competencias, conocimientos, saberes, aptitudes, habilidades, técnicas, destre-
zas, habitos, valores, actitudes que, segun diferentes instancias del curriculo se
esperan que logren, adquieran desarrollen y utilicen los escolares’ (Lupiafiez,
2013, p. 90). Las expectativas de aprendizaje delimitan y organizan lo que el
docente espera que los escolares aprendan, segun diferentes niveles como los

objetivos especificos y competencias.

Las limitaciones de aprendizaje se refieren a los posibles errores en que
pueden incurrir |os escolares durante el proceso de aprendizaje de las matemati-
casy alas dificultades que pueden originar estos errores. Socas (1997) sostiene
gue las dificultades de aprendizaje en mateméticas tienen naturaleza distinta y
gue por tanto su estudio se puede abordar desde diferentes perspectivas. Ese es-
tudio organiza las dificultades de aprendizaje en cinco tipos segin su naturaleza

* Asociadas a la complejidad de los objetos mateméticos. Estas difi-
cultades son relativas a la propia naturaleza de los conceptos mate-
maticos, como las formas de representar esos conceptos y las rela
ciones gque se establecen entre esas representaciones, €l propio
lenguaje que se usa en las matematicas o0 su relacion con el lenguaje
natural.

* Asociadas a los procesos propios de la actividad matematica. Estas
dificultades de carécter procedimental, tienen que ver con e desa-

rrollo de explicaciones, argumentos y demostraciones, asi como la
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resolucion de tareas, la gjecucion de una estrategia o la modeliza-
cion.

* Asociadas a los procesos de ensefianza. Algunas dificultades que
presentan |os escolares pueden estar provocadas por €l tipo de ense-
flanza que han recibido, ya sea debido al profesor, los libros de texto,
lainstitucion escolar y € curriculo de mateméticas. Por jemplo, un
fallo comin en la ensefianza es enfatizar una comprension parcial
del problema, a utilizar palabras clave del enunciado para identifi-
car la operacion que lo resuelve, en lugar de motivar una compren-

sion global del problema.

* Asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos.
L as demandas que conllevan las operaciones mateméticas, junto con
su caracter fuertemente jerarquico, que hace depender |o desconoci-
do de lo previamente conocido, su exigencia de una practica conti-
nuada o la necesidad de cierta comprensién y memorizacion, provo-
can que surjan dificultades cognitivas. Asi, por gemplo, nifios que
hayan sido escolarizados més tarde de lo normal, presentan unas ca-
rencias de carécter cognitivo, como puede ser la comprension lecto-

rao lacapacidad de andlisisy sintesis de los datos.

* Asociadas a actitudes afectivas y emocionaes hacia las mateméti-
cas. dificultades relativas a la ansiedad 0 emociones negativas que

producen la materia alos escolares.

Rico (1995) desarroll6 la nocion de error desde un punto de vista epistemol 6gi-
co y justificod la importancia del error como parte del proceso de ensefianza y
aprendizagje de las mateméticas. En este trabgjo, se introducen distintas clasifi-
caciones de los errores, como la de Movshovitz-Hadar, Zaslavsky e Inbar
(1987), que proponen seis categorias.
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* Datos mal utilizados: errores producidos por alguna discordancia
entre los datos aportados y el tratamiento que le ha dado el alumno

* Interpretacion incorrecta del lenguaje: errores debidos a una traduc-

cion incorrecta entre e lenguaje matematico a otro lenguaje distinto.

* Inferencias no validadas |6gicamente: errores causados por razona-

mientos fal sos.

* Teoremas 0 definiciones deformados. errores producidos por de-

formaciones de principios, reglas o definiciones.

e Fdta de |la verificacion de la solucion: errores debidos € resultado
final no es la solucion de la pregunta planteada a pesar de que €l

proceso seguido para su resolucion es correcto.

* Errores técnicos. errores de calculo, de manipulacion de simbolos

algebraicos o de g ecucién de algoritmos entre otros.

En las oportunidades de aprendizaje que e profesor brinda sus escolares, desta-
can € disefio y seleccion de las tareas, elementos centrales en el andlisis de ins-
truccion. Empleamos el término oportunidad de aprendizaje en € sentido de
Lupiafiez (2013), en e que las tareas mateméticas, como demandas cognitivas
gue movilizan conocimiento, son € principal vehiculo para que los escolares

alcancen las oportunidades de aprendizaje.

3.2.4. Andlisisdeinstruccion

Para responder a la cuestion sobre como y cuando se lleva a cabo la ensefianza,
se presenta el andlisis de instruccién. Con base en las informaciones proceden-
tes de los andlisis previos, es posible establecer 10s criterios que permitan anali-
zar y seleccionar las actividades o tareas que redlizarén los escolares en €l aula,
asi como los contenidos a tratar, que constituiran |as actividades de ensefianza 'y
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aprendizaje (Gémez, 2007). El andlisis de instruccion también recoge aspectos

relativos a la gestion del aula, al empleo de materiales y recursos, la secuencia-

cion y organizacion de la ensefianza. Entre las distintas componentes que pre-

senta este proceso, Marin (2013) destaca tres, relativas a las tareas escolares:

adecuacion de tareas, andlisis de la complgjidad y seleccién y organizacion de

tareas.

La adecuacion de las tareas escolares implica analizar tareas presen-
tes en libros de textos u otros documentos y modificarlas o disefiar
otras nuevas Si es necesario para gue se adecten ala planificacion de
contenidos y expectativas de aprendizaje. Para €ello, se revisan los
contenidos, representaciones y contextos 0 modos de uso presentes
en latarea, y la demanda cognitiva desde la perspectiva de los obje-
tivosimplicados en latareay |as competencias que puede activar.

Andlisis de lacomplgjidad de las tareas, en € sentido de la dificultad
gue €l resolutor puede experimentar durante la realizacién. Marin
(2013) propone 3 niveles tedricos de complejidad tomados de PISA
2003: reproduccion, conexion y reflexion.

Seleccién y organizacion de tareas escolares, en el que se detalla la
sesion de clasey el instrumento de evaluacion. En la planificacion de
una sesion de ensefianza, ademés de seleccionar los contenidos y ta
reas que se consideran relevantes para la instruccion, el profesor
también ha de organizar esa informacion y establecer una organiza-
cion eintegracion de los contenidosy tareas atratar.

3.2.5. Analisisde actuacion o evaluativo

El quinto y dltimo andlisis, el andlisis de actuacion o evaluativo, cierra € ciclo

del andlisis didactico y constituye €l inicio del siguiente. Este andlisis “utiliza la

informacion que surge de la puesta en practica de las actividades de ensefianza y
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aprendizagje para producir informacién que permita determinar la comprension
de los escolares en ese momento, 1os contenidos a tratar en el aulay los objeti-
vos de aprendizaje que se deben buscar en €l nuevo ciclo” (Gomez, 2007, p. 93-
94). Asi, este analisis no tiene como objetivo asignar una calificacion alos estu-
diantes, si no valorar en qué medida se halogrado |o que se pretendia, contrastar
los aspectos planificados con o que sucedid con el propésito de mejorar la pla-
nificacion y, en efecto, la préctica docente. Entre los distintos aspectos sobre |os
gue el profesor puede reflexionar sobre el proceso del andlisis didactico se en-
cuentran, segun Lupiafiez (2013), valorar la seleccién y organizacion de conte-
nidos; determinar en qué medida los escolares al canzaron |os objetivos especifi-
cos gue se habian planificado; determinar si las tareas cumplieron la funcion por
la que fueron seleccionadas o disefiadas; y valorar la conveniencia de los mate-

riales, recursos y métodos de eval uacion.

3.2.6. Uso del andlisisdidactico en €l estudio

La necesidad de un proceso sistematico para la planificaciéon y andlisis en las
distintas fases del estudio, nos llevo a seleccionar € andlisis didactico como un
método para realizar dicha funcién. En particular, en este trabgjo se ha utilizado
el ciclo del andlisis didactico parallevar acabo las siguientes actuaciones.

Al iniciar una investigacion o intentar profundizar sobre un tema en este
area, es imprescindible analizar los conceptos centrales que lo constituyen para
obtener un conocimiento amplio del tema, asi como precisar y delimitar los
conceptos que se van a tratar. Con € primer andlisis del andlisis didactico, €l
andlisis conceptual, abordamos esta problemética. Asi, al comenzar esta investi-
gacion, nos valemos de este andlisis para profundizar en los conceptos claves
gue constituyen la relacion parte-todo, asi como las diversas funciones e inter-
pretaciones que desempefia en distintas disciplinas, incluida la propia matemati-
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ca. El capitulo 4 recoge esta reflexion tedrica que se gjusta a caracteristicas y
condiciones del analisis conceptual (Rico, 2000; Rico, 2013).

Dado que el modelo del andlisis didactico incluye tres tipos de conocimien-
tos (conocimiento sobre el contenido matematico escolar, conocimiento sobre el
aprendizaje o0 cognitivo, y conocimiento sobre la ensefianza o de instruccion),
diseflamos | as fases de recogida de informacion en € estudio empirico, conside-
rando estos tres tipos de conocimientos, cuyo estudio se abordara respectiva-
mente mediante €l andlisis de contenido, € andlisis cognitivo y € andlisis de

instruccion.

En la primerafase del estudio empirico, nos centramos en el estudio del co-
nocimiento del contenido de los maestros en formacion inicial. En esta ocasion,
nos basamos en el segundo tipo de andlisis del andlisis didactico, € andlisis del
contenido de las mateméticas escolares. Lainterpretacion de sus tres componen-
tes (estructura conceptual, sistemas de representacion y contextos o0 modos de
uso) como variables fundamento € disefio y construccion del cuestionario con
el cual nos propusimos evaluar e alcance de los significados manifestados por
los profesores en formacion inicial. El andlisis de los datos y los resultados ob-

tenidos se encuentran recogidos en € capitulo 6 de este trabgjo.

Lasegunday tercerafase del estudio empirico se centran en e conocimien-
to didactico del contenido de las matematicas escolares, particularmente en al-
gunos aspectos del conocimiento sobre la ensefianza 'y el aprendizge de las re-
lacién parte-todo como fundamento de las fracciones.

La segunda fase del estudio empirico esta centrada en el conocimiento de la
ensefianza manifestado al redactar un material para la instruccion inicial acerca
de las fracciones a partir de la relaciéon parte-todo. El andlisis de instruccion
proporciona respuesta a la cuestion sobre como llevan a cabo esta ensefianza de
las fracciones un grupo de maestros en formacion inicial. En la segunda fase nos
basamos en algunas componentes del analisis de instruccion para €l tratamiento
de los datos asi como su interpretacion. El andlisis e interpretacion de los datos
se encuentran en el capitulo 7 de este trabgjo.
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Laterceray ultima fase del estudio empirico, se centra en €l conocimiento
sobre el aprendizaje escolar de la relacién parte-todo. Dado que el andlisis cog-
nitivo nos permite organizar el para qué y hasta dénde aprender determinados
conoci mientos sobre un tdpico, nos valemos de sus componentes (disefio de ta-
reas, expectativas y limitaciones del aprendizaje) como marco para disefiar 1os

instrumentos de recogida de los datos y €l andlisis de las producciones.

3.3. SIGNIFICADO DE UN CONCEPTO EN LA

MATEMATICA ESCOLAR

La nocién de significado utilizada en este trabajo se desarrolla ampliamente en
Romero (1997, pp. 35-36), Rico (2005) y Gémez (2007, pp. 24-27 y 439). En
estos trabajos, se postula que, en las matematicas escolares, |0os conceptos ad-
guieren una variedad de significados més alla del significado simbdlico que tra-
dicionalmente se ensefia. Dado que € interés por el significado de los conceptos
mateméaticos esta centrado en las matematicas escolares, en este apartado, des-
cribimos distintos tridngulos semanticos que han sido desarrollados previamente
para el estudio del significado de los contenidos matematicos escolares, hacien-
do especial énfasis en € triangulo epistemol 6gico de Steinbring (1997, 2006). A
continuacién, describimos nuestro triangulo semantico y sus componentes v,

finalmente, 1o jemplificamos con larelacién parte-todo.

3.3.1. Triangulo semantico en educacion mateméatica

Como herramientas para analizar € significado de los contenidos mateméticos,

se han desarrollado diversos tridngulos semanticos en Educacién Matemética,
como muestran varios casos. Asi, Radford (2003) identificay trabaja con la ter-
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na interpretacion—concrecion—generalizacion; Séenz-Ludlow (2006) considera
la terna mateméti cas—aprendiz—signos; Vergnaud (1983) desarrolla su terna con
las nociones de referente—i nvariantes—epresentaciones; mientras que Steinbring
(1997, 2006) |0 hace mediante los conceptos de signo/simbol o—objeto/contexto—

concepto.

El triangulo semantico que se presenta'y con € que se trabaja en este capi-
tulo es similar al tridngulo epistemol 6gico de Steinbring. Esta conceptualizacion
ha sido usada para investigar el conocimiento de los maestros en formacion en
conceptos como €l de probabilidad (Ojeda, 1999) o e de funcidn (Eliay Spirou,
2006) y la comprension de los escolares sobre simetria (Ranning, 2011), sobre
fracciones (Ranning, 2012) o sobre multiplicacion y division de nUmero natura-
les (Farrugia, 2007).

Seguin la perspectiva de Steinbring, “3” es un signo/simbolo que serefiere a
la cantidad de un conjunto de pelotas, independientemente de su color y forma.
El objeto/contexto de referencia es una situacion de la vida rea o un dibujo co-

mo €l de tres manzanas, y €l concepto es el “concepto elemental de niUmero”.

Entre las diversas funciones de este marco tedrico, Steinbring otorga espe-
cial relevancia a la adquisicion del significado de los conceptos mateméticos.
En este proceso, una importante caracteristica es el balance entre todas las com-
ponentes del triangulo y sus relaciones. Estas relaciones son enfatizadas por
Steinbring debido a que el establecimiento interactivo de tales relaciones genera
significado para dicho concepto. En especial, Steinbring (1989, 1997) destaca el
caso de la relacidon entre los signos/simbolos y los contextos de referencia.
Cuando una situacion relativamente familiar (el contexto de referencia) se pone
en relacién con un sistema de signos desconocido, €l nuevo sistema de signos se
puede dotar parciamente de significado. Por ggemplo, a introducir alos escola-
res en la aritmética, objetos e imégenes de la vidareal se utilizan como contex-
tos. Los nifios ponen estas imégenes familiares en relacion con un sistema de
signos nuevo y desconocido: los simbolos de los nimeros. De esta manera, €l
sistema de signos se dota parcialmente de significado.
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Otra caracteristica importante del triangulo destacada por Steinbring es la
“intercambiabilidad” de las posiciones de signo/simbolo y contexto de referen-
cia. Esto ocurre cuando un sistema de signos que ya es familiar para el indivi-
duo actiia como un contexto de referencia ante un nuevo sistema de signos. Asi,
en e anterior gemplo, cuando los simbolos de los nimeros se convierten en
familiares para los nifios, pueden actuar como contexto de referencia en un nue-
VO proceso en que e diagrama de la recta numérica es el sistema de signos des-

conocido.

3.3.2. Tridngulo semantico: estructura conceptual, sistemas de

representacion y contextosy modos de uso

Siguiendo |a sugerencia de Steinbring (2006) de que una secuencia de triangulos
puede ilustrar € desarrollo de las interpretaciones de un escolar, en este trabgo
utilizamos este tipo de instrumento de andlisis para estudiar €l significado que
los maestros en formacion atribuyen a la relacion parte-todo. Para ello, desarro-
[lamos un triangulo semantico cuyas componentes son la estructura conceptual,

los sistemas de representacion y os contextos y modos de uso.
3.3.2.1 Estructura conceptual

El término estructura se usa en varias disciplinas, como la arquitectura, lalogica
o la gramética, con distintas acepciones que hacen referencia a un todo ordena-
do. Segun Krings (1979), e término estructura “es especialmente relevante en
dos casos. primero cuando se trata de un conjunto de relaciones que puede des-
cribirse por relatores, o bien de propiedades de tal conjunto; segundo, cuando €l
orden en cuestién viene dados por reglas de conexion de piezas constructivas en
un todo complego” (p. 57).

En mateméticas, € término estructura, generalmente, se refiere a un con-

junto con una coleccién finita de operaciones y relaciones definidas dentro del
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conjunto. Por giemplo, la estructura de los nimeros naturales es un conjunto,
con una operacion aditivay otra multiplicativa, sus propiedadesy larelaciéon de
orden. En este trabgjo, e término estructura conceptua tiene un sentido més
amplio, en e que se incluyen los conceptos, procedimientos y relaciones entre
conceptos que involucra un topico matemaético, atendiendo a la estructura ma-
temética de la que forman parte, asi como a la que configuran tales conceptos y
procedimientos (Feferman, 1989; Romero, 1997, pp. 36-37; Rico, Castro y Ro-
mero, 2000, pp. 154-157; Goémez, 2007).

3.3.2.2 Sstemas de representacion

Kaput (1987) sostiene que toda discusion sobre la representaci én debe distinguir
entre dos entidades: e mundo que representan y el mundo representado. Una
representacion de unaidea es algo que hace presente el concepto pensado.

Para pensar y comunicar ideas matematicas necesitamos representar-
las de algiin modo. La comunicacion requiere que las representaciones
sean externas, tomando la forma de lenguaje oral, simbolos escritos,
dibujos u objetos fisicos. ... Para pensar sobre ideas matematicas ne-
cesitamos representarlas internamente, de manera que permita a la
mente operar sobre ellas. (Hiebert y Carpenter, 1992, p. 66)

En términos generales, usamos el término representacion (externa) para referir-
nos a las materializaciones fisicas, configuraciones observables tales como sim-
bolos escritos, diagramas, dibujos, lenguaje hablado o imégenes informatizadas
(Goldiny Kaput, 1996). Siguiendo la definicion de Kaput (1992), consideramos
un sistema de representacion como un sistema de reglas para: (a) identificar o
crear signos, (b) operar sobre ellosy con ellos y (c) determinar relaciones entre

ellos.

En lareflexién realizada sobre | as representaciones de | as estructuras numé-
ricas, Hiebert y Carpenter (1992) afirman que €l conocimiento matematico solo

es alcanzable por representaciones externas por lo que estas tienen un papel
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fundamental en el aprendizaje de las mateméticas. Esta caracteristica convierte
el estudio de las representaciones en una herramienta esencial para los investi-
gadores en educacién matematica ya gque aportan diferentes modos en que las
personas procesan conceptos y estructuras matematicas (Kaput, 1987).

Las representaciones son expresiones del significado (Morgan y Kynigos,
2014). También los modos en que se manipulan las representaciones otorgan
significado a concepto. En nuestro triangulo semantico, las representaciones se
consideran como herramientas en |os procesos de produccién de significado. En
la ensefianza de |as mateméticas, hay sistemas de simbolos, palabras, diagramas,
notacién algebraica, etc., que se utilizan de manera convencional. Estas formas
de representacion usan diferentes modos de comunicacion y tienen diferente
potencial en el proceso de creacion de significado. Cada sistema de representa-
cion, junto con sus propias reglas, propone una descripcién diferente del con-
cepto matematico, que al mismo tiempo enfatiza 'y establece algunas propieda-
des importantes, 0 hace otras propiedades més dificil de entender (Figueras,
Filloy y Vademoros, 1986; Rico, Castro, y Romero, 1996).

3.3.2.3. Contextos y modos de uso

La tercera componente del tridngulo semantico esta relacionada con las mate-
maticas y sus modos de uso. Freudenthal (1983) destacd que los conceptos y
estructuras mateméticas estén vinculados con fendmenos y contextos especifi-
cos. Nuestra componente “contextos y modos de uso” se refiere a aguellos fe-
némenos, situaciones 0 modos de uso que dan sentido al concepto matemético.
Los conceptos adquieren significado desde tales fenOmenos o cuestiones que
provienen del mundo fisico, social y cultural (Van den Heuvel-Panhuizen,
2014).

En las matematicas escolares, |os fendmenos se presentan segun diferentes
contextos, a través de distintas situaciones o bien mediante cuestiones o pro-

blemas. La consecucion del significado de un concepto requiere que los escola-
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res se enfrenten a una diversidad de situaciones y problemas que se puedan
abordar mediante tal concepto.

Asi mismo, y para no ser reiterativo en el empleo del término fendmeno, se
utilizan términos similares. Por gjemplo, el término contexto numérico para los
nimeros naturales y operaciones (Castro, Rico, y Castro, 1987). En consonancia,
los contextos o usos para €l nimero natural son fendmenos asociados a nimero
natural, que contribuyen a la constitucion de significado del nimero. En el caso
de las fracciones, trabgjar diferentes contextos permite una comprension més
profunda, ya que los conceptos solo tienen sentido cuando se aplican a determi-

nados contextos (Brocardo, 2010).

Nuestra tercer componente es mas amplia que la componente obje-
to/contexto del triangulo de Steinbring. Por € emplo, de acuerdo con |la perspec-
tiva de Steinbring, el objeto/contexto del nimero 3 es una situacion de la vida
real 0 unaimagen del mismo. Siguiendo con € gjemplo de los nUmeros natura-
les, nuestra tercer componente, los contextos y modos de uso, implica los dife-
rentes usos sociales, practicosy culturales del concepto (cardinal, medida, ordi-
nal, y nominal) que dan sentido alos nimeros en las situaciones de lavidareal.

3.3.3 El uso del tridngulo semantico

En € proceso de estudiar la adquisicién de significado en las matematicas esco-
lares, ponemos nuestra atencidn en la interaccion entre los tres componentes
durante y después del proceso. Este enfoque permite lograr dos metas. En pri-
mer lugar, muestra a tridngulo semantico como una herramienta para €l analisis
del conocimiento sobre el contenido de los temas de matematicas escolares. Asi
se describen y establecen los diferentes significados de un tema en términos de
su estructura conceptual, sus sistemas de representacion y los contextos y mo-
dos de uso. Ejemplificamos esta primeraidea con e concepto de relacién parte-
todo multiplicativa en el siguiente apartado.
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3.3.4. Significado de larelacién multiplicativa parte-todo

3.3.4.1. Estructura conceptual de la relacion parte-todo multiplicativa
Cuando una totalidad, ssmbolizada por T, se fragmenta o divide en n partes P,

n
disuntas, con 1<i<n, conT = U P, cada una de dichas partes P, presenta una
i=1

relacion con € todo R(P,T).

En el proceso de fragmentacion de un todo, sus partes P, pueden ser iguales:
P= F’J ,Vi,]. A cada una de esas partes iguales la designamos por P . En este

caso, larelacion entre una de las n partesiguales P de un todo T se convierte en
una relacion multiplicativa, que conocemos en aritmética escolar como relacion
parte-todo. En este caso, podemos representar aritméticamente la relacién mul-
tiplicativa entre una parte y € todo por T = nxP. Esta conceptualizacion de la

relacién parte-todo implica cuatro componentes fundamental es.

* El todo (T) o cantidad que tomamos como referencia, de la que se
parte. En el caso de las mateméticas escolares consideramos funda-
mental distinguir si e todo se presenta mediante una o varias figuras

geométricas, objetos o através de una cantidad de alguna magnitud.

e Larelacion (R(P,T)=1/n) expresa la relacion entre una de las partes
iguales Py el todo T o cantidad en que se divide; usualmente se sim-
boliza la relacién mediante la fraccion 1/n. En € caso en €l que €
todo se presente como una figura o cantidad, la relacion expresa nu-
méricamente la medida de cada una de las n partes iguales, P, con
respecto del todo T que es tomado como medida de |a parte obtenida.

e Laparte (P) cuyarelacion con el todo T viene dada por una unidad
fraccionaria 1/n, se denomina parte enésima de T.
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* Por ultimo, estas tres componentes dan lugar a un cuarto e emento

presente en la estructura, e complementario C de la parte
(T=PUC).

Estas componentes dan lugar a dos relaciones. Primero, larelacion entre una de

las n partes iguales de un todo: P = lT , en laque l expresa la relacion entre
n n
1
cada unadelas partesy el todo: R(P’T)=ﬁ .

Segundo, la relacion inversa multiplicativa T =nx P, en la que n indica

larelacion entre el todo y cada una de las partesiguales. R(T,P)=n.

3.3.4.2. Sstemas de representacion en la relacion multiplicativa parte-todo

En Matematicas, 10s conceptos se hacen presentes mediante algin modo de re-
presentacion que permite mostrar adecuadamente, con cierta precision y simpli-
cidad, el concepto y algunas de sus propiedades, asi como las posibles opera-
ciones y transformaciones a las que puede someterse posteriormente (Rico,
2009). En este sentido, las representaciones ocupan un papel importante en la
relacion parte-todo pues concretan sus elementos, propios para representar las
nociones caracteristicas de esta relacion.

Cada concepto se puede representar de diferentes maneras. Igual mente,
existen diversos sistemas de representacion para la relacion parte-todo, como
son |os sistemas de representacion simbdlico, verbal o gréfico.

Sstemas de representaci én simbdlico

Dentro de esta modalidad de representacion consideramos varios sistemas de
representaci on.

 Lossimbolos como a/b, utilizados en e campo del Algebra.

* Lossimbolos presentes en otras culturas.
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* Las representaciones numéricas de las fracciones como son la nota-
cién usua ', la notaciéon decimal 0.5, los porcentajes 50% o €l sis-

tema sexagesimal 12:15:30.

* Algunas expresiones simbdlicas de la relacion parte todo son:

RPT)=Un T=nP P=(Un)T C=@1-UnT (1-Un)}C)=T

Sstema de representacion verbal

Vinculado a sistema de representacion numeérico, esta el verbal, en e que las
reglas del lenguaje organizan y condicionan la representacion de la relacion par-
te-todo. El espafiol impone normas y reglas para expresar esta relacion. Como
destacamos anteriormente, las fracciones y en concreto la relacion parte-todo se
expresa linglisticamente con dos numerales, un cardinal en funcion adjetiva que
designa &l numerador del quebrado: un, dos, ocho, y un numeral ordinal en fun-
cion sustantiva, que designa el denominador: quinto, sexto, décimo (RAE,
2014).

Sstemas de representacion gréafico

Dentro de esta modalidad de sistema de representacion, consideramos tres tipos
fundamentales de sistemas de representacion graficos: continuo-area, continuo-
lineal y discontinuo-discreto. Estas tres clases de relaciones entre las partes y €l
todo se desarrollan simultaneamente, donde en cada caso el todo, constituido

por una o varias figuras finitas, esrelativo ala situacion.
Sstemas de representaci én continuo

Las figuras geométricas elementales (segmento, rectangulo, circulo) se utilizan
para representar cantidades de la magnitud longitud y de la magnitud superficie.
Estas representaciones hacen abstraccion de las caracteristicas fisicas del todo y
las muestran como homogéneas y dotadas de propiedades de simetria que per-
miten su fragmentacion o division mediante construcciones geomeétricas senci-
llas. A pesar de la existencia de otros sistemas de representacion como la mag-
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nitud volumen, en este apartado sélo consideramos dos sistemas de representa-
cion bésicos pero fundamentales para las mateméticas escolares. magnitud area
o superficiey magnitud lineal o longitud.

Magnitud area o superficie. Rectangulo, circulo y cuadrado, junto con €l
resto de los poligonos regulares de uso menos frecuente, son representaciones
convencionales de una cantidad de superficie, una de cuyas caracteristicas es
que esa totalidad resulta divisible en partes iguales mediante técnicas geométri-
cas elementales. La figura convencional para esta representacion es € circulo,
pues presenta infinitos gjes de simetria con los que realizar su division en partes
iguales. En el caso de otros poligonos o figuras planas, la dificultad de realizar
ladivision en partes iguales aumenta, seguin disminuye la regularidad de lafigu-
ra, llegando alaimposibilidad de realizar el fraccionamiento.

Figura 3.5. Representacion de superficie

Magnitud lineal o longitud. Igualmente, un segmento es una representacion
convencional de una cantidad de longitud que resulta divisible en partes iguales
mediante técnicas geométricas sencillas bien de simetria o bien de proporciona-
lidad.

Figura 3.6. Representacion lineal
Sstema de representacion discreto
Junto con los objetos continuos, los conjuntos de elementos abstractos como

puntos 0 marcas se utilizan para representar cantidades de una magnitud discon-
tinuay discreta (bolas, fichas, caramelos o cualquier otro tipo de objetos indivi-
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sibles). En estas representaciones, |a técnica necesaria para obtener partes igua-
les es distinta a la utilizada con figuras continuas, pues se realiza agrupando sus
elementos en subconjuntos de igual niUmero de componentes. En este caso, ya
no son necesarias las propiedades de simetria para su fragmentacion, sino la
igualdad convencional entre los elementos que forman el conjunto, ademés de la
identificacion y separacion de cada uno de ellos respecto a resto de elementos
gue forman el todo.

Figura 3.7. Representacion discreta

En este caso, €l esquema de la relacion parte-todo es distinto ya que, al dividir €
conjunto en partes iguales, los subconjuntos resultantes pueden estar formados
por varios objetos, en contraposicion a los objetos continuos en que las partes
estan formadas por trozos simples. La figura muestra un gemplo de divisiéon de

un todo con 8 elementos en 4 partes iguales.

La limitacién que tienen estas representaciones reside en la estructura del
todo pues, a no estar formado por elementos divisibles, es necesario que € nu-
mero de unidades simples del todo sea divisible entre el nimero de partes para
conseguir que las partes sean iguales, es decir, partes formadas por e mismo
nimero de elementos. En caso contrario, algunos repartos no se pueden realizar.
Por ejemplo un conjunto formado por 7 elementos no se puede repartir grafica

mente en 5 partes iguales constituidas por el mismo tipo de e ementos simples.
3.3.4.3. Contextos y modos de uso de la relacion parte-todo

Basandonos en que los conceptos adquieren significado desde fenémenos o si-
tuaciones que provienen del mundo fisico, social y cultural (Van den Heuvel-
Panhuizen, 2014), nuestra componente “contextos y modos de uso” se refiere a
aguellos fendmenos o situaciones que dan sentido al concepto matemético.
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Por ggemplo, en la estructura aditiva encontramos numerosos estudios cen-
trados en su componente semantica. Muchos de ellos coinciden en adoptar una
clasificacion comun de los tipos de problemas de adicion y substraccién: cam-
bio, combinacion y comparaciéon (Carpenter y Moser, 1983). Dicha naturaleza
semantica se establece por la accion que caracteriza larelacion y que da sentido
a esta estructura. Una accién de cambio, comparacion o combinacién caracteri-
zalos contextos y modos de uso de larelacion aditiva entre dos cantidades.

En e caso de las estructuras multiplicativas, para dotar de sentido y expre-
sar un uso de larelacién através de un enunciado o situacién concreta, es nece-
sario agun objeto que determine el todo y aguna accidn sobre esa totalidad que

dé lugar a su division en partes iguales.

“Un todo es un nuevo término Unico, distinto de cada una de sus partesy de
todas ellas: es unidad, no pluralidad, y se relaciona con sus partes, pero tiene un
ser distinto del de ellas’ (Russell, 1902, §133-141). Usualmente, en las mateméa-
ticas escolares se utilizan totalidades sencillas como una cantidad de superficie
o de longitud, para €l caso continuo, o bien colecciones de elementos para €l
caso discreto (Freudenthal, 1983, p. 140).

Con respecto a los contextos y modos de uso basicos, hay multitud de ver-
bos de accién que dan sentido a una relacion multiplicativa parte-todo. En el
caso de las mateméticas escolares, encontramos igualmente contextos y modos
de uso bésicos como fraccionar, repartir o medir. En |os tres casos, esta presente
un todo, una parte y una accion que los vincula. Su estructura comun la consti-
tuye la estructura conceptual, es decir la relacion multiplicativa entre las partes
gue se consideran y € todo que se ha dividido en partes. Estos contextosy mo-
dos de uso son nociones centrales en la ensefianza y aprendizaje del nimero ra-

cional, pues otorgan sentido a través de una dimensién de su significado.

* Fraccionar. Este uso resalta €l hecho de la particién o division equi-
tativa, fisica o verba de un objeto. Fraccionar expresa actuar direc-
tamente sobre un todo o totalidad para dar lugar a partes iguales. Se

gjemplifica mediante una cantidad, continua o discreta, que se divide
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en partes iguales P también continuas o discretas. En relacién con las
fracciones, Freudenthal sefialé: “En las fracciones se presentan de
forma concreta cuando una totalidad es dividida, cortada, rebanada,
rota, coloreada en partes iguales, 0 sl se experimenta, imagina, pen-
sado como tal.” (Freudenthal, 1983, pp. 140).

Repartir. En este caso, se da por ya dividida la totalidad y destaca
gue las partes se distribuyen equitativamente, asi ocurre al distribuir
una cantidad a (caramelos, barras, tartas...) en b partes iguales

(personas, conjuntos,...).

Medir. Este uso plantea la medida de una cantidad P cuando se to-
ma como unidad el todo T del que forma parte. La fraccién expresa
cuantas veces la parte contiene al todo. Aborda el problema de ex-
presar un objeto o parte P mediante una unidad de medida mayor T

(delaque forma parte).

Como veremos en €l capitulo 5, € tridngulo es también una herramienta Util pa-

ra analizar e interpretar el significado del conocimiento matematico expresado

por distintos estudiantes y permite diferenciar sus niveles de comprension. Por

gjemplo, caracterizaremos las producciones escritas de |os estudiantes en cuanto

a los componentes del triangulo y a sus relaciones. Esta segunda idea servira

para identificar parte del conocimiento del contenido especializado que un gru-

po de profesores en formacién asigna a estos tres componentes del contenido de

las fracciones paralarelacion parte-todo multiplicativa.



CAPITULO 4

METODOLOGIA

Nuestra investigacion esta estructurada en un estudio tedrico (fase 0) y un estu-
dio empirico (fases 1, 2 y 3). Para el estudio tedrico, nos basamos en la herra-
mienta metodol 6gica del analisis conceptual. Seleccionamos el analisis concep-
tual para profundizar en la relacion parte-todo a iniciar la investigacion ya que
“es un método no empirico para trabajar y profundizar sobre los conceptos, una
técnica de escrutinio para conseguir precision y dominio en su uso” (Rico, 2013,
p. 16).

El estudio empirico tiene la estructura de un disefio combinado, en € que
realizamos tres fases secuenciales de recogida y andlisis de datos. Los resulta-
dos de cada fase aportan conocimiento parcial del problemay, considerados en
su conjunto, enriquecen y complementan la informacién obtenida en cada uno
por separado. Este estudio empirico esta centrado en el conocimiento del conte-
nido y el conocimiento didéctico de los futuros maestros de Educacién Primaria
relativo a las fracciones, interpretadas como relacion parte-todo multiplicativa.
Para elucidar estos conocimientos en los maestros en formacion inicial conside-
ramos de utilidad el andlisis didactico y sus dimensiones como herramienta me-
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todolbgica. Los tres primeros andlisis del andlisis didactico (analisis de conteni-
do de las matematicas escolares, andlisis cognitivo y andlisis de instruccion) se
centran en aspectos distintos del conocimiento del profesor que se imparten en
cursos distintos en € programa de formacion inicial de maestros en la Universi-
dad de Granada, por lo que su estudio lo disefiamos en tres fases basadas en ca-
dauno delos andlisis.

En este capitulo, presentamos de forma pormenorizada el enfoque metodo-
l6gico utilizado en €l estudio empirico. Para ello, dado que el estudio empirico
comprendio tres fases, este capitulo contempla tres apartados que describen las
caracteristicas metodol 6gicas de cada una de la fases: los sujetos, el programa
de formacién de los futuros maestros, los instrumentos utilizados, el procedi-
miento seguido para la recogida de informacion y e procedimiento seguido en
el andlisis de los datos. En la tabla 4.1, presentamos un resumen del esquema
metodol 6gico general.

Tabla4.1. Esquema general de la metodologia

Primerafase Segunda fase Tercerafase
Centrado en Conoci mle_nto ddl Conocimiento didactico ~ Conocimiento didactico
contenido

Ciclo del
a_nal,| SIS Andl 'S'S.del conte- Analisis deinstruccién Andlisis cognitivo
didactico nido
empleado

35;25332'&” ::;?sl 82 estudiantesdel grado 11 estudiantes del grado
Sujetos g A de Maestro de Educacién de Maestro de Educa-

de Educacion Pri- S S T

X Primaria cion Primaria
maria.

Asignatura“Bases  Asignatura“Ensefianzay Asignatura “Disefio y
Contexto mateméticas parala aprendizaje de las Mate- desarrollo del curricu-

Educacion Prima- méticas en Educacion lum en Educacién Pri-

ria’ (1% curso) Primaria’ (2° curso) maria’ (3% curso)
Cuestionario 1 Cuestionario 2 Cuestionario 3
Materides | (detrabgjoindivi- . (detrabdoindividua) oo individual) y
dual) junto con ilustraciones en rabadora de audio
formato de pegatinas 9
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Desde un punto de vista metodol dgico, situamos este trabajo en e campo de la
metodol ogia descriptiva, debido a nuestro interés por describir e interpretar fe-
némenos (Colés y Buendia, 1998) y elaborar un modelo descriptivo y explicati-
vo del conocimiento puesto de manifiesto por los futuros maestros en relacion

con lanocion de fraccidn ligada alarelacion parte-todo.

4.71. CARACTERISTICAS METODOLOGICAS DE LA

PRIMERA FASE

En la primera fase del estudio empirico, indagamos sobre €l conocimiento del
contenido de los maestros en formacion inicial. Para ello, nos basamos en €l
andlisis del contenido de las mateméticas escolares para explorar, desde un pun-
to de vista empirico, qué dominio conceptua sobre la estructura conceptual, re-
presentaciones y contextos y modos de uso de la relacion parte-todo multiplica-

tiva tienen los maestros en formacion al comienzo de sus estudios universitarios.

En esta fase, utilizamos un cuestionario con items de respuesta abierta co-
mo instrumento paralarecogida de datos. Se trata de un estudio de carécter des-
criptivo, realizado durante el curso académico 2009-2010.

Una caracteristica destacada de esta fase del estudio es el empleo de un en-
foque inductivo en € andlisis de las respuestas, con el que tratamos de describir,
analizar y organizar las diferentes ideas y nociones implicitas en relacion con el
tema de estudio gque los participantes aportaron en respuesta a las preguntas
planteadas. El disefio sigue, en lineas generales, e esquema propuesto por
McMillan y Schumacher (2005, p. 496). En la tabla 4.2, presentamos el esque-
ma metodol 6gico de esta fase.
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Tabla4.2. Esquema de la metodol ogia de la primera fase de la investigacion

Tipo de estudio Estudio empirico
Ciclo del andlisis
didéactico Andlisis del contenido de las mateméticas escolares
empleado
Sujetos 358 estudiantes del grado de Maestro de Educacién Primaria.
Asignatura “ Bases mateméticas parala Educacion Primaria”
Contexto or
(17 curso)
Materiales Cuestionario 1 de trabajo individual

4.1.1 Sujetosdela primera fase

L os participantes de la primera fase del estudio fueron 358 estudiantes del grado
en Maestro en Educacion Primaria, matriculados en la asignatura “ Bases mate-
maticas para la Educacion Primarid’ y pertenecientes a dos centros de la Uni-
versidad de Granada: 1a Facultad de Ciencias de la Educacion y la escuela uni-
versitaria La Inmaculada. Ddl total de sujetos, 225 pertenecian a la Facultad de
Ciencias de la Educacién y se encontraban repartidos en cuatro grupos con dis-
tintos profesores; los 133 restantes pertenecian a la escuela universitaria La In-
maculada 'y se encontraban repartidos en dos grupos, cada uno con distinto pro-
fesor. Estos sujetos constituyeron una muestra intencional elegida por su
disponibilidad.

Dado que los participantes eran estudiantes matriculados en €l primer curso
del grado de Educacién Primariay no habian recibido instruccion sobre €l tema,
se pueden considerar como una muestra de adultos cultos (Adjiage y Pluvinage,
2007).
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4.1.2. Contexto dela primerafase

Los estudios de grado de Maestro en Educacion Primaria proporcionan latitula-
cion académica legalmente necesaria para ser docente en los colegios de prima-
ria espafioles. En el primer curso de dicha titulacion en la Universidad de Gra-
nada, se encuentra la asignatura de tipo obligatorio “ Bases matematicas para la
Educacion Primaria’ con 9 créditos ECTS. Esta asignatura esta centrada en €l
estudio del contenido de las matematicas escolares. La guia docente de la asig-
natura del curso 2012-2013 afirma que esta se centra en “d estudio, andlisis y
reflexion de los conceptos y procedimientos matematicos, sus formas de repre-
sentacion y modelizacion, fenomenologia y aspectos historicos de los mismos,
utilizando materiales y recursos’. Los contenidos de la asignatura se organizan

en siete temas:
(a) & nimero natural (sistemas de numeracion),
(b) aritmética,
(c) nUmeros racionales,
(d) figuras geométricas,
(e) transformaciones geométricas planas y orientacion espacial,
() magnitudesy su medida, y

(g) introduccién ala probabilidad y estadistica.

Ademas, se incluyen los siguientes contenidos transversales: € sentido numéri-
co, laresolucion de problemas, €l uso de las nuevas tecnol ogias en matematicas,
y ladimension histérica, socia y cultural de las matemaéticas.

Dentro del tema de los nimeros racionales, se incluye el estudio de diversas
interpretaciones y representaciones de los nimeros racionales, las operacionesy
equivalencia de fracciones y materiales y recursos para la ensefianza de las frac-

ciones.
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Con respecto a la metodologia, la asignatura presenta clases tedrico-
expositivas y clases précticas de trabajo en grupo. En las clases tedricas € pro-
fesor es e encargado de presentar, orientar y sintetizar |os temas del programa.
En estas sesiones, se entrega a los alumnos unas guias de trabajo, hojas de acti-
vidades para cada temay lecturas de textos recomendados en la bibliografia. En
las clases précticas, bajo la supervision del profesor, |os estudiantes trabagjan en
grupos, utilizan materiales manipulativos o software educativos y recursos de
Internet, y resuelven cuadernos o guiones de préacticas que proporcionan ins-

truccionesy actividades.

4.1.3. Instrumento de recogida de la informacion de la primera

fase

El instrumento de recogida de datos utilizado en la primera fase del estudio fue
un cuestionario de respuesta abierta elaborado expresamente para este estudio
(cuestionario 1). Las cuestiones fueron formuladas con el objetivo de poner de
manifiesto la estructura conceptual, |os sistemas de representacion y |os contex-
tos 0 modos de uso que los maestros en formacion inicial tienen en relacién con
el tema objeto de estudio. Para construirlo, nos enfrentamos a las tareas de se-
leccién del contenido y los significados de las fracciones que pretendemos

abordar con é. Finalmente, las preguntas responden a la siguiente estructura.

* Enlapregunta 1, sobre la estructura conceptual de la relacion parte-
todo, indagamos sobre la forma de una cuestion relativa a fraccionar
y pedimos que se expligue verbalmente qué se entiende por fraccio-
nar: “¢Qué es fraccionar? Explica verbalmente que entiendes por

fraccionar”.

El objetivo de esta pregunta fue que los sujetos pusieran de manifies-
to su conocimiento sobre |os componentes de esta estructura concep-

tual, en particular, los elementos y componentes basicos de la rela
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cion parte-todo, asi como sus relaciones. A pesar de gue otros estu-
dios presentan item similares: “What is the basic definition of fracti-
on for you? (¢cud es la definicion bésica de fraccion parati?)” (Park,
Gugler y McCrory, 2012), “Can you define a rational number?
(¢puedes definir nimero racional)” (Pintoy Tall, 1996), nosotros nos
centramos en la accién de fraccionar para obtener informacion adi-
cional focalizada en la accién y no en € objeto fraccion o niUmero
racional. No propusimos “la definicion” de fraccién como objeto de
reflexion, simplemente requerimos una descripcion funcional de la

misma a cada participante.

* En la pregunta 2, sobre sistemas de representacion, se pide realizar
unailustracion que represente qué es fraccionar: “Haz un dibujo que

muestre qué es fraccionar”

Con esta pregunta pretendemos que los sujetos representen a través
de modelos visuales la accién descrita en la pregunta anterior, es de-
cir una relacion parte-todo. item similares han sido usados en estu-
dios previos. “What kind of picture would you draw to show this
operation (2/3)x(7/4)? (¢Qué tipo de ilustracion dibujarias para mos-
trar esta operacion?) (Cluff, 2005), “Draw a pictoral representation
of the statement: (3/4)-(1/2)=?, (U3)+(U3)=?, (2/3)/(1/2)=7,
(3/3)x(1/3)="" (Dibuja una representacion para cada operacion) (To-
luk-Ucar, 2009).

* Lapregunta 3 centrada en el sentido de esta nocion de fraccion, se
refiere a la descripcién de situaciones y modos de uso a partir de 3
ilustraciones relativas a una relacion parte-todo: “Inventa enunciados
0 describe situaciones distintas que te sugieran cada una de las si-

guientesilustraciones:”
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113 13 d ey
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Figura 4.1. llustraciones presentes en la pregunta 3

Este item proporciona 5 ilustraciones. dos modelos de area, dos modelos linea
les y un modelo discreto. Cada ilustracion estd asociada a una fraccion unitaria
y simple, medio, tercio y cuarto, que son familiares a los participantes. Ademas,
el uso de diversas fracciones extiende el campo de situaciones que los partici-
pantes pueden inventar y previene la saturacién por repeticion de la misma frac-

cion.

Cadaunade las cinco ilustraciones de lafigura 4.1 difiere de las otras cua-
tro en algun aspecto: €l tipo de magnitud utilizada (superficie, longitud, objetos
discretos) o, dentro de la misma magnitud, en los dos elementos de la estructura
conceptual de larelacion parte-todo que se presentan (el todo, la parte o larela
cion). Para el caso de modelos discretos sélo se propone unailustracion (quinta
ilustracion), la que €elicita calcular una parte a partir del todo porgue considera-
mMos que en objetos discretos, la parte junto con larelacion y el todo junto con €l

todo, son dos ilustraciones demasiado similares.

El cuestionario 1, que contiene estas preguntas y gque aparece en el anexo A,

esta compuesto por cuatro hojas, atendiendo al siguiente esquema.

* Datos de identificacion de la institucion que realiza el estudio, presenta-
cion del objetivo del mismo, solicitud de ayuday agradecimientos al en-
cuestado.

* Datos estadisticos de identificacion: sexo, edad, titulacién y centro a

gue pertenece el encuestado.

e Las tres cuestiones descritas anteriormente, como items de respuesta
abierta.
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4.1.4. Procedimiento dela recogida de datos de la primera fase

Para detectar posibles errores en € instrumento, realizamos una prueba piloto
con 15, estudiantes dos semanas antes de la prueba final. Dado que esta prueba
fue claray los estudiantes no tuvieron ninguna duda, no hicimos modificaciones
en el modo de aplicacion ni en los items del cuestionario aplicado.

Con respecto a la forma de aplicacion y a las condiciones para su adminis-
tracion, aplicamos € cuestionario 1 en el horario y en €l aula asignados a la
asignatura Bases Matemaéticas para la Educacion Primaria. Los participantes ya
habian estudiado con anterioridad en la asignatura e tema de nimeros raciona-
les. El tiempo para su realizacién fue libre (no hubo tope méximo) pero en nin-
gun caso resulto inferior a 20 minutos, ni superior a una hora. El profesor y uno
de los investigadores se encontraban en el aula. La aplicacién fue individualiza-
da a excepcion de un caso en € que @ sujeto entrevistado era ciego, por 1o que
necesito la ayuda de un compafiero para su realizacion. Cada participante reci-

bié un cuadernillo.

El cuestionario 1 se aplico durante € mes de marzo del 2010, y € total de
estudiantes que lo realizaron fue de 358. Consideramos que € ndimero de res-

puestas obtenidas fue suficiente para su posterior andlisis.

4.1.5. Analisisdelosdatos de la primera fase

Sometimos los datos recogidos con e cuestionario 1 a un andlisis de caréacter
cualitativo. Este andlisis de datos se llevd a cabo mediante un proceso inductivo
en el que identificamos una serie de temas en funcidn de los cuales realizamos
una organizacion de los datos en categorias y una identificacion de modelos (re-
laciones) entre categorias (McMillan y Schumacher, 2005). Este esquema gene-

ral se encuentrareflejado en lafigura4.2.
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Las categorias y los modelos surgen en nuestro andlisis a partir de los datos
mediante un proceso sistematico de seleccidn, categorizacion, comparacion, sin-
tesis e interpretacion compuesto por cinco etapas que describiremos con detalle

a continuacion.

Recopilacion de |
datos Temas Mapa conceptua

I >
>

Analisis de los datos

Trabajo de campo

[ Vaciadode datos] [ Categorias ]

Figura 4.2. Organigrama de la estructura global del proceso seguido en el andlisis de
los datos

En una primera etapa, cada una de las respuestas fueron copiadas literalmente
en una tabla con dos columnas. En la primera columna, introdujimos el codigo
de identificacion del cuestionario y en la segunda € enunciado o ilustracién. Si
dos 0 mas respuestas coincidian literalmente, exceptuando sinGnimos u orden en
la expresion, las contabilizamos en una misma casilla como respuestas iguales.
En el caso de las respuestas sobre representaciones, procedimos de igual manera
salvo en € tratamiento de la respuesta. Eliminamos |os textos que acompariaban
alos dibujosy realizamos una representacion iconicay simplificada de cada una
de las ilustraciones, de manera que debian coincidir en estructura, formay figu-

ra para poder contabilizarlas como iguales.

Unavez finalizado €l vaciado, y para poder interpretar |os datos, es necesa-
rio organizarlos. Las fuentes utilizadas para clasificarlos y sistematizarlos fue-

ron las siguientes.
e Marco tedrico sobre fracciones.

* Laspropias respuestas dadas por los estudiantes.

Nuestro objetivo en las sucesivas etapas del andisis es el desarrollo de un sis-
tema mediante un grupo de ideas, conceptos y términos clave que permitan or-

ganizar las respuestas obtenidas en cada pregunta.
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En una segunda etapa, escogemos un grupo de datos y |os revisamos para
obtener una vision del conjunto. A medida que vamos leyendo, es claro deter-
minar que muchos de los enunciados son variantes de una misma idea. Detec-
tamos asi unos conceptos prioritarios o temas que rigen casi la totalidad de las
respuestas obtenidas. De esta manera, organizamos los datos seguin los temas
gue contengan una “porcién de significado”. Estos temas o unidades de signifi-
cado representan un conjunto de datos mediante una idea comun atodos ellos.

Posteriormente, en la tercera etapa del analisis, perfeccionamos nuestro sis-
tema de organizacion a desarrollar los temas como categorias. Convertir estos
temas en categorias con subcategorias obliga a pensar de forma més abstracta.
Entre los dos tipos de categorias utilizadas por los investigadores en el andlisis
cualitativo —categorias etic (representan las perspectivas del exterior de la si-
tuacién, los conceptos del investigador y las explicaciones cientificas) y catego-
rias emic (representan perspectivas del interior, como términos, accionesy ex-
plicaciones que son distintas del lugar o de la gente)— utilizamos estas Ultimas.
Nuestro proposito es representar la situacion desde |a perspectiva de los futuros
maestros. Es por ello que estas categorias son las idoneas para nuestro trabajo.
Haciendo una revisiéon de las respuestas agrupadas en cada tema, se observan
distintos niveles segun € grado de precision del enunciado. Al atender al signi-
ficado del enunciado completo, establecimos que, segun el grado de especifica-
cion de larespuestay la complejidad de la accion descrita, se forman unos mati-
ces comunes que dan lugar a las categorias y subcategorias. Estas tienen que
representar de la forma més precisa posible e significado de todas las respues-

tas alas que contiene.

En la cuarta etapa, elaboramos una estructura conceptual que permita ubi-
car cualquier respuesta en una de las categorias establecidas. Esta clasificacion,
con base en € contenido y la semantica de las respuestas, debe poner de mani-
fiesto los diferentes conceptos que aparecen en las repuestas, asi como las rela-

ciones, en caso de que existan entre ellos.
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El establecimiento de las categorias y subcategorias se llevo inicialmente a
cabo con dos tercios de las respuestas obtenidas. Una vez enunciadas las catego-
rias, € tercio de respuestas restante permitio perfilar y validar por saturacion la
adecuacion del sistema establecido. Con € fin de obtener una mayor fiabilidad
en la observacion, e proceso de obtencion del sistema de categorias fue redliza-
do de forma independiente por tres investigadores. Al finalizar su proceso, las
tablas e informacion obtenida fueron comparadas y revisadas hasta que no hubo

ninguna diferencia entre ellas.

4.2 . CARACTERISTICAS METODOLOGICAS DE LA

SEGUNDA FASE

En la segunda fase empirica de la investigacion, indagamos en ciertos aspectos
del conocimiento didéctico del contenido. Particularmente, nos centramos en la
planificacion de la ensefianza que manifiestan los futuros maestros en formacioén,
cuando redactan una explicacion para introducir € concepto de fraccion a los

escolares.

El estudio que realizamos en esta fase es de carécter exploratorio-
descriptivo. Lo realizamos durante € curso académico 2011-2012 y utilizamos
una ficha de trabgjo como instrumento para la recogida de datos. Nos basamos
en algunas de las componentes del andlisis de instruccién y empleamos un en-
foque inductivo para obtener categorias de respuestas. La tabla 4.3 presenta un

esguema de la metodol ogia seguida en esta segunda fase.

Tabla 4.3. Esquema de la metodol ogia de la segunda fase de la investigacion

Tipo de estudio Estudio empirico

Ciclo del andlisis

didactico utilizado Andlisis de instruccion
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Tabla 4.3. Esquema de la metodol ogia de la segunda fase de la investigacion

. 82 estudiantes del grado de Maestro de Educacion Prima-
Sujetos ria
Asignatura “ Ensefianzay aprendizaje de las Matematicas en
Contexto - . .
Educacion Primaria’ (2° curso)
. Cuestionario 2 de trabgjo individual e ilustraciones en for-
Materiales .
mato de pegatinas

4.2.1. Sujetos de la segunda fase

Los sujetos participantes de la segunda fase del estudio fueron 82 maestros en
formacion inicial que cursaban la asignatura “Ensefianza y aprendizaje de las
Mateméticas en Educacion Primaria’ en la escuela universitaria La Inmaculada
perteneciente a la Universidad de Granada durante € curso académico 2011-
2012. Los participantes se encontraban distribuidos en tres grupos distintos de
dicha asignatura. En todos los casos el profesor responsable de la docencia era
uno de los investigadores. Estos sujetos constituyeron una muestra intencional
elegida por su disponibilidad.

4.2.2. Contexto de la segunda fase

La asignatura de tipo obligatorio “Ensefianza y aprendizaje de las Mateméticas
en Educaciéon Primarid’, con 6 créditos ECTS, se encuentra en € segundo se-
mestre del segundo curso del grado de Maestro en Educaciéon Primaria. Esta
asignatura esta centrada en la ensefianza y aprendizaje de los distintos nicleos
tematicos de las matemaéticas escolares: aritmética, geometria, medida, estadisti-
cay probabilidad. Se concreta en aspectos cognitivos (aprendizaje matemético,
errores y dificultades) y didacticos (tareas y actividades, materiales y recursos),
referidos al sentido numérico, € sentido de la medida, el sentido espacia vy €

sentido estocastico.
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La guia docente de la asignatura del curso 2012-2013 organiza los conteni-

dos de la asignatura en |os siguientes cuatro temas.

1.

3.

Mateméticas, culturay sociedad. La importancia social y cultural de las
mateméticas. Las matematicas en el sistema educativo. Fines de la edu-
cacion matemética. Laresolucion de problemas matematicos.

Sentido matematico. Sentido numeérico. Sentido de la medida. Sentido
espacial y geométrico. Sentido estocéastico. Caracteristicas y componen-
tes.

Aprendizaje de las mateméticas (aritmética, medida, geometria 'y esto-
castica). Expectativas de aprendizaje, etapas de aprendizaje, erroresy di-
ficultades en el aprendizaje de las mateméticas. Diagnostico y tratamien-
to de las dificultades en matematicas.

La ensefianza de las mateméticas (aritmética, medida, geometriay esto-
céstica).

La metodologia incluye de clases tedrico expositivas y clases practicas de traba-

jO en grupo que se complementan con tutorias en pequefios grupos e individua-

lizadas. En las clases tedricas, €l profesor es €l encargado de presentar, orientar

y sintetizar los temas del programa. En las sesiones précticas, bajo la supervi-

sién del profesor, los alumnos trabajan en grupos guiones de trabajo junto con

lecturas de textos recomendadas en la bibliografia.

4.2.3. Instrumentos de recogida de la informacion de la segunda

fase

El instrumento de recoleccion de informacion que utilizamos en esta fase del

estudio consta de una ficha (cuestionario 2) y dos series de imagenes (serie A 'y

serie B), amodo de tarjetas. Las imagenes muestran objetos que son usuales en

laintroduccién inicial de las fracciones.
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En la serie de tarjetas A, incluimos ilustraciones de objetos que gjemplifi-
can distintas magnitudes (longitud-cuerda, superficie-pizza, volumen-naranja)
gue dan lugar alas fracciones unitarias 2, /3y 1/4. Lasilustraciones de la serie
de tarjetas B contienen sélo un objeto de una magnitud, que da lugar a la frac-

cién no unitaria 3.

Ambas series estan formadas por tres tarjetas distintas, que denominaremos
Al, A2, A3y B1, B2, B3. Cada unade las ilustraciones presentes en |as tarjetas
muestran diferentes elementos basicos de una relacion parte-todo multiplicativa:
el todo o totalidad (T), las partes (P), y la relacion entre una de las partes 'y el
todo P = 1/n T. Las primeras ilustraciones de las tarjetas A1 y B1, muestran los

objetos enteros, que representan, en cada caso, €l todo del que se parte.

Figura4.3. TarjetasAly B1

En las tarjetas A2 y B2 se incluyen los objetos iniciales divididos en partes

~am SR
0O uy @

Figura4.4. TarjetasA2y B2

iguales.

Por ultimo, en las ilustraciones de las tarjetas A3 y B3 se muestra la relacion de
una de esas partes con el todo del que procede.
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Figura4.5. Tarjetas A3y B3

Ademas de estas tarjetas, se proporciono alos participantes una ficha de trabajo
gue incluia las instrucciones para que, de manera individual, realizaran la tarea.
Estaficha, que se adjunta en €l anexo B1, ademés de contener un registro inicial
para la identificaciéon de cada sujeto, incluye e siguiente enunciado de la tarea
propuesta.

Las tres tarjetas que aparecen a continuacion pueden usarse para
ilustrar el concepto de fraccion. Se desea elaborar un material para
iniciar a los alumnos de primaria en las fracciones. Establece el orden
en que las tarjetas deben aparecer y redacta el texto que debe ir antes
y después de cada tarjeta (como si fuese un libro de texto para prima-
ria).

Subrayamos la idea de que €l grupo de escolares de primaria a que va dirigido
el material es un grupo hipotético. No lo condicionamos a una edad y un nivel
determinados; sblo se subraya la idea de que la actividad consiste en una intro-

duccidn oiniciacion al concepto de fraccion.

Las ilustraciones fueron impresas como pegatinas para que pudiesen ser
manejadas e insertadas libremente a criterio del estudiante durante el proceso de
elaboracion de la narracién. La finalidad de la tarea es inducir a los sujetos a
una situacion docente, en a que se simulan las imagenes de un libro de texto
escolar o de una ficha de trabajo. Para ello, dimos las ilustraciones de ese su-
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puesto libro o ficha, y pedimos a los maestros que las ordenaran y que escribie-
ran un texto que acompafiaray explicara cadaimagen.

4.2.4. Procedimiento de la recogida de datos de la segunda fase

Para detectar y solventar posibles errores de interpretacion y para que los maes-
tros en formacién se familiarizasen con la actividad, se realizé una prueba piloto,
dos semanas antes, en la que los sujetos debian realizar una tarea similar sobre
el concepto de multiplicacion. Las ilustraciones sobre el concepto de multiplica-
cion proporcionadas a modo de pegatinas y la ficha para realizar tal tarea se en-
cuentran en € anexo B.3 y B.4. La prueba piloto mostré que la actividad era
clara, por lo que € procedimiento seguido y €l tipo de material proporcionado
parael laactividad final fue similar a utilizado en el ensayo.

En el mes de mayo de 2012, durante el desarrollo de una sesion de clase, se
entregb a cada uno de los sujetos una ficha y una de las series de tarjetas. Del
total de 82 sujetos, a 41 de ellos se les entreg la serie A y alos restantes 41 la
tipo B. Unavez distribuido todo €l material, se les explicd como realizar la acti-
vidad y se respondi6 a las dudas que surgieron. Todos los estudiantes habian
finalizado la actividad en un tiempo maximo de media hora.

4.2.5. Analisisde los datos de la segunda fase

En el andlisis de los datos, utilizamos técnicas cualitativas, cuyo objetivo es or-
ganizar y caracterizar las producciones a través del sistema de categorias. El
proceso seguido fue muy similar a seguido en la primera fase, por o que en
este caso |0 presentamos de manera resumida.

En primer lugar, dos tercios de las respuestas fueron revisadas y escaneadas.
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A continuacion, para codificar y categorizar las respuestas, nos basamos en
las componentes del andlisis de instruccion (seleccidn de contenidos, modos de
introducir los contenidos, secuenciacion de los contenidos y funcién de las ilus-
traciones). Estas componentes generales se concretan a través de nuestro marco

conceptual en subcategorias més especificas.

En tercer lugar, tras una primera revision de las respuestas, fue necesario
ampliar las subcategorias, pues, de los datos, surgieron otras nuevas no contem-
pladas. A continuacién, para validar nuestras categorias y subcategorias se codi-
ficaron €l tercio restante de respuestas.

El proceso de obtencion del sistema de categorias fue realizado de forma
independiente por tres investigadores. Al finalizar el proceso de categorizacion
delos datos, lastablas y lainformacién que cada uno obtuvo fueron comparadas

y revisadas hasta que no hubo ninguna diferencia entre ellas.

4.3. CARACTERISTICAS METODOLOGICAS DE LA

TERCERA FASE

En esta tercera y Ultima fase de la investigacion, continuamos indagando en €l
conocimiento didactico del contenido de los maestros en formacién cuando res-
ponden a preguntas relativas al uso de determinados contextos en la ensefianza
de las fracciones, a disefio de una tarea, a planteamiento de expectativas de
aprendizgje y a la deteccién de posibles limitaciones de los escolares en € tema
de fracciones.

Abordamos esta fase de la investigacion como un estudio de casos, ya que,
en esta ocasion, no buscamos la cantidad ni la estandarizacion de los datos, sino
profundizar en la informacion (Stake, 2010) relativa a conocimiento didéctico

de los maestros en formacion sobre |a ensefianzay aprendizaje de las fracciones.
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Para la recoleccion de datos, realizamos entrevistas a 11 sujetos en las que se
emplearon varios instrumentos de recogidas de datos: grabaciones en audio de
las entrevistas realizadas y tres fichas de trabgjo. En la tabla 4.4, presentamos €l
esguema metodol 6gico de esta fase.

Tabla 4.4. Esquema de la metodol ogia de la tercera fase de la investigacion

Tipo de estudio Estudio de casos

Ciclo del andlisis Analisis cognitivo

didéctico utilizada

Sujetos 11 estudiantes del grado de Maestro de Educacién Primaria.

Contexto Asignatura“Disefio y desarrollo del curriculum en Educacion
Primaria’ (3% curso)

Materiales Grabadora de audio y cuestionario 3 de trabajo individual

4.3.1. Sujetosde latercerafase

Los participantes de este estudio fueron 11 maestros en formacion inicial que
cursaban |os estudios universitarios del Grado en Educacion Primaria durante el
curso académico 2012-2013 en la Universidad de Granada. Los sujetos eran es-
tudiantes del tercer afio de dicha titulacion, matriculados en la asignatura Disefio
y desarrollo del curriculo de mateméticas en Educacién Primariay fueron selec-
cionados entre los 82 estudiantes de la segunda fase por manifestar variedad de
contextos a realizar una narracion sobre como introducir a los escolares en €l

concepto de fraccidn através de larelacion parte-todo.

Los textos redactados permitieron determinar y describir el conocimiento
didactico puesto en juego por esos estudiantes para maestro, entre los que se
encuentra su capacidad para identificar y elegir contextos apropiados con los
gue introducir € concepto de fraccion desde la relacién parte-todo. El criterio
para seleccionar a los sujetos en esta parte del estudio surgi6é del andlisis de la
variable contexto. Para ello, revisamos las producciones y elegimos a 11 sujetos,
dado que sus narraciones presentaban contextos o modos de uso distintos
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(anexo C.4). Ejemplos de tales contextos se presentan en los distintos apartados
delasfiguras 4.6 y 4.7. En latabla 4.5, indicamos |os contextos que correspon-

dieron alos sujetos.

Tabla 4.5. Muestra de sujetos seleccionados

Sujetos Contexto

Sujeto 1 Dividir

Sujeto 2 Dividir y reconstruir la unidad
Sujeto 3 Dividir y reconstruir la unidad
Sujeto 4 Dividir

Sujeto 5 Dividir

Sujeto 6 Dividir y reconstruir la unidad
Sujeto 7 Dividir

Sujeto 8 Dividir

Sujeto 9 Reparto

Sujeto 10 Hallar la parte complementaria
Sujeto 11 Hallar la parte complementaria

Como se observa en la tabla 4.5, muchas de las narraciones de los sujetos co-
rresponden con el contexto de dividir. Esto es debido a que las ilustraciones
usadas para la narracion (figuras 4.3, 4.4 y 4.5) inducian a este sentido y la ma-
yoria de los participantes o manifestaron en sus narraciones, por lo que no fue
posible encontrar mayor variedad de contextos. De los 11 sujetos, selecciona
mos al azar dos de €ellos paralarealizacion de un ensayo previo, por lo que fue-

ron suprimidos de la muestrafinal.

4.3.2. Contexto del estudio delatercerafase

La encuesta se desarrollé en e contexto de la asignatura “Disefio y desarrollo

del curriculum de mateméticas en Educacion Primaria’ del grado de Educacion

Primaria. Esta es una asignatura obligatoria con 7 créditos ECTS, que se impar-
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te en e segundo semestre del tercer curso, orientada al estudio del curriculo de
Mateméticas de Educacion Primariay a disefio e implementacion de unidades
didéacticas de Matematicas para esta etapa.

L os contenidos de la asignatura se organizan en |los siguientes cinco temas

tedricos.

(2) Curriculo de matematicas. Estructuray elementos. Normativas curricula-
res nacional y autondmica. Otras propuestas curriculares para la ense-
fanza de las mateméti cas escolares.

(2) Gestion de la clase. Los libros de texto. Disefio, seleccion y secuencia-
cion de tareas.

(3) La evaluacion en matematicas.
(4) Planificacion de la ensefianza de las matematicas de Educacion Primaria.

(5) Aspectos afectivos y atencion aladiversidad en la ensefianza de las ma-
teméti cas escolares.

La guia docente de la asignatura incluye una descripcion de la metodologia de
los créditos précticos y tedricos. En las clases de teoria, el profesor es el encar-
gado de presentar, orientar y sintetizar los temas y guiar las reflexiones de los
estudiantes. En las clases préacticas, |os estudiantes, en grupos usualmente de 4
miembros, realizan una serie de practicas relacionadas con |os temas tedricos.
L as Ultimas semanas de clase se dedican a disefio y planificacion de una unidad
didéctica sobre un tema matematico concreto.

4.3.3. Técnica de recogida de datos e instrumento de la tercera

fase

Realizamos |la recogida de datos mediante entrevistas personales individua-

lizadas con cada uno de los participantes. La entrevista consta de dos partes. En
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la primera, € entrevistador utiliza dos fichas con actividades escritas que pro-
pone a los participantes. En la segunda parte, el entrevistador dispone de un
guion estructurado con las cuestiones que le plantea a los mismos sujetos parti-
cipantes en la parte primera. Describimos la entrevista a continuacién, que sinte-

tizamos por pasos en latabla 4.6.

Tabla 4.6. Estructura de las dos partes de la entrevista

Primera parte Paso 1: Valoracion de 5 enunciados de la magnitud super-
ficie
Paso 2: Elecciony justificacion del enunciado (de area)

mas adecuado para la ensefianza.

Paso 3:  Vaoracién de 5 enunciados de la magnitud longi-
tud

Paso 4: Elecciony justificacion del enunciado (de longi-
tud) mas adecuado para la ensefianza.

Segunda parte Paso 5: Respuestas sobre disefio de tareas, expectativas de
aprendizaje y limitaciones

Primera parte de la entrevista: valoracion de contextos

En la primera parte de la entrevista, se abordd la evaluacién de los contextos de

larelacion parte-todo atraves de cuatro pasos.

Paso 1

La primera parte de la entrevista comenzo6 presentando el entrevistador a cada
sujeto una ficha que contiene una actividad (véase figura 4.6) encaminada a que
cada sujeto valore por escrito enunciados sobre la relacion parte-todo como

inadecuados, poco adecuados, adecuados 0 muy adecuados.
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1. Cinco compaiieros han respondido a la siguiente actividad mediante estos
enunciados. Léelos con atencién y valéralos segin te parezcan respuestas mas
o menos adecuadas a la pregunta.

ACTIVIDAD 3. Inventa enunciados o describe situaciones distintas que te sugiera la siguiente ilustracion:

14

» Alumno 1. Tenemos % de una tarta, pero para hacer una tarta completa necesitamos
mas trozos que sean iguales. ;Cuantos trozos necesitaremos?

Inadecuadal]  Poco adecuadal]  Adecuadal  Muy adecuadald] Ns/NcO

» Alumno 2. Tenemos una tarta, y Maria se come % de ella. ;Qué cantidad de tarta
queda ain?

Inadecuadal]  Poco adecuadal]  Adecuadall  Muy adecuadald] Ns/NcO

» Alumno 3. Mama ha hecho una tarta por mi cumpleafios y la ha dividido en 4 partes
iguales, Papa que come mucho se ha comido una parte. ;Cuédnto se ha comido de la
tarta?

Inadecuadal]l  Poco adecuadal]  Adecuadal  Muy adecuadald Ns/NcO

» Alumno 4. Si Maria se ha comido 25 gr. de una tarta que pesa 100 gr., ;qué fraccién de
tarta se ha comido?

Inadecuadall  Poco adecuadal]l  Adecuadall  Muy adecuadal] Ns/NCO

» Alumno 5. Mama preparo6 1 tarta para mi cumpleafios. Como éramos 4 en la fiesta ;a
cuanto tocabamos cada uno?

Inadecuadal]  Poco adecuadal]  Adecuadal  Muy adecuadald] Ns/NcO

Figura 4.6. Tarea planteada en €l primer paso de la entrevista

Paso 2

Tras responder por escrito la primera tarea planteada en la ficha, en un segundo

paso de la entrevista, se continda valorando |os enunciados presentados, pero en
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este caso, oramente. Para ello, se pidi6 alos sujetos que eligieran €l enunciado
mas adecuado y € menos adecuado para la ensefianza del concepto de fraccion,
asi como los argumentos que sustentan su eleccion. Las preguntas realizadas
fueron las siguientes.

* Imagina que estés en € aula, parainiciar a tus alumnos en la ensefianza
del concepto de fraccidn, ¢cua o cudles de los enunciados anteriores uti-
lizarias como gjemplo de lafraccion 1/4?

* ¢Por qué consideras adecuado ese enunciado como ejemplo para intro-

ducir las fracciones en clase?
* (Cud de estos enunciados crees que es el méas inadecuado?

* ¢Por quélo consideras el mésinadecuado?

Paso3y4

El tercer y cuarto paso consistieron en repetir el mismo proceso de los dos pri-
MEeros pasos pero con cinco enunciados que presentaban magnitud longitud en
vez de &rea, presentados a través de la siguiente tarea.

ACTIVIDAD 4. Inventa enunciados o describe situaciones distintas que te sugiera la siguiente ilustracion:

1/3

1
<N\

- N
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» Alumno 1. Una carrera esta compuesta por 3 tramos, cada uno de la misma longitud.
Los corredores ya han recorrido la tercera parte de la carrera. ;Cuantas partes
quedan por recorrer?

Inadecuadal]  Poco adecuadal]l  Adecuadall  Muy adecuadal] Ns/NcO

» Alumno 2. Estoy participando en una carrera y ya he recorrido 1/3 de ella. ;Cuanto
queda para llegar a la meta?

Inadecuadal]  Poco adecuadal]l]  Adecuadal]l  Muy adecuadall Ns/NcO

» Alumno 3. El camino desde el colegio a casa se puede dividir en 3 partes iguales. Si he
caminado una de las partes del camino, ;cuanto he recorrido?

Inadecuadal]  Poco adecuadal]l]  Adecuadal]l Muy adecuadall Ns/NcO

» Alumno 4. Para ir al supermercado tardamos 15 minutos andando y llevamos 5
minutos. Representa en fraccién cuanto hemos realizado del trayecto.

Inadecuadal]  Poco adecuadal]l]  Adecuadal]l  Muy adecuadall Ns/NcO

» Alumno 5. En una carrera de relevos el recorrido se reparte entre 3 corredores,
(cuanto tendrd que recorrer cada corredor?

Inadecuadal]  Poco adecuadal]l  Adecuadall  Muy adecuadall Ns/NCO

Figura 4.7. Tarea planteada en €l tercer paso

Los 10 g emplos de enunciados que estan incluidos en las dos actividades (cinco
parala magnitud areay cinco paralalongitud) fueron seleccionados de los angd
lisis de la primera fase del estudio (capitulo 6) en € que otro grupo de maestros
en formacién inicial inventaron enunciados basados en la relacién parte todo.
Del andlisis de tales enunciados surgieron las cinco categorias de contextos de
la relacion parte-todo que presentamos (reconstruir la unidad, halar la parte
complementaria, hallar |a parte, hallar la parte usando una unidad de medida y

repartir).
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Segunda parte de la entrevista: disefio de tareas, planteamiento de expectativas
y deteccion de limitaciones

Dado que este estudio se centra en el conocimiento sobre la ensefianza 'y apren-
dizge, iniciamos esta parte de la entrevista introduciendo a los sujetos en una
situacién de ensefianza-aprendizaje. Para ello, se entregd a cada sujeto la narra-
cion que ellos mismos habian realizado anteriormente durante la segunda fase
del estudio sobre como iniciar alos escolares en el concepto de fraccion. El ana
lisis y resultados de dichas producciones se encuentran en € capitulo 7. Una de
las variables analizadas en dichas narraciones fue el contexto o modo de uso que
presentaban, como reparto o divisiéon (e emplos de tales contextos se presentan
en las tablas 2 y 3). Los sujetos seleccionados en el presente estudio surgieron
del andlisis de dicha variable. Para ello, revisamos las producciones y elegimos
aguellos sujetos cuyas narraciones presentaban contextos o modos de uso varia
dos.

A partir de la narracion entregada, planteamos las siguientes preguntas rela-
tivas a algunas de las componentes del andlisis cognitivo (disefio de tareas,
planteamiento de expectativas y deteccion de limitaciones, ver tabla 4.7).

Tabla4.7. Preguntas de |la entrevistas sobre las componentes del analisis cognitivo

Componente Pregunta

Disefioy selec- Para finalizar la explicacién de tu narracién sobre cémo introducir

cion detareas las fracciones a los escolares, propdn alguna tarea, actividad o pro-
blema.

Expectativas de Al poner en practica tu secuencia en clase con tus alumnos, ¢qué
aprendizaje crees que aprenderan?

Limitaciones (Errores) ¢En qué se pueden equivocar?

(Dificultades) ¢Por qué crees que se pueden equivocar?
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4.3.4. Procedimiento de la recogida de datos de latercerafase

Las entrevistas se realizaron en el mes de mayo de 2013, de manera individual,
en una habitacion aislada, para que e sonido de la grabacién de audio fuese 6p-

timo.

La investigadora, que tomd el papel de entrevistadora, era la docente de la
asignatura “Disefio y desarrollo del curriculum de mateméticas en Educacion
Primaria’ gque se encontraban cursando |os sujetos. Esto permitié establecer con

los sujetos una relacion de confianzay obtener su colaboracion.

Antes de comenzar |a grabacion, cada sujeto fue informado del motivo de
la entrevista 'y se le advirtio de la grabacién en audio. Se les garantizd su ano-
nimato y se les comunico que las grabaciones serian escuchadas Unicamente por
los investigadores.

El entrevistador se situd frente a sujeto, separados por una mesa de trabgjo.
El entrevistador dispuso de un guién con los temas y preguntas a tratar alo lar-
go de la entrevista. Aungue el orden de las preguntas siempre fue € mismo en
todos los casos, €l modo de formular las preguntas se dgjé a libre decision del
entrevistador. Es decir, € entrevistador planted la conversacion en |os términos
gue estimd convenientes, dio aclaraciones, pidié a sujeto explicaciones cuando
alguna respuesta no era claray profundiz6 en aguellos temas cuando le parecié
necesario. En el caso de que el sujeto no cumpliera con las expectativas de la
indagacion, e entrevistador tenia libertad para insistir en la pregunta o en su

reel aboracion.

Para detectar posibles errores en el instrumento, se realizé una prueba pilo-
to con tres de los sujetos seleccionados, tres semanas antes de comenzar las en-
trevistas definitivas. Los dos primeros sujetos respondieron una version inicial
de la entrevista que fue ampliada para la entrevista piloto que se realizo al tercer
sujeto. Se establecio que las tareas y preguntas de esta nueva version de la en-

trevista eran claras, por |o que no se hicieron mas modificaciones.
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4.35. Analisisdelos datos

Las entrevistas fueron grabadas en audio y posteriormente transcritas para su
andlisis. El andlisis de la primera parte de la entrevista se estructuré tomando en
consideracion que las respuestas escritas y orales sobre las valoraciones de los
enunciados para cada magnitud se realizaron de manera independiente. Para ello,
primero se realizé un andlisis de las respuestas por escrito a la tarea presentada
en la ficha con contextos de magnitud superficie (paso 1). Estos resultados se
completaron con las respuestas a las preguntas sobre la eleccién y justificacion
del enunciado mas y menos adecuado para la ensefianza del concepto de frac-
cion (paso 2). Posteriormente, se realizo el mismo proceso pero con las respues-

tas a las preguntas sobre | os enunciados de magnitud longitud (pasos 3y 4).

En el andlisis de la segunda parte de la entrevista, realizamos un analisis
cualitativo de las respuestas a cada una de | as preguntas planteadas sobre disefio
de tareas, expectativas de aprendizaje y limitaciones. Para ello, nos basamos en
las variables desarrolladas en € trabajo de Lupiafiez (2008) donde se analizaron
objetivos, limitaciones y tareas planteadas por profesores de secundaria en for-
macion inicial cuando disefian una unidad didéctica de un tema de las matemé&

ticas escolares.



CAPITULO 5

ANALISIS CONCEPTUAL DE LA
RELACION PARTE-TODO

El desarrollo del sentido numeérico se produce desde la mas temprana escolari-
dad y se cimenta sobre &l conocimiento informal que tienen los nifios sobre las
cantidades del mundo fisico y sus relaciones. Este conocimiento se desarrolla en
principio mediante actividades con materiales manipulativos y, con ellos, ad-
guieren una forma de pensar que Resnick (1990) denomina razonamiento proto-
cuantitativo, dado que es un razonamiento sin nimeros. Resnick distingue for-
mas de razonamiento bésicas a las que denomina esquemas protocuantitativos.
Partiendo de esta idea, se han realizado un buen nimero de investigaciones que
consideran la hipétesis de que en la base del sentido numérico se encuentran tres
tipos de esquemas protocuantitativos —el de aumento-disminucion, el esqguema
parte-todo y el esquema de comparacion (Resnick, 1990)— a partir de los cua-
les sugiere que se construyen los conocimientos aritméticos de los nifios. Los
investigadores han centrado su atencion en el sentido numérico y su relacion

con diversas actividades de caracter matematico relativas a estos tres tipos de
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esguemas, asi como sus implicaciones para la resolucion de problemas. Los es-
guemas protocuantitativos los entienden como conocimiento informal de canti-

dades en el mundo fisico.

Las teorias cognitivas han postulado que los esgquemas son mecanismos
mentales Utiles para organizar lainformacion que nos llega del entorno y juegan
un papel fundamental en e pensamiento y en la resolucién de problemas (Ma-
yer, 1985). Un gemplo es e esgquema parte-todo, que se encuentra presente en
la comprension del nimero y las operaciones, asi como en la resolucion de pro-

blemas aritméticos y algebraicos.

En este apartado, nos cefiimos a esquema parte-todo, realizamos una refle-
Xion tedrica sobre su naturaleza y sus distintas interpretaciones como parte

esencial del pensamiento en aritmética.

5.1. LA RELACION PARTE-TODO Y LA MEREOLOGIA

La naturaleza de la relacion parte-todo es problemética. Una teoria formal de
dicha relacion la proporciona la mereologia como € estudio de las relaciones
entre una parte y el todo del que procede. La mereologia fue objeto de atencion
enlosinicios de lafilosofiay su estudio hasido y contintia siendo un tema recu-
rrente alo largo de la historia. Entre los que trataron el tépico de las partesy €
todo estuvieron los filosofos de la antigua Grecia, los presocréticos. Posterior-
mente, Platén, Aristételes y los Escoléasticos abordaron cuestiones fundamenta-
les que aln hoy son importantes, como la caracterizacion del “todo” y las “par-

tes’, o lasrelaciones entre ellos.

En losinicios del siglo veinte, Husserl (1985) se ocup6 de los conceptos de
“parte” y “todo” en su Tercera Investigacion Légica. El objetivo de los autores
mencionados fue analizar |la relacién parte-todo, omnipresente en nuestros con-
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ceptos y précticas linglisticas. La moderna mereologia comenzoé con Lesniews-
ki (1929), quien construyo el primer sistema formal de mereologia fundamenta-
do en larelacién “ser parte de”. Hay que destacar también |os trabajos posterio-
res de Tarski (1940) y los de Leonard y Goodman (1940). La mereologia surgio
contemporaneamente y con igual espiritu que la l6égica moderna. Uno de sus
objetivos fue proveer una fundamentacion de la matematica mediante un desa-
rrollo estricto de la relacién parte-todo. Cercana a la concepcion de Frege, la

mereol ogia constituy6 unateoria referida a las propiedades de entidades reales.

L os problemas que se plantearon en torno a esta teoria afectaron a diversos
campos cientificos. Algunas disciplinas elaboraron acercamientos informales,
naturales o psicolégicos a estudio de larelacion (Brown, 1976; Tversky y He-
menway, 1984), mientras que otros acercamientos fueron estrictamente linglis-
ticos (Bordron, 1991; Cruse, 1986; Lyons, 1978). Hay aproximaciones compu-
tacionales que se centraron en la percepcion visua (Biederman, 1987; Hoffman
y Richards, 1984), mientras que otras fueron especificamente antropol 6gicas
(Anderson, 1978).

Peraitay Malrieu (1998) revisaron los problemas surgidos de estas aproxi-
maciones y |os acercamientos que permitieron € tratamiento de la relacion par-

te-todo. Estas autoras sefialaron que

Un acercamiento de cada uno de ellos es diferente, asi como sus obje-
tivos y finalidades, pero un analisis minucioso de los mismos pone de
manifiesto una problematica recurrente a lo largo de esos diferentes
acercamientos que, cuando menos, indica la relevancia de dicha rela-
cion tanto desde un punto de vista tedrico o de investigacion basica
como aplicado. (p. 112)
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5.2. TODO, PARTE Y RELACION

La caracterizacion formal de larelacion parte-todo no es simple, pues, en €l len-
guaje cotidiano, los términos todo y parte presentan diversos significados, no
todos ellos de interés para este trabajo. En primer lugar, consideramos como
“todo” aquella cantidad que tomamos como dato de partiday “parte’ a cada una
de las cantidades P, en que un todo puede romperse o fragmentarse real 0 meta-
foricamente, pudiendo afirmar que algo puede ser considerado parte de unatota-
lidad si es 0 ha sido poseido por dicha entidad. En matematicas, no se entiende
un todo sin partes, ni una parte sin todo “no se llamard a ninguna cosa ‘todo’ a
no ser que tenga partes” (Russell, 1973, p. 504). Es importante comprender la
diferencia entre un todo y sus partes. Un todo es una entidad distinta de cada
una de sus partes y de todas €ellas. Se relaciona con ellas, pero tiene una entidad
distintaaéllas.

Cuando un todo, simbolizado por T, se fragmenta o divide en n partes P,

con 1l<i<n, podemos afirmar que e todo es la unién de sus n partes, T=

., Pi. Cada una de esas partes P, presenta una determinada relacion con el
todo: R(P,T).

5.3. CLASIFICACION DE LAS RELACIONES PARTE-TODO

L as teorias mereol 6gicas han realizado diversas clasificaciones de las relaciones
parte-todo desde distintas perspectivas. Nos centramos en la realizada por Gerstl
y Pribbenow (1995) que cubre varios dominios ontol6gicos y que esta realizada
desde un punto de vista constructivo, es decir, cada relacion representa una ma-
nera diferente de realizar la particion del todo. Para ello utiliza dos criterios al-

ternativos: (a) e todo posee a priori una estructura de partes, y (b) las partes se
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construyen de manera temporal mediante la aplicacion de un criterio externo al

todo.

En e primer tipo de relaciones parte-todo, €l todo posee una estructura a
priori y las partes estén integradas en esa estructura. Por gjemplo, una casa tiene
una estructura previa de habitaciones, un cuadrildtero esté constituido por cuatro
lados, un libro esté constituido por capitulos. Gerstl y Pribbenow (1995) distin-
guen tres tipos de relaciones parte-todo de acuerdo con la estructura previa de
partes que posee €l todo: elemento-coleccion, cantidad-masa y componente-
complgjo. Interpretamos el caso elemento-coleccién como larelacion que existe
entre los elementos y € todo en los conjuntos discretos. Para nosotros, € se-
gundo caso abarca la relacién que se establece entre cantidades y un todo conti-
nuo. Mientras que en los casos anteriores el todo, ya sea continuo o discreto, es
de caracter homogéneo, en €l tercer caso componente-complejo € todo es hete-
rogéneo y se relaciona con cada una de sus partes mediante un criterio distinto,
dando lugar a relaciones distintas. Como gemplo, un departamento de una em-
presa es un todo complejo pues esta compuesto por partes distintas entre si: di-
rector, secretario, personal fijo, becarios... Cada una de estas partes mantiene
una relacion diferente con e departamento. Resumimos estas ideas en € es-

guemade lafigura5.1.

continuo discreto )
homogéneo homogéneo heterogéneo
T T
t/frf |l \r
P P P P P P P, P, P, P, P,
cantidad elemento componente

Figura 5.1. Tipos de relaciones cuyos todos presentan estructura de partes

El segundo tipo de relaciones parte-todo surge de tener en cuenta criterios que
se utilizan en un momento dado para establecer una division del todo en partes
de manera temporal. El criterio puede ser interno a todo o bien externo. Si un
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todo esta pintado de distintos colores, se puede utilizar € criterio del color para
establecer las partes. El criterio estd ya en el todo pero no forma parte de su es-
tructura. Cuando decimos, mitad superior del rectangulo, la parte de atrés del
coche, 0 este coche tiene tres volimenes, estamos aplicando criterios externos
espaciales para establecer las partes: en los dos primeros casos, un criterio de

posicion espacial, y, en € tercero, volumétrico.

5.4. LA RELACION PARTE-TODO EN ARITMETICA

Larelacion entre la parte y e todo ha jugado un papd fundamental en el desa
rrollo de las mateméticas (Bell, 2004). Una de las primeras apariciones de esta
relacion se encuentra en los principios fundamentales sobre los que se desarro-
Ilan los Elementos de Euclides, concretamente en el apartado “nociones comu-
nes’. La quinta nocién comun afirma que “el todo es mayor que la parte”’. Esta
nocién comin seria rechazada posteriormente por George Cantor en su teoria de
los cardinales, y seria solo vélida paralos cardinales finitos, que es sobre la que

estan construidos |os nimeros naturales.

Si desde € punto de vista psicolégico se habla del esquema parte-todo,
desde un punto de vista légico tiene importancia la relacion parte-todo y su es-
trecha conexion con larelacién de inclusion. Larelacion de inclusion forma par-
te de lateoria de conjuntos, aunque la relacion esencial en lateoria de conjuntos
es larelacion “ser elemento de”. Larelacion parte-todo y, por ende, la relacion
de inclusién son objeto de atencién de las teorias merol 6gicas, que tratan de cla-
rificarla. Los andlisis mereol 6gicos pueden ser Utiles para conocer mejor 10os ti-
pos de conocimientos informales. Si la relacion parte-todo es uno de los cono-
cimientos informales sobre los que se construye el sentido numérico, conocer su

naturaleza y las clases de relaciones parte-todo puede permitir un buen control
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sobre ese proceso previo en € que se fundamenta la construccion de significa
dos aritméticos.

En la matematica escolar, encontramos la relacion parte-todo en e estudio
de las estructuras aritméticas, tanto en la estructura aditiva como en la multipli-
cativa, con diferente significado. La relacion parte todo es el origen para enten-
der dichas estructuras, ya que da lugar a acciones por las cuaes se presenta la
estructura aditiva (agregar, reunir, segregar, separar) y multiplicativa (reiterar o

hacer partes iguales).

Larelacion parte-todo conlleva considerar que un nimero natural esta cons-
tituido por dos 0 més partes. El dominio de tal idea es uno de los mayores lo-
gros de los nifios en sus primeros afios de escolaridad. Una sdlida formacién en
lamisma facilita el trabajo posterior con el valor de posicién, los conceptos nu-
méricos y la resolucion de problemas verbales. Al igual que con otras relaciones
numeéricas, 1os estudiantes utilizan la subitizacién y € conteo como estrategias
para formar sus ideas sobre la relacién parte-todo, que conformaran su esquema

parte-todo.

Segun Piaget (1975), €l nifio construye e concepto de nimero através de la
integracion de dos tipos de relaciones: € orden y la inclusion jerérquica. Esta
Ultima es un caso de relacion parte todo.

La inclusion jerérquica de los nimeros consiste en incluir mentalmente el
“uno” en “dos’, € “dos’ en “tres’, etc. Es decir € “uno” es parte del “dos’ co-
mo totalidad, el “dos’ es parte del “tres’, etc. (figura5.2).

a)

000000000

ocho

Figura 5.2. El término ocho utilizado (a) sblo parareferirse a Ultimo elementoy (b) a
todo el grupo de objetos
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Mediante tareas de inclusion de clases, Piaget puso de manifiesto las dificulta-
des que € dominio de esta relacion entrafia para los nifios. Los nifios pueden
dividir mentalmente un todo en partes, pero el todo deja de existir en el momen-
to en el que hasido dividido, pudiendo pensar en las partes, pero no en el todo y
las partes ala vez. Para comparar € todo con una parte, el nifio ha de hacer dos
acciones opuestas de forma simultanea: dividir € todo en partes y reconstruir €l
todo. Esta habilidad no sé consigue hasta la edad de 7 u 8 afios. Cuando €l nifio
establece este tipo de relaciones parte-todo, su pensamiento se hace movil vy,

como resultado, construye la estructura | 6gico-matematica del nimero.

5.4.1. Larelacion parte-todo aditiva

En aritmética, la relacion parte-todo aditiva tiene lugar o se establece entre dos
cantidades de una misma magnitud, pero con la condicién de que la cantidad
gue hace de parte esté incluida en la cantidad que actia como € todo. Como
consecuencia de ello, de manera implicita, se esta considerando otra parte que
es complementaria de la dada con respecto al todo. Esta relacion se puede repre-
sentar en distintos niveles de generalidad y con distintos tipos de diagramas
(diagramas de Venn, diagramas lineales, de red, etc.). Todas €llas representan
en formasimbalicalarelacion aditiva P+P = T (véase figura 3).

Figura 5.3. Distintos diagramas de la relacion parte todo aditiva

En aritmética, el conocimiento de la relacion parte-todo constituye la base para
comprender y resolver tareas como completar expresiones numéricas (p. €., 5
+ =9 o __—3=7) yresolver problemas de estructura aditiva de combina-
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cion parte-todo (véase tabla 5.1), en los que dos partes se combinan para formar
un todo o hay que hallar una parte cuando se conoce el todo y la otra parte.

Tabla5.1. Problemas parte-todo

1. José tiene 5 manzanas verdesy 4 rojas. (Cuantastiene en total ?

2. José tiene 9 manzanas de las que 4 son rojas. ¢Cuantas son verdes?

Larelacion parte-todo aditiva no se reduce a considerar €l caso en €l que un to-
do se divide en dos partes complementarias, también un todo puede estar com-
puesto por tres 0 mas partes. La idea de que la union de las partes es €l todo es
una de las ideas béasicas de la relacion parte-todo. Si un todo se descompone en
tres partes, T = P1+P,+P; la reconstruccion del todo se puede hacer de dos ma-
neras. (P1+P,)+P; 0 bien P1+(P,+Ps), 10 que en el lenguaje de Resnick (1992) es
un conocimiento protocuantitativo previo de la propiedad asociativa de la suma

de nimeros naturales.

5.4.2. Larelacion parte-todo multiplicativa

El caso més general de la relacién aditiva es considerar un todo dividido en n
partes (T = 1i<n P), l0 que nos lleva a caso especial de que todas las partes
sean iguales. Unarelacion parte-todo es multiplicativa cuando las n partes P, en

que se divide el todo son cantidades iguales, es decir, B =P, Vi, j. Enesteca

so, notamos cada parte como Py tenemosque T =Y 1<i<n P = n P. A las situa-
ciones en las que se da esta relacion las denominamos de grupos repetidos y
constituye un conocimiento gque sirve de base para la introduccion de la multi-

plicacion de nimeros naturales como suma repetida.

En una relacion parte-todo multiplicativa distinguimos dos relaciones nu-
méricas. una directa R(T, P) en la que se trata de obtener el todo como compo-
sicion de partesiguaes, y su inversa R(P,T), en la que a partir de un todo debe-
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mos descomponerlo en partes iguales. Esta relacion inversa es fructifera desde
un punto de vista matematico, dando lugar a los conceptos de division partitiva

y de division cuotitiva, por un lado, y de fraccién, por otro.

Expresamos la relacion directa como T =nP, con P parte unitaria, donde
n expresa la relacién entre e todo y cualquiera de sus partes unitarias:
R(T,P)=n. Por gemplo, cuando decimos “La atura del edificio es 7 veces la

alturade cada piso”.

) C, . 1 .1
Cuando consideramos larelacion inversa P==T , entonces la fraccion =
n n

expresa la relacion entre cada parte Py e todo T: R(P,T) = 1 . Esta relacion
n

entre Py T se expresa diciendo que P es parte enésima unitariade T. “La altura
de cada piso es la séptima parte de la altura del edificio”.

5.5. LA RELACION PARTE-TODO EN LAS FRACCIONES

Al igua que la substraccién para la estructura aditiva, en la estructura multipli-
cativa encontramos un caso especial en € que la relacion parte-todo adquiere
especial relevancia: las fracciones. Las fracciones surgen, en una relacion mul-
tiplicativa parte-todo, como & modo de expresar larelacion entre una parte y €l
todo del que procede. De este modo, |os nifios comienzan el aprendizaje de las

fracciones en términos de las partes que componen un todo (Brocardo, 2010).

En general, las investigaciones centradas en este campo (Freudenthal, 1983;
Kieren, 1993; Nersher, 1985; Steffe, 1999) coinciden en identificar que € con-
cepto de fraccion emerge de la aplicacion de unos esquemas 0 mecanismos in-
tuitivos, en particular €l proceso de particién en cantidades continuas o contex-
tos discretos, y destacan la identificacion de la unidad o todo. El concepto de

totalidad como algo gque se descompone, recompone y convierte ha sido € fun-
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damento de la relacién parte todo y, como veremos a continuacion, un factor
gue dalugar y unifica alos subconstructos de |os nimeros racionales.

5.5.1. Larelacion parte-todo y los subconstructos de los nimer os

racionales

Tras realizar unarevision de la relacion multiplicativa parte-todo en el contexto
de la aritmética escolar, encontramos distintas reflexiones realizadas por exper-
tos (Berh et al.,1983; Carpenter, Fennema y Romberg, 1993; Figueras, 1988;
Freudenthal, 1983; Kieren, 1976; Streefland, 1978). Kieren utiliza € término
subconstructo para referirse a distintas interpretaciones de los nUmeros raciona-
les. Inicidlmente, Kieren identifico cuatro subconstructos de los nimeros racio-
nales (razén, operador, cociente y medida) y considera que la relacion parte-
todo es su raiz u origen.

Posteriormente, Behr et al. (1983) desarrollan la idea de Kieren, afladen un
guinto subconstructo, €l de parte-todo, y proponen un modelo que relaciona las
distintas interpretaciones de los nimeros racionales. En este modelo, larelacion
parte-todo, junto con e proceso de particién, se considera fundamenta para €l
desarrollo de los restantes subconstructos. Charalambous y Pitta-Pantazi (2007)
ponen a prueba empiricamente el modelo de Behr et al. (1983) y reafirman que
el subconstructo parte-todo y € proceso de particion constituyen una base para
el desarrollo de los restantes subconstructos de 1os nimeros racionales.

Un tercer andlisis sobre la semantica de los nimeros racionales fue realiza-
do por Freudenthal (1983) que considero cuatro significados fundamentales para

lafraccién: parte-todo, cociente, comparacion y fraccion-magnitud.

Posteriormente, Nersher (1985) presento otra clasificacion en la que distin-
gue entre los siguientes conceptos: la fraccién como una relacién parte-todo, €l

nUmero racional como resultado de una division, el nimero racional como razén
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0 comparacion multiplicativa entre dos cantidades, el niUmero racional como un

operador y € nimero racional como probabilidad.

5.6. CONEXIONES PREALGEBRAICAS

Se sabe poco sobre e efecto que tienen los conocimientos y las habilidades
aritméticas de los estudiantes sobre el aprendizajeinicia del dlgebra. Kilpatrick,
Swafford y Findell (2001) discuten € tipo de pensamiento gque los estudiantes
desarrollan en programas aritméticos tradicionales a diferencia del que se re-
quiere para el estudio del dgebra. Los programas de aritmética ponen su foco de
atencion en el calculo y no favorecen e aspecto relacional de las operaciones.
Linsell, Savell, Johnston, Bell, McAuslan y Bell (2007) recogen estas ideas para
dar recomendaciones sobre la conexion entre la aritméticay el aprendizgje ini-
cial del dgebra. Destaca la importancia que le otorgan a los aspectos relaciona-
les de laaritméticaen € aprendizaje del dgebray, entre lavariedad de interpre-
taciones que los escolares atribuyen a signo igua (Molina, Castro, Castro,
2009), subraya como gemplo la idea que adquieren los nifios del signo igual
como un célculo arealizar cuando trabajan con expresiones como 5+7=__ , en
vez de concebirlo como unarelacion de igualdad o de equivalencia. Para facili-
tar el paso de la aritmética al adgebra, los escolares deben realizar actividades de
uno y otro tipo para no quedarse anclados en la interpretacion del signo igual
como indicador de célculo. intimamente ligado a esto esta e considerar las
ecuaciones como un proceso en lugar de un objeto que hay que transformar.
Cuando los escolares se enfrentan por primera vez con ecuaciones del tipo
2x4+3=x, pueden pensar que una ecuacion es un proceso aritmético que hay que
llevar a cabo. Extrapolan esta idea a otro tipo de ecuaciones, como 4x + 8 = 20,
e intentan resolverla mediante un proceso aritmético de ensayo y error para ha-

llar x.



ANALISIS CONCEPTUAL DE LA RELACION PARTE-TODO 123

Si bien los escolares pueden resolver ecuaciones del tipo x+4=9 mediante
estrategias aritméticas de ensayo y error, propuestas curriculares como la New
Zealand Number Framework (Ministry of Education, 2003) subrayan que esto
puede resultar mas fécil paralos escolares que apliquen ideas de la relacion par-
te-todo. Asi mismo, en esta propuesta se recomienda que, para resolver ecua
ciones del tipo 3x=12, se utilicen ideas ligadas a la relacion multiplicativa parte-
todo. Linsell, Savell, Johnston, Bell, McAuslany Bell (2007) aseguran gque solo
los estudiantes que han dominado |as relaciones parte-todo de caracter multipli-
cativo son capaces de resolver ecuaciones siguiendo el proceso formal de inver-

tir las operaciones.

Cuando se llevan a la préctica escolar, estas ideas se concretan mediante
modelos lineales que reflgjan una abstraccion progresiva desde una representa-
cion de las cantidades 1o mas cercana a la realidad, hasta una representacion 1o
mas proxima a la representacion simbolica algebraica. Por ejemplo, en € caso
de larelacion parte-todo aditiva, pararealizar la transicion desde la aritmética al
algebra, se utilizan modelos de partet+parte=todo para conectar expresiones co-

mo 3+2=5 através de |0s siguientes pasos:

Paso 1. Sereflgjan en e modelo las cantidades y de forma figurativa las unida-

desfisicas que se utilizan.

3 conejos 2 conejos
Figura5.4. Paso 1

Paso 2. Se eliminan las unidades figurativas, pero se conservan las unidades li-

neal es que constituyen el total
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3 conejos 2 conejos

Figura 5.5. Paso 2

Paso 3. Se suprimen la division de las cantidades en unidades, destacando en el
modelo |as partes de forma global

v Y
3 conejos 2 conejos

Figura 5.6. Paso 3

Paso 4. Se abstraen la naturaleza de las cantidades

Todo

Parte Parte

Figura 5.6. Paso 4

Con esta serie de pasos se quiere realizar € transito de la expresion 3+2=5 a

otra de forma mas abstracta parte+parte=todo.
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5.7. CONCLUSIONES DEL ANALISIS CONCEPTUAL DE LA

RELACION PARTE-TODO

El andlisis conceptual realizado es una indagacion tedrica, previa a estudio em-
pirico, necesaria para esclarecer y profundizar en €l topico en el que centramos
este estudio la relacion parte-todo. A través de este estudio tedrico clarificamos
la complejidad del topico dentro de diversas disciplinas y especialmente, en las
mateméticas escolares. La indagacion realizada ha mostrado la relevancia de la
relacién parte-todo desde un punto de vista de la fundamentacion légica de la
matemética, la comprension del nimero y las operaciones, asi como en la reso-

lucion de problemas aritméticos y algebraicos.
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CAPITULO 6

ESTUDIO EMPIRICO FASE 1.
CONOCIMIENTO DEL
CONTENIDO DE LAS
MATEMATICAS ESCOLARES

El estudio empirico que realizamos en la investigacion se ha abordado en tres
fases que conllevan tres procesos de recogida de datos y de andlisis indepen-
dientes. Cada una de estas fases se expone en capitulos distintos porque consti-

tuyen unidades de estudio y andlisis diferenciadas.

En este capitulo, abordamos el andlisis de las respuestas a las tres preguntas
del cuestionario 1 planteado en la primera fase de nuestra investigacion. La me-

todologia de este andlisis se describe en el capitulo 4 de esta memoria.

La primera fase del estudio empirico se realizd para profundizar sobre €l
conocimiento del contenido de los maestros en formacién de primaria en € do-

minio de las fracciones, en particular de la relacion parte-todo. En esta ocasion
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nos ocupamos de la segunda componente del andlisis didactico, € andlisis del
contenido de las matematicas escolares. Fueron las tres dimensiones o compo-
nentes del significado de un concepto matematico escolar (estructura conceptual,
sistemas de representacion y contextos 0 modos de uso) las que dirigieron €l
disefio y construccién del cuestionario 1. Mediante € cuestionario nos propusi-
mos identificar el alcance de los significados manifestados por |0s profesores en

formacion.

En esta fase, nos proponemos, en primer lugar, identificar los conceptos y
las ideas manifestadas por los participantes acerca de cada dimension; en se-
gundo lugar, caracterizar los diferentes niveles de conocimiento proporcionado
por los sujetos. Presentamos nuestras interpretaciones sobre el conocimiento de
los profesores en formacién sobre este tépico en cuatro secciones. Las tres pri-
meras corresponden alas tres preguntas del cuestionario. La cuarta corresponde
alas tipologias de significado encontradas. Construimos estas tipologias, que se
analizan en las tres primeras secciones, con base en el conocimiento de la es-
tructura conceptual, los sistemas de representacion, y los contextos y modos de
uso. Finalmente, en e Ultimo apartado presentamos un balance de los resultados

obtenidos en esta primera fase del estudio empirico.

6.1. PREGUNTA 1. ESTRUCTURA CONCEPTUAL

En la pregunta 1, relativa a la estructura conceptual de la relacion parte-todo, se
pidié a los participantes explicar por escrito y oralmente qué se entiende por

fraccionar.

Organizamos las respuestas a la pregunta 1 de acuerdo con la presencia o
ausencia de las acciones, hechos y datos fundamentales de la relacion parte-
todo: el verbo, que expresa la accion o intencion de fraccionar un objeto en sus
partes; el todo que es fraccionado; las partes en las que € todo es fraccionado; y
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laigualdad de las partes. Mostramos en latabla 6.1 la progresion de los niveles
de precision o categorias establecidos, con base en la complejidad de las res-

puestas segiin la mayor o menor presencia de estas acciones, hechosy datos.

Tabla 6.1. Porcentaje de respuestas seguin niveles para la pregunta 1

) Porcentaje
Niveles
N= 358
(1) Uno o varios verbos de accion 5.2%
(2) Uno o varios verbos de accion que hacen referencia a un todo 10.2%
(3) Uno o varios verbos de accion que hacen referencia alas partes 3.7%
() Uno o varios verbos de accién que hacen referenciaauntodoy a 33.8%
las partes
(5) _Uno 0 varios verbos de accion que hacen referencia alas partes 6.4%
iguales
(6) Unoo varios verbos de accién que hacen referenciaauntodoy a 36.1%
las partes iguales
(7) Otros 5.6%

Los seis niveles encontrados describen diferentes grados de precision que los
estudiantes utilizan para expresar la relacion estructural de las fracciones. El
primer nivel se caracteriza por incluir solo uno o més verbos de accion. Estos
verbos son dividir, distribuir, partir y sus combinaciones posibles. Este tipo de
respuesta tiene un significado impreciso, en € que “fraccionar” se presenta sdlo

COmMo una accion usando uno 0 mas verbos.

El segundo nivel de precision se establece a partir de las posibles combina-
ciones de estos tres verbos, asi como la totalidad sobre la que se aplica esta ac-
cion. Dos respuestas que pertenecen a este nivel son “distribuir una cantidad” o
“dividir un todo”.

El tercer nivel es el menos frecuente en las respuestas de los sujetos. Este
nivel se compone de las posibles combinaciones de los tres verbos con referen-
cia alas partes o € resultado de la accion de romper en partes. Tanto en este

caso, como en el anterior, € significado de la relaciéon es impreciso, ya que las
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respuestas no reflgjan todos los datos que establecen la relaciéon. Suponemos
que este nivel expresa mayor precision que € anterior, dado que la idea de la
totalidad esta implicita en la accion de crear partes. Un e emplo de respuesta

para este nivel es“partir o dividir en partes’.

El cuarto nivel esta formado por tres datos: verbo de accion, la totalidad y
las partes. Este nivel es el segundo mas frecuente en las respuestas de |os profe-
sores en formacion. Incluye respuestas tales como “dividir una cantidad en par-

tes’ o “dividir o repartir un todo en partes’.

El quinto nivel se identifica por un verbo de accién que hace referencia a
las partes iguales. En este caso, la accion de fraccionar se considera equitativa,
ya que los sujetos especifican la naturaleza de las partes. En contraste con €l ni-
vel anterior, éste no menciona €l todo o totalidad de la que provienen las partes,

aungue se consideraimplicito en larespuesta.

Finalmente, la respuesta que expresa laidea més completay a su vez lamas
frecuente, estd4 formada por un verbo de accidon que hace referencia a un todo
gue se divide en partes iguales. Este nivel representa el significado mas preciso,
con respuestas tales como “dividir o distribuir un todo en partesiguales’.

Lafigura 6.1 muestra unarelacion jerarquica entre los niveles de precision.

C\abt. 1

Dividir / Partir / Repartir

Cat. 2
Cat. 3
Cat. 4

Todo O Partes D

Cat. 5

Cat. 6

Iguales

Figura 6.1. Relaciones entre los niveles de precision de las respuestas ala pregunta 1
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El verbo que expresa la accion de romper en partes, es el e emento que se man-
tiene constante en las seis categorias. Ya hemos mencionado que estos verbos
pueden aparecer solos o por pargjas (dividir y partir, dividir y repartir, partir y
repartir). Entre las respuestas, “dividir’ es el verbo que se usa con mayor fre-
cuencia (82,6%). Los datos muestran que “fraccionar” es una idea asociada
principalmente a la accion, fisica o mental, de dividir un todo en partes iguales.
Este verbo proporciona la referencia clave para el concepto intuitivo de fraccio-

nar.

Aungue las concepciones de |os participantes se basan en la relacion parte-
todo multiplicativa, los resultados muestran que algunos de los participantes
(15,5%) no mencionan el todo como un componente fundamental en sus defini-
ciones. Ademas, alrededor de la mitad de los participantes no consideraron las

partesiguales en el proceso de fraccionar.

6. 2. PREGUNTA 2.SISTEMAS DE REPRESENTACION

La pregunta 2 del cuestionario, relativa a los sistemas de representacion, pide a
los estudiantes. “Haz un dibujo que muestre qué es fraccionar”.

En este caso, clasificamos las respuestas seguin €l tipo de magnitud que los
participantes utilizaron en su ilustracion: continua, discreta o0 mixta (compuesta
de una representacion discreta 'y una representacion continua). En la tabla 6.2,
recogemos las frecuencias (expresadas en porcentajes) de las distintas categorias

en las respuestas de | os participantes.

Tabla 6.2. Porcentaje de respuestas segiin magnitud

Categorias Porcentaje
N=358

Continuo —lineal 0.5%
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Continuo — &rea 98%
Discreto 1%

Continuo y discreto 0.5%
Total 100%

L as representaciones de area estan presentes en el 98% de las respuestas a través
de figuras de circulos y cuadrilateros, que se utilizaron aproximadamente con la
misma frecuencia en todas las respuestas. Solo el 1% de |las respuestas presentd
otras figuras (véase tabla 6.3).

Tabla 6.3. Porcentaje de |os tipos de superficies

Porcentaje
N=350
Circulos 49%
Cuadriléteros 44%
Circulosy cuadrilateros 6%
Otros 1%

Dado € alto porcentgje de frecuencia de la categoria continuo-area, desarrolla-
mMos para esta categoria un sistema de clasificacion en subcategorias de acuerdo
con €l tipo y el nimero de figuras divididas y divididasy coloreadas. En latabla
6.4, mostramos las subcategorias de este sistema y un gemplo para cada una.
Organizamos estas subcategorias en dos niveles, segun € numero de figuras

presentes en |las respuestas.

El primer nivel corresponde a una situacion estética. Se compone de una
sola figura: un circulo o un cuadrilatero que pueden parecer divididos en partes
iguales (subcategoria 1), o divididos con una parte coloreada (subcategoria 2).
Este nivel es el méas comin en las respuestas de |0s participantes.

El segundo nivel consiste en una representacion dinamica, ya que se com-
pone de secuencias de dos figuras que muestran diferentes pasos para la accién
de fraccionar: €l todo y €l todo dividido en partes (subcategoria 3), €l todo divi-
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dido y € todo dividido con una parte sombreada (subcategoria4), y €l todoy las
partes separadas (subcategoria 5).

Tabla 6.4. Frecuencia de las subcategorias para las respuestas de la pregunta 2

_ _ Porcentgje
Subcategoria paralas respuestastipo &rea Ejemplo
N=358
(1) 18.2%

) . . 2 49.4%

3) | 11e%

(4)

()

6.7%

6.3%

Otros

5.8%

Como se observa en las respuestas, aproximadamente un 24,5% de los sujetos
vinculan la accion de “fraccionar” con secuencias de figuras de magnitud super-
ficie. Es importante sefialar que casi la totalidad de los participantes utilizaron
solo ilustraciones de circulos o cuadrilateros. Al igual que en la primera pregun-
ta, hay respuestas menos elaboradas y respuestas mas completas que contienen

un mayor nimero de datos o imégenes.



134 CAPITULOG

6.3. PREGUNTA 3. CONTEXTOS Y MODOS DE USO

Planteamos la tercera pregunta con la intencién de que nos proporcione infor-
macion sobre los contextos y modos de uso que los sujetos asocian con ilustra-
ciones relativas alarelacion parte-todo. En ella se les presenta a los sujetos cin-
co modelos graficos de la relacion parte-todo y se les solicita que inventen
situaciones asociadas a los mismos. Concretamente la cuestion esta planteada en
los siguientes términos (figura 6.2):

Inventa enunciados o describe situaciones distintas que te sugieran

cada una de las siguientes ilustraciones.

1° 22 3¢ 4¢ 5e
1/ade
1{3 1/3 de ®

Figura 6.2. llustraciones dadas en la pregunta 3

Cadaunade lascinco ilustraciones delafigura6.2 difiere de las otras cuatro en
algun aspecto: en € tipo de magnitud utilizada (superficie, longitud, objetos
discretos), o bien, dentro de ellas (salvo en los objetos discretos), si en larela
cion parte-todo que representan se desconoce €l todo o una parte y se sugiere su
célculo a partir de la otra cantidad conocida (respectivamente una parte o € to-
do). En la quinta ilustracion, correspondiente a objetos discretos, solo se propo-
ne unailustracién, que elicita calcular una parte a partir del todo. Las dos prime-
ras ilustraciones estan basadas en € éarea, las dos siguientes en la longitud y la
quinta utiliza objetos discretos. A pesar de esta sistematicidad en la eleccion de
las ilustraciones, no estamos interesados en comparar €l efecto de estas varia
bles, solo quisimos proponer ilustraciones variadas incentiven y hagan surgir
ideas en |os sujetos para gue las exterioricen verbalmente.

Si bien la variabilidad de estimulos tiene la ventgja que sefialamos, tiene

también la desventaja de que | os participantes pueden malinterpretar, de acuerdo
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con nuestras expectativas, alguno de los items gréficos propuestos. Estuvimos
atentos a esta circunstancia y la controlamos. Por ello, antes de exponer la cate-
gorizacién de las respuestas como producto del andlisis que realizamos, debe-
mos seflaar que el total de participantes ofrecieron problemas de operar (divi-
sién o estructura aditiva) para la quinta ilustracion de esta tarea (tabla 6.5).
Estos contextos no surgen de las otras ilustraciones (a excepcion de casos aida
dos).

Tabla 6.5. Ejemplos de problemas propuestos para la quintailustracion

Operador “Tengo una docena de huevos y quiero solo lamitad, ¢cuantos huevos
cojo?’

“Tengo 12 canicasy le doy ami hermanala mitad, ¢con cuantas me
guedo yo?’

“Si tenemos 12 bolas ¢Cuanto corresponde Yz de éstas?’
“Calcula’s de 12"

Divisién “Tenemos una docena de lacasitos y hay que repartirlos entre dos
hermanas ¢Cuanto |le toca a cada uno?’

“Juan y yo nos hemos repartido estos 12 caramel os entre los dos. ¢Qué
cantidad de caramel os obtuvimos cada uno?’

“Pedro y Juan siempre juegan alas canicas en €l patio pero todas se les
han mezclado, en total hay 12 canicasy cada uno de ellos tenia el
mismo nuimero de canicas que el otro ¢a cuantas canicas tocan?”

Estructura  “Si tengo 12 bolitasy mi hermana me quita2 y mi prima 6. ¢;Cuantas
aditiva bolitas quedan?’

“Anay Maria estén jugando alas canicas al principio Anatenia 8
canicasy Maria4. Si al acabar Mariatiene € total de canicas ¢cuantas
canicas tiene ahora?’

“Tengo 12 canicasy me quitan 6”

Dado que estos contextos no tuvieron sentido fraccionario, excluimos todas las
respuestas a la ilustracion cinco y solo analizamos y categorizamos las respues-
tas alas cuatro primeras ilustraciones, que son aquellas claramente relacionadas
con el concepto de relacién multiplicativa parte-todo dentro de las fracciones.

En las respuestas de |os participantes a esta pregunta, identificamos cinco
contextos 0 modos de uso de la relacion parte-todo. Estos contextos, que expo-
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nemos a continuacion, no son exhaustivos, pues en algunos casos se combinan

varios de ellos en la misma respuesta.

1.Hallar una parte

Un enunciado pertenece a este contexto o modo de uso cuando la accion que da
lugar a una parte proviene de dividir un todo en partes iguales. Estas caracteris-
ticas fueron reconocidas cualitativamente porque en las respuestas se menciona
dicha accién que puede ser descrita a través de verbos sinbnimos, tales como
fragmentar, partir, romper, etc.. En todos los casos se menciona el conjunto o el
todo, e nimero de partes, la igualdad de las partes y la accion de seleccionar
una de las partes. Un gjemplo de un enunciado proporcionado por uno de los
participantes a la ilustraciéon 2 de area, que corresponde a esta categoria es €l

siguiente.

“En una fiesta de cumplearios hay una tarta que se divide en 4 trozos. Juan
se ha comido un trozo, ¢gqué fraccion representa la cantidad que se ha

comido Juan”.
2. Repartir

En este caso, |0s descriptores basicos de este contexto son un verbo sinénimo de
repartir entre varias personas. distribuir, dar, entregar, etc.; e todo o conjunto
gue se reparte; y €l nimero de sujetos a los que se les distribuyen las porciones.
Estas condiciones necesarias constituyen los criterios basicos para considerar
gue un enunciado presenta este contexto, siempre que se cumplan las condicio-
nes de equitatividad y exhaustividad. Un gjemplo de un enunciado planteado
como respuesta alailustracion 2 es el siguiente.

“Mama hizo un pastel para mi cumpleafios. Como somos 4 en la fiesta,

¢cudnto nos toca a cada uno?’
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3. Hallar la parte complementaria

En este contexto 0 modo de uso, la accion se origina en una parte que es expre-
sada como una fraccion. La pregunta requiere identificar la parte complementa-
ria usando términos cuantitativos que relacionan la parte complementaria con €l
todo (¢Cuanto es? ¢Cuanto hay? ¢Por cuanto tiempo es?) 0 una expresion equi-
valente (¢Qué cantidad...? ;Qué proporcion...? ¢Qué fraccion...?). Dos g emplos
de respuestas esta categoria correspondiente con las ilustraciones 1y 3 respecti-

vamente son |os siguientes.

“Maria se comi6 un cuarto de unatorta. ¢Cuanta torta queda?’

“Estoy participando en una carreray ya he recorrido 1/3, ¢cuanto queda para
llegar alameta?’

4. Reconstruir la unidad

Este contexto es muy similar al caso anterior, pero difiere en que € todo esta
dividido apriori, y la cuestion se refiere ala otra parte, la parte complementaria.
El proceso utilizado para resolver el problema es contar, no comparar. Dos
gjemplos de respuestas planteados para las ilustraciones 4 y 1 respectivamente

son los siguientes.

“Una carreratiene 3 tramos, cada una de la misma longitud. El atleta ha co-
rrido e primer tercio de la carrera. ¢Cuantas partes quedan?”’

“Mama me ha hecho unatarta por mi cumpleafiosy la he dividido en 4 par-
tes iguales. Papa que come mucho se ha comido Y4 de la tarta. ¢Cuanta
tarta queda?’

5. Hallar la fraccion de la parte usando una unidad de medida auxiliar (g.
gramos, minutos...)

El caso de magnitudes continuas puede implicar otras caracteristicas implicitas
gue no estan presentes en cantidades discretas. La parte y € todo se dan como
cantidades de la misma magnitud (peso, tiempo, volumen, superficie, anchura,
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etc.) y su relacidn se expresa como una relacion entre cantidades de esta magni-
tud. Dos g emplos de este contexto planteados para las ilustraciones 2 y 4 res-

pectivamente son |os siguientes.

“Si Juan se ha comido 25 g de un pastel que pesa 100 g, ¢qué fraccion del
pastel hacomido Maria?’

“Tardamos 15 minutos para ir a supermercado a pie y hemos caminado 5

minutos. Representa con una fraccion la distancia gue hemos caminado”.

En latabla 6.6, presentamos |os porcentagjes de respuestas para cada uno de los
contextos anteriores. En ella, podemos observar que hay un contexto mayorita-
rio (47%) que corresponde a “dividir el todo y tomar una parte”, seguido por €l
de “repartir todas las partes de un todo” que también tiene una frecuencia relati-
vamente alta (29%). Los otros tres contextos son minoritarios. entre 10s tres su-
man el 24%. Los dos primeros contextos reflgjan una forma de pensamiento di-
recto, que va ligada a fraccionar a partir de un todo, mientras que los tres
contextos minoritarios reflgjan en cierto modo una interpretacion espuria de la

ilustracion.

Tabla 6.6. Porcentaje de los contextos expresados en las respuestas a la pregunta 3

Porcentaje
Contextos y modos de uso
N=358
D Hallar la parte 47%
2 Repartir 25%
(©)) Hallar la parte complementaria 8%
4 Reconstruir la unidad 9%
5 Hallar la parte usando una unidad de medida 7%

Otros 4%
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6. Otros contextos

Como se muestra en la tabla 6.6, un 4% de las respuestas no se corresponden
con los cinco contextos identificados y descritos en los apartados anteriores.
Dado que la pregunta 2 del cuestionario consiste en realizar una representacion
y la pregunta 3 aporta informacién gréfica, es razonable que, cuando se pide a
los participantes enunciar una situacion o problema, respondan con una tarea
relativa a representar. Cas la totalidad de las respuestas que se agruparon en la
categoria de “otros’ son tareas sobre representaciones en las que no hay un con-
texto o modo de uso explicito. Presentamos gjemplos de este tipo de respuesta
enlatabla6.7.

Tabla 6.7. Ejemplos de respuestas relativas a realizar representaciones

“Representa ' del circulo.”

“Elige una porcion del circulo fraccionado en 4 partes.”
“Divide €l circulo en 4 partesiguales.”

“Dibuja como representarias ¥ en la circunferencia.”
“Representa graéficamente 1/3 de la siguiente recta.”

“Representaen lalinea 1/3.”

6.4. TIPOLOGIAS DE SIGNIFICADO

En los tres apartados anteriores, hemos desgranado de forma minuciosa las pro-
ducciones de los sujetos en cada una de las tres componentes que conforman la
interpretacion parte-todo de las fracciones. Nuestro enfogue contempla que €l
significado de un concepto se gjusta a una terna conformada por |as tres dimen-
siones analizadas, que denominamos triangulo semantico. En este apartado, ex-
ponemos las tipologias de significado encontradas para el concepto “fraccionar"

segun los resultados obtenidos en los tres apartados anteriores pero considera-
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dos de forma conjunta. Para ello, agrupamos las categorias y subcategorias de
respuestas de las preguntas del cuestionario.

La tabla 6.8 muestra cOmo agrupamos las categorias de respuestas estable-
cidas para la primera pregunta. El primer grupo considera las categorias 1y 2,
dado que no se refieren alas partes. El segundo grupo considera las categorias 3
y 4 que mencionan las partes, pero no su igualdad. El tercer grupo consideralas

categorias 5y 6 que mencionan laigualdad de las partes.

Tabla 6.8. Agrupamiento de las categorias de respuestas para la primera pregunta

Categorias Grupo
(1) Uno o varios verbos de accion .
_ . . (2) accién
(2) Uno o varios verbos de accion que hacen referencia a un todo
(3) Uno o varios verbos de accion que hacen referencia alas partes »
(2) acci6n en

(4) Uno o varios verbos de accion que hacen referenciaaun todo y partes
alas partes

(5) Uno o varios verbos de accion que hacen referencia alas partes

iguales (3) accion en
(6) Uno o varios verbos de accién que hacen referenciaauntodoy — Partes iguales
alas partesiguales

Para la segunda pregunta, relativa a los sistemas de representacion, considera-
mos dos grupos. El primer grupo se compone de las categorias que contienen
una sola figura que corresponde a una situacion estatica.

El segundo grupo se compone de las categorias de representaciones diné
micas, compuestas de una secuencia de dos figuras que muestran los diferentes

pasos para la accién de fraccionar.

Tabla 6.9. Agrupamiento de las categorias de respuestas parala segunda pregunta

Categorias Grupos

D

o

(1) representacion estética
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Tabla 6.9. Agrupamiento de las categorias de respuestas para la segunda pregunta

Categorias Grupos

3)

(4 I:l (2) representacion dinamica

©)

Para |la tercera pregunta, sobre contextos y modos de uso, consideramos tres
grupos. El primer grupo corresponde a contexto en e gue el todo se divide. El
segundo grupo es & contexto de reparto. El Gltimo grupo corresponde a los con-
textos 3, 4 y 5, en los que ninguna accién actla sobre el todo.

Tabla 6.10. Agrupamiento de las categorias de respuestas para la tercera pregunta

Categorias Grupos
(1) Hallar laparte (1) Dividir
(2) Repartir (2) Repartir

(3) Hallar la parte complementaria
(4) Reconstruir la unidad (3) Encontrar
(5) Hallar la parte usando una unidad de medida

A partir de los grupos formados, construimos una tabla de contingencia (véase
tabla 6.11) que incluye las tres componentes o dimensiones (estructura concep-
tual, sistemas de representacion, y contextos y modos de uso) con €l fin de ana-
lizar conjuntamente e identificar las tipologias de significado expresado por los
participantes. EI nimero total de casillas en dicha tabla es 18 (3x2x3), por o

gue muchas casillas tienen un porcentaje bajo.

Tabla6.11. Tabla de contingencia de |as tres componentes

Contextos

Sistemas de representacion Dividir  Repartir Encontrar
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Dindmico Estructura accion 0 0,9% 0
conceptual accion en partes 0,9% 0 2.1%
accion en partes 1,2% 21,6% 0,9%
iguales
Estadtico Estructura accion 11% 0 5,1%
conceptual accion en partes 0,9% 5,4% 14,2%
accion en partes 34% 1,2% 0,6%
iguales

Seleccionamos las cuatro casillas con los porcentajes més atos y las represen-
tamos graficamente en la figura 6.3. Con los esquemas de esta figura ilustramos
la forma en que un gran porcentgje de los participantes respondieron a las tres
preguntas. Para desarrollar esta representacion gréfica, agrupamos las respuestas
y empleamos €l triangulo como una herramienta para visualizar y expresar €l
significado proporcionado.

1° A ccion en partesiguales 2°  Accion en partesiguales

i Dosfiguras "\ Revarti
Unafigura, Dividir guras, £_ epartir
representaci On estética Representaa 6n dindmica
30 Accion en partes 4° Accion
Unafigura, Dividir

Unafigura, Encontrar

representacion estética representacion estética

Figura 6.3. Tipologias de significado para el concepto “fraccionar”

Cada vértice de los tridngulos de la figura 6.3 representa una componente de
nuestro triangulo semantico (estructura conceptual en el vértice superior, siste-
mas de representacion en el vértice izquierdo, y contextos y modos de uso en €l
vértice derecho), de manera que cada tipologia de significado se representa gr&
ficamente. Cuando las tres componentes se analizan juntas, aparecen conexiones
entre ellas como sereflgjaen lafigura.
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En € significado que muestra el primer tridangulo (accién en partesiguales -
una figura - dividir), los participantes enfatizan la accién de dividir equitativa-
mente, en partesiguales, con € fin de obtener una parte. Esta accion se interpre-
ta como una accién estética, al igual que su ilustracion compuesta de una Unica

figura

En e segundo triangulo (accion en partes iguales - dos figuras - repartir),
los participantes expresan una accion dindmica de reparto equitativo entre n
personas. En la primera etapa del reparto, es necesario dividir € todo en partes
iguales, que esta representado por la primera figura. En la segunda etapa, estas
piezas se reparten entre los individuos. La parte que recibe una persona esta re-

presentada por la segunda figura.

En el tercer tridngulo (accion en partes - una figura - encontrar), los partici-
pantes expresan una accion estética representada mediante una figura. En la es-
tructura conceptual, no se mencionan las partes iguales, porque € proposito es
determinar la fraccién de una parte o de la parte complementaria en relacion con

el todo. El significado lo indicala accion de encontrar una parte.

Finalmente, en el Ultimo tridngulo (accion - unafigura - dividir), € énfasis
se encuentra en la accion de dividir un todo sin tener en cuenta a las partes. Su

significado muestra la accién simple de repartir o fraccionar.

Mediante el proceso descrito, identificamos cuatro formas prioritarias de
significar en las producciones de los estudiantes de magisterio del grado de pri-
maria que agrupan a la mayoria de los de estudiantes (90,8%). Debemos resaltar
gue esos significados tienen una componente representacional fundamental men-
te estédtica, con un predominio del contexto de dividir y una estructura concep-
tual en la que predomina la accion de dividir en partes iguales. Si observamos
por pargjas de componentes, la tabla 6.11 reflgja que € sistema de representa-
cion estético se asocia con e contexto dividir y que € sistema de representacion
dinamico se asocia con el contexto de repartir. Por otro lado, € contexto de en-
contrar la parte complementaria est4 asociado con la estructura conceptua de
accién en partes con un 14,2% de | as respuestas.
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6.5. BALANCE DE LOS RESULTADOS DE LA PRIMERA

FASE

Como se observa en este capitulo, los estudiantes de magisterio estan familiari-
zados con lainterpretacion parte-todo de las fracciones, pero gran parte de ellos
dan explicaciones que contienen sélo algunos de los datos que componen la es-
tructura conceptual: €l todo, las partes, laigualdad de las partes y larelacion de
una de las partes con € todo. Se considera que estos conceptos son fundamenta-
les para el desarrollo del conocimiento sobre fracciones en nifios (Kieren, 1993).
S6lo un pequefio porcentaje de los participantes tiene en cuenta todos estos ele-
mentos en su descripcién textual. Cabe pues plantearse la necesidad de que en
los cursos de formacion inicial de maestros se trabaje (o se incida mas) sobre la
explicitacién de todos los elementos y relaciones que intervienen en la estructu-
ra conceptual correspondiente alainterpretacion parte-todo de las fracciones, de
manera que estos futuros profesores sean conscientes de tales elementos y rela
ciones. La carencia de informacién necesaria en la relacion parte-todo para es-
tablecer una estructura conceptual completa de las fracciones, conlleva dificul-
tades posteriores a tratar de encontrar significado a algunos conceptos
asociados con fracciones, como es € caso de la interpretacion de la multiplica-

cion de fracciones como fraccion de fraccion.

Estos resultados difieren en algunos aspectos a los obtenidos en estudios
anteriores (Lo y Grant, 2012; Domoney, 2001). El mayor contraste con nuestros
resultados fue que los participantes de los estudios anteriores no incluyeron la
igualdad de las partes en sus respuestas. Esta diferencia puede deberse a hecho

de que nuestra pregunta fue sobre la accién de “fraccionar” en vez de “fraccion”.

L os resultados de la segunda pregunta, centrada en los sistemas de repre-
sentacion, muestran que los participantes representaron € concepto usando
circulos o cuadriléteros divididos en partes iguales, pero no consideraron otros

modelos, como representaciones discretas o lineales. El hecho de que la gran
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mayoria de los participantes en el estudio se incline por representar la relacion
parte-todo de las fracciones mediante areas de figuras geométricas expresa su
escaso margen de maniobrainterpretativa. Esta forma de ilustrar esta muy arrai-
gada en €ellos, por lo que seria conveniente que en su formacién inicia trabaja-
ran otras formas de representacion (lineal, discreta) y sus ventagjas e inconve-
nientes frente a la que han consideran como primordial: |a de &ea. Hay que
tener en cuenta que, si bien la representacién mediante area es muy visual e in-
tuitiva, conforme se avanza en € estudio de la matemética la representacion

continuo-lineal sobre una recta adquiere mayor preponderancia.

A diferencia de otros estudios (Cluff, 2005; Wright, 2008), nuestros parti-
cipantes no respondieron con representaciones simbolicas 0 numeéricas de frac-
ciones, como decimales o porcentgjes. La accion de fraccionar promueve se-
cuencias de figuras, que no se producen cuando se representa el concepto de
fraccion. Es importante sefidlar que la mayoria de los participantes utilizaron
solo ilustraciones de figuras de &rea (como circulos y cuadrilateros) cuando se
les pidi6 que construyeran una figura con la que representar la accion de frac-
cionar. Este resultado puede ser debido al énfasis en este tipo de representacion
en la préactica escolar (Kurt y Cakiroglu, 2009). Otros estudios (Gairin, 2001)
sugieren que el conocimiento de las fracciones como relacion parte-todo com-

plicael uso de representaciones diferentes de los modelos de &rea.

En cuanto alos resultados sobre |os contextos y modos de uso, |as situacio-
nes o problemas inventados por 1os sujetos contienen una pluralidad de contex-
tos asociados a la relacion parte-todo. Hallar |a parte, repartir y hallar la parte
complementaria fueron los contextos mas comunes presentes en las respuestas.
De manera similar a los resultados obtenidos por Wright (2008), estos contextos
no incluyeron interpretaciones como la razén y tasa, que se consideran funda-
mentales por diversos especialistas en Educacion Matemética (Berh et a., 1997).
El andlisis de los contextos pone de manifiesto el hecho sorprendente e inespe-
rado de que los participantes asocien los contextos constituidos por objetos dis-
cretos con la estructura aditiva y 1os continuos (area 'y longitud) con las fraccio-
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nes. Mas que por su naturaleza epistemol 6gica, pensamos que esta dualidad im-
plicita en los alumnos (discreto-aditivo, continuo-fraccionario) es producto de
las précticas educativas vividas por los estudiantes de magisterio en sus clases
previas de mateméticas. Esta fijacion, producto de sus estudios previos, deberia
ser puesta de manifiesto durante su formacion inicial como maestros, con €l

propdsito de que sean conscientes de esta limitacién de su pensamiento.

El andlisis de los contextos también nos permitio observar la preferencia de
los estudiantes por emplear un pensamiento directo frente a un pensamiento in-
verso, aln en e caso de ilustraciones que favorecian la aparicion de este Ultimo.
Seria conveniente gque los estudiantes de magisterio tuviesen précticas en las que

trabajasen la reconstruccion de un todo a partir de una parte fraccionaria.

Seguin & esquema del modelo tedrico desarrollado por Behr et al. (1983), se
infiere que las interpretaciones de las fracciones, medida y cociente-reparto, se
organizan de acuerdo con la relacion parte-todo. Con base en los resultados ob-
tenidos, consideramos que la estructura de estas dos interpretaciones esta basada
en unatotalidad dividida en partes iguales. Por gjemplo, el problema de medida
implica un objeto 0 una parte cuya medida es menor que la unidad de medida
considerada (el todo). Para ello, hay gque relacionar |a parte con €l todo y deter-
minar con qué frecuencia dicha parte esta contenida en el todo. Las categorias
de contextos identificados a partir de los resultados sobre contextos y modos
uso se corresponden con esta interpretacion. Por ejemplo, en las categorias ha-
llar la parte complementaria y halar la parte usando una unidad de medida, la
fraccion representa la medida de la parte en relacién con todo, independiente de

conteo.

También es importante resaltar €l hecho de que detectamos cuatro tipos de
significados que los sujetos otorgan a concepto de fraccion. Pensamos que €l
conocimiento didactico del profesor de mateméticas debe incluir este conoci-
miento de las distintas formas de significado que los sujetos otorgan a los con-
ceptos matematicos. Las cuatro tipologias de significado detectadas pueden ser
Utiles como marco de reflexion y discusion en grupo de los estudiantes de ma-
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gisterio sobre el significado de la accion de fraccionar, como proceso y activi-
dad que conlleva el aprendizaje de las fracciones.

Ademés de la informacion obtenida sobre los maestros en formacion inicial,
consideramos el cuestionario utilizado en esta primera fase como un aporte de la
investigacion. A través de una serie de preguntas sencillas, nos acercamos a los
significados de la relacién parte-todo considerados por 1os sujetos cuando co-
menzaron |os estudios universitarios de Grado de Educacion Primaria
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CAPITULO 7

ESTUDIO EMPIRICO FASE 2.
CONOCIMIENTO DIDACTICO.
PLANIFICACION INICIAL DE LA

INSTRUCCION

En este capitulo, recogemos los resultados y abordamos €l andlisis de las res-
puestas ala actividad planteada a los participantes en la segunda fase del estudio
empirico. Realizamos esta segunda fase para indagar en el conocimiento didéac-
tico que sobre planificacion de la ensefianza manifestaron los futuros maestros
en formacién, cuando se les pidié que redactasen una explicacion para introdu-
cir el concepto de fraccion a los escolares, a partir de unas imagenes que se les
proporciond. Como se describe en la metodologia de esta fase, que presentamos
en e capitulo 4, empleamos algunas de las componentes del andlisis de instruc-
cion del modelo de andlisis didactico para analizar las producciones de los par-
ticipantes en su condicién de estudiantes universitarios del grado de Educacion
Primaria
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Nuestro propésito en este capitulo es, en primer lugar, utilizar las compo-
nentes del andlisis de instruccion para analizar las respuestas dadas por estos
estudiantes; en segundo lugar, identificar las ideas utilizadas para expresar su
conocimiento acerca de la planificacion de la instruccion; y, en tercer lugar, ca-
racterizar los diferentes niveles del conocimiento manifestado por los sujetos en
cada componente. Para ello, consideramos necesario comenzar €l capitulo con
una descripcién de la naturaleza de los datos que empleamos en los siguientes
apartados.

Mostramos los resultados sobre e conocimiento de la ensefianza que los
participantes manifestaron en sus respuestas en cuatro secciones correspondien-
tes a las componentes del andlisis de instruccién que empleamos en e andlisis
de los datos: contenidos utilizados, modalidades en la introduccién de los con-

tenidos, representaciones elegidas y secuenciacion de los contenidos.

7.1. NATURALEZA DE LOS DATOS RECOGIDOS

El tipo de datos que recogimos son un aspecto caracteristico propio y diferen-
ciador con respecto a otros estudios gue tiene esta fase de la investigacion. Las
producciones de los sujetos son textos originades de caracter personal que
acompanan a las tres ilustraciones gque proporcionamos a cada uno de los parti-
cipantes. Son respuestas a una tarea de caracter abierto con la Unica limitacion
del orden y de la solicitud de un texto explique el contenido de cada tarjeta. En
la recogida de datos de esta fase, obtuvimos un total 82 respuestas de maestros

en formacioninicial. Enla 7.1, presentamos un g emplo de una respuesta.
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Figura 7.1. Ejemplo de respuesta dada por un estudiante

En larespuestaincluida en lafigura 7.1, se puede apreciar el orden temporal en
el que este participante presenta las figuras y €l texto que a cada una de ellas
acompariay que contiene explicaciones que considera rel evantes durante el pro-
ceso de instruccién a los escolares de educacion primaria. Todo ello en su con-
junto constituye un dato para nuestro andlisis. Es un dato de caracter complejo

en el que hay que interpretar las respuestas de | os sujetos.

Para el andlisis de los datos utilizamos técnicas cualitativas, cuyo objetivo

€es organizar y caracterizar las producciones a través del sistema de categorias.
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Para codificar y categorizar las respuestas, nos basamos en componentes del
andlisis de instruccion: contenidos utilizados, modalidades en la introduccion de
los contenidos, uso representaciones y secuenciacion de los contenidos. Estas
componentes generales se concretan a traves de nuestro marco conceptua en
subcategorias méas especificas. Ademas, tras una primera revision de todas las
respuestas, fue necesario ampliar las subcategorias, pues, de los datos, surgieron
otras nuevas no contempladas. Latabla 7.1, contiene un ejemplo de codificacion

paralarespuesta del participante recogidaen lafigura7.1.

Tabla7.1. Ejemplo de codificacion de los datos

Categorias del andlisisde

instruccion utilizadas Datos en larespuesta

Seleccion de contenidos E. conceptual: Todo (pizza, cuerda, naranja); unidad;

partes iguales; parte; P = lT
n

Representacion: Verbal (mitad) y numérica

Contexto: hallar la parte

M odos de introduccion los

s Instrumental
contenidos
Uso de representaciones llustrativa
Secuenciacion de los Modo 1

contenidos

7.2. DATOS SOBRE LA ENSENANZA

El andlisis de instruccién aborda las decisiones del docente (o0 docente en for-
macion inicial) relacionadas con la actividad de ensefianza, como la seleccion y
el disefio de tareas o la organizacién de sesiones de clase. Dado que estudiamos
como los maestros en formacién realizan unaintroduccion del concepto de frac-
cion a un grupo de escolares, nos centramos en un elemento fundamental del
andlisis de instruccion: la explicacion del profesor. Centrandonos en este ele-
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mento, aplicamos algunas de las componentes del andlisis de instruccion a las
producciones gue realizaron los profesores en formacion inicial participantes en
el estudio: contenidos utilizados, modalidades en la introduccion de los conteni-

dos, uso representaciones y secuenciacion de los contenidos.

A partir de los datos obtenidos, recogemos en este apartado |os aspectos re-
lativos a la explicacion propuesta. Diferenciamos los datos obtenidos en cuatro
apartados distintos: seleccion de los contenidos, los modos en que los partici-
pantes introducen los contenidos seleccionados, € uso de |as representaciones y

|a secuenciacion de esos contenidos.

7.2.1. Contenidos utilizados

En una instruccion inicial sobre el concepto parte-todo de fraccién, no es posi-
ble movilizar todos los elementos del contenido del tema. Por ello, a realizar
una introduccién, los sujetos de nuestro estudio seleccionan algunos elementos
del contenido e ideas conocidas que parecen adecuadas para guiar el aprendizaje
del concepto por los escolares. Empleamos la categoria contenidos utilizados
para describir y establecer los diferentes contenidos que los participantes selec-
cionaron para la instruccion como objeto de ensefianza y aprendizaje y que €l
futuro maestro considero relevantes a efectos de su planificacién paralainstruc-

cion.

Nuestro enfoque tedrico, tal como se describe en €l apartado significados de
un concepto en la matematica escolar del tercer capitulo, articula el contenido
seguin tres componentes: la estructura conceptual, |0s sistemas de representacion
y los contextos o0 modos de uso. Dentro de cada una de las componentes que
articula e contenido, codificamos los conocimientos manifestados en las pro-
puestas segun cada una de las categorias establecidas en la fase anterior del es-
tudio para el andlisis de los datos. Estas categorias nos permiten identificar, ana-
lizar e interpretar las producciones realizadas por 1os maestros en formacion en
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términos de agquellos aspectos del concepto que seleccionan para realizar una
introduccion a concepto de fraccion.

Datos sobre la estructura conceptual

En nuestro andlisis, identificamos conceptos y procedimientos, distintos de los
ya presentes en las ilustraciones, que los sujetos incluyeron en sus respuestas
como conocimiento adicional. Algunos de esos conceptos no se presentaron en
el marco tedrico como elementos fundamentales de la estructura conceptual (to-
do, partes, parte y relacion), por 1o que se afiadieron como nuevos valores en
esta categoria (tabla 14). Los términos todo, partesy relacién, se incluyeron en
la totalidad de respuestas. Por € contrario, €l término parte no se incluyé en 15
casos. En la tabla 7.2, recogemos aquellos elementos adicionales, conceptos o
procedimientos, gque introducen 10s sujetos en sus respuestas para introducir €l

concepto de fraccion.

Tabla 7.2. Conceptos y procedimientos afiadidos en las respuestas

Concepto o Ejemplo de respuesta Frecuencia
procedimiento N=82
Concepto de “...en unafraccion, el nimero o parte que cogemos 28
numerador y del total se denomina humerador y el nimero en que
denominador  dividimos €l total y que se posiciona debajo es el de-

nominador”
Concepto de “...como la cuerdala hemos dividido en 3 partes, la 14
fraccion .3 o
entera parte enteray completa ser|a§ , Yaque 3 dividido

entre 3 es 1 que es la parte entera...”
Concepto de “para la explicacion de las fracciones, hemos cogido 12
unidad tres objetos. pizza, naranjay unacuerda. Estos obje-

tos representan la unidad, es decir 1"
Sumao .resta “cadatrozo equivale a 1 y tenemos 3 trozos, 8
de fracciones 3

11 1_ . u
3 + 3 + 3 =cuerda completa’; “nos comemos una por-

cion 1 , d restarle 1 alos 4 nos guedan 3
4 4 4 4
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Como se aprecia en latabla 7.2, el conocimiento adicional mas comuin consiste
en identificar el significado del numerador y denominador con los elementos de
la estructura conceptual en un proceso de division en partes de un objeto 0 en un
proceso de reparto (28 casos). Otros dos contenidos gque se incluyen con un por-
centgje similar en las respuestas son € concepto de fraccion enteray su relacion
con €l todo dividido en partes (14 casos), y € concepto de unidad y su identifi-
cacién con € todo u objeto inicia (12 casos). Por Ultimo, en algunas respuestas
se introducen otros aspectos procedimentales como la sumay resta de fraccio-

nes, aunque, en ninglin caso, se incluye e algoritmo de estas operaciones.
Datos sobre contextos o modos de uso

Si bien las ilustraciones inducen un proceso de division en partes, los sujetos
introdujeron en sus respuestas otros contextos distintos como repartir o recons-
truir la unidad dada una fraccion. En este caso, las respuestas no incluyen con-
textos distintos a los considerados en €l marco conceptual, por lo que no se am-
pliaron los valores para esta categoria. En la tabla 7.3, recogemos los contextos

gue identificamos en las respuestas.

Tabla 7.3. Contextos presentes en las respuestas

Frecuencia
N= 82
1. Hallar la parte 31
2. Hallar el complementario 16
3. Hallar laparte y hallar el complementario 16
4, Hallar la parte y repartir 8
5. Reconstruir la unidad 6
6. Repartir 5

Como se observa en latabla 7.3, los contextos se presentan singularmente en las
respuestas (como en el gemplo de lafigura 7.1) o bien combinan los contextos
de hallar la parte y reparto. Ejemplificamos a continuacion algunos de estos

contextos.
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Ejemplo 1. (Sobre el contexto niUmero 1 de latabla 7.3, hallar la parte)

La piza, la cuerda y la naranja son cada una unidad.... Las podemos
dividir en partes iguales.... Explicamos qué es cada parte... un trozo
de la pizza seria % de toda la pizza porque cogemos una parte de las 4

gue habiamos partido.

Ejemplo 2. (Sobre el contexto nimero 4 de latabla 7.3, hallar la parte y re-

partir)

La pizza estd entera...como estamos 4 amigos la repartiremos entre
todos, un trozo para cada uno. Como somos buenos amigos, 10s trozos
serén iguales para todos....S la pizza la partimos en 4....la unidad es

la pizza, las porciones las partes en las que dividimos...

Ejemplo 3. (Sobre e contexto nimero 5 de la tabla 7.3, reconstruir la uni-

dad)

Los fragmentos se corresponden a 1 pizza dividida en 4 trozos. Selle-
ga a representar de la siguiente forma: al sumar las 4 porciones sere-
presenta de la siguiente forma 4/4. Con lo cual se obtendria la siguien-

te forma: (imagen del todo).

Datos sobre representaciones

Puesto que la tarea propuesta a |os sujetos contiene ilustraciones con elementos

graficos y numéricos, solamente en 5 casos se incluyeron representaciones gré-

ficas 0 smbdlicas (%) distintas de las dadas en las ilustraciones: una simbdlica,

tres gréficas, y unasimbdlicay grafica simultaneamente. En lasfiguras 7.2y 7.3,

presentamos gempl os de este tipo de respuestas.
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Figura 7.2. Ejemplo de representacién gréficas presentes en respuestas

Figura 7.3. Ejemplo de representacién gréficas presentes en respuestas

Estas nuevas representaciones surgieron para plantear nuevos ejemplos, o refor-
zar la explicacion de los ya presentes en las ilustraciones propuestas. No se de-
tectaron representaciones més abstractas de las mismas nociones que mostraran

0 abordaran €l concepto de estudio.

7.2.2. Datos sobre las modalidades en la introduccion de los

contenidos

La segunda componente aborda los modos en que los participantes introducen
en su explicacion los contenidos sel eccionados. Durante su redaccion, los parti-
cipantes, ademas de seleccionar aquellas componentes del concepto que cono-
cen y consideran mas adecuadas, utilizaron diferentes modos de presentar 1os
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contenidos. A través de un andlisis cualitativo de los datos, identificamos tres

modos distintos. modo instrumental, modo funcional y modo descriptivo.

En la tabla 7.4, presentamos la frecuencia de las respuestas para estos tres
enfoques.

Tabla 7.4. Enfoques para las oportunidades de apren-

dizae
Frecuencia
N=82
Enfoque instrumental 58
Enfoque descriptivo 14
Enfoque funcional 10

En el modo instrumental, |a redaccién no incluye situaciones ni problemas con-
textualizados que puedan ayudar en la comprensién de los contenidos. Solo se
destacan aspectos técnicos del concepto que se introduce. Este modo fue pre-
dominante en las respuestas (58 casos). Presentamos un gjemplo de respuesta
paraeste estilo en lafigura 7.4.
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Figura 7.4. Ejemplo de enfoque instrumental

El modo funcional tiene una presencia escasa en las respuestas (10 casos). En
este caso, el contenido se aborda a través de situaciones contextualizadas que
presentan al escolar demandas cognitivas elaboradas, en su mayoria a través de

laresolucion de problemas. En la siguiente respuesta podemos verlo reflejado.

(Tarjeta Al) Una familia de 4 personas, quiere repartirse una pizza

pero no sabe cémo.
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1
(Tarjeta A2) Como son 4 personas, dividen en 4 partes quedando asi 4,

111 1
4 4 4 todosumando da4 .

(Tarjeta A3) Cada uno pues, se come % de pizza. El hijo se ha comido

ya % de pizza asi que quedan g de pizza.

Por ultimo, en e modo descriptivo, a igual que en e caso anterior, se introdu-
cen los contenidos a través de un texto que modeliza una situacién real pero no
se incluye ninguna demanda cognitiva. En e modo descriptivo tiene una pre-
sencia similar a caso anterior (14 casos). Una respuesta que se corresponde con

este estilo esla siguiente.

Hoy vamos a aprender 1o que es una fraccidn, nos basamos en un

gjemplo sencillo para €llo.

(Tarjeta A1) Como vemos en la figura 1 la pizza esta entera, si quere-
mos comerla deberiamos de partirla. Como estamos 4 amigos debe-

riamos de partirla, un trozo para cada uno.

(Tarjeta A2) Como somos buenos amigos |os trozos seréan iguales para
todos. Partiremos nuestra pizza y nos quedara como en la figura 2. S
tuviéramos que decir a cuanto nos ha tocado cada uno y cuanto al res-

to ¢cdmo lo haremos?

(Tarjeta A3) jExacto! Con fracciones. S la pizza la partimos en 4 tro-
Zos y nos quedamos con un trozo lo que les toca a los demas es % co-
mo aparece en la figura 3. Una fraccion es una parte de la unidad. La
unidad es la pizza, las porciones las partes en las que dividimos, y lo
gue nos corresponde (nuestra porcién) es una fraccion.

Al cruzar esta categoria para €l andlisis de la explicacion con la categoria con-
texto para el contenido, observamos que, en los modos descriptivo y funcional,
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la mayoria de los participantes utilizaron e contexto de reparto, mientras que,
en el enfoque instrumental, lo hicieron mediante el contexto de hallar la parte.

7.2.3. Uso de representaciones

Latercera componente, uso de representaciones, considera la funcién que tienen
las ilustraciones dadas en |a tarea dentro del texto que inventan los estudiantes
para introducir las fracciones. Puesto que la tarea propuesta obligaba a los parti-
cipantes a utilizar unas determinadas ilustraciones, cada uno de los participantes
le otorgd una funcidn determinada dentro de su narracion. A partir de las res-
puestas de los sujetos y mediante un proceso de refinamiento progresivo, esta-
blecimos tres tipos de funcionalidad especifica para las representaciones:. ilus-
trativa, explicativa o aclarativa.

El primer tipo de uso agrupa aquellas respuestas en las que las imagenes so-
lo tienen una funcién ilustrativa: se usan Unicamente para acompafiar a texto.
La explicacion contenida en € texto es lo suficientemente completa para que
sea comprensible, incluso si se suprimen las imagenes. Estaforma de utilizar las
representaciones se present6 en 35 de las respuestas producidas por |os partici-
pantes. El gemplo de respuesta dado en lafigura 7.5 se encuentra dentro de esta

categoria.
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Figura 7.5. Ejemplo de respuesta con funcion ilustrativa

En el segundo uso, las imagenes tienen una funcion explicativa. Son respuestas
escuetas, con escaso texto que no presenta ningun aspecto matematico; simple-
mente son expresiones introductorias o frases que enlazan unas imégenes con
otras. La serie de imégenes hace la explicacion por 10 que, si estas se suprimen,
el texto deja de tener sentido, ya que por si solo no explica ningn contenido.

Esta segunda categoria obtiene menor frecuencia (11 casos). El texto en es-

tas respuestas consta de expresiones introductorias o frases que enlazan unas
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imégenes con otras, por lo cua la explicacion recae en las imagenes. Presenta

mos un g emplo de respuesta para este valor de la categoria en las figuras 7.6 y

1.7.
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,\ e AN R T Oui L(r/)

L X

Figura 7.6. Ejemplo de ilustracion con funcion explicativa
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Figura 7.7. Ejemplo de ilustracion con funcion explicativa
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El dltimo de los tipos de usos se encuentra en una situacion intermedia a las dos
anteriores. Las imagenes tienen una funcién aclarativa: forman parte de la ex-
plicacion y la mejoran. El texto presenta informacion matemaética pero por si
solo no tiene sentido ni forma la explicacion completa. La particularidad de este
uso es que la combinacién de texto e imégenes constituyen la explicacion, en la
que las ilustraciones gemplifican, dan mas detalles, aclaran o muestran nuevos

contenidos.

Lafuncién aclarativa, esta presente en 36 producciones. En estas respuestas,
laexplicacion ampliay mejoralainformacion dada por las imagenes, de manera
gue € texto gemplifica, da méas detalles, aclara 0 muestra nuevos contenidos.

Presentamos en la figura 7.7 un fragmento de respuesta, que pertenece a este

£ " .
1 O » > ,‘ ‘,
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N
\ » . | p A%eq P
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Figura 7.8. Ejemplo deilustracion con funcion aclarativa

En este giemplo, las imégenes y €l texto se compaginan y forman parte de la
explicacion, y serelacionan con ellaatravés de flechas.

7.2.4. Secuenciacion de los contenidos

La secuenciacion de los contenidos que se van a trabajar es otra de las decisio-
nes que el profesor ha de abordar a planificar una secuencia de ensefianza.
| gualmente nuestros participantes, durante el proceso de elaboracion de sus na
rraciones, ademas de seleccionar aguellos datos y relaciones del concepto que
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les parecen mas adecuadas parainiciar y guiar € aprendizaje de los escolares en

lafraccion.

Esta cuarta 'y ultima de las componentes del andlisis de instruccion que va
mos atratar atarie a la capacidades que se pone en juego a organizar esos con-
tenidos y establecer una secuenciatempora alahorade introducirlos en las res-
puestas. Para andlizar esta capacidad, desglosamos estos contenidos con € fin

de establecer |os modos méas usuales de organizarlos (tabla 7.5).

Tabla 7.5. Modos de organizar 10s contenidos en |las respuestas

Frecuencia
Orden 10 20 30 40 5o 6°
N=82
Modol Todo Partes Parte Relacion 32
Modo2 Todo Partes Fraccion Parte Relacion 16
entera

Numera-
Modo3 Todo uni- Partes Parte Relacién dor y de- 9

dad nomina-

dor

Modo4 Todo Partes Reacion 8
Otros 17

El primer modo incluye sdlo los elementos bésicos de la estructura conceptual
en el orden en el que aparecen en las pegatinas. el todo que se divide en partes,
la seleccién de una de las partes, y larelacion entre una o varias de las partes y
el todo.

El segundo modo afiade el simbolo de fraccién entera (4/4) tras la division
de las partes y antes de introducir la relacién entre una o varias partes y el todo.
Estos casos inciden en que las cuatro partes se corresponden con la fraccién 4/4

COMo aparecen en la siguiente respuesta.
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Figura 7.9. Ejemplo de respuesta donde se introduce el concepto de numerador y de-
nominador

Como se observa en |os anteriores gjemplos, cabe destacar que |os sujetos intro-

ducen el simbolo de la fraccion entera 4/4, antes de la fraccion unitaria
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El tercer modo amplia el primero para afiadir qué es el numerador y € de-
nominador tras introducir la relacién entre una de las partes y e todo, como

muestra el fragmento de respuesta de lafigura 7.10.

oo 5%y
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Figura 7.10. Ejemplo de respuesta donde se introduce el concepto de numerador y de-
nominador

El cuarto modo més usual de introducir los contenidos prescinde de la parte,

paraintroducir €l simbolo de larelacién (Y4 0 %) tras hablar de las partes, como

mostramos en el g emplo siguiente.

Tenemos una cuerda, una pizza y una naranja. Hemos partido la cuer-
da en 3 partesiguales, la naranja en 2 partesigualesy la pizza en cua-

tro partesiguales. La representamos en forma de fraccion %, 1/3, %.

Este ultimo modo corresponde mayormente a respuestas escuetas donde no hay

explicacion de las imégenes.
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/.4. BALANCE DE LOS RESULTADOS

En esta segunda fase caracterizamos ciertos aspectos el conocimiento didéctico
del contenido, desde la perspectiva del andlisis de instruccion, que un grupo de
maestros en formacion presentd cuando abordd una explicacion para introducir
el concepto de fraccion. Para ello, nos basamos en cuatro componentes: conte-
nidos utilizados, modalidades en la introduccion de los contenidos, uso de re-
presentaciones y secuenciacion de los contenidos.

De la informacion recogida destacamos que, sin ninguna dificultad, los su-
jetos fueron capaces de ponerse en el papel de docentes y manifestar su conoci-
miento didactico del contenido a través de sus respuestas. Ademas, manifesta-
ron un conocimiento didactico del contenido coherente en sus explicaciones, en
el que se destaca la diversidad de modos en que los sujetos reconstruyen, ade-
clian o reestructuran el contenido para hacerlo comprensible a los escolares. No
obstante, a pesar de gue los sujetos reconocieron los elementos béasicos de las
fracciones y los pusieron de manifiesto en sus explicaciones junto con otros
contenidos, consideramos que una carencia a destacar en este conocimiento es
la limitada planificacion de la secuenciacion de los contenidos atendiendo a un
orden légico. Por g emplo, encontramos que en un 16% de las respuestas se
anade e simbolo de fraccion entera (4/4) antes de introducir la fraccién unitaria
como relacion entre una parte'y el todo.

En relacion con las componentes modalidades en la instruccion de los con-
tenidos y uso de representaciones, encontramos distintas categorias de respues-

tas gue resumimos a continuacion.

En la primera de ellas, modos de introducir 1os contenidos, encontramos 3
perfiles: e primero, en &l que los participantes no incluyen situaciones ni pro-
blemas contextualizados que puedan ayudar en la comprensién de los conteni-
dos (modo instrumental); el segundo, en € que se aborda el contenido a través
de situaciones contextualizadas y se presentan demandas cognitivas a escolar,
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usualmente a través de la resolucién de problemas (modo funcional); vy, €l terce-
ro, en el que, a igual que en el caso anterior, se introducen los contenidos a tra-
vés de un texto que modeliza una situacion real, pero no se incluye ninguna de-

manda cognitiva (modo descriptivo).

En la segunda de las componentes, uso de representaciones, también encon-
tramos tres perfiles de respuestas. En sus explicaciones sobre cémo introducir
las fracciones a los escolares, |0s participantes otorgan distintos usos a las ilus-
traciones dadas en la tarea. En el primer uso (ilustrativo) las imagenes dadas
Unicamente acompafian a texto: la explicacion contenida en el texto es lo sufi-
cientemente completa para que sea comprensible, incluso s se suprimen las
imagenes. En e segundo uso (explicativo), la serie de imagenes hace la explica-
cion por lo que, si estas se suprimen, € texto deja de tener sentido, ya que por si
solo no explica ningn contenido. Estas son respuestas escuetas, con escaso tex-
to que no presenta ningln aspecto matematico; simplemente son expresiones
introductorias o frases que enlazan unas imagenes con otras. Por Ultimo, en €
tercer uso (aclarativo), las imagenes forman parte de la explicaciéon y la mejoran.
El texto presenta informacion matemética pero por si sdlo no tiene sentido ni
forma la explicacion completa. La particularidad de este uso es que la combina-
cion de texto e imagenes constituyen la explicacion, en la que las ilustraciones
gjemplifican, dan mas detalles, aclaran 0 muestran nuevos contenidos.
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CAPITULO 8

ESTUDIO EMPIRICO FASE 3.
CONOCIMIENTO DIDACTICO.
ASPECTOS DEL APRENDIZAJE

La tercera y Ultima fase de nuestra tesis, que se basa en las componentes del
andlisis cognitivo, es un estudio de casos en € entrevistamos a futuros nueve
maestros. Realizamos esta fase para profundizar en e conocimiento de los
maestros en formacion inicial sobre la ensefianza 'y especialmente sobre su co-
nocimiento del aprendizaje de |as fracciones dentro de la relacion parte-todo. En
el capitulo 4, presentamos |la metodol ogia que utilizamos para este estudio.

Una vez que, en los dos capitulos anteriores, profundizamos en e conoci-
miento del contenido de los futuros maestros (primera fase) y en e conocimien-
to didactico sobre la ensefianza (segunda fase), consideramos dos motivos para
ampliar €l estudio de casos con algunos aspectos relativos a la planificacion del
aprendizaje escolar.
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El primero de ellos contempla los sentidos utilizados en el disefio de tareas.
En el estudio sobre los significados que manifestaron |os participantes, la mayor
diversidad y riqueza de respuestas se present6 en los contextos y modos de uso.
Por tal motivo, consideramos conveniente profundizar en los sentidos como par-

te del conocimiento didéactico necesario paralas tareas escolares.

El segundo motivo es relativo a conocimiento didéctico sobre el aprendiza-
je escolar, que no se consideré en la segunda fase. A través del instrumento
aplicado en la segunda fase, los participantes manifestaron aspectos del conoci-
miento didactico sobre la ensefianza de la relacion parte-todo, pero no relativos
asu aprendizaje. Por €llo, para completar esta informacién, decidimos profundi-
zar en este tipo de conocimiento a través de entrevistas que permitieran incidir
en dichos aspectos ausentes en € anterior abordaje. Entre los distintos aspectos
del conocimiento sobre el aprendizagje, nos centramos en las dimensiones del
andlisis cognitivo (disefio de tareas, expectativasy limitaciones del aprendizaje),
dado gue son aspectos fundamentales en la planificacién de la ensefianza (Lu-
piafiez, 2008). Latercera dimensién del andlisis didactico, €l analisis de cogniti-
VO, nos permite organizar el para qué y hasta donde aprender determinados co-
nocimientos sobre un tépico. Nos valemos de sus dimensiones como

herramientas para larecogidade los datos y € andlisis de las producciones.

Realizamos € estudio de casos con una entrevista estructurada en dos par-
tes. La primera parte, centrada en los contextos de la relacion parte-todo, sirvio
para profundizar en aspectos relativos a la ensefianza de tales contextos, y ade-
mas permitié que los alumnos se familiarizaran y reflexionaran sobre € conte-
nido a tratar en la segunda parte de la entrevista: la relacién parte-todo de las
fracciones. Para ello, durante la entrevista utilizamos dos fichas con enunciados
de tareas (véase anexo C.1), que seleccionamos entre las diversas tareas que 1os
participantes proporcionaron en la primera fase del estudio.

Una vez los participantes se familiarizaron y reflexionaron sobre la relacion

parte-todo, en la segunda parte de la entrevista, se procedié a reflexionar sobre
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la ensefianza y aprendizaje de las fracciones. Describimos |os pasos en los que

se estructurd la entrevistaen latabla 8.1.

Tabla 8.1. Estructura de las dos partes de la entrevista

Primera parte Paso 1:  Valoracion de 5 enunciados de la magnitud su-
perficie

Paso 2.  Elecciony justificacion del enunciado (de area)
mas adecuado para la ensefianza.

Paso 3: Valoracién de 5 enunciados de la magnitud lon-
gitud

Paso 4. Elecciony justificacion del enunciado (de longi-
tud) mas adecuado para la ensefianza.

Segunda parte Paso 5:  Respuestas sobre disefio de tareas, expectativas
de aprendizaje y limitaciones

L os siguientes apartados se centran en los andlisis de | as respuestas de |os nueve
maestros en formacion inicia seleccionados para la realizacién de las entrevis-
tas. Los resultados se presentan en dos apartados independientes, el primero so-
bre las valoraciones de los contextos de la relacion parte-todo y € segundo so-
bre e disefio de tareas, planteamiento de expectativas de aprendizae y

deteccion de limitaciones de aprendizaje.

8.1. ESTUDIO DEL CONTENIDO: VALORACION DE

CONTEXTOS DE LA RELACION PARTE-TODO

La primera parte de la entrevista aborda la evaluacion de cinco contextos de la
relacién parte-todo a través de cinco enunciados correspondientes a la magnitud
superficie y otros cinco enunciados correspondientes a la magnitud longitud
(véase anexo C.1), con € fin de identificar aguellos contextos que son mas y
menos valorados por parte de los maestros en formacion inicial. Dado que estas

valoraciones se realizaron de maneraindependiente para cada una de las magni-
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tudes, presentamos, en primer lugar, los resultados de las valoraciones sobre la
magnitud superficie y, en segundo lugar, los resultados de las valoraciones para
la magnitud longitud. Finalmente, destacamos |os resultados de manera global y

comparamos las val oraciones de |os contextos entre las dos magnitudes.

Los cinco contextos incluidos en las fichas, y que han sido valorados por
los participantes, surgen de los resultados de la primera fase (véase capitulo 6).

Describimos estos contextos a continuacion.
1. Ru=reconstruir la unidad

En este contexto, €l todo esta dividido a priori y la cuestion se refiere ala parte
complementaria. El proceso utilizado para resolver e problema es contar, no
comparar. Los siguientes son dos g emplos de este contexto.

Tenemos % de una tarta, pero para hacer una tarta completa necesi-

tamos mas trozos que sean iguales. ¢Cuantos trozos necesitaremos?

Una carrera estd compuesta por 3 tramos, cada uno de la misma lon-
gitud. Los corredores ya han recorrido la tercera parte de la carrera.

¢Cuantas partes quedan por recorrer?
2. Hc=hallar la parte complementaria

En este contexto, la accién se origina en una parte que se expresa como una
fraccion. La pregunta requiere identificar la parte complementaria usando tér-
minos cuantitativos que relacionan la parte complementaria con €l todo. A dife-
rencia del contexto anterior, €l todo no esta dividido a priori. Los siguientes dos
enunciados son gjempl os que encontramos en las respuestas de este contexto.

Tenemos una tarta, y Maria se come % de ella. ¢Qué cantidad de tarta
gueda aun?

Estoy participando en una carrera y ya he recorrido 1/3 de dlla.

¢Cuanto queda para llegar a la meta?
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3. Hp=hallar la parte

Un enunciado pertenece a este contexto cuando la accion que da lugar a una
parte proviene de dividir un todo en partes iguales. En todos los casos se men-
ciona el conjunto o €l todo, el nimero de partes, la igualdad de las partes y la
accién de seleccionar una de las partes. Los siguientes dos enunciados corres-
ponden a esta categoria.

Mama ha hecho una tarta por mi cumpleafios y la ha dividido en 4
partes iguales, Papa que come mucho se ha comido una parte. ¢Cuan-
to se ha comido de la tarta?

El camino de casa al colegio a casa se puede dividir en 3 partes igua-
les. S he caminado una de las partes del camino, ¢cuanto he recorri-
do?

4. Um=hallar la parte usando una unidad de medida

En este contexto, la parte y & todo se dan como cantidades de la misma magni-
tud (peso, tiempo, volumen, superficie, etc.), y su relacion se expresa como una
relacion entre cantidades de esta magnitud. Los siguientes son dos gjemplos de
este contexto.

S Maria se ha comido 25 g. de una tarta que pesa 100 g., ¢qué frac-
cion de tarta se ha comido?

Para ir al supermercado tardamos 15 minutos andando y llevamos 5
minutos. Representa en fraccion cuanto hemos realizado del trayecto.

5. Rep=repartir

En este caso, |0s descriptores basicos de este contexto son un verbo sinénimo de
repartir entre varias personas (distribuir, dar, entregar, etc.), €l todo o conjunto
gue se reparte y € nimero de sujetos a los que se les distribuyen las porciones.
L os siguientes dos enunciados son g emplos de este contexto.
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Maméa preparo0 1 tarta para mi cumpleafios. Como éramos 4 en la fies-
ta ¢a cuanto tocabamos cada uno?

En una carrera de relevos €l recorrido se reparte entre 3 corredores,
¢cuanto tendré que recorrer cada corredor?

1.1. Valoracion de contextos con magnitud superficie

A los participantes en la entrevista, se les present6 por escrito, en primer lugar,
una ficha para que valoraran los contextos de la magnitud superficie que se in-
cluian en €ella (véase anexo C.1). Los participantes podian valorar |0s contextos
como muy adecuado, adecuado, poco adecuado o inadecuado. En la tabla 8.2,
recogemos los datos obtenidos en este primer paso de la entrevista. En ella se
presentan las valoraciones de cada sujeto otorgadas a cada enunciado. Codifi-
camos las respuestas de “muy adecuado” a través de la letra A, “adecuado” a
través de la letra B y, dado que la mayoria de 1os sujetos no considera ningiin
enunciado como “inadecuado”, agrupamos los valores “poco adecuado” e
“inadecuado” en uno solo, através de la letra C. Recordamos que no incluimos
las respuestas de los sujetos S1 y S2 ya con ellos se realizo6 |a prueba piloto de
laentrevista.

Tabla 8.2. Valoraciones otorgadas a los cinco contextos de la
magnitud superficie en el paso 1

Ru Hc Hp Um Rep
S3 B A B B A
4 B A B A B
S5 C B B B A
S6 C A C A A
S7 B A C B B
S8 B A A A A
S9 C B B B B
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Tabla 8.2. Valoraciones otorgadas a los cinco contextos de la
magnitud superficie en el paso 1

Ru Hc Hp Um Rep
S10 B A B B C
S11 A A B C B
Total | N(A)=1 | N(A)=7 | N(A)=1 | N(A)=3 | N(A)=4
N(B)=5 | N(B)=2 | N(B)=6 | N(B)=5 | N(B)=4
N(C)=3 | N(C)=0 | N(C)=2 | N(C)=1 | N(C)=1

Ru=reconstruir la unidad; Hc=hallar la parte complementaria;

Hp=hallar la parte; Um=hallar |a parte usando una unidad de

medida; Rep=repartir; S=sujeto

En los datos recogidos (véase tabla 8.2) se detectan preferencias de los partici-
pante por algunos contextos dentro de la magnitud superficie, como Hc, frente a
otros con valoraciones més bajas, como Ru. Un posible orden de preferencia de
mayor a menor preferencia que surge de estos datos es Hc, Rep, Um, Hp y Ru.
Con € fin de profundizar en los motivos de estas valoraciones, recurrimos alas
respuestas de las preguntas del paso 2 de la entrevista sobre por qué tales con-

textos son mejores o peores paraintroducir las fracciones a los escolares.

Con respecto a contexto mejor valorado (Hc), los argumentos dados por
los sujetos para dar mejor valoracion a sentido Hallar el complementario, des-
tacan su sencillez y aprecian que dicho contexto permite realizar una represen-

tacion con la ventgja de que los escolares puedan visualizarlo.

Porque podria dibujar la tarta y quitar € trocito, llevarlo asi para un

lado y se veria mas facil.

Seria @ mas sencillo, porgue utiliza a una persona que se come un
cuarto, utiliza la fraccion para esa personas y tiene que calcular el

resto de tarta.
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El contexto mejor valorado en el segundo lugar en el caso de la magnitud super-
ficie es e de Rep. Segun los participantes, este contexto es un gercicio clasico

para la ensefianza de las fracciones.

el hecho de repartir una tarta es mas facil de ver, esun gercicio tipo

la sefio que yo tenia lo usaba para explicar las fraccionesy selo expli-
caba igual que éste, con una tarta la partia en 4, entonces es € basico

con el que se explican las fracciones en € colegio

Los contextos Hp y Um se encuentran en una posicion intermedia respecto alas
valoraciones otorgadas. En el caso del contexto Um, en el que se introducen los
gramos como unidad de medida auxiliar, algunos sujetos destacan que la pre-

sencia de los gramos supone un apoyo concreto para explicar las fracciones.

Depende de si han dado o no los gramos. S los han dado € cuarto.
Porque tengo algo para decir que eso es un cuarto, los gramos, tengo
algo.... concreto para ensefiarle a los nifios estos gramos son un cuar-
to. En los otros solo habla de fracciones y nada mas, sin tener apoyo
material. La cuatro, es directa, no lia tanto con que el Padre se come
una parte y esas cosa e introduce los gramos y poniendo los nime-

ros...asl es mas completo.

La mayoria de los sujetos proponen e contexto de Ru como el contexto peor
valorado en magnitud superficie, debido a que es estructuralmente diferente y
presenta la fraccion de manera directa, mientras que, en los otros contextos, la

fraccion se formaa posteriori (por ggemplo, al dividir unatarta en partes).

Es diferente lo que te da y lo que te pide pues los datos son fracciones

y la incdgnita es un nimero natural.
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1.2. Valoraciones de contextos con magnitud longitud

Unavez finalizada la valoracion de los contextos asociados a la magnitud super-
ficie, procedimos en la entrevista a valorar 1os contextos de longitud. Esto cons-
tituye el tercer paso de la entrevistay, a igual que en el caso anterior, recoge-
mos en la tabla 8.3 los datos resumidos en este tercer paso. En ella se presentan
las valoraciones otorgadas a los distintos usos de la longitud como “muy ade-
cuado”, através de la letra A, “adecuado”, a través de la letra B y “poco ade-
cuado” o “inadecuado”, através de laletra C. Estos datos se complementan con
las respuestas a las preguntas del paso 4 de la entrevista sobre 1os motivos por
los que unos contextos son mejores o peores paraintroducir las fracciones alos

escolares.

Tabla 8.3. Valoraciones otorgadas a los cinco contextos de
la magnitud longitud en el paso 3

Ru Hc Hp Um Rep

S3 B A A B B
4 C B B B C
S5 C C A B B
S6 A A B A C
S7 B A B B B
S8 B B A A B
S B B A A B
S10 A B B C B
S11 B B A B B
Total N(A)=2 | N(A)=3 | N(A)=5 | N(A)=3 | N(A)=0

N(B)=5 | N(B)=5 | N(B)=4 | N(B)=5| N(B)=7

N(C)=2 | N(C)=1 | N(C)=0 | N(C)=1 | N(C)=2

Ru=reconstruir la unidad; Hc=hallar la parte complementaria;
Hp=hallar la parte; Um=hallar |a parte usando una unidad de
medida; Rep=repartir



180 CAPITULO 8

Para los enunciados con la magnitud longitud, un posible orden de preferencia
de mayor a menor preferencia que surge de estos datos es Hp, Hc, Um, Ru y
Rep. Los participantes otorgan las mejores valoraciones al contexto de Hp. Los
motivos dados relativos a la ensefianza de las fracciones hacen referencia a la

facilidad que tiene para representarlo.

Para explicarlo y hacer un dibujo es un pelin mas facil de que la vean

los nifos.

Como bien dice el camino del colegio a casa se puede dividir en 3 par-
tes iguales, es mucho mas facil introducirlo con un camino y dibujar

un camino.

En el caso contrario, se observa que el contexto peor valorado en la magnitud
longitud fue € de Rep por ser méas complejo: “ esel maslioso” .

En una posicion intermedia en la escala de valoraciones, se encuentran los
contextos de Hc y Ru. En el caso de Hc, los argumentos a favor de este contexto
para la ensefianza se centran en la posibilidad de realizar facilmente una repre-
sentacion para que los escolares |o visualicen.

Creo que es clara de entender ... porque no sé para explicarlo y hacer
un dibujo es un pelin mas facil de que la vean.

1.3. Comparacion de las valoraciones dadas a los sentidos para

ambas magnitudes

L os apartados anteriores muestran |os resultados de manera independiente para
cada una de las magnitudes. En este apartado, presentamos los resultados de
manera conjunta para las magnitudes superficie y longitud y realizamos una
comparacién entre ambas magnitudes.
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La tabla 8.4 agrupa los datos de las tablas 8.2 y 8.3 y presenta las valora-
ciones otorgadas en general para cada contexto. En esta tabla contabilizamos el
numero de val oraciones total es otorgadas a cada contexto en ambas magnitudes,
como “muy adecuado”, através de laletra A, “adecuado”, através delaletra B

y “poco adecuado” o “inadecuado”, através delaletraC.

Tabla 8.4. Valoraciones globales otorgadas a | os cinco contextos

en ambas magnitudes

Ru Hc Hp Um Rep
Total N(A)=3 | N(A)=10 | N(A)=6 | N(A)=6 N(A)=4
N(B)=10 | N(B)=7 | N(B)=10 | N(B)=10 | N(B)=11
N(C)=5 | N(C)=1 | N(C)=2 | N(C)=2 N(C)=3

Ru=reconstruir la unidad; Hc=hallar la parte complementaria;

Hp=hallar la parte; Um=hallar |a parte usando una unidad de

medida; Rep=repartir

Globalmente, el contexto mejor valorado es Hc, seguido por Um y Hp que ob-
tiene valoraciones similares. Los contextos peor valorados son Rep y Ru. Sor-
prende que hallar la parte complementaria (Hc) sea mejor valorada que la de
hallar una parte (Hp), pero este hecho depende de las magnitudes: no se da por
igual en superficie y longitud. Parece razonable que los participantes valoren de
forma similar los dos contextos referidos a hallar una parte (Hp y Um). El con-
texto de repartir Rep, que esta muy ligado ala division de enteros, empieza aqui
a perder protagonismo a favor de contextos de partes (Hc y Um). También pare-
ce légico que e contexto menos valorado sea €l de reconstruir la unidad, puesto
gue requiere una relacion inversa a la de formar una parte a partir del todo, que
suele ser e proceso de introducir las fracciones en € ambito escolar.

Um es un contexto gque destaca por la disparidad de opiniones que provoca
en ambas magnitudes. En algunos casos, es considerado € mas idéneo para la
ensefianza, dado que la relacion de la magnitud tiempo con recorrido realizado
es un gjemplo cercano a los escolares que sirve de apoyo en la ensefianza. Sin

embargo, otros participantes consideran que la presencia de la unidad de medida
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auxiliar puede afiadir complejidad a enunciado, si 10s escolares no han trabgja-
do con dichas magnitudes.

No me gusta la relacion que hace entre el tiempo y los segmentos, o
sea meter en 15 minutos, llevamos 5 minutos, no me parece adecuado
la relacion de minutos con 1/3, porgue no es exacto, € nifio se puede
liar massi ledices 5, 5y 5 minutos. No me gusta la relacion entre mi-

nutos y fracciones.

Teniendo en cuenta las dos magnitudes, un posible orden de preferencia de ma-
yor amenor preferencia que surge de estos datos es Hc, Hp=Um, Rep y Ru. No
obstante, como se aprecia en los apartados anteriores sobre los andlisis rediza-
dos de manera independiente para las val oraciones otorgadas a los contextos en
la magnitud superficie y en lalongitud, en muchos de |os casos | as puntuaciones
no coinciden en ambas magnitudes.

Si comparamos las valoraciones obtenidas por ambas magnitudes para los
distintos contextos (véase tabla 8.5) observamos que e contexto Um tiene valo-
raciones iguales en los dos casos. No ocurre o mismo con el contexto Hp, pues
es el mgor valorado en lamagnitud longitud y uno de los peores valorados en la
magnitud superficie. Por el contrario, Rep es e contexto peor valorado en la
magnitud longitud y uno de los mejores valorados en superficie. Los contextos
Hc y Ru tienen valoraciones similares pero opuestas en ambas magnitudes.

En conjunto, las valoraciones negativas (poco adecuada o inadecuado), para
los contextos son escasas. Ru es el Unico contexto con 3 val oraciones negativas
para la superficie. Hc es e contexto mejor valorado, también para la magnitud

superficie.

Si consideramos las val oraciones asignadas por |os profesores entrevistados
y ordenamos los contextos segun este criterio, obtenemos los datos que presen-
tamos en latabla 8.5.

Tabla 8.5. Ordenacién de los contextos seglin las val oraciones recibidas
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Magnitudes Orden de los contextos seglin valoracion
Superficie Hc > Rep > Um> Hp > Ru
L ongitud Hp > Hc = Um> Ru > Rep

El simbolo > hace referencia a que un contexto obtuvo mejores valoraciones que €l
siguiente.

El simbolo = hace referencia a que esos dos contextos obtuvieron valoraciones igua-
les.

Interpretamos este orden entre los contextos como un indicador de la complgi-
dad que los distintos contextos con los que pueden introducir las fracciones me-
diante la relacién parte-todo tiene para los participantes. También lo interpreta-
mos como indicadores actitudinales de la valoracion subjetiva asignada por los
estudiantes encuestados a unos modos de uso determinados, que utilizaremos en

lo que sigue.

2. ESTUDIO DEL APRENDIZAJE DE LA RELACION PARTE-

TODO

Una vez que los participantes reflexionaron sobre el contenido y se ubicaron
como docentes en una situacién de ensefianza del concepto de fraccion basado
en la relaciéon parte-todo, procedimos a estudio del conocimiento que tenian
sobre la cognicién de dicha relaciéon. En este estudio, nos centramos en tres de
esas componentes: el disefio de tareas, €l enunciado de expectativas de aprendi-
zgjey laidentificacion de las limitaciones para el aprendizaje.

Realizamos las interpretaciones a partir de las respuestas, tal y como las
expresaron los estudiantes de magisterio que participaron en las entrevistas.
Como mencionamos en €l apartado anterior, tampoco incluimos los resultados
de los dos primeros sujetos puesto que su trabajo sirvié como ensayo, a modo

de prueba piloto. Este ensayo inicia proporcioné informacion para modificar
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posteriormente las preguntas iniciales y mejorar la entrevista que hicimos a los
restantes sujetos Presentamos |os resultados, organizados segun las tres compo-

nentes mencionadas.

2.1. Disefio de tareas

Después de introducir a los participantes en el contenido de la relacién parte-
todo con la valoracion de contextos, ubicamos a los participantes en una situa-
cion de ensefianzay aprendizaje. Para ello, en este segunda parte de la entrevista,
centrada en el estudio el disefio de tareas, expectativas y limitaciones de apren-
dizaje, entregamos a cada sujeto participante en la entrevista la narracion (véase
anexo C.4), la que ellos mismos habian realizado anteriormente durante la se-
gunda fase del estudio sobre como iniciar alos escolares en el concepto de frac-
cion. Analizamos estas narraciones en € capitulo 7 de este trabgjo.

En primer lugar, nos centramos en el disefio de tareas pidiéndoles a los su-

jetos que realizasen la siguiente actividad.

Para finalizar la explicacién de tu narracién sobre como introducir las

fracciones a los escolares, propén alguna tarea, actividad o problema.

Recogemos |las respuestas de | os sujetos en la tabla 8.6.

Tabla 8.6. Respuestas dadas por |0s sujetos sobre disefio de tareas

Sujeto  Respuestas

S3 Realizaremos una actividad basada en €l reparto.

Vamos de camino al Parque de las Ciencias y hemos tirado por un camino
recto parallegar antes. Cuando hemos llegado al primer semaforo que nos
encontramos, llevamos recorrido 1/3 del camino. ¢Cuantos nos queda para
llegar si ya no hay ningin semaforo mas?

A4 Si tenemos unatarta partida en 4 trozos y yo me he comido % ¢cuantos
trozos quedan? Exprésalo en forma de fraccion.

S5 Tenemos una cuerda demasiado grande. Queremos dividir esa cuerda para
3 personas de forma que cada uno tenga un trozo, |os trozos tienes que ser
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Tabla 8.6. Respuestas dadas por |0s sujetos sobre disefio de tareas

Sujeto  Respuestas

del mismo tamafio ¢gué parte de la cuerda me correspondera tener?

S6 Si Carlos tiene un pastel y quiere repartirselo a sus 6 amigos por igual,
representa en forma de fraccion como |o harias.

S7 A martade lahaolvidado el bocadillo para el recreo, pero su amigo Daniel
decide compartirlo con ella. Si Daniel ha dividido su bocadillo en 3 trozos
y se hacomido 2 ¢qué parte del bocadillo se ha comido Marta?

S8 Carolina ha hecho unatarta de chocolate por mi cumpleafios, si somos 6y
ladividimos en 6 partesigualesy yo me como la primera ¢cuantos trozos
de tarta quedan? Dibujal os.

S9 Tenemos una cinta de colores que hemos comprado entre 3 amigos ¢qué
parte le corresponderia a cada a amigo?

S10 Mi madre parte € bizcocho en 3 partesiguales. Si mi hermano se come
dos tercios del bizcocho ¢cuanto queda para comerme yo?

Si1 Mariatiene un su casa una barra de pan dividida en tres trozos. Si coge 1/3
de la barra partida en trozos, ¢cuantos quedan para su hermanay su
madre?

Todos los sujetos fueron capaces de proponer de manera natural algun tipo de
tarea de aprendizaje. Las tareas que disefiaron fueron en todos los casos enun-
ciados de problemas, es decir, la descripcion de una relacién parte-todo seguida
de un interrogante en que se pregunta por un dato desconocido. En general, es-
tas respuestas se pueden considerar apropiadas de acuerdo con el tema de ini-
ciacion a las fracciones, a excepcion del enunciado planteado por el sujeto S8,
quien propuso el enunciado de un problema de estructura aditiva de cambio.

Atendemos a dos variables para analizar |as tareas planteadas por |os parti-

cipantes: magnitud y contexto.
La primera variable, magnitud, tomalos valores superficie o longitud.

La segunda variable, contexto, hace referencia al contexto gque presenta la
tarea planteada y toma uno de los cinco valores considerados:. (a) reconstruir la
unidad (Ru), (b) hallar el complementario (Hc), (c) hallar la parte (Hp), (d) ha
[lar 1a parte usando una unidad de medida auxiliar (Um), y (e) repartir (Rep).
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En latabla 8.7, recogemos, segun las dos variables descritas, € balance de
las tareas que los participantes enunciaron. Ademas, en la Ultima columna, in-
troducimos € contexto que habian valorado como més adecuado para la ense-

flanza, segun la magnitud superficie o longitud considerada.

Tabla8.7. Andlisis de las tareas planteadas

Sujeto Magnitud Contexto de latarea Contexto mejor valorado

S3 Longitud (b) Hallar €l (c) Hallar la parte
complementario

A4 Superficie (a) Reconstruir la (d) Hallar la parte usando una
unidad unidad de medida

S5 Longitud (e) Reparto (e) Reparto

S6 Superficie (e) Reparto (b) Hallar el complementario

S7 Superficie (a) Reconstruir la (b) Hallar el complementario
unidad

S8 Superficie Aditivo de cambio (c) Hallar la parte

S9 Longitud (e) Reparto (b) Hallar el complementario

S10 Superficie (a) Reconstruir la (b) Hallar el complementario
unidad

S11 Superficie (a) Reconstruir la (b) Hallar el complementario
unidad

En los enunciados, encontramos magnitudes continuas de tipo lineal (distanciao
longitud, 3 casos) o de &rea-volumen (tarta o bocadillo, 6 casos). Con excepcién
del enunciado de estructura aditiva, €l resto se corresponden con tres de los con-
textos presentados en la primera parte de la entrevista: Rep (3 casos), Hc (1 ca-

s0) ¥ Ru (4 casos).

Como se observa en las dos ultima columnas de la tabla 8.7, a excepcion
del sujeto S5, los contextos escogidos por los participantes para presentar las
tareas enunciadas no coinciden con los que previamente consideraron més ade-
cuados para la enseflanza. A pesar de que encontraron diferencias entre estos
contextos, los resultados muestran que los sujetos no enunciaron una tarea de
acuerdo con los contextos valorados por ellos mismos como mejores para la en-

sefianza (véase tabla 8.7). Estas contradicciones, detectadas en 8 de los 9 casos,



FASE 3. ANALISIS COGNITIVO 187

muestran falta de coherencia entre su valoracion del contexto mas adecuado pa-
ralaensefianzay aprendizaje de las fraccionesy su eleccion en la préctica.

2.2. Expectativas de aprendizaje

Utilizamos la narracién gque cada uno de los participantes habia realizado en la
segunda fase del estudio correspondiente al andlisis de instruccién para indagar
sobre las expectativas de aprendizaje. Para estudiar las expectativas de aprendi-
zaje a partir de la narracion que se les entreg0, pedimos a los participantes en la
entrevista que contestaran ala siguiente pregunta.

Al poner en préctica tu secuencia en clase con tus alumnos, ¢qué crees

gue aprenderan?

Con la descripcion de las expectativas de aprendizaje, 1os sujetos expresaron
una serie de conocimientos, capacidades o actitudes que esperan que los escola
res alcancen, dominen y apliquen con la narracion que realizaron en la segunda
fase del estudio. Todos |os entrevistados manifestaron algun tipo de expectativa,
las cuales recogemos en latabla 8.8.

Tabla 8.8. Respuestas de 10s sujetos a la pregunta sobre expectativas de aprendizaje

Sujeto  Respuestas sobre expectativas

S3 Aprender adiferenciar |las partes que tenemos o cogemos, de un total.

Como repartir un camino en 3 trozos.

A4 Aprender las fracciones.

S5 Aprender las fracciones a partir de la division en partesiguales de una
cuerda.

S6 Saber representar (no resolver) un enunciado de fracciones.

S7 Aprender a desenvolverse con las fracciones que se utilizan en lavida
cotidiana, a utilizarlas en lavida cotidianay aprender su utilidad, aunque no
lo expresen de forma escrita.

S8 Aprendan adividir de unaformaexactay creativa. Comprender la particion

de las cosas, tiempo, objetos, comida, etc.
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Tabla 8.8. Respuestas de |0s sujetos a la pregunta sobre expectativas de aprendizaje

Sujeto  Respuestas sobre expectativas

S9 Que comprendan primeramente las fracciones, y que sea un lenguaje
sencilloy delavidareal, que les seaaellos Util.

S10 Dividir un objeto en partesiguales.
Que la suma de | as partes representa la totalidad del principio.

Si1 Ser capaces de dominar las operaciones con las fracciones, en este caso €l
dominio delas restas.

Para el andlisis de |as respuestas utilizamos dos variables: capacidad cognitivay
tipo de contenido (Lupiafiez, 2008). La primera variable, capacidad cognitiva,
hace referencia a grado de precision a enunciar la capacidad que se espera que
adquiera el escolar y que puede ser relativa a la redlizacion de acciones o a la
manifestacion de conductas. Dimos tres valores a dicha variable: imprecisa, de-
finiday elaborada. Codificamos la expectativa como imprecisa, cuando el enun-
ciado planteado no menciona expresamente una capacidad (por ser un enuncia-
do meramente matemético) o es demasiado genérica. Si e enunciado de la
expectativa recoge una capacidad cognitiva mediante un tipo de accion singular,
codificamos esta respuesta como definida, mientras que si involucra mas de una
de una capacidad, la codificamos como elaborada.

La segunda variable, tipo de contenido, distingue el campo conceptual del
procedimental. Asi, en los enunciado de las expectativas, distinguimos tres va-
lores en esta variable: aguellos que se refieren a aspectos conceptuales en la
componente del contenido matematico, aquellos que se refieren a aspectos pro-
cedimentales, o bien aguellos otros que se refieren a ambos aspectos. Cabe des-
tacar que no encontramos ninguna expectativa cuyo enunciado se refiera al
campo actitudinal.

En latabla 8.9, recogemos €l andlisis de las expectativas planteadas por los
participantes en torno a estas dos variables en las dos primeras columnas, y, en
la tercera columna, indicamos el conocimiento al que hacen referencia tales ex-

pectativas.
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Tabla8.9. Andlisis de las expectativas de aprendizaje

Sujeto Capa(_:i _dad Tipo de contenido
cognitiva
S3 Elaborada Ambos
A4 Genérica Conceptual
S5 Especifica Conceptual
S6 Especifica Procedimental
S7 Especifica Conceptual
S8 Elaborada Ambos
S9 Especifica Conceptual
S10 Elaborada Procedimental
S11 Especifica Procedimental

La mayoria de los sujetos no encontraron excesivas dificultades para enunciar
expectativas de aprendizaje asociadas a su narracion. Con respecto a la primera
variable, capacidad cognitiva, € sujeto $4 fue €l Unico que formul una expec-
tativa genérica: “aprender las fracciones’. Tres de los sujetos (S3, S8 y S10)
plantearon expectativas elaboradas, cuya expresion incluye dos capacidades si-
tuadas en enunciados independientes. “Dividir un objeto en partes iguales. Que
la suma de las partes representa la totalidad del principio”. El resto de sujetos

planted expectativas especificas que expresaban una Unica capacidad cognitiva.

En la variable tipo de contenido, se observan expectativas relativas a cono-
cimientos conceptuales (“ Comprender la particién de las cosas, tiempo, objetos,
comida, etc.”) y procedimentales (“Dividir un objeto en partes iguales’). En la
tabla anterior, no se observa predominio de alguno de los dos tipos de conteni-
dos en las respuestas de los participantes. Solo los dos participantes S3 y S8,
gue plantearon expectativas de tipo elaborado, consideran ambos tipos de cono-
cimientos (conceptual y procedimental) en sus respuestas.

Con respecto alos conocimiento alos que hacen referencia las expectativas,
seis de los casos se corresponden con conocimientos basados en la relacién par-

te-todo que ademas se relacionan con |os contextos planteados: “dividir un obje-
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to” (S5, S8y S10), “repartir’ (S3), “diferenciar las partes del todo” (S3) y “re-
conocer que la suma de todas las partes corresponde con € todo” (S10). Algu-
nas de estas expectativas, como “reconocer gue la suma de todas las partes co-
rresponde con el todo” y “repartir’, se relacionan directamente, con los
contextos de Ru y Rep, mientras que “dividir un objeto” o “diferenciar las par-

tes del todo” son més generales y encagjan con cual quiera de los contextos.

Solamente el sujeto S11 manifestd una expectativa gjena al tema de inicia-
cion alas fracciones, que hacia referencia a las operaciones, particularmente, la

sustraccion de fracciones.

2.3. Limitaciones de aprendizaje

En este apartado, incluimos el andlisis de las respuestas de |os participantes ala
tltima pregunta de la entrevista referente a las limitaciones de aprendizgje. En
ella, los participantes reflexionaron acerca de los errores en que pueden incurrir
los escolares a redlizar su tarea y las dificultades que pueden originar estos

errores.

Recogemos en la tabla 8.10 las respuestas dadas a la pregunta sobre errores

y alapregunta sobre dificultades.

Tabla 8.10. Respuestas dadas por |0s sujetos sobre limitaciones

Sujeto  Respuestas sobre errores Respuestas sobre dificultades

S3 Confundirse alahora de Repartir el camino.
saber qué lugar ocupa cada

dato en laresta. Dividir e camino en tres partesigualesy

tener que coger alguna.
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A4 Queno sepanresolverloo s Porgue es complejo, si yo tengo 4 trozos,
lo resuelven pondrian algo al  en vez de ver 4 puedo verlo como 4/4
azar. aungue sé que € resultado sea 1 que

representa el total. Entonces puedo decir
tengo 4 trozosy me he comido %, 4 menos
% y pondraalgo al azar.

Porgue hay que ensefiarles si tenemos una
tarta en 4 trozos que eso representa el total
gue esigua a4/4. Entonces el alumno si no
sabe eso pondra 4 - 3/4 llevandole a
cometer un error.

S5 Al dividir unaunidad entre  Porque los nimeros impares siempre crean
tresyaquetresesun mas problemas que lo pares, |os nimeros
ndmero impar. pares |os nifios |os ven mucho mejor.

Dividir una unidad entre un nimero par lo
asocian mejor que si lo tienes que dividir
entre nimeros impares. Porque si ta divides
4 entre 2 sabes que te dan partesiguales...
pero 1 entre 3 dacero como algo y €l cero
como algo puede gue no o mangjen.

L os nifios tienen més facilidad para dividir
una unidad entre un nimero gue sea par
gue entre un nlmero que seaimpar.

S6 Al sumar, que sumasen Por despiste porque si el profesor selo ha
también los denominadores  explicado... muchas veces estan centrado
por lo que dirian que saldria  en €l resultado de arribay lo de abajo sete
6/36. va, ami me ha pasado muchas vece. Se

preocupan mas por sumar |os numeradores
gue luego hacen la misma operacién con
los denominadores.

S7 Fallo enlacomprensién. En  Porque haya un fallo de comprensién en la
lugar de dividir €l bocadillo  lectura.
en tres partes iguales se
dividiese en dos, ya que hay
dos nifios alos que repartir

S8 Dividir en partesigualesy A lo mejor de lareglade las medidas... ahi

gue realmente no vean bien
lo que cogen o dan.

veo que hay mucha dejadez, que tu le digas
divide unatartaen 3 partesiguales, y que
cada uno la divida como quiera, no, hay
unaforma correcta de dividirla para
después que haya una solucion correcta,
entonces

Porgue no hagan unadivisién exactade la
tartay ladividan como €ellos crean.

Falta de utilizar las medidas, reglas.

191
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S9 La correspondencia de Porgue no estan gréfico si no es més... de
graficamente lostrestrozos, razonamiento, y tienen que verdaderamente
aqueacadauno le comprender las fracciones, si no
corresponda un tercio. En comprenden las fracciones no podran hacer
dividir en trespartesiguales  laequivalenciaentrelo graficoy lo
no le costaria. Seriala numérico.
correspondenciagraficaala
numérica

S10 En la colocacion de las Al ver fracciones, al ver un nimero encima
fracciones ala horade de otro no se piensa que son restas
restar. normales, pueden pensar que esto (2/3) es

mayor gue esto (3/3).

Al ver las fracciones pueden confundir los
nimerosy pensar que daigual el orden de
colocacion.

S11 L os alumnos podria tener Porgue no he especificado como tendrian

dificultad ala horade
plantear €l problemasin las
fraccionesy realizarlo con
ellas, quizés también
podrian tener problemas con
la operacion y equivocarse
con numerador y
denominador.

gue hacerlo, yo he puesto que tengo tres
trozos y pueden directamente quitarle dosy
se ha acabado, no plantear que tengo 3 de 3
y si le quito uno tener 2/3

Porgue puede ser que no lleguen a
comprender del todo el enunciado y
realizar la operacion simple sin obtener €l
resultado por medio de las fracciones

Analizamos, en primera instancia, las respuestas sobre limitaciones, recogidas
en la tabla 8.10, segun la variable limitacion. A través de esta variable exami-
namos s el enunciado planteado, tanto a la pregunta sobre errores como a la
pregunta sobre dificultades, se tipifica como un error, como una dificultad, co-
mo un obstaculo, como una ausencia de conocimiento o bien no es una limita-

cion.

Dependiendo del valor de la variable limitacion, analizamos posteriormente

la respuesta seguin la variable tipo de dificultad o tipo de error.

La variable tipo de dificultad, de acuerdo con las categorias acotadas por
Socas (1997), toma los valores (a) asociada ala complgidad de los objetos ma-
teméticos, (b) asociada a los procesos propios de la actividad matemética, (C)

asociada a los procesos de ensefianza, (d) asociada a los procesos de desarrollo
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cognitivo de los alumnos, (€) asociada a actitudes afectivas y (f) emocionales

hacia las mateméticas.

Basamos los valores de la variable tipo de error en las categorias definidas
por Movshovitz- Hadar, Zaslavsky e Inbar (1987). Esta variable toma los valo-
res (a) datos mal utilizados, (b) interpretacion incorrecta del lenguaje, (c) infe-
rencias no validas |6gicamente, (d) teoremas o definiciones deformados, (€) fal-
tade las verificacion de la solucion, (f) errores técnicos, y (g) no es un error.

En latabla 8.11, recogemos €l andlisis de las respuestas a las preguntas so-
bre limitaciones en el aprendizaje segln |as variables definidas anteriormente.

Tabla8.11. Andlisis de las limitaciones planteadas

Sujeto Limitacion Tipo de error Tipo de dificultad
S3 Error y dificultad Datosmal utilizados  Procesos propios de la acti-
vidad matemética
A Ausencia de cono-
cimiento
S5 Dificultad Complejidad objetos ma-
temaéticos
S6 Error Error técnico
S7 Error y dificultad Datosmal utilizados  Procesos de desarrollo cog-
nitivo
S8 Error y dificultad Teoremas o defini-  Procesos propios de la acti-
ciones deformados vidad matemética
S9 Dificultad Complejidad objetos ma-
temaéticos
S10 Error Error técnico
S11 Dificultad Procesos propios de la acti-
vidad mateméticay alos
procesos de ensefianza

Como se observa en la tabla 8.11, los participantes encontraron limitaciones y
carecieron de fluidez en el momento de precisar €l enunciado de posibles erro-
res en los que pueden incurrir los escolares en las tareas que plantearon y en
vincular justificadamente tales errores a las dificultades que eventualmente los

pudieran originar. Algunos participantes no llegaron a formular errores y difi-
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cultades, mientras que otros formularon dificultades muy genéricas o se limita-
ron arepetir la misma respuesta dada a la pregunta sobre errores: no identifica-
ron error o dificultad alguna relativa alos tipos de situaciones previamente valo-
rados en la entrevista, ni tampoco hicieron referencia a la magnitud con gque
trabajaban. También destacamos que ningun sujeto hizo referencia en sus res-
puesta a obstacul os en la ensefianza.

Respecto a los errores planteados, los participantes hicieron referencia a
errores técnicos o datos mal planteados y recurrieron a posibles fallos en los al-
goritmos de sumay resta de fracciones, a pesar de que en ninguna tarea era ne-
cesaria la realizacion de tales operaciones para su resolucion. Otro error dado,
en relacion a definiciones deformadas del concepto de fraccion, fue la desigual-
dad de las partes a dividir € todo, y, en relacién con datos mal utilizados, divi-

dir el todo en un nimero incorrecto de partes.

L as respuestas dadas sobre dificultades se centran en |0s procesos propios
de la actividad matematica, particularmente en los procesos de division y repar-
to, los procesos de desarrollo cognitivo con problema en la comprension lectora,
los procesos de ensefianza debido a que el profesor no especifica bien como re-
solver latarea, y aladificultad de los objetos matematicos por la relacion entre
las representaciones graficay numeérica de las fracciones.

El sujeto $4 destaca en las respuestas, ya que fue € Unico que respondio a
las preguntas sobre limitaciones con ausencia de conocimiento: “que no sepa
resolverlo o si lo resuelven pondriaalgo al azar”.

8.3. BALANCE DE LOS RESULTADOS

Como balance de los resultados de la primera parte de la entrevista, sobre las

valoraciones de los contextos de la relacion parte-todo, observamos que el con-
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texto mejor valorado es Hc, seguido por Um; el peor valorado es Ru; mientras
gue los contextos Hp y Rp se encuentran valorados de modo dispar segiin cual
magnitud se considere. Repartir un objeto (Rp) de dos dimensiones se valora
como mas adecuado que repartir un objeto de un sola dimensién. Por el contra-
rio, Hp parece mas sencillo con objetos longitudinales que con agquellos de dos
dimensiones. El apoyo mediante una unidad de medida auxiliar (Um) también
recibe una valoracion aceptable. Este es un caso que destaca sobre € resto, ya
gue presenta opiniones dispares tanto cuando se consideran distintas magnitudes
como en el caso de una misma magnitud. Es decir, hay grupos de sujetos que lo
consideran € menos adecuado para la ensefianza por incluir conceptos nuevos
(unidades de medida), mientras que otros sujetos opinan que estos conceptos
adicionales son una ayuda en la ensefianza. Estas opiniones contrapuestas se
acentlan entre las distintas magnitudes; de ahi la importancia de la complemen-
tariedad de técnicas de recogida de datos, fichas y entrevistas, para un abordaje

mas profundo en la obtencidn de las val oraciones de | os sujetos.

Los resultados de esta primera parte de la entrevista, en la que los partici-
pantes valoran cinco contextos simultaneamente para la magnitud superficie y
longitud, Ileva ala conclusion de gque los cinco contextos no han sido igual men-
te valorados por los participantes y que la valoracion otorgada a los contextos
depende de la magnitud, de tal manera que contextos que estan muy bien valo-
rados para una magnitud pueden estar mal valorados para otra. Las razones que
dan los participantes para determinar su mejor o peor valoracién a los contextos
tienen que ver con la posibilidad de realizar una representacion visual, bien que
la identifiquen con una actividad tipica escolar, bien que sea 0 no un contenido
yatrabajado por el escolar, o bien que sea una actividad de tipo inverso con res-
pecto a las actividades usuales para introducir las fracciones. Esta Ultima razén
es de caréacter 16gico-matemético y la asocian al contexto que consideran menos
apropiado 0 a que han valorado menos. Las razones ligadas a desarrollo curri-
cular de los contenidos ocupan la franja intermedia de valoracion de contextos.

L as razones que aportan |os participantes en la entrevista para valorar muy posi-
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tivamente un contexto son de naturaleza cognitiva'y se refieren alas posibilida-

des de visualizacién que tienen con respecto al aprendizaje del concepto.

Entre los resultados obtenidos sobre disefio de tareas en |la segunda parte de
la entrevista, destacamos que |os participantes identifican “tarea’ con “enuncia-
do de problema’ ya que proponen en todos los casos enunciados de problemas
cuando se les pide plantear de manera espontanea una tarea sobre fracciones.
Los contextos presentes en tales enunciados son variados. Ain embargo, estos
contextos no coinciden con los que valoran como mas adecuados para la ense-
flanza de las fracciones. Como detectamos en las respuestas sobre el disefio de
tareas durante la entrevista, los participantes no disponen de un conocimiento
bien diferenciado entre los distintos contextos de la interpretacion parte-todo de
las fracciones. Ello conlleva a que, en funcion de la demanda cognitiva de la
tarea que les proponemos, seleccionen un contexto u otro. Disefiar una tarea pa-
ralos escolares no es facil para estos maestros en formacion por lo que dedican
su atencién a enunciar la tarea, descuidando la adecuacion del contexto. Consi-
deramos que estas contradicciones muestran, ademés, falta de conexion entre el
conocimiento sobre la ensefianzay el aprendizaje y su puesta en préactica.

Otro de los aspectos estudiados, el disefio de expectativas de aprendizaje, es
por lo general acertado, ya que la mayoria de los sujetos son capaces de enun-
ciar objetivos especificos a tema. Estas expectativas hacen referencia a conte-
nidos procedimentales y conceptuales, y a aspectos como dividir diferentes tipos
de objetos y la utilidad de las fracciones. Consideramos asi que estas capacida-
des se encuentran desarrolladas por este grupo de profesores en formacion ini-
cial. Al respecto, subrayamos que en su segundo curso de formacion universita-
ria estos estudiantes cursaron una asignatura de ensefianza y aprendizaje de las

mateméticas en la que se trataron estos aspectos.

En otra perspectiva, se encuentra el estudio de las limitaciones de aprendi-
zaje. A pesar de que los sujetos fueron capaces de g emplificar de manera es-
pontanea tareas adecuadas para €l aprendizaje de las fracciones redactadas en
forma de problemas, ellos tuvieron dificultades para encontrar posibles errores
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en los que pueden incurrir los escolares en tales tareas y en vincular justifica-
damente tales errores a dificultades que puedan originarlos. De los 11 sujetos,
solo 5 de ellos plantearon errores, que se refieren a errores técnicos sobre fallos
en los algoritmos en lasumayy resta de fracciones.

En consecuencia, ésta es una capacidad escasamente desarrollada por los
sujetos durante su formacion. Seria pertinente que quienes han de elaborar 1os
programas para formacion de maestros y los profesores responsables de su
puesta en practica tuvieran en cuenta este aspecto como capacidad profesiona a
incentivar y desarrollar por los futuros profesores.

Finalmente, en e conjunto datos obtenidos en las entrevistas, identificamos
dos tendencias en & conocimiento sobre la ensefianza'y aprendizaje del concep-
to de fraccién manifestado por 10s sujetos participantes en € estudio.

La primera de €ellas es una tendencia procedimental o técnica (S6, S10 y
S11) en laque el conocimiento manifestado hace hincapié en llevar a cabo pro-
cedimientos, procesos o modos de actuacion. Esta tendencia agrupa particular-
mente a los participantes que plantearon expectativas de tipo procedimenta co-
mo “dividir un objeto en partes iguales’ o “dominar las operaciones con
fracciones’ y que, con respecto a las limitaciones, identificaron errores técnicos
o dificultades asociadas a |os procesos propios de la actividad matematica, prin-
cipalmente relativas a las operaciones con fracciones como “a sumar fracciones,
sumar los denominadores’, “en la colocacion de las fracciones a la hora de res-
tar”. En las tareas, dos de estos tres participantes plantearon problemas con €l
contexto de Ru, y en las valoraciones a los contextos, estos sujetos otorgaron

puntuaciones bajas alos contextos Rep y Um en ambas magnitudes.

En la segunda de las tendencias, la conceptua (S5, S7 y S9), € conoci-
miento sobre €l aprendizaje manifestado pone € énfasis en la comprension fun-
cional de las fracciones y sus relaciones. Esta tendencia esta ejemplificada por
los sujetos que enunciaron expectativas de tipo aplicado o conceptual como
“aprender la utilidad de las fracciones’ o “aprender las fracciones a partir de la
division de una cuerda’ y dificultades asociadas a la complegjidad de los objetos
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mateméticas y al desarrollo cognitivo del alumno. Ademas, al contrario de lo
gue ocurre en la tendencia procedimental, dos de estos sujetos enunciaron tareas
con el contexto de Rep y valoraron de forma negativa e contexto Ru en las dos

magnitudes.

Por ultimo, cabe destacar €l caso del sujeto S4, por presentar respuestas dis-
tantes a las dos tendencias anteriores. Su expectativa planteada (“ aprender frac-
ciones’) y su limitacion relativa a ausencia de conocimiento )" que no sepa re-
solverlo™) nos muestran un conocimiento sobre el aprendizgje de las fracciones
detipo generaistay superficial.
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CONCLUSIONES

El trabgjo de investigacion que realizamos se centrd en e conocimiento del con-
tenido y & conocimiento didactico del contenido que, sobre la relacién parte-
todo, manifiestan los estudiantes universitarios del Grado de Educacién Prima-
ria. La necesidad de un proceso sisteméatico para €l disefio de lainvestigacion, €l
andlisis de sus datos y la interpretacion de sus resultados nos llevé a seleccionar
el método del andlisis didactico como una herramienta potente para realizar di-
chas funciones. La primera de sus dimensiones, el andlisis conceptual, permitié
realizar una reflexion tedrica previa al estudio empirico con la que profundiza-
mos en |os conceptos claves que constituyen la relacion parte-todo, asi como las
diversas interpretaciones a las que responde en distintas disciplinas, incluida la
propia matemaética. Posteriormente, para estudiar el conocimiento profesional de
un grupo de estudiantes universitarios del grado de Educacion Primaria nos ba-
samos en las dimensiones del andlisis didactico (andlisis del contenido de las
mateméticas escolares, analisis cognitivo y andlisis de instruccién) y sus com-
ponentes como sistema de categorias a través de los cuales estudiar |os conoci-
mientos de contenido y didactico que manifestaron estos estudiantes de magiste-
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rio. Con este marco, organizamos los datos empiricos obtenidos en nuestro tra-
bajo de campo y los interpretamos.

En este capitulo final, presentamos las conclusiones que se derivan del
desarrollo de esta investigacion. Iniciamos su exposicion atendiendo a la conse-
cucion de los objetivos propuestos en € planteamiento del problema (capitulo
1) y describimos simultaneamente sus principales aportaciones. Seguidamente,
reflexionamos y aportamos algunas conclusiones relativas al método utilizado.
Finalmente, presentamos las limitaciones de este estudio y recogemos las lineas

abiertas que constituyen perspectivas de continuacién de esta investigacion.

9.1. RECAPITULACION DE LOS OBJETIVOS DE LA

INVESTIGACION

Nuestra investigacion fue un estudio con fundamentacién tedrica y desarrollo
empirico en & que abordamos algunas cuestiones sobre €l conocimiento de los
maestros en formacion inicial, en relacion con un contenido especifico: larela-
cion parte-todo como estructura basica que cimenta las fracciones.

Como expusimos en €l capitulo 1, articulamos nuestro problema de investi-
gacion en cuatro preguntas. Llegamos a enunciado de estas preguntas después
de estudiar el conocimiento profesional de los futuros maestros de primariarela
tivo a una estructura matematica relevante como es la de fraccién, particular-
mente su surgimiento desde la relacion parte-todo. A continuacién, enunciamos
las cuatro cuestiones.

1. ¢(Cud es d fundamento y cuaes son las posibles interpretaciones
gue sustentan la relacion parte-todo en distintas disciplinas y, parti-

cularmente, en las mateméticas escol ares?
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2. ¢Qué significados de larelacion parte-todo expresan €l conocimiento
sobre fracciones de los maestros en formacion inicial y como se des-
criben en términos de la estructura conceptual, 1as representaciones y
los contextos y modos de uso de dicha relacion?

3. ¢Qué conocimiento didactico sobre la ensefianza de la relacion parte-
todo manifiestan los maestros en formacion cuando planifican una
propuesta sobre la ensefianza del concepto de fracciéon?

4. ¢Qué conocimiento didactico sobre el aprendizaje escolar manifies-
tan los maestros en formacion cuando disefian tareas, enuncian ex-
pectativas y detectan limitaciones de aprendizagje sobre el concepto
de fraccion basado en larelacién parte-todo?

En consecuencia, nos propusimos los siguientes tres objetivos generales en

nuestra investigacion.

OGL1. Profundizar en los usos e interpretaciones de la relacion parte-todo a
través de su analisis conceptual para determinar con precision € acance del

concepto objeto de estudio.

OG2. Identificar, describir y analizar € conocimiento matematico escolar
sobre fracciones que manifiesta un grupo de estudiantes del grado de Educacion
Primaria basado en la relacion parte-todo, en términos de su estructura concep-

tual, sus sistemas de representacion y |os contextos y usos.

OGa3. Identificar, describir y analizar el conocimiento didactico que expre-
sa un grupo de estudiantes del grado de Educacién Primaria sobre cémo planifi-
car laensefianza de las fracciones basada en la relacion parte-todo.

OGA4. Identificar, describir y analizar el conocimiento didactico que mani-
fiestan un grupo de estudiantes del grado de Educacion Primaria sobre e apren-

dizaje escolar de |as fracciones basado en la relacion parte-todo.

Abordamos € tratamiento del primer objetivo general a través de un estu-
dio tedrico que presentamos en el capitulo 5. En ese capitulo, profundizamos en
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la nocién central del trabajo, la relacién parte-todo, através del andlisis concep-
tual, como primer componente del analisis didactico.

Abordamos el segundo, tercer y cuarto objetivo a través de un estudio em-
pirico que nos posibilito estudiar ambos tipos de conocimiento: el conocimiento
del contenido y el conocimiento didactico del contenido de los participantes.

Presentamos este estudio empirico en los capitulos 6, 7 y 8 de esta memoria.

En € capitulo 6, contemplamos & segundo objetivo general de lainvestiga
cion, centrado en el estudio del conocimiento matematico escolar de la relacion
parte-todo, basado en las tres dimensiones (estructura conceptual, sistemas de
representacion y contextos y modos de uso) del andlisis del contenido de las

matemaéticas escolares.

Los capitulos 7 y 8 estan centrados en e conocimiento didéctico de los
maestros en formacion. Particularmente, en € capitulo 7, abordamos €l tercer
objetivo a partir de un estudio sobre el conocimiento de la ensefianza de las
fracciones basado en la relacién parte-todo gque se fundamenta en el andlisis de

instruccion.

Finalmente, abordamos el cuarto objetivo en € capitulo 8 de esta memoria.
Este capitulo contempla un estudio sobre el conocimiento didéctico, centrado
fundamentalmente en el aprendizaje de las fracciones a partir de las componen-
tes del andlisis cognitivo: disefio de tareas, expectativas y limitaciones de

aprendizaje.

9.2. CONCLUSIONES EN RELACION CON EL PRIMER

OBJETIVO

Abordamos € primer objetivo genera a través de un estudio tedrico, que pre-
sentamos en € capitulo 5. Consideramos necesario redlizarlo para esclarecer y
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profundizar en el topico en e que centramos este estudio: la relacion parte-todo
como fundamento de las fracciones.

El andlisis conceptual de la relacion parte-todo es una indagacién tedrica,
previaa estudio empirico. Esta herramienta nos permitio clarificar la compleji-
dad del tépico dentro de diversas disciplinas y, particularmente, en las mateméa-
ticas escolares. Consideramos que este estudio tedrico, en € que organizamos
las nociones béasicas de la relacion parte-todo y describimos su naturaleza'y sus
diversas interpretaciones, constituye un aporte original e importante de lainves-
tigacion.

Laindagacion que realizamos mostroé la relevancia de larelacion parte-todo
como objeto que forma parte de los fundamentos de la matemética y de gran
parte de sus conceptos. Desde los inicios de la filosofia en la antigua Grecia, €
estudio de la relacién parte-todo ha sido y continlia siendo un tema recurrente a
lo largo de la historia. La mereologia, como estudio de las relaciones entre la
parte y el todo, proporciona una teoria formal de esa relacion. Los problemas
gue se plantean en torno a esta teoria afectan a diversos campos cientificos, co-
mo la antropologia, informética, la linglisticay particularmente en las matemé&
ticas, donde la relacion parte-todo ha jugado un papel fundamental en su desa-
rrollo (Bell, 2004).

Dentro de las mateméticas escolares, la relacion parte-todo es uno de los pi-
lares a partir del cual construimos conocimientos aritméticos (Resnick, 1990) y
damos sentido a un buen nimero de objetos mateméticos. La relacién parte-todo
conlleva considerar que los nimeros naturales estén constituidos por dos 0 méas
partesy su dominio es uno de los mayores logros a alcanzar con |os nifios en sus

primeros afios de escolaridad.

Larelacion parte todo da sustento a las estructuras aditiva 'y multiplicativa,
ya que describe los fendmenos bésicos para cuya interpretacion se originan la
estructura aditiva (agregar, reunir, segregar, separar) y la estructura multiplica-

tiva (reiterar o hacer partesiguales).



204 CAPITULO9

Diversos investigadores han considerado esta relacién como base del cono-
cimiento de las fracciones y, por consiguiente, de los nUmeros racionales (Behr
et at. 1983; Freudenthal, 1984; Kieren, 1976). Las fracciones surgen en una re-
lacion multiplicativa parte-todo como e modo de expresar la relacion entre una
parte y el todo del que procede. De este modo, los nifios comienzan el aprendi-
zaje de las fracciones en términos de las partes que componen un todo (Freuden-
thal, 1983; Kieren, 1993; Nersher, 1985; Steffe, 1999). Nuestros resultados in-
ciden y coinciden con estas lineas de reflexion sobre los fundamentos de la
aritmética escolar y de larelacion parte-todo multiplicativa.

9.3 CONCLUSIONES EN RELACION CON EL SEGUNDO

OBJETIVO

Abordamos el segundo objetivo en la primera fase del estudio empirico (capitu-
lo 6) en & que recogimos una extensa cantidad de informacién acerca del cono-
cimiento de los estudiantes universitarios del grado en Educacién Primaria so-
bre los contenidos mateméti cos asociados a la estructura conceptual, sistemas de
representacion y contextos de la relacion parte-todo. Este andlisis del conoci-
miento del contenido, incluido en el capitulo 6, tiene implicaciones practicas en
laformacion inicial de maestros de primaria.

Como hemos podido observar y documentar, los estudiantes de magisterio
estaban familiarizados con la interpretaciéon parte-todo de las fracciones, pero
gran parte de ellos dieron explicaciones que contienen solo algunos de los ele-
mentos que componen la estructura conceptual (el todo, las partes, |a igualdad
de las partes y larelacion de una de las partes con € todo), conceptos conside-
rados fundamentales para el desarrollo del conocimiento sobre fracciones en

nifios (Kieren, 1993). Solo un pequefio nimero de participantes tuvieron en
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cuenta todos estos elementos en una descripcion textual sobre la relacién. Cabe
pues plantearse la necesidad de que en los cursos de formacién inicial de maes-
tros se trabaje e incida en la explicitacion de todos los conceptos y razonamien-
tos que intervienen en la estructura conceptual correspondiente a la interpreta-
cion parte-todo de las fracciones, de manera gque estos futuros profesores sean
conscientes de sus elementos y relaciones. Una estructura conceptua incomple-
ta de la relacion parte-todo conlleva dificultades posteriores a su empleo para
dotar de significado a otros conceptos asociados con fracciones, como es el caso
de lainterpretacién de la multiplicacion de fracciones como fraccion de fraccion.

Estos resultados difieren en algunos aspectos a los obtenidos en estudios
anteriores (Lo y Grant, 2012; Domoney, 2001). El estudio de Lo y Grant (2012)
revel6 que los maestros en formacion conceptualizaron a/lb como “a partes per-
tenecientes a b partes’ o “aveces 1/b, donde 1/b se obtiene al dividir el todo en
b partesiguales’. En € estudio de Loy Grant (2012), los participantes asociaron
una parte con la fraccion, pero no consideraron la fracciéon como la relacién
cuantitativa de la parte con respecto del total. El mayor contraste de nuestros
datos con estos autores con fue debido a que los participantes de estudios ante-
riores no incluyeron laigualdad de las partes en sus respuestas. El origen de esta
diferencia puede estar en e hecho de que nuestra pregunta se hizo sobre la ac-

cion de “fraccionar” y no sobre e término “fraccion”.

L os resultados de la segunda pregunta, centrada en los sistemas de repre-
sentacién, mostraron que los participantes usaron circulos o cuadriléteros divi-
didos en partes iguales para representar el concepto, pero no consideraron otras
representaciones, como las discretas o lineales. El hecho de que la gran mayoria
de los participantes en €l estudio se inclinara por representar la relacion parte-
todo de las fracciones mediante areas de figuras geométricas muestra la escasa
variedad de signos y simbolos utilizados. Esta forma de ilustrar parece muy
arraigada en los estudiantes para maestro. Seria muy conveniente que durante la
formacién inicial reflexionaran sobre otras formas de representacion (lineal y
discreta) y sobre sus ventajas e inconvenientes frente a la que consideraron co-
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mo primordial: lade area. Hay que tener en cuentaque, si bien la representacion
mediante una figura plana es directa, visual e intuitiva, conforme se avanzaen el
estudio de la matemética, la representacion continuo-lineal toma predominio y
se afianza cuando se estudia la recta numerica.

En cuanto alos resultados sobre |os contextos y modos de uso, |as situacio-
nes o problemas inventados por los sujetos hicieron emerger una pluralidad de
contextos asociados a la relacion parte-todo. Los contextos mas comunes pre-
sentes en las respuestas fueron (@) hallar la parte, (b) reparto, y (c) hallar la parte
complementaria. De manera similar a los resultados obtenidos por Wright
(2008), estos contextos no incluyeron interpretaciones como la razén y la tasa,
gue se consideran fundamentales por diversos especialistas en educacién mate-
matica (Berh et a., 1997). El andlisis de los contextos puso de manifiesto € he-
cho sorprendente e inesperado de que los participantes asociaron los contextos
constituidos por objetos discretos con la estructura aditiva y los continuos (érea
y longitud) con las fracciones. Mas que por su naturaleza, pensamos que esta
dualidad implicita en los alumnos (discreto-aditivo, continuo-fraccionario) es
producto de las experiencias y practicas educativas vividas por los estudiantes
de magisterio como estudiantes en su formacion previa en mateméticas. Esta
vinculacion deberia desvelarse durante la formacion inicia de los maestro con
intencién de que sean conscientes de esta restriccién de su pensamiento.

El andlisis de los contextos también permitié observar |a preferencia de los
estudiantes por un pensamiento directo en el cual, a partir de un todo, se obtie-
nen sus partes, frente a un pensamiento inverso que reconstruye el todo desde
las partes, aln en el caso de ilustraciones que parecian favorecer la aparicion de
este Ultimo. Es conveniente que los estudiantes de magisterio realicen practicas
en las que trabgjen con la reconstruccion de un todo desde una de sus partes

fraccionarias.

A partir del esquema del modelo tedrico desarrollado por Behr et al. (1983),
se infiere que las interpretaciones mediday cociente-reparto de las fracciones se
organizan de acuerdo con la relacion parte-todo. Con base en |os resultados ob-
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tenidos, consideramos que la estructura bésica de estas dos interpretaci ones pro-
cede de una totalidad dividida en partes iguales. Por gemplo, € problema de
medida implica un objeto o una parte cuya cantidad es menor que la unidad de
medida considerada (el todo). Paraello, hay que relacionar la parte con €l todo y
determinar con qué frecuencia dicha parte esta contenida en el todo. Las catego-
rias de contextos identificados a partir de los resultados sobre contextos y mo-
dos de uso se corresponden con esta interpretacion. Por e emplo, en las catego-
rias hallar la parte complementaria y hallar la parte usando una unidad de
medida, la fraccidn representa la medida de la parte en relacion con el todo, in-

dependiente del conteo.

Destacamos €l haber detectado e identificado cuatro tipologias de respues-
tas en funcién del significado que los sujetos otorgan al concepto de fraccionar.
Pensamos que € profesor de mateméticas debe incluir en su conocimiento di-
déctico los distintos significados que los estudiantes pueden asigna a los con-
ceptos matematicos. Los cuatro tipos de significado detectados seran Utiles co-
mo marco de reflexion y discusion en grupo para los estudiantes de magisterio
sobre €l significado de la accién de fraccionar, y para la actividad que conlleva

el aprendizaje de las fracciones.

Ademés, consideramos €l cuestionario utilizado en esta primera fase como
un aporte de la investigacion. A través de una serie de preguntas sencillas nos
acercamos a los significados de la relacion parte-todo considerados por 10s suje-
tos a comenzar |os estudios universitarios del Grado de Educacion Primaria.

En relacion con el andlisis del contenido de las mateméticas escolares, con-
sideramos gue este andlisis proporciona una oportunidad para mejorar la com-
prension del conocimiento de los profesores en formacién sobre ciertos aspectos
y para explorar las relaciones establecidas, o su ausencia, entre sus elementos.
Los resultados muestran que los sujetos que participaron en este estudio a
inicio de sus estudios universitarios consideraron diferentes significados para el
concepto de fraccionar con base en la relacion parte-todo multiplicativay mos-
traron diferentes niveles de dominio en el uso de estarelacion.
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Una serie de implicaciones para los programas de formacion de profesores
de Educacion Primaria surgen de estos resultados. La limitada comprension en
alguna de las tres componentes del significado del concepto de fraccidén muestra
la necesidad de profundizar en esos aspectos ya que son fundamentales para su
ensefianza y aprendizaje. Sostenemos que una comprension mas profunda de
estos aspectos proporcionara un camino para mejorar €l conocimiento de los
estudiantes universitarios para maestros de Primaria. Como parte de la forma-
cion docente, los cursos de didéactica de la matemética deben trabajar con aspec-
tos basicos de los contenidos de las mateméticas escolares, como es el caso de
las fracciones, considerando diferentes aproximaciones, ademés de la relacién

parte-todo.

9.4. CONCLUSIONES EN RELACION CON EL TERCER

OBJETIVO

Abordamos € tercer objetivo de la investigacion a través de una segunda fase
empirica del estudio, que describimos en el capitulo 7. En esta fase, caracteri-
zamos ciertos componentes del conocimiento didactico del contenido, desde la
perspectiva del andlisis de instruccion, que un grupo de maestros en formacién
manifestd cuando se les propuso elaborar una explicacién con la cua introducir

el concepto de fraccion en un aulade primaria

De la informacion que recogimos, destacamos que, sin ninguna dificultad,
los sujetos asumieron el papel de docentes y expresaron su conocimiento didac-
tico del contenido a través de sus respuestas. Ademas, manifestaron un conoci-
miento didactico del contenido coherente en sus explicaciones, en las que desta-
co ladiversidad de modos en que los participantes reconstruyeron, adecuaron o
reestructuraron el contenido para hacerlo comprensible a los escolares.. No obs-
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tante destacaron carencias en la planificacion de la secuenciacion de los conte-
nidos atendiendo a un orden l4gico. Por g emplo, encontramos que en un 16%
de las respuestas se afiadio e simbolo de fraccion entera (4/4) antes de introdu-

cir lafraccién unitaria como relacién entre una partey € todo.

L as categorias de respuestas encontradas en |as explicaciones para las com-
ponentes relativas alos modos de introducir los contenidos y el uso de represen-
taciones las consideramos como un aporte de esta investigacion. Estas catego-
rias muestran distintos perfiles de los participantes en cada una de esas

componentes.

En la primera de ellas, modos de introducir 1os contenidos, encontramos 3
perfiles. El primero corresponde a aquellos participantes que no incluyeron si-
tuaciones ni problemas contextualizados que pudieran ayudar en la comprension
de los contenidos (modo instrumental). El segundo perfil corresponde a aguellos
estudiantes de magisterio que abordaron & contenido a través de situaciones
contextualizadas y presentaron demandas cognitivas al escolar, en su mayor par-
te a través de la resolucién de problemas (modo funcional). El tercer perfil, a
igual que en e caso anterior, introdujo los contenidos a través de un texto que
modelaba una situacién real pero no incluyé demandas cognitivas (modo des-
criptivo).

En la segunda de |as componentes, uso de representaciones, también encon-
tramos tres perfiles de respuestas. En sus explicaciones sobre cémo introducir
las fracciones a los escolares, los participantes otorgaron distintos usos a las
ilustraciones dadas en la tarea. Un primer uso (ilustrativo) incluye las imégenes
dadas unicamente como acompariamiento al texto. Asi, la explicacion redactada
era suficientemente completa para que fuera comprensible, incluso si se supri-
mieran las imagenes. Un segundo uso (explicativo), la serie de imagenes forman
parte de la explicacion por lo cual, si éstas se suprimieran, €l texto dejaria de
tener sentido, ya que por si solo no tiene validez explicativa. Estas son respues-
tas escuetas, con escaso texto que no presentan ningun dato matematico; sim-

plemente aportan expresiones introductorias o frases que enlazan unas imagenes
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con otras. Por ultimo, en un tercer uso (aclarativo), las imégenes forman parte
de la explicacién y la meoraron. Los textos presentan informacion matematica
pero, por si solos, no aportan sentido ni dan forma completa alaexplicaciéon. La
particularidad de este uso es que las combinaciones de texto e imagenes consti-
tuyen las explicaciones, que las ilustraciones egjemplifican, dan més detalles,

aclaran 0 muestran nuevos contenidos.

Un logro de este fase del estudio empirico radico en que, através de un ins-
trumento aparentemente sencillo, nos aproximamos a este tipo de conocimiento
salvando las dificultades de otros estudios (Charalambous, Hill y Ball, 2011; Li
y Kulm, 2008), en los que las carencias en el conocimiento del contenido sobre
fracciones incidié en sus resultados. Nuestro modo de formular la actividad y €l
uso de ilustraciones a través de tarjetas, dio lugar a una mayor riqueza de res-
puestas y resultados. Ademas, el contexto de la asignatura hizo que la dinamica
de trabajo estuviese orientada hacia la ensefianza y aprendizaje de las Matemati-
cas.

9.5. CONCLUSIONES EN RELACION CON EL CUARTO

OBJETIVO

Abordamos €l cuarto objetivo de este trabajo en laterceray Ultima fase del es-
tudio empirico. Con base en las componentes del andlisis cognitivo, la tercera
fase consistio en un estudio de casos en el que se profundizd en algunas compo-
nentes que caracterizan el conocimiento del profesor sobre € aprendizagje de la
relacién parte-todo.

Nuestra manera de abordar esta fase, al hacer reflexionar a los participantes
sobre larelacion parte-todo a través de los contextos considerados y expresados

por ellos mismos, dio paso a estudio del conocimiento de las componentes del
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andlisis cognitivo. Este estudio hizo posible elucidar aspectos bésicos del cono-
cimiento didactico de manera natural para los participantes. Particularmente, en
esta fase nos centramos en dos aspectos. El primero de ellos se focalizé en los
contextos 0 modos de uso escogidos por los participantes para iniciar la ense-
flanza del concepto de fraccion. El segundo foco se centré en el disefio de ta
reas, el enunciado de expectativas de aprendizgje y la identificacién de las limi-
taciones sobre e concepto de fraccion, dado € papel fundamental que juegan
estas componentes en la planificacion de la ensefianza (Lupiafiez, 2008). En
ambos casos, obtuvimos informacién relevante sobre el conocimiento didéctico

de los participantes.

Como balance de los resultados sobre las valoraciones de los contextos de
la relacion parte-todo, constatamos que el contexto mejor valorado fue hallar la
parte complementaria (Hp), seguido por hallar la parte usando una unidad de
medida (Um); el peor valorado fue reconstruir la unidad (Ru), mientras que los
contextos hallar la parte (Hp) y repartir (Rp) fueron valorados de modo dispar
segun qué magnitud se considerase. Repartir un objeto de dos dimensiones se
valora como mas adecuado que repartir un objeto de un sola dimensién. Por €l
contrario, hallar la parte parece mas sencillo con objetos longitudinales que con
objetos de dos dimensiones. El apoyo mediante una unidad de medida auxiliar
(Um) también recibi6 valoracion aceptable. Este es un caso que destaca sobre €l
resto, ya que presenta opiniones muy dispares tanto cuando se consideran distin-
tas magnitudes, como en el caso de una misma magnitud. Es decir, hay grupos
de sujetos que lo consideran el menos adecuado para la ensefianza por incluir
conceptos nuevos (unidades de medida), mientras que otros sujetos opinaron
gue estos conceptos adicionales son una ayuda en la ensefianza. Estas opiniones
contrapuestas se acentuaron entre las distintas magnitudes; de ahi laimportancia
de la complementariedad de técnicas de recogida de datos, fichas y entrevistas,
para un abordaje mas profundo en la obtencion de las valoraciones de los suje-

tos.
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La primera parte de la entrevista, en la que los participantes valoraron cinco
sentidos simultaneamente para las magnitudes superficie y longitud, llevé a ob-
servar gque los cinco contextos no fueron igualmente valorados por los partici-
pantes, y que la valoracion otorgada dependié de la magnitud, de tal manera que
contextos muy bien valorados para una de estas magnitudes pueden estar mal
valorados para otra. Las razones que dieron los participantes para determinar su
mejor o peor valoracion alos contextos tuvo que ver con la posibilidad de reali-
zar una representacion visual, que reconocieran con actividad tipica escolar, que
consistiera 0 no en un contenido ya trabgjado por € escolar, o bien que fuera
una actividad de argumentacion inversa con respecto a las actividades usuales
paraintroducir las fracciones. Esta Ultima razon, de carécter 16gico-matemético,
la asociaron a contexto que valoraron como menos apropiado o a que dieron
menor valoracion. Las razones ligadas al desarrollo curricular de los contenidos
ocup6 una franja intermedia de valoracion de los distintos sentidos. Las razones
gue aportaron los participantes en la entrevista para valorar muy positivamente
un contexto son justificaciones psicoldgicas, referidas a las posibilidades de vi-
sualizacion de los participantes respecto al aprendizaje del concepto.

Entre los resultados obtenidos sobre disefio de tareas en |la segunda parte de

la entrevista, destacamos que:

los participantes propusieron en todos los casos enunciados de problemas

cuando se les pidio plantear de manera espontanea una tarea sobre fracciones.
los contextos presentes en tales enunciados fueron variados;

los contextos no coincidieron con los que valorados previamente como mas

adecuados parala ensefianza de las fracciones.

Hemos detectado en las respuestas sobre el disefio de tareas durante las en-
trevistas, que los participantes no diferencian entre los distintos contextos de la
interpretacion parte-todo de las fracciones. En funcion de la demanda cognitiva

de la tarea que proponemos, seleccionan un contexto u otro. Disefiar una tarea
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escolar no es f&cil para los estudiantes de magisterio, por o que emplean sus
recursos en redactar latarea, descuidando si € contexto es 0 no el mas adecuado.

Consideramos que estas contradicciones muestran una falta de conexion en-
tre el conocimiento sobre la ensefianza, el aprendizaje y su puesta en practica.

Otro aspecto estudiado, €l enunciado de las expectativas sobre el aprendiza-
je escolar es, por lo general, acertado; la mayoria de los sujetos fueron capaces
de enunciar objetivos especificos al tema. Estas expectativas hicieron referencia
a contenidos procedimentales y conceptual es, a aspectos como dividir diferentes
tipos de objetos y ala utilidad de las fracciones. Estas capacidades se reconocen

en las tareas realizadas por este grupo de profesores en formacion inicial.

En € estudio de las limitaciones de aprendizaje |os sujetos fueron capaces
de gemplificar de manera espontanea tareas adecuadas para € aprendizaje de
las fracciones redactadas en forma de problemas. No obstante mostraron escasa
0 nula capacidad para identificar posibles errores en los que pudieran incurrir
los escolares con tales tareas y en vincular justificadamente los errores con difi-
cultades que pudieran originarlos. De los 11 sujetos, solo 5 identificaron errores,
recurriendo principal mente a errores técnicos referidos a fallos en los algoritmos
en lasumay resta de fracciones.

L os estudiantes de magisterio participantes en € estudio no han desarrolla-
do esta capacidad durante su formacion. Seria pertinente que los responsables
de los programas para formacion de maestros incentivasen este aspecto en €l
desarrollo de la competencia profesional de los futuros profesores.

Finamente, de manera global, en las respuestas analizadas identificamos
dos tendencias en & conocimiento sobre la ensefianza'y aprendizaje del concep-
to de fraccién manifestado por 10s sujetos participantes en € estudio.

La primera es una tendencia procedimental o técnica en la que e conoci-
miento manifestado hace hincapié en llevar a cabo procedimientos, procesos o
modos de actuacion. Particularmente, esta tendencia agrupa a los participantes

gue plantearon expectativas de tipo procedimental como “dividir un objeto en
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partesiguales’ o “dominar las operaciones con fracciones’ y gque con respecto a
las limitaciones, identificaron errores técnicos o dificultades asociadas a los
procesos propios de la actividad matemética, principalmente relativas a las ope-

raciones con fracciones.

En la segunda de las tendencias, la conceptual, el conocimiento sobre el
aprendizaje manifestado pone € énfasis en la comprension funciona de las
fracciones y sus relaciones. Esta tendencia esta ejemplificada por aguellos suje-
tos que enunciaron expectativas de tipo aplicado o conceptual como “aprender
lautilidad de las fracciones’ o “aprender las fracciones a partir de la division de
una cuerda’ y dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matemati-

cosy a desarrollo cognitivo del alumno.

9.5. CONCLUSIONES SOBRE EL METODO DEL ANALISIS

DIDACTICO

Nuestro trabajo se encuentraimbricado en €l método del andlisis didactico desa
rrollado dentro del Grupo de Investigacion Didactica de la Matemética, Pensa-
miento Numérico (http://fgm193.ugr.ed/), de la Universidad de Granada. El an&
lisis didactico, como un procedimiento sistematico, nos guié en e proceso de
andlisis durante la planificacion, organizacién de datos y obtencién de resulta-
dos en las distintas fases de la investigacion. Asi, en este trabajo se muestra €l
andlisis didactico como una metodologia Util para evidenciar y describir e co-
nocimiento del maestro en formacion inicial sobre un tema concreto de las ma-

tematicas escolares.

El andlisis didéctico y sus componentes han sido utilizados en una variedad
de investigaciones en Educacion Matematica con distintas funciones (Picado,
2012; Caraballo, 2014; Vaverde, 2012; Rojas, 2014). Sin embargo, no todas las
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componentes han recibido la misma atencion dentro del ambito de la investiga-
cién en educacion matematica. El andlisis del contenido de las mateméticas es-
colares ha obtenido especia relevancia como herramienta metodol 6gica en va-
rios estudios para identificar la diversidad de significados del conocimiento de
las matemédticas escolares (Fernandez-Plaza, 2011; Martin-Fernandez, 2012;
Ortiz, 2002; Vilchez, 2014).

Un logro de esta investigacion es la utilizacién de las componentes del an&-
lisis didéctico para el estudio del conocimiento del contenido y el conocimiento
didactico de los maestros en formacion inicial. En este trabajo avanzamos sobre
el estudio del conocimiento de las mateméticas escolares mediante el andlisis
del contenido, ya que profundizamos en su estudio a través del resto de compo-
nentes del andlisis didéctico. Asi, contribuimos a poner de manifiesto su poten-
cialidad como herramienta para abordar €l conocimiento de los estudiantes uni-

versitarios del grado de Educacién Primaria.

Particularmente, destacamos la utilidad dentro de este trabajo de cada una
de las componentes del andlisis didactico utilizadas. andlisis conceptual, andlisis
del contenido, andlisis de instruccion y andlisis cognitivo.

La utilidad del andlisis conceptual en Educacion Matemética ya se puso de
manifiesto en temas como la nocién de modelo (Rico, 2001), nimero negativo
(Maz, 2005) o representacion (Rico, 2009). Con e desarrollo del andlisis con-
ceptua de la relacién parte-todo como parte fundamental de este trabajo, reco-
gidaen el capitulo 5, contribuimos a mostrar su utilidad al inicio de unainvesti-

gacion en Educacién Matematica.

Dado que el modelo del andlisis didactico incluye los tres tipos de conoci-
mientos con los gue trabajamos (conocimiento sobre e contenido matematico
escolar, conocimiento sobre el aprendizaje o cognitivo, y conocimiento sobre la
ensefianza o de instruccion), el andlisis didéctico nos permitio planificar las dis-
tintas fases del estudio empirico con base en los andlisis de contenido, cognitivo

y deinstruccion, que dieron lugar €l disefio de tres fases en el estudio empirico.
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En la primera fase del trabajo empirico, centrada en el estudio del conoci-
miento del contenido de los maestros en formacion inicial, el anadlisis del conte-
nido de las matematicas escolares y sus tres dimensiones, basadas en € tridngu-
lo semantico (estructura conceptual, sistemas de representacion y contextos o
modos de uso), fundamentaron el disefio y construccion del cuestionario, con €l
gue valoramos el alcance de los significados manifestados por 1os profesores en
formacién inicial. Recogemos el andlisis de los datos y |os resultados obtenidos
en el capitulo 6 de este trabgjo, €l que presentamos €l triangulo semantico y sus
componentes como una herramienta eficaz para estudiar el conocimiento del

contenido matemético escolar de los maestros en formacion inicial.

La segunda fase del estudio empirico esta centrada en e conocimiento so-
bre la ensefianza de la relacién parte-todo. En estafase, €l andlisis de instruccién
nos permitio responder a la cuestion sobre como llevan a cabo la ensefianza de
la relacion parte-todo los maestros en formacion inicial. La obtencién y trata
miento de los datos, asi como su interpretacion mediante diversas herramientas,
estan basadas en € andlisis de instruccion. Un logro de esta fase radica en que
nos pudimos aproximar a este tipo de conocimiento facilmente y de manera na-
tural con maestros en formacion inicial. Nuestro modo de formular la actividad
y €l uso de ilustraciones a través de tarjetas, dio lugar a una mayor riqueza de
respuestas y resultados. El andlisis e interpretacion de los datos se encuentran en
el capitulo 7 de este trabgjo.

En la tercera fase del estudio empirico, centrada en el estudio del conoci-
miento sobre €l aprendizgje, € andlisis cognitivo permitid organizar € para qué
y hasta dénde aprender determinados conocimientos sobre un tépico. Sus di-
mensiones (disefio de tareas, expectativas y limitaciones del aprendizaje) fun-
damentaron el disefio y construccién de la entrevistay el andlisis de las produc-

ciones.

El trabajo muestra que el andlisis didactico ofrece un marco metodol 6gico
gue permite profundizar en distintos aspectos del conocimiento del maestro en
formacién inicial sobre un tema concreto de las matematicas escol ares.
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9.6. LIMITACIONES DE LA INVESTIGACION

Realizamos la investigacion que presentamos en este trabajo de tesis con rigor y
minuciosidad. Nos guiamos por un analisis profundo y exhaustivo de los datos
recogidos, 1o que le confiere un alto grado de validez a las interpretaciones y a
las conclusiones que producimos. No obstante, hay aspectos que limitaron el
estudio. En este apartado, exponemos algunas de las limitaciones que, de mane-
ra general, se presentaron en el transcurso de esta investigacion y, particular-
mente, sefialamos limitaciones surgidas en cada una de las fases del estudio em-

pirico.

En cada una de las fases, |la muestra de sujetos seleccionada fue intencional.
Participaron voluntariamente estudiantes universitarios del grado de Maestro de
Educacion Primaria, de la Facultad de Ciencias de la Educacién y la Escuela
Universitaria de Magisterio la Inmaculada, ambos centros pertenecientes a la
Universidad de Granada. Abordamos nuestro trabajo desde un paradigma inter-
pretativo, sin generalizar a otros contextos que no sean similares a que ofrece el
marco de formacion de estudiantes del grado de magisterio. Nuestros resultados
estan pues limitados a este colectivo singular de sujetos, cuyas peculiaridades
[levan a afirmar que sus resultados no podrian generalizarse sin més a los estu-
diantes universitarios que se forman en el grado de matematicas y que aspiran a
formarse como profesores de matematicas de secundaria. Una réplica de este
estudio con estudiantes del grado de mateméticas tendria interés y proporciona-

ria datos relevantes.

El gue los sujetos de la primera fase no fueron los mismos que |0s sujetos
de la segunda y tercera fase puede considerarse como otra limitacion. Por su-
puesto, 1os sujetos responden alas exigencias minimas comunes de ser estudian-
tes universitarios que cursan estudios para e grado de maestro, lo que garantiza
la validez de las consideraciones realizadas, pero e hecho de ser un estudio en

cierto modo transversal tiene ciertas limitaciones interpretativas. De haber sido
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los mismos sujetos quienes hubieran participado en los distintos estudios duran-
te sus afios de permanencia nos habria permitido abordar con mayor validez
andlisis globales que contemplasen los distintos componentes del conocimiento
del profesor que analizamosy su interrelacion.

En relaciéon con los herramientas de recogida de datos, los instrumentos
desarrollados a lo largo de las fases del estudio empirico se centran en larela-
cion parte-todo, sin considerar otras interpretaciones de las fracciones. Nuestros
instrumentos contienen items que aparentemente pueden parecer simples ya que
su intencionalidad es profundizar en el fundamento de las fracciones a través de
larelacién parte-todo. El énfasis de las tareas del cuestionario 1, aplicado en la
primera fase, sobre la accién de fraccionar podrialimitar la variedad de respues-
tas. Sin embargo, seleccionamos estas preguntas intencionadamente para cen-
trarnos en los significados bésicos de la relacion parte-todo. De la misma mane-
ra, los instrumentos que desarrollamos en la segunda y tercera fases y nuestra
interpretacion se centraron en la ensefianza y aprendizaje de la introduccién de
las fracciones a partir de la relacion parte-todo, ya que no pretendimos abarcar
otros aspectos de las fracciones.

Dado que este trabajo se centraen e estudio del conocimiento del conteni-
do y e conocimiento didactico del contenido de los profesores en formacion
inicial, nos basamos en € método del andlisis didactico y sus cuatro primeras
componentes, sin incluir la quinta y Ultima de las componentes, el andlisis de
actuacion o evaluativo. Obtuvimos los datos fueron durante el desarrollo de las
clases de las asignaturas del grado de Educacion Primaria del area de Didéactica
de la Matematica. A pesar de que €l andlisis de actuacion o evaluativo puede
proporcionar informacién Util sobre €l conocimiento profesional, no lo inclui-
mos en este trabajo ya que, para llevar a cabo dicho andlisis, es necesaria lain-
formacion que surge de la puesta en practica de las actividades de ensefianza y
aprendizaje paramegjorar la planificacion y la préactica docente. Nuestros partici-

pantes no han puesto en préactica su trabajo planificacion, por o que no ha sido
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posible que valoren en qué medida se logran sus expectativas sobre |a ensefian-

zay aprendizaje de las fracciones.

9.7. LINEAS ABIERTAS

A partir del desarrollo de este trabajo, sus limitaciones y las restricciones que

nos hemos auto-impuesto surgen una serie de actuaciones futuras, cuyo trata-

miento consideramos adecuadas para futuras lineas de investigacion. Especial-

mente, subrayamos las siguientes.

Disefiar e implementar acciones de actuaciones concretas y puntua-
les en la formacion de los estudiantes del grado de magisterio, deri-
vadas del estudio que realizamos, y acomodarlas a sistema de for-
macién que siguen estos estudiantes. Con ello pretendemos
enriguecer e conocimiento didactico del contenido de las matemati-
cas escolares que poseen los estudiantes de forma parcializada 'y a

veces incompleta.

Nuestro estudio se cifib a la relacién parte-todo como una de las in-
terpretaciones que le dan significado a las fracciones, pero nos limi-
tamos a interpretar esta relacion en la fase de introduccion del con-
cepto de fraccion. Las implicaciones que tiene la relacién parte-todo
en otras fases de aprendizaje de las fracciones, como puede ser la
equivalencia de fracciones, |as operaciones con fracciones o €l orden,
€S una cuestion que degjamos como problema ainvestigar.

En lalinea del andlisis didactico dentro del ambito de la investiga-
cion, consideramos gue es necesario continuar desarrollando la utili-
dad del andlisis didactico para el estudio del conocimiento del conte-

nido y e conocimiento didactico en torno a sus cinco componentes:
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andlisis conceptual, andlisis del contenido, andlisis cognitivo, anali-
sis de instruccién y andlisis de actuacion o evaluativo, tanto en €l
ambito de formacion de profesores de secundaria, como de primaria.
Especiamente, el andlisis actuacion o evaluativo ha sido la compo-
nente que menos atencidn ha recibido dentro del &mbito de la inves-
tigacién en educacion matematica. Indagar nuevas posibilidades o
variantes de aplicacion del andlisis didactico como metodologia de
investigacion es una perspectiva de futuro de naturaleza metodol gi-
ca que es importante abordar. Tal como se ha aplicado en este estu-
dio, & andlisis didactico muestra un camino a seguir en las investi-
gaciones con otros conceptos matematicos, pero no es descartable su
USO en nuevos contextos tales como e Précticum en la formacion de

profesores.

Trabajar con otro colectivos constituye una posible linea de actua-
cion. Los profesores de mateméticas de educacion secundaria se en-
frentan, o tienen entre sus funciones como docentes, |a ensefianza de
las fracciones. Por €llo, una opcién de futuro es replicar este estudio
con los estudiantes universitarios del grado de Matematicas. Otro ti-
po de sujetos con los que se deberia replicar este estudio son los es-
tudiantes del grado de maestro de la especialidad de infantil. En este
nivel de estudios, se subrayalarelacién parte-todo como un concep-
to pre-numérico que debe formar parte del conocimiento didéctico
del profesor. Puesto que en este nivel se dan las bases para los pri-
meros conceptos numéricos, deberiamos tener una prevision lo mas
precisa posible del conocimiento que los estudiantes universitarios
del grado de infantil tienen de larelacion parte-todo.

Este trabajo se centra en la relacion parte-todo como fundamento de
las fracciones. A pesar de ser un concepto basico de la aritmética es-
colar, encontramos ausencias en e conocimiento manifestado por los
sujetos. Indagar en estudios longitudinales lainterrelacion de los dis-
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tintos tipos de conocimiento de los estudiantes del grado de magiste-
rio aportaria un retrato mas integrado del que hemos obtenido en
nuestra investigacion.

e Como ya sefialamos en €l apartado sobre las limitaciones del estudio,
el estudio de casos desarrollado en la tercera fase nos permitio pro-
fundizar en ciertos aspectos del conocimiento didactico de los parti-
cipantes y ademéas nos proporcioné evidencias de la existencia de
perfiles (conceptua y procedimental) en la ensefianza y aprendizaje
de las fracciones. Consideramos necesario continuar profundizando
en estos perfiles tanto en el tépico de fraccion como en otros tépicos
de las mateméticas escolares.

* En relacion con el estudio del conocimiento didactico, resaltamos
que un logro de este trabajo fue e disefio de instrumentos apropiados
para su estudio dentro del area de las fracciones. Debido ala dificul-
tades del disefio y eleccion de instrumentos adecuados para el estu-
dio del conocimiento didéctico del contenido (D’ Ambrosio y Men-
doca, 1992; Domoney, 2001; Gomez y Gutiérrez-Gutiérrez, 2014;
Marks, 1990), consideramos gue |os instrumentos que disefiamos en
esta investigacion constituyen una base inicial sobre la cual construir
un nuevos instrumentos para e estudio del conocimiento didéactico
centrado en otras nociones mateméticas.
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