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I ntroduccion

El trabajo de investigacion que se describe en este informe viene motivado por la
necesidad de disefiar buenas practicas docentes para atender a los alumnos con talento
matematico* . Esta necesidad no solamente viene demandada por las distintas lineas de
investigacion, sino que es reflgo del interés que € propio sistema educativo manifiesta
por dotar a profesorado de técnicas de intervencion para la atencion del alumnado con

talento matemati co.

Superadas las ideas de que estos alumnos no reguerian ningun tipo de atencién
individualizada, en la actualidad su consideracion como aumnos de necesidades
educativas especiales lleva a disefiar metodologia y recursos particulares que den
respuesta educativa a sus caracteristicas propias. Es importante resaltar que una falta de
atencion puede generar desinterés por € estudio de las matematicas, dificultades de

aprendizaje e incluso ateraciones en su personalidad y comportamiento.

La caracterizacion del talento matemético como caso particular de talento, establece
unas posibles actuaciones para estimularlo y desarrollarlo. El talento necesita emerger y
crecer evolutivamente ya que puede gque no llegue a manifestarse sin una adecuada
estimulacion. Descubrir €l potencia que encierra cada alumno y desarrollar sus
capacidades con la megjor atencién educativa colaborara, no sblo mejorar su rendimiento
escolar, sino también a su desarrollo como persona.

De modo generad, las investigaciones sobre alumnos con talento se han centrado en tres
aspectos: clarificar el concepto de talento, identificar a los sujetos con talento y disefiar
formas de intervencion para estos alumnos. En este trabajo nos centramos en este Ultimo
punto. Como € resto de los nifios y nifias, los alumnos con talento son un grupo
heterogéneo y por lo tanto sus necesidades educativas son distintas, tanto por su edad
como por & contexto educativo. Sin embargo, podemos reconocer unas caracteristicas
comunes gue nos permitan disefiar unas practicas docentes que los atiendan. El talento

* En este informe vamos a utilizar €l término alumnos para de un modo genérico referirnos alos alumnos
y adumnas y facilitar asi la fluidez de lectura. En las entrevistas personales también hemos utilizado €l
masculino para mantener el anonimato de |as personas entrevistadas.
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matematico supone un desarrollo Optimo de estas caracteristicas que les hacen afrontar
con éxito la resolucion de tareas mateméticas. El proceso de ensefianza debe ir dirigido
a que € aumno desarrolle a maximo su potenciaidad y viene determinado por las

habilidades especificas que se desean mejorar.

Para la investigacion de estas habilidades, centramos nuestra atencion en la
visualizacion. La Educacion Matematica ha manifestado su interés por los aspectos
visualizadores, otorgandole un papel importante en determinados procesos de
matematizacion. Es una componente fundamental para el razonamiento, especia mente
para € geométrico. Las investigaciones apoyan que es necesario disefiar acciones
docentes que la estimulen, puesto que la visualizacién se puede gercitar, por ir mas alla
de las capacidades innatas que podamos dejar que se desarrollen de manera espontanea.

Pese a€ello, lapresenciade lavisualizacion en | as clases es muy deficiente.

El enfoque educativo para e enriquecimiento de la visualizacion viene favorecido por la
intencion educativa de la ensefianza de la geometria que tiende a desarrollar e sentido
espacial, entendido como elemento de competencia matematica. Ademés del
conocimiento de conceptos geométricos, €l sentido espacial implica una habilidad para
reconocer, visualizar, representar y transformar formas geométricas. Para describir
esta habilidad, es necesario delimitar |os diferentes elementos que entran en juego en la
visualizacion. De éstos, resatamos € papel que desempefian las habilidades de
visuaizacion para resolver tareas matematicas. Por lo tanto, un mayor desarrollo de
estas habilidades enriquecera los recursos de los que dispone e alumno para afrontar

con mayor éxito las actividades mateméaticas.

No obstante, no queda suficientemente consensuada en las investigaciones la relacion
que existe entre rendimiento en tareas mateméticas y visualizacion, observando que no
hay una postura unificada sobre e papel que desempefia la visualizacion en €
tratamiento del talento matematico. Es necesario precisar en qué elementos se estudian
del tadento matematico y de la visualizacion, ya que la utilizacion de diferentes
definiciones de talento (habilidad matemética, rendimiento, etc.), de visualizacion
(habilidad espacial, imagineria visual, etc.) y de instrumentos de medida que se emplea
sobre estos constructos, puede conducir a resultados aparentemente contradictorios. En
este sentido, en € ambito del talento matematico se demandan investigaciones sobre €l
2
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papel de la ensefianzaen el desarrollo de las habilidades de visualizacion. Consideramos
gue un enriguecimiento curricular que motive un uso adecuado de la visualizacién
puede favorecer que los alumnos con talento matemético pongan en juego sus

habilidades de visualizacion.

Con estas premisas, hemos puesto en marcha un experimento de ensefianza, realizado
durante tres sesiones de enriquecimiento curricular, que han abarcado cuatro meses.
Con objeto de examinar lo ocurrido en dicho experimento hemos establecido diferentes
indicadores para evaluar € proceso visualizador a lo largo de las sesiones que han
constituido nuestra intervencion, tratando con ello de comprobar si € disefio de la
intervencion ha permitido que se manifiesten las habilidades de visuaizacién, los

errores y las dificultades de su uso.
El informe de lainvestigacion se divide en siete capitul os.

En & capitulo 1 se plantea el problema de investigacion, justificando su importancia y
pertinencia. Se describen las motivaciones que originan € estudio, se enuncian las

preguntas que o motivan y |os objetivos que se pretenden abordar.

El capitulo 2 completa el marco tedrico en e que fundamentamos la investigacion. Se
realiza una revision del término talento y de las caracteristicas del talento matemético y
se justifica @ enriquecimiento curricular como |a forma de intervencién adecuada para
laatencion aladiversidad del grupo de alumnos de nuestra investigacion. Con respecto
alavisualizacion, se resalta su importancia en la labor matemética, especialmente en e
desarrollo del sentido espacia en el dmbito geométrico. Se selecciona € modelo tedrico
gue organiza los conceptos visualizadores utilizados y se contextualiza la investigacion

en € estudio de las habilidades de visualizacion.

En e capitulo 3 se realiza una revision de las investigaciones sobre talento matematico
y visualizacion. Se enfatiza la falta de consenso entre €l papel que desempefia la
visualizacion en e proceso de resolucion de determinadas tareas mateméaticas y por 1o
tanto en e talento matematico. Se justifica la necesidad de investigar las habilidades
visualizadoras de los alumnos distinguiendo entre las capacidades que poseen y las

manifestaciones que ponen en juego en un proceso de ensefianza.



I ntroduccion

En e capitulo 4 se describe la metodologia utilizada, explicitando los diferentes
elementos del experimento de ensefianza como disefio de investigacion. Se describen los
sujetos, los instrumentos utilizados para la recogida de datos, las variables que
intervienen en el estudio y € disefio y papel que las entrevistas individuales ocupan en
la investigacion. Se seleccionan los test utilizados para caracterizar las capacidades
visuales de los dumnos previamente a estudio de las habilidades puestas en juego en €

experimento de ensefianza.

El capitulo 5 presenta la evolucion del experimento de ensefianza, mostrando las
distintas fases de preparacion y experimentacion que se han llevado a cabo paralas tres
sesiones de enriquecimiento, a partir de la prueba piloto. Se describen la planificacion,

el desarrollo y las decisiones tomadas en cada una de las intervenciones.

El capitulo 6 muestra los resultados relativos a las capacidades de los dumnos y €
analisis retrospectivo para estudiar la evolucion de lavisualizacion alo largo de las tres
sesiones. Se analizan los resultados relativos a la manifestacion de las habilidades de
visualizacion, € rendimiento, los errores y las dificultades y se describen |as entrevistas

personal es realizadas.

Finalmente en € capitulo 7 se muestran las conclusiones obtenidas que responden a las
preguntas y objetivos de investigacion, |as aportaciones del estudio y sus limitaciones y
se plantean cuestiones abiertas o perspectivas de investigacién que pueden derivarse.



1 Planteamiento del problema

1.1 Introduccion

De manera independiente, €l talento matemético y la visualizacién son dos campos que
han despertado € interés en la investigacion y la educacién matemética como queda
reflggado en las abundantes publicaciones y reuniones cientificas dedicadas a estos
tépicos. Como comprobaremos en la revision de las investigaciones, desde distintos
ambitos se demanda clarificar lainterrelacion que existe entre ambos conceptos. En este
capitulo justificaremos la importancia y pertinencia de nuestro estudio y expondremos

las motivaciones que nos han dirigido hacialas preguntas y objetivos de investigacion.

Para ilustrar e papel que desempefia la visualizacion en la resolucion de tareas
matematicas, supongamos la siguiente actividad: ¢qué poligonos regulares pueden

obtenerse al seccionar un cubo mediante un plano? (Figura 1.1).

Rectangulo

/

Figura 1.1: Actividad sobre secciones de un cubo por un plano.

Independientemente de las estrategias analiticas que puedan llevarse a cabo, creemos
gue un buen uso de la visualizacion puede favorecer la realizacion de actividades como
laanterior. Los alumnos con talento matemético afrontan con mayor éxito larealizacion
de tareas matemdticas y es razonable cuestionarse sobre la importancia que la
visualizacion adquiere cuando resuelven actividades como la que hemos presentado.
Son muchas las variables que pueden influir en e modo de abordar € problema:

conceptos mateméticos implicados, técnicas de argumentacion, estrategias de



1 Planteamiento del problema

resolucion, capacidad visual, tipo de instruccion recibida, etc., por 1o que es necesario
delimitar previamente algunos aspectos que dirijan la investigacion. Inicialmente, y de
manera muy esguemdatica, recogemos cinco ideas de la revision bibliografica que

muestran la pertinencia de estudiar larelacion entre talento matematico y visualizacion:

1) En su obra “ The Psychology of Mathematical Abilitiesin Schoochildren”, Krutetskii
(1976) trata de determinar cuadles son las componentes del pensamiento matematico de
los nifios con talento matematico, realizando un exhaustivo estudio de la literatura de la
época. Una de las conclusiones de este estudio es que la habilidad para visualizar
relaciones matematicas abstractas y conceptos espacidles geométricos no es
necesariamente una componente en la estructura de las habilidades mateméticas.

2) Posteriormente, Presmeg (1986a) utiliza el perfil general de la estructura de la
habilidad matemética de los individuos en edad escolar presentado por Krutestkii para
sefidar la preferencia de los alumnos con talento por los métodos no visuales. Incluso
empleando un método de ensefianza visual no siempre consiguieron que los aumnos
visualizadores superasen sus dificultades e hicieran un uso optimo de la fuerza de su
procesamiento visual.

Si bien los dos puntos anteriores reflgjan 1o que podria ser un distanciamiento entre €l

talento matematico y la visualizacion, los siguientes aspectos |os acercan:

3) Numerosos autores han destacado la importancia de la visuaizacion, ademas de
como habilidad natural, como componente necesaria en las tareas de matematizacion
(Arcavi, 2003; Clementsy Battista, 1992; Guillén, 2010; entre otros).

4) Importantes matematicos han manifestado el papel fundamenta que ocupa la
visualizacion en su pensamiento. Sirva de gemplo este fragmento de la Carta de
Einstein a Hadamard en “Psicologia de la Invencion en e campo matematico”
(Hadamard, 1947):

Las palabras o € lenguaje, escrito o hablado, no creo que desempefien ningun papel en
el mecanismo de mi pensamiento. Los entes fisicos que parecen servir de elementos al
pensamiento son ciertos signos y ciertas imagenes mas o menos claras que pueden ser
“voluntariamente” reproducidas y combinadas (p. 233).

6
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5) Situdndonos en la teoria de las inteligencias multiples de Gardner (1995, 2001), la
visualizacion es una cudidad que puede desarrollarse. No debemos considerarla
simplemente como una capacidad innata que debemos degjar que se desarrolle de manera
espontanea, sino que es posible y necesario modelarla. Incorporar actividades de
visualizacion en la educacion matemética, aumenta la intuicion y proporciona a sujeto

una mayor capacidad de entendimiento (Cunningham, 1991).

Estas consideraciones nos conducen a una situacion aparentemente contradictoria
aunque esta reconocida la importancia de la visualizacion en las tareas de
matematizacion y ha desempefiado un papel fundamental en € pensamiento de grandes
matematicos, la visualizacion no parece ocupar un lugar destacado como componente
del talento matematico (Figura 1.2).

Alumnoscon talento matematico

La visualizacion noes
unacomponente Prefieren los métodos Tienen dificultadesal
necesaria del talento no visuales utilizarlavisualizacion
matematico

. C? “
La visualizacidn esta Papel fundamentalen , .
La visualizacion
presenteen las tareas laobra de grandes ode desarrollarse
o . u
de matematizacion matematicos P

Figura 1.2: Planteamiento de la preguntainicial.

El uso de la visualizacion y la preferencia por métodos visuales puede estar
condicionado por dificultades culturales, cognitivas y socioldgicas (Arcavi, 2003;
Eisenberg y Dreyfus, 1991). Puesto que la visualizacion es importante en las tareas
mateméticas y no parece ser necesariamente una componente del talento matemaético,
una mejora del uso de sus cualidades visuales podria enriquecer dicho talento y superar

errores y posibles dificultades.
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A partir de estas premisas, consideramos pertinente el plantearnos una preguntainicial:
¢Coémo disefiar buenas practicas docentes para megjorar la visualizacion de los alumnos
con talento matemético?

Para abordar |a respuesta a esta pregunta es necesario puntualizar aspectos importantes
relativos a talento matematico y la visualizaciéon. El disefio de buenas précticas
docentes requiere un conocimiento previo relativo a la caracterizacion, identificacion e
intervencion de alumnos con talento matemético. Plantearse la meora de la
visualizacion implica conocer las cualidades visuales de estos alumnos y determinar los
elementos de visuaizacion que son necesarios y factibles de megorar. Ademas es
imprescindible revisar las investigaciones que relacionan e talento matemético y la

visualizacion.

1.2 Talento matematico

En los sistemas educativos actuales €l objetivo de atender ala diversidad presenta alos
docentes € reto de ensefiar a cada individuo segun sus necesidades especificas evitando
la exclusion respecto a sus comparieros (Delors, 1996). En este contexto, desde
diferentes organizaciones implicadas en la educacion se ha reclamado la importancia de
atender a los nifios con talento (Ministerio de Educacion y Cultura, 2000; National
Mathematics Advisory Panel, 2008). La OCDE y UNESCO inciden en la necesidad de
atender a la diversidad y la National Council of Teachers of Mathematics en los
Estandares (NCTM, 2000) considera a los alumnos con talento dentro de las

necesidades educativas especiales.

En estos y otros documentos se manifiesta la diversidad existente en terminologia y
teorias que caracterizan a estos alumnos por 1o que en e andlisisdel término talento y su
relacion con otros términos afines (superdotados, altas capacidades, alto rendimiento,
etc.) es necesario distinguir si las definiciones estan orientadas alo innato o genético, a
logro o rendimiento, a la interaccion entre lo innato y e medio ambiente, a modelos
cognitivos y modelos sistémicos (Benavides, 2008). Desde la perspectiva de que un

proceso de ensefianza adecuado es un factor importante para acercar las capacidades

8
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potenciales hacia capacidades realizadas y con la intencion de analizar habilidades
matematicas concretas, hemos elegido € término talento matematico en € sentido que
define Passow (1993). Los alumnos con talento poseen unas habilidades sobresalientes,
en virtud de las cuales son capaces de un alto rendimiento. En el ambito especifico del
talento matematico, a pesar de la variedad de términos encontrada, |os autores sefialan
diferentes aspectos que estan relacionados y no difieren esenciamente, recogiendo
listados de caracteristicas idoneas para afrontar tareas mateméticas.

Un posible enfoque para la atencién de estos alumnos es determinar aguellas
caracteristicas factibles de megjorar y relevantes en su desarrollo matemético y disefiar
estrategias educativas que las potencien. Una actuacion que persigue esta
intencionalidad es el enriquecimiento curricular, que consiste en ensefiar nuevos
contenidos que no estén cubiertos en @ curriculo oficial o trabgarlos en un nivel de
mayor profundidad, tratando los temas con un nivel mayor de abstraccion y complejidad
(Blanco, Rios y Benavides, 2004). Esta forma de intervencion permite trabgjar tanto
individualmente como en diversas situaciones de agrupamientos y se adapta
adecuadamente al grupo de alumnos en € que centraremos nuestra investigacion, que
forman parte del proyecto ESTALMAT (programa de Estimulo del Taento
Matematico) en Andalucia Oriental.

1.3 Visualizacion

En el apartado anterior hemos delimitado &l contexto de nuestra preguntainicial relativo
al disefio de las buenas précticas docentes. Para enfocar ahora la parte correspondiente a
la mejora de la visualizacion, debemos concretar la terminologia y modelos a utilizar,
conocer las cualidades visuales de los aumnos con talento y determinar |os elementos

de lavisualizacion sobre los que focalizar €l enriquecimiento.

Como en € caso del talento, una dificultad afiadida a estudio de la visuaizacion es la
riqueza de terminologia utilizada por los autores en los diferentes campos de
investigacion en los que aparece (razonamiento visual, imaginacion, pensamiento

espacial, imagineria, imagenes mentales, imagenes visuales, imagenes espaciales, etc.).

9
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Desde una perspectiva matematica, la visualizacion supone la habilidad para interpretar
y comprender la informacion proveniente de figuras que se usan en € trabgo
geométrico y la habilidad para contextualizar y trasladar las relaciones abstractas y la

informacion no figural en términos visuales (Ben-Chaim y Lappan, 1989).

La geometria puede ser considerada como el origen de la visuaizacion en mateméticas
(Gutiérrez, 1996, 1998a) y puede ser un ambito idoneo para el pretendido
enriquecimiento de contenidos y habilidades. En €l contexto geométrico, la relacion
entre conceptos y habilidades esta presente en la intencionalidad de desarrollo del
sentido espacial (New Jersey Mathematics Coalition, 1996) que entendemos como un
elemento de la competencia matemética.

Centramos nuestra investigacion en analizar la visuaizacion espacia en un entorno
geométrico, por lo que utilizamos € modelo presentado por Gutiérrez (1996) en e que
unifica muchos de los desarrollos tedricos elaborados hasta e momento y consigue
establecer un marco integrador. Gutiérrez (2006) entiende la visualizacion como €
conjunto de tipos de imagenes, procesos y habilidades necesarios para que los
estudiantes puedan producir, analizar, transformar y comunicar informacion visual

relativa a objetos reales, model os y conceptos.

De los elementos que componen la visualizacién, resaltamos el papd que desempefian
las habilidades visualizadoras a resolver una tarea matemética, interviniendo tanto en
los procesos de creacion y transformacion de imagenes mentales como relacionando
éstas con las representaciones externas. La importancia de las habilidades ha sido
reconocida en la educacion matemética por numerosos autores (Bishop 1983; Gutiérrez,
1996; McGee, 1979, entre otros). Del Grande (1987, 1990) realiza una recopilacion de
las habilidades psicol 6gicas necesarias para los procesos de visualizacion, en la que cita
distintas habilidades de la percepcion espacia segun varios autores y selecciona siete
por su relevancia en € estudio de las mateméticas y la geometria en particular: 1)
coordinacion ojo-motor, 2) percepcion figura-contexto, 3) conservacion de la
percepcion, 4) percepcion de la posicion en e espacio, 5) percepcion de las relaciones

espaciales, 6) discriminacion visua y 7) memoriavisual.
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Colaborar a desarrollo de estas habilidades puede ser un objeto de enriquecimiento,
partiendo de que € disefio de unas buenas practicas docentes puede favorecer €l
desarrollo de las capacidades visuales seguin las ideas de la teoria de las inteligencias
multiples (Gardner, 1995, 2001). Pensamos que un buen uso de estas habilidades de
visualizacion puede servir para que los alumnos realcen su talento matematico. En este
sentido, debemos revisar la relacion que entre talento matemético y visuaizacion se ha
reflggado en las investigaciones.

1.4 Talento matematico y visualizacion

Estudios como los citados anteriormente de Krutetskii (1976) y Presmeg (19864,
1986b), pueden entenderse como descorazonadores, a indicar que hay un algjamiento
entre lavisuaizacion y € talento matematico. Sin embargo, no parece haber una postura
unificada en este distanciamiento. Lean y Clements (1981) recogen la disparidad de
resultados obtenidos sobre la relacion entre Imagineria Visual y Rendimiento
Matematico en diferentes estudios y Bishop (1980, 1983) también destaca la diferencia
de posturas sobre larelacion entre visualizacidn y habilidad matemética.

Si como hemos sefiadlado la visualizacion es importante para lalabor matematica, parece
oportuno pensar gque esta controversia pueda ser debida a otros factores como la
utilizacion de diferentes definiciones e instrumentos de medida. Si bien e taento
matematico estd, de manera generalizada, caracterizado por € rendimiento en tareas de
resolucion de problemas y por la puntuacion en determinados test, la medicion de la
visualizacion se ha realizado por diferentes instrumentos y constructos: puntuaciones en
test visuales, tipos de imagenes utilizadas, estrategias de resolucion visuales utilizadas,
habilidades de visualizacion manifestadas, etc. Consideramos necesario diferenciar la
capacidad visual, evaluada mediante herramientas psicométricas externas, del uso que
los alumnos con talento matemético manifiestan de las habilidades de visualizacion, que
puede verse influenciado por €l tipo de tareas propuestas y e conocimiento de técnicas

visuales propias del tipo de ensefianza recibida.

11
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En una completa revision de los trabgos presentados en los PME relativos a
visualizacion, Presmeg (2006) afirma que quizds € asunto més apremiante de
investigacion en este periodo es encontrar una ensefianza eficaz para aumentar € uso y

poder de la visualizacién en la educacion matemética.

Para el disefio de actividades que favorezcan € uso de la visualizacion y evaluar la
eficacia del propio proceso de enriquecimiento es necesaria una metodologia de
investigacion que relacione estrechamente los objetivos formativos (enriquecimiento
curricular en aspectos visualizadores) con los investigadores (analizar las habilidades de
visualizacion puestas en juego y su evolucién) que se persiguen. Por ello hemos elegido
la metodologia propia de un experimento de ensefianza como un tipo de investigacion
de disefio (Confrey y Lachance, 2000; Molina 2006) que nos permite poner en practica
de manera sistematica un proceso de enriquecimiento curricular, y examinar como los
estudiantes ponen en juego sus cuaidades visualizadoras. Para ello deberemos
determinar indicadores y variables que andicen €& uso de las habilidades de
visualizacion puestas en juego en las distintas intervenciones (prueba piloto, tres

sesiones de enriquecimiento y entrevistas personal es).

Este andlisis de las habilidades y |a deteccion de errores y dificultades pueden aportar
informacion sobre la relacion que existe entre talento matematico y visualizacion. En
este sentido, sintetizamos tres ideas recogidas a partir de las investigaciones: 1) no hay
una postura unificada sobre la relacion que existe entre talento matemético y
visualizacion, 2) se considera necesario diferenciar entre la capacidad visual y € uso
que se manifiesta de la visualizacion y 3) se demanda determinar €l papel que tanto la
seleccion de actividades como la forma de ensefiarlas desempefian en € uso de la

visualizacion.

Estas ideas, ademas de justificar |a actualidad, importancia y pertinencia de este tipo de
estudios, reconducen nuestra investigacion para que aporte informacion a cada uno de
los puntos anteriores. Con esta finalidad, planteamos las preguntas y objetivos que

operativizan nuestrainvestigacion.
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1.5 Objetivos de investigacion

Recogemos todo lo expuesto anteriormente para formular la finaidad de nuestra
investigacion: Disefiar buenas practicas docentes para desarrollar la visualizacion de

los alumnos con talento matemati co.
Abordar este disefio requiere responder alas siguientes preguntas:

1.- Capacidad visua de los aumnos con talento matematico: ¢Cud es la capacidad
visual de alumnos con talento que asisten a los cursos del programa ESTALMAT?

¢Existe relacion entre la capacidad visual que poseen y € uso que hacen de ella?

2.- Disefio de la intervencion: ¢Es necesaria la visualizacion para redlizar determinadas
tareas mateméticas? ¢Cudles son las tareas que favorecen € uso de la visualizacion?
¢Como disefiar las sesiones de enriquecimiento para motivar e uso de las habilidades?
¢Queé contenidos y elementos de razonamiento visual son necesarios enriquecer? ¢COmMo

coordinar los objetivos docentes e investigadores en laintervencion?

3.- Uso de la visuaizacion: ¢Coémo registrar e uso de la visualizacion que hace un
alumno? ¢Es posible detectar las habilidades, errores y dificultades que se ponen de
manifiesto? ¢Como registrar € papel que ha ocupado la visualizacion en el rendimiento
al realizar las tareas? ¢COomo caracterizar a los alumnos segiin € uso que hagan de la

visualizacion?

4.- Evolucion de la investigacion: ¢Como evaluar € proceso de instrucciéon? ¢Podemos
comparar la visualizacion manifestada en las diferentes sesiones? ¢Es posible registrar
la mejora en e uso de la visualizacion? ¢Qué papel ha tenido la instruccion en la
utilizacion de las habilidades de visualizacion y la superacion de errores y dificultades?

¢Queé aspectos de la visualizacién son factibles de megjorar?

Sintetizamos 10 recogido en las preguntas anteriores en e enunciado del objetivo

general que persigue nuestra investigacion:

Objetivo general: Analizar las habilidades de visualizacién puestas en juego por los

alumnos con talento matematico durante tres sesiones de enriguecimiento curricular.
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1 Planteamiento del problema

Este objetivo general se particulariza en los siguientes objetivos especificos que

obedecen a dos lineas complementarias:

a) describir las capacidades visualizadoras de | os estudiantes

b) analizar su evolucion durante €l proceso de ensefianza.

Describir capacidades de visualizacion de | os estudi antes:

0Ol1) Caracterizar las capacidades visuales de un grupo de alumnos con taento
matemético mediante herramientas psicomeétricas externas.

Ol1.1. Anaizar las capacidades visuales de un grupo de alumnos con talento
mateméatico a partir de los resultados obtenidos en € test de inteligencia general
RAVEN vy las escalas espaciaes del test PMA (E) y DAT-5 (SR).

01.2. Contrastar los resultados anteriores con los obtenidos por un grupo

control.

01.3. Observar las diferencias existentes entre la capacidad visual evaluada
mediante los test y €l uso de estas habilidades a resolver tareas mateméticas en

|as sesiones.

Analizar la evolucion durante € proceso de ensefianza

02) Disefiar una intervencion que favorezca la manifestacion y gercitacion de las

habilidades de visualizacion.

02.1. Proponer un enriquecimiento curricular dentro del paradigma de
investigacion de un experimento de ensefianza transformativo y dirigido por una

conjeturallevado a cabo en tres sesiones precedidas de una prueba pil oto.

03) Andlizar la evolucién de los alumnos a lo largo de las sesiones en cuanto a la
manifestacion de las habilidades visualizadoras, tanto de manera individua como del

grupo de alumnos con talento matemético.
03.1. Analizar la manifestacion de | as habilidades de visualizacion.
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1 Planteamiento del problema
03.2. Analizar los errores cometidos en € uso de lavisuaizacion.
03.3. Andlizar las dificultades del uso de lavisualizacion.

En e esguema genera de una investigacion de disefio se determinan los problemas y
objetivos de investigacion y enuncian las hipdtesis o conjeturas de investigacion. A
partir de los distintos ciclos iterativos y de |os datos obtenidos, se puede reformular esta

conjetura (Figura 1.3).

Revision bibliografica

Disefar buenas practicas docentes para mejorar la visualizacion
Enriquecimiento curricular Analizar las habilidades
— P - ;
Tareas matematicas Test
Metodologia Contenidos Elementos de razonamiento

Experimento de ensefianza

— Conjetura Variables e indicadores
i "4 Y
Objetivos Habilidades Errores Dificultades

Evolucion de la conjetura

——

....'. _-"._-
Resultadosy conclusiones

Figura 1.3: Proceso para el planteamiento de los objetivos de investigacion.
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1 Planteamiento del problema
Inicialmente, nuestra conjeturatiene la siguiente formulacion:

El enriquecimiento curricular centrado tanto en contenidos como en elementos de
razonamiento visual favorece la utilizacion y e desarrollo de las habilidades de

visualizacion en |os alumnos con talento matemati co.
Esta conjetura se desglosa en tres apartados:

1. Conjeturamos que los alumnos con talento matemdtico no presentan deficiencias

respecto a las capacidades visuales.

2. Los alumnos con talento matematico manifiestan y desarrollan habilidades de
visualizacion al enfrentarse a tareas que las requieran para resolver situaciones

significativas, aungue cometan algunos errores en su utilizacion.

3. El enriguecimiento curricular centrado tanto en contenidos como en elementos de
razonamiento visual favorecera la megjor utilizacion y e desarrollo de sus habilidades

de visualizacion.

El primero va asociado al objetivo especifico O1 y sus subobjetivos sefidl ados, mientras
gue € segundo Yy tercero se relacionan ambos tanto con €l disefio de la intervencién

(©2), como con € estudio de laevolucion (O3).
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2 Fundamentacion

En este capitulo analizamos los conceptos relativos a talento matematico y
visuaizacion. En e primer punto relativo a talento, justificaremos la necesidad de
atender a los alumnos con talento como alumnos de necesidades educativas especiales,
paralo que examinaremos las caracteristicas que determinan el talento y presentaremos
diferentes formas de identificacion, evaluacion y tratamiento. En e segundo punto
mostraremos la importancia de la visualizacion en mateméticas, especialmente en €l
area de geometria y estableceremos € marco tedrico en @ que se contextualizara
nuestro estudio, que se focalizara en € estudio de las habilidades de visualizacion.

2.1 Talento

En los sistemas educativos actuales €l objetivo de atender a la diversidad presenta a los
docentes € reto de ensefiar a cada individuo segun sus necesidades especificas evitando
la exclusion respecto a sus companieros. Asi, en e apartado de la educacién y la lucha

contralas exclusiones del informe *La educacion encierra un tesoro” podemos leer:

La educacion puede ser un factor de cohesion si procura tener en cuenta la diversidad
de los individuos y de los grupos humanos y evita ser a su vez un factor de exclusién
social. El respeto de la diversidad y de la especificidad de los individuos constituye, en
efecto, un principio fundamental, que debe llevar a proscribir toda forma de ensefianza
normalizada. A menudo se acusa con razon a los sistemas educativos formales de
limitar e pleno desarrollo personal al imponer a todos los nifios e mismo molde
cultural e intelectual, sin tener suficientemente en cuenta la diversidad de los talentos
individuales. (Delors et al., 1996, p.59).

Este distanciamiento de la ensefianza normalizada junto con la heterogeneidad de las
clases que ha originado la ensefianza obligatoria, obliga a los sistemas educativos a

dotar de estrategias a profesorado para atender esta diversidad y evitar laexclusion:
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2 Fundamentacion

“La educacion tiene la mision de permitir a todos sin excepcion hacer fructificar todos
sus talentos y todas sus capacidades de creacién, 1o que implica que cada uno pueda
responsabilizarse de si mismo y realizar su proyecto personal” ... “De esta forma,
saldriamos del terrible dilema que se plantea entre seleccionar, y con ello multiplicar e
fracaso escolar y los riesgos de exclusiéon, o igualar, pero en detrimento de la

promocion de personas con talento” (Delors et al., 1996, p. 18).

La importancia de atender a los alumnos con talento ha sido reclamada por distintas
organizaciones implicadas en la educacion (Ministerio de Educacion y Cultura, 2000;
National Council of Teachers of Mathematics, 2000; National Mathematics Advisory
Panel, 2008). La OCDE y UNESCO inciden en la necesidad de atender aladiversidad y
el NCTM en los Estéandares considera a los adumnos con talento dentro de las
necesidades educativas especiaes. Asi, € principio deigualdad (NCTM, 2000) defiende
gue € talento de los estudiantes se debe alimentar y apoyar para que tengan la
oportunidad y la guia necesarias para sobresalir. Perfilando la relacién de éste con otros
Principios (evaluacion, ensefianza, curriculum, aprendizaje y tecnologia) se puede
atender a la diferenciacion de estos aumnos en cuanto a su grado de adquisicion,
desarrollo no sincronizado y la intensa focalizacion y complegjidad de pensamiento de
estos estudiantes (Deal y Wismer, 2010).

Otros informes educativos, como el informe Warnock, han considerado a los alumnos
con talento como alumnos de necesidades educativas especiales (Gutiérrez y Maz,
2004). En cuanto a la normativa legal en Espafia, Jiménez (2002) sitia en €l Libro
Blanco para la Reforma del Sistema Educativo de 1989, la introduccion del término

necesidades educativas especiales parareferirse alos alumnos superdotados:

“Otra manifestacion de las necesidades educativas especiales es la de los
alumnos Ilamados superdotados. .. Deben proponer se tanto las medidas técnicas
de enriquecimiento ddl curriculo como las administrativas para que € sistema
educativo responda eficazmente a las necesidades de los alumnos
superdotados...” (MEC, 1989, p. 169).

Las distintas perspectivas de atencion a los alumnos con talento que ha adaptado €l
sistema educativo espafiol y los matices de la terminologia utilizada reflgjan la variedad
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de interpretaciones. Segoviay Castro (2004) ubican la primerareferencialega hacialas
necesidades educativas especiadles para aumnos superdotados intelectualmente en la
Ley General de Educacion y Financiamiento de la reforma Educativa de 1970 (LGE):
“Se prestara una atencion especial a los escolares superdotados para e debido
desarrollo de sus aptitudes en beneficio de la sociedad y de si mismos (Art. 49.2)". Se

afiaden las siguientes orientaciones metodol ogicas:

“La educacion de los alumnos superdotados se desarrollard en los centros
docentes de régimen ordinario, pero se procurara que su programa de trabajo,
utilizando métodos de enseflanza individualizada, les facilite, una vez
alcanzados los niveles comunes, obtener e provecho que les permitan sus
mayor es posibilidades intelectuales’ (Art. 53).

La Ley Orgénica de la Cdidad de la Ensefianza (BOE 24 de diciembre de 2002) inicia
una nueva andadura para € marco lega relativo a los nifios con sobredotacion
intelectual (Segovia y Castro, 2004). El Capitulo VII dedicado a la atencién de los
alumnos con necesidades educativas especiales, hace referencia a los aumnos
superdotados intel ectual mente:

“Los alumnos superdotados intelectualmente serédn objeto de una atencion
especifica por parte de las Administraciones educativas. (...) Con €l fin de dar
una respuesta educativa mas adecuada a estos alumnos, las Administraciones
educativas adoptaran las medidas necesarias para identificar y evaluar de
forma temprana sus necesidades (...) Corresponde a las Administraciones
educativas promover la realizacion de cursos de formacion especifica
relacionados con € tratamiento de estos alumnos para e profesorado que los
atienda. Igualmente adoptaran las medidas oportunas para que los padres de
estos alumnos reciban el adecuado asesoramiento individualizado, asi como la

informacion necesaria gque les ayude en la educacién de sus hijos’ (Art. 43).

Mas recientemente, la Ley Organica 2/2006 de Educacion (LOE) abandona € modelo
de integracion escolar afavor de un modelo de inclusién, en €l que ya no se trata de que
el alumno se gjuste a sistema educativo en el que se le pretende integrar, sino de gjustar
el propio sistema educativo a la diversidad de su aumnado (Osorio, 2009). Esta ley
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describe a los alumnos con necesidades especificas de apoyo educativo como
"necesidades educativas especiales, con dificultades especificas de aprendizaje, por sus
altas capacidades intelectuales, por haberse incorporado tarde al sistema educativo, o

por condiciones personales o de historia escolar..." (Articulo 71.2)

En esta norma, los casos de Altas Capacidades Intelectuales también se consideran
como personas con necesidades especificas de apoyo educativo. Caracterizacion que
también se constata en el Titulo 111 relativo a la equidad en la educacion en Andalucia
en la Ley 17/2007, de 10 de diciembre: Asimismo, se considera alumnado con
necesidad especifica de apoyo educativo al que presenta altas capacidades
intelectuales, de acuerdo con lo establecido en e articulo 71.2 de la Ley Organica
2/2006, de 3 de mayo. (Articulo 113, 3).

El marco anterior conduce a la diversificacion curricular, de manera que los elementos
de ensefianza se adapten a las necesidades de cada individuo. Como uno de los
elementos de diversificacion es € talento, es necesario disefiar préacticas docentes que o
atiendan ya que estos estudiantes demandan actividades y métodos de ensefianza
diferentes a los que requieren los alumnos con dificultades de aprendizaje y otros tipos
de alumnos. Al Mufti (1996) reconoce este tratamiento diversificado para conseguir la

excelencia en materia de educacion:

“ Esta busqueda de la excelencia supone que se intente elaborar un programa de
ensefianza mas rico, en funcion de las distintas dotes y necesidades de todos los
alumnos. Hay que permitir ademas que cada alumno se realice plenamente y
cultive y mantenga las dotes excepcionales que posea. No menos importante es
velar por que los docentes estén mejor formados en materia de pedagogia de los
programas de alto nivel. De no ser asi, |0 que pareceria estar pidiendo la
sociedad a los alumnos es que intenten, no ya alcanzar la excelencia en sus

estudios, sino adaptarse a una norma” . (Al Mufti, 1996, p.230)

El interés en educacion sobre la atencién a los alumnos con talento queda reflejado en
las numerosas publicaciones, congresos y revistas dedicadas a este topico, asi como
importantes recopilaciones de estudios, como por gemplo: Handbook of Gifted
Education (Colangelo y Davis, 1997), International handbook of research and
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development of giftedness and talent (Heller, Monks y Passow, 1993), International
handbook of giftedness and taent (Heller, Monks, Sternberg y Subotnik, 2000),
Handbook of intelligence (Sternberg, 2000) y The Elements of Creativity and
Giftedness in Mathematics (Sriraman y Lee, 2011).

A pesar de este interés, € andlisis de la literatura de investigacion realizado en un foro
especifico del PME 2009 en € campo de la educacion del talento matematico, concluye
que los temas de investigacion del taento y la educacion del talento han sido
descuidados durante las Ultimas tres décadas de investigacion en educacion matematica
(Leikin, 2009b). Entre los objetivos de discusion del foro se debate sobre los tipos de
contratos pedagogicos y temas del curriculum matematico que pueden ser adecuados
para los alumnos talentosos. Se discute e conocimiento de matematicas abordable en la
educacion del talento y la forma en que € conocimiento del profesor, sus creencias y
habilidades pueden ser desarrolladas para prepararlos para la enseflanza de estos
alumnos (Karp y Lekin, 2009). Se destaca la importancia de que los sistemas de
ensefianza se preocupen de atender al talento, mostrando la conexion entre |os sistemas
educativos generales y los especificos de los nifios con talento que se ve influenciada

por el momento histérico y politico de cada pais (Karp, 2009).

2.1.1 Definicion

Entre los investigadores de este campo existe una gran diversidad de términos para
referirse a estos alumnos. superdotados, de altas capacidades, talentosos, etc.,
encontrandose multiples definiciones de superdotacion y sus sindénimos. Esta variedad
entre |os términos cercanos a la superdotacion y el talento para denominar la excelencia
intelectual ha atribuido significado idéntico a estados intelectuales distintos por lo que
se considera necesario esclarecer e significado de términos como genialidad,
precocidad, excepcional, brillante, creativo, prodigio y bien dotado (Domenech, 2006).
En una revision de diferentes estudios, Eysenck y Barrett (1993) llegan a la conclusion
de que @ término “gifted” (superdotado) se usa con tres significados distintos. para
referirse a elevado cociente intelectual, como equivalente a alta creatividad y como

sinbnimo de talento especifico.

21



2 Fundamentacion

El concepto de superdotacion estd, generalmente, mas asociado al caracter innato y
estable en € tiempo, pero hay autores que sefialan la generalidad y la diferenciacién
cualitativa como elementos principales para diferenciarlo del talento (Castell6, 1997). El
superdotado tiene éxito en cualquier tarea mientras que la especificidad es propia del
talento. En relacion a las diferencias respecto a la poblacion normal, el superdotado, al
caracterizarse por un nivel elevado de varias aptitudes, puede combinarlas de un modo
adecuado para obtener un resultado que va més ala de la smple suma de las
habilidades, distinguiéndose no solo cuantitativamente sino cualitativamente por la

calidad de sus productos.

Las definiciones de talento se diferencian seglin se orienten a lo innato o genético, a
modelos cognitivos, a logro, a la interaccion entre 1o innato y € medio ambiente y a
modelos sistémicos (Villarraga, Martinez, Benavides, 2004). En las definiciones
orientadas a lo innato, la inteligencia es una habilidad unitaria heredada y la alta
inteligencia no tiene porqué ir acompafiada de un alto rendimiento, distinguiendo entre
capacidades potenciales y capacidades realizadas. En cambio en e modelo orientado a
logro, los autores proponen la existencia de un determinado nivel de capacidad o talento
como condicién para € ato rendimiento, considerando éste como resultado observable
y medible de su talento. Los modelos cognitivos hacen referencia a los procesos de
pensamiento, memoria y otras habilidades como la intuicion. En las definiciones
orientadas a la interaccion entre lo innato y e medio ambiente se afiaden factores
ambientales como la familia, escuela y amigos o personas. Los modelos sistémicos
consideran distintos sistemas que pueden influir en €l talento: la familia, € colegio, la
situacion econdmica, la orientacion politica, los valores y creencias dominantes

culturalmente, los agencias sociaes y los factores relacionados.

Nos situamos en la perspectiva de considerar que una buena préctica docente es un
factor importante para que se relacionen la capacidad innata con el logro o rendimiento.
Con la intencion de acercar las capacidades potenciales hacia capacidades realizadas e
interesados en anadlizar habilidades mateméticas concretas, hemos elegido € término
talento matematico en el sentido que define Passow, para referirnos a los alumnos que
han demostrado unas aptitudes especificas en el érea de mateméticas. Referenciando €l
informe Marland de 1972, Passow (1993) reconoce que los nifios dotados y talentosos

son aquellos que:
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(..) en virtud de sus habilidades sobresalientes, son capaces de un alto
rendimiento. Incluyen aquellos que han demostrado sus logros y/o habilidades
potenciales en cualquiera de las siguientes areas, sea aisadamente o
combinadas. 1) habilidad intelectual general, 2) aptitudes académicas
especificas, 3) pensamiento creativo o productivo, 4) habilidad de liderazgo, 5)
artes visuales e interpretativas, 6) habilidades psicomotoras (Passow, 1993, p.
30).

Este autor sefiala las matematicas como uno de esos campos académicos. También
existen diferencias en los autores sobre las caracteristicas que componen la aptitud
matematica. Aludiendo al informe Marland, Greenes (1981) recoge siete caracteristicas:

- Formulacion espontanea de problemas.

- Flexibilidad en la manipul acién de datos.

- Habilidad parala organizacién de datos.

- Agilidad mental para € flujo de ideas (pensamiento divergente).
- Originalidad deinterpretacion.

- Habilidad paratransferir ideas.

- Habilidad para generalizar.

En las caracteristicas propuestas por Miller (1990) a tener en cuenta en la blsqueda del
talento matemético, resalta la habilidad inusua para entender las ideas mateméticas y

razonar matemati camente entre otras cualidades:

- Entusiasmo inusua y unagran curiosidad sobre lainformacion numérica

- Rapidez para aprender, entender y aplicar las ideas matematicas.

- Habilidad especial para trabgjar de forma abstracta y ver relaciones entre
objetos matematicos.

- Gran capacidad para pensar y trabgjar con problemas matematicos de una
formaflexibley creativa.

- Especial destreza para transferir los conocimientos adquiridos a nuevas

situaciones mateméticas.

Los listados anteriores no difieren esencialmente de las caracteristicas expuestas por

Freiman (2006), segun € cual, e alumno con talento matematico es aguel que pregunta
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espontaneamente cuestiones que van mas alla de las tareas mateméaticas que se le
plantean, busca patrones y relaciones, construye nexos, lazos y estructuras matematicas,
localiza la clave de los problemas, produce ideas originales, valiosas y extensas,
mantiene bajo control los problemas y su resolucion, presta atencion a los detales,
desarrolla estrategias eficientes, cambia facilmente de una estrategia a otra, de una
estructura a otra, piensa de modo critico y persiste en la consecucion de los objetivos
gue se propone. En la tabla 2.1, relacionamos una posible interrelacion entre las

caracteristicas de la aptitud mateméatica que proponen |os autores citados.

Caracteristicas del talento matemético

Greenes (1981) Miller (1990) Freiman (2006)
Formulacién espontanea de Pregunta espontaneamente
problemas cuestiones que van més alade

las tareas mateméticas que sele
plantean
Flexibilidad en lamanipulacion | Gran capacidad para pensar y Cambia facilmente de una

de datos

trabajar con problemas
mateméticos de unaforma
flexibley creativa

estrategia a otra, de una
estructuraaotra

Habilidad parala organizacion
de datos

Rapidez para aprender, entender
y aplicar las ideas mateméticas

Locdlizalaclave delos
problemas

Busca patrones y relaciones,
construye nexos, lazos y
estructuras matematicas

Mantiene bajo control los
problemas y su resolucién

Presta atencién alos detalles

Agilidad mental parael flujo de
ideas (pensamiento divergente)

Produce ideas originales,
valiosas y extensas.

Desarrolla estrategias eficientes.

Originalidad de interpretacion

Piensa de modo critico

Habilidad paratransferir ideas

Especial destreza paratransferir
los conocimientos adquiridos a
nuevas situaciones mateméticas

Habilidad para generalizar

Habilidad especial paratrabajar
de formaabstractay ver
relaciones entre objetos
matematicos

Entusiasmo inusual y unagran
curiosidad sobre lainformacion
numérica

Persiste en la consecucioén de los
objetivos que se propone

Tabla2.1: Relacion entre | as caracteristicas del talento matemético expuestas por Greenes
(1981), Miller (1990) y Freiman (2006).
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De las caracteristicas anteriores se deduce que € constructo del talento matematico ha
sido definido en términos de superioridad en procesos matematicos. En una sintesis de
la literatura sobre talento y pensamiento matematico, Sriraman (2005) reconoce en esta
superioridad determinados procesos como la abstraccion, generdizacion 'y
discernimiento de estructuras matematicas; € descubrimiento de manera independiente
de principios matematicos, € control de los datos, € pensamiento analogico y
heuristico (en la toma de decisiones en situaciones de resolucién de problemas); €
invertir operaciones mateméticas; la visualizacion de los problemas o relaciones; €
distinguir entre principios tedricos y empiricos y el aprecio de las pruebas matematicas.
Se buscan alumnos con talento matemético entre los estudiantes que tienen excelentes
resultados académicos, entre los que destacan en las competiciones cientificas
regionales y entre los que sus profesores avalan alguna de las habilidades descritas

anteriormente (Hernandez, 2009).

Los listados de caracteristicas anteriores nos permiten perfilar desde un punto de vista
matematico la definicion de talento de Passow, a concretar 1os logros y las habilidades
potenciales en el area matemética. La relacion entre logro y habilidad puede derivarse
de la actuaciéon del alumno a enfrentarse a una actividad matematica. La posesion de
unas adecuadas actitudes cognitivas (flexibilidad en la organizacién de los datos,
agilidad mental, habilidad para generdizar...) puede verse manifestada en la
consecucion de unos procesos idoneos para la realizacion exitosa de algunas actividades
(localizar la clave de los problemas, desarrollar estrategias eficientes, buscar patrones,

construir nexos, lazos y estructuras matematicas...).

Entendemos e alumno con talento matemético como aquel que en virtud de estas
habilidades sobresalientes, es capaz de un alto rendimiento en e ambito matemético.
Unas practicas docentes adecuadas para este alumno deben ir dirigidas a que desarrolle
a maximo su potencialidad y haga de ella un uso Optimo en sus actuaciones
matematicas. La eleccion de esta definicion de talento matematico va condicionada por
laintencionalidad de determinar habilidades especificas que determinan el potencia vy €
tipo de ensefianza que favorece la manifestacion de estas habilidades.

El taento matematico se entiende como un desarrollo en mayor grado de estas
caracteristicas que resultan idoneas para afrontar con éxito la resolucion de tareas
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matematicas. Por |o tanto, los métodos de identificacion y tratamiento de los alumnos

con talento deben ir encaminados a reconocer y desarrollar al maximo estas cualidades.

2.1.2 ldentificacion y evaluacion

Aunque nuestra investigacion se centra en la intervencion, sefialamos agunos aspectos
relativos a laidentificacion y evaluacion que pueden condicionarla, ya que, como sefiala
Rodriguez (2004), los modelos de identificacion no deben perseguir Unicamente la
categorizacién de un sujeto como talento, sino saber en qué formay en qué grado lo es,
afin de establecer medidas de actuacion que permitan su desarrollo.

Los instrumentos utilizados para la evaluacion e identificacion se basan tanto en pruebas
subjetivas como objetivas. De modo subjetivo, se utilizan informes realizados por
personas del entorno del alumno: (profesores, padres, nominaciones de |os comparieros,
autoinformes, etc.), aungque en estas estimaciones de la inteligencia genera y de las
inteligencias multiples existen diferencias culturales claras y consistentes (Neto,
Furnham, Concei¢do, 2009). En cuanto alas pruebas objetivas hay multiplicidad de test:
de inteligencia general (Stanford-Binet, Wechler, Raven), de aptitudes especificas
(BADYG), pruebas de rendimiento basadas en € curriculum, de creatividad (Torrance),
de persondidad (EPQ-J), etc. La utilizacion de test es un elemento comun en los
diferentes modelos tedricos de identificacion del talento: en €l de Renzulli (1986) se
tienen en cuenta los resultados de test de Cl, en € de las inteligencias multiples de
Gardner se utilizan test con actividades diarias de clase, en € modelo tridrquico de
Sternberg (1986) se eval Uan tres subcategorias cognitivas (componencial, experiencial y
contextual) y en e SMPY de Stanley de la Universidad John Hopkins se utiliza la
puntuacion en un test estandarizado.

Utilizar puntuaciones en los diferentes test permite establecer clasificaciones muy
concretas e incluso delimitar los tipos de taento. Aungue los autores recomiendan
ademés tener en cuenta la informacién de las pruebas subjetivas, Carreras, Arroyo y
Vaera (2006) sugieren, para la evaluacion del talento en secundaria, utilizar test de

inteligencia (Escala de inteligencia de Weschler para nifios “Wisc-1V”, Bateria de
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Aptitudes diferenciales y generdes “BADYG-M”, Aptitudes Mentales Primarias
“PMA”, Factor “G”, Test de Cattell, Test de Aptitudes Diferenciales “DAT”, EFAI), de
creatividad (Inteligencia creativa“ CREA”, Test de pensamiento creativo de Torrance) y
de personalidad (Cuestionario factorial de personadidad para adolescentes, Test
proyectivos) para caracterizar los tipos de talento. En la Tabla 2.2 aparecen los test

recomendados y las puntuaciones minimas para ser considerado talento.

Precocidad intelectual ClI TOTAL > 130
Aptitudesintelectuales PC > 75
Elevada capacidad creativa PC >75
Superdotacion ClI TOTAL >1306PC>75
Aptitudesintelectuales PC >75
Aptitud Creativa PC >75
Talento académico Razonamiento ldgico PC > 85
Aptitud verbal PC > 85
Memoria PC >85
Talento verbal Aptitud verbal PC > 95
Talento matemético Aptitud numérica PC > 95
Talento l6gico Razonamiento ldgico PC > 95
Talento creativo Aptitud creativa PC > 95
Talento artistico Aptitud espacial PC > 85
Aptitud creativa PC > 85

Tabla2.2: Caracterizacion del tipo de talento segiin la puntuacion en test (Carreras, Arroyo, y
Vdera (2006).

La clasificacion anterior distingue entre talentos simples y talentos complegjos. Los
nifios que poseen talentos simples son aquellos que tienen capacidad para destacar en
una unica area o aptitud, como podria ser e talento matematico, € verbal, e 16gico,
etc., mientras que poseerd un talento complejo quien esté dotado de talento académico o

de talento artistico.

Sin embargo, la utilizacion de un test de ambito genera corre € peligro de rechazar a
alumnos que deberian ser identificados como talentos mateméticos. En € contexto
matematico, la falta de mecanismos suficientes, objetivos y estandarizados, ha incitado
a una proliferacion de técnicas de identificacion subjetivas con un marcado peso

conductual por parte de los investigadores (Castro, Maz, Benavides y Segovia, 2006).

Esta diversidad se ve reflgjada en diferentes proyectos para elaborar test mateméticos

que capturen suficientemente el talento de una manera coherente y comprensiva.
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Bicknell (2008) considera que las tareas de este test deberian medir aspectos como €l
pensamiento 16gico; las relaciones cuadlitativas y espaciaes; la habilidad para percibir y
generalizar; la habilidad para razonar analitica, deductiva e inductivamente; |a habilidad
para encontrar soluciones racionales y economicas; la flexibilidad y reversibilidad de
los procesos mentales; la habilidad para recordar simbolos matematicos, relaciones y
métodos de solucién; la percepcién matematica del mundo y la creatividad matematica.
En & modelo de identificacion SCAT (School and College Ability Test) que adapta €
modelo CTY (Center for Talented Y outh) ala realidad educativa espafiola, se propone
medir las habilidades verbales y cuantitativas basicas de los estudiantes desde los
grados 3 a 12. Los items de la parte matemética requieren que e aumno compare la
magnitud de dos cantidades matematicas y decida, a partir de dicha comparacion, si
alguna es mayor que laotra, si son iguales o si no hay informacion suficiente para poder

responder (Tourdn, 2005; Tourdn y Tourdn, 2006).

Ademas de los test de inteligencia, Horowtiz y O'Brien (1986) aluden a otras
consideraciones entre las que se encuentran |las estrategias utilizadas en la resolucion de
problemas. En esta linea, hay autores que sefidlan la resolucién de problemas como la
forma més (til y precisa para identificar e talento matemético (Castro, Benavides y
Segovia, 2006; Niederer, Irwin, Irwin y Reilly, 2003). Los estudios de Domenech
(2006) confieren ala inteligencia un papel relevante en la resolucion de problemas y de
ellos se deduce & importante papel de la metacognicion en este asunto. Sin embargo,
Koichu (2009) encuentra diferentes amenazas en lainvestigacion del talento mediante la
resolucion de problemas, como que se sobreestime la creatividad de los alumnos y se
interprete mal e papel de un proceso cognitivo particular. La investigacion de un
atributo particular de la resolucién de problemas requiere observaciones sisteméticas del
rendimiento de los estudiantes en situaciones que puedan ser resueltas por |la efectividad
del uso del atributo elegido, y no por todos los atributos. Tales situaciones son

especialmente dificiles de encontrar para estudiantes excepcional mente dotados.

En un estudio realizado con 332 alumnos de segundo curso de educacién secundaria de
A Corufia para andlizar las caracteristicas del talento matematico de una muestra
representativa de alumnos, se compararon los resultados obtenidos en inteligencia
general y en aptitudes especificas medidos a través de test psicométricos (BADY G) con

los resultados obtenidos en la resolucion de problemas propuestos en € proyecto
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ESTALMAT (Estimulo del Talento Matemético) (Pasarin, Feijoo, Diaz y Rodriguez,
2004). El andlisis de los problemas muestra que se manifiestan determinadas
caracteristicas del talento (habilidad de los sujetos para la formulacién espontanea de
problemas, flexibilidad en el maneo de datos, habilidad para organizarlos, capacidad de
generalizacion, fluidez y habilidad para la transferencia de ideas y originalidad de
interpretacion). El estudio Ilega ala conclusion de que existe baja relacion entre los test
utilizados para evaluar la aptitud matematica y las caracteristicas fundamentales del
talento matematico. Este divorcio sefiala la necesidad de incluir problemas especificos
para la evaluacion mas correcta de aptitud matemética (Pasarin, Feijoo, Diaz vy
Rodriguez, 2004).

Por lo recogido anteriormente, € problema de la identificacion del talento matemético
se considera alin sin resolver. Pitta-Pantazi y Christou (2009a) justifican que esto es
debido principamente a tres causas. la ausencia de una clara definicion de talento
matematico, la carencia de instrumentos matematicamente apropiados para la
identificacion y la naturaleza heterogénea de los estudiantes con talento matemético.
Consideran que es importante diferenciar entre e caracter no entrenable de la
superdotacion y e desarrollo del talento que emerge de sus habilidades naturales y es
consecuencia de |la experiencia de aprendizae del alumno. Estos autores sefialan, en
cuanto a la identificacion del talento matematico, que se deberia medir qué fortalezas
tiene la alta capacidad matemética, asi como las habilidades cognitivas y |os patrones de
comportamiento de los alumnos con talento matemético. Tras andizar pruebas como
TOMAGS Primary and Intermediate tests, SATS, TIMSS y PISA sugieren utilizar
instrumentos que midan habilidades creativas y naturales tales como inteligencia
general, habilidades cognitivas, visualizacion, razonamiento verbal y no verbal,
atencion, memoria y respuestas a tareas de resolucién de problemas generaes. En
cuanto a las caracteristicas de las tareas especificas de mateméticas, consideran
necesaria la valoracion del pensamiento 16gico, las relaciones cuditativas y espaciales,
la flexibilidad y reversibilidad de los procesos mentales, la percepcion matemética del
mundo, la creatividad matematica, las habilidades de percepcion y generalizaciéon y €
razonamiento analitico, deductivo e inductivo, que usa para encontrar soluciones
racionales y econémicasy pararecordar simbolos mateméticos, relaciones y métodos de

solucion.
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En este sentido proponen cinco pasos para la identificacion de alumnos con talento:
recogida de informacion en la escuela (test de habilidades, resultados en test
matematicos, observaciones de los estudiantes y profesores, entrevistas), colaboracion
con padres y comparieros (entrevistas), andlisis de los resultados anteriores, anadisis de
los resultados tras cursos de enriquecimiento matemético (mediante test matematicos) y

elaboracién de informes.

Destacamos que en este modo de identificacion se incluye un proceso de intervencion
mediante un curso de enriquecimiento matematico, por lo que no se limita a
diagnosticar una serie de caracteristicas evaluadas mediante test para habilidades
naturales o0 test mateméticos especificos. Consideramos que este momento de
intervencion puede ser adecuado para reconocer y desarrollar a méaximo estas
cualidades, convirtiéndose el tratamiento en un paso estrechamente relacionado con la

identificacion.

2.1.3 Tratamiento

Salvo que nos ubiquemos en teorias meramente innatistas, consideramos que e disefio
de unas buenas précticas docentes puede favorecer e desarrollo de las capacidades de
los alumnos con talento matematico. Lateoria de las inteligencias multiples de Gardner
(1995, 2001) afirma que la competencia cognitiva del hombre queda descrita de manera
mas completa en términos de un conjunto de habilidades, talentos o capacidades
mentales, que denomina inteligencias, y que nombra como musical, cinético-corporal,
|6gico-matematica, linguistica, espacial, interpersona e intrapersonal. Mas adelante,
Gardner (2001) se cuestiona afiadir alguna inteligencia més a las siete anteriores, la
moral y espiritual. Puesto que las inteligencias se manifiestan de distinta forma en los
diferentes niveles evolutivos, tanto € estimulo como la evaluacién deben tener lugar de
manera oportuna y adecuada, aunque no existe una receta para la educacion de las

inteligencias multiples.

Desde esta perspectiva, la posibilidad de evaluar y desarrollar las capacidades de los

alumnos con talento, exige diseflar propuestas educativas adecuadas. Para €ello es
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necesario relacionarlas con los instrumentos de deteccion y con la valoracion de las
necesidades de los alumnos con altas capacidades. En un amplio estudio realizado por
Arocas, Martinez y Martinez (2006), los autores detectan cuatro subgrupos de alumnos
claramente diferenciados. @) los que tienen elevado rendimiento en formas de
razonamiento de tipo convergente y divergente, b) los de elevado rendimiento en formas
de razonamiento de tipo convergente, c) aquellos con elevado rendimiento en formas de
razonamiento de tipo divergente y d) los que tienen elevado rendimiento en otro tipo de
aptitudes especificas, como laverbal, matemética, artistica, musical, etc.. De este Ultimo
grupo afirman gue las necesidades mas frecuentes se han centrado en la ampliacion de
contenidos (en muchos casos ya se dominaban |os contenidos de niveles superiores), €
aumento del nivel de complgidad de las actividades que se les proponen, la
introduccion de actividades diferentes a las que trabagja € grupo, la utilizacion de
recursos didéacticos especificos, especiamente materiales de ampliacion y programas
informaticos y, en algunos casos, actividades extraescolares que sirvan para potenciar
sus aptitudes concretas.

En situaciones particulares de nifios que han demostrado talento en mateméticas se han
sefidado diferencias entre talento convergente y divergente (Giménez, 2008). Se
entiende por talento matematico de pensamiento convergente al que poseen |las personas
gue tienen un dominio del hemisferio izquierdo del cerebro, se centran mas en procesos
logicos, en andlisis y en detalles y cuya comunicacion es verbal o escrita. En €
pensamiento divergente predomina la intuicién, €l pensamiento visual, y parece no
seguir unaestructura légicani convencional, siendo Unicalaforma de trabajo.

El tratamiento que los alumnos con talento matematico reciben en sus clases ordinarias
no suele responder a sus necesidades, pese a que e papel del sistema educativo es
suministrar apropiadas oportunidades de aprendizaje y los profesores son los agentes
para conseguir este objetivo (Leikin, 2009a). Barger (2009) considera que la
focalizacion de los profesores en la mejora de la baja competencia produce un impacto
negativo para los alumnos que ya son competentes mateméticamente. Estos alumnos
con frecuencia emplean su tiempo en clase en tutorizar a otros comparieros. A veces, €
curriculum no les supone retos ni intriga. Dgjan las actividades que no despiertan su
interés al sentirse forzados a estar sentados y escuchar la instruccién repetitiva o a

trabgjar siempre con el mismo tipo de problemas.
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Ladiversidad apuntada en los nifios con talento matematico en cuanto a las necesidades
tanto de modo particular como en grupo, se reflgga en los diferentes tipos de
intervencion. Horowtiz y O'Brien (1986) presentan los programas de aceleracion,
originados en la Universidad Johns Hopkins por Stanley y colaboradores, y los
programas de enriquecimiento desarrollados por Renzulli y sus colaboradores, que se
basan en tres caracteristicas. la alta habilidad, € potencial creativo y €l compromiso con
la tarea. Blanco, Rios y Benavides (2004) sefialan ademés € agrupamiento, que junto
con la aceleracion y € enriquecimiento curricular suponen las estrategias educativas

mas interesantes para dar respuesta a los alumnos superdotados y con talento.

El enriquecimiento curricular consiste en afadir nuevos contenidos que no estén
cubiertos en e curriculo oficia o trabgar en un nivel mayor de profundidad
determinados contenidos. No consiste en avanzar sobre contenidos de cursos
posteriores, sino de ampliar la estructura de los temas y abordarlos con un nivel mayor
de abstraccion y de complgjidad (promover el uso de lainvestigacion o del pensamiento
creativo y de explorar la l6gica interna de éste y sus relaciones con otras areas de
conocimiento). Los aumnos mas susceptibles de ser atendidos a través del
enriquecimiento curricular son los que estén cursando ensefianza secundaria (Blanco,
Riosy Benavides, 2004).

Otras propuestas combinan las estrategias anteriores. Stanley, Lupkowski y Assouline
(1990) basandose en la experiencia de la Universidad Johns Hopkins consideran que €l
enriquecimiento y la aceleracion se complementan. Si bien las actividades de
enriquecimiento pueden calmar € aburrimiento, €l enriquecimiento solo no aporta la
sustantiva, continua y jerarquica estimulacion necesaria para los estudiantes que son
extremadamente talentosos en matematicas. Para estos estudiantes sugieren ademés una
aceleracion sistematica del curriculum, equilibrada con actividades apropiadas de

enriquecimiento.

En e dmbito matematico, encontramos una amplia variedad de medidas adoptadas para

el tratamiento de los aumnos con talento: € planteamiento de problemas no rutinarios

on line (Freiman y Applebaum, 2009), grupos formados por un profesor y dos alumnos

en e que e profesor es co-aprendiz y un mentor del grupo (Shy, Tsai y Chiou, 2009),

autoformaciéon 'y mentores (Rotigell y Bosse, 2007), elaboracion de proyectos
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individuales y actividades de grupo relacionadas con escenarios del mundo real (Rotigel
y Fello, 2004) y programas en los que un equipo de expertos nacionales en e campo de
las mateméticas, la educacion matematica y la educacion del talento han creado
unidades para el curriculum (Gavin, Casay Adelson, 2006). Incluidos en un @mbito mas
general, también se desarrollan diversidad de practicas, programas y medidas para €
tratamiento de los alumnos con altas capacidades (Megia, 1999; Mudrak y Portesova,
2008; Prieto, 2010).

En relacion alos gjustes metodol 6gicos que resultan beneficiosos para la atencion de los
alumnos con talento, existe un amplio listado segun los diferentes autores. A modo de
giemplo exponemos los expuestos por Arocas, Martinez y Martinez (2006), basados en
utilizar estrategias instructivas que requieran interaccion entre alumnos, como el
aprendizaje cooperativo 0 la ensefianza tutelada, alternar la metodol ogia expositiva con
actividades de aprendizaje por descubrimiento, flexibilizar la distribucion de tareas 'y la
utilizacion de espacios y de materiales en la clase, entre otros.

Los gustes anteriores se pueden ampliar con sugerencias adicionales para atender alos
alumnos con talento matemético. Johnson (2000) recomienda usar gran variedad de
textos y extender el enriquecimiento mas alla del curriculum. Sugieren usar puzles,
tareas de matematicas recreativas, juegos de estrategia y de 10gica, problemas abiertos
con multiples soluciones, problemas para justificar y discutir, o acciones como
estimular la participacion en competiciones mateméticas, promover grupos de contacto
entre ellos y realizar actividades que les resulten Utiles (no sblo abstractas), empleando

material manipulativo.

Ademas de los aspectos curriculares, para € tratamiento de estos alumnos hay que tener
en cuenta sus habilidades individuales, sus caracteristicas afectivas y su personalidad,
ya que laformaen que el estudiante realiza | as tareas depende de que las oportunidades
de aprendizaje sean las adecuadas para su desarrollo (Ferrandiz et al., 2010). Para €
tratamiento curricular es necesario tener en cuenta tanto las habilidades matematicas
como la actitud hacia las matematica (Gavin y Sheffield, 2010).

Sintetizando las ideas anteriores, consideramos e enriquecimiento curricular como €
marco de intervencion adecuado para nuestra intencion de reconocer y favorecer €l
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desarrollo de las habilidades que poseen los aumnos con talento mateméatico. Como
describiremos mas adelante, nuestro estudio se ha centrado en e enriquecimiento
realizado en sesiones del proyecto ESTALMAT Andalucia, donde los alumnos son
sel eccionados mediante pruebas de rendimiento matemético y entrevistas con los padres
y alumnos. La eleccion de este grupo de alumnos que ya han superado una prueba
especifica de rendimiento matemético, viene justificada por la propia finalidad del
proyecto para estimular € talento matemético y porgue es posible llevar a cabo una

metodol ogia de enriquecimiento en grupo.

Como resaltamos en la definicion de talento, unas préacti cas docentes adecuadas deben ir
dirigidas a que & aumno desarrolle a maximo su potencialidad y haga un uso éptimo
en sus actuaciones matematicas. El tratamiento curricular y e enfoque metodol 6gico
vienen determinados por |as habilidades especificas que se desean investigar. En nuestro

caso, focalizaremos este enriquecimiento en las habilidades de visualizacion.

2.2 Visualizacion

El término visuaizacién admite una rigueza de matices dependiendo del ambito
concreto en e que se usa. Para concretar la definicién que utilizaremos en € marco
especifico de nuestro trabajo y aclarar larelacion entre términos afines (vision espacial,
capacidad visual, sentido espacial, etc.) justificamos previamente laintencionalidad y €
contexto en € que nos ubicamos. Previamente a esta concrecion, podemos utilizar una
idea intuitiva de visualizar relacionada con agunas de las acepciones de la Red
Academia Espafiola (RAE, 2001):

Representar mediante imagenes Opticas fendmenos de otro caracter.
Formar en la mente una imagen visual de un concepto abstracto.
Imaginar con rasgos visibles algo que no setiene ala vista.

Son muchos los autores que han destacado laimportancia del uso de la visualizacion en
las tareas mateméticas, aungue no esta consensuado claramente el papel que desempefia
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como instrumento de razonamiento matematico y elemento de ensefianza. De un modo
general, se reconoce la dificultad que conlleva la ensefianza y aprendizaje de técnicas
visualizadoras y su utilizacion minoritaria respecto a otras técnicas més habituales en las
clases de matematicas. La expresion “yo no tengo vision espacial” reconoce, sin ningun
pudor, una carencia que creemos Se mantendra constante a lo largo de nuestra vida y
gue, aungque reconocemos que nos limitara para algunas situaciones cotidianas, no
consideramos imprescindible desarrollar porque puede ser cubierta por otras
habilidades. Aceptar que la visualizacion desempefia un papel importante en la labor
matematica, y que se pueden disefiar préacticas docentes que ayuden a desarrollarla,

justificaria su inclusién en el proceso de ensefianzay aprendizaje de las mateméticas.

En la educacion matemética se ha subrayado la necesidad de incrementar € uso de
elementos visuales como parte de la ensefianza (Gutiérrez, 1996). Arcavi (2003) sefida
el valor que tienen los diagramas y otros instrumentos visual es para la ensefianza de las
matematicas y como heuristicos para los descubrimientos matematicos, y destaca la
importancia de la visualizacion en e aprendizaje y hacer matemético, ya que la
visualizacion esta siendo reconocida como una componente llave del razonamiento, la
resolucién de problemas y las demostraciones. A pesar de la obvia importancia de las
imagenes visuales en las actividades cognitivas humanas, Arcavi (2003) reconoce €l
papel secundario que la representacion visual parece desempefiar en la teoriay préactica
de los matematicos. Para explicar estas aparentes contradicciones sobre laimportancia'y
el escaso uso que se hace de la visualizacion en la ensefianza, recuerda las dificultades
del uso de la visualizacién en las tareas mateméticas sefial adas por Eisenberg y Dreyfus

(1991), que é clasifica en culturales, cognitivas y sociol dgicas.

Las dificultades culturales estédn relacionadas con lo que la comunidad matematica
considera legitimo y aceptable como demostracion matemética entre 1o que no se
incluye & uso de la visualizacion. Esta devaluacion de la visualizacion dgja poco
espacio en las clases para incorporar y valorar la visualizacion (Presmeg, 1986a). De
Guzman (1996) coincide en este obstaculo de la visualizacion ya que no esta totalmente
reconocido el papel que desempefia en las demostraciones (“ Queremos que nos presente
una demostracion matematica’). Al profundizar en ello se distinguen tres formas
distintas de introducir la visuadlizacion en las demostraciones. incorporar

representaciones visuales como complementos de la prueba, introducirlas como partes
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esenciales de la prueba y finamente, hacer demostraciones visuales en si mismas. Hay
autores, como Vinner (1989), que matizan la creencia de que las pruebas visuales son
ilegales (“ver no es considerado como probar”), afirmando que aunque no se
consideren pruebas matematicas, |os razonamientos visuales son siempre iluminadores
y resultan indispensables en un curso de cllculo y agebra, donde las interpretaciones
graficas tienen una importancia crucial para comprender 10s contenidos. Aunque esta
universalmente aceptado su papel como ayuda importante para € aprendizge
matematico, no hay consenso sobre €l papel potencial de la visualizacion en las
matematicas y en la educacion matematica y, en particular, sobre su papel en las

demostraciones (Hannay Sidoli, 2007).

Las dificultades cognitivas se deben a que la demanda cognitiva en la visualizacion es
alta (Arcavi, 2003). Razonar con conceptos en escenarios visuales puede implicar que
no siempre haya rutinas seguras en las que confiar (como ocurre en € caso de las
aproximaciones formales simbdlicas). Consciente 0 inconscientemente, estas
situaciones pueden ser rechazadas por los alumnos. Pero una dificultad cognitiva
importante para la comprension matemética es buscar y usar traslaciones flexibles y
apropiadas para relacionar las representaciones analiticas y visuales de la misma
situacion. Sin embargo, las formas y las representaciones visuales meoran la
comprension de conceptos, procedimientos y fendmenos en las diferentes areas de las
matematicas y las ciencias y son ingredientes fundamentales para construir una teoria

(Hershkowitz, Parzysz, y Van Dormolen, 1996).

En cuanto a las dificultades socioldgicas, Arcavi (2003) sefidla que los profesores
ensefian lo aprendido, por lo que muchos profesores pueden sentir que las
representaciones analiticas seran pedagdgicamente mas apropiadas y eficientes. Esta
reticencia a usar la visualizacion puede venir de laforma en la que las matematicas son
presentadas y comunicadas por la mayoria de los profesores y en las investigaciones
matematicas. Eisenber y Dreyfus (1989), aludiendo a estudio de Clements sobre
Terence Tao en € que mostré gue un alumno con talento no tenia tendencia a entender
los conceptos de forma visual, se preguntan si los conceptos podrian ser introducidos
primero de una manera visual y para qué tipo de estudiantes podria hacerse. Vinner
(1989) expone dos razones para explicar el sesgo de los estudiantes hacia el algebra o

gue eviten técnicas visuales:
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- Lacreencia de que la prueba algebraica es mas matematica 'y mas general que
la prueba visua y por lo tanto en un examen final es preferible estar en el lado
seguro, pues permite mayor claridad, smplicidad e inmediatez.

- Lapreparacion para el examen es con frecuencia por aprendizaje de rutinas. Se
renuncia a aprendizaje por comprension y se prefiere memorizar formulas y

técnicas a gebraicas para obtener éxito en los test.

Las dificultades anteriores parecen justificar la poca presencia de la visualizacion en las
clases de mateméticas. Para contrarrestar este déficit, es necesario subrayar € papel que
desempefia la visualizacion en la labor matemética para motivar un mayor grado de
utilizacion por parte de los profesores y alumnos. De Guzman (1996) sefiala que a ser
nuestra percepcion prioritariamente visual no es de extrafiar que € apoyo en lo visua
esté presente en |as tareas de matematizacion. La visualizacion aparece de modo natural
tanto en el pensamiento matematico como en e descubrimiento de nuevas relaciones
entre |0s objetos mateméaticos. Para describir €l papel fundamental de la visualizacién en
el proceso de matematizacion de la redidad, distingue diferentes formas de
visualizacion segun la relacion que se establezca entre € objeto que trabgjamos y las
representaciones que se utilizan: isomorfica, homeomorfica, analégica y diagramética
En este proceso, |os objetos mentales y sus relaciones, en |os aspectos que nos interesan,
son meramente simbolizados de manera que los diagramas asi obtenidos ayudan en los
procesos de pensamiento arededor de ellos. También Presmeg (1992) defiende como
componente central de un modelo de razonamiento matematico la imagineria de
patrones y otro tipo de imagenes (prototipicas, metaforas y metonimias).

El interés de la visualizacion en mateméticas puede localizarse en varios de |os procesos
de matematizacion. El establecimiento de relaciones entre diversas formas de
representar la situacion matematica (algebraica y gréafica o pictérica) favorece la
matematizacion a traducir los problemas desde el mundo real al matemético, proceso
gue se entiende por matematizacion horizontal (Guillen 2010; Treffers, 1987). Una vez
traducido €l problema a una expresion matemética, se puede continuar procesando
dentro del sistema matematico, proceso que se entiende como matematizacion vertical y
en el que la visualizacion puede proporcionar diferentes representaciones. Asi pues, la
matematizacion horizontal es la fase en la que interviene la aproximacion empirica, la

observacién, la experimentacion, e razonamiento inductivo y que se concreta en €
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momento en que se ataca un problema. La vertical, agrupa las actividades que llevan a
la solucion del problema e incluye la resolucion, generalizacion y formalizacion o
revision (figura2.1).

Problema
estructurado y racionalizado

4

M atematizacion vertical:

Utilizar diferentes representaciones

Usar € lenguaje simbdlico, formal y técnico
Refinar y g ustar |os modelos mateméticos
Argumentar

Generalizar

Problema Problema
Mundo red Mundo matemético

\ 4

M atematizacion horizontal:

Identificar las matematicas que pueden ser relevantes

Representar el problema de un modo diferente

Comprender larelacion entre los lenguajes natural, simbdlico y formal
Encontrar regularidades, relaciones y patrones

Reconocer isomorfismos con otros problemas ya conocidos

Traducir el problemaa un modelo matemético

Utilizar herramientas y recursos adecuados

Figura 2.1: Actividades que sustentan la matematizacion horizontal y vertical (INECSE, 2005)

Paralelamente a la importancia de la visualizacion en las mateméticas, se habla de su
importancia en la resolucion de tareas mateméticas en la escuela. Wheatley (1998)
aporta estudios gue relacionan el uso que los estudiantes hacen de las imagenes con €
éxito en la resolucion de ciertas tareas matematicas. Este autor afirma que trabajar con
imagenes facilita de manera esencial € razonamiento numérico y geométrico, es una
actividad mental que va més aléa de obtener buenos resultados en la puntuacion en un
test y supone realizar tres procesos, la construccion, la representacion y la

transformacién de laimagen, cuya naturaleza depende de laintencién y la situacién bajo
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la que se construye. Los roles identificados revelan que la visualizacion fomenta el
pensamiento critico, 1o que lleva a una megjor comprension de los datos manejados
(Makina, 2010).

A pesar de los estudios de Dreyfus y Eisenberg (1986) que afirmaban que la habilidad
para visualizar podria no ser crucia como requisito para e éxito en mateméticas
superiores, y de los estudios de Lean y Clement (1981) que establecian una tendencia de
los estudiantes a procesar la informacion matemética mediante formas de razonamiento
|6gico-verbales, Vinner (1989) justifica que no hay investigaciones que evidencien que
el pensamiento visual no es necesario para € éxito en mateméticas superiores. Que €
modo algebraico sea méas comun entre aquellos que tienen éxito en matematicas, cuando
resuelven problemas rutinarios (0 casi rutinarios), puede ser consecuencia de que €l
exito es medido por problemas habituales rutinarios que no requieren visualizacion.
Esta explicacion es consecuente con los trabgjos de Dreyfus y Eisenberg, ya que parten
de que es minima la demanda para que los alumnos apliquen activamente sus
habilidades espaciales. También lo es con las observaciones de Lean y Clements
relativas a la tendencia hacia € rendimiento superior en test mateméticos de los
alumnos que prefieren modos légico-verbales. Esta tendencia de procesar la
informacion por métodos algebraicos podria deberse a una habilidad desarrollada para
abstraerse y, por lo tanto, no requerir la informacién a través de imagenes visuales. En
relacion con € estudio de mateméticas de nivel superior, Clements y Battista (1992)
consideran esenciales los aspectos relacionados con la visualizacion para crear
matematicas de ato nivel, audiendo a Hadamard y Einstein, y consideran que la
visualizacion se puede mejorar por entrenamiento. Si el pensamiento visual es una parte
importante en e pensamiento matemético superior, se deberia ensefiar y medir (Vinner,
1989).

El interés que ha despertado la visualizacion en la educacion matematica se ve reflgjado
en las abundantes publicaciones y reuniones cientificas dedicadas a este tépico. Sirvan
de gemplo las diferentes secciones (Imagery and Visualization) y grupos de trabajo
dedicados a los visuaizacion en los PME (Working Group on Representations and
Mathematical Visuaization, Visualization in problem solving, Visualization Discussion
Group, Geometrical and Spatial Thinking, etc.) y algunas importantes revisiones de

investigaciones sobre visuaizacion: Spatial Abilities and Mathematics Education: A
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Review (Bishop, 1980), Review of Research on visualization in mathematics education
(Bishop, 1989), Visualization in teaching and learning mathematics (Zimmermann y
Cunningham, 1991), Research on visualization in learning and teaching mathematics
(Presmeg, 2006), Geometry and spatial reasoning (Clements y Battista, 1992),
Visualization in 3-dimensional geometry: In search of a framework (Gutiérrez, 1996) y
The development of geometric and spatial thinking (Battista, 2007), Toward a Visually-
Oriented School Mathematics Curriculum (Rivera, 2011) entre otras.

El aumento del interés por los estudios de visualizacion ha sido recogido por Phillips,
Norrisy Macnab (2010). En unarevision de 250 articulos, libros y capitul os, encuentran
28 definiciones explicitas de visualizacion. Destacamos que solo localizaron seis
estudios que examinaron e uso que hacen los profesores en sus clases de la

visualizacion (Figura 2.2).

120 -
100
80 -
60 -

40 1

Number of Articles

20 ~

1930s 1940s 1950s 1960s 1970s 1980s 1990s 2000-
2009

Year of Publication

Figura 2.2: Ndmero de articul os publicados por afio acerca de visualizacién (Phillips, Norrisy
Macnab, 2010).

Seguin lo descrito, podemos encontrar una situacion algo contradictoria en la relacién
entre visualizacion y ensefianza. Por un lado, se aprecia € interés que la Educacién
Matematica ha mostrado por los aspectos visualizadores, asignandole un papel
importante en determinados procesos de matematizacion. Pero por otro lado, se
reconocen las dificultades que existen para que la visualizacion esté mas presente en los
procesos de ensefianza y aprendizaje. El uso de la visualizacion por parte de los
estudiantes puede estar condicionado por € tipo de ensefianza que estan recibiendo. Si
bien la visualizacion es importante en los dos procesos de matematizacion en cualquier

campo, se hace méas evidente en la geometria. Para contextualizar los aspectos
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anteriores, nos ubicaremos en € dambito geomeétrico, reconociéndolo como un entorno
adecuado para observar la importancia y € papel de la ensefianza en € uso de la
visualizacion de los estudiantes.

2.2.1 Visualizaciéon y geometria

La geometria puede ser considerada como el contenido matematico en el que tiene méas
razon de ser la visualizacion en mateméticas (Gutiérrez, 1996, 19984). En este sentido,
son muchos los autores que sefialan € entorno geométrico como el més adecuado para
poner de manifiesto la relacion entre e desarrollo de aspectos visuaizadores y €
aprendizaje de contenidos matematicos. En unarecopilacion de las investigaciones en €
campo geomeétrico, Battista (2007) las diferencia entre fenomenol égicas (estudian como
los alumnos construyen significados de conceptos geomeétricos) y cognitivas (analizan
gué procesos cognitivos son necesarios para la construccién del  significado
geométrico). Esta clasificacion esta relacionada con la de Bishop (1983), que en una
revision de investigaciones sobre espacio y geometria, las distingue segun estudien

conceptos y significados o habilidades y procedi mientos.

En el contexto geométrico, la relacion introducida por Bishop (1983) entre conceptos y
habilidades esta presente en la intencionalidad de desarrollar €l sentido espacial que

recoge € Estandar nimero 7, Geometriay sentido espacial:

“Todos los estudiantes desarrollaran € sentido espacial y una habilidad para
usar las propiedades geométricas y las relaciones para resolver problemas en
matematicas y en la vida diaria (..). El sentido espacial es un sentido intuitivo
para la forma y € espacio. Implica los conceptos de geometria tradicional,
incluyendo una habilidad para reconocer, visualizar, representar y transformar
formas geométricas. También supone otras formas, menos formales, de mirar €
espacio de dos o tres dimensiones, tales como e doblado de papd,
transformaciones, teselaciones y proyecciones(..). La geometria esta presente en
el mundo que nos rodea: arte, naturaleza y las cosas que hacemos (...). Los

estudiantes de geometria pueden aplicar su sentido espacial y conocimiento de
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las propiedades de las formas y del espacio en € mundo real” (New Jersey
Mathematics Coalition, 1996, p. 209).

Aungue hay variedad de terminologia y poco consenso en la definicién del concepto
sentido espacia (Bennie y Smit, 1999), Smit lo considera como € tipo de interaccion
requerida para interactuar con e espacio y Human (1998) identifica las siguientes
formas de interaccion: observar objetos espaciales y sus propiedades (cambios de
posicion, forma, tamafio, relacion entre objetos), generar informacién que no puede ser
directamente observada (determinar distancias, elevaciones, areas y volUmenes),
representar objetos espaciales en dos dimensiones, interpretar representaciones
bidimensionales de objetos espaciales. Sin esta habilidad espacial seria dificil existir en
el mundo porque no se podria comunicar acerca de la posicion y relacion entre los
objetos, dar y recibir direcciones e imaginar cambios que toman lugar en laposicion o €
tipo de formas. Estos autores sefialan que e sentido espacial no puede ser ensefiado,
pero debe ser desarrollado alo largo de un periodo de tiempo. Por tanto, desarrollar el

sentido espacia es un objetivo béasico de la ensefianza y aprendizaje de la geometria.

Dos han sido los modos clésicos para abordar € aprendizaje y ensefianza de la
geometria: ver la geometria como la ciencia del espacio y verla como un estructura
l6gica, donde la geometria es el ambiente en e que e aprendiz puede conseguir un
soporte para la estructura matematica (Hershkowitz, 1990). En la primera dimensién, su
intencién es desarrollar un cuerpo de conocimientos sobre los elementos que ayuden a
situarse en €l espacio (figuras y formas, sus relaciones, etc.). La segunda pone € énfasis
en que estos elementos son completamente abstractos (aunque tengan unos referentes
concretos en que los sugieren), por lo que e razonamiento con ellos se puede hacer de
manera formal, atendiendo aleyes de laldgicatal como hizo Euclides en sus Elementos,
y cuyo modelo se ha empleado ampliamente en la ensefianza. La geometria ha sido
considerada durante mucho tiempo como € lugar del curriculo escolar donde los

estudiantes aprenden arazonar y a ver la estructura axioméatica de las mateméti cas.

Este doble enfoque relaciona estrechamente la ensefianza de la geometria con €

desarrollo del sentido espacial. El Estandar anterior recoge la limitacion de focalizar la

instruccion geomeétrica en la categorizacion de formas y sugiere desarrollar € sentido

espacial exponiendo a los estudiantes a un amplio rango de actividades geométricas para
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gradualmente desarrollar la habilidad para hacer inferencias y deducciones |6gicas
basadas en las relaciones geométricas y €l uso de la intuicion espacial para desarrollar
mas habilidades genéricas para resolver problemas. Del Grande (1990) subraya la
estrecha relacion entre sentido espacial y geometria y recomienda usar materiales

geométricos para mejorarlo.

Para reconocer € papel que ocupa la visualizacion en e desarrollo del sentido espacial,

matizamos las dos componentes de |a ensefianza de la geometria:

- Transmitir conceptos y procedimientos geométricos culturalmente aceptados
en la comunidad matematica: enseflar conceptos y procedimientos de la
geometriatradicional.

- Desarrollar destrezas que faciliten al sujeto ubicarse en su medio fisico:
desarrollar la habilidad para reconocer, visualizar, representar y transformar

formas geomeétricas con unaintencion funcional.

Esta separacion nos permite hacer una primera clarificacion de la terminologia
empleada. Términos como razonamiento espacial 0 pensamiento espacial podran
considerarse matizaciones del sentido espacial, y otros términos como habilidad
espacial, capacidad espacial, visualizacion, vision espacial, percepcion espacial y
orientacion entran a formar parte de la descripcion de la habilidad a la que hace
referencia la segunda componente. Aungue la visualizacion esta especialmente presente

en la segunda, podemos considerarla necesaria en ambas componentes.

Podemos ilustrar larelacion entre visualizacion y los conceptos de geometria tradicional
con las investigaciones de Fischben (1993) sobre los conceptos figurales. Una figura
geométrica puede ser descrita como poseedora de propiedades intrinsecamente
conceptual es, pero no es un mero concepto. ES una imagen, una imagen visual. Posee
una propiedad que los conceptos usuales no poseen porque incluye la representacion
mental de propiedad espacial. Los objetos de investigacion y manipulacién en €
razonamiento geométrico son entidades mentales, llamados conceptos figurales, que
reflgjan propiedades espaciales (forma, posicion y tamafio), y a mismo tiempo, poseen
cualidades conceptuales como idealidad, abstraccién, generalizacion y perfeccion.
Fischben (1993) considera tres categorias de entidades mentales cuando se refiere a
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figuras geométricas. la definicion, la imagen (basada en la experiencia perceptiva

sensorial, como laimagen de un dibujo) y e concepto figural.

El concepto figural es una realidad mental, es e constructo mangado por €
razonamiento matematico en el dominio de la geometria. Esta desprovisto de cualquier
propiedad concreta-sensorial (como color, peso, densidad, etc.) pero exhibe propiedades
figurales. Este constructo figural es controlado y manipulado por reglas y
procedimientos l6gicos en el dominio de un cierto sistema axiomatico. La dificultad
para aceptar la existencia de este tercer tipo de entidades mentales esta determinada por
el hecho de que estamos directamente informados sdlo de la representacion mental
(incluyendo varias propiedades sensoriales como color) y e concepto correspondiente.
Necesitamos un esfuerzo intelectual a fin de entender que las operaciones |6gico
matematicas manipulan sélo una version purificada de laimagen, e contenido espacial-
figural de laimagen. El significado genuino de la palabra circulo en geometria, tal como
es manipulado por nuestro proceso de razonamiento, no es reducible a una definicion
puramente formal. ES una imagen enteramente controlada por una definicion. Sin este
tipo de imagenes espaciales, la geometria no existiria como una rama de las
matematicas. Hershkowitz (1989) también sefiala la estrecha relacion entre
visualizacion y aprendizaje geométrico enfatizando € papel de la visuaizacion para

delimitar laimagen de un concepto.

Ademés de los conceptos, la geometria tradicional va relacionada con la estructura
axiométicay el razonamiento formal. Los estudiantes contintan teniendo dificultades en
las pruebas formales, siendo deficiente su habilidad para establecer verdades
matematicas (Battista, 2007). Una vez que |os objetos han sido abstraidos, se convierten
en objetos mentales que pueden s operados mentalmente (comparados,
descompuestos, conectados). Para realizar esta abstraccion Battista (2007) sefiala tres
tipos de estructuracion: la espacial, la geométrica y la logica (correspondientes,
respectivamente, a los niveles de Van Hiele 1, 2 y 3). También Yerushamy (1993)
distingue tres procesos principales en la generalizacion geométrica: la formacion de
muestras de gemplo para servir como base para conjeturas, la manipulacion de las
muestras y € andisis de ideas para formar ideas mas generales. En estos procesos €l

papel de la visualizacion es crucia. La disposicion humana incluye propension
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neurolégica a percibir las formas espaciales y por o tanto la percepcion visual es

potencialmente un camino para comprender |os teoremas geométricos (Rodd, 2010).

No obstante, donde la visualizacion juega un papel principa en e desarrollo del sentido
espacial es en la habilidad para reconocer, visualizar, representar y transformar
formas geométricas. Como detallaremos en e apartado siguiente hay autores que méas
que considerar la visualizacion como una componente de esta habilidad, consideran esta

habilidad como un sinénimo, con matices, de la visualizacion.

SENTIDO ESPACIAL

Manejo de CONCEPTOS DESTREZAS para UBICARSE en
GEOMETRICOS espacio

Derivados de abstraccion Manejo funcional de conceptos

Procesos espaciales, geométricos Facilitados por imagenes

y ldgicos
Requieren y definen

Que requieren visualizacidn VISUALIZACION

Figura 2.3: Esquemadel Sentido espacial.

En relacion con la labor docente, la interaccion entre geometria y visualizacion viene
reflggada en los documentos que regulan e curriculum y encontramos referencias

explicitas a elementos visuales en € estéandar de Geometria (NCTM, 2000):

“los programas de ensefianza de todas las etapas deberian capacitar a todos los

estudiantes para:

- Analizar las caracteristicas y propiedades de figuras geométricas de dos y tres
dimensiones y desarrollar razonamientos matematicos sobre relaciones
geométricas.

- Localizar y describir relaciones espaciales mediante coordenadas geométricas
y otros sistemas de representacion.
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- Aplicar transformaciones y usar la sSimetria para analizar situaciones
matematicas.

- Utilizar la visualizacion, e razonamiento matematico y la modelizacion
geométrica para resolver problemas’ (NCTM, 2000, p. 43).

La primera y tercera capacidades (analizar figuras y formas geométricas, aplicar
transformaciones) podemos considerarlas relacionadas con la creacion de conceptos de
geometria, mientras que las dos restantes (ubicar y orientar; visualizar) estan
encaminadas a destrezas para relacionarse con €& medio. Se persigue una
intencionalidad funcional que concuerda con la tendencia actual de considerar que la
ensefianza debe ir encaminada a que e alumno adquiera competencias (saber, saber
hacer y aplicar a situaciones de la vida cotidiana) para desenvolverse con mayor soltura
en el medio. El interés de este aporte es que sintetiza las ideas expuestas anteriormente
sobre la ensefianza de la geometria, y que nos lleva a caracterizar €l constructo sentido
espacial.

Ademas de consideraciones histéricas sobre € papel educativo de la geometria, €l
sentido espacial (entendido como la intencién educativa de la geometria, y por tanto
como la competencia geométrica), tiene diversos aspectos segun la componente de la
competencia matematica con la que se relacione. Al tomar en consideracion las
competencias mateméticas PISA 2003 (INECSE, 2005), podemos ver que su relacion es
evidente, como se muestraen latabla 2.3.
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Competencia (PISA, 2003) Sentido espacial

Identificar figuras por sus caracteristicas, por su

1) Pensar y razonar definicion, definir, etc.

Razonamiento geométrico, empleo de la geometria

2) Argumentar'y justificar por su estructuralogica

Definir, convertir elementos geométricos en frases,

3) Comunicar identificar definiciones
Caracterizar |os elementos geométricos como
) abstracciones, como modelos ideales de la
4) Modelizar

realidad, crear model os nuevos a partir de los
conocidos

5) Plantear y resolver problemas

Conocer representaciones, relacionarlas entre si,

6) Representar producir nuevas representaciones

Identificacion de los objetos por sus nombres,

7) Utilizar lenguaje ssmbdlico empleo del lenguaje geomeéirico

8) Emplear herramientas
tecnol 0gicas

Manejar programas dinamicos, dibujar figuras

Tabla2.3: Relacién entre Sentido espacial y competencias PISA.

En € contexto del sistema educativo espafiol, encontramos alusiones a la relacion entre
elementos relativos a la visualizacion y geometria, tanto en la normativa lega de

Primaria

“El aprendizaje de la geometria requiere pensar y hacer, y debe ofrecer continuas
oportunidades para clasificar de acuerdo a criterios libremente elegidos, construir,
dibujar, modelizar, medir, desarrollando la capacidad para visualizar relaciones
geométricas“ (BOE, 2006).

Como de secundaria:

“..ldentificar las formasy relaciones espaciales que se presentan en la vida cotidiana,
analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser sensible a la belleza

gue generan al tiempo que estimulan la creatividad y la imaginacion”. (BOE, 2007).

Maéas concretamente, en la normativa educativa en Andalucia, se dedica uno de sus
nucleos tematicos a estudio de las formas y figuras y sus propiedades y se cita

explicitamente larelacion entre la geometriay la vision espacial:
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“La geometria se centra sobre todo en la clasificacion, descripcion y andlisis de
relaciones y propiedades de las figuras en € plano y en el espacio. El aprendizaje de la
geometria debe ofrecer continuas oportunidades para conecta al alumnado con su
entorno y para construir, dibujar, hacer modelos, medir o clasificar de acuerdo con

criterios previamente elegidos.

El estudio de la geometria permitira mejorar la vision espacial del alumnado y
desarrollar capacidades que faciliten una actitud positiva hacia el aprendizaje de las
mateméticas’ (BOJA, 2007).

Numerosos autores han destacado la visualizacion como € nucleo de gran parte de la
dificultad de aprendizaje de la geometriay se considera un tema que ha despertado gran
interés en los investigadores en Educacion Matemética desde hace més de 100 afios, no
solo desde la perspectiva de la ensefianza de la geometria, sino también desde la
perspectiva de la ensefianza de las mateméticas y del aprendizaje en general (Guillén,
2010). Investigaciones desarrolladas en las décadas de los 70 a los 90 (p.e. Hoffer,
1977, McGee, 1979 y Dd Grande, 1990) siguen siendo referentes importantes en los
estudios realizados en € siglo XXI, gue han centrado la atencion en la visualizacion y/o

representacion en el contexto de la geometria.

Sin embargo la relacién entre geometria y visualizacion no esta suficientemente
reflgada en determinados foros. En la revision que realiza Fernandez (2008) de los
trabajos presentados en el ICME 11 que, en su totalidad o en una parte de los mismos,
abordan cuestiones relacionadas con la Geometria, solo encontramos e articulo de
Xiaomei (2008) que tenga relacion con el desarrollo de la habilidad espacial, mientras
que otros trabgjos abordan temas relativos a imagineria, inscripciones y signos
(Presmeg, 2008b), representaciones (Agathangelou, Papakosta y Gagatsis 2008; Hitt,
Gonzdez-Marin y Morasse, 2008) y prototipos (Acuiay Larios, 2008).

Segin lo descrito, desarrollar la visudizacion del aumno es un objetivo de la
ensefianza, por lo que se entiende como una habilidad que se puede desarrollar (Del
Grande, 1990; Gardner, 2001; Gutiérrez, 2006). No podemos considerarla simplemente
como una capacidad innata que esperamos que se desarrolle de manera espontanea, sino
gue es necesario modelarla estimulando que los alumnos generen representaciones
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visuales, las manipulen y las transformen para poder razonar y argumentar sobre ellas.
Tal como muestran los autores (Clements y Battista, 1992; Guillén, 2010; Gutiérrez,
1996; Presmeg, 1992; Treffers, 1987; Wheatley, 1998; entre otros), la visualizacién es
una componente fundamental para el razonamiento, especialmente para el geomeétrico, y
percibimos en los investigadores que es necesario disefiar acciones docentes que la

desarrollen.

Entendemos que la intencién educativa de la ensefianza de la geometria es desarrollar €l
sentido espacia del aumno, entendido este como elemento de competencia matemética.
Pero, ademés del conocimiento de conceptos geométricos, e sentido espacial implica
una habilidad para reconocer, visualizar, representar y transformar formas
geométricas. Conocimiento y habilidades que no son independientes, pues hay
interrelacion entre € aprendizaje de contenidos y elementos de razonamiento
geométrico y € uso de las habilidades de visuaizacion necesarias en las tareas de
resolucion de problemas geométricos. Aparece una doble implicacion que podemos |eer
en los dos sentidos. Por un lado, la utilizacién de destrezas visuales puede favorecer €
aprendizaje de conceptos y elementos geométricos. En sentido contrario, es esperable
gue una adecuada seleccion de actividades geométricas y préacticas docentes favorezca
el uso de las habilidades de visualizacion.

Parece justificada la necesidad de disefiar préacticas docentes, en particular en el area de
la geometria, para facilitar que los estudiantes desarrollen sus habilidades visuaes. Con
esta finalidad es necesario clarificar toda la terminologia relativa a la investigacion que

pretendemos disefiar y determinar el marco teodrico que la contextualiza.

2.2.2 Definiciones: Marco tedrico

Una dificultad afadida a estudio de la visualizacion es la riqueza de terminologia
utilizada por los autores en los diferentes campos de investigacion en los que aparece.
Fuera del ambito matemético encontramos diferentes marcos tedricos sobre
visualizacion y aunque tienen puntos en comun, no forman parte de un solo cuerpo.

Gutiérrez (1996) establece un marco tedrico en e que se integran estas piezas,
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sefidlando la riqueza de terminologia relacionada con la visualizacion: razonamiento
visual, imaginacién, pensamiento espacial, imagineria®, imégenes mentales, imagenes
visuales, imagenes espaciaes, etc., sefialando que un mismo término tiene diferentes
significados dependiendo de los autores. Esto es un reflgjo de la diversidad de areas en
las que la visualizacion es considerada relevante. En psicologia, hace tiempo que se
considera importante la visualizacion y se han desarrollado marcos tedricos para su
trabgjo y test individuaes para andlizarla. La visualizacion es importante en muchisimas
otras actividades, aunque cada especididad esta interesada en ciertas habilidades
especificas y ambientes, o que ha generado que se hayan desarrollado diferentes

significados paralas mismas palabras.

Desde e punto de vista psicoldgico, la visualizacion envuelve pensamiento figurativo
(patrones estaticos y figuras) y operacional (patrones en movimiento de objetos y
mani pulacion de objetos visuales). Desde € punto de vista matemético, la visualizacion
supone |la habilidad para interpretar y comprender lainformacion proveniente de figuras
usadas en e trabajo geométrico y la habilidad para contextualizar y trasladar las
relaciones abstractas y la informacion no figural en términos visuales (Ben-Chaim y
Lappan, 1989).

Los significados de visualizacion dados por |os autores de otros ambitos, especialmente
el psicologico, no son compartidos por los matematicos, profesores o educadores
matematicos que buscan un significado mas ssimple y genera (Gutiérrez, 1996). El
interés en mateméticas viene motivado porque el uso de diagramas, dibujos, figuras,
etc., es parte de la actividad diaria en las clases y la educacion matematica considera
que las imagenes mentales y las representaciones externas tienden a interactuar para

conseguir una mejor comprension y resolver problemas. No siempre las imagenes en

1 Julio Sancho en la traduccién que hace de la conferencia leida por Norma Presmeg en Tarragona el 29
de Enero de 1998 (Presmeg, 1999) con motivo del proyecto TIEM98, define en castellano la palabra
imagineria, traduccion literal de la palabra inglesa imagery, que tiene una acepcion distinta al término
utilizado en € texto. Aqui usamos €l término imagineria para designar “a conjunto de iméagenes
mentales, no sdlo de varias modalidades como visuales, auditivas téctiles y cinestésicas, sino también de

varios tipos dentro de cada modalidad”
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matematicas tienen una base pictorica, ya que pueden estar basadas en diagramas, otras

formas de representacion visual de los conceptos, informacion simbdlica, etc.

En este contexto tan amplio, los investigadores tienen dificultades para ponerse de
acuerdo en los conceptos basicos. capacidad espacial, visualizacion, orientacion
espacia, relaciones espaciales, pensamiento espacia, etc. (Lohman, Pellegrino,
Alderton y Regian, 1987). Para ilustrar esta diversidad de criterios, observemos las
diferencias entre visualizacion y orientacion (Torres y Climent, 2010). En Carroll
(1993) se analizan factores relacionados con la capacidad espacial sin que en los
correspondientes a la percepcion visua figure la orientacion espacial. Ademas se sefiala
gue las pruebas o test no o distinguen de la visualizacion o de las relaciones espaciales.
Sin embargo otros estudios (Guay y Mc Daniel, 1977; Tartre, 1990) diferencian
tedricamente los dos factores. En € marco tedrico elegido, los aspectos relativos a

orientacion irén ubicados entre las diferentes habilidades de visualizacion.

El marco tedrico presentado por Gutiérrez en la conferencia plenaria del PME 19
(Gutiérrez, 1996) unifica muchos de los desarrollos tedricos elaborados hasta €l
momento, como los realizados por Bishop, Kosslyn, Krutestkii, Presmeg y otros.
Presmeg (2006), en una completa revision de las investigaciones en los PME sobre
visualizacion y aprendizaje matematico, resata la importancia del marco tedrico
establecido por Gutiérrez y encuentra Unicamente un marco teorico posterior (Owens,

1999) que es especifico sobre e uso de las imagenes.

El modelo presentado por Gutiérrez (1996) unifica muchos de los desarrollos tedricos
elaborados hasta e momento y consigue establecer un marco tedrico integrador idoneo
para definir la visualizacién espacial en un entorno geométrico. Utilizando la
aproximacion que hace Gutiérrez (2006), entendemos la visualizacion como e conjunto
de tipos de imagenes, procesos y habilidades necesarios para que los estudiantes de
geometria puedan producir, analizar, transformar y comunicar informacion visual
relativa a objetos reales, model os y conceptos geométricos (Figura 2.4).
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OBJETOY ACCIONES ELEMENTOS
DESTREZAS
producir objetos
imégenes andizar informacién model os
procesos para transformar visual de conceptos
habilidades comunicar

Figura 2.4: Definicion de visualizacion de Gutiérrez (1996).

La distincion entre procesos, iméagenes y habilidades también aparece en la definicion
utilizada por Arcavi (2003) parafraseando las definiciones de Zimmermann y
Cunningham (1991) y Hershkowitz et al. (1989): la visualizacion es la habilidad, e
proceso y e producto de la creacion, la interpretacion, € uso y reflexion acerca de
dibujos, iméagenes, diagramas en nuestra mente, en papel o0 con herramientas
tecnologicas, con e proposito de describir y comunicar informacion, pensando y

desarrollando previamente ideas desconocidas y avanzando entendimiento.

Por tanto, consideramos la visualizacion integrada por cuatro elementos principales
(Gutiérrez, 1996):

- Imagen mental: tipo de representacion cognitiva de un concepto o propiedad
matemética por medio de elementos visuales o espaciales.

- Representacion externa: cualquier tipo de representacion grafica o verbal de
conceptos o propiedades que incluye dibujos, esbozos, diagramas, €etc., que
ayudan a crear o transformar iméagenes mentales y hacer razonamiento visual.

- Procesos de visualizacion: acciones mentaes o fisicas en que estén
involucradas las imégenes.

- Habilidades de visualizacién para redizar los procesos necesarios con
imagenes mental es especificas para un problema dado. Dependen del problema

matematico aresolver y de lasimagenes creadas.

Para explicar con més detalle estos elementos y su interaccion, analizaremos por
separado los aspectos relativos a imagenes y representaciones y unificaremos los
relativos a procesos y habilidades, completando con algunas referencias € marco

tedrico establecido por Gutiérrez.
52



2 Fundamentacion

Imagenes

En e contexto anterior, entendemos por imagen mental un tipo de representacion
cognitiva de un concepto o propiedad matemética por medio de elementos visuales o
espaciales (Gutiérrez, 1996). Consideramos necesario precisar ciertos aspectos que
matizan esta definicion: imagen, imagen mental, imagen espacial, imagen visual, figura,
etc.

Lean y Clements (1981) siguen la teoria dominante en psicologia y definen imagineria
mental como la actividad mental que sucede cuando se percibe un objeto, pero cuando
el objeto no es presentado a drgano sensorial; laimagineriavisual es pues laimagineria

mental que ocurre como un dibujo en el ojo de la mente.

Gutiérrez (1996) llama la atencién sobre tres posturas en psicologia sobre € empleo de
las imagenes mentales en las investigaciones psicologicas. Los mas favorables
identifican laimagen mental como un casi-dibujo creado en la mente desde la memoria,
sin un soporte fisico. Un gemplo de esta utilizacion es € que hace Kosslyn (1980),
quien explica con detalle su teoria sobre imagenes mentales con dos componentes
principales, una representacion superficial, el casi-dibujo y una representacion profunda,
la informacion almacenada en la memoria a largo plazo. Otros autores rechazan el
empleo investigador del concepto de imagen mental por las muchas deficiencias que
ven en la metéfora del dibujo en la mente (vaga definicion). Una tercera posicion esta
formada por los autores que argumentan que las representaciones se usan en todos los
tipos de procesos cognitivos, y no hay nada especia en las imagenes mentales que

requiera desarrollar unateoria particular.

Dreyfus (1995) define imagineria visual como € uso de imagenes mentales con un
fuerte componente visual. Presmeg (1994) define imagen visual como la escena mental
gue representa informacién visua o espacia, con o sin la presencia de una
representacion externa y las clasifica en pictéricas concretas, patrones, imagenes de

formulas, cinestésicas y dinamicas.

Cuando la imagen visual se refiere a figuras tridimensionaes, se Illaman imégenes
espaciales. Para Y akimanskaya (1991) unaimagen espacia es creada desde la cognicién

sensorial de las relaciones espaciades y puede ser expresada por diversas formas
53



2 Fundamentacion

verbales y graficas incluyendo diagramas, dibujos, pictogramas, esbozos, etc., por lo
gue resalta la interaccion entre imagen espacial y representacion externa. Por |o tanto,
dado que los elementos espaciales adoptan distintas orientaciones en relacion a
observador, las imagenes espaciales deben ser dindmicas, flexibles y operativas para
poder adaptarse a las diferencias de percepcion que se tengan de las representaciones
externas. Llama pensamiento espacial a una forma de actividad mental que hace posible
crear imagenes espaciales y manipularlas en € proceso de resolucion de problemas
précticos y tedricos incluyendo operaciones verbales y conceptuales y varias acciones
perceptivas necesarias para formar estas imagenes mentales. Y akimanskaya considera
gue las imagenes son la unidad basica operativa del pensamiento espacial y |os objetos
geométricos son e material basico usado para crear y manipular las imagenes

espaciales.

Las caracteristicas de las figuras espaciales en € razonamiento geométrico llevan a
Fischbein (1993) a darnos una idea mas completa de imégenes espaciales, mediante la
idea de concepto figural. Fischbein (1993) ademas de considerar las imagenes y los
conceptos como distintas categorias de entidades mentales, afiade un tercer tipo de
objetos mentales, €l concepto figural, que posee simultaneamente propiedades tanto
conceptuales como figurales. Las imagenes estédn basadas en la experiencia perceptiva-
sensorial, como la imagen de un dibujo. En geometria son especialmente importantes
las relativas a figuras, término ambiguo que puede denotar una gran variedad de
significados (Fischbein, 1993). Nos centraremos en € que se refiere a ellas como
imégenes espaciaes. Una figura posee una cierta estructura, una forma o Gestalt. Las
figuras geométricas corresponden a esta descripcion, pero tienen que ser afadidas
algunas especificaciones. @) una figura geométrica es una imagen mental, las
propiedades de €ella son controladas completamente por una definicién: b) un dibujo no
es la figura geométrica en si, sino una personificacion material grafica o concreta de é:
c) la imagen mental de una figura geométrica es, usualmente, la representacion
materializada de su modelo. La figura geométrica en si es solo la idea correspondiente,
gue es la entidad figural abstracta, idealizada y purificada, estrictamente determinada
por su definicion. Esta idea de concepto figural de Fischbein (1993), nos ayuda a
presentar la complegjidad del sentido espacial, que requiere tanto de la creacion de

imagenes espaciadles (visualizacion) de un hexagono, por e€emplo, como la
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interiorizacion de sus propiedades geométricas (poligono regular de seis lados, angulos
de 120°, etc.).

Podemos ilustrar esta variedad de términos con el siguiente ggemplo. Al contemplar un
pana de abejas percibimos la imagen de un hexégono (imagen visual). Pero también
esta imagen de un hexagono se puede generar cuando escuchamos una descripcién de
sus propiedades espaciales, creandonos una imagen espacial. La imagen mental del
hexégono es la que se crea en nuestra mente como resultado de la sensacion visual junto
con las otras imagenes espaciales referidas a mismo concepto, que ya se han creado,
por lo que laimagen mental es la representacion de la idea correspondiente a concepto
figural determinado por su definicién junto con laimagen visual percibida (Figura 2.5).

HCXéQOHO = O Imagen IMAGEN
poligono regular espacial MENTAL
de 6 lados I
iquales ........ @

Imagen visual

Figura 2.5: Esguema de las distintas imagenes. La sensacion (vista) generalaimagen
visual. Ladefinicion crealaimagen espacial. Laimagen mental se creaapartir dela
sensacion junto con |as construcciones mentales anteriores.

La investigacion sobre las imagenes ha dado lugar a un amplia diversidad de teméticas,

como la busgueda de técnicas de memorizacion para generar imagineria en los aumnos

superdotados (Carrier, Karbo, Kindem, Legisa y Newstorm, 1983), estudios de la

inconsistencia entre el conocimiento formal y las imagenes mentales (Cohen, 2008),

investigaciones sobre la preferencia por figuras prototipicas de formas geométricas
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(Kaogirou, Sophocleous y Gagatsis, 2009) y sobre € uso de metaforas (Presmeg, 2004,
Soto-Andrade, 2008).

Repr esentaciones exter nas

De un modo general, entendemos por representacion externa a cualquier tipo de
representacion grafica o verbal de un concepto o sus propiedades que incluye dibujos,
esbozos, diagramas, etc., que ayudan a crear o transformar iméagenes mentales y hacer
razonamiento visual. Por tanto responde a una iniciativa personal para materiaizar las
imagenes mentales. ESs cuestionable si estas representaci ones tienen un caracter absoluto
oindividua y s la propiedad de ser visual pertenece a una representacion externao ala
forma en la que la persona usa la representacion (Gutiérrez, 1996). Estas y otros
dualidades aplicables a los objetos mateméaticos se utilizan en € marco del enfoque
ontosemidtico (Godino, Cajaraville, Fernandez y Gonzato, 2012), para diferenciar las
representaciones externas, distinguiendo si son personales o colectivas, ostensivas 0 no
ostensivas, unitarias 0 sistémicas, extensivas o intensivas y s se refieren ala expresion

o a contenido.

El uso de representaciones externas va asociado a procesamiento de la informacion
visual. Bryant (1997) revisa las evidencias psicologicas de las representaciones
espaciales generadas a través de la percepcion y del lenguaje. Este autor supone que la
informacion espacial es procesada por un especializado Sistema de Representacion
Espacial (SRS) que crea representaciones geomeétricas del espacio. EI SRS recibe las
entradas desde la percepcion y el lenguge y usa estas entradas bésicas para construir
model os mentales espaciales de |o que observa. El objetivo del SRS no es representar
estrictamente lo percibido, sino modelar un entorno que es inherente a la estructura

espacial tridimensional.

Larelacion entre representaciones externas y las imégenes correspondientes es utilizada
por Clements (1983) para definir la habilidad espacial como |la medida de |a calidad de

las representaciones espaciales. |dentifica tres tipos de representaci ones espacial es:

- Productos espaciaes. productos externos que representan de alguna forma el
espacio (representaciones externas).
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- Pensamiento espacial: pensamiento que de alguna forma concierne o hace uso
del espacio. Es € conocimiento que los sujetos tienen, sobre € que pueden
reflexionar o que pueden manipular, cuando resuelven un problema espacia o
empleando imagineria visual. EI pensamiento espacial es claramente necesario
para resolver los problemas que aparecen en los test estandares de habilidad
espacial.

- Almacenamiento espacial: informacién acerca del espacio de la que dispone €
individuo pero no es consciente de ella. Unavez que € individuo es consciente

o reflexiona sobre ella, pasaa pensamiento espacial.

Procesosy Habilidades

Los procesos de visualizacion son las acciones mentales o fisicas en que estan
involucradas las imagenes, y las habilidades de visualizacion son las necesarias para
realizar estos procesos con iméagenes mentales especificas para un problema dado.
Dependen del problema matematico a resolver y de las imégenes creadas (Gutiérrez,
1996). El estudio de las habilidades necesarias en los procesos de visualizacion tiene
tradicion en educacion matemética. Bishop (1983) en una revision de investigaciones

sobre aprendizajes geométricos, distingue dos tipos de habilidades o procedimientos:

- IFI (Ability for Interpreting Figural Information): Esta habilidad supone la
comprension de representaciones visuales y vocabulario espacial usado en trabajos
geométricos, grafos, cartas y diagramas de todo tipo. En mateméticas abundan estas
formas e IFI concierne a la lectura, comprension, interpretacion de tal informacion. Es
una habilidad de contenido y de contexto y se relaciona particularmente a la forma del

estimulo material.

- VP (Ability for Visual Processing): Esta habilidad supone visualizacion y € traslado
de relaciones abstractas e informacion no figurada en términos visuales. También
incluye la manipulacion y transformacion de las representaciones visuales y las
imagenes visuales. Es una habilidad del proceso y no esta relacionada con laformaen la
que €l estimulo esta presentado.
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Bishop distingue entre interpretacion y creacion de informacion visual. Y akimanskaya
(1991) identifica dos niveles de actividad de pensamiento espacial, que se relacionan
con los anteriores, la creacion de imégenes mentales y su manipulacion o uso. También
Kosslyn (1980) identifica cuatro procesos que se pueden realizar con la visualizacion y

las imagenes mentales:

- Generar unaimagen mental apartir de unainformacion dada.

- Inspeccionar una imagen mental para observar su posicion o la presencia de
partes 0 el ementos.

- Transformar la imagen mental mediante rotaciones, traslaciones, escalas o
descomposiciones.

- Usar laimagen mental pararesponder una cuestion.

Gutiérrez (1996) sefida que los autores anteriores (Bishop, Yakimanskaya y Kosslyn)
se refieren bésicamente a los mismos procesos de visualizacion y los unifica en dos
procesos. “Interpretacion visua de la informacion” (correspondiente a VP) para crear
imagenes mentales y “ Interpretacion de las imégenes mentales’ (correspondiente a lFl y
subdividido en los subprocesos sefidlados por Kosslyn: observacion y andlisis de las
imagenes mentales, transformacion de unas imégenes mentales en otras y

transformacién de las imagenes mental es en otros tipos de informacion).

Bishop (1983) manifiesta la dificultad de definir habilidad espacial y alude a la
descripcion de dos tipos de habilidades espaciales para diferenciar visualizacion
espacial y orientacion espacial, basandose en los trabgjos de McGee (1979). La
visualizacion espacia es la habilidad para manipular, rotar, girar o invertir mentalmente
un estimulo presentado mediante un dibujo. La orientacion espacial es la comprension
de la disposicion de elementos sin un patron o estimulo visual y la aptitud para
recordarlos sin confusion por cambios de orientacion en los que la configuracion puede

ser presentada.

McGee (1979) recoge las diferencias entre la terminol ogia utilizada por los autores entre
visualizacion y orientacion y describe diez habilidades de visualizacion distribuidas en
las dos clases enunciadas, visualizacion y orientacion. Son habilidades de visualizacion

espacial imaginar la rotacion de un objeto representado, € plegado de un sdlido y los
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cambios relativos de posicion de un objeto en e espacio; visualizar una configuracion
en la que hay un movimiento entre sus partes, comprender movimientos imaginarios en
tres dimensiones y manipular |os objetos en la imaginacion; manipular o transformar la
imagen de un patron visua en otra disposicion. Las habilidades de orientacion espacial
consisten en determinar relaciones entre diferentes objetos espaciales; reconocer la
identidad de un objeto cuando se ve desde diferentes angulos 0 se mueve; considerar las
relaciones espaciales donde la orientacion del cuerpo del observador es esencid;
percibir patrones espaciales y compararlos unos con otros; identificar un cuerpo
presentado desde diversas orientaciones; percibir patrones espaciales 0 mantener la

orientacion en relacion a otros objetos en €l espacio.

La distincion de habilidades especificas ha sido frecuente en la investigacion
psicoldgica, basada en estudios factoriales. La habilidad espacial ha sido identificada
como una habilidad individual, parcialmente independiente de la inteligencia general.
Sin embargo, hay numerosas definiciones de habilidad espacial o de habilidades

visuales en general, asi como un nimero variable de sub-factores (Hoffler, 2010).

A partir de estudios factoriales, Lohman (1979) sugiere la existencia de tres factores

espaciales: relaciones espaciales, orientacion espacia y visualizacion.

- Relaciones espaciales. rendimiento en tareas que requieren rotar figuras u
objetos mentalmente .

- Orientacion espacial: habilidad para imaginar como un estimulo podria

aparecer desde diferentes perspectivas.

- Visualizacion: definido por una variedad de test, incluyendo test de figuras

ocultas y de desarrollo de superficies.

Carroll (1993) en un amplio estudio factoria identifico cinco factores del dominio de la
habilidad espacial: visualizacion espacial, relaciones espaciales, velocidad de clausura,
flexibilidad de clausuray velocidad perceptiva.

De estos factores, la visualizacion espacial es el que més frecuentemente se ha medido

en los estudios de visualizacion y supone los procesos de aprehender, codificar y

59



2 Fundamentacion

transformar mentalmente las formas espacial es independientemente de la velocidad a la
gue se llegue a la solucion. La principal diferencia con las relaciones espaciales, que
también requieren transformaciones mentales, usualmente realizar rotaciones en objetos
en 2D en un periodo corto de tiempo, es que la visualizacion espacia esta definida por
tareas espaciales dificiles que requieren varias transformaciones. Los otros tres factores
se han estudiado poco. Tanto la velocidad como la flexibilidad de clausura, afectan ala
velocidad de aprehender e identificar un patron visual. La velocidad perceptual mide la
rapidez a identificar objetos percibidos. Los estudios de Carroll relacionaban la
orientacion espacial con € factor visualizacion espacial. En una revision de diferentes
experimentos relativos a los efectos en e aprendizgje relacionados con la ata o bga
habilidad especia cuando se trabaja con diferentes tipos de visualizacion, concluye que
la habilidad espacial juega un papel importante en e aprendizaje que requiere
visualizacion (Hoffler, 2010).

Tanto en a andlisis de los factores, como en las investigaciones del proceso cognitivo y
en la psicologia del desarrollo, no hay acuerdo en qué constituye la habilidad espacial.
Al no haber una definicion universalmente aceptada de espacio, nos enfrentamos al
problema de dar significado a términos relacionados y usados comuUnmente, como
comportamiento espacial, representacion espacial y habilidad espacial (Clements,
1983). Existen investigaciones que relacionan tanto las habilidades como los factores
expuestos. Arrieta (2003,2006) utiliza e modelo de Carroll para caracterizar la
capacidad espacia a partir de los cinco factores especificos, |0 que puede permitir saber
Sl una propuesta didactica de geometria mejora la capacidad espacial de los alumnos a
los que va dirigida. En un estudio posterior se relacionaron los factores con las
habilidades espaciales, concluyendo que la percepcion imagen-fondo y la constancia
perceptual son equivalentes a la velocidad de clausura del modelo de Carroll, mientras
gue la percepcién de la posicion en e espacio es equivalente a la velocidad perceptiva
(Arrieta, 2011).

Hoffer (1977) identifica varias habilidades fisico-psicoldgicas relevantes para €
aprendizaje en matematicas, relacionadas con la visualizacion en general, que son la
coordinacion ojo-motor, la percepcion figura-contexto, la conservacion de la
percepcion, la percepcion de la posicion en el espacio, la percepcion de las relaciones

espaciales, ladiscriminacion visua y lamemoriavisual.
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De los estudios sobre visuaizacion citados por Gutiérrez (1996, 2006), destacamos la
recopilacién de habilidades psicol 6gicas realizada por Del Grande (1990), en la que cita
distintas habilidades de la percepcion espacial segun varios autores y selecciona las
destacadas por Hoffer por su relevancia en € estudio de las matematicas y la geometria
en particular, afadiendo tareas para experimentar con los alumnos. Del Grande (1987)
define la percepcion espacial como la habilidad para reconocer y discriminar estimulos
en y desde €@ espacio e interpretar estos estimulos asociandolos con experiencias
previas. Realiza un recorrido histérico por varios autores para llegar a listado de
habilidades y describe con detalle las siete habilidades que considera basicas,

enumerando actividades para desarrollarlas.

Consideramos que mas que perseguir una intencion investigadora, la intencion de Del
Grande es innovadora a aportar actividades especificas que describen las habilidades.
Asi, aunque € listado de habilidades se debe a Hoffer (1977), describimos en la tabla
2.4, las que llamaremos habilidades segiin la descripcion de Del Grande (1987,1990), ya

gue permiten asociar cada habilidad con sus correspondientes actividades.
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Habilidad

Actividades

1.-Coordinacién ojo-motor (OM): coordinar la
vision con e movimiento del cuerpo

Seguir caminos con un |l4piz, construir
bloques segin un dibujo, unir puntos en un
geoplano, colorear regiones, etc.

2.-Percepcion figura-contexto (FC): reconocer
unafigura asilandola de su contexto, en € que
aparece camuflada o distorsionada por la
superposicién de otros elementos graficos

Identificar intersecciones de lineas e
intersecciones de figuras, localizar figuras
escondidas o figuras solapadas, completar
figuras, formar figuras ensambladas
(tangram), observar similitudesy diferencias,
invertir una figura respecto al contexto, etc.

3.-Conservacion _de la percepcion  (CP):
reconocer que un objeto  mantiene
determinadas propiedades (forma, tamario,
textura...) aungque cambie de posicion y deje
de verse por completo

Percibir la constancia de forma, constancia
de tamafio, constancia de forma con
percepcion de figura y espacio, tamafno
aparente comparado con tamafio real.
comparar €l tamafo de tres o mas figuras,
reconocer el mismo objeto desde distintos
puntos de vista, etc.

4.-Percepcion de la posicién en € espacio
(PE): relacionar un objeto en € espacio y
respecto a uno mismo; identificar figuras
congruentes bajo tradaciones, girosy volteos

Realizar inversiones y rotaciones de figuras
enteras, cambiar de posicion, representar
model os de espgj os, etc.

5.-Percepcion de las relaciones espaciaes
(RE): identificar correctamente las relaciones
entre varios objetos situados simultdneamente
en e espacio (equidistancia, simetria,
perpendicularidad, posicion relativa, etc)

Relacionar la posicién de dos o mas objetos,
identificar las diferencias y similitudes,
encontrar el camino mas corto a un objetivo,
completar una figura, conectar puntos,
completar una secuencia, ensamblar partes,
construir una figura con cubos, continuar
patrones, etc.

6.-Discriminacion visual (DV): identificar las
semejanzas y diferencias entre varios objetos
independientemente de su posicion

Identificar dos objetos que son e mismo,
identificar dos objetos que son diferentes, un
objeto que es diferente de otros, varios
objetos que son los mismos pero diferentes de
Otros, €tc.

7.-Memoria visuad (MV): recordar con
exactitud objetos o0 propiedades vy
relacionarl os con otros. Memoria fotogréfica

Recordar e lugar en & que estaban los
objetos, copiar una figura en un geoplano en
el que faltan puntos, etc.

Tabla 2.4: Habilidades de visualizacion (Del Grande 1990) y actividades para mostrarlas.

Un aspecto importante a resaltar es la complegjidad de la tarea que se asocia a cada
habilidad, siendo diferente la propuesta para un aumno de infantil que para un
estudiante universitario, ya que se deben adaptar a nivel esperado de desarrollo de la
habilidad. Las actividades propuestas por Del Grande (1987, 1990) estan disefiadas para
alumnos de los primeros cursos, pero tienen algunos puntos en comuan con las de mas
complgjidad utilizadas por Bishop (1983) en su investigacion sobre los procesos IFI y
VP en alumnos de Primero de la Universidad de Tecnologia. Destacan como tareas

asociadas a proceso VP las relativas a dibujar mapas, copiar dibujos, imaginar
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situaciones, marcar rutas en laberintos, recordar objetos colocados en un determinado
orden y localizar puntos en las esquinas de un cga de cerillas colocadas en distintas
posiciones (memoria visual). Relativas a proceso IFI utiliza tareas como construir
modelos a partir de dibujos, localizar € punto desde e que se toma una fotografia e

identificar figuras dentro de estructuras mas compl gjas.

Contextualizadas para aumnos de 6° de Primaria, Gutiérrez (1992) utiliza actividades
especificas en las que estudia la manifestacion de las habilidades. En la tabla 2.5
mostramos las correspondientes a las cuatro de las habilidades que consideramos en
nuestro estudio.

Habilidad Actividades
Colocar cubos con figurasen las caras en un
Percepcion figura-contexto posicion determinada, completar la figura de

alguna cara del cubo, etc.

Dada una figura, colocar € propio cuerpo
para verla en la misma posicion, comparar
Percepcion dela posicién en el espacio dos representaciones de solidos para ver s
son congruentes 0 s estén en la misma
posicion

Dibujar representaciones planas de modulos
Reconocimiento de lasrelaciones espaciales | construidos con cubos o construir modulos a
partir de sus representaciones planas

Dado un cuerpo y varias representaciones
Discriminacion visua planas suyas y otras parecidas, reconocer
cuales pertenecen al cuerpo dado

Tabla2.5: Ejemplos de actividades para estudiar habilidades de visuaizacion (Gutiérrez, 1992).

Para aumnos de un rango de edad parecido a anterior (de 11 a 13 afios) y en un
programa de atencion a taento matematico, Ryu, Chong y Song, (2007) utilizaron
tareas de comparacion de longitudes de segmentos y angulos a partir de las
representaciones planas de un icosaedro. Aunque utilizan la terminologia para las
habilidades utilizada por McGee (1979), hacen referencia explicitamente a la habilidad
Percepcion Figura-Contexto para descubrir una configuracion parcial en dibujos

compl g os que tienen solapados lineas y puntos.

En algunas de las habilidades precedentes predomina la componente psico-fisioldgica
(coordinacion ojo-motor, conservacion de la percepcion y memoria visual) y en otras
predomina la componente intelectual (identificacion visual, percepcion de la posicion y

de relaciones en e espacio y discriminacion visua). Este listado de habilidades es
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utilizado a veces con otra terminologia como por gemplo a la habilidad Percepcion
Figura-Contexto se la denomina Identificacion visual (Gutiérrez, 1992). Se pueden
encontrar en la literatura otras habilidades interesantes, pero se trata de combinaciones
de las habilidades indicadas antes. Por ggemplo, la habilidad de “conservacion de las
relaciones espaciales’, que nos permite reconocer que no varian las posiciones relativas
de varios objetos cuando se les somete a mismo movimiento (giro o traslacion), seria
una combinacion de las habilidades de reconocimiento de las posiciones espaciales y de

conservacion de la percepcion.

Segln lo descrito anteriormente, nos posicionamos en abordar € aprendizaje vy
ensefianza de la geometria viéndola como ciencia del espacio, uno de los modos clésicos
sefidados por Hershkowitz (1990). En este contexto, la intencién educativa de la
geometria es desarrollar el sentido espacial, entendido como elemento de competencia
matematica (Figura 2.3). Para reconocer € papel de las habilidades de visualizacién en
el desarrollo del sentido espacial, distinguimos dos posturas entre los autores al
relacionar visualizacion y habilidad espacial: los que consideran la visualizacién como
una componente de la habilidad espacial (Carroll, 1993; Lohman, 1979; McGee, 1979,
entre otros) y los que consideran esta habilidad como sinbnimo, con matices, de
visualizacion (Ben-Chaim y Lappan, 1989; Hershkowitz et al., 1989; Zimmermann y

Cunningham, 1991, entre otros).

El sentido espacia implica una habilidad para reconocer, visualizar, representar y
transformar formas geométricas (New Jersey Mathematics Coalition, 1996). Esta
habilidad comprende términos como habilidad espacial, vision espacial, percepcion
espacial 0 capacidad espacial. Términos como razonamiento espacial 0 pensamiento
espacial podrian ser considerados como partes del sentido espacial cuando se focalizaen
argumentaciones (Esquemaen figura 2.6).
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SENTIDO ESPACIAL
(Razonamiento espacia, pensamiento espacial)

Habilidades de
visualizacion

Concentos eo‘r;] Giricos Habilidad para reconocer, visualizar, representar y
E eplosg . transformar formas geométricas
(Formay espacio) HABILIDAD/ CAPACIDAD VISUAL

VISUALIZACION ESPACIAL

Procesos de
visualizacion

VISUALIZACION

Figura 2.6: Lavisualizacion en el desarrollo del sentido espacial.

Una vez articulados las finalidades de la ensefianza de la geometria (sentido espacial),
con la visualizacién seleccionamos € modelo expuesto por Gutiérrez (1996, 2006) para
caracterizar la visualizacion, considerdndola como un conjunto de imagenes,
representaciones, procesos y habilidades. En este modelo la habilidad espacia se
explica a partir de los procesos y habilidades de visualizacion (sin separar
explicitamente la orientacién de la visualizacion), pero ademés se complementan con
elementos que aparecen en las definiciones de otros autores tales como las imagenes y
las representaciones que interactUan con los conceptos geométricos. La visualizacion o
vision espacial es un subconjunto de un concepto mas general de visualizacion que no
es especifico del &rea espacial. Numerosos autores consideran la visualizacién
importante en otros campos distintos del ambito geométrico (Bishop, 1980; Presmeg,

2006; entre otros).
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Para caracterizar las habilidades de visualizacion seleccionamos €l listado de
habilidades descritas por Del Grande (1990). Diferenciamos e concepto de habilidad
del de destreza, pues, aunque son independientes, estan interrel acionados. Por habilidad
entendemos los rasgos psicoldgicos individuales de una persona, que favorecen la
rapidez y demuestran dominio en una actividad concreta, mientras que por destreza se
consideran las acciones especificas en un campo concreto. Para analizar tanto
habilidades como habitos, o destrezas, hay que estudiar la forma en que se realiza una
actividad, pues se juzgan ambos constructos usando los hechos y la forma en que las
personas gecutan la actividad. Al analizar la actividad desde e punto de vista de los
rasgos psicologicos que son favorables a este dominio se redliza un andlisis de la
habilidad (Castro, 1995).

El estudio de las habilidades va estrechamente relacionado con las tareas en las que
pueden manifestarse. Para ello es necesario desarrollar actividades que sean claramente
tareas espaciales y que las estrategias usadas por los individuos para resolverlas sean
facilmente identificables (Clements, 1983). Una forma de apreciar estas habilidades es
considerar €l nivel de rendimiento en actividades dadas que tienen unas caracteristicas
especificas (Gorgori6, 1998). En la resolucién de las actividades, la manifestacion de las
habilidades puede verse condicionada por factores relativos al conocimiento, estando
relacionada la habilidad cognitiva con e conocimiento explicito (Hoffmann, 2007).
Cuando se analiza una habilidad cognitiva individual a resolver una actividad, se hace
referencia a su relacion con e conocimiento explicito relevante. El conocimiento
implicito esta localizado en la mente, mientras que la habilidad cognitiva o la actividad
cognitiva esta situada en un sistema cognitivo que tiene la naturaleza de ser dinamico y
distribuido (Rivera, 2011).

Para €l andlisis de las habilidades, consideramos necesario profundizar en € papel que
desempefian en la resolucion de una tarea. Para €llo, y situandonos en el contexto
geométrico elegido, debemos comprender la interaccion con otros elementos que

intervienen.
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El papel de las imagenes, las representaciones y los procesos y habilidades en la

resolucion deunatarea

La integracion entre los cuatro elementos (iméagenes, representaciones, procesos y
habilidades) que componen la definicidn de visualizacion de Gutiérrez (1996), permite
explicar los pasos a seguir cuando se usa la visualizacion en la resolucion de una tarea:
la primera imagen inicia un proceso de razonamiento visua en el que, dependiendo de
latarea y de las habilidades del estudiante, le obliga a usar algunas de sus habilidades
visuales para readizar diferentes procesos, pero ademés puede generar otras imagenes
mentales y/o representaciones externas antes de llegar a la respuesta. Inicialmente, la
presentacion de una tarea es interpretada por el estudiante como una representacion
externa gue le genera una imagen mental. En este proceso intervienen sus habilidades y
el proceso de interpretacion visua de la informacion. Esta imagen menta puede
transformarse en otra imagen mental gracias a sus habilidades y su capacidad de
interpretacion de las imagenes mentales, para dar lugar a la respuesta 0 a una nueva
representacion externa. En este camino de vuelta entre las imagenes mental es generadas
y las nuevas representaciones externas vuelven a intervenir las habilidades y los dos
procesos de interpretacion. Se obtiene la respuesta, bien a partir de la nueva
representacion o a partir de la nueva imagen mental, utilizando las habilidades y la

interpretacion de las imagenes. Este proceso se esquematizaen lafigura2.7.
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Figura 2.7: Esquema que expresa de manera grafica el model o visualizacién puesto en juego en

la resolucién de una tarea matematica (Gutiérrez, 1996).

En e esguema anterior se muestra la importancia del papel que las habilidades
desempefian en e uso de la visuadlizacion a resolver una tarea matematica,
interviniendo tanto en los procesos de creacion y transformacion de imagenes mentales
como para relacionar éstas con las representaciones externas. En este sentido, es
coherente pensar que un mayor desarrollo de estas habilidades facilitara las conexiones
entre las imagenes mentales y |as representaciones externas, enriqueciendo |0s recursos
de los que dispone €l alumno para responder a la tarea propuesta: mayor desarrollo de

las habilidades implicara un mayor grado de visualizacion.

Como € proceso de resolucion parte de la presentacion de la tarea, € contenido de las
actividades y € contexto en el que se presentan pueden estimular € uso de habilidades
de visualizacion por parte de los estudiantes. El andlisis de las respuestas a estas tareas
puede poner de manifiesto qué habilidades han puesto en juego, descubriendo los

errores o dificultades que encuentran en € proceso.
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Si bien hay importantes estudios que analizan € papel que la instruccion recibida
desempefia en la utilizacion de imégenes (Presmeg 1991) y la importancia de las
representaciones (Arcavi, 2003; Duval, 1999), se siguen demandando investigaciones
que disefien précticas docentes para analizar la visualizacion puesta en juego (Presmeg,
2006). Con esta intencion, hay que profundizar sobre como la ensefianza se relaciona

con &l desarrollos de |l as habilidades de visualizacion.

2.2.4 El papd dela enseiianza en el desarrollo delas habilidades

El estudio de las habilidades de visualizacion tiene una estrecha relacion con e
aprendizaje de la geometria, especialmente con la espacia. En concreto, son
importantes las imagenes pictoricas, cinéticas y dinamicas, los procesos VP e IFI
(cuando intervienen en la obtencién o andlisis de los tres tipos anteriores de imégenes) y
las habilidades de identificacion visual, de reconocimiento de posiciones o de relaciones
en el espacio y de discriminacién visua (también cuando se usan con los tres tipos de
imagenes mencionados). Los estudiantes utilizan la visuaizacion directamente al
realizar actividades o resolver problemas en los que intervienen objetos geomeétricos
espaciades. Pero a mismo tiempo, la capacidad de los estudiantes para usar la
visualizacion es objeto de instruccion especifica centrada en la resolucion de actividades
geométricas (Gutiérrez, 2011).

Diversos estudios indican que los alumnos que terminan los grados de primaria tienen
pobremente desarrollados los conceptos espaciales. Yakimanskaya (1971), en una
amplia revision de trabgjos en e campo, muestra formas concretas para que los
profesores de primaria organicen su trabgo. Pretende desarrollar los conceptos
espaciales relativos a la formacion de imagenes espaciales en € proceso de asimilacién
de informacién de geometria elemental y el desarrollo de los conceptos espaciales en los

procesos de resolucion de problemas.

Si tal como hemos observado, la visualizacion se puede desarrollar (Del Grande, 1990;
Gardner, 1995, 2001; Gutiérrez, 2006), |a ensefianza deberia ir encaminada a conseguir

un desarrollo méximo de sus cualidades. Este grado de consecucion podria derivarse de
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las caracteristicas que poseen |os aumnos con alta capacidad espacial que destacan por
su habilidad para entender y recordar |as relaciones espaciales entre objetos; facilidad
para manipular imégenes en el espacio; capacidad para visualizar como separar y
relacionar partes de un complgo sistema fisico en € espacio; gran capacidad para
percibir, modificar y transformar iméagenes; grandes capacidades espaciales combinadas

con una excelente visualizacion para aprender (Ferrandiz et al., 2010).

Bishop (1980) recuerda la idea de Thurstone en relacion a las Habilidades Mentales
Primarias. s hay unas combinaciones apropiadas de habilidades primarias que
congtituyen la habilidad matemética, la habilidad matemética se podria desarrollar, no
solo ensefiando mateméticas, sino también promoviendo € desarrollo de aquellas
habilidades primarias. Esta idea apoya nuestra intencion de focalizar € enriquecimiento

en |as habilidades visualizadoras méas que en |os contenidos particulares del curriculum.

Con esta idea, recogemos dos de las cuestiones sefidladas por Hershkowitz (1990),
relativas alas investigaciones en e aprendizaje geométrico: (1) ¢Pueden las habilidades
de visuaizacion ser adquiridas 0 mejoradas por un entrenamiento explicito? Si es asi,
(2) ¢como podriaser incluido y como podria ser ensefiado?

Hershkowitz (1990) clasifica la cuestion (1) de importante pero no simple. Bishop
(1980) dice que las habilidades de visualizaciéon (incluidas en IFI) son entrenables
mediante experiencias apropiadas. En los trabgos de Osta (1987) sobre gemplos de
experiencias de aprendizaje, los aumnos mejoraron su habilidad para transformar
objetos de dos y tres dimensiones. Pero hay evidencias que muestran que € efecto de
intervencion instruccional es limitado. Por gemplo Ben-Chaim, Lappan y Houang
(1988, 1989) investigaron € efecto del entrenamiento directo. La unidad instruccional
ofrecia experiencias concretas con construcciones de cubos y sus representaciones
bidimensionales. Antes de la instruccion, habia diferencias significativas en la
visualizacion espacial tanto por € grado (incrementado por la edad), por € sexo
(favoreciendo a los chicos) y por € nivel socioeconémico. Después de la instruccion,
los alumnos de quinto a octavo grado mejoraron considerablemente y la ganancia fue

similar paranifios y nifias a pesar de las diferenciasiniciales.
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La experiencia en Holanda llevada a cabo por Goddijn y Kindt (1985) para mejorar 1os
dibujos estereotipos con otros tipos de técnicas y e Poyecto Agam (programa de
educacion visual desdelos 3 alos 7 afios) acerca del cua un estudio muestra una mejora
significativa en habilidades visuales y conocimiento geométrico (Razel y Eylon, 1986),
aluden ala pregunta (2) planteada.

Lamejoraen e uso de las habilidades visualizadoras también ha sido registrada en otros
estudios. Tzekaki y Ikonomou (2009) investigan si hay relacion entre e grado de
desarrollo y las caracteristicas matematicas 0 geométricas de las tareas espaciaes
utilizadas, tratando de mostrar diferencias en habilidades y rendimiento. Afirman que
las habilidades espacial es se siguen desarrollando con laedad y de este modo |la mayoria
de los alumnos mayores (6 afios) mejoraron su rendimiento en situaciones espaciales
mas complicadas. Kliapis y Tzekaki (2011) concluyen que una intervencion que
favorezca las actividades espaciades ayuda a los nifios (de cinco y seis afios) con
estrategias poco avanzadas a mejorar su modo de abordar |as tareas de perspectivas y de
rotacion, mientras que los alumnos con estrategias empiricas avanzadas contindan
principalmente con las estrategias que tienen. El desarrollo de estrategias esta
relacionado con las tareas, la experiencia previa y la amplitud del repertorio de
estrategias que se utilicen en lainstruccion.

En la busqueda de estrategias de ensefianza que sean efectivas para los estudiantes que
poseen una buena capacidad visual, Mann (2006) hace recomendaciones especificas:
gue los estudiantes puedan elegir la forma de acceder a la informacion y los métodos
para comunicar sus resultados; explorar € interés de los estudiantes y enfatizar en la
ensefianza la comprension de conceptos mediante una aproximacion del todo a las
partes (es decir, enfatizando la instruccion que proviene del dibujo completo para luego
fijarse en los detalles). Generalmente, las técnicas de ensefianza tradicionales son
disefiadas para € aprendizae auditivo-secuencial y aportan desventgjas respecto a
aprendizaje visual-espacial. Esto puede provocar que alumnos con un pensamiento
visual muy avanzado corran € peligro de fracasar en € sistema escolar (por falta de
motivacion, distraccion, debilidad en los célculos bésicos y desorganizacion) porque su

estilo de aprendizaje no esta reconocido (Sword, 2000).
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En una extensa revision sobre el curriculum y los materiales que se emplean para
atender a los alumnos con talento, Assouline y Lupkowski-Shoplik (2003) concluyen
que la visualizacion espacial es importante para hacer matematica, ciencia e ingenieria.
Para ayudarles a pensar visualmente sugieren la manipulacion de objetos reales que les
hagan comprender las relaciones espaciales, juegos comerciades para ayudarlos a
manipular mentalmente los objetos y utilizar modelos tridimensionales usando
tangrams, teselaciones y graficos. En programas universitarios para desarrollar € talento
matematico, han detectado que algunos estudiantes que sobresalen en sentido numeérico,
ciculo y resolucion de problemas, tienen dificultades con las actividades de

visualizacion espacial, produciéndose mejoras a practicar estas actividades.

El interés por € disefio de estrategias para € desarrollo de la visualizacion se reflgjaen
numerosos estudios sobre instruccion visua relativos a diferentes ambitos, como €
conocimiento de formas geométricas y de medidas de cuadrados y cubos (Tishin, 1975),
la comparacion de las estrategias utilizadas en la orientacion espacial en dos y tres
dimensiones por alumnos pequefios (Cheng, Chen, Chen y Leu, 2011), las técnicas que
favorezcan la creatividad y un programa de entrenamiento con € propésito de guiar €l
proceso de seleccién de alumnos con talento (Cho, Song y Lee, 2011). También en un
estudio que examinaba si la ensefianza y los libros de texto pueden mejorarse para
desarrollar las habilidades y €l sentido espacia (Xiaomei, 2008) y otro que examinaba
dificultades de aprendizaje en visualizacion desde e punto de vista socioldgico y

cognitivo (Souto y Gomez-Chacdn, 2009).

Sintetizamos las ideas principales que hemos destacado en este capitulo sobre € talento

matematico y la visualizacion.

Para la atencion de los aumnos con talento matematico, consideramos el
enriquecimiento curricular como un marco de intervencion adecuado para reconocer y
favorecer € desarrollo de las habilidades que poseen (Blanco, Rios y Benavides, 2004;
Pitta-Pantazi y Christou 20094). Estas practicas docentes deben ir dirigidas a que los
alumnos desarrollen a maximo su potencialidad y hagan de ella un uso Optimo en sus
actuaciones mateméticas. Entre las habilidades a enriquecer, hemos seleccionado la
visualizacion porque se reconoce su papel importante en las tareas de matematizacion
(Arcavi, 2003; Clements y Battista, 1992; Guillén, 2010; Presmeg, 2006; Whezatley,
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1998) y puede desarrollarse mediante un proceso de ensefianza apropiado (Del Grande,
1990; Gardner, 1995, 2001; Gutiérrez, 2006). La intencién educativa de la geometria de
desarrollar el sentido espacial (New Jersey Mathematics Coalition, 1996), entendido
como elemento de competencia matemética, demanda relacionar el aprendizaje de
contenidos y elementos de razonamiento geométrico con € uso de habilidades de

visualizacion, especiamente en tareas de resol ucién de problemas geométricos.

Por tanto, vamos a disefiar préacticas docentes en € area de la geometria, para facilitar
gue los alumnos con talento desarrollen sus habilidades visuales. Previamente a este
disefio es necesario revisar las investigaciones que relacionan talento matemético y
visualizacion, enfatizando las que especificamente estudian las habilidades de

visualizacion que hemos seleccionado (Del Grande, 1990).
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Una vez delimitada e area problemdtica en que se ubica nuestro problema de
investigacion, en este capitulo realizamos una revision de las investigaciones que
relacionan talento matematico y visualizacion, mostrando la diversidad de aspectos en
los que las investigaciones se han basado, para poder describir con precision €
problema de investigacion y sus objetivos. Describiremos los errores y dificultades en
uso de la visualizacion que han recogido las investigaciones y haremos una valoracion

final para delimitar |os antecedentes de nuestra investigacion.

El capitulo se compone de dos partes, en la primera identificamos las investigaciones
mas sobresalientes sobre visualizacién y talento. Posteriormente atendemos a las
investigaciones sobre otros aspectos relacionados con ambos constructos, que aportan
datos interesantes para nuestra investigacion. Finalmente hacemos una sintesis del

estado del arte, para poder definir lainvestigacion con precision.

3.1 Revision bibliogr afica

En los apartados anteriores se ha manifestado la importancia de disefiar unas practicas
docentes adecuadas para atender alos alumnos con talento atendiendo a sus necesidades
especiales. El enriquecimiento curricular, ademés de trabgjar en mayor profundidad
determinados conceptos, deberia desarrollar |as habilidades especificas que caracterizan
a los aumnos con talento y asi afrontar con mayor éxito las tareas matematicas. Las
habilidades de visualizacion ocupan un lugar importante en el proceso de resolucion de
determinadas tareas matematicas, especialmente en el campo de la geometria, por lo que
su estudio nos lleva a conocer mejor el papel que estas habilidades desempefian en €

talento matematico.

Para comprender la relacion entre talento mateméatico y habilidades de visualizacion,
haremos una revision general, destacando estudios de la literatura de investigacion.
Debido a la riqueza y variedad de terminologia en estos dos campos, es necesario
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especificar qué elementos del talento matemético y de la visualizacion son los que se
han estudiado.

En este primer apartado atendemos a investigaciones sobre visuaizacion y taento
matematico. Comenzamos presentando investigaciones y revisiones gue se destacan en
todos los trabajos sobre esta problemética: 1os trabajos de Krutetskii, las revisiones de
Lean y Clements, de Bishop y de Presmeg. Posteriormente describimos la revision
bibliografica sistematica Ilevada a cabo en bases de datos, revistas de investigacion y
actas del PME.

Estudios clasicos sobre talento y visualizacion: Kruteskii, Leans y Clements,

Bishop y Presmeg

Podemos situar |as primeras investigaciones destacadas sobre talento y visualizacion en
los estudios de Krutetskii (1976). Krutetskii parte de estudios previos que sefialaban que
eran relativamente independientes las puntuaciones en test de algebra 'y geometria, pero
cada una estaba influenciada por 1o que podriamos llamar una habilidad matematica
general, posicion que no era unanime entre los psicologos. Mientras algunos psicélogos
consideraban la habilidad espacial como una habilidad matematica, otros relacionaban
la habilidad matemética con la inteligencia general, otros habian encontrado conexion
entre test visuales y test geométricos, y otros, por ultimo, establecian que la actividad en
geometria estd conectada con € factor espacial y la actividad aritmética con € factor

NUMEri co.

Para su investigacion, Krutetskii recopila las componentes de las habilidades
matematicas que caracterizan € pensamiento matemético a través de varias fuentes.
Realiza una revision bibliogréfica, pasa cuestionarios a profesores y estudia biografias

de mateméticos. Inicialmente conjetura nueve componentes de la habilidad matematica:

- Habilidad para formalizar, abstraer a partir de las relaciones numéricas
abstractas y formas espaciales y operar con estructuras formales.

- Habilidad para generdizar, detectar qué es lo esencial, abstraerse de lo
irrelevante y ver qué es comun y qué es externamente diferente.

- Habilidad para operar con nimerosy otros simbolos.
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- Habilidad para razonar de manera logica, 10 que esta relacionado con la
necesidad de demostrar, probar y deducir.

- Habilidad para simpificar |os procesos de razonamiento.

- Habilidad para convertir procesos mentales directos en inversos

- Hexibilidad de pensamiento.

- Memoria matemética (para generalizaciones, estructuras formales y esquemas
|6gicos).

- Habilidad para los conceptos espaciales, especiamente relacionada con la
geometria del espacio.

Elabora 79 test (22 aritméticos, 17 algebraicos, 25 geométricos y 15 de otro tipo) de
problemas matematicos clasificados en 26 series que recogen una interesante seleccion
de los problemas experimentales. Destacamos |las series relacionadas con |os conceptos
espaciales y visuales que se usaron para determinar la tipologia de los estudiantes: la
serie X X111 esthd compuesta por problemas con grados variables de visualizacion en sus
soluciones, la X X1V incluye problemas con formulaciones verbalesy visualesy la XXV

los problemas rel acionados con conceptos espacial es.

Tras pasar los test a los sujetos seleccionados, clasifica a los alumnos en aritméticos,
geomeétricos 0 armonicos, segun e procedimiento utilizado en la resoluciéon de las
tareas. Estas tres categorias son las mismas que habian sefialado otros autores como
Hadamard, Menchinskaya, Poincaré, Richardson y Walter (Lean y Clements, 1981). De
34 alumnos con talento estudiados, seis son dd tipo analitico, cinco geométricos y

veintitrés armonicos.

Tras € estudio, elabora un esquema de las habilidades mateméticas de los nifios con
talento (tabla 3.1), sefidlando componentes de las iniciamente conjeturadas que no

forman parte obligatoriamente de la estructura del talento matemético.
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Componentes del talento matematico (Krutestkii, 1976)

- Habilidad para percibir la estructura formal de un problema.

- Habilidad para utilizar en €l pensamiento |6gico las relaciones cuantitativas y espaciales,
nimeros y simbol os.

- Habilidad para pensar en simbolos mateméti cos.

- Habilidad para generalizar rapiday ampliamente |os objetos mateméticos, sus relaciones 'y
SUS operaciones.

- Habilidad para abreviar los procesos de razonamiento matematico y el sistema de las
operaciones correspondientes.

- Flexibilidad de | os procesos mentales que usan en la actividad matemética.

- Interés por clarificar, simplificar, economizar y racionalizar |as soluciones.

- Reversibilidad de | os procesos mental es de razonamiento.

- Memoria matemética (para retener las relaciones matematicas, las caracteristicas, las
estrategias de los argumentos y |as demostraciones, |os métodos de resolucién de problemas
y los principios de planteamientos).

- Mentalidad matematica.

Componentes no obligatorias en laestructura del talento matematico

- Rapidez de los procesos mental es.

- Habilidad computacional (habilidad para calculos rapidosy precisos).
- Memoria para simbolos, nimeros y férmulas.

- Habilidad paralos conceptos espaciales.

- Habilidad para visualizar relaciones matematicas abstractas.

Tabla 3.1: Esquema de las componentes del talento matemético (Krutestkii, 1976).

De sus estudios destacamos dos consideraciones importantes. Por un lado la alta
correlacion obtenida entre la habilidad para visualizar relaciones mateméti cas abstractas
y la habilidad para conceptos espaciales geométricos. Por otro lado, que no considera
estas dos habilidades componentes necesarias de la estructura de las habilidades
matematicas de |las personas con talento. Su presencia o ausencia (mas precisamente su
fuerza o debilidad) no expresan la extension de lo que e autor considera talento
matemético y por lo tanto son componentes no obligatorias en la estructura del talento

matemati co.

Lean y Clements (1981) presentan un amplio resumen de las investigaciones clasicas
sobre visualizacién, antes de presentar su investigacion particular sobre esta temética.
Su revision bibliogréafica sobre las relaciones entre Imagineria Visua-Rendimiento
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Matematico y sobre Habilidad Espacial-Rendimiento Matematico (Tabla 3.2), les lleva

adafirmar que aungue ha habido muchas investigaciones sobre la relacion entre habilidad

espacial, € uso de imagineria visua y e rendimiento matematico, muy pocas

investigaciones dan resultados definitivos.

Autor M .ed'c' on d'e'la Sujetos Resultados
Visualizacion
Test e;cpaqal&e, Nifiosde7a | Laimagineriavisua no influye en el
Carey, 1915 sobre imagineria ~ o ;
. 14 afios rendimiento en los test espaciales
visual
12 test espaciales : _ .
Barratt, 1953 (PMA y Raven Universitarios LO.S gue usan imagineria r.eal 'zan
mejor los test con carga visua
entre otros)
Haber y Haber, B , Usar |mag| nerna np mphc;arpayor
1964 Tareas especificas | Jovenes inteligenciani mejor rendimiento en
test espaciales
La habilidad espacial predice bien €
rendimiento en laresolucion de
5 Test espaciales. | Alumnosde | problemasy, aungue los individuos
Primaria(5° | con atahabilidad espacial resuelven
Moses, 1977 Problemas no grado — 10 problemas de |4piz y papel, no
rutinarios anos) podemos garantizar que siempre
utilicen procesos visuales en su
resolucién
El factor de habilidad espacial es uno
e . delos que afectamés
Sherman, 1979 | Tareas especificas | Jovenes significativamente a rendimiento
matemati co
Webb, 1979 Teress especffices Al umnog de | Losa umnos.que usan dibujostienden
secundaria a obtener mejores resultados
Ensefiar amanejar €l pensamiento
Cuatro test Alumnosde | visual afectaalahabilidad espacial y
espaciaes, test de . .
. 5°grado, de | alahabilidad de razonamiento pero no
Moses, 1980 razonamiento y .
Pgradoy al rendimiento pararesolver
problemas no A -
o universitarios | problemas ni influye sobre el grado de
rutinarios o
visualizacion
Lahabilidad espacia y los
Leany 5 Test espaciaes Universitarios | conocimientos de las convenciones
Clements, 1981 | (Raven entre otros) | (Ingenieria) espaciales no tienen gran influencia

sobre el rendimiento mateméatico

Tabla 3.2: Recopilacion de estudios sobre Imagineria Visua-Rendimiento Matematico y sobre
Habilidad Espacial-Rendimiento Matematico (Lean y Clements, 1981).
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Para explicar los diferentes resultados anteriores, Lean y Clements (1981) sefidlan que
los autores infieren que existe relacion entre habilidad espaciad y rendimiento
matematico a través de la correlacion, 1o que hace que sus estudios dependan de los
patrones de coeficientes de correlacion que emplean, por lo que sugieren realizar
investigaciones clinicas que se concentren en determinar las habilidades espaciales que
usan los sujetos para resolver diferentes tipos de problemas. En este sentido consideran
muy interesante la investigacion realizada por Krutetskii (1976) para detectar las

habilidades que caracterizan €l talento matemético.

En la revisién de Lean y Clements (1981) respecto a los que consideran estudios
pioneros de Moses (1977, 1980), sugieren utilizar no sélo pruebas escritas, evitando las
cuestiones que tengan en e enunciado diagramas o indiquen algo para dibujarlo y
puntuar también |os intentos incorrectos de resolucion de los problemas. En los estudios
previos a su investigacion encuentran resultados diferentes segin sea significativa la
relacion entre habilidad espacial y rendimiento. Vamos a describir 1os aportes en cada

tipo de estudios.

Entre las referencias de estudios antiguos que no encontraban relacion entre
visualizacion y rendimiento, estan los trabgos de Carey (1915) que a estudiar la
correlacion entre la imagineria visual y la resolucion de problemas concluye que no
influia la habilidad espacial en el rendimiento. Barrat (1953) sefidla que ninguno de los
estudios que interpretaban € grupo de factores espaciales en términos de manipular
imagenes mentales habia contrastado sus hipétesis mediante experimentos que las
confirmaran. Pasa 12 test visuales y examina qué sujetos habian usado imagineria visual
al resolver las cuestiones, cOmo habian sido las imagenes y si habian tenido dificultades
para manipularlas. Encuentra que los alumnos que habian usado mayoritariamente
imagineria visual puntuaban mejor en los test que encerraban componentes de
manipulacion espacial, pero no tenian meor rendimiento en los test que tenian alto
factor de razonamiento no espacial. Smith (1972) matiza las investigaciones que
utilizaban los trabajos de Haber y Haber (1964), en las que se observaba que |os sujetos
gue hacian una buena utilizacion de imagineria visual tenian ventgas en los test

espaciales, para afirmar que una alta visualizacion no indica mayor inteligencia.
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Entre los que encontraban relacion entre habilidad espacia y rendimiento, Webb (1979)
sefidla que las variables que mas influyen en el rendimiento son las que denomina logro
matematico, razonamiento verbal y representacion pictorica, ya que encuentra que los
alumnos que usaban diagramas o dibujos obtenian mejor resultado en los cuestionarios
de problemas. Smith (1964) concluye que la habilidad espacial esta ampliamente
relacionada con la conceptualizacion matematica de alto nivel, pero tiene poca relacion
con la adquisicion de conceptos y tareas de bagja dificultad. Guay y McDaniel (1977)
sugieren una relacion positiva entre pensamiento espacial y pensamiento matematico en
escolares tanto de bgjo como de alto nivel (los de bgjo nivel no pueden transformar
mentalmente las configuraciones de dos dimensiones, mientras que los de alto nivel
visualizan estructuras tridimensionales y pueden manipular estas imagenes). Sherman
(1979) en un estudio longitudinal para examinar el efecto de la habilidad espacial sobre
el rendimiento académico (entre otras variables cognitivas y afectivas) concluyé que €
factor habilidad espacial era uno de los que afectaban méas significativamente €l
rendimiento mateméti co.

Como se ha sefidado, Lean y Clements (1981) cuestionan que un indice de correlacion
explique que una habilidad asociada con cualquiera de las variables tenga prioridad
sobre otras en el proceso de aprendizaje, asi como que se establezca de esta forma una
relacion causal. Se decantan por investigaciones clinicas que estudien por qué se utiliza
la habilidad espacial a resolver determinados tipos de problemas. Realizan un estudio
basado en test matematicos y espaciales en € que emplean € constructo “modo
preferente de procesar la informacion matematica’, utilizando un instrumento
desarrollado por Suwarsono. Su estudio de andlisis de regresion mdltiple con 116
estudiantes de ingenieria revela las siguientes conclusiones. La habilidad espacia y €
conocimiento de convenciones espaciales no tienen gran influencia en el rendimiento
matematico y los alumnos que prefieren métodos de procesamiento |6gicos-verbales

superan alos estudiantes mas visuales en | os test matematicos y espaciales.

Los propios autores sefialan que los resultados de este estudio entran en conflicto con
otros estudios que sugieren que es deseable utilizar procesos visuales cuando se
resuel ven problemas. Este conflicto aparente, podria deberse a que se emplean tareas de
rutina de los test puros y aplicados que son diferentes a las tareas no rutinarias utilizadas

en otros estudios. Aungque no relacionado con e talento y desde un enfoque més
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psicologico, McGee (1979) concluye que la visuaizacion y las habilidades de
orientacion correlacionan méas con e éxito en ciertos dominios, como ocupaciones
técnicas, que con la habilidad verbal, por 1o que proponen convertirlas en variables

importantes en |a psicol ogia aplicada.

Alan Bishop, profesor emérito de educacion en la Facultad de Educacion de la
Universidad de Monash, ha estudiado desde 1980 la visualizacion, resumiendo sus
aporte en 2008 (Bishop, 2008). Desde sus primeros trabajos (Bishop, 1980), hace una
exhaustiva revision sobre las habilidades espaciales desde una perspectiva mas
psicoldgica. Vamos a desarrollar sus aportes organizandolos en tres partes. En primer
lugar presentamos su vision del trabajo de Krutetskii. Posteriormente describimos sus
ideas sobre la relacion entre visualizacion e inteligencia y finalmente recogemos la

dificultad que expone sobre los instrumentos de medicién empleados.

Bishop (1980) considera importante la contribucion de Krutetskii por tres motivos: por
desarrollar un conjunto de tareas que incluian un ato grado de pensamiento espacial,
estableciendo conexiones entre las habilidades espaciales y las mateméticas, por
documentar varios casos de alumnos, con buen rendimiento en mateméticas, que usaron
predominantemente las ideas espaciales en la resolucién de problemas y por mostrar un
método de investigacion y un estilo muy diferente de los métodos psicométricos
tradicionales. Esta revision de Bishop sobre habilidades espaciales y visualizacion en
educacion matematica es considerada después de tres décadas como uno de los
cimientos paralainvestigacion en el campo (Presmeg, 2008a).

Bishop (1980) diferencia la postura de Spearman (1927) de la Thurstone (1938). El
primero afirmaba que para resolver tareas se requeria un factor de inteligencia general y
un factor especifico. Por lo tanto, la habilidad matemética era concebida como la
combinacion de una inteligencia genera aplicada a un contexto matemético. Sin
embargo Thurstone proponia un conjunto de Habilidades Mentales Primarias que
requerian ciertas combinaciones para areas especificas, sin audir a factor general.
Bishop (1980) recoge otras diferencias encontradas en estudios sobre habilidad espacial
y matematica: mientras McFarlane (1964) argumentaba que la habilidad espacial es la
habilidad clave parala matematica, sin embargo, en los trabajos de Werdelin (1958) no
habia una carga significativa del factor espacial en los test mateméaticos. McGee (1979)
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sefida que es peligroso considerar la visualizacion como fundamental para un buen
rendimiento en varias de las funciones mentales, entre ellas, la habilidad matemética y
citalos estudios de Hills (1957) en e que dos test espaciales correlacionaron mas con €l

éxito académico que otrostest verbales y de razonamiento.

Todo lo expuesto anteriormente muestra la controversia existente en los ochenta sobre
larelacion entre visualizacion y rendimiento matematico. Para comprender estarelacion
es necesario especificar qué elementos del talento matemético y de la visualizacion son
los que se estudian, ya que si bien el talento matematico estd, de manera generalizada,
caracterizado por e rendimiento en tareas de resolucion de problemas, la medicién de la
visualizacion se obtiene a partir de diferentes instrumentos y registros: puntuaciones en
test visuales, tipos de imagenes utilizadas, estrategias de resolucion visuales utilizadas,
habilidades de visualizacion manifestadas, etc. Por esto, la utilizacion de diferentes
definiciones de talento (habilidad matemética, rendimiento, etc.) y visuaizacion
(habilidad espacial, imagineria visual, etc.) y de instrumentos de medida puede conducir

aresultados aparentemente contradictorios.

La creacién de un instrumento de medicion de la visualizacion reflgga uno de los
principales problemas en estas investigaciones: la dificultad de registrar la actividad
visual. Bishop (1989, 1992) en varias revisiones de investigaciones, sefiala la dificultad
parainvestigar laforma en la que los alumnos procesan las ideas. Destaca € estudio de
Presmeg (1986b) y a modo de gemplo, resalta las diferentes formas de medir la
visualizacion en los estudios de Presmeg, Moses, Kruteskii y Suwarsono. En relacion
con las habilidades, Bishop (1983) realiza un estudio significativo de los procesos IFl y
VP que habia definido en articulos anteriores y sefiala que los aumnos de primero de
Universidad de Tecnol ogia presentaban mas dificultades en las tareas |IFI que en las VP,
propone estudios para caracterizar mejor estas habilidades, realzando la importancia de
caracterizarlas mejor y de disefiar entrenamientos Optimos para desarrollarlas. Concluye
que, en este momento, somos relativamente ignorantes acerca del aprendizaje de ideas

espaciales y geométricas.

Norma Presmeg, profesora emérita en € Departamento de Mateméticas de la

Universidad Estatal de Illinois ha destacado en su investigacion sobre la visualizacion

en diversos campos de las mateméticas, desde su tesis doctoral de 1985 (Presmeg,
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1985). Las sintesis que realiza Presmeg nos llevan a presentar las investigaciones que
abordan tres aspectos, 1os métodos visuales, € papel de las imégenesy € interés de la
formacion para el desarrollo de habilidades de visualizacion.

Para Presmeg (19864) un método visual de resolucién es e que involucra como parte
esencial imégenes visuales, con o sin diagramas, aungue también involucre
razonamiento o metodos algebraicos. Moses, define un grado de visualizacion basado
en la cantidad de procesos visuales de solucidon (cuadros, graficos, listas, tablas)
presentes en las soluciones escritas. Cuando Krutetskii define € sujeto de tipo
geométrico como €l que necesita interpretar visualmente una expresion de alguna
relacion abstracta. Suwarsono asignaba una visualizacion alta a los sujetos que obtenian
respuestas correctas mediante razonamientos basados en diagramas o en imagenes

visuales iconicas construidas por €.

Para confirmar algunas de las observaciones hechas en estudios anteriores, Presmeg
(1986a) sefidla que los estudios muestran que son minoritarios los aumnos
“visualizadores’ (prefieren e uso de métodos visuales para resolver problemas que
pueden ser resueltos tanto por métodos visuales como por otros métodos) entre los de
un nivel matemético destacado y en su investigacion discute el efecto que producian
sobre alumnos visualizadores los modos cognitivos, actitudes y acciones de sus
profesores de matematicas. De los siete alumnos considerados excelentes por sus
profesores (de 277 alumnos) casi ninguno era visualizador. Con un criterio menos
restrictivo, no llegaba a un quinto la proporcién de alumnos de ato rendimiento que
eran visualizadores (de 27 alumnos considerados muy buenos, solo 5 lo eran). Esta en
consonancia con los estudios de Krutetskii (1976), que muestran que casi todos los

alumnos considerados més brillantes no son visualizadores.

Presmeg (1986a) explica la reticencia a usar la visualizacion por parte de los alumnos

con talento seguin factores internos y externos como |os siguientes:

- Tiempo y economiade tiempo en la escuela.
- Preferencias por una forma particular de pensamiento reforzada en el curriculo,

en la actuacién de sus profesores y en |os examenes.
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- Las matematicas, por su naturaleza, favorecen e método no visua (lo que
acomparfia de un interesante estudio en € que clasifica a grandes mateméticos
en algebraicos 0 geométricos).

- La ensefianza enfatiza é méodo no visual (comunicacion de ideas). Al
clasificar los profesores en visuales, medios y no visuales observa que los
alumnos visualizadores del estudio obtuvieron mejores resultados con los

profesores considerados medios.

El estudio de los distintos tipos de imagenes que los estudiantes utilizan en laresolucion
de tareas (Presemg, 1992), sugiere que laimagineria de patronesy otro tipo de imégenes
forma una componente central en & modelo de razonamiento matemético y puede
utilizarse para la abstraer y generalizar. Considera que los estudios de Krutetskii son
extensibles a todos los niveles de habilidad matematica, no solo para e talento. En la
linea de investigacion propuesta por Presmeg sobre el tipo de imégenes que utilizan los
estudiantes, se realizan una serie de investigaciones para relacionar las distintas
tipologias con e rendimiento en la resolucion de problemas. Hegarty y Kozhevnikov
(1999) descubrieron que €l uso de imagenes esquematicas correlacionaba positivamente
con e éxito en la resolucion de problemas, mientras que € uso de imagenes pictoricas
correlacionaba negativamente con e éxito en la resolucion de problemas. Kozhevnikov,
Hegarty y Mayer (2002) en sus estudios con 60 estudiantes, identificaron dos tipos de
visualizadores, segun tuvieran alta o baja habilidad espacial. Los visualizadores con alta
habilidad espacial (tipo espacial) utilizaban sistemas de imagineria espacia
esguematicos para resolver problemas, mientras que los visualizadores con baa
habilidad espacial (tipo iconico) utilizaban sistemas de imagineria pictéricos. Del grupo
de trabgjo Representations and mathematics visualization (Hitt, 2002), destacamos un
estudio relacionado con rendimiento matematico en e que Stylianou y Pitta-Pantazi
(2002) afirman que los alumnos de bgo rendimiento parecen utilizar imagenes
descriptivas de objetos reales y acciones y tienen dificultad para verlas como objetos
matematicos con las que ellos puedan operar. Sin embargo, los estudiantes de alto
rendimiento se esfuerzan en encontrar conexiones entre las imagenes visuales y los
simbolos que usan en su experimentacion.

Van Garderen y Montague (2003a) investigan e uso de laimagineria visual cuando los

estudiantes resuelven problemas matematicos. En € estudio participaron alumnos de
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sexto grado con dificultades de aprendizaje, alumnos de rendimiento medio y alumnos
con talento. Las representaciones visuales se estudian identificando las representaciones
esguematicas primarias que reflgjan las relaciones espaciales descritas en los problemas
0 las representaciones pictoricas primarias que representan personas, lugares 0 cosas.
Los resultados indican que los alumnos con talento usan significativamente méas
representaciones visuales esqueméticas (el tipo méas sofisticado de imagineria, para
representar las relaciones espaciades entre las partes del problema, incluyendo
transformaciones espaciales) que € resto de los grupos y que los estudiantes con
dificultades de aprendizaje usan méas representaciones pictoricas. El éxito en la
resolucion de problemas correlaciona positivamente con € uso de representaciones
esguematicas y negativamente con el uso de representaciones pictoricas.

También para encontrar diferencias entre € papel que desempefia la visualizacion en los
alumnos con dificultades y los talentosos, Van Garderen (2006) enfoca su estudio en €
uso que hacen de la imagineria visua y como se relacionan con la habilidad de
visualizacion espacia de los estudiantes cuando resuelven problemas matematicos
enunciados con palabras. Midi6 € rendimiento en resolucion de problemas, las
representaciones con imagineria visual y la habilidad espacial recogida en los test,
concluyendo que los aumnos con talento puntuaban mejor que los alumnos medios y
los alumnos con dificultades de aprendizaje, en las dos medidas espacides de
visualizacion. El uso de imégenes visuales correlacionaba positivamente con el éxito en
la resolucion de problemas. Ademés, € uso de imagenes esquematicas correlacionaba
significativamente y positivamente con e ato rendimiento en cada medida de
visualizacion espacial, mientras que correlacionaba negativamente con el uso de
imagenes pictoricas. Van Garderen presenta como limitacion de su investigacion la
dificultad de medicion de la visualizacion, ya que los alumnos podrian haber utilizado
estrategias visualizadoras sin advertirlo y dada la dificultad de ensefiar estrategias

visuales sugiere que se realicen estudios en los que se analice laintervencion.

En una completa revision de los trabgos presentados en los PME relativos a
visualizacion, Presmeg (2006) afirma que quizds € asunto més apremiante de
investigacion en este periodo es estudiar una ensefianza eficaz para aumentar € uso y
poder de la visualizacion en la educacion matematica. Sefiala que muy pocos estudios

han abordado este tdpico desde los aportados por Presmeg (1991) en su estudio de los
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aspectos de la ensefianza que facilitan la visualizacion. La autora subraya la escasez de
estudios sobre ensefianza de la visualizacion, apunta que los estudiantes apenas usan €l
razonamiento visua y que se trabaja poco en clase, a pesar de su gran poder para
argumentar. Comenta las dificultades que tienen los alumnos para utilizar |as iméagenes
en su razonamiento analitico, encontrando pocos articulos gque hayan mostrado
evidencias empiricas para sugerir qué aspectos de la instruccion pueden ayudar a los
profesores a usar la visualizacion y qué aspectos podrian ayudar a superar las
dificultades y hacer un uso Optimo de la potencia del proceso visual. De las trece
grandes cuestiones que plantea para futuras investigaciones sobre visualizacion

destacamos:

1.- ¢Qué aspectos pedagdgicos son significativos para promover la potencia de la
visualizacion y cudles evidencian las dificultades de su uso en e aprendizge de las

mateméticas?

2.- ¢Qué aspectos culturales de la ensefianza promueven que los alumnos usen

pensamiento visual eficaz en matematicas?

3.- ¢Qué aspectos del uso de diferentes tipos de imagineria y de visualizacion son

eficaces en laresolucion de problemas de varios niveles?

10.- ¢Cuanta visualizacion debe ser puesta en juego para promover la abstraccion y

generalizacion matematica?

13.- ¢Cud es la estructura y cudles son las componentes de una teoria global de la

visualizacién en educaci on matemética?

La necesidad de estudios que analicen la instruccion, ya en e contexto geométrico y
desde una perspectiva sociocultural, también es recogida por Battista (2007) quien
concluye que los estudiantes contintdan teniendo dificultades para e aprendizaje de la

geometria.

Para buscar investigaciones mas recientes sobre la visualizacion y talento matemético
procedimos a redlizar una buUsgueda sistemética por bases de datos, revistas

especializadas, tesis doctorales y actas de congresos de educacion matematica.
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Consideramos los estudios desde e afio 2006 y centramos las busguedas relativas a
talento matemético, visualizacién y términos afines relacionandolas con otros campos
especificos como educaci on matemética, geometria, test espaciales, entre otros.

L as principal es bases de datos consultadas fueron ERIC, UMI, ZDM, TESEO y Dialnet.
En cuanto alas revistas analizadas, destacamos las busquedas realizadas en Educational
Sudies in Mathematics, Journal for Research in Mathematics Education, Ensefianza de
las Ciencias, Recherches en didactique des mathematiques, Educacién Matematica,
Journal of Mathematical Behavior, Journal of Mathematics Teacher Education, Journal
of Mathematical Imaging and Vision, Mathematics in School, y Journal of the
Association for Institutional Research. Ademas, consultamos revistas especializadas en
el talento y términos relacionados como Gifted child today, Gifted and talented
international, Journal of the education of the gifted, Gifted child quarterly, entre otras.
De los congresos y reuniones cientificas, resaltamos la revision realizada en las actas de
PME, ICMEy SEIEM.

De esta revision, destacamos dos lineas en las investigaciones que relacionan talento
matematico y visualizacion. En la primera situamos los estudios que analizan € uso de
la visualizacion en la redizacion de determinadas tareas y las dificultades que
manifiestan los alumnos con talento a resolverlas. La segunda la determinan los
estudios que relacionan diferentes aspectos de la visualizacion con € rendimiento o

habilidad matemética que poseen |os alumnos con talento.

De la primera linea (uso de la visuaizacion por alumnos con talento), resaltamos la
investigacion de Ryu, Chong y Song (2007) relativa a la manifestacion de habilidades
de visualizacion y las dificultades en los procesos de visualizacion. Su estudio le llevaa
concluir que todos los estudiantes con taento matematico investigados mostraron
habilidad para visualizar la configuracion parcial en figuras simples. Sin embargo, solo
un estudiante (de los siete investigados) 1o hizo con figuras méas complejas en las que se
solapaban las lineas y puntos, correspondiente a la habilidad de Percepcion de la figura
contexto. Al compararlos con alumnos ordinarios, detectaron que aumnos que
mostraban unas excelentes resultados en agebra o en otros campos de la geometria,
tenian dificultades en los procesos de visualizacién espacial, como los ligados a

confundir los lados de un objeto espacial a partir de una representacion 0 reconocer
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planos en tres dimensiones a partir de sus representacion en dos dimensiones.
Concretamente manifestaban dependencia del hecho visual (no veian la perspectivay la
juzgaban a partir de la longitud en la representacién plana), se mostraban confusos al
distinguir los lados (si eran lados de triangulos o diagonales...) y tuvieron dificultad
para imaginar la seccion plana de una figura solida. Las tareas seleccionadas eran
relativas a representaciones planas de poliedros en las que los aumnos debian
manipular mentalmente solidos representados en € plano y distinguir sus elementos
mas relevantes (en distintas perspectivas de un icosaedro se marcaban todos los lados
sin sefidar las caras ocultas y se les pedia alos alumnos que comparasen longitudes de
lados y angulos). Dos de los siete alumnos mostraron habilidades de visualizacion y los
otros cinco mostraron dificultades en la manipulacion mental del objeto representado en
el plano.

Las dificultades manifestadas por los alumnos con talento a resolver tareas que
implican visualizacién han sido reconocidas en actividades relativas a generalizar y
definir. Lee, Ko y Song (2007) afirman que podrian usarse para detectar € talento
actividades que demanden definir conceptos, ya que reconocer las relaciones entre los
componentes del concepto y captar sus caracteristicas fundamentales se utiliza para
resolver problemas, generalizar y justificar. En una tarea de trabgo en grupo para
construir y definir poliedros regulares, confirmaron que incluso los alumnos talentosos
presentaban dificultades cuando tenian que definir un concepto matematico a partir de

un Unico jemplo.

Con respecto a los estudios que relacionan visualizacion y habilidad matematica, Rivera
(2011) considera que hay evidencias sOlidas empiricas que muestran que hay relacion
significativa entre la habilidad de percepcion visua y la habilidad matemética, entre la
percepcién visual y e rendimiento matemético y entre usar representaciones visuales
(dibujos o diagramas) y €l éxito en la resolucion de problemas matematicos. Ilustra esta
afirmacion con los estudios de Kulp et al. (2004) que muestran lo significativo de la
habilidad visual en € aprendizaje matematico, es decir, una pobre habilidad visual se
relaciona con bgjo rendimiento en matematicas. Por |o tanto, la habilidad perceptiva
visual, y particularmente la memoria visual, deberia ser considerada entre las

habilidades que estan significativamente relacionas con el rendimiento matemati co.
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En esta linea, Gruessing (2011) examinando las relaciones entre rendimiento
matematico y habilidades espaciales en alumnos de cuarto grado, encuentra que los
alumnos con alta habilidad espacial tienen mayores habilidades mateméticas. Segun los
resultados, parece que la instruccion en ensefianza matematica tiene un impacto
significativamente especial en e desarrollo de las habilidades y concluyen que existe
una relacion positiva entre habilidades espaciales y habilidades mateméticas. Estos
resultados se relacionan con el estudio de Brown y Wheatley (1989) que examinaron las
diferencias de conocimiento matematico de alumnos de quinto grado con bagja o ata
habilidad espacial. Estos autores asociaban un conocimiento mas instrumental a las
alumnas estudiadas con bagja habilidad espacia mientras que las alumnas con dta
capacidad espacial poseian un conocimiento mas relacional.

En un estudio en estudiantes de 13 a 16 afios que participaban en un proyecto de
atencion al talento matemético en la Universidad Pedagdgica Nacional de Colombia, se
establecieron relaciones entre las caracteristicas asociadas a talento matemético y las
habilidades y procesos de visualizacion cuando los alumnos resolvian problemas en
contextos algebraicos. Los autores concluyen que la generalizacion esta relacionada con
la Discriminacion Visua, la organizacion de la Informacion con el Procesamiento

Visua y laflexibilidad con laldentificacion Visua (Jiménez, Rojasy Mora, 2011).

En relacion a papel de la imagineria en € razonamiento matemético, Lee, Kim, Na,
Han y Song (2007) consideran insuficientes los estudios realizados sobre las tareas y
métodos de ensefianza que pueden estimular € razonamiento (induccion, analogia e
imagineria) en los nifios con talento matematico. En su investigacion entrevistan a los
alumnos y estudian s utilizan en cada tarea analogias, induccion o imagineria. Las
conclusiones basadas en los resultados concretos de los nifios (solo dos dieron las
respuestas esperadas) son que no hay unarelacion clara entre analogia e induccién y que
la imagineria da a los alumnos una buena base para desarrollar analogias estructurales

pararesolver problemas en geometria.

Finalmente recogemos el papel que ocupa la visualizacion en las investigaciones sobre

el talento matemético a partir de una revision general de 1234 estudios empiricos sobre

la superdotacion realizada por Dai, Swanson y Cheng (2011). Consideran € desarrollo

del talento como uno de los cuatro principales tépicos estudiados (los otros tres son la
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creatividad, el rendimiento y la identificacion). Ubican 71 investigaciones en € campo
de las Matematicas 'y 12 en el campo visoespacia. Respecto a los estudios empiricos de
desarrollo del talento (107 estudios) hay 16 en e dominio especifico de las
matematicas. Concluyen gque se necesita méas investigacion sobre la naturaleza y
desarrollo de la superdotacion, desarrollando teorias innovadoras para la ensefianza, a
través de programas de investigacion que estudien laintervencion realizada en entornos
préacticos.

Hemos resumido en este apartado las investigaciones que tratan la visualizacion y €
talento matemético, bien de una manera relacionada, bien de manera independiente,
pero audiendo a ambos. Del recorrido por las investigaciones anteriores, resaltamos |os
diferentes criterios utilizados para |la medicion del talento matematico (rendimiento,
habilidad matematica, etc.) y de la visualizacion (imégenes, resultados en test,
habilidades espaciales, etc.). llustramos esta variedad con la tabla 3.3 en la que se
recogen los estudios en |os que se relacionan aspectos relativos al talento matematico y

lavisualizacion.

La diversidad de criterios de medicion del talento matemético y de la visualizacion
puede ser uno de los factores que explican la diferencia de los resultados obtenidos por
las investigaciones. Asi puede comprenderse que haya estudios que no detectan
conexion entre talento y visualizacion junto con otros que si la establecen. Entre los
primeros, Lean y Clements (1981) sefidan que la capacidad visua no influye
especialmente en e rendimiento matematico, Krutetskii (1976) concluye que la
visualizacion no constituye una componente necesaria de las habilidades matematicas y
Presmeg (1986a) que los aumnos con talento prefieren métodos no visuales en la
resolucion de problemas. Los segundos relacionan positivamente la visualizacion y el
mayor rendimiento, como Gruessing (2011), Rivera (2011), Van Garderen (2006), Van

Garderen y Montague (2003a).

De esta observacion extraemos la importancia de clarificar cuidadosamente qué aspecto

sevaamedir en lainvestigacion, para situarla en relacion alas ya realizadas.
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Autor Medicion del talento Medicién dela visualizacion Sujetos Resultados
Utilizacién de imégenes visuales.
Visualizacion de relaciones mateméticas.
K rutetskii 34 fa\lumnos talentosos Interpretacion visuaL _ N . Lahabilidad par_a visualizar r(_el aciones maIeméI_i cas abstractasy
1976 ' (éxito en tareas Ver mentalmente (visualizar la posicion de un 192 sujetos de 6 a 16 afios conceptos espaciales geométricos No es necesariamente una
matematicas) solido en el espacio larelacion entre sus partes). componente en la estructura de las habilidades mateméticas
I maginacion geomeétrica (interrelacion de
solidos, figuras, planosy lineas)
Presmeg, Nominaciones delos Puntuacion en un instrumento propioy 277 estudiantesde 16 y 17 L os alumnos consideramos como més brillantes eran casi siempre
profesores (7 talentosos, 27 . ~ -
1986a entrevistas afos no visualizadores

muy buenos)

Van Garderen
y Montague,
20033)

Test WISC-R (22 alumnos
talentosos)

NUmero de representaciones pictéricas o
esqueméticas utilizadas.

66 alumnos de sexto grado

Los alumnos con talento usaban significativamente mas
representaciones visual es esqueméticas, el tipo mas sofisticado. El
éxito en laresolucion de problemas correlaciona positivamente
con €l uso de este tipo de imagenes

Van Garderen,
2006

Test WISC-R (22 alumnos
talentosos)

NUmero de representaciones pictéricas o
esquemdticas. NUmero de representaciones
visuales utilizadas. Test de habilidad espacial

66 alumnos de sexto grado

Los alumnos con talento punttan mejor que los demés en las dos
medidas espaciales de visualizacion.

El uso de imagenes esquematicas correl aciona significativamente
y positivamente con el alto rendimiento en cada medida de
visualizacion espacial

h‘: Klsrgr,wNa, Alumnos de un programa Entrevistas y observaciones mientrasrealizaban | 3 alumnosde 12 afiosy 3 Laimagineria da alos alumnos una buena base para desarrollar
2007y o detalento las tareas alumnos de 14 afios analogias estructurales para resolver problemas en geometria
Dosdelossiet st teristicas de las habilidades d
Ryu, Chongy | Alumnos de un programa - e : 7 alumnos con talento (13 'y 0sde O?,S € mostraron caracterisiicas de fas habiiidades de
Habilidades de visualizacion (entrevistas) ~ visualizacion y los otros cinco mostraron dificultades en la
Song, 2007 detalento 14 afios)

manipulacion mental del objeto representado en el plano.

Tabla 3.3: Sintesis de investigaciones que relacionan aspectos relativos al talento matemético y la visualizacion.
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En cuanto a los componentes de la visualizacion analizados, son mas numerosos 10s
estudios relacionados con la imagineria (Presmeg, 1986a, Lee, Kim, Na, Han, Song,
2007; Van Garderen y Montague, 2003a, Van Garderen, 2006). Si bien encontramos
estudios sobre habilidades de visualizacion no contextualizados en e ambito del talento
matematico (Bishop, 1983; Gutiérrez, 1996) y sobre las habilidades y dificultades
manifestadas por los alumnos con talento matemético ante ciertas tareas geomeétricas
(Ryu, Chong y Song, 2007), consideramos necesario investigar sobre el papel de la
ensefianza en e desarrollo de las habilidades de visualizacion (Hershkowitz, 1990;

Presmeg, 2006) contextualizandolo en alumnos con talento matemético.

3.2 Talentoy visualizacion: Otros aspectos

Hasta ahora hemos redlizado € recorrido histérico de las investigaciones que
contextualizan la investigacion sobre talento matemético y visualizacién, llegando a la
conclusion del interés puesto de manifiesto por los investigadores en disefiar précticas
docentes que promuevan e uso de las habilidades de visualizacion y faciliten su
desarrollo. Esta revision bibliogréfica sobre la relacion talento matemético y
visualizacion ha abordado estos dos aspectos de un modo méas amplio incluyendo como
variables: el éxito en la resolucion de tareas, el empleo de imégenes, |a utilizacion de
diagramas, la puesta en juego de habilidades, etc. Vamos a continuacion a resaltar
algunos estudios que aunque de manera directa no han tratado conjuntamente talento y
visualizacion, han tratado sobre alguno de los temas afines a nuestra investigacion e
ilustran la diversidad de intereses que € taento y la visualizacion han generado en

distintos campos.

Talentoy visualizacion: intervencion

Podemos encontrar una amplia variedad de aspectos en los que se han centrado
diferentes estudios sobre la atencion educativa de alumnos con talento. Sefialamos entre
otras: elaboracion de un cuestionario sobre e rendimiento y las dificultades de aumnos

de un proyecto de enriquecimiento (Lambert, 2006), creacion de un grupo de discusion
93



3 Talentoy visualizacion

sobre sus expectativas a los retos que le plantea la educacion secundaria (Hong, 2007),
técnicas para estimular la creatividad (Montgomery, Overton, Bull, Kimball y Griffin,
1999), estudio sobre expectativas, intenciones, estrategias y acciones para afontar los
retos mateméticas encontrados en clase (Tey, 2007), estudio sobre alfabetizacion visual
con temas de visualizacion guiada o instruccion directa en conceptos de arte (Casey y
Wolf, 1989) y una investigacion para comparar €l éxito matematico, la habilidad de
estimacion, € uso de estrategias de estimacion y la auto-percepcion académica entre
alumnos con taento y aumnos con dificultades de aprendizaje (Van Garderen,
Montague, 2003b). Muchas investigaciones han explorado € papel de distintas técnicas
informéticas para mejorar |a habilidad espacial en estudiantes en general (Raquel, 2001)
y en alumnos con talento (Mack, 1992, 1995; Whestley, 1983).

La demanda de disefios adecuados para e enriquecimiento curricular de los alumnos
con talento es un problema ya sugerido en décadas pasadas (Horowtiz y O"Brien, 1986).
De las estrategias para la ensefianza que se han sefialado como efectivas en aumnos con
fuerte capacidad visual (Silverman, 1995) destacamos las siguientes: utilizar recursos
visuales y material manipulativo; hacerles descubrir sus propios métodos de resolucion
de problemas; evitar las rutinas de memorizacion y los gercicios de repeticion; darles
material avanzado, complgo y abstracto en etapas, trabgar en grupos y permitirles que

construyan sus representaciones visuales.

Dentro de estos estudios hemos encontrado numerosas actividades para trabgjar las
habilidades espaciales en las intervenciones. Estas referencias nos ayudan para disefiar

el proceso formativo. Entre | as actividades destacamos | as siguientes:

- Construir formas empleando los Tangrams y estudiar sus propiedades
(Dunkels, 1990).

- Resolver puzles con cubos de madera (1zard, 1990).

- Déefinir y realizar desarrollos planos y montarlos posteriormente para formar
cajas con inscripciones (Lehrer, Jacobson, Kemeny y Strom, 1999).

- ldentificar y dibujar solidos desde diferentes perspectivas (Moses, 1990).

- Redlizar construcciones de figuras empleando palitos o cerillas (Noss, Healy y
Hoyles, 1997).

- Actividades geométricas de doblado de papel (Bishop, 1983).
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- Seccionar y caracterizar figuras tridimensionales (Lawrie, Pegg y Gutierrez,
2002; Gutiérrez, Pegg y Lawrie, 2004).

- ldentificar desarrollos imposibles de cubos y reconocer figuras geométricas en
dibujos solapados (Stanic, 1990).

- Otras experiencias basadas en apreciar y emplear relaciones geométricas, como
la direccidn, la orientacidn y la perspectiva para representar objetos en €
espacio (Yackel y Wheatley, 1990), cubos rotados (McKim, 1980), tareas de
rotacion espacial (Gorgorié, 1998), reconocimiento de figuras en poliedros
(Lee, 2005), tareas de localizacion (Acufia, 2008), tipos de imagenes que se
utilizan (Rey, 2006), modelos de triangulos y dibujos a escala (Elgersma,
1990), direcciones mas reconocidas en tres dimensiones (Cohen, 2003),
clasificaciones para interpretar distintas perspectivas desde las que se dibujan

objetos tridimensionales (Gonzato, Fernandez y Godino, 2011), etc.

Otro aspecto referido a la intervencion es € que compete a empleo de técnicas
informaticas, en forma de programas de geometria dindmicay de applets interactivos. A
este respecto hay diversidad de investigaciones. En ellas se concluye que mejorar €
razonamiento visual y simbdlico en mateméticas a través del uso de ordenadores
requiere una conexion fuerte y precisa entre el razonamiento y las tareas en € ordenador
(Healy y Hoyles,1999). La diversidad de recursos informaticos y de tareas asociadas
genera distintos resultados que no son faciles de generalizar. Sin embargo, son multiples
los estudios que apoyan € uso de la tecnologia para promover y desarrollar e poder
visual de los estudiantes (Baccaglini-Frank, Mariotti y Antonini, 2009; Elliott y
Hudson, 2000; Guven y Kosa, 2008; Rodriguez, Montiel y Cantoral, 2008; Moustaki y
Kynigos, 2010; Mudalay, 2008; Yang y Chen, 2010). Otros estudios han encontrado
inconvenientes en la presentacion mediante una versién dindmica de un problema
geométrico, a apreciar que e modo dindmico visual del problema distraia la atencién
de los estudiantes y no facilitaba el proceso de resolucion del problema (Lavy, 2006).
Se ha discutido € uso de los ordenadores en la organizacion de las clases de los
programas de talento matemético (Hersberger y Wheatley, 1980). EI ambito es tan
genera, que hay que precisar los programas y actividades utilizadas. Con soportes muy
especificos, se han desarrollado diferentes investigaciones que apoyan los recursos

informati cos estudiados, tanto para favorecer e conocimiento colectivo y la creatividad
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en alumnos superdotados (Lin, Chia, Hung y Hsiao, 2009), como para que |os aumnos
con talento demuestren su originalidad y mayor fluidez y flexibilidad (Hung, Chen, Lin
y Tseng, 2007; Hung, Chen y Tseng, 2008).

Talentoy visualizacion: preferencia de método visual

También son numerosos los estudios sobre qué método (visua o algebraico) prefieren
los profesores y los aumnos (Pitta-Pantazi, 2009b; Pitta-Pantazi y Christou, 2010;
Presmeg, 2006; Siew, 2007; Zodik y Zaslavsky, 2007). Presmeg (2006) estudia la
relacion entre los resultados de los alumnos y € tipo visual del profesor y establece muy
poca relacion entre la visualizacion matematica de los profesores y su utilizacion en
clase. Presmeg (1986a) afirma que lo estudios demuestran que lo més efectivo es €
pensamiento ambidiestro (métodos visuales y no visuales). Esta afirmacion coincide con
los estudios posteriores de Zazkis, Dubinsky y Dautermann (1996) en los que proponen
un método aternativo de ensefianza, que combina el método visual con las estrategias
analiticas. Otros autores enfatizan la importancia de verbalizar los procedimientos
visuales utilizados (Richardson y Stein, 2008; Sgroi, 1990).

El hecho de que los alumnos manifiesten poca disposicion a emplear métodos visuales
no debe influirnos para juzgar la importancia del papel que juegan las estrategias
visuales en la realizacion de actividades especificas. Si bien, ante la presentacion de
demostraciones de teoremas visuales y algebraicos, |os estudiantes preferian la prueba
algebraica (Vinner, 1989), de un estudio que usa problemas de razonamiento analitico
de completar datos, se concluye que la mayoria de los aumnos con talento usaban
predominantemente e razonamiento verbal, aunque aquellos que usaban €
razonamiento grafico fueron mas exitosos en la resolucion de problemas (Neriay Amit,
2010).
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Talentoy visualizacion: resolucién de problemas

La relacion entre talento y resolucion de problemas ha sido tratada por muchos autores,
abordandola desde diferentes perspectivas, como por g emplo mediante la invencion de
problemas (Ellerton, 1986), estudiando las estrategias utilizadas (Benavides, 2008;
Benito, 1996; Heinze, 2005), analizando como se procesa la informacion (Span y
Overtoom-Corsmit, 1986), utilizando la resolucion de problemas para identificar a
alumnos con talento matematico (Neider e Irwin, 2001) y estudiando la relacion entre

resolucion de problemas y creatividad de los alumnos (Y uan y Sriraman, 2011).

También existe gran diversidad de estudios relacionados con la resolucion de problemas
que incluyen de algiin modo la visualizacion. Gorgorio (1998) estudia las estrategias de
resolucion utilizadas, Plasencia (2000) analiza € uso que hacen los alumnos de las
imagenes mentales; Hershkowitz (1989) examina los g emplos prototipicos, Presmeg
estudia la relacion entre el pensamiento visual y € uso metaforico de las imagenes,
(Presmeg y Balderas-Caias, 2001) y el condicionamiento del entorno cultural (Presmeg,
1989); Kopelman (1994) investiga la influencia de la forma de presentar |os gercicios
de geometria espacia y la visualizacion sobre los métodos de trabajo y el rendimiento
de los sujetos; Orton (1997) estudia €l reconocimiento de figuras planas mediante la
manipulacion mental y Lee y Pang (2007) analizan € uso de la visualizacion para

comprender contenidos geomeétricos.

La importancia concedida a la resolucion de problemas nos lleva a considerar que en
nuestra intervencion educativa debemos utilizar tareas que incluyan la resolucion de

problemas para promover la visualizacion en alumnos con talento matemético.

Talentoy visualizacién: estudios cerebrales

En e ambito psicoldgico, algunos estudios persiguen localizar |os aspectos relativos a

talento matemético y visualizacion en los correspondientes hemisferios cerebrales

(Alonso y Fuentes, 2001; Dehaene, 1997; Hubbard, Piazza, Pine y Dehaene, 2005;

McGee, 1979; Silverman, 1995; Tall, 1991). Investigaciones recientes han analizado €l

funcionamiento cerebral de los alumnos con talento al realizar tareas del test de Raven.
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En estudios realizados en e departamento de bioingenieria de la Universidad Carlos 111
de Madrid, se aprecia que las diferencias entre e grupo de alumnos con talento y €
grupo de control solo aparecia en la realizacion de tareas con dificultad y la extension
en e area fronto-parietal era mayor en los alumnos con talento, especialmente en €
hemisferio derecho (Desco et al., 2009 y Desco et al., 2011). Comparados con los
alumnos promedio, los adolescentes con talento mostraban un mayor incremento en las
activaciones asociadas a las tareas que implicaban razonamiento fluido, imagineria
mental y memoria de trabajo. La especiaizacion funcional del talento matemético ha
sido descrita como una combinacion de un mayor activacion del hemisferio derecho y
mas bilateralizacién en los estudios en € departamento de desarrollo humano y estudios
de la familia, de la Universidad de Texas (O'Boyle et al., 2005, Prescott, Gavrilescu,
Cunnington, O'Boyle y Egan, 2010). En relacion a aprendizaje, Freed, Kloth y Billett
(2006) detectaron en sus estudios que un elevado porcentaje de alumnos superdotados
son aprendices visuales espaciaes. Otros estudios han anaizado la relacion entre el uso
de la percepcion visual de los alumnos y las teorias de Piaget sobre €l pensamiento
l6gico formal (Olson, 1978) y estados del cerebro que correlacionan con diferentes
aspectos de la percepcion basada en imagenes y € razonamiento geomeétrico (Campbell
et al., 2009).

Visualizacion y talento: dificultad de medicién

Queremos ilustrar la dificultad que se presenta para medir las habilidades de
visualizacion y su relacion con e talento matematico con algunas investigaciones.
Whesatley (1998) para contrastar la afirmacion de Friedman (1995) de que es débil la
relacion entre habilidad espacial y € éxito matematico, utiliza el Wheatley Spatia
Ability Test (test de rotaciones mentales) y un test matematico para encontrar una alta
relacion entre e uso de imagenes y la resolucién de problemas. En relacion a la
utilizacion de test visuales para la identificacion del talento matemético, Diaz, Sanchez,
Pomar y Fernandez (2008), del departamento de Psicologia clinica y Psicobiologia, de
la Universidad de Santiago de Compostela, parten de los alumnos presentados al
proyecto ESTALMAT en Gdlicia, llegando a la conclusién de que es significativa y
bastante el evada la correlacidn entre los factores espacial y de razonamiento del PMA y
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la eficiencia en laresolucion de los problemas. Stumpf (1998) y Stumpf y Eliot (1995),
de la Universidad Johns Hopkins de Baltimore, Maryland, sefidan diferencias
relacionadas con € género en las puntuaciones de los test de habilidad espacial para la

poblacion de alumnos académi camente talentosos.

A veces los elementos de medicion que explican € comportamiento de los estudiantes
aportan informacion poco especifica para caracterizar a los alumnos con talento. En
relacion a los patrones de pensamiento de o superdotados, Mason (1989) afirma que la
teoria de los niveles de van Hiele no parece describirlos bien. En una investigacion en
geometria con 43 estudiantes de sexto a octavo grado diagnosticados superdotados,
empleando la teoria de los niveles de Van Hiele, obtiene que la mayoria de |os sujetos
permanecen en el nivel 0. Solo e 7% estaban en e nivel 2 y e 23% de los sujetos
exhibieron patrones de pensamiento propios de un nivel mas alto sin tener conseguido a

menos uno de los niveles previos.

Independientemente de |os instrumentos utilizados, resaltamos €l papel que puede tener
la visualizacion para la identificacion del talento. De los aspectos sefidados en el
departamento de educacion matemética de la Universidad de Chipre (Pitta-Pantazi y
Christou, 2009a), la visualizacion es una componente importante como habilidad

natural y como caracteristica especifica de | as tareas matematicas.

Visualizacion y talento: finalidad

En cuanto a la finalidad de los estudios sobre visualizacién encontramos aportaciones
diversas. Algunos autores sugieren medir y desarrollar la visualizacion por las
implicaciones educativas y vocacionales que pueden tener en los estudiantes de
secundaria y los jovenes adultos, ya que las diferencias individuaes en estos atributos
son importantes para identificar, educar y orientar. Shea, Lubinski y Benbow (2001), en
un estudio a lo largo de 20 afios, afirman que los jovenes talentosos con una fuerte
habilidad espacial respecto ala habilidad verbal estaban mas interesados en € campo de
las ciencias matematicas, ingenieria y computacion. En un estudio de caracteristicas
similares, Webb, Lubinski y Persson (2007) concluyeron que existe correlacion entre

habilidad espacial altay loslogros en €l estudio de estas carreras.
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Enlos 60y 70, se llevaron a cabo multiples investigaciones sobre pensamiento espacial
en geometria, geografia, arte y otras areas con alto componente geométrico (Gutiérrez,
1996). Actualmente se investiga el papd de la visualizacion en otros campos, como por
giemplo e dominio de conceptos geométricos y habilidades espaciales en la utilizacion
de model os tridimensionales, simetrias y rotaciones en mineralogia (Ozdemir, 2010). La
visualizacion esta presente en numerosos estudios sobre aprendizaje en mateméticas
como: lainterpretacion geométrica de las fracciones (Clements y Del Campo, 1989), las
operaciones multiplicativas (Kaput, 1989), la interpretacion de representaciones graficas
(Clement, 1989), la transicion de representaciones al trabajar con integrales (Sevimil y
Delice, 2010), e concepto de funcion (Lowenthal y Vandeputte, 1989), la funcion
inversa (Alson, 1989), la composicién (Konvisser, 1989) e incluso para la comprension
del dgebra abstracta (loannou y Nardi, 2009).

Talento y visualizacion: razonamiento matematico, definicion, argumentacion, y

resolucion.

La importancia de la instruccion en aspectos relativos a razonamiento no solo se ha
resaltado en la atencion de los alumnos con talento (NCTM, 2000). Se demanda que los
programas de ensefianza de todas las etapas capaciten a todos los estudiantes para
reconocer e razonamiento y la demostracién como aspectos fundamentales de las
matematicas; formular e investigar conjeturas matematicas, desarrollar y evauar
argumentos matematicos y demostraciones;, y elegir y utilizar varios tipos de
razonamiento y métodos de demostracion. Especificamente en e ambito geométrico, se
proponen experiencias que vayan mas ala de la geometria estandar, como formular
definiciones, hacer conjeturas y argumentos, resolver problemas y revisar pruebas
originales (Battista, 2007). Diversos estudios han abordado la forma en que los aumnos
con talento afrontan tareas que implican razonamiento matemético explicito. En este
apartado vamos a examinar las investigaciones que afrontan tres tipos de razonamiento,
gue interesa poner en juego en los procesos formativos con aumnos con taento, la

definicion, laargumentacion y laresolucion.
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DEFINICION: Estudios en alumnos con talento han subrayado la importancia de que
los alumnos comprendan la necesidad de utilizar definiciones precisas, desarrollando
programas para que en los alumnos creciera la necesidad de definir términos, decidir
sobre los términos definidos e identificar factores para determinar una conclusion (Yim,
Chong, Kwon y Song, 2007; Yim, Chong, Song y Kwon, 2008). Otras investigaciones
han detectado conflictos entre la definicion formal y los gemplos tipicos para €
concepto (Vinner, 1991).

ARGUMENTACION: Gutiérrez (2006) considera tres facetas a organizar las clases
para hacer progresar la habilidad de los alumnos para hacer demostraciones: distinguir
las funciones de las demostraciones (explicacion, descubrimiento, conviccion o
verificacion, reto intelectual, sistematizacion, comunicacion), examinar las
concepciones usuales de los estudiantes (qué piensan |os estudiantes sobre la necesidad
de una demostracién) y |os tipos de demostraciones (empiricas y deductivas). Diferentes
estudios han indagado en €l uso de diferentes elementos de argumentacion por parte de
los dumnos con talento. Seo (2007) estudia € conocimiento intuitivo de los
contragiemplos. Yim, Song y Kim (2008) las estrategias utilizadas para resolver los
conflictos presentados entre €l teoremay los contragiemplos. Kim, Lee, Ko, Park y Park
(2009) examinan las tendencias a generalizar los objetos en forma de diagrama, y en
(Park, Koo, Lee y Lee, 2011), la interpretacion de diagramas y relaciones con las
suposiciones injustificadas. Wen y Leu (2009) investigan sobre la utilizacion de
analogias y diferencian la validez de |as explicaciones de alumnos con talento respecto a
otros alumnos. Es importante reflexionar sobre la validez de una demostracion y
motivar las conjeturas y generalizaciones (Davis y Hersch, 1989) y esta reflexion puede
ser utilizada para desarrollar las situaciones problematicas (Safuanov, 2007): el profesor
construye la situacién problemética, pero los alumnos independientemente deben
formular hipotesis, encontrar soluciones 'y comprobarlas.

En los estudiantes con talento se han detectado que ponen en marcha justificaciones,
generalizaciones y formalizaciones mateméticas de cierto nivel (Sriraman, 2004). En €
proceso de formalizacion, se ha encontrado diferencias entre la justificacion empiricay
formal basadas en la diferencia de tipo de razonamiento, ya que la formal va més lgos
que la experiencia actual y considera métodos més generales y formales (Lee, Choi, Ko,

Kim y Song, 2007). A pesar de que los alumnos con talento del estudio de Kwon y
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Song, (2007), tenian confianza en sus habilidades para resolver pruebas mateméticas y
una idea relativamente equilibrada acerca del papel de las demostraciones, fallaron
claramente a distinguir entre evidencia empiricay prueba matematica. Thornton (2001)
plantea sugerencias para ayudar a los estudiantes a ser pensadores visuales mas
efectivos, recomendando distinguir entre un caso especial, un caso general y un
contragjemplo a explicar las demostraciones geométricas. Posteriormente les pide que
razonen sobre la validez del caso especial, s se mantiene en € caso general y por qué
falla en un contragjemplo. Lee (2005) sefidla que para desarrollar € razonamiento
geométrico, se necesita una amplia experiencia en conjeturar, comprobar y entonces
verificar de forma matemaética. En un estudio con estudiantes de bachillerato se aprecié
gue sblo e 13% usaba una prueba visual mejor que una algebraica para probar un hecho
en clase 0 en un examen (Harel y Dreyfus, 2009). En los estudios de Kageyama (2009),
se aprecio que la visualizacion es una de las formas de justificacion pragmatica, ya que
los estudiantes que pueden “ver” y verificar e resultado del pensamiento, tienden a
considerar valido su razonamiento.

RESOLUCION: En cuanto a la resolucion de tareas, consideramos importante la
seleccion de actividades que faciliten € uso de la visualizacion. Ho (2008b) partio de
problemas que requieren para resolverlos ato nivel de visudizacion, llegando a
distinguir distintos roles que desempefia en ellos la visualizacion. La méas elemental es
la necesaria para comprender € problema, le sigue la que se requiere para tener
oportunidades para trabajar en una version mas simple del problema, y la precisa el ver
las conexiones con otros problemas relacionados. La visualizacion también puede ser
una herramienta para comprobar la solucién, o para dirigir a los resolutores a estilos de
aprendizaje individual; la visualizacion puede ser un sustituto para el célculo, o permitir
transformar situaciones en formas mateméticas. En otra investigacion, consistente en un
estudio del caso de una aumna con talento que durante varios cursos resolvia los
mismos problemas que exigian un ato grado de visualizacion, se detecté que aumento
su preferencia por los métodos no visuales: e primer afio resolvié los seis problemas
usando un método visual mientras que en € Ultimo afio sdlo lo hizo en uno de ellos (Ho,
20083).
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Talentoy visualizacion: papel en losinformes educativos

El estandar de geometria del NCTM sefida que |os programas de ensefianza de todas las
etapas deberian capacitar a todos los estudiantes a utilizar la visualizacion, €

razonamiento matematico y la modelizacion geométrica para resolver problemas.

De una manera muy general podemos examinar |os resultados referentes a visualizacion
y rendimiento obtenidos en algunos informes educativos (OCDE, 2004; 2005). En €
informe Pisa 2003 la visualizacion no se analizaba individualmente. De manera
convencional, la visualizacion esta estrechamente relacionada con € blogue temético de
geometria. Es llamativo el bajo porcentgje de aumnos que acanza el maximo nivel en
la escala Espacio y Forma. En Espafia €l porcentagje de alumnos de ato nivel es muy
pequefio (el andlisis de los porcentajes puede justificar la necesidad de trabajar con estos

alumnos).

S6lo dos de los problemas liberados referentes al contenido Espacio y forma hacen
alusion alavisualizacion y se limitan a desarrollos planos de cubos e identificacion de
las caras correspondientes (INECSE, 2005). Solamente e 5% de los alumnos pueden
realizar tareas del nivel 6 (maximo) en la escala espacio y forma. En Espaia €
porcentaje de alumnos nivel 5y 6 en espacio y forma es muy peguefio. Una cuarta parte
0 més no llega a nivel 2. Sélo & 1.6% acanzan nivel 6 y €l 6% € nivel 5. Si
comparamos con los resultados obtenidos en las otras dimensiones del estudio,
solamente son acanzados en menor proporcion los niveles maximos en la escala de
incertidumbre: cambio y relaciones (2% en nivel 6y 7.7% en nivel 5), cantidad (2.6 %

ennivel 6y 8.8 en nivel 5) eincertidumbre (1.5 % en nivel 6y 5.9 en nivel 5).

En relacion a informe Pisa 2009, Rico y Blanco (2011) exponen que los resultados de
los nifios espafioles son comparables con los de una mayoria de paises de la UE, cuyos
promedios se encuentran en € nivel 3 de rendimiento, pero también ponen de
manifiesto una menor atencion por los alumnos con talento. Bolivar (2010), respecto a
los resultados obtenidas en Pisa 2009 en relacion a porcentgje de aumnos en los
niveles superiores, subraya que sélo un 3% de los estudiantes espafioles se situd en los
dos niveles superiores (el porcentaje en el de mayor excelencia fue del 0%). Este autor
considera que la maxima equidad no esta refiida con la excelencia. Una politica de
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calidad en educacién debe vigilar, paral elamente, ambos extremos. atender a estudiantes
cada vez més diversos para que consigan € nivel establecido de éxito para todos, y
promover decididamente el méximo desarrollo de |os estudiantes.

3.2.1 Erroresy dificultades

Consideramos los errores y dificultades registradas como una herramienta que ayuda en
el disefio, organizacion y gestion de unidades didéacticas en € area de mateméticas (Rico
et al., 1997). Para € enriquecimiento curricular en e contexto geométrico, revisamos
algunas de las dificultades y errores encontrados para la resolucion de distintas
cuestiones relacionadas con las transformaciones geomeétricas (Dickson, Brown y
Gibson, 1991), los andlisis de errores en demostraciones geométricas (Dubnov, 1994),
los estudios sobre los errores y estrategias de los alumnos (Jaime y Gutiérrez, 1996) y
las dificultades relacionadas con la exteriorizacion de imagenes mentales (Clements,
1981, 1982). En un primer andlisis general, encontramos diferentes causas que originan
las dificultades de comunicacion de |os argumentos visuales en €l espacio, como la poca
familiaridad de los alumnos de educacion obligatoria con los conceptos y la
terminologia utilizada en los conceptos espaciades, la dificultad intrinseca que
comportan los razonamientos geométricos, que lleva a estos aumnos a incorporar
movimientos de su propio cuerpo 0 a hacer referencia a objetos del entorno, con la
consiguiente pérdida de generalidad necesaria en € razonamiento, junto con la ausencia
de términos y habitos para expresar verbalmente los procesos mentales que utilizan en
sus razonamientos y para describir las representaciones visuales utilizadas (Ramirez y
Flores, 2011).

Paradelimitar los errores y dificultades a considerar en el disefio de intervencion y en la
actuacion de los estudiantes, contrastamos |os detectados en la prueba piloto (Ramirez,
Flores, Castro; 2010a) con los referenciados en la revision bibliografica. El estudio de
los errores y las dificultades puede favorecer una mejor comprension del uso que los
estudiantes hacen de la visualizacion (Battista y Clements, 1996), pero ademas la
identificacion de los errores de aprendizaje proporciona a profesor una base cognitiva

paratomar decisiones e intervenir en € aula (Rico, 1993).
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Error al relacionar planoy espacio: Falsa analogia plano-espacio

Al redizar la prueba piloto del presente estudio (Ramirez, Flores y Castro; 20104)
detectamos intervenciones puntuales en las que los alumnos confundian propiedades en
el plano con las correspondientes en e espacio. Como en e experimento de ensefianza
se emplearan sesiones dedicadas a geometria plano y del espacio, cabe esperar que los
aumnos manifiesten este error a establecer fasas analogias. En investigaciones
realizadas en universidades coreanas, en las que se estudiaron alumnos de un programa
de atencion a talento matemético, se detectaron errores a establecer analogias entre las
propiedades del plano y del espacio, basandose en tareas de generalizacion, como la de
aplicar a un tetraedro propiedades similares a la suma de los éngulos de un triangulo
(Lee, Kim, Na, Han y Song, 2007).

Error al generalizar: No discutir todos los casos posibles y Razonar limitandose a

g/ emplos concretos

El uso de imégenes concretas, aunque puede aportar ventgjas a alumno, puede hacerle
perder las propiedades del caso genera (Presmeg, 1994). La imaginacion supone tres
procesos. construir una imagen, representar la imagen y transformar la imagen. La
naturaleza de la imagen depende de la intencion y de la situacion bago la que se
construye por lo gque € individuo puede formar una imagen menta rigida que puede
limitar su razonamiento (Wheatley, 1998).

Los peligros asociados a la generaizacion de una imagen concreta han sido sefidlados
por varios autores y sintetizadas por Bishop (1989) y Presmeg (1999) en las siguientes

apreciaciones:

1.- Lo concreto de una Unica imagen puede asociarse a detalles que son irrelevantes o
gue pueden introducir detalles falsos.

2.- Una imagen estéandar de una figura puede generar un pensamiento poco flexible que

impida reconocer un concepto en otra representacion no estandar.
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3.- Una imagen puede ser persistente y puede impedir la apertura de nuevas

representaciones mas provechosas.

4.- Se aprecia repetidamente que la imagineria, que no esta asociada a un proceso de
pensamiento analitico riguroso puede ser de poca ayuda, especialmente cuando no esta
bien estructurada

Son numerosas las investigaciones relativas a error que consiste en razonar sobre un
caso limitado. Zodik y Zaslavsky (2007) observan que la utilizacion de una determinada
imagen prototipica puede llevar a una resolucion incorrecta. Hershkowitz (1989) indica
que los elementos visuales podrian limitar la imagen del concepto. Sheffet y Bassan-
Cincinatus (2009) concluyen que € estudio de un caso particular puede originar
intuiciones falsas. Biza, Nardo y Zachariades (2008; 2009), destacan que € alto poder
persuasivo de la imagen, aunque sea incorrecto, puede dar lugar a que se desestime la

necesidad de verificacion.

En estudios sobre como influye € tipo de instruccion sobre e aprendizaje de conceptos
geométricos que dependen del dibujo, se detectaron que los alumnos tenian dificultades
para aprender a abstraer formas y relaciones de objetos concretos y a usar las
propiedades esenciales, eliminando las no esenciales de los dibujos (Zykova, 1969). En
estudios de alumnos con talento matematico relativos a tareas para definir e concepto
de poliedro regular se detectan errores ligados a que los alumnos se centran en g emplos
concretos (Lee, Ko y Song, 2007). Los aumnos mas visualizadores pueden no ser
conscientes de las dificultades potenciales relacionadas con la visualizacion y la
generalizacion (Presmeg, 2006). Muchos aspectos pueden ser tratados para detectar |os
errores en e proceso de generalizacion, como la forma de expresar la generalizacion, la
identificacion de patrones, la relacion entre los casos particulares y la organizacion de

los mismos (Stacey, 1989).

En nuestro estudio previo (Ramirez, Flores y Castro; 2010a), observamos que |os
alumnos del programa ESTALMAT razonaron visualmente apoyandose en gemplos
concretos limitados. Estos gjempl os pueden provenir tanto de imagenes como de objetos
particulares. Aunque podriamos englobar ambos errores en la falta de generalidad,
consideramos necesario diferenciar € error que se manifiesta a no discutir todos los
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casos posibles, que identificamos con falta de exhaustividad en la argumentacion visual.
Este error se manifiesta cuando € aumno no ha distinguido todos los resultados

posibles necesarios para razonar sobre “casos generales’.

Errores en los contenidos de enriquecimiento: Confundir los elementos

matematicos de razonamiento y Confundir los elementos de contenido matematico

En un curso que pretende e enriquecimiento curricular, tanto en contenidos como en
elementos de razonamiento matematico, es esperable que en determinadas actividades
los alumnos cometan alguin error relativo a ellos, bien por desconocimiento o por un uso

incorrecto.

Los alumnos de ensefianza obligatoria pueden no estar habituados a emplear (y a
identificar cuando lo hacen) contragiemplos, conjeturas, relaciones de dependencia
especifica (como las condiciones necesarias y suficientes, entre otras). El razonamiento
a partir de conjeturas basadas en aspectos visuales puede llevar a los alumnos a
afirmaciones que no son ciertas en todos los casos (Meavilla, 2005). Conjeturar sin
demostrar puede ser debido a una incompleta coordinacion entre la aprehension
discursiva y la aprehension operativa en la resolucion de problemas. El trabajo de
Torregrosa, Quesada y Penalva (2010) concluye que € razonamiento configural permite
al estudiante dar una respuesta a problema aceptando las conjeturas mediante
percepcion simple y expresando la solucion mediante €l lenguaje natural, sin vaidar las

relaciones ni las afirmaciones que se emplean.

Diferentes estudios han detectado errores en relacidn alas propiedades espaciales de los
elementos mateméticos que van a ser tratados en las sesiones. Se han puesto de
manifiesto que los estudiantes prefieren determinadas direcciones de las rectas en el
espacio (horizontal-vertical, perpendicular-paralela), 1o que se convierte en dificultad
para buscar otras posibles direcciones mas idoneas para resolver |os problemas (Cohen,
2003). También se ha detectado una comprension pobre de los giros y de la simetria
especular y dificultades en la descripcidn de las transformaciones aplicadas a figuras
congruentes (Lee y Pang, 2007).
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En estudios con alumnos con talento realizados en Corea, se aprecié que los alumnos
tenian dificultades en los procesos de visualizacidn espacial, en concreto confundian la
posicion de los lados del solido a partir de su dibujo y no siempre reconocian la
posicion de los planos en la representacion plana del icosaedro al sefidarlos en €
dibujo. Los autores interpretan que los alumnos manifestaban dependencia del hecho
visual (no ven la perspectivay lo juzgan por lalongitud en la representacion pland), se
mostraban confusos al distinguir los lados (si eran lados de triangulos o diagonales...) y
tuvieron dificultades para imaginar la seccion de la figura solida (Ryu, Chong y Song
(2007). También en e ambito de la resolucién de problemas, los alumnos con talento
cometen distintos tipos de errores como: conmutar los datos, cambiar de estructura,
invertir la operacion, omitir una operacion, cambiar € significado de una relacion y

emplear incorrectamente una estimacion (Benavides, 2008).

Dificultades para la comunicacion de las argumentaciones visuales.

Ademas de las dificultades propias de los contenidos geométricos, Battista (2007)
sefidla algunas complicaciones para comprender € razonamiento espacial, como las
basadas en la influencia de la percepcion, la captacion de diferencias entre los
diagramas y los objetos que representan (generaizacion) y dificultades con la
utilizacion de diagramas y dibujos.

En determinados contextos, € andlisis de las dificultades se ha hecho desde la
perspectiva de la percepcion visual y se ha focalizado en tres fases sucesivas.
organizacion, reconocimiento y representacion (Kaput, 1989). Es en la fase de
organizacion en la que las habilidades visuales indicadas por Hoffer y Del Grande se
utilizan para que las formas y |os objetos sean extraidos desde la escena visual, mientras
que e proceso IFI de Bishop podria ser relacionado con las fases de organizacion y
reconocimiento. Ejemplos de dificultades encontradas en algunos estudios son las
ligadas a la descomposicion de un figura para inferir propiedades matematicas en la
geometria axiomética, la complgidad para distinguir en una configuracion las

caracteristicas visuales que son relevantes y la falta de habilidad para ir més ala de la
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percepcion visual de una figura geométrica que genera una primera impresion (Gal y
Linchevski, 2010).

A estas dificultades relativas a la percepcion visual, se le aflade una dificultad relativa a
la comunicacion de las argumentaciones visuales. Uno de los factores sefialados por
Presmeg (1986) para explicar lareticencia de los sujetos en e uso de la visualizacion es
gue la ensefianza enfatiza el método no visual para la comunicacion de ideas. En los
profesores es comun la creencia de que se requiere mas tiempo para hacer
argumentaciones visuales y que se pueden encontrar limitaciones en € uso de la
visualizacion a utilizar determinadas imégenes. En concreto € uso de imagenes
estandares puede conducir a errores, mientras que emplear imagenes concretas puede
hacer perder detalles generales del problema (Orton y Orton, 1994; Presmeg, 1992).
Estas creencias, que estan extendidas entre los profesores, contrastan con la variedad del
razonamiento visual utilizado por €ellos, por lo que afrontar la visualizacion en cursos de
formacién de profesores podria permitirles ser més exitosos si se les hace conscientes de
las dificultades de visualizar (Saglam y Bulbul, 2011).

Para analizar dificultades relativas a la comunicacién, hemos planteado sesiones de
enriquecimiento que comportan argumentaciones visuales, en las que esperamos
afrontar y observar dificultades relacionadas con la utilizacion de una terminologia
adecuada, la necesidad de recurrir a apoyos gestuales o a utilizar objetos del entorno, y
la forma de verbalizar los procesos mentales utilizados en los razonamientos y de

describir las representaci ones visual es que utilizan los alumnos.

Dificultad en la terminologia

En investigaciones relacionadas con objetos tridimensionales y sus representaciones
bidimensionales se ha detectado la dificultad para comunicar con éxito la informacion
visua (Hershkowitz, 1990). El desconocimiento de la terminologia adecuada y €l uso
del lenguaje no-convencional puede tener implicaciones en la forma en que se
interpretan las figuras por 1o que los aumnos deberia practicar usando frecuentemente
representaciones verbales para desarrollar fluidez conversacional. El rendimiento de los

estudiantes en items que usan términos verbales de visualizacion (por gemplo, arriba,
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cara, vistas anteriores, etc.) pueda ser comprometido por e uso de un lenguge no
convencional mas que por falta de cognicién visual (Sack y Vazquez, 2008). En algunos
estudios se han detectado errores de comunicacion relacionados con € uso de codigos
verbales y graficos, como los errores relacionados con el uso de codigos verbales que
llevaban a nombrar las partes de los objetos usando paabras de la vida diaria, 0
correspondiente ala geometria 2D (por gemplo lado en vez de cara, cuadrado en vez de
cubo), y usar expresiones ambiguas 0 expresiones incorrectas referidas ala posicion o el

movimiento del objeto (Gorgorid, 1998).

Dificultad en la necesidad de utilizar movimientos o elementos dd entorno

Presmeg (1985) Ilam6 “imagenes cinestésicas’ a aquellas que involucran aguna
actividad muscular (Blanco, 2010). Si bien tanto € uso de modelos concretos y €l uso
de un componente movil (como usar € brazo, el dedo o € cuerpo en movimiento) han
sido aspectos sefidlado para facilitar el pensamiento visual (Presmeg, 1999), pueden
convertirse en una dificultad si suponen una restriccion en la comunicacion de ideas
visuales cuando los sujetos no puedan apreciar 10s gestos del emisor. Pero también es
origen de dificultad cuando crean una dependencia de la utilizacion de movimientos de
Su propio cuerpo o a tener que hacer alusiones a objetos concretos del entorno. Utilizar
objetos concretos y emplear e cuerpo pueden ser elementos complementarios para
razonar sobre tareas espaciales, pero e hecho de poder prescindir de ellos puede

implicar un mayor dominio de la argumentacion visual.

En un estudio en € instituto Max Planck de Psicolinglistica, sobre los movimientos de
las manos producidos en situaciones de resolucion de problemas en tareas de
visualizacion espacial tales como la rotacion y las tareas de doblado de papel,
encontraron que los participantes gesticulaban con mas frecuencia cuando tenian
dificultades a resolver problemas. Los resultados indican que cuando las personas
tienen dificultades en resolver problemas de visualizacion espacial, espontaneamente
producen gestos para ayudarse, gestos que pueden meorar e rendimiento. Cuando
resuelven méas problemas, los aprendizajes espaciales proporcionados por los gestos
empiezan ainteriorizarse y la frecuencia de gesticulacion disminuye (Chu y Kita, 2011).
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La influencia de una ayuda visua en e proceso de resolucién de problemas espaciales
esta relacionada con la naturaleza de las operaciones mentales. Si bien el disponer de un
objeto concreto puede facilitar la argumentacién, cuando € sujeto es incapaz de
construir conscientemente un camino para la solucion, la percepcion del objeto no le

permite descubrir |as relaciones espacial es para resolver el problema (Gurova, 1970).

Dificultad para verbalizar los procesos mentales

Una dificultad afladida en e estudio de los procesos con imégenes mentales, es
expresarlos verbamente. Los alumnos deben verbalizar cuando visualizan y visualizar
cuando verbalizan (Sgroi, 1990). En actividades de comunicacién verba de elementos
visuales entre compafieros, Gutiérrez (1998b) detectd la aparicion de ambigliedades en
las descripciones y que los participantes cometian errores derivados con la falta de
conciencia de sus operaciones mentales. En su estudio, Diezman y Lowrie (2009)

apreciaron dificultades debidas a |enguaje utilizado para explicar sus razonamientos.

Dificultad para describir lasrepresentaciones visuales

En cuanto a las representaciones gréficas utilizadas, Gutiérrez (1998b) sefiala algunas
dificultades en €l uso de representaciones. Por gjemplo, en las tareas de copiar un dibujo
en perspectiva se demuestra que la principa dificultad no es sdlo de tipo perceptivo,
sino también cognitiva, pues muestran carencias de habilidades de reconocimiento de
posiciones en el espacio y de relaciones espaciaes. Los sujetos mostraron dificultades al
usar figuras imaginarias y en las operaciones que requerian realizar una asociacion
mental entre un resultado y una configuracién geométrica no indicada en las
condiciones del problema. En un estudio realizado en la Universidad de Chipre con
alumnos de primaria, se observo que no comprendian la naturaleza tridimensional de los
objetos a partir de sus dibujos bidimensionales y no podian conceptuaizar los
convenios necesarios para dibujar e interpretar representaciones bidimensionales de
objetos tridimensionales (Pittalis, Mousoulides y Christou, 2009; Pittalis y Christou,
2011).
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3.3 Valoracion delarevision bibliogréfica

La primera apreciacion de la revision bibliogréfica es que no hay estudios de amplio
espectro que relacionen talento matematico y visuaizacion. Hay numerosos estudios
gue aluden, entre otras, a estas dimensiones de estudio. El estudio de Krutestkii (1976)
se centra en aumnos gque no estan diagnosticados como con altas capacidades,
generando unas conclusiones inquietantes sobre un pobre papel de la visualizacion en

|os alumnos con talento matemati co.

Consideramos, por tanto, que no esta consensuado en las investigaciones € papel que
desempefia la visualizacion en e proceso de resolucion de determinadas tareas
mateméticas y por lo tanto en el talento matemético. La principal dificultad se centraen
lavariedad de dimensiones estudiadas, desde |a caracterizacion de los nifios con talento,
a las dimensiones de la visualizacion. Por lo expuesto anteriormente, consideramos
necesario investigar las habilidades visualizadoras de los alumnos distinguiendo entre
las capacidades que poseen y las manifestaciones que ponen en juego en un proceso de
ensefianza. Las dificultades de medicion de la visuadizacion se presentan en dos
sentidos. por un lado la correcta seleccion de test e instrumentos que midan las
habilidades requeridas y por otro la concrecion de los elementos de investigacion
necesarios para recoger las manifestaciones de la visualizaciéon en tareas especificas,
especialmente € rendimiento ante tareas de resolucion de problemas, aspecto

ampliamente trabajado en la bibliografia consultada.

Independientemente de las relacion encontrada entre rendimiento matematico y
visualizacion, muchos autores recogen la necesidad de investigar € papel que juega la
instruccion visual en e posterior uso de la visuaizacion de los alumnos a enfrentarse a
determinadas tareas, ya que esta totamente justificado e papel que ocupa la
visualizacion en las tareas de matematizacion, y por lo tanto, debe formar parte de la
atencion de alumnos con talento matemético.

En cuanto a enriquecimiento curricular, esta justificada su contextualizacion en

entornos geomeétricos para favorecer €l uso de la visuaizacion, siendo la geometria e
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campo en e que la visuaizacion adquiere un papel mas relevante. Guillén (2010)
considera interesante investigar para contestar a estas preguntas. ¢Como se relaciona €l
nivel de la habilidad espacial de los estudiantes con € rendimiento en tareas
geométricas? ¢Qué subcomponentes de las habilidades espaciales predicen con mayor
probabilidad € rendimiento de los estudiantes en tareas que implican figuras

geométricas?

Concretamente, en la literatura de investigacion se detecta la necesidad de emprender €l
disefio de précticas docentes que favorezcan €l aprendizaje de contenidos geomeétricos y
el desarrollo de las habilidades de visualizacion. La seleccion del estudio de las
habilidades en lugar de otros elementos que componen visualizacion viene determinado
por la intencion de desarrollar € sentido espacial, entendido como elemento de
competencia matemética. Las habilidades de visualizacion desempefian un papel
principal en la componente del sentido espacial relativa a la habilidad para reconocer,
visualizar, representar y transformar formas geométricas. Un interés particular de esta
investigacion gue justifica e estudio de las habilidades de visualizacion viene dado por
su conexion con € talento. Si los aumnos con talento matemético son aquellos que
poseen unas caracteristicas especiaes que les permiten un mayor éxito en larealizacion
de tareas matematicas y, como hemos sefialado, |as habilidades de visualizacion forman
parte importante en este proceso de resolucion, es interesante anaizar su
comportamiento a enfrentarse a situaciones de ensefianza que impliquen un ato

componente visual.

Hemos apreciado una amplia bibliografia en relacion a las dificultades y errores de los
estudiantes a afrontar las tareas de visualizacion. Examinar qué errores cometen y
cual es dificultades se presentan en los cursos de formacion, puede darnos una idea més
precisa de las habilidades de visualizacion, ademas de servirnos para caracterizar las
tareas de ensefianza puestas en juego. Por tanto las dificultades y errores de
visualizacion se constituyen en herramientas para e disefio de la intervencion y e

estudio del desarrollo de visuaizacion.

En conclusion, en la investigacion sobre las cualidades visualizadoras de los alumnos

con talento matemético, hemos de tomar en cuenta sus capacidades y cdmo las ponen en

juego. Para estudiar como utilizan las habilidades visualizadoras hemos disefiado un
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proceso formativo tomando como variables € rendimiento en la realizacion de tareas
geométricas y las habilidades de visudizacion, y se estudia sisteméticamente la
manifestacion de estas habilidades, los errores y dificultades encontradas a lo largo del

proceso formativo en e contexto de un programa de enriquecimiento curricular.
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En este capitulo se comienza por definir e problema de investigacion y los objetivos.
Posteriormente se describe |a metodologia de investigacion utilizada para dar respuesta
a las preguntas y objetivos. En e disefio de esta investigacion distinguimos dos
apartados principales: por un lado, el procedimiento y los elementos utilizados para
evaluar la capacidad visual de los sujetos mediante herramientas psicométricas y por €l
otro la eleccion del experimento de ensefianza como un paradigma de investigacion
adecuado a nuestros propositos. Describimos |os sujetos que han participado en nuestro
estudio, los instrumentos y las variables de investigacion, mostrando el papel que las

entrevistas personales han ocupado en latoma de datos.

4.1 Preguntas, problemay objetivos delainvestigacion

Tal como hemos apreciado en e marco tedrico y la revision de la literatura de
investigacion, los aumnos con talento matemético emplean escasamente sus
habilidades visualizadoras (Kruteskii, 1976; Presmeg, 1986a, entre otros). Pero estas
cualidades son interesantes para e desempefio matemético, por o que su puesta en
marcha favoreceria € trabgjo matematico de estos alumnos. Segun lo estudiado, los
alumnos con talento tienen capacidad visualizadora, que ademas puede desarrollarse
(Gardner, 2001; Gutiérez, 2006; entre otros). Por tanto surge el problema de como

favorecer € desarrollo de la visualizacion de | os nifios con talento matemati co.

En el marco tedrico hemos puesto € acento en e modelo de visualizacion de Gutiérrez
(1996), en € que se describe como un aspecto importante de la visualizacion las
habilidades visualizadoras (Gutiérrez, 1996, Del Grande, 1987, 1990), que se encargan
de relacionar los otros elementos del modelo, las representaciones externas y las
imagenes (Gutiérrez, 1996). Esto nos llevaaformular € problema de investigacion.
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Problema de investigacion:

¢Como disefiar buenas précticas docentes para desarrollar la visualizacion de los
alumnos con talento matematico? ¢Cuales son las habilidades visualizadoras de
alumnos con talento matematico? ¢Como colaborar a desarrollar estas habilidades por
medio de procesos de tratamiento adecuados a estos sujetos? ¢ QUE progreso se aprecia
en las habilidades visualizadoras durante su participacion en estos procesos de

tratamiento?
En larevision bibliogréfica realizada hemos obtenido apreciaciones como las siguientes:

- Es necesario clarificar las variables que se estudian, distinguiéndose en los
estudios segulin atiendan a la capacidad de los estudiantes, o a las habilidades
gue ponen en juego al realizar tareas mateméaticas.

- Megorara e rendimiento matematico de los alumnos cuando exploten sus
cualidades, concretamente las visualizadoras (Guillén, 2010; Wheatley, 1998;
entre otros).

- Una modalidad interesante de tratamiento de |os nifios con talento matematico
es e Illamado enriquecimiento curricular, que consiste en cursos externos al
curriculo escolar, que afrontan contenidos extracurriculares, tanto en
profundidad como en amplitud de los temas mateméti cos tratados.

- Una linea de investigacion importante y actual se dirige a desarrollar
estrategias de formacion que favorezcan e gercicio y desarrollo de las
habilidades de visuaizacion (Pitta-Pantazi y Christou, 2009; Presmeg, 2006;

entre otros).

A partir de estas apreciaciones, nuestra investigacion tiene por fin elaborar buenas
précticas para desarrollar la visualizacion de los estudiantes y estudiar como se
manifiestan las habilidades de visualizacién de los aumnos. Es por ello que hemos
procedido a disefiar un proceso formativo, dentro del enriquecimiento curricular, que
hemos puesto en practica en tres sesiones de formacion del programa ESTALMAT,
destinado a desarrollar las habilidades de visualizacion de nifios con talento matematico,
y queremos estudiar como se manifiestan y evolucionan estas habilidades alo largo del

periodo formativo.
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Por tanto, pararesolver el problema tenemos que responder alas siguientes preguntas:

Pregunta 1. Capacidad visual de los alumnos con talento matematico: ¢Cua es la
capacidad visual de los aumnos con talento que asisten a los cursos del programa
ESTALMAT? ¢Existe relacion entre la capacidad visual que poseen y € uso que hacen
de ella?

Pregunta 2. Disefio de la intervencion: ¢Es necesaria la visualizacion para realizar
determinadas tareas mateméticas? ¢Qué caracteristicas tienen las tareas que favorecen €l
uso de la visualizacion? ¢Como disefiar las sesiones de enriquecimiento para motivar
que los estudiantes usen las habilidades? ;Qué contenidos y €l ementos de razonamiento
visua son necesarios enriquecer? ¢COomo coordinar los objetivos docentes e

investigadores en laintervencion?

Pregunta 3: Uso de la visuaizacion: ¢Como registrar €l uso de la visualizacion que
hace un aumno? ¢Es posible detectar las habilidades, errores y dificultades que se
ponen de manifiesto? ¢COmo registrar € papel que ha ocupado la visualizacion en €
rendimiento a realizar las tareas? ¢Como caracterizar a los aumnos segin € uso que

hagan de la visualizacion?

Pregunta 4: Evolucion de la investigacion: ¢Cémo evaluar e proceso de instruccion?
¢Podemos comparar la visualizacion manifestada en las diferentes sesiones? ¢Es posible
registrar lamejoraen e uso de la visualizacion? ¢Qué papel hatenido la instruccion en
la utilizacion de las habilidades de visuaizacion y la superacion de errores y

dificultades? ¢Qué aspectos de |la visualizacion son factibles de meorar?

Sintetizamos 1o recogido en las preguntas anteriores en e enunciado del objetivo

general que persigue nuestra investigacion:

Objetivo general: Analizar las habilidades de visualizacion gque ponen en juego los

alumnos con talento matematico durante sesiones de enriquecimiento curricular.

Para lograrlo tenemos que diferenciar la disposicion de estos alumnos para emplear
visualizacion, que detectamos a partir de sus capacidades, de las habilidades que

disponen y se desarrollan a partir de estas capacidades. Por tanto € objetivo genera se
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particulariza en los siguientes objetivos especificos que concretan los aspectos que

gueremos estudiar, planteados en dos lineas complementarias:

a) describir las capacidades visualizadoras de | os estudiantes
b) anadizar la evolucion de las habilidades de visualizacién durante €l proceso
de ensefianza.

El primer aspecto dalugar a primer objetivo especifico.

Objetivo especifico 1. Caracterizar las capacidades visuales de un grupo de alumnos

con talento matematico.

Siguiendo las investigaciones revisadas, para esta caracterizacion de los sujetos hemos
pasado test que miden capacidades, tras establecer unos criterios de seleccion que
respondan a las necesidades de nuestra investigacion y realizar una descripcion
detallada de sus objetivos, fiabilidad y validez.

El segundo ambito se refiere a estudio de la evolucion de las habilidades puestas en
juego en la resolucion de actividades matematicas propuestas durante un proceso
formativo. Para ello abordamos un experimento de ensefianza, que consiste en un caso
particular de investigacion de disefio, y que nos lleva a estudio sistematico del proceso
formativo. Siguiendo las directrices del experimento de ensefianza, nos planteamos los

siguientes objetivos especificos:

Objetivo especifico 2: Diseflar una intervencion que favorezca la manifestacion y

gercitacion de las habilidades de visualizacion.

Objetivo especifico 3: Analizar la evolucién de los alumnos a lo largo de las sesiones
en cuanto a como se manifiestan las habilidades visualizadoras, tanto de manera
individual como del grupo de alumnos con talento matematico, qué errores y

dificultades tienen los alumnos al resolver las tareas formativas.

118



4 Metodologia de investigacion
4.2 Disefio de la investigacion

La seleccion o desarrollo de un disefio de investigacion se justifica por el propdsito de
responder a las preguntas de investigacion planteadas o cumplir con los objetivos de
estudio (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2007). En cuanto a la primera parte, la
correspondiente a la descripcion de las capacidades visualizadoras de los estudiantes,
consiste en un disefio cuasiexperimental transversal que pretende establecer
cuantitativamente las diferencias en las puntuaciones obtenidas en capacidad visual (en
el plano y en e espacio) e inteligencia general, entre el grupo de alumnos con talento y

el grupo control, estudiando si son significativas y estableciendo correl aciones.

No es fécil categorizar 1a segunda parte de nuestra investigacion, la relativa a andlisis
de la evolucién durante el proceso de ensefianza, en cuanto a la terminologia clésica
(exploratoria, descriptiva, correlacional o explicativa), ya que recorreria distintos tipos
de investigacion que los autores sefialan en un continuo. Segun la terminologia a uso,
nuestra investigacion seria no experimental (pretendemos observar fendmenos tal y
como se dan en su contexto natural, para después andizarlos) y longitudina
(recolectamos datos a través del tiempo en puntos o periodos, para hacer inferencias
respecto al cambio, sus determinantes y consecuencias). Para enriquecer la clasificacion
anterior, seflalamos que & planteamiento de la observacion denominaria nuestro trabajo
como experimento de campo ya gue la observacion se produce en e contexto natural
con ato nivel de estructuracion (Ledn y Montero, 1998). Para ubicar con mas precision
nuestra investigacion, recurrimos al enfoque didactico de la investigacion de disefio,
concretamente el experimento de ensefianza, que nos ofrece un marco tedrico gjustado a

nuestros objetivos de investigacion.

Desglosaremos la descripcion de la investigacion en varios capitulos. En este capitulo
mostramos algunos de los elementos del disefio relativos a ambas partes. Por un lado, se
describen los test utilizados para analizar las capacidades visuales y se justifica la
seleccion de los test y del experimento de ensefianza como metodologia de
investigacion, describiendo las fases que conforman su disefio. Por otro lado, haremos la
descripcion de los sujetos, las variables e instrumentos de investigacion y €
procedimiento utilizado para la codificacion de la informacion relativa a rendimiento,

habilidades, errores y dificultades de visualizacion. Posteriormente, en e capitulo 5, se
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describen las fases de planificacion, implementacion y reflexion del experimento de
ensefianza. En € capitulo 6 se recogen los resultados relativos a las dos partes de la
investigacion, tanto los obtenidos a partir del andlisis de la capacidad visual manifestada
en los test, como los correspondientes a analisis de la evolucién de las habilidades de

visualizacion alo largo del experimento de ensefianza.

4.2.1 Descripcion de la capacidad visualizadora

Hemos visto que las definiciones de talento distinguen lo innato o genético de lo
adquirido, aunque se reconoce la importancia de la interaccién entre ambos factores, o
que nos lleva a diferenciar capacidades potenciales y capacidades realizadas (Villarraga,
Martinez y Benavides, 2004). Las capacidades potenciales arrancan de la carga
genética, pero tienen en cuenta los procesos de maduracion que ha vivido € sujeto hasta
el presente, dandonos una idea de su potencididad de aprendizgje y desarrollo. Es
importante detectar estas capacidades para comprender mejor e proceso de

enriquecimiento.

Para medir las capacidades potenciales vamos a emplear métodos psicométricos,
eligiendo los que nos aporten una lectura més objetiva segun los sujetos a los que
investigamos. Se ha utilizado un disefio cuasiexperimental unifactorial entregrupos
considerando como variable independiente e Talento de los aumnos (Taento vs.
Controles) y como variables dependientes las respectivas puntuaciones obtenidas por

|os alumnos en los diferentes test.

En este apartado describimos el proceso llevado a cabo para seleccionar los test que
miden la capacidad visual, y posteriormente describimos |os test elegidos, con objeto de

mostrar su pertinencia en nuestro estudio.
4.2.1.1 Seleccion delostest devisualizacion

Uno de los ambitos en los que clasificAbamos nuestras preguntas previas a la

investigacion es la caracterizacion de la capacidad visual de los aumnos con talento
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matematico: ¢Cudl es esta capacidad visual? ¢Existe relacion entre la capacidad visual

gue poseen y € uso que hacen de ella?

El planteamiento de estas preguntas viene motivado por los estudios que afirman que
los alumnos con talento matemético tienen una mayor predisposicion a resolver los
problemas mediante técnicas analiticas y que son minoritarios los que prefieren e uso
de métodos visuales para resolver problemas que pueden ser resueltos por meétodos
visuales y no visuales (Presmeg, 1986a). Krutetskii (1976) concluy6 que la habilidad de
visualizar relaciones mateméticas abstractas no siempre aparecia entre las habilidades

matemati cas de nifios con talento.

Previamente a analizar posibles causas que pueden explicar esta falta de disposicion a
utilizar estrategias visualizadoras (dificultades propias del razonamiento visual, la
escasa Utilizacion en € entorno escolar, € desconocimiento de estrategias
visualizadoras, etc.) nos planteamos estudiar s los alumnos con talento matemético

tienen un déficit en sus capacidades visuales.

En laliteratura de investigacion hemos observado que a pesar de la amplia gama de test
existentes, algunos autores han utilizado sus propios test de visualizacion. Para ilustrar
esta variedad, Denis (1989) y Clements (1981) presentan una descripcion de los
principales test usados en psicologia (Gutiérrez, 1996). Para una mayor generalizacion y
evitar discrepancias derivadas de los diferentes instrumentos utilizados, decidimos
utilizar test baremados de manera estéandar para alumnos espafioles de la edad de los
sujetos de la investigacion. Para € contraste de la visualizacion relativo a herramientas
psicométricas, decidimos pasar varios test que analizan capacidades visuales que se
relacionan con la inteligencia general. Los hemos pasado durante las sesiones de
enriquecimiento adaptandose a la secuenciacion de contenidos: en lasesion 1 se pasaun
test sobre visualizacion en e plano, en la sesiéon 2, un test sobre visualizacion en €
espacio y finalmente, en la sesidén 3, un test sobre inteligencia general. Ademés se
selecciona un grupo control, para contrastar los resultados obtenidos por € grupo

formado por los alumnos con talento, al que se les pasalos test en el mismo orden.

La utilizacion de test de inteligencia general viene sugerida por investigaciones que
utilizan su medicion para caracterizar a los alumnos con talento y posteriormente se
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complementa esta informacion con pruebas especificas de contenidos matematicos para
particularizar e taento matemético. Aunque no es intencion de nuestro estudio
relacionar la inteligencia general con e talento matematico, consideramos interesante
caracterizar a los dumnos de la muestra |0 mas completamente posible, o que nos
permite estudiar si hay relacion entre €l rendimiento en el test de inteligencia genera y

las pruebas de aptitud visuales.

Para justificar nuestra seleccién de test, a continuacion se analizan dos test utilizados en
estudios afines a nuestra investigacion para registrar la capacidad visualizadora,
evaluandose sus caracteristicas segun los criterios anteriores: los test empleados por
Presmeg y los test de Wheatley.

En sus estudios de clasificaciéon de los alumnos con talento Presmeg (19864), disefia su
propio test para identificar los alumnos visualizadores, que son aquellos que prefieren el
uso de métodos visuales para resolver problemas que pueden ser resueltos por métodos
visuales y no visuaes. La traduccion de este test (Plasencia, 2000), se ha utilizado para

analizar el papel que desempefian las imagenes en |a actividad matemética.

El test de Presmeg mide si los alumnos escogen soluciones visuales a los problemas
propuestos, pero estos problemas son mas bien algebraicos y no geométricos, por lo
gue, ademés de no estar baremados con alumnos espafioles, no satisfacian los criterios

de visualizacién relacionados con nuestra intervencion.

El Wheatley Spatia Ability Test (Wheatley, 1996) esta formado por items que
demandan reconocer figuras planas que aparecen giradas. En investigaciones relativas a
lavisualizacion utilizando €l test de Wheatley se ha encontrado un alta relacién entre el
uso de imagenes y la resolucion de problemas (Wheatley 1998). El test guarda relacion

con laintervencion prevista, pero no esta baremado en alumnos espafiol es.

El listado de test utilizados para describir alguna caracteristica visua en los diferentes
estudios recogidos en larevision bibliografica es muy amplio : Space test, Flags, Spatial
Equations, Cube Surfaces, Raven’s Progressive Matrices, Minnesota Paper Form Board
(Barrat, 1953); Punched Holes, Card Rotations, Form Board, Figure Rotations, Cube
Comparisons (Moses 1977; 1980); PMA Spatial Test EG, Spatial Test |, Gestatl

Completion Test, Estandar Progressive Matrices, Set D, de Raven, Three Dimensional
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Drawing Test (Lean y Clements, 1981); Purdue Spatial Visualization Test (Battista,
Wheatley, Tasma, 1982); Subtest del STB informatizado: Surface Development, Block
Rotation, Visua Memory y Perspectives (Stumpf, 1998; Stumpf y Eliot, 1995);
Woodcock-Johnson Psycho-Educational Battery, Tests of Achievement—IIl edition
(WJ-I11' ACH, Woodcock); The Block Design subtest del Wechsler Intelligence Scale
for Children (WISC-111), Middle Grades Mathematics Project Spatial Visualization Test
(MGMP-SVT), prueba del uso de la representacion visoespacial (Hearty y
Kozhevnikov’'s, 1999, Van Garderen, 2006; Van Garderen y Montague, 2003b), The
Mental Rotation Test (Webb, Lubinski y Persson, 2007). Ademas podriamos ampliarlo
con investigaciones sobre los efectos del tiempo utilizado en la redlizacidon en test
visuales (Gallagher y Johnson, 1992) o disefios especificos para determinadas
caracteristicas del talento como e Three-Mathematical Minds (M3) (Sak, 2009) o
Impossible Figures Task (Chan, 2010).

De estos test analizamos los utilizados para medir aspectos visualizadores en aumnos
con talento. Finalmente |los adecuados a nuestra investigacion los e egimos atendiendo a

gue cumplieran los siguientes criterios:

- Miden habilidades espaciales, tanto en e plano como en e espacio,
relacionadas con una intervencion didactica prevista.

- Disponemos de baremos estandarizados para alumnos espaiioles del rango de
edad seleccionado.

- Esfactible su realizacion en € desarrollo de la intervencion, es decir, que se

pueden pasar en grupo Yy se gjustan a un tiempo determinado.

La seleccion definitiva de los test utilizados es contrastada con psicologas expertas que
recomiendan emplear estos test en un grupo control, formado por alumnos de un curso
escolar y de edad similar alos del grupo de alumnos con talento, pero no forman parte
del proyecto ESTALMAT. Para aproximarlos a los temas contemplados en |as sesiones,
nos decidimos finamente por los test en los que aparecen movimientos en € plano y €
espacio, y que requieran habilidades de visualizacion tanto en € plano como en €
espacio. Satisfaciendo estos criterios, se proponen los tres test siguientes, que fueron los

que se emplearon:
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- Test PMA (Aptitudes mentales primarias), que en su prueba de Concepcion
Espaciad mide la “visuadizacion estatica’, definida como la “aptitud para
interpretar 'y reconocer objetos que cambian de posicién en e espacio,
manteniendo su estructurainterna’.

- Test DAT-5 (Test de Aptitudes Diferenciales, version 5, nivel 1), que en su
prueba de Relaciones Espaciales mide la habilidad para visuaizar un objeto en
tres dimensiones a partir de un modelo bidimensional e imaginar como
apareceria este objeto si sufriera una rotacion espacial.

- Test de matrices progresivas de Raven sobre Inteligencia General.

Tras esta eleccion, se vuelve arevistar la literatura para estudiar € uso que se ha hecho
de estos test en alumnos con talento, los test relacionados y los resultados obtenidos a

partir de ellos.

En relacion a PMA, destacamos un estudio realizado en una muestra de alumnos
presel eccionada para participar en e Proyecto Estalmat-Galicia (Diaz, Sanchez, Pomar
y Fernandez, 2008), en e que indican la correlacion que es significativa y bastante
elevada entre los factores espacia y de razonamiento del PMA vy la eficiencia en la
resolucion de los problemas; sin embargo, con respecto al factor de calculo numeérico,
aunque la correlacion es significativa, €l indice de correlacion es excesivamente bajo.
Por tanto los factores del PMA que mas se relacionan con la eficiencia en la resolucion
de los problemas matematicos son el espacial y el de razonamiento; y de entre estos dos
el que mejor correlaciona es € espacial. Se ha utilizado el factor espacial del test DAT,
en una investigacion a lo largo de 20 afios para comprobar que la medida de la
visualizacion es interesante para predecir logros posteriores en las carreras a las que se

dedican los alumnos con talento (Shea, Lubinski y Benbow, 2001).

Respecto al test de Raven y su relacion con la capacidad espacial, Silverman (1995)
sefiala que € test de Matrices Progresivas de Raven y € Stanford-Binet Fourth Edition
son elementos de evaluacion de habilidades espacides y que € Test de Rotaciones
mentales se ha usado en varios estudios para detectar alumnos con alto componente
visoespacia y talento matemético. Benavides (2008), compara € rendimiento obtenido
por nifios con talento en e test de Raven y & rendimiento en resolucion de problemas
de estructura multiplicativa, con la intencién de identificar caracteristicas de nifios con
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talento de los ultimos cursos de educacion bésica (entre 11 y 13 afios) cuando resuelven

problemas matematicos de estructura multiplicativa.

McGee (1979) en su revision sobre |os estudios en los que se relaciona la visualizacion
espacial y la orientacion espacial, analiza los tres test seleccionados. Considerael DAT
dentro de la categoria de visualizacion espacia y € PMA en la de orientacion Espacial.

El test de Raven o engloba en una categoria de test espacial miscelaneo.

Por lo tanto, estos tres test, ademés de satisfacer los requisitos exigidos por la
investigacion, han sido utilizados para evaluar la capacidad visua de los alumnos con
taento en diferentes estudios. Describimos a continuacion con méas detalle las

caracteristicas de estos test y aspectos relativos a su validez y fiabilidad.

4.2.1.2 Descripcion delostest utilizados

TEST 1. FACTOR ESPACIAL E DEL TEST DE APTITUDES PRIMARIAS
(PMA)

La bateria globa PMA (Thurstone y Thurstone, 1976) permite la evaluacion de los
factores basicos de la inteligencia: Espacia (E), Razonamiento (R), Numérico (N) y
Fluidez Verbal (F). El total ponderado de estos factores permite una estimacion de la
inteligencia general. La version original pertenece a Thurstone y Thurstone (1941) y la
adaptacion espafiola es llevada a cabo por la Seccion de Estudio de Test de TEA
Ediciones en 1987. Para € trabgo que presentamos, se selecciond la prueba
correspondiente a Factor E de concepcion espacial definido como la “aptitud para
interpretar y reconocer objetos que cambian de posicién en € espacio, manteniendo su
estructurainterna’.

La escala esta constituida por un total de 20 items'y el tiempo maximo para su g ecucion
es de 5 minutos, alos que hay que afiadir € tiempo de presentacién de la prueba. Cada
item presenta un modelo geométrico plano y seis figuras similares presentadas en

distintas posiciones. El sujeto debe determinar cuéles de estas figuras, coinciden con €l
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modelo habiendo sufrido algin movimiento sobre e mismo plano (g emplo de item en
figura4.l).

Fl |« 1Rl > vyl Q@

Figura 4.1: Ejemplo de item para €l factor espacial de PMA.

L os estudios e investigaciones sobre e factor espacial en la estructura de lainteligencia
técnica muestran diversos factores espaciaes de distinta complgidad. El coeficiente de
fiabilidad obtenido mediante la prueba de las dos mitades para el factor E calculado por
el procedimiento test-retest fue de 0.73. Por otro lado, en € estudio de Secadas (1961)
se obtiene un indice de fiabilidad de 0.93 para la concepcion espacial del test PMA. En
relacion con la validez, el autor de la bateria, Thurstone (1941), obtuvo una correlacion
multiple de 0.71 entreel PMA y e OTIS.

TEST 2. FACTOR RELACIONES ESPACIALES (SR) DE LA BATERIA DE
APTITUDESDIFERENCIALES (DAT-5)

La quinta (5°) version del DAT (Bennett, Seashore y Wesman, 2000) incluye test que
evallian ocho aptitudes. razonamiento verbal, razonamiento numérico, razonamiento
abstracto, rapidez y exactitud perceptiva, razonamiento mecanico, relaciones espaciales,
ortografia y uso del lenguagje. La adaptacion espaiiola de la version original se lleva a
cabo por e Departamento I+D de TEA en € afio 2000. En nuestro estudio se selecciono
el Nivel 1 de laescalade Aptitud espacia (SR) que mide la habilidad para visualizar un
objeto en tres dimensiones a partir de un modelo bidimensional e imaginar como

apareceria este objeto si sufriera una rotacion espacial.

Cada problema presenta una figura modelo, que es € desarrollo plano de un cuerpo
geométrico, seguida de cuatro representaciones en perspectiva de dicho cuerpo. El
sujeto debe elegir la Unica figura que podria construirse a partir del modelo. Requiere
imaginar como resultar4 un objeto hecho a partir de un determinado modelo (ver

giemplo de item en figura 4.2). La escala esta constituida por un total de 40 itemsy €
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tiempo total para su gecucion es de 25 minutos, 20 para la realizacion de la prueba y

aproximadamente 5 minutos para la distribucién del material e instrucciones.

7
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Figura 4.2: Ejemplo de item para €l factor espacial DAT.

Los indices de fiabilidad para los diferentes grupos que incluye € Nivel 1 en la escala
SR oscilan entre 0.86 y 0.93. En relacion ala validez en poblaciones americanas se han
obtenido correlaciones elevadas entre € DAT-5 y otras medidas aptitudinales
(American College Testing, Armed service Vocational Battery Forma 14, Otis-Lennon
School Ability Test Forma 1, Preliminary Scholastic Aptitude Test) y también son
satisfactorias las correlaciones de las puntuaciones del test con e rendimiento rea de
los alumnos en pruebas normalizadas de rendimiento escolar. En nuestro pais no existen
por e momento pruebas de rendimiento convenientemente tipificadas pero en muestras
americanas € manual origina ofrece un gran nimero de correlaciones obtenidas con

pruebas de reconocido prestigio.

TEST 3: MATRICESPROGRESIVAS DE RAVEN

Este test (Raven, Court y Raven, 1993) proporciona una medida de la capacidad de
deduccion de relaciones, uno de los componentes principales de lainteligencia genera y
del factor “g”. Segun el autor estos test no constituyen un medida directa del factor “g”
ni tampoco de la inteligencia general, pero suministran una de las mejores estimaciones
de dlos porque la capacidad deductiva esta en la base de estos constructos. La
inteligencia general exige ademas de la capacidad deductiva otros componentes
aptitudinales. En € estudio se ha utilizado |a version adaptada por TEA en € afio 2003.
Existen tres versiones diferentes de las prueba: SPM (Stardard Progressive Matrices) o

Escala General, CPM (Coloured Progressive Matrices) o Escala de Color y APM
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(Advanced Progressive Matrices) o Escala Superior. Considerando las caracteristicas de
la muestra del estudio se les administrd la escala avanzada (APM). Consiste en 60
problemas repartidos en cinco series (A, B, C, D y E) de doce elementos cadauna. En la
escala superior utilizada, los items de la prueba consisten en completar un dibujo a que
le falta un trozo con una de las ocho piezas que aparecen como alternativas. Todas
tienen la misma forma pero sélo una es la correcta (en figura 4.3 se muestra un g emplo
de item).
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Figura4.3: Ejemplo de item del test de Raven.

La Escala Superior ofrece indices test-retest de fiabilidad de distinta magnitud, que alcanzan €
valor de 0.91, y de consistencia interna “dos mitades’, con valores entre 0.83 y 0.87. Se han
llevado a cabo multiples estudios de fiabilidad y validez del test con muestras espafiolas. En
relacion a la validez concurrente se han encontraron correlaciones entre CMP y e Terman-
Merril de 0.96 en nifios normales y 0.59 entre los nifios con problemas, los indices con
Goodenough fueron de 0.76 y 0.66 respectivamente. En cuanto a la validez predictiva, se

obtiene un indice de 0.35 con lacalificacion global escolar.
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4.2.2 Experimento de ensefianza como disefio de investigacion sobre

ensefianza

Teniendo que disefiar un proceso de intervencion y estudiar € desarrollo de habilidades
de visualizacion durante este proceso, afrontamos la necesidad de llevar a cabo un
proceso formativo que permita su revision en el curso del trabgjo, realizado de manera
sistemética. Molina (2006) realiza una exhaustiva descripcion de la investigaciéon de
disefio y experimentos de ensefianza y describe este paradigma metodol 6gico detallando
su origen y evolucion, sus principales caracteristicas, puntos fuertes y limitaciones y

algunos de los criterios que permiten evaluar su calidad.

Por investigacion de disefio o investigacion basada en disefio se designa a un paradigma
de investigacion, de naturaleza principamente cualitativa, que ha sido desarrollado
dentro de las “ Ciencias del aprendizaje’ y se nutre de un amplio campo multidisciplinar
gue incluye la antropologia, la psicologia educativa, la sociologia, la neurociencia, asi
como las didécticas especificas, entre otros (Confrey, 2006; Sawyer, 2006). Su objetivo
es andlizar € aprendizaje en contexto mediante €l disefio y estudio sistemético de
formas particulares de aprendizaje, estrategias y herramientas de ensefianza, de una
forma sensible a la naturaleza sistémica del aprendizaje, la ensefianza y la evaluacion.
Todo €llo la convierte en un paradigma metodol 6gico potente en la investigacion del
aprendizaje y la enseflanza (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011). Este paradigma
metodol6gico esta siendo aplicado y desarrollado activamente en la investigacion
matematica, (Molina, 2006) celebrandose foros y seminarios en torno a este tema (The
Design Based Research Collective) e importantes publicaciones que describen disefios
de investigacion enmarcados dentro de esta metodologia, como € Handbook of
Research Design in Mathematics and Science Education (Kelly y Lesh, 2000), y las
revistas Educationa Researcher, vol 32 (1) de 2003, y Journal of the Learning
Sciencies, vol 13 (1) de 2004, entre otras.

Entre |as caracteristicas de | os estudios de disefio (Molina, 2006), aparece que las clases
0 ambientes de ensefianza son considerados complejos y condicionales, que involucran
muchas variables, ocurren en contextos de la vida real donde habitualmente se produce
algun tipo de aprendizaje, involucran diferentes tipos de participantes en € disefio, las

teorias que se desarrollan durante e proceso del experimento son humildes, se
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caracterizan por un refinamiento progresivo y € andlisisy los resultados de |os estudios

comportan € analisis de multiples aspectos del disefio.

El esquema general de una investigacion de disefio se inicia con una situacion de
ensefianzalaprendizaje y unos principios tedricos obtenidos de |a busqueda bibliografica
y las experiencias previas del equipo investigador (figura 4.4). Seguidamente se
determinan los problemas y objetivos de investigacion, las variables en estudio y del
entorno y los participantes y se realiza € disefio instruccional, marcando una trayectoria
hipotética de aprendizaje, enunciando las hipétesis o conjeturas de investigacion y
disefiando la recogida de datos. En la puesta en practica se realizan varios ciclos
iterativos en los que, si los datos lo requieren, se reformula la hipotesis, € disefio
instruccional y la recogida de datos. Finalmente e andlisis retrospectivo de los datos
debe aportar informacion tanto sobre e modelo tedrico sobre € fendmeno de
aprendizaje como sobre los resultados tedricos sobre e disefio instrucciona (Figura
4.4).

CICLOS ITERATIVOS

e ~
.- . Problema v objetives de mvestigacion
wS1ma€10n de. ) - Variables en _esruilio v vaniables degl entorno *'/ Analisis de datos \
ensefianza/aprendizaje ) Panic_ipantes (Re)formulacién de hipotesis v conjeturas
lv Puesta en practica /
Principios tedricos 'd . ] ™ de]_. disefio
(busqueda bibliografica) - Disedio ins truccional - Recogida de datos ‘\
Expenencia pre;'ia del Trayectoria h1_potet1ca d.e aprepdu_af]e . .
S Hipdétesis/conjeturas de mvestigacion (Re)Disefio instruccional
equipo nvestigador

\ A Disefio de la recogida de datos

(Re)Disefio de la recogida de datos /

\
.
Modelo teérico sobre l
el fenémeno de aprendizaje \ .
" J Analisis
retrospectivo

Resultados tedricos
sobre disefio instruccional

Figura4.4: Estructurageneral de unainvestigacion de disefio (Molina, Castro, Molinay Castro,
2011).

Los experimentos de ensefianza se enmarcan dentro del paradigma de la investigacion
de disefio, siendo € tipo de estudios de disefio méas frecuentes (Cobb y Gravemeijer,
2008). De forma genera, un experimento de ensefianza consiste en una secuencia de
episodios de ensefianza en los que los participantes son, normalmente, un investigador
docente, uno 0 mas aumnos y uno 0 mas investigadores-observadores (Steffe y

Thompson, 2000). Describimos las distintas fases del experimento de enseflanza y las
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acciones aredlizar en cada una de las fases de un experimento de ensefianzaen la Tabla
4.1.

Fases Acciones

Definir el problemay los objetivos de investigacion.

Identificar los objetivos instruccionales.

Evaluar el conocimiento inicial de losaumnos.

Identificar las metodologias de ensefianza adecuadas para los contenidos
elegidos, en funcion de los objetivos planteados y de los conocimientos previos
delos alumnos.

Disefiar de forma justificada la secuencia de intervenciones en € aula 'y su
temporalizacion.

o Disefiar larecogida de datos.

Delinear una trayectoria hipotética de aprendizaje que describa € resultado
esperado del proceso de aprendizaje y e modo en que se va a promover y
alcanzar dicho aprendizaje.

e Ubicar el experimento dentro de un contexto tedrico mas amplio en el que se
enmarque el model o tedrico emergente.

Preparacion del experimento
[ )

» Antesde cada intervencion:

¢ Obtener informacion sobre €l trabgjo previo reaizado en € aula, paratenerlo en
cuenta en el disefio de la intervencion y en la posterior interpretacion de los
datos.

o ldentificar los objetivos instruccionales de laintervencion.

o Ultimar el disefio de la intervencion, de forma justificada, a partir de la
informacion empiricay tedricadisponible.

e Elaborar hipotesis/conjeturas sobre l0s resultados que se esperan acanzar en la

intervencion.

e Ultimar la seleccion de los métodos de recogida de datos.

Registrar las decisiones tomadas en el proceso de gecucion de las acciones

descritas en los cinco apartados anteriores y su justificacion.

Experimentacién
[}

» En cadaintervencion:

e Si esnecesario, modificar sobre la marcha, de manerajustificada, el disefio dela
intervencion de acuerdo con |os objetivos de la intervencion.

e Recoger datos de todo 1o que ocurre en € aula, incluyendo las decisiones

tomadas durante laintervencion.

» Despuésde cada intervencion:
e Analizar los datos recogidos en laintervencion.
¢ Revisar, y en su caso reformular, |as hipotesis/conjeturas de investigacion.

131



4 Metodologia de investigacion

Recopilar y organizar toda lainformacion recogida.

Analizar el conjunto de los datos, lo que implica:

a) Distanciarse de los resultados del andlisis preliminar, de las conjeturas iniciales
y de la justificacion del disefio de cada intervencién, para profundizar en la
comprension de la situacion de ensefianzay aprendizaje en su globaidad.

b) Identificar laruta conceptual seguida por €l grupoy por cada alumno, por medio
de los cambios que pueden ser apreciados, atendiendo a las acciones especificas
del investigador-docente que contribuyeron a dichos cambios.

Analisisretrospectivo

delosdatos

Tabla4.1: Accionesarealizar en cada unade las fases de un experimento de ensefianza
(Moalina, Castro, Malinay Castro, 2011).

Utilizando la terminologia de Confrey y Lachance (2000) nuestro trabgo de
investigacion es un experimento de ensefianza transformativo y dirigido por una
conjetura. No existen hipétesis a ser probadas sino gque la conjetura es la guia de la
investigacion, existiendo, ademés, objetivos y preguntas de investigacion a las que se
pretende dar respuesta (Molina, 2006). Esta conjetura evoluciona conforme la
investigacion progresa. En ella se distinguen dos dimensiones:. una de contenido
matematico (qué debe ensefiarse) y otra pedagogica (cOmo debe ensefiarse). Para la
evolucion de la conjetura, en la intervencion en € aula ocupan un papel importante
cuatro elementos del disefio de ensefianza: € curriculo, lainteraccion en el aula, €l papel

del docente y la evaluacion.

Utilizando el contexto anterior de experimento de ensefianza, nuestra investigacion se
ha desarrollado en tres fases, cumpliendo en cada una de €ellas |os requisitos necesarios

para un experimento de ensefianza (figura 4.5):

1.- Iniciamente, impartimos varias sesiones de enriquecimiento en cursos anteriores de
las que seleccionamos actividades y realizamos € estudio piloto que determind la

conjeturay objetivos de lainvestigacion (Ramirez, Flores y Castro, 20104)

2.- Redlizamos € experimento de ensefianza que consistid en tres sesiones de
enriquecimiento curricular de tres horas de duracion cada una. Esta fase incluye a su vez
seis etapas. 1) Planificacion sesion 1, 2) Implementacion, 3) Reflexion sobre sesion 1y
planificacion de sesiéon 2, 4) Implementacion sesion 2, 5) Reflexion sobre sesion 2 'y

planificacion de sesion 3, 6) Implementacion sesion 3.

132



4 Metodologia de investigacion

3.- Finamente, realizamos entrevistas personales con aumnos seleccionados para

afianzar |os resultados obtenidos tras €l andlisis retrospectivo de |os datos.

En las sesiones participan dos investigadores principales que adoptan en diferentes
momentos los papeles de investigador-docente e investigador-observador, ademés de
dos investigadores-observadores en cada sesion que colaboran en la recogida de
informacion. En e capitulo 5 describiremos la preparacion y experimentacion del
proceso formativo de enriquecimiento curricular que ha conformado nuestro
experimento de ensefianza. En el capitulo 6 presentaremos los resultados relativos al

desarrollo del aprendizaje individual y grupa en el analisis retrospectivo.

ENRIQUECIMIENTO CURRICULAR
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EXPERIMENTO DE ENSENANZA

Figura 4.5: Esquema del Experimento de ensefianza.
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4.3 Sujetos

Los sujetos principales de nuestra investigacion son los veinticinco alumnos del
programa ESTALMAT de Andalucia Oriental, que realizan € segundo afio € curso
2009-2010, participando en las tres intervenciones de enriquecimiento del experimento

de ensefianza.

En la investigacion intervienen ademas dos grupos de alumnos: un grupo de alumnos
con talento que constituyeron los sujetos en la prueba piloto y un grupo de aumnos
control que se utiliza para contrastar los resultados de los test de visuaizacion e
inteligencia.

Alumnos con talento participantes en la prueba piloto

El estudio piloto se desarroll6 en el curso 2008-2009, con 21 alumnos del segundo curso
del proyecto ESTALMAT (uno de 13 afios, cinco de 14 anos y quince de 15 afios) de
los que 2 eran nifias y 19 nifios. Cursaban en ese momento 2°, 3°y 4° de ESO (Ramirez,
Flores, Castro, 2010a) (Tabla4.2)

Sexo\ Curso 13 afos 14 anos 15 afos Total
Hombre 1 5 13 19
Mujer 0 0 2 2

Tabla4.2: Distribucion de alumnos de la prueba piloto segiin el sexo y laedad.

Alumnos del grupo control

Para contrastar 10s resultados de los test de visualizaciéon y de inteligencia, se decide
seleccionar una muestra de alumnos de una clase estandar de Secundaria en la que €
rango de edad fuese similar a del grupo de alumnos con talento que participaba en €
enriquecimiento curricular. Los sujetos que conformaban este grupo control eran 33
alumnos de 4° de ESO de un colegio concertado de Granada, distribuidos en la siguiente
tabla segin sexo y edad (Tabla 4.3):
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Sexo\ Edad 15 anos 16 anos 17 anos Total
Hombre 7 6 0 13
Mujer 7 12 1 20

Tabla4.3: Distribucién de los alumnos del grupo control seguiin €l sexo y la edad.

Alumnos sujetos de investigacion (participantes en las sesiones de enriquecimiento)

Los alumnos de la investigacion forman parte del proyecto ESTALMAT en Andalucia
Oriental, donde se atienden a 25 alumnos durante dos afios, por lo que cada afio
coinciden dos grupos (de primer y segundo afio). Los alumnos son seleccionados
mediante una prueba de contenidos matematicos y unas entrevistas realizadas por los
profesores del proyecto. Se aborda en el proyecto un enriquecimiento curricular, en

clases impartidas |os sabados por la mafiana.

La sesiones correspondientes a experimento de ensefianza se impartieron en € curso
2009-2010, con 25 aumnos del segundo curso del proyecto (dos de 13 afios, nueve de
14 anos, trece de 15 anos y uno de 16 afos) de los que 5 eran nifias y 20 nifios.
Cursaban en ese momento 2°, 3°, 4° de ESO y 1° de Bachillerato. La distribucion de los
alumnos del grupo talento segin € sexo, la edad y € curso queda reflgjada en las
siguientestablas (Tablas4.4y 4.5) :

Sexo\ Curso 2°ESO 3°ESO 4° ESO 1° Bach. Total
Hombre 1 8 11 0 20
Mujer 0 1 3 1 5

Tabla4.4: Distribucién de los sujetos del grupo talento segln el sexo'y el curso.

Sexo\ Edad 13 afos 14 afios 15 anos 16 afios Total
Hombre 8 10 0 20
Mujer 0 1 3 1 5

Tabla4.5: Digtribucion de los sujetos del grupo talento seguin el sexo y la edad.
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Identificamos estos sujetos como alumnos con talento matemético por su pertenencia al
proyecto ESTALMAT que describimos a continuacién y, por lo tanto fueron
seleccionados seguin su rendimiento en una prueba de seleccion. Refuerzalaidea de que
son alumnos con talento sus resultados en los test. En la prueba de inteligencia general,
el Test de Raven en su version avanzada, que es un instrumento gque se ha utilizado en
otros estudios para seleccionar a los aumnos con talento (Benavides, 2008), de los 23
alumnos que se presentaron, trece superaron el centil 95, seis e 75 y cuatro € 58. Por
tanto, diecinueve estan més ala del tercer cuartil. Si ordenamos los alumnos segun la
puntuacion obtenida en la prueba de seleccion (ocupando €l lugar 1 € de mayor
puntuacién), los cuatro alumnos del centil 58 en €l Test de Raven, ocupan los lugares 9,
15,19y 20 en € orden de la prueba.

Contexto: El proyecto ESTALMAT. Prueba de seleccién

Las lineas fundamentales del proyecto ESTALMAT para e estimulacion del talento
matematico, iniciado en Espafia por Miguel de Guzman (De Guzman, 2002) con €l
auspicio de la Rea Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, estan inspiradas
en los que se vienen llevando a cabo con éxito en diversas comunidades, principal mente
en el de la Universidad Johns Hopkins de Baltimore, promovido por el profesor Julian
Stanley, que funcionadesde 1971 y € de la Universidad de Hamburgo, iniciado en 1982
por los profesores Harald Wagner y Bernd Zimmermann, e inspirado en el anterior. Las
revistas Educational Studies in Mathematics (Volumen 17, no 3; 1986) y Mathematics
Teacher (Volumen 76, no 4; 1983), dedicaron numeros monogréficos a este tema
(Callgion, 2002).

El objetivo del proyecto es estimular e talento matemético mediante sesiones de
enriquecimiento curricular en grupo, que son impartidas durante dos afos fuera del
horario escolar, generamente los sabados por la mafiana. Presenta rasgos comunes con
programas implementados en otros paises (Benavides, Maz, Castro y Blanco, 2004).
Los alumnos que forman parte del proyecto han sido seleccionados por su rendimiento

en una prueba especifica de mateméticas basada en la resolucion de problemas.
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Se inscribieron 950 alumnos (387 nifias y 563 nifios) para la prueba de seleccion en la
fase andaluza en 20087, de los que se presentaron 839. De los 341 (158 nifias y 183
nifios) inscritos en la provincias de Granada, Maaga, Jaén y Almeria, se seleccionaron

25 alumnos.

La prueba consiste en cinco problemas de mateméticas planteados y sel eccionados por
los profesores de toda Espaia que imparten las clases en € programa. Se ha realizado
un estudio en & que se analizan aspectos relativos a contenido y a las puntuaciones
obtenidas en la prueba realizada en 2008 (Zufiga, 2009), en e gque aunque se sefiaan
dos debilidades relativas a la elevada dificultad de algunos de los problemas y a rango
de edades utilizado, se concluye reconociendo que los problemas planteados son
exitosos para formar parte de la prueba de seleccion, tanto por la forma como por €
orden y como instrumento. El rango de puntuacion de los alumnos sel eccionados abarca
desde 25.5 hasta 40 (de un total de 50 puntos posibles), con una media de 31.09,
correspondiendo alas 25 mejores notas global es de todos |os al umnos presentados.

Los problemas de la prueba son no rutinarios. ElI problema 1 consiste en completar
algunos elementos de un circuito de operaciones con nimeros naturales; en el Problema
2 se pide razonar sobre la posibilidad de marcar distintos caminos en una estructura
rectangular a partir de unas condiciones y calcular éreas de las figuras delimitadas; en €
Problema 3 hay que construir cuadrados magicos a partir de diferentes restricciones; €l
Problema 4 exige deducir la cantidad de dinero que contienen tres sobres a partir de
diferentes informaciones; en € Problema5 hay que averiguar cuantas lamparas y de qué
forma se pueden colocar en las paredes de una habitacion, siguiendo unas instrucciones
(ver laprueba en http://thal es.cica.es/estal mat/?g=node/26).

Los profesores del proyecto llevan a cabo una evaluacion de la prueba, en la que hacen
una valoracion de las estrategias que se ponen en juego en cada apartado segun su
dificultad. Se pudo apreciar que la prueba prima la aptitud y actitud y no tanto los
conocimientos mateméticos de los alumnos, propone problemas originales y variados

(pensamiento  visual, pensamiento l0gico, intuicion, creatividad, abstraccion,

? Los sujetos de lainvestigacion se seleccionaron en junio de 2008, cursaron primero el curso 2008-2009
y segundo en 2009-2010, que fue cuando serealizé el estudio de campo.
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manipulacion matematica, capacidad de ordenacion del pensamiento, etc.) y presenta
apartados de nivel creciente de dificultad (Hernandez, 2009). En e proceso de
resolucion de estos problemas no rutinarios se espera que los alumnos manifiesten
algunas de las caracteristicas del talento matemético sefialadas en el proyecto (localizar
la clave de los problemas, buscar patrones y relaciones, construir nexos, lazos y
estructuras matematicas, mantener bgjo control los problemas y su resolucion, prestar
atencion a los detalles, producir ideas originales, valiosas y extensas, desarrollar

estrategias eficientes y persistir en la consecucion de |os objetivos que se propone).

En definitiva, 1os sujetos de la investigacion son veinticinco chicos de 13 a 16 afios que
obtuvieron las mejores puntuaciones en la prueba de seleccidn y que, posteriormente,
los test aplicados muestran que a menos diecinueve de ellos destacan en inteligencia
(test de Raven).

4.4 Variables

Para afrontar €l problema de investigacion, responder a las preguntas planteadas y

alcanzar |os objetivos previstos, se van aanalizar |0s siguientes aspectos.

a) Capacidad de visualizacion, medida a partir de |a puntuacién obtenida en los
test administrados.

b) Evolucion de las habilidades de visualizacion, medida a partir de:

- Rendimiento en |as actividades escritas de cada sesion.
- Habilidades de la visualizacion manifestadas en | as intervenciones.
- Errores cometidos en las intervenciones y dificultades de comunicacion

de las argumentaciones visual es.

Por tanto, las variables se diferencian en torno a las dos partes de la investigacion, la

primera se centra en las capacidades de visualizacion. La segunda se centra en cuatro

variables, e rendimiento en las tareas de ensefianza planteadas, las habilidades de

visualizacion definidas por Del Grande (1987, 1990), a partir de las de Hoffer (1977),

de las que seleccionamos 5 (Percepcidn figura-contexto, Conservacion de la percepcion,
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Percepcion de la posicion en € espacio, Percepcion de las relaciones espaciales y
Discriminacion visua), los errores y las dificultades de visualizacion manifestados por
los estudiantes, de entre |os destacados en el capitulo 3.

Las categorias de estas variables aparecen en el siguiente apartado, asociados a los

instrumentos de investigacion.

4.5 Instrumentos de investigacion de habilidades, errores y

dificultades de visualizacion

Para estudiar las capacidades de visualizacion, empleamos los test presentados
anteriormente en e apartado 4.2. En esta seccion se describen los instrumentos
utilizados en la investigacion paralarecogida y andlisis de los datos, centrandonos en la
segunda parte, € estudio de las habilidades de visualizacion, errores y dificultades.

Para estudiar €l rendimiento, las habilidades de visualizacion y los errores y dificultades
de visualizacion, seleccionamos como instrumentos los registros de informacion
empleados en e curso de la ensefianza, asi como una entrevista final, realizada a
algunos de los estudiantes. Estos registros nos suministran los datos, a recoger las
intervenciones de los estudiantes, generalmente en forma de texto, en unos casos de
forma directa escrita, y en otros, tras su trascripcion. La eleccion de cada uno de ellos
viene justificada por el papel que desempefia en € estudio de la conjetura de

investigacion.

Paralarecogida de datos, disponemos de |os siguientes registros:

Prueba de seleccion realizada por los aumnos para acceder a proyecto

ESTALMAT.

- Test de capacidades visuales (Factor E del PMA y Factor SR del DATS) y
deinteligencia genera (Raven).

- Respuestas entregadas en las actividades escritas de las sesiones de

enriqueci miento.

- Grabaciones de audio de cada sesion y sus transcripciones.
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- Grabaciones de audio y video de las entrevistas y sus transcripciones.

- Observaciones de | os profesores investigadores.

En el andlisis de las respuestas escritas de la prueba piloto, se ha realizado una primera
operativizacion de las habilidades de visualizacién puestas en juego a afrontar tareas de
resolucion, definicion y argumentacion (Ramirez, Flores y Castro, 2010a), o que
permitio registrar €l uso de las habilidades; pero alaluz de los resultados consideramos
necesario mejorar € procedimiento para estudiar con mayor profundidad a lo largo de
un periodo mas amplio de tiempo y que cumpliera las expectativas méas exigentes del
experimento de ensefianza, es decir: a) registrar las habilidades puestas en juego por los
alumnos en sus participaciones orales, debates en grupo, entrevistas personales y las
recogidas en |as observaciones realizadas por |0s profesores investigadores, b) distinguir
la manifestacion de la habilidad de forma correcta de la que se emplea de manera
incompleta, ¢) determinar e rendimiento de los alumnos en tareas de visualizacion, d)
registrar los errores y dificultades en € uso de la visualizacion y €) comparar la

evolucion de estas observaciones entre | as diferentes sesiones.

Al disponer de datos escritos que suministran informacion sobre elementos no
apreciables directamente, debemos utilizar procedimientos metodologicos que nos
permitan obtener la informacion deseada. Los datos obtenidos son cualitativos, cuyo
andisis requiere una descripcion interpretativa detallada, para o que se utiliza €
andisis de contenido, que es un proceso que involucra un esfuerzo de observacion y
reflexion sobre nuestro fendmeno de estudio (Fox, 1981).

El andlisis de contenido comienza por determinar unidades de andlisis en € texto a
analizar (Krippendorf, 1990). Como unidad de andlisis de la recogida de informacién, se
seleccionan fragmentos de |os textos escritos, que correspondan a intervenciones de los
alumnos para responder a cada tarea (tanto en respuestas escritas como en

transcripciones y observaciones).

Como gemplo, presentamos la fragmentacion del texto de las intervenciones de un
alumno correspondientes a una respuesta escrita (E_ 2 4 f), a una transcripcion

(TP_4 4 2) y auna observacion respectivamente (O_4 3 2). Aparecen subrayadas los
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fragmentos sel eccionados como unidad de andlisis (dos en la respuesta escrita, dos en la

transcripcion y una en la observacion).

E 2 4 f. Esto es tanto como decir que la figura de la base se puede dividir en los

mismos poligonos (Unidad de andlisis). Smplemente si variamos |as medidas se pueden

conseguir poligonos menores que rellenen su base (Unidad de andlisis).

TP 4 4 2: S, e problema de este cubo es que como s fuera,.. Una vez nos ensefiaron

el efecto Optico de la mitad del cubo,.. Estos que se juntan... Lo que pasa es que estén

juntos por ahi. (Unidad de andlisis). El Unico problema es ése. El problema mas

complicado es juntar la cara F con la cara A porgue lo demas mas o menos. Y ahora no

sé por donde tirar por aqui (Unidad de andlisis). Porque... claro.. yo diria... vamos a

ver. S éstaeslacaraA... gue haria una cosa...

O _4 3 2: Intenta formar €l tetraedro formando la base y probando con |as piezas para

gue encajen en la parte superior (unidad de andlisis). No tiene paciencia y desiste

pronto.

El segundo paso consiste en establecer categorias de andlisis (Krippendorff, op. cit.) que
permitan la codificacion e interpretacion de las unidades establecidas. Como las
respuestas de los alumnos corresponden a las tareas planteadas, procedimos a estudiar
estas tareas, en relacion a las variables presentadas. rendimiento, habilidades de
visualizacion y errores y dificultades de visualizacion. Para estudiar laforma en que las
tareas se relacionan con estas variables, se aplicaron distintos niveles de andlisis de una
tarea geométrica, partiendo de la solucion experta (epistémica o instituciona de
referencia) como de las soluciones personales de los estudiantes (Fernandez, Cajaraville
y Godino, 2007). El estudio previo de las habilidades necesarias para resolver cada una
de las actividades y la constatacion posterior de las estrategias utilizadas por los
alumnos es una metodol ogia que se ha utilizado en investigaciones sobre | as habilidades
(Acevedo, 2009; Gutiérrez, 1992).

Por tanto, para establecer las categorias de andlisis hemos procedido mediante un
proceso mixto, que arranca de la determinacion a priori de categorias tedricas, para
luego contrastarlas con las respuestas de los alumnos, hasta llegar a una formulacion

final que se ha aceptado por saturacion, es decir, estableciéndose cuando €l criterio era
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suficiente para codificar todos los datos recogidos. Se muestra este proceso se una

manera mas clara a continuaci on.

Para € rendimiento, en cada actividad se contrasta |la respuesta escrita entregada por €l
alumno con la solucidn experta o, en otro caso, con e cumplimiento de los requisitos
exigidos en la actividad. Las actividades propuestas se clasifican segin sean de
argumentacion (A), resolucion (R) o definicion (D) y se valoran las respuestas con 0, 1
y 2 dependiendo del grado de consecucion de lo propuesto en la actividad. A modo de
giemplo, mostramos la decisiones de correccion referentes al rendimiento para las
actividades delasesion 1 (Tabla4.6).

Sesioén 1 (sobre 20 puntos)

(A)E 11 1: Dar unasolucién de 24 pivotes sin unajustificacion completa

(A)E 12 1: Dar unasolucién de 9 pivotes sin unajustificacion completa

(A)E_1 3 1: Dibujar sélo un caso

(RE 14 2: Dibujar lasolucién

(RE 15 1: Dibujar un caso, 2: Dibujar dos casos distintos

(RE_1 6 2: Dibujar las cuatro clases 1: Lefataagunaclase

(D)E_1 12 (y 13 engrupo) 2: Incluye en ladefinicion giros, simetriasy traslaciones 1. Le
falta algn movimiento

(RE_1 7(y9 2 Dibujarlas16 clasesen7 (5en9), 1: Lefaltaalgunaclase o sobraalguna

Tabla4.6: Decisiones de correccion para el rendimiento de la sesion 1.

El procedimiento para establecer |as categorias de las habilidades, errores y dificultades
ha resultado mas complejo. Describiremos iniciamente e proceso relativo a las
habilidades y posteriormente sefialaremos los matices del procedimiento similar que

hemos considerado paralos errores y dificultades.
El proceso paralas habilidades ha abarcado |as siguientes etapas:

1) Prueba piloto, apreciacion de respuestas y primera formulacion de categorias
paralas habilidades y errores y dificultades.

2) ldentificacion y formulacién a priori de actuaciones relacionadas con las
habilidades requeridas para resolver cada actividad de las sesiones de

ensefianza (categorias a priori por actividad).
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3) Andlisis de las respuestas individuales a las tareas planteadas, en relacion a
las categorias establecidas.

4) Revision de las actuaciones relacionadas con las habilidades formuladas a
priori y reformulacion a posteriori (categorias a posteriori para cada
habilidad por sesiones).

5) Elaboracion de una formulacion general de las actuaciones para todas las
habilidades en | as tres sesiones (categorias para cada habilidad).

6) Obtencion de unos criterios de correccion para cada categoria en cada sesion.

Describimos estos pasos a continuacion. Inicialmente, para cada una de las habilidades
se realiza un estudio de las actividades que favorecen su manifestacién. Por g emplo, la
habilidad Percepcién figura-contexto (reconocer una figura asilandola de su contexto,
en el que aparece camuflada o distorsionada por la superposicion de otros el ementos
graficos) se favorece a través de las actividades que comprendan: intersecar lineas o
figuras, encontrar figuras escondidas o figuras solapadas, completar figuras, montar
figuras ensambladas (tangram), identificar similitudes y diferencias e invertir figuras y
contexto (Del Grande, 1987).

Hemos redlizado un estudio previo para determinar qué respuestas muestran que se
disponen y gecutan habilidades de visualizacion en cada una de las actividades de
nuestro experimento de ensefianza. Consideramos que no se exige la puesta en juego de
las habilidades coordinacion ojo-motor y memoria visual, que al ir asociadas a técnicas
de dibujo y de recuerdo que no aportan informacion a nuestro experimento de
ensefianza, por 1o que se decide registrar cinco de las siete habilidades sefialadas por Del
Grande (1990). Asi, se establecen a priori las posibles manifestaciones de las
habilidades para cada actividad, dando lugar a un listado de conductas que permite la
determinacion inicia de categorias que vienen determinadas por destrezas concretas, de

lo que vemos un ggemplo en la Tabla4.7.

Actividades Per cepcion Figura-Contexto
Actividad 1.- Encontrar laminima Comentar el proceso de formacion a partir de una
estructura con 18 piezas estructura menor

Tabla4.7: Ejemplo de categorias apriori que detectan la manifestacion de la habilidad

Percepcion de la Figura-Contexto en la actividad 1 de la primera sesion.
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A continuacion se ha comprobado si las manifestaciones concretas observadas en las
respuestas de los alumnos se corresponden con las establecidas a priori y, cuando es
necesario, se completan las categorias con otras inferidas de las respuestas. A modo de
giemplo, véase como e alumno MC muestra en su respuesta la categoria planteada a
priori, en la que busca una estructura formada por piezas, justificando como se obtiene a

partir de la obtenida por menos piezas.

MC: Suponemos que la de seis [piezas] es € cuadrado tres por tres, que era la mas
pequeiia. Al colocar la de siete se puede solapar solo un circulo y sobran dos. S
intentamos modificarla, se podria mover una de las fichas, sacariamos un punto fuera

dela estructura.

En su argumentacion e alumno comenta e proceso de formacién a partir de una
estructura menor que era la manifestacion esperada, pero también identifica otros
elementos (en este caso los circulos) dentro de la propia estructura, por o que se afade
un nueva categoria: “ Identificacion de elementos (circulos) dentro de una estructura
mayor”. Tras e andlisis de las tres sesiones con € procedimiento anterior, se
determinan las manifestaciones correspondientes para cada habilidad, o que nos da un

sistema de categorias a posteriori, como se muestraen latabla 4.8.

FC Per cepcidn figura-contexto

Comentar el proceso de formacién de una estructura a partir de una estructura
Sesion1 | menor
Identificar elementos (circulos, segmentos) dentro de una estructura mayor

Identificar elementos dentro de una estructura mayor

Sesion 2 Identificar lados, vérticesy caras de unafigura

Identificar elementos dentro de una estructura mayor
Sesion 3 | ldentificar lados, vérticesy caras de unafigura
Identificar tipos de caras (cantidad, distribucion...)

Tabla4.8: Definicion a posteriori de las categorias correspondientes a la habilidad Percepcion

Figura-Contexto en las tres sesiones.

Toda la informacion anterior se sintetiza en una tabla final de categorias (tabla 4.9)

correspondientes a cada una de | as habilidades y generalizables alas tres sesiones.
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Habilidad

Categorias

Percepcion
figura-contexto

FC1: Utilizacion del proceso de formacion de una estructura a partir de una menor
FC2: Identificacion de elementos (circul os, segmentos, vértices, lados, caras,
angul os) dentro de una estructura mayor

Conservacion de

CP1: Utilizacion de criterios de igualdad: haciendo referenciaalaformao a
tamario, alos movimientos (giros, traslaciones, volteos) o alas distintas
perspectivas

lapercepcion CP2: Identificacion de elementos ocultos (circul os superpuestos, segmentos
solapados, caras, vérticesy lados que no seven...)

Percepcion de la | PEL: Utilizacion de elementos de posicion respecto a objeto 0 auno mismo

posicién en el (sistema de referencia, coordenadas, atrés, adelante, arriba, cerca...)

espacio PE2: Identificacion de movimientos (trasaciones, giros, volteos) entre dos figuras

Percepcion de RE1: Utilizacién de elementos de posicion relativa entre dos objetos (direccion,

las relaciones orientacion, paralelismo, secantes, coincidentes, perpendiculares, simétricos)

espaciales REZ2: |dentificacion de elementos entre €l desarrollo plano y €l poliedro

Discriminacion
visua

DV 1: Utilizacion de criterios de clasificacion mediante semejanzas o diferencias
DV 2: Identificacion de semeanzas o diferencias entre figuras

Tabla4.9: Categorias correspondientes alas habilidades.

Latabla 4.9 permite establecer una correspondencia entre las respuestas del alumno y la

habilidad de visuaizacion correspondiente. Esta relacion nos determina un

procedimiento para codificar las habilidades puestas en juego. Gracias a ello podemos

expresar si se aprecia su empleo para obtener una solucion correcta de la actividad, 1o

que codificamos indicando (0) ausencia, (1) uso incompleto y (2) uso correcto. En €

uso incompleto de la codificacion anterior también se considera el uso de la habilidad de

visualizacion de una manera incorrecta. Para cada actividad se establecen |os criterios

de correccion en cada una de las categorias. Somos conscientes de que un alumno en

una misma actividad ha podido poner en juego multiples estrategias y procesos visuales,

pero unicamente contabilizamos los que ha manifestado expresamente en sus

respuestas. En latabla 4.10, a modo de gjemplo, presentamos los criterios de correccion

para la categoria FC1 en las tres sesiones. Estos criterios hacen referencia a actividades

concretas de |as sesiones.
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FC1 Criteriosde correccion

1: Proceso a partir de la estructura de seis fichas incompleto

1. Didinguir cuadrados més pequefios dentro de cuadrados mayores
Sesion 1 (incompleto)

: Proceso de construccion a partir de unaficha

: Proceso de construccién a partir de dos fichas (1 si incompleto)

. Afirmar que el cuadrado rellena el plano

: Ocho cubos forman otro cubo

: Unir esas partes|o rellenaria (1 si incompl eto)

: Lo mismo que en e plano afadiéndol e altura (volumen)

: Un poliedro de base un triangulo

Proceso de construccion (1 si esimprecisala descripcion)
: Combinaciones correctas de piezas para dar otras

: Condtruir correctamente las figuras requeridas

Sesion 2

: Sucesion de planos con poligonos que teselan
: Rellenaun cubo y €l cubo rellena el espacio

: Las partes rellenarian

: Formar un hexégono a partir de un cuadrado

Sesiéon 3

Tabla4.10: Criterios de correccién parala categoria FC1.

Como la informacién obtenida de una misma intervencion de un alumno podia estar
recogida en varios de los elementos anteriores, se establece un orden en €
procedimiento de andlisis de la informacion para que ésta no aparezca duplicada.
Inicialmente se recogia la informacion de | as respuestas escritas, ya que a partir de estas
respuestas se establece € rendimiento de la sesion y este elemento de recogida es
totalmente homogéneo respecto al numero de registros entregados, pues todos los

alumnos debian redlizar |as mismas actividades.

A continuacién, se analizan los datos obtenidos en las transcripciones que no estuviesen
registrados en las preguntas escritas (intervenciones orales, en sus comentarios con
comparieros o en la puesta en comun) y, finalmente, se afladen |os aspectos sefial ados en
las observaciones de los profesores investigadores y de los demés observadores, que no
se habian recogido anteriormente. En el caso de las entrevistas, |os pasos anteriores se
completan con la informacion recogida en e visionado de la grabacion. Esta
compilacion final presenta una mayor rigueza de informacién, pero admite mayor
heterogeneidad ya que es variable tanto € nimero de intervenciones como € de
observaciones para cada alumno. Para la triangulacion de datos se comparan los

resultados obtenidos por cada una de las formas de registrar, aparecidos en cada fase.
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Utilizamos la siguiente notacion para distinguir los elementos de obtencion de

informaci on:

- E _nPsesion_nlactividad: Respuestas entregadas en las actividades escritas
correspondientes.

- TP_n%sesion_n°actividad: Participacion del alumno en la dinamica de clase
recogida en latranscripcion.

- TD_nPsesion_n%actividad: Participacion del adumno en e debate de grupo
recogida en latranscripcion.

- O_n%esion_nlactividad: Observacion realizada por los profesores durante la
sesion.

- TV_nPsesion_n%actividad: Observacion redizada por los profesores en la

entrevista durante el visionado de la grabacion.

Utilizando los criterios anteriores, se completa una ficha individual en la que cada
intervencion del alumno se identifica con la categoria correspondiente, se codifica con
0, 1 6 2. En la ficha individua se registra toda la informacién ordenada
cronolégicamente, es decir, incluyendo las aportaciones de las transcripciones y
observaciones en e momento concreto de la actividad desarrollada en cada sesion. Para
las actividades escritas en la que debian entregar una Unica respuesta de grupo,
registramos para todos |os componentes la misma informacion obtenida de la respuesta
global.

FC1 | FC2 | CP1 | CP2 | PE1 | PE2 | RE1 | RE2 | DV1 | DV2

TP311 2 2

E31d 1

Tabla4.11: Fragmento de ficha del alumno parala recogida de informacion en una actividad.

El aumno reflgado en la tabla 4.11, ha resuelto correctamente (codificado por 2)
empleando las categorias FC2 y RE1 en una intervencion en clase relativa a la actividad
1 delasesion 3 (TP_3 1 1) y ha empleado de manera incompleta o incorrecta, la
categoria FC1 en su respuesta escrita a la actividad 1d de latercera sesion.
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Al final de cada sesion, serealiza el recuento de unosy doses que e alumno ha obtenido
en cada categoria, registrando € nimero y tipo de intervenciones. A partir de esta
informacion se determinan indicadores individuales y del grupo para analizar € uso que

se ha manifestado de cada habilidad, tanto de maneraincompleta como correcta.

Las categorias a priori paralos errores estan formadas por |0s cinco errores recogidos en

la prueba piloto y que se han reforzado en larevision bibliografica:
E1l: Establecer una falsa analogia entre € plano y €l espacio:

Se ha observado que los aumnos confunden propiedades de las figuras en € plano con
las correspondientes en el espacio 0 viceversa. Un gemplo de manifestacion de este

error es“si lostriangulosrellenan € plano, los tetraedros rellenan el espacio”.
E2: No discutir todos los casos posibles:

Se manifiesta cuando e aumno no ha distinguido todos los resultados posibles
necesarios para razonar sobre un caso general. Ejemplos de este error son los debidos a

lafalta de exhaustividad en la argumentacion.
E3: Razonar limitdndose a €/ empl os concr etos:

Diremos que se ha manifestado este error cuando los alumnos razonan apoyandose en
gjemplos concretos limitados. Ejemplos de este tipo de error son las argumentaciones
gue € alumno readliza basandose en las caracteristicas de la solucién particular que €

alumno ha obtenido en la actividad y que no es representativo del caso general.

E4: Confundir los elementos matematicos de razonamiento (contragemplos,
condiciones necesarias y suficientes):

Los alumnos no estdn habituados a los conceptos de contragemplo, conjetura,
condicion necesariay suficiente, etc., por lo que tienen dificultades paraidentificarlos y
emplearlos correctamente en sus razonamientos. Ejemplos de este error aparecen

cuando en unaimplicacién confunden la condicidn necesaria con la suficiente.

ES5: Confundir los elementos de contenidos matematico (propiedades, definiciones.. .):
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Es esperable que los alumnos cometan algun error relativo a los contenidos o a las
propiedades mateméticas que estan utilizando. Por ggemplo, emplear o no identificar la
terminologia adecuada, utilizar un lenguaje impreciso, describir una figura, cometer

errores de calculo, etc.

Tras € andlisis de las intervenciones de los alumnos, y comprobar que los errores
cometidos se pueden clasificar en alguno de los casos anteriores, se establecen las
mismas categorias a posteriori, no habiendo sido siendo necesaria una nueva
formulacion. En la tabla 4.12, a modo de gemplo, mostramos las manifestaciones
particulares que en cada una de | as sesiones conforman el error E2 y que se localizan en
actividades concretas.

E2

Sesion 1 Sesion 2 Sesion 3
No discutir todos los casos Si el mismo poliedro rellenael | No distingue todas las
posibles espacio de dosformas distintas | posibilidades
Dibuja unasola estructura debe haber un giro entre ellas Afirmaciones generalessin
Falta alguna estructura Faltan variastransformaciones | considerar todos los casos
Falta algun movimiento
No diferencia entre dos

Tabla4.12: Manifestaciones del error E2 en las tres sesiones.

Como consecuencia de la evolucion del experimento de ensefianza, tras ser detectadas
en las sesiones anteriores y la revision bibliogréfica, se considera interesante cuantificar
las dificultades de comunicacién que los alumnos manifiestan en sus argumentaciones
visuales en la sesion 3 (aparecen actividades tanto del plano como en € espacio) y en

las entrevistas personales. Se establecen cuatro categorias a priori:

DT (Dificultad en la Terminologia): El desconocimiento de la terminologia utilizada en

los conceptos espaciales. Por gjemplo, confunden rectas paralelas y secantes en €

espacio.

DE (Dificultad en e Entorno): La necesidad de utilizar movimientos de su propio
cuerpo 0 hacer referencia a objetos del entorno. Por gemplo no poder describir las

propiedades de una figura sin tener que recurrir a un objeto concreto.
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DC (Dificultad de Comunicar verbalmente): La dificultad para verbalizar |os procesos
mentales que utilizan en sus razonamientos. Por gemplo no encontrar la forma de

expresar con paabras |o que esta pensando.

DR (Dificultad de Representacion): La dificultad para describir las representaciones
visuales utilizadas. Por ejemplo no disponer de términos, relaciones, referentes, etc.,

para describir con claridad laimagen mental que esta utilizando.

En e andlisis de las intervenciones de los alumnos se comprueba que las dificultades se
corresponden a alguno de estos casos, por |0 que se establecen las mismas categorias a
posteriori. A modo de ejemplo, recogemos en latabla 4.13 las dificultades concretas que
en la sesion 3 se detectan como relativas a la dificultad en e desconocimiento de la

terminologia:

DT

Desconocimiento en la terminologia utilizada (diagonal es distintas de un hexégono,
alturade un poligono, distanciade vértice a vértice)

Terminologiaimprecisa (Ilamar lados alas caras, planos que se cruzan, puntos
perpendiculares, cara con lamisma orientacion en un contexto incorrecto, rectas
paralelas nunca se cruzan, misma dimension en un contexto incorrecto).

Tabla4.13: Dificultades relativas al desconocimiento de laterminologia.

Con las categorias anteriores relativas a errores y dificultades se completa la ficha
individual del alumno, codificando con O laausenciay 1 la presencia en cada una de las
categorias. Al igua que en las habilidades, para cada sesion, se redliza €l recuento de

unos gue e alumno ha obtenido en cada categoria.

4.5.1 Disefio y papel delasentrevistas

A partir de las entrevistas personales pretendemos confirmar |o observado mediante el
andlisis retrospectivo y profundizar en diferentes aspectos visuales que no se hayan
podido registrar suficientemente en el proceso genera. Tanto en laforma de responder a
los test como en las tareas de clase puede que no hayamos apreciado cOmo piensan, qué
habilidades han puesto en juego y no han manifestado o por qué presentan errores y

dificultades. Con las entrevistas se pretende completar estainformacion y contrastar con
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lo observado relativo a la capacidad visua y la manifestacion de habilidades, errores 'y
dificultades.

Las entrevistas personales las realizan los dos profesores investigadores, se graban en
audio y en video, con una duracién prevista de media hora. Se determina que haya dos
tipos de actividades. Una actividad inicial para indagar sobre el comportamiento de los
alumnos al redlizar los test y un grupo de actividades relativas a contenido de las

sesiones.

Respecto a la capacidad visual de los aumnos, en la entrevista pretendemos indagar en
la entrevista sobre la dificultad que los alumnos han percibido a la hora de realizar
dichos test, las habilidades puestas en juego y las estrategias utilizadas para
responderlos. En este sentido, realizamos un estudio de los items fallados tanto por los
alumnos del grupo talento como los alumnos del grupo control para seleccionar la

muestra de items que serén pasados en la entrevista.

De cada una de las sesiones se selecciona una actividad que haya sido destacada en €l
experimento de ensefianza, bien por su representatividad en la sesiéon o por las
intervenciones que motivo (manifestaciones de las habilidades de visualizacion, errores
cometidos, uso del material manipulativo, debates entre los alumnos y/o dificultades al
resolverla). Detectando las habilidades de visualizacién que pone en juego a resolverlas
y los errores que comete se pretende contrastar € diagndstico que se ha obtenido del
alumno a partir del estudio de su capacidad visual y € uso que hizo de €ella en €
experimento de enseflanza. Las actividades iran dirigidas a que argumenten sus
respuestas por lo que se espera profundizar en las dificultades que presenten a
comunicar sus argumentaciones visuales, que puede que no hayan sido suficientemente
recogidas en el andlisis anterior. Se elabora un guion en el que se explicaa alumno €
objetivo de la entrevista y se le indican las instrucciones. Todos los aumnos

entrevistados completan las mismas actividades.

Determinamos que € criterio para seleccionar a los alumnos sea su puntuacion en los
dos test visuales (factores espaciades del PMA y DAT) ya que es € elemento mas
objetivo del que disponemos para discriminar su comportamiento visual previamente a
larealizacion del andlisis retrospectivo.
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Inicialmente, se decide agrupar a los aumnos segun la variable bidimensional
(puntuacion PMA, puntuacién DAT) estableciendo tres categorias para cada una de las
componentes: Alto-Medio-Bgo. Sin embargo, dado la elevada puntuacién en los dos
test, especidmente en e DAT, renombramos las categorias segin e rango de
puntuaci 0n obtenida expresado en percentiles (Tabla4.14).

TEST 1 Muy altos Altos Medios Bgjos
PMA 94-96 (A) | 73-87(B) 45-70 (C) 8-40 (D)
TEST 2 Muy altos Altos Medios

DAT 99 (A) 95-98 (B) 75-90 (C)

Tabla4.14: Categorias de las puntuaciones en PMA y DAT segun los percentiles obtenidos.

Esta clasificacion distribuye a los alumnos en once grupos tal como muestra la Tabla
4.15.

rea T2 [ Muyatos(a) | Altos () Medios (C) No realizado
Muy atos (A) 4 1

Altos (B) 1 3 1

Medios (C) 5 3 1

Baos (D) 3 1 1

No redlizado 1

Tabla4.15: Numero de alumnos en cada una de las categorias del vector (puntuacion PMA,

puntuacion DAT).

A partir de latabla anterior se decide hacer un estudio detallado de los alumnos situados
en los extremos, entrevistando a cinco alumnos, dos alumnos del grupo (A,A) y un
alumno de cada grupo (B,C), (D,A) y (D,C).

Como en € grupo (A, A) y (D, A) hay que redlizar una nueva seleccion, se determinan
tres nuevos criterios para enriquecer la diversidad de la muestra escogida: puntuacion
extrema en alguno de los test, sexo y curso. Asi se seleccionan dos chicas y tres chicos
entre los que se encuentran los alumnos pertenecientes a los cursos inferiores y
superiores dentro del grupo talento y los dumnos que han obtenido las puntuaciones
extremas en los test. Siguiendo los mismos criterios se establece un grupo de alumnos

suplentes paralas entrevistas por si fuera necesario.
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Para preparar las entrevistas se realiza un estudio preliminar del comportamiento de los
cinco aumnos seleccionados en las tres sesiones del experimento de ensefianza,
analizéndose los items fallados en los test por cada uno de €elos, |as respuestas escritas
en las tres sesiones y las observaciones redlizadas por los profesores, sefialando los

errores cometidos y los elementos més destacabl es de sus intervenciones.

4.6 Codificacion dela informacion

En este apartado describimos e proceso que llevamos a cabo para apreciar los
resultados correspondientes a las seis variables del estudio. A continuacion describimos

cada uno de dllas.
a) Capacidad de visualizacion:

Mediremos la capacidad de visuadizacion mediante pruebas externas a nuestra
intervencion. Es decir, estudiaremos | as estrategias visualizadoras puestas en juego en la

prueba de seleccion y las puntuaciones obtenidas en los test administrados.
4.6.1 Puntuacion obtenida en la prueba de seleccidn

Para e rendimiento de la prueba de seleccion se determina la suma de puntuaciones
obtenidas en los cinco problemas (P1, P2, P3, P4 y P5) dividida entre el méximo de
puntuacion posible (50 puntos) y se multiplica por 100. Esto da lugar a variable Rend
(prueba) que tomavalores entre 0 y 100.

Para un estudio detallado del uso de lavisualizacion en la prueba de seleccion, serediza
un andlisis previo de las estrategias posibles para resolver cada problema y se analizan
los elementos visuales sefidados por Gutiérrez (1996) en la resolucion de una tarea
matematica. En € problema 2, referido a contenidos geométricos, es en e que se prevé

que utilicen mas estrategias visualizadoras para describir |os caminos o calcular el area.
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Problema 2 de la prueba de seleccion: Sea e rectangulo ABCD de la figura.
Dividimos la diagonal AC en tres segmentos iguales mediante los puntos E y F. Unimos
lospuntosEy F con By conD.

A E

I} {-_1

1) S haces € recorrido ABCFEDABCFEDA...desplazandote por los segmentos
trazados ¢.en qué punto acabaras tras pasar por 2008 letras?

2) ¢Puedes hacer un recorrido que, empezando desde A, pase por todos los
segmentos de esa figura una sola vez? ¢Hay otros puntos desde los cuales se
puede hacer un recorrido que pase también por todos los segmentos una sola
vez?

3) ¢Por qué no se puede hacer un recorrido como los anteriores empezando desde
B?

4) S la base del rectangulo mide 12 m y la altura 9 m. ¢cual es € area del
triangulo BEF?

En e problema 4, aunque se podrian utilizar estrategias visuales, es previsible que los
alumnos generalicen utilizando argumentos algebraicos. En € resto de los problemas,

las estrategias que se prevén son mayoritariamente algebraicas o analiticas.

Problema 4 de la prueba de seleccion: Estas en una habitacion cuadrada en la que se
pueden poner |amparas de pie como en el dibujo, y te dicen que las coloques junto a la
pared, con la condicion de que haya e mismo nimero de lamparas en cada una de las
cuatro paredes de la habitacion.

Para ello te permiten poner, como maximo, una lampara en cada uno de los cuatro

rincones de la habitacion, y, en ese caso, la lampara se cuenta como perteneciente a las
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dos paredes que forman ese rincon (N0 siempre es necesario poner lamparas en un
rincon). Por g emplo, ésta es una forma correcta de colocar 3 lamparas (en cada pared
hay una lampara)

@

a) Tienes 12 lamparas. ¢Como puedes colocarlas? Haz un dibujo que nos diga, de un
vistazo, la solucion.

b) Ahora tienes 10 lamparas. ¢COmo puedes colocarlas? Haz un dibujo que nos diga,
de un vistazo, la solucion.

¢) Resuelve el mismo problema para 11y para 13 |amparas.

d) Para un nimero cualquiera de lamparas, ¢podrias hacer unos dibujos que
representen las diferentes soluciones del problema segin € nimero de lamparas?

¢Como puedes hacerlo? ¢Cuantas habra en cada pared?

La puntuacion en cada pregunta viene determinada por |a correccién de los profesores
del proyecto ESTALMAT. Para nuestra investigacion, analizamos todas las respuestas
de los alumnos seleccionados y detectamos las estrategias visuales utilizadas.
Unicamente se detectan en el problema 2 y las vamos a nombrar como utilizar
simetrias, usar cuadriculas para calcular areas, hacer referencia a elementos de posicion
y emplear criterios de igualdad para € cdculo de areas. Se elabora una ficha
correspondiente a cada alumno con la puntuacion de cada problema y, en su caso, la
estrategia visua utilizada. A modo de gemplo de esta clasificacion, presentamos la
respuesta de un alumno a uno de los apartados del problema 2 que se considero en la

categoria de utilizacion de criterios de igualdad para el calculo de éreas:

DG: Al tener lamisma basey llegar al mismo punto, los tridngul os tienen igual area.
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4.6.2 Puntuacion obtenida en lostest administrados

Como se ha descrito en apartados anteriores, fueron pasados tres test:
T1: Puntuacion obtenida en €l factor espacial del test PMA

T2: Puntuacion obtenida en |as relaciones espaciales del test DAT
T3: Puntuacion obtenidaen € test de Raven

Para cada alumno se obtiene su puntuacion y se normaliza para poder establecer las

comparativas oportunas.

b) Desarrollo de las habilidades de visualizacion: Experimento de

ensefianza

Como hemos comentado, para estudiar la evolucion de las habilidades de visualizacién
de nifios con talento, durante un proceso de ensefianza, hemos realizado un experimento
de ensefianza. Su estudio abarca dos partes. 1) explicar e proceso llevado a cabo en €
experimento de ensefianza (las fases, las decisiones adoptadas, la conjetura, etc., que
describiremos en € capitulo cinco) y 2) estudiar qué habilidades visualizadoras ponen
en juego y como evolucionan a lo largo del experimento de ensefianza, para lo que se

utilizan las variables que vienen a continuacion.

4.6.3 Rendimiento en las actividades escritas en cada sesion

Con € término rendimiento queremos medir la eficacia que demuestra el aumno en la
realizacion de las pruebas escritas. Paralas tres sesiones, en lamedicion del rendimiento

en cada actividad escrita establecemos la siguiente escaa:
0: Respuesta incorrecta

1: Respuesta parcia mente correcta.
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2: Respuesta correcta

Para e rendimiento de cada sesion, se suma la puntuacion obtenida en todas las
actividades escritas, se divide entre el maximo de puntuacion posible en la sesion y se
multiplica por 100. Esto da lugar a tres variables Rend(S1), Rend(S2) y Rend(S3) con
valores comprendidos entre 0 y 100.

4.6.4 Habilidades de la visualizacion manifestadas en las inter venciones

Como hemos comentado, hemos utilizado € andlisis de contenido como metodol ogia de
interpretacion de los datos. Este andlisis nos ha permitido codificar la informacion y

poder cuantificarla.

Cada una de las habilidades viene descrita por dos categorias (ver tabla 4.9. de
Categorias correspondientes a las habilidades). En cada una de las actividades, se

eval Uan dichas categorias con 0 (ausencia), 1 (uso incompleto) y 2 (Uso correcto).

Utilizando los criterios anteriores, se completa una fichaindividual en la que se punttan
las categorias con 0, 1 0 2 para cada una de las intervenciones del alumno. Se incluye
una nueva variable NV (tarea No Visual) en la que se indica si & alumno ha resuelto
una tarea mediante un procedimiento que no implica visualizacion. Ademas, en algunos
casos, se sefidlan hechos puntuales que complementen la informacion recogida

numericamente (no realiza la actividad, no justifica, razonamiento interesante...).

Al final de cada sesién, se readliza e recuento del nimero de respuestas incompletas
(unos) y completas y correctas (doses) que €l alumno ha obtenido en cada categoria,
registrando € nimero y tipo de intervenciones (el recuento de ceros no es necesario por
aportar la informacién complementaria). Como ademéas del estudio individual del
comportamiento visual de cada alumno, se pretende andizar e del grupo total,
distinguimos en e proceso la obtencién de los indicadores de visualizacion segln sean
individuales o de grupo. La descripcion del comportamiento mediante indicadores
puede facilitar € tratamiento de una gran cantidad de datos. En estudios que han

analizado los procesos y habilidades de visuaizacion en tres dumnos particulares, se
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sefida que € tiempo dedicado a andlisis de los estudios de caso requiere de bastante
tiempo, lo que sugiere una reflexion sobre la complejidad de los andlisis cualitativos en
estos casos (Acevedo y Camargo, 2011).

45.4.1 Indicadoresde visualizacion individuales

Como € nimero total de unos y doses de cada alumno es diferente segiin € nimero de
intervenciones que realiza, hemos construido un indicador que permite comparar entre
alumnos y entre sesiones. Con este fin, para cada sesion, se divide € nimero de unos y
de doses conseguidos entre €l total de intervenciones que se han registrado del alumno
(tanto en E: actividades escritas, como en TP: transcripcion de la participacion en clase,
TD: transcripcion del debate en grupo y O: observaciones de los investigadores). El
resultado se multiplica por 100 para utilizar €l valor en tanto por ciento del nimero de
registros que tenemos del alumno, redondeando el resultado con un decimal. A modo de
giemplo, mostramos & calculo para los porcentgjes de las categorias FC1 y FC2 (Tabla
4.16).

0 0 48| 238

Alumno I ntervenciones Porcentaje unosy doses
E |[TP|TD | O FC1 FC2
Sesion 1 10| O 0| 1| 273| 9.1 0| 637
Sesion 2 16| O 3| 1 10| 15 0 25
0

Sesion 3 171 O 4

Tabla4.16: Ejemplo de calculo de indicadores de porcentgjes para FC1 y FC2 para un aumno.

Los porcentgjes relativos a FC1 aportan informacion sobre el comportamiento del
alumno respecto a esta categoria 'y toman valores entre 0 y 100: un valor de O indica que
no ha manifestado esta categoria de la habilidad y un valor de 100 significa que lo ha
hecho en todas sus intervenciones, ya que en una misma actividad no podia obtener
simulténeamente uno y dos en la misma categoria. En €l gemplo, en la sesion 1, €
alumno ha manifestado de manera incompleta la categoria FC1 en el 27.3 por ciento de
las intervenciones que ha realizado. En cambio, en esta misma sesion, ha manifestado
FC1 de manera correctaen €l 9.1 por ciento de sus intervenciones.
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Como FC1 y FC2 son categorias relativas a la misma habilidad FC, se define €
indicador FCI (FC Incompleto) como la media aritmética de los porcentgjes relativos a
las manifestaciones incompletas de FC1 y FC2 obtenidos anteriormente. De manera
analoga se define FCC (FC Correcto) como la media aritmética de los indicadores
relativos alas manifestaciones correctas de FC1 y FC2 (tabla4.17).

Alumno FCI |FCC

Sesion 1 13.6| 36.4
Sesion 2 5 20
Sesion 3 24| 119

Tabla4.17: Ejemplo de calculo del indicador FCI y FCC para un alumno.

Los indicadores FCI y FCC nos aportan informacion sobre e comportamiento del
alumno respecto a la habilidad Figura Contexto, cuantificando tanto €l uso que hace de
ella como la correccion con la que la utiliza. Ademés, nos permite hacer comparaciones
entre alumnos y entre sesiones. En e gemplo, en lasesion 1, e alumno ha manifestado
de manera incompletala habilidad FC en €l 13.6 por ciento de las intervenciones que ha
realizado, mientras que lo ha hecho de manera correcta en € 36.4 por ciento de las
intervenciones registradas. Anaogamente se procede para los indicadores relativos alas
otras habilidades. De esta forma tenemos un registro cuantificado de las habilidades

visualizadoras que se han observado en cada alumno.

Para realizar apreciaciones globales de las habilidades de visualizacién de cada alumno
del grupo, tanto de manera incompleta como correcta, se definen dos indicadores que

las agrupan:

Indicador de Visualizacién Incompleta (V1): Se define como la media aritmética de
los indicadores relativos a las manifestaciones incompletas de | as habilidades (FCI, CPI,
PEI, REIl y DVI).

Indicador de Visualizaciéon Correcta (V2): Se define como la media aritmética de los
indicadores relativos a las manifestaciones correctas de las habilidades (FCC, CPC,
PEC, REC y DVC). Enlatabla4.18 aparece un giemplo del V1y V2 de un alumno.
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Alumno |V1|V2 |FCI |[FCC |CPI |[CPC |PEI |PEC |REI |[REC |DVI |DVC

Sesionl | 36| 12.7| 13.6| 36.4| 46| 182 0 9.1 0 0 0 0
Sesion2 | 25| 115 5 20| 25 75| 25 2.5 0] 125| 25 15
Seson3 |19] 124] 238 119 0 48| 24 19| 24| 239| 24 2.4

Tabla4.18: Ejemplo de cdculo deV1y V2 paraun alumno.

V1 toma valores entre 0 y 100: correspondiendo € 100 a aumno que ha manifestado
de manera incompleta todas las habilidades de visualizacion en todas sus intervenciones
y € 0 aun aumno que no ha manifestado de manera incompleta ninguna habilidad de
visualizacion en todas sus intervenciones (por haberla expresado de manera correcta o
por no haberse manifestado). De manera analoga, un valor de 100 en V2 representaa un
alumno que ha manifestado correctamente todas las habilidades de visualizacion en
todas sus intervenciones, mientras que un valor 0 en V2 identifica a un alumno que
nunca ha manifestado correctamente alguna habilidad de visualizacion en todas las
sesiones. En € g emplo descrito en latabla 4.18, el alumno ha manifestado en la sesion
1, en promedio, las habilidades de visualizacion de manera incompleta en un 3.6 por
ciento de las intervenciones registradas. Podemos comparar este resultado con la
manifestacion de las habilidades de un modo correcto en la misma sesion (12.7 por
ciento) y su uso incompleto en las otras dos sesiones (25 y 1.9 por ciento
respectivamente).

V1y V2 aportan informacion sobre € uso de las habilidades de visualizacion que han
manifestado los alumnos, tanto de manera incompleta como correcta, permitiendo
comparar tanto el comportamiento individual en las diferentes sesiones como € uso

manifestado por |os diferentes alumnos.

Para clasificar los alumnos por su visualizacion y proceder a estudios confirmatorios
individuales, definimos dos nuevos indicadores que nos den informacién del uso que

han manifestado de la visualizacién y la correccion con que lo han hecho:

Indicador de Visualizaciéon (V): Se define como lasumade V1y V2 y representa la
media de los porcentges en los que € aumno ha manifestado cada habilidad

(independientemente de si 10 ha hecho de manera correcta o incompleta).
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FCl+.+DV1 FCC+.+DVC _ (FCL+FCC)+..+(DV1+ DVC)
5 5

V=V1+V2=

Toma valores entre 0 y 100 y es un indicador de la frecuencia con la que e aumno
utiliza la visualizacion, permitiéndonos establecer criterios de comparacion entre los

sujetos segun manifiesten en mayor o menor medida las habilidades de visualizacion.

Coeficiente de Visualizacion Correcta (CV): Se define como eindicael peso

V1+V2
que tiene el Indicador de Visualizacion Correcta respecto al Indicador de Visualizacion,
medido en porcentaje. Es un indicador de la correccion con que e alumno utiliza la

visualizacion respecto a uso que hace de ella.

Podemos interpretar que un alumno con un valor elevado del indicador V es un alumno
gue ha manifestado un uso mayor de las habilidades de visuaizacion (alumno
visualizador). El valor del indicador V se complementa con CV para determinar nivel de
correccion con € que dicho alumno ha manifestado estas habilidades. Los dos
indicadores permiten comparar e comportamiento de un alumno respecto a sesiones
diferentes y en relacion a otros alumnos.

4.6.4.2 Indicadores de visualizacion del total delosalumnos

Paravalorar e comportamiento visual del grupo total de alumnos respecto a cada una de
las habilidades se elabora una tabla de recuento en la que aparecen todos los alumnos
con sus correspondientes asignaciones de unos y doses para cada categoria. Sumando
las aportaciones individuales, se obtiene informacion sobre el total de intervenciones y
el nimero de unos y doses que se han registrado. Esto nos permite elaborar unatabla en
la que se indica @ porcentgje de alumnos (respecto a los asistentes a la sesién) que ha
manifestado cada categoriay € porcentgje (respecto a total de intervenciones de cada
sesion) de ocasiones en que se ha manifestado tanto de manera incompleta como
correcta. La tabla 4.19 muestra la visualizaciéon respecto a la habilidad FC (Figura
contexto) del grupo.
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FC1 FC2
% |FC1l |[FCIC |% |FC2l |FC2C
Sesi6nl | 100| 19.1 441100 22 64.7
Sesion2 | 100 4,9 15| 100 4.7 22.7
Sesion3 | 87.5 14 541100 35 9.5

Tabla4.19: Ejemplo de calculo de los indicadores para FC1 y FC2 de todos |os alumnos.

Para cada categoria en cada sesion se indica el porcentaje de aumnos que la han
manifestado y e porcentge de manifestaciones incompletas y correctas que se ha
registrado respecto a total de intervenciones de la sesion. Por gemplo, en lasesion 3, €
87.5 por ciento de los alumnos manifiesta la habilidad Figura Contexto expresada en la
categoria FC1, ademés los alumnos la manifiestan € 1.4 por ciento de las ocasiones de
manera incompleta, frente a 5.4 por ciento de las veces que lo hacen de manera

correcta.

Con los datos anteriores, se agrupan los indicadores relativos a FC1 y FC2 para obtener
lainformacion relativa a la habilidad FC. Para ello se contabilizan los alumnos que han
manifestado a menos alguna de las categorias FC1 y FC2. Respecto a indicador de
manifestaciones incompletas para FC (FCl), se calcula la media aritmética de los
correspondientes indicadores para FC1l y FC2I. Andogamente se procede con €

indicador de manifestaciones correctas, obteniéndose |a tabla 4.20 para FC.

FC
% | FCI | FCC
Sesionl | 100| 10.7| 346
Sesion2 | 100| 4.7| 189
Seson3 | 100 25 74

Tabla 4.20: Ejemplo de calculo de losindicadores globales para FC (porcentgje de alumnos FC
Incompleto, FC Correcto).

En cada fila de la tabla 4.20 se indica primero el porcentgje de aumnos que han
manifestado la habilidad FC. Luego se sefidla e porcentgje de manifestaciones
incompl etas que se haregistrado de esta habilidad respecto a total de intervenciones de
la sesién. Finalmente se indica € porcentaje de manifestaciones correctas respecto a
todas las intervenciones. Por ggemplo en la sesiéon 1, € 100 por cien de los alumnos
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manifiestan la habilidad FC, haciéndolo en el 10.7 por ciento de las intervenciones de

maneraincompletay en €l 34.6 por ciento correctamente.

Igual que para FC, se calculan estos indicadores para € resto de habilidades,
obteniéndose la informacién relativa al grupo respecto a porcentgje de alumnos que la
manifiestan y el porcentaje de manifestaciones incompletas y correctas respecto al total
de intervenciones. Esto nos permite establecer comparaciones entre e comportamiento

del grupo respecto a las habilidades o laevolucion alo largo de las diferentes sesiones.

4.6.5 Errores cometidos en lasintervenciones

La cuantificacion nos permite estudiar el comportamiento individual de los alumnos
respecto a los errores en cada actividad. En este sentido se asigna la siguiente
asignacioén para cada error:

0: Ausenciadd error.
1: Presenciadel error.

Utilizando las decisiones anteriores, se completa una ficha individual en la que se
puntlian las tareas operativas con ceros y unos para los errores en cada una de las

intervenciones del alumno.

Al final de cada sesién, se contabiliza € nUmero de veces que aparece cada error. Al
igual gue en las habilidades, se distinguen indicadores para los individuos y e grupo

total de dumnos.

455.1 Indicadoresdeerroresindividuales

Para cada alumno se elabora una tabla en la que se contabiliza € nimero de veces que

ha cometido cada error en cada sesiéon (giemplo en Tabla4.21).
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I ntervenciones Errores
E |TP |TD |O|E1 |E2 |E3 |E4 |E5
Sesion 1 10 O 0] 1 0 0 2 1 1
Sesion 2 16| O 3| 1 0 1 1 0 5
Sesion 3 171 O 4| 0 0 0 0 3 4

Tabla4.21: Ejemplo de recuento individua de errores.

Para poder establecer comparaciones entre alumnos y sesiones diferentes y teniendo en
cuenta la variabilidad del nUmero de intervenciones, decidimos, a igual que con las

habilidades, calcular € porcentaje del nimero de veces que aparece un error relativo a

numero de intervenciones de cada alumno (gjemplo en Tabla4.22).

I ntervenciones Porcentajede Errores
E |TP|TD |O|E1|E2| E3 E4 E5
Sesion 1 100 O 0O 1| 0| 0| 182 9.1 9.1
Sesién 2 16| O 3| 1| 0] 5 5 0 25
Sesion 3 171 O 4, 0/ 0] O 0| 143| 191

Tabla4.22: Ejemplo de calculo de porcentajes de manifestaciones de errores.

Por gemplo, & alumno ha cometido el E3 en € 18.2 por ciento de las intervenciones

que harealizado en lasesion 1.

Finalmente, se define el indicador de errores (E) como la media aritmética de los
porcentgjes de los errores E1, E2, E3, E4 y E5. Este valor nos indica, en promedio, €

porcentaje de veces que un alumno manifiesta algln error en sus intervenciones (Tabla

4.23).

E
Sesionl |7.3
Sesion2 |7
Sesion3 | 6.7

Tabla4.23: Ejemplo de cdculo del Indicador de error en un alumno.
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455.2 Indicadoresdeerroresdd total delosaumnos

A partir del computo de errores para cada alumno, se completa una tabla en la que se
suman todas las manifestaciones de errores cometidos por todos |os alumnos. Para cada
error se sefiaa primero el porcentaje de alumnos que lo han cometido y a continuacién
seindica e nimero de veces que ha sido cometido, obteniéndose latabla 4.24.

El E2 E3 E4 ES5
Sesion 1 0 0] 96| 65| 96| 46 83| 22| 54| 19
Sesion 2 48| 12| 86| 26| 67| 16 14| 5| 100| 109
Sesion 3 42| 11| 29 8] 33 8| 100 57| 100| 114

Tabla4.24: Célculo del porcentgjes de alumnos que cometen cada error y las veces se que se

comete.

Como en € caso individual, nos interesan los porcentajes de veces que se comete cada
error para evitar la influencia de la variabilidad del nimero de intervenciones
registradas en las diferentes sesiones. En este sentido, se divide € indicador anterior de
conteo de errores entre el nimero total de intervenciones de cada sesion (multiplicando

por 100 para utilizar porcentgjes), obteniéndose latablafinal 4.25.

El E2 E3 E4 ES5
Sesonl | O 0|96 23.9| 96 16.9| 83 81| 54 7
Sesion2 | 48 2.8| 86 6|67 37| 14 1.2/100| 25.2
Sesion3 | 42 16|29 1.1]33 1.1]100 8/100| 16.1

Tabla 4.25:; Porcentajes de errores: umnos que o comenten y veces gue se comenten.

Por gemplo en la sesion 1, €l 96 por ciento de los dumnos cometen E2 y ademas lo
hacen en €l 23.9 por ciento de las intervenciones registradas. Estos indicadores permiten
establecer comparaciones entre errores y sesiones, |o que facilita la comprension de la

evolucion delos errores alo largo del experimento de ensefianza aprendizaje.
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4.6.6 Dificultades en la comunicacion de argumentaciones visuales

detectadasen la sesion 3y en las entrevistas personales

Como en los errores, la cuantificacion queda condicionada por la ausencia o presencia

deladificultad que & alumno manifiesta, asignandose dos Unicos valores:
0: Ausencia de dificultad.
1: Presenciade dificultad.

Al igua que para las habilidades y los errores, para la deteccion de las dificultades se
realiza un proceso inductivo a partir de las intervenciones de los alumnos y se registran
todas los criterios adoptados para sefiaar las dificultades presentadas. Utilizando los
criterios anteriores, se completa la ficha individual del dumno Gnicamente en la sesion
3, contabilizdndose el nimero de ocasiones en las que manifiesta la dificultad (gjemplo
en Tabla4.26).

Dificultades
DT DE DC DR
3 1 1 1

Tabla4.26: Ejemplo de recuento de dificultades para un alumno.

Para poder establecer comparaciones entre alumnos se divide e nimero de veces que ha
manifestado la dificultad entre e total de intervenciones del alumno, obteniéndose el
porcentaje de ocasiones en las que el alumno manifiesta cada dificultad respecto a total

de susintervenciones (Tabla 4.27).

I ntervenciones Dificultades
E |TP| TD | O | DT DE DC DR
Sesiéon 3 171 O 4| 0| 143 4.8 4.8 4.8

Tabla4.27: Ejemplo de caculo de porcentgjes para las dificultades de un alumno.

El dumno del gemplo ha manifestado la dificultad DT en € 14,3 por ciento de las
veces en las que haintervenido. Andlogamente se interpretan los indicadores DE, DC y
DR.
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Para €l caso del total de alumnos se actia de forma similar a los errores y dificultades,
contabilizandose e nimero de alumnos que manifiestan cada dificultad y el nimero de
veces que se manifiesta (Tabla 4.28).

DIFICULTADES (sesién 3)
Numerode | Frecuencia
alumnos absoluta
DT 24 79
DE 18 63
DC 13 25
DR 17 32

Tabla 4.28: Recuento de alumnos que manifiestan cada dificultad y la frecuencia absoluta con la

gue se manifiesta.

Para poder establecer comparaciones con |os otros indicadores, se calcula e porcentaje
de alumnos que manifiestan cada dificultad y € porcentaje de ocasiones en las que la
manifiestan respecto a total de intervenciones de la sesion 3, obteniéndose la siguiente
tablafinal de indicadores de las dificultades (Tabla 4.29).

Dificultades
Porcentaje |Porcentaje de
dealumnos | manifestaciones
DT 100 11.2
DE 75 9
DC 54.1 35
DR 70.8 45

Tabla 4.29: Porcentaje de dlumnos que manifiestan las dificultades y el porcentaje de veces que

|as manifiestan.

Por ggemplo, en lasesion 3, € 75 por ciento de los alumnos manifiestan la DE y ademéas

lo hacen en €l 9 por ciento de las intervenciones que se realizaron.

Hemos definido el problema, |os objetivos y la metodol ogia de investigacion que hemos
utilizado. A partir de los instrumentos descritos, disponemos de variables e indicadores
para abordar las dos partes principales de nuestra investigacion relativas a evaluar la
capacidad visual de |los sujetos mediante herramientas psicométricas y la evolucion del

experimento de ensefianza.
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El proceso de operativizacion para la determinacion de las categorias de las variables
nos ha aportado una sustancial cantidad de datos que es necesario organizar para extraer
los resultados relativos a la evolucion del experimento de ensefianza. Pero antes de este
analisis retrospectivo, es necesario describir €l propio experimento de ensefianza, por lo
que en e capitulo 5 describiremos las fases correspondientes a la planificacion,
implementacion y reflexion del proceso de ensefianza llevado a cabo. Seraen € capitulo
6 en @ que presentaremos €l andlisis de los resultados relativos tanto a la capacidad
visual registrada en los test como a la evolucion del experimento de ensefianza.
Posteriormente se complementaran estos resultados con los obtenidos a partir de las

entrevistas personales.
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ensenanza

En este capitulo vamos a describir las acciones correspondientes a las fases de
Preparacion y Experimentacion de nuestro experimento de ensefianza (Molina, Castro,
Molina y Castro, 2011), que se va a basar un e estudio de una conjetura de
investigacion, a lo largo de las tres sesiones de intervencion. Presentamos los
procedimientos utilizados para la preparacion de experimento: evaluacion del
conocimiento inicial de los alumnos, identificacion de la metodologia de ensefianza,
disefio de las intervenciones en € aula y temporalizacion y disefio de la recogida de
datos. Respecto a la experimentacion, se muestran los elementos (actividades,
actuaciones previstas, habilidades de visualizacion esperadas, estado de la conjetura,
descripcion de las intervenciones e incidencias y observaciones) que han determinado la

planificacion, el desarrollo y €l andlisis de cada una de las sesiones.

Nuestra investigacion pretende estudiar la evolucién de las habilidades de visualizacion
de nifios con talento, durante un proceso de ensefianza. A tal fin hemos abordado €l
curso en forma de experimento de ensefianza, cubriendo los requerimientos de tal
metodologia de investigacion. En este apartado se describe € experimento de

ensefianza, respondiendo al siguiente objetivo especifico:

Objetivo 2: Disefiar una intervencion que favorezca la manifestacion de las habilidades

de visualizacion

Que se concreta en proponer un proceso de enriquecimiento curricular dentro del
paradigma de investigacion de un experimento de ensefianza transformativo y dirigido
por una conjetura llevado a cabo en tres fases. estudio piloto, tres sesiones de
enriquecimiento y entrevistas personales.

La eleccién de tipo de experimento basado en una conjetura viene justificada por la
intencionalidad de investigar nuevas estrategias de ensefianza y analizar diferentes
enfoques para €l contenido y la ensefianza de |os contenidos matematicos que queremos
enriquecer. En los experimentos de ensefianza transformativos y dirigidos por una

conjetura no existen hipdtesis sino que la conjetura es la guia de la investigacion. La
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conjetura guia € proceso de investigacion y da pautas a investigador sobre como
organizar la ensefianza 'y qué tipo de actividades, herramientas y recursos son necesarios
para trabgjar e contenido en cuestion (Molina, 2006). La conjetura se utiliza para
elaborar los elementos de la intervencidn ya que ayuda a organizar la forma de abordar
los contenidos matematicos incluyendo, entre otros aspectos, precisiones sobre como las
mateméticas deben ser organizadas, conceptualizadas o ensefiadas para un propdsito
educativo concreto. Para redactar y estudiar la evolucion de la conjetura, debemos
situarla en relacion a marco tedrico, a los contenidos matematicos y a proceso de
ensefianza previsto para e enriquecimiento curricular durante € experimento de
ensefianza. Las ideas sobre visualizacion y sentido espacia nos han llevado a estructurar
las actividades, plantear la metodologia del experimento y conectar la dimension
didactica y de contenido matemético de la conjetura. Eso hace que formulemos la

conjeturadel experimento de ensefianza en |os siguientes términos:

El enriquecimiento curricular centrado tanto en contenidos como en elementos de
razonamiento visual favorece la utilizacion y e desarrollo de las habilidades de

visualizacion en los alumnos con talento matematico.
Con esta formulacion realizamos tres conjeturas parciales:

1. Los alumnos con talento matematico no presentan deficiencias respecto a las

capacidades visuales.

2.- Los alumnos con talento matematico manifiestan y desarrollan habilidades de
visualizacion al enfrentarse a tareas que las requieran para resolver situaciones

significativas, aungue cometan algunos errores en su utilizacion.

3.- El enriguecimiento curricular centrado tanto en contenidos como en elementos de
razonamiento visual favorecera la megjor utilizacion y € desarrollo de sus habilidades

de visualizacion.

Estudiar la primera nos ha llevado a andizar la capacidad visual de los alumnos,
manifestada en los test. Pararesponder alos apartados 2 'y 3 es necesario llevar a cabo €l
enriquecimiento curricular que forma parte del experimento de ensefianza propuesto que

vamos a describir en sus fases de preparacion y experimentacion.
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5.1 Preparacion del experimento

Se han descrito y justificado en € capitulo anterior las acciones para la definicién del
problema y los objetivos de investigacion, la identificacion de los objetivos
instruccionales, € trazado de una trayectoria hipotética de aprendizaje y la ubicacion del
experimento en un contexto tedrico mas amplio. En este punto describiremos las
acciones correspondientes a la evaluacion del conocimiento inicial de los aumnos, la
identificacion de las metodologias de ensefianza, el disefio de las intervenciones en €

aulay larecogida de datos.

Para el experimento de ensefianza realizado € curso 2009-2010, con los 25 alumnos del
proyecto ESTALMAT de Andalucia oriental, planteamos tres sesiones de
enriquecimiento curricular. En las tres sesiones redlizadas el niUmero de asistentes es
variable entre 24 y 21 (alaprimera sesion acuden 24, ala segunda 21, alatercera 24).

Anteriormente a experimento de ensefianza, se utiliza como toma de contacto con este
grupo de alumnos que los profesores investigadores habian participado en varias
sesiones en € primer curso de la promocion (Juegos matematicos, Puzles planos, Juego
de probabilidad) y en segundo (Puzles topologicos: Modelizacion con codigos
numericos, Geometria para entender el universo). De las demas sesiones, se estudian en
cudes se hizo ausion a los contenidos en los que se iba a contextuaizar €

enriquecimiento curricular.

5.1.1 Prueba de sdleccion

Como se hadicho en € capitulo anterior, ademés de disponer de las puntuaciones de los
alumnos seleccionados en cada uno de los problemas, se realiza un estudio de las
estrategias visuales que manifiestan a resolverlos. En este andlisis consideramos que
han empleado una estrategia visual cuando en sus respuestas escritas aparece alguno de
los elementos visuales sefialados en € modelo de visuaizacion empleado (Gutiérrez,
1996) para laresolucion de una tarea matematica (imagenes, representaciones, procesos

y habilidades de visualizacion).
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Es en & segundo problema donde diez alumnos manifiestan alguna estrategia visual que
analizamos asignandole a cada respuesta las correspondientes categorias relativas a las
habilidades de visuaizacion puestas en juego. Cuatro de ellos utilizan simetrias
(Percepcion de las relaciones espaciaes, Percepcion de la posicion en e espacio), dos
cuadriculan la figura para calcular &reas (Percepcion figura-contexto), dos aluden a
elementos de posicion (Percepcion de la posicion en € espacio) y dos utilizan criterios
de igualdad para € caculo de areas (Percepcion de las relaciones espaciales,

Discriminacion Visual).

Por giemplo, un alumno para calcular € area de los triangulos, respondié que tienen la
misma base y Ilegan al mismo punto, por lo tanto, tienen la misma area. En € dibujo
gueda de manifiesto que las bases estédn colocadas en la misma recta y por lo tanto €
alumno ha utilizado € criterio de clasificaciéon de los tridngulos por la propiedad de
tener la misma altura, manifestando Percepcién de las relaciones espacides y

Discriminacion Visua .

Los alumnos seleccionados se corresponden a las mejores notas globales en la prueba.
En latabla 5.1 se muestran las medias obtenidas en cada problema de los alumnos del
grupo talento y de la totalidad de alumnos presentados (Zufiga, 2009). En cada

problema se podia obtener una puntuacion maxima de 10 puntos.

Medias P1 P2 P3 P4 P5
Grupo talento 7.49 6.26 74 3.24 6.7
Total de presentados 2.982 2.503 1.834 0.950 4.33

Tabla5.1: Medias obtenidas por los alumnos del grupo talento en cada problema de la prueba de

seleccion.

5.1.2 Identificacion de la metodologia de ensefianza

L as sesiones previstas tienen una duracion de tres horas con un descanso intermedio de
media hora y son impartidas por los dos profesores investigadores. Asisten otros dos
profesores con € rol de observadores, que registran distintos aspectos de las
intervenciones y participan en e disefio y andlisis de las sesiones. Cada sesion se dedica

al enriquecimiento curricular de un contenido matemético y de diferentes conceptos
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propios del lenguaje y razonamiento matematico. El esqguema de los contenidos y
elementos de razonamiento matemaético de las tres sesiones sereflgjaen latabla 5.2.

Contenido matematico Elementos de razonamiento matematico
Definicion
Sesion1 | Movimientos en e plano Deduccion / Induccion
Contragjemplos
Sesion 2 | Relleno del espacio Propl_eo_lades . .
Condiciones necesarias y suficientes
Curvatura constante Definicion
Sesion 3 | Concepto de dimension: del plano | Argumentacion
al espacio Resolucién

Tabla5.2: Contenidos y elementos de razonamiento de las tres sesiones.

Los objetivos de ensefianza son que los aumnos manifiesten y desarrollen sus
cualidades visualizadoras, profundizando sobre elementos geométricos del plano y €
espacio y se familiaricen con elementos del razonamiento matematico que se emplea a
definir, argumentar y resolver, en un contexto de resolucion de problemas. En la
primera sesion e contenido matemético son los movimientos en e plano, que deben
surgir como herramientas para resolver problemas. La segunda sesion se centra en
problemas de relleno del espacio, para lo que tienen que reconocer las propiedades de
los poliedros. Finalmente, en la tercera, se estudian analogias y diferencias entre

distintas tareas que relacionan el plano y e espacio.
Elementos de razonamiento matematico

Mas al& de la l6gica formal, siguiendo los estudios presentados en el capitulo 3,
pretendemos contextualizar € razonamiento 10gico en procesos matemati cos, cComo son
analizar, clasificar, definir, probar, demostrar, conjeturar, particularizar, generalizar, etc.
(Fielker, 1979; Guillén, 2010). De esta forma estaremos colaborando a que €
enriquecimiento curricular vaya més alla de ampliar los contenidos matematicos,
introduciéndolos en usos y préacticas que realizan |os matematicos en su labor (Ramirez
y Flores, 2010 y 2011). Los elementos de razonamiento matematico elegidos han sido
seleccionados con la intencion de presentar actividades de tres tipos: definicion,

argumentacion y resolucion.
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Seleccion de contenidos

El disefio de las sesiones no solo tiene un mero carécter investigador de recogida de
datos, sino que debe mantener también el caracter docente de enriquecimiento curricular
gue marca el proyecto ESTALMAT. En este sentido, decidimos que las actividades
planteadas estén secuenciadas con € objetivo fina de que los aumnos resuelvan
problemas novedosos. En & camino hacia ello, los aumnos tienen que definir los
conceptos mateméticos tratados en la sesién argumentando con ellos. La secuenciacion
de actividades les motiva a razonar utilizando la visualizacién, ya que no disponen de
las posibles herramientas algebraicas o analiticas para resol verlas.

Por tanto, las actividades presentan diversas cualidades:

a) Aparecen de manera funcional los conceptos matemdticos y la
visuaizacion.

b) Abordan contenidos que los alumnos no han tratado en €l curriculo.

c) Promueven a maximo la puesta en juego y € desarrollo de destrezas

visualizadoras.

Como hemos judtificado, € contexto geométrico es adecuado para la planificacién de
actividades que favorezcan e uso de la visualizacion. Por |o tanto, previo a disefio de la
estudio piloto se rediza una revision de los contenidos relativos a geometria que
aparecen en los documentos curriculares de Primaria, ESO y Bachillerato. Tras esa
revision seleccionamos como contenido matematico los movimientos en € plano para
disefiar actividades que se adapten a rango de edad de los alumnos de segundo curso
del proyecto ESTALMAT a los que se les iba a impartir la sesion piloto (29, 3° y 4°
ESO). Este contenido aparece como componente importante en muchos de los test
habituales para medir diferentes aspectos de la visuaizacion y ha sido utilizado en
diferentes investigaciones.

En el grupo de investigacion FQM-193, del Paidi, se parte de los trabagjos de Luis Rico
(1997 a'y b) para redizar andlisis didactico con vistas a disefiar sesiones de clase de
matematicas. El andlisis didactico (Rico, Lupiafiez, Marin y Gémez, 2007) comprende
dos fases (Rojas, Flores y Ramos, en prensa). La primera se realiza antes de impartir la

ensefianza y comprende el analisis del contenido, € cognitivo y € de instruccién (Rico,
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Lupiafiez, Marin y Gomez, 2007). La segunda comprende la fase de intervencion, y se
compone de andlisis de actuacion y de intervencién. Hemos realizado un andlisis de
contenido sobre los movimientos en el plano, en e que analizamos las referencias a este
tema contenidas en los diferentes niveles educativos y destacamos las conexiones con
otros temas y nucleos teméticos del curriculum. Ademas, revisamos los contenidos
relativos a movimientos que aparecian en las sesiones que reciben los alumnos en los
dos aflos del proyecto ESTALMAT. Para € enriquecimiento curricular,
matematicamente enfatizamos la geometria dinamica para que se reconozcan los
movimientos como transformaciones que dgan invariantes determinados elementos en
el plano y en € espacio, siguiendo indicaciones basadas en € “programa Erlanger”
expuesto por Klein, que afirmaba que una geometria es un espacio subyacente sobre €l

gue actia un grupo de transformaciones (Ruiz, 2006a, 2006b).

En la revision de libros y lecturas especializadas, hemos encontrado numerosas
actividades para trabajar las habilidades espaciaes y que hemos reflgjado en € capitulo
3. A partir de ellas y del andlisis didéactico realizado, hemos sel eccionado |as actividades
gue corresponden a los temas de las sesiones (movimientos en € plano, relleno del
espacio y conceptos de dimension y curvatura constante), siempre con intencion de que
los contenidos sean medios para resolver problemas, tengan una intencion funcional.

Describimos a continuacion el tipo de actividades de cada contenido.

MOVIMIENTOS EN EL PLANO: Existe una amplia gama de actividades en las que
los movimientos aparecen de un modo funcional, bien para la resolucion de problemas
(Garcia, Romero y Flores, 1999; Alsina, Fortuna y Pérez, 1997), la construccion de
frisos 0 mosaicos (Abasy Macley, 1991; Bergasa y Sada, 2006) y la aplicacion a otras
ciencias naturales y experimentales y las bellas artes (Alsina, Pérez y Ruiz, 1989).
Como se describe en la estudio piloto (Ramirez, Flores y Castro, 2010a, 2010b y 2012)
las actividades se contextualizan en e juego “Constelaciones e juego de los tres

colores’ en su version informética (Ramirez y Albendin, 2007a).

RELLENO DEL ESPACIO: Ghyka (1983) caracteriza el cubo como e unico poliedro
regular por medio del cual se puede llenar €l espacio sin dejar intersticios. Von Fedorow
observo que, ademés del cubo y del poliedro arquimediano de Kelvin, € prismaregular
hexagonal, y por consiguiente su submultiplo, € prismatriangular, permiten igualmente

la equiparticion del espacio. Guillén (1991, 1997) muestra una demostracion de que €
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tetraedro no rellena el espacio utilizando la tabla de angulos diedros de los solidos de
los poliedros regulares para ver que no son divisores de 360 grados. En € estudio de
Kyung-Hwa y Lee (2009), una de las tareas a trabajar las analogias con aumnos con
talento consistia en hacer conjeturas sobre el tetraedro basada en € conocimiento de un
triangulo. Presentaron dificultades sobre € concepto de angulo en € espacio y gastaron
una considerable cantidad de tiempo en buscar la correspondiente propiedad de “La
suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo es 180 grados’. A partir
de estas consideraciones, decidimos partir de una cuestion general, que provoca
reacciones antiintuitivas, sobre si @ tetraedro rellena € espacio, siguiendo € guion de
Flores (2006), en € que se hace un estudio detallado de las posibilidades didécticas de
un puzle de piramides, que consta de varias piezas formadas por piramides cuadradas y
tetraedros.

CURVATURA CONSTANTE Y CONCEPTO DE DIMENSION: Una dificultad
relacionada con la visualizacion estriba en utilizar los razonamientos en el plano para
inferir propiedades del espacio, 0 de resolver problemas en € espacio a partir de los
conocimientos sobre la geometria plana. Los problemas de relleno del espacio se
pueden abordar a partir del relleno del plano, aunque no llegan a resolverlos
completamente. Para llevar a los alumnos a detectar la limitacion de las intuiciones se
propusieron actividades en las que se relacionan propiedades de los poligonos en €
plano con los movimientos que hay que hacer en el espacio para intentar introducirlos
en su interior, contextualizando la propiedad de anchura constante en las tapas de las

alcantarillas.
Recomendaciones metodol dgicas

En cuanto a la metodologia, la secuenciacion de las actividades debia dirigir a los
alumnos a resolver problemas novedosos, que plantearan retos, que les obligaran a
definir los conceptos mateméticos que se emplean en la sesion, como medio para
resolver dichos problemas, promoviendo con ello que se formularan argumentos para
convencer alos demas del valor de sus aportes. Esta secuenciacion les motiva a razonar
utilizando la visualizacion, ya que no disponen de las posibles herramientas algebraicas
o0 analiticas para resolverlas (Ramirez, Flores y Castro, 2010a, 2012). Como resultado
del estudio piloto percibimos la necesidad de gjustar la dificultad de las tareas, ya que es

necesario establecer e nivel adecuado para que se gjusten a las posibilidades de los
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alumnos del curso y mantengan su motivacion. Si bien un nivel muy bago puede
“aburrirles’, un nivel demasiado elevado puede generarles frustracion, como ilustra
Skemp (1980) citando la regla de Yerkes-Dodson: “El grado de motivacion para una
tarea dada decrece con la complgiidad de ésta’. Consideramos como e ementos
motivadores la utilizacion de juegos, contextualizar |as actividades en situaciones reales,
favorecer €l trabgjo en grupo y utilizar recursos informéticos. Pasamos a hacer algunas
consideraciones a respecto, que influyeron en la seleccién de las tareas para la

instruccion.

UTILIZACION DE JUEGOS: En la primera y segunda sesion, el planteamiento de
las actividades se presenta en € contexto de resolver un reto en un juego. La utilizacion
de los juegos en la lista de actividades matematicas esta justificada por autores como
Bishop (1999), ya que €l juego facilita la construccion de conocimiento matemético
cuando se plantea en un entorno de interaccion entre todos los participantes (Edo y
Deulofeu, 2005; Acevedo, 2009), por lo que puede convertirse en una herramienta
metodol 6gica para € desarrollo de habilidades de resolucion de problemas (Edo, Baeza,
Deulofeu y Badillo, 2008). Hay amplia bibliografia que muestra que los juegos se han
utilizado en investigaciones relacionadas con las estrategias utilizadas en la resolucién
de problemas (Corbaén, 1997). El andlisis de las posibilidades didacticas de un material
(Ruiz, 2000) muestra que el andlisis de los juegos genera un estudio tedrico de su
contenido matemético. Es por ello que hemos procedido a estudiar e juego
Constelaciones (Ramirez y Albendin, 2007a y 2007b), apreciando que plantea un reto
ain sin resolver por la comunidad matemética (Ramirez y Albendin, 2007b) lo que
motiva que e aumno interprete el papel de investigador, favoreciendo las tareas de
aprendizaje por descubrimiento, uno de los procesos mentales implicados en la
ensefianza de las mateméticas (Resnick y Ford, 1990). En e planteamiento de
problemas que supongan un reto, los estudiantes se ven motivados a mostrar su trabgjo
para presentar y justificar la validez de sus respuestas, por |o que comprenderan el valor
de expresar su razonamiento, sin que ello suponga responder a los requerimientos
externos, sino porque es necesario y Util (Willis, 2010). Las situaciones que plantean un
desafio ayudan a descubrir e incentivar € talento matematico incrementando su interés
hacia un curriculum matematico mas avanzado (Freiman, 2006). La seleccion de tareas
no convencionales puede convertirse en una herramienta para examinar la creatividad
matematica en los alumnos, y esto es especialmente valido en alumnos con talento, los
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que, segun Leikin y Lev (2007) difieren de otros alumnos cuando resuelven tareas no
convencionales, aunque obtengan resultados similares cuando desarrollan tareas

convencionales.

SITUACIONES REALES: La utilizacion de los problemas matematicos de la vida
cotidiana puede suponer un primer encuentro con la obra matematica (Chevallard,
Bosch y Gascon, 1997). Numerosos € emplos muestran €l interés de plantear problemas
en situaciones proximas a la redlidad del aumno, como por gemplo la utilizaciéon de
mosaicos para ilustrar la teselacion del plano (Pérez, 1995). Resolver problemas “de la
vida rea” demanda que los estudiantes utilicen su experiencia fisica o diaria y sus
representaciones mentales y puede ayudarles a comprender 1os conceptos matematicos
(Duval, 2006; Safuanov, 2007). Aungue enmarcados en el ambito de la probabilidad, en
un estudio de alumnos con talento en el que se clasificaron las aproximaciones a la
resolucion de problemas, se confirmé que su aproximacion dependia del contexto
incluido en € problema (Na, Han, Lee y Song, 2007). Es por ello que consideramos

importante plantear las actividades del proceso de ensefianza en situaciones reales.

TRABAJO EN GRUPO: La gestién de clase es un elemento basico en e disefio de la
ensefianza. El trabgo en grupo promueve que los aumnos compartan sus
razonamientos. En un estudio sobre e razonamiento pragmatico y semantico, Lee
(2005) llega a la conclusion de que los estudiantes que habian razonado
pragméaticamente aprendieron de las discusiones con otros compaferos ',
consecuentemente, cambiaron su forma de razonamiento, permitiendo la evolucion de la
organizacion de sus pruebas informales a las formales. La interaccion en pequefios
grupos es crucia para gque los estudiantes reflggen y ssimplifiquen sus ideas mientras se
las explican a iguales. En un estudio relacionado, se consiguié un mayor desarrollo en

las tareas de definicion tras € trabajo en grupo (Lee, Ko 'y Song, 2007)

SOPORTE INFORMATICO: En la sesién 1 se presenta un material en soporte
informatico. En relacion con los estudios sobre ensefianza y aprendizaje de la
geométrica se han comentado ventgas del uso de estos soportes. Los soportes
informaticos resultan interesantes para los alumnos, especialmente cuando permiten a
los alumnos investigar y explorar ideas (Batista, 2007). Gutiérrez (1996) sefida que €
hecho de trabgar las perspectivas y los movimientos en programas de ordenador

permite manipular un mayor numero de representaciones. Hemos tomado en

178



S Resultados: Descripcion del experimento de ensefianza

consideracién estas apreciaciones, junto con la necesidad de gjustar los recursos a las
finalidades, tal como se deduce de la revisiéon hibliogréfica destacada en € apartado

“talento matematico y visualizacion: la intervencion”, del capitulo 3.

5.1.2.1 Estudio piloto

Los profesores investigadores habian impartido sesiones relacionadas con los
movimientos en € plano, visuaizacion y relleno del espacio a alumnos de promociones
anteriores. Durante el curso 2007/2008 se impartio una sesion alos alumnos de segundo
ano de la promocion 2006/2008 tras la que se realizd una seleccion de actividades y un
primer andlisis de las respuestas de los alumnos. Se determina la metodol ogia y recursos
autilizar en la estudio piloto que se desarroll6 durante € curso 2008/2009. Se impartio
una sesion a aumnos del segundo curso de la promocion 2007/2009. Se recogieron las
respuestas de los alumnos a las tareas planteadas, se analizaron las habilidades de la
visualizacion puestas en juego por los dumnos, tanto de manera individua como en
grupos reducidos y se obtienen unas primeras conclusiones que se exponen en distintos
foros (Ramirez, Flores, 2010; Ramirez, Flores y Castro, 2010 y 2012). Participaron 21
alumnos del segundo curso del proyecto (uno de 13 afios, cinco de 14 afos y quince de
15 afios) de los que 2 eran nifias y 19 nifios. Cursaban en ese momento 22, 3° y 4° de
ESO (Ramirez, Flores y Castro, 2010).

En e estudio piloto, paratrabagar |os movimientos tanto en € plano como en € espacio,
nos servimos de tres recursos, dos de ellos informaticos. Constelaciones, El Juego de los
Tres Colores® (Ramirez y Albendin, 2007a), una aplicacién informética en la que hay
gue obtener una estructura minima, y Cubetest (Van den Oever, 2005), aplicacion que
representa en la pantalla piezas clbicas, mediante su representacion en perspectiva, y de
la que hay que identificar una nueva representacion plana, para lo que se pueden mover

= juego Constelaciones consta de unas piezas formadas por tres circulos coloreados unidos por dos
segmentos, que se pueden fijar sobre una plantilla, ocupando cada circulo un punto de la plantilla. Se
pueden colocar las fichas de manera que coincidan los circulos del mismo color, pero no pueden tocarse
los segmentos. La finalidad del juego es obtener la estructura minima que se puede obtener colocando

todas las piezas distintas posibles.
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la imagen realizando giros en e espacio. El tercer recurso, Bloques, consiste en una
pieza tridimensional, formada por cubos de 5cm. de lado, unidos formando una
estructura dada, y se le pide a los aumnos que la dibujen tal como la ve un monigote
que colocamos en diferentes posiciones en relacion a la estructura. Cada alumno
disponia de un ordenador con los recursos. Detallamos a continuacion las actividades

planteadas en cada caso.

CONSTELACIONES: a) Buscar la minima estructura formada por diversas piezas; b)

Justificar que eslaminima, y c) Definir estructuras iguales.

CUBETEST: a) ldentificar cubos dada una representacion plana, pero dindmica, y b)

Definir cubosiguales.

BLOQUES: a) Dibujar una representacion plana de una figura compuesta de bloques
cubicos, adoptando € punto de vista de un mufieco que situamos frente a la pieza, b)

Justificar respuesta.

Las actividades de Constelaciones iban encaminadas al reconocimiento y definicion de
los movimientos en e plano (Ramirez y Fores, 2010). Cubetest es un programa
informatico que simula los movimientos en e espacio y las diferentes perspectivas de
un cubo. Gutiérrez (1998b) sefidla que el aprendizaje y |a ensefianza resultan mas féciles
y profundos cuando evitan la abstraccidn innecesariay se apoyan en representaciones o
modelizaciones gue los estudiantes puedan observar, construir, manipular, transformar,
etc. Se ha observado que la ensefianza especifica aumenta la capacidad de los
estudiantes para mangar las relaciones entre los cuerpos espaciales y Ssus
representaciones planas, obteniéndose mejores resultados cuando la ensefianza se basa
en el uso de materiales manipulativos (Bishop, 1980; Clements y Battista, 1992).

Las actividades relativas a Bloques y Cubetest, resataban la importancia de utilizar
representaciones planas de cuerpos geométricos espaciales e iban dirigidas a que los
alumnos reconociesen los movimientos en e espacio y encontrasen semejanzas y
diferencias a trabajar en € plano o en €l espacio. Gutiérrez (1998b) observa dificultades
en los estudiantes cuando dibujan o interpretan representaciones planas de solidos y
sefidla complicaciones en e proceso de comprension del concepto subyacente a una

representacion plana, como la ligada a interpretar la figura plana para convertirla en un
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objeto tridimensional e interpretar este objeto (que en muchos casos solo existe en la
mente de los estudiantes) hasta convertirlo en e concepto geométrico que se esta
estudiando. En las tareas de copiar un dibujo en perspectiva, las investigaciones han
mostrado que la principa dificultad no es solo de tipo perceptivo, sino también
psicoldgica, relacionada con la carencia de las habilidades de reconocimiento de
posiciones en e espacio y de relaciones espaciales. En este sentido Gutiérrez (1998b)
sefiala como conveniente que |os alumnos no tengan que basarse en sus propios dibujos,

buscando procedimientos aternativos como model os fisicos, ordenadores, etc.

Los instrumentos de toma de datos fueron hojas de respuestas para algunas de las
actividades propuestas, tanto de manera individual como en grupo. Para estudiar €
comportamiento de los alumnos, pedimos que sintetizaran por escrito sus apreciaciones,
fundamentalmente respecto a la estructura minima (cudl esy por qué), la definicion de
estructuras iguales (0 equivalentes) y de cubos iguales, asi como € dibujo de la pieza
expuesta. La definicion de estructuras equivalentes y de cubos iguales dio lugar a un
debate entre los integrantes de cada grupo, que concluyd poniendo en comun su
definicion, que también se entregd por escrito. Para poder interpretar estas respuestas,
comenzamos por analizar qué habilidades de la visualizacion se ponen en juego en cada
actividad, dando lugar a una lista de tareas operativas (Ramirez, Flores y Castro, 2010 y

capitulo 4).

A partir de estas tareas operativas y de las respuestas escritas por los aumnos,
elaboramos un registro en la que para cada alumno se sefialaba las tareas que habia
manifestado, destacando aquellas que aparecen de manera espontanea, es decir, sin que
se les haya pedido explicitamente en e enunciado. De los resultados analizados en la
estudio piloto obtuvimos los siguientes resultados y conclusiones:

- Los alumnos llegan a manifestar todas las habilidades en alguna de las actividades.
Concretamente las habilidades Conservacion de la percepcion, Percepcion de la
posicion en € espacio y Discriminacion visua aparecen en las respuestas de todos los
alumnos tanto individualmente como en grupos. Respecto a las otras dos habilidades
analizadas, Percepcion figura-contexto aparece en todos salvo en dos alumnos y
Percepcion de las relaciones espaciales, aparece en todos individuamente, por lo que
también se manifiestan en algunas de sus respuestas. En todos los alumnos se aprecian

de manera espontanea las habilidades Conservacion de la percepcion y Percepcion de la
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posicion en e espacio, en sus respuestas individuales, y las habilidades Conservacion de
la percepcidn, Percepcion de la posicion en e espacio y Percepcidn de las relaciones
espaciales, en las de grupo (la habilidad Discriminacion visual estaba exigida
explicitamente en las actividades). Generamente, las definiciones de grupo enriquecen

|as aportadas individual mente.

De manera natural, a presentarles actividades que exigen procesos de visualizacion, los

alumnos con talento matematico estudiados, han utilizado estrategias visualizadoras.

Aungue todos resuelven la actividad de encontrar la estructura minima con seis fichas,
que encierra un reto matemético, ninguno expone un argumento que lo justifique
completamente, muchos esbozan algunos pasos de la posible demostracion. Sin
embargo, sus argumentaciones utilizando estrategias visuales son incompletas e

intuitivas.

Observamos que estos alumnos razonan visualmente apoyandose en g emplos concretos
limitados. Se hace necesario ensefiarles arazonar sobre “ casos generales’, distinguiendo
todos los posibles. Para este fin, seria importante trabajar técnicas de argumentacion
visua (contragiemplos, definiciones, caracterizacion de las propiedades, induccion,
analogia, generalizacion, amplia gama de g emplos, etc.) para que puedan aplicarlas en
la resolucion de problemas.

Las diferencias entre las respuestas individuales y las de grupo nos llevan a concluir que
aunque agun alumno no hubiese puesto en juego de manera individua aguna
dimensién, la reconocia y aceptaba cuando aparecia en las reflexiones del grupo. En
otro sentido, hay un grupo en e que prevalece la definicion de uno de sus miembros (a
causa de la inseguridad o efectos de liderazgo), pese a que los demés habian dado una

Mas precisa.

Ademas del andlisis de los resultados del estudio piloto relativos a contenidos y
metodol ogia, extrajimos otras consideraciones a tener en cuenta para el experimento de
ensefianza. En relacion a la toma de datos, las fuentes fueron limitadas, pues para €
estudio piloto sélo se obtienen a partir de las respuestas entregadas por los aumnos. Al
considerar necesario disponer de registros sobre la actuacion de los alumnos que no se

reflgja en los escritos, decidimos realizar grabaciones de las sesiones para enriquecer la
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toma de datos. En las tareas referentes a argumentacion, sefialamos que nuestro objetivo
se limita aregistrar y valorar respecto a la correccion, las manifestaciones de las tareas
operativas relativas a las habilidades de visualizacion, sin analizar la relacion entre sus
respuestas y la interaccion ocurrida entre los sujetos y los profesores. Este enfoque es
diferente a planteado por otros autores que analizan la interaccion con €l profesor en e
aprendizaje de la demostraciones (Camargo y Gutiérrez, 2010) o los momentos clave en
el aprendizaje de las isometrias (Morena y Fortuny, 2010). Por tanto las sesiones del
experimento deberian contemplar una clase més dinamica, en las que & profesor
interviniera para animar en el desempefio y manifestacion de las cualidades que se estan
desarrollando y apreciando, tanto la visualizacion, como la definicion, argumentacion y

resolucion.

5.1.2.2 Disefio delasintervenciones en el aulay temporalizacién

El disefio de la primera sesion esta delimitado por |os resultados del estudio piloto, pero
la metodologia de investigacion utilizada obliga a considerar en e disefio de las
sesiones siguientes los resultados obtenidos en las anteriores. Se establece un proceso
secuencia en e que existen importantes momentos de reflexion que afectan a disefio de
las siguientes intervenciones. En este sentido, se elabora un esgquema general comun a
todas las intervenciones que se completa antes de cada sesion con e andlisis de los

resultados anteriores (Figura 5.1).
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BUENAS . . HABILIDADES
i Desarrollar VISUALIZACION : Caracterizadas por DE LA
PRACTICAS —— — VISUALIZACION
DOCENTES
Puesta en juego
Atencidon Manifestadas en
Diversidad
ELEMENTOS
ESPECIFICOS ACTIVIDADES
Para lenguaje EN CADA Necesarios para
ENRIQUECIMIENTO ’ SESION > - Definir
razonamiento - Resolver
- Argumentar
Contenido CONTENIDOS Necesarios para lfﬁe:‘uenciadars
= ESPECIFICOS
DE CADA
SESION OBJETIVO

ESPECIFICO DE
CADA SESION

1 Estrategia

PROBLEMA NOVEDOSO
ESPECIFICO EN CADA
SESION

Figura5.1: Esqguemagenera de disefio de |as sesiones.

Las reflexiones del proceso afectan a los recursos utilizados, las actividades
seleccionadas y otros aspectos metodoldgicos que concretan la planificacion inicial,

como los siguientes:

- En cuanto a la seleccién de recursos, siguiendo € resultado del estudio
piloto, en la primera sesion se utilizan recursos interactivos en soporte
informatico para trabajar 1os conceptos geomeétricos de una manera dindmica e
intuitiva y resolver tareas sobre movimientos en el plano. En la segunda sesién
se propone utilizar puzles empleados en cursos anteriores, para favorecer la
manipulacion, mientras que en la tercera se proponen inicialmente actividades
que utilicen diferentes representaciones y desarrollos planos de figuras
tridimensionales.

- En cuanto al trabajo en clase, € estudio piloto nos ha mostrado € interés
del trabgjo en grupo, por lo que decidimos intercalar actividades individuales
con la puesta en comin en pequefios grupos, antes de la puesta en comun
general. Dado que para la primera sesiéon no disponemos de informacion previa
relevante, se determinan los grupos de la sesién inicial atendiendo ala formaen
que se han distribuido los alumnos en los ordenadores del aula. Las
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agrupaciones en las siguientes sesiones se determinan antes de cada sesion,
atendiendo a las puntuaciones obtenidas por los aumnos en los test, junto con
algunas observaciones registradas por |os profesores. Es importante la puesta en
comun de los argumentos utilizados por los alumnos favoreciendo su
participacion y condicionando e desarrollo de la misma segun los guiones
previstos.

Para la programacion de cada sesion se realizan reuniones en las que se elaboraron los
siguientes documentos de intervencion y registro: 1) esquemay guion de la sesién, 2)
actividades para los alumnos, 3) formulacion de los argumentos matematicos
especificos, 4) relacion de las habilidades esperadas de visualizacion y 5) fichas de

recogida de datos (para los profesores investigadores, asi como para los observadores).

Tras cada sesion se han recogido las observaciones de los profesores investigadores y
observadores y |os registros de grabacion, se han corregido los test y analizado los items
fallados, se ha elaborado el informe de la sesion para € Proyecto ESTALMAT y se ha
hecho una primera revision de las respuestas a las actividades propuestas. Se analizan
los cambios hechos respecto a guién origina y se toman decisiones respecto a la
siguiente sesion siguiendo € método de investigacion de disefio, por 1o que para cada
sesion se elabora un documento en el que se recoge de manera esqueméatica como se han

cumplido los pasos del método de investigacion.

Se establece la temporalizacion condicionada por la planificacion de las sesiones del
proyecto y cuya secuenciacion atiende a trabajar inicialmente actividades relacionadas
con diferentes aspectos de la visualizacion en e plano, posteriormente en €l espacio y
finalmente la relacion entre ambas dimensiones. En la Ultima fase se entrevistan a los
alumnos seleccionados sobre 10s aspectos maés relevantes de las anteriores. En la tabla

5.3 seresumen las sesiones y |os contenidos previstos.

16/01/2010: Sesion 1. Visualizacion: movimientos en el plano. Igualdad de figuras, unicidad.
13/02/2010: Sesion 2. Visualizacion: Poliedros que rellenan el espacio.

24/04/2010: Sesiéon 3. Unvigedeiday vueltadel plano a espacio.

08/05/2010: Sesioén 4. Entrevistas personales

Tabla5.3: Temporalizacion de las sesiones.
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Para la recogida de datos, se determinan los siguientes registros para su andlisis

posterior:

- Hojade respuestas individuales y en grupo.

- Respuestasalostrestest (del grupo talento y grupo control).

- Observaciones de |l os profesores investigadores y observadores.
- Grabacion en audio de las tres primeras sesiones.

- Grabacion en audio y video de las entrevistas.

Para el primer andlisis de los datos obtenidos en cada sesion, cada profesor elabora un
informe de las observaciones recogidas y € profesor investigador sintetiza las
respuestas individuaes y en grupo de los aumnos entregadas en e registro
correspondiente. Se han pasado los test en las correspondientes sesiones 0 en otras
genas a la investigacion segun la duracion de las mismas. Los resultados de los dos
primeros test determina la composicion de los grupos de trabgjo en las siguientes
sesiones y la caracterizacion de los sujetos segun los aspectos medidos. En la primera
sesion, la grabacion de audio se hace de manera general, sin embargo, en la segunda y
tercera se lleva a cabo una grabacion de cada uno de los grupos establecidos. Las
entrevistas individuales se realizan fuera de clase, en € despacho del profesor
investigador, mientras que € resto de alumnos reciben una nueva sesion gena a la
investigacion. La transcripcion de todo el material audiovisual y € andlisis exhaustivo
de las respuestas de los alumnos seredliza a final de lafase de experimentacion.

5.2 Experimentacion

Se han seguido las acciones requeridas correspondientes a la fase de Experimentacion
(Molina, Castro, Molina y Castro, 2011) divididas en tres momentos, antes, durante y
después de la intervencién, que hemos recogido en tres puntos para cada una de las
sesiones: planificacion, desarrollo y andlisis. Este Ultimo se corresponde especialmente
al andlisisinicial de las sesiones anteriores para la reformulacion de conjeturay latoma

de decisiones respecto a la planificacién de la siguiente sesion.

186



5 Resultados: Descripcién del experimento de ensefianza

5.2.1 Sesion 1. Visualizacion: movimientos en e plano. Igualdad de
figuras, unicidad. 16-01-2010

Para cada sesion vamos a distinguir los tres pasos que componen € estudio de disefio:

Planificacion, Implementacion y Revision.

5.2.1.1 Planificacién dela sesién 1

A partir del esguema general, se precisan los elementos especificos que justifican su

disefio (figura5.2).

BUENAS HABILIDADES DE
PRACTICAS JJt sarrollar VISUALIZACION Caracterizadas I or VISUALIZACION
DOCENTES

Puesta en juego
Atencién M anifestadas en
Diversidad
v DEFINICIgN ACTIVIDADES
" DEDUCCION e paaT R Tars
ENRIQUECIMIENTO Para lel 1la_L aje e Necesarios para  Defimie
razonarmm {" 1o CONTRAE‘IEMPLO = Rﬁsolver
- Argumentar
Contenido MOVIMIENTOS irartantas lSccucncia:las
> EN EL PLANO
ESTABLECER
Caracterizacion CRITERIOS DE
EQUIVALENCIA
GEOMETRIA _ .
DINAMICA Estrategia
PROBLEMA NOVEDOSO
“Conseguir la

estructura minima®”

Figura5.2: Esquemadelasesion 1.

Respecto a contenido, en esta sesion se pretende un enriquecimiento curricular que se

concretaen:

- Contenido curricular: movimientos en e plano, desde la perspectiva de la

geometria dindamica, con la intencion de que los aumnos definan e
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identifiquen los movimientos como las transformaciones que mantienen
invariantes determinadas propiedades.

- Elementos para € razonamiento matematico: importancia de la precision y
unicidad en las definiciones mateméticas, diferencia entre la argumentacion
deductiva e inductiva, blusqueda de todos los casos posibles para razonar
sobre modelos generaes y utilizacion de contragjemplos.

Se elabora un guion detallado de la sesion en e que se sefidlan las actividades
imprescindibles, es decir, aguellas que se consideran necesarias para la consecucién de
los objeticos didacticos e investigadores. Para € resto, se afiaden posibles
condicionamientos de tiempo y del propio trascurso de la sesion seguin |as respuestas de

los alumnos que aludan a los contenidos mateméti cos tratados.
Se establece unalinea de actuacion para el proceso de ensefianza:

1) Sepresenta el problema general aresolver y se comparten las justificaciones
encontradas por |os alumnos mediante puestas en comun.

2) Se promueve como heuristico para afrontar €l problema planteado la
simplificacion del problema atendiendo a casos mas simples, siempre
apoyado en poner en comun las justificaciones encontradas.

3) Sugerir que se lleve a cabo la definicion més precisa de estructuras
equivalentes cuando surja su necesidad, en e proceso de resolucion del
problema planteado.

4) Finamente, se sistematizaran los elementos del contenido matemético de la
sesién y se les degja un problema abierto pararesolver.

Tras varias revisiones, se disefia la hoja de actividades (en ANEXO 5.1 HOJA
ACTIVIDADES SESION 1) clasificadas para resolver, definir y argumentar,
secuenciadas segun los objetivos de la sesion y e material didactico necesario para los

alumnos, profesores investigadores y observadores.

Parala secuenciacion de las actividades se determinan cuatro bloques: 1) Introduccion a
problema: buscar la estructura minima; I1) Formalizacion y demostracion; 111)

Generaizacion y 1V) Estructuras equivalentes. Pasamos a describir las actividades
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planteadas y las actuaciones previstas segun las respuestas de los alumnos que marcan
el guién delasesion:

INTRODUCCION AL PROBLEMA: En la actividad 1, se presenta € juego y la
aplicacion Constelaciones, se indica e fin de la misma y se reta a los dumnos a
encontrar la estructura minima con 18 fichas, simplificandolo a caso de utilizar fichas
de un solo color y en € tablero cuadrado. Se compartiran en la pizarra algunas de las
soluciones aportadas por los alumnos y se analizaran algunos de los argumentos que
justifican que es la minima sin profundizar en ellos. Se mantiene la expectativa de que
sean los alumnos los que establezcan criterios de igualdad entre las estructuras y de

unicidad de la solucion.

Ante la limitacion de sus justificaciones, se les sugiere en la actividad 2 que afronten €l
problema con un menor nimero de fichas, concretamente con seis. En este caso, la
solucion es bastante intuitiva pero la argumentacion es mas complegja, tanto para
justificar que es la minima, como para justificar que es Unica. Se comentara que para
resolver problemas se utilizan diversas estrategias que se llaman heuristicos. Uno de
ellos, que han debido trabajar en el curso anterior en |las sesiones dedicadas a resolucién
de problemas, consiste en simplificar € problema. Es decir, cuando un problema es
complego, se puede intentar resolver para un menor numero de elementos. Para ello, se
pasa a un caso mas sencillo, con menos piezas. Se recogeran los distintos argumentos
gue presenten y se sefidaran las diferencias entre conjeturar y demostrar. Como la
unicidad de la solucion es intuitiva, se espera que encuentren la soluciéon con nueve
puntos, por lo que se resalta la validez de sus argumentos para € caso general. Se
contrastaran las respuestas con las distintas argumentaciones esperadas, que se
clasifican segiin su componente visual y se planifica su actuacion en cada una de ellas:

VIS: Un razonamiento visua consiste en ir formando la figura a partir de todas las
combinaciones posibles (considerando sOlo estructuras no equivaentes salvo

movimientos).

ALG: Un razonamiento més algebraico (aunque también tiene aspectos visuales) se
basa en utilizar la férmula de la caracteristica de Euler para probar que no puede darse
una estructura con ocho circulos (Caras - lados + vértices = 2) a llegar a contradiccion

€n una estructura con cinco caras acotadas.
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RVA: En un razonamiento algebraico y visual se demuestra que en cada pivote se
solapan dos circulos (seis fichas son 18 circulos, si se solapan dos a dos dan 9 circul 0s).
Se demuestra que no es posible conseguir esta estructuraminimaal solapar en un pivote

mas de dos circul os.

Si seinicia ALG, mostraremos que habria que demostrar que € numero éptimo de
solapamientos entre circulos de las piezas es 2. En € caso VIS, se andizara la
exhaustividad del andliss de todos los casos. Si se manifiesta e RVA, lo
aprovecharemos para pasar a la actividad 3. Seraimportante resaltar que en el caso de 6

piezas, la solucion minima es Unica

La actividad 3 demanda a los alumnos que busguen la estructura minima con siete
fichas. Se espera que los alumnos analicen lavalidez del proceso inductivo y la unicidad
de solucion. Se presentara otro heuristico para resolver problemas que consiste en
razonar progresivamente desde un problema més sencillo. En este caso, se plantea s es
vdlida la conjetura que intuye que la minima estructura para siete fichas se obtiene a
partir de la minima para seis. Se les presentara €l concepto de contragemplo para
rechazar una conjetura general como ocurre en este caso, y se insistira en la necesidad
de utilizar demostraciones para validar una conjetura. Ademas de las técnicas
deductivas, se les presentara la induccion matematica para el paso de aceptar vélida una
propiedad en n y estudiar su validez en n+1 fichas, concretandolo en su posible
aplicacion en esta actividad. Se establecen las lineas de actuacion segun los tipos de
argumentos que utilicen los alumnos y se propondra mostrar que su solucion no es

Unica

Para finalizar este bloque, las actividades 4 y 5 plantean € problema para seis y siete
fichas en €l tablero hexagonal, resaltando las diferencias entre los casos particulares, €l
caso genera y la utilizacion de contragemplos. En la actividad 4 se espera que se
produzca una ruptura respecto a la intuicion surgida a partir del tablero cuadrado. En
este caso la solucion tiene ocho circulos visibles y también es Unica. Algunos de los
argumentos utilizados para el caso cuadrado no se van acumplir en el tablero hexagonal
y no son validos para € caso general. Por lo tanto, s se limitan a trasladar sus
soluciones derivadas del tablero cuadrado se estén limitando a razonar sobre situaciones

concretas.
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En la actividad 5 se mostraran las distintas soluciones encontradas, haciendo que
distingan las que provienen de la minima estructura de seis. Esta situacion puede
mostrarles contragjemplos para la conjetura anterior, que les obligaran a reformularla.

Se estima que tras larealizacion de esta actividad se produzca el descanso de la sesion.

FORMALIZACION Y DEMOSTRACION: Las actividades 6 y 7, basadas en
estudio del problema general desde casos particulares, proponen encontrar en € tablero
cuadrado todas las estructuras con dos y tres fichas, respectivamente. Estas actividades
motivan la necesidad de distinguir entre estructuras iguales o equivalentes, para
establecer cuando se consideran todos los casos posibles. En la actividad 6 se mostrara
el heuristico de resolucion basado en distinguir todos los casos posibles. Se motiva la
necesidad de considerar € nimero més pequefio de fichas posible, para analizar sus
cualidades, pero llevando a cabo un procedimiento exhaustivo. Esta distincién, puede
favorecer que hablen de estructuras igual es o equiva entes, motivando las actividades de
definicion. En la actividad 7 se relacionarén las estructuras obtenidas al aumentar una
ficha. El aumento de las posibilidades exige un procedimiento mas sistemético y la

descripcion de | as estructuras conseguidas exige establecer criterios discriminatorios.

En la actividad 8 deben reconocer las estructuras formadas por dos fichas en las
estructuras de tres fichas, para reflexionar sobre el proceso de construccion de una
estructura a partir de estructuras menores. Con la intencién de obtener de manera
exhaustiva todas las piezas posibles, se planteard la construccién e identificaciéon de
estas estructuras a partir de todos los casos de dos fichas, dgjando de lado las que sean
equivalentes. La aplicacion progresiva de este procedimiento Ilevaria a la obtencion de

todas las estructuras.

GENERALIZACION: Las actividades 9, 10 y 11 plantean |as mismas cuestiones que
el bloque anterior pero en e tablero hexagonal, 10 que introduce diferencias interesantes
tanto en la unicidad de la estructura minima como en e andlisis de todos los casos
posibles. Se comprobaran las diferencias en la resolucion en e caso hexagonal, a
aportar mayor riqueza de situaciones, |0 que muestra que e andlisis del caso general no
puede redlizarse utilizando solamente los gemplos concretos obtenidos en e caso
cuadrado.
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ESTRUCTURAS EQUIVALENTES: En las actividades 12 y 13 se propone, primero
de maneraindividua y luego en grupo, que definan equivalencia entre estructuras. Esta
actividad requiere que identifiquen los movimientos en el plano, como transformaciones
que no afectan a cambiar la figura, pero introducen variabilidad en la forma de
presentarse, |10 que no afecta a juego planteado. Tienen que comunicar sus definiciones
de una manera rigurosa y exhaustiva. Para € trabajo en grupo se utilizard la propia
distribucion en el aula de informética. Se insistira en que sean lo mas precisos posibles
y seincidira en laimportancia de estudiar en matematicas la existenciay la unicidad de
los elementos definidos, utilizando eemplos familiares a los aumnos, como las
fracciones para mostrar la diferencia entre iguales y equivalentes. En € trabajo en grupo
deberan consensuar la definicion que van a considerar valida, teniéndola que copiar y
contrastar con su propuesta individual. En la posterior puesta en comun, se insistira en
gue la validez de las definiciones puede ponerse en cuestion s se encuentran
contragiemplos, es decir, dos estructuras que no son equivalentes pero que satisfacen la
definicion propuesta. Se espera que en sus definiciones los alumnos identifiquen y
aludan alos movimientos en el plano como procesos que transforman una estructura en
otra equivalente, esperando que reconozcan los elementos que caracterizan a los
movimientos. Se mostraran otras situaciones reales en las que aparecen de manera
funciona estas transformaciones y se precisara tanto la terminologia utilizada
(isometria, giro, trasdacion, sSimetria, composicion de movimientos) como la

caracterizacion de sus elementos e invariantes.

Como cierre de la sesion, se les recuerda el problema general del juego Constelaciones,
consistente en encontrar la estructura minima en el caso general, con fichas de colores 'y
en cada tablero (cuadrado o hexagonal). Se justificard que considerar las estructuras
equivalentes bajo movimientos simplifica la cantidad de casos sobre los que razonar en
el problema general. Se andizaran las ventgas de simplificar los casos para luego
afrontar €l problema general con 18 fichas, en € tablero hexagonal y sin restricciones de
color. Se les plantea como un reto del que no se conoce ain la solucién y se les
motivard a seguir un método de investigacion: la solucién no tiene por qué presentarse
en los primeros intentos, hay que demostrar la validez de |as conjeturas y hay que evitar
razonar sobre g emplos concretos. Se les sugiere que busguen gemplos en los que los

movimientos puedan ayudarles en |a resolucion de problemas.
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Respecto a la temporalizacion, se determinan los principales momentos de intervencion
y se marcan como actividades prioritarias, primero pasar € test, y para € experimento
de ensefianza en esta sesion, las actividades 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 9, 12 y 13. Se prevé como
actuacion prioritaria determinar e momento exacto en e que realizar las actividades de
definicion de estructuras equivalentes y se determina como criterio para presentarla que
algin alumno planteé la necesidad de distinguir entre estructuras que se obtienen a
partir de movimientos. En ese momento, los investigadores plantearan las actividades

12y 13y luego retomaran la sesion en la actividad que corresponda.

Utilizando los resultados del estudio piloto, se realiza un estudio de las categorias en las
que se podran manifestar las habilidades de visualizacion, elaborando una tabla en la
que, para cada actividad se recogen las manifestaciones previstas de las habilidades
(ANEXO 5.2 TABLA DE HABILIDADES PREVISTAS EN LA SESION 1).
Clasificamos estas categorias segin se utilicen para definir, resolver o argumentar
(Tabla5.4):
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Conservacion dela
percepcion

Habilidades DEFINIR ARGUMENTAR RESOLVER
T Dibujar la estructura
Coordinacion ojo- e
minima  en la
motor
pantala
Comentar el proceso de
Percepcion figura- ir formando la estructura
contexto a partir de una menor
(paso de formacion)
Dar criterios de | Hablar de  circulos
igualdad de | superpuestos en un
estructuras por | pivote o de solapar los
movimientos segmentos

Comentar que a girar,
trasladar, voltear...
coincide la misma forma
0 la construccion o los

Percepcion de las
relaciones
espaciales

piezas o describir
como se enganchan
dosfichas

Hablar de simetrias

puntos y segmentos
Percepcion dela Hablar de giros,
posicion en el traslaciones o]
espacio volteos
Hablar de la | Hablar de ladireccion de
direccion de las|las piezas 0 describir

como se enganchan dos
fichas

Hablar de simetrias

Memoria visual

estructura  minima
en € folio o dibujar
gemplos

Discriminacion Dar criterios de
visual igualdad
Dibujar la Dibujar la estructura

minima en € folio o
dibujar ggemplos

Tabla5.4: Categorias de la manifestacion de las habilidades en la sesién 1.

En relacién a estudio de laevolucién de la conjetura, se determina analizar:

- El rendimiento de los alumnos en el factor espacial del test PMA.

- Las habilidades de visualizacién que los alumnos han manifestado tanto en

las pruebas escritas, las transcripciones de la sesién y las observaciones de

los profesores.

- El rendimiento de los dumnos en las tareas relativas a movimientos en €

plano.

- Loserrores cometidos en |os procesos de argumentaci on.

194



S Resultados: Descripcion del experimento de ensefianza
5.2.1.2. Implementacion dela sesion 1

Asisten 24 alumnos (falta AP) y se completan las actividades previstas con ligeras
modificaciones. En € trabao en grupo, la distribucion de los alumnos queda registrada

en el siguiente cuadro (tabla5.5):

Grupo A PC,AC,JC,LC,VC
Grupo B CL, M, JF,

Grupo C FG, AJ, MG, AG,
Grupo D CM, DG, JA,

Grupo E AL, GM, RR, CO, NM
Grupo F JL, CS, MC, MR

Tabla5.5: Grupos de aumnos delasesion 1.
En relacion con la planificacion de las actividades, el orden que sellevé a cabo fue:

- Actividades 1, 2, 3.

- Actividades 4 y 5 (sin justificacion escrita).
- Actividad 6.

- Actividades 12y 13.

- Actividad 7.

- Actividad 9 (sin justificacion).

- Actividad 14.

- NoseredizanlasActividades 8, 10 y 11 (s0lo se comentan).

Como incidencia, ademés de la falta justificada de un alumno, se registra la ocurrida a
una alumna se le estropea e ordenador mientras esta haciendo la actividad de buscar la

mejor estructura con siete fichas (lo hace en la hoja de respuestas directamente).

En relacién a las actuaciones previstas, se muestra a continuacion un resumen de lo
ocurrido en la sesion, afadiendo la transcripcion de los momentos puntuales en los que

se tomo una decision que afectaba al disefio original.

En las actividades del bloque de PRESENTACION DEL PROBLEMA, se detecta que
los alumnos encuentran rgpidamente las soluciones a las actividades, pero no las
argumentan de un modo completo y tienen poca predisposicion a escribir sus

argumentaciones visuales. De un modo general, no son conscientes de la limitacion de

195



S Resultados: Descripcion del experimento de ensefianza

sus demostraciones y deben ser los profesores los que les hagan ver que son
incompletas. Es a finalizar este bloque cuando manifiestan la necesidad de establecer

criterios de igualdad entre las estructuras y de unicidad de la solucion.

Al recoger en la pizarra algunas de las soluciones encontradas, se debate con los
alumnos las cualidades de cada una de €ellas. En la actividad 1 conjeturan que 24 es €
menor nimero de circulos visibles posible, pero nadie parece tener un argumento para
justificarlo. Varios alumnos, de manera espontanea, buscan la meor soluciéon de 18

fichas a partir delas de sais.

En la actividad 2 aparecen argumentaciones visuales incompletas del tipo VIS y RVA
gue van desde e numero de ramificaciones que salen de cada circulo, las propiedades
del cuadrado como e minimo poligono regular que se puede formar en la cuadricula y
el nimero de conexiones para que cada dos circulos estén unidos. Los argumentos son
incompletos por varias razones. no consideran todos los casos, no justifican los pasos
intermedios que han utilizado en sus argumentaciones 0 se limitan a describir
propiedades que cumple la estructura que han conseguido, sin aludir a las condiciones
generales. En la actividad 4 se produce la ruptura de intuicion esperada, ya que aunque
algunos alumnos empiezan a dar soluciones con nueve circulos, varios de ellos

encuentran soluciones con ocho.

Motivados por los profesores, varios alumnos debaten sobre e procedimiento de
obtener la mejor estructura de siete fichas a partir de la mejor de seis fichas. Son los
profesores |0s que muestran con un contragjemplo gque la conjetura no era cierta para el

caso general.

Tras el descanso de la sesion, se resumen las conclusiones méas importantes extraidas de
la primera parte para encontrar la estructura minima o para justificar que lo es (basarse
en soluciones obtenidas con un nimero menor de fichas, examinar la unicidad de la
solucion, estudiar los pasos de n fichas a n+1 y diferenciar lo que ocurre en € tablero
cuadrado de lo del hexagonal). Ello lleva a justificar que € razonamiento deberia partir
de usar dos fichas para aumentar progresivamente, en construccion y argumentacion de
manera exhaustiva, tras recordarle alguno de los argumentos incompletos que han
utilizado para €l caso de seis fichas. Los alumnos trabajan individual mente. Cuando un

alumno pregunta si son iguales dos estructuras que estan giradas, se plantea si es €
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momento de definir estructuras iguales, aungue se decide seguir con la actividad para

dos y tres fichas. Cuando los alumnos intentan clasificar las soluciones encontradas

surge lanecesidad de definir estructurasiguales 'y su aplicacion al problema (Tabla 5.6).

Sujeto | Intervencion

11 Encontrad estructuras que se puedan formar con dos piezas y las vais dibujando en la
actividad 6. ¢Vale? Dibujais en la siguiente pagina.

CL Hay cuatro. Yalo he hecho.

AL Una cosa. ¢Las que se giran se suponen que son iguales? Se supone que solo hay que
ponerlas una vez. Lasque s segiran soniguales...

12 ¢QUé os parece?

AL Yo creo que son la misma.

CL S, si, soniguales.

JA Porque si no, salen un monton.

12 Ese tema lo dejamos pendiente, ¢vale?. ¢Qué entendemos por figuras iguales? En
matematicas también es muy importante decir cuando dos figuras son iguales o no.
¢De acuerdo? S presenta problemas, nos dedicamos ahora a eso. S no, seguimos
adelante. ¢Qué os parece?

Varios | S

12 ¢Nos detenemos a definir figurasigualesy figuras distintas?

(...

11 Estamos hablando de equivalentes. ¢Esas |as consideramos equival entes?

Varios | 9, no...

11 Los gue no, ¢por qué? Los que si, ¢por que?

12 Un momento, pensad gque estamos trabajando con vistas a un problema. ¢Cual es €l
problema que estamos trabajando? Buscar la minima estructura que se puede
construir con dieciocho fichas. Eso nos podia ayudar a responder.

MR Entonces si. Porque daigual que esté al revés o al derecho.

12 Con respecto al problema, ¢nos da igual que esté al derecho o al revés? ¢Entonces
gué hacemos con la simetria?

Varios | Laincluimos.

12 La incluimos entonces.

AL cLas simetrias?

11 Para el problema nuestro de ir encontrando estructuras minimas.

JA Para el problema si seincluye. Daigual izquierda o derecha...Mismos puntos.

12 ¢Nos dariaigual quela solucion para las 18 piezas fuera especul armente igual ?

Varios | S.

Tabla5.6: Intervencién para definir estructuras iguales.

Segun las actuaciones previstas, se reconduce la sesion pararedizar las actividades 12 y
13 del blogue ESTRUCTURAS EQUIVALENTES para las que previamente se ilustra

el concepto de igualdad y equivalencia en mateméticas utilizando fracciones y la

importancia de la unicidad definiendo rectas paralelas. Algunos alumnos preguntan si

las definiciones relativas a estructuras se refieren a un nimero de fichas concreto y se

les guia a hacerlo de la manera mas general posible.
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En e trabgjo en grupo se detectan distintas formas de organizacion: algunos son
sistematicos y tras leer todas las aportaciones intentan un consenso final, mientras que
en otros grupos se van retocando las afirmaciones individuales conforme se van
leyendo. En uno de los grupos hablan de considerar las homotecias (“figuras mas
grandes con la misma forma’) en la definicién de estructuras equivalentes. En otro
grupo hubo que aclarar que todas las fichas deben estar unidas para formar las
estructuras. Algunos movimientos aparecen de modo impreciso: volteos como giros o
simetrias, alusiones incompletas respecto a los centros de giro, a nUmero de angulosy a

los ges de simetria

Tras e trabgjo en grupo, se les sugiere que cada grupo lea su definicion y los demas
comparen con lo que han puesto y busguen un contragiemplo para ver si es correcta.
Cuando los grupos comparten sus definiciones, aparecen varios elementos de debate
entre |0s propios alumnos:

- Precisar los términos utilizados de posicion y situacion.
- Utilizar correctamente las conjunciones y/o.
- Considerar latrasacion y lasimetria en la definicion.

- Obtener unos movimientos a partir de otros.

Se inicia un debate interesante, motivado por los propios aumnos, a considerar
innecesarios algunos movimientos porgque se pueden obtener como composicion. Los
alumnos argumentan sobre los movimientos que generan los demas, audiendo a
gjemplos como las letras (p y g) que no pueden obtenerse mediante un giro en & plano,
pero si en € espacio. Tras e debate para incluir o no la simetria en la definicién de
estructura equivaente, se clarifica que la clasificacion estan condicionada por €
contexto en € que queremos utilizarla, se utiliza como criterio la funcionalidad de

buscar la solucién optimadel juego y se decide incluir lasimetria.

Para las actividades del blogue FORMALIZACION Y DEMOSTRACION vuelven a
trabgar individuamente. Los alumnos no presentan dificultad en encontrar las
estructuras de dos fichas, pero hay diferencias entre € nimero total de estructuras
utilizando tres fichas. Un alumno expone el método esperado para obtener todas las
estructuras de tres fichas, partiendo de |as de dos piezas y afiadiendo una, eliminando las

equivalentes. Otro compariero manifiesta otro método consistente en colocar dos fichas
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horizontalmente e ir afiadiendo otra. Aprovechando que resultan nimeros diferentes, €l
propio investigador sugiere que é se ha equivocado y les invita a descubrir e error
cometido a no distinguir dos estructuras equivaentes. Mientras un alumno copia sus
estructuras en la pizarra, los demés muestran gran interés en ir reconociendo las suyas 'y
las que podrian ser equivaentes. Los profesores insisten en la validez de la
demostracion que afirmaria tanto la existenciay la unicidad de la solucién en €l caso de
dosy tres fichas porque se han considerado todos |os casos posibles salvo equivalencias

y permite enunciar los resultados como un teorema.

En las actividades del bloque de GENERALIZACION, se les insiste en las diferencias
del caso hexagonal que aparecen respecto a cuadrado, como por gemplo que hay
estructuras con tres fichas con nimero distinto de circulos. Al revisar que todas las
estructuras con dos fichas se pueden conseguir una a partir de la otra mediante
rotaciones, por lo que la simetria puede no aparecer, se les sugiere volver a definir
estructura equivalente, expresandolo de la manera mas elegante posible (sin
reiteraciones y con la meor expresion) y a que busguen contragjemplos para valorarla.
En una de las definiciones, los alumnos no consideran las traslaciones. Los profesores
dibujan dos estructuras trasladadas para que analicen s las consideran equivaentes e
incluyan las traslaciones. En vez deincluirlas, varios alumnos se cuestionan obtenerlas a
partir de giros y simetrias. A través de varios geemplos, los aumnos llegan a la
conclusion de que con dos simetrias, determinando 10s g es, pueden obtener rotaciones.
En este momento es preciso comentar la estructura de grupo de los movimientos en €l
plano, se aclara la terminologia utilizada, los elementos que caracterizan los

movimientos y algunas situaciones en las que aparecen de manerafuncional.

Parafinalizar se lesinforma de que €l juego se complicaa utilizar € color, se comenta
la estrategia de eliminar estructuras equivalentes en el proceso de encontrar la solucion
optima y se les recomienda que trabagen las unidades didéacticas de la pagina web del

juego relativas ainvestigacion y movimientos en el plano.

En cuanto a la eliminacion de partes o actividades completas por cuestiones de

temporalizacion, se registran los momentos puntual es que las ocasionan:

- Se dedica mas tiempo del previsto ala clasificacion de todas las estructuras de

tres piezas por haber diversidad de opiniones (Tabla5.7).
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Sujeto Intervencién
12 ¢Quién considera que ha terminado? ¢Cuantas?
AL 12
JA 16
Otros 17...
AL cLas simetrias las habéis anadido?
11 Hemos considerado que las simétricas eran equivalentes
12 ¢Habéis conseguido que la simetrias son equivalentes?
CL 18
12 (aJA) ¢17?, quitando las simétricas.
(comparan entre ellos s tienen algunas distintas de |0os comparier os)

1 Un momento. Escribid el procedimiento. Lo he hecho pensando esto... Nos
interesa bastante. Cémo habéis dado € procedimiento.
(12 y 11 hablan sobre el desarrollo de la sesion)

11 Escribid el procedimiento y no lo cambiéis a pesar de lo que hagamos después.

AL Un poco mas de tiempo.

11 Vale, un poco mas de tiempo.

Tabla5.7: Intervencién en la que se demanda mas tiempo.
- Se corrigen expresiones utilizadas por los alumnos en las definiciones por no
ser precisas (de igual forma, que ocupan la misma posicion...) y se dirige €
debate surgido entre |os comparieros en este sentido (tabla 5.8).

Sujeto Intervencién

12 El tema de la situacion. ¢Entendemos por situacion e lugar que ocupa dentro
de la trama? Porque creo que vosotros habés interpretado situacion como la
disposicién de la estructura. ¢Como entendemos e concepto de situacion?
¢Lo entendemos como € lugar que ocupa dentro de la trama? ¢Los puntos
gue estan ocupados por la trama?

JA No. Seria e sentido que tiene una estructura, S esta girada, s esta a la
izquierda...

12 Luego hemos utilizado un término que no es preciso. Lo que tenemos es un
problema. El término situaciéon da lugar a interpretaciones ambiguas. Hay
gue evitar términos que den lugar a interpretaciones distintas. ¢Se puede
cambiar por otro?

Desconocidos | Orientacion, disposicion.

12 JVvaldria orientacion? Tenemos dos y € problema es (escribiendo)

orientacion o disposicion de los puntos. Bueno ahi se ha quedado. No decimos
S estd bien o0 estd mal. Tenéis una ventaja. No han conseguido los deméas
buscar dos estructuras que consideren equivalentes que no la satisfagan. Se
han puesto en tela de juicio dos términos. tradacion y situacion. Luego por
ahora eso es lo que tenemos. ¢Examinamos otra definicion?¢, A ver si hos
convence porque sea mas precisa? Porque aqui han surgido problemas de
inter pretacion. Venga otra definicién. Grupo B.

Tabla5.8: Intervencion para precisar laterminologia.
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Hay una necesidad fina de reconocer la estructura de grupo de los
movimientos (los alumnos identificaron la traslacién como una composicion de
simetrias) (tabla5.9).

Sujeto | Intervencion

AL Entonces la tradacion no es necesaria

12 ¢Habria alguna figura que no me permitiria hacerlo, que con la simetria no bastaria?
En este caso he encontrado una simetria gue me ha convertido una en la otra.
¢Esa? (con una ele, cambiando de lugar |a trasadada). ¢Ya la simetria no me vale?
S hago la simétrica respecto a este gje, no la transformo en aquella.

Varios | Puedes hacer otra simetria.

12 ¢Hago dos simetrias? ¢Cuéles? Me saldria esta otra y la vuelvo a hacer, respecto a

AL U mismo centro

12 Las simetrias las hago respecto a un ge.

Varios | Respecto al gje de ahi.

12 Luego me bastaria con hacer dos simetrias. (Dirigiéndose a AL) ¢hecesito entonces la
tradacion? ¢Por?

AL La puedo conseguir con simetrias.

12 JVale esa definicion? ¢Hemos encontrado dos figuras equivalentes y que no
verifiquen la definicion? De momento no, luego aceptamos la definicion.

11 Ya es muy curioso lo que estamos intentando (dos trasladadas) ¢Estas dos de aqui se
podrian obtener mediante rotacionesy simetrias?

JA S, con una simetria nada mas.

1 Una de dos. O afiadimos a la definicion traslacion y no nos complicamos. Ponemos,

se puede mediante simetrias, rotacion, traslacion y/o varios de éllas (composicion que
se llama en matematicas) una a partir dela otra. Esa esla completa.

O una més elegante. Pero me puedo ahorrar una de ellas. Porque las tradaciones las
puedo obtener a partir de las dos. Pues me tendria que plantear ahora de esos tres
movimientos, qué dos dan el otro también. A lo mejor podria quitar las rotaciones y
conseguirlos con las otras dos. Eso es un grupo. Los movimientos en el plano son un
grupo. Y unos de ellos se pueden obtener a partir delos otros. ¢Entendéis?

S no quiero tener ese problema, lo afiado, traslacion, giro, simetria 'y ya esta. Fijaos
gue hemos descubierto los movimientos en € plano.

Tabla5.9: Intervencion para reconocer la estructura de grupo.

5.2.1.3 Andlisisy revision delasesion 1

Este primer andlisis de los datos observados es necesario para la reformulacion de la

conjetura y la toma de decisiones respecto a la planificacion de la siguiente sesion. Es

menos exhaustivo que el andlisis retrospectivo de los datos, que se redizara tras

finalizar las tres sesiones.
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Inicialmente, se redliza un estudio exploratorio de las respuestas entregadas por los
alumnos, realizandose una primera clasificacion de los argumentos utilizados en cada
una de las respuestas. Los informes del profesorado se contrastan usando |os registros
de grabacion pero se decide realizar latranscripcion a final de todala investigacion tras

redefinir |os aspectos a analizar.

En relacion a la conjetura de investigacion, se realiza una primera revision general de

las actividades y observaciones, obteniéndose | as siguientes apreciaciones:

Respecto a contenido, se han cubierto las expectativas de enriquecimiento curricular
que se pretendian. Los alumnos han reconocido los movimientos en e plano para
definir estructuras equivalentes y se han abordado desde una perspectiva funciona para
resolver las actividades propuestas. Aunque presentan dificultades en la terminologia,
los alumnos reconocen las propiedades de los movimientos en el plano y los utilizan en
sus argumentaciones. Por ello consideramos que se ha conseguido € objetivo de que los
alumnos definan e identifiquen los movimientos como las transformaciones que
mantienen invariantes determinadas propiedades. Como el emento de valoracién de este
grado de consecucién, destacamos que, ademas de lo previsto, se hamotivado € estudio
de las propiedades de la estructura algebraica de grupo a plantear 10s propios alumnos

cuestiones rel acionadas con la composicion de movimientos.

En relacion a los elementos de razonamiento matematico, en cada momento de los
previstos en la sesion se han puesto de manifiesto la importancia de la precision y
unicidad en las definiciones mateméticas y la diferencia entre la argumentacién
deductiva e inductiva. Motivados por las argumentaciones incompletas de los alumnos
se ha insistido especiamente en la busgueda de todos los casos posibles para razonar

sobre model os generales y la utilizacion de contragjempl os.

Respecto a la linea de actuacion, la secuenciacion de actividades ha aportado a los
alumnos heuristicos necesarios para afrontar progresivamente € problema que
contextualizabala sesion. Si bien el planteamiento de un reto es un elemento motivador,
los dlumnos parecen no disponer de elementos de argumentacion necesarios para
afrontarlo, lo que genera desanimo en la busqueda de soluciones. Més gque presentarles
la solucion, resulta enriquecedor guiarles suministrandole heuristicos para reconducir

sus ideas, como simplificar €l problema partiendo de condiciones méas simples y
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recorrer todos los casos posibles. En este sentido, el planteamiento utilizado le ha
facilitado técnicas de razonamiento que permiten alcanzar resultados de una

complejidad considerable.

El proceso de ensefianza se ha gjustado a disefio y, pese a los cambios realizados por
necesidades de temporalizacién, no ha habido alteraciones sustanciales respecto a
guion origina y se han localizado los momentos puntuales en los que reconducir la
sesion, lo que nos lleva a valorar positivamente la conexion entre la planificacion y la

implementacion de la sesion.

El trabajo en grupo, especialmente €l relativo a contrastar ideas propias con las de los
companeros, ha servido para cuestionar la validez de las apreciaciones. Los alumnos
confian en sus argumentaciones aungque a exponerlas aprecian diferencias entre lo que
quieren decir y o que realmente dicen, especial mente cuando perciben las reacciones de
Sus comparfieros ante sus expresiones. Es en la puesta en comin donde salen a la luz
estas limitaciones y llegan a comprobar que sus argumentaciones son incompletas. Las
distintas estrategias que han manifestado espontaneamente para consensuar las
definiciones en grupo ponen de manifiesto que el trabgo en pequefios grupos es un

elemento que les sirve para que ellos mismos organicen y den validez a sus idesas.

De manera general, los adumnos responden a las expectativas de rendimiento en las
tareas relativas a movimientos en e plano, resuelven con éxito las actividades pero no
argumentan de un modo completo. Mayoritariamente, cometen |os errores previstos a
utilizar la argumentacion visual: razonar sobre los casos concretos que tienen delante,

no llegan a plantearse el caso general ni a cubrir todos los casos posibles.

Aungue € estudio de la manifestacion de las habilidades se readizara en e andlisis
retrospectivo, de un modo general, se aprecia que los alumnos han utilizado su
razonamiento visual, han manifestado diferentes habilidades de la visualizacion, pero se
siguen detectando dificultades en como las usan y en la poca disposicion a detallar sus

argumentaciones, especialmente a tener que escribirlas.

Respecto a las decisiones tomadas para €l disefio de la siguiente sesidn en relacion a la

conjetura, se decide contextualizarla en problemas referentes a espacio para contrastar
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los resultados obtenidos en la primera sesion dedicada a plano. Se adoptan las

siguientes decisiones.

- En cuanto a la utilizacion de la visualizacion, se decide planificar
actividades que les motiven a utilizarla, ya que, en otro caso, buscan férmulas
algebraicas o0 secuencias de nimeros con bastante frecuencia, siendo necesario
mostrarles otras técnicas de argumentaci on.

- Para cubrir e objetivo de enriquecimiento curricular, se seleccionan
nuevos contenidos mateméticos y de razonamiento y se analiza nuevamente €
rendimiento en las actividades, haciendo especial énfasis en analizar si siguen
cometiendo los mismos errores. Para corregir los referentes a la generalizacion
del caso particular y la exhaustividad en la distincion de posibilidades, se decide
usar ggemplos concretos con material manipulable (para vaidar gemplos o
contragjemplos) suponiendo que les motiva a dar mayor rigor y exactitud en sus
definiciones.

Aungue no obedece a experimento de ensefianza, pero si a una de las fases de la
conjetura, se obtienen los resultados obtenidos en el test pasado a los aumnos,
prestando especia atencion a los items en los que se cometen més errores. En € test
PMA, los alumnos con talento obtienen una puntuacion significativamente superior al

grupo control.
Para el andlisis retrospectivo, se plantea estudiar:

- Si hay relacién entre € rendimiento de los alumnos en las actividades de la
sesion y las habilidades de visualizacion manifestadas, tanto en e test como en
las actividades propuestas.

- El grado en que las habilidades de visualizacion en tareas referentes al plano es
diferente alas que se refieren a espacio.

- Si persisten los errores apreciados.

Para la disefio de la siguiente sesion se tienen en cuenta las sugerencias registradas por
los profesores y observadores, con 1o que se decide reducir el nimero de actividades
para gue los alumnos dispongan de més tiempo para realizarlas, dedicar mas tiempo a

las argumentaciones y discusiones en grupo y no anticipar las respuestas, dejando que
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sean los propios aumnos los que las descubran. Se decide también redisefiar la hoja de
registro de las observaciones para hacerla mas operativa.

5.2.2 Sesion 2: Visualizacion: poliedros que rellenan € espacio. 13-02-
2010

A partir del andlisis de lo observado en la primera sesion, se inician las fases de

planificacion, implementacion y revision de la segunda.

5.2.2.1 Planificacion dela sesion 2

Para la planificacion se redlizan varias entrevistas entre |os profesores investigadores y
observadores. Se celebra una reunion con Angel Gutiérrez, investigador experto en
visualizacion, para mostrarle nuestro trabgo y recibir todas sus aportaciones a nuestra
investigacion. La tematica para esta segunda sesion sera €l espacio y de manera andloga
a la primera, se busca un problema abierto general, del que no conozcan a priori
elementos algebraicos para resolverlo, y se van desarrollando actividades en las que la
visualizacion ayude a resolverlo. Para este disefio, se completan los elementos

especificos de la sesion en el esquema genera (figura5.3).
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BUENAS ) . HABILIDADES

RA Desarrollar VISUALIZACION Caracterizadas por DE LA
FRACTIAS - » —_— VISUALIZACION
DOCENTES

Puesta en juego
Atencion Manifestadas en
Diversidad PROPIEDADES.

Para lenguaje NECESARIAS Y @ Necesarios para
ENRIQUECIMIENTO : =" °°, ' ‘SURICIENTES = —— 5 . . Definir
razonamiento - Resolver
- Argumentar
Contenido RELLENO DEL Nédasanid para Secuenciadas
> ESPACIO
CARACTERIZAR LOS
POLIEDROS QUE

RELLENAN EL ESPACIO

l Estrategia

PROBLEMA NOVEDOSO

“Descubrir los modelos

matemadticos de cubos y
tetraedros-octaedros”

Figura5.3: Esguemade lasesion 2.

Respecto al contenido, el enriquecimiento se centra en:

Contenido curricular: relleno del espacio, pretendiendo que sean los propios
alumnos los gque definan los conceptos tratados y descubran las propiedades que
caracterizan a los poliedros que rellenan e espacio. Para continuar € trabgo
realizado en la primera sesion relativa a los movimientos en € plano y la
definicion de estructura equivalente a partir de ellos, se pretende que reconozcan
los movimientos en e espacio como una de las transformaciones que mantienen
la propiedad del relleno del espacio y que los utilicen para establecer criterios de
equivalencia entre figuras. Con un fin mas manipulativo, se proponen materiales
que les permitan contrastar é modelo de relleno més intuitivo mediante cubos
con otros mas compl gos de tetraedros y octaedros.

Elementos de razonamiento matemético: ademas de utilizar los trabajados en la
primera sesion (contragjemplos, definicionesy diferencias entre caso particular y
general) se hace hincapié en las implicaciones y condiciones necesarias y

suficientes, para caracterizar las propiedades.
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En el guion de la sesidn se reflgjala necesidad de que razonen correctamente a partir del
caso general, siendo necesario distinguir todos los casos posibles, ya que fue una de las
razones de que sus argumentaciones fueran incompl etas en la sesion anterior. Se espera
que e uso de gemplos concretos con material manipulable les sirva para validar
gemplos 0 encontrar contragemplos y les aporte mayor rigor y exactitud. Para la
prevision de actuaciones y seleccion de actividades imprescindibles, se parte de la
experiencia anterior de los profesores investigadores en sesiones impartidas en €
proyecto ESTALMAT sobre relleno del espacio y se realiza una revision bibliogréfica,
utilizando especialmente los estudios relacionados con € puzle de la piramide (Flores,
2006).

Se marcalalinea de actuacion:

1) Se presenta € problema genera de definir relleno del espacio y descubrir
poliedros que lo rellenen y se comparten las aportaciones individual es.

2) Se dirige la sesidon a buscar propiedades concretas de los poliedros que
rellenan el espacio.

3) Se plantea e problema del relleno del espacio por tetraedros con la
intencion de mostrar posibles model os distintos a los provenientes del cubo.

4) Se dirigen las actividades con las piezas de la pirdmide para descubrir los
modelos obtenidos mediante tetraedros-piramides cuadradas y tetraedros-
octaedros.

Se completa la hoja de actividades (ANEXO 5.3 HOJA DE ACTIVIDADES SESION
2) y de la presentacion de diapositivas para ilustrar la sesion. En cuanto a material
manipulativo, a cada uno de los grupos se le suministran varios puzles de piramides
(Flores, 2006)*.

La secuenciacion de las actividades se determina en cuatro bloques: 1) Introduccion a
problema: definicion de relleno del espacio; 11) Propiedades de los poliedros que
rellenan e espacio; I11) Trabajo manipulativo: puzle de piramidesy 1V) Generalizacion:
model os matematicos de relleno del espacio. Describimos a continuacién |as actividades
planteadas y las actuaciones previstas.

* Se trata de un puzle en el que una pirdmide se descompone en 15 piezas: tres pirdmides cuadradas,
cuatro picos (tetraedro + pirdmide + tetraedro), cuatro tejados (piramide + tetraedro + piramide) y cuatro
zuecos (piramide + tetraedro).
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INTRODUCCION AL PROBLEMA: En las actividad 1 se pide que de una manera
intuitiva identifiquen los cuerpos que rellenen e espacio. Se introducira e problema de
relleno del espacio en relacion con problemas reales de disefio, almacengje y transporte,
analizando el nombre de tetrabrick. Se compartira una lluvia de ideas sobre € concepto
de relleno del espacio, guiandoles a que vaoren la exactitud y generalidad de sus

aportaciones.

En la actividad 2 se les motiva a que justifiquen que el cubo rellena el espacio y se
prevé que € razonamiento sobre un caso concreto les ayude a extraer propiedades
generales para definir € concepto de relleno que se abordard en la actividad 3, en laque,
tanto de maneraindividual como en grupo, tendran que definir “rellenar el espacio” y se
les exigiran ggemplos de poliedros que lo hagan. La comunicacion con los comparieros
puede ayudarles a clarificar los términos utilizados vy, tras la puesta en comin y la
busqueda de poliedros que rellenen el espacio, se espera que detecten caracteristicas de

los cuerpos que rellenan €l espacio.

PROPIEDADES DE LOS POLIEDROS QUE RELLENAN EL ESPACIO: En la
actividad 4 se les sugiere estudiar estas propiedades sefialando s las afirmaciones
propuestas son verdaderas o falsas. Estas actividades motivan el uso de contragjemplos
y la diferenciacion entre “entonces” y “si y solo si”. Se les presentaran varios € emplos
que ilustren la diferencia entre relacionar dos afirmaciones con una simple o doble
implicacion. En relacion con la sesion anterior para €l uso correcto de la argumentacion
visual, el uso de contragjemplos concretos puede demostrar que la implicacion no es
cierta en uno de los sentidos, mientras que demostrar que una implicacion es cierta

requiere unajustificacion razonada de modo general.

En la actividad 5, tanto individualmente como en grupo, deben explicar qué
transformaciones se pueden hacer en un cuerpo que rellena el espacio para que €l objeto
resultante también lo rellene. A diferencia de la sesién anterior, en los que los
movimientos caracterizaban la definicion de estructura equivalente, existen otras
transformaciones que producen, a partir de una figura que rellena € espacio, otra que
también lo hace. Se pretende gque reconozcan los movimientos en e espacio como unas
de las transformaciones que mantienen la propiedad de relleno. En la blsqgueda de
distintos cuerpos para rellenar e espacio, se motivara la necesidad de relacionar las

figuras que se obtienen a partir de transformaciones de otras. Nuevamente, €l trabajo en
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grupo obligara a verbalizar las situaciones visuaes y les exigira mayor precision en €

lengugje.

En la actividad 6 se les pide estudiar si |os tetraedros rellenan el espacio. El relleno del
espacio por tetraedros podria aparecer intuitivamente al establecer una anaogia
incorrecta con la teselacion del plano por tridngulos equilateros. Si algin alumno
manifestarala necesidad de conocer el angulo diedro del tetraedro para razonar sobre €,
se proyectara una diapositiva en la que aparece esta informacion junto con las de otros
poliedros regulares. Es destacable que ninguna de las piezas del puzle es un tetraedro,
pero si puede obtenerse a partir de combinaciones de €llas.

TRABAJO MANIPULATIVO: Se pretende que se familiaricen con las piezas del puzle
de la piramide y sus propiedades. En la actividad 7 se les reta a construir la piramide
cuadrada que da nombre a puzle. En estos alumnos, € planteamiento de retos es un
hecho motivador pero también puede resultarles frustrante el hecho de no conseguirlo
en & tiempo estimado, por lo que se lesinsistira en que no es fundamental que consigan

construir el puzle para el transcurso de la sesion.

En los distintos apartados de |a actividad 8 se |es pide que identifiquen los elementos de
cada pieza (poligonos gue componen sus caras y longitudes de sus aristas), las
reconozcan en distintas perspectivas y las identifiquen con sus proyecciones (planta,
azado y perfil). Es importante que los alumnos identifiquen e nombre y las
propiedades de cada pieza, asignandole nombres segin su forma (zueco, tejado, pico).
Para clarificar las diferentes representaciones planas de los objetos tridimensionales, se
les presentaran distintas perspectivas y se les informara sobre las proyecciones para

identificar una piezay laterminologia utilizada: planta, alzado y perfil.

Este estudio de las piezas favorece la comprension de las distintas combinaciones ente
ellas. En las actividades 9 y 10 deben construir poliedros regulares, piramides y
tetraedros y se les pide que encuentren los poliedros regulares que se pueden construir
con las piezas del puzle. La justificacion de que el cubo no puede obtenerse a partir de
ellas, ademas de la riqueza de argumentos visuales, puede motivar la distincién entre el
modelo de relleno del espacio mediante cubos y e modelo que queremos obtener
mediante tetraedros y piramides. Las piezas pueden combinarse para obtener piramides

cuadradas y tetraedros de diferentes tamarios, estableciéndose relaciones entre los
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elementos que las componen. Ademas del planteamiento del reto manipulativo, se pide
gue descompongan las figuras obtenidas mediante combinaciones de las piezas del

puzle.

GENERALIZACION: Finalmente en la actividad 11 se les conduce a que encuentren
los poliedros en los que pueden descomponerse todas las piezas del puzle, pretendiendo
que identifiquen las pirdmides cuadradas y los tetraedros como las figuras que a
combinarse permiten formar todas las piezas. En la actividad 12 se les reta a que
descubran, entre las piezas del puzle, la que tiene la propiedad de rellenar el espacio. Se
espera que los aumnos descubran gque €l zueco, como prisma oblicuo triangular, es la
anica pieza que rellena el espacio. Como se puede descomponer en una piramide
cuadrada y un tetraedro, la combinacion de estos dos poliedros genera un modelo de
relleno del espacio. Para mostrar que varios poliedros regulares pueden generar este
mismo modelo, se muestra @ relleno por tetraedros y octaedros (obtenidos por la unién

de dos piramides cuadradas).

La dltima actividad 13 les invita a reflexionar, tras € trabajo manipulativo, sobre las
propiedades de relleno del espacio expuestas en la actividad 4. En caso de no poder
realizarse esta actividad por cuestiones de tiempo, se incluiria en la siguiente sesion.
Finalmente, para ilustrar que poliedros aparentemente muy distintos pueden generar €l
mismo modelo de relleno del espacio se presenta € solido de Kelvin que puede
obtenerse como una transformacion del modelo de relleno del cubo.

Respecto alatemporalizacion, se determinan como prioritarias las actividades 2, 3, 4, 5,
6, 8, 11, 12 y 13 y la pasacion dedl test. En € guidn de la sesion se establecen los
principales momentos de intervencion y su temporalizacion, considerando prioritario €
momento en e que algin aumno planteara rellenar € espacio con piramides y
tetraedros para comenzar las actividades de manipulacion. En ese caso, a continuacion

se retomarian las actividades en el orden previsto.

Tomando como referencia las aparecidas en la estudio piloto y en lasesion 1, se reaiza
un estudio de las posibles respuestas de los alumnos y se establece una correspondencia
entre cada una de las actividades y las categorias en las que podrian manifestar las
habilidades de visuaizacion (ANEXO 5.4 HABILIADES ESPERADAS EN LA
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SESION 2), clasificandolas segun se utilicen para definir, resolver o argumentar (Tabla

5.10).

Habilidades DEFINIR ARGUMENTAR RESOLVER
Coordinacion ojo- Dibujar las piezas.
motor Manipular las piezas

Identificar elementos
e dentro de una estructura
Percepcion figura-
mayor
contexto

Identificar lados, vértices
y caras en unafigura

Conservacion de la
percepcion

igual dad

Dar criterios de

Identificar figuras que
tienen lamisma forma

Ver los elementos ocultos
(caras, lados, vértices...)

Utilizar distintas

perspectivas

Percepcion dela
posicion en €l
espacio

Utilizar movimientos en e
plano o € espacio
(conservan las
propiedades)
Reconocer
(atrés,

izquierda...)

referencias
adelante,

Percepcion delas
relaciones
espaciales

Identificar tipos de caras
(cantidad, distribucién..).
Utilizar relaciones de
paraelismo,

perpendicul aridad,
intersecciones....de  sus
lados o caras (posiciones
relativas)

Relacionar los elementos
gue componen unafigura.
Distinguir simetrias

Discriminacion

visual

Reconocer cuando dos
figuras soniguales

Sefidar semeganzas o
diferencias entre objetos

Clasificar formas

geométricas

Memoria visual

Recordar elementos
visuales en el proceso de
razonamiento

Ver la
dibujarla
Afiadir o  quitar
elementos a una figura
recordéndola

figura vy

Tabla5.10: Categorias paralas habilidades en la sesién 2.

En relacion a estudio de laevolucion de nuestra conjetur a, se determinar analizar:

El rendimiento de los alumnos en € test DAT y s existe relaciéon con €

obtenido en € test PMA.
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- Las categorias de las habilidades de visuaizacion que los alumnos han
manifestado tanto en las pruebas escritas, las transcripciones de la sesién y las
observaciones de | os profesores.

- El rendimiento de los alumnos en | as tareas relativas ala sesion.

- Los errores cometidos en |os procesos de argumentacion.

5.2.2.2 Implementacion dela sesién 2

Asisten 21 alumnos (faltan AJ, MG, CL y CM por las condiciones climatol gicas que
impiden su desplazamiento) y se completan las actividades previstas salvo la Actividad
13, que se pospone para la siguiente sesion. Para € trabgjo en grupo se utiliza la
puntuacion en el test PMA como criterio para agruparlos y se decide incluir a alumno

que falto en la primera sesion en uno de puntuacion media (Tabla5.11).

Grupo 1 M, JF, GM, AP
Grupo 2 MC, AL, AC, RR
Grupo 3 JA, LC, DG, NM, JC
Grupo 4 CO, MR, FG, JL
Grupo 5 VC, PC, CS AG

Tabla5.11: Grupos de alumnos de lasesion 2.

Las actividades se realizan en el orden previsto y por adaptarnos a la estructura de la
sesién antes del descanso previsto, no se hace la puesta en comun de la actividad 5,

aunque larealizan tanto de formaindividua como en grupo.

A continuacion sefialamos un resumen de lo ocurrido en la sesion en relacion a las
actuaciones previstas y afiadimos la transcripcién de los momentos puntuales en los que

se toma una decision que afecta al disefio original.

En las actividades del bloque INTRODUCCION AL PROBLEMA los alumnos hacen
un uso bastante intuitivo de la terminologia usada y, en los gemplos que utilizan,
aluden principamente a cubos y prismas rectos de base cuadrada, rectangular o
hexagonal. Manifiestan desconocimiento sobre los nombres y propiedades de las figuras
gue utilizan para razonar, llegando incluso algunos aumnos a utilizar un azucarillo

piramida pararazonar sobre e tetraedro. Inicialmente, los profesores no hacen ninguna
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observacion y se limitan arecoger sus ideas. Los razonamientos expuestos vuelven a ser
incompletos y se les comenta la necesidad de utilizar términos precisos, ya que utilizan
con ambiguiedad los conceptos (cuadrado-cubo, |ado-arista) y establecen analogias entre

el planoy e espacio sin comprobarlas previamente.

En e trabgo en grupo hay dos formas de funcionamiento. En tres de los grupos, 1os
componentes van aportando ideas y discuten sobre ellas mientras que los dos grupos
restantes cada uno lee su respuesta individual y después llegan a un acuerdo que las
aglutina. Se realiza una puesta en comln y se toma nota en la pizarra de las aportaciones
respecto aladefinicién de relleno del espacio:

- Se puede extender indefinidamente.

Ningun punto quede fuera.

Que no queden huecos.

Aprovechar el espacio de la“maneramas eficiente”.

En e debate posterior, los profesores preguntan s es posible eiminar alguna y los
alumnos proponen eiminar 1o de hacerlo de la manera mas eficiente y subrayan como
mas importantes |as propiedades de que “ se pueda extender indefinidamente” y “que no
dgjen huecos’, relacionandolo con la teselacion del plano y los mosaicos. Los alumnos
aluden tanto ala potencialidad de unafigurade rellenar €l espacio como alaposicién en
la que hay que colocarla para que lo haga. Un alumno manifiesta sus dudas sobre si los
tetraedros rellenan e espacio 0 no, generdndose un debate sobre la definicion de
tetraedro y su diferencia con la pirdmide triangular. Se decide no responder ala cuestion
paratratarlaen laActividad 6 (Tabla5.12).

Sujeto | Intervencién

PC Por gjemplo un tetraedro. El tetraedro puede colocarse de la manera mas eficiente y
sin embargo, dejar huecos.
12 Eso es un tema que tenemos que discutir. S los tetraedros rellenan € espacio o se

pueden rellenar completamente.

(..)

JA Tetraedro

12 JTetraedro?, ¢rellena el espacio? ¢Lo apoyamos todos?

AP Dependiendo de como sea la base

12 ¢Dependiendo de como sea la base?

M Es quela base estriangular.

AP S, pero digo la medida de las aristas.

12 ¢El tipo de tridngulo de la base? ¢Hay algun tipo de tridngulo de la base que en un

tetraedro rellena e espacio y en otros no? Eso ya no o tenemos tan claro. Ese es un
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tema de debate y es un tema que vamos a trabajar hoy con més profundidad. S €
tetraedro y las pirdmides rellenan € espacio. Bien, pues pasamos a estudiar
condiciones para gque un cuerpo rellene el espacio. Para poder hablar de condiciones,
vamos a trabajar con lo que llamamos condiciones necesarias y suficientes.

Tabla5.12: Intervencion sobre el relleno del espacio por tetraedros.

En cuanto a los poliedros que rellenan € espacio, hablan sobre € prisma triangular y
distinguen casos segin € tipo de tridngulo de la base. Aparecen € cubo, €
paralelepipedo y € prisma recto hexagonal como poliedros que rellenan € espacio y

utilizan las esferas como gjemplo de figura que no o hace.

Los profesores introducen las actividades del bloque PROPIEDADES DE LOS
POLIEDROS QUE RELLENAN EL ESPACIO utilizando €l teorema de Pitégoras para
clarificar el uso de la doble implicacion y se reflexiona sobre € sentido Unico de la
implicacion en la relacion entre cuadrado y lados iguales (el hecho de tener los cuatro
lados iguales no es condicién suficiente para que la figura sea un cuadrado). Aunque €
trabgo es individual, comparten sus reflexiones en grupo y se decide no redizar la
puesta en comun, ya que se espera hacer larevision en la Actividad 13 para contrastar si
el uso de material manipulativo le genera nuevas reflexiones. Son |os propios aumnos
los que manifiestan a los profesores la necesidad de trabajar con materiales concretos
(Tabla5.13).

sujeto | Intervencion

12 Esto no lo vamos a poner en comun, porque creemos que es muy dificil razonar esto.
Lo gque edtéis diciendo me parece legitimo. Creo que seria mejor si tuviésemos objetos
con los cuales razonar. Hasta ahora, |0 que ti comentabas, €l modelo Gnico que tenéis
mas fécil era e cubo. Y & cubo no ofrece suficiente generalidad para poder hacer
afirmaciones rotundas para todo, sino que lo hacemos para un caso particular.
Entonces seria bueno trabajar con otra figura. Lo que si nos interesa es la ultima
parte. Veamos.

Tabla5.13: Intervencion para utilizar materiales concretos.

En estas actividades consultan frecuentemente con los profesores las dudas surgidas
sobre la terminologia y las propiedades. Vuelven a surgir dudas en algunos de los
grupos sobre € relleno del espacio por tetraedros y es necesario clarificar la definicién
de prisma oblicuo, ya que se considera como una transformacion de un prisma recto que

mantiene la propiedad requerida en la actividad.
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Los alumnos son creativos para imaginar transformaciones y discuten sobre la manera
de expresarlas utilizando frecuentemente las manos y gemplos concretos. Reconocen
los movimientos en e espacio como transformaciones que mantienen la propiedad de
relleno del espacio, hablando con naturalidad de simetrias, giros y traslaciones en €
espacio. Afiaden transformaciones como cambiar de tamafio solo una parte, curvar las
caras, pegado de caras con aristas, desplazar caras paralelas a la base, convertirlo en
gaseoso, entre otras. La descripcion de estas propiedades les lleva a debates internos en
los grupos para clarificar las ideas que exponen: € concepto de cara opuesta, obtencion

de simetrias a partir de giros, desplazamiento en el espacio, etc.

A partir del debate anterior sobre la definicion de tetraedro y su relacion con las
pirdmides, se plantea la cuestion del relleno del espacio con tetraedros y piramides. Los
aumnos manifiestan su dificultad para razonar sobre estos poliedros y esbozan
razonamientos incompletos en los que hacen referencia a la dificultad de encgjarlos, la
obtencion de tetraedros a partir de un cubo y € relleno del plano mediante desarrollos
planos de tetraedros, entre otros. Los profesores no resuelven la cuestion ya que
ninguno alude a la medida de los angulos diedros y la trasladan a las actividades
posteriores a trabajo manipulativo (Tabla5.14).

Sujeto | Intervencion

En fin, son conjeturas de momento. S luego somos capaces de concretarlo
mejor, seria una de las finalidades. Vamos a hacer una cosa. Para no trabajar
en vacio, vamos a trabajar con un puze que tiene formas piramidales. Vais a
jugar con é y hacer las actividades que se 0s proponen

12

Tabla5.14: Intervencion paraintroducir € material manipulativo.

Las actividades de TRABAJO MANIPULATIVO las afrontan como un reto, teniendo
gue ingsistir que lo abandonasen para continuar con las siguientes actividades. Hay
alumnos que trabajan muy coordinados en equipo y consiguen la construccion de todos
los objetos de una manera sistemética y rapida. En algunos grupos se plantean retos
genos a la actividad concreta, como por gemplo conseguir una piramide de base

pentagonal .

En los trabgjos de construccion, en algunos grupos clasifican las piezas y estudian €
encaje de varias de ellas, utilizando |a estrategia de encontrar las esquinas para construir

la piramide. En uno de los grupos clasifican las piezas distinguiendo las que permiten

215




S Resultados: Descripcion del experimento de ensefianza

montar inicialmente la base cuadrada y en otro tienen dificultades a completar una
tentativainicia sin utilizar todas las piezas. Cuando |os alumnos se familiarizan con las

piezas, se aclaran los conceptos de tetraedro y piramide.

Trabajando en grupo, tras exponerles diapositivas para ilustrar los conceptos de planta,
alzado y perfil realizan todos los apartados de esta actividad sin aparente dificultad. En
la actividad 9 es necesario clarificar la definicion de poliedro regular y se les pide que
ademés de construirlos, describan las piezas utilizadas. Relacionan € octaedro con la
pirdmide cuadrada y vuelven a cuestionarse el hecho de que los tetraedros rellenen el
espacio. Se establecen conjeturas sobre la obtencion de cuadrados, pentdgonos y
hexégonos con las caras de las piezas. Respecto a los poligonos que forman los
poliedros regulares, se decide clarificar € concepto de angulo diedro y argumentar por
qué los hexégonos no pueden ser caras de un poliedro regular y por qué los pentagonos
no pueden construirse a partir de las piezas del puzle (Tabla5.15).

Sujeto Intervencion

12 cHexégonos podriamos formar con las caras de estas figuras? ¢Y me sirven para
algo?

JA No

12 Y por qué no me sirven los hexagonos?¢Y por qué no se puede construir un

poliedro regular con hexagonos?

AL Con ninguna de esas caras se puede..

¢JTiene que ser con esas piezas 0 se pueden construir cuatro triangulos? ¢Cuatro

MC piramides de base cuadrada?

12 Estamos jugando con estas piezas. Una pregunta os he dejado en € aire ¢por qué
no puedo formar poliedros regulares con hexagonos?

MR Al juntar hexdgonos se forma un plano. No se puede... ¢(Cuénto es & angulo
interior de un hexagono?

12 ¢cCuanto es el angulo interior de un hexagono? ¢Alguien lo puede buscar por €l
angulo interior de un hexagono?

PC 60. Ah, deloslados.

LCyMR | 120

12 ¢Por qué 120? ¢ Te lo sabes de memoria?

MR Lo divido en tridngulos y cada uno tiene 60.

12 ¢Cuantos tridngulos salen? Salen seis triangulos equilateros, cada uno tiene 60,
120. Vale. Tiene 120 grados.

MR Como necesitas al menos tres para formar un espacio

12 Un vertice.

MR En e mismo vértice va a haber 120, 120 y 120 que va a ser 360 que son los

angulos de un plano.

Vale junto tres en un vértice y me dan 360 grados gque son |os angulos de un plano.
Luego no puede rellenar € espacio. ¢Tu tenias otro argumento? ¢Era eso? Luego
12 no hay poliedros con caras son hexdgonos. Lo maximo que se puede hacer es con
pentagonos. ¢Tenemos alguna conclusion respecto a que solo se puedan hacer
estos? ¢O hasta ahora no podemos decir no me han salido nada mas que éstos?

JA Con pentagonos ho se puede
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12 A ver, razones por las que con pentagonos no se puede.

JA S divides un pentagono en tridngulos, te salen tres.

12 ¢Como |o estas pensando? ¢Estas pensando en cuales? ¢Este, éstey € del centro?
Como cada tridngulo suma 180 grados, o multiplicas por tres que es 540 y luego

JA lo divides entre 5 y te da que cada angulo de un pentéagono regular tiene 108

grados. Y sin 108 grados no se puede formar con...

108 grados. Lo primero es calcular e angulo interior del pentdgono. Es 108. La
suma de los angulos interiores de un pentagono es 3 por 180, 540, dividido entre 5,

12 108. ¢Puedo formar un angulo de 108 grados con angulos de los poligonos que
tenés?
JA No.

Tabla5.15: Intervencion sobre las propiedades de |os hexégonos y pentégonos regul ares.

La actividad 10 la consideran como un reto y en distintos grupos se consiguen
pirdmides y tetraedros de diferentes tamafios. Para compartir las soluciones obtenidas
con otros grupos, se les sugiere que las describan sin utilizar las manos y se resalta la

importancia de la exactitud en |os procesos de comunicacion (Tabla 5.16).

Sujeto | Intervencién

¢Alguien es capaz de decir como se forma un tetraedro de lado 2 sin manos, sin

12 ensefiarlo... solo de palabra?

JA Coges dos picosy los unes por € lado que es un cuadrado.

12 Sin ensefiar.

AL Unes | os cuadrados. Pero ¢y si los unes asi?

12 A ver s te sirve, coges dos picos y unes los cuadrados. ¢No sale? Luego no vale con

esas palabras sélo. ¢No te sale? Tenéis que dar mas informacion. De palabra.

PC A ver s me he equivocado de pieza.

I Son ésas. Tienes las dos en la mano. Es por teléfono. Como si estuvieses hablando con
€l por teléfono.

JM S note sale, rota uno, no los dos.

AL S notesale, lorotas.

Tabla5.16: Intervencion para describir las figuras obtenidas.

En e blogue de GENERALIZACION, inicialmente se toma nota en la pizarra de las
combinaciones de piezas obtenidas y se les sugiere que descompongan cada pieza
utilizando varios poliedros. Se llega ala conclusion de que con tetraedros y piramides se
consiguen todas las demés y en ese momento se les reparten piezas con forma de
tetraedro parafacilitar las descomposiciones.

Varios aumnos identifican el zueco con € prismatriangular oblicuo y se concluye que
es la Unica pieza del puzle que rellena € espacio. Para comprobar como este prisma
rellena el espacio, la primera disposicion es unir varios prismas por una de sus aristas,

percibiendo que pueden reunir cinco. Tras algunos intentos los aumnos descartan
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formar prismas pentagonales y forman prismas triangulares mas largos, que encajan
uniendo caras para formar prismas de base rombica, trapecio isosceles, etc. Como €
Zueco se descompone en un tetraedro y una pirdmide, un alumno llega ala concluir que
el espacio se rellena utilizando combinaciones de estas dos figuras, identificando un
modelo de relleno del espacio diferente a basado en los cubos y sus derivados. Se
vuelve a plantear la pregunta de si los tetraedros y las piramides, de forma separada,
rellenan e espacio y los alumnos vuelven a tener dificultades para responderla y
judtificarla. En ese momento, se proyecta una tabla con los angulos diedros de los
poliedros regulares para razonar sobre ellos, se presentan los dos modelos de relleno
trabgjados en la sesidn (relleno con cubos y relleno con tetraedros combinados con
pirdmides cuadradas) y se ilustran situaciones reales en l0s que aparecen. Se muestra un
giemplo, apartir del solido de Kelvin, para que identifiquen el mismo modelo de relleno
del cubo apartir de otros poliedros. Por cuestiones de tiempo, se aplazalaactividad 13 a
la siguiente sesion, ya que estaba previsto hacer una revision de las propiedades

encontradas en la Actividad 4 tras el trabajo manipulativo.

Salvo esta actividad, se cumple con lo previsto en la secuenciacion de las actividades,
sin tener que modificar sustancialmente las actuaciones disefladas. EI mayor tiempo
dedicado a la manipulacién, los debates en grupo y la clarificacion de los conceptos

matematicos es la causa de que no pudierarealizarse la actividad 13 que era de revision.

En cuanto a los momentos de intervencion gque estaban condicionados por € transcurso
de la sesion, se decide repartir las piezas en forma de tetraedro en la actividad 11, para
facilitar la descomposicion de las otras piezas y revisar € estudio de si los tetraedros
rellenan e espacio, completando |as apreciaciones que habian realizado sin € apoyo del
objeto concreto (Tabla5.17).

Sujeto | Intervencion

12 Nos queda € tejado. ¢Puedo sacar €l tejado con las piezas que hemos dicho hasta
ahora? ¢Qué serian?

11 Hay que sacar un tejado con las piezas.

NM Dos pirdmides y un tetraedro.

12 Entonces, ¢qué estamos utilizando como elementos de partida para sacar todas las
piezas?

AL Piramidesyy tetraedros.

[12 entrega tetraedros)

12 Comprobadlo. Jugar con elos.

Tabla5.17: Intervencion para entregar |os tetraedros.
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5.2.2.3 Andlisisy revision dela sesiéon 2

Previamente al andlisis retrospectivo de los datos, se realiza un estudio exploratorio de
las respuestas entregadas, advirtiéndose los argumentos visuales utilizados y
contrastandose los informes de los profesores y observadores. Tras esta revision genera
y en relacion con la conjetura de investigacion se hacen las siguientes observaciones:

Respecto a contenido, se ha satisfecho |a expectativa de que los alumnos definan los
conceptos tratados y descubran propiedades de los poliedros que rellenan e espacio.
Han reconocido |os movimientos como transformaciones que conservan la propiedad de
rellenar el espacio que poseen determinadas figuras, y pese a que presentan dificultades
en la terminologia (especiamente de los conceptos nuevos de esta sesidn), hablan con
naturalidad de simetrias, giros y traslaciones en € espacio. Junto alos movimientos, los
alumnos han puesto en juego su creatividad para imaginar otras transformaciones que
mantienen la propiedad de rellenar el espacio. Sin embargo, si bien el modelo de relleno
por cubos lo mangan con soltura, consideramos que les ha resultado complejo €
modelo presentado de tetraedros y piramides. Las dudas planteadas a lo largo de la
sesion relativas a s 1os tetraedros rellenan € espacio, nos hacen pensar que no se ha
conseguido la comprension pretendida sobre la caracterizacion de los poliedros que

rellenan el espacio aludiendo alos angulos diedros.

En relacion a los elementos de razonamiento, os alumnos han utilizado frecuentemente
contragjemplos para responder a las argumentaciones presentadas por |os comparieros.
Algunas de las actividades les han permitido debatir sobre la diferencia entre razonar
sobre un caso particular y € genera. Consideramos un elemento de enriquecimiento
importante, por la novedad que ha supuesto para muchos de los alumnos, € trabgo
sobre las implicaciones y las condiciones necesarias y suficientes que se han utilizado
para caracterizar las propiedades. En determinados momentos, la utilizacion de material
manipulativo ha servido para clarificar conceptos abstractos y aportar mayor riqueza en
la utilizacién de ggemplos visuales para sus razonamientos. Los alumnos han participado
activamente en la manipulacion del puzle de la piramide y han considerado un reto las
actividades de construccion. La dificultad para representar en un dibujo plano los
objetos tridimensionales les supone a algunos alumnos un problema anadido para
expresar sus razonamientos. En algunos casos, € hecho de utilizar dicha representacion

les obliga a razonar sobre el dibujo concreto que han realizado.
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Respecto alalinea de actuacion, al igual que en la sesién anterior, consideramos que la
secuenciacion de actividades les ha permitido afrontar un problema complejo mediante
una serie de problemas mas asequibles en los que ellos mismos van descubriendo los
elementos de razonamiento. Los Unicos cambios del guion original que se han llevado a
cabo estaban previstos, por lo que valoramos positivamente la relacion entre la
planificacion y la implementacion. El hecho de que algunas actividades propuestas
como individuales hayan sido resueltas en grupo por propia iniciativa de los alumnos,

ha favorecido la manifestacion de sus argumentaci ones visual es.

Especiamente a través de este trabajo en grupo se han detectado dificultades relativas a
la comunicacion de sus argumentaciones sobre objetos espaciales, tanto de manera oral
como escrita. En algunas de sus intervenciones, se detecta que los alumnos no estan
familiarizados con los términos utilizados, hacen referencia a objetos concretos y no al
concepto abstracto, necesitan utilizar movimientos de sus manos y manifiestan
dificultad para representar los elementos utilizados en sus argumentos. Ademas de los
errores considerados en la sesion anterior, se detecta un error afladido consistente en

utilizar incorrectamente anal ogias entre plano y espacio.

El rendimiento ha sido diferente segiin €l tipo de tarea. Si bien las expectativas en las
tareas de definicion y resolucion se ha cubierto, especialmente en las manipulativas,
consideramos que algunas de las relativas a argumentacion les han resultado demasiado
complicadas, como la cuestion relativa a si € tetraedro rellena € espacio, a la gque no
han sabido responder de un modo satisfactorio. Consideramos que € hecho de no
presentar desde e principio tetraedros en el material manipulativo les ha dificultado €l
razonamiento acerca de ellos, pues han manifestado dificultades incluso en las
propiedades que |os definen.

Aungue € estudio de las habilidades se hara en el andlisis retrospectivo, volvemos a
apreciar que los alumnos han utilizado sus habilidades visualizadoras, que siguen
incurriendo en errores a usarlas y que ponen de manifiesto algunas dificultades al

comunicar sus argumentaciones visuales.

Respecto a la planificacion de la siguiente sesion y e estudio de la evolucién de la

conjetura se toman | as decisiones siguientes:
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- Revisar si aparecen elementos relacionados con el material manipulativo en las
propiedades analizadas en la actividad 13 y compararlas con las expuestas en la
actividad 4 en las que, por gemplo, no han expuesto claramente ningin
argumento paraver si |os tetraedros rellenan o0 no e espacio.

- Plantear actividades que motiven |os razonamientos visuales tanto en € plano
como en € espacio, apreciando las diferencias y similitudes que aparezcan en
ambas dimensiones (complgidad, analogias, tipos de representaciones, €tc.).

- Enriquecer laterminologia referente a conceptos espaciales y utilizar diferentes
representaciones planas de objetos tridimensionales para poder argumentar

sobre ellos y favorecer la comunicacién de sus razonamientos.

Aungue no forma parte del experimento de ensefianza, se toman en consideracion, por
formar parte de la conjetura, los resultados de los aumnos en € test DAT pasado en
esta sesion, en e que se aprecia gque obtienen una puntuacion significativamente

superior a grupo de control.

Para el andlisis retrospectivo de los datos, se plantea estudiar:

Si hay relacion entre los resultados de los dos test y como se diferencian ambos

delos resultados del grupo de control.

Si hay relacion entre e rendimiento de los alumnos en la sesion y la

visualizacion manifestada, tanto en el test como en las actividades propuestas.

Si hay relacion entre e rendimiento, la visualizacion manifestada y los errores

cometidos en las dos sesiones.

Si persisten en esta segunda sesion |os errores detectados en la primera.

5.2.3 Sesion 3: Un vigjedeiday vuelta al espacio. 24-04-2010

Como en sesiones anteriores, describimos los pasos relativos a la planificacion,

implementacion y revision de la Ultima sesion del experimento de ensefianza.
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5.2.3.1 Planificacion dela sesion 3

Esta sesion se dedica a estudiar las diferencias y similitudes de trabajar en €l plano y en
el espacio. Para la seleccion de las actividades, se amplia la busqueda bibliogréfica a
problemas utilizados en investigaciones con aumnos con talento y se establecen los

criterios para seleccionar |os problemas:

- Funcionalidad: la visualizacién tenga unaintencion funcional .

- Razonamiento geométrico: favorezca e razonamiento geomeétrico.

- Visualizacion: requieran representacion visual y, preferentemente, que no
dispongan de herramientas algebraicas.

- Novedoso: estén secuenciados para resolver un problema desconocido.

- Sesiones. agparezcan las contenidos de enriquecimiento de las sesiones
anteriores.

- Generalizacion: los problemas admitan distintos grados de profundizacion.

- Invencion: los alumnos puedan “inventar” su propio problema rel acionado.

- Grupo: se puedan trabajar o discutir en grupo su solucion.

- Habilidades: se puedan establecer categorias para medir las habilidades de

visuaizacion.

Se elabora una tabla de especificacidn con el banco de problemas seleccionado y a partir
de ella se seleccionan los mas adecuados a los criterios propuestos (ANEXO 5.5
TABLA DE ESPECIFICACION DE SELECCION DE PROBLEMAS). Con estas
aportaciones, se completa el esquema de la sesién 3 con sus elementos especificos
(Figura5.4).
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HAEBILIDADES

BUENAS D il VISUALIZACION :C izad DE
PRACTICAS esarrollar aracterizagas por .
—_—
DOCENTES VISUALIZACION
Puesta en juego
At-’—m“loﬂ Manifestadas en
-, ""’
+ DEFINICION ACTIVIDADES
R ARGUMENTACION : .. .
ENRIQUECIMIENTO ;| _“r2 “PEU3° 5 W RpgorucIon @ ooos | e
I"L,C)"l"..trl"—‘nt:) - Resolver
/ - Argumentar
Contenido CURVATURA Necesario para Secuenciadas
& CONSTANTE.
DIMENSION: DEL ABSTRAER
PLANO AL ESFACIO PROPIEDADES DEL

PLANO AL ESPACIO Y
DEL ESPACIO AL PLANO

l Estrategia

PROBLEMA NOVEDOSO
“Modelar sitnaciones
reales™

Figura5.4: Esquemadelasesion 3.

El enriquecimiento curricular de contenidos se centra en los conceptos de curvatura
constante y de dimension. El hilo conductor de la primera parte de la sesion es descubrir
las propiedades de los poligonos que “no pueden introducirse en su interior”,
contextualizando la propiedad de anchura constante en |as tapas de las acantarillas. Se
pretende que relacionen propiedades de los poligonos en el plano con los movimientos
que habria que realizar en e espacio para introducirlos en su interior, dando lugar a
actividades para definir, resolver y argumentar en e plano y en e espacio. En la
segunda parte de la sesion se secuencian los problemas seleccionados para relacionar
distintas representaciones que permiten el paso del plano a espacio y viceversa para

afrontar problemas en dos y tres dimensiones.

Respecto a los elementos de razonamiento matemético para definir, argumentar y
resolver, ademas de utilizar los trabajados en las sesiones anteriores (contragjemplos,
definiciones, diferencias entre caso particular y general, implicaciones y condiciones
necesarias y suficientes) se presentan diferentes situaciones de abstraccion, idealizacion,

y modelizacion pararelacionar propiedades del plano en el espacio y viceversa.

223



S Resultados: Descripcion del experimento de ensefianza

En e guidn de la sesion se indican las actividades imprescindibles y se marcan posibles

condicionamientos de tiempo y de actuacion seguin |as respuestas de |os alumnos.
Se establece lalinea de actuacion para el proceso de ensefianza:

1) Se retoma e problema propuesto en la sesion anterior de caracterizar los
poliedros que rellenan € espacio, relacionandolo con e problema andogo
de lateselacion del plano.

2) Sepresenta el problema general de descubrir la propiedad de tener anchura
constante a partir de la situacion de que un “poligono no se cuele en su
interior” y motivando la utilizacion de movimientos en €l plano y el espacio.

3) Seredliza una puesta en comun para comunicar |as estrategias utilizadas en
la resolucion de problemas que utilizan diferentes representaciones planas y

espaciales.

Las actividades de la sesién se clasifican en los siguientes blogues (ANEXO 5.6 HOJA
DE ACTIVIDADES SESION 3): 1) Introduccién: diferencias y similitudes plano-
espacio; 1) Abstraccion-modelizacion; I11) Ver € plano en e espacio y V) Construir €
espacio desde € plano.

INTRODUCCION. DIFERENCIAS Y SIMILITUDES PLANO-ESPACIO: Se retoma
la actividad planteada en la sesién anterior, consistente en buscar propiedades de los
poliedros que rellenan e espacio, modificando la presentacion para relacionarlo con la
teselacion del plano y facilitando que perciban la condicion de que los angulos que
coincidan en un punto deben dividir a 360°. Para ello se proponen grupos de dos
afirmaciones que deben conectar por medio de implicaciones o condiciones (necesaria,
suficiente, necesaria y suficiente). Se plantea resolver € apartado a) en e que deben
relacionar Poligono que tesela € plano - Medida del angulo es divisor de 360°, para
relacionar la propiedad de relleno del espacio con lateselacion del plano y pararecordar
diferentes aspectos de la sesién anterior. Se preveé redlizar una puesta en comun tras €l
trabgjo individual .

ABSTRACCION-MODELIZACION: En la actividad 2 se pide que den razones que
justifiquen por gué son redondas |as tapas de las alcantarillas. En los distintos apartados

se les motiva a que argumenten sobre la propiedad de que un poligono regular “se cuele
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en su interior” haciéndolo previamente con triangulos equilédteros, cuadrados vy
hexégonos. Se les pide que expresen mateméti camente esta propiedad, |a contrasten con
el caso circular y busguen otras figuras que no la cumplan. Para hablar de modelizacién
y relacionar el caso abstracto con la situacion real, se abre la posibilidad de estudiar
como influye & grosor de la tapa (Ios modelos matematicos idealizan situaciones reales
en los que se toman en consideracion Unicamente | as propiedades a estudiar).

Se recogera la lluvia de ideas propuesta en e apartado 2.1 dirigiendo sus respuestas
hacia €l objetivo de descubrir que es la propiedad de tener de curvatura constante la que
impide que la circunferencia se cuele en € interior. Se les repartira en ese momento la
hoja 2 de actividades para que respondan individualmente a los apartados 2.2, 2.3, 2.4,
2.5, 2.6. y se reuniran en grupo para contrastar sus respuestas a la pregunta 2.6 y hacer
una puesta en comun. Las respuestas al apartado 2.7 se ilustrardn con un video de
figuras de anchura constante y fotografias de tapas de acantarillas con forma de
triangulo de Reuleaux. Al responder a apartado 2.8 se explicara e proceso de
abstraccion de la propiedad de curvatura constante para buscar un modelo matematico

gue explique la situacion real presentada.

En laactividad 3, pararesatar larelacion entre el plano y el espacio, se les pregunta por
los movimientos que se redlizan en la tapa para que comprobar que se cuela en su
interior. Se utilizara para reflexionar si € problema de la tapa de acantarilla es un
problema plano o espacial, sugiriéndoles que identifiquen los movimientos que utilizan
para introducir la tapa. Esta reflexion sirve para introducir los problemas que se
propondran a continuacion que estaran contextualizados tanto en dos como en tres

dimensiones.

VER EL PLANO EN EL ESPACIO: En la actividad 4 del blogue se les pide dibujar
rectas paralelas y secantes a una dada en diferentes caras del cubo y del tetraedro y
justificar su respuesta. La contestarén individualmente en las plantillas y se les insistira
en laimportancia de lajustificacién de la respuesta'y la comunicacion de las estrategias

utilizadas.

En la actividad 5 se les pide identificar los poligonos regulares que pueden obtenerse
como secciones planas de un cubo. En este blogue se pretende que reconozcan que a

partir del trabgjo en e plano se pueden resolver problemas tridimensionaes. La
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resolveran en grupo y se hara una puesta en comun. En esta actividad son interesantes
los razonamientos visual es para obtener la seccion en forma de hexagono regular y para
justificar la imposibilidad de conseguir una seccion en forma de pentagono regular o
cualquier poligono de mas de seis lados, por o que se analizardn los argumentos

utilizados en estos apartados.

CONSTRUIR EL ESPACIO DESDE EL PLANO: En los distintos apartados de la
actividad 6 de este blogue se pretende que reconozcan que €l trabajo en e espacio les
puede ayudar a resolver problemas en € plano. En los dos primeros apartados,
referentes a cubo y a tetraedro respectivamente, se les pide que locaicen los
desarrollos planos que dan lugar a estas figuras y que identifiquen en ellos algunos de
sus vertices. En € tercer apartado se les propone marcar en dos desarrollos planos no
habituales, € camino sefidlado en una representacion tridimensional del cubo.
Finalmente, se plantea un problema contextualizado para que completen el texto de las
diferentes caras en dos desarrollos planos de un cubo. Los resolveran individuamente y

se realizard una puesta en comun en la que deben compartir |as estrategias utilizadas.

Respecto ala temporalizacion, se determinan como prioritarias las actividades 1, 2, 4, 5
y 6. Si faltase tiempo, la actividad 2.8 se puede tratar de una manera mas expositiva por
parte de los profesores al hablar de la diferencia entre la situacion real y € modelo
matematico que se utiliza y la actividad 3 se puede responder de una manera mas

intuitiva.

Como en sesiones anteriores, se realiza un estudio de las posibles respuestas de los
alumnos para prever las categorias en las en las que podrian manifestar las habilidades
de visualizacion (ANEXO 5.7 HABILIDADES ESPERADAS EN LA SESION 3),

clasificandolas segun se utilicen para definir, resolver o argumentar (Tabla 5.18):
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Habilidades DEFINIR ARGUMENTAR RESOLVER
Coordinacion ojo- Dibujar lasfiguras.
motor

Identificar elementos

dentro de una estructura
Percepcion figura- mayor, -

Identificar lados, vértices
contexto

y caras en unafigura
Identificar tipos de caras
(cantidad, distribucion..)

Conservacion de la
percepcion

Dar criterios de
igualdad

Identificar figuras que
tienen lamisma forma
Ver los elementos ocultos
(caras, lados, vértices...)

Utilizar distintas

perspectivas

Percepcion de la
posicion en el
espacio

Utilizar movimientosen €
plano o € espacio
(conservan las
propiedades)
Reconocer
(atrés,

izquierda...)

referencias
adel ante,

Percepcion delas
relaciones
espaciales

Utilizar relaciones de
paraelismo,
perpendicularidad,
intersecciones....de  sus
lados o caras (posiciones
relativas)

Relacionar los elementos
gue componen unafigura
Distinguir simetrias
Orientacion de los
distintos elementos de una
figura

Comparar distintas medias
y angulos entre las figuras

Construir € poliedro a
partir de su desarrollo

Reconocer cuando dos | Clasificar formas
Discriminacion figuras soniguales geomeétricas
visual Sefidar semeganzas o
diferencias entre objetos
Recordar elementos | Ver la figura vy
visuales en € proceso de | dibujarla
Memoria visual razonamiento Afiadir o  quitar
elementos a unafigura
recordandola

Tabla5.18: Categorias paralas habilidades de lasesién 3.

En relacién a estudio de laevolucién de nuestra conjetur a, se determina analizar:

- El rendimiento de los alumnos en € test de las matrices progresivas de Raven y
s existerelacion con el PMA y e DAT.
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- Las habilidades de visualizacion que han manifestado |os alumnos tanto en las
pruebas escritas, como en las transcripciones de la sesion y las observaciones
de los profesores y observadores.

- El rendimiento de los alumnos en | as tareas de |a sesion.

- Los errores cometidos en los procesos de argumentaci on.

- Las dificultades de comunicacion de los argumentos visuales. Se espera que
aparezcan las observadas en sesiones anteriores relativas a la terminologia, 1a
utilizacion de movimientos de su propio cuerpo o hacer referencia a objetos del
entorno por no poder razonar en casos generaes, asi como las ligadas a la
expresion verbal de los procesos mentales y a la descripcion de las

representaciones visual es utilizadas.

5.2.3.2 Implementacion dela sesion 3

Asisten 24 aumnos (falta PC) y MR se marcha justificadamente en el descanso. Se
completan las actividades previstas sin ninguna variacion sustancial. En € trabgjo en
grupo se mantiene la clasificacion atendiendo a las puntuaciones del primer test por ser
méas significativas que las del segundo, quedando los alumnos distribuidos como se
refleggaen lasiguiente tabla (Tabla 5.19).

Grupo 1 M, JF, GM, CL, AJ
Grupo 2 MC, AL, AC,RR, MG
Grupo 3 JA, LC, DG, NM, JC
Grupo 4 CO, MR, FG, JL, CM
Grupo 5 VC, CS, AG, AP

Tabla5.19: Grupos de alumnos de lasesion 3.

Se redlizaron las actividades en e orden y temporalizacion prevista. Se muestra a
continuacion un resumen de lo ocurrido en la sesion con los momentos puntuales en los

gue se adopt6 una decisién que afectaba a disefio original.

En e blogue de INTRODUCCION: DIFERENCIAS Y SIMILITUDES PLANO-
ESPACIO, en laexplicacion del apartado a) se hace necesario utilizar laformula para el
célculo del angulo interior de un poligono regular y se argumenta sobre e nimero de
lados que pueden concurrir en un vértice para teselar € plano. Los alumnos trabajan
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individualmente pero comparten sus ideas con los compafieros de grupo. En varios
grupos vuelven a surgir dudas sobre si € tetraedro rellena e espacio y, aunque se les
sugiere que razonen utilizando tetraedros, prefieren buscar otros g emplos. En la puesta
en comun se detecta €l error de no distinguir todos los casos posibles, por o que se
debate sobre la diferencia de razonar sobre unos cuantos casos. La actividad favorece la
comunicacion de los razonamientos visuales y los alumnos utilizan los elementos de
razonamiento matematico de las sesiones anteriores. definicion, demostracion,
conjetura, contragiemplo, analogias, condiciones necesarias y suficientes, técnicas de

resolucion de problemeas.

En las actividades de ABSTRACCION-MODELIZACION, los alumnos encuentran que
la principal razén de que las tapaderas de las alcantarillas sean redondas es que de esta
forma no se cuelan en su interior, votando mayoritariamente esta explicacion en la
puesta en comun. Tras € trabajo en grupo, se discute si e triangulo se cuela o no en su
interior y un alumno, con la ayuda de sus comparieros, lo justifica en la pizarra. La
propiedad de tener anchura constante para no colarse en su interior la definen de manera
intuitiva, teniendo que guiarles los profesores para que vayan refinando |las propuestas.
En cuatro de los grupos, para responder a caso general, llegan a diferenciar entre €
caso de poligonos con nimero par e impar de lados. Los alumnos no encuentran otra
figura distinta a la circunferencia que tenga anchura constante y se sorprenden de las

figuras que se muestran en € video y las diapositivas.

En uno de los grupos razonan sobre la influencia del grosor de la tapa, hecho que se
utiliza para conectar con la siguiente actividad y comentar la idealizacion de los
model os matematicos. Al hacer referencia alos movimientos paraintroducir latapa, los
profesores exponen agunas de las diferencias de trabagjar en el plano o en e espacio,

como por gjemplo considerar lasimetriaen el plano como un giro en €l espacio.

En & bloque VER EL PLANO EN EL ESPACIO, surge la necesidad de definir rectas
paralelas y diferenciarlas de las rectas que se cruzan. En € cubo tienen dificultades para
descubrir y justificar si hay rectas paraelas en las caras laterales a rectas de la cara
superior (Tabla5.20):
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Sujeto | Intervencion

11 No hay paralelas. ¢Por qué?

AL Porque son perpendiculares.

JA Porque estan en planos perpendiculares.

VC Porque en planos secantes no puede haber rectas paralelas.

AP No pueden tener la misma direccion.

11 Esperaros un momentito. Dime.

CL Para que dos lineas en € espacio sean paraléas, tienen que estar en planos paralelos.

11 (Repitiendo) Tienen que estar en planos paral€elos.

CL Y esos planos son perpendicul ares.

11 (Repitiendo) Esos planos son perpendiculares.

12 Un momento. Alguien ha puesto alguna paralela. TU habias puesto una paraléea.
¢QUuién ha puesto rectas paralelas?

Tabla5.20: Intervencion en la actividad sobre rectas paralelas.

En la actividad 5 se observa una gran riqueza de argumentaciones visuales a generar
debates entre los alumnos tanto por las secciones encontradas como por 10s procesos
utilizados. En varios grupos clasifican los tridngulos obtenidos y tienen dudas en la
obtencion de pentadgonos tanto regulares como irregulares como seccion plana de un
cubo. En uno de los grupos un alumno consigue obtener un hexagono e intenta
justificarle a los comparieros que es regular. En otro grupo comienzan por obtener
poligonos irregulares y tratan de variarlos para hacerlos regulares. Otro grupo debate

sobre laimposibilidad de encontrar poligonos de siete u ocho lados.

Como se esperaba, hay que reconducir sus argumentaciones para los casos del
pentagono y hexagono regular. Para justificar la seccion en forma de hexagono regular,
se cuestiona € hecho de que los seis vértices estan en un mismo plano. Esbozan
argumentos sobre las diagonales y se logran respuestas con ayuda de los profesores,
poniendo de manifiesto los errores de razonamiento que estan cometiendo, para
posteriormente demostrarlo en la pizarra. En cuanto a la seccion pentagonal, los
alumnos descubren y justifican que no puede ser regular: primero un aumno afirma que
el pentdgono regular no tiene lados paraldos y otros aumnos completan la
demostracion afirmando que a cortar planos paralelos por otro plano, las intersecciones
salen paraelas y por lo tanto dos de los lados del pentagono han de ser paralelos. El
procedimiento de ir contando los posibles cortes con las caras se utiliza para demostrar

que no hay secciones con més de seislados (Tabla 5.21).

230




S Resultados: Descripcion del experimento de ensefianza

Sujeto | Intervencion

11 Fijaos lo que os decia de pensar en grupo. El primero ha dicho una observacion. Ha
dicho si fuera un pentagono regular no puede tener dos lados paralelos. Y dla ha
dicho s estamos trabajando en un cubo tiene que haber en un corte dos lados
paralelos. Lo reunimos todo y sacamos una demostracién. No puede haber un
pentadgono regular. ¢Entendéis? ¢Esta claro? Unido con los dibujos que é ha hecho
en los que si parecia. Un paso mas. ¢Se puede conseguir al cortar un cubo con un
plano, un heptdgono, siete lados? AJ, ¢Se puede conseguir un poligono de siete lados?

AJ No

11 No, ¢por qué?

DG Porque es impar

Al Porque para cada lado del poligono necesitamos que €l plano que corte, corte a un
lado del cubo. Y como € cubo slo tiene seis lados...

12 Una cara.

AJ Unacara..

11 Fijaos, si corta, cortara a cada cara en un lado. Un plano cortara a cada cara en un

lado. Y tenemos nada mas que seis caras. Luego tendria que tener como mucho seis
lados. Le he dicho argumenta bien eso. ¢Por qué un plano sdlo puede cortar en un
lado a una cara? ¢Qué me has contestado?

Al Porque si no, estarian en el mismo plano lasfiguras.

11 Fijaos. S un plano corta a una cara en dos lados, corta en mas de tres puntos. Luego
seria el mismo. Estarias cortandolo por € plano de arriba. ¢Entendés?

Tabla5.21: Intervencion para argumentar la seccidn de un poligono de més de seislados.

En las actividades del blogue CONSTRUIR EL ESPACIO DESDE EL PLANO se
detectan diferentes niveles de dificultad. El apartado que le resulta més dificil esel 6.3y
resuelven sin aparente dificultad los relativos a buscar desarrollos del tetraedro y €
problema final de obtencién del paquete de leche a partir de su desarrollo. Aunque
trabgjan individualmente, comparten con los comparieros algunas ideas. Finalmente se
ponen en comun las distintas estrategias utilizadas y se describen algunas, como la que
desecha los desarrollos que no cumplen determinadas propiedades (en un vértice
confluyen més aristas de las posibles), la consistente en imaginar los desarrollos ya
montados en el espacio, en nombrar las caras utilizando | etras orientadas, etc.

Esta sesion ha destacado especialmente por € papel que ha desempefiado € trabajo en
grupo, favoreciendo que compartan sus razonamientos. Como se esperaba, se registran
dificultades para comunicar sus argumentaciones visuales, detectandose las siguientes

causas.

- El desconocimiento de la terminologia utilizada en los conceptos espaciales.
Por giemplo, confunden rectas paralelas y secantes en €l espacio (Tabla5.22).
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Sujeto | Intervencion

11 Yo creo que puede habernos llevado a confusion a que, cuando estamos en e colegio,
como siempre trabajamos en e plano, decimos dos rectas son paralelas, decimos
muchas veces, s por mucho que se prolonguen nunca llegan a cortarse.

CL S

11 Claro, entonces cuando nos encontramos con estas dos rectas asi, lo que hemos
estado hablando, estas dos rectas no se llaman en matematicas paralelas, se llama
gue se cruzan. Pero no las hemos visto todavia. Estas dos rectas no tienen la misma
direccion. El hecho de ser paralelo es que tienen la misma direccion.

AL Son vectores.

1 Segun lo que hemos comentado, son rectas que se cruzan, no paralelas. Fijaos éstas
estan en dos planos paralelos.
12 Y aqui habria puntos que alo mejor estan a la misma distancia entre si. Pero si yo me

voy a un punto muy lejano por aqui, cualquier punto que €elija de la otra, la distancia
ha cambiado notablemente.

11 Dime, CL.

CL Es que cambia la definicion del plano al espacio. Porque en e plano la definicion que
te dan al principio si es correcta. Cuando nunca se cruzan. Porgue ya das porque si,
gue la distancia en € plano esla misma. En el espacio cambia.

11 En & plano es que no hay rectas que se cruzan. Por eso te vale esa definicion, pero en
€l espacio, ya tienes rectas que se cruzan, que por mucho que se prolonguen no llegan
a cortarse y no son paralelas. Muy bien. ¢En la cara posterior, se pueden encontrar
secantesy paralelas?

Tabla5.22: Intervencion sobre la dificultad en laterminol ogia.

- Lanecesidad de utilizar movimientos de su propio cuerpo o hacer referenciaa
objetos del entorno (Tabla 5.23).

Sujeto | Intervencion

DG Asi gue no se.

JA ¢Vamos a dibujar?

DG S pones... Estos son tres tetraedros, imaginaosio asi. Por detras no estarian pegados,
pero s luego hacemos asi y 10s juntamos, se queda como un pico asi, y ho se puede.

12 Juntamos tetraedros solos y salen un tetraedro mas grande... ¢Nos acordamos del

puzle de la pirdmide?

Tabla5.23: Intervencion sobre la necesidad de utilizar movimientos de su propio cuerpo.

- La dificultad para verbalizar los procesos mentales que utilizan en sus

razonamientos (Tabla 5.24)

Sujeto | Intervencion

1 Vamos a hacer una puesta en comin. No de lo que habéis hecho sino de cémo lo
habéis hecho. De qué estrategias habéis utilizado. Por eemplo, ¢alguien nos puede
decir una estrategia que haya usado para hacer € 6.1?

12 Cualquiera. Daigual

JA Intentar montar el cubo.

11 ¢Alguien ha utilizado una estrategia para hacerlo que no le haya facilitado mucho
trabajo?
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AP Imaginartelo.
12 Uno imaginartelo, que es un poco duro.
CL S esto (refiriéndose al cubo fabricado)
Tabla5.24: Intervencion sobre la dificultad para verbalizar 1os procesos.
Ladificultad para describir |as representaciones visuales (Tabla 5.25).
Sujeto | Intervencion
MR Yo creo que si es un prisma recto de base un poligono gque rellena € plano, entonces
va a ser un poliedro que rellene e espacio. Pero por otro lado puede haber poliedros
querellenen el espacio sin ser prismasrectos de base...
12 Por gjemplo... No se te ha ocurrido ninguno.
MR Aqgui tengo uno dibujado, pero no sé cémo se llama.
12 Dime cémo son las carasy como se forman. ¢Cuales son las caras y cuantas tiene?
MR Tengo cuatro pentagonos...
12 ¢Regulares?
MR No son cuatro pentagonos. ... Ocho tridngulos y cuatro rectangul os.
12 (va a ver €l dibujo) Ah, que tiene... Vale muy bonito. Imaginaos €l prisma de base

cuadrada. Al prisma de base cuadrada le colocamos encima una pirdmide de base
cuadrada y ésa se la quitamos de abajo. Sale una figura muy interesante. No es una
figura conocida. Es un poliedro me parece de doce caras. Cuatro, cuatro, cuatro.
¢Rellena ése el espacio? S porque encajan unos en otros y forman... Ese no es un
prisma de base un poligono que rellene e plano. ¢Hay algin otro mas que hayéis

pensado?

Tabla5.25: Intervencion sobre la dificultad para describir |as representaciones.

5.2.3.3 Revision y analisisdela sesion 3

Como es la tltima sesion, solamente se realiza una revision general de las actividades y

observaciones relacionadas con la conjetura de investigacion y se proponen los

elementos de estudio en € andlisis retrospectivo.

En relacion a estudio de la evolucion de nuestra conjetura se hacen las siguientes

observaciones, respecto a los elementos implicados:

Respecto a contenido, en la actividad de recuerdo de la sesion anterior, los aumnos han

identificado propiedades de los poliedros gque rellenan € espacio, si bien no se detecta

que utilicen los argumentos relacionados con € modelo compuesto por tetraedros y

pirdmides. Los alumnos por si mismos no han llegado a una definicién rigurosa del

concepto de curvatura constante, pero se han aproximado a ella de una manera intuitiva.

233




S Resultados: Descripcion del experimento de ensefianza

A lo largo de la sesién se han ido esbozando algunas de las ventajas de abstraer las
propiedades esenciales en el modelo utilizado para comprender una situacion real, como
es e caso de no considerar € grosor de la tapa de la acantarilla para abordar la
propiedad de anchura constante. La presentacion de figuras de curvatura constante les

ha resultado novedosa.

En actividades concretas se han puesto de manifiesto la diferencia entre trabgjar en una
o dos dimensiones, aunque los alumnos han abstraido propiedades del plano a espacio
y del espacio a plano. Pese a €llo, hemos detectado que ha sido dispar € nivel de
complgidad de las actividades espaciales. Por g emplo, los alumnos han realizado con
exito actividades de desarrollos planos mas familiares, mientras que han manifestado

unadificultad mayor en los menos comunes.

En cuanto a los razonamientos matematicos, se ha detectado que los alumnos han
enriquecido €l uso de gemplos y contragemplos con elementos de las sesiones
anteriores. Algunos alumnos han manifestado de manera espontanea la necesidad de
razonar sobre casos generadles en vez de particulares y de ser exhaustivos en la
distincion de todos los casos posibles, corrigiendo errores que han venido apareciendo a
lo largo de todo e proceso. Pese a ello se siguen observando errores en las
argumentaciones debidas a los contenidos mateméticos y a los elementos de
razonamiento. Al tener mayor papel en esta sesion el trabajo en grupo y las actividades
de argumentaciéon hemos detectado las dificultades de comunicacién de las
argumentaciones visuales que se habian observado a lo largo del experimento de
ensefianza y que en las tareas espaciales se han manifestado especiamente. En
actividades puntuales, |os alumnos recurren ala construccion de objetos que le permitan
razonar: recortan poligonos para ver si se cuelan en su interior, montan desarrollos

planos paraidentificar os puntos, seccionan lagomade borrar, etc.

Respecto a la metodologia, como en las sesiones anteriores, la secuenciacion de
actividades ha permitido que sean los propios alumnos los que descubran los contenidos
matematicos, Si bien la segunda parte de la sesion se ha focalizado en la resolucion de
tareas concretas. El proceso de ensefianza se ha gustado a disefio y no ha habido
cambios sustanciales respecto a lo previsto. Pese a que algunas actividades estaban
disefiadas para la resolucion individual, hemos considerado enriquecedor para la

investigacion que las resuelvan en grupo para favorecer la argumentacion. El hecho de
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gue los grupos hayan sido los mismos que en la sesién anterior ha podido favorecer un
trato més cercano entre ellosy, por lo tanto, una mayor disposicion atrabgjar juntos.

Aungue el andlisis de las categorias para las habilidades de visualizacion se hara en €
andlisis retrospectivo, observamos de un modo global que los alumnos han utilizado €l
razonamiento visual y han manifestado habilidades de visudizacion a través de las

tareas previstas.

Para el andlisis retrospectivo de los datos, se plantea analizar:

Si existe relacion entre los resultados de los tres test y como se diferencian con

el grupo de control.

Si hay relacion entre e rendimiento en la sesiones y las habilidades de

visualizacion manifestada, tanto en los test como en las actividades propuestas.

Si hay relacion entre la visualizacion manifestada y los errores cometidos en

las tres sesiones.

Si persiste y evoluciona la actitud de los alumnos hacialos errores.

Qué dificultades de comunicacion de las argumentaciones visual es aparecen.

AUn sin contar con los datos aportados por € andlisis retrospectivo, valoramos
positivamente las distintas fases de planificacion, implementacién y revision del
experimento de ensefianza. En cada sesion se han cubierto los objetivos especificos
relativos a contenidos, linea de actuacion y estudio de la evolucion de la conjetura. A
pesar de las multiples situaciones que hubieran podido surgir, consideramos que €
desarrollo del experimento se ha gustado a lo planificado y, salvo modificaciones no
sustanciales que cabian dentro de lo previsto, se han cumplido las condiciones para

contextualizar nuestra intervencion como un experimento de ensefianza.

Este andlisis del desempefio del experimento de ensefianza se vera enriquecido a través
del andlisis retrospectivo, que presentamos en el capitulo siguiente, en e que podremos
valorar de un modo mas especifico la evolucion del experimento, habiendo planteado en
cada sesion € estudio de unos elementos concretos. Ademés, como complemento al
analisis retrospectivo, contrastaremos los resultados con las entrevistas personales que

también se describen en e capitulo 6.
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En este capitulo exponemos los resultados relativos al analisis de las capacidades de los
alumnos registradas en los test y realizamos el analisis retrospectivo para estudiar la
evolucion de las habilidades de visualizacion, el rendimiento, los errores y las
dificultades a lo largo del experimento de ensefianza. Se completa la informacién sobre
las variables de investigacion mediante la descripcion de las entrevistas personales

realizadas.
6.1 Analisis de las capacidades visuales delos alumnos

Al tratar de estudiar la evolucion de las habilidades visualizadoras de los sujetos de la
investigacion tenemos que comenzar por apreciar qué capacidades visualizadoras tienen
que les permitan afrontar los problemas planteados. Para ello hemos empleado test

estandarizados.

En este apartado se pretende responder al primer objetivo especifico (O1) Caracterizar

las capacidades visuales. Para ello hemos realizado la