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INTRODUCCION

El trabajo de investigacién que presentamos es un estudio sobre resolucion de
problemas. En un trabajo previo (Castro, 1991) hemos descrito el campo de investigacion
de la resolucion de problemas y expuesto las teorias generales que lo enmarcan y
desarrollan. Hay otros autores (Borasi, 1986; Kilpatrick, 1982; Puig, 1992-93) que también
realizan una revision amplia de las nociones de "problema" y "resolucién de problemas".
Creemos que no es necesario reiterar este tipo de cuestiones generales, por ello tomamos
estos trabajos como referencia y no insistimos en el tema. No obstante, dado que hay
tendencias o enfoques distintos en las investigaciones sobre resolucion de problemas,
conviene examinarlos brevemente y resaltar en cual de ellos se ubica el presente trabajo.

Con la aparicion de la Teoria del Procesamiento de la Informacién (Newell y Simon,
1972), el interés de los investigadores se centr6 en los procesos cognitivos implicados en
la resolucion de problemas. Expuesto de una manera sintética, esta teoria considera dos
etapas fundamentales en la resolucién de un problema: Una, la representacion mental del
problema que da lugar al espacio de solucion de la persona que lo resuelve o resolutor y,
dos, la busqueda de una solucion en el espacio del problema, que estd determinada
obviamente por la representacidon mental inicial que el resolutor hace del problema,
empleando estrategias generales o heuristicos.

Ambos aspectos han sido, por separado, centro de interés en investigaciones
realizadas sobre resolucién de problemas. Nuestro trabajo se refiere al aspecto de la
representacion mental, entendida esta "como la interpretacion o comprensién que del
mismo realiza la persona que tiene que resolverlo"(Chi y Glaser, 1986, p.300). Hemos
preferido utilizar el término "comprension” al de "representacién” porque es el mas usual en
la literatura sobre resolucién de problemas verbales.

Otra caracteristica de nuestro trabajo es que trata la resolucion de problemas
dentro de un campo de conocimiento especifico, en la linea que en los Ultimos afios vienen
marcando las publicaciones de los miembros del grupo internacional de investigacion PME.
Los conocimientos especificos del resolutor determinan en cierto modo la representaciéon
del mismo. Esta idea puede ser invertida y considerar que las representaciones que las
personas construyen en la resolucién de problemas reflejan los conocimientos y or-
ganizacion de esos conocimientos que poseen o, al menos, que son capaces de activar y
procesar en su memoria. Desde este punto de vista, las representaciones que el nifio
construye durante la resolucion de un problema pueden servir para evaluar los conoci-
mientos y los esquemas de conocimientos que posee.

Para Romberg (1989) el modelo de evaluacion que surge de la anterior idea
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requiere "la especificacion de los dominios matematicos (a evaluar) y el desarrollo de items
que reflejen ese dominio” (Romberg, 1989, p.11). Propone como ejemplo el trabajo de
Vergnaud (1982b) sobre "campos conceptuales”.

El campo especifico de conocimiento en el que hemos situado nuestra
investigacion es el de la Cognicion Matematica y, dentro de él el denominado Pensamiento
Numérico. Es un trabajo contextualizado en el ambito escolar. Pretende describir las
representaciones mentales que construyen los nifios al finalizar la Ensefianza Primaria
Obligatoria cuando resuelven problemas verbales de comparacion multiplicativa. Hemos
tratado de establecer la influencia del problema (reflejada en los factores de tarea) y de los
alumnos (manifestada por su rendimiento en 5° y 6° y por las estrategias empleadas en su
solucidn); la influencia del profesor la hemos controlado mediante el factor colegio.

Dado un conjunto de problemas que se ajustan a un mismo esquema, la represen-
tacion que cada persona realiza para cada uno de los problemas suele ser distinta de la
representacion que realiza otra persona diferente. Las razones pueden ser multiples, por
ejemplo, que una persona incorpore determinados aspectos que no incorpora otra, o que
cada una active un esquema distinto. Ello independientemente de que la representacion
sea defectuosa o no. Cabe, por consiguiente, la posibilidad de encontrar en los nifios
distintas categorias de representaciones en funcién de las variables de tarea manipuladas
en los problemas. En ese sentido consideramos en este trabajo distintas formas de
comprension o representacién. Como ademas se dan en un orden jerarquico hablamos de
niveles de comprension.

Para llegar a determinar niveles de comprensién en alumnos de los dos ultimos
cursos de Enseflanza Primaria, cuando resuelven problemas simples de comparacion
multiplicativa hemos seguido un método que consta de las siguientes fases:

(1) identificar un conjunto de problemas verbales correspondientes al esquema de
comparacion multiplicativa, cuyas caracteristicas varian en funcién de dos variables
de tarea;

(2) elaborar pruebas de lapiz y papel con los problemas verbales identificados en la fase
primera y presentarlas a los nifios para que resuelvan los problemas en ellas con-
tenidos;

(3) realizar un andlisis estadistico cuantitativo de la variable dependiente: acierto-error del

nifio al elegir una operacion adecuada al problema, en funcién de las dos variables
independientes con las que han sido disefiadas las tareas;
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(4) clasificar y analizar los errores en las respuestas escritas, relacionando los tipos de
error con las variables de tarea,

(5) establecer predicciones sobre la comprensién de los escolares en problemas
aritméticos verbales de comparacién multiplicativa en funciéon de las respuestas
dadas a los problemas escritos y verificar mediante entrevista clinica dicha
comprension en una muestra de alumnos.

Debido a la insuficiencia actual que presentan las metodologias cuantitativa y
cualitativa cuando se aplican aisladamente, y que ha dado lugar a una extensa polémica
(Anguera, 1985) hemos optado por una metodologia mixta, en la que empleamos las
metodologias cuantitativa y cualitativa de forma complementaria.

Utilizamos un proceso de aproximaciones sucesivas, en el que, en cada aproxima-
cion, tratamos de aplicar la técnica que permita complementar el conocimiento obtenido
anteriormente.

En la primera fase disefiamos variantes de una misma tarea -la comparacion
multiplicativa- susceptibles de producir patrones o0 pautas de respuestas correctas o
incorrectas en las respuestas que dan los nifios. Frente al uso de tareas indiscriminadas
gue en ocasiones se utilizan en investigacion, esta forma de elegir las tareas disminuye el
grado de inferencia necesaria para establecer relaciones entre las tareas utilizadas y las
formas de comprension de los sujetos.

La segunda fase de la investigacion trata del disefio de las pruebas escritas de
lapiz y papel en la que tenemos especialmente en cuenta las variantes de problemas
definidos en la fase uno, y los posibles efectos distorsionadores que durante su resolucién
se pueden producir. Ello nos lleva a un disefio no estandarizado que requiere el estudio de
cual es el tratamiento estadistico mas adecuado.

En la tercera fase realizamos un andlisis estadistico de las respuestas correctas
gue dan los nifios. Con ello llegamos a realizar una primera aproximacion a la solucién del
problema de investigacion planteado. Con el analisis estadistico que hemos hecho
intentamos observar el grado de influencia en la dificultad de comprensiéon que pueden
tener las dos variables de tarea que hemos utilizado para redactar los doce problemas de
comparacion multiplicativa que utilizamos en este estudio. La dificultad de cada problema,
medida por el porcentaje de éxitos obtenidos por los nifios de la muestra al elegir un
proceso de solucién adecuada, es la primera técnica de medida que utilizamos. Segun el
criterio adoptado para dar como acertada una respuesta, si dos problemas tienen indices
de dificultad distintos esa diferencia de dificultad es atribuible a los diferentes niveles de
comprension, en el sentido de representacion mental, que demandan en los sujetos. Hay
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mayor namero de sujetos que comprenden los problemas con mayor indice de dificultad,;
es en este sentido en el que se considera que los nifios comprenden con mayor facilidad
estos problemas. Esta primera aproximacion nos permite distinguir entre problemas donde
es posible que alumnos diferentes puedan construir representaciones mentales distintas;
por tanto, dan lugar a niveles distintos de comprension entre los escolares.

Pero el analisis de si se ha elegido o no la operacién adecuada y la cuantificacion
de los éxitos proporciona poca informacion sobre la naturaleza de la comprension que ha
realizado el alumno. Por ello, en la cuarta fase realizamos una segunda aproximacion, con
la que intentamos acercamos a las distintas formas de comprension de estos problemas
mediante el analisis de los patrones de respuestas incorrectas que los alumnos emplean
en la resoluciéon de cada uno de ellos. Describimos los tipos de respuestas incorrectas y
estudiamos la asociacién entre los tipos de respuestas y las dos variables de tarea.
Utilizamos para este analisis un modelo log-lineal, que brinda la posibilidad de superar las
viejas técnicas utilizadas para buscar relaciones entre variables medidas a niveles
discretos.

A partir de los resultados de los andlisis anteriores realizamos una categorizacion
de los problemas verbales simples de comparacion multiplicativa y de los nifios de la
muestra. Nuestro siguiente objetivo es contrastar si esas categorizaciones de sujetos,
inferidas de los analisis estadisticos de las respuestas correctas e incorrectas, tienen
existencia real o son mera entelequia. Para ello hemos seleccionado un conjunto de nifios
de la muestra previamente utilizada a los que hemos entrevistado individualmente con la
finalidad de concluir si se adecuan a las categorias definidas. Esta fase es meramente
cualitativa.

Todo este proceso, brevemente resumido, lo hemos desarrollado extensamente en
las paginas siguientes. La organizacion del trabajo por capitulos es la siguiente:

En el Capitulo 1 describimos y situamos de manera detallada el problema de
investigacion. Exponemos el ambito o la perspectiva didactica bajo la que se realiza el
estudio: la evaluacién, y el tipo de contenido evaluado: la capacidad de resolucién de
problemas aritméticos verbales de estructura multiplicativa de comparaciéon. Situamos los
problemas de comparacion multiplicativa en el marco de las clasificaciones generales mas
difundidas sobre resolucién de problemas de estructura multiplicativa. Definimos los
problemas verbales simples de comparacion multiplicativa y las variables que van a
caracterizar los problemas empleados en el estudio. Destacamos la fase de resolucion de
problemas que vamos a observar. Por Ultimo, enunciamos los objetivos especificos del
estudio, asi como las cuestiones generales que tratamos de responder.

El Capitulo 2 contiene una revision de trabajos publicados sobre resolucion de
problemas aritméticos verbales. La primera parte trata de enfoques tedricos que se han
utilizado en estas investigaciones. Seguidamente tratamos trabajos que se han centrado
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en la estructura multiplicativa y hacemos un apartado especial para los dedicados a la
resolucion de problemas verbales de comparacion multiplicativa.

En el Capitulo 3 describimos el disefio de la experiencia y el procedimiento de
recogida de datos, tanto en su aspecto cuantitativo como cualitativo. Describimos las
variables, la muestra de sujetos, los materiales y los procedimientos utilizados en la
recogida de datos. La codificaciébn de las respuestas a los cuestionarios escritos y la
validez y fiabilidad de las mismas. Recogemos las modificaciones realizadas con respecto
al estudio previo (Castro, 1991) y describimos el disefio de las entrevistas individuales.

En los Capitulos 4 y 5 realizamos varios contrastes de hipotesis tendentes a
esclarecer la influencia de las variables de tarea, del colegio y del curso, sobre el
rendimiento de los alumnos de 5° y 6° curso de Ensefianza Primaria y sobre el indice de
dificultad de los problemas verbales de comparacion.

El Capitulo 6 incluye una clasificacion de las respuestas incorrectas y un estudio
de la asociacion entre estas respuestas y las variables de tarea consideradas al definir los
enunciados de los problemas.

En el Capitulo 7 utilizamos los resultados de los contrastes de hip6tesis realizados
y el estudio de asociacion entre variables de tarea y tipos de respuestas incorrectas para
definir categorias de problemas de comparacion multiplicativa y, en funcion de ellas,
niveles de resolutores. Mediante entrevistas a nifios seleccionados verificamos que hay
ninos que se ajustan a las caracteristicas de cada una de las categorias de resolutores
preestablecidas .

Finalmente, en el Capitulo 8, se recoge y discute los resultados mas generales
obtenidos en las paginas precedentes y se sugieren implicaciones tanto para la educacion
como para investigaciones futuras.
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Capitulo 1

EL PROBLEMA A INVESTIGAR

Esta investigacion trata de explorar, desde una perspectiva de evaluacién, la
comprension de nifilos de los dos ultimos cursos (5° y 6°) de Ensefianza Primaria (10 a 12
afios de edad) en la resolucion de problemas verbales de comparacion multiplicativa que
requieren el uso de una multiplicacion o divisién para su solucién. Desde el punto de vista
de la Didactica este trabajo se cifie al ambito de la Evaluacion y desde el punto de vista del
contenido matematico al ambito de la Aritmética.

1.1. Ambito o contenido didactico analizado

La evaluacién es una parte sustancial del proceso didactico que ha recibido y esta
recibiendo en la actualidad, a nivel internacional, una especial atencion por la comunidad
de educadores e investigadores en Ciencias de la Educacién. Hay insatisfaccion por el
estado actual de la medicion educativa. Esta no se encuentra a tono de los nuevos
enfoques y teorias de la ensefianza y el aprendizaje. Glaser (1982) expone algunas de las
causas de este descontento. De manera general, los tests y las medidas de aptitudes que
se usan en la escuela miden el tipo de actividad intelectual, que puede mas exactamente
ser denominada «capacidad escolar general». Pero la informacién que proporcionan estas
medidas no son suficientes para estimular, mejorar o corregir el aprendizaje. Proporcionan
informacion sobre la situacion general de un alumno, pero no la suficiente para orientar y
guiar el proceso de ensefianza-aprendizaje. Esta escasa capacidad diagnéstica de los
tests debe ser subsanada ya que

los tests deberian ser medidas diagndsticas que evaluaran las diferencias, tanto
respecto a las capacidades cognoscitivas como a los conocimientos adquiridos, de
forma que las escuelas pudieran adaptar sus respuestas instructivas a las
diferentes necesidades individuales (Glaser, 1982, p.377).

La diferencia es clara, se trata de pasar de las predicciones estaticas de los tests
psicométricos a "afirmaciones dinamicas sobre lo que puede hacerse para aumentar la
probabilidad de que un individuo tenga éxito en la escuela” (p.377).
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¢Cudles son los avances en medicion (evaluacion) que pueden propiciar el
desarrollo de estas ideas y permitir su puesta en practica?. Para contestar a esta pregunta
es util la clasificacion que hace Meier (1993) al respecto. Distingue cuatro &reas
representativas en el conjunto de las aportaciones mas sobresalientes que en medicién
(evaluacién) se han producido en los ultimos veinte afios:

a) El enfoque clasico

b) El enfoque psicométrico y estadistico

¢) El enfoque cognitivo

d) El enfoque basado en ordenadores
En el enfoque clasico de la teoria de los tests, la puntuacion de un test estda compuesta de
la puntuacion verdadera mas un error. La puntuacion verdadera representa un rasgo, tal
como la inteligencia, que influye en la conducta en las diversas situaciones. El objetivo de
la teoria clasica de los tests es maximizar la puntuacién verdadera y minimizar el error.

Los aspectos psicolégicos que se consideran en el enfoque psicométrico y
estadistico son similares al enfoque clasico, la diferencia es que en este enfoque se
enfatiza el uso de la estadistica y otras técnicas matematicas para darle sentido a los
datos obtenidos. Meier incluye en esta categoria la teoria de respuesta al item y la teoria
de la generabilizidad.

El enfoque basado en ordenadores tiene como caracteristica distintiva las
potencialidades de uso de estos aparatos.

Por altimo, el enfoque cognitivo es un resultado de la influencia ejercida por la
metodologia experimental y los constructos teoricos de la psicologia cognitiva. En el
enfoque cognitivo Meier distingue dos técnicas basicas: la descomposicién de tareas y los
protocolos verbales. Resalta Meier que

la mas prometedor de los modelos cognitivos en evaluacion es que estos enfoques
parecen ser capaces de ofrecer métodos para examinar los supuestos de la validez
de constructo (Meier, 1993, p.888).

En nuestra investigacion hemos adoptado el modelo cognitivo y, en particular, la técnica de
descomposicion de tareas. Es por tanto conveniente aclarar su significado. Esta técnica se
refiere a que para comprender las respuestas a un item o0 a una tarea se requiere de una
teoria de los factores subyacentes a la realiza-cion junto con un disefio de investigacion
gue permita explicar estos factores. Segun Meier

Desde el punto de vista de la psicologia cognitiva, los experimentos deberan ser
disefiados para descomponer estas variables y determinar su peso relativo (Meier,
1993, p.888).
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Los investigadores en este campo han estudiado los procesos cognitivos que subyacen en
la realizacion de determinadas tareas. En nuestro estudio la evaluacion se centra en un
tipo especifico de tareas: la resolucion de problemas aritméticos enunciados verbalmente.

1.2. El contenido a evaluar

La aritmética como materia escolar se ha justificado histéricamente unas veces por
el interés de la materia en si misma, otras por la disciplina mental derivada de su estudio y,
sobre todo, por su utilidad practica. A este respecto sefiala Reed (1949) que "el fin de la
aritmética (escolar) es desarrollar el conocimiento de las relaciones cuantitativas y la
habilidad para resolver los problemas relativos a los numeros y la cantidad que se
presentan en las transacciones ordinarias de la vida.... Naturalmente, la aritmética no se
estudia Unicamente por saber aritmética, ni por la disciplina mental derivada de su estudio,
sino por su aplicacién en ciertas actividades esenciales de la vida. Mientras mas
conocimiento tiene el alumno de estas actividades y de los objetos con que trata la
aritmética, mas significativa y valiosa resulta la materia." (p.301).

Los problemas aritméticos verbales se incluyen en el curriculo escolar con la
finalidad, entre otras, de facilitar al alumno este acercamiento entre aritmética y realidad,
entre aritmética y aplicaciones a la vida real, que hacen mas significativo y valioso su
estudio.

En los problemas de expresion o formato verbal la informacién viene dada
mediante un texto que consta de una o varias frases. A los problemas aritméticos cuya
expresion o enunciado es verbal se les llama problemas aritméticos verbales (PAEV).

Evaluaciones nacionales, tales como las que se realizan en U.S.A. han puesto de
manifiesto en varias ocasiones que muchos nifios tienen dificultad para resolver problemas
verbales (Carpenter, Coburn, Reys y Wilson, 1976; Carpenter, Corbitt, Kepner, Lindquist y
Reys, 1980; Lindquist, Carpenter, Silver y Matthews, 1983). Investigadores de diversos
paises también han puesto de relieve esta dificultad como veremos en el capitulo 2 al
hacer la revision de la literatura.

Desde comienzos de este siglo, psicélogos y educadores han estado explorando
las dificultades asociadas con la resolucion de problemas enunciados verbalmente. El
estudio de Kilpatrick (1992) presenta un resumen de las investigaciones de principio de
siglo en Educaciéon Matematica, con especial mencién de la resoluciéon de problemas arit-
méticos. Kilpatrick subraya que el Report of the National Society for the Study of Education
(Whipple, 1930), supuso un momento de cambio para el tratamiento de la Aritmética, en
particular por la critica realizada al predominio en el aprendizaje de destrezas y rutinas y
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por la defensa que hace en favor de una mayor atencién a los estudios sobre resolucion
de problemas y pensamiento cuantitativo.

También Strech (1941), en una revision realizada sobre investigaciones y estudios
relativos a la ensefianza y aprendizaje de la Aritmética, ofrece una seleccién de 100
trabajos de los realizados en USA hasta la fecha basandose en tres criterios: validez de las
conclusiones, excelencia de la técnica empleada, y efecto de los resultados sobre la
practica educativa. Aunque hay una cantidad considerable de informes y estudios de
caracter general, que afectan a todos los topicos de la Aritmética, dieciocho de los trabajos
incluidos en la lista hacen referencia explicita en su titulo a la resolucién de problemas. Por
tanto, la resolucion de problemas en Aritmética es un campo de investigacién presente
desde los comienzos de la Educacion Matematica como area cientifica de conocimiento.

Ginsburg (1983) da tres razones para explicar el continuado estudio de la cogniciéon
matematica:

La primera razon para estudiar la cognicion en matematicas es que abarca una
buena porcion de la complejidad de la mente humana.

Segundo, el investigador disfruta de alguna ventaja tactica. El tema puede ser bien
definido, incluso formalizado. Esto hace posible desarrollar teorias que persiguen
precision similar y empleo formal de modelos mateméaticos del aprendizaje y
procesos de pensamiento.

...Tercero, la investigacion en cognicibn matematica ofrece la posibilidad de
contribuir de manera importante a la educacion (p.2).

Investigaciones recientes realizadas sobre problemas verbales de estructura aditiva
(Briars y Larkin, 1984; Carpenter, Hiebert y Moser, 1981; 1983; Carpenter y Moser, 1982;
1983; 1984; Nesher, 1982; Nesher, Greeno y Riley, 1982; Vergnhaud, 1982) tratan de
identificar cdbmo piensan los nifios cuando resuelven problemas verbales en los que
interviene la suma o la resta. Parten de una identificacion previa de las caracteristicas
estructurales de los problemas y en funcién de ella realizan una clasificacién de los
mismos. De estas investigaciones han resultado clasificaciones semanticas de la
estructura de los problemas y descripciones detalladas de las estrategias de solucién. Los
investigadores han encontrado diferencias en cédmo los nifios resuelven cada uno de los
tipos de problemas, han establecido relaciones entre la estructura semantica del problema
y las estrategias que utilizan los nifios para resolverlos, y han propuesto modelos
explicativos.

Puede parecer obvia la extensiéon de los resultados obtenidos con problemas
verbales de estructura aditiva a problemas de estructura multiplicativa. Sin embargo, la
mayoria de los investigadores se muestran contrarios a una mera generalizacion de los

24



resultados obtenidos en un éarea especifica de conocimiento matematico a otra area
matematica o, a un area mas amplia de conocimiento. Este es uno de los motivos del
reciente interés por investigar con igual intensidad los problemas de estructura mul-
tiplicativa (Anghileri, 1989; Bell, Greer, Grimison y Mangan, 1989; Brekke, 1991; Fischbein,
Deri, Nello y Marino, 1985; Huinker, 1989; Kouba, 1989; Levain, 1992; Luke, 1988;
Nesher, 1988; Peled y Nesher, 1988; Schwartz, 1981, 1988; Vergnaud, 1983; 1988).

1.3. Clasificaciones generales de los PAEV

Un problema aritmético verbal (PAEV) es un problema de contenido aritmético y
gue se expresa o0 enuncia en un contexto de informacién verbal. Atendiendo al nimero de
datos que aparecen explicita o implicitamente en la informacion se puede hablar de PAEV
simples y compuestos. La informacién suministrada en un PAEV simple contiene sélo dos
datos numéricos con los que el resolutor tiene que operar para obtener el resultado.
Cuando intervienen mas de dos datos y es necesario realizar mas de una operacién con
ellos el problema se llama compuesto.

Para resolver un PAEV simple se necesita una sola clase de operacion aritmética
(adicion, substraccién, multiplicacion o division) mientras que para resolver un PAEV
compuesto es necesario emplear al menos dos operaciones distintas o una misma
operacion varias veces.

A los PAEV simples que requieren de una suma 0 una resta para obtener la
solucion se les llama PAEV de adicibn o de substraccion. Puesto que la adicién y
substraccion son operaciones inversas y la substraccién puede concebirse como un caso
especial de adicion, a los PAEV de adicion y substraccion suele denominéarseles con el
nombre genérico de PAEV de estructura aditiva.

Asi mismo, a los PAEV simples que se resuelven empleando una multiplicacién o
una division se les llama PAEV de estructura multiplicativa.

En el caso particular de que los datos se restrinjan al conjunto de los nameros
naturales, los problemas de estructura multiplicativa pueden resolverse mediante una serie
de sumas o de restas repetidas. Esto no los convierte desde nuestra Optica en PAEV
compuestos, si ho en PAEV en los que se pueden dar multiples pasos para obtener la
solucién. Esta distincién entre las variables OPERACIONES Y PASOS es muy utilizada en
los trabajos del Grupo de la Universidad de Stanford (Suppes, Loftus y Jerman, 1969;
Jerman y Rees, 1972) sobre variables estructurales, si bien en sus investigaciones no
distinguian entre problemas simples y compuestos. Lo que hemos denominado problemas
simples y compuestos, Puig y Cerdan (1989) los denominan problemas de una etapa y
problemas de varias etapas. Preferimos nuestra denominacion para no confundir las dos
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variables anteriores, ya que los problemas de varias etapas podrian confundirse con los
problemas que requieren varios pasos para obtener la solucion.

Tabla 1.1. Clasificacidén de los problemas aritméticos verbales

ESTRUCTURA
ADITIVA
SIMPLES
ESTRUCTURA
PROBLEMAS MULTIPLICATIVA
ARITMETICOS L
VERBALES
COMPUESTOS

Si en una primera fase las investigaciones se centran en caracteristicas generales,
validas para todos los PAEV, o en caracteristicas que afectan a problemas ligados con las
respectivas operaciones, que se asume son las adecuadas para su resolucion -este es el
caso de las investigaciones realizadas por el grupo de Stanford-, los trabajos actuales
muestran una clara tendencia a separar las investigaciones sobre resolucién de problemas
de sumar y restar de las investigaciones sobre problemas de multiplicar y dividir. Es decir,
estudiar por separado las estructuras aditivas y multiplicativas, manteniendo en conjunto
los problemas de sumar y restar por un lado y los de multiplicar y dividir por otro.

En nuestro trabajo nos hemos centrado en el estudio de PAEV de estructura
multiplicativa y dentro de ellos profundizamos en un tipo de problemas que describimos a
continuacion.

1.4. Clasificaciones de los PAEV de estructura multiplicativa

Para comprender la conducta de los nifios cuando resuelven PAEV es necesario
realizar una descripcién clara de los tipos de problemas que le pedimos que resuelvan. En
esta descripcion es muy importante tomar en consideracion los aspectos semanticos del
problema, esto es, el significado de los conceptos y las relaciones implicados en el
problema. Los trabajos realizados por Carpenter, Hiebert y Moser, 1981; Carpenter y
Moser, 1982; Nesher, 1982; Nesher, Greeno y Riley, 1982; Vergnaud, 1982; en PAEV de
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estructura aditiva, han puesto de manifiesto que las relaciones implicadas en el problema
son un determinante de la dificultad del problema para los nifios.

Nuestro estudio lo hemos enmarcado en esta perspectiva semantica y, puesto que
la multiplicacion y la divisibn modelan diversas situaciones, es necesario describir
claramente estas diferentes situaciones.

En el conjunto de los problemas de estructura multiplicativa los investigadores han
distinguido tipos distintos de problemas. Las clasificaciones mas divulgadas son la de
Vergnaud (1983, 1988), la de Schwartz (1981, 1988) y la de Nesher (1988) (véase Tabla
1.2).

Segun Nesher (1988, p.38), si bien hay acuerdo en estas tres grandes categorias
de problemas multiplicativos, no lo hay, sin embargo, en sus caracteristicas esenciales, en
cuales son los parametros esenciales que las definen. Segun ella, el tema no es acumular
variables sino determinar cuales son las de mayor poder explicativo.

Tabla 1.2. Clasificaciones de problemas de estructura

multiplicativa.
Vergnaud Schwartz Nesher
Regla de correspondencia
Isomorfismo (Mapping rule)
de I xE=E"'
medidas
Comparacidén multiplicativa
Producto de Producto
medidas Ex E'=E"' cartesiano

En nuestro trabajo seguimos la clasificacion de Nesher y nos centramos en PAEV
de estructura multiplicativa de comparacion. Este tipo de problemas queda englobado en la
categoria que Vergnaud llama Isomorfismo de medidas, y en la que Schwartz denomina
problemas tipo IXE=E'. Dentro de esta clase de problemas intentamos estudiar el poder
explicativo de dos variables de tarea. Por ello, en los apartados siguientes describimos la
clase de problemas que investigamos y las variables de tarea manipuladas.

1.5. Andlisis de los PAEV de Estructura
Multiplicativa de Comparacién

1.5.1. Tipos de verbos
Aungue en menor medida que lo ocurrido en los problemas de estructura aditiva, el
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analisis de los problemas verbales de estructura multiplicativa ha evolucionado, y de una
preocupacion inicial exclusiva hacia el andlisis de las variables sintacticas se pas6 al
analisis semantico de los enunciados de los problemas. En los problemas de estructura
aditiva el andlisis centrado considerando soélo variables sintacticas y de contenido
semantico no explicaba todas las dificultades, por lo que se recurri6 a variables
adicionales, por ejemplo, variables contextuales, que
para Nesher (1980) son variables pragmaticas que dan la significacion profunda del
enunciado del problema.

Un paso importante en este sentido fue la distincién entre textos estéticos y textos
dinamicos, que se mostr6 muy util en el andlisis de problemas de estructura aditiva.
Recordemos que

En un problema verbal dinamico se puede distinguir entre el estado inicial de la
situacién, en un tiempo T3, un cambio provocado por una accién y ocurrido durante
un tiempo T», y un estado final localizado en un tiempo Ts.

Un problema verbal estatico implica un estado singular de hechos. Sus condiciones
subyacentes se refieren a subconjuntos de un todo (Nesher, 1980, p.44).

La distincion entre texto estatico y dinamico es la diferencia fundamental entre los
tipos de problemas aditivos de cambio y combinacion, asi como entre los de comparacion
e igualacién, demostrando los estudios empiricos que el texto estatico es mas dificil para el
nifno que el dindmico (Nesher, 1980, p.44).

Los problemas que vamos a estudiar son problemas verbales de comparacion vy,
por tanto, son entidades textuales estaticas localizadas en un tiempo Ty; su enunciado no
podra expresar accion desarrollada en un tiempo. Esta idea es clave para delimitar la clase
de problemas de comparaciéon que vamos a estudiar. Una primera conclusion es que en
los enunciados de nuestros problemas no intervienen verbos de accién, solamente verbos
de existencia o estado.

1.5.2. Tipos de proposiciones

Para continuar con el analisis de los problemas verbales de comparacién, objeto de
nuestro estudio, vamos a distinguir tres tipos de proposiciones en el enunciado de estos
problemas segun que correspondan a asignaciones, relaciones y preguntas o inte-
rrogaciones.

Proposicién asignativa: atribuye o asigna un valor numérico o una cantidad a una
variable. Por ejemplo, "Daniel tiene 12 canicas" es una proposicién asignativa.

Las proposiciones asignativas son oraciones simples enunciativas, en las que el
sujeto de la oracién actia en nuestro andlisis como una variable a la que se le asocia un
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valor numérico mediante un verbo que puede indicar 0 no accion.

Con las condiciones impuestas anteriormente, en los problemas de comparacion, el
verbo sélo puede ser un verbo de pertenencia o existencia (reducible a ser, haber o tener).

Proposicion relacional: expresa o establece una relacion cuantitativa entre dos
variables. Por ejemplo, "Maria tiene 6 veces mas que Daniel" es una proposiciéon
relacional. En ella Maria y Daniel actian como dos variables entre las cuales existe la
relacion cuantitativa "12 veces mas que".

Las proposiciones relacionales estdn constituidas por un verbo, un término de
comparacion entre dos cantidades C; y C,, asociadas a los sujetos S; y S,. En un
enunciado con sentido las proposiciones relacionales conectan dos proposiciones asignati-
vas y poseen algunos elementos comunes:

a) el verbo es del mismo tipo en las dos proposiciones asignativas y en la
proposicién relacional, y

b) las dos variables que intervienen en una proposicion relacional, corresponden
respectivamente a cada una de las variables de las dos proposiciones asignativas.

Si una relaciébn R conecta las asignaciones A; y A, escribimos abreviadamente
R(ALAY).

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriormente expuestas si R conecta dos
asignaciones A; y A, sus respectivos verbos V3, V, asi como el verbo V que aparece en la
proposicion relacional son verbos estaticos, preferentemente ser, haber o tener.

Ejemplo de relacién entre asignaciones:

Si A; es la asignacion "Maria tiene n canicas"y

A; es la asignacién "Daniel tiene m canicas",
entonces

"Maria tiene k veces mas canicas que Daniel",
es una relaciébn R en la que el término comparativo es "veces mas que". Esta relacion
conecta las asignaciones A; y A, mediante el comparativo, y la cuantifica mediante el
namero K.

Proposicién interrogativa: en nuestro contexto de investigacion una proposicion se
llama interrogativa cuando pregunta o interroga sobre el valor numérico de una cantidad.

La interrogacion puede hacerse sobre una asignacion; en este caso se desconoce
la cantidad asighada a la variable en una proposicién asignativa y la pregunta demanda
gue se halle ese valor. Por ejemplo,

"¢ Cuantas canicas tiene Daniel?"
€s una pregunta o interrogacién de tipo asignativo.

La interrogacién puede hacerse también sobre la cuantificacion de la comparaciéon

entre las dos cantidades intervinientes en un estado relacional. Por ejemplo,
"¢ Cuéntas veces tiene Maria las canicas que tiene Daniel?"
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es una interrogacion relacional.

El enunciado de un problema de comparacién se compone de tres proposiciones, y
caben dos variantes:

a) Dos asignativas A;, A, y una interrogacion relacional I,
en la que los verbos de A; y A, coinciden con los de Ig. Por ejemplo:

Daniel tiene 12 canicas.
Maria tiene 72 canicas.
¢ Cuéntas veces mas canicas tiene Maria que Daniel?.

b) Una asignacion A; (i=1,2), una interrogacion asignativa la (j=1,2) y una relacion

R(A1,A,) entre ambas asignaciones.

Por ejemplo:
Daniel tiene 12 canicas.
Maria tiene 6 veces mas canicas que Daniel.
¢ Cuantas canicas tiene Maria?.

En nuestra investigacion estamos interesados en utilizar problemas enunciados
verbalmente que contienen proposiciones asignativas y relacionales, y pretendemos
observar si los estudiantes tienen éxito en igual medida con diferentes tipos de problemas
de comparacion segun sean de tipo asignativo o relacional. El conjunto de estos
problemas es muy amplio, por ello hemos acotado el campo limitando nuestro trabajo solo
a doce. Para delimitar estos doce problemas hemos puesto otras condiciones adicionales.

1.5.3. Tipos de magnitudes sobre las que vamos a trabajar

En este caso imponemos dos limitaciones:

i) Las dos cantidades C; y C, que aparecen relacionadas en el enunciado
pertenecen a la misma magnitud y por tanto no las diferenciamos, es decir, si M es la
magnitud entonces C;eM y C,eM. De ahora en adelante nos referiremos a problemas que
incluyen cantidades C de un sélo tipo.

ii) La cantidad C va a ser una cantidad de objetos discretos, con lo cual los valores
numéricos que le asighamos: m y n son nimeros naturales.

1.5.4. La Relacién de Comparacion Multiplicativa: Términos comparativos

En la proposicion relacional R(A1,A;) intervienen dos variables, un verbo que no
expresa accién, unos términos que expresan comparacioén y un niamero que cuantifica la
comparacion.

Ademas, sabemos que tedricamente toda relacion R implica una relacién inversa,
cuyo enunciado es mas o menos facil de establecer en el idioma castellano.

Para que un problema sea de comparacion ya se ha dicho que el verbo no puede
expresar accion en el tiempo, por lo que ya tenemos fijada esta componente relacional; asi
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mismo el nimero que cuantifica la relacion va a ser en nuestra investigacion un numero de
un solo digito.

Fijado lo anterior pasamos a analizar la proposicion relacional en funcion de los
términos comparativos con los que viene expresada la comparacion entre las dos
asignaciones, a los que nos referiremos como los términos o expresiones de comparacion.

En una comparacion intervienen dos cantidades. Una de ellas es el referente, con
respecto a la cual se compara la otra, el comparado o referido.

Al igual que en la relacion de comparacion aditiva, la relacién de comparacion
multiplicativa se establece entre las dos asignaciones, que pueden actuar indistintamente
como referente o comparado. La singularidad en nuestro caso esta en que entre el nimero
del referente y el nUmero del comparado vamos a considerar siempre una relacion del tipo
"ser multiplo de", o su inversa "ser divisor de". Representada graficamente esta relacién
entre el referente (r) y el comparado (c) con unidades discretas de longitud tendremos que
los dos casos posibles son, segun que se tome A; 6 A, como referente, los que aparecen
en la Tabla 1.3.

El hecho de que A; 6 A, sean el referente o el comparado esta ligado a que
estemos considerando una proposicién relacional o su inversa.

Para establecer verbalmente los dos tipos de comparacion debemos recordar que
en el idioma castellano se utilizan tres tipos de términos comparativos correspondientes a
los tres tipos de comparaciones siguientes: comparacion de superioridad que se forma
incluyendo la expresiébn "mas...que"; comparacion de igualdad que se forma con
"tanto...como” o "tan..como", y la comparacién de inferioridad que se forma con
"menos...que". Ejemplos:

Tabla 1.3. Comparacién de aumento y de disminucidn

A, A,
— I Al
Referente Comparado Referente Comparado
c = 6.r c =1:6
(Comparado = 6 x Referente) (Comparado = Referente : 6)

Manolo es mas alto que José
Manolo esta tan moreno como José
Manolo tiene tanto como José
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Manolo es menos curioso que José

Al enunciar problemas multiplicativos de comparacion no se pueden olvidar estas
tres formas de comparar, que ya se utilizan en los problemas aditivos. A diferencia de los
aditivos, los problemas de estructura multiplicativa en unos casos incorporan el término
"veces", por lo que los términos de comparacion que caracterizan a los problemas de
multiplicar con cantidades discretas que incorporan el término "veces" son: "veces mas
gue", "veces menos que”, "veces tantas como". Ejemplos:

Problema 1. Daniel tiene 12 canicas.
Maria tiene 6 veces mas canicas que Daniel.
¢ Cuantas canicas tiene Maria?

Problema 2. Daniel tiene 12 canicas.
Maria tiene 6 veces menos canicas que Daniel.
¢ Cuantas canicas tiene Maria?

Problema 3. Daniel tiene 12 canicas.
Maria tiene 6 veces tantas canicas como Daniel.
¢, Cuantas canicas tiene Maria?

AN

En castellano la proposicion relacional "Manolo es mas alto que José" tiene como
inversa "José es menos alto que Manolo", es decir, hay dos términos comparativos
distintos para expresar una relacién y su inversa. Esto no ocurre en el comparativo de
igualdad: la inversa de "Manolo es tan alto como José" es "José es tan alto como Manolo"
gue, como puede observarse, se forman con el mismo término comparativo. Esta
comparacion es por supuesto de tipo cualitativo.

Cuando se cuantifica la comparacién, los términos "mas que" y "menos que" siguen
caracterizando a una expresion relacional y su inversa; sin embargo, el término com-
parativo de igualdad no se comporta como en la comparacion cualitativa. Por ejemplo, si
considero la proposicion relacional "Maria tiene 6 veces tantas canicas como Daniel", no
puedo formar la inversa simplemente cambiando las posiciones de Maria y Daniel, pues
resultaria la expresién "Daniel tiene 6 veces tantas como Maria", que no es equivalente a
la anterior, no significa lo mismo.

En la estructura aditiva este problema se resuelve incorporando términos opuestos
como "faltan" o "sobran". Por ejemplo, "A Maria le faltan 5 para tener tantas como Daniel" y
su equivalente inversa "A Daniel le sobran 5 para tener tantas como Maria". ¢Qué ocurre
en el caso multiplicativo?.

En el caso multiplicativo hemos dicho que uno de los enunciados se forma
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incorporando la palabra "veces", por ejemplo, "Maria tiene 6 veces tantas canicas como
"Daniel". Si la diferencia en la estructura aditiva la marcan términos opuestos, lo I6gico en
este caso es preguntarse cual es el término inverso de "veces" que expresa la relacion
inversa. Desde un punto de vista general esta relacién expresa que el conjunto mayor
contiene un namero de veces una parte equivalente al conjunto menor y, por tanto, la
inversa debe expresar la idea de que el conjunto menor es como una de las partes iguales
en que se puede descomponer o esta descompuesto el conjunto mayor.

De acuerdo con esto, en su forma méas general, la relacion inversa lleva implicita la
particion del conjunto mayor en partes iguales, es decir, fraccionar el conjunto mayor, o el
gue esa particién ya esté hecha. Puesto que en los problemas de comparacién no puede
haber accion, nos quedamos con el caso en el que el conjunto mayor esta descompuesto
en partes iguales y lo que hacemos es comparar una de las partes del conjunto mayor con
el conjunto menor.

Asi pues, segun lo anterior la relacion inversa de "Maria tiene 6 veces tantas
canicas como Daniel" es "Daniel tiene tantas canicas como la sexta parte de las de Maria".
En esta Ultima expresion se observa una perturbacion, y es la nomenclatura fraccionaria
"sexta parte", que puede ser sustituida por la expresion "como una de las 6 partes iguales"
gue es mas semejante a las otras tres.

Queda entonces:

"Daniel tiene tantas canicas como una de las 6 partes de Maria"

Si formamos la relacién inversa de esta Ultima, se puede hacer y tiene sentido en
castellano utilizando el término comparativo "partes como":

"Maria tiene 6 partes como la de Daniel"

Teniendo en cuenta este razonamiento la conclusion es: Las proposiciones relacionales

"Maria tiene 6 veces tantas canicas como Daniel" y

"Maria tiene 6 partes como la de Daniel"
son equivalentes y lo Unico que cambia son los términos empleados
para expresar esa comparacion. Lo mismo puede decirse de los respectivos enunciados
inversos

"Daniel tiene la sexta parte de canicas que Maria" y

"Daniel tiene tantas canicas como una de las 6 partes de Maria"

1.5.5. La proposicién relacional

Fijadas las condiciones anteriores surgen cuatro tipos de problemas de
comparacion multiplicativa segun la expresion relacional utilizada.

En principio, las dos primeras proposiciones relacionales inversas son: "A, tiene(es)
n veces mas(mayor) que A" y "A; tiene(es) n veces menos(menor) que A". Pero la
comparacion multiplicativa se puede hacer también en base al comparativo de igualdad y a
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la considerando que "una cantidad es como n cantidades iguales a una dada", o que "una
cantidad es como otra descompuesta en n partes iguales". Surgen asi dos nuevas
proposiciones relacionales inversas que son: "A, es n veces tanto como A;" y "A; es como
la n-sima parte de A,". La Tabla 1.4 resume las cuatro posibilidades.

Como puede observarse en cada caso aparece una expresion relacional sintac-
ticamente distinta, por lo que en adelante haremos referencia a cada caso por la expresion
relacional que lo determina a la que nos referiremos también como "el término relacional",
"término de comparacién”, "expresion de comparacién” o con algun otro sinénimo.

Desde el punto de vista funcional estos problemas estan caracterizados por incluir
en su enunciado dos funciones proposicionales de una variable: A;(x) y Ax(y) y una funcion
proposicional relacional de las variables anteriores: R(A1,Az). Un enunciado concreto de
un problema de comparacion multiplicativa surge de particularizar o asignar un valor
numeérico a dos de estas funciones y solicitar que se halle el valor de la tercera funcion. En
el ejemplo citado anteriormente tenemos:

A1(x) = Daniel tiene x canicas, con x=12

A,(y) = Maria tiene y canicas, con y desconocido

R(AL,A2) = A, 6 veces mas que A; (Maria tiene 6 veces mas
gue Daniel).

Tabla 1.4. Tipos de proposiciones relacionales de comparacidn

Az AZ
A, tiene 6 veces A, tiene 6 veces
mas que A; menos que A,
> <
Ay Ay
Referente Comparado Comparado Referente
AZ A2
A, tiene 6 veces A, es tanto como la
tanto como A; sexta parte de A,
> <
A]_ Al
Referente Comparado Comparado Referente
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1.5.6. Cantidad desconocida en el esquema de comparacion

Los problemas de comparacion multiplicativa son entidades estéticas, localizadas
en un tiempo T,. Mateméticamente pueden ser descritos como una funcién escalar f entre
el conjunto que hace de referente R y el conjunto comparado C.

R———>C
X —> f(X)=ax

el escalar a puede utilizarse de forma directa o inversa, teniendo pues las dos
posibilidades:

Xa la
R———>C R——>C
X —————> y=ax X———> y=a'1x

Si nos cefiimos a numeros naturales los escalares indican comparaciones de aumento y de
disminucién, respectivamente.

Puesto que el enunciado contiene dos variables "x" e "y", y un escalar "a" que
cuantifica la relacion R(A1,A2), segln que sea desconocida una de las variables x, y 0 el
escalar a, tendremos tres tipos de problemas multiplicativos, por cada una de las
expresiones comparativas. A los problemas en los que se desconoce la cantidad "y" los
llamamos problemas de referido o comparado desconocido. Si se desconoce "X" lo
llamaremos problema de referente desconocido. Y si se desconoce "a" problemas de

escalar desconocido.
1.6. Fases en resolucion de problemas aritméticos verbales
En la resoluciébn de un problema han sido identificados dos fases generales: la

comprension del problema y la solucién del problema (Kintsch y Greeno, 1985; Mayer,
19864, 1986b; Newell y Simon, 1974; Riley, Greeno y Heller, 1983).

Tabla 1.5. Fases en la resolucidén de problemas verbales

Enunciado
del >| Comprensidn >| Solucidn > Respuesta
problema
1% traduccién 3% planificacién
2% integracidn 4% ejecucidn
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Para el caso particular de los problemas aritméticos verbales estos dos procesos
han sido analizados con mas detalle (véase Tabla 1.5). La comprensién (representacion
mental) del problema ha sido caracterizada mediante dos subetapas: (a) traduccion del
problema a una representacion interna, y (b) integracion del problema en una estructura
coherente. De manera similar, la fase de solucién de un problema ha sido caracterizada
mediante dos subetapas: planificacién y ejecucién, que incluye seleccionar el proceso a
seguir y ejecutar los célculos necesarios para obtener una respuesta numérica. (Mayer,
1986a, 1986b).

Una distincién similar entre los subprocesos de comprension del problema ha sido
hecha por Kintsch y Greeno (1985). Cuando el resolutor lee el problema construye un
“"textobase", una representacion mental del mismo. Esta representacion mental expresa el
contenido semantico del enunciado del problema. Entonces el resolutor construye un
modelo del problema que integra la informacion del "textobase" para expresar la situaciéon
matematica del problema. Segun Kintsch y Greeno (1985), un resolutor podria leer y
comprender el texto de un problema pero no ser capaz de situar matematicamente el
problema y, por tanto, no ser capaz de elegir la operacion adecuada para obtener la
solucion.

1.7. Fase de resolucién objeto de estudio

Varios estudios sobre resolucién de problemas aritméticos han mostrado que la
mayoria de los errores que cometen los estudiantes en problemas verbales se deben a
falta de comprension de la estructura del problema mas que a errores de calculo. Los
estudiantes pueden ser capaces de realizar determinados calculos pero no ser capaces de
resolver problemas verbales en los que para obtener la solucion sélo se requiere de esos
célculos (Carpenter, Corbitt, Kepner, Lindquist y Reys, 1980; De Corte, Verschaffel y De
Win, 1985; Dellarosa Cummins, Kintsch, Reusser y Weimer, 1988).

En los resultados de la National Assessment (Carpenter y otros, 1980), se observa
gue los nifios cometen de un 10% a un 30% mas de errores en problemas verbales que si
se les planteaba el mismo problema en formato numérico.

En el estudio de Dellarosa Cummins y otros (1988) un tipo de problema aritmético
fue resuelto por todos los nifios de primer grado cuando se le plante6 en formato
numeérico, pero solo el 29% de los nifios lo resolvieron en formato verbal.

Esta discrepancia en el indice de dificultad de un problema segun el formato
numérico o verbal sugiere que la dificultad que plantea un problema a los nifios no esta
determinada s6lo por las destrezas de calculo implicadas sino que hay otros aspectos que
contribuyen a su dificultad, entre ellos, aspectos relacionados con la fase de comprension.
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Nuestro trabajo tiene como objetivo explorar la dificultad de resolucion de problemas
verbales de comparacion multiplicativa en la fase de comprension. En un trabajo previo
hicimos el estudio piloto de la dificultad de comprension de este tipo de problemas en
funcion de las respuestas correctas (Castro, 1991; Castro y otros, 1991). Ahora afiadimos
mas evidencia utilizando las respuestas correctas y analizando ademas las respuestas
incorrectas.

El andlisis de las respuestas incorrectas proporciona una valiosa e insustituible
informacion. La comparaciéon de respuestas correctas nos dice solamente qué
categorias difieren entre si, pero ofrece poca informacion acerca de cémo difieren
(Marshall y Smith, 1987, p.372).

La validez del analisis de errores en la investigacion ha sido puesta de manifiesto
en investigaciones previas (Brown y Burton, 1978; Marshall, 1983).

La relacién entre la investigacion sobre errores y el aprendizaje de las matematicas
ha sido considerada por diversos autores (Brousseau, Davis y Werner, 1986; Nesher,
1987). Mulhern (1989) y Rico (1993) hacen una revision de la literatura al respecto.

Para Lindvall e Ibarra (1980) conocer los procesos incorrectos que emplean los
estudiantes para resolver tipos especificos de problemas es (til para diagnosticar las
habilidades de los nifios y para planificar la instruccién. Ginsburg (1976) ha enfatizado la
importancia de este tipo de informacion para diagnosticar las dificultades de aprendizaje
de los nifos.

Como utilizar este tipo de informacion para mejorar la ensefianza puede verse en
Brekke (1991) y Hart (1984).

1.8. Objetivos del estudio

La finalidad de este trabajo es estudiar la comprension de los nifios en problemas
verbales de comparacién multiplicativa en los dos ultimos afios de Educacion Primaria: 5° y
6° (10-12 afios de edad).

Perseguimos cuatro objetivos particulares. El primero es examinar si distintos tipos
de problemas verbales de comparacién multiplicativa tienen igual indice de dificultad para
los nifios de 5° y 6° de Educacion Primaria (nifios de edad comprendida entre 10 y 12
afios). Los problemas que hemos utilizado se diferencian en dos variables de tarea: La
cantidad desconocida en el esquema de comparacion y en la expresion linglistica utilizada
para enunciar la comparacion. La pregunta que hemos planteado al respecto es:
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1. ¢Influyen las variables "cantidad desconocida en el esquema de comparacion"y
"expresion linglistica utilizada" en la dificultad de comprension de los problemas
verbales simples de comparacion multiplicativa en nifios de 5° y 6° de Educacion
Primaria?.

El segundo objetivo del estudio es hacer una descripcion de los errores que
cometen los nifios de 5° y 6° de Enseflanza Primaria cuando resuelven problemas verbales
de comparacion multiplicativa. La pregunta que hemos planteado al respecto es:

2. ¢Qué errores cometen los nifilos de 5° y 6° de Enseflanza Primaria cuando
resuelven problemas verbales simples de comparacién multiplicativa.

El tercer objetivo es describir la asociacion entre los tipos de errores que cometen
los nifios y las variables de tarea utilizadas para definir los problemas. La pregunta que nos
planteamos al respecto es:

3. ¢Cbémo se asocian las variables de tarea "cantidad desconocida en el esquema
de comparacion" y "expresion linguistica" con los tipos de errores que cometen los
nifos de 5°y 6° de Ensefianza Primaria?

El cuarto objetivo es categorizar a nifios de 5° y 6° de Ensefianza Primaria en
funciébn de su comprension de los problemas verbales simples de comparacién mul-
tiplicativa definidos en funcién de las dos variables de tarea consideradas. La pregunta
gue nos hacemos al respecto es:

4. ¢Qué niveles de comprension alcanzan los nifios de 5° y 6° de Ensefianza
Primaria en problemas verbales simples de comparacién multiplicativa?
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Capitulo 2

FUNDAMENTACION TEORICA

En este capitulo hacemos una revision de la literatura relacionada con el tema de
investigacion. En primer lugar, analizamos los enfoques que se han utilizado en la inves-
tigacion de problemas verbales aritméticos sin distinguir entre problemas de estructura
aditiva y estructura multiplicativa. En segundo lugar, nos centramos en los enfoques
especificos que se han utilizado en las investigaciones sobre problemas verbales de
estructura multiplicativa. En tercer lugar, resumimos hallazgos empiricos sobre la dificultad
debida al tipo de estructura semantica. En cuarto lugar, revisamos las investigaciones
centradas en la influencia del tipo de numeros. En quinto lugar, tratamos las inves-
tigaciones sobre la comprension de los problemas verbales de comparacién multiplicativa.
Por dltimo, revisamos investigaciones que exponen clasificaciones de respuestas
incorrectas. Acaba el capitulo con unas conclusiones e implicaciones para el problema de
investigacion.

2.1 Enfoques de investigaciones en problemas verbales aritméticos

En este apartado damos una perspectiva de cudles han sido los principales
enfoques con los que se ha abordado el estudio de las dificultades en resolucion de
problemas aritméticos verbales.

La revisién de la literatura sobre investigaciones en resolucion de problemas verba-
les y detecciéon del nivel de dificultad que presentan para los escolares nos ha permitido
establecer que estas investigaciones se han realizado bajo cuatro enfoques
fundamentales:

1 El enfoque linguistico,

2 el enfoque de variables estructurales,

3 el enfoque de sentencias abiertas y

4 el enfoque semantico.

2.1.1. El enfoque linguistico
Hay un gran nimero de investigaciones en las que se ha prestado especial interés
al papel que juega el lenguaje y los aspectos relacionados con él, en la resolucion de los
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problemas artiméticos verbales. En las investigaciones que han tratado las dificultades de
resolucién de problemas en funcién del lenguaje, podemos distinguir las que se centraron
en:

a) la habilidad lectora,

b) la legibilidad de textos, y

c) factores linglisticos.

Habilidad lectora

Las primeras investigaciones sobre resolucién de problemas aritméticos verbales se
centraron fundamentalmente en el papel que desempenia la lectura. Reed (1949), cita las
investigaciones hechas por Lessenger, Wilson, Monroe y Engelhart, en las que se
pusieron de manifiesto que si se mejora la habilidad para leer aumenta la habilidad para
resolver problemas verbales. Lessenger, en 1925, constat6 el hecho de que a un adelanto
logrado en lectura correspondia un progreso igual en el célculo. Wilson, en 1922, ensay6
un método para mejorar la comprension de los problemas verbales que consistia en:
primero, hacer una serie de preguntas conducentes a aclarar el significado del problema;
segundo, hacer una composicion tomando el problema como tema vy, tercero, dramatizar el
problema o presentar la solucion por medio de una pantomima. Esta practica resultd ser
favorable. Monroe y Engelhart, en 1933, también obtuvieron que la ensefianza sistematica
en la lectura de problemas verbales mejora el rendimiento, sobre todo de los alumnos
retrasados. Estos investigadores ejercitaban a los alumnos en definir términos, indicar
procesos, formular problemas semejantes y esquematizar las condiciones de los pro-
blemas. Obtuvieron sélo una pequefia diferencia en favor del grupo experimental, lo que
segun Reed pudo ser debido a dos razones: primero, la diferencia entre los métodos de
instruccién fue muy pequefia y, segundo, mejorar la habilidad para la lectura mas alla de
ciertos limites tiene poco valor sobre la habilidad para resolver problemas.

En investigaciones posteriores que siguen este enfogque se acepta ya como
hipbtesis el que existe correlacion entre la habilidad lectora y el éxito en resolucién de
problemas verbales. Muchas de ellas concluyen dando un coeficiente de correlacion
significativo (Aiken, 1971).

La dificultad del problema verbal se identifica fundamental-mente en este enfoque
con la dificultad de aprendizaje de una nueva lengua. Por ello, se proponen métodos de
ensefiar a resolver problemas verbales que enfatizan la traduccién del enunciado del
problema a una relacién numérica. En el método de Dahmus, por ejemplo, los estudiantes
primero aprenden cémo convertir enunciados del idioma inglés en enunciados
matematicos y, a continuacién, resolver las ecuaciones o sistemas de ecuaciones a que
dan lugar. Dahmus destaca que su método es especialmente efectivo con los alumnos
retardados (Dahmus, 1970).
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Legibilidad

En el periodo comprendido entre 1950 y 1980 gran numero de investigadores se
han dedicado a investigar el nivel de legibilidad de los libros de texto de matematicas y han
intentado aplicar formulas ideadas para medir el nivel de legibilidad de textos corrientes
(narrativos u otros) a los textos que aparecen en los libros de mateméaticas y particular-
mente a los problemas verbales (Barnett, 1980).

Dentro de este enfoque Kane (1970) afirma que es inapropiada la aplicacién de
férmulas de legibilidad ideadas para el lenguaje natural a textos matematicos. Kane afirma
que los textos de matematicas estan escritos en mas de un lenguaje: la lengua materna, la
notacion indoarabiga de los numeros, el sistema de notacion algebraico, el lenguaje del
calculo de proposiciones, etc. Estos lenguajes aparecen mezclados en mayor o menor
medida de unos libros a otros y de unas unidades didacticas a otras. La lengua materna se
ve complementada con expresiones que son traducciones de algunos de los lenguajes
adicionales que usa la matematica. Por ejemplo, frases tales como "si y solo si", "si
...entonces", "A 'y B" son traducciones del lenguaje del calculo proposicional. El significado
preciso de estas traducciones debera ser comprendido por el lector antes de que
aparezcan empleadas en un texto, si queremos que entienda el significado del mismo.
Kane sostiene la idea de que la resolucion de problemas verbales es una mera traduccion
entre lenguajes.

Mas recientemente Paul, Nibbelink y Hoover (1986) hacen un estudio para
comprobar si las féormulas de legibilidad proporcionan informacion fiable que permita
decidir cuando determinados problemas verbales son apropiados para alumnos de un nivel
dado. Las férmulas de legibilidad que se emplean en esta investigacion son la Férmula de
Dale-Chall y la Férmula de Spache. Los resultados de este estudio no sostienen la
hipétesis de que las férmulas de legibilidad sean utiles para predecir la dificultad de los
problemas verbales.

Otros investigadores (Moyer y otros, 1984a, 1984b) han estudiado la dificultad de
los problemas en funcién de formatos distintos y contrapuestos que se supone tienen
distinto grado de legibilidad: Problemas verbales versus telegraficos, problemas con
dibujos versus verbales versus telegréficos.

2.1.2. El enfoque de variables estructurales

El concepto variable de tarea es utilizado por Kilpatrick (1978) y por otros autores
posteriores como Goldin y McClintock (1980). En estos trabajos se refieren a ellas como
caracteristicas de los enunciados de los problemas que asumen un valor particular dentro
de un conjunto de valores posibles. Un tipo de variable de tarea correspondiente a la
estructura superficial del problema son las variables sintacticas (Goldin y McClintock,
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1980). En el enfoque adoptado para estudiar la influencia de las variables de estructura
superficial sobre la dificultad del problema, expresada en porcentaje de éxitos, se
considera el problema aritmético verbal como un ente independiente del resolutor que
puede ser descrito mediante un numero finito de caracteristicas discretas, a las que
Nesher (1976) llama variables estructurales. Detectar si cada una de estas variables
estructurales tiene influencia significativa o no sobre la dificultad del problema es un
objetivo general de este grupo de investigaciones. Sin embargo, no todas persiguen el
mismo fin, ni adoptan la misma metodologia. Como sefialan Puig y Cerdan (1989), los
estudios realizados bajo este enfoque pueden clasificarse en dos categorias. Los que
pretenden predecir la dificultad del problema en funcibn de todas las variables
estructurales que tengan influencia significativa sobre esa dificultad, y los estudios que
han tratado de determinar si una variable en particular afectaba de forma significativa al
nivel de dificultad expresado en porcentajes, controlando el resto de las variables. Al
primer enfoque lo vamos a llamar analisis global de variables y al segundo andlisis parcial
de variables.

Analisis global

Los investigadores de la primera categoria tratan de expresar la dificultad del
problema como la suma de las dificultades aportadas por cada una de las variables
estructurales, tales como la longitud del problema, la complejidad gramatical de sus ora-
ciones, la operacion con la que resuelve el problema o el orden en el que aparece la
informacion. Los trabajos mas significativos dentro de esta categoria del enfoque variables
estructurales son los realizados en el Institute for Mathematical Studies in the Social
Sciences de la Stanford University por un grupo de investigadores bajo la direccion de P.
Suppes. Ademas de trabajar en la construccion de un programa de ensefianza por
ordenador para aprender a resolver problemas aritméticos verbales, intentan identificar en
sus estudios variables estructurales que permitan predecir la dificultad de los problemas
aritméticos verbales para los estudiantes (Suppes; Loftus y Jerman, 1969; Jerman y Rees,
1972; Jerman, 1973; Searle, Lorton y Suppes, 1974).

Utilizando la técnica estadistica del analisis de regresién lineal pretendian encontrar
una recta de regresidbn que permitiera poder predecir la dificultad de un problema
aritmético verbal en funcién de las variables discretas que tuvieran efecto significativo
sobre la dificultad.

Una asuncién fundamental de esta aproximacion, como lo expresan Jerman y Rees
(1972), es que "la estructura (superficial) de los problemas aritméticos por si misma, para
un gran namero de mediciones determina su nivel de dificultad". Este grupo de inves-
tigadores es consciente de que los factores de aptitud-interaccién del estudiante frente al
problema son importantes, pero hasta que no haya una teoria que describa convincen-
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temente la naturaleza de tales factores, los componentes del grupo opinan que mediante
el andlisis de tipo estructural resultard un camino fructifero para la investigacion y
desarrollo del curriculum. La pretension final es poder formular un conjunto claro de reglas
para generar conjuntos de problemas aritméticos de un nivel especifico de dificultad. "Los
disefiadores de curriculum estarian entonces en una mejor posicion para controlar el nivel
de dificultad cuando preparan materiales para la ensefianza" (Jerman y Rees, 1972).

El enfoque de variables estructurales tiene por referencia basica el trabajo de
Suppes, Loftus y Jerman (1969). En esta investigacién las variables que se analizan como
posibles factores que afectan a la dificultad de un problema son: operaciones, pasos,
longitud, secuencia, pista verbal y conversion.

La distincién entre la variable "operaciones" y "pasos" queda reflejada claramente en el
siguiente ejemplo: Un problema que pida hallar la media de 11 nameros tiene 11 pasosy 2
operaciones.

Para reafirmar la importancia de la variable longitud, Suppes, Loftus y Jerman citan
investigaciones sobre la adquisicion del lenguaje en las que se pone de manifiesto el
desarrollo gradual de los nifios en la comprension de sentencias de menor a mayor
namero de palabras y la dificultad que tienen los nifios para retener sentencias.

Las palabras que consideraron en este trabajo como pistas verbales son: para la
adicién: "y"; para la substraccion: "menos" 0 un comparativo; para la multiplicacién: "cada
uno"; para la divisién: "promedio" o "cada uno" apareciendo en la pregunta.

La variable "conversion" se definié para el caso en que los estudiantes tuvieran que
recordar de memoria hechos tales como que "1 semana = 7 dias".

Se utilizaron oraciones tales como "Cudl fue su ventaja neta en metros" que dejan
a los estudiantes sin la menor idea de qué operacion usar. Esto sugiere la idea de que la
presencia o ausencia de una palabra clave puede ser un potente indicativo de la dificultad
del item.

Los resultados que obtuvieron en esta investigacibn muestran que solo tres de las
variables estudiadas: operaciones, secuencia y conversion de unidades, son significativas.
El modelo de regresion lineal en esta investigacion da cuenta del 45% de la varianza de la
probabilidad de que la respuesta sea correcta.

Una constante en los sucesivos trabajos de este enfoque es que los investigadores
tratan de identificar nuevas variables que afadir a las investigadas anteriormente. En
concreto, Barbara Searle (Jerman y Rees, 1972), utiliza los datos obtenidos en la
investigacion anterior para estudiar un conjunto de 13 variables. Dichas variables habian
sido tratadas en un contexto CAIl donde los estudiantes sélo tuvieron que indicar las
operaciones que era necesario realizar, pero no efectuar los calculos. Jerman y Rees
(1972), consideran de interés examinar el efecto de estas mismas variables cuando se
aplican a problemas resueltos con lapiz y papel. Ello les llevd a definir otras variables e
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incrementar hasta 22 la lista de las variables consideradas por B. Searle. En las
conclusiones de este trabajo, Jerman y Rees, afirman que s6lo cinco de las variables con-
sideradas dan cuenta aproximadamente del 87 % de la varianza de la probabilidad de que
la respuesta sea correcta. La que mas contaba fue la variable multiplicacion con el 32 %,
seguida por la variable divisién con el 23 %, la variable longitud del problema con el 21 %,
la variable distractor con el 11%, y finalmente la variable adicién-sustraccién con el 1%.

El proceso de identificar y recopilar variables estructurales en los enunciados de los
problemas aritméticos verbales es llevado a su mayor refinamiento por Jerman y Mirman
(1974).

Establecen dos grandes bloques: \variables linglisticas y variables
computacionales. Las variables computacionales que consideran en este trabajo son seis
de las ya empleadas en los trabajos anteriores (conversion, memoria, longitud,
operaciones, NOMC2 y cociente), mientras que las linglisticas son una recopilacion de
variables ya utilizadas por otros investigadores a las que afiaden otras nuevas no inves-
tigadas anteriormente y que agrupan en siete categorias: (1) longitud, (2) partes de la
oracion, (3) palabras, (4) numeros, (5) oraciones, (6) elementos de las oraciones, y (7) pun-
tuacion-simbolos-caracteres.

Analisis parcial de variables

La segunda categoria de investigaciones analiza el efecto de determinados
factores sobre el rendimiento de los sujetos. El analisis de regresién no es la técnica
estadistica obligada, como ocurria en el caso anterior, y se utilizan técnicas estadisticas
alternativas como el andlisis de la varianza. Este es el caso de Linville (1976), que estudia
la habilidad de resolver problemas verbales en funcién de la dificultad del vocabulario y de
la sintaxis, o el de Nesher (1976) que estudia la influencia de las variables "nimero de

pasos", "presencia o no de informacion superflua" y "presencia o no de palabras clave".
2.1.3. El enfoque de sentencias abiertas

En este enfoque las investigaciones se caracterizan por clasificar los problemas
aritméticos a partir de las sentencias abiertas que subyacen en el problema, con el &nimo
de distinguir entre ellas distintos niveles de rendimiento o distintas estrategias en escolares
de los primeros niveles. Las investigaciones iniciales se hacen solo sobre dificultades
relativas de sentencias numéricas simples de adicién y sustraccion, asi por ejemplo,
Weaver (1971, 1972, 1973) investiga el nivel de rendimiento de escolares de 1°, 2°y 3°
grado, al resolver determinadas sentencias abiertas de adicion y sustraccion. Compara el
nivel de rendimiento, medido en porcentajes de aciertos, de los tres grados, el de
sentencias analogas de adicion y substraccion ([J+a=b, [J-a=b) el de una sentencia abierta
y su simétrica (a-[]=b, b=a-[]), el de sentencias cuya solucién es un namero natural con
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otras que carecen de ella, y las diferencias debidas a la posicién de la incognita, es decir,
si el dato desconocido es uno de los dos que se componen o bien lo es el resultado.

Posteriormente se incorporan nuevos elementos en las investigaciones sobre
sentencias abiertas. Asi, Grouws (1972) estudia el rendimiento en sentencias abiertas de
adicion y sustraccion en funcion del sexo, y ademas investiga la influencia sobre el
rendimiento en una determinada sentencia si ésta estd o0 no acompafiada de un enunciado
verbal en el que subyace dicha sentencia.

En posteriores trabajos se analizan otros aspectos en funcion de las sentencias
abiertas, es el caso de Grouws (1974), que utiliza la técnica de entrevista individual para
aplicar un test elaborado con sentencias abiertas e investigar los métodos (estrategias)
gue los nifios utilizan para resolverlas. La finalidad del estudio fue:

(1) identificar los métodos de solucibn empleados por los nifios y determinar su
frecuencia de uso.

(2) indagar la extension con la que diferentes métodos de solucién son usados por
los nifios para resolver sentencias abiertas similares, y

(3) examinar la relacion entre el nimero de soluciones correctas y tipos de métodos
empleados.

El estudio realizado por Lindvall e Ibarra (1980) con nifios de 1° y 2° de diferentes
comunidades, trata de la identificacién de estrategias incorrectas y la frecuencia con la que
aparecen. El estudio implica la resolucion con lapiz y papel de sentencias abiertas, la
habilidad para leerlas, la resolucidon de problemas verbales en los que estaban implicadas
dichas sentencias y la influencia de material manipulativo para demostrar las soluciones
obtenidas.

Asi mismo, Hiebert (1982) investiga las estrategias que siguen los escolares de
primer grado al resolver problemas verbales de adicién y sustraccién con datos menores
gue 10. Los problemas utilizados fueron seis pertenecientes a la estructura semantica de
cambio, correspondiendo tres a unién y tres a separacion. En cada caso las tres
posibilidades surgen al variar sistematicamente la posicion de la incégnita. A los nifios se
les daba la posibilidad de poder utilizar material manipulativo (cubos pequefios) como
ayuda para resolver el problema. Los resultados obtenidos ponen de manifiesto que la
posicién de la incognita tiene una influencia sustancial en la conducta que siguen los
nifos.

En un trabajo nuestro sobre resolucién de problemas verbales aritméticos de
comparacion de estructura multiplicativa (Castro, Rico, Batanero, y Castro, 1991; Castro,
1991) ponemos de manifiesto también que la posicion de la incégnita tiene efecto
significativo sobre el nivel de dificultad, medido en porcentajes de aciertos, con nifios de 10
a 12 afos.

Como conclusion de estos estudios podemos decir que dentro de las
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investigaciones previas sobre dificultades en problemas aritméticos verbales de adicion y
sustraccion, la variable posicion de la incognita en la sentencia abierta subyacente en el
problema, cuyos valores representan la identidad de la cantidad desconocida, se ha
mostrado como una de las variables mas interesantes y que con mas claridad ha
establecido diferencias de dificultad entre problemas.

2.1.4. El enfoque seméantico

Para resolver un problema aritmético enunciado verbalmente (PAEV) es necesario
conocer el significado del texto en el que esta enunciado. En un PAEV todas las palabras
del texto de su enunciado no juegan el mismo papel desde el punto de vista de su
resolucién. Se pueden distinguir, como hacen Puig y Cerdan (1989) "las que desempefian
algun papel en la eleccién de la operacién y las que no desempefian papel alguno. El
papel de estas Ultimas suele limitarse a conectar el enunciado del problema con la
realidad, o a delimitar el contexto del problema". Las palabras -0 grupos de palabras- que
influyen en la eleccién de la operacion que hay que realizar se denominan palabras clave.

En las investigaciones de PAEV que se han centrado en el estudio del significado
han existido dos tendencias claramente diferenciadas: las que los han estudiado en base a
significaciones parciales del texto y las que lo hacen globalmente, considerando el texto
del problema como un todo.

Dentro de las investigaciones sobre significaciones parciales se han utilizado
variables de contenido semantico con la creencia de que la resolucién correcta de un
PAEV depende de la asociacion adecuada entre una "palabra clave" y la operacién que
"representa”. Por el contrario, el analisis global, aunque no margina el papel de las
palabras clave a la hora de resolver el problema, sin embargo no considera a éstas como
los Unicos determinantes en la interpretacion del significado del problema; hace intervenir
otros factores que convierten en relativa su aportacion. Las investigaciones que se centran
en el analisis global del problema son investigaciones de tipo estructural, en las que se
admite que el resolutor utiliza determinados esquemas conceptuales para comprender el
significado del texto del problema. Puig y Cerdan (1989) califican de ingenuo el enfoque
del andlisis basado en palabras clave y mantienen que el enfoque global, es el mas
adecuado y el que tiene mayor actualidad.

Palabras claves

Las variables de contenido semantico describen los significados de palabras y
expresiones matematicas que aparecen en el enunciado del problema y que se supone
tienen una influencia decisiva a la hora de elegir la operacién con la que solucionarlo.
Webb (1980) considera que estas variables de contenido semantico se han utilizado en la
investigacion para "describir los significados del lenguaje natural y del lenguaje técnico que
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pueden influir en el nivel de dificultad en la resolucion de problemas"”, y las divide en dos
categorias: palabras clave y vocabulario matematico.

Para Webb la razén de ser de estas variables en la investigacion es la siguiente:
Durante su periodo de escolarizacion los alumnos deben resolver una gran cantidad de
problemas que estan enunciados verbalmente, es decir, que estan expresados en el
lenguaje natural. Para resolver estos problemas verbales el sujeto debe comprender el
enunciado verbal y traducirlo a expresiones matematicas que representen la estructura del
problema. La investigacion sobre palabras clave recibié un fuerte impulso con los
trabajos del Grupo de Stanford sobre variables estructurales. Asi Suppes y otros (1969),
intentando determinar factores que afecten a la dificultad de un problema, investigaron un
conjunto de seis variables, una de las cuales es la presencia o no de palabras clave en los
enunciados de los problemas. Como hemos sefalado anteriormente, las palabras clave
gue utilizaron fueron "y" para la suma, "menos" o un comparativo para la resta, "cada uno"
para la multiplicacién, "promedio"”, o "cada uno" colocado en la sentencia interrogativa del
enunciado del problema para la division. Los resultados obtenidos por Suppes y sus
colaboradores muestran que no hallaron efectos significativos de regresién de esta
variable para la dificultad de los problemas, es decir, que la presencia o no de palabras
clave no explicaba una proporcién suficiente de la varianza observada.

Jerman (1973) prestd especial atenciébn a las palabras clave y definié varias
variables a partir de ellas, tratando de dilucidar si la presencia o0 no de palabras clave
representaba una mayor o menor dificultad en el problema. No obtuvo resultados
significativos, salvo cuando actian como distractores, de que la ausencia o presencia de
una palabra clave en un problema afecta a su nivel de dificultad.

Nesher y Teubal (1975), desde un enfoque del procesamiento de la informacion,
estudiaron la influencia de palabras clave en el proceso de traduccion desde la formulacion
verbal del problema hasta la expresion matematica del mismo. En concreto, investigaron
en problemas que se pueden resolver con sumas y restas, si la eleccion de una de estas
operaciones para solucionar el problema esta influida por la presencia de una palabra
clave en el enunciado del mismo. Las palabras clave aparecen unas veces empleadas
como pistas verbales de la operacion a realizar y otras como distractores. Los resultados
mostraron un menor rendimiento de los sujetos en los problemas donde las palabras clave
actuaban como distractores. La conclusion que sacd Nesher de este trabajo es que "si una
palabra no tiene un univoco y definitivo significado en todo problema verbal, no puede ser
usada como palabra clave. Hay que hacer comprender las relaciones matematicas
subyacentes que estan expresadas en la formulacién verbal" (Nesher, 1976).

Nesher (1976) estudi6 la influencia de tres variables en la dificultad de problemas
aritméticos, una de ellas es "palabras clave". En esta investigacién las palabras clave no
actuan como distractores. Los datos obtenidos fueron tratados estadisticamente mediante
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el analisis de varianza. De este andlisis resultd que la variable "palabras clave" no tenia
efecto significativo sobre la dificultad de resolucion de los problemas estudiados por ella.

En una investigacion realizada por otros miembros de nuestro grupo de inves-
tigacion (Gonzalez y otros, 1985) se estudié el papel de los verbos de accibn como
determinantes de la operacidon que hay que elegir para resolver problemas aritméticos
simples y realizamos una clasificacion de verbos por operacion.

Las investigaciones sobre vocabulario mateméatico se basan en el supuesto de que
existe distincién entre el significado de una palabra usada en el lenguaje usual y la misma
palabra usada con significado matematico. Investigadores como Kane (1970), sostienen
gue la lectura de textos matematicos requiere una habilidad especial diferente de la
requerida para leer textos ordinarios, por lo que necesita de una particular instruccion.

El enfoque de esquemas mentales

Los enfoques tedricos mas recientes utilizados en las investigaciones sobre
resolucion de problemas aritméticos verbales se basan en el analisis del esquema mental
que utiliza el resolutor cuando resuelve un problema verbal. Estos enfoques de esquemas
mentales se enraizan en la tradicién psicolégica de Bartlett, centrada en la cuestién de
caracter cognitivo sobre como se organiza el conocimiento verbal en la mente de las
personas. Son pues enfoques cognitivos de la resolucion de problemas verbales que
consisten en intentar analizar este tipo de conocimiento verbal en sus partes, e indicar la
estructura en la que se enlazan éstas. Por ello, en este enfoque, una categoria de
problemas verbales es un modelo estructural de conocimiento verbal de una persona que
consta generalmente de elementos y relaciones entre esos elementos.

En la segunda mitad de la década de los setenta y primeros afios de los ochenta,
varios investigadores estuvieron empleando, por separado, el enfoque de esguemas
mentales en sus investigaciones sobre problemas aritméticos verbales simples de
estructura aditiva, y clasificaron los problemas en categorias semanticas similares. Entre
ellos destacan las aportaciones de Vergnaud y Durand (1983), Riley, Greeno y Heller
(1983), Carpenter y Moser (1982), y Nesher (1982).

En este periodo las investigaciones sobre problemas aritméticos se dividen para su
estudio en dos campos: el campo de la estructura aditiva y el campo de la estructura
multiplicativa. Los problemas de estructura aditiva son aquellos cuyas soluciones implican
solamente sumas y restas. Mientras que los problemas de estructura multiplicativa implican
s6lo multiplicaciones y divisiones. En lo que sigue vamos a tratar por separado las inves-
tigaciones realizadas sobre la estructura aditiva de las realizadas sobre estructura
multiplicativa.

Dentro de este enfoque estructural se pueden distinguir dos corrientes:
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a) la corriente impulsada por el psicélogo francés Gerard Vergnaud, que utiliza el
calculo relacional como concepto esencial para comprender el funcionamiento cognitivo
del sujeto, y

b) la corriente basada en las categorias semanticas (unir, separar, etc) de los
problemas.

El calculo relacional

Para Vergnaud el estudio clasico de los problemas de aritmética elemental en base
a la diferenciacion segun las operaciones de adicion, substraccion, multiplicacion y division
crea dificultades y no caracteriza ciertas relaciones numéricas que aparecen en los
enunciados de los problemas. Por ello, distingue, basandose en la nocién de campo
conceptual, entre el campo conceptual de las estructuras aditivas y el de las estructuras
multiplicativas.

Una nocion clave en el enfoque de Vergnaud es si los datos del problema
expresan, 0 no, una accion que se desarrolla en el tiempo. Para realizar esta distincion
utiliza los conceptos de estado (medida) y de operador (transformacion).

En base a estas nociones realiza una categorizacién de los problemas aritméticos
de estructura aditiva en cinco grandes tipos (Vergnaud y Durand, 1983):

1) Dos medidas que se componen en una tercera,

2) Una transformacion que opera sobre una medida para dar una medida,

3) Dos transformaciones que se componen en una tercera,

4) Una transformacion que opera sobre un estado relativo para dar otro estado relativo,
5) Dos estados relativos que se componen en un tercero.

Basandose en esta clasificacion tratd de establecer una jerarquia por el nivel de
dificultad que los diversos tipos de problemas plantean a los nifios. Asi obtuvo que los
problemas de la categoria tercera (composicién de transformaciones) son mas dificiles que
los de la categoria segunda (transformacién entre estados).

Vergnaud considera ademas que cada una de estas categorias, da lugar a varias
clases de problemas de diferente grado de dificultad segun la identidad -posicion- de la
incognita, la dimension absoluta o relativa de los nimeros, que sean enteros o decimales,
segun el orden de presentacion, la estructuracion sintactica de los enunciados, etc.

En un trabajo posterior (Vergnaud, 1982) este investigador afiade otra categoria a
las definidas en 1976 y las formula del siguiente modo: 1) composicién de dos medidas, 2)
transformacién entre dos medidas, 3) relacion estatica entre dos medidas, 4) composicion
de dos transformaciones, 5) transformacion entre dos relaciones estaticas, 6) composicion
de dos relaciones estaticas.

No obstante, hay que sefalar que sus trabajos en estructuras aditivas han recibido
menor atencion que los que ha realizado en el campo de las estructuras multiplicativas,
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cuyo trabajo de 1983 es una referencia basica al respecto.

Las categorias semanticas de problemas aditivos

En un trabajo presentado por Heller y Greeno en 1978 sobre procesamiento
semantico de los problemas verbales (Heller y Greeno, 1979), distinguen tres esquemas
gue representan estructuras alternativas de informacién cuantitativa relativas a problemas
de adicion y substraccion, a las que llaman Causa/Cambio, Combinacion, y Comparacion.
Este andlisis semantico es coincidente con el realizado por Nesher y Katriel en 1978
(Nesher, 1982) aunque utilizan un nombre distinto para algunas de las categorias.

Los problemas de Causa/Cambio son los que describen situaciones en las que
algun evento cambia el valor de una cantidad. Por ejemplo, "Juan tiene 5 bolas; José le da
3 mas," manifiesta un cambio en la cantidad de objetos poseidos por una persona como
resultado de una accion. El esquema abstracto subyacente contiene una cantidad inicial,
una accién que implica un cambio de valor, bien sea de aumento o de disminucién, y una
cantidad final resultante. La direccién del cambio asi como la identidad de la cantidad
desconocida determinan la operacibn mateméatica necesaria para resolver el problema. En
funcion de estas dos variables hay seis posibles problemas de Causa/Cambio. Esta
categoria es similar a la categoria que Vergnaud denomina "transformacion entre dos
medidas". Carpenter, Hiebert y Moser (1981) y Carpenter y Moser (1982) la denominan en
estos trabajos previos como problemas de "union y de separacién”, y Nesher (1982) la
denomina categoria "dinamica". Actualmente hay comun acuerdo entre los investigadores
en denominar a esta categoria como problemas de estructura semantica de cambio.

Los problemas de combinacion se basan en la relacién estatica existente entre un
conjunto total y dos subconjuntos disjuntos cuya unidn sea el conjunto total. Por ejemplo,
"Juan tiene 4 caramelos. Ana tiene 5 caramelos. ¢Cuantos caramelos tienen entre los
dos?." Segun la identidad de la cantidad desconocida hay dos tipos de problemas de
combinacion: se conoce el tamafio de los dos subconjuntos y se pide el tamafo de la
unién, o se conoce uno de los subconjuntos y su unién y se pide el tamafio del otro
subconjunto. Esta categoria coincide con la que Vergnaud llama "composicion de dos
medidas". Carpenter, Hiebert y Moser (1981), y Carpenter y Moser (1982) la llaman
"parte-parte-todo". Nesher (1982) la llama categoria "estatica". Actualmente esta categoria
de problemas es comunmente denominada como problemas de estructura semantica de
combinacion.

El tercer esquema, el de comparacion, al igual que el de cambio, implica relaciones
estaticas, es decir, relaciones en las que no hay implicita una accién. Los problemas de
comparacion implican la comparacién de dos cantidades, una de los cuales es la cantidad
referente y la otra la comparada o referido. La tercera cantidad es la diferencia, o cantidad
en la que la mas grande excede a la otra. Por ejemplo, "Maria tiene tres cintas. Susana
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tiene 8 cintas. ¢ Cuantas cintas tiene Susana mas que Maria?." Segun que la direccion de
la comparacién (mas que o menos que) y la cantidad desconocida (referente, referido o
diferencia) surgen seis tipos de problemas de comparacién. Esta categoria se corresponde
con la que Vergnaud (1982) llama "relacion estéatica entre medidas”, Carpenter, Hiebert y
Moser (1981), Carpenter y Moser (1982), y Nesher (1982) denominan también esta
categoria como problemas de estructura semantica de comparacion, que es la que se usa
actualmente.

Carpenter, Hiebert y Moser (1981), Carpenter y Moser (1982, 1983), consideran
ademas la categoria de igualacion, hibrida de las de cambio y comparacion. Se trata de
problemas en los que se demanda la accién que hay que realizar sobre una cantidad para
hacerla igual a otra. Por ejemplo, "Juan tiene 50 pesetas. Antonio tiene 20 pesetas.
¢, Cuantas tiene que perder Juan para tener tantas como Antonio?." Segun que la accién a
realizar se aplique sobre la cantidad mayor o menor y segun cudl sea la identidad de la
cantidad desconocida en la igualacién surgen seis tipos de problemas de igualacion.

Las categorias semanticas se han aplicado a problemas simples de adicién y
substraccion que se suponen son apropiados para escolares de los primeros grados, en
los que se utilizan s6lo nimeros naturales. En esto se diferencia del enfoque adoptado por
Vergnaud, que trata de hacer una clasificacion mas exhaustiva en la que intenta englobar
tipos de problemas en un periodo mas amplio del curriculum escolar, y no sélo de los
primeros grados. Como consecuencia de ello las categorias elaboradas por Vergnaud
abarcan problemas aritméticos verbales con clases mas amplias de numeros, como por
ejemplo, los nimeros enteros.

Durante la década de los ochenta numerosos investigadores han estudiado la
resolucion de problemas de estructura aditiva en funcion de estas categorias de
problemas. Buena prueba de ello lo podemos encontrar en los trabajos de Carpenter,
Hiebert y Moser (1981); Carpenter y Moser (1982, 1983, 1984); Riley, Greeno y Heller
(1983); Nesher, Greeno y Riley (1982); Nesher (1982); Kintsch y Greeno, (1985), De Corte
y Verschaffel (1985a, 1985b, 1987a); Bermejo y Rodriguez (1987a, 1987b). Gran namero
de ellas estudian el nivel de dificultad en funcién de las categorias semanticas y en funcién
de la identidad de la cantidad desconocida en el problema.

Entre los resultados sobre dificultades mas difundidos dentro de este enfoque se
encuentran los obtenidos por Riley y otros (1983) sobre las tres primeras categorias
semanticas. El orden de dificultad que obtienen para las categorias es: cambio, combina-
cion y comparaciéon. Pero esta ordenacion se complica cuando hacen intervenir la variable
identidad de la cantidad desconocida (posicion de la incognita). Dentro de una misma
categoria de problemas hallan casos de bastante diferencia de dificultad segun esta Ultima
variable:

-En la categoria de cambio los problemas mas faciles son los de la cantidad final
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desconocida bien sea la accion de aumento o de disminucién, mientras que los mas
dificiles dentro de esa categoria corresponden a aquellos en los que se desconoce la
cantidad inicial.

-En problemas de combinacién los mas faciles son aquellos en los que se pide
hallar la cantidad total, frente a los que piden hallar alguna de las dos partes.

-En problemas de comparacion el tipo més dificil es cuando se pide hallar el
referente.

Ademas de diferenciarse por el porcentaje de éxitos que obtienen los escolares de
los primeros grados, las categorias semanticas provocan en los escolares procesos
distintos de actuacién (Carpenter y Moser, 1983). Incluso De Corte y otros (1990) observan
diferencias entre las categorias semanticas en funcion de los movimientos oculares de los
nifios durante la resolucién de este tipo de problemas. Carpenter, Moser y Bebout (1988)
estudian la incidencia de la estructura semantica de los problemas verbales aditivos de un
paso sobre la sentencia abierta que le asignan los nifios. Su conclusion es que "la es-
tructura semantica de los problemas verbales influye directamente sobre la sentencia
numeérica que los nifios escriben para representarlos” (p.354). En otros trabajos dirigidos
por Carpenter, por ejemplo, Bebout (1990) y Carey (1991), dentro de las categorias
semanticas se utilizan las sentencias abiertas para investigar las dificultades que tienen
los nifios para representar estos problemas simbdlicamente.

2.2. La estructura multiplicativa como area de investigacion

Los problemas que requieren de las operaciones de multiplicar o dividir para su
resolucién tienen la misma estructura matematica subyacente, a la que se conoce como
"estructura multiplicativa". Como en el caso de la estructura aditiva, las investigaciones
sobre la estructura multiplicativa abarcan una amplia variedad de aspectos. Muchos de
ellos se han estudiado de forma conjunta con los problemas de estructura aditiva y han
sido ya citados en las secciones precedentes. Otros se han centrado en investigar
aspectos distintivos y especificos de la estructura multiplicativa. Entre ellos:

-Investigaciones sobre la dificultad de las combinaciones basicas de la
multiplicacion y de la division como las citadas en Resnick y Ford (1981), y Jerman (1970).

-Investigaciones que comparan la efectividad de métodos de ensefiar las
combinaciones numéricas basicas (Cook y Dossey, 1982; Cooney, Davis y Hirstein, 1981;
Thornston, 1978).

-Investigaciones sobre ensefianza del algoritmo de la multiplicacion (Heege, 1978,
1983, 1985).

-Investigaciones que comparan la dificultad relativa de las sentencias abiertas
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(Grouws y Good, 1976).

-Investigaciones sobre la ensefianza del concepto de razén (Van den Brink y
Streefland, 1979; Hart, 1984; Onslow, 1986; Streefland, 1984, 1985).

-Investigaciones sobre el desarrollo del concepto de razéon y del razonamiento
proporcional en los nifios (Hart, 1988; Karplus, Pulos y Stage, 1983; Noelting, 1980a,
1980b; Tournaire, 1986; Tournaire y Pulos, 1985).

-Investigaciones para ensefiar la multiplicacién con comprensién (Lampert, 1986).

-Investigaciones sobre el desarrollo inicial de los conceptos multiplicativos y estudio
de las estrategias iniciales (Anghileri, 1989; Boero, Ferrari y Ferrero, 1989; Kouba, 1987,
1989; Mulligan, 1992; Ricco, 1982; Steffe, 1988, 1990).

En esta seccion nos referimos solo a la investigaciébn sobre resolucion de
problemas verbales en el campo conceptual de la estructura multiplicativa. Hay puntos en

comun en las investigaciones hechas sobre las estructuras aditivas y las multiplicativas,
como el énfasis en la clasificacion semantica de los problemas, pero también hay
diferencias importantes. Greer (1987b, pp. 65-66) y De Corte y otros (1988, pp. 197-198)
sefalan los siguientes contrastes:

a) la_edad de los nifios: mientras que los trabajos en resolucion de problemas
verbales de adicién y substraccion se han realizado principalmente con
ninos entre 5-8 afos de edad, los sujetos utilizados en los estudios de
multiplicacion y divisién han sido en su mayoria estudiantes entre 10 y 15.

b) la técnica de investigacién: en la estructura aditiva los métodos de investigacion
mas empleados han sido las entrevistas individuales y la simulacién con
computador, mientras que en la estructura multiplicativa la técnica mas
empleada ha sido test de lapiz y papel en la que se enfatiza si el nifio
escoge 0 no la operacion correcta. Unas veces se le pide a los nifios que
hagan los calculos debajo del enunciado y en otras investigaciones que
escoja entre varias opciones. También se han utilizado entrevistas in-
dividuales.

c¢) los tipos de numeros: en contraste con los problemas de estructura aditiva, el
trabajo en la estructura multiplicativa no presta so6lo atencién a la estructura
del problema como variable, sino también a los tipos de nimeros usados.

La revision de la investigacion sobre este tépico empieza con la descripcion de los
marcos tedricos que se han utilizado para clasificar problemas de estructura multiplicativa
basados en estructuras semanticas.

2.2.1. Categorias semanticas de problemas multiplicativos

La clasificacion de los problemas verbales de estructura multiplicativa no esta tan
bien establecida como la de los problemas de estructura aditiva. Se han realizado varias
clasificaciones desde el punto de vista semantico. Entre ellas cabe citar las de
Hendrickson (1986), Nesher (1988), Schwartz (1981, 1988) y Vergnaud (1983, 1988).
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Aunque difieren en su terminologia estas clasificaciones poseen categorias bésicas
comunes.
Vergnaud (1983, 1988) define la nocion de campo conceptual como

un campo conceptual es un espacio de problemas o de situaciones-problema en los
gque el tratamiento implica conceptos y procedimientos de varios tipos en
estrecha conexion (Vergnaud, 1981, p. 217).

Centra su interés fundamentalmente en dos campos conceptuales las estructuras aditivas
y las estructuras multiplicativas

considerados como conjunto de problemas que comportan operaciones aritméticas
y nociones de tipo aditivo (tales como adicién, sustraccion, diferencia, inter-
valo, traslacion) o de tipo multiplicativo (tales como multiplicacion, division,
fraccion, razén, semejanza) (Vergnaud, 1983, p. 129).

Vergnaud reconoce que las estructuras multiplicativas se basan en las aditivas, pero él
esta interesado en los aspectos intrinsecos de la estructura multiplicativa no reductibles a
aspectos aditivos. El desarrollo de la comprensiéon de este campo conceptual abarcaria,
segun él, desde los 7 a los 18 afios.

Clases de estructuras multiplicativas

El analisis que hace Vergnaud (1983) de los problemas que conllevan operaciones
de multiplicacién y division muestra que los problemas "simples" de este tipo se sitlan casi
siempre en el marco de dos grandes estructuras:

a) La estructura del isomorfismo de medidas, y

b) La estructura del producto de medidas.
La otra gran estructura que considera Vergnaud, la proporcion multiple, se refiere a
problemas de proporcionalidad en los que intervienen al menos tres magnitudes y que son,
por tanto, problemas compuestos que dejamos al margen del estudio previo sobre
problemas simples de estructura multiplicativa. Lo que si podemos decir es que estos
problemas de proporcién multiple relnen caracteristicas de las otras dos categorias.

a) El Isomorfismo de Medidas

El isomorfismo de medidas es una estructura que engloba a los problemas en los
gue subyace una proporcionalidad simple directa entre las dos magnitudes implicadas. En
ella se incluyen los clasicos problemas tipo referidos a: repartos iguales (personas y
objetos), precios constantes (bienes y costos), movimiento uniforme (espacio y velocidad),
densidades constantes a lo largo de una linea (arboles y distancias), en una superficie o
en un volumen.

Para representar de forma cOmoda esta estructura Vergnaud utiliza las tablas de
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correspondencia:

M; M,
b4 y = £(x)
x! y|= f(xl)

en las que la funcion f: M, > M, es una proporcionalidad simple directa entre dos
magnitudes M; y M,.

Vergnaud (1983) identifica cuatro grandes subclases de problemas dentro de la
estructura de isomorfismo de medidas: una subclase multiplicacién, dos subclases de
divisibn y una cuarta subclase que llama problemas generales de regla de tres. Estas
subclases las analiza desde dos puntos de vista:

a) El punto de vista de la funcion lineal
X ——— > f(x) f(x) = ax

gue en su expresion clasica: y=ax pone de manifiesto la relacion entre tres magnitudes;
ejemplo, s=vt en el caso del movimiento uniforme.
b) El punto de vista de las propiedades de homomorfismo
f(x+x") = f(x)+f(x")
f(ax) = o f(X)
Para Vergnaud

estos dos analisis, complementarios el uno del otro, permiten distinguir diferentes
clases de problemas y diferentes procesos de solucion y es errébneo no
distinguir entre ellos porque no traducen las mismas propiedades y no
tienen el mismo estatuto para el alumno. (Vergnaud, 1978, p. 334).

Subclase de Multiplicacion
Esta subclase de problemas responde al esquema especifico

M, | M,
4|7
1 | a
I
b | X

Ejemplo: Juan compra 6 caramelos al precio de 12 pesetas cada uno. ¢ Cuanto tiene que
pagar?.
a=12, b=6, M;=[nimero de caramelos], M,=[pesetas].

Ante un problema de este tipo Vergnaud (1983) dice que los nifios pueden optar
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por dos opciones:

a) emplear una ley binaria, o

b) emplear una ley unaria.
Algunos niflos reconocen que la situacion es multiplicativa y por tanto multiplican 6 y 12
para encontrar la respuesta. En este caso estan empleando una ley binaria.
Otros nifios, especialmente los mas jévenes, utilizan una operacion unaria. Esto lo hacen
de dos modos:

a) usando el operador escalar

a ———> X

gue es adimensional y que es una razén entre cantidades de una misma magnitud.

b) usando un operador funcion
.a
b ——m> x

gue representa el coeficiente de la funcién lineal y cuya dimensién es el cociente de otras
dos dimensiones.
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Primer Tipo de la Subclase de Divisién

El primer tipo de la subclase division consiste en hallar el valor unidad f(1) como
refleja el siguiente esquema

M, M,
1 x=f (1)
a b=f (a)

Esta clase de problemas puede resolverse aplicando un operador escalar
adimensional

/a
b —mm> x

Segun Vergnaud, puesto que la inversion de una relacion es dificil, algunos nifios prefieren
hallar x tal que x.a=b (en su caso por ensayo y error).

Segundo Tipo de la Subclase Division

El segundo tipo de problema de division queda reflejado en el siguiente esquema

M, M,
1 a=f (1)
X b=f (x)

y consiste en hallar x conociendo f(x) y f(1).
Esta clase de problemas puede resolverse invirtiendo el operador "a" de la funcion
de proporcionalidad directa y aplicarlo a "b".

/a
X <—— Db

segun Vergnaud (1983), este procedimiento es dificil para los nifios, no so6lo a causa de la
inversion, sino también porque el operador inverso tiene una dimensién y los nifios
prefieren hallar el nimero de veces que a cabe en b, obtener asi el operador escalar y
aplicarlo en la magnitud M;.

Problemas de Regla de Tres: Caso General

El caso general de los problemas de regla de tres viene esque matizado por
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M; M,

a b

C X

En estos problemas intervienen tres datos a,b,c; por tanto, no son problemas
simples de estructura multiplicativa. Vergnaud los utiliza para hacer constar al respecto
que:

deberia quedar ya claro que los problemas de multiplicacion y divisién son
casos simples de los problemas mas generales de regla de tres y se distin-
guen de estos en que uno de los cuatro términos implicados es igual a uno
(Vergnaud, 1983, p. 133).

b) El Producto de Medidas

El producto de medidas es una estructura que engloba a tres magnitudes M, M, y
Mz, de tal manera que una de ellas, M; es el producto cartesiano de las otras dos

M; X M= M3

Esta estructura describe un buen nimero de problemas relativos a areas,
volimenes, y a productos cartesianos de conjuntos discretos. Su forma general es una
relacion ternaria entre tres cantidades una de las cuales esta definida como un par
ordenado cuyas componentes son las otras dos cantidades. Por ello la forma mas natural
de representar esta relacion ternaria es mediante una representacion cartesiana.

Dentro de la estructura producto de medidas se pueden distinguir dos subtipos de
problemas:

Multiplicacidén: encontrar la medida producto conocidas las medidas que se
componen. Esquematicamente:

M,

M;

Ms

Divisién: encontrar una de las cantidades elementales que se componen,
conociendo la otra y la cantidad compuesta. Esquematicamente:
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M

M

Ms

Dentro del campo conceptual de las estructuras multiplicativas se pueden distinguir
subclases de problemas sin mas que considerar el tipo de magnitud elemental implicado:
discretadiscreta, continua-continua; o bien el tipo de numeros implicados: enteros,
decimales, numeros grandes, nameros inferiores a 1, y también teniendo en cuenta los
conceptos implicados.

Vergnaud utiliza la nocién de teorema en accion para describir las relaciones matematicas
gue tienen en cuenta los estudiantes cuando escogen una operaciébn o secuencia de
operaciones para resolver un problema (Vergnaud, 1988, p. 144)

Estructura multiplicativa y simetria

La distincion que hace Vergnaud entre isomorfismo de medidas y producto de
medidas la expresan Bell y otros (1989) en funcidn de si el producto es o ho simétrico. En
el producto de medidas, (por ejemplo, en los problemas de areas) las dos cantidades
elementales (el largo y el ancho) juegan el mismo papel y pueden ser intercambiadas. En
este caso Bell y colaboradores consideran que el producto puede ser denominado
simétrico. Sin embargo, en el isomorfismo de medidas las dos cantidades que aparecen
como datos en el problema desempefan papeles distintos. Por ejemplo, si tenemos 3
cajas y cada una contiene 4 Iapices, la estructura consiste en repetir 3 veces un conjunto
de 4 objetos, 0 4+4+4; y segun este grupo de investigadores no tiene sentido expresar
esta estructura como 4 lotes de 3 elementos. En este caso dicen que la multiplicacién es
asimétrica. Otro ejemplo, lo constituirian los problemas de velocidad y tiempo empleado.
En estos problemas uno de los datos actlla como multiplicando y el otro como multi-
plicador, pero no son intercambiables.

Bell y otros (1989) estudian so6lo problemas multiplicativos asimétricos y hacen
previamente una clasificacion de ellos en siete categorias, que hemos recogido en la Tabla
2.1. A cada tipo de problema de multiplicar de la Tabla 2.1, Bell y otros (1989) consideran
gue hay asociados dos tipos de problemas de dividir. Un tipo corresponde a la division
como particién, en el que se dan la cantidad total y el nimero de partes, hay que hallar el
tamafio de cada parte; y el segundo tipo de problemas de divisién cuoticién, en el que se
dan como datos el total y el tamafio de cada parte, debiéndose hallar el nUmero de partes.

59



El enfoque de estructura de cantidades

Schwartz (1988) resume los supuestos de este enfoque tedrico de la siguiente
manera:

1. Apuesta por la matematica como una actividad de modelizacién y piensa que los
problemas aritméticos contribuyen a proporcionar a los estudiantes un conjunto de
herramientas analiticas con las que comprender mejor el mundo en que vive.

Tabla 2.1 Clasificaciodn de los problemas multiplicativos

asimétricos segun Bell y otros (1989)

- Estructura Problema Multiplicativo
Grupos Hay 3 cartones de huevos a 6
multiples huevos cada uno. ¢Cudntos
huevos hay en total?.
Medida Un sastre necesita 3 piezas de
repetida tela de 4.6 metros de largo.
cCudnta tela comprard?.
Razodn Un hombre camina a la veloci-
(Tasa) dad de 4.6 kms/h durante 3.2

Cambio de unidad
(la misma unidad)

Cambio de unidad
(unidades distintas)

Mezcla
(con la misma unidad)

Mezcla
(unidades distintas)

horas. ¢;Cudanto caminarad-?.

Una fotografia se amplia segun
el factor 4.6. Si la altura
original era 3.2 pulgadas,
ccudnto medira la altura de la
fotografia ampliada?.

La maqueta de un bote esta
hecha a escala de 4.6 metros
por pulgada. Si la maqueta es
de 3.2 pulgadas de larga,
ccudal es la longitud del
bote?.

Un pintor obtiene un determi-
nado color usando 4.6 veces
mdas rojo que amarillo. ;Cuanta
pintura roja necesitard para
obtener 3.2 litros de amari-
1lo7?.

Se mezclan 4.6 libras de polvo
por galodon de agua. ¢Cudntas
libras se necesitaran para
mezclar con 3.2 galones?.
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En esta concepcion de la matematica como una actividad de modelizacién juega un
papel fundamental la interpretacion fisica del entorno modelizado y como consecuencia las
cualidades fisicas de ese entorno a las que llamamos magnitudes.

2. Las cantidades usadas en matematicas se derivan de las acciones de contar y
de medir, dependiendo de que estemos cuantificando propiedades continuas o discretas
del entorno. Alternativamente, pueden ser derivadas de contar o medir cantidades por la
sucesiva aplicacion de operaciones matematicas que estén definidas.

Todas las cantidades que surgen en el curso de medir, o en el subsecuente céalculo
con estas cantidades, tienen unidades de referencia y Schwartz se refiere a ellas como
cantidades adjetivadas. Un axioma de este enfoque es que esta union entre nimeros y
sus unidades de referencia es un componente esencial de las matematicas usadas para el
propdsito de modelizar.

3. En el conjunto de las cantidades resultantes de contar o medir es posible definir
un conjunto basico de operaciones binarias. Estas operaciones pueden ser usadas para
generar nuevas cantidades que pueden tener o no nuevas unidades de medida. La
composicién de dos cantidades matematicas para producir una tercera cantidad derivada
puede tomar cualquiera de las dos formas, composicion conservando el referente o
composicion transformando el referente.

4. La composicion de dos cantidades similares para producir una tercera del mismo
tipo es fundamentalmente la manera de componer cantidades que las operaciones
aritméticas de adicidén y sustraccidn proporcionan. Tales composiciones se refieren como
composicion preservando el referente.

5. La composicion de dos cantidades, similares o no, para producir una tercera
cantidad que es, en general, no similar a las dos cantidades originales se conoce como
composicién transformando el referente. La multiplicacién y la divisibn son composiciones
gue transforman el referente.

6. Las composiciones que transforman el referente obligan a distinguir entre dos
tipos de cantidades en cierto modo diferentes, cantidades extensivas y cantidades
intensivas (Schwartz, 1988, p.41)

Las cantidades que aparecen en los problemas de estructura multiplicativa pueden
ser extensivas o intensivas. Las cantidades extensivas se pueden clasificar en discretas
(D) y continuas (C) y puesto que, en general, las intensivas son el cociente indicado de dos
extensivas, podemos clasificarlas en los cuatro tipos siguientes:

a) Cantidades intensivas de la forma D/D.

b) Cantidades intensivas de la forma C/D

c¢) Cantidades intensivas de la forma D/C

d) Cantidades intensivas de la forma C/C

6l



Los enunciados de los problemas de estructura multiplicativa simples contienen dos
cantidades conocidas, los datos, y una cantidad por hallar. Cada una de ellas puede ser de
uno de los tipos citados. Pero este aspecto es secundario en la clasificacion que hace
Schwartz. El aspecto fundamental es la distincion entre cantidades extensivas y
cantidades intensivas. A partir de ella establece tres tipos de ternas de cantidades que
corresponden a categorias semanticas distintas:

1. Problemas asociados a la terna (I,E,E"). Estos problemas corresponden a la
categoria que Vergnaud llama isomorfismo de medidas. Hay tres tipos de problemas
asociados a esta terna:

IXE=E' E'/E=I E'/I=E

2. Problemas asociados a la terna (E,E'\E"). Estos problemas corresponden a la
categoria que Vergnaud llama producto de medidas. A esta terna corresponde el problema
EXE'=E" y las divisiones asociadas: E"/E=E' o E"/E'=E.

3. Problemas asociados a la terna (I,I'1"). A esta terna corresponde el problema
IxI'=I"y las divisiones asociadas.

En sus primeros trabajos (Quintero, 1981, 1986; Schwartz, 1981) Schwartz
considera tres tipos de cantidades: extensiva, intensiva y cuantificador (escalar), con lo
cual el nimero de tipos de problemas era mayor. S6lo para multiplicacién habia seis com-
binaciones basicas:

a) cuantificador x cuantificador

b) extensiva x cuantificador

¢) intensiva x cuantificador

d) intensiva x extensiva

e) intensiva x intensiva

f) extensiva x extensiva
en el trabajo posterior Schwartz considera el cuantificador como un tipo de cantidad
intensiva.

En los trabajos de Kaput (1987, 1989) se pueden encontrar mas detalles sobre esta
clasificacion de los problemas de estructura multiplicativa.

El enfoque proposicional

Para Nesher (1988), los analisis tanto de Vergnaud como de Schwartz se apoyan
en el concepto fisico de analisis dimensional. La diferencia entre ellos consiste en que
Schwartz considera que en la estructura multiplicativa hay una relacién entre tres
cantidades mientras que Vergnaud considera que la relacion es cuaternaria. Nesher se
sitlla en una perspectiva linguistica y, al igual que hizo con los problemas de estructura
aditiva (Nesher y Katriel, 1977), en primer lugar formula las condiciones légicas de los
textos correspondientes a los problemas de multiplicar o dividir, para buscar después las
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relaciones semanticas entre las proposiciones subyacentes en el texto.

Distingue tres grandes categorias de PAEV de estructura multiplicativa:

a) Problemas que denomina "mapping rule" y que Puig y Cerdan (1989) han
traducido como "regla de correspondencia”. Se corresponden con los problemas que
Vergnaud denomina "isomorfismo de medidas" y con el tipo IXE=E' de Schwartz. En esta
categoria considera dos subtipos: problemas de multiplicacién y de division.

Segun Nesher, "el tipo de problema multiplicativo es considerado por todos los
investigadores como el mas facil" (p. 21). Algunos los denominan "adicién repetida" (Bell y
otros, 1984; Greer, 1987b; Fischbein y otros, 1985).

Distingue dos tipos de problemas de dividir: cuotitivo y partitivo.

b) Problemas de comparacién multiplicativa, que no estan contemplados como
categoria independiente en el analisis de Vergnaud (que los engloba como isomorfismo de
medidas) ni en el de Schwartz (que los engloba en el tipo IXE'=E". Brown (1981) los llama
problemas de "factor multiplicativo" y Brekke (1991) los emplea como "problemas de factor
escalar" (scale factor problems). Los ejemplifica con el siguiente problema:

Dan tiene 5 canicas.

Ruth tiene 4 veces tantas canicas como Dan.

¢, Cuantas canicas tiene Ruth?.
en el que cada una de las oraciones expresa:

1) En la primera linea dice que hay un conjunto referente que contiene n objetos y (Dan
tiene 5 canicas).

2) En la segunda linea dice que hay una funcién especifica que aplica cada elemento y del
conjunto referente en un conjunto comparado de objetos x (por cada canica de

Dan, hay exactamente 4 canicas de Ruth).

3) En la tercera linea, en la que se enuncia la cuestidon del problema, pregunta cuantos
objetos x hay en el conjunto comparado (¢, Cuantas canicas tiene Ruth?).

¢) Problemas de multiplicacién cartesiana que esta incluida en la categoria producto
de medidas de Vergnaud, y en la categoria EXE'=E" de Schwartz.

La extensidn de categorias aditivas

Hendrickson (1986) distingue cuatro clases de problemas de estructura mul-
tiplicativa: Cambio, Comparacion, Seleccién y Razoén.

La categoria de Cambio la considera como una extension de los problemas aditivos
de cambio y los define de manera similar: Hay un conjunto inicial, un cambio numérico, y
un conjunto final. Distingue tres tipos de problemas de Cambio. El tipo Cambio 1
corresponde a la interpretacion de la multiplicacion como adicién repetida. El tipo Cambio
2, en los que se desconoce el cambio numérico. Corresponde a la interpretacion de la
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divisibn como medida o como substraccién repetida o division cuotitiva. El tipo Cambio 3
corresponde a la interpretacién partitiva de la division.

Para Hendrickson (1986, p. 27) Cambio 2, o divisién cuotitiva, es mas féacil que
Cambio 3, o divisién partitiva, puesto que esta Ultima requiere una estrategia para asegurar
la igualdad de los subconjuntos que resultan.

La categoria de Comparacion la define también como una extension de la
comparacion aditiva. Son problemas en los que interviene un conjunto referente, un
conjunto comparado y cuestiones tales como "¢ cuantas veces tanto como?"y "¢ qué parte
de?". Mateméticamente los expresa mediante una correspondencia mdultiple entre el
conjunto referente y el comparado. Segun que se desconozca la cantidad referente, la
comparada, o la ley de la correspondencia distingue ocho tipos de problemas de com-
paracion. Si nos cefiimos a numeros naturales tanto para expresar el cardinal del
referente, del comparado, como para expresar ley de la correspondencia, entonces las
categorias se reducen a seis. Estos seis tipos de problemas con niameros naturales han
sido incluidos en nuestro estudio.

La categoria Razon se refiere a problemas con dos variables (una independiente y
otra dependiente) y una razén de proporcionalidad entre ellas como "kilémetros por hora" o
"kilometros por litro". Distingue tres tipos de problemas seguin que se busque el valor de
una de las dos variables o bien la razén de proporcionalidad entre ellas.

La clase Seleccion incluye problemas de Producto Cartesiano en los que se pide
hallar el nimero de combinaciones, o bien el cardinal de uno de los conjuntos componen-
tes.

2.3. Hallazgos empiricos sobre la dificultad debida al tipo de estructura semantica

Hervey (1966) compara las respuestas que dan los nifios de segundo curso a dos
tipos de problemas verbales aritméticos asociados con dos interpretaciones de la
multiplicacion: adicién repetida de sumandos iguales y producto cartesiano. La inves-
tigacion intenta responder a la pregunta de cémo conceptualizan los nifios las situaciones
multiplicativas antes de que se les empiece a impartir instruccion formal sobre la
multiplicacién en el aula.

Los enunciados utilizados fueron del tipo:

Si Juan compra seis manzanas a tres céntimos cada una, ¢cuanto costaran las
manzanas en total?

Maria tiene dos faldas, una negra y otra marrén. Tiene tres blusas, una azul, una
amarilla, y una rosa. ¢Cuantas combinaciones diferentes de colores de faldas y
blusas tiene Maria? (Hervey, 1966, p. 289)
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para expresar situaciones fisicas de adicion repetida de sumandos iguales y de producto
cartesiano, respectivamente.

Utilizando como medida de dificultad de un problema el porcentaje de respuestas
correctas concluye que

los problemas de sumandos iguales fueron significativamente menos
dificiles (para los nifios) que los problemas de producto cartesiano (Hervey,
1966, p. 291).

El porcentaje de respuestas correctas que los sujetos dieron a los problemas de sumandos
iguales fue del 64 por ciento, frente al 32 por ciento de los problemas de producto
cartesiano.

Por conceptualizacion del problema Hervey entiende el método que el sujeto
emplea para hallar su respuesta. Para determinarla observa si el sujeto resuelve el
problema sumando, combinando, contando grupos iguales, apareando los elementos de
un conjunto con los del otro conjunto, o bien utiliza cualquier otro método. Sus resultados
sobre este tipo de conceptualizacion dan una media del 71 por ciento de conceptualizacion
apropiada para problemas de sumandos iguales, y s6lo el 35 por ciento para el producto
cartesiano.

Asi mismo, Hervey hace uso de representaciones visuales esquematicas para los
dos tipos de multiplicacion empleados en su estudio, y halla que sélo para los problemas
de sumandos iguales los sujetos establecieron una relacién significativa con las
representaciones visuales. La conclusion general a la que llega es que

los problemas de sumandos iguales fueron menos dificiles de resolver,
menos dificiles de conceptualizar, y menos dificiles de seleccionar la «forma
de pensar sobre el problema» que con problemas de producto cartesiano.
(p.291)

La investigacion del CSMS

El capitulo de Brown (1981) sobre operaciones numéricas enmarcado en la
investigacion del CSMS (Hart, 1981) examina la comprension que tienen los nifios ingleses
de las cuatro operaciones aritméticas basicas (adicién, sustraccién, multiplicacién vy
division). La observacién se centra en la capacidad de los nifios para reconocer qué
operacion aplicar para resolver un problema verbal y también en la capacidad de inventar
un problema para una operacién dada.

En particular, se pretendia investigar:

a) diferencias de dificultad entre varios "modelos" de cada una de las operaciones;

b) la dificultad relativa de reconocer cada una de las cuatro operaciones;

c) el efecto del tamafio de los nimeros;
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d) el efecto del tipo de magnitud (discreta o continua),

e) la dificultad de inventar el enunciado de un problema, comparada con la

dificultad de reconocer la operacién en un problema ya enunciado.

Para describir la comprension de las operaciones por los nifios que fuera
representativa de la poblacién inglesa eligieron los modelos de situaciones de operaciones
aritméticas mas comunes en la ensefianza inglesa.

En el caso de la multiplicacién los modelos seleccionados fueron:

(i) factor multiplicativo

(v.g. Tengo 7 manzanas y tu tienes 5 veces tantas como yo; ¢ cuantas tienes?).

(i) adicién repetida

(v.g. Compré 7 manzanas cada dia durante 5 dias; ¢ cuantas tengo en total?).

(iii) razén

(v.g. Habia 5 personas y cada una tenia 7 manzanas; ¢cuantas tenian entre

todos?). (iv) producto cartesiano

(v.g. Hay 7 tipos diferentes de manzanas, y cada tipo est4 graduado en cinco

tamafios diferentes; ¢ cuantas clases diferentes de manzanas puedes pedir?

En el caso de la division los modelos utilizados fueron:

(i) la division como particion

(v.g. Tengo 35 manzanas para repartir entre 5 personas; ¢cuantas a cada una?

(i) y la divisibn como cuoticién

(v.g. Tengo 35 manzanas y quiero dar 5 a cada persona; ¢a cuantas personas

puedo dar?.

La investigacion se realizé con nifios ingleses de 11 y 12 afios y en cuanto a la
comparacion de la dificultad relativa de los modelos para una misma operacién dio como
resultado que:

-El modelo de multiplicacion mas facil escogido fue "adicion repetida" y el mas dificil
fue "producto cartesiano".

-El modelo de divisién "particién” resultd ligeramente mas facil que el de "cuoticion”.

En cuanto al orden de dificultad de las operaciones los resultados obtenidos
apoyan el orden de dificultad: adicién, substraccién, divisién, multiplicacion.

La formulacién linglistica de los problemas de estructura multiplicativa.

Un aspecto importante en la dificultad de comprension de los problemas verbales
es la formulacién linglistica del problema. Investigaciones con problemas de estructura
aditiva han puesto de manifiesto que cambios en la expresion linglistica de problemas de
la misma categoria semantica afectan a su dificultad de comprensién (Carpenter, 1985; De
Corte, Verschaffel y De Win (1985); Fayol y Abdi, 1986; Hudson, 1983). Por ello, hay que
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tener sumo cuidado al realizar conclusiones de estudios en los que se ha utilizado s6lo una
version de los problemas empleados como tareas. Es fundamental conocer cémo influyen
las diversas formulaciones verbales de un mismo problema en las producciones de los
nifnos.

Este aspecto no ha sido suficientemente tratado en los problemas de estructura
multiplicativa.

Zweng (1964) estudia las diferencias de dificultad para nifios de segundo grado
entre problemas de divisién partitiva y problemas de division cuotitiva. Ademas tiene en
cuenta dos factores linglisticos relacionados con los problemas de division que llama
factor basico y factor razén. El factor basico se da cuando s6lo se menciona un conjunto
de objetos, mientras que en los de razén se mencionan dos conjuntos de objetos.

Resultan cuatro tipos de problemas al combinar los tipos de division (partitiva,
cuotitiva) con los tipos de formulaciones verbales (basica y de razén). Zweng pone los
siguientes ejemplos de cada tipo.

Cuotitivo basico. (Hallar el nimero de subconjuntos. Un conjunto dado, balones). Si tengo
8 balones y los separo en grupos de 2 balones, ¢cuantos grupos obtendré?.
Cuotitivo razén. (Hallar el nidmero de subconjuntos. Dos conjuntos dados, balones y
sacos). Si tengo 8 balones y los pongo en sacos, colocando 2 balones en cada

saco, ¢,cuantos sacos usaré?.

Partitivo basico. (Hallar el numero de elementos en cada subconjunto. Un conjunto dado,
balones). Si tengo 8 balones y los separo en cuatro grupos con el mismo nimero
de balones en cada grupo, ¢,cuantos balones habra en un grupo?.

Partitivo razon. (Hallar el namero de elementos en cada subconjunto. Dos conjuntos
dados, balones y sacos). Si tengo 8 balones y los pongo en 4 sacos con el mismo
numero de balones en cada saco, ¢,cuantos balones habra en cada saco?.

Zweng concluye que los problemas de divisiébn cuotitiva son mas faciles que los
problemas de divisiébn partitiva y que los problemas de razén son mas faciles que los
basicos. La diferencia de dificultad entre los problemas verbales "basicos" y los de "razén"
se deberia a la forma de expresar linguisticamente la divisién: "separarlos en grupos" y
"ponerlos en sacos". La primera expresion es mas dificil de comprender que la segunda
porque la unidad "grupos" es mas abstracta que la unidad "sacos" y por tanto mas dificil de
modelizar con material.

Nesher pone de manifiesto en dos trabajos (Nesher, 1988; Peled y Nesher, 1988)
gue las formulaciones linglisticas en idiomas distintos de un mismo concepto, como la
multiplicacion, pueden ocasionar diferencias de dificultad al comprender esos textos.
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Nesher (1988) describe tres estudios empiricos. El primero es una prueba de lapiz y
papel con el que estudia dos cuestiones:

a) qué tipos de problemas (mapping rule, comparacién y producto cartesiano) son
mas accesibles para los nifios.

b) hasta qué punto los nifios son conscientes de las asunciones subyacentes de los
textos multiplicativos.

La muestra fueron israelies de 4, 5y 6 grado (10-12 afios de edad). Se les propuso
a los nifos dos tareas:

1. Que compusieran un problema verbal que se resolviera con una multiplicacion,
frente a otro que se resolviera con una adicion. El 34% de los nifios escribieron un
problema del tipo "mapping rule", el 41% escribié6 un tipo especial de problema de
comparacion; el 2% un problema de producto cartesiano, y un 23% de otras categorias.

2. Que explicaran con sus propias palabras, a un nifio que tiene dificultad para
decidir qué operacion escoger en orden a resolver el problema, cémo conocer cual es la
operacion necesaria para un texto dado (adicién o multiplicacion).

Los nifios tuvieron dificultad con esta tarea. El 32% no da una respuesta
interpretable. De los que completaron la tarea con éxito el 53% dio la clave linguistica
distintiva de los problemas de comparacion.

Para Nesher estos resultados son sorprendentes. Esperaba que los problemas de
comparacion fueran mas dificiles que los de adicion repetida, como habian mostrado las
investigaciones del CSMS (Hart, 1981). La explicacion que da a esta contradiccion es que
en lIsrael se utiliza una forma especial abreviada "P" para la comparacién "veces tantos
como" que es enfatizada por los maestros como claves linguistica para la multiplicacion. La
expresion inglesa de la comparacion "5 times as many as" en hebreo se abrevia como "P-
5", y los nifios israelies identifican facilmente la letra P con multiplicar.

2.4. Influencia del tipo de numeros

La influencia del tamafio de los numeros sobre la elecciébn de la operacion
adecuada para resolver problemas verbales simples ha sido puesta de manifiesto por Hart
(1981). Los items con numeros pequefios eran mas faciles de reconocer. En el test final
las diferencias entre items paralelos que contenian numeros pequefios y grandes
respectivamente fueron del orden del 15%.

Un aspecto que ha recibido mas atencién ha sido la influencia de las clases de
numeros: decimales menores que uno frente a nUmeros naturales.

Bell y otros (1981) examinan las dificultades conceptuales de alumnos ingleses, de
12 a 16 afios, para escoger la operacion adecuada en problemas verbales de estructura
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multiplicativa que contienen numeros decimales. En una entrevista exploratoria detectan
concepciones equivocadas de los nifios sobre el efecto de multiplicar y dividir por nimeros
decimales menores que la unidad. Una concepcién equivocada muy comun fue que la mul-
tiplicacion siempre aumenta, que la division disminuye, y que la division debe ser de un
namero grande entre otro pequefio. Estas concepciones, que son Vvalidas con
determinadas clases de numeros, como los numeros naturales, los alumnos las extrapolan
a numeros decimales menores que la unidad. Los alumnos elegian correctamente la
operacion 2x5 para calcular el coste de 5 galones a 2 libras el galén. Sin embargo,
escogian 1.20/0.22 para calcular el coste de 0.22 galones a 1.20 libras el galon. En este
caso, "el hecho de que el coste de 0.22 galones fuera menor que un galén les conducia a
elegir la divisién" (Bell y otros, 1981, p. 405).

Ekenstam y Greger (1983) confirman este mismo hecho con nifios suecos de 12-13
afos de edad. Se les propuso elegir la operacién adecuada, entre cuatro, para calcular el
coste de una pieza de queso, conocido lo que cuesta un kilo y el peso de la pieza. La tasa
de éxitos bajé de un 83% a un 29% cuando el peso de la pieza cambi6 de 5 kg a 0.923 kg.
La operacion elegida por muchos de los nifios fue la division, porque al pesar menos de un
kilo, su valor es menor de lo que cuesta un kilo, y por tanto hay que dividir para hacer el
namero mas pequeno.

Bell y otros (1984), estudian este mismo fendmeno y lo analizan en conjuncion con
la estructura del problema y el contexto. Utilizan nifios ingleses de 12 a 13 afios. Sus
resultados confirman la dificultad que afiade el uso de nimeros decimales menores que la
unidad, y ademas encuentran que

el efecto de las concepciones equivocadas debidas a los tipos de nimeros
interactdan con varios aspectos de la estructura del problema y el contexto.
Una es la amplitud con la cual el contexto induce al alumno a concebir que
uno de los nameros esta siendo operado y cambiado su tamafio por el otro
numero. Otra es si la estructura del problema puede ser asimilada a una de
las estructuras accesibles: adicion repetida para la multiplicacién; particion o
cuoticion para la division. (Bell y otros, 1984, p. 145).

Fischbein, Deri, Nello y Marino (1985) explican estas dificultades en la eleccién de
la operacion en problemas de estructura multiplicativa mediante su teoria de modelos
primitivos de conducta asociados con las operaciones aritméticas. Se plantean la siguiente
hipétesis:

Cada operacién basica de la aritmética esta (remains) unida a un modelo
primitivo, implicito e inconsciente. La identificacion de la operacion necesaria
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para resolver un problema con dos datos numéricos no se realiza
directamente sino mediatizada por el modelo. EI modelo impone sus propias
restricciones en el proceso de busqueda. (Fischbein y otros, 1985, p.4)

Asumen que los modelos imponen una serie de restricciones a los nimeros usados
y a su papel en la estructura del problema. Si los datos del problema violan alguna de
estas restricciones, el resolutor tendra dificultades para elegir la operacion aritmética
apropiada.

Suponen que el modelo primitivo asociado con la multiplicacion es el de adicion
repetida, en el cual un nimero de conjuntos de igual tamafio se ponen juntos. El modelo
de adicion repetida no es conmutativo y el multiplicador y el multiplicando juegan papeles
diferentes, y como consecuencia de ello, este modelo de multiplicacién lleva asociados dos
modelos de division: division partitiva y division cuotitiva.

Fischbein y otros contrastan estas hipotesis con escolares italianos de 11 a 15 afios de
edad. En el caso de la multiplicacién concluyen que

el papel de los numeros decimales en la estructura de un problema de
multiplicacion es claramente decisiva en la eleccion de la operacion. Un
problema de multiplicar es claramente mas dificil cuando el operador es un
namero decimal (puesto que viola las restricciones del modelo). (p. 11)

En la interpretacion de la multiplicacion como adicion repetida las restricciones impuestas a
los numeros por el modelo son: el operador debera ser un nimero natural y el producto
debera ser mas grande que el operando.

En el caso de la divisién concluyen que

hay solamente un modelo primitivo intuitivo para los problemas de division
-el modelo partitivo. Con la instruccién, los nifios adquieren un segundo
modelo intuitivo -el modelo cuotitivo. (p.14).

En la interpretacion partitiva de la divisién, el divisor deber& ser un nimero natural y ambos
divisor y cociente deberan ser mas pequefios que el dividendo. En la interpretacién
cuotitiva de la division, hay sélo una restriccion: el divisor debera ser mas pequefio que el
dividendo.

Dan dos explicaciones plausibles sobre el origen de estos modelos primitivos. Una
es que reflejan el modo en que son ensefiadas las operaciones en la escuela. Otra es que
reflejan caracteristicas primarias, naturales y basicas de la conducta humana.

Los resultados de Nesher (1988) no validan la teoria de los modelos implicitos
primitivos. Segun ella:

el fendbmeno demostrado por Fischbein es un reflejo de la introduccién
explicita en la escuela del modelo de adicidn repetida como el primer y mas
dominante tipo de multiplicacibn mas que un reflejo de un modelo psicol6-
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gico implicito. (Nesher, 1988, p. 31).

Greer (1987a) llama noconservacion de las operaciones al fenébmeno de cambiar la
eleccion de la operacion adecuada por la operacion inversa cuando se cambian los
nameros del problema.

Luke (1988) analiza el efecto del tipo de numero (natural, decimal mayor que uno y
decimal menor que uno) en el multiplicando y el multiplicador sobre la dificultad de
resolucién de problemas verbales. Utiliza nifios de 12-13 afios. Obtiene los siguientes
resultados:

a) No hay diferencias significativas entre los nameros naturales y los decimales

mayores que uno.

b) En el multiplicador, los numeros decimales menores que uno son sig-

nificativamente mas dificiles que los naturales y los decimales mayores que uno.

c) En el multiplicando no hay diferencias significativas entre los tres tipos de

nameros.

d) No hay efecto significativo debido al orden de aparicion del multiplicando o el

multiplicador en el enunciado del problema.

e) Efecto significativo de interaccion entre el tipo de nimero en el multiplicador y el

orden de aparicion del multiplicando y el multiplicador en el enunciado. Cuando el

multiplicando aparece en primer lugar y el multiplicador es un namero natural o

decimal mayor que uno el problema es mas facil que cuando el multiplicador es

decimal menor que uno.

De Corte, Verschaffel y Van Coillie (1988) afiaden informacién adicional sobre el
efecto del tipo de multiplicador y tipo de multiplicando. Segun los autores esta inves-
tigacion difiere de las precedentes en:

Primero, el disefio estd mas cuidado.

Segundo, incluye problemas asimétricos y simétricos.

Tercero, los datos los obtienen de dos formas de responder: eleccién de la

operacion y respuesta libre.

Analizan el efecto del multiplicador, el efecto de interaccion multiplicador por estructura
(asimétrica y simétrica) y multiplicador por modo de respuesta sobre la variable
dependiente eleccién de una estrategia correcta.

Los sujetos empleados fueron escolares flamencos de 12 afios de edad. El
instrumento utilizado fue un test escrito con 24 items que resuelven los nifios de dos
formas: eleccién de la operacion y respuesta libre.

Obtienen efectos significativos del tipo de multiplicador y de la estructura del
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problema pero no del tipo de multiplicando ni del modo de respuesta. El orden de dificultad
obtenida para el tipo de multiplicador es: decimal menor que la unidad (.71), decimal mayor
que la unidad (.89), y nimero natural (.94). Para los problemas simétricos obtiene un
indice de dificultad menor (.88) que para los asimétricos (.80).

Obtienen ademas interaccion significativa entre el tipo de multiplicador y la
estructura, que se traduce en:

-Para los problemas simétricos no hay diferencias significativas de dificultad segun

el tipo de multiplicador.

-En los problemas asimétricos hay diferencia de dificultad entre los tres tipos de

multiplicadores.

-Los problemas simétricos tienen un indice de dificultad menor cuando el

multiplicador es menor que la unidad pero no en los otros dos casos.

Otras interacciones significativas que obtienen son: tipo de multiplicador por el
modo de respuesta, y tipo de multiplicador por estructura por modo de respuesta.

La Teoria de los Estimulos en Competencia

Bell y otros (1989) analizan la teoria de los modelos implicitos de Fischbein y le
hacen dos criticas:

a) para hacerla consistente con los resultados empiricos hay que afiadirle hipétesis
extrafas, y

b) las percepciones numéricas que conllevan ignorar el punto decimal causan
conflicto con las predicciones.

A partir de estas criticas concluyen que la teoria da peso insuficiente a las percepciones
numeéricas frente a las percepciones estructurales.

A partir de un estudio a gran escala realizado por Mangan en 1986 y de una
investigacibn a pequefa escala proponen una extensién de la teoria de los modelos
implicitos: La Teoria de Estimulos en Competencia (A Competing-Claims Theory), en la
cual dice que los nifios cuando resuelven problemas simples de estructura multiplicativa
optimizan su eleccion de la operacién a realizar en funcién de cuatro factores:

1. Preferencias numéricas. Dividir el nGmero mayor entre el menor, y multiplicar o

dividir por un nimero entero, si es posible.

2. Conformidad con el nivel mas bajo posible de estructura. La hipétesis es que (a)

las estructuras de Grupos Multiples, Medidas Repetidas y razén tienen indices de

dificultad crecientes, pero que el efecto de la estructura es menor que el de la
preferencia numérica.

3. Concepciones numéricas equivocadas. Estas son las creencias de que la

multiplicacion siempre hace a un nimero mas grande y que la divisién lo hace mas

pequefio.
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4. Orden de las cantidades en la razon. Se refiere a la confusion del papel del
numerador y del denominador de las dos cantidades en una razon, que les
conduce al error de invertir las cantidades de la razon.

La investigacion realizada por Mangan es utilizada para validar el concepto de
multiplicador preferido. En ella la muestra engloba nifios de 10, 12, 14, y 17-19 afios de
edad, asi como alumnos de primer afio de psicologia y estudiantes para profesores. Los
resultados muestran a) que el porcentaje de aciertos aumenta con la edad, b) que los
problemas de precio y velocidad son algo mas faciles que los de conversién de unidades,
c) que el tipo de niumero usado como multiplicando (entero, decimal y decimal menor que
uno) no tiene virtualmente efecto, y d) el tipo de nimero usado como multiplicador tiene un
gran efecto: el efecto multiplicador.

2.5. Investigaciones sobre la comprension de los problemas verbales de
comparacion multiplicativa

Las investigaciones sobre problemas aritméticos verbales de estructura aditiva han
detectado en los nifilos de los primeros niveles de ensefianza diferencias de comprensién
entre problemas de la categoria semantica de comparacion (Riley, Greeno y Heller, 1983;
Briars y Larkin, 1984; Morales, Shute y Pellegrino, 1985; Riley y Greeno, 1988). Puesto
gue en este trabajo se van a estudiar los problemas de comparacién multiplicativa, es
importante hacer un balance de investigaciones en las que se han empleado este tipo de
problemas. Resumiremos en este apartado resultados de investigaciones en las que
intervienen aunque sea parcialmente problemas de comparacion multiplicativa.

Lewis y Mayer (1987), utilizan problemas de estructura aditiva y de estructura
multiplicativa para explicar la diferencia de dificultad entre dos tipos de problemas de com-
paracién: problemas de comparacion con enunciado consistente y problemas de
comparacion con enunciado inconsistente. En los problemas con enunciado consistente se
conoce el referente y el factor de comparacién y se pide hallar el valor del comparado,
mientras que en los problemas con enunciado inconsistente lo que se conoce es el
comparado y el factor de comparacion y se desconoce el referente.

Partiendo del supuesto de que la resolucién de problemas matematicos puede
descomponerse para su analisis en dos componentes fundamentales: el proceso de
comprension y el proceso de (calcular la) solucion (Mayer, 1986a), Lewis y Mayer
consideran que la diferencia de dificultad entre estos dos tipos de problemas tiene su
origen en el proceso de comprension del problema, y construyen un modelo del proceso
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de comprensién para intentar explicar la diferencia de dificultad entre estos dos tipos de
problemas aritméticos verbales de comparacion.

Basandose en el trabajo previo de Huttenlocher y Strauss (1968), Lewis y Mayer
enuncian la hipétesis de consistencia en la que se afirma que el resolutor posee un
conjunto de esquemas o preferencias en relacion a la forma de los enunciados de los
problemas de comparaciéon que coincide con los enunciados consistentes. Cuando el
enunciado es inconsistente el resolutor debe transformarlo mentalmente en enunciado
consistente. Este proceso consiste en intercambiar el sujeto y el objeto de la sentencia
relacional, asi como invertir la operacion aritmética sugerida por el término relacional.
Segun Lewis y Mayer la necesidad de realizar esta transformacion hace que la probabili-
dad de cometer un error de inversion sea mayor en los problemas inconsistentes que en
los consistentes.

Una segunda caracteristica del modelo concierne a si el término comparativo que
se emplea en la sentencia relacional es marcado o no marcado, con el sentido que le da
Clark (1969) a estos términos. Los términos comparativos no marcados que utilizan Lewis
y Mayer son "mas que" y "veces tanto como", y los no marcados son "menos que"y "1/3
tanto como". Segun Lewis y Mayer la probabilidad de que los estudiantes cometan un
error de comprension mientras invierten la expresion relacional en los enunciados
inconsistentes se incrementa cuando el término comparativo empleado es marcado.
Extendiendo los resultados que Clark (1969) obtuvo con series de tres término, Lewis y
Mayer concluyen que los términos marcados resaltan mas, y esto ocasiona en los
estudiantes una dificultad afiadida a la hora de invertir la relacién y por tanto a la hora de
elegir una operacion o su inversa para obtener la solucion.

El tercer factor se refiere a la cantidad de memoria de trabajo del estudiante
necesaria para codificar la informacién del problema. Aunque esta variable no la manipulan
Lewis y Mayer en su trabajo, suponen que los errores de comprension en problemas de
enunciado inconsistente aumentan cuando el tipo de problema requiere mayor capacidad
de memoria. Segun esto, cabe esperar mas errores de inversion en problemas de
enunciado inconsistente de dos pasos que en problemas de enunciado inconsistente de
un paso.

En resumen, Lewis y Mayer (1987) asocian los errores que cometen estudiantes
universitarios en problemas de dos pasos durante el proceso de comprensién de
problemas de comparacién -con enunciado consistente e inconsistente- con dos variables
de enunciado del problema y una variable del resolutor.

Los resultados de este estudio confirman que los estudiantes cometen errores en
algunos problemas matematicos debido mas a la dificultad en la fase de comprension que
en la fase (de célculo) de soluciéon. Ademas, para Lewis y Mayer, es deseable valorar la
dificultad de un problema en términos de los procedimientos de comprension y representa-
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cibn necesarios para llegar a la ecuacion necesaria para su solucion que en términos de
los aspectos de célculo algoritmico necesarios para resolver la ecuacion. Estos resultados
también sugieren la necesidad para los estudiantes de recibir més instruccion en destrezas
de representacion de problemas, particularmente en representacion de enunciados relacio-
nales.

Verschaffel, De Corte y Pauwels (1992) hacen una réplica del trabajo de Lewis y
Mayer en la que emplean la técnica de movimientos oculares. Realizan dos experiencias
en las que utilizan como sujetos a estudiantes universitarios: en una emplean problemas
de comparacion de un sélo paso de adicién y substraccion, y en otra problemas de
comparacion de dos pasos en los que estan implicadas las cuatro operaciones. Los
resultados del primer experimento con alumnos universitarios en el que las tareas son
problemas de comparacién de un sélo paso no confirma el modelo de Lewis y Mayer
(1987). Sin embargo, los resultados del segundo experimento con estudiantes univer-
sitarios en el que las tareas son problemas de comparacion de dos pasos implicando las
cuatro operaciones aritméticas si confirman este modelo.

También realizan un experimento con alumnos de tercer grado empleando
problemas de comparacion de un sélo paso de adicion y substraccion. Los resultados que
obtienen en este caso estdn de acuerdo con el modelo de Lewis y Mayer. La conclusion
gue sacan Verschaffel y otros (1992) de estas tres experiencias es que el modelo de Lewis
y Mayer es valido sélo para tareas que requieran cierta demanda cognitiva en el sujeto.

Realizan una breve discusién critica del modelo de Lewis y Mayer. Subrayan que el
modelo de Lewis y Mayer esta en desacuerdo con la teoria de comprension del discurso
de Van Dijk y Kintsch's, particularmente con la idea de coherencia del texto, y con la idea
de foco narrativo de un problema verbal debida a Reusser (Verschaffel y otros, 1992,
p.93). En ambos casos se postula que la interpretacion e integracion de nueva informacién
escrita sobre un agente se ve facilitada cuando la nueva informacion empieza con el
mismo agente. Esta idea lleva a predicciones incongruentes con el modelo de Lewis y
Mayer. Puesto que las dos primeras sentencias de un problema verbal inconsistente
empiezan con el mismo protagonista deberian ser, por tanto, mas faciles de comprender
gue los de un problema de enunciado consistente en los que cada sentencia empieza con
un protagonista diferente.

Ademas de la incompatibilidad del modelo de Lewis y Mayer con estos modelos
tedricos, Verschaffel y otros destacan dos aspectos no tenidos en cuenta en el modelo de
Lewis y Mayer, y que pueden utilizarse para interpretar los datos obtenidos. Uno es el
concepto de referencia o anafora pronominal. En efecto, en los problemas utilizados tanto
en el experimento de Lewis y Mayer (1987), como en el de Verschaffel y otros (1992), s6lo
los problemas con enunciado inconsistente contienen pronombres. Puesto que esta
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generalmente aceptado que resolver el problema de la referencia pronominal puede
causar dificultades a los lectores, sobre todo a los mas jovenes, se puede argumentar que
las diferencias sistematicas en el uso de pronombres entre los problemas inconsistentes y
los consistentes puede haber contribuido a la diferencia del porcentaje de éxitos obtenidos
para un tipo y otro de problemas.

Un segundo aspecto, se refiere a la asuncion subyacente en el modelo de Lewis y
Mayer de que los errores producidos en la resoluciébn de problemas verbales de com-
paracion se deben a dificultades en la fase de comprension. Sin embargo, los errores de
inversion que se producen en la resolucion de problemas de comparacion con enunciado
inconsistente pueden ser debidos a otras razones, como la aplicaciéon de una estrategia de
resolucién basada en palabras clave. Los sujetos que aplican esta estrategia no intentan
comprender el problema, simplemente miran la palabra clave y eligen la operaciéon que
esta asociada a ella. Puesto que esta estrategia lleva al éxito en problemas verbales
consistentes y a invertir la operacion en problemas verbales inconsistentes, la diferencia
de éxitos en unos y otros seria debida, al menos parcialmente, al empleo de esta
estrategia.

Carretero (1989) explora, en el marco teorico de Vergnaud, el efecto de dos clases
de "estructuras multiplicativas" (proporcion simple y proporcion doble). Analiza los
procedimientos, tanto correctos como incorrectos, utilizados por nifios franceses de los
cursos CE2 (8-9 afios), CM1 (9-10 afios) y CM2 (10-11 afios) (equivalen a 3°, 4°y 5° de
Primaria en Espafia) en diferentes problemas de las categorias citadas que implican una o
varias operaciones de multiplicacion y division.

Una de las variables linglisticas controladas en este estudio es la intervencién de
las dos expresiones de cantidad: "3 veces mas" y "3 veces menos". Controla ademas:

- El campo de referencia de las informaciones (mercancias y su coste;

producciones agricolas; distribucién de objetos en cajas; ahorro por persona; etc.)

- El tamafio y el tipo de los numeros: pequefios y naturales

- La naturaleza de las cantidades: discretas.

Algunos de los resultados son:

1. Existen diferencias de dificultad notables entre los problemas de proporcion
simple y los de proporcion doble. En dos problemas de proporcion simple el indice de
acierto es del 86 y 94%, respectivamente; en cambio en los dos problemas de proporcién
doble el indice es de 25y 28%.

2. Hay evidente diferencia entre los niveles escolares, pero esta es mas notable
cuando aumenta el nimero de operaciones a efectuar.

3. La introduccién de la relaciéon "3 veces menos" en un problema de proporcion
simple lo convierte en el problema més dificil de la experiencia. Los nifios mayores no

76



alcanzan el 50% de aciertos.

4. El error més frecuente es interpretar la expresion "3 veces menos" de manera
sustractiva. Un 49% del total de sujetos de la muestra comete este error.

5. El error mas frecuente en los problemas en los que intervienen la expresiéon "3
veces mas" es la interpretacion aditiva "3 mas". Un 27% de los sujetos comete este error.

Comentario final: En la parte del estudio de Carretero relacionado con nuestra
investigacién queremos resaltar que:

a) Utiliza solo las expresiones comparativas "veces mas que" y "veces menos que"
pero en problemas de dos operaciones. Esto hace que sea muy dificil distinguir si la mayor
dificultad de un problema se debe a esas expresiones comparativas o a otros factores
implicitos en el problemas.

b) Las expresiones "veces mas que" y '"veces menos que" no son tratadas
exhaustivamente en todas las posibilidades que ofrece el esquema de comparacion. Sélo
se utilizan las expresiones en problemas de referido desconocido dentro de un problema
compuesto que requiere de dos operaciones.

Brekke (1991) en una parte de su tesis doctoral analiza las respuestas correctas y
las incorrectas que dan nifios ingleses de 8 a 11 afos de edad, a dos tests escritos de
problemas de estructura multiplicativa. Sus objetivos son describir:

-estrategias de solucion correcta a problemas de diferentes categorias estructurales

-obstaculos conceptuales caracteristicos y concepciones equivocadas para

diferentes categorias de problemas multiplicativos

-el efecto de los (tipos de) nimeros empleados y el papel de otras variables tales

como el contexto, distractores y problemas directos e inversos.

Uno de los tipos de problemas que emplea son problemas de comparacién, a los que
llama "problemas de factor escalar". El conjunto de problemas de comparacién que emplea
varian con respecto a:

-objetos discretos (sellos, libros) frente a continuos longitud, peso)

-problemas directos (comparado desconocido) frente a problemas inversos

(referente desconocido)

En sus resultados sobre problemas de comparacion el efecto de la variable contexto
(discreto frente a continuo) es marginal. Por el contrario, los porcentajes de respuestas
correctas caen del 50% al 25% cuando se pasa de problemas directos (comparado
desconocido) a inversos (referente desconocido) en los nifios mas jovenes, y caen del
75% al 50% en los nifios mayores de la muestra que utiliza. Todo ello con problemas cuyo
escalar es un numero natural. Cuando se pasa de un problema directo a inverso esto
ocasiona en los nifios una regresion hacia métodos mas intuitivos para ellos como sumar o
restar el escalar.
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Otra conclusién que obtiene con respecto a la comprension de la palabra "veces"
es que su significado real no es bien comprendido por los nifios. Un alto porcentaje de
nifos suman o restan el escalar. Para muchos nifios la palabra "veces" es sinbnima de
multiplicacién, pero cuando el factor escalar es un nimero decimal, como 1.5, lo inusual de
tomar 1.5 veces causa una regresion hacia métodos mas elementales, como la suma o
resta del escalar.

Compara los indices de dificultad de varios problemas de categorias distintas:
grupos mudltiples, factor escalar y producto cartesiano. En todos los casos se obtienen
unos porcentajes de aciertos que sostiene el orden anterior, es decir, que los problemas de
grupos multiples son mas faciles que los de factor escalar que a su vez son mas faciles
gue los de producto cartesiano.

2.6. Tipos de comprensiones erréneas

Una parte de nuestra investigacion consiste en analizar los patrones de error
cometidos por los nifios. Previo a ello es necesario establecer el criterio a seguir para
clasificar los errores. Para fundamentar la clasificacion de errores de comprension que
utilizamos en nuestro estudio hemos tenido en cuenta criterios ya seguidos en clasificacio-
nes previas que se encuentran en la literatura. Estas no son muchas. Para problemas
aditivos hemos considerado la clasificacion de Dellarosa Cummins, Kintsch, Reusser y
Weimer, (1988) y para problemas multiplicativos la de Brekke (1991).

Dellarosa Cummins y otros (1988) identifican en nifios de primer grado, mediante la
técnica de recordar problemas verbales, antes o después de resolverlos, los siguientes
tipos de comprensiones erréneas para problemas simples de estructura aditiva correspon-
dientes a las categorias semanticas de cambio, combinacién y comparacion.

Tipo 1. Transformaciones que conservan la estructura (SP)

El problema recordado tiene la misma estructura pero es expresado con otras
palabras.

Ejemplo, un problema de comparacion de aumento de referente desconocido
(substraccién) como

Problema. Maria tiene 9 bolas. Ella tiene 4 mas que Juan. ¢ Cuantas bolas tiene

Juan?
es transformado en un problema de comparacién de disminucion de referido desconocido
(substraccién) como el siguiente

Problema. Maria tiene 9 bolas. Juan tiene 4 bolas menos que Maria. ¢Cuantas

bolas tiene Juan?
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Tipo 2. Transformaciones que alteran la estructura (SV)

Los problemas fueron transformados en otros problemas validos, pero las
transformaciones violan las relaciones mateméticas en el problema original.

Ejemplo, un problema de comparacién de aumento de referente desconocido
(substraccion) como

Problema. Maria tiene 9 bolas. Ella tiene 4 mas que Juan. ¢Cuantas bolas tiene

Juan?
es transformado en un problema de comparacion de aumento de referido desconocido
(adicién) como el siguiente

Problema. Maria tiene 9 bolas. Juan tiene 4 mas que Maria. ¢ Cuantas bolas tiene

Juan?

Tipo 3. Recordar un problema sin sentido (NP).
Ejempilo,

a) Maria tiene 5 bolas.
Juan tiene 4 bolas.
¢ Cuantas tiene Juan?.
b) Maria tiene algunas bolas.
Juan le da 3 bolas mas.
Ahora Maria tiene 7 bolas.
¢ Cuantas bolas tiene Maria ahora?.

es un problema sin sentido porque no requiere célculo alguno y simplemente pregunta por
uno de los numeros dados en el problema.

Tipo 4. Es similar a la anterior pero se pregunta por el conjunto total.
Ejemplo,
Maria y Juan tienen 5 bolas en total.
Maria tiene 3 bolas.
¢ Cuantas tienen en total.

Tipo 5. No se especifica el conjunto total.
Ejemplo,
Maria tiene algunas bolas.
Juan le da 3 mas.
¢, Cuantas tenia Maria al principio?

Tipo 6. Otros fallos de recuerdo.

Cuando se produce un fallo de comprension clasificable en los problemas de
comparacion, tiende a estar comprendido con mas frecuencia en dos categorias, la
categoria de transformaciones cambiando la estructura (38%) y la categoria de problemas
sin sentido (31%). (Dellarosa Cummins y otros, 1988, p.416).

En esta clasificacion de errores observamos dos limitaciones:
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a) En ella no se tiene en cuenta la fase en la que se produce el error. El error de
comprension se puede producir en la fase de traduccioén, en la de integracién o producto
de ambas (segun la terminologia de Mayer).

b) Algunos de los tipos de errores considerados son propios de la estructura
semantica de los problemas, pero otros los son del tipo de técnica empleada, en este caso
una tarea de recuerdo. Con otro tipo de técnicas es posible que no aparezcan.

Brekke (1991) clasifica las distintas respuestas de los niflos a problemas de
comparacion en funcion de las operaciones realizadas. Por ejemplo, en problemas de
factor escalar de tipo inverso da los siguientes tipos:

-No respuesta

-Correcta

-Multiplicacién

-Restar el escalar

-Restar el escalar el numero de veces como el mismo indica. Ejemplo, si el escalar

es 4y 200 es el referente: 200-4-4-4-4

-Sumar el escalar

2.7. Conclusiones

En las investigaciones revisadas en este capitulo hemos querido resaltar la
perspectiva, el planteamiento, con el que se ha abordado el estudio de las dificultades en
problemas aritméticos verbales y subrayar algunos de los logros que en base a ellos se
han obtenido.

Desde las primeras investigaciones revisadas hemos podido observar la gran
atencion que han recibido las variables linguisticas como causa de las dificultades y los
numerosos intentos realizados por proponer y ensayar métodos que los solucionaran. Asi
mismo, se puede percibir el progresivo avance en el control de aquellas variables de tarea
gue se habian mostrado significativas en las investigaciones previas. De unas primeras
investigaciones donde la Unica distincién era la de ser problema aritmético y, por tanto,
podian aparecer arbitrariamente en su resolucibn sumas, restas, multiplicaciones y
divisiones, se pasa a tener en cuenta variables tales como: si el problema requiere una o
mas operaciones, si el problema requiere de uno 0 mas pasos para su resolucion, si el
problema es de estructura aditiva o multiplicativa, cudl es la posicién de la incégnita y cudl
es la estructura o el esquema semantico de los enunciados. El enfoque de variables
estructurales puso de manifiesto la influencia de determinadas variables sintacticas sobre
la dificultad de resolucion de los problemas aritméticos verbales, pero las investigaciones
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posteriores, basadas en esquemas, han puesto de manifiesto que la estructura semantica
es una componente con mayor peso que la sintaxis a la hora de determinar la dificultad del
problema. Las investigaciones mas recientes parten ya de una clasificacion de los
problemas en estructuras semanticas y analizan la posible influencia de otros aspectos.
Asi, por ejemplo, Fayol y Abdi (1986) utilizando el esquema de clasificacion de problemas
aditivos de Vergnaud, estudiaron la influencia de la formulacion verbal del problema
manteniendo constante la estructura relacional del problema. Otros autores también han
estudiado la influencia del estilo del texto sobre la dificultad de problemas pertenecientes a
la misma categoria semantica, este es el caso, por ejemplo, de De Corte, Verschaffel y De
Win (1985). Los resultados obtenidos por estas investigaciones han conducido a los
investigadores actuales a establecer que las diferencias de nivel de ejecucién encontradas
entre los niflos cuando resuelven problemas aritméticos verbales simples de estructura
aditiva se explican fundamentalmente en funcion de tres factores: la categoria semantica,
la cantidad desconocida en el esquema que relaciona los datos y la formulacion verbal de
esa relacion.

Se observa también una evolucién global de la perspectiva bajo la que se realizan
las investigaciones. Las primeras investigaciones estan inmersas en una dinamica de
proceso-producto en las que se postulaba que simplemente una mejora en los métodos de
ensefianza mejoraria los resultados de los nifios. Estas investigaciones predominan en la
etapa inicial y perviven hasta la década de los sesenta. Si bien en esta fase se realizan
investigaciones que se centran en determinar factores influyentes en la dificultad de los
problemas, es a partir de esta década cuando proliferan investigaciones mediacionales
gue tratan de aislar factores de dificultad especificos que ocupan un lugar intermedio en el
proceso ensefianza-aprendizaje. Estas Ultimas investigaciones no se ocupan del problema
de qué método es mas efectivo para ensefiar a resolver problemas verbales, sino de cémo
obtienen los resolutores los significados globales de los enunciados de los problemas. Por
tanto, las consecuencias de tipo practico que el educador puede sacar de estas Ultimas
investigaciones no pueden ser de tipo metodolégico, sino de tipo puntual que pueden tener
cabida en una ensefianza diagnéstica.

El recorrido que hemos realizado por los distintos enfoques que se han adoptado
en la investigacion sobre resolucion de problemas de estructura multiplicativa nos ha
conducido a realizar el siguiente extracto:

-El estudio realizado por Vergnaud ademas de sefialar que hay esquemas, como la
regla de tres y el esquema de proporcionalidad, relacionados con ellos, pone de manifiesto
gue, en las personas, la estructura multiplicativa necesita de un gran periodo de tiempo
para desarrollarse.

-Los trabajos realizados por Schwartz y Kaput sobre la "estructura de cantidades"
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nos sefialan el importante papel que desempefan las magnitudes en los problemas de
estructura multiplicativa.

-Los trabajos de Bell y colaboradores inciden en el papel que juegan los nimeros
decimales en la dificultad de resolucion, lo que complica la investigacién realizada sobre
problemas de estructura multiplicativa, pues en la escuela se produce casi con simul-
taneidad el estudio de este tipo de problemas y la introduccién de los nimeros decimales.
Ello acarrea que se planteen con simultaneidad problemas con ambos tipos de numeros,
circunstancia que complica el andlisis.

-La investigacion realizada por el CSMS pone de manifiesto que los nifios no tienen
el mismo nivel de comprensién para los diferentes modelos de las operaciones aritméticas,
y debe ser tenido en cuenta.

Asi mismo, de la consideracién de todos ellos se observa de manera general que
no se dispone de un cuerpo coherente y organizado de investigaciones sobre problemas
de estructura multiplicativa similar al que existe para la estructura aditiva. Hay inves-
tigaciones puntuales -cada vez mas- que se han realizado y que han obtenido resultados.
Pero se necesita mas investigacion.

También hemos encontrado al hacer la revisidn de investigaciones en resolucién de
problemas de estructura multiplicativa que:

a) Si bien no hay unanimidad en el nombre de las clases de problemas si parece
haber acuerdo en que hay tres categorias béasicas. Una de las cuales es la de
comparacion.

b) Hay acuerdo en que unas categorias de problemas son mas dificiles que otras;
pero no hay acuerdo en cual es la mas facil. Nesher (1988) obtiene que es la de
comparacion. Hart (1981) y Brekke (1991) la de adicion repetida. Se necesita mas inves-
tigacion.

c¢) El tipo de namero, natural frente a decimal, es una variable importante a tener en
cuenta.

d) La formulacion de un tipo de problema en un idioma y las diferencias de
formulaciones debidas a los idiomas provocan cambios en el indice de dificultad. Esta
variable esta poco estudiada.

e) No hay acuerdo sobre si el origen de las dificultad de un tipo de problema es de
naturaleza psicolégica o producto de la ensefianza recibida.

En el caso particular de los problemas verbales de comparacién multiplicativa en
las investigaciones revisadas se ha puesto de manifiesto que:

a) Ha empezado a considerarse como una categoria de problemas con entidad
propia en determinadas investigaciones.

b) No se han investigado en un mismo trabajo las distintas posibilidades del
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esquema de comparacion.

c) Se han estudiado las comparaciones de aumento y de disminucion pero de
manera puntual.

d) En ninguno de los trabajos que incluyen problemas de comparacién multiplicativa
se incorpora mas de una formulacion del mismo problema.

e) No hemos encontrado ningun trabajo que realice un estudio de los patrones de
errores en el conjunto de los problemas de comparacion multiplicativa. Si hay estudios
parciales.

f) La mayoria de los estudios sobre comparacion multiplicativa se han realizado con
estudiantes de los primeros afios de Facultades de Letras. Hay pocos estudios con nifios
de Primaria.

g) Las teorias explicativas propuestas por determinados investigadores no estan
suficientemente contrastadas.
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Capitulo 3

DISENO DE LA INVESTIGACION Y PROCEDIMIENTO
DE RECOGIDA DE DATOS

La finalidad de este capitulo es describir el disefio del estudio, los instrumentos de
evaluacion y el procedimiento utilizado para la recogida de los datos.

El concepto de disefio experimental es dificil de definir y por ello no hay acuerdo
unanime entre los investigadores sobre los aspectos que abarca. Segun Pereda (1987,
p.247) una de las definiciones mas acertadas de lo que se entiende por disefio experimen-
tal es la dada por Kirk (1982): Un disefio experimental es un plan de acuerdo con el cual se
asignan los sujetos a los diferentes grupos o tratamientos experimentales. Para Arnau
(1981, p.10) ademés de lo anterior el disefio experimental incluye la seleccion de las
técnicas estadisticas de analisis adecuadas.

En lo que se refiere al disefio, en este capitulo nos cefiimos a tratar los aspectos a
gue alude la definicion de Kirk y por tanto nos ocupamos en €l del conjunto de reglas o
técnicas a seguir en la asignacién de los factores que se manipulan a los sujetos o grupos
experimentales (Pereda, 1987, pp.71-72).

Hacemos consideraciones acerca de las variables independientes o factores que
hemos manipulado experimentalmente, de las variables dependientes consideradas y de
cdmo se cuantifican, del control de las variables concomitantes, de la muestra de sujetos,
de los instrumentos de medida utilizados, del procedimiento de aplicacion de los
instrumentos, de la codificacién de las respuestas, asi como de la validez y fiabilidad de los
instrumentos de medida.

3.1. Las variables

Con el fin de responder a los interrogantes planteados en esta investigacion hemos
elaborado un disefio que nos permite contrastar las hipétesis planteadas, controlar la
homogeneidad de los tres grupos formados en la muestra para la aplicacion de los tres
cuestionarios, y controlar también la influencia de los colegios y el curso sobre los
contrastes realizados.

Hemos utilizado varios tipos de variables independientes o factores. En primer
lugar, utilizamos dos variables independientes que identifican a los tipos de problemas
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empleados: la variable "tipo de expresion verbal" utilizada para enunciar la relacion mul-
tiplicativa entre las cantidades, y la variable "cantidad desconocida” en el esquema de
comparacion, ambas variables manipuladas por el experimentador. También hay dos
variables independientes de identificacion de los sujetos: "el nivel escolar" y "el colegio". El
nivel escolar es, fundamentalmente, una variable de desarrollo del nifio, mientras que la
variable colegio permite considerar diferentes modos o diferencias en la instrucciéon
recibida por los nifios sobre esta clase de problemas. Por dltimo, hay una variable
independiente, el "cuestionario”, cuyos valores se corresponden con los tres grupos de
alumnos a cada uno de los cuales se le aplica uno de los tres cuestionarios elaborados.

3.1.1. Variables independientes de tarea

Los problemas utilizados en este estudio han sido treinta problemas verbales de
estructura multiplicativa correspondientes a las tres categorias que contempla Nesher
(1988): "mapping rule" (proporcionalidad simple), comparacion y producto cartesiano. Para
cada una de estas categorias hemos empleado dos variables independientes: tipo de
expresion verbal y cantidad desconocida.

En el caso de los problemas de comparacién la variable "tipo de expresion verbal"
la notamos con la letra R y toma cuatro valores R;, R,, Rs ¥ R4. Para los problemas de
proporcionalidad empleamos la letra X y toma también cuatro valores Xi, X,, X3y X4. En el
caso de los problemas de producto cartesiano hay un sélo valor que hemos notado PC. La
variable "cantidad desconocida" la notamos en todos los casos con la letra Q y toma tres
valores Qi, Q. y Qs. La definicidn o descripcidén de los valores de estas variables se hace a
continuacién segun la categoria de problemas.

Problemas de comparacion

Los problemas de comparacién utilizados pueden ser identificados en funcion de
tres caracteristicas distintas: a) en el tipo de comparacién (aumento o disminucion), b) en
la forma de expresar verbalmente cada tipo de comparacion y c) en cual es la cantidad
desconocida en el esquema de comparacion: el comparado, el escalar o el referente.
Puesto que no hay solapamiento entre el tipo de comparacion y su expresién verbal, ya
gue la comparacién de aumento se expresa verbalmente con términos distintos de la
comparacion de disminucién, utilizaremos una sola variable independiente para expresar
tanto al tipo de comparacién como la forma de expresar verbalmente cada una de ellas.

En castellano la comparacion de aumento se puede expresar mediante los términos
relacionales: "veces mas que" y "veces tanto como". Asi mismo, la comparacion de
disminucién se puede expresar mediante los términos relacionales: "veces menos que" y
"tanto como una de las partes iguales que".
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Tabla 3.1. Clases de problemas verbales simples de comparacion multiplicativa.

Tipo (R+,Q1):

1.-Daniel tiene 12 canicas.
Maria tiene 6 veces mas canicas que Daniel.
¢ Cuéntas canicas tiene Maria?

Tipo (R3,Q1):

7.-Daniel tiene 12 canicas.
Maria tiene 6 veces tantas canicas como Daniel
¢ Cuantas canicas tiene Maria?.

Tipo (R1,Q2):

2.-Maria tiene 72 canicas.
Daniel tiene 12 canicas.
¢ Cuéntas veces mas canicas tiene Maria
que Daniel?.

Tipo (Rs,Q2):

8.-Maria tiene 72 canicas.
Daniel tiene 12 canicas.
¢ Cuantas veces tiene Maria tantas canicas
como Daniel?.

Tipo (R1,Qa):

3.-Maria tiene 72 canicas.
Maria tiene 6 veces mas canicas que Daniel.
¢ Cuéntas canicas tiene Daniel?.

Tipo (Rs,Qs):

9.-Maria tiene 72 canicas.
Maria tiene 6 veces tantas canicas como Daniel
¢ Cuéntas canicas tiene Daniel?.

Tipo (R2,Q1):
4.-Maria tiene 72 canicas.

¢ Cuantas canicas tiene Daniel?.

Daniel tiene 6 veces menos canicas que Maria.

Tipo (Re,Q1):

10.-Maria tiene 72 canicas. Daniel tiene tantas
canicas como una de las 6 partes iguales que
tiene Maria. ¢ Cuantas canicas tiene Daniel?.

Tipo (R2,Q2):

5.-Daniel tiene 12 canicas.
Maria tiene 72 canicas.
¢ Cuantas veces menos canicas tiene Daniel
que Maria?.

Tipo (Re,Q2):

11.-Daniel tiene 12 canicas.
Maria tiene 72 canicas.
¢ Qué parte son las canicas de Daniel
comparadas con las de Maria?.

Tipo (R2,Qs):
6.-Daniel tiene 12 canicas.

¢ Cuantas canicas tiene Maria?.

Daniel tiene 6 veces menos canicas que Maria.

Tipo (Re,Qs):

12.-Daniel tiene 12 canicas. Daniel tiene tantas
canicas como una de las 6 partes iguales que
tiene Maria ¢ Cuéntas canicas tiene Maria?.
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Tabla 3.2. Clases de problemas verbales simples de proporcionalidad.

Tipo (X1,Qu):

1.-Ana compra 4 paquetes de caramelos;
cada paquete contiene 12 caramelos,
¢,cuéntos caramelos ha comprado?.

Tipo (X3,Qu):

7.-Un sastre compra 3 piezas de tela;
cada pieza mide 15 metros de largo,
¢cuantos metros de tela ha comprado?.

Tipo (X1,Q2):

2.-Ana compra 4 paquetes iguales de caramelos;
en total ha comprado 48 caramelos,
¢,cuantos caramelos hay en cada paquete?.

Tipo (X3,Q2):

8.-Un sastre compra 3 piezas iguales de tela;
en total ha comprado 45 metros de tela,
¢.cuantos metros mide cada pieza?.

Tipo (X1,Qa):

3.-Ana compra varios paquetes de 12 caramelos
cada uno; en total ha comprado 48 caramelos,
¢ cuantos paquetes ha comprado?.

Tipo (X3,Qa):

9.-Un sastre compra piezas de tela de 15 metros
cada una; en total ha comprado 45 metros,
cudntas piezas de tela comprd el sastre?.

Tipo (X2,Qu):

4.-Un profesor compra 4 lapices por nifio;
hay 16 nifios en clase,
¢,cuantos lapices ha comprado?.

Tipo (Xa,Qu):

10.-Un ciclista lleva corriendo 6 horas;
recorre 18 kilémetros por hora,
;cudntos kilometros ha recorrido?.

Tipo (X2,Q2):

5.-En una clase hay 16 nifios.
el profesor compra 64 lapices para los nifios,
¢,cuéntos lapices por nifio hay?.

Tipo (X4,Q2):

11.-Un ciclista lleva corriendo 6 horas;
ha recorrido en total 108 kildmetros,
;cudntos kilometros por hora recorre?.

Tipo (X2,Qa):

6.-Un profesor compra 4 Iapices por nifio;
en total ha comprado 64 lapices,
¢;cuéntos nifios hay en clase?.

Tipo (X4,Qa):

12.-Un ciclista corre 18 kilémetros por hora;
en total ha recorrido 108 kildmetros,
;cudntas horas ha empleado?.




A esta variable la notamos con la letra R y, en este experimento toma cuatro
valores Rj, Ry, R3, Ry, correspondientes a las expresiones comparativas:
R; = "n veces mas que"
R, = "n veces menos que"
Rs; = "n veces tanto como"
R, = "tantas como una de las n partes iguales"
Esta variable independiente se trata de un factor con efectos fijos.

La segunda caracteristica diferenciadora de los problemas de comparacion
utilizados se refiere a cudl es la "cantidad desconocida" en el esquema de comparacion.
Esta variable independiente, la hemos notado con la letra Q, y toma tres valores:

Q. = "comparado desconocido”

Q. = "escalar desconocido"

Qs = "referente desconocido”

Esta variable independiente es un factor de efectos fijos cruzado con el factor R.

Problemas de proporcionalidad simple

Los problemas verbales de estructura multiplicativa de proporcionalidad simple que
hemos utilizado en este experimento los hemos identificado en funcién de tres carac-
teristicas: a) forma de conceptualizar o expresar verbalmente la proporcionalidad, b) tipo
de magnitud cuantificada (discreta o continua), y ¢) cantidad desconocida en el esquema
de proporcionalidad simple.

Hemos utilizado dos formas de conceptualizar la proporcionalidad. La expresion
"cada uno" para caracterizar a los problemas de reiteracion de cantidades y la expresion
"por" para caracterizar a los problemas de tasa. Los tipos de magnitudes empleadas han
sido dos: discreta, y continua con cantidades discretizadas. La consideracion conjunta de
estas dos variables da lugar a cuatro tipos de problemas que hemos notado de la siguiente
manera:

X1 = reiteracion de cantidades discretas

X, = tasa de cantidades discretas

X3 = reiteracion de cantidades continuas discretizadas
X4 = tasa de cantidades continuas discretizadas

Esta variable independiente se trata de un factor de efectos fijos y la notamos con
la letra X.

La tercera caracteristica diferenciadora que hemos utilizado para identificar los
problemas de proporcionalidad simple es de la misma naturaleza que la empleada en los
problemas de comparacién. Por ello, la variable a la que da lugar la notamos con la misma
letra Q. Para definirla partimos del esquema de proporcionalidad utilizado por Vergnaud
(1988, p.150)
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del que surgen tres tipos de problemas segun cuales sean los dos valores conocidos y
cual el valor desconocido. Los valores de Q que corresponden a estos tres valores son:

Q: = desconocido f(x) (multiplicacion)
Q2 = desconocido f(1) (division partitiva)
Qs = desconocido x  (division cuotitiva)
La variable independiente Q es un factor de efectos fijos cruzado con el factor X.

Problemas de producto cartesiano.

En el producto cartesiano dos conjuntos M; y M, se componen para dar un tercero
Ms. Esta estructura puede ser representada con una tabla de doble entrada en la que M;
son las filas, M, las columnas y Mz las celdas o cruces de filas y columnas. Esquemati-
zando esta representacion grafica tal como lo hace Vergnaud (1983, pp. 135-136) tenemos
dos posibles tipos de problemas:

El primero de ellos corresponde al esquema

M2

M1

M3

en el que se conocen los valores de las cantidades que se componen y se desconoce el
valor de la cantidad compuesta. Este tipo de problema lo hemos codificado como Q1.

En el segundo tipo de problemas se conoce la cantidad compuesta y el valor de
una de las componentes. Se trata de hallar la otra componente

M2

M1

M3

Hemos incluido dos problemas de este tipo: uno corresponde al caso en el que la
componente desconocida es M1 y otro en el que lo es M2. Estos dos problemas han sido
codificados como Q. y Qs respectivamente.

Las condiciones anteriores dan lugar a veintisiete problemas verbales simples
distintos de estructura multiplicativa. El tipo de problemas de comparacion correspondien-
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tes a R, lo hemos repetido empleando terminologia fraccionaria para la comparacion y en
los tres valores de Q, por lo cual el total de problemas ha sido de treinta. Estos treinta
problemas pueden ser visualizados como cada una de las casillas de la Tabla 3.3, donde
el Bloque 1 son todos problemas de comparacién, el Blogue 2 son todos problemas de
proporcionalidad simple, Rs es una replicacion del problema de comparacion R4, y PC son
los problemas de producto cartesiano.

3.1.2 Variable dependiente

La variable dependiente observada en cada nifio es el éxito o fracaso en la
comprension de cada uno de los problemas que le planteamos. Si un nifio no comprende
correctamente un problema lo hemos puntuado con 0O en ese problema, y con 1, si su
comprension es correcta. No hemos considerado valores intermedios entre O y 1.

Tabla 3.3. Variantes de problemas empleados en esta
investigacidn
Bloque 1 Blogque 2
Ry Ry Rj Ry X1 X, X3 Xy Rs PC
01
Q>
Qs

Hemos considerado comprension correcta el que el alumno siga un proceso que
conduzca a la solucion, independientemente de la operacién empleada y de los posibles
errores de célculo. La suma de los valores de esta variable en el conjunto de problemas
gue resuelve un nifio es el rendimiento del nifio y también la hemos utilizado como variable
dependiente. El valor medio de las puntuaciones de los diferentes alumnos, o, lo que es lo
mismo, el porcentaje de respuestas correctas es el indice de dificultad relativa de
comprension del problema.

3.1.3 Variables de tarea controladas

Para que los problemas queden plenamente identificados en funcién de las
variables R y Q hemos controlado otras variables de tarea (Kilpatrick, 1978) en los
problemas verbales de estructura multiplicativa. En concreto, al redactar los problemas
hemos controlado los siguientes tipos de variables de tarea:

-Variables de formato (Kilpatrick, 1978)

-Variables de contenido (Kulm, 1980)

-Variables de contexto (Kilpatrick, 1978)

-Variables de estructura (Kulm, 1980; Kilpatrick, 1978)
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-Variables de sintaxis (Kulm, 1980)

Dentro de las opciones de formato posibles en las que se puede plantear un
problema hemos utilizado exclusivamente el formato verbal para el conjunto de los treinta
problemas. Es pues una variable absolutamente controlada.

El contenido mateméatico de los problemas ha sido controlado a nivel global y a
nivel local. A nivel global puesto que la investigacion se cifie a un aspecto matemético
muy concreto: problemas simples de estructura multiplicativa. A nivel local, es decir, a nivel
de los contenidos matematicos parciales que conforman los problemas se han controlado
los siguientes aspectos:

-tipos de niumeros

-tipos de magnitudes

-tamafio de los niumeros

-relacion operatoria entre los nimeros
los nameros empleados en todos los problemas han sido ndmeros naturales, las
magnitudes de tipo discreto, el nUmero mayor de la terna de nimeros en cada problema
no sobrepasa la centena y los nimeros que aparecen como datos son siempre divisibles.

Las variables de contexto se han controlado eligiendo contextos familiares para el
alumno y de nivel de dificultad similar, por lo que dada la familiaridad del alumno con los
cuatro contextos empleados los consideramos como el mismo tipo de contexto para los
alumnos de 5° y 6° curso, que son a los que hemos aplicado los cuestionarios.

Las variables de estructura, con el sentido de ecuaciones algebraicas o algoritmos
gue hacen posible la solucion del problema, han sido controladas de tal manera que no
intervienen otras variables de estructura distintas a la empleada para identificar el conjunto
de problemas, variable Q, y que actia como variable independiente en esta investigacion.

Las variables de sintaxis describen la disposicion y la relacién entre palabras,
frases y simbolos en el enunciado verbal del problema. Puesto que estamos investigando
problemas enunciados con palabras, los distintos valores de la variable Q han de ser
traducidos a expresiones verbales que no son idénticas. La variable Q restringida a
problemas verbales puede ser interpretada como una variable sintactica que afecta a la se-
cuencia de la informacién y a la posicion de las sentencias u oraciones en el enunciado del
problema. Estos aspectos sintacticos actian como variable independiente y, por tanto, no
pueden ser controlados. Son variables consustanciales con la variable Q.

Los restantes aspectos sintacticos que no interfieren con las variables independien-
tes Ry Q han sido controlados. Los que nos parecen mas relevantes son los siguientes:

-longitud de los enunciados (Jerman y Rees, 1972)

-forma de disponer las oraciones

-tiempo de los verbos (todos en presente salvo el 8)

-presencia en el enunciado de anéforas pronominales
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-inclusion de distractores (Jerman y Rees, 1972)

-presencia de palabras clave (Nesher, 1976)

La longitud de los enunciados de los problemas es lo mas corta posible evitando
con ello que la complejidad sintactica pueda influir en el indice de dificultad de los
problemas.

Las tres oraciones que conforman el problema estan remarcadas mediante signos
de puntuacion ortogréafica, y ademas, cada oracion la hemos colocado en renglén distinto,
lo que facilita la lectura.

El tiempo de los verbos empleados en todos los casos (excepto en el problema 8
de cada cuestionario) ha sido el presente.

Hemos procurado controlar la presencia o no de anaforas pronominales en los
enunciados. La opcién que hemos tomado ha sido la de no incluir este tipo de anéaforas.

La inclusién de palabras clave y distractores también ha sido controlada. Especial
mencién debe hacerse de los problemas de comparacion, pues en ellos aparecen términos
asociados con la suma "mas", con la resta "menos", con la multiplicacion "veces" y con la
division "partes". La presencia o no de palabras clave o distractores esta condicionada por
la identidad del problema, definida mediante R y Q. La consideracién conjunta de estas
dos variables determina qué problemas los incluyen y cuéles no.

En definitiva, la sintaxis de los problemas se ha mantenido constante siempre que
ello no afectara a la variabilidad de los problemas impuesta por las variables Ry Q, se ha
elegido la opcion de la menor complejidad sintactica de los enunciados. Pensamos que de
esta manera se puede detectar con mayor precision el efecto de las variables semanticas y
de la variable Q sobre el indice de dificultad de los problemas.

3.2. Instrumentos de evaluacion

En este estudio hemos utilizado dos tipos de instrumentos de evaluacién: a)
cuestionarios escritos de respuesta libre propuestos a la vez a todos los nifios de un
mismo grupo en su misma clase, y b) entrevistas individuales a nifios seleccionados.
Describimos en primer lugar los cuestionarios.

3.2.1 Composicion de los cuestionarios

En el conjunto de los treinta problemas la diferencia existente entre problemas con
la misma estructura semantica se refiere solo a cuél es la cantidad desconocida. Asi
mismo, aquellos en los que la cantidad desconocida es de la misma naturaleza, los
problemas difieren sé6lo en la forma de conceptualizar verbalmente el problema. Esto hace
gue los problemas puedan ser identificados por los sujetos como iguales cuando no lo son,
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qgue el nifio pueda utilizar el conocimiento adquirido durante la resolucién de un problema
para extrapolarlo a otro, o que el alumno se canse o0 se aburra ante problemas que
presentan apariencia externa muy semejante. Como consecuencia de estos efectos se
puede provocar una interpretacion "perversa"” de los resultados.

Para tratar de evitar estos efectos y que los resultados obtenidos sean lo mas
vélidos posibles, hemos impuesto una serie de condiciones o restricciones a la
composicién de las pruebas escritas (cuestionarios) de resolucion de problemas.

Restriccion 1

La primera restriccion se refiere al nimero y al tipo de problemas que hemos
incluido en cada cuestionario. Para evitar en lo posible los efectos antes sefialados, hemos
adoptado el criterio de incluir un problema por cada una de las formas posibles de
expresar verbalmente las distintas categorias semanticas. Esto nos ha dado un total de
diez problemas por cada cuestionario y un total de tres cuestionarios distintos. Los cuatro
primeros problemas de cada cuestionario son problemas de comparacion multiplicativa, los
cuatro siguientes son de isomorfismo de medidas o proporcionalidad, el nhoveno es una
réplica fraccionaria del cuarto problema de comparacion y el décimo es un problema de
producto cartesiano.

Lo que diferencia un cuestionario de otro es que por cada forma de expresar
verbalmente cada categoria semantica, la cantidad desconocida en el problema difiere
para cada uno de los cuestionarios. Hemos adoptado también el criterio de que los cuatro
problemas de comparaciéon en cada cuestionario se diferencien por la variable Q. Puesto
gue son cuatro problemas de comparacion los que estan incluidos en cada cuestionario y
Q solo tiene tres valores, el criterio anterior s6lo se puede cumplir parcialmente y hay que
repetir un mismo valor de Q. En Castro (1991, pp.138-140) se detallan las razones de por
gué entre las composiciones posibles elegimos las que aparecen a continuacion

Composicién 1

Rl R2 RS R4

Q: X X

Qs X
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Composicion 2 Composicion 3

R R, Rs R4 Ry R, Rs R4
Q1 X Q: X
Q2 X X Q2 X
Qs X Qs X X

Como se puede observar decidimos que los valores de R, estuvieran emparejados
con los de R; en los tres cuestionarios. Esto se ha hecho asi para mantener el criterio de
gue en cada cuestionario los problemas deben ser lo mas distintos entre si para evitar los
efectos susodichos. Y, para cada valor de la variable Q los problemas correspondientes a
R: y R4 son los tipos de problemas que menos tienen en comdn. En efecto, mientras que
R: y R, difieren en la relacion de comparacion y en que producen efectos contrarios, R; de
aumento y R, de disminucion, con respecto a los otros niveles R, y Rz, el factor Ry
mantiene una sola diferencia: R, y R, se diferencian en la relacion de comparacioén, y R,
con R; sélo se diferencian en que son relaciones inversas: una produce aumento y la otra
disminucioén.

Por razones similares a las expuestas y por la razén afiadida de poder aplicar los
mismos andlisis estadisticos, para la eleccidn de los problemas de proporcionalidad hemos
adoptado los mismos esquemas de composicion que para los problemas de comparacion.

En cada cuestionario el problema noveno es una réplica del cuarto, siendo el valor
de Q el mismo para ambos.

El problema diez de cada cuestionario tiene también el mismo valor de Q que los
problemas uno, cuarto, quinto, octavo y noveno.

Con todo lo dicho los tres cuestionario de resolucién de problemas se han
elaborado en base a las tres compaosiciones que aparecen en las Tablas 3.4, 3.5y 3.6. En
ellas, estdn marcadas con cruces las casillas que identifican los problemas incluidos en
es0s cuestionario.

Tabla 3.4. Problemas incluidos en el Cuestionario 1

Bloque 1 Bloque 2
R R, Rs R4 X1 X X3 X4 Rs PC
Qs X X X X X X
Q2 X X
Qs X X
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Tabla 3.5. Problemas incluidos en el Cuestionario 2

Bloque 1 Bloque 2
R R, Rs R4 X1 Xa X3 X4 Rs PC
Q: X X
Q2 X X X X X X
Qs X X

Tabla 3.6. Problemas incluidos en el Cuestionario 3

Bloque 1 Bloque 2
R: R> R3 R4 X1 Xz X3 X4 Rs PC
Q1 X X
Q2 X X
Q; X X X X X X

En funcion de lo anterior hicimos una distribucién de los treinta problemas. Los
enunciados de los diez problemas que conforman cada cuestionario o prueba aparecen al
final de este apartado.

Restriccion 2

La segunda restriccion del disefio se refiere a las ternas de numeros, a las
cantidades discretas y a los personajes ficticios empleados en los enunciados de los
problemas. El control absoluto de estas variables en los problemas exige la utilizacién de
una sola terna de nameros, de unos mismos tipos de cantidades y de unos mismos
nombres para los personajes ficticios en todos los problemas. Por las razones que
exponemos en el estudio exploratorio (Castro, 1991, p.132) esto favorece la aparicion del
efecto de aprendizaje en los nifios. Hemos decidido por ello que en lugar de un control
absoluto, estas variables tomen valores distintos pero que puedan ser considerados
"razonablemente" como equivalentes.

En el caso de las ternas de niumeros empleadas en un problema se han elegido
aleatoriamente entre aquellas que cumplan una serie de condiciones bastante restrictivas.

La primera limitacion impuesta a la terna de nimeros es que los nameros de la
terna sean divisibles dos a dos. Esta condicion trata de evitar que si los nimeros no son
divisibles el nifio deseche la divisibn como la operaciébn adecuada para obtener la
respuesta. Por ejemplo, la terna (6,12,72) cumple esta condicion, ya que 6 es divisor de
12, 6 es divisor de 76, y 12 es divisor de 72.

La segunda limitacién es que no haya en la terna dos nimeros iguales, por ejemplo
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6x6=36. Esta condicidon se impone por que para describir e interpretar adecuadamente las
respuestas de los nifios, sobre todo en caso de error, es basico para el investigador
establecer la diferencia a nivel numérico entre multiplicando y multiplicador. Esta diferencia
se materializa en la mayoria de los casos eligiendo para el multiplicador y el multiplicando
ndameros menores que diez y numeros entre diez y veinte, respectivamente. La Unica
excepciodn han sido los problemas de producto cartesiano.

El nimero menor de la terna se ha evitado que sea dos, porque ademas de ser una
terna excesivamente facil para los sujetos de la muestra, si el nifio suma la otra cantidad
consigo misma no podemos estar seguros de que lo que ha dado es una solucién basada
en una simple adicién, en cuyo caso podria no haber comprendido el problema, o una
solucién basada en adiciones repetidas, en cuyo caso si hay comprensién por parte del
sujeto.

Dentro de cada bloque de problemas se ha procurado incluir ternas con similar
indice de dificultad. En el bloque de problemas de comparacion las ternas utilizadas han
sido (3,18,54), (4,16,64), (5,15,75), (6,12,72); en el bloque de problemas de proporciona-
lidad: (4,12,48), (4,16,64), (3,15,45), (6,18,108); y en el problema nueve (4,12,48). En el
problema diez, de producto cartesiano, se considerd que era excesivamente dificil para los
ninos de la muestra y para favorecer las soluciones no basadas en la aplicacion directa de
las operaciones de multiplicar y dividir se eligié una terna mas sencilla (2,6,12).

En cuanto a las cantidades discretas y los nhombres de los personajes ficticios que
aparecen en los problemas se han elegido con la condicidon de que fueran familiares a los
ninos para que no les plantearan dificultades. La asignacion de las ternas, las cantidades
discretas y los nombres de los personajes ficticios a los problemas se ha hecho
aleatoriamente, pero la disposicién resultante para un cuestionario se ha mantenido
constante en los otros dos cuestionarios. En la Tabla 3.7 se refleja cuales han sido los
valores asighados a estas variables para los diez problemas en cada uno de los cues-
tionario.

Tabla 3.7. Ternas de numeros, personajes y cantidades incluidas
en los enunciados de los problemas

Problema Terna Personaje Cantidad
1 (4,16, 64) Daniel-Maria caramelos
2 (3,18,54) Luis-Pilar globos
3 (6,12,72) Marta-José canicas
4 (5,15,75) Nuria-Jaime bolas
5 (4,12,48) Ana paquetes-caramelos
o (4,16, 64) profesor nifios-léapices
7 (3,15,45) sastre piezas-metros
8 (6,18,108) ciclista horas-kildémetros
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10 (2,06,12) Yo camisetas-pantalones

Los enunciados que hemos redactado para los treinta problemas en base a las
consideraciones anteriores y tal como se les presentaron a los nifios los presentamos a
continuacion.
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HOOA DE PROBLEMAS 1

(olego. Fecha de hog-

Nombre g apellidos.

Fecha de nactmiento. dia mes o (urso- brapo-
Problema {

Daniel tiene 16 carcamelos.
Maria tiene 4 veces mds caramelos que Daniel.
&udntos caramelos tiene Maria?

Solucidn.

Problema 2
uis tiene 16 globos.

Pilar tiene 54 globos.
&Gidntas veces menos globos tiene Lais que Pilar?

Solucidn.

Problema 3

Marta tiene 72 canicas.
Marta tiene 6 veces antas canicas como Jose.
dludntas canicas tiene dose?

Solucidn:

Problema

Niria tiene 75 holas.

daime tiene tantas bolas como wna de las 5 partes Tguales que €ene Nuri.

Elucntas holas tiene daime?

Solucion:
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H00A DE PROBLEMAS 1 (Gonfiuccin)

Problema 5

Ana compra 1 paquetes de caramelos
oada paguete contiene 12 caramelos,
&udntos caramelos ha comprado?

Solucion.

Problema 6
Fn una clase hay 16 nifos;

el profesor compra 6 ldpices pard los ninos,
&ludntos ldpices por nifio hay?

Solucidn.

Problema 7
Un sastre compra piezas de tela de 15 metros cada ung

en fotal ha comprado 45 metros,
dbudntas piezas de tela comprd el sastre?

Solucidn.

Problema 8
On ciclista lleva corriendo 6 horas,

recorre 16 kilometros por hora,
&ludntos kilometros ha recorrido?

Solucidn:

Problema 9

Flena tiene 46 pegatings.

davier tiene tantas pegatinas como la cuarta parte de Elena.

budntas pegatinas tiene davier’?

Solucion.

Problema 10

Tengo 6 camisetas ¢ 2 pantalones,
e cudntas maneras los puedo combinar para vestirme?

Solucidn:
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HOOA DE PROBLEMAS 2

(olegio. Fecha de hoy.

Nombre ¢ apellidos.

Fecha de nactmiento.  dia mes o (urso- brapo-
Problema {

Maria tiene 6% caramelos.
Daniel tiene 16 caramelos.
dudntas veces mds caramelos tiene Maria que Daniel?

Solucidn.

Problema 2
uis tiene 16 globos.

Liuts tiene 3 veces menos globos que Pilar.
&udntos globos tiene Pilar?

Solucidn.

Problema 3

dosé tiene 12 canicas.
Marta tiene 6 veces antas canicas como Jose.
Sludntas oamicas tiene Marba?

Solucidn:

Problema %

daime tiene 15 holas.
Niria tiene 75 holas.

&0ué parte son las bolas de daime comparadas con las de Nuria?

Solucidn.
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}0A DE PROBLEMAS 2 (Gonfinuacidn)

Problema 5

Ana compra 1 paquetes fgules de caramelos;
en fotal ha compraco 46 caramelos,
dudntos caramelos hay en cada paquete?

Solucion.

Problema 6
Un profesor compra  ldpices por nifo;

en fotal ha comprado 6% ldpices,
&udntos nifos hay en clase?

Solucidn.

Problema 7
Un sastre compra 3 piezas de teld

oadla pieza mide 15 metros de largo,
dudntos metros de tela ha comprado?

Solucidn.

Problema 8
On ciclista lleva corriendo 6 horas,

ha recorrido en total 106 kilometros,
{udntos kilometros por hora recorre?

Solucidn:

Problema 9

davier tiene 12 pegatinas.
Flena tiene 46 pegatings.
0ué parte son las pegatinas de davier comparadas con las de Elena?

Solucidn:

Problema 10
Tengo 6 camisetas que al combinarlas con los

pantalones me permiten 12 formas distintas de vestirme,
e cudntos pantalones dispongo?

Solucidn:
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HOOA DE PROBLEMAS 3

(olegio. Fecha de hoy.

Nombre ¢ apellidos.

Fecha de nactmiento.  dia mes o (urso- brapo-
Problema {

Mara tiene 6% caramelos.
Maria tiene 4 veces mds caramelos que Daniel.
dhuantos caramelos tiene Demiel?

Solucidn.

Problema 2
Pilar tiene 54 globos.

Liuts tiene 3 veces menos globos que Pilar.
&ludntos globos tiene Luis?

Solucidn.

Problema 3

Marta tiene 72 canicas.
dosé tiene 12 canicas.
Eluctas veces tiene Marta tantas canicas como dosé?

Solucidn:

Problema %

daime tiene 15 holas.

daime tiene tantas bolas como una de las 5 partes fguales que tene Nurie.

Elucntas holas tiene Nuria?

Solucidn.
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}0A DE PROBLEMAS 3 (Continuacion)

Problema 5

Ana compra varios paquetes de 12 caramelos cada umo;
en fotal ha compraco 46 caramelos,
dudntos paquetes ha comprado?

Solucion.

Problema 6
Un profesor compra  ldpices por nifo;

hay 16 nifios en clase,
&ludntos ldpices ha comprado?

Solucidn.

Problema 7
Un sastre compra 3 piezas Tgudles de tela

en otal ha comprado 45 metros de tela,
dudntos metros mide cada preza?

Solucidn.

Problema 8

Un ciclista corre 16 kilometros por horg
en tobal ha recorrido 108 kilametros,
budntas horas ha empleado?

Solucidn:

Problema 9

davier tiene 12 pegatinas.
davier tiene tantas pegatinas como la cuarta parte de Elena.
budntas pegatinas tiene Flena?

Solucidn:

Problema 10
Tengo varias camisetas que ol combinarlas con

mis 2 pantalones me permiten 12 formas distintas de vestirme,
e cudntas camisetas dispongo?

Solucidn:
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3.3. Los sujetos

Para obtener informacion relevante sobre la influencia de las variables de tarea Ry
Q sobre el indice de dificultad y sobre los errores que cometen los estudiantes cuando
resuelven problemas de comparacién no podemos elegir sujetos de cualquier nivel escolar.
Un nivel escolar excesivamente bajo provocaria un fracaso generalizado de todos los
niflos en todos los problemas. Por el contrario, un nivel excesivamente alto provocaria un
éxito generalizado en la mayoria de los problemas y como consecuencia en uno u otro
caso no obtendriamos informacion relevante de como influyen las variables de tarea Ry Q
en las soluciones que dan los estudiantes.

En el estudio exploratorio (Castro, 1991, pp. 131-134) se describe el proceso que
seguimos en su momento para evitar el efecto suelo y el efecto techo, y que nos condujo a
identificar los niveles de alumnos méas adecuados para constituir la muestra. En ese
estudio se decidié que eran los alumnos de 5° y 6° curso de Ensefianza Primaria los mas
adecuados. Después de analizar los datos del experimento exploratorio no hemos
encontrado razones para pensar que esta eleccién fuese equivocada. Por lo tanto, la
vamos a mantener en el estudio confirmatorio.

Los sujetos utilizados en este estudio han sido nifios de ambos sexos de 5° y 6°
curso de Ensefianza Primaria, de edades comprendidas entre 10 y 13 afos,
pertenecientes a colegios situados en distintas areas urbanas de la ciudad de Granada.
Los colegios se han elegido de forma intencional con la condicion de que hubiera colegios
publicos y privados, y que no todos pudieran catalogarse como colegios representativos de
poblaciones con el mismo status socioecondmico. También se han evitado los colegios con
rendimiento académico extremo. Se han evitado, por ejemplo, las unidades de educacion
especial, ya que producirian el efecto suelo.

El nimero de colegios utilizados ha sido seis. En cada colegio se ha elegido al azar
un grupo de 5° y otro de 6°. En la aplicacion de los cuestionarios se ha respetado la
composicién de los grupos de 5° y 6° existentes en los colegios.

Las pruebas se han aplicado en el tercer trimestre del curso 1992-93, durante el
mes de Abril.

El tamafio de la muestra escolar sometida a la prueba ha sido de 386, de los cuales
194 corresponden a 5° y 192 a 6°. El tamafio de cada grupo puede observarse en la Tabla
3.8, y como vemos el grupo mas pequefio tiene 27 alumnos.

Debido a que en la recogida de los datos se respet6 la distribucion de los alumnos
segun los grupos ya existentes en los colegios, el nimero de alumnos por grupo no era el
mismo. Por ello, y por la ventaja que implica respecto al analisis estadistico y a su
interpretacion, se decidi6é recurrir a un disefio equilibrado, esto es, con igual nimero de
alumnos en cada una de las combinaciones de los niveles de las variables independientes.
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Tabla 3.8. Numero de alumnos en cada grupo

Colegio
1 2 3 4 5 6 Total
Nivel 5° 36 40 32 29 30 27 194
Nivel 6° 31 27 40 39 28 27 192
Total 67 67 72 68 58 54 386

Para conseguirlo, recurrimos a eliminar al azar de cada grupo de la muestra a
tantos alumnos como excedian de nueve por prueba, lo que nos da un total de veintisiete
alumnos por grupo. Este proceso igualé el nUmero total de sujetos que han realizado cada
prueba (108), el numero de sujetos que han intervenido de cada grupo (27), curso (162) y
colegio (54). El numero de sujetos desechados ha sido 62. So6lo a los datos
proporcionados por la muestra que constituyen los 324 sujetos restantes se le ha aplicado
el andlisis estadistico.

3.4. Procedimiento de aplicacion

Los tres cuestionarios de problemas escritos se pasaron a todo el grupo a la vez en
su aula. Los nifios estaban sentados en sus sitios habituales. Para evitar una posible
causa de invalidez de las respuestas producida por los nifios que pudieran fijarse en las
respuestas de otro compafiero, se tomd la precaucion de que cada nifio hiciese un soélo
cuestionario, y que al repartir aleatoriamente los cuestionarios se hiciese mediante un
proceso de aleatorizacion sistematica, de tal manera que cada nifio no resolvia la misma
prueba que su comparfiero mas préximo. Ademas, el investigador advertia que las pruebas
eran distintas y que, si se fijaban en el compafiero, posiblemente se equivocarian. El inves-
tigador instaba también a los nifios para que respondieran en conciencia "segun lo que
ellos pensaran que era la solucién sin fijarse en el compafiero, por que de otra manera "no
servirian sus respuestas". Por regla general los nifios aceptaron estas indicaciones y
resolvieron en silencio y con interés los diez problemas. El tiempo empleado por los nifios
para resolver los diez problemas de cada cuestionario oscilé entre 15 y 45 minutos.

Antes de repartir los cuestionarios de problemas se le dio a los nifios una hoja de
instrucciones para la realizacion de la prueba (véase cuadro adjunto) y les pedimos que las
leyeran. Concluida esta lectura preliminar se le preguntd si necesitaban alguna aclaracion.
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Independientemente de que se pidieran o no aclaraciones el investigador incidia en una
explicacion oral de las instrucciones. Fundamentalmente instabamos a los nifios a que
escribieran todas las operaciones necesarias para resolver un problema en el espacio
reservado al mismo, incluso aunque las supieran hacer de memoria, y que no dieran como
respuesta s6lo un numero, si no que escribieran qué significaba aquel niamero.

INSTRUCCIONES

1. Rellenar todos los datos que se piden en la primera hoja.
2. Resolver los problemas segun el orden en el que se presentan.

3. Escribir todas las operaciones necesarias para resolver cada problema en el espacio
en blanco que hay a continuacion del problema.

4. Escribir la solucion en el espacio reservado a la misma.

5. No des como solucién sélo un namero. Escribe la solucion dando el nimero y lo que
ese numero significa. Por ejemplo, en el siguiente problema

Juan tenia 5 pesetas.
Carmen le da 3 pesetas.
¢ Cuantas pesetas tiene ahora Juan?.

la solucion se pondria en la forma:

Solucion: Juan tiene 8 pesetas

6. Subrayar las palabras o expresiones que no entendais en cada uno de los problemas.

Una vez resueltas las posibles dudas sobre las instrucciones a seguir en la resolucion de
los problemas, se repartieron los cuestionarios.

Previo a la aplicacion de las pruebas a los sujetos de la muestra no hubo
indicaciones por nuestra parte para que estos niflos fueran especialmente instruidos en
alguan toépico relacionado con los contenidos de la investigacion. Los nifios siguieron la
instruccién que normalmente imparte su profesor y en el mes de Abril de 1993 y sin previo
aviso a los nifios se les aplicaron los cuestionarios de problemas. Los profesores no
conocian de antemano el contenido de las pruebas aplicadas.

107



3.5. Codificacién de las respuestas

Las respuestas escritas dadas por los nifios a los problemas han sido catalogadas
como correctas o como incorrectas. Si un nifio no ha dado respuesta a un problema se ha
catalogado como incorrecta. En las respuestas dadas por los nifios, y puesto que esta
investigacion se refiere a dificultades de comprensién, la decision de si una respuesta es
correcta 0 no se ha basado en si el proceso seguido por el nifio le conducia o no a la
obtencién del resultado correcto. Hemos dado por correctas soluciones en las que el sujeto
ha elegido una operacion adecuada pero se ha equivocado al operar y daba como
resultado un numero incorrecto. Se han dado también como correctas respuestas
obtenidas mediante estrategias distintas que conducen a la solucion. Asi, las respuestas a
un problema como el R;Q consistentes en dividir los datos, multiplicar por el factor
desconocido, realizar restas reiteradas del dato menor sobre el mayor hasta llegar a cero,
o realizar sumas reiteradas del dato menor hasta alcanzar el mayor, han sido consideradas
como correctas. Para el tratamiento estadistico las respuestas correctas han sido
codificadas como 1 y las respuestas incorrectas como 0.

3.6. Idoneidad de las medidas: Fiabilidad y validez

En esta investigacibn hemos tomado como variable dependiente el éxito o fracaso
en la comprensién de problemas verbales de comparacion multiplicativa y hemos definido
una medida de la misma. Es un aspecto fundamental en la planificacion de nuestra inves-
tigacion asegurarnos que esta medida es apropiada. Los requisitos mas importantes que
debe cumplir una medida para ser idonea son los de fiabilidad y validez.

Fiabilidad

Hemos realizado dos estudios de fiabilidad. EI primero es el calculo de la fiabilidad
como consistencia interna de los tres Cuestionarios o Tests empleados en la recogida de
datos. El segundo es el calculo de la fiabilidad como estabilidad de las respuestas a tres
items especificos.

3.6.1. Consistencia interna de los Cuestionarios

Los coeficientes de fiabilidad como consistencia interna de los tres Cuestionarios
utilizados los hemos calculado con la féormula 20 de Kuder-Richardson (KR-20) y estan
listados en la Tabla 3.9. Los coeficientes de fiabilidad obtenidos son aceptables dado el
pequefio nimero de items en cada Cuestionario.
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Tabla 3.9. Coeficientes de fiabilidad

Cuestionario 1 (10 items) r=0.66
Cuestionario 2 (10 items) r=0.80
Cuestionario 3 (10 items) r=0.78

3.6.2. Estabilidad de las respuestas

Para el estudio que estamos realizando es importante asegurarnos una cierta
estabilidad en el tiempo de las respuestas de los nifios. El tipo de medida (0-1) que hemos
utilizado en esta investigacion para codificar la respuesta de cada nifio a cada problema es
una razon para ello. Para asegurarnos que los cambios producidos en las respuestas son
producto de las manipulaciones de las variables independientes, hemos controlado la
estabilidad de las respuestas de los nifios en cada problema. Es decir, hemos controlado
si esta medida es fiable en el sentido de que las respuestas de los mismos nifios a un
mismo problema, en ocasiones distintas, y en las mismas condiciones, reciben la misma
puntuacion.

Planteamos asi un problema particular dentro de lo que se entiende por estudio de
la fiabilidad de un test segun los principios psicométricos clasicos, ya que estos principios
se aplican al estudio de instrumentos que contienen varias cuestiones o items. Buscar la
fiabilidad de una pregunta aislada impide el uso de métodos validos para el calculo de la
fiabilidad de los tests, tales como el de las dos mitades o el método de consistencia interna
gue utiliza el alfa de Cronbach o las férmulas de Kuder-Richardson.

Hemos optado en esta investigacion por la solucion que da Guttman a la estimacion
de la fiabilidad de una pregunta aislada (Bacher, 1982, pp.119-122). En particular,
utilizamos el procedimiento de variables cruzadas, que permite estimar un limite superior e
inferior del coeficiente de fiabilidad. EI método requiere dos aplicaciones del mismo
problema a los nifios, lo cual nos llevaria a tener que hacer dos pasaciones del mismo
cuestionario a los mismos sujetos, si queremos calcular la fiabilidad de las respuestas a
cada uno de los doce problemas. Esto es practicamente inviable, y conduce a problemas
similares a los que plantea el método test-retest (Santisteban, 1990, p.52). Para evitar
estos problemas hemos recurrido a la técnica de medidas paralelas pero restringidas a un
sélo item por cuestionario. Este método es similar al de la estimacion de la fiabilidad por
division en dos mitades de un test, particularizado en nuestro caso a un test que
supuestamente tenga dos items. Esta idea no es nueva, la fiabilidad de un cuestionario
segln Bisquerra es "la congruencia entre las respuestas a preguntas congruentes
(preguntas iguales formuladas de forma diferente a lo largo del cuestionario)" (Bisquerra,
1989b, p.102).

Estamos fundamentalmente interesados en estimar la estabilidad de las respuestas
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a los tres problemas que contienen la expresion Ry, puesto que es la expresion menos
usual para expresar la comparacion, y a priori, la menos fiable. Para ello hemos incor-
porado en cada cuestionario una réplica de uno de estos tres problemas con las minimas
variantes posibles. Los problemas ocupan los lugares cuatro y nueve respectivamente en
cada cuestionario. En el caso de los problemas tipo Qi y Qs las réplicas respectivas
difieren en la expresién verbal, en los personajes y en la terna de niumeros utilizada en su
redaccion. La pareja de problemas tipo Q, difieren sélo en los personajes y en la terna de
nameros, la expresion utilizada es la misma.

Al ser el método que vamos a utilizar para la estimacion de la estabilidad de las
respuestas de medidas repetidas debemos asegurarnos que cumplen las condiciones
formales de paralelismo para que se les pueda considerar como medidas paralelas
(Santisteban, 1990, p.53). En nuestro caso, para considerar los resultados de cada pareja
de problemas provenientes de medidas paralelas tenemos que asegurar que ambos
problemas tienen la misma media y la misma varianza (Santisteban, 1990, pp.32-35). Los
resultados obtenidos en nuestra investigacion para cada par de problemas paralelos no
tienen exactamente la misma media y varianza (véase Tabla 3.10), por lo que hay que
recurrir a contrastar las hipétesis de no existencia de diferencias significativas entre las
medias y entre las varianzas en base a los datos recogidos (Santisteban, 1990, p.36).

En la primera pareja de problemas repetidos hay diferencias en las medias y en las
varianzas. Por tanto, para comprobar si son 0 no medidas paralelas hay que realizar
sendos contrastes de hipétesis para decidir si hay o no diferencias significativas entre las
medias y entre las varianzas.

El contraste de medias da el valor z=0.80 que es menor que 1.96 correspondiente
al nivel de significacion del 5%. Aceptamos pues que no hay diferencias significativas entre
las medias del primer par de problemas repetidos.

Tabla 3.10. Medias y varianzas de las tres parejas de problemas

paralelos.
Parejas Media Desv. tipica Varianza
Problema R40; .769 .424 .180
Problema RsQ; 122 .450 .202
Problema R40Q; .389 .490 .240
Problema Rs0Q, .407 .494 .244
Problema R4Q3 .676 .470 221
Problema RsQ3 .685 467 .218

Para contrastar la hipétesis que las varianzas son iguales al nivel de significacion
del 5 por 100, hemos utilizado la F de Snedecor. La razén experimental F es igual a
0.202/0.180=1.12. Como grados de libertad del numerador y del denominador hemos

110



tomado 107. El valor Fo25.107,107=1.47. Por lo que al ser Fey, < 1.47 aceptamos la hipotesis
nula de igualdad de varianzas al nivel de significacion del 5 por 100. El primer par de
problemas son pues formas paralelas de un mismo problema.

Las parejas de problemas dos y tres tienen medias distintas y varianzas iguales. En
cada una de estas parejas debemos contrastar so6lo la hipétesis de no existencia de
diferencias significativas entre las medias. Como resultado del contraste de hipétesis
realizado para la pareja segunda hemos obtenido una z=0.27, por lo cual concluimos que
no hay diferencias significativas entre estas dos medias al nivel de significacion del 5 por
100. Para la tercera pareja hemos obtenido una z=0.15, con lo cual tampoco hemos
encontrado diferencias significativas entre las medias de estos problemas al nivel de
significacién del 5 por 100.

Los contrastes anteriores prueban que las tres parejas de problemas se pueden
tomar como medidas paralelas y, por tanto, a partir de ellas podemos estimar la fiabilidad
de las medidas.

Si notamos con p la fiabilidad de un problema para una muestra de sujetos tal
como la define Guttman, los limites inferior y superior obtenidos para los tres tipos de
problemas estan listados en la Tabla 3.11.

Tabla 3.11. Coeficientes de estabilidad

Problema tipo Q:: .67 £ p £ .91
Problema tipo Q;: .92 £ p £ .96
Problema tipo Qs: .56 £ p £ .67

De acuerdo con estos datos, y siguiendo la terminologia que se utiliza para
interpretar la correlacién (Bisquerra, 1987, p.189), la fiabilidad como estabilidad de las
medidas realizadas con el problema tipo Q. es muy alta, la de los problemas tipo Q; es
alta, mientras que la medida obtenida mediante el problema tipo Qs tienen una estabilidad
gue oscila entre moderada y alta. Hay que sefialar que los problemas con menor fiabilidad
Qs y Q. estan redactados con expresiones similares, pero no idénticas. Sin embargo, en el
problema con mayor fiabilidad, el tipo Q», los dos problemas incorporan la misma expresion
comparativa. Estos aspectos pueden haber influido en el intervalo de fiabilidad estimado, y
como consecuencia podemos pensar que aunque sean problemas paralelos, el cambio de
expresion en la redaccion de la comparacion provoca una bajada en la fiabilidad. En
consecuencia, cabe pensar que las medidas obtenidas en base a estos dos problemas
tiene una fiabilidad superior a la que expresa su correlacién con problemas paralelos pero
gue no son idénticos.

Si no hacemos distincion entre problemas segun la variable Q y consideramos los
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tres problemas conjuntamente podemos estimar mediante el método anterior un unico
intervalo de fiabilidad para la medida obtenida a través de estos problemas. El intervalo
obtenido para la fiabilidad es

0.72<p<0.91
gue corresponde a una fiabilidad que oscila entre un limite inferior alto y un limite superior
muy alto.
Validez

En esta investigacién estamos utilizando como unidades de medidas las cuestiones
aisladas, es decir, cada uno de los doce problemas seleccionados actlia como una unidad
de medida. Queremos ahora poner de manifiesto la validez de las medidas, pues como
dice Nunnally, "después de haber seleccionado un modelo para elaborar un instrumento
de medicion y después de haberlo construido, el siguiente paso es demostrar su utilidad. A
menudo se dice que este paso del proceso es el que determina la validez del instrumen-
to"(Nunnally, 1987, p.99). Este autor entiende que "un instrumento de evaluacién es valido
si cumple satisfactoriamente el propdsito con el que se disefid" (p.99). Desde este punto
de vista no se valida el instrumento de manera aislada, si no en concordancia con el uso
gue se le da.

Teniendo en cuenta que en nuestra investigacion hemos delimitado un universo de
contenido especifico, y que los problemas seleccionados representan ese universo de
contenido, seguin Nunnally corresponde estudiar el tipo de validez conocido como validez
de contenido (p.100).

Desde el punto de vista clasico en la construccion de tests psicométricos hay dos
cuestiones fundamentales en la validez de contenido: la relevancia del contenido y el
contenido cubierto (Messick, 1980, p.1015). La relevancia del contenido, se refiere a la
especificacion del dominio de la conducta en cuestion y a la correspondiente
especificacién de la tarea o dominio del test. El otro aspecto es el contenido cubierto, que
se refiere a que los elementos del test representen adecuadamente al dominio, es decir,
gue las cuestiones incluidas en el test sean una muestra representativa de la clase de
problemas sobre los que se extraeran conclusiones.

Los requisitos a cumplir para determinar si un instrumento de evaluacion tiene o no
validez de contenido son dificiles de establecer de manera general para todos los casos.
En la construccién de ciertos instrumentos, la validez se hace depender de que se haya
realizado un muestreo aleatorio dentro del dominio especifico. Pero, como sefala
Nunnally, "en muchos casos estos criterios no son faciles de juzgar" y continta diciendo "A
menudo es légicamente imposible, o cuando menos impractico, tratar de muestrear el
contenido" (p.105). Otros autores también han cuestionado este aspecto, asi segun Silva
(1989, p.122) el concepto de validez de contenido basado en el muestreo ha sido puesto
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seriamente en cuestion en el desarrollo mas reciente de la corriente psicométrica. Silva
recoge ideas de Thorndike "hablar de muestreo de contenidos es por lo menos extrafio y
llevaria a confusion" y de Loevinger "hablar de muestreo a partir de una poblacion de
contenidos representa una extension abusiva del concepto de muestreo”.

Segun Nunnally "la validez de contenido estriba principalmente en la propiedad del
contenido y en la forma en que éste se presenta" (pp.107-108). Frente a posibles
interpretaciones alternativas Nunnally mantiene que "la validez de contenido mas
apropiada es tener en cuenta el plan del contenido y el de construccién de los reactivos"”
(p.126).

Un aspecto importante es decidir como se determina la validez de contenido en un
caso concreto. A este respecto hay bastante unanimidad en considerar el consenso de la
comunidad experta en el tema como un criterio de validez. Veamos como expresan esta
idea diversos autores:

Para Visauta este tipo de validacién debe realizarse de tal manera "que no

sea una Unica persona sino un grupo, a priori considerado como experto en

el campo a medir, el que lleve a cabo la validacion l6gica o de contenido”

(Visauta, 1989, p.215).

Santisteban afirma que "La validez de contenido se determina a través de

juicios subjetivos, y no existen procedimientos ni indices estadisticos

adecuados para estimarla"(Santisteban, 1990, p.151).

Asi mismo, Messick escribe que "Juicios consensuados acerca de la

relevancia del dominio del test como un dominio particular de conducta de

interés, junto con juicios de la adecuacion del contenido cubierto en el test,

son los tipos de evidencia usualmente ofrecidos para la validez de con-

tenido" (Messick, 1980, p.1018).

Guion (1977) propone cinco condiciones necesarias para aceptar una medida en base a
su contenido:
Primera: El dominio de contenido debe estar enraizado en una conducta con
un significado generalmente aceptado.
Seqgunda: El dominio de contenido debe ser definido sin ambigtedad.
Tercera: El dominio de contenido debe ser relevante para los propésitos de
la medida.
Cuarta: Jueces cualificados deberan acordar si el dominio ha sido mues-
treado adecuadamente.
Quinta: El contenido de las respuestas debera ser fiablemente observado y
calificado. Esto se refiere a que estemos seguros de que los estimulos se
les presentan de la misma manera a todos los examinados y que la
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respuesta es evaluada de acuerdo con las mismas reglas por todos los

observadores.

También es importante destacar en qué momento de la investigacion hay que
realizar acciones encaminadas a asegurar la validez de contenido. En este sentido
Bisquerra es bastante claro y rotundo: la validez de contenido

Debe asegurase "a priori" mediante una cuidadosa planificacion en la
elaboracion de la prueba (Bisquerra, 1989b, p.91).

En nuestra investigacion para asegurarnos "a priori" la validez de contenido hemos
realizado las siguientes acciones.

1°) Hemos fijado el dominio mas amplio de contenido en el que vamos a efectuar la
seleccién del conjunto de problemas. En nuestro caso el dominio mas amplio coincide con
el concepto de "estructura multiplicativa". Este concepto esta ampliamente documentado
en la literatura cientifica sobre el tema (Greer, 1992; Nesher, 1988; Vergnaud, 1983, 1988)
y aceptado por la gran mayoria de los expertos internacionales. Asi mismo, en nuestra
investigacion hacemos uso de la subdivision que de este dominio han realizado dichos
expertos. En concreto, la divisidbn en problemas de comparacién, de producto cartesiano y
de proporcionalidad simple, se haya expuesta en el trabajo de Greer citado. De una
manera u otra hacemos uso del dominio global que constituye la estructura multiplicativa,
pero nuestro interés se centra en el subdominio de la comparacion multiplicativa, y dentro
de él tratamos de medir la comprension de problemas verbales.

29 Tan importante como fijar el dominio de contenido es fijar la poblacién de
sujetos a los que se aplica el test o cuestionario, y que en cierto modo condicionan o
delimitan el universo conductual. La necesidad de determinacion del universo conductual
es recogida en autores como Fitzpatrick (1983), para quién la validez del contenido de un
test no se realiza s6lo en funcién de los estimulos sino también en funcién de las respues-
tas que el instrumento elicita como representativas de un universo conductual.

Como podemos observar en los apartados correspondientes al disefio de la
experiencia, en nuestra investigacion hemos delimitado "a priori" el dominio de contenido
en funcion de la poblacién a la que se le aplicara y por tanto en funcién de un universo
conductual determinado. Queda con ello cumplido el primer requisito para que cumpla la
validez de contenido.

39 La naturaleza de nuestro problema de investigacion y el control que hemos
realizado de las variables de tarea conlleva que los problemas que conforman los
cuestionarios aplicados a los nifios se ajusten a las restricciones preestablecidas. Dichas
restricciones delimitan un subdominio de contenido dentro de la estructura multiplicativa, al
igual que la restriccion que hemos realizado sobre el nivel escolar delimita la sub-poblacion
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a la que aplicamos los cuestionarios. Los problemas seleccionados tienen que ser
representativos de ese subdominio de contenido que viene obligado por las variables de
tarea que hemos tomado como independientes y por las variables de tarea controladas.

4°) El primer conjunto de problemas se elaboré bajo la premisa de que todos los
elementos importantes del dominio definido por las variables de tarea independientes
estuviesen representados con un problema. Este primer conjunto de problemas fue
sometido a juicio critico por un grupo de profesores en activo del nivel correspondiente a la
poblacién de nifios encuestados.

59 Los doce problemas que resultaron de la critica anterior fue la base para la
elaboracién de un estudio exploratorio previo (Castro, 1991).

6°) Los enunciados han sido sometidos al dictamen de expertos internacionales y al
de cuatro profesores de Universidad pertenecientes a Areas de Conocimiento del campo
de la Filologia Espafiola.

7°) Atendiendo a las sugerencias recibidas se han modificado los problemas
utilizados en la fase previa, salvo en aquellos puntos que incidian en un cambio de
planteamiento basico de la investigacion. Me refiero con ello a la idoneidad o no de la
expresion correspondiente a R4 utilizada en la redaccion de los problemas. Los problemas
consensuados son los que se han utilizado en esta segunda experiencia.

8°) La solucién que hemos adoptado a la discordancia surgida con respecto al uso
de la expresidon R4 ha consistido en aplicarle a cada nifio un problema con la expresion
cuestionada y otro con la expresion fraccionaria usual, que era la propuesta por las
personas en desacuerdo. Vistos los resultados, y como hemos visto anteriormente al
estudiar la fiabilidad, ambos conjuntos de problemas son paralelos, es decir, no difieren en
dificultad ni en la varianza que producen, ademas de tener un indice alto de correlaciéon
entre si las respuestas a uno u otro tipo de problemas.

9°) La conducta que hemos tomado como base para medir la comprension ha sido
el proceso que sigue el nifio para la solucién del problema. Si el proceso es correcto se
considera que ha habido comprensién. Ademas no se tienen en cuenta los fallos de
célculo, al considerar que no forman parte sustancial de la fase de comprension del
problema. Esta forma de medir se basa en teorias explicativas de resolucién de problemas
en general (Polya, 1979) y de resolucién de problemas aritméticos verbales (Mayer, 1986a)
gue separan la fase de comprensién de la fase de calculo. Criterios similares a estos
utilizan De Corte, Verscheffel y Van Caoillie (1988).

10°) Los cuestionarios de problemas han sido propuestos personalmente por el
investigador en compafia del profesor del grupo correspondiente al que se le aplicaba.
Las normas y las indicaciones para responder han sido las mismas para todos los grupos y
se han dado por escrito a todos y cada uno de los nifios encuestados. La correccién de las
respuestas ha sido realizada dos veces y de acuerdo con las mismas reglas. En este
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sentido la fiabilidad de las observaciones y de la evaluacion de las respuestas queda
contrastada.
Todo lo anterior garantiza la validez de las medidas obtenidas en nuestro estudio.

3.7. Modificaciones realizadas en el disefio
en relacién con el estudio exploratorio

El estudio actual incorpora aspectos que no fueron tratados en el estudio
exploratorio, por lo que en este apartado comentamos las modificaciones que se han
hecho en relacién con él en aquellos aspectos que son comunes a ambos estudios.

Una finalidad que perseguimos con este experimento es confirmar o no los
resultados que obtuvimos en un experimento exploratorio previo (Castro, 1991). En ese
estudio exploratorio previo hicimos varios contrastes de hipétesis tendentes a determinar si
habia diferencias de dificultad entre los doce problemas de comparaciéon multiplicativa, que
utiizamos en nuestro estudio, respecto a las variables independientes: "términos
comparativos" y "cantidad desconocida en el problema". Nos planteabamos también la
posibilidad de la existencia de efecto de interaccion entre las dos variables anteriores, que
son variables de tarea.

Para llevar a cabo estos contrastes de hipétesis elaboramos un disefio del
experimento en el que tuvimos que optar por elegir unas opciones frente a otras varias
posibles. Ante las restricciones bajo las que se realizé el disefio en el estudio exploratorio,
cabe preguntarse qué ocurriria si se modifican algunas de las condiciones del disefio y
como afectaria a los resultados obtenidos.

En este estudio se ha elaborado un nuevo disefio que engloba al que hicimos en el
estudio exploratorio y lo sobrepasa en muchos aspectos. He aqui las principales
modificaciones realizadas con respecto al estudio exploratorio.

3.7.1. Respecto a las variables independientes

En el estudio exploratorio una de las variables independientes consideradas es la
gue denominamos "cantidad desconocida”, notada por P. Para establecer esta variable se
consideraba como estructura de referencia la relacion algebraica a=aeb entre las
cantidades en el enunciado del problema, y segun que la incégnita fuese el valor a, el valor
o, 0 el valor b, asignabamos los valores P, P, y P; a esta variable. En todos los casos o
era el escalar que cuantifica la relacion de comparacion, pero la cantidad a pasaba de
referido a referente segun que la comparacion fuese de aumento o de disminucién,
intercambiando su papel con la cantidad b.

En el nuevo disefio se ha considerado que en todos los problemas de comparacion
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hay tres cantidades fundamentales: referente, referido y el operador o escalar,
independientemente de si la comparacion es de aumento o de disminucion. Es la
estructura de la relacion comparativa entre cantidades la que se elige para establecer la
nueva variable Q, que también toma tres valores: Q1, Q> y Qs, segun que la incégnita sea
el referido, el operador o el referente.

Esta modificacién de la variable P por la Q ha sido un cambio importante que nos
permite analizar los resultados en términos de comprension de la relacibn comparativa
entre las cantidades y no en términos de la estructura de la relacion multiplicativa entre las
mismas.

También afecta este cambio de variables a la composicién de los cuestionarios de
problemas utilizados en la recogida de datos. El tipo de cuestionario empleado en la
experiencia piloto no producia diferencias significativas. En la elaboracion de los
cuestionarios se procur6 hacer un reparto de los problemas que diese como resultado tres
cuestionarios entre los que no hubiera diferencia de dificultad. En esta nueva experiencia
al mantener el mismo criterio de asighar los problemas a los cuestionarios y al haber
cambiado la variable P por la Q, y visto en el estudio exploratorio la influencia que tiene
esta segunda variable sobre el indice de dificultad de los problemas, contemplamos la
expectativa de que no salgan cuestionarios equivalentes en dificultad.

Dado que la muestra se ha dividido en tres grupos a cada uno de los cuales se le
aplica un cuestionario, este tipo de disefio exige que los grupos sean homogéneos para
poder hacer una interpretacion global de la influencia de las variables R y Q sobre el indice
de dificultad de los problemas. En el estudio previo este control se realizdé en base a los
mismos cuestionarios, puesto que se procurd que fuesen equivalentes en dificultad. En el
presente estudio no es posible utilizar s6lo los cuestionarios que surgen de los problemas
de comparacién multiplicativa debido a nuestra sospecha de que no son equivalentes en
dificultad. La solucién que hemos adoptado ha sido ampliar el cuestionario utilizado en el
estudio previo con problemas de otras categorias de problemas verbales de estructura
multiplicativa. Ello nos permite contrastar la hipétesis previa de si los tres grupos de nifios
formados en base al tipo de cuestionario que le aplicamos son homogéneos o no,
utilizando todos los problemas en ellos incluidos o parte de estos problemas per-
tenecientes a alguna categoria semantica mas bdasica que la de comparaciéon. De esta
manera los problemas de comparaciébn no se convierten "en juez y parte", sino que
mediante una prueba adicional de problemas de proporcionalidad simple se comprueba
gue los tres grupos son homogéneos y una vez detectado esto se procede a determinar en
esta muestra homogénea como influyen las variables R y Q sobre el indice de dificultad de
los problemas de comparacion multiplicativa.

Esto ha exigido definir nuevas variables independientes para los tipos de
problemas que no se utilizaron en el estudio previo.
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3.7.2. En relacion con el instrumento empleado

El estudio mantiene como objetivo fundamental determinar niveles de dificultad de
comprension en la resolucion de los problemas verbales simples de comparacién
multiplicativa y por ello se mantienen los doce problemas considerados en el estudio
exploratorio, sin embargo, una pregunta que surgié en el estudio exploratorio fue la
necesidad de determinar el nivel de conocimientos aritméticos generales -y en particular
sobre multiplicacién- que tenian los nifios de la muestra seleccionada y, de este modo,
interpretar mejor nuestros resultados en el contexto de ese nivel escolar sobre mul-
tiplicacion.

También en relacion con el instrumento utilizado se ha hecho otra modificacion, que
afecta a los nimeros que intervienen en los enunciados de los problemas de comparacion
multiplicativa. Entre las restricciones impuestas al disefio en el estudio exploratorio
propusimos utilizar ternas de numeros distintas para los cuatro problemas de cada
cuestionario, aunque estas ternas no eran completamente distintas pues cumplian una
serie de condiciones:

13) el primer problema de cada cuestionario incluye la misma terna de numeros, al
igual que los otros tres restantes, ello lleva consigo que la terna de nimeros es distinta
para la variable R pero no para la Q.

23) los numeros que constituyen las ternas cumplen una serie de condiciones de
homogeneizacion (Castro, 1991, pp.137-138).

De estas restricciones al disefio surgié la duda de que los resultados obtenidos
podian estar mediatizados por la terna concreta asignada a los problemas. Por lo que en
este nuevo disefio se ha incluido una rotacién aleatoria de la terna asignada a cada
problema.

3.7.3 Modificaciones en el tamafio de la muestray en su composicién

Los resultados que obtuvimos en el estudio exploratorio sobre la influencia de la
variable semantica R en la dificultad de los problemas de comparaciéon no permitieron el
rechazo de la hipoétesis nula, pero el grado de significacién con el que se tomé esta
decision (p=0.076) nos hizo plantearnos la pregunta de si con una muestra mayor este
grado de significacibn no seria mas pequefio, con la posibilidad incluso de llegar a
rechazar la hipétesis nula a un nivel de significacién del 5% (Castro, 1991, p.162). Por ello,
en esta nueva experiencia hemos ampliado el tamafio de la muestra.

En el estudio exploratorio se eligi6 una muestra intencional de colegios que
resultaron homogéneos para el objeto de nuestro estudio. Esto simplificé el analisis de los
resultados, pero nos privd de una informacion valiosa: la posibilidad de obtener datos
sobre cémo afectan las variables R y Q a la diferenciacién entre colegios. En el estudio
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exploratorio al ser los colegios homogéneos no hubo diferencias significativas entre ellos,
pero hay que suponer que, aun para el objeto restringido de nuestro estudio, lo normal es
gue haya colegios con un nivel superior a otros. Hemos procurado elegir, dentro de
nuestra muestra intencional de colegios, alumnos procedentes de colegios que tengan
distinto nivel de rendimiento aritmético con el objeto de observar en qué se diferencian
estos colegios con respecto a los valores de las variables independientes R y Q
establecidas.

En el estudio exploratorio se encontr6 que el nivel escolar producia diferencias
significativas en el nidmero de problemas verbales de comparacién multiplicativa que
resolvian correctamente los nifilos. Puesto que los cambios realizados en el disefio
pensamos que no afectan a esta variable, cabe suponer que van a volver a aparecer
diferencias significativas por curso en esta nueva experiencia. Uno de los objetivos de esta
experiencia es confirmar las diferencias por curso en problemas de comparacion mul-
tiplicativa. No hemos introducido modificaciones en este sentido. Nuestra muestra esta
formada de nuevo por escolares de 5° y 6° de EGB exclusivamente.

3.8. Las entrevistas

La finalidad de las entrevistas ha sido contrastar las categorias o niveles de
comprension de sujetos que hemos establecido en la muestra utilizada en la investigacion.

Las categorias de sujetos son definidas en funcién de los patrones de respuesta y
de los tipos de error producidos por los nifios de la muestra en los problemas de
comparacion incluidos en los tres cuestionarios escritos. Puesto que cada nifio no hace
todos los problemas de comparacion, las categorias son generalizaciones estadisticas y
surge la cuestion de si realmente hay nifios concretos que se encuentren en la situacion
gue describen las categorias.

3.8.1. La seleccion de la muestra para las entrevistas

Los colegios elegidos para las entrevistas han sido cuatro de los seis utilizados en
la aplicacién de los cuestionarios a gran escala. Hemos incluido los colegios con mayor y
menor nivel asi como dos con nivel intermedio.

De los cuatro colegios seleccionados para realizar entrevistas hemos tomado al
azar un total de nueve nifios en funcién de su patrén de respuestas correctas e incorrectas
a los cuestionarios escritos. Cuando un nifio de los seleccionados no estaba presente en
ese momento en el Colegio se sustituia por uno de su misma categoria. Los nifios que
tomaron parte finalmente en esta fase de la investigacion estan descritos en la Tabla 3.12
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Tabla 3.12. Muestra de sujetos en la entrevista

Categoria
Colegio Curso 1 2 3 4 5 6
1 5° 1" 1
6° 1 1
2 5°
6° 1 1
5 5° 1
60
6 5° 1 1
60

Indica el nUmero de sujetos

3.8.2. Materiales utilizados en la entrevista

La entrevista consta de dos fases: En la primera, se le proponen por escrito
cuatro problemas verbales de comparacién multiplicativa, similares a los incluidos en los
Cuestionarios primeros, y se le pide al nifio que elija la solucidn correcta entre cuatro,
seguido de un posterior didlogo sobre las respuestas elegidas. En la segunda se le
propone una actividad manipulativa con fichas en las que el nifio tiene que responder a
una serie de cuestiones relativas a la comparacién multiplicativa.

Para llevar a cabo la primera fase de la entrevista se han elaborado dos tipos de
materiales: Uno para el alumno y otro para el entrevistador. El material del alumno consiste
en un conjunto de doce actividades, una por cada tipo de problema de comparacion, cada
una en un folio distinto, presentadas en un formato de eleccién multiple. En cada folio se
incluye un problema y cuatro respuestas correspondientes a cada una de las cuatro
operaciones aritméticas aplicadas a los datos. Las operaciones estan ya hechas y el nifio
sélo tiene que marcar con una "X" la casilla correspondiente a Sl o NO. A continuacién de
las cuatro soluciones hay un espacio para una posible explicacion de los nifios. Un ejemplo
de este material aparece al final del capitulo.

El material elaborado para el entrevistador es una hoja de registro y un guién para
el dialogo posterior. Se han elaborado seis modelos de hojas de registro, una por categoria
de sujetos seleccionados. Este hoja de registro-guion le permite al entrevistador contrastar
sobre la marcha si se han cumplido o no las expectativas y en funcién de ello plantear las
preguntas programadas para cada situacién. Un modelo de estos guiones utilizados por el
entrevistador puede verse al final del capitulo. Este material se utilizé para controlar el
desarrollo de la primera fase de la entrevista.
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En la actividad manipulativa desarrollada en la segunda fase de la entrevista se
utilizaron fichas rojas redondas de 2 cm de didmetro en numero suficiente (una caja de
100 fichas) y tres folios marcados en rojo con las letras mayusculas A, B y C, respec-
tivamente, como material del alumno. Para uso del entrevistador elaboramos tres tipos de
fichas guion a modo de compendio de las posibles actividades a realizar con el material
manipulativo (véase final del capitulo).

3.8.3. Forma de conducir la entrevista

En cada colegio solicitamos una habitacion aislada para realizar las entrevistas en
la que el entrevistador pudiera dialogar con el nifio y grabar la sesion en video. Las entre-
vistas las realizamos de manera individual y en una habitacion aislada. El nifio esta
sentado frente al entrevistador separados por una mesa de trabajo. El entrevistador
explica al nifio que est4 realizando una investigacion para saber como resuelven los nifios
problemas de matematicas, y que la camara de video es para recordar sus respuestas. Se
le garantiza que nadie, salvo el entrevistador, vera la grabacion. Ningun nifio puso reparos
a estas condiciones.

La entrevista tiene dos fases. En la primera el investigador informa al nifio de que le
ha puesto unos problemas a nifios de su misma edad y que han dado cuatro contes-
taciones distintas. Se le pide que haga de profesor y diga qué nifios han dado respuesta
correcta y cuales no. El entrevistador presenta al nifio de manera sucesiva los cuatro folios
gue contienen respectivamente los cuatro problemas que hemos considerado adecuados a
su nivel de comprensién. En cada folio hay un problema y la posibilidad de elegir entre
cuatro soluciones distintas. Cada vez que el nifio termina una tarea el entrevistador anota
en su hoja de registro si se cumplen o no las expectativas. Finalizadas las cuatro
actividades planificadas puede ocurrir:

A) Que el sujeto cumpla las expectativas

En este caso el entrevistador selecciona el folio correspondiente al problema
criterio de la categoria (el de mayor indice de dificultad) y le plantea al nifio la pregunta
relativa a por qué ha elegido esa respuesta (la que ha dado previamente) y no ha elegido
una de las otras (aquella que hubiera conducido al éxito en ese tipo de problema).

B) Que el sujeto no cumpla las expectativas

Si el sujeto no cumple las expectativas, esto puede deberse a tres razones:

a) que haya aumentado de nivel totalmente

b) que haya aumentado de nivel parcialmente (sélo en algunos problemas de la
categoria)

c) que invierta la escala

En el caso a), se selecciona el item criterio de la categoria y se le plantea al nifio la
pregunta relativa a por qué ha elegido esa respuesta y no ha elegido una de las otras
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(aquella que hubiera conducido al error asociado a ese tipo de problema).

En el caso b), se selecciona un item de entre los que haya aumentado de nivel y se
le plantea al nifio la pregunta relativa a por qué ha elegido esa respuesta y no ha elegido
una de las otras (aquella que hubiera conducido al error asociado a ese tipo de problema).

En el caso c), se analizan los items criterios de las categorias invertidas segun los
criterios anteriormente utilizados: Si esperamos que fracase y tiene éxito le preguntamos
por qué no ha elegido la respuesta erronea y al reveés.

Estas son las directrices basicas marcadas para el desarrollo de la primera fase de
la entrevista. En funcién de su desarrollo el entrevistador decidiria si era necesario ampliar
0 no el contenido de la entrevista.

La segunda fase de la entrevista no es tan estructurada como la primera. Su
finalidad complementaria nos hizo dejar libertad al entrevistador para que decidiera sobre
la marcha y en funcién de las respuestas dadas por el nifio en la primera fase. La Unica
condicion que se impuso fue que las actividades manipulativas y las preguntas que
propusiera el investigador se ajustaran a las incluidas en uno de los tres modelos de
cuestiones que respondian a problemas de referido, escalar o referente desconocidos.

Las entrevistas se realizaron en el mes de Mayo de 1993, un mes después de
aplicados los cuestionarios de respuesta libre. Cada entrevista fue grabada en cassette y
en video. Posteriormente han sido transcritas y comentadas por el investigador.
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HOJA PARA EL ALUMNO EN LA ENTREVISTA

Maria tiene 72 caramelos.
Daniel tiene 12 caramelos.
¢Chantas veces més caramelos tiene Maria que Daniel?

R1Q2
Este problema lo hemos propuesto a cuatro nifios.
Cada nifio lo ha resuelto de una manera distinta.
Las soluciones las tienes escritas a continuacidn.

Lee con atencién cada una de las soluciones.

Pon una cruz en la casilla Si para indicar que el problema esté& bien hecho.

una cruz en la casilla No si estd mal hecho.

Respuesta del primer nifio: Respuesta del segundo nifio:
72 72
+ 12 - 12
84 60
Solucidén: 84. Solucidén: 60.
¢Estd bien resuelto? ;Estéd bien resuelto?
[ ] si [ 1 81
[ 1 No [ 1 No
Respuesta del tercer nifio: Respuesta del cuarto nifio:
72 72 12
x 12 0 L————
6
144
72
864
Solucidén: 864. Solucidbn: 6.
¢:Estd bien resuelto? ;Estéd bien resuelto?
[ ] Si [ ] si
[ ] No [ ] No

Explicacién:
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GUION UTILIZADO POR EL ENTREVISTADOR

Categoria 1

Resultados Expectativas :Se cumplen las expectativas?
Problema RIOL: v i ittt tie ettt it e [ 1 Si [ 1 No
Problema R201: vttt i iie ettt et [ 1 Si [ 1 No
Problema R301: vttt ittt ettt et [ 1 Si [ 1 No
Problema R4QL: vttt ittt iie ettt et [ 1 Si [ 1 No

Si se cumplen las expectativas:

Se le muestra la hoja con el problema R1Ql y se le pregunta:

JPor qué es esta la respuesta correcta (sumar o restar) y no lo es esta (mu-
ltiplicar)?

Si no se cumplen las expectativas porque:

a) el nifio resuelve correctamente el problema R1Q1

Se le muestra la hoja con el problema R1Ql y se le pregunta:

JPor qué es esta la respuesta correcta (multiplicar) y no lo es esta (sumar)?

Si no se cumplen las expectativas porque:
b) fracasa en R1Q1l y tiene éxito en al menos un problema de las otras

categorias

Se le muestra la hoja con el problema criterio de la categoria siguiente

en la que ha tenido éxito y se le pregunta:

¢Por qué es esta la respuesta correcta (multiplicar) y no lo es esta (sumar)?

Se le muestra también la hoja con el problema R1Q1 y se le pregunta:

¢Por qué es esta la respuesta correcta (sumar o restar) y no lo es esta (mu-

ltiplicar)?



Actividad manipulativa 1
(Bisqueda del significado de la expresidén relacional)

Ponemos delante del sujeto, en lugares separados, tres folios marcadas
con las etiquetas A, B y C, respectivamente, y, aparte, una caja llena de
fichas (100 fichas aproximadamente) .

En primer lugar le decimos:

"Coloca 6 fichas en el folio A"

A continuacidén le decimos, en funcidén de la expresidn relacional que estemos
estudiando:

[ ]

"coloca fichas en el folio B para que el folio A tenga 3 veces més que el B".

[ ]

"coloca fichas en el folio B para que el folio A tenga 3 veces menos que el B"

[ ]

"coloca fichas en el folio B para que el folio A tenga 3 veces tantas fichas
como el B".

[ ]

"coloca fichas en el folio B para que el folio A tenga la tercera parte que el
B".

y le preguntamos

";cudntas has puesto?. Anotamos la respuesta:

A continuacién se le dice:
[ 1] "coloca fichas en el folio C hasta que tenga 3 mas que el folio A".
[ ] "coloca fichas en el folio C hasta que tenga 3 menos que el folio A".
[ ] "coloca fichas en el folio C hasta que tenga tantas como el folio A".
segun el término relacional (el entrevistador pone una cruz en el recuadro de
la opcidn correspondiente)
Anotamos la respuesta:
A continuacién se le dice:

"explicame por qué has puesto la misma (distinta) cantidad de fichas en los
folios B y C?.




Capitulo 4

ANALISIS GENERAL DE LOS DATOS.
ESTUDIO DEL RENDIMIENTO

El modelo experimental utilizado para la recogida y analisis de los datos es un disefio
factorial con cinco factores. De estos cinco factores dos son variables independientes de
tarea: la variable semantica (R) y la variable cantidad desconocida (Q); los otros tres factores
son tres variables concomitantes: el colegio, el curso y el tipo de cuestionario. La razén de
incluir estas tres variables concomitantes como factores se debe a que queremos controlarlas
estadisticamente. Las variables dependientes examinadas son de dos tipos: unas referidas al
rendimiento global de los nifios en el conjunto de problemas, y otras referidas al rendimiento
de los nifios (éxito o fracaso) en cada problema.

Puesto que las variables dependientes son de naturaleza distinta hacemos analisis
estadisticos diferenciados para estudiar el efecto de los factores considerados -que sean
pertinentes- sobre cada una de ellas. En primer, lugar hacemos el analisis de la variable
dependiente rendimiento global o puntuacion total en un conjunto de problemas y, después
estudiamos las variables dependientes que se refieren al rendimiento de los nifios en cada
problema.

4.1. Anadlisis de las puntuaciones totales

Previo al estudio de la dificultad de los problemas de comparacion en funcién de las
variables de tarea R y Q, describimos los resultados obtenidos por la muestra de sujetos
utilizados en esta experiencia respecto a su rendimiento en resolucion de problemas verbales
simples de estructura multiplicativa, y si este rendimiento depende o no del COLEGIO,
CURSO y CUESTIONARIO utilizados.

Los objetivos que perseguimos son:

Primero, asegurar que la muestra es adecuada para estudiar la influencia de los
factores de tarea R y Q sobre la dificultad de comprension de problemas verbales de
comparacion multiplicativa.

Segundo, poner de manifiesto si ha sido acertada o no nuestra decisién de estudiar
los problemas de comparacion independientemente de las otras categorias de problemas de
estructura multiplicativa.
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Tercero, conocer la equivalencia de los tres cuestionarios parciales construidos segun
las especificaciones del disefio, equivalencia en cuanto a su dificultad global, y de este modo,
en caso de que no lo sean incorporar la variable CUESTIONARIO como factor en el estudio e
interpretacion de la dificultad relativa de cada problema, andlisis que haremos posteriormente.

Cuarto, detectar si hay o no diferencias de rendimiento por colegio. Si la dificultad
global de cada cuestionario no es la misma en todos los colegios a los que pertenecen los
sujetos de la muestra incluiremos la variable COLEGIO como un factor en el estudio de la
dificultad relativa de cada problema.

Quinto, comparar las puntuaciones obtenidas en los cursos 5° y 6°. Caso de que los
cuestionarios presentaran una mayor dificultad para los alumnos de 5° que para los de 6° (o
viceversa) nos veriamos obligados a hacer un estudio independiente de cada uno de estos
niveles.

Por ello realizamos tres analisis factoriales de la varianza de los datos. En el primer
andlisis de datos tratamos de determinar si hay efectos significativos de los factores
COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO sobre el rendimiento de los alumnos en resolucién de
problemas verbales simples de estructura multiplicativa. En este primer analisis la variable
dependiente utilizada es el nUmero de problemas que resuelve correctamente cada sujeto de
entre los diez problemas que se pasaron en los cuestionarios escritos. Esta variable
dependiente la hemos codificado como PT3; puesto que cada problema resuelto correc-
tamente lo hemos puntuado con un 1, esta variable dependiente tiene un rango de 0 a 10.

En el segundo analisis de datos tratamos de determinar si hay efectos significativos de
los factores COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO sobre el rendimiento de los sujetos en
problemas verbales de proporcionalidad simple. En cada cuestionario se han incluido cuatro
problemas de este tipo que corresponden a los problemas nimero 5, 6, 7 y 8 de cada
cuestionario. En este caso la variable dependiente la hemos codificado como PT2 y tiene un
rango de 0 a 4.

En el tercer andlisis de datos tratamos de determinar si hay efectos significativos de
los factores COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO sobre el rendimiento de los sujetos en
problemas verbales simples de comparacién multiplicativa. En cada cuestionario se han
incluido cuatro problemas de este tipo que corresponden a los nimeros 1, 2, 3y 4. La variable
dependiente que expresa el rendimiento en problemas de comparacion multiplicativa la
hemos notado PT1, y tiene un rango de 0 a 4.

Con cada uno de estos analisis contrastamos las siguientes hip6tesis nulas, para la
muestra utilizada:

(1) No hay diferencias significativas debidas al factor COLEGIO.

(2) No hay diferencias significativas debidas al factor CURSO.

(3) No hay diferencias significativas debidas al factor CUESTIONARIO.

(4) No hay efecto significativo de interaccion de dos vias entre los factores
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COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO.
(5) No hay efecto significativo de interaccion de tres vias entre los factores
COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO.

4.1.1. Técnica estadistica empleada

En estos tres andlisis hemos realizado un andlisis factorial de la varianza de tres
factores con efectos fijos: COLEGIO, CURSO, y CUESTIONARIO.

Somos conscientes de que los supuestos paramétricos no se cumplen con todo el
rigor que seria de desear, sobre todo los supuestos de normalidad y de homocedasticidad.
Pero, como ya justificamos en otro estudio (Castro, 1991), se ha elaborado un disefio que
minimiza los efectos del no cumplimiento de los supuestos paramétricos: disefio equilibrado,
el mismo numero de sujetos por grupo, independencia de observaciones. Este punto esta
desarrollado con mas amplitud en el Capitulo 5.

Para las comparaciones multiples a posteriori, que realizamos para los factores que
resultan con efecto significativo en el andlisis factorial de la varianza, hemos empleado la
prueba de Scheffé que, como dice Joaristi, "es insensible a la no normalidad y a la
heterocedasticidad" (Etxebarria, Joaristi y Lizasoain, 1991, p.248).

Rendimientos medios

En la Tabla 4.1 hemos recogido las medias obtenidas por los nifios de la muestra en
las tres variables dependientes consideradas PT1, PT2 y PT3 por COLEGIO, CURSO,
CUESTIONARIO y de manera total o global, prescindiendo de estos factores.

En la Tabla 4.1 podemos observar que la media que han obtenido los nifios de la
muestra en los diez problemas de estructura multiplicativa es de 6.78. Podemos por
consiguiente pensar que es una muestra de sujetos que tiene conocimientos sobre la
estructura multiplicativa en general.

Tabla 4.1. Medias de las puntuaciones totales PT1, PT2 y PT3
por COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO

TOTALES

COLEGIO CURSO CUESTIONARIO TOTAL

1 2 3 4 5 6 5° 6° 1 2 3 Kok KKK

ALUMNOS 54 54 54 54 54 54 162| 162| 108| 108( 108 324

MEDIA-1 ([2.02]1.94(2.24]|1.96|2.56(2.57|[2.02(2.41|2.26(1.96|2.43 2.22

MEDIA-2 (3.26(2.89(3.37|3.63|3.59(|3.83|(3.41(3.45|(3.54(3.45|3.30 3.43

MEDIA-3 [|6.54]|5.80(6.63]|6.59|7.31|7.83|6.51|7.06{6.99[6.37|6.99 6.78

La MEDIA-1 y la MEDIA-2 sobre un total de 4 problemas.
La MEDIA-3 es sobre un total de 10 problemas.
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Puesto que hay tres categorias de problemas implicados, es posible conocer el
rendimiento que tienen los nifios en los problemas de comparacion frente al rendimiento en
problemas que supuestamente tienen una dificultad menor para ellos, como es el caso de los
problemas de proporcionalidad simple. La categoria de problemas de proporcionalidad simple
ha sido recogida como variable dependiente PT2 y la media obtenida sobre 4 problemas ha
sido 3.43. Si queremos hipotetizar qué hubiera pasado con diez problemas el resultado seria
3.43 x 2.5 = 8.575 que como vemos es superior a la media para todas las categorias de
problemas. En la Tabla 4.2 se hallan las medias transformadas a porcentajes para poder
realizar mejor las comparaciones.

El rendimiento medio de los nifios en los problemas de proporcionalidad simple
(MEDIA-2) ha sido del 85.8%, el obtenido considerando la totalidad de los problemas
(MEDIA-3) ha sido del 67.8% y el obtenido en los problemas de comparacion (MEDIA-1) ha
sido del 55.5%.

Tabla 4.2. Rendimiento de los alumnos en porcentajes de aciertos en PT1,
PT2 y PT3 por COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO

TOTALES

COLEGIO CURSO CUESTIONARIO TOTAL

1 2 3 4 5 6 5° 6° 1 2 3 Kok KKK

ALUMNOS 54 54 54 54 54 54 162| 162| 108 108( 108 324

MEDIA-1 (|50.5]48.5(56.0|49.0|64.0|64.3|50.5|60.3|56.5[49.0]60.8 55.5

MEDIA-2 (|81.5]|72.3(84.3]90.8|89.8|95.8|[85.3|86.3|88.5(86.3|82.5 85.8

MEDIA-3 [|65.4]58.0(66.3]|65.9|73.1|78.3|[65.1[70.6|[69.9[63.7]|69.9 67.8

Asi pues, ha habido un rendimiento bastante superior en los problemas de
proporcionalidad simple que en los problemas de comparacion. Ante estos resultados se
puede decir que el rendimiento medio de los nifios de 5° y 6° de la muestra empleada en los
problemas de proporcionalidad simple es muy alto, mientras que en los problemas de
comparacion estos mismos nifios han tenido un rendimiento mediano.

Con lo dicho en el parrafo anterior queda patente que la mayoria de los nifios de la
muestra poseen una formacion basica en estructura multiplicativa que les ha permitido
resolver con éxito los problemas de proporcionalidad simple. Sin embargo, a muchos de los
nifios esta formacion basica no les ha bastado para resolver los problemas de comparacion.
Estos resultados ponen de manifiesto el interés que tiene el analisis y estudio de la dificultad
de los problemas de comparacién, independientemente del resto de categorias, y de los
factores y variables que inciden en esa dificultad, con nifios de 5° y 6° de Educacion Primaria.
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Es interesante resaltar, respecto a la variable curso, que el rendimiento de los
alumnos de 5° y 6° en los problemas de proporcionalidad simple ha sido muy similar: Un
85.3% en 5° y un 86.3% en 6° Sin embargo, para los problemas de comparacién hay
diferencias al pasar de 5° a 6°. El rendimiento ha sido de un 50.5% en 5° frente a un 60.3% en
6°.

4.2. Resultados del andlisis de la varianza con PT3 como variable dependiente

En primer lugar exponemos los resultados del andlisis de la varianza de la puntuacion
obtenida por cada nifio en los diez problemas verbales de estructura multiplicativa como
variable dependiente (PT3) (véase Tabla 4.3).

Los resultados del analisis de la varianza con la variable PT3 como dependiente por
COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO, revelan:

a) que el efecto principal debido a la variable COLEGIO es altamente significativo
(F=5.223; p=0.000).

b) que el efecto principal debido a la variable CURSO es significativo (F=4.875;
p=0.028) al nivel de significacion del 5%.

c) que el efecto principal debido a la variable CUESTIONARIO no es significativo
(F=2.702; p=0.069) al nivel de significacion del 5%.

Esto nos lleva a rechazar para la variable dependiente PT3 "rendimiento en los diez
problemas de estructura multiplicativa", las hipotesis nulas (1) y (2) y a aceptar la hipétesis
nula (3).

Tabla 4.3. Resultados del andlisis de la varianza de la variable PT3
por COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO.

Suma de Media de Signif.
Fuente de variacién cuadrados g.l. cuadrados F de F
Efectos principales 186.623 8 23.328 4.549 .000
COLEGIO 133.914 5 26.783 5.223 .000
CURSO 25.000 1 25.000 4.875 .028
CUESTIONARIO 27.710 2 13.855 2.702 .069
Interacciones de 2 vias 137.457 17 8.086 1.577 .069
COLEGIO x CURSO 65.741 5 13.148 2.564 .027
COLEGIO x CUESTIONARIO 71.253 10 7.125 1.389 .184
CURSO x CUESTIONARIO .463 2 .231 .045 .956
Interacciones de 3 vias 39.907 10 3.991 .778 .650
COLEGIO x CURSO x CUESTIONARIO 39.907 10 3.991 .778 .650

El rechazo de la hip6tesis nulas (1) y (2) tiene como consecuencia que hay diferencias
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significativas en las medias de la puntuacion total obtenida por los nifios en los diez
problemas verbales de estructura multiplicativa segun el COLEGIO y segun el CURSO. La
proporcion de respuestas correctas de cada nivel de los factores COLEGIO Y CURSO se
halla en la Tabla 4.2. Hemos realizado comparaciones mdultiples a posteriori mediante el
método de Scheffé al nivel de significacion del 5% para los niveles del factor COLEGIO, y
estas nos muestran que el colegio 2 difiere significativamente del colegio 5 y del 6. La prueba
de Scheffé proporciona dos subconjuntos de colegios homogéneos entre si.

Subconjunto 1: El formado por los colegios 1, 2, 3y 4.

Subconjunto 2: El formado por los colegios 1, 3, 4,5y 6.

Siendo el colegio 2 el que rompe la homogeneidad del conjunto de colegios.

El no rechazar la hip6tesis nula para el factor CUESTIONARIO lleva consigo la
aceptacion de que no hay diferencias significativas entre los tres cuestionario utilizados en la
recogida de datos.

En cuanto a las hipotesis de interaccion, rechazamos la hipétesis nula (4) de no
existencia de interacciones de dos vias, puesto que la pareja de variables COLEGIOXCURSO
presenta un efecto de interaccion significativo (F=2.564; p=0.027), siendo la interaccion
existente no ordenada (véase Grafico 4.1).

En la tabla de medias de la pareja Interaccion
de variables COLEGIOXCURSO (Tabla Colegio x Curso
4.4) podemos observar que los colegios 1 o
y 4 en quinto curso tiene una media
, _ sl
superior a la de sus correspondientes cla- |R W
,oye = n
ses de sexto curso. Un analisis suplemen- |4 6r
. . 7 b m
tario de comparaciones multiples a |l 4|
. . Ve 7 n
posteriori por el método de Scheffé, a un |} Curso
. . . 2r —— 6° curso
A 0,
nivel de significacion del 5%, revela que 6t cureo
en sexto curso hay diferencias significati- ° 2 s 4 & 6
. . Colegio
vas entre el colegio 2 y el colegio 6, dando g
dos subconjuntos de COIegiOS Grafico 4.1. Puntuaciones totales de
homogéneos entre si. respuestas correctas obtenidas en los diez
problemas

Subconjunto 1: Formado por los
colegios 1, 2, 3,4y5.
Subconjunto 2: Formado por los colegios 1, 3, 4,5y 6.
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Tabla 4.4. Medias de la variable PT3 por CURSO y COLEGIO

COLEGIO
CURSO 1 2 3 4 5 6
5° 6.67 5.74 5.56 6.85 6.78 7.44
(27) (27) (27) (27) (27) (27)
6° 6.41 5.85 7.70 6.33 7.85 8.22
(27) (27) (27) (27) (27) (27)

mientras que en quinto curso el método de Scheffé da como homogéneos los seis colegios.

No hay razones para rechazar la hip6tesis nula (5) de no existencia de efecto de
interaccién significativo de tres vias entre las variables COLEGIO, CURSO y CUESTIONA-
RIO.

4.2.1. Conclusiones del analisis de la variable PT3

La muestra de nifios fue elegida intencionalmente entre colegios cuyos alumnos han
mostrado tradicionalmente diferencias de rendimiento en matematicas. Nuestra suposicion
inicial se ha visto confirmada con el analisis del rendimiento de los nifios de estos colegios,
pues la muestra elegida difiere significativamente en su rendimiento en resolucién de
problemas verbales de estructura multiplicativa segun el colegio. Asi mismo, el curso es un
factor diferenciador en el rendimiento en resolucién de problemas verbales de estructura
multiplicativa. Estas conclusiones hay que matizarlas en funcién de la interacciébn mutua
COLEGIOXCURSO vy decir que, en general, los alumnos de sexto tienen un rendimiento
superior al de quinto, pero que esto no ocurre en todas las comparaciones posibles entre
clases de quinto y sexto, pues hay grupos de 5° curso que han obtenido una media superior a
los de 6°, y decir también que la diferencia entre colegios ha sido mas acusada en 6° que en
5.

4.3. Resultados del andlisis de la varianza con PT2 como variable dependiente

En este caso nos fijamos s6lo en los cuatro problemas de proporcionalidad simple que
incluye cada cuestionario y la suma de los aciertos de cada nifio en cada problema actla
como variable dependiente (rango 0-4).

Los resultados obtenidos en el analisis de la varianza de la variable dependiente PT2
segun los factores COLEGIO, CURSO Y CUESTIONARIO (Tabla 4.5) nos revelan que sélo el
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factor COLEGIO tiene efecto significativo sobre esta variable dependiente (F=7.968; p=0.000).
Lo que implica el rechazo de la hipétesis nula (1) referida s6lo a los problemas de
proporcionalidad simple, y por tanto la aceptacién de la existencia de diferencias significativas
entre los niveles del factor COLEGIO.

Las proporciones de respuestas correctas obtenidas para cada nivel del factor
COLEGIO se hallan en la Tabla 4.2. Realizadas comparaciones multiples a posteriori por el
método de Scheffé, al nivel de significacion del 5%, nos revelan que hay diferencias significa-
tivas entre los siguientes pares de colegios (2,4), (2,5) y (2,6). La prueba de Scheffé da como
subconjuntos homogéneos:

Subconjunto 1: El formado por los colegios 1, 2y 3.

Subconjunto 2: El formado por los colegios 1, 3, 4,5y 6.

Al igual que pasaba con el rendimiento en los diez problemas. Es el colegio 2 el que impide
gue los seis colegios sean homogéneos.

Tabla 4.5. Resultados del andlisis de la varianza de la variable PT2 por
COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO.

Suma de Media de Signif.
Fuente de variacién cuadrados g.l. cuadrados F de F
Efectos principales 33.321 8 4.165 5.542 .000
COLEGIO 29.941 5 5.988 7.968 .000
CURSO .151 1 .151 .201 .654
CUESTIONARIO 3.228 2 1.614 2.148 .119
Interacciones de 2 vias 27.497 17 1.617 2.152 .006
COLEGIO x CURSO 14.682 5 2.936 3.907 .002
COLEGIO x CUESTIONARIO 11.031 10 1.103 1.468 .151
CURSO x CUESTIONARIO 1.784 2 .892 1.187 .307
Interacciones de 3 vias 6.105 10 .610 .812 .617
COLEGIO x CURSO x CUESTIONARIO 6.105 10 .610 .812 .617

En este caso no hay razones para rechazar las hipotesis nulas (2) y (3). Por tanto, para
los problemas de proporcionalidad simple admitimos que el rendimiento de los alumnos de 5°
y 6° es el mismo, y también ha sido el mismo en los tres cuestionarios.

En cuanto, a las hipétesis de interaccion rechazamos la hipétesis nula (4) de no
interaccion de dos vias. Los factores COLEGIO y CURSO presentan interaccion significativa
(F=3.907; p=0.002). Los colegios 1, 2 y 4 en quinto curso han obtenido una media superior a
sus respectivos pares de sexto curso y en los otros ha sido al contrario (véase Tabla 4.6). No
hay interaccion significativa entre las parejas de factores COLEGIO y CUESTIONARIO ni
entre CURSO y CUESTIONARIO.
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Tabla 4.6. Medias de la variable PT2 por COLEGIO y CURSO

COLEGIO
CURSO 1 2 3 4 5 6
5° 3.48 3.00 2.96 3.78 3.44 3.78
(27) (27) (27) (27) (27) (27)
6° 3.04 2.78 3.78 3.48 3.74 3.89
(27) (27) (27) (27) (27) (27)

Puesto que hay interaccion COLEGIOXCURSO hemos realizado por separado para
los niveles 5° y 6° comparaciones multiples a posteriori mediante el método de Scheffé, al
nivel de significacion del 5%. Para los nifios de 5° estas comparaciones dan como resultado
gue hay diferencias significativas entre los siguientes pares de colegios:

(3,4), (3,6)

Para los nifios de 6° curso las comparaciones multiples a posteriori han dado como

resultado la existencia de diferencias significativas entre los siguientes pares de colegios:
(2,5), (2,3), (2,6)
(1,6)

Es de destacar que el bajo rendimiento del colegio 2 se debe sobre todo al grupo de
6° curso. El grupo de 5° curso de este colegio, si bien tiene un rendimiento bajo, no es el peor
de los seis, pues el grupo de 5° curso del colegio 3 tiene un rendimiento inferior.

4.4. Resultados del andlisis de la varianza con PT1 como variable dependiente

Los resultados obtenidos en el andlisis de la varianza efectuado tomando la
puntuacion total obtenida por cada nifio en los cuatro problemas de comparacion (variable
PT1) como variable dependiente segln los factores COLEGIO, CURSO Y CUESTIONARIO
(véase Tabla 4.7) muestran que no hay efectos de interaccién significativos de dos ni de tres
vias entre los factores COLEGIO, CURSO Y CUESTIONARIO. Hay pues una razén adicional
para pensar que el rendimiento de los nifios de 5° y 6° de Ensefianza Primaria es distinto
segun se trate de problemas que hemos catalogado como de proporcionalidad simple y los
problemas de comparaciéon multiplicativa. Recordemos que en los problemas de propor-
cionalidad habia interaccion entre los factores COLEGIO Y CURSO.

En cuanto a los efectos principales, el factor COLEGIO presenta efecto significativo al
nivel del 5% (F=3.212; p=0.008), el factor CURSO tiene efecto significativo (F=8.384;
p=0.004), y el factor CUESTIONARIO también tiene efecto significativo (F=4.196; p=0.016).

De conformidad con lo anterior, cuando la variable dependiente es el nimero de
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problemas de comparacion resueltos correctamente o puntuacion total en problemas de
comparacion, al nivel de significacion del 5%, rechazamos las hip6tesis nulas (1), (2) y (3), y
aceptamos que el rendimiento de los nifios en los cuatro problemas de comparacion
multiplicativa ha sido distinto segun el colegio, segun el curso y segun el cuestionario.

Tabla 4.7. Resultados del anédlisis de la varianza de la variable PT1 por COLEGIO,
CURSO y CUESTIONARIO.

Suma de Cuadrado Signif.
Fuente de variacién cuadrados g.l. medio F de F
Efectos principales 46.469 8 5.809 4.105 .000
COLEGIO 22.728 5 4.546 3.212 .008
CURSO 11.864 1 11.864 8.384 .004
CUESTIONARIO 11.877 2 5.938 4.196 .016
Interacciones de 2 vias 27.210 17 1.601 1.131 .323
COLEGIO x CURSO 7.765 5 1.553 1.097 .362
COLEGIO x CUESTIONARIO 17.938 10 1.794 1.268 .248
CURSO x CUESTIONARIO 1.5006 2 .753 .532 .588
Interacciones de 3 vias 9.642 10 .964 .681 742
COLEGIO x CURSO x CUESTIONARIO 9.642 10 .964 .681 .742

No hay razones para rechazar las hipotesis nulas (4) y (5) referidas a los efectos de
interaccion.

Las proporciones de respuestas obtenidas para cada nivel de los factores COLEGIO,
CURSO y CUESTIONARIO se hallan en la Tabla 4.2. Hemos realizado comparaciones
multiples a posteriori por el método de Scheffé, al nivel de significacién del 5%, para detectar
diferencias significativas entre pares de colegios y hemos obtenido como resultado que no
hay dos colegios que sean significativamente diferentes al nivel del 5%. Si bien la media mas
baja es la del colegio 2 con 1.9630 y la mas alta la del colegio 5 con 2.5741.

Aplicando el método de Scheffé hemos obtenido que si hay diferencias significativas
entre el cuestionario 2 y el 3. Este procedimiento nos ha proporcionado dos subconjuntos de
pruebas homogéneas

Subconjunto 1: Cuestionarios 1y 2.

Subconjunto 2: Cuestionarios 1y 3.

4 5. Resumen de las conclusiones de los tres andlisis
de las puntuaciones totales

Las conclusiones de los contrastes de hipoétesis realizados mediante el analisis de la
varianza para las puntuaciones totales en problemas de comparacion (PT1), problemas de
proporcionalidad simple (PT2) y para los problemas de estructura multiplicativa sin diferenciar
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subtipos (PT3), estan recogidas en la Tabla 4.5. En esta tabla los cuadros en blanco
corresponden a los casos en los que no hay razones para rechazar la hip6tesis nula
correspondiente.

Como puede observarse en la Tabla 4.8:

1°) No hay efecto significativo de interaccion triple entre COLEGIO, CURSO y CUES-
TIONARIO sobre el rendimiento obtenido por los nifios en ninguna de las categorias de
problemas analizadas.

2°) No hay efecto de interaccion doble entre COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO
en el caso de los problemas de comparacion.

3°) El factor COLEGIO tiene efecto significativo en las tres variables.

4°) Los tres factores COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO tienen efecto significativo
al 5% en el rendimiento de los alumnos para los problemas de comparacion.

59 El factor CUESTIONARIO no tiene efecto significativo en la totalidad de los
problemas, ni en los problemas de proporcionalidad simple.

6° En los problemas de proporcionalidad simple no hemos obtenido diferencias
significativas por CURSO.

Tabla 4.8. Hip6tesis nulas rechazadas para cada una de las variables

Hipétesis Hipétesis Hipétesis Hipétesis Hipétesis
Nula (1) Nula (2) Nula (3) Nula (4) Nula (5)
PT1 Rechazada Rechazada Rechazada
p<0.05 p<0.01 p<0.05
PT2 Rechazada Rechazada
p<0.05 p<0.05
PT3 Rechazada Rechazada Rechazada
p<0.01 p<0.05 p<0.05

PT1=problemas de comparacién
PT2=problemas de proporcionalidad simple
PT3=totalidad de problemas

4.6. Implicaciones para el estudio posterior

De los resultados de los andlisis estadisticos realizados hemos sacado varias
consecuencias para el estudio posterior de los problemas de comparacion multiplicativa en
funcién de las variables de tarea R y Q. La primera es que la muestra de nifios que hemos
utilizado posee una formacién basica en problemas de estructura multiplicativa adecuada para
nuestro estudio posterior. El rendimiento obtenido por los nifios de la muestra en el total de
problemas ha sido del 67.8%, lo que indica que son problemas faciles para estos nifios. La
conclusién anterior es valida independientemente del cuestionario, pero hay que matizarla
segun el curso y el colegio. Contrariamente a lo normal, en dos colegios el rendimiento de los
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nifos de 5° ha sido ligeramente superior al de 6° curso. El rendimiento mas bajo lo ha
obtenido el grupo de 5° del colegio 3, con un resultado de 55.6%, lo que indica que si bien
unos grupos de nifios poseen una formacion mayor que otros, todos ellos sin excepcién
tienen un rendimiento superior al 50%. Esto evita el llamado "efecto suelo" que impediria
encontrar, caso de existir, diferencias significativas en el rendimiento de los nifios en la
resolucién de problemas de comparacion multiplicativa debidas a los factores de tarea Ry Q.

La segunda implicacion para nuestro estudio es que la diferenciacién hecha en los
problemas verbales de estructura multiplicativa considerando los problemas de comparacion
como una categoria con entidad propia es acertada, por cuanto que refleja diferencias de
actuacion de los nifios de la muestra empleada con respecto a otras categorias de problemas.
Estas diferencias se han manifestado de dos formas:

Una, en el rendimiento medio. Y dos, en la forma diferente de influir los factores
colegio, curso y cuestionario en el rendimiento que tienen los nifios en cada uno de estos
tipos de problemas.

El rendimiento medio alcanzado por los nifios de la muestra en los problemas de com-
paracion ha sido del 55.5%, y en los problemas de proporcionalidad simple ha sido del 85.8%,
lo que indica que los problemas de proporcionalidad simple son muy faciles para estos nifios y
gue los problemas de comparacion tienen dificultad mediana. Mientras los problemas de
proporcionalidad simple representan clases de problemas que ya tienen consolidados los
nifios de 5° y 6°, los problemas de comparacion no han sido dominados aun por los nifios de
la muestra. Los nifios de la muestra poseen una formacién basica en problemas de estructura
multiplicativa. Esta formacion béasica se refleja sobre todo en el rendimiento con los problemas
de proporcionalidad. Sin embargo, estos nifilos aun estdn en periodo de desarrollo y con-
solidacién de otras categorias de problemas, como es el caso de los problemas de
comparacion. Un dato que apoya esta conclusibn es que en los problemas de propor-
cionalidad no hay diferencias significativas entre los alumnos de 5° y los de 6° curso, mientras
gue en los problemas de comparacion si las hay. Otro dato es que en los problemas de
comparacion no hay interaccion de dos vias entre los factores COLEGIO, CURSO vy
CUESTIONARIO, mientras que en los problemas de proporcionalidad hay efecto de
interaccion significativo entre COLEGIO Y CURSO. Nuestro estudio particular de los
problemas de comparacién es oportuno para la muestra utilizada, porque refleja cémo esta
condicionado ese desarrollo y la actuacidbn de los sujetos en problemas verbales de
comparacion multiplicativa.

Lo anterior evita el llamado "efecto techo" en los problemas de comparacién que
puede darse en estos niveles de alumnos con los problemas de proporcionalidad y que no
permitiria detectar la posible influencia de los factores R y Q sobre el indice de dificultad de
los problemas de comparacion multiplicativa.
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La tercera implicacion es que al ser el rendimiento en problemas de comparacion
multiplicativa significativamente distinto segin el COLEGIO, segun el CURSO y segun el
CUESTIONARIO, debemos, en consecuencia, tener en cuenta los factores COLEGIO,
CURSO y CUESTIONARIO en el andlisis de la dificultad de los problemas verbales de
comparacion multiplicativa en funcion de las variables de tarea Ry Q.

La inclusion intencionada de colegios con distinto nivel de rendimiento ha propiciado
gue entre los niveles del factor COLEGIO haya habido diferencias significativas. Estas
diferencias destacan mas en los problemas que, teéricamente, deberian estar consolidados
en estos niveles, como son los problemas de proporcionalidad. Sin embargo, en problemas
gue no han sido abordados abiertamente en el curriculum escolar estas diferencias entre
colegios disminuyen. Este es el caso de los problemas de comparaciéon que, aunque en el
contraste de hip6tesis hayan aparecido diferencias significativas entre colegios, al aplicar la
prueba de comparaciones multiples de Scheffé, al nivel del 5%, no ha detectado colegios
significativamente distintos para los problemas de comparaciéon. Pero el hecho de que el
efecto principal del factor COLEGIO sea significativo en el andlisis de la varianza, ha influido
en nuestra decision de incluir este factor en el andlisis de los indices de dificultad de los
problemas en funcién de las variables independientes Ry Q.
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Capitulo 5

ANALISIS DEL INDICE DE DIFICULTAD
DE LOS PROBLEMAS DE COMPARACION

En el estudio realizado en el capitulo anterior hemos tenido en cuenta problemas
verbales simples de estructura multiplicativa de tres categorias. A partir de ahora nos cefiimos
a estudiar los problemas de estructura multiplicativa de comparacion. En este capitulo
abordamos el andlisis estadistico de la influencia de las variables R y Q sobre el indice de
dificultad de los problemas verbales de estructura multiplicativa de comparacién en nifios de
5°y 6° curso de ensefianza primaria. Antes de iniciar dicho analisis queremos realizar algunas
precisiones.

Una de ellas se refiere a la nocion de indice de dificultad y de nivel de dificultad de un
problema. El significado que le damos en este trabajo a la dificultad de un problema es el
mismo que el que se le da en la teoria de los tests, ya sea la clasica o la Teoria de la
Respuesta al Item (TRI), y que, como afirma Santisteban "tiene el mismo contenido semantico
gue el que se le da en el lenguaje habitual” (Santisteban, 1990, p.335).

Santisteban da la siguiente definicion de indice de dificultad (p.334):

Se define para un item i el indice de dificultad p; como la proporcién p de
examinados que responden correctamente a ese item i.

numero de respuestas correctas al item 1

numero total de examinados

de la definicién anterior se deduce:

a) Los valores que toma el indice de dificultad asignado a un item pertenecen al
intervalo cerrado de nimeros reales [0,1].

b) El valor del indice de dificultad varia en sentido inverso que el nivel de dificultad.
Los items con indice de dificultad préximos a 1 tienen un bajo nivel de dificultad, y por el
contrario los items con bajo indice de dificultad tienen un nivel de dificultad elevado.

La definicién anterior vale para el caso en que los items son problemas verbales, y es
la que adoptamos en el andlisis que realizamos a continuacién, donde el indice de dificultad
de cada tipo de problema, definido en funcién de R y Q, coincide con la media de los valores
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de la variable dependiente en toda la muestra.

La segunda consideracion se refiere a que los analisis los realizamos sobre los datos
recogidos bajo las condiciones descritas en el capitulo 3, en el cual contemplamos dos tipos
de control sobre las variables que pueden influir sobre las relaciones que queremos destacar.
Un tipo de control, aplicado a variables de tarea distintas a las consideradas como variables
independientes en esta investigacion, ha consistido en mantenerlas constantes, y por lo tanto
asegurarnos que no van a interaccionar con las variables de tarea R y Q que hemos tomado
como independientes. Un segundo tipo de control efectuado ha sido un control estadistico de
las variables COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO cuya exposicion hemos realizado
previamente en el capitulo 4. Los resultados que se han obtenido mediante el analisis
estadistico de la influencia de estos factores sobre el rendimiento de los escolares de 5° y 6°
de EGB muestran que estos factores tienen influencia significativa en el rendimiento que han
tenido los niflos de la muestra empleada. Esta es la razén que nos ha llevado a incorporar las
variables COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO como factores intersujetos en el analisis de
la dificultad de los problemas en funcién de las variables Ry Q.

5.1. Anédlisis empleado

Para analizar, mediante los datos obtenidos, la influencia de las variables R y Q sobre
la dificultad de resolucion de los problemas verbales de comparacion multiplicativa,
empleamos el analisis de la varianza. Las hipotesis generales del andlisis de la varianza son
tres: independencia de las observaciones, normalidad de las variables y homocedasticidad o
igualdad de varianzas en los distintos grupos.

La mas importante de ellas es la suposicién de independencia de las observaciones
pues, en caso contrario, las formulas de las varianzas de las distribuciones muestrales de las
medias son invalidas, por lo que todos los céalculos sobre la precision de los estimadores
serian erréneos. En nuestro caso si utilizaramos un solo modelo factorial para evaluar todos
los factores implicados incumpliriamos esta hip6tesis de independencia. Esto nos ha obligado
a realizar un analisis por pasos en el que hacemos en primer lugar un estudio del efecto del
factor R, a continuacién el estudio del efecto del factor Q y por ultimo el estudio de la
interaccion RxQ.

Los supuestos paramétricos de normalidad y homocedasticidad no son tan
importantes como el de independencia y como dice Bisquerra:

Existe clara evidencia, tanto matematica como empirica de que las pruebas

con una sola variable dependiente (por ejemplo ANOVA) son altamente
robustas bajo la violacién de la normalidad y homocedasticidad." (Bisquerra,
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1989a, p.32).

En nuestro caso hemos adoptado medidas al respecto de estos dos supuestos
parameétricos y, el presunto incumplimiento de la hipétesis de normalidad queda subsanado
por el hecho de que estamos utilizando un disefio equilibrado, es decir, con igual nimero de
alumnos por cada una de las combinaciones de variables independientes y controladas. Este
tipo de disefio garantiza la robustez respecto a la hipétesis de normalidad (Dunn y Clark,
1987).

Finalmente, el efecto de las varianzas desiguales en los grupos depende de la
heterogeneidad del nimero de elementos en cada grupo. En caso de igual nimero de
elementos en cada grupo, como es nuestro caso, el analisis de la varianza es una técnica
robusta en cuanto a la comparacion de las medias de los grupos.  Por tanto, el problema de
mayor importancia es asegurar la independencia de las observaciones, o bien aplicar una
técnica de analisis de la varianza que tenga en cuenta la dependencia de las mismas. Hay
gue considerar dos tipos de independencia:

1-Independencia de observaciones de diversos grupos

2-Independencia de observaciones de un mismo grupo

En lo que sigue, estudiaremos este problema y la solucién de analisis adoptada en
cada caso. Respecto a las otras dos hipoétesis, puesto que en nuestro estudio no tienen un
efecto apreciable sobre las comparaciones de medias al ser un disefio equilibrado (igual
namero de objetos en cada grupo), no las tendremos en cuenta.

Es claro que los datos tomados de cada colegio son independientes de los del resto
de los colegios (independencia de observaciones de distintas muestras), ya que el
conocimiento de los resultados alcanzados por uno de ellos no nos proporciona ninguna
informacién de lo que se va a alcanzar en el resto, antes de realizar la prueba. Por la misma
razén, dentro de un mismo colegio son independientes las observaciones por curso. La
asignacion de los cuestionarios parciales o cuestionario a los nifios dentro de un mismo grupo
se ha realizado mediante un procedimiento de muestreo sistematico con arranque aleatorio,
gue es equivalente a una aleatorizacién completa, lo cual hace que las observaciones de
cada nifio sean independientes de las de sus compafieros de aula.

Puesto que en nuestro caso en cada niflo hemos realizado cuatro observaciones,
resulta que para cada uno de los nifios estas cuatro observaciones son valores relacionados.
Para asegurar la independencia en el andlisis de la varianza podemos optar entre realizar un
analisis independiente para cada una de las cuatro observaciones realizadas, con lo cual
llevariamos a cabo cuatro pruebas de significacién, o bien realizar un andlisis multivariante
con una sola prueba de significacion. Debido a que el ajuste de Bonferroni (Bisquerra, 1989a,
pp.32-33) tiene como consecuencia que la probabilidad de error de rechazar una hipotesis
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nula va aumentando a medida que crece el nimero de pruebas de contraste aplicadas,
optamos, siempre que sea posible, por el andlisis multivariante de la varianza con el cual
realizamos un sélo contraste para las cuatro observaciones.

En cuanto a los requisitos exigidos para la aplicacion de los métodos multivariantes
Bisquerra (1989a) pone de manifiesto que

Se observa un cierto vacio en cuanto a recomendaciones concretas aceptadas
de forma generalizada (p.32)

y segun este mismo autor

La tendencia actual esta en considerar que en muestras grandes (n > 30) los
andlisis multivariantes son lo suficientemente robustos como para ser
insensibles a ligeras desviaciones de los supuestos paramétricos, principal-
mente de la normalidad multivariante y de la homocedasticidad (Bisquerra,
1989a, p.32).

Véase también Kirk (1982, pp.74-79) para una discusiébn amplia de los supuestos
paramétricos. Para una introduccién al analisis multivariante en castellano remitimos a las
obras de Gutiérrez y Gonzalez (1991), y Cuadras (1991). Sobre este mismo tdpico existen
bastantes obras en inglés, de las que destacamos las de Tatsuoka (1971) y Timm (1975).

5.2. Efecto del factor R sobre la dificultad de los problemas.

El factor "relacion de comparacion”, que es una variable de caracter semantico, lo
hemos simbolizado como factor R. Puesto que para cada nifio tenemos una observacion de
cada uno de los posibles valores de este factor: R;, Ry, Rs, Ry, ocurre que estas cuatro
observaciones son valores relacionados, ya que la capacidad general del nifio influird en cada
una de las cuatro respuestas. Por otro lado, podemos considerar independientes las obser-
vaciones de cada nifio respecto a las del resto de sus compaferos.

Para este factor los datos tomados de cada colegio son independientes de los del
resto de los colegios (independencia de observaciones de distintas muestras), ya que el
conocimiento de los resultados alcanzados por uno de ellos no nos proporciona hinguna
informacién de lo que se va a alcanzar en el resto, antes de realizar la prueba.

De este modo, para cumplir el requisito de la independencia de observaciones, y con
las salvedades que ya hemos indicado previamente, el modelo lineal que hemos aplicado en
este caso particular es el disefio de medidas repetidas con tres factores intersujetos:
COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO, vy un factor intrasujeto, el factor R. Es decir, con-
sideramos que tenemos 36 grupos de nifios (6 colegios x 2 cursos x 3 cuestionarios) y a cada
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uno de los nifios de esos 36 grupos se les han efectuado cuatro medidas diferentes, que
corresponden a un problema de cada uno de los tipos Ri, R, Rz ¥y Ry La inclusion de los
factores intersujetos COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO se debe a que en el andlisis
realizado previamente encontramos que tenian efecto significativo sobre el rendimiento de los
estudiantes.

Hemos un analisis multivariante de la varianza de este disefio de medidas repetidas.
Mediante este analisis pretendemos contrastar la siguiente hip6tesis nula:

(6) No hay efecto significativo del factor R sobre el indice de dificultad de los
problemas.

El indice de dificultad de los problemas segun los distintos valores de R es el
considerado como valor medio en el analisis de la varianza realizado y que hemos recogido
en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1. Media (indice de dificultad) y desviaciones tipicas para los
cuatro valores del factor R

Variable R Media Desv. Tipica N Interv. de confianza al 95 %
R, .593 .492 324 .539 .646
R, .444 .498 324 .390 .499
Rs .568 .496 324 .514 .622
Ry .611 .488 324 .558 .664

Como resultado del analisis multivariante de la varianza con medidas repetidas en el
factor R, con valores 1-0 para expresar el éxito/fracaso en cada uno de los problemas, hemos
obtenido para este factor un valor F=12.45, con un grado de significacion p=0.000 (véase
Tabla 5.2). Rechazamos pues la hip6tesis nula (6) y aceptamos que los problemas verbales
de estructura multiplicativa de comparacion no tienen igual nivel de dificultad si cambiamos la
expresion relacional de comparacion utilizada en su redaccién. En el estudio piloto (Castro,
1991) obtuvimos para la F un grado de significacién p=0.076, con lo cual nos quedabamos
entonces con la duda de si con una muestra distinta, mas amplia, aumentaria la probabilidad
de rechazar la hip6tesis nula. Ahora vemos que nuestra suposicion se ha confirmado y lo ha
hecho en el sentido que sugeriamos en el estudio previo.
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Tabla 5.2. Resultados del andlisis de la varianza implicando al factor R

Fuente de Variacién S. de C. g.l. M. de C. F Sig. de F
Test de efectos inter-sujetos

INTRA CELDAS 101.89 288 .35

CONSTANTE 397.78 1 397.78 1124.37 .000
COLEGIO 5.68 5 1.14 3.21 .008
CURSO 2.97 1 2.97 8.38 .004
CUESTIONARIO 2.97 2 1.48 4.20 .016
COLEGIO x CURSO 1.94 5 .39 1.10 .362
COLEGIO x CUESTIONARIO 4.48 10 .45 1.27 .248
CURSO x CUESTIONARIO .38 2 .19 .53 .588
COLEGIO x CURSO x 2.41 10 .24 .68 742
CUESTIONARIO
Test de efectos intra-sujetos implicando a la variable "R".

INTRA CELDAS 127.00 864 .15

R 5.49 3 1.83 12.45 .000
COLEGIO x R 3.23 15 .22 1.47 111
CURSO x R .11 3 .04 .24 .865
CUESTIONARIO x R 46.78 6 7.80 53.04 .000
COLEGIO x CURSO x R 1.98 15 .13 .90 .564
COLEGIO x CUESTIONA. x R 5.14 30 .17 1.17 .249
CURSO x CUESTIONARIO x R 2.23 6 .37 2.53 .019
COLEGIO x CURSO x 5.53 30 .18 1.25 .165

CUESTIONARIO x R

Hemos realizado comparaciones multiples a posteriori entre

obtenidos para cada valor de R (véase Tabla 5.1) al nivel de significacion del 5%. Estas

los valores medios

comparaciones nos llevan a afirmar que hay tres valores de R cuyas medias no difieren

significativamente entre si, que son R;, Rs; y Rs. La media correspondiente a R, si difiere
significativamente con respecto a cada una de las otras tres. Hay dos subconjuntos

homogéneos:

Subconjunto 1: El formado por Ry, Ry Ry.

Subconjunto 2: El formado por R..

Puesto que las modificaciones realizadas en el disefio utilizado en el presente estudio

frente al utilizado en el estudio previo (Castro, 1991) no afectan a los valores medios

correspondientes a cada nivel de R, podemos comparar las medias obtenidas en los dos

estudios (véase Tabla 5.3).
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Tabla 5.3. Medias obtenidas para los niveles de R en este
estudio y en el estudio previo

Estudio R; R> R3 Ry
Estudio Previo .579 .486 .551 .588
Estudio Actual .593 .444 .568 .011

Los tres valores del subconjunto 1 (R;, Rs ¥ R4), han incrementado ligeramente su
media, entre un 1.5% y un 2.5%, con respecto a los valores obtenidos en el estudio previo.
Sin embargo, el valor medio de R, ha disminuido en torno al 4% con respecto al estudio
previo. Las diferencias entre estos valores no son apreciables. El coeficiente de correlacion
producto-momento de Pearson para estas dos series de valores es 0.99. Este dato es un
indice de la estabilidad temporal de las medias de los niveles de R.

Las Unicas interacciones significativas entre los factores intersujetos COLEGIO,
CURSO y CUESTIONARIO vy el factor intrasujeto R son: CUESTIONARIOxXR con F=53.04 y
un grado de significacion p=0.000, y CURSOXCUESTIONARIOXR con F=2.53 y un grado de
significacion p=0.019. La interaccibn CUESTIONARIOXR significa que las diferencias entre
los valores medios obtenidos segun los valores de R no son iguales en los tres cuestionarios.
Ahora bien, si tenemos en cuenta el proceso seguido para la construccion de los tres
cuestionarios, podemos observar que el criterio seguido para diferenciar un cuestionario de
otro se basa en el factor Q. Por tanto, cabe pensar que el efecto de interaccion que provoca el
factor CUESTIONARIO es en ultima instancia un efecto debido al factor Q, y en consecuen-
cia, tenemos un primer indicio de que hay interaccién entre los factores Ry Q.

5.3. Influencia del colegio y del curso sobre el vector
de respuestas segun los niveles de R

Como resultado de los contrastes realizados sobre las puntuaciones totales de los
nifios se obtuvo que habia diferencias significativas entre los colegios, entre los cursos y entre
los cuestionarios. En el andlisis precedente también se ha obtenido que hay diferencias
significativas entre los indices de dificultad de los problemas correspondientes a los niveles
del factor R. Como consecuencia de ello surge el interrogante de si las diferencias en-
contradas por colegio, curso y cuestionario, y los resultados obtenidos para las interacciones
de segundo y tercer orden entre estos factores, se dan también cuando no se acumulan los
valores de las observaciones realizadas en cada nifio, sino que se toman como cuatro
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variables dependientes, una por cada nivel del factor R.

Para tratar de responder a este interrogante, hemos considerado las cuatro obser-
vaciones realizadas en cada sujeto de la muestra como cuatro variables dependientes en un
disefio MCFR-rcv, version multivariante de un disefio completamente aleatorizado, que
considera tres factores cruzados: COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO.

Los resultados obtenidos del andlisis efectuado han sido los siguientes:

En cuanto a las interacciones:

La interaccion triple COLEGIOXCURSOXCUESTIONARIO tiene una lambda de Wilks
de 0.85285, con un valor aproximado de F=1.16 y un grado de significacion p=0.230, por
tanto, no hay interaccion significativa entre colegio, curso y cuestionario. En los analisis
univariantes tampoco se ha obtenido interaccion significativa en ninguno de los cuatro niveles
de R.

La interaccion doble CURSOXCUESTIONARIO tiene una lambda de Wilks de
0.94568, con un valor aproximado de F=2.02 y un grado de significacion p=0.042, hay
interaccion significativa. En los andlisis univariantes hemos obtenido que esta interaccion es
significativa para el valor R, que es el Unico que produce interaccién significativa, F=3.06 con
p=0.048.

La interaccion doble COLEGIOXCUESTIONARIO tiene una lambda de Wilks de
0.84871, con un valor aproximado F=1.20 y un grado de significacién p=0.190. Por tanto, no
hay interaccién significativa entre el colegio y el cuestionario. En los andlisis univariantes
tampoco se ha obtenido interaccién significativa para ninguno de los cuatro valores de R.

La interaccion doble COLEGIOXCURSO tiene una lambda de Wilks de 0.93760, con
un valor aproximado F=0.93 y un grado de significacién p=0.551. Por tanto, no hay interaccion
significativo entre el colegio y el curso. Esto concuerda con los cuatro contrastes realizados
en los andlisis univariantes, en los que tampoco se ha obtenido interaccién significativa.

El efecto COLEGIO tiene una lambda de Wilks de 0.88641 con una F=1.75 y una
p=0.022. Por tanto, se confirma el rechazo de la hipétesis nula y la aceptacién de la existencia
de diferencias significativas por colegio. En los resultados del andlisis univariante hemos
obtenido que las diferencias significativas sélo se dan para los valores R,, con una F=3.19 y
una p=0.008, y Rz, con una F=2.65 y una p=0.023. Por contra, no hay diferencias
significativas en los valores Ry, con F=1.13 y p=0.342, y R4, con F=1.82 y p=0.109.

El efecto CURSO tiene una lambda de Wilks de 0.97011, con F=2.20 y p=0.070. En
este caso no se produce el rechazo de la hip6tesis nula de no existencia de diferencias
significativas por curso. Sin embargo, esta conclusién no se mantiene por igual en los cuatro
valores de R. El andlisis univariante ha dado como resultado que para los valores R,, con
F=6.25 y p=0.013, y R4, con F=3.81 y p=0.05, hay diferencias significativas por curso. Por el
contrario, para los valores Ry, con F=2.62 y p= 0.107, y R3, con F=2.75 y p=0.098, no hay
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diferencias significativas. Por tanto, se han obtenido diferencias significativas por curso en los
valores correspondientes a la comparacion de disminucién y no se han obtenido en los
valores correspondientes a la comparacion de aumento.

El efecto CUESTIONARIO tiene una lambda de Wilks de 0.43701, con F=36.53 y
p=0.0. Rechazamos la hipétesis nula de no existencia de diferencias significativas por
cuestionario. En los cuatro analisis univariantes, correspondientes a cada uno de los cuatro
valores de la variable R se han obtenido diferencias significativas entre los cuestionarios para
los cuatro valores de R considerados aisladamente. En el caso R; el valor F=64.53 con p=0.0.
Para R; el valor F=29.25 con p=0.0. Para R; el valor F=17.78 con p=0.000. Y para R, el valor
F=20.39 con p=0.0. Puesto que para cada valor de R, la diferencia entre los problemas que
incluye cada cuestionario se basa en la variable Q, lo que expresan los resultados de estos
andlisis univariantes es que para cada valor de R hay diferencias significativas entre los
valores de la variable Q.

5.4. Efecto del factor Q sobre la dificultad de los problemas

El factor "cantidad desconocida" en el esquema de comparacion es una variable que
hemos simbolizado anteriormente como factor Q. Cada nifio ha sido medido tres veces
correspondiendo cada una de las medidas, respectivamente, a los niveles Qi, Q. y Qs del
factor Q; pero como cada nifio pas6 cuatro problemas quiere decir que cada nifio se vio
afectado por dos medidas de uno de estos niveles del factor Q. En el caso de que para uno
de estos niveles haya dos medidas, se toma como dato el valor medio de ambas.

Puesto que para cada nifio tenemos una observacion de dos de los niveles de Q y dos
observaciones del otro nivel, resulta que para cada uno de los niflos estas cuatro
observaciones son valores relacionados, ya que la capacidad general del nifio influird en cada
una de las cuatro respuestas. Por otro lado, podemos considerar independientes las
observaciones de cada nifio respecto a la del resto de sus compafieros.

Por la misma razén que expusimos en el analisis del factor R, los datos tomados de
cada colegio, de cada curso y con cada cuestionario son independientes entre si
(independencia de observaciones de distintas muestras).

De este modo, y de modo analogo a como hicimos en el estudio del factor R, para
cumplir el requisito de la independencia de observaciones, y con las salvedades que ya
hemos indicado previamente, el modelo lineal que hemos aplicado en este caso particular es
el disefio de medidas repetidas con tres factores intergrupos: COLEGIO, CURSO vy
CUESTIONARIO, vy un factor intrasujeto, el factor Q. Es decir, consideramos que tenemos 36
grupos de nifios (6 colegios x 2 cursos x 3 cuestionarios) y a cada uno de los nifios de esos
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36 grupos se les han efectuado tres medidas diferentes, que corresponden a cada uno de los
niveles Qi, Q» y Q. La inclusibn de los factores intersujetos COLEGIO, CURSO vy
CUESTIONARIO se debe a que en el andlisis realizado previamente encontramos que tenian
efecto significativo sobre el rendimiento de los estudiantes.

Hemos realizado un andlisis multivariante de la varianza de este disefio de medidas
repetidas. Mediante este andlisis pretendemos contrastar la siguiente hipétesis nula:

(7) No hay efecto significativo del factor Q sobre el indice de dificultad de los

problemas.

El indice de dificultad de los problemas seguin los distintos valores de Q es el
considerado como valor medio en el analisis de la varianza realizado y que hemos recogido
en la Tabla 5.4.

Tabla 5.4. Media (indice de dificultad) y desviaciones tipicas para los tres
valores del factor Q

Factor Q Media Desv. Tipica N Interv. de confianza al 95 %
of! .744 .414 324 .699 .789
Qs .372 .457 324 .322 L422
Q3 .498 .463 324 .448 .549

Los resultados del analisis de la varianza aplicado al factor Q (cantidad desconocida)
nos han dado para Q una F=97.55 con un grado de significacion p=0.000, luego rechazamos
la hipétesis nula (7) y aceptamos gue en los nifios de la muestra hay diferencias significativas
entre los niveles del factor Q.

Hemos realizado comparaciones maltiples a posteriori entre las medias de los niveles
del factor Q, por el método de Scheffé y al nivel de significacién del 5%. Los resultados dan
gue los tres niveles difieren significativamente entre si. Apareciendo con mayor dificultad Q,
gue Qzy éste a su vez mayor que Q, es decir,

Q2<Q3<Q1
como puede observarse de la comparacion de las respectivas medias que aparecen ya
calculadas en la Tabla 5.4.

Como puede observarse en la Tabla 5.5 hay interaccion significativa de dos vias
CURSOxQ (F=5.27; p=0.005) y CUESTIONARIOxQ (F=23.89; p=0.000). Esto puede tener
como consecuencia que el orden de dificultad obtenido entre los niveles de Q puede verse
afectado por el curso y por el cuestionario. Puesto que
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Tabla 5.5. Resumen del andlisis de la varianza considerando el efecto intra
sujetos "Q"

Fuente de Variaciédn S. de C. g.l. M. de C. F Sig. de F

Test de Efectos Intra-Sujetos.

INTRA CELDAS 84.20 288 .29

CONSTANTE 281.41 1 281.41 962.49 .000
COLEGIO 5.23 5 1.05 3.58 .004
CURSO 2.37 1 2.37 8.11 .005
CUESTIONARIO 3.06 2 1.53 5.23 .006
COLEGIO x CURSO 2.01 5 .40 1.38 .233
COLEGIO x CUESTIONARIO 3.71 10 .37 1.27 .248
CURSO x CUESTIONARIO .61 2 .31 1.05 .352
COLEGIO x CURSO x 1.23 10 .12 .42 . 937
CUESTIONARIO

Test implicando el Efecto Intra-Sujetos "Q".

INTRA CELDAS 68.41 576 .12

Q 23.17 2 11.59 97.55 .000
COLEGIO x Q 1.67 10 .17 1.41 .174
CURSO x Q 1.25 2 .63 5.27 .005
CUESTIONARIO x Q 11.35 4 2.84 23.89 .000
COLEGIO x CURSO x Q 1.33 10 .13 1.12 .345
COLEGIO x CUESTIONA. x Q 2.24 20 .11 .94 .534
CURSO x CUESTIONARIO x QO .34 4 .09 .72 .575
COLEGIO x CURSO x 2.91 20 .15 1.22 .227

CUESTIONARIO x Q

para cada nivel de Q la diferencia entre cuestionario se debe a los niveles del factor R, la
interaccion CUESTIONARIOXQ viene explicada por la interaccion RxQ que estudiaremos mas
adelante. La interaccion CURSOxQ puede tener como consecuencia: (a) que no haya efecto
significativo del factor Q en alguno de estos dos cursos, y (b) que el factor Q tenga efecto
significativo, tanto en 5° como 6° curso, pero que el orden de dificultad obtenido para los
niveles de Q cambie de 5° a 6°. Realizados por separado contrastes especificos en 5° y 6°
curso hemos encontrado que el factor Q presenta efecto significativo tanto en 5° como en 6°
curso al nivel de significacion del 5%.

Las comparaciones multiples a posteriori han dado que en 5° curso los tres niveles de
Q difieren significativamente entre si; sin embargo, en 6° curso, los niveles Q. y Qs no difieren
de forma significativa. Si nos fijamos en las medias por curso de los tres niveles del factor Q, y
en sus intervalos de confianza (Tabla 5.6), vemos que en 5° se conserva el mismo orden de
dificultad que se obtuvo globalmente para los dos cursos, y en 6° se conserva el orden de
dificultad pero hay solapamiento entre los intervalos de confianza de Q. y Qs, el orden en 6°

es pues Q2<Q3<Qs.
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Resulta, pues, que hay interaccion Interaccion
entre el curso y la variable Q, pero como Curso x Q
puede verse en el Gréfico 5.1, las lineas

no se cruzan, por lo que la interaccién
existente entre CURSO y Q es una inte-
raccion "ordenada" (Bacher, 1982, pp.84-
87) u "ordinal" (Glass y Stanley, 1980,
pp.409-410), es decir, los valores de Q
mantienen la misma posicion relativa entre

0,8
0,6 -

04}

Curso
0,2 — 5

—— @

AP e—=CO=—=-=—Q 0Q 0O0—Q3—

si en 5° y en 6° cursos. A efectos de int- ° o 2 a3
Factor Q

erpretacion, el que la interaccion sea de
tipo ordinal "equivale a pensar que a Grafico 5.1. Porcentajes de res-
pesar de la presencia de interaccion puestas correctas por CURSO y Q.
puede enunciarse una sola afirmacion”

(Glass y Stanley, 1980, p.409) respecto a los dos cursos, en nuestro caso.

Tabla 5.6. Media (indice de dificultad) y desviaciones tipicas para los tres
valores del factor Q por CURSO

CURSO O Media Desv. Tipica N Interv. de confianza al 95 %
5° o} .685 .442 162 .617 . 754
Q .284 .424 162 .218 .350
Q3 .497 .465 162 .425 .569
6° o} .802 .375 162 .744 .861
QO .460 .473 162 .387 .533
Qs .498 .463 162 .448 .549

El "casi" paralelismo existente entre el grafico de Q; y Q. es un indicativo gréafico de
gue no hay interaccion entre este par de valores con el curso (Bacher, 1982, p.77), lo que
significa que la diferencia entre los indices de dificultad de los problemas tipo Q, y Q; es
practicamente la misma en 5° que en 6°. El tercer valor, Qs, se comporta de manera distinta
gue Q: y Q.: el indice de dificultad de Rz es el mismo en 5° y 6° cursos. Esto hace que se
incremente la diferencia entre los indices de dificultad de los problemas Q; y Qs, Y disminuya
la diferencia entre los de Q, y Qs.
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5.5. Influencia del colegio y del curso sobre el vector
de respuestas segun los valores de Q

Como resultado de los contrastes realizados sobre las puntuaciones totales de los
nifos se obtuvo que habia diferencias significativas entre los colegios, entre los cursos y entre
los cuestionarios. En el analisis precedente también se ha obtenido que hay diferencias
significativas entre los indices de dificultad correspondientes a los niveles del factor Q. De
manera natural surge pues el interrogante de si las diferencias encontradas por COLEGIO,
CURSO y CUESTIONARIO vy los resultados obtenidos para las interacciones de segundo y
tercer orden entre estos factores, se dan también cuando no se acumulan los valores de las
observaciones realizadas en cada nifio, sino que se toman como tres variables dependientes,
una por cada nivel del factor Q.

Para dar respuesta a estas preguntas hemos considerado las cuatro observaciones
realizadas en cada sujeto de la muestra como tres variables dependientes en un disefio
MCFR-rcv, version multivariante de un disefio completamente aleatorizado, que considera
tres factores cruzados: COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO. La conversion de las cuatro
observaciones en tres valores se ha realizado hallando la media de las dos observaciones
gue en cada sujeto hacemos de uno de los niveles de Q.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

En primer lugar el resultado del analisis de la interaccion triple entre los factores
COLEGIO, CURSO y CUESTIONARIO, donde se ha obtenido un valor de lambda de Wilks
igual a 0.90880, cuya aproximacion a F es de 0.93, con un valor de p=0.580, por lo que nada
se opone a aceptar la hipétesis nula de no interaccién triple de los factores COLEGIO,
CURSO y CUESTIONARIO. Asi pues, no s6lo no hay interaccion entre estos tres factores
cuando la variable dependiente son las puntuaciones totales, sino que tampoco la hay cuando
se consideran las puntuaciones en cada nhivel de Q como tres variables dependientes
conjuntamente. En los analisis factoriales univariantes de la varianza correspondientes
tampoco hemos encontrado razones para rechazar la hipétesis nula de no existencia de
interaccion triple para cada una de las variables dependientes, consideradas por separado.

Con respecto a las interacciones dobles. En primer lugar la interaccion CURSOX-
CUESTIONARIO, cuya lambda de Wilks es 0.98030, con un valor aproximado de F=0.95 y
una p=0.457. Lo cual indica que nada se opone a aceptar la hipétesis nula de no interaccion
entre los factores CURSO y CUESTIONARIO. En los andlisis univariantes la conclusion
anterior se mantiene para los valores Q, y Qs con grados de significaciéon altos, p=0.885 y
p=0.796, respectivamente. Pero para el valor Q; el grado de significacion p=0.070, estd muy
préximo al rechazo de la hipétesis de no interaccion CURSOXCUESTIONARIO al nivel de
significacion del 5%.
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La interaccion COLEGIOXCUESTIONARIO tiene una lambda de Wilks de 0.89457,
con un valor aproximado de F=1.08 y una p=0.348. Nada se opone pues a aceptar la
hipétesis nula de no interaccion entre los factores COLEGIO y CUESTIONARIO. Los analisis
univariantes de la varianza para cada una de las variables nos llevan a sacar la misma
conclusién para cada una de las variables dependientes consideradas por separado: Nada se
opone a aceptar que no hay efecto de interaccion significativo entre el colegio y el cues-
tionario para los valores de Q.

La interaccion COLEGIOxCURSO tiene una lambda de Wilks de 0.94055, con un valor
aproximado de F=1.18 y una p=0.280. Esto es, nada se opone a aceptar la hipétesis nula de
no interaccion significativa entre los factores COLEGIO y CURSO. En los analisis univariantes
la conclusion anterior se mantiene para los valores Q; y Qs, pero no para Q; (p=0.018).

El efecto CUESTIONARIO tiene una lambda de Wilks de 0.71770, con un valor
aproximado de F=17.20 y un grado de significacion p=0.0. Se rechaza la hipétesis nula, y se
acepta que las medias de las puntuaciones correspondientes a los tres cuestionario no son
iguales. Esta conclusién se mantiene en cada uno de los andlisis univariantes.

El efecto CURSO tiene una lambda de Wilks de 0.93358, un valor aproximado de
F=6.78 con un grado de significacion p=0.000. Por tanto, existen diferencias significativas
entre 5° y 6° curso. Los analisis univariantes para cada uno de los niveles de Q dan
diferencias significativas entre cursos para el nivel Q; (F=7.30; p=0.007) y para el nivel Q.
(F=14.65; p=0.000), pero no para el nivel Qz (F=0.004; p=0.951).

El efecto COLEGIO tiene una lambda de Wilks de 0.89331, un valor aproximado de
F=2.20 con un grado se significacion p=0.005. Por tanto, existen diferencias significativas
entre los colegios segun los niveles de Q. Los andlisis univariantes para cada nivel de Q han
mostrado diferencias altamente significativas para el nivel Q, con una F=5.23 y un grado de
significacion p=0.000, diferencias "casi" significativas para el nivel Qz, con F=2.11 y p=0.064, y
diferencias no significativas para el nivel Q, (p=0.509).

5.6. Andlisis de las interacciones entre Ry Q

En este apartado realizamos el andlisis estadistico de la interaccion entre los factores
Ry Q. En él realizamos el contraste de la siguiente hipétesis nula:

(8) No hay interaccién entre las variables Ry Q.

Puesto que no podemos realizar un analisis factorial de la varianza normal de estos
dos factores, debido a que no hay independencia total de las muestras de las posibles
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combinaciones RiQ;, ya que ciertos valores de R aparecen en los cuestionarios con ciertos
valores de Q, utilizaremos otra técnica. Partiremos, para ello, del estudio de la posible
dependencia de los efectos que hemos hallado para el factor Q respecto a los diferentes
niveles de R.

Segun la definicion de interaccion, lo que deseamos estudiar es si el efecto de la
variable Q depende del valor elegido para la variable R o si el efecto de la variable Q es el
mismo para cada uno de los valores de R. Por ello, hemos tomado cada uno de los valores de
R sucesivamente y dentro de él, hemos estudiado el efecto de Q mediante un ANOVA
factorial, ya que para cada posible valor de R cada nifio sélo tiene una observacién y, por
tanto, se respeta la hipotesis de independencia.

Compararemos estos resultados parciales respecto al efecto global hallado para Q. Si
en alguno de los valores de R se encuentra un cambio, seria posible sospechar la existencia
de interaccion entre los factores.

Es decir, segun la definicion de interaccion, lo que interesa evaluar es si el orden de
dificultad general de Q se conserva para cada uno de los niveles de R. Para ello, y a partir
de los resultados de los andlisis de varianza a que hemos aludido (véanse Tablas 5.10 a 5.13)
se han obtenido los valores medios e intervalos de confianza de los niveles de dificultad de
los problemas para la muestra total segin las combinaciones de factores, que se presentan
en la Tabla 5.7.

En cada casilla de esta tabla se han incluido dos datos: la proporcion de respuestas
correctas para el tipo de problema que representan y el intervalo de confianza al 95%
colocados segun la siguiente disposicion:

Primer dato: proporcién de respuestas correctas de los problemas correspondientes al
valor dado de la combinacion de factores.

Segundo dato: intervalo de confianza al 95%, calculado a partir de los resultados de
los programas del andlisis de la varianza.

Estos intervalos de confianza han sido calculados segun la siguiente expresion:

(X - 2., GelbVN, X + 2, co/b\n) con b=3, n=108

siendo c.? la varianza residual, obtenida mediante el andlisis de varianza efectuado, b el
namero de niveles del factor Q, n el nimero de observaciones por nivel y z, la abscisa de la
distribucion Normal que corresponde a un nivel de significacién o (Dunn y Clark, 1987).
Puesto que deseamos comparar todos los pares de medias entre si, y hay doce tipos
de problemas, hemos de efectuar 12x11/2=66 comparaciones. Con objeto de evitar el
problema de las comparaciones mdaltiples, y obtener un nivel global de significacion de 0.05
para el conjunto de comparaciones, en el calculo de intervalos de confianza se ha tomado
o=0.05/66=0.00075, por lo que hemos tomado un valor 1-0=0.99925 y z,=3.385. De este
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modo se han obtenido los siguientes intervalos:
Para Ry, ya que c.> = 0.170,  + 0.045
Para R,, ya que c.> = 0.198, 11 + 0.048
Para Rs, ya que o.” = 0.220, 1 + 0.051
Para R,, ya que o.” = 0.208, 11 = 0.050

Tabla 5.7. indice de dificultad de cada problema e intervalo de confianza para las
combinaciones posibles de los factores Ry Q

Rl R2 R3 R4

Q1 .94 .63 75 g7
(.895;.985) (.582:.678) (.699:.801) (.720:.820)

Q. 31 19 58 39
(.265;.355) (.142;.238) (.529;.631) (.340;.440)

Qs .54 52 37 .68
(.495;.585) (.472;.568) (.319;.421) (.630;.730)

Al comparar los intervalos de confianza obtenidos en la Tabla 5.7 deducimos que el orden

de dificultad de Q no es idéntico respecto a cada valor de R, aunque seguin se muestra en los

resultados del andlisis de la varianza (Tablas 5.10 a 5.13) en todos los casos sigue siendo

significativo el efecto del factor Q. Es decir, observamos la presencia de interaccion ya que el

orden de dificultad relativa de Q para cada uno de los niveles de R es el siguiente:

Para R=R;
Para R=R»
Para R=R3;
Para R=R,4

Q2<Q3<Q;
Q2<Q3<Q;
Q3<Q2<Q;
Q2<Q3<Q1

El orden Q,<Qs<Q; obtenido de ma-
nera general cuando no se tiene en cuen-
ta la variable R, se altera en el caso Rj
(véase Grafico 5.2) donde los valores de
Q2 y Qg3 invierten su orden de dificultad
con respecto a la ténica general, que si se
Otra
alteracion, aunque menor que la citada, se

respeta en los otros tres casos.

refiere a que para el valor R, los valores
de Qs y Q, si bien respetan el orden de
dificultad general, no podemos decir a la
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vista del pequefio solapamiento de los intervalos de confianza, que haya diferencias
significativas entre ellos. Esta incidencia la hemos expresado sustituyendo el signo menor por
el signo menor o igual, que expresa la posibilidad de una u otra opcién. No hemos
encontrado interacciones significativas de tres vias entre COLEGIO, CURSO y Q en ninguno
de los niveles de R (véanse Tablas 5.10 a 5.14). Para el nivel R, hay efecto significativo de
interaccion de 2 vias CURSOxQ (F=3.063, p=0.048) y efecto "casi" significativo COLEGIOxQ
(F=1.781, p=0.064) al nivel de significacion del 5%. En consecuencia, las desigualdades
anteriores no se alteran significativamente segun el colegio y el curso, salvo en el caso R, en
59 curso, donde el valor R,Q; no es significativamente distinto del valor R,Qs (véase Tabla
5.8). No obstante, el efecto de interaccion significativo se mantiene tanto en 5° como en 6°
curso.

Tabla 5.8. indice de dificultad de cada problema e intervalo de confianza para las
combinaciones posibles de los factores Ry Q en 5° curso.

Rl R2 R3 R4

Q. 93 50 72 74
(.867:.993) (.432;.568) (.648:.792) (.670:.810)

Q. 24 11 48 28
(.177:.303) (.042:.178) (.408:.552) (.210:.350)

Qs 50 54 37 67
(.437:.633) (.472:.608) (.298:.442) (.600;.740)

Tabla 5.9. indice de dificultad de cada problema e intervalo de confianza para las
combinaciones posibles de los factores Ry Q en 6° curso

R: R> Rs R.
Q .94 .76 .78 .80
(.877;1.00) (.692;.828) (.708;.852) (.730;.870)
Q. .37 .26 .69 .50
(.307;.433) (.192;.328) (.618;.762) (.430;.570)
Qs .57 .50 37 .69
(.507;.633) (.432;.568) (.298;.442) (.620;.760)
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Tabla 5.10. Resumen del andlisis de la varianza de R; por COLEGIO, CURSO y Q

Fuente de Variaciédn S. de C. g. M. de C. F Sig. de F
Efectos Principales 23.315 8 2.914 17.168 0.0
COLEGIO .963 5 .193 1.135 .342
CURSO 444 1 .444 2.618 .107
o) 21.907 2 10.954 64.527 0.0
Interacciones de dos vias 3.111 17 .183 1.078 .375
COLEGIO x CURSO .593 5 .119 .698 .625
COLEGIO x Q 2.352 10 .235 1.385 .186
CURSO x Q .167 2 .083 .491 .613
Interacciones de 3 vias 2.907 10 .291 1.713 .077
COLEGIO x CURSO x Q 2.907 10 .291 1.713 .077
Explicada 29.333 35 .838 4.937 .000
Residual 48.889 288 .170
Total 78.222 323 .242

Tabla 5.11. Resumen del andlisis de la varianza de R, por COLEGIO, CURSO y Q

Fuente de Variacidn S. de C. g. M. de C. F Sig. de F
Efectos Principales 15.938 8 1.992 10.086 0.0
COLEGIO 3.148 5 .630 3.188 .008
CURSO 1.235 1 1.235 6.250 .013
Q 11.556 2 5.778 29.250 0.0
Interacciones de 2 vias 6.049 17 .356 1.801 .027
COLEGIO x CURSO 1.321 5 .264 1.338 .248
COLEGIO x Q 3.519 10 .352 1.781 .0064
CURSO x Q 1.210 2 .605 3.063 .048
Interacciones de 3 vias 1.123 10 112 .569 .839
COLEGIO x CURSO x Q 1.123 10 112 .569 .839
Explicada 23.111 35 .660 3.343 .000
Residual 56.889 288 .198
Total 80.000 323 .248
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Tabla 5.12. Resumen del

andlisis de la varianza de R; por COLEGIO, CURSO y Q

Fuente de Variaciédn S. de C. g. M. de C. F Sig. de F
Efectos Principales 11.340 8 1.417 6.446 .000
COLEGIO 2.914 5 .583 2.650 .023
CURSO .605 1 .605 2.751 .098
Q 7.821 2 3.910 7.782 .000
Interacciones de 2 vias 3.765 17 .221 1.007 .450
COLEGIO x CURSO 1.840 5 .368 1.673 .141
COLEGIO x Q 1.327 10 .133 .604 .811
CURSO x Q .599 2 .299 1.361 .258
Interacciones de 3 vias 1.068 10 .107 .486 .899
COLEGIO x CURSO x Q 1.068 10 .107 .486 .899
Explicada 16.173 35 .462 2.101 .001
Residual 63.333 288 .220
Total 79.506 323 .246
Tabla 5.13. Resumen del andlisis de la varianza de R, por COLEGIO, CURSO y Q
Fuente de Variacidn S. de C. g. M. de C. F Sig. de F
Efectos Principales 11.142 8 1.393 6.710 .000
COLEGIO 1.889 5 .378 1.820 .109
CURSO .790 1 .790 3.807 .052
Q 8.463 2 4.231 0.387 .0
Interacciones de 2 vias 3.235 17 .190 .917 .555
COLEGIO x CURSO .173 5 .035 .167 .975
COLEGIO x Q 2.426 10 .243 1.169 .312
CURSO x Q .636 2 .318 1.532 .218
Interacciones de 3 vias 2.846 10 .285 1.371 .193
COLEGIO x CURSO x Q 2.846 10 .285 1.371 .193
Explicada 17.222 35 .492 2.371 .000
Residual 59.778 288 .208
Total 77.000 323 .238
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A la vista de estos resultados rechazamos la hipétesis nula (8) de no interaccion de las
variables R y Q. El indice de dificultad de un problema verbal de comparacién multiplicativa no
es el mismo segun sea la cantidad desconocida en el esquema de comparacion, pero
ademas el orden general de dificultad obtenido para los valores de Q se altera en el caso de
la expresion "veces tantas como" donde los problemas de referente desconocido Qs tienen
mayor indice de dificultad que los de escalar desconocido Q,, contrariamente a lo que ocurre
en los demés casos.

La presencia de interaccion de las varia- 1
bles R y Q requiere que se realicen mati- 0sl
zaciones sobre lo dicho, por separado, de

cada uno de los factores Ry Q. En el caso oer

del factor Q se ha puesto de manifiesto la Factor R
— Ri
—+— R2
—~ R8

—+- R4

ordenacioén

Q2<Q3<Qy,

gue matizada por el efecto de interaccion o s . .
. Q1 Q2 Q3
con la variable R nos lleva a establecer las Factor Q

Grafico 5.3. Indices de dificul-
tad de los niveles del factor R
segun los niveles del factor Q

AP e=CO=—=—Q 0Q 00—Q3—

siguientes conclusiones:

-La media correspondiente a Q
tiene un valor significativamente mayor
gue la media de Q..

-La media correspondiente a Q; tiene un valor significativamente mayor que la media
de Qgz, excepto en el caso R,.

-Salvo en R3, el orden general observado (Q2<Qs:<Q;) entre las medias de los valores
de Q se conserva.

Al pasar de un valor de Q a otro la presencia 0 no de interaccion con la variable R
depende de si la comparacién es de aumento o de disminucion. En el caso de la comparacion
de disminucion las gréficas de R, y R4 son paralelas, por lo gue no se observa, para estos dos
valores, interaccion con la variable Q. Por el contrario en las dos expresiones de la
comparacion de aumento si se observa la presencia de interaccion al pasar de unos valores
de Q aotros:

-El valor R; tiene la proporcion de aciertos mas elevada en Q1, mientras que en
Q2 y Qs tiene una proporcién intermedia.

-El valor R; tiene en Qi una proporcion de aciertos intermedia, en Q, tiene la
proporcion mas elevada y en Qs la mas pequefia que el resto de valores R.
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Tabla 5.14. Pares de problemas significativamente distintos.

Y (R2,Q2) (R1,Q2) (R3,Qs3) (R4, Q2) (R2,Q3) (R1,Q3) (R3,Q2) (R2,Q1) (R4,Q3) (R3,Q1) (R4,Q1) (R1,Q1)
.19 .31 .37 .39 .52 .54 .58 .63 .68 .75 77 .94
X (142:238) (.265:.355) (319:421) (.340:.440) (472,568) (.495:,585) (529:631) (582,678) (.630,.730) (.699;.801) (.720,820) (.895;.895)
(R2Q2) .19
(142;238)
(R1,Q2) .31 SID
(.265;.355)
(R3,Qq) .37 SID
(:319;.421)
(R4,Q2) .39 SID
(:340,.440)
(R2,Q3) .52 SID SID SID SID
(472,568)
(R1,Q3) .54 SID SID SID SID
(.495,585)
(R3,Q,) .58 SID SID SID SID
(.529;.631)
(R2,Q1) .63 SID SID SID SID SID
(.582,.678)
(R4,Q3) .68 SID SID SID SID SID SID
(.630;.730)
(R3,Q1) .75 SID SID SID SID SID SID SID SID
(.699;.801)
(R4,Q1) .77 SID SID SID SID SID SID SID SID
(.720;.820)
(R1,Q1) .94 SID SID SID SID SID SID SID SID SID SID SID
(.895,.985)

La relacion "X significativamente distinto de Y" se define como "X tiene un porcentaje distinto de Y, y los intervalos de confianza no se solapan.
En la Tabla 5.14 los pares de problemas "significativamente distintos estan marcados con "SID".




5.6.1. Comparacién de indices de dificultad

Puesto que hay efecto significativo del factor R, del factor Q, y ademas hay efecto
significativo de interaccién entre las variables R y Q, hemos procedido a estudiar entre qué
pares de problemas existen diferencias significativas de dificultad. Para ello, hemos realizado
comparaciones multiples entre los indices de dificultad de los doce problemas en base a los
intervalos de confianza calculados (véase Tabla 5.7). Por este método hemos detectado las
posibles parejas de problemas entre los que hay diferencias significativas de dificultad.
Hemos considerado que dos problemas tienen indices de dificultad significativamente
distintos si no se solapan sus respectivos intervalos de confianza.

El resumen de las comparaciones entre los indices de dificultad de los doce
problemas estd en la Tabla 5.14, donde se ha indicado abreviadamente los pares de
problemas significativamente distintos mediante la expresion "SID".

Producto de las comparaciones mdltiples han surgido grupos de problemas
homogéneos en el sentido de solaparse sus respectivos intervalos de confianza. En total,
hemos obtenido siete subconjuntos de problemas homogéneos (véase Tabla 5.15).

Tabla 5.15. Grupos de problemas homogéneos

Subconjunto 1

Problema R2Q»

Porcentaje .19
Subconjunto 2

Problema R1Qo R303 R4Q2

Porcentaje .31 .37 .39
Subconjunto 3

Problema R2035 R103 R3Q2

Porcentaje .52 .54 .58
Subconjunto 4

Problema R103 R30Q; R>0Q1

Porcentaje .54 .58 .63
Subconjunto 5

Problema R3Q> R201 R4Q3

Porcentaje .58 .63 .68
Subconjunto 6

Problema R4Q3 R3Q1 RaQ1

Porcentaje .68 .75 77
Subconjunto 7

Problema R101

Porcentaje .94
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Més dificll

R2,Q2) 19
(R4,Q2) 38 (R3,Q8) 37 (R1,02) 381
A
(R2,Q8) .62
(R3,Q2) .58 (R2,Q1) .63 (R1,08) .54
(R3,Q1) .76 R4,Q1) .77 (R4,Q8) .68
(R1,Q1) .84

Més fécll

Grafico 5.4. Ordenacién parcial de los indices de dificultad
de los doce problemas de comparacidén multiplicativa
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5.6.2. Ordenacion parcial

A partir de la Tabla 5.14 y de la comparacion entre los indices de dificultad de
problemas se define un orden parcial en el conjunto de las doce categorias de problemas de
comparacion multiplicativa. La relacion "X tiene menor dificultad que Y"(X < Y) equivale a "X
tiene un porcentaje mayor que Y y no se solapan los intervalos de confianza". Para visualizar
mejor dicha ordenacién parcial la hemos representado en el Grafico 5.4 mediante un
diagrama de Hesse.

5.7. Resumen

Los contrastes de hipétesis realizados en este capitulo respecto del efecto de los
factores R, Q y su interaccién, sobre el porcentaje de éxitos de comprension en problemas
verbales de comparacion multiplicativa nos llevan a enunciar las siguientes conclusiones:

13) El rechazo de la Hip6tesis nula (6) de no existencia de efecto significativo de la
variable R (expresion de comparacion) y aceptacion de la hipotesis alternativa: El factor R
tiene efecto significativo sobre la dificultad de comprensién de los problemas de comparacion
multiplicativa.

2% Rechazar la Hipétesis nula (7) de no existencia de efecto significativo de la variable
Q (cantidad desconocida en el esquema de comparacion) y aceptar la hipétesis alternativa: El
factor Q tiene efecto significativo sobre la dificultad de comprensién de los problemas verbales
de comparacién multiplicativa.

3% Rechazar la Hipotesis nula (8) de no existencia de efecto de interaccion entre las
variables independientes R y Q y aceptar la hipotesis alternativa: Hay efecto de interaccion
significativa entre los factores R y Q sobre la dificultad de compresién de los problemas
verbales de comparacién multiplicativa.
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Capitulo 6

ANALISIS DE LA DISTRIBUCION DE ERRORES

En este capitulo hacemos una clasificacién de los procesos que han empleado los
nifos en respuesta a los problemas de comparacion incluidos en los tres cuestionarios y
analizamos si hay o no asociacién entre las variables de tarea R, Q y los tipos de errores o
fallos de comprensién en nifios de 5° y 6° de Ensefianza Primaria.

Con respecto a la variable que hemos notado R, tratamos de dilucidar cémo estan
asociados los fallos de comprensién con las cuatro expresiones relacionales que hemos
seleccionado y con las que se puede expresar linglisticamente la comparacién. Con respecto
a la segunda variable, que hemos notado Q, pretendemos identificar cémo estan asociados
los tipos de errores o faltas de comprension en los problemas verbales de comparacién mul-
tiplicativa con el hecho de que la cantidad desconocida en el problema sea una u otra de las
tres cantidades implicadas en el esquema de comparacion.

Sobre el conjunto de los doce tipos de problemas que quedan determinados por
ambas variables de tarea hemos planteado la siguiente hipotesis:

Si un alumno produce una respuesta incorrecta, el error o la dificultad de
comprension que produce esa incorreccion depende del término relacional, de
la cantidad desconocida y de la interaccién mutua de ambas variables.

Para contrastar esta hipotesis hemos tenido que clasificar las respuestas y definir los
tipos de errores que producen los nifios. Para ello, hemos tenido en cuenta clasificaciones de
errores en investigaciones previas tales como la de Dellarosa Cummins, Kintsch, Reusser y
Weimer (1988) para problemas de tipo aditivo.

6.1. Tipos de respuestas en problemas de estructura multiplicativa de com-
paracion: Estudio Piloto.

La identificacion de los tipos de faltas de comprension o errores que cometen los nifios
de 5°y 6° curso de EGB en problemas verbales de estructura multiplicativa de comparacion la
hemos realizado tomando como base las respuestas escritas dadas por los nifios a las
pruebas escritas de resolucidbn de problemas en el estudio piloto (Castro, 1991). La
descripcion de los tipos de errores observados en este estudio piloto se ha hecho teniendo en
cuenta una serie de consideraciones bajo los que cabe interpretarlos.

El error mas frecuente en los problemas de comparacion de estructura aditiva segun el
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trabajo de Dellarosa Cummins y otros (1988) es el de transformaciones que cambian la
estructura matematica del problema. Por tanto una técnica util para estudiar la comprension
en problemas de comparacion es aquella que tenga en cuenta algin aspecto estrechamente
relacionado con la estructura matematica del problema, como es el tipo de operacién u
operaciones que el nifio emplea. Esta técnica ha sido utilizada por Bell y colaboradores (Bell,
Fischbein y Greer, 1984; Bell, Swan y Taylor, 1981; Greer y Mangan, 1986) haciendo que el
nifo elija, entre varias operaciones que se le presentan junto al problema, la operacién
adecuada para resolverlo.

Por ello, en nuestro trabajo, encaminado a estudiar niveles de comprension en problemas
de comparacién multiplicativa, hemos utilizado la técnica de analizar en las respuestas
escritas, libremente producidas por los nifios, el tipo de operacion u operaciones que emplea
y que suponemos son un producto directo de la comprension.

En principio, las respuestas dadas por los nifios en el estudio piloto las clasificamos en
respuestas correctas y respuestas incorrectas.

Una respuesta ha sido considerada correcta desde el punto de vista de la
comprension del problema si el nifio emplea una operacién aritmética que conduce al
resultado. Para mantener este criterio hemos tenido que obviar errores cometidos por los
niflos que no hemos achacado a la fase de comprension. Entre ellos tenemos:

-La estrategia de resolucion adop- Correctas
tada, siempre que conduzca a la solucion. 68%
Una respuesta a un problema que /

requiera de una division entre los datos,

72 bolas y 12 bolas, ha sido considerada
como correcta si el nifio ha realizado

e No responde
. . - . 90999 Oave-
substracciones repetidas del divisor y e o o0 e. 4%
et rarateraty

edeteleleleleleleletete
e t0t0%0 %0 te e e 0% %%

a0 t0t0 00 te 0220 %0 %%
Poele oo oo de e 00

cuenta el nUmero de substracciones reali-

Q

zadas, obteniendo la respuesta esperada,

0. 0.0 )
en este caso 6. Asi mismo, una respuesta R
' ! P KRR
gue requiera de una multiplicacién ha sido Erréneas
considerada correcta si el nifio realiza 38%

Grafico 6.1. Porcentajes de tipos

sumas reiteradas del multiplicando vy de respuestas

obtiene como solucion la misma cantidad
gue daria si lo hubiera hecho con la multiplicacion.

-Los errores de céalculo, que corresponden a la fase de ejecucion (Mayer, 1986a).

-La forma linguistica de expresar el resultado, siempre que sea una expresion
eguivalente a la esperada. Por ejemplo, si la expresién esperada es "Daniel tiene 6 veces
menos que Maria" y el nifio escribe "Maria tiene 6 veces mas que Daniel" esta respuesta la
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hemos considerado como correcta desde el punto de vista de la comprensién. Para Dellarosa
Cummins y otros (1988) recordar un problema en términos linguisticos equivalentes es
considerado como un error de comprension. Nosotros no lo hemos considerado como tal.

De las 1200 respuestas analizadas en el estudio piloto (Véase Castro, Rico y Castro,
1992) dadas por nifios de 11 a 12 afios, el 58 % fueron correctas, el 38 % erréneas y el 4 %
no respondio.

En la Tabla 6.1 presentamos el nimero de procesos distintos (correctos e incorrectos)
utilizados por los nifios en cada uno de los doce problemas. En ellos no hemos incluido las
respuestas en blanco.

Presentamos en la Tabla 6.2 el nUmero de procesos diferentes utilizados por los nifios
del estudio piloto que conducen a una soluciéon errénea y en la Tabla 6.3 el nimero de
procesos distintos que conducen a la soluciéon correcta. Como puede observarse de la
comparacion de estas dos tablas, el nimero de procesos correctos utilizados por los nifios en
cada problema es mucho menor que el nimero de procesos incorrectos.

Tabla 6.1. Numero de procesos distintos utilizados por los nifios

R; Ry R3 R4
01 8 10 7 5
Q2 8 9 11 11
Q3 7 7 8 7

Tabla 6.2. Numero de procesos
errbédneos distintos

Tabla 6.3. Numero de procesos
correctos distintos

Ry R, R; Ry R; R, R; Ry
Q1 6 9 5 4 of} 2 1 2 1
Q2 5 6 7 6 oP) 3 3 4 5
Qs 6 6 7 5 O3 1 1 1 2

En problemas de comparado desconocido y de referente desconocido el nimero de
procesos correctos en cada problema empleados por los nifios no pasa de dos. El nUmero de
soluciones medio es de 1.4, es decir, los nifios han empleado predominantemente un sélo
proceso correcto, que suele ser multiplicar o dividir. Ocasionalmente utilizan un proceso
alternativo: sumas o restas repetidas. Con los problemas de escalar desconocido, tipo Q», los
nifios han utilizado un nimero mayor de procesos correctos (véase Tabla 6.4). No obstante,
dividir los datos es el proceso empleado con mayor frecuencia.
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Tabla 6.4. Procesos correctos utilizados por los nifios.

Ri R2 R3 R4
Qs RXE (99%) R:E (100%) RXE (99%) R:E (100%)
12x6 72:6 12x6 72:6
R+R+R+R+R+R (1%) R+R+R+R+R+R
12+12+412+12+12+12 12+12+12+12+12+12
Q2 C:R (79%) C:R (83%) C:R (68%) CR (81%)
72:12 72:12 72:12 72:12
RXE (18%) RXE (13%) C:E (2%) C:E (4%)
12x6 12x6 72:6 72:6
C-R-R-R-R-R-R (3%) R+R+R+R+R+R RXE (23%) RXE (11%)
72-12-12-12-12-12-12 12+12+12+12+12+12 12x6 12x6
R+R+R+R+R+R (7%) C-R-R-R-RR-R (2%)
12+12+12+12+12+12 72-12-12-12-12-12-12
R+R+R+R+R+R (2%)
12+12+12+12+12+12
Qs C:E (100%) CxE (100%) C:E (100%) CxE (98%)
72:6 12x6 72:6 12x6
R+R+R+R+R+R (2%)
12+12+412+12+12+12
R = referente; C = comparado; E = escalar; + = sumar; - = restar; x = multiplicar; : = dividir
Los datos numéricos corresponden a los problemas de la Tabla 3.1
El porcentaje esta calculado sobre el nimero de respuestas correctas
Tabla 6.5. Procesos incorrectos empleados por los nifios en problemas de comparado desconocido.
Ri Rz R3 R4

Q1

Sin respuesta (0%)
R+E (60%)

12+6

R:E (6.7%)

12:6

(RXE)+R (6.7%)
12x6+12

(RXE)-R (6.7%)
12x6-12

(EXE)R (6.7%)

Sin respuesta (16%)
R+E (5%)

72+6
R-(E+E+E+E+E+E) (3%)
72-(6+6+6+6+6+6)

R-E (47%)

72-6

R-E-E-E-E-E-E (3%)
72-6-6-6-6-6-6

RXE (3%)

Sin respuesta (23%)
R+E (23%)

12+6

R-E (15%)

12-6

R:E (23%)

12:6

(RXE)-R (8%)
(12x6)-12

2E=R (8%)

Sin respuesta (30%)

R+E (9%)
7246

72:2 1,515 (4%)
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(RE)XE (13.2%)
(12:6)x6

R-(EXE) (14%)
72-(6x6)
R-(RE) (3%)
72-(72:6)
(RXE)2 (3%)
(72x6)/2
R-(Ex10) (3%)
72-60

7x6=12

* Porcentaje sobre el total de respuestas incorrectas+no respuesta
R = referente; C = comparado; E = escalar; + = sumar; - = restar; x = multiplicar; : = dividir
Los datos numéricos corresponden a los problemas de la Tabla 3.1

Tabla 6.6. Procesos incorrectos empleados por los nifios en problemas de escalar desconocido

R1

R2

Rs

R4

Q2 Sin respuesta (3%)

C+R (4.5%)
72412

7212

(CRIR (3%)
(72-12):12

Sin respuesta (4%)
C-R (6%)

12-72

R-C (80%)

7212

(R-C)=D
C+C+C+C+C=D (1.5%)
(72-12=60
12+12+12+12+12=60
(R-C):C (4%)
(72-12):12
R-C-C-C-C-C (3%)
72-12-12-12-12-12
Solucién = E-1=5
Otras (1.5%)

Varias operaciones

Sin respuesta (11%)
C+R (13%)

72+12

R-C (2%)

12-72

CR (56%)

72-12
C-R-R-R-R-R (2%)
72-12-12-12-12-12 Solucién =
E-1=5

(C+R):2 (2%)
(72+12):2

(C-R)R (4%)
(72-12):12

CxR (9%)

72x12

Sin respuesta (26%)
C+R (11%)
12472

12-72

CxE=D (2%)
72-12=60
12x5=60 S=5
(R-C)R (2%)
(72-12)i72
RxC (2%)
72x12

R = referente; C = comparado; E = escalar; + = sumar; - = restar; x = multiplicar; : = dividir
Los datos numéricos corresponden a los problemas de la Tabla 3.1
Los porcentajes estan calculados sobre el niumero de respuestas incorrectas+no respuesta
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Tabla 6.7. Procesos incorrectos empleados por los nifios en problemas de referente desconocido

R1

R2

Rs

R4

Q3

Sin respuesta (2.75%)
C+R (2.75%)
72+12

C+E (13.5%)
72+6

C-E (21.5%)
726

CxE (54%)
72x6

(CxE)-C (2.75%)
(72x6)-72

Otras (2.75%)
36+36=72

Sin respuesta (2%)
C+E (19%)
1246

C-E (30%)
12-6

(EXE)+C (6%)
(6x6)+12
(CXE)-E (2%)
(12x6)-6

C:E (38%)
12:6

Otras (2%)
8+4=12

Sin respuesta (11%)

C-E-E-E-E-E-E (1.5%)
72-6-6-6-6-6-6
C-(Ex10) (1.5%)
72-6x10)

CxE (75%)

72x6

Cx(EXE) (1.5%)
72x(6x6)

C-(ExE) (1.5)
72-(6x6)

Sin respuesta (15%)

E+E+E+E+E+E (2%)
6+6+6+6+6+6

R = referente; C = comparado; E = escalar; + = sumar; - = restar; x = multiplicar; : = dividir
Los datos numéricos corresponden a los problemas de la Tabla 3.1
Los porcentajes estan calculados sobre el nimero de respuestas incorrectas+no respuesta
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En resumen, los procesos correctos empleados con més frecuencia por los nifios de la
muestra al resolver problemas verbales de comparacion multiplicativa son:

a) Multiplicar referente por escalar en problemas de comparacion de aumento con
comparado desconocido (R1Q1 y RzQy).

b) Multiplicar comparado por escalar en problemas de comparacion de disminucion de
referente desconocido (R.Qs Yy R4Q:s.

c) Dividir referente entre escalar en problemas de comparacion de disminuciéon de
comparado desconocido (R>Q1 Yy R4Qy).

d) Dividir comparado entre escalar en problemas de comparacién de aumento de
referente desconocido (R1Qs y RzQ5).

e) Dividir comparado entre referente en problemas de escalar desconocido, tanto de
aumento como de disminucion (R1Q>, R2Q2, R3Q, y R4Q5).

Las respuestas erréneas, excluidas las no respuestas, suponen el 38% del total de
respuestas. Los tipos de errores que hemos observado en ellas en funcion de la operacion u
operaciones empleadas por los nifios, son todos del tipo de los que Dellarosa Cummins y
otros (1988) titulan como "transformaciones violando la estructura". El nimero de variantes de
este error en problemas de estructura multiplicativa de comparacion es mayor que el de sus
correspondientes de estructura aditiva (véanse Tablas 6.5, 6.6 y 6.7). Dada la variedad de
procesos incorrectos utilizados por los nifios en la resolucion de los problemas verbales de
comparacion multiplicativa, hemos realizado una clasificacion de los mismos con la finalidad
de analizar si hay asociacion entre las clases de error asi definidas y la variables de tarea R y
Q. La clasificacion de los procesos incorrectos surge al considerar los siguientes criterios
basicos, que bien individualmente o actuando a la vez provocan determinados tipos de error.

Criterio 1. Si el alumno interpreta el problema como de estructura multiplicativa o

aditiva.

Criterio 2. Si el alumno invierte o no el sentido de la comparacion.

Criterio 3. Si el alumno mezcla las dos estructuras.

Criterio 4. Si el alumno se bloquea y deja el problema en blanco, es decir, sin

respuesta.

El criterio 2 puede darse tanto si el alumno interpreta el problema como de estructura
aditiva o como de estructura multiplicativa (invierte la operacion a realizar dentro de la estruc-
tura multiplicativa o aditiva que ha elegido). Esto daria lugar a la consideracion de los
siguientes tipos de errores:

1 Sin respuesta

2 Cambio de estructura e inversion
3 Cambio de estructura

4 Inversion

5 Doble estructura
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6 Otros errores
Pero el error 2 forma parte del estudio de errores en la estructura aditiva y como no
estamos estudiando esa estructura hemos tomado la decision de incorporarlo al error 3 como
un cambio de estructura.

6.1.1. Variable tipo de error
A partir de estos supuestos basicos hemos definido la variable tipo de error a la que
hemos notado "ERROR" con los siguientes valores:

ERROR; = 1 Sin respuesta
ERROR; = 2+3 Cambio de estructura
ERROR; = 4 Inversién multiplicativa

ERROR, = 5 Doble estructura
ERRORs; = 6 Otros errores.
cuyo significado es:

ERROR;. Sin respuesta: El alumno deja el espacio reservado a la resolucion del
problema en blanco.

ERROR,. Cambio de estructura: Significa que el alumno interpreta el problema como
si fuera de estructura aditiva (en el sentido que Vergnaud da a este término).

Por ejemplo, en el problema
Maria tiene 54 canicas.

Daniel tiene 18 canicas.

¢, Cuantas veces menos canicas tiene Daniel que Maria?
cambio de estructura significa que el alumno propone como solucion 54-18 o bien 54+18.

ERROR3. Inversion de la relacién: Significa que el alumno da una respuesta al
problema mediante la relacién inversa de la que aparece en el enunciado.

Por ejemplo, en el problema

Maria tiene 54 canicas.

Maria tiene 3 veces tantas canicas como Daniel.

¢, Cuantas canicas tiene Daniel?.
el error de inversion significa que el alumno propone como solucién 54x3=162.

ERROR,. Doble estructura: El alumno utiliza la estructura aditiva y la multiplicativa
para obtener la solucién. Utiliza dos operaciones una de ellas es una multiplicacién o division
y la otra una suma o una resta.

Por ejemplo, en el problema

Maria tiene 54 canicas.

Daniel tiene 18 canicas.

¢,Cuantas veces menos canicas tiene Daniel que Maria?
un error de doble estructura es dar como solucion "2 veces menos" resultado de realizar
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primero una resta 54-18=36 y después una division 36:18=2.

ERROR:s. Otros errores: Errores que no encajan en los anteriores.

Del andlisis de las respuestas escritas de los alumnos en el estudio piloto hemos
obtenido que los tipos de error mas frecuentes en problemas de comparacion multiplicativa
son el ERROR;: cambio de estructura, y el ERROR3: inversion de la relacion.

En algunos problemas la mayoria de los procesos de solucién erréneos se reducen a
uno solo de estos tipos, pero en otros ambos tipos de error se presentan con porcentajes muy
similares.

Tabla 6.8. Tipos de errores mas frecuentes y porcentajes sobre el total de respuestas y sobre
el total de errores en cada problema

59% (929%)

60% (90%)

329% (80%)

Rl Rz R3 R4

ERROR-2

ERROR-2 ERROR-2 5% (50%) ERROR-3

Q. 9% (60%) 20% (61%) | = ---emee- 11% (70%)
*) (*) ERROR-3
3% (30%)

ERROR-2 ERROR-2 ERROR-2 ERROR-2

Q2

329% (91%)

Qs

ERROR-2
15% (42%)
ERROR-3
20% (56%)

ERROR-2
239% (50%)
ERROR-3
18% (39%)

ERROR-3

49% (84%)

ERROR-3

30% (86%)

(*) porcentaje sobre el total de respuestas
(**) porcentaje sobre el total de respuestas erréneas (no se incluyen las no respuesta)

Para dar idea de cudl es el tipo de proceso erréneo que con mayor frecuencia induce
cada tipo de problema, presentamos en la Tabla 6.8 el tipo de error que se presenta con
mayor frecuencia para cada uno de los doce problemas, los porcentajes con los que se han
presentado los tipos de error calculados sobre el total de respuestas (correctas+erroneas+sin
respuesta) y el porcentaje de ese tipo de error sobre el niUmero total de respuestas erréneas
dadas en cada problema excluidas las no respuestas.

De la observacion de los datos de la Tabla 6.8 hemos inferido que los errores de los
nifios en estos problemas se ajustan fundamentalmente a dos pautas de error y aungue
cometen otros tipos de error, éstos representan un pequefio porcentaje de las respuestas
incorrectas.
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6.2. Predicciones

A raiz de los resultados anteriores hemos enunciado una serie de hipotesis o
predicciones que desarrollan la naturaleza de la asociacion existente entre las variables de
tarea Ry Q y los tipos de error cometidos por los nifios.

Prediccién 1. Los errores que cometen los nifios se ajustan a la tipologia que
hemos establecido previamente.

Prediccion 2. El tipo de error mas frecuente es el ERROR,, cambio de
estructura.

Prediccién 3. Los problemas tipo Q; provocan un porcentaje muy bajo de error,
excepto el problema R,Q;

Prediccién 4. Los errores en los cuatro problemas tipo Q. son debidos
fundamentalmente al cambio de estructura.

Prediccién 5. Los cuatro problemas tipo Q3 provocan el error de inversion de la
relacién, no obstante los dos problemas R;Qs; y R,Qs provocan también el error
de cambio de estructura con un porcentaje muy similar al de inversion de la
relacion.

Prediccién 6. Los problemas que incorporan las expresiones R; y R, provocan
el error de cambio de estructura.

Para confirmar las predicciones que hemos hecho a raiz del estudio piloto, hemos
llevado a cabo una nueva recogida de datos inserta en nuestro estudio principal y bajo las
condiciones que se han descrito previamente en el Capitulo 3, en el apartado de disefio de la
experiencia. Los resultados que se exponen a continuacién corresponden a esa segunda y
definitiva recogida de datos.

6.3. Anadlisis de los resultados en el estudio principal

Las soluciones de los nifios a los doce problemas simples de estructura multiplicativa
de comparacién del estudio principal han sido clasificadas en correctas e incorrectas. Una
solucioén la hemos considerado correcta si el proceso que ha seguido el alumno conduce a la
obtencién de la cantidad desconocida en el problema, independientemente de los errores de
célculo que el alumno haya cometido. Hay dos tipos de respuestas que hemos dado por
incorrectas: a) las que contienen explicitamente un proceso erroneo y b) las que han dejado
en blanco. Cuando el espacio destinado a la respuesta se nos ha devuelto en blanco lo
hemos catalogado como "sin respuesta”.

De las 1296 respuestas aportadas por los nifios a los doce problemas de comparaciéon
propuestos, el nimero de respuestas correctas ha sido de 718, es decir, el 55 por ciento. El
namero de respuestas con procesos erroneos ha sido de 503, el 39 por ciento. Y el nimero
de respuestas en blanco ha sido 75, es decir, el 6 por ciento. En la Tabla 6.9 aparecen las
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frecuencias por cada tipo de error segun las variables Ry Q.

Tabla 6.9. Distribucién de la frecuencia de tipos de respuestas incorrectas
segun las variables R, Q y ERROR

Tipo de error

Variable

Ausencia de Cambio de Error de Doble Otros

R Q respuesta estructura inversidén estructura
Ry 01 0 5 1 1 0
Q2 4 68 0 3 0
Qs 0 15 30 4 1
Ry 01 6 24 3 5 2
Q2 1 83 0 4 0
Q3 4 31 12 5 0
Rs Q1 5 15 4 1 2
Q2 5 31 1 6 2
Q3 12 2 48 1 5
Q> 18 43 0 2 3
Qs 7 8 16 0 4
Total 75 328 122 34 19

Para tablas de contingencia con variables nominales tales como la Tabla 6.9, los
modelos lineales logaritmicos son apropiados (Bishop, Fienberg y Holland, 1975).

Esta tabla de contingencia ha sido analizada para determinar el modelo que mejor
predice la frecuencia de los datos. Para determinar el mejor modelo hemos aplicado "el
método stepwise" en su modalidad de eliminacion hacia atras (backward elimination). La
estrategia seguida ha sido partir del modelo saturado y aplicarle el procedimiento backward.
El ajuste del modelo ha sido comprobado mediante la razén de verosimilitud (likelihood ratio
chi square).

El Unico modelo lineal-logaritmico posible obtenido es el R*Q*ERROR (modelo
saturado), que incluye interacciones de tres vias. Esto significa que la asociacién entre la
variable R y la Q difiere segun el tipo de error. Mas adelante realizaremos el estudio
individualizado de cada error en relacion con las variables R y Q. De momento continuamos
interpretando los datos obtenidos en el andlisis de la distribucién de errores.

Para el estudio de las asociaciones parciales entre las variables hemos utilizado como
estadistico de contraste la chicuadrado parcial, que es la diferencia entre los valores de chi-
cuadrado de dos modelos que soélo difieren en un efecto. En la Tabla 6.10 estan los
resultados obtenidos.
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Como puede observarse en la Tabla 6.10 todos los efectos parciales son
significativos, destacando el efecto ERROR Y la asociacion entre las variables Q y ERROR
por un lado y R 'y ERROR por otro. Por ello vamos a realizar una interpretacion de todos los
efectos en base a los pardmetros estimados y a los valores z.

Tabla 6.10. Resultado de los tests estadisticos
de asociaciones parciales

Nombre del efecto G.L. Chi-Cuad. Parcial Prob.
R*Q 6 31.073 .0000
R*ERROR 12 117.242 .0000
Q*ERROR 8 246.249 0.0
R 3 11.816 .0080
Q 2 86.591 .0000
ERROR 4 480.545 0.0

A partir de los parametros estimados y de los valores z hemos extraido las siguientes
interpretaciones.

6.3.1. Respecto ala variable ERROR

Los valores de los parametros lambda estimados que hemos obtenidos para la
variable ERROR son los mostrados en la Tabla 6.11 y cuya representacion grafica puede
verse en el Gréfico 6.2. En ellos puede observarse que:

-La frecuencia con la que aparece el tipo de error "sin respuesta" no difiere de la
media de la frecuencia de errores de forma significativa (parametro A=0.077, valor de
z=0.340).

-El tipo de error "cambio de estructura" aparece con una frecuencia superior a la
media de la frecuencia de errores de forma significativa (parametro A=1.499; valor de
z=11.687).

-La frecuencia con la que aparece el error de "inversién" no difiere de la media de la
frecuencia de errores de forma significativa (parametro A=-0.040, valor de z=-0.182).

-El tipo de error "doble estructura" aparece con una frecuencia menor que la media de
la frecuencia de errores de forma significativa (pardmetro A=0.482, valor z=-2.373).

-El tipo de error "otros errores" aparece con una frecuencia menor que la media de la
frecuencia de errores de forma significativa (parametro A=-1.054, valor z=-4.111).
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Tabla 6.11. Parametros estimados para el efecto ERROR

ERROR Desviacion Interv. de confianza 95%
Parametro Coeficiente tipica Valor z Extremo inf. Extremo sup.
1 .0770941929 .19283 .39980 -.30086 .45504
2 1.4986982283 .12824 11.68698 1.24735 1.75004
3 -.0397223527 .21818 -.18206 -.46736 .38792
4 -.4819128141 .20309 -2.37291 -.87997 -.08386
5 -1.0541572544 .25644 -4.11081 -1.55677 -.55154

2
1,51
1_
0,5
0
-0,5
-1k
_15 | | | | |
’

ERROR-1 ERROR-2 ERROR-3 ERROR-4 ERROR-6
TIPO DE ERROR

Grafico 6.2. Representacidén de los pardmetros estimados para el
efecto ERROR.
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Tabla 6.12.

Distribucion de

frecuencias de 1a variable ERROR

Frecuencia

Porcentaje”

Tipo de error

Ausencia de Cambio de Error de Doble Otros
respuesta estructura inversion estructura

75 328 122 34 19-

13% 57% 21% 6% 3%

* porcentaje sobre el numero total de errores

* frecuencia superior a la media de forma significativa

- frecuencia inferior a Ta media de forma significativa

A modo de conclusion parcial podemos decir que el error "cambio de estructura"

(ERROR;) se presenta con una frecuencia muy alta, significativamente superior al resto de los

tipos de error.

Los tipos de error "doble estructura” (ERROR,) y "otros errores" (ERRORs) se
presentan con una frecuencia baja, significativamente inferior al resto de los tipos de error. Y

la frecuencia con la que se presenta el "error de inversion" (ERROR;z y "ausencia de respues-

ta" (ERROR,) no difieren significativamente de la frecuencia media de errores (véase Tabla

6.12).

6.3.2. Respecto ala variable Q

Los parametros estimados para el efecto Q son los que aparecen en la Tabla 6.13 y

cuya representacion aparece en el Grafico 6.3. A partir de ellos hemos realizado las
siguientes consideraciones:

Tabla 6.13. Parametros estimados para el efecto Q

Q Desviaciodn Interv. de confianza 95%
Parametro Coeficiente tipica Valor z Extremo inf. Extremo sup.

1 -.2498003204 .14435 -1.73047 -.53273 .03313

2 -.0290542780 .15046 -.19310 -.32395 .26584

3 .2788545984 .13782 2.02327 .00872 .54899
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0,3

0,2

-0,1

-0,3 i % i
Q1 Q2 Q3
VARIABLE Q

Grafico 6.3. Representacidén de los pardmetros estimados para el
efecto Q.

-Los tipos de problemas de referente desconocido, tipo Qs son los que mas
contribuyen a la aparicién de los distintos tipos de errores y lo hacen de forma significativa
(pardmetro A = 0.279, valor z=2.023).

-Los tipos de problemas de referido desconocido son los que menos contribuyen a la
aparicion de errores (parametro A =-0.250, valor z=-1.730).

-Los tipos de problemas de escalar desconocido se mantienen en una posicion
intermedia (parametro A=-0.029, valor z=- 0.324).  Esto contrasta con la observacién de que
el nimero total de errores en los problemas tipo Q, es mayor que el nimero total de errores
en los problemas tipo Qs (véase Tabla 6.16).

La explicacién a esta aparente contradiccidon es que los problemas tipo Qs tienen una
distribucion de errores mas homogénea, mientras que la distribucién de errores de los
problemas tipo Q. tienen dos extremos: el cambio de estructura, donde se concentra la mayor
parte de los errores, y el error de inversion con frecuencia casi nula. Los problemas de
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referente desconocido fomentan la aparicion de los distintos tipos de errores de comprension,
mientras que los problemas de escalar desconocido estan asociados fundamentalmente con
un sélo tipo de error, el de cambio de estructura.

6.3.3. Respecto alavariable R

Los parametros estimados obtenidos para el efecto R son los que aparecen en la
Tabla 6.14 y cuya representacion corresponde al Grafico 6.4. De acuerdo con ellos hemos

Tabla 6.14. Parametros estimados para el efecto R

R Desviacion Interv. de confianza 95%
Parametro Coeficiente tipica Valor z Extremo inf. Extremo sup.
1 -.4569175506 .20458 -2.23347 -.85789 -.05595
2 .1209272446 .17483 .69168 -.22174 .46360
3 .2257688405 .15206 1.48473 -.07227 .52381
4 .1102214655 .17147 .64280 -.22586 .44630
0,3
0,2
0,1
o
-0,1
-0,2
-0,3
-0,4
-0,6 I I % I
R1 R2 R3 R4
VARIABLE R

Grafico 6.4. Representacidén de los pardmetros estimados para el
efecto R
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realizado las siguientes consideraciones:

-Los problemas que incluyen la expresion "veces mas" contribuyen de forma
significativa en el modelo a la no aparicion de los distintos tipos de error (parametro A=-0.457,
valor z=-2.235).

-Los problemas que incluyen la expresion "tantas veces como" fomentan la diversidad
de errores, aunque no de forma significativa.

-Los problemas que incluyen las expresiones "veces menos" y "como una de las
partes iguales de" se hallan en una posicion intermedia.

De lo anterior se desprende que los cuatro valores de la variable R, se pueden
considerar agrupados en dos bloques segun la frecuencia de errores que cometen los nifios
en los problemas verbales correspondientes. El bloque formado por R,, Rs y R4 que estan
ligados a la produccion de errores y el bloque formado por el problema R;, que esta asociado
CON nNo provocar errores.

6.3.4. Asociacion Q*ERROR

Los parametros estimados que hemos obtenido para el efecto Q*ERROR son los
mostrados en la Tabla 6.15 y que estan representados en el Grafico 6.5. A partir de ellos ob-
servamos que:

-Los problemas de referido desconocido no favorecen la produccion del error "cambio
de estructura" de forma significativa (parametro A=-0.380, valor z=-2.0354).

-Los problemas de escalar u operador desconocido favorecen la aparicién del error
"cambio de estructura" de forma significativa (pardmetro A=1.209, valor z=7.015) e inhiben la
produccion del error "inversion" de forma significativa (parametro A=-1.731, valor z=-4.510).

Tabla 6.15. Parametros estimados para el efecto Q*ERROR

O*ERROR Desviacidn Interv. de confianza 95%

Pardmetro Coeficiente tipica Valor z Extremo inf. Extremo sup.
(1,1) .2111279126 .27956 .75521 -.33681 .75907
(1,2) -.3801874543 .18679 -2.03534 -.74630 -.01407
(1,3) .1173987683 .28215 .41609 -.43561 .67041
(1,4) .0275313032 .29227 .09420 -.54532 .60038
(1,5) .0241294703 .37240 .06479 -.70578 .75404
(2,1) .1436579884 .26121 .54998 -.36831 .65563
(2,2) 1.2089118535 .17233 7.01494 .87114 1.54669
(2,3) -1.7309118592 .38384 -4.50951 -2.48323 -.97859
(2,4) .4735923124 .26286 1.80168 -.04162 .98880
(2,5) -.0952502951 .37202 -.25603 -.82442 .63392
(3,1) -.3547859010 .27698 -1.28089 -.89767 .18810
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(3,2) -.8287243992 .18460 -4.48930 -1.19054 -.46691
(3,3)  1.6135130910 .24226 6.66038 1.13869 2.08833
(3,4) -.5011236156 .30488 -1.64366 -1.09869 .09645
(3,5) .0711208248 .34274 .20751 -.60064 .74288
2
1,61
1 -
0,5
—= Qf
0 —=- Q2
—¥—
-0,5 Q3
-1 -
-1,5F
-2 I I I I I
ERROR-1 ERROR-2 ERROR-3 ERROR-4 ERROR-5
ERROR

Grafico 6.5. Pardmetros estimados del efecto Q*ERROR

Tabla 6.16. Distribucién de frecuencias de errores segun las variables Q y ERROR

Tipo de error

Variable
Ausenciade Cambiode Errorde Doble Otros
Q respuesta  estructura inversién estructura Total
Q: 24 47 15 9 4 99
Q2 28 225 1 15 5 274
Q3 23 56 106 10 10 205

-Los problemas de referente desconocido favorecen la produccion del error "inversién" de forma
significativa (parametro A=1.614, valor z=6.660) y no favorecen la aparicién del error "cambio de
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estructura” de forma significativa (parametro A=-0.829, valor z=-4.489).

Tabla 6.17. Asociaciones significativas entre valores de Q y ERROR

Tipo de error
Variable
Ausenciade Cambiode Errorde Doble  Otros
Q respuesta  estructura  inversion estructura
Q1 -
Q2 + -
Qs - +

"-"indica asociacién negativa
“+"indica asociacion positiva

En la Tabla 6.17 hemos recogido los valores que influyen de forma significativa tanto
positivamente como negativamente en la asociacion entre Q y ERROR. Como puede observarse en ella,
el tipo de problema de escalar desconocido estad asociado con la produccion del error "cambio de
estructura” y el tipo de problema de referido desconocido esta asociado con la produccion del error de
"inversién".

En el Grafico 6.5 podemos observar que los problemas de referido desconocido (Q1) apenas
influyen en la aparicién o no de los tipos de error. Asi mismo se puede observar la influencia opuesta que
tienen los problemas de escalar desconocido (Q2) y de referente desconocido (Qs) en la produccion de
los diferentes tipos de errores por los nifios.

6.3.5. Asociacion R*ERROR

Las frecuencias absolutas de los tipos de error segun la variable R se hallan resumidos en la
Tabla 6.19. Los parametros estimados que hemos obtenido para el efecto R*ERROR son los que
aparecen en la Tabla 6.18 y estan representados en el grafico 6.6.

Tabla 6.18. Parametros estimados para el efecto R‘ERROR

R*ERROR Desviacion Interv. de confianza 95%
Parametro Coeficiente tipica  Valorz Extremo inf. Extremo sup.

(1,1)  -9000047468 .45857 -1.96261 -1.79881  -.00120
(1,2) 5240564907 23930  2.18997 05503  .99308
(1,3) 1194951992 42445 28153 -.11242 95141
(1,4) 4873044768 35421 1.37576 -20694  1.18155
(1,5)  -2308514198 .51368 -44941  -123766  .77596
(2,1)  -4184982652 32336 -1.29423  -1.05228 21528
(2,2) 7775069702 .19866  3.91383 38814 1.16687
(23) -3975757437 38512 -1.03235  -1.15240  .35725
(24) 6162141936 28821 2.13806 05132 118111
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(25) -5776471548 48571 -1.18929  -152964 37434
(31)  .3185696869 .25692 1.23998  -.18499 82212
(32) -7259003113 22163 -327530  -1.16029  -.29151
(33)  .2866238650 .32043 89449 234142 91467
(34) -4264309746 35522 -120049  -1.12265 26979
(35) 5471377339 34419 158962  -12748 122176
41) 9999333251 25564 391148 49888  1.50099
42)  -5756631497 22691 -253697  -1.02041  -.13092
43)  -0085433204 37431 -02282  -74219 72510
(44)  -B770876958 40029 -1.69148 -146166  .10749
(45) 2613608408 41335 63229  -54881  1.07153
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Grafico 6.6.

Respresentacién de los parédmetros estimados
para el efecto R*ERROR.

A partir de ellos hemos realizado las siguientes consideraciones:

-Los problemas que incorporan la expresion "veces mas" contribuyen de forma negativa a la
aparicion del error "sin respuesta” (parametro A=-0.900, valor z=-1.963) y de forma positiva a la aparicién
del error "cambio de estructura" (parametro A=0.524, valor z=2.190).

-Los problemas redactados con la expresion "veces menos" influyen en la apariciéon del error
"cambio de estructura” (parametro A=0.778, valor z=3.913) y "doble estructura" (parametro A=0.616, valor
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z=2.138) de forma significativa.
-Los problemas redactados con la expresion "veces tantas como" influyen de forma negativa en
la aparicion del error "cambio de estructura” (pardmetro A=0.726, valor z=-3.275) de forma significativa.
-Los problemas redactados con la expresion "como una de las partes iguales de" influyen en la
aparicion del error "sin respuesta” (parametro A=0.9999, valor z=3.911) y en la no produccién del error
cambio de estructura (parametro A=-0.576, valor z=-2.537) de forma significativa.

Tabla 6.19. Distribucion de frecuencias de errores segin las variables R y ERROR

Tipo de error
Variable
Ausenciade Cambiode Errorde Dos Ofros

R respuesta  estructura inversion operaciones Total
R1 4 88 3 8 1 132
R2 11 138 15 14 2 180
R3 22 48 53 8 9 140
R4 38 54 23 4 7 126

El resumen de las asociaciones significativas entre las variables R y ERROR aparece en la
Tabla 6.20. A partir de ella sacamos las siguientes conclusiones parciales:

-Las expresiones "veces mas" y "veces menos" favorecen la produccién del error cambio de
estructura.

-La expresion "veces mas" favorece que el alumno actle y escriba una respuesta.

-La expresion "veces menos" favorece la produccion del error "doble estructura”.

-La expresion "como una de las partes iguales de" inhibe la produccion de una respuesta y no
favorece la produccion del error cambio de estructura.

En el Grafico 6.6 pueden observarse ademas lo siguiente:

-Las expresiones "veces mas" (R1) y "veces menos" (R2) influyen en el mismo sentido en la
produccion o no de cada tipo de error.

Tabla 6.20. Asociaciones significativas entre valores de R y ERROR

Tipo de error

Variable

Ausenciade Cambiode Errorde Doble  Otros
R respuesta  esfructura  inversion estructura
Ri - +
Rz + +
Rs
R4 +
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-Las expresiones "veces tantas como" (Rs) y "como una de las partes iguales de" (Rs) influyen
en el mismo sentido en la produccion o no de cada tipo de error.

6.3.6. Asociacion R*Q
Las frecuencias absolutas segun las variables R y Q se halla en la Tabla 6.21. Los pardmetros
estimados para el efecto R*Q son los recogidos en la Tabla 6.22 y representados en el Grafico 6.7.

Tabla 6.21. Distribucidén de la frecuencia de errores
segun las variables R y Q

Variable R

Variable Q Ri Ry Rs Ry
O1 7 40 27 25
Qo 75 88 45 66
Qs 50 52 68 35

La asociacion R*Q es la mas débil entre las interacciones de primer orden (o interacciones de
dos factores). De hecho sélo se destaca de forma significativa el valor (R=2, Q=1) que contribuye de
forma significativa a la aparicién de errores (parametro A=0.523, valor z=2.357).

Hemos detectado que el problema de referido desconocido redactado con la expresion "veces
menos", R2Q1, es el que provoca con frecuencia mayor variedad de errores. No hay ningun tipo de error
que no se presente en este problema. Aunque de forma no significativa, hay dos problemas que
destacan por su contribucién negativa a la distribucion de la frecuencia de errores. Uno de ellos es el
problema de referido desconocido redactado con la expresion "veces mas", el problema R1Q, al Unico
error que contribuye es al cambio de estructura y lo hace con una frecuencia muy baja. No hay casos de
ausencia de respuesta ni de los errores catalogados como "otros", mientras que los errores de inversion y
de doble estructura presentan un sélo caso. El otro problema que destaca por su contribucion negativa a
la distribucion de errores es el problema de escalar desconocido redactado con la expresidn "veces
menos", RoQo. En este caso la frecuencia total del error, 88, no es baja, pero estd concentrada en el
cambio de estructura, 83, no presentdndose ningun caso de error de inversion, ni de los englobados en
"otros" y presentando un solo caso de "sin respuesta”.
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Tabla 6.22. Parametros estimados para el efecto R*Q

R*Q Desviacion Interv. de confianza 95%
Parametro Coeficiente tipica Valorz ~Extremoinf. Extremo sup.

1) -5284815233 30596 -1.72729 -1.12816 .07120
(1,2) 2697677229 29109 92676  -30076 .84030
3) 2587138004 26976 95906  -27001 .78744

(2,1) 5232471075 22197  2.35731 08819 95830
(2,2) -4879329495 27906 -1.74851 -1.03488 .05902
(2,3) -0353141580 .23718 -14889  -50018 42955

(3,1) .0235893064 .21678  .10882 -40130 .44848
(32) .0291236863 21911 13292  -40033 45857
(3,3) -0527129927 .20913 -25206  -46260 .35717

(4,1) -0183548907 .24532 -07482 -49918 46247
(4,2) 1890415404 24707 76514  -29521 67329
(4,3) -1706866497 23492 -72657 -63113 28976

0,6
0.4f
©
021 o R
* AV VA 3‘\ % R2
0 o
—%— R3
=5
02l R4
-0,4
-0,6 | | I
Q1 Q2 Q3
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Grafico 6.7. Representacién de los parametros estimados
para el efecto R*Q.
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6.4. Resumen

Del estudio de la distribucion de errores segun las variables R y Q mediante modelos lineales
logaritmicos hemos obtenido:

1. La asociacion entre las variables R y Q depende del tipo de error.

2. Hay efecto significativo de la variable ERROR. En concreto el error "cambio de estructura” se
presenta con un error superior a la media. Mientras que los errores de "doble estructura" y "otros errores”
son poco frecuentes.

3. Hay efecto significativo de la variable Q. En los problemas de referente desconocido se
produce mayor diversidad de errores que en los problemas de escalar desconocido y que en los
problemas de comparado desconocido.

4. Hay efecto significativo de la variable R. En este caso hay que destacar el valor R1="veces
mas que" como el que menos contribuye a la produccion de errores.

5. Hay asociacion significativa entre las variables Q y ERROR. Los problemas de comparado
desconocido se asocian negativamente con el error "cambio de estructura”. Los problemas de escalar
desconocido se asocian positivamente con el error "cambio de estructura” y negativamente con el error
de "inversion".

6. Hay asociacion significativa entre las variables R y ERROR. La expresion "veces méas que"
esta asociada positivamente con el error de "cambio de estructura" y negativamente con la ausencia de
error.

La expresion "veces menos que" provoca dos tipos de errores: el error de "cambio de estructura”
y el error de doble estructura.

La expresion "veces tanto como" destaca por su escasa contribucion a la produccion del error "cambio de
estructura”.

La expresion "como una de las partes iguales de" destaca por su contribucion a la ausencia de respuesta
y por su escasa incidencia en la produccion de error "cambio de estructura”.

7. Hay asociacion significativa entre R y Q. La expresion "veces menos que" en problemas de
comparado desconocido contribuye significativamente a la frecuencia de errores.
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Capitulo 7

ANALISIS DE NIVELES DE COMPRENSION

En este capitulo definimos en primer lugar las categorias de problemas de
comparacion que surgen de considerar simultineamente los indices de dificultad de cada
problema y el tipo de error asociado. A continuacion, las categorias de problemas obtenidas
las utilizamos para definir las categorias de sujetos seleccionados para las entrevistas.
Enunciamos después las predicciones sobre las producciones de los nifios, encuadrados en
estas categorias de sujetos, cuando resuelven problemas de comparacién. Por ultimo,
exponemos los resultados de las entrevistas y las conclusiones sobre las predicciones
realizadas.

7.1. Introduccion

En el Capitulo 5 obtuvimos que hay efecto significativo del factor R, del factor Q v,
ademas, hay efecto significativo de interaccion entre las variables R y Q sobre la proporcion
de sujetos que comprenden un problema verbal de comparacion multiplicativa. La dificultad de
comprension de este tipo de problemas no pudo determinarse soélo por una de estas
variables, por lo que fue necesario realizar comparaciones multiples a posteriori entre los
doce tipos de problemas que determinan las variables de tarea R y Q para determinar los
grupos de problemas que no difieren significativamente en su indice de dificultad y también
para determinar cudles difieren entre si. Esto nos permitid establecer un orden parcial de
dificultad en el conjunto de los doce tipos de problemas, con un problema de dificultad
maxima: R,Q,, y otro de dificultad minima: R;Q;. Ambos problemas forman parte del
Cuestionario 1. Los otros dos tipos de problemas de comparacién incluidos en este
cuestionario, el R3Qs Yy el R4Qq, tienen indices de dificultad préximos a estos extremos, pero
difieren entre si. En conjunto, los cuatro problemas del Cuestionario 1, pueden ordenarse
linealmente segun su indice de dificultad formando una escala de dificultad decreciente

RZQZ RBQB R4Ql RlQl
19 37 g7 .94

Esto no ocurre en los cuatro tipos de problemas verbales de comparacioén incluidos en
los otros dos cuestionarios. Por ello tomamos los cuatro problemas del Cuestionario 1 como
punto de partida para formar una escala mas amplia que incluya a los doce tipos de
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problemas de comparacion multiplicativa. Para elaborarla hemos tenido en cuenta dos
aspectos:

a) el indice de dificultad, y

b) el tipo de error asociado.

El indice de dificultad de los problemas tipo Q. es en general alto y el fracaso en este
tipo de problemas est& asociado de manera significativa con el error "cambio de estructura".
Por ello, hemos agrupado a estos cuatro problemas en la misma categoria que el problema
R.Q:. Y la catalogamos como la categoria de comprension mas dificil.

A la categoria anterior le sigue en dificultad la formada por los problemas de referente
desconocido cuyo representante es R3Qs. El error representativo de esta categoria es el error
de "inversion de la relacién".

Los problemas de referido (comparado) desconocido no pueden considerarse
conjuntamente como una categoria, puesto que ni los cuatro problemas de este tipo poseen
igual indice de dificultad, ni hay un tipo de error que los caracterice. Puesto que hemos
encontrado que los problemas R,Q; y R1Q; tienen un indice de dificultad significativamente
distinta los consideramos como representantes de dos categorias de problemas distintos. En
el caso de R;Q; la categoria esta formada sélo por este problema.

El problema R4Q; lo consideramos el representante de una categoria de problemas a
la que pertenece ademas el problema RzQ;, y ello por dos razones: a) poseen indices de
dificultad similares, y b) poseen el par de valores Z mas proximos a cero en el estudio de la
asociacion entre R y Q realizada sobre la distribucién de errores, lo que indica que los dos
problemas tienen un efecto muy similar sobre esta asociacion.

El problema R,Q: no lo hemos agrupado con ninguno de los problemas de referido
desconocido por dos razones: a) su indice de dificultad es distinto, y b) por que es el Unico
problema que destaca de manera significativa en la asociacion R*Q realizada sobre la
distribucion de los errores.

A partir de estos criterios hemos definido las cinco categorias de problemas
siguientes.

7.2. Categorias distintas de problemas
De f&cil a dificil:

Categoria 1
Caracteristicas de los problemas:

Esta formada por el problema R1Q;.
Corresponde a problemas de comparacion de aumento.
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Se desconoce el referido.
Actuacion de los nifios:
Operacion mas frecuente: multiplicacion.
Error mas frecuente: Cambio de estructura (sumar los datos).

Categoria 2
Caracteristicas de los problemas:

Esta formada por los problemas Rz;Q; y R4Q;.
Corresponde a los problemas de comparacion (uno de aumento y otro de
disminucién) en los que el término relacional incorpora la expresion "tantos
como".
Se desconoce el referido.
Actuacion de los nifios:
Operacién mas frecuente: En R3Q; multiplicar y en R,Q dividir.
Errores mas frecuentes:
-No hay error predominante en R3Q);.
-Falta de respuesta (en blanco), y error de inversion de la relacién en
R4Q1.

Categoria 3
Caracteristicas de los problemas:

Esta formada por el problema R,Q;.
Corresponde a problemas de comparacién de disminucion.
Se desconoce el referido.
Actuacion de los nifios:
Operacién adecuada mas frecuente: division.
Error mas frecuente en R,Qq:
-Cambio de estructura (restar los datos).

Categoria 4
Caracteristica de los problemas:

Esta formada por los problemas R1Qs, R2Qs, R3Qs Y R4Qs.
R1Qs Y R3Q3 son de comparacion de aumento.
R2Qs Y R4Q3 son de comparacion de disminucion.
Se desconoce el referente.
Actuacion de los nifios:
Operacién adecuada mas frecuente:
Comparacion de aumento: Division.
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Comparacion de disminucion: Multiplicacion.
Errores mas frecuentes:

Error de inversion en los cuatro problemas.

Error de cambio de estructura en R;Qs y R2Q:s.

Categoria 5
Caracteristica de los problemas:

Esta formada por los problemas R:Q, R2Q>, R:Q2y R4Q..
R:1Q2 Yy R3Q, son problemas de comparacion de aumento.
R2Q2y R4Q- son problemas de comparacién de disminucion.
Se pide cuantificar la relacion de comparacion.

Actuacion de los nifios:
Operacién adecuada mas frecuente: Division.
Error mas frecuente: Cambio de estructura (Restar los datos).

En adelante llamaremos item o problema criterio de una categoria al problema que
posee mayor indice de dificultad de entre todos los que pertenecen a esa categoria.

7.3. Eleccion de nifios para la entrevista

Las cinco categorias de problemas establecidas nos permiten delimitar seis categorias
de nifios con miras a la entrevista. Las condiciones para que un nifio lo situemos en una u
otra categoria son las siguientes:

Sujetos en la categoria 6:
Son sujetos que resuelven correctamente todos los problemas verbales de com-
paracién multiplicativa.
Los sujetos que cumplen esta condicién son los que tienen los siguientes patrones de
respuesta en los cuestionarios escritos:
Cuestionario 1: Patrén de respuesta 1111
Cuestionario 2: Patrén de respuesta 1111
Cuestionario 3: Patrén de respuesta 1111
Puesto que en el Cuestionario 1 esta incluido el problema con indice de dificultad
mayor, R,, los sujetos que han resuelto correctamente los cuatro problemas del Cuestionario
1 son los mas idéneos para estudiar esta categoria.
Para la entrevista, elegimos aleatoriamente un nifio entre los que tienen puntuacién 4
en el Cuestionario 1 y se le plantean cuatro problemas que completen la informacion que ya
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disponemos del sujeto, obtenida de la prueba escrita hecha en grupo.

Para completar la informacion sobre la actuacion de los sujetos en los problema tipo
Q2 le proponemos los problemas R1Q; y R4Q-.

Del tipo Qs le proponemos el item criterio de esta categoria, el problema R3Q:s.

Del tipo Q; le proponemos el problema con indice de dificultad mayor, R>Q;.

Resumen:

De esta categoria entrevistamos un sujeto elegido al azar entre los que tiene
puntuacion 4 en el Cuestionario 1.

Se le proponen en la entrevista los cuatro problemas siguientes: R;1Q», R2Q1, R3Qa,
R4Qo..

Sujetos en la categoria 5:

Son sujetos que:

a) resuelven correctamente los problemas de comparacién de referido desconocido,

b) resuelven correctamente los problemas de comparacién de referente desconocido,

c) fracasan en los problemas en los que hay que cuantificar la relacién de
comparacion, problemas tipo Q..

El error asociado es el cambio de estructura. Los sujetos interpretan errbneamente el
problema como una comparacién aditiva y el proceso que siguen es restar los datos y
expresar el resultado como el exceso de una cantidad sobre la otra.

Los sujetos que cumplen estas tres condiciones por cuestionario son:

Cuestionario 1: Patron de respuesta 1011.
Cuestionario 2: Patron de respuesta 0110.
Cuestionario 3: Patrén de respuesta 1101.

Puesto que el Cuestionario 1 incluye el problema criterio de la Categoria 4 (R3Q3), y €l
item criterio de la Categoria 5 (R2Q-), los sujetos que tengan éxito en el problema RzQz y
fracasen en el problema R,Q, son sujetos que tienen bastante probabilidad de ajustarse a
esta categoria. Le siguen en probabilidad de adaptacion a la Categoria 5 los sujetos del
Cuestionario 2 puesto que han fracasado en dos problemas de tipo Q. que es uno de los
criterios que definen esta categoria.

El hecho de que en el Cuestionario 2 haya dos problemas del tipo Q. nos permite
analizar los casos en situacion dudosa, aquellos que soélo fallan en uno de los problemas tipo
Q.

Sujetos en situacion dudosa

Cuestionario 2: Patrén de respuesta 1110y 0111.

Para la entrevista elegimos un nifio del Cuestionario 1 y otro del Cuestionario 2 con el
patrén de respuesta dudosa.
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De los patrones de respuesta dudosos hay uno que es sistematico, el 0111. Elegimos
un nifio con este error para entrevistarlo.

En la entrevista se les plantean los cuatro problemas tipo Q,: Es decir, se le plantean
los problemas R1Q», R2Q>, R3Q2, R4Q-.

Sujetos en la categoria 4:

Son sujetos que:

a) resuelven correctamente los problemas de comparacién de referido desconocido,

b) fracasan en problemas de comparacion de referente desconocido, y

c) fracasan en problemas en los que hay que cuantificar la relacion de comparacion
(de escalar desconocido).

Los sujetos que mejor cumplen estas tres condiciones por cuestionario son:

Cuestionario 1: Patrén de respuesta 1001

Cuestionario 2: Patrén de respuesta 0010

Cuestionario 3: Patrén de respuesta 0100
El mejor cuestionario para elegir los sujetos con los que estudiar esta categoria es el
Cuestionario 3, puesto que en él estan incluidos dos problemas de referente desconocido,
R:Qzy R4Q3z, y ademas contiene el problema con menor indice de dificultad de esta categoria,
R4Qs, con lo cual si un sujeto falla en este problema es mas probable que falle en los otros
tres problemas tipo Qs, que si partimos del fallo en otros problemas tipo Qs con indice de
dificultad mayor.

El Cuestionario 1 es mejor que el Cuestionario 2, puesto que al elegir al sujeto del
Cuestionario 1 nos aseguramos el éxito en dos problemas de dificultad menor frente a uno en
la Categoria 2.

Entrevistaremos dos sujetos en esta categoria. Uno del Cuestionario 3 y otro del
Cuestionario 2.

No hay sujetos en el Cuestionario 3 con patron de respuesta 0100 por lo que
entrevistaremos a sujetos con patrones de respuesta dudosos en este mismo Cuestionario.

Sujetos en situacion dudosa:

Hay dos razones tedéricas por las que un patron de respuesta es dudoso:

a) Porque en él se invierte la escala.

b) Porque se cumple sélo parcialmente la condicion de fallar en los problemas Qs.

Estas dos razones dan lugar a tres tipos de patrones de respuesta segin se cumplan
cada una de ellas aisladamente o las dos a la vez. Pero dado que el indice de dificultad de los
cuatro problemas del Cuestionario 3 es muy similar, y que este Cuestionario incluye el
problema de tipo Q. con indice de dificultad menor, las dos razones a) y b) anteriores no
determinan con nitidez los patrones de respuesta dudosos a seleccionar para la entrevista. En
lugar de ello emplearemos el criterio de seleccionar al azar los sujetos con patron de
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respuesta que contenga al menos un fallo en los problemas tipo Qs, que acierten en el
problema R,Q4, sin considerar el resultado obtenido en el problema R;Q,. Es decir,
Cuestionario 3: Patron de respuestas 0110, 01*1y 11*0
donde * puede serun 1 o un 0.
Segun esto los tres tipos de respuesta son:
i) inversion de la escala solamente
Patrén de respuesta 0110
i) error en un problema tipo Qs
Patron de respuesta 0101 y 1100
iii) cumplen las condiciones a) y b)
Patron de respuesta 0111y 1110
Con patron de respuesta 0110 sélo hay cuatro nifios y los cuatro han invertido en los
dos problemas tipo Qs.
Todos los alumnos con patron de respuesta 01*1 han cometido el error de inversion
en el problema R;Q:s.
El error mayoritario que han cometido los alumnos con patrén de respuesta 11*0 en el
problema cuarto de este Cuestionario ha sido el error de inversion.
Asi pues el error asociado con esta categoria es el error de inversion. Para su estudio
elegimos un sujeto de entre los que han producido los patrones de respuesta anteriores.
En la entrevista se le proponen los siguientes problemas:
-El item criterio de la categoria anterior, problema R,Q..
-El item criterio de esta categoria RzQ:s.
-Los problemas R1Qs, Y R2Q3

Sujetos en la categoria 3:

Son sujetos que:

a) fracasan en los problemas de referido desconocido redactados con la expresion
"menos".

b) fracasan en los problemas de comparaciéon en los que hay que cuantificar la
relacion de comparacion (escalar desconocido).

¢) fracasan en los problemas de comparacién de referente desconocido.

Los sujetos que mejor cumplen estas tres condiciones por cuestionario son los que
han dado como respuestas:
Cuestionario 2: Patrén de respuesta 0010 con error distinto del error de inversion en R2Qa.
Cuestionario 3: Patrén de respuesta 0000 con error de inversion en R1Qs Y R4Qs.
El mejor Cuestionario para elegir los sujetos es el Cuestionario 2, puesto que en este
Cuestionario hay un problema de la categoria siguiente, la categoria 2, en el que tienen éxito.
No obstante, hay que fijarse también en el tipo de error cometido en el problema R,Qs. Si el
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error cometido fuese el de inversion el sujeto probablemente haria bien el problema R,Q;, por
eso afladimos la condicién de que el sujeto tenga un error distinto del error de inversion, como
puede ser el error de cambio de estructura, en R,Q:s.

Si se eligen del Cuestionario 3 hay que afiadir la condicion de que en los problemas
R1Qz Yy R4Q3 los sujetos cometan simultdneamente el error de inversion.

Sujetos en situacion dudosa:

Cuestionario 3: Patron de respuesta 0001 con error de inversibn o cambio de
estructura en R;Qs.

De esta categoria de sujetos entrevistamos un nifio del Cuestionario 2y otro dudoso
del Cuestionario 3.

A estos nifios se les proponen los siguientes problemas:

R2Q1, R4Q1, R3Q3 Y R2Qs.

Sujetos en la categoria 2:

Son sujetos que:

-Resuelven correctamente los problemas de comparacion de aumento de referido
desconocido redactados con la expresion "veces mas".

-Fracasan al menos en uno de los problemas de referido desconocido que incorporan
la expresion "tantos como" 0 a la expresion "tanto como una parte de" (R3Q1, R4Q1).

-Fracasan en los problemas de comparacién de disminucién redactados con la
expresion "veces menos" (R2Qy).

-Fracasan al menos en un problema de referente desconocido.

-Fracasan al menos en un problema de escalar desconocido.

Los sujetos que mejor cumplen estas condiciones por cuestionario son:

Cuestionario 1: Patron de respuesta 1000 y tenga un error distinto del de inversién en
R3Qs.

El Cuestionario idoneo para elegir a los sujetos es el Cuestionario 1, ya que en él se
encuentra el problema criterio de la categoria siguiente, la categoria 1, y el problema criterio
de la categoria que estamos estudiando.

Al elegir los sujetos en el Cuestionario 1 con patrén de respuesta 1000, hay que afadir
la condicién de que el sujeto no tenga el error de inversion en el problema R;Qj3, puesto que
entonces es probable que resolviera correctamente el problema R3Q);.

En esta categoria, dado el alto nivel de escalabilidad que alcanzan los problemas del
Cuestionario 1, no estudiaremos casos intermedios.

A estos sujetos se les aplican los siguientes problemas: item criterio de Qs, y los
problemas R,Q1, R:Q: Y R4Q:.

El item criterio de esta categoria es el R4Q;.
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Sujetos en la categoria 1:
Son sujetos que resuelven todos los problemas como si fueran de estructura aditiva.
Se eligen del Cuestionario 1: Patron de respuesta 0000.
Los elegimos del Cuestionario 1 por que este Cuestionario contiene el problema con
indice de dificultad menor, R;Q:, que es el problema criterio de esta categoria.
Ademas de tener puntuacion 0, el error que cometan es el de cambio de estructura.
Sujetos dudosos:
Dado el alto indice de escalabilidad del Cuestionario 1 no hay sujetos dudosos.
El problema criterio es el R;1Q;.
Se les proponen los cuatro problemas de referido desconocido, es decir, R1Q1, RQ1,

R3Q1 Yy R4Q:.

7.4. Predicciones

A continuacibn exponemos las predicciones que hemos formulado para cada
categoria de sujetos. Mediante la entrevista pretendemos confirmar si estas predicciones son
0 no acertadas.

Esperamos que los nifios seleccionados para las entrevistas se ajusten a las
siguientes normas por categoria de sujetos:

Categoria 1
-Fracasan en todos los problemas.
-Cometen el error de cambio de estructura en todos los problemas.

Categoria 2
Esperamos que el nifio acierte en el problema R;Q; y que fracase en el resto.
Que cometa los errores de:
-cambio de estructura en R,Q;.
-error distinto del error de inversiébn de la relacién, en los problemas de
referente desconocido.

Categoria 3
Esperamos que el nifio:

-acierte en el problema R4Qq, y

-fracase en los problemas R;Q1, R.Qs Yy RzQa.

Los errores esperados son:

-error distinto del de inversion (e.j., cambio de estructura) en R,Q; y R2Qs.
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-inversion de la relacion en R3Qa.

Categoria 4
Esperamos que el nifio:

-resuelva correctamente los problemas de comparacion de referido desconocido,
-fracase en los problemas de escalar desconocido

-fracase en los problemas de referente desconocido

Los errores esperados son:

-cambio de estructura en los problemas de escalar desconocido

-inversion de la relacién en los problemas de referente desconocido

Categoria 5

Esperamos que el nifio fracase s6lo en los problemas de escalar desconocido,
tipo Q2

Los errores esperados son sélo de cambio de estructura en los problemas tipo Q..

Categoria 6
Los sujetos de la Categoria 6 resuelven correctamente todos los problemas de

comparacion.

Comprenden la relacion existente entre los datos y expresan el resultado con
la unidad correcta.

No esperamos ningun error.

7.5. Resultados de las entrevistas

Categoria 1
Vanesa [Colegio 1, 5° cursQ]

En la primera prueba escrita realizé el Cuestionario 1. Su patrén de respuestas en los
diez problemas fue 0000-1001-00. En todos los problemas de comparacién cambié de
estructura, salvo en el cuarto que dej6é en blanco. Resolvidé bien dos problemas del blogue
segundo: uno mediante sumas reiteradas y el otro mediante una multiplicacion.

Las caracteristicas anteriores corresponden a la Categoria 1 y, en la entrevista le
propusimos las cuestiones que hemos preparado para esta categoria.

12 Fase
Le planteamos en la entrevista de manera consecutiva los cuatro problemas R;Q;,
R.Q:, R3Q1, R4Q;. Esperabamos que fracasara en todos ellos y que el error en todos los
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casos fuera el error de cambio de estructura. Como puede verse en el cuadro resumen (Tabla
7.1) en tres problemas se cumplen las expectativas, pero no en el problema primero R;Q;.

Tabla 7.1. Porcion del protocolo de Vanesa
Categoria 1

Resultados Expectativas  ;Se cumplen las expectativas?
Problema R1Q1: ...Acierto... Cambia Estructura [1Si []No
Problema R2Q1:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*1Si [I1No
Problema R3Qi:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*]Si []No

Problema RsQi: Cambia Estructura  Cambia Estructura [*1Si []1No

Siguiendo el guién planificado para la entrevista de sujetos de la Categoria 1 el entrevistador
le muestra a Vanesa la hoja con el problema R;1Q; y le pregunta:

[Entrevistador: E; Vanesa: V]
E: ¢ Por qué es ésta la respuesta correcta (multiplicar) y no lo es ésta (sumar)?
V: Porgue ahi dice "veces" y no dice "mas".

Vanesa ha utilizado palabras clave para justificar su respuesta. El entrevistador quiere
asegurarse de que la comprensién de Vanesa en este tipo de problema no va mas alla del
uso de palabras clave. Para ello le plantea una actividad manipulativa adicional.

2%Fase

El entrevistador pone delante de Vanesa, en lugares separados, dos folios marcados
con las letras Ay B. Al lado coloca también una caja con 100 fichas. El entrevistador le pide a
Vanesa:

E: coloca 6 fichas en el folio A

(Vanesa coloca las fichas)

E: coloca fichas en el folio B para que el folio A tenga 3 veces mas que el B
[Pausa larga]

V: ¢ puede repetir la pregunta?

E: coloca fichas en el folio B para que el folio A tenga 3 veces mas que el B
(Vanesa coloca fichas).

E: ¢ cuantas fichas has colocado?

V: 18 fichas

Vanesa no ha detectado la inversion de la relacion y ha resuelto la actividad manipulativa, que
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es un problema tipo Qs (referente desconocido), como si se tratara de un problema tipo Q;
(comparado desconocido). Esto confirma que su comprension se limita a palabras clave.

Vanesa no ha cumplido las expectativas en el problema R;Q;. En sus respuestas a los
Cuestionarios escritos en clase no utilizé la palabra "veces" como palabra clave para la
operacion de multiplicar. A requerimiento mio, su profesor me informa que en el espacio de
tiempo transcurrido hasta la entrevista les ha explicado el significado de la expresion "veces
mas" y han hecho ejercicios del tipo R;Q;. Esta puede ser la explicacion del progreso
realizado por Vanesa, que ha pasado de la Categoria 1 a la 2.

Categoria 2
José [Colegio 5, 5° cursQ]

En la primera prueba escrita realizé el Cuestionario 1. Su patrén de respuestas en los
diez problemas fue 1000-1110-00. En el segundo problema cometié el error de cambi6 de
estructura, en el tercero y cuarto solo escribio: "no lo entiendo". Resolvid bien tres problemas
del bloque segundo en los que utiliz6 la multiplicacién en el primero y la division en el
segundo y tercero. En el cuarto problema del bloque segundo invirtié la operacion.

Por las caracteristicas anteriores lo elegimos para realizar la entrevista correspon-
diente a la Categoria 2 y, en la entrevista le propusimos las cuestiones que hemos preparado
para esta categoria.

12 Fase

Le planteamos de manera consecutiva los cuatro problemas R,Q;, R3Q1, R4Q1, R3Q:s.
Esperabamos que fracasara en todos ellos y que el error en el problema primero fuera el error
de cambio de estructura y que en los otros tres tuviera un error distinto del error de inversion.
Como puede verse en el cuadro resumen (Tabla 7.2) en tres problemas se cumplen las
expectativas, pero no en el problema segundo R3Q;.

Durante el transcurso de la resolucion de los cuatro problemas, después de leer el
problema R;Q; y antes de resolverlo, José y el entrevistador mantienen el siguiente didlogo

[Entrevistador: E; José: J]

J: No entiendo el problema

E: ¢ Quieres leerlo en voz alta?

J: (José lee el problema R4Q; en voz alta) Nuria tiene 64 bolas. Jaime tiene tantas
bolas como una de las 4 partes iguales que tiene Nuria. ¢ Cuantas bolas tiene Jaime?.
E: ¢ Qué es lo que no entiendes?

J: Es que no me acuerdo muy bien del problema

E: Aunque no te acuerdes, ¢ crees que es alguna de éstas la solucion?

J: Si (sefialando), creo que es ésta

E: ¢Lasuma?

J: Si

E: ¢ Por qué crees que es esa solucion?
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J: O ésta también (sefialando el producto)
E: ¢ 0O el producto? ¢Puede ser la suma o el producto?
J: Si.

José no entiende el problema tipo R4Q;. En este problema José se atiene a lo que de él
esperabamos. No ocurre asi en el problema R3Q;, donde José hace una eleccion acertada.

Tabla 7.2. Porcion del protocolo de José
Categoria 2

Resultados Expectativas  Se cumplen las expectativas?

Problema R2Q1:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*1Si []1No

Problema R3Q1: ... Acierta....... Error = Inversion [1Si [*]No
Problema RsQi1:  Cambia Estructura  Error = Inversion [*]1Si []No
Problema R3Qz: Cambia Estructura  Error = Inversion [*]1Si []No

Siguiendo el guion planificado para la entrevista de sujetos en la categoria 2 el entrevistador
le muestra a José la hoja con el problema R3Q4, en el que ha dado una respuesta acertada, y
lo somete a la siguiente serie de preguntas para observar si su respuesta es consistente.

E: Lee el problema en voz alta

J: (José lee el problema R3Q; en voz alta) José tiene 18 canicas. Marta tiene 3 veces
tantas canicas como Joseé. ¢, Cuantas canicas tiene Marta?

E: ¢ Has elegido multiplicacion?

J: Si

E: ¢ Por qué no has elegido la suma?.

J: No lo sé.

E: (El entrevistador le muestra el folio con el problema R,Q;) Por ejemplo, en este
(problema) has elegido la suma y aqui la resta ¢,Por qué no has elegido la suma o la
resta como lo has hecho aqui?.

J: Porque son menos

E: ¢ Porque son 3 veces menos?.

J: 5 veces menos

E: ¢Y éste es...?(el R:Qy)

J: "3 veces tantas canicas como José"

E: ¢ Como son "5 veces menos" has escogido la resta?

J: Si

E: ¢ Son problemas distintos? Compéaralos

J: (José mira alternativamente a uno y otro problema) Iguales

E: Si son iguales ¢ seran iguales también las soluciones?

J: Si

E: ¢ Cuél de las dos crees que es?
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J: La resta

E: Corrige la que creas que no es correcta

(José corrige la primera respuesta (multiplicar) que dio al problema R3Q; y la sustituye
por una resta).

22 Fase

El entrevistador advierte que el nivel de José es bajo y piensa que la Unica respuesta
correcta que dio José en el Cuestionario escrito al problema R;Q; pudo ser producto del azar.
Por esta razén procede a confirmar si José conoce el significado de la expresion "veces mas".
Para ello le propone una actividad manipulativa y coloca delante de José tres folios con las
etiquetas A, B y C, y una caja con 100 fichas.

E: En el papel A coloca 6 fichas

(José coloca las fichas correctamente)

E: y en el B coloca 3 veces mas

(José coloca las fichas)

E: ¢ Cuantas has colocado?

J: Nueve

E: En el papel C coloca 3 mas que en el A
(José coloca fichas en el folio A)

E: ¢ Cuantas has colocado?

J: Nueve

E: ¢ He hecho la misma pregunta?

J: No

(José seriala con la mano el papel B y dice)
J: Me tengo que llevar tres veces mas

E: O sea, que en B hemos dicho "3 veces mas"y ¢en C?
J: 3 mas

E: Y en total, ¢,cuantas has colocado?

J: Nueve

En la primera fase de la entrevista José no se ajusté a la Categoria 2 porque tuvo
éxito en el problema R3Qq; pero en el dialogo posterior José no mantiene la solucién correcta
gue habia elegido e incluso la cambia por la solucion de restar. Tras este dialogo queda
establecido que José se ajusta a las expectativas y no supera los topes establecidos para la
categoria dos.

Al finalizar la segunda fase de la entrevista concluimos que José no conoce el
significado de la expresién "veces mas", pues la ha interpretado en sentido aditivo. Su
respuesta correcta en el problema R;Q; no es demasiado consistente y pudo deberse al azar.
Por ello, sacamos la conclusion final de que José se encuentra en el nivel de comprension
mas bajo y que es un sujeto de la Categoria 1.

Categoria 3
Zeleste [Colegio 6, 5° curso]
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En la primera prueba escrita realizé el Cuestionario 2. Su patrén de respuestas en los
diez problemas fue 0010-1111-10. En el primer y segundo problema cometid el error de
cambio de estructura, en el cuarto sélo escribié: "no lo entiendo". Resolvid bien los cuatro
problemas del bloque segundo en los que utilizd la multiplicacion en el tercero y la divisién en
los otros tres. En el noveno problema obtiene la respuesta correcta. La respuesta mas usual a
este problema es dividir los datos. Zeleste la ha obtenido buscando un ndamero que
multiplicado por el dato menor nos da el dato mayor del problema. Este tipo de problemas no
lo tiene enteramente dominado. El problema diez lo deja en blanco.

Por las caracteristicas anteriores la elegimos para realizar la entrevista correspon-
diente a la categoria 3y, en la entrevista le propusimos las cuestiones que hemos preparado
para esta categoria.

12 Fase

Le planteamos de manera consecutiva los cuatro problemas R,Qi, R3Qs, R4Q1, R2Q:s.
Esperdbamos que tuviera éxito en el problema R,Q;, que fracasara en los otros tres, que el
error en los problemas primero y cuarto fuera un error distinto del error de inversion (e.j., error
de cambio de estructura) y que en el segundo cometiera el error de inversion. Como puede
verse en el cuadro resumen (Tabla 7.3) se cumplieron las expectativas en los cuatro
problemas.

Tabla 7.3. Porcion del protocolo de Zeleste
Categoria 3

Resultados Expectativas  ;Se cumplen las expectativas?
Problema R2Q1:  Cambia Estructura  Error = Inversion []Si []No
Problema R3Qas: ...Inversion..... ...Inversion..... []Si []No
Problema R4Q1: ...Acierto....... ... Acierto ..... []Si []No

Problema R2Qs:  Cambia Estructura  Error = Inversion []Si []No

Siguiendo el guién planificado para la entrevista con los sujetos de la Categoria 3, y puesto
gue Zeleste ha cumplido las expectativas, el entrevistador le muestra a Zeleste la hoja con el
problema R.Q, en el gue ha dado una respuesta acertada, y le dice:

[Entrevistador: E; Zeleste: Z]
E: ¢ Quieres leer este problema en voz alta?
Z: (Zeleste lee en voz alta el problema R,Q,)
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Pilar tiene 75 globos. Luis tiene 5 veces menos globos que Pilar. ¢Cuantos globos
tiene Luis?.

E: Entonces, ¢ ese problema es de ...?

Z: (Zeleste no responde)

E: ¢Has dicho (en la respuesta escrita) que es de restar, no? ¢En qué te has fijado
para saber que es de restar?

Z: En que "Luis tiene 5 veces menos"

E: ¢ Crees que el (nifio) que ha elegido division se ha equivocado?

Z:Si

28 Fase

En el primer didlogo Zeleste ha estado algo retraida. Por ello, el entrevistador le
propone una actividad manipulativa con la finalidad de seguir profundizando en el conoci-
miento que tiene Zeleste de la expresion "veces menos". Después de explicarle el material
gue va a utilizar comienza la actividad, el entrevistador le dice:

E: Quiero que coloques en el papel A doce fichas
(Zeleste coloca doce fichas en el papel A)

E: Ahora, en el papel B coloca 4 veces menos

(Zeleste se muestra inquieta y el entrevistador le ofrece papel por si quiere hacer
cuentas. Zeleste lo rechaza)

: Ninguna

: ¢, Cuantas?

: Ninguna

: ¢ Por qué?

: Porgue 4 veces menos de 12 no puede ser

: ¢ No puede ser, no?

- Yo creo que no

: Entonces en el B no colocamos ninguna. Ahora en C.
: En el (folio) C coloca 4 fichas menos que en el A
(Zeleste coloca fichas en el folio C)

E: En total, ¢ cuantas hay?

Z: Veinte

E:¢cYenC?

Z: Ocho

MMNMNMNMmMN

Lo anterior confirma que Zeleste tiene problemas de comprension con la expresion "veces
menos", pero no con la expresion "menos”.

El entrevistador monta una segunda actividad manipulativa para ver si también tiene
problemas con la expresion "veces mas". Retira la fichas anteriores y comienza la segunda
actividad manipulativa

E: En A ponemos 6 fichas. Pon en el papel B cuatro veces mas fichas de las que hay
en A.

(Zeleste coloca fichas en B)

E: ¢ En total?

Z:22
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E: ¢Por qué?
Z: Como habia 6 y como eran 4 veces mas, he sumado 4 cuatro veces

Zeleste ha interpretado los dos términos de la expresion "veces méas" de forma separada y ha
utilizado el escalar 4 como multiplicando y multiplicador. Posiblemente esta fue la causa de
gue en el caso de "veces menos" contestara "ninguno”, pues a 12 no le podemos restar 4
cuatro veces.

Por dltimo, el entrevistador le plantea una tercera actividad manipulativa para
confirmar que Zeleste posee conocimiento de los términos fraccionarios. El entrevistador le
dice a Zeleste:

E: En A coloca 12 fichas y en B coloca la cuarta parte

(Zeleste resuelve la actividad con gran rapidez en comparacion con las anteriores y
sin muestra de duda)

E: ¢La cuarta parte es...?

Z: Tres.

En resumen, Zeleste conoce y utiliza por separado los términos "veces" "mas" y
"menos"”. También conoce los términos fraccionarios. Cuando aparecen mezclados los
términos "veces" con el término "mas" o con el "menos", unas veces se queda con el término
predominante, como ha pasado en las pruebas escritas, y otras veces utiliza los dos términos
por separado asignandole al término "veces" el valor repetitivo, repitiendo el escalar tantas
veces como indica el propio escalar, y sumando o restando este resultado a la cantidad que

se da como referente.

Categoria 3
Sebastian [Colegio 1, 5° curso]

En la primera prueba escrita realizé el Cuestionario 3. Su patrén de respuestas en los
diez problemas fue 0001-1110-00. En el primer problema comete el error de inversion. En el
segundo problema resta 54 de 54 y le da 0. A continuacion intenta restar 54 de 0 y da como
soluciéon 56. En el tercero resta los datos. El cuarto da la solucién multiplicando los datos.
Resolvié bien tres problemas del bloque segundo en los que utilizé la multiplicacion en el
guinto y sexto, y la division en el séptimo. El problema octavo lo hizo mal. En el problema
noveno cometié el error de inversiéon. En el problema décimo no realizé ninguna operacion y
dio como respuesta uno de los datos.

Por las caracteristicas anteriores lo elegimos para realizar la entrevista correspon-
diente a la Categoria 3 en la modalidad de dudoso. En la entrevista le propusimos las
cuestiones que hemos preparado para la Categoria 3.

12 Fase

199



Le planteamos de manera consecutiva los cuatro problemas R,Q;, R3Qs, R4Q1, R2Q:s.
Esperdbamos que tuviera éxito en el problema R,Q;, que fracasara en los otros tres, que el
error en los problemas primero y cuarto fuera un error distinto del error de inversion (e.j., error
de cambio de estructura) y que en el segundo cometiera el error de inversion. Como puede
verse en el cuadro resumen (Tabla 7.4) en la actividad de elegir la operacién adecuada entre
cuatro se cumplieron las expectativas. Las expectativas del tipo de error sélo fallaron en uno
de los problemas. Sebastian en el problema R,Q; cometio el error de inversion y la prevision
era que cometiera un error distinto al de inversion.

Tabla 7.4. Porcion del protocolo de Sebastian

Categoria 3
Resultados Expectativas  ;Se cumplen las expectativas?
Problema R2Q1: ...Inversion.... Error #Inversion [1Si [*]No
Problema R3Qas: ...Inversion..... ..Inversion..... [*]Si []No
Problema R4Q1: ...Acierto....... ... Acierto ..... [*]Si []No
Problema R2Qs:  Doble Estructura  Error # Inversion [*]1Si []No

Al acabar de resolver el cuarto problema, el dltimo de la serie, Sebastian
espontaneamente da pie al entrevistador para iniciar la entrevista.

[Entrevistador:E; Sebastian: S]

S: ¢Luego se puede repasar?

E: ¢ Quieres repasarlos?

S: Luego, si, porque...

(El entrevistador aprovecha para iniciar las preguntas)

E: A ver, en este problema (R.Qz) ¢ cual has elegido: restar o...?

S: Las dos (multiplicar y restar)

E: ¢ TU crees que puede ser o bien restar o bien multiplicar?

S: Multiplico, setenta y cinco, y le resto quince

E: O sea, que crees gue ninguna de las cuatro soluciones que hay aqui es la correcta,
gue hay que multiplicar y luego restar

S: Si

E: ¢ En ese caso cual seria la soluciéon?.

S: Pues 75-15 son 55

E: Escribe ahi debajo la solucion. Haz las cuentas

(Sebastian multiplica 15x5=75 y resta 75-15=60. Da como solucion: 60 globos).

Dialogar sobre el problema anterior no estaba planificado. Surgié como consecuencia
de que Sebastian habia elegido dos soluciones de las cuatro que le proponiamos y sélo debia
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elegir una. En la planificacién de la entrevista habiamos previsto que si se cumplian las
expectativas el dialogo se desarrollara sobre el problema R,Q;. Para llevarlo a cabo, y una
vez finalizado el anterior didlogo el entrevistador le pide a Sebastian que lea en voz alta el
problema R,Q; y que explique la solucion que ha dado.

E: Lee este problema

S: (Sebastian lee el problema R;Q; en voz alta). Pilar tiene 75 globos. Luis tiene 5
veces menos globos que Pilar. ¢ Cuantos globos tiene Luis?.

S: (cuando acaba de leer empieza a decir) Pues si multiplico, como aqui dice 5 veces
menos, pues 7x5, no, aqui dice 5x7=35. (Se detiene). Pues yo he pensado que si
multiplico 75x5 me da 375 y como dice "menos”, 375 lo resto entre, pues "5 veces
menos", "veces" y "menos"

E: ¢veces y menos?

S: Si

E: ¢Entonces, cual seria la solucion? Haz igual que en el otro y escribe debajo la
solucién que tu harias.

(Sebastian realiza los calculos)

E: Total, ¢ qué sale?

S: 300

(Sebastian ha multiplicado 75x5=375 y ha restado 375-75=300).

28 Fase

El entrevistador empieza explicandole el tipo de material que se va a emplear: 3 folios
marcados con A, B y C sobre los que hay que colocar fichas a manera de cajas y una caja de
100 fichas iguales. Después de la presentacion y explicacion del material

: Encima del papel A pon 6 fichas

. (Sebastian coloca las seis fichas)

: En el papel B coloca 3 veces menos que en A

: (Sebastian coloca fichas en B)

: ¢ Cuéntas hay en B?

: Tres

: En la hoja C, coloca 2 menos que en A

: (Sebastian coloca fichas en C)

: ¢ Cuéntas hay en total?

114

:2YenC?

4

: ¢ Por qué has puesto aqui (en el B) tres?

- ¢Veces?

: Te he preguntado: Coloca en B tres veces mas que en A
: Entonces lo tengo mal

: No digo que lo tienes bien ni mal, sino que expliques por qué lo has hecho
: (Sebastian reflexiona unos instantes) Voy a poner mas
(Sebastian coloca mas fichas en B)

E: ¢ Cuantas hay en B?

S: En B doce

E: ¢ Por qué ahora son 12 y antes 3?

S: Porque antes no pensé mucho y creia que habia que quitarle uno, pero a 6 le he

omomoumomoumounmumomwnm
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multiplicado y me sali6 18, a 18 le quito 6 y esto (resulta)

E: ¢A 18 le quitas 6 y salen?

S:12

E: ¢ O sea, que has multiplicado 6 por 3, 3x6=18, y le has restado 6 y quedan 12?
(Sebastian confirma con la cabeza).

En resumen, Sebastidn se ha ajustado a las caracteristicas de sujetos de la Categoria 3.
Fracasa en el problema R,Q, acierta en el R4Q4, invierte en el R;Qz y comete un error distinto
del de inversién en R,Qs. Sebastidn conoce el significado de los términos "veces", "mas",
"menos"y los utiliza como términos claves para las operaciones de multiplicar, sumar y restar,
respectivamente. En las expresiones compuestas tales como "veces menos" las interpreta
como dos operaciones. Comete el error de doble estructura. Su actuacion es similar a la de
Zeleste, la nifia anterior de la Categoria 3. La diferencia entre Sebastian y Zeleste radica en la
cantidad que repiten. Sebastian repite el referente tantas veces como indica el escalar y la
cantidad resultante la suma o resta al referente, segiin sea "mas" o "menos" el otro término.
Por tanto, le asigna dos papeles al referente: el de cantidad inicial y el de referente. Zeleste,
sin embargo, al referente sélo le asigna el papel de cantidad inicial, mientras que al escalar le
asigna las funciones de referente y escalar.

Categoria 4
José Ramon [Colegio 2, 6° curso]

En la primera prueba escrita realizé el Cuestionario 1. Su patron de respuestas en los
diez problemas fue 1001-1111-11. En el primer problema multiplica 16x4=64 caramelos. En el
segundo problema comete el error de cambio de estructura 54-18=36 globos. En el tercer
problema comete el error de inversidn 72x6=432 canicas. En el cuarto problema divide los
datos 75:5=15 bolas.

Resolvié bien los cuatro problemas del bloque segundo en los que utilizé la mul-
tiplicacion en el quinto y octavo, la divisién en el sexto y suma reiteradas en el séptimo.

El problema noveno lo resolvié al igual que el cuarto dividiendo los datos. El problema
diez lo realiz6 graficamente y multiplicando los datos.

Por las caracteristicas anteriores lo elegimos para realizar la entrevista correspon-
diente a la Categoria 4. En la entrevista le propusimos los cuatro problemas y las cuestiones
gue hemos preparado para la Categoria 4.

12 Fase

Previa introduccion para motivar y darle instrucciones al nifio, el entrevistador le
plantea de manera consecutiva los cuatro problemas R1Qs, R.Qs, R3Qs, R2Q.. Esperdbamos
gue no tuviera éxito en ninguno de los cuatro problemas, que cometiera el error de cambio de
estructura en el problema R,Q, y que cometiera el error de inversion en los otros tres
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problemas. En la primera respuesta que dio José Ramén a cada una de las cuatro actividades
de elegir la operacion adecuada entre cuatro respuestas distintas no se cumplieron las expec-
tativas en los problemas R1Qz Yy R>Q3, y si se cumplieron en los problemas R,Q; y R3Qa.

Tabla 7.5. Porcion del protocolo inicial de José Ramén

Categoria 4

Resultados Expectativas ¢ Se cumplen las expectativas?
Problema R1Qas: ...Acierto..... ...Inversion..... [1Si [*]No
Problema R2Qas: ...Acierto..... ..Inversion..... [1Si [*]No
Problema R3Qas: ...Inversion..... ...Inversion..... []Si []No
Problema R2Qz:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*1Si []1No

Siguiendo la programacién de la entrevista, al tener José Ramoén éxito en los
problemas R;Qs; y R,Qz se procede a un didlogo sobre las soluciones que ha dado a estos
dos problemas.

En primer lugar el entrevistador le muestra la hoja que contiene el problema R;Q3
donde la respuesta elegida ha sido dividir los datos.

[Entrevistador: E; José Ramoén: J.R.]

E: ¢ A ver, en este problema, por qué hay que dividir y no hay que multiplicar?

(El entrevistador le pide a José Ramon que lea el problema R;Qs en voz alta)

J.R.: (lee en voz alta) Maria tiene 72 caramelos.

Maria tiene 6 veces mas caramelos que Daniel.

¢, Cuantos caramelos tiene Daniel?.

(Al acabar de leer el problema José Ramon dice)

J.R.: Es que me he equivocado aqui. Me ha pasado igual que en la primera de aqui
(sefala el que corrigié por propia iniciativa durante la fase de resolucién previa)

E: ¢ Te has equivocado?

J.R.:Si

E: ¢ Crees que es multiplicar?

J.R.:Si

E: ¢ Por qué crees que es multiplicar?

J.R.: Porque 6 veces es multiplicar 72 caramelos. Es multiplicar 72 caramelos 6 veces
E: ¢ Siempre que aparece "veces mas" es multiplicar?

J.R.: Yo creo que si

(El entrevistador le pide que lea de nuevo el problema. José Ramédn lee de nuevo el
problema en voz alta. Al acabar dice)

J.R.: Hay que multiplicar

Tras el dialogo José Ramoén se ha ajustado a las expectativas previstas para el problema
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R:Qz y comete el error de inversion en este problema. Su razén para la respuesta es la
palabra clave "veces". No parece advertir la presencia del término "mas". No advierte
tampoco la inversion de la relacién. La respuesta correcta que dio al principio parece ser que
fue producto del despiste.

En segundo lugar el entrevistador le presenta a José Ramon el folio que contiene el
problema R,Q3 junto con la respuesta inicial. José Ramén habia elegido como solucién
multiplicar los datos 15x5=75.

El entrevistador le pide a José Ramon que lea el problema en voz alta.

J.R.: Luis tiene 15 globos.

Luis tiene 5 veces menos globos que Pilar

¢, Cuantos globos tiene Pilar?

(al finalizar la lectura del problema contintia hablando)

J.R.: Pues es multiplicar 15 por 5 veces que es lo que tiene Luis

E: ¢Y qué le digo al nifio que ha dividido?

(el entrevistador se refiere al supuesto nifio que ha dado como solucion la de dividir)
J.R.: Que al dividir entre 5 lo que hace es restar, como aqui ha pasado (sefiala en el
folio la solucién de restar), pero aqui es de otra forma

E: Pero el nifio me dice a mi que ha dividido por que son "5 veces menos globos que
Pilar" y que hay que dividir

José Ramon lee de nuevo el problema. Se queda unos instantes pensativo. No sabe qué
explicacién dar. Al igual que pasé en el problema anterior no advierte la presencia del término
"menos”. Por ello, el entrevistador cambia la forma de la entrevista introduciendo el problema
R1Qsz en la discordia.

E: Mira, agui antes hemos hecho este problema. Léelo en voz alta.

J.R.: (José Ramon lee en voz alta el problema R;1Q53)

E: Ahora, compara este problema con ése.

J.R.: Han cambiado los nimeros

E: ¢ Es el mismo?

J.R.: Es el mismo, pero han cambiado los nimeros

E: ¢Y por eso hay que multiplicar en los dos sitios?

J.R.: Si

E: ¢Estads seguro que es el mismo?. Comparalos para ver si son exactamente el
mismo

J.R.: Han cambiado solamente 72 y los caramelos. Después "Luis tiene 5 veces
menos globos que Pilar" y aqui "Maria tiene 6 veces mas caramelos que Daniel". Ha
cambiado solamente el nombre y los 6 caramelos, 6 veces

E: ¢ O sea, que son iguales los problemas?

J.R.: Si

E: oY el que tenga "mas" o "menos", eso no significa nada, no?. ¢El que aparezca
agui mas y aqui menos. Eso no?

(José Ramon reacciona)

J.R.: jAah! jYa lo tengo mal!

E: A ver, |éelos otra vez

(José Ramon lee los problemas en voz baja y corrige la respuesta que dio al problema
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R2Qs3)

E: ¢ Entonces en el problema este que dice "5 veces menos" qué hay que hacer?
J.R.: Dividir entre 5

E: ¢Por qué?

J.R.: No sé explicarlo

E: ¢ TU crees que es dividir entre 5?

J.R.:Si

E: ¢ Seguro, no?

J.R.:Si

E: ¢Y que antes te habias equivocado?

J.R.:Si

E: ¢ En qué te habias equivocado antes? ¢ Eso si lo sabes explicar?

J.R.: En que yo me creia al leer éste que era también "mas"

E: ¢O sea, que ahi en vez de "5 veces menos" creias que era "5 veces mas", y por
eso habias elegido la multiplicacién?

J.R.: Si

El acierto de José Ramédn en el problema R,Q; fue debido a que se fij6 solo en el
término "veces" al que asocié con multiplicacién. No fue producto de la comprensién sino de
una comprensioén parcial mas la coincidencia de la operacion con la solucion adecuada.

Después de la entrevista José Ramén ha cumplido las expectativas previstas y
consideramos que forma parte de la Categoria 4, puesto que ha invertido en los problemas de
tipo Qs y ha cambiado de estructura en el problema R,Q, tanto en el Cuestionario escrito en
clase como en esta entrevista. Ademas conoce el significado de las expresiones "veces mas",
"veces menos" y los términos fraccionarios.

23 Fase

En esta fase manipulativa el entrevistador trata, en primer lugar, de averiguar si el
error de cambio de estructura que ha realizado José Ramdn en el problema R.Q- lo realiza
también en los otros tres problemas de escalar desconocido. Para ello, previa explicacion del
material a utilizar en la actividad manipulativa el entrevistador dice:

E: Colocaen A

J.R.: ¢En A?

E: En el folio A, 8 fichas

(José Ramon coloca las ocho fichas)

E: En el B coloca 24

J.R.: (257

E: 24

(José Ramodn coloca las 24 fichas)

E: ¢ Cuantas veces mas hay en B que en A?
J.R.: ¢ Cuantas veces?

E: ¢ Cuantas veces?

J.R.: 16 fichas

E: ¢ Cuantas veces menos fichas hay en A que en B?
J.R.: 16
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E: ¢ Cuantas veces tantas fichas como en A hay en B?

J.R.: ¢ Tantas?

E: ¢ Cuantas veces tantas fichas como en A hay en B?
J.R.:3

E: ¢ Qué parte son las fichas de A comparadas con las de B?
J.R.: ¢ Qué parte? Un tercio.

José Ramoén comete el error de cambio de estructura en los problemas que contienen las
expresiones "veces mas"y "veces menos". En ambos casos ha restado las cantidades y ha
dado como solucion 16 fichas. Sin embargo, sus contestaciones a los problemas que
contienen las expresiones "veces tantas como" y "parte de" han sido correctas.

A continuacion, el entrevistador trata de confirmar si José Ramoén sigue cometiendo el
error de inversion en problemas tipo Qs. Para ello le plantea una cuestion correspondiente al
tipo de problema R3Qs.

E: Coloca aqui (en A) 6 fichas

(José Ramon coloca las 6 fichas en el folio A)

E: Coloca en B para que A tenga 3 veces tantas como B
(José Ramon coloca fichas en el folio B)

E: ¢ Cuantas has puesto?

J.R.. 18

E: ¢ Como lo has calculado?

J.R.: Multiplicando 3 por 6

En resumen, José Ramon ha resuelto correctamente los problemas de referido desconocido.
En los problemas de escalar desconocido acierta en los que intervienen las expresiones
"veces tanto como" y "como una parte de" y fracasa en los problemas de escalar desconocido
correspondientes a las expresiones "veces mas" y "veces menos". Ha fracasado en
problemas de referente desconocido. En estos problemas, ha cometido el error de inversion
en los problemas de referente desconocido y ha cambiado de estructura en dos problemas de
escalar desconocido: R1Qz Yy R2Qo.

Categoria 4
Sergio [Colegio 6, 5° curso]

En la primera prueba escrita realizé el Cuestionario 3. Su patrén de respuestas en los
diez problemas fue 0101-1111-11. En el primer problema multiplica 64x4=256 caramelos,
comete el error de inversion. En el segundo problema divide 54:3=18 globos. En el tercer
problema comete el error de cambio de estructura y da como solucién 72-12=60 caramelos.
En el cuarto problema multiplica los datos 15x5=75 bolas.

Resolvié bien los cuatro problemas del bloque segundo en los que utilizé la divisiéon en
el quinto, séptimo y octavo, y la multiplicacién en el sexto.

El problema noveno lo resolvié al igual que el cuarto multiplicando los datos. El
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problema diez lo resolvié dividiendo los datos.

Por las caracteristicas anteriores lo elegimos para realizar la entrevista correspon-
diente a la Categoria 4 dentro de la Categoria de dudosos. En la entrevista le propusimos los
cuatro problemas y las cuestiones que hemos preparado para esta Categoria.

12 Fase

Previa introduccién para motivar y darle instrucciones al nifio, le planteamos de
manera consecutiva los cuatro problemas R;Qs;, R.Qs, R3Qs, R.Q,. Esperdbamos que no
tuviera éxito en ninguno de los cuatro problemas, que cometiera el error de cambio de
estructura en el problema R,Q, y que cometiera el error de inversion en los otros tres
problemas. Las cuatro respuestas de Sergio se ajustaron a las expectativas (véase Tabla
7.6).

Tabla 7.6. Porcion del protocolo de Sergio

Categoria 4

Resultados Expectativas ¢.Se cumplen las expectativas?
Problema R1Qa: ...Inversion... ..Inversion..... [*]Si []No
Problema R2Qs: ...Inversion... ..Inversion..... [*]1Si []No
Problema R3Qas: ...Inversion..... ..Inversion..... [*]1Si []No

Problema R2Q2:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*]1Si []1No

Siguiendo la programacién de la entrevista, al cumplir Sergio las expectativas, el
entrevistador le muestra la hoja con el problema RzQs y le pide que lea el problema en voz
alta

[Entrevistador: E; Sergio: S]

E: Lee este problema en voz alta

S: (Sergio lee el problema Rz;Qz en voz alta). Marta tiene 54 canicas. Marta tiene 3
veces tantas canicas como José. ¢, Cuantas canicas tiene José?

E: TG has dicho que es una multiplicacion y has puesto en la respuesta 54x3=16. Tu
crees que este nifio (sefialando a la division) se ha equivocado en la respuesta. ¢Por
qué crees que este nifio se ha equivocado? El que ha hecho la division.

S: Porque el resultado no es exacto (el de la division)

(Sergio quiere explicar que la divisibn no esta bien hecha, pero el entrevistador no
quiere seguir por ahi)

E: Independientemente de que pueda ser exacto el resultado, ¢t crees que una
divisién no corresponde a ese problema? (0O si?. ¢ Por qué tu has elegido multiplicar y
no dividir?
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S: Porque si tiene "3 veces mas" que las canicas suyas, entonces debe tener el triple
de canicas

E: ¢ Debe tener el triple?

S: Tres veces las canicas esas

Sergio ha reinterpretado la expresion "3 veces tantas" como "3 veces mas" y esta a su
vez la ha interpretado como el triple. Por tanto, comprende los problemas verbales de
comparacion de aumento de referido desconocido.

En el problema R,Q3; comete el error de inversion, luego la expresion "veces menos" la
interpreta como divisién, lo que indica que ha interpretado este problema como el
correspondiente problema de referido desconocido. Ademas en la prueba escrita de
problemas inicial resolvid correctamente el problema R,Q;. Por tanto, hay datos que nos
confirman que comprende la expresion "veces menos" en problemas de referido desconocido.

También en el Cuestionario escrito realizado en clase resolvid correctamente el
problema tipo R4Qs. Esto indica que conoce el uso de la expresion "como una de las partes
de" e incluso que ha sido capaz de comprenderla en un problema donde hay que invertir la
relacion.

Por todo ello concluimos que comprende los problemas de referido desconocido, tipo
Q1

No ha comprendido el problema criterio de los problemas de referente desconocido
(RzQ3), ni el problema criterio de los problemas de tipo escalar desconocido (R2Q>). Se ajusta
pues a las caracteristicas de la Categoria 4.

Categoria 5
Laura [Colegio 2, 6° curso]

En la primera prueba escrita realizé el Cuestionario 1. Su patrén de respuestas en los
diez problemas fue 1011-1111-11. En el primer problema multiplica los datos y da como
solucion 16x4=64 caramelos. En el segundo problema multiplica los datos y da como
resultado 54x18=36 globos menos. En el tercer problema da como solucién 72:6=12 canicas.
En el cuarto problema divide los datos 75:5=15 bolas.

Resolvid bien los cuatro problemas del blogue segundo en los que utilizé la divisién en
el sexto y en el séptimo, y la multiplicacién en el quinto y octavo.

El problema noveno lo resolvié al igual que el cuarto dividiendo los datos. El problema
diez lo resolvié graficamente y multiplicando los datos.

Por las caracteristicas anteriores la elegimos para realizar la entrevista correspon-
diente a la Categoria 5. En la entrevista le propusimos los cuatro problemas y las cuestiones
gue hemos preparado para esta Categoria.

12 Fase
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Previa introduccion para motivar y darle instrucciones, le planteamos de manera
consecutiva los cuatro problemas R;Q., R>Q2, R3Q., R4Q.. Esperdbamos que no tuviera éxito
en al menos uno de los cuatro problemas anteriores y que cometiera el error de cambio de
estructura.

Las respuestas de Laura se ajustaron a las expectativas en los tres primeros
problemas de la entrevista, pero no en el cuarto (véase Tabla 7.7).

Tabla 7.7. Porcion del protocolo de Laura

Categoria 5
Resultados Expectativas ~ ;Se cumplen las expectativas?
Problema R1Qz:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*1Si []1No
Problema R2Qz:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*]1Si []1No
Problema R3Qz:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*]1Si []1No
Problema R4Q2: ...Acierto....... Cambio de Estructura  []Si []No

Al presentarle el tercer problema RzQ>, Laura pregunta al entrevistador

[Entrevistador: E; Laura: L]

L: ¢ Me puede explicar la pregunta?

E: ¢ Qué es lo que no entiendes?

L: ¢ Cuantas veces tiene Marta tantas canicas como José?

E: Aungue no entiendas esto, ¢cuél de las cuatro operaciones que hay ahi crees que
es la mas adecuada?

En el cuarto problema, R4Q,, Laura hace ostensiblemente calculo mental ayudandose
de los dedos. El entrevistador le dice que si quiere hacer cuentas las puede hacer en la parte
inferior de la hoja. Laura acepta la indicacién y escribe
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Laura ha cometido el error de cambio de estructura en los tres problemas primeros
R:1Q2 R2Q: Yy R3Q,. En el problema R,Q- elige la opcion correcta, dividir, obtenida mediante
sumas reiteradas.

Siguiendo las directrices planificadas para la entrevista, se le presenta la hoja con el
problema R4Q. [Antonio tiene 15 bolas. Elena tiene 75 bolas. ¢Qué parte son las bolas de
Antonio comparadas con las de Elena?] y le pregunta el entrevistador

E: ¢ Por qué has elegido divisién?
L: Porque como son 1,2,3,4 y 5 (cuenta las veces que ha sumado 15), voy sumando,
esla,15esla5
. ¢La quinta parte?
: La quinta parte
: ¢,Has sumado 15?
1,2,3,4y5
65 veces?
Si
: ¢ Por qué no podria ser 75x15?
No porque entonces serian 15 veces
: ¢ En qué se ha equivocado el nifio que ha elegido la resta?
: El se creia que era "cuantas menos"
: ¢, Pero es correcta la resta?
No

mmomomromOmrm

23 Fase

En esta actividad el entrevistador somete a Laura a una serie de preguntas que tratan
de esclarecer varias cuestiones que vamos a numeratr.

Previa descripciéon del material a emplear y explicacién de las normas, el entrevistador
empieza planteando las cuestiones:

Cuestion 1
Su finalidad es confirmar si el acierto en el problema R4Q. ha sido casual o es
producto de una verdadera comprensién de las expresiones fraccionarias.

E: Coloca 8 fichas en A

(Laura coloca las fichas en el papel A)

E: Coloca 24 fichas en B

(Laura coloca las fichas en el papel B)

E: ¢ Qué parte son las fichas de A comparadas con las de B?
(Laura separa en 3 grupos de 8 las fichas del papel B y dice)
L: Las de A son una parte

E: ¢ Como se llama esa parte?

L: La primera parte

Cuestion 2
El entrevistador trata de analizar las dificultades que tuvo Laura con la expresion
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"tantas veces como". Retira las fichas que habia encima de los papeles A y B. C continuacion
coloca 6 fichas en el papel Ay le pide a Laura:

E: Coloca en B tres veces tantas fichas como hay en A
L: ¢3 veces?

(Laura coloca fichas en B)

L: ¢3 veces?

E: 3 veces tantas como hay en A

(Laura acaba de poner fichas)

E: ¢ Cuantas son?

L: 6x3=18

Cuestion 3
El entrevistador retira las fichas de B y deja 6 en A. Le dice a Laura

E: Coloca en B tres veces menos que en A
L: 3 veces menos

(Laura coloca 3 fichas en B)

E: ¢ Cuantas has puesto?

L:3

E: ¢ Como lo has calculado?

L: Porque si son 3 veces menos le quito 3
E: Si son 3 veces menos le quitas 3

L: No, espera, 3 veces menos que 6...Si, 3
E: ¢ Estas segura?

L: Si

E: ¢ Por qué has dicho: espera, espera?

L: Porgue me crei que aqui (en A) habia mas de 6

Cuestion 4
El entrevistador retira las fichas del papel B y deja 6 en el papel A. Le dice a Laura:

E: En B coloca 3 veces mas que en A
L: ¢3 veces mas?

E: 3 veces mas que en A

(Laura coloca fichas en A)

E: ¢ Cuantas has puesto?

L: 6x3

Cuestion 5
El entrevistador trata de ver si Laura advierte la diferencia entre "veces menos" y
"menos”. Retira las fichas de B y deja 6 en A. Le dice a Laura

E: Coloca en B tres menos que en A
L: ¢3 menos?

(Laura coloca fichas en B)

E: ¢ Cuantas son?
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L:3

E: Y en el papel C coloca 3 veces menos que en A
(Laura coloca fichas en C)

E: ¢ Cuantas son en C?

L:3

E: ¢ Tres veces menos que 6 son?

L:3

Cuestion 6
El entrevistador retira las fichas de By C, y deja 6 en A. Le dice a Laura

E: Coloca fichas en B para que A tenga 3 veces mas que B
L: 3 veces mas

(Laura coloca fichas en B)

E: ¢ Por qué has colocado 2?

L: Porque aqui (en B) hay 2 y aqui (en A) hay 3 veces mas

Cuestion 6
El entrevistador retira las fichas del papel B y deja 6 fichas en el papel A. Le dice a
Laura

E: Coloca fichas en B para que A tenga 3 veces tantas como B
L: 3 veces tantas. En B tres veces

E. Para que A tenga 3 veces tantas como B

(Laura pone 2 fichas en B).

Cuestion 7
El entrevistador retira las fichas del papel B y deja 6 en el papel A. Le dice a Laura

E: Coloca en B para que A tenga 3 veces menos que B

(Laura habla para si en voz baja: Si ponga 18 entonces 3 veces menos serian...Y
coloca fichas en B)

E: ¢ Cuantas son?

L:18

E: 18

(Laura empieza a reflexionar de nuevo)

L: Y 3 veces menos...Entonces tenemos que poner 24

(Laura afiade 6 fichas a las que habia en B)

E: ¢ Cuantas has puesto?

L: 24

E: ¢ Por qué?

L: Porque 6x4=24 le quitamos 3 veces 6 y me dan las que hay en aqui (en A).

En resumen, Laura utiliza la palabra "veces" como sinénimo de multiplicacion.
Tiene éxito en los problemas de referido desconocido, aunque la expresién "menos” le
ha conducido en algunos casos a no considerar el término "veces".
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Tiene éxito en los problemas de referente desconocido.

Cambia de estructura en los problemas de escalar desconocido salvo en el R4Q>.

Por tanto, salvo la dificultad con la expresion "veces menos" en problemas de referido
desconocido, Laura cumple los requisitos de la Categoria 5.

Categoria 5
Juan Carlos [Colegio 1, 6° curso]

En la primera prueba escrita realiz6 el Cuestionario 2. Su patrén de respuestas en los
diez problemas fue 0110-1101-11. En el primer problema ha cometido el error de cambio de
estructura, ha restado 64-16=48 y dado como solucién "Maria tiene 48 caramelos mas que
Daniel". En el segundo problema multiplica los datos 18x3=54 globos. En el tercer problema
da como soluciéon 12x6=72 canicas. En el cuarto problema comete el error de cambio de
estructura, resta los datos 75-15=60 bolas, y da como solucion "60 bolas que tiene Maria
mas".

Resolvié bien tres problemas del blogue segundo: los problemas quinto, sexto y
octavo, en los que utilizo la division. En el problema séptimo invierte la relaciéon y en vez de
multiplicar los datos los divide.

En el problema noveno, al igual que el cuarto cometi6 el error de cambio de estructura
y resto los datos. El problema diez lo resolvié dividiendo los datos.

Por las caracteristicas anteriores lo elegimos para realizar la entrevista correspon-
diente a la Categoria 5. En la entrevista le propusimos los cuatro problemas y las cuestiones
gue hemos preparado para esta Categoria.

12 Fase

Previa introduccion para motivar y darle instrucciones, le planteamos de manera
consecutiva los cuatro problemas R;1Q», R2Q2, R3Q», R4Q,. Esperabamos que no tuviera éxito
en ninguno de los cuatro problemas y que cometiera el error de cambio de estructura.

Tabla 7.8. Porcion del protocolo de Juan Carlos
Categoria 5

Resultados Expectativas  ;Se cumplen las expectativas?
Problema R1Q2:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*]Si []No
Problema R2Q2:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*]Si []No
Problema R3Q2:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*]Si []No

Problema R4Q:  Cambia Estructura  Cambia Estructura [*]Si []No
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Las respuestas de Juan Carlos se ajustaron a las expectativas en los cuatro

problemas de la entrevista (véase Tabla 7.8).
Una vez que Juan Carlos ha resuelto el tltimo problema el entrevistador le presenta la

hoja que contiene el problema R,Q; y le pregunta

[Entrevistador: E; Juan Carlos: J.C.]

E: ¢ Por qué has elegido esta respuesta? (el entrevistador sefiala la resta)

J.C.: Por que como dice (Juan Carlos lee el problema en voz alta) entonces tienes que
restar 75-15

A continuacion el entrevistador le presenta la hoja con el problema R3Q, y le pregunta

E: ¢ Por qué has elegido restar?

J.C.: Porgque es lo mismo que el anterior, dice (Juan Carlos lee el problema en voz
alta) entonces he restado esto porque 54-18=36 y era cuantas canicas tenia Marta
mas que José.

E: O sea, que estas 36 canicas son las que tiene Marta

J.C.: mas que José

A continuacion el entrevistador le presenta la hoja con el problema R,Q; y le pregunta

E: ¢ En este caso?

J.C.: (Juan Carlos lee el problema R»Q; en voz alta) He restado 75-15 y he hecho esto
porque, a ver quién tenia menos globos, cuantos menos globos tenia Luis que Pilar

E: ¢ Aqui hay 60, no?

J.C.:Si

E: ¢ Qué "coletilla" habria que ponerle?

J.C.: 60 globos menos que Pilar

E: ¢ Luis tiene 60 globos menos que Pilar?

Juan Carlos asiente.

A continuacion el entrevistador le presenta la hoja con el problema R;Q. y le pregunta
E: ¢ En éste?

J.C.: En este dice (lee el problema en voz alta). Pues yo he dicho esta (restar) porgue
era a ver quién tenia, que cuantos caramelos tenia Daniel menos que Maria.

23 Fase
Después de describirle el material y de darle instrucciones para la actividad

manipulativa, el entrevistador le dice a Juan Carlos
E: Coloca 8 fichas en el papel Ay 24 en el papel B
Después de que Juan Carlos coloca las fichas

E: ¢ Cuantas veces menos fichas hay en A que en B?
J.C.:16
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En resumen, Juan Carlos ha cometido el error de cambio de estructura en los problemas de
escalar desconocido, tanto en la prueba escrita como en las cuestiones planteadas en la
entrevista. Se ha ajustado a las expectativas planteadas para la Categoria 5.

Categoria 6
Daniel [Colegio 1, 6° curso]

En la primera prueba escrita realizé el Cuestionario 1. Su patrén de respuestas en los
diez problemas fue 1111-1111-11. En el primer problema multiplic6 los datos 16x4="64
caramelos". En el segundo problema dividié los datos 54:18="3 veces menos". En el tercer
problema da como solucion 72:6="12 canicas". En el cuarto problema dividi6 los datos
75:5="15 bolas".

Resolvié bien los cuatro problemas del bloque segundo. En los problemas quinto y
octavo multiplico los datos y en el sexto y séptimo dividi6 los datos.

En el problema noveno, al igual que el cuarto lo resolvié dividiendo los datos. El
problema diez lo resolvié multiplicando los datos.

Por las caracteristicas anteriores lo elegimos para realizar la entrevista correspon-
diente a la Categoria 6. En la entrevista le propusimos los cuatro problemas y las cuestiones
gue hemos preparado para esta Categoria.

12 Fase

Previa introduccion para motivar y darle instrucciones, le planteamos de manera
consecutiva los cuatro problemas R;1Q», R2Q1, R3Qs, R4Q». Esperabamos que tuviera éxito en
los cuatro problemas.

Las respuestas de Daniel se ajustaron a las expectativas en los cuatro problemas de
la entrevista (véase Tabla 7.9).

Tabla 7.9. Porcion del protocolo de Daniel

Categoria 6
Resultados Expectativas  ;Se cumplen las expectativas?
Problema R1Qa: ...Acierto....... ..Acierto....... [*]Si [1No
Problema R2Q1: ...Acierto....... ..Acierto....... [*]Si []1No
Problema R3Qs: ...Acierto....... ..Acierto....... [*]Si []1No
Problema R4Q2: ...Acierto....... ..Acierto....... [*]Si []1No
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Después de que Daniel ha resuelto los cuatro problemas, el entrevistador le muestra

la hoja que contiene el problema R,Q. y le dice

[Entrevistador: E; Daniel: D]

E: Aqui por qué has elegido ésta (respuesta) y no ésta, es decir, ¢,por qué has elegido
dividir y no restar?

D: Porque pregunta qué parte de bolas tiene Antonio comparadas con las de Elena.
Entonces tienes que dividir para saber cuantas veces tiene mas bolas Elena que
Antonio. Por eso se tiene que dividir.

E: &Y sifuera restar ¢coémo se diria?

D: Pues, Antonio tiene 15 bolas, Elena tiene 75 bolas. Seria: ¢Cuantas bolas tiene
mas Elena que Antonio?

El entrevistador retira la hoja y le muestra otra con el problema R;Q; y dice

E: Veamos éste, ¢por qué has elegido aqui la divisién y no la multiplicacion?

D: Porque pone que "Marta tiene 3 veces tantas canicas como José" y yo creo que se
tiene que dividir 54 entre 3 porque Marta tiene 3 veces mas que José.

E: O sea, que aunque ahi pone "3 veces tantas" hay que dividir, ;,no?

D: Yo creo que si

E: ¢ En los problemas en los que aparece "3 veces" ¢ qué hacéis, multiplicar o dividir?
D: ¢3 veces? Es que segun

E: P6nme un problema de multiplicar con "veces"

D: Por ejemplo, Marta tiene 54 canicas y Joseé tiene 3 veces mas que Marta. Entonces
si se tendria que multiplicar para saber las que tiene José

E: ¢Y aqui se divide porque...?

D: Por que dice "3 veces tantas canicas como José"

E: ¢ Primero en qué has pensado, en multiplicar o en dividir?

D: Primero multiplicar, pero después dividir

22 Fase

dice

Previa introduccion a la actividad y descripcion del material a utilizar el entrevistador

E: Pon en el papel A ocho fichas

(Daniel las coloca)

E: En el B pon 24

(Daniel las coloca)

: ¢ Cuéntas veces menos hay en A que en B?

: Aqui teniamos 8 y aqui 24, pues 16. jAh!, ¢cuantas veces hay mas?
: ¢, Cuéntas veces menos fichas hay en A que en B?

: 3 veces menos

: ¢, Cuantas veces tantas como en A hay en B?

: Pues, aqui (en B) hay 3 veces mas y aqui (en A) 3 veces menos

Oomomom

En resumen, Daniel resolvid correctamente todos los problemas del Cuestionario 1. Es decir,
ha resuelto correctamente los problemas R;Q1, R2Q>, R3Q3 Yy R4Q1, todos ellos item criterio de

216



las categorias de problemas que hemos establecido. En la entrevista ha resuelto también
correctamente todos los problemas que le hemos propuesto. Estos han sido dos problemas
de escalar desconocido, R1Q; y R4Q-, junto con los items criterio R,Q; y R3Qs. Ha tenido, por
tanto, éxito en todos los problemas criterio de las categorias de problemas establecidas.
Ademads, es consciente de que la solucion de un problema no depende sélo de las
expresiones claves. En definitiva, ha alcanzado el nivel maximo de comprension en este tipo
de problemas.

7.6. Conclusiones

Los resultados de las entrevistas nos llevan a establecer las siguientes conclusiones
con respecto a las predicciones planteadas segun las distintas categorias de resolutores.

La nifia entrevistada en la Categoria 1, Vanesa, no se ajust6 completamente a esta
categoria. Sus respuestas coinciden con los requisitos de la Categoria 2. Ha subido pues de
nivel.

El nifio entrevistado en la Categoria 2, tiene un rendimiento menor del esperado, se
sitla claramente en la Categoria 1. Ha bajado de nivel.

Puesto que la finalidad es encontrar nifios que se ajusten a las caracteristicas exigidas
a cada categoria, concluimos que hay nifios que cumplen las condiciones de las Categorias 1
y 2.

En la Categoria 3 hemos entrevistado a una nifia y a un nifio. En ambos casos se han
cumplido las expectativas planteadas para esta categoria.

En la Categoria 4 hemos entrevistado a dos nifios. José Ramén, cumple parcialmente
las expectativas planteadas para esta Categoria puesto que no falla en todos los problemas
de escalar desconocido. El segundo nifio, Sergio se ha acomodado a esta categoria en la
entrevista. No obstante los dos nifios fracasan en los problemas criterios Rz;Qz y R2Q». Por
tanto, la definicion de la categoria debe ser reformulada en el sentido de exigir sélo el fallo en
los dos problemas criterios R>Q ¥ R3Qs.

De los dos sujetos entrevistados de la Categoria 5, uno de ellos, Laura, cumple
parcialmente las expectativas planteadas para esta categoria. El otro, Juan Carlos, si las
cumple.

En la Categoria 6, Daniel ha cumplido las expectativas planteadas para esta
categoria.

Por tanto, podemos decir que hemos encontrado como minimo seis niveles de
comprension en los escolares de 5° y 6° correspondientes a las categorias definidas. Los
resultados obtenidos con los sujetos de las categorias 4 y 5 nos llevan a la conclusién de que
se pueden refinar aln mas estas categorias y considerar que en cada una de ellas hay dos
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subcategorias: a) la de los que fracasan en los cuatro problemas tipo Qz 0 Q, segun el caso y
b) la de los que tienen un fracaso parcial en ellos.
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Capitulo 8

CONCLUSIONES E IMPLICACIONES

En este capitulo se resaltan los principales resultados obtenidos en nuestra
investigacion y se comparan con los resultados de investigaciones previas. Se explicitan
implicaciones que tiene nuestra investigacion sobre los modelos tedricos y sobre la
ensefianza. Por dltimo, se hacen sugerencias sobre futuras investigaciones.

8.1. Influencia de las variables de tarea
sobre el indice de dificultad

Exponemos en primer lugar las conclusiones del andlisis realizado sobre la influencia
de los factores R y Q sobre la dificultad de comprension de los problemas verbales de com-
paracién multiplicativa, asi como la interaccion de estas dos variables.

Con respecto a la variable R, es decir, el tipo de expresion utilizada para redactar la
comparacion, hemos obtenido que afecta significativamente al rendimiento de los nifios en
esta clase de problemas y por tanto a su indice de dificultad. Segun el indice de dificultad de
los valores de R hemos encontrado dos clases homogéneas de problemas: La formada por
los problemas que incorporan las expresiones "veces mas", "veces tanto como" y "como una
de las partes iguales de", y otra formada por los problemas redactados con la expresion
"veces menos que".

Hemos obtenido también que el indice de dificultad global obtenido para todos los
problemas verbales de comparacién multiplicativa no es el mismo ni en todos los colegios, ni
en los dos cursos (5° y 6°), ni en los tres cuestionarios. Por tanto, al tener la variable R
influencia significativa, esta afirmacion hay que matizarla segun los valores de R. En primer
lugar, para los colegios, los problemas redactados con las expresiones R;= "veces mas que"y
R;="como una de las partes iguales" no han producido diferencias significativas entre
colegios, mientras que los problemas redactados con R,="veces menos" y Rs="veces tantas
como" si las han producido. La expresion "veces mas que" es la que produce menos
diferencias entre colegios. De las cuatro, es pues la expresion mejor comprendida por los
nifios de los diferentes colegios que constituyen la muestra. Le sigue la expresién "como una
de las partes iguales de".

El curso ha producido diferencias significativas en los dos valores con los que hemos

219



expresado la comparacion de disminuciéon: R,="veces menos que" y R,="como una de las
partes iguales de", y no las ha producido en los dos valores correspondientes a la
comparacion de aumento. Cabe pensar pues que la comprension en los nifios al pasar de 5°
a 6° de Ensefianza Primaria se incrementa con mayor intensidad en uno de los tipos de
comparacion: la comparacion de disminucion.

Las diferencias significativas entre los cuestionarios son el reflejo de las diferencias de
dificultad entre problemas que difieren en la variable Q. Esto se hace mas evidente
considerando cada valor de R individualmente. En los cuatro valores de R hay diferencias
significativas entre problemas que difieren en la variable Q.

Hemos obtenido diferencias significativas entre las medias de los niveles del factor Q.
Las diferencias se dan entre cada par de niveles, lo que permite establecer un orden total de
dificultad entre ellos Q,<Q3<Q;. Estas desigualdades no se alteran significativamente por el
factor COLEGIO, pero si por el factor CURSO y por el factor R, por separado. En 5° curso la
ordenacion anterior es vélida, pero al pasar a 6° la diferencia entre los indices de dificultad de
Q2 y Qs, no son significativas. Al pasar de 5° a 6° los nifios han incrementado signifi-
cativamente su rendimiento en los problemas tipo Q; y tipo Q», pero en los problemas tipo Qs
el rendimiento de los nifios de 5° es de 49.7% y el de los nifios de 6° del 49.8%, es decir, no
s6lo no hay diferencias significativas, sino que las diferencias de rendimiento por curso en
este tipo de problemas son imperceptibles. Se ha producido un estancamiento en los
problemas de referente desconocido: Los nifios de 6° de la muestra no han mejorado su
rendimiento en problemas verbales de comparaciéon multiplicativa de referente desconocido
con respecto a los de 5° curso. En cambio, si han mejorado su rendimiento de manera
significativa los alumnos de 6° con respecto a los de 5° en los problemas de referido des-
conocido y en los de escalar desconocido.

La influencia del curso sobre el indice de dificultad de los problemas no cambia de
sentido ninguna de las desigualdades que se verifican de manera global, pero en 6° han
disminuido las diferencias entre los indices de dificultad de Qs (0.50) y Q. (0.46) hasta el
punto de no ser significativa esta diferencia.

La alteracién que produce la influencia del factor R sobre las desigualdades anteriores
es mayor gue la producida por el factor CURSO. Para las expresiones "veces mas"y "veces
menos" se cumple la ordenacién obtenida de forma general. La expresion "como una de las
partes iguales" provoca un acercamiento entre los indices de dificultad de Q; y Qs, que hace
gue no hallamos encontrado diferencias significativas entre ellos. La expresidon que mas
alteracion produce en la ordenacion general es la "veces tanto como”, que llega a provocar
una inversion entre los indices de dificultad de Q. y Qs con respecto a la ordenacién general.

Hemos obtenido diferencias significativas entre los colegios para los problemas de
referido desconocido, tipo Qi, pero no en los otros dos tipos. Si entendemos las diferencias
entre colegios como diferencias en cuanto a la formacion recibida, podemos concluir que los
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nifios de la muestra han recibido diferente formacion en los problemas de comparacion de
referido desconocido. Sin embargo, esta diferente formacion recibida no ha ocasionado
diferencias significativas en los otros dos tipos de problemas. Lo dicho sugiere que no basta
con una instruccién en uno sélo de estos tipos de problemas para tener éxito en los otros dos
tipos. La instruccion escolar normalmente parte de la ensefianza de los problemas tipo Q, en
la que la eleccion de la operacién adecuada va ligada a la expresion verbal correspondiente,
por ejemplo, "veces mas"=multiplicar, "veces menos"=dividir, etc. Sin embargo, esta
instruccién no es suficiente en la mayoria de los nifios para tener éxito en problemas de
escalar desconocido, ni en problemas de referente desconocido. Los nifios resuelven los
problemas tipo Q; en base a una comprension de palabras clave, pero en muchos casos no
realizan una integracion del esquema de comparacién multiplicativa. La mayoria de los nifios
de estos niveles requieren practica adicional en los tipos de problemas Q, y Qs para integrar
el esquema de comparacion multiplicativa.

8.2. Andlisis de errores

La clasificaciéon de errores que hemos realizado contempla cinco clases de faltas de
comprension:

12 No respuesta

22 Cambio de estructura

32 Inversion de la relacion

42 Doble estructura

52 Otros errores
Esta tipologia de errores que hemos realizado es valida para describir los distintos errores
gue cometen los nifios cuando resuelven problemas verbales de comparacion multiplicativa.
Si la frecuencia de errores en el tipo que hemos catalogado como "otros errores" hubiese sido
alta, esto indicaria que el criterio para establecer la clasificacién no seria bueno, ya que habria
muchos errores en una categoria que ha sido definida para incluir los errores que no se
ajustan a las categorias preestablecidas, y por tanto habria que reconsiderar el criterio clasi-
ficatorio. Pero en nuestro caso esto no ha sido asi; el resultado obtenido para la categoria
"otros errores" muestra que su influencia en la distribucion de errores es altamente negativa,
como se pone de manifiesto en el estudio que hemos realizado del efecto ERROR, y ello de
forma significativa.

Hemos encontrado diferencias significativas en la frecuencia con la que se presenta
cada tipo de error. El error mas frecuente es el "cambio de estructura”, seguido por el error de
"inversion" y de "sin respuesta”.

Los problemas que difieren en el tipo de cantidad desconocida provocan la produccion
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de errores de manera desigual. Los problemas de referido o comparado desconocido son los
gue provocan la aparicion de un nimero menor de errores. Los problemas de referente
desconocido y de escalar desconocido se caracterizan por que provocan frecuencias altas de
errores, pero estas frecuencias estan distribuidas de manera distinta en uno y otro tipo de
problema. Los problemas de referente desconocido provocan la aparicion de los distintos
tipos de error con mayor frecuencia que los otros dos tipos de problemas. Sin embargo, los
problemas de escalar desconocido presentan una frecuencia total de errores superior al resto
pero concentrada en el error de cambio de estructura y apenas provocan errores de inversion.
Todo lo contrario que en los problemas de referente desconocido que provocan el error de
inversion y apenas provocan cambio de estructura.

El tipo de expresion relacional utilizada en el enunciado del problema influye también
en la aparicion o no de los tipos de errores. En este sentido hay que destacar que las
expresiones que menos errores han producido en frecuencia absoluta han sido "como una de
las partes iguales de" con 126 errores y "veces mas que" con 132. Y las que mayor nimero
de errores han producido han sido los problemas que incluyen las expresiones "veces menos
que" con 180 errores y "veces tantas como" con 140 errores. Esto en términos globales, pero
si nos atenemos a la distribucion de errores observamos que la expresion "veces mas" es la
gue menos contribuye a la diversificacion de los errores. Esta expresion contribuye de forma
significativa a la aparicion del error de cambio de estructura e inhibe de forma significativa que
el nifio no de respuesta. Por el contrario la expresién que mas contribuye a la diversificacion
de los errores es la expresion "veces tantas como" y no provoca la aparicion de ningun tipo de
error de forma significativa.

La expresion "veces menos que" provoca dos tipos de errores de forma significativa: el
cambio de estructura y la doble estructura. La expresion "como una de las partes iguales de"
favorece de forma significativa que el nifilo deje la respuesta en blanco si no comprende el
problema. Por otra parte, esta expresion incide negativamente con respecto a las demas en la
aparicion del error cambio de estructura.

Hay asociacion entre la expresion linglistica utilizada y el tipo de cantidad des-
conocida en el esquema de comparacion en relacion a la frecuencia de errores. Destaca de
manera significativa la expresiébn '"veces menos que" en problemas de comparado
desconocido. Pero esta asociacion influye en la aparicion de unos errores y no otros.
Veamoslo segun cada uno de los errores:

-Error_de inversién. La asociacién entre el error de inversion y los problemas de

referente desconocido en el problema no depende de la expresion linglistica utilizada. El
error de inversién no esta provocado por la variable lingiiistica R, es exclusivamente un error
de integracion de la estructura semantica de la comparacion.

-Error de doble estructura. El error de doble estructura esta provocado por la variable
linglistica R (sobre todo "veces menos que™) y no depende del tipo de cantidad desconocida
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en el esquema de comparacion.
-El error de cambio de estructura. El error de cambio de estructura esta provocado por

ambas variables, Ry Q.
-No respuesta. Es un error debido sélo a la variable lingliistica R (sobre todo a la
expresion "como una de las partes iguales de").

8.3. Niveles de comprension

Como consecuencia de los resultados obtenidos en los andlisis del indice de dificultad
y de los tipos de soluciones, tanto correctas como incorrectas hemos realizado una
categorizacion jerarquica de los problemas de comparacién multiplicativa. Los doce
problemas los hemos agrupado en cinco categorias resumidas en la Tabla 8.1

Las categorias obtenidas son:

Categoria 1. Incluye el problema de comparacién de aumento de referido desconocido
redactado con la expresién "veces mas".

Tabla 8.1. Categorias de problemas de comparacion

Categorias Problemas Descripcion

Categoria 1 R10Q1 Comparacion de aumento
Referido desconocido
Expresion "veces mas"

Categoria 2 R3Q1 Comparacion de aumento

Referido desconocido

Expresion "veces tanto como"

R4Q1 Comparacion de disminucion

Referido desconocido

Expresion "tantas como una de las partes iguales
de"

Categoria 3 R,Q: Comparacion de disminucion
Referido desconocido
Expresion "veces menos"

Categoria 4 R:1Qs Comparacion de aumento (R; y Rs) y comp. de
R.Q3 disminucion (R2 y Ry)
R3Qs Referente desconocido
R4Q3

Categoria 5 R:Q: Comparacion de aumento (R; y Rs) y comp. de
R2Q> disminucion (R y Ry)
R3Q:> Escalar desconocido
R4Q:>
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Categoria 2. Contiene dos problemas de referido desconocido, uno de comparacion
de aumento y otro de disminucion redactados con la expresion comparativa “tanto como".

Categoria 3. Contiene el problema de comparacion de disminucion de referido
desconocido redactado con la expresion "veces menos".

Categoria 4. Contiene los cuatro tipos de problemas de comparacion de referente
desconocido. Dos de comparacién de aumento y dos de disminucién. Los dos problemas
redactados con las expresiones "veces mas que" y "veces menos que" pueden considerarse
como una subcategoria.

Categoria 5. Contiene los cuatro tipos de problemas de escalar desconocido. Dos de
aumento y dos de disminucion. Puede considerarse como una subcategoria la formada por
los dos problemas redactados con las expresiones "veces mas que" y "veces menos que".

A partir de estas categorias de problemas hemos realizado una categorizacion de
sujetos segun que superen o no los items incluidos en cada categoria de problemas.

Las entrevistas realizadas con sujetos seleccionados nos han permitido poner de
manifiesto que estas categorias definidas tedricamente tienen su reflejo en la realidad y que
hay nifios cuyas producciones en problemas de comparacién se adecuan a ellas. Las
condiciones exigidas a un nifio para ubicarlo en una categoria es que falle en los problemas
de esa categoria de problemas y tenga éxito en los problemas de categorias inferiores. Desde
este enfoque, lo que hemos obtenido es un categorizacion ordinal de sujetos segun su nivel
de comprensién y por ello hablamos de niveles de comprension.

Los resultados de las entrevistas nos han confirmado que hay al menos seis niveles
de comprension en resolucion de problemas verbales de comparacion multiplicativa en los
nifios de la muestra. Un resumen de los mismos puede verse en la Tabla 8.2.

Nivel 1. A este nivel pertenecen los nifios que fracasan en todos los problemas de
comparacion multiplicativa. Fracasar en problemas de comparacion de aumento redactado
con la expresién "veces mas" es un sintoma evidente de encontrarse en este primer nivel. Las
respuestas de los nifios de este nivel son de tipo aditivo.

Nivel 2. En este nivel estan los nifios que en problemas de comparacién de aumento
de referido desconocido redactados con la expresion "n veces mas" la traducen como sumas
reiteradas del referente o multiplicaciébn del referente por el escalar. Fracasan en los
problemas de comparacién de aumento de referido desconocido redactados con la expresion
"n veces tanto como", y también en los problemas de comparacién de disminucion redactados
con la expresién "tantas como una de las partes iguales de".

Nivel 3. Pertenecen a este nivel los nifios que tienen éxito en los dos problemas de
comparacion de aumento de referido desconocido y en el problema de comparacién de
disminucion de referido desconocido redactado con la expresién "tantas como una de las
partes iguales de". El tope superior de este nivel lo constituye el fracaso en problemas de
comparacion de disminucién de referido desconocido redactados con la expresion “"veces
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menos". El error se refleja en utilizar s6lo "menos"y restar, o interpretar "veces" y "menos" por
separado y multiplicar y restar. En este Gltimo han aparecido dos variantes: a) multiplicar el
escalar por si mismo y restar lo que resulta a la cantidad referente, y b) multiplicar la cantidad
referente por el escalar y restar de este resultado el referente.

Nivel 4. Los nifios de este nivel resuelven correctamente los problemas de
comparacion de referido desconocido, los de aumento y los de disminucion, independien-
temente de la expresion utilizada en su enunciado. Se caracterizan por fracasar en los
problemas de referente desconocido, bien parcial o totalmente. Superar este nivel requiere
resolver correctamente el problema de referente desconocido redactado con la expresion
"tantas veces como". El error asociado con el problema criterio es el de inversion de la
relacién, es decir, realizar con los datos la operacion inversa a la adecuada.

Tabla 8.2. Niveles de comprensién

Nivel ftem Criterio Caracteristicas

Nivel 1 R:Q1 Fracaso en todos los problemas
Error de "cambio de estructura”
94

Nivel 2 R4Q: Acierto en R;Q;

Fracaso en R4Q;

g7 Error distinto del

error de inversion en el item criterio

Nivel 3 R.Q; Acierto en los items criterio R1Q; y
R4Q1

.63 Fracaso en R,Q;

Error de cambio de

estructura o doble

estructura en el item criterio

Nivel 4 R3Q3 Acierto en los items criterio R;Q;,
R4Q:1Yy R2Q:

37 Fracaso en R3Qs

Error de inversién de la relacion en
el item criterio

Nivel 5 R.Q» Acierto en los items criterio R;1Q;,
R4Q1, R2Q1 Y R3Q3

.19 Fracaso en R,Q;

Error de cambio de

estructura en el item criterio

Nivel 6 Acierto en todos los items criterio
Exito en todos los
problemas

" Indice de dificultad del item criterio
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Nivel 5. Pertenecen a este nivel los nifios que resuelven correctamente los problemas
de comparacion de aumento y de disminucion de referido desconocido y de referente
desconocido. Fracasan parcial o totalmente en los problemas de escalar desconocido.
Superar este nivel exige tener éxito en el problema de escalar desconocido redactado con la
expresion "veces menos". El error asociado con el problema criterio es el cambio de
estructura, es decir, restar las dos cantidades en vez de dividirlas que es lo adecuado.

Nivel 6. Tienen este nivel los nifios que resuelven correctamente problemas de
comparacion de aumento y de disminucion de referido desconocido, de referente desconocido
y de escalar desconocido redactados con cualquiera de las cuatro expresiones. Cuando
resuelven el problema realizan una integracion del esquema de comparacion.

8.4. Implicaciones para los modelos teoricos

En el estudio del estado de la cuestion realizado en el capitulo dos hemos extractado
los principales enfoques tedricos que han surgido en el estudio de los problemas verbales de
estructura multiplicativa. Cada uno de ellos trata de identificar categorias distintas de
problemas y aunque algunas clasificaciones son paralelas, difieren en la esencia de las
clasificaciones.

Nesher subraya la importancia de continuar estos analisis tedricos

Si los investigadores en educacion matematica obtienen una teoria explicatoria
satisfactoria, serdn capaces de afectar el proceso de aprendizaje centrandose en los
principales obstaculos con los que los nifios se enfrentan en el aprendizaje de estos
problemas" (Nesher, 1988, p. 38)

El estudio que hemos realizado aporta algunos datos nuevos al respecto. Hemos puesto de
relieve que la dificultad de los problemas de comparacion es mayor que la de los otros
problemas incluidos en la categoria isomorfismo de medidas de Vergnaud o en la categoria
IXE'=E" de Schwartz. Nuestros resultados confirman la decisibn de Nesher (1988) y de
Hendrickson (1986) de considerar los problemas de comparacibn como categoria
independiente.

Dentro de la categoria de comparacion multiplicativa hemos hallado que las variables
"cantidad desconocida en el esquema de comparacion" y "término comparativo" utilizado para
expresar la comparacién son variables esenciales para predecir las producciones de los
alumnos de 5° y 6° de Ensefianza Primaria (10 a 12 afios de edad). Ambas variables han
tenido efecto significativo en la dificultad de los problemas de comparacion y en el tipo de
error que inducen en los nifios. Los resultados, tanto del estudio de las respuestas correctas
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como el de los errores, nos llevan a la conclusion de que en los problemas verbales de
estructura multiplicativa los nifios no se ajustan a un Unico modelo primitivo como sugiere el
trabajo de Fischbein y otros (1985). El modelo se ve afectado por las dos variables de tarea
gue hemos estudiado en problemas de comparacion. Las limitaciones de la teoria de los
modelos implicitos de Fischbein y otros (1985) ha sido puesta de manifiesto por Nesher
(1988) y Bell y otros (1989). La primera subraya la influencia de las palabras clave y la
practica instruccional, mientras que Bell y colaboradores subrayan la importancia del tipo de
nameros. A esto hay que afadir que la expresion linguistica utilizada y el tipo de cantidad
desconocida en el esquema subyacente al problema provocan que el nifio se retraiga hacia
distintos modelos primitivos mas basicos. No hay un s6lo modelo primitivo, como sugieren
Fischbein y colaboradores.

Nuestra investigacion ha puesto de manifiesto que los problemas de comparado
desconocido son los méas accesibles para los nifios. Sin embargo, la dificultad de un problema
de comparado desconocido se ha visto afectada significativamente por la forma verbal de
expresar la comparacion que a su vez interacciona con los colegios. Estos resultados apoyan
la conjetura de Nesher de que hay mas de un modelo intuitivo de las operaciones y que estos
modelos son el reflejo de claves linglisticas y de la instruccion escolar.

Los resultados que hemos obtenido confirman la hip6tesis de consistencia de Lewis y
Mayer (1987). Estos autores enuncian la hipéotesis de consistencia para problemas de
estructura aditiva y multiplicativa, pero es limitada puesto que: sélo consideran problemas de
referido desconocido, de referente desconocido y una sola formulacién en cada uno de estos
tipos de problemas. Nuestros resultados confirman esta hipétesis con varias expresiones
linguisticas, lo que hace pensar que la hipétesis de consistencia para problemas de
comparacion sea independiente de la expresién relacional utilizada.

8.5. Implicaciones para la ensefianza

Como sefialan Nesher y otros (1982, p. 393), los estudios como el que hemos
realizado tienen dos tipos generales de implicaciones didacticas. La primera, que el profesor
puede ser mas sensible a la secuencia de instruccion cuando comprende cuales son las
estructuras de conocimiento necesarias para resolver ciertos tipos de problemas, y puede
adaptar estrategias diferentes en ensefianza en los diferentes niveles. Segundo, este analisis
permite una mejor comprension de las dificultades y que los nifios encuentran en los
diferentes niveles de realizacion.

De nuestro estudio surgen implicaciones para la ensefianza tales como:

a) Problemas con la misma estructura y que difieren sélo en la forma de expresar la
comparacion difieren en dificultad. Esto indica que los alumnos de estos niveles no transfieren
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el conocimiento que tienen sobre una expresion relacional de comparacion a otra de
significado equivalente. Por tanto, se requiere una ensefianza explicita que conduzca a la
comprension de las distintas expresiones comparativas.

b) Problemas con la misma expresion de comparacion pero que difieren en el tipo de
cantidad desconocida en el esquema de comparacion varian grandemente en dificultad. Esto
pone de manifiesto que el alumno no comprende las relaciones subyacentes al esquema de
comparacion. Por tanto, es necesaria un tipo de enseflanza que haga explicita la relacion
estructural entre las cantidades en una comparacion.

¢) Muchas de las soluciones correctas dadas por los nifios no son producto de una
integracion coherente del problema, de una comprension global del problema. Son producto
de una comprension parcial que se limita al uso de palabras clave, tales como "veces" para la
multiplicacion. El profesor debe ser consciente de ello y ser capaz de detectar cuando una
solucién es producto de comprension parcial y cuando de comprension global. Los problemas
de referente desconocido son Utiles para valorar si la comprension del alumno es parcial o
global.

d) Los errores que cometen los nifios ponen de manifiesto las dificultades y obstaculos
gue deben vencer para progresar en su comprension de la comparacién. En nuestra
investigacion la comparacion aditiva se revela como un obstéculo para la comprension de los
problemas de comparacion multiplicativa de escalar desconocido.

e) Hay diferentes niveles de comprension en los nifios de 5° y 6° (10 a 12 afos de
edad). En el mismo aula pueden encontrarse desde el nifio con el nivel de comprensién mas
bajo, que interpreta todos los problemas de comparacién multiplicativa como de estructura
aditiva, hasta nifios con el nivel de comprensién mas alto en este tipo de problemas. Cada
nivel de comprension requiere un tratamiento especifico que le permita ascender a niveles
superiores.

8.6. Limitaciones de la investigacion

La muestra de nifios seleccionada ha sido intencional, esto limita la generalizacion de
nuestros resultados a nifios de otros medios como el rural, o a nifios con deficiencias. La
recoleccién de los datos de tipo transversal frente a una de tipo longitudinal limita la
aplicabilidad de nuestros hallazgos al estudio del desarrollo de la comprension de los nifios en
problemas verbales de comparacién multiplicativa.

Los problemas verbales utilizados en la investigacién limitan los resultados en varias
maneras. Los numeros utilizados ha sido s6lo numeros naturales relativamente pequefos.
Como han puesto de manifiesto Bell y colaboradores (1981, 1989) la introduccion de nimeros
decimales y particularmente decimales menores que la unidad afecta a la comprension de los
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problemas verbales de estructura multiplicativa. Por ello, hay que ser cautos a la hora de
generalizar los resultados que hemos obtenido a problemas con nUmeros decimales.

Aungque hemos utilizado problemas de estructura multiplicativa de varias categorias
semanticas, los resultados principales del estudio s6lo se han obtenido a partir de los
problemas de la categoria semantica de comparacion. Por tanto, los resultados no pueden
generalizase a otras categorias semanticas como "producto de medidas" o problemas de
proporcionalidad simple redactados con la expresiones "en cada" o "por".

8.7. Sugerencias para investigaciones futuras

Las limitaciones sefaladas en nuestro estudio, asi como las variables controladas
marcan las sugerencias para futuras investigaciones. Investigaciones con nifios del medio
rural y con nifios deficientes pueden complementar los resultados que hemos obtenido. Asi
mismo, se hace necesario realizar investigaciones complementarias sobre el efecto de las
variables controladas en los resultados obtenidos. Prioritariamente se deberian realizar
investigaciones sobre la comparacion con nifios mayores utilizando los problemas de escalar
desconocido y los de referente desconocido. También son necesarias investigaciones en las
gue se consideren el efecto de otras variables de tarea. Se deberia estudiar como influyen el
tipo de nimero (naturales, fraccionarios, decimales) y la naturaleza de las cantidades (discre-
ta, continua) sobre los resultados que hemos obtenido, tanto en el indice de dificultad de los
problemas, como en los tipos de errores que cometen los nifos.

Otro aspecto a tratar en futuras investigaciones es el andlisis conjunto de distintas
categorias semanticas de problemas de estructura multiplicativa en relacibn con los
problemas de comparacion, sobre todo con nifios de niveles superiores a los utilizados en
nuestro estudio.

Por ultimo, es necesario elaborar material didactico para el desarrollo de la
comprension de la comparacion multiplicativa y contrastarlo empiricamente.
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