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Problema y metodologia

CAPITULO 1

EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1.- Introduccion

Este trabajo de investigacion se ha realizado dentro del Programa de
Doctorado "Didéctica de la Matematica", del Departamento de Did4ctica de la
Matematica de la Universidad de Granada correspondiente al bienio 88-90. El
trabajo se sitia en la linea de investigacién Pensamiento Numérico que se
caracteriza porque "estudia los diferentes procesos cognitivos y culturales con
que los seres humanos asignan y comparten significados utilizando diferentes
estructuras numéricas. En concreto la elaboracion, codificacion 'y
comunicacion de sistemas simbdlicos, la organizacion, sistematizacion y
desarrollo de diferentes actividades cognitivas que surgen y encuentran un
modo de actuacidén en el marco de una estructura numérica." (Castro; 1994,
pag. 1)

Desde una perspectiva amplia, el marco conceptual en el que se sitia la
linea de investigacion Pensamiento Numérico tiene unas bases diversificadas,
entre las que destacamos:

"Esta linea de investigacion considera como nucleo para su reflexion el
campo de las matemdticas que comienza en la aritmética escolar y las
nociones bdasicas del numero, avanza por los sistemas numéricos superiores y
continda con el estudio sistemdtico de las relaciones numéricas." (Segovia;
1995, pag. 12)

Dentro de la linea mencionada uno de los principales tépicos de
investigacion trabaja sobre Patrones Numéricos y Regularidades Aritméticas.
Dentro de este tépico se ha llevado a cabo un estudio sobre series de nimeros
naturales, que culminé con la presentacion de la Memoria de Tercer Ciclo
"Series numéricas y razonamiento inductivo" (Ortiz,1993). Esta Tesis
Doctoral es la continuacion de dicho trabajo.

Con esta investigacion se pretende ampliar nuestro conocimiento sobre
los procesos cognitivos del razonamiento inductivo. El objeto inicial y mas
general de la investigacion es la relacion entre los procesos de
razonamiento inductivo en los sujetos y la construccion-aprendizaje de la
aritmética del nimero natural.

La importancia del razonamiento en matemadticas es incuestionable, y, de
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ahi el interés por desarrollar la capacidad de razonamiento inductivo en el
estudiante. Sin embargo, es sorprendente el poco eco del tema en Educacion
Matematica como objeto de investigacion. Realizadas las busquedas
bibliograficas y documentales por los medios habituales, nos hemos
encontrado con una escasez de referencias, y, ante la importancia del tema,
hemos considerado oportuno realizar esta investigacion. Para nosotros ha sido
un reto importante ya que no disponiamos de antecedentes; una vez
desarrollado el trabajo estamos en el dnimo de una aceptacién de futuras
replicaciones, modificaciones y ampliaciones del planteamiento tedrico, de los
resultados empiricos obtenidos y de su interpretacion.

Al comienzo nos situamos en una perspectiva generalista para,
posteriormente, ir perfilando un marco tedérico que nos posibilitara una
cuestion central y su posible contrastaciéon empirica. La metodologia cientifica
adoptada nos ha permitido establecer conjeturas e hipdtesis para indagar en
una fase empirica posterior. En el ambito de la Educacion Matematica el
método seguido lo denominamos Anélisis Didéctico:

"Denominamos Analisis Didactico de un tépico o contenido
especifico en Educacion Matematica al procedimiento
metodoldgico global que integra y relaciona, siguiendo un
proceso secuenciado y de acuerdo con los criterios del meta-
analisis cualitativo, informaciones relacionadas con el objeto de
estudio y procedentes de fuentes diversas en torno a diferentes
areas de investigacion en Educacion Matematica" (Gonzalez
1995, pag. 59)

Previo a la realizacién del Andlisis Didéctico, debido a la generalidad
planteada y a la ausencia de datos empiricos, nos hemos visto obligados a
realizar indagaciones en diversos campos afines asi como un analisis
exploratorio en una muestra intencional, los cuales constituyen los
antecedentes de esta Tesis Doctoral. Los anélisis tedricos, junto a una parte de
los resultados del estudio exploratorio, estdn recogidos y publicados en la
Memoria de Tercer Ciclo (Ortiz, 1993). Otra parte de resultados del estudio
exploratorio constituyen el capitulo 3 de esta Tesis Doctoral.

En este capitulo se exponen los antecedentes del trabajo realizado,
presentando una breve sintesis de los aspectos bésicos de la Memoria de
Tercer Ciclo (Ortiz, 1993), se delimita el drea problemadtica y se caracteriza
formalmente el problema de investigacion. Asi mismo se plantean los
objetivos y las hipdtesis de la investigacion.

Ortiz Comas, A.
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1.2.- Antecedentes

Tal y como hemos expuesto anteriormente, los antecedentes estan
recogidos en la Memoria de Tercer Ciclo (Ortiz, 1993). En dicha memoria
podemos diferenciar tres partes: una primera de fundamentos, con la intencidon
de delimitar dentro de la mixima extensién posible un marco tedrico; una
segunda circunscrita al andlisis de las series de nimeros naturales y de tareas
escolares con series, y una tercera consistente en un estudio exploratorio en
una muestra de 287 alumnos de cuarto, quinto y sexto de Educacién General
Basica (E.G.B.) (8-11 afos), realizada el curso 91-92.

1.2.1.- Fundamentos: Marco teorico

Se han realizado tres tipos de andlisis:
a) Analisis epistemologico de la Induccion.

El objeto de este andlisis fue la bisqueda de modelos inductivos que
sirvieran para plantear hipdtesis e interpretar resultados de una fase
empirica. No se pretendia realizar un desarrollo formal de la induccion,
sino buscar distintos modelos, esquemas, interpretaciones o
teorizaciones, de lo que se ha entendido y se entiende por induccion.
Encontrar unos esquemas y lineamientos bdsicos que nos posibilitaran
elaborar una rejilla de observacion experimental sobre la induccion.

b) Anélisis psicoldgico de la Induccion.

Se han tenido en cuenta dos aspectos bdsicos: tipos de
investigaciones realizadas en relacién a la induccién, su naturaleza e
interpretacion y los instrumentos de observacion y experimentacion
utilizados.

c) Andlisis de las investigaciones realizadas sobre Induccién en
Educacion Matematica.

Se ha realizado en este punto un estudio de las investigaciones
relacionadas con la induccion y las series numéricas, con especial
atencion hacia los tipos y objetivos planteados en ellas. En el estudio se
analiza la utilizacién de las series numéricas en Educacion Matemética.
Esta informacioén, junto a la obtenida con el estudio psicolégico, permite

Induccion numérica en Educacion Primaria
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establecer un nuevo enfoque sobre la utilizacién de las series numéricas
en Educacion Matematica.

Las aportaciones generales de los andlisis anteriores quedan resumidas en
los siguientes apartados, remitiéndonos al capitulo 1 de la Memoria
mencionada para una informacién mds completa:

Aportaciones de la Epistemologia

a) Interpretaciones generales de la induccion

En el proceso de ensefianza aprendizaje de la matemadtica
encontramos fenomenos inductivos, tales como las falsas
generalizaciones que se realizan a partir de comprobaciones
particulares, provocando en los alumnos la aparicion de
conclusiones y creencias erréneas. De acuerdo con Russell (1912),
dichas generalizaciones se deben a asociaciones o habitos
adquiridos indebidamente. Para evitar estos errores es necesario
hacer un buen uso de la induccién en la construccion del
conocimiento matemadtico, tal y como plantea Lakatos (1978) en lo
relativo al papel de la induccién en el proceso de construccion de la
matematica en su primera etapa, es decir, en la etapa del
descubrimiento.

b) Interpretaciones empiricas
Uno de los problemas metodolégicos fundamentales en las Ciencias
Experimentales, reside en la busqueda del maximo rigor en los
procesos de investigacion, desde la recogida de informacién hasta la
obtencién de conclusiones, pasando por la organizacién de los datos
y el establecimiento de relaciones entre ellos. Desde una perspectiva
historica del hacer cientifico, el primer intento de considerar
patrones a seguir en la investigacion fue debido a Bacon (1620),
cuyo método inductivo se resume en las tablas de ausencia,
presencia y grados. Casi dos siglos después, con el auge de la
Logica, se intentd construir una Ldgica Inductiva, destacando los
trabajos de J. S. Mill (1843), quien desde la logistica establecid
cinco métodos para la investigaciéon empirica, a los que denomind
“métodos eliminativos de induccién”. No todos los autores estan de
acuerdo en la posible existencia de reglas inductivas para pasar de
los datos a las hipétesis o teorias. Asi, Hempel (1965), plantea que
las reglas de induccion han de ser concebidas en analogia con las
reglas de deduccién, como cdnones de validacion mds que de
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descubrimiento. Para este autor no se llega al conocimiento
aplicando un procedimiento inductivo de inferencia, sino mas bien
mediante el llamado "método de las hipdtesis", consistente en
postular  sucesivas hipdtesis que se puedan contrastar
empiricamente. Un planteamiento importante para nuestra
investigacion es el trabajo a Chalmers (1976), para quien la
credibilidad cientifica es un hecho psicolégico. Es notoria su postura
que se puede resumir en la frase: “todo resultado inductivo esta
dentro de una teoria en la que dicho resultado queda definido”.

¢) Modelos l6gicos

Bajo el epigrafe “modelos légicos” agrupamos algunas
interpretaciones de la silogistica que son modelos de patrones
inductivos de razonamiento. Es de especial interés la sintesis
integradora de los tres aspectos bdsicos: deduccidn, induccidn e
hipétesis, llevada a cabo por Peirce (1901, 1903, 1910, 1918). Por
otra parte son clarificadoras las ideas de Stebbing (1967), para
distinguir entre las inferencias causales y las inferencias légicas.

d) Modelo probabilistico

El avance de la probabilidad y su aplicacién al estudio de la
credibilidad de las inferencias inductivas, ha abierto la busqueda de
modelos matemadticos para determinar el grado de confirmacién de
dichas inferencias. Pero no es este el sentido de nuestra revision del
modelo; antes bien se ha pretendido analizar su influencia en nuevas
interpretaciones de la induccién, como es el caso de Jevons (1873),
que a partir del método inverso de las probabilidades llega a
considerar la induccién como método inverso de la deduccion.

Aportaciones de la matematica

La importancia de la induccién y del razonamiento inductivo en
matematicas es incuestionable, lo que conduce a la necesidad de
analizar e interpretar el papel que juega el razonamiento inductivo
en la construcciéon de la Matemadtica por parte del matemadtico
profesional y cudl es su importancia en el aprendizaje matemaético.
Para el primer punto hemos indagado la relacion existente entre la
induccion y la naturaleza del razonamiento matemadtico, con dos
intenciones distintas:

a) Desde la interpretacion de la investigacion matematica.

b) De la propia naturaleza del razonamiento matematico.

Induccion numérica en Educacion Primaria
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A nivel de la investigacion, nos remitimos nuevamente a las ideas de
Lakatos (1978), que considera fundamental el papel de la induccion
en una primera fase de la investigacién matemadtica. Segln este
autor, es frecuente que el estudio de hechos de bajo nivel sirva de
trampolin para los programas de investigacion.

Desde nuestra segunda intencion destacamos la obra de Poincaré
(1902), para quien la naturaleza del razonamiento matemaético
participa de la naturaleza del razonamiento inductivo, y que por eso
es fecundo.

Desde un punto de vista del aprendizaje Polya (1953), relaciona la
induccion con la analogia, considerando a ésta como semejanza,
proporcién u otro tipo de relacién matematica entre objeto u entes
matematicos. Es una concepcion intuitiva matemadtica de la induccion.
Llega a establecer modelos o patrones organizados de razonamiento
plausible

El inductivismo aritmético es una corriente epistemoldgica y
matemaética que ha considerado el origen inductivo del nimero natural y
por tanto, de la aritmética. Entre los autores que postularon el origen
inductivo de la aritmética se encontraban Mill (1843) y Jevons (1873).
Sus planteamientos han tenido una gran influencia en la aritmética
escolar, que llegan hasta nuestros dias.

Otra corriente epistemoldgica de gran repercusion en la ensefianza
aprendizaje de la aritmética del nimero natural es el convencionalismo
aritmético, que considera suficiente la secuencia verbal de los nimeros
naturales para la construcciéon de toda la aritmética. No se postula el

origen del nimero natural. El autor que inici6 esta corriente fue
Helmbholtz (1887).

Aportaciones de la Psicologia

a) Aportaciones de la Psicologia Cognitiva

La mayor parte de los trabajos de investigacion consultados en
Psicologia Cognitiva sobre induccién, estdn relacionados con el
aprendizaje de conceptos. Imperan basicamente dos modelos
interpretativos del razonamiento inductivo: El asociacionismo y el
razonamiento analdgico. Las investigaciones y trabajos consultados
se pueden agrupar en los siguientes apartados y referencias
significativas:
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- La induccién como una capacidad (Pellegrino (1976))
- Andlisis de procesos cognitivos (Holtzman (1983))

- Elaboracion de la informacion (Sternberg (1986))

- Errores del razonamiento inductivo (Ross (1981))

b) Aportaciones del constructivismo piagetiano
Hemos distinguido dos interpretaciones:
- La induccién como instrumento intelectual (Piaget (1955),
Oleron (1963))
- La inducciéon como generalizacion de estructuras (Sastre y
Moreno (1983))

En cuanto a la utilizacion de series como soporte de las
investigaciones anteriores, podemos decir que es un hecho
frecuente, pero con una finalidad muy distinta a la que se pretende
en esta memoria de investigacion. Para la investigacion psicologica
las series de nimeros, letras, figuras, etc., son una herramienta mas
de investigacion, no formando parte en los andlisis de resultados. No
consideran variables numéricas o algebraicas a la hora de
seleccionar las series a utilizar y tampoco su relacion con el
curriculo escolar o el aprendizaje. Por ello podemos ver claramente
la existencia de un espacio de investigacion propio de la Educacion
Matematica.

Aportaciones de la Educacion Matematica

La informacién consultada la hemos organizado en los siguientes
bloques:

a) Investigaciones educativas sobre el método de induccion completa.

Los autores de las publicaciones consultadas han sido: Avital (1972),
Macarow (1972), Malcom (1974), Pinker (1976), Hirsch (1976),
Fischbein (1989), Higgins (1990). El objetivo de sus investigaciones se
centra en el andlisis de los procedimientos matematicos utilizados por
alumnos de secundaria en sus intentos de obtener el término general de
una sucesion de nimeros naturales y su validacion mediante el método de
induccion completa. No se dan interpretaciones subyacentes de los
distintos procedimientos o de los errores observados, les falta una teoria
o modelo explicativo e interpretativo de los resultados. Podemos decir
que son estudios puntuales, que plantean la importancia de la induccién
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en educacién secundaria y, por tanto, el seguir investigando en este
campo.

Por contra destacar la publicacién de Dubinsky (1986), que propone
como soporte de la justificacion del método de induccién completa la
regla de inferencia del Modus Ponens, estableciendo asi un puente con
las interpretaciones légicas del razonamiento inductivo.

b) Modelos geométricos

En principio tan solo hemos localizado trabajos didacticos 'y
metodolégicos entre los que podemos destacar el de Wiscamb (1970),
consistente en una propuesta diddctica muy elaborada para reconducir a
los alumnos a partir de construcciones geométricas a la obtencion de
series numéricas que luego se generalizan obteniendo su término general.
En el apartado 1.2.4, dedicado a otros antecedentes se incluye una
referencia a un estudio reciente (Castro, 1994), posterior a la revision que
estamos exponiendo.

¢) Educacion Matematica y cognicion

Dentro del paradigma cognitivo hemos de destacar las investigaciones de
Lee (1982) y Ropo (1987). Para este ultimo hay desconocimiento de las
estructuras cognitivas que posibilitan un buen desarrollo de las
estrategias inductivas, dejando abierto el problema de investigacion del
andlisis de como se desarrollan y cual es su influencia en el aprendizaje.
Plantea la parcialidad de las taxonomias de estrategias inductivas
utilizadas en las investigaciones.

1.2.2.- Las series numéricas en el contexto de la aritmética del namero
natural

En la segunda parte de la Memoria de Tercer Ciclo (Ortiz, 1993) se
realiza un analisis metdédico de las series elementales, estudiando sus
caracteristicas 16gico-matemaéticas para organizar y determinar el conjunto de
las series y tareas del estudio exploratorio. Para este primer anélisis se
consideraron propiedades aritméticas, logicas y sintacticas, ya que los
criterios que determinan una serie pueden basarse en las operaciones
aritméticas, en una propiedad comin a todos los numeros de la serie (pares,
impares, etc.) o en la sintdxis de nuestro sistema de representacion numérica
(afiadir un 1 por la derecha, etc.).

Estos resultados llevan a considerar dos vias para determinar el criterio
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de una serie: Una procedimental, de tipo recurrente, a partir del primer
término y la diferencia o razén; y otra conceptual, que es aplicable en ciertos
casos y consiste en obtener una clase ordenada de numeros naturales
detectando una propiedad comun, que se puede expresar mediante una ley.

Ademads se consideran habilidades y destrezas numéricas que posibilitan
determinar en ciertos casos el criterio de una serie, como contar de n en n, o la
relacion doble-mitad.

Los casos mencionados se consideran como las estrategias bdsicas en
tareas con series numeéricas elementales, es decir, series de nimeros naturales.

En base al estudio anterior se determind un conjunto de series
elementales con numeros naturales, al que se circunscribid el estudio
exploratorio:

a) Solo se consideraran series crecientes o decrecientes, de acuerdo
con el orden natural y en las que las transformaciones sean de
operador constante, ya sea este aditivo o multiplicativo
(progresiones aritméticas o geométricas)

b) No se considera la continuacion indefinida, limitandonos en lo
posible a nimeros pequeios. En todos los casos el término menor
estara en la primera decena

¢) En las series aditivas-sustractivas (progresiones aritméticas) la
diferencia ha de ser menor que 20

d) Para las series multiplicativas y partitivas (progresiones
geométricas) solo consideramos las razones 2, 3,4y 5

Aplicando las restricciones anteriores resultaron 154 progresiones
aritméticas y 26 geométricas, que determinaron el universo de series a tener en
cuenta para las tareas del estudio exploratorio.

Se realiza un andlisis tedrico de tareas posibles, llegando a la conclusién
de considerar la continuacion de series como la tarea a proponer a los
alumnos: conocidos los cuatro primeros términos de una serie, determinar los
dos siguientes.

1.2.3.- Resultados del estudio exploratorio

El estudio exploratorio tenia por objetivo comprobar que las tareas de
continuar series numéricas constituyen un buen instrumento para detectar
diferencias tanto individuales como por niveles educativos en competencias
inductivas en el campo numérico y consistié en la realizacion de una prueba,

Induccion numérica en Educacion Primaria




10 Capitulo 1.- El problema de investigacion

con alumnos en el segmento de 9 a 12 afios de edad; la prueba constaba de 16
tareas de continuar series, categorizadas en cuatro bloques de acuerdo con las
operaciones de la aritmética elemental. (Anexo 1.1)

1.2.3.1.- Dominio del modelo aditivo

Mediante el estadistico chi-Cuadrado se contrasté la hipétesis:

Ho: No existe relaciéon o dependencia entre las respuestas al item y
las distintas edades

y la alternativa

Hi: Existe relacion o dependencia entre las respuestas al item y las
distintas edades

De los valores obtenidos para el estadistico con su grado de significacion
en los dieciséis items, se desprende que las diferencias por la edad son
significativas en los items multiplicativos, lo que confirma un dominio del
modelo aditivo respecto del multiplicativo en los nifos estudiados, asi como
que la edad es un factor importante a tener en cuenta.

Estos resultados han sido confirmados mediante andlisis factorial con dos
factores, resultando una dualidad perfecta entre los modelos aditivos y el
multiplicativo; se pueden ver los resultados del andlisis factorial en el Anexo
1.2.

La significacion intelectual de estos resultados se ha obtenido a partir de
las respuestas verbales: Los nifios de los niveles inferiores utilizan
estrategias aditivas en sus intentos de resolver las series multiplicativas.
(Es lo que denominamos dominio del modelo aditivo)

El hecho es significativo ya que de acuerdo con los cursos a los que
pertenecen los nifios, todos dominan las cuatro operaciones bdsicas de la
aritmética.

1.2.3.2.- Obtencion de una escala acumulativa de Mokken

El modelo probabilistico de Mokken estd concebido para items
puntuables dicotomicamente, permitiendo ordenar, tanto a los items como a
los sujetos. El que un sujeto haya respondido adecuadamente un item de la
escala presupone, con un alto grado de fiabilidad, que ha respondido
adecuadamente los anteriores.
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Un hallazgo del estudio fue probar que los items correspondiente a las
series:

0, 6, 12, 18, ...
40, 32, 24, 16, ...
2, 6,18, 54, ...
243, 81, 27, 9, ...

constituyen una escala acumulativa de Mokken.

1.2.3.3.- Efecto tope

En las pruebas preliminares a las del estudio piloto, nos encontramos con
un resultado erréneo que se reproduce en alumnos de distintos colegios y
cursos. Este error se ha presentado en algunas series en las que el dltimo
término a calcular debia ser uno: En series en las que el dltimo término a
calcular era 1, gran parte de los alumnos daban por respuesta 0. En concreto,
en la tarea de continuar la serie:

32,16, 8,4, .,
los alumnos aludidos escribian 2, 0 en las casillas correspondientes.

En el estudio exploratorio, la serie de la tarea X12 presentaba ésta
peculiaridad:
243,81,27,9,
La distribucién de los alumnos por cursos que han presentado el efecto la
podemos observar en la siguiente tabla:

40 50 60

9 10 10

En total han sido 29 casos, lo que representa un 18,01% de los que han
contestado la tarea. De acuerdo con las respuestas y célculos realizados,
podemos concluir que éste efecto se produce en alumnos con estrategias
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multiplicativas, ya que solo tres han manifestado algtin aspecto aditivo en sus
respuestas.

La conceptualizacion del "efecto tope" a la que hemos llegado ha sido la
siguiente:

"Dada la tarea de continuar una serie partitiva en la que el
altimo elemento a determinar es 1, diremos que en un alumno se
ha producido el efecto tope, si al obtener este término, le asigna
el valor 0, habiendo calculado adecuadamente el término
anterior asi como la regla partitiva correspondiente"

Hemos relacionado el efecto tope con el el principio psicolégico de
"extremo-ancla". Segiin Wason (1981, Pag. 136), en los problemas de "series
de tres términos" o "silogismos lineales" (entendiendo por dichos problemas el
estudio 16gico de las respuestas que dan los individuos a problemas de
inferencia silogistica con dos premisas, cada una de las cuales estd compuesta
por términos comparativos), el problema fundamental al hacer una inferencia
relacional es establecer una representacion interna de las premisas. En la
solucién de una serie el paso crucial consiste en combinar las interpretaciones
de las premisas en una representacion unitaria, que consiste en una imagen
visual de una disposicion horizontal o vertical en la cual los términos estan en
su posicién apropiada. Hay dos principios que gobiernan la construccién de
las disposiciones. En primer lugar, hay una preferencia natural por construir
disposiciones horizontales que funcionan de izquierda a derecha, y por
construir disposiciones verticales que comienzan por arriba y van hacia abajo.
En segundo lugar, una premisa es méas facil de representar en la disposicién si
su primer término es un "extremo ancla" (Extremo bueno o malo de una escala
de valores, etc.).

En nuestro caso las premisas son las comparaciones que puede establecer
el nifio a la hora de determinar la regla. Si las establece segun el orden de los
términos conocidos, obtendrd la disposicién correspondiente para razonar e
inferir la regla y los términos a calcular. En una serie cuyos elementos sean las
potencias sucesivas de un nimero la unidad es el "extremo-ancla" y en los
casos de los mdltiplos de un nimero asi como en la serie descendente en el
contar el "extremo-ancla" es el cero. Cuando se produce el "efecto tope" se
produce un efecto contaminador entre los extremos anclas multiplicativo,
aditivo y de la serie numérica.

1.2.4.- Otros antecedentes
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Queremos destacar dos trabajos que no estin incluidos en la Memoria de
Tercer Ciclo.

Un estudio cientifico en profundidad y generalidad respecto a las
configuraciones puntuales es la investigacién de Castro (1995). A diferencia
de los trabajos anteriores hay un soporte mental que subyase a la hora de
interpretar el significado de la representacion puntual que es el de
visualizacion. Por lo tanto es un trabajo interpretativo ademds de descriptivo.
En relacién con nuestro trabajo y en concreto en el tema de las sucesiones y
su tratamiento curricular, hace ver que las representaciones gréaficas no se
utilizan para interpretar las sucesiones y demuestra experimentalmente que las
representaciones puntuales para expresar relaciones y propiedades numéricas
proporcionan un modelo intuitivo para el desarrollo del Pensamiento
Numérico. Relaciona el tema con la cognicién a través de la habilidad
matematica. Destaca la importancia del uso de patrones en la ensefianza
escolar por dos hechos relevantes: en el mundo en que vivimos abundan los
patrones y regularidades y por ser frecuentes en matemadticas, lo que ayuda a
la comprension intuitiva de expresiones y relaciones que se pueden usar en
estudios posteriores de matematicas.

"Un cierto punto de vista considera la Matematica como la
ciencia que estudia las regularidades, que trabaja sobre
patrones. Analizar y observar patrones, desarrollar nuevas
formas; establecer conexiones entre diferentes formas vy
transformar unas en otras, son actividades propias de la
matematica." (Castro, 1994, pag. 23)

Una publicacién de Carpenter (1980), en la que plantea la importancia de
los estudios de desarrollo de un concepto en el transcurso del aprendizaje,
explicando aspectos metodoldgicos y de fundamentos, que hemos retomado
para interpretar nuestro trabajo y orientar nuestra metodologia.

1.3.- El problema de investigacion

Debido a que nos interesa la relacion entre el funcionamiento de los
procesos de razonamiento inductivo en los sujetos con la construccion-
aprendizaje de la aritmética elemental, centramos nuestro trabajo en
Educacion Primaria que es el periodo escolar en el que los nifios aprenden y
estudian la estructura aditiva y la estructura multiplicativa del conjunto de los
nimeros naturales. Nos hemos planteado investigar con una muestra de
alumnos que abarque todos los niveles de la Educacién Primaria. Pretendemos
realizar un estudio transversal con la intencion de construir y validar un
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modelo que explique y justifique la evolucion de las estrategias inductivas con
nimeros naturales por parte de los nifios de la muestra elegida.

En este estudio entendemos por serie numérica: conjunto de nimeros
naturales generado por una regla aritmética que posibilita a partir del primer
elemento o término, obtener todos los siguientes y en particular, a partir de un
término obtener el siguiente.

1.3.1.- Primera aproximacion

Como consecuencia de la realizaciéon de los estudios, andlisis y
reflexiones anteriores, asi como de los resultados en las incursiones realizadas
se llega a la conclusion de considerar las series de niimeros naturales como
el soporte y contenido mds adecuado para la seleccion de unas tareas mediante
las que discriminar a los nifios en cuanto a sus capacidades inductivas en
aritmética, ya que:

Las sucesiones y series son uno de los tdpicos en relacién mads
directa con la induccion dentro de las Matematicas elementales.

En las investigaciones psicoldgicas se ve la importancia de las tareas
con series numéricas para interpretar la capacidad de razonamiento
inductivo en los individuos.

En los niveles educativos sobre los que hemos centrado nuestra
investigacion (Educacion Primaria) las series no se consideran en
los curricula como tema especifico de trabajo y, por tanto, no son un
contenido habitual, lo que es importante ya que evitamos la
aplicacion algoritmica basada en posibles adiestramientos,
obligando al alumno a realizar verdaderas inferencias inductivas.

La primera serie numérica que el nifio domina y que se encuentra
implicita en la acion de contar es la serie de los niimeros naturales. A partir de
aqui hay un proceso de desdoblamiento en subseries mediante el conteo de
dos en dos, tres en tres, etc., que posibilita la construccion de nuevas series.
Segtin los estudios realizados en la Memoria de Tercer Ciclo (Ortiz, 1993), la
accion de contar perdura como proceso reconstructivo hasta edades bastante
avanzadas, razon por la cual nifios de 10 o mas afos interpretan las series
numeéricas a partir de la secuencia verbal y no dan una explicacion aritmética.

Con el desarrollo de las transformaciones y operaciones en la
representacion mental de cardcter cognitivo (Vergnaud, 1977; Piaget, 1964,
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1974, 1980) las series se interpretan como concatenaciones de estados y
transformaciones. En las series numéricas, los estados se relacionan con los
numeros y las transformaciones con las operaciones elementales, lo que hace
posible determinar el criterio o regularidad aplicando dichos conceptos.

Por tanto, podemos centrar nuestro problema de investigacion como
sigue:

El problema de investigacion esta enmarcado en el estudio de los
conocimientos, procesos y estructuras cognitivas que posibilitan al
nino de Educacion Primaria el descubrimiento de regularidades
numéricas y, en particular, de aquellas regularidades que definen
series numéricas y que se determinan utilizando las operaciones de la
aritmética elemental

Entendiendo por razonamiento inductivo numérico:

razonamiento en el que intervienen:

1) procesos mentales, logicos o aritméticos, implicitos en la
realizacion de inferencias o generalizaciones inductivas en series
numéricas;

2) los conceptos y propiedades del niimero que se utili-zan en
dichos procesos.

podemos definir nuestro problema de investigacion como:

Un estudio que pretende explicar y describir el desarro-llo del
razonamiento inductivo numérico en Educacion Pri-maria.

1.3.2.- Origen del problema

El origen del problema de investigacion lo podemos situar en la
construccion escolar de las nociones de la aritmética del nimero natural. Al
observar el curriculum escolar vemos que hay un predominio de
planteamientos inductivos en la enseflanza aprendizaje de la aritmética
elemental:

-La aritmética se presenta al nifio con cierto orden y armonia,
procurando seguir unos patrones tanto en el contenido como en la
presentacion y secuenciacion de los distintos temas: Introduccion,
desarrollo y ejercicios.
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-Para llegar a los conceptos y procedimientos es usual utilizar el
paso de particulares a generales .

-Las propiedades numéricas se transmiten mediante reiteracion
desarrollando en los nifios unos habitos inductivos no justidicados.

-Igualmente, las propiedades de las operaciones se justifican
mediante comprobacidn en casos particulares, siguiendo un método mas
propio de las ciencias experimentales.

En el curriculo de matematicas el método deductivo no se trabaja antes
de los doce afios y, por tanto, la mayor parte del aprendizaje de la Matemadtica
Elemental estd condicionada a los argumentos inductivos utilizados por los
alumnos. Asi, si el nifio no utiliza la induccién como procedimiento,
dificilmente podrd asimilar y acomodar en sus experiencias anteriores los
saberes que se le intentan transmitir.

1.4.- Supuestos sobre el aprendizaje de las matematicas en esta
investigacion

Para una mejor comprension e interpretacion del presente trabajo de
investigacion exponemos en este apartado algunas ideas relativas al
aprendizaje de las matemadticas, que estdn en la base de esta investigacion.

Estas ideas estdn influenciadas, fundamentalmente, por: la teoria de las
formas conceptuales de Stegmiiller (1979); naturaleza y métodos de la
epistemologia genética de Piaget (1979) y algunas consideraciones en
psicologia cognitiva desde un paradigma mediacional (Mayer,1981, 1983;
Sternberg, 1986) y del desarrollo evolutivo segtn Piaget.

1.4.1 Supuestos generales.

Los supuestos generales son los siguientes:

-El desarrollo del curriculum ha de adaptarse a las posibilidades
conceptuales, cognitivas, sociales y culturales de los alumnos.

-El nifio presenta una mente en desarrollo: Las relaciones que un
nifio pueda establecer estdn condicionadas por su sistema conceptual y
por la variedad de opciones que le posibilitan sus esquemas cognitivos
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- Los conceptos estin determinados por los referentes que se
utilizan en su interpretacion y, por tanto, dependen de los sistemas
conceptuales

-El conocimiento no siempre es acumulativo: El avance del
conocimiento no siempre consiste en acumular nuevos conceptos en un
sistema conceptual determinado sino, principalmente, en la modificacion
y evolucion del mismo

- EI conocimiento matematico se construye, no se aprende. En esta
construccién es tan importante la informacion recibida como los aportes
del sujeto. Nuestra posicidon constructivista no es, por supuesto, radical
ya que estamos dentro de un constructivismo psicologico (Piaget) y
matematico (Poincaré, 1902; Polya, 1953)

- Lo que un alumno es capaz de construir en matematicas esta
mediatizado por el aprendizaje recibido

- Desde una perspectiva ética, todo planteamiento en Didactica de la
Matematica debe preservar la autonomia intelectual de los alumnos; ésto
significa una adaptacion a sus sistemas conceptuales, creencias
socioculturales y cognicion

- Psicologicamente nuestros planteamientos estdn en un paradigma
mediacional: Entre el estimulo y la respuesta hay procesos intermedios

- Las teorfas y modelos sobre como pensamos, aprendemos y
construimos estdn determinadas por los instrumentos, conceptos
cientificos y por las intenciones que prevalecen en su construccion. Los
cambios paradigmaticos provocan cambios cientificos que modifican el
enfoque, alcance y los logros de nuevas teorias

- El aprendizaje de la matemadtica no escapa a las consideraciones
anteriores.

- Hay diferentes tipos de verdades (Hessen, 1925). Las verdades en
Educacién Matematica son verdades contingentes y no necesarias

Estos planteamientos estin dentro de un constructivismo psicolégico,

matemaético y diddctico, postulando que el aprendizaje en matemadticas esta
condicionado por:
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a) esquemas y estructuras mentales subyacentes al propio saber y que el
conocimiento de su desarrollo debe ser util para una mejor adaptacién
curricular de la matematica elemental;

b) los conceptos que dispone un alumno condicionan lo que puede
aprender o construir sobre los mismos;

¢) la ensefianza recibida determina la manera de entender y acceder al
saber.

1.4.2- Supuestos de partida

Un supuesto inicial de nuestro trabajo es que hay mas de un factor a
tener en cuenta en la construccion del conocimiento numérico.

Hemos planteado los siguientes:

- En la construccion del conocimiento aritmético del nimero natural
la induccién juega un papel relevante

- Dentro de un contexto sociocultural determinado, las relaciones
aritméticas que el nifio pueda establecer dependerdn de al menos cuatro
componentes bésicas:

a) Sus capacidades y habilidades cognitivas

b) Los conceptos y procedimientos aritméticos que disponga asi

como la estructura de los mismos

¢) La nociéon de numero natural que se le ha transmitido y su

fundamentacién epistemoldgica

d) Los contextos, situaciones y problemas, asi como las rutinas que

caracterizan el marco curricular establecido

1.5.- Area problematica

De acuerdo con el marco tedrico hemos indagado las relaciones entre las
diferentes dreas implicadas y nuestro problema de investigacién. En este
apartado presentamos una caracterizacion del drea problematica a partir de las
relaciones de nuestro objetivo inicial y las indagaciones realizadas.
Pretendemos localizar, en relacion a distintos contextos cientificos, el campo
en el que definimos nuestro problema de investigacion.

El presente trabajo tiene que ver con el razonamiento. Sin lugar a dudas
el razonamiento ha sido en su totalidad algo muy valorado, tradicionalmente y
en la actualidad, como necesario y fundamental en el aprendizaje de la
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matemaética. La facultad de razonar posibilita una construccién adecuada de la
matematica.

Béasicamente, en Matemdticas se consideran dos tipos de razonamiento:
Inductivo y Deductivo.

Nuestro trabajo estd enmarcado dentro del razonamiento inductivo. Para
su interpretacion y conceptualizacion es necesario hacer referencias a la l6gica
y a las matematicas. Figura 1.1

MATEMATICAS

LOGICA MATEMATICA LOGICA

INFERENCIAS
INDUCTIVAS

EN MATEMATICAS

RAZONAMIENTO INDUCTIVO

Figura 1.1. Inferencias inductivas dentro de la l6gica y la matemética

La l6gica intenta formalizar el razonamiento inductivo y nos propone
modelos de razonamiento formalmente vdlidos. Se dan reglas de inferencias y
se analizan modelos concretos de inferencias inductivas.

En la matemadtica estdn los conceptos y procedimientos soportes de las
inferencias a considerar. En nuestro caso nos restringimos a la aritmética del
numero natural. En concreto a inferencias inductivas en aritmética. La
investigacion trata de patrones y regularidades en series de nimeros naturales
en la aritmética escolar. Figura 1.2
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NUMERO NATURAL

PATRONES Y REGULARIDADES
EN SERIES DE NUMEROS
NATURALES

INFERENCIAS INDUCTIVAS EN ARITMETI CA

Figura 1.2. Contexto aritmético del problema de investigacion: Patrones y regularidades en
series de ndmeros naturales

La interpretacion de una serie de numeros naturales comienza por el
conocimiento del nimero natural y queda determinada por la naturaleza de
dichos numeros

Basandonos por tanto en la naturaleza del razonamiento inductivo y del
nimero natural determinamos nuestro dmbito de actuacion didéctica para
investigar.

El descubrimiento del patrén de una serie de nimeros naturales puede
estar basado en la aritmética del nimero natural, en posibles representaciones,
tanto graficas como simbdlicas, y en la sintaxis de nuestro sistema posicional.
Figura 1.3
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ASPECTOS SINTACTICOS

ASPECTOS ESPACIALES

INTERPRETACION

DE PATRONES EN
SERIES DE NUMEROS
NATURALES

ASPECTOS ARITMETICOS

ASPECTOS REPRESENTACIONALES

Figura 1.3. Aspectos que interaccionan en el descubrimiento de patrones aritméticos

Desde la perspectiva del aprendizaje consideramos muy importantes los
elementos curriculares, la capacidad de aprender del alumno y los métodos de
ensenanza.

Desde el aprendizaje son importantes la memorizacion de hechos y
resultados en la serie natural, la accién de contar, estrategias de calculo mental
y rutinas o habilidades numéricas, de prictica frecuente en la escuela
elemental.

Tampoco debemos ser ajenos al desarrollo intelectual que condiciona en
el nifio sus posibilidades. Las estrategias inductivas afloran en el nifio por una
interrelacién entre aprendizaje, curriculum y desarrollo intelectual, factores
que condicionan el éxito en la interpretacion de patrones en series de nimeros
naturales.

Para llegar a las sintesis expuestas, se ha llevado a cabo un estudio
tedrico a partir de una busqueda de informacion, que se considera suficiente
para introducirse conceptual y experimentalmente en el tema de investigacion.

1.6.- Objetivos de la investigacion

Las metas generales y particulares de esta investigacién se encuadran
dentro de los objetivo del grupo de investigacién "Pensamiento Numérico".
Segun Rico, Castro y Coriat (1997), dichos objetivos son los siguientes:
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- la organizacion conceptual de sistemas simbolicos de codificacion,
validos para la expresion y comunicacion de los conceptos y relaciones de una
estructura numérica;

- la elaboracién y construccion mental de los sistemas simbdlicos
mencionados, asi como la organizacion, sistematizacion de diferentes
competencias cognitivas basadas en las estructuras numéricas;

- los modos de abordar e interpretar, y, en su caso, responder a una
variedad de fenémenos cuestiones y problemas que admiten ser analizados
mediante conceptos y procedimientos que forman parte de una estructura
numérica.

Entre los topicos trabajados por el grupo "Pensamiento Numérico" se
encuentra el estudio de las relaciones numéricas y secuencias de nimeros
(Rico, Castro y Coriat; 1997), en el que se sitia esta investigacion. Dentro de
este marco general enunciamos a continuacion los objetivos e hipdétesis de
nuestro trabajo.

1.6.1.- Objetivo general

Planteamos el objetivo general de este estudio en los siguientes tér-
minos:

Analizar la naturaleza y la evolucion del razonamiento
inductivo numérico en los escolares de Educacion Primaria

1.6.2.- Objetivos especificos

El objetivo general anterior se concreta en los siguientes objetivos
especificos:

O1: Delimitar el razonamiento inductivo numérico dentro del marco
general de la induccion.

O2: Caracterizar las interpretaciones inductivistas sobre el origen
del nimero natural.

O3: Reconocer las interpretaciones inductivistas y convencionalistas
en la transmision escolar de la aritmética del nimero natural,
determinando estrategias y procedimientos inductivos utilizados.

O4: Establecer un modelo tedrico evolutivo de razonamiento
inductivo numérico y comprobar con escolares de Educacion
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Primaria la utilidad y eficacia del modelo para describir su
comportamiento real en razonamiento inductivo numérico.

OS5: Caracterizar cada uno de los diferentes estados de desarrollo en
términos de estrategias y procedimientos inductivos propios de la
aritmética escolar.

06: Establecer la relacion existente entre el desarrollo del
curriculum en aritmética y la evolucion del razonamiento inductivo
numérico en Educacién Primaria.

O7: Confirmar los resultados ya obtenidos en la Memoria de Tercer
Ciclo.

1.6.3.- Objetivos complementarios

C1: Iniciar una linea de trabajo en Razonamiento Inductivo Numérico
dentro de la linea de investigacion “Pensamiento Numérico.

C2: Comprobar la utilidad del andlisis didactico para fundamentar y
contextualizar investigaciones en Educacion Matemética.

C3: Reafirmar la complementariedad de metodologias y su efectividad
para este tipo de investigaciones.

1.7.- Hipétesis

Para la formulacién definitiva de las hipétesis se han tenido en cuenta:

a) Los objetivos de la investigacion;

b) El planteamiento del problema de investigacion;

¢) El marco metodolégico asi como los disefios empiricos, que se van a
exponer en los capitulos correspondientes;

d) Las indagaciones historicas en epistemologia de la induccion;

e) Una revisién histérica de libros de texto y manuales cldsicos de
matematicas;

f) Las indagaciones en propuestas didécticas sobre aritmética escolar;

g) Los resultados del estudio exploratorio y de los estudios empiricos que
se expondran posteriormente;

h) Nuestra experiencia y conocimientos en Didéctica de la Matematica.
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Con la primera hipdtesis queremos plantear la importancia de la
Epistemologia en Educaciéon Matemadtica, intentando mostrar que los
posicionamientos didédcticos estdn enmarcados en ciertas corrientes cientificas
que condicionan en los escolares sus perspectivas de la matematica y por tanto
sus creencias y concepciones sobre lo que son las matemadtica y como se
elaboran. En concreto, nosotros ponemos en evidencia una de tales corrientes
estudiando su influencia en el curriculum escolar. La hip6tesis que hemos
contrastado en este sentido es la siguiente:

H1: "Existe una corriente epistemoldgica y matematica que
considera que la aritmética tiene un origen exclusivamente inductivo. Los
planteamientos didacticos y curriculares de la aritmética escolar en
Espafia han participado de esta tendencia al tener un marcado signo
inductivista"

Nuestra segunda hipétesis se refiere a la evolucion del razonamiento inductivo
numérico en los escolares de Educacion Primaria dentro del contexto al que
hacemos referencia en la hipétesis anterior. El origen de esta hipétesis estd en
las tareas de continuar series que hemos propuesto a los escolares. El analisis
de los resultados nos ha posibilitado observar que a la hora de intentar
descubrir los patrones o regularidades los escolares aplican diferentes
estrategias, procedimientos y conceptos, que de acuerdo con las
investigaciones expuestas anteriormente, tienen unas connotaciones cognitivas
de cardcter evolutivo. Este hecho nos ha permitido enunciar nuestra segunda
hipotesis:

H2: "Las diferentes estrategias inductivas que permiten completar
con éxito tareas de continuar series de nimeros naturales se pueden
organizar en un modelo tedrico de desarrollo que explica y describe, en
seis niveles diferenciados, la evolucion del razonamiento inductivo
numérico en los escolares de 6 a 12 aiios"

El carécter evolutivo del razonamiento inductivo numérico nos plantea
que no solo depende de la instruccion recibida y, por tanto, que un logro en
aritmética no significa un avance inmediato en razonamiento inductivo
numérico. Para contrastar este hecho nos hemos restringido a los célculos
algoritmicos, comparando los resultados obtenidos por los escolares en
cdlculo y en tareas de continuar series en la que se deben aplicar dichos
célculos. En vista a los resultados obtenidos podemos enunciar con precision
nuestra tercera hipotesis:
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H3:"El dominio del algoritmo de una operacion no se traduce de
manera inmediata en una nueva competencia en razonamiento inductivo
numérico. En los escolares de Educacion Primaria existe un desfase de al
menos dos anos desde que aprenden un procedimiento, propiedad o
concepto aritmético hasta que lo integran en sus capacidades de
razonamiento inductivo numérico"

Hipoétesis complementaria

Con cardcter complementario, y como consecuencia del estudio realizado
para la Memoria de Tercer Ciclo (Ortiz, 1993), enunciamos una cuarta
hipétesis. Al detectar el efecto tope en una muestra significativa de alumnos
de Educacion Primaria, nos hemos planteado que tal efecto pueda ser
sistemadtico y, por tanto, que se vuelva a producir en situaciones andlogas. Ello
nos plantea una hipdtesis complementaria de investigacion, que hemos
enunciado como sigue:

Hc "El efecto tope no es un efecto casual y local. Se produce en
cualquier muestra importante de escolares de Educacion Primaria que
realice una prueba de continuar series preparada intencionadamente con
tal fin".
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Problema y metodologia

CAPITULO 2

MARCO METODOLOGICO

2.1.- Introduccion

Como se ha mencionado en el capitulo anterior, con el trabajo de in-
vestigacion que presentamos se pretende indagar en las capacidades, habili-
dades y estrategias cognitivas que manifiestan los escolares de Educacion
Primaria entre los 6 y 12 afios de edad, ante tareas que requieren del razo-
namiento inductivo numérico, para lo que nos proponemos elaborar y
contrastar empiricamente un modelo tedrico que describa y explique la
evolucion de dicho tipo de razonamiento en la etapa escolar mencionada. La
finalidad ultima es ampliar el conocimiento sobre desarrollo cognitivo en el
campo numérico, disponer asi de nuevos elementos que permitan resolver los
problemas de la préctica escolar en dicho campo y mejorar la planificacién y
el desarrollo de los procesos de ensefianza-aprendizaje en matematicas.

El estudio presenta caracteristicas que aconsejan un proceso metodo-
16gico mixto. De acuerdo con la naturaleza de la investigacion y el alcance de
la misma, ha sido necesario combinar varias técnicas metodoldgicas, algunas
de caricter empirico, para encontrar el camino adecuado que nos permitiera
dar una respuesta satisfactoria al problema de investigacion planteado. Asi, ha
sido necesario desarrollar un proceso complejo que permitiera partir de la
situacion de los conocimientos sobre el problema, que tuviera la suficiente
flexibilidad para proporcionar datos generales y profundizar al mismo tiempo
en cuestiones particulares y que contemplara la singularidad y caracteristicas
del razonamiento inductivo; un tipo de actividad intelectual que, a pesar de no
ser objeto de enseflanza en los primeros niveles de la escuela elemental,
resulta ser adecuado para realizar un estudio dentro del campo cognitivo en el
sentido del desarrollo, tal y como lo entiende Carpenter (1980).

En este capitulo presentamos, en sucesivos apartados, el marco metodo-
16gico elegido, de acuerdo con la naturaleza y los objetivos de la investiga-
cidn, la situacién de las hipétesis en relacion con el proceso de investigacion,
el plan de trabajo seguido a lo largo de los ocho afios que se han empleado
para culminar la tarea, las caracteristicas cientificas del trabajo y del método
utilizado asi como las principales fuentes de informacién y documentacién
consultadas.
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2.2.- Racionalidad del estudio

Desde la perspectiva de la investigacién en Didéctica de la Matematica,
una finalidad bésica en los estudios sobre desarrollo cognitivo consiste en
describir el desarrollo de los conceptos matematicos en los nifios, asi como
explicar los procesos mediante los que estos conceptos se adquieren y aplican
(Carpenter, 1980).

Para abordar este tipo de estudios se suelen emplear, basicamente, dos
modelos explicativos: el modelo orgdnico u organicista, representado por Pia-
get y sus seguidores, y el modelo mecédnico, que se considera como una ex-
tension del conductismo. Nuestro trabajo se situa en el primero de ellos, es
decir, en el modelo organicista (Memoria de Tercer Ciclo, pag. 51).

Para obtener datos empiricos ttiles y fiables en un estudio de desarrollo
cognitivo, es importante trabajar con variables de tarea que favorezcan
respuestas independientes de experiencias especificas o de desarrollos curri-
culares concretos. Con ello se evitan posibles contaminaciones o efectos de la
instruccion que pueden enmascarar los resultados al hacer intervenir factores
externos ajenos al fin que se pretende alcanzar. En consecuencia, hemos
considerado las series numéricas y, en particular, las tareas de continuar series
incompletas de ndmeros naturales, como un campo idéneo para tales
propositos.

Por otra parte, disponemos de dos tipos de estudios para describir el
desarrollo cognitivo: longitudinales y transversales. Pensamos que, con ca-
racter previo a un estudio longitudinal o de desarrollo cognitivo individual, es
necesario disponer de unas pautas generales de desarrollo a contrastar
posteriormente; es decir, de un conjunto de regularidades que pongan de
manifiesto los aspectos basicos del comportamiento de grupos de sujetos de
distintas edades. Con tal fin hemos decidido realizar un estudio transversal
que ponga en evidencia competencias en razonamiento inductivo numérico de
grupos de escolares de diferentes edades y cursos y que permita detectar, en el
mismo instante y ante las mismas pruebas, la existencia de niveles de
desarrollo diferenciados (sujeto epistémico).

Consideramos, igualmente, que los comportamientos de los sujetos tie-
nen connotaciones que manifiestan la naturaleza de las nociones aprendidas y
el contexto didactico en el que se han adquirido. En este sentido somos
conscientes de la influencia de multiples factores sobre la situacién real del
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razonamiento inductivo numérico, entre los que se encuentran el curiculum
escolar, su orientacién y su desarrollo préctico, o el contexto sociocultural en
el que se producen los aprendizajes. Esta complejidad aconseja construir un
marco tedrico que integre dichos factores en un modelo manejable y que
permita interpretar y justificar racionalmente los resultados obtenidos.

De acuerdo con lo anterior y con el problema expuesto en el Capitulo 1,
hemos de decir que la investigacion que presentamos: es de naturaleza
organicista, explicada mediante un esquema global integrador de los
diferentes factores; su objeto no son las estructuras sino los procesos de
razonamiento, a los que nos aproximamos desde un enfoque transversal;
el soporte del estudio, las series numéricas, no han formado parte de los
contenidos curriculares desarrollados en los centros y cursos a los que
pertenecen los sujetos que han participado en la investigacion, lo cual no
significa que dichos sujetos carezcan de experiencias con series numéricas,
puesto que, como veremos, disponian de los elementos suficientes para
entender y responder a las tareas propuestas.

Se trata, por tanto, de un estudio de carécter evolutivo, con enfoque
transversal, sobre competencias generales estrechamente vinculadas al
conocimiento numérico.

Al ser un trabajo en la linea de desarrollo cognitivo pretendemos estu-
diar:

- la variaciones con la edad de las competencias de los estudiantes sobre
razonamiento inductivo numérico;

- los diferentes niveles que aparecen en relacidon con los cambios que se
producen en dichas competencias;

- las caracteristicas generales de dicha evolucion;

- la relacién de esta evolucién con la situacion real de los conocimientos
y destrezas aritméticas adquiridas por medio de la instruccién escolar.

Al mismo tiempo pretendemos obtener:

- regularidades o pautas que se pueden presentar en las actuaciones de
los alumnos sobre razonamiento inductivo numérico;

- una caracterizacion de los niveles mediante competencias y habilidades
numeéricas;

- los cambios que se producen en las competencias y habilidades de los
sujetos en el paso de unos niveles a otros.
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2.3.- Metodologia

Una vez planteado el problema es necesario encontrar un método ade-
cuado para resolverlo. De acuerdo con Fernandez Cano (1995):

"un método engloba a una diversidad de diseiios" (Pag. 53).
"El método no es un algoritmo, mecanico y ritualizado; por el
contrario, implica un proceso consciente, falible y altamente
personalizado" (Pag. 57).

En nuestro caso, hemos utilizado un método complejo en el que se
combinan diversos enfoques y técnicas metodoldgicas, de acuerdo con las
necesidades concretas del trabajo en cada momento y para cada proposito. En
los subapartados que siguen exponemos de forma secuenciada y comentada
las diferentes técnicas y tipos de metodologias empleadas, los tipos de estudio
realizados, el tratamiento de los datos empiricos y el esquema general de la
investigacion, remitiéndonos a los restantes capitulos de la tesis para una
explicacion mds detallada de los diferentes aspectos abordados.

2.3.1.- Procedimientos y técnicas metodologicas

En un principio, con objeto de delimitar y definir el problema de in-
vestigacion, hemos seguido un método de exploracion diddctica basado en la
Epistemologia Genética de Piaget y los métodos de la Psicologia Cognitiva.
Este método, expuesto en la Memoria de Tercer Ciclo (Ortiz 1993, pag. 51) y
al que hemos denominado "Método Psico-Epistemoldgico", consiste en un
proceso constructivo y dialéctico a partir de situaciones observables (Hechos)
y de modelos tedricos (Teorias). Ademas de definir con mayor precision el
problema de investigacion, ha permitido:

a) Determinar el drea problemadtica, obteniendo un conjunto de pro-
blemas a investigar en el campo del Pensamiento Numérico;

b) Plantear una investigacion de desarrollo;

c¢) Delimitar los tipos de tareas a proponer en las fases empiricas;

d) Fijar la poblacion a la que habia que dirigir la investigacion.

Para realizar un estudio transversal sobre desarrollo cognitivo vimos la
necesidad de disponer de un modelo tedrico contrastable empiricamente. Para
construir este modelo hemos retomado el Analisis Didactico como método
no empirico en Educaciéon Matematica. De acuerdo con Ferndndez Cano
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(1985):

“existen preguntas que no necesitan datos observables, pues su
resolucion conlleva reflexion y establecer relaciones entre
conceptos, lo que hace que el analisis didactico pueda ser
facilitador de respuestas a dilemas eminentemente didacticos,
previos a cualquier otro tipo de investigacion” (Pag. 62).

Segtin Gonzélez (1995, pag. 59), el andlisis didéctico se basa en el meta-
andlisis cualitativo en torno al tépico en estudio y su finalidad es la
formulacién de teorias que expliquen los fendmenos observados en diferentes
investigaciones. La aplicacion del andlisis diddctico a nuestro problema de
investigacion se esquematiza en la figura 2.1; el desarrollo completo de ese
estudio se expone en el capitulo 4 de esta Tesis Doctoral.
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Topico: razonamiento inductivo numérico
Dudas: cuestiones formales y practicas

v

Proceso de busqueda

v

Matematicas: el producto
y su construccion
-Andlisis de la naturaleza
inductiva del niimero
-Induccién y series en
Mateméticas

Epistemologia y Logica:
inductivo

ndmero: el aritmetismo

-Modelos de razonamientd

-Origenes inductivistas de

Psicologia del aprendizaje
-La induccion en distintas
corrientes psicologicas

(Desarrollado en la Me-
moria de Tercer Ciclo)

Ensefianza y curriculum:
-La ensefianza inductivista
del numero y la aritmética
Una vision historica
-Induccién y series en los
libros de texto

'

Modelo de desarrollo del razonamiento inductivo
numeérico en series de nimeros naturales

Figura 2.1.- Esquema del andlisis did4ctico en razonamiento inductivo numérico

Pero el modelo tedrico no se ha construido tdnicamente a partir del
andlisis didactico. Antes bien, junto a los resultados de dicho estudio, se han
utilizado también los resultados del analisis de las respuestas verbales del
estudio exploratorio que se expone en el capitulo 3 de esta memoria. Estos
resultados, obtenidos mediante un procedimiento sistematico que también se
explica en el mismo capitulo, han servido, por un lado, para orientar y
determinar una parte del contenido del modelo, y, por otro, para elegir los
aspectos bdsicos a observar en los libros de texto, uno de los diferentes
estudios realizados dentro del andlisis didéctico.

Para la contrastaciéon empirica de una parte del modelo, en concreto la
que corresponde a los niveles de Educacién Primaria, se realizan dos estudios:
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uno cuantitativo de caracter descriptivo y otro cualitativo o de estudio de
€asos.

La finalidad fundamental del estudio empirico cuantitativo, cuyo disefio
y andlisis de resultados se exponen en el capitulo 5 de esta memoria, es la de
ordenar una serie de tareas para establecer niveles de desarrollo en razo-
namiento inductivo numérico, lo que se consigue mediante la aplicaciéon de
una misma prueba objetiva a una muestra amplia de sujetos (400 alumnos
entre 6 y 12 afios de Educacién Primaria). Dicha prueba, dividida en dos
partes diferenciadas e integradas, respectivamente, por 12 tareas de continuar
series incompletas de ndmeros naturales y por 8 tareas de cdlculo aritmético
sencillo, constituye el instrumento bdsico para la recogida de datos en esta
parte de la investigacion.

Con los datos recogidos mediante la aplicacién de la mencionada prueba
se obtiene una escala acumulativa de Guttman, constituida por 6 items de los
12 de que consta la primera parte de la prueba, y se realiza un estudio
descriptivo y correlacional de las respuestas de los sujetos, lo que proporciona
una informacion general sobre la situacion de los escolares de la muestra en
los aspectos estudiados del razonamiento inductivo numérico.

El estudio descrito anteriormente es de cardcter descriptivo y en €l no se
analizan las estrategias y mecanismos de funcionamiento intelectual que
subyacen a las respuestas de los sujetos o que explican los resultados
obtenidos. Por tal motivo, con el propdsito de indagar en tales aspectos,
completar y confirmar la bondad de los resultados obtenidos en la prueba
escrita y profundizar en algunas caracteristicas del razonamiento inductivo en
el campo numérico, se aborda un segundo estudio empirico de carécter cuali-
tativo.

El segundo estudio empirico se sitiia en un nivel interpretativo. Se trata
de un estudio de casos, elegidos de acuerdo con las caracteristicas y
regularidades de las respuestas a las pruebas objetivas, en el que se emplean la
entrevista clinica semiestructurada y el andlisis de tareas y con el que se
pretende obtener y delimitar perfiles en razonamiento inductivo numérico
segln los niveles obtenidos en la aproximacién descriptiva anterior. Tanto el
disefio como el andlisis de los resultados de este estudio se exponen en el
capitulo 6 de esta Memoria.

En definitiva, hemos utilizado una metodologia mixta que se puede re-
sumir en el siguiente proceso secuenciado:
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A).- Para definir el problema de investigacion hemos seguido el método
psico-epistemoldgico desarrollado en la Memoria de Tercer Ciclo;

B).- Para determinar un modelo de desarrollo del razonamiento inductivo
numérico hemos utilizado una metodologia no empirica, como es el Anélisis
Didéactico, y un procedimiento de categorizacién y andlisis de las respuestas
verbales del estudio exploratorio previo;

C).- Para la contrastacion de la bondad de una parte del modelo tedrico
de desarrollo hemos seguido una metodologia empirica en su dos vertientes:
cuantitativa y cualitativa.

En la figura 2.2 se expone el esquema general de la investigacién que
refleja el proceso descrito anteriormente.
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Realizacién por los alumnos de una muestra intencional amplia de una prueba escrita para
estudiar sus competencias en razonamiento inductivo numérico y que nos permita: contrastar
parte del modelo tedrico, obtener una escala evolutiva de desarrollo y justificar cientificamente
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contrastar los resultados obtenidos en el estudio empirico y

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS FUTURAS

Figura 2.2 - Esquema general de la investigacion realizada
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2.3.2.- Tipos de estudio

En una buena parte del desarrollo de la investigacion, en particular
durante su primera mitad, se han trabajado simultdneamente los aspectos
tedricos y préacticos. Desde este punto de vista, a lo largo de todo el trabajo, se
han realizado los tres tipos de estudios siguientes:

a).- Estudios tedricos, con la intencién de fundamentar y clarificar el
problema de investigacion:

a) Andlisis histérico-critico de la induccién en el campo de la
epistemologia, atendiendo a su enfoque en diferentes ciencias, tanto
experimentales como formales;

b) Estudios historicos en matematicas, con la intenciéon de
buscar los origenes del concepto de serie y sucesion asi como in-
dagar en las diferentes construcciones de la serie numérica bésica;

c¢) Estudio general en Educacién Matemadtica relacionado con
la numeracion y las operaciones aritméticas, para interpretar la im-
portancia de la acciéon de contar en la ensefanza de las primeras
nociones numéricas;

d) Estudio curricular, a partir de una muestra amplia de libros
de texto publicados en Espafia, para registrar las distintas
construcciones de la serie numérica bdsica y analizar el papel de la
induccidn en la ensenanza de la aritmética elemental;

e) Estudio de investigaciones en Educacién Matemdtica rela-
cionadas especificamente con nuestro problema concreto.

b) Estudios tedrico-pricticos,

con la finalidad de buscar los métodos e instrumentos cientificos de in-
dagacion y andlisis de evidencia empirica més adecuados para observar
en los nifos los aspectos inductivos estudiados. A tal fin se han revisado
los métodos e instrumentos utilizados en las investigaciones consultadas
y, en general, en toda la bibliografia utilizada, centrdndonos, basica-
mente, en Psicologia y en Educacion Matematica. Paralelamente se han
realizado ensayos empiricos ocasionales y estudios piloto con grupos
reducidos de alumnos.

c¢) Estudios précticos de campo,

consistentes en distintas pruebas y actividades con escolares y que han
culminado con la construccion de un instrumento de observacion em-
pirica adecuado al problema de investigacion. Dicha construccion se ha
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realizado paulatinamente sobre la base de los resultados de los distintos
estudios resefiados en este apartado.

2.3.3.- Tratamiento de los datos empiricos

En la fase empirica de la investigacion se obtienen datos de dos tipos
diferentes segin su naturaleza: datos cuantitativos, expresables numérica-
mente, y datos cualitativos, contenidos en expresiones verbales. El trata-
miento de ambos tipos de datos ha sido el siguiente:

A) Datos numéricos

A1) En el caso de las pruebas escritas los datos obtenidos a partir de
la evaluacion de los items dicotdmicos se recogieron en una hoja de
célculo Excel 2.2, version Maclntosh, y se procesaron con los
programas S.P.S.S, version P.C., y Data Desk, version Macintosh.
Los gréficos se han realizado mediante el programa Cricket Graph,
version Macintosh, y las tablas mediante el programa Super Mac
Draw de Macintosh.

A2) Para el estudio de la escalabilidad de los items se ha utilizado
una calculadora, al no encontrar un programa informatizado es-
pecifico para realizar tales cdlculos.

A3) Los cémputos y cdlculos necesarios para el andlisis de fre-
cuencias de las respuestas verbales de la prueba escrita del estudio
exploratorio inicial, se han realizado, igualmente, con calculadora.

B) Datos verbales

B1) Para agrupar las respuestas verbales del estudio exploratorio
nos hemos basado en el criterio de que las respuestas fueran idén-
ticas y tuvieran el mismo significado aritmético e inductivo, su-
puesta la igualdad de la relacién establecida para realizar la tarea.

B2) El tratamiento dado a los didlogos producidos en las entrevistas
ha tenido en cuenta, en primer lugar, la interpretacién dada por los
alumnos a los juegos y su incidencia en la ejecuciéon de los mismos;
en segundo lugar, los términos relacionales utilizados por los
escolares a la hora de justificar sus respuestas.

Induccion numérica en Educacion Primaria




Problema, objetivos e hipétesis 38

2.4.- Articulacion de las hipétesis en el proceso metodolégico

En el apartado anterior hemos expuesto un marco metodoldgico global.
En este apartado vamos a especificar el proceso seguido para obtener las evi-
dencias que justifican o confirman, en su caso, la bondad de cada una de las
hipotesis.

Hipétesis H1: "Existe una corriente epistemolégica y matematica
que considera que la aritmética tiene un origen exclusivamente
inductivo. Los planteamientos didacticos y curriculares de la aritmética
escolar en Espana han participado de esta tendencia al tener un marcado
signo inductivista"

La confirmacion de esta hipdtesis se realiza a dos niveles:

1) Confirmacién de la existencia del inductivismo aritmético y de su
influencia en la enseflanza de la aritmética elemental.
El procedimiento es totalmente reflexivo, a partir de informacion de
tipo documental, y se lleva a cabo dentro del proceso de anilisis
didactico. A la informacion se accede a través de un estudio histo-
rico-critico, basado en los métodos de la Epistemologia Genética, y
de una aproximacion a los métodos histdricos, dado que en el
estudio se han utilizado documentos originales.
La confirmacion se basa en tres estudios diferenciados:
a) Un estudio histérico epistemoldgico con evidencia docu-
mental y reflexién epistemoldgica, basado en citas originales
de autores de reconocido prestigio cientifico;
b) Un estudio histérico matematico con evidencia documental
y reflexioén epistemoldgica, a partir de publicaciones editadas
en Espaia;
¢) Un estudio de "didactica histérica" con dos subestudios:
cl) Analisis de documentos escritos por autores de reco-
nocido prestigio (evidencia documental y reflexion
epistemoldgica);
c2) Revision histérica y contempordnea de libros de
textos publicados en Espafia en el periodo 1900-1990
(evidencia documental).

por tanto el método utilizado se resume en el siguiente proceso: en
primer lugar se confirman y justifican las creencias epistemoldgicas
y, por tanto, la existencia del inductivismo aritmético; en segundo
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lugar se reafirma la existencia de dichas creencias en los libros de
matemaéticas consultados. Por dltimo, en tercer lugar, se confirma su
transmision a través de los libros de texto.

El grado de confirmacién es proporcional a la amplitud y pro-
fundizacién del estudio y al nimero y caracteristicas de las evi-
dencias documentales encontradas. La evidencia documental se
considera en el sentido de sacar a la luz textos escritos que
confirman las afirmaciones realizadas. No se trata de meras
referencias que apoyan una argumentacion, ya que no se pretende
justificar o fundamentar una posicion epistemoldgica o una teoria
cientifica, sino de encontrar pruebas a favor de la existencia y
significados de una tendencia, con lo que podemos decir que la
confirmacioén se realiza mediante pruebas.

2) Obtencidén de evidencia empirica a partir de estudios muestrales y
de casos

Estas evidencias ponen de manifiesto algunas caracteristicas de los
enfoques epistemoldgico y didédctico bajo los que usualmente se han
tratado, y se abordan en la actualidad, los procesos de ensefianza-
aprendizaje de la aritmética.

Se realizan dos estudios:

2.1) Estudio de respuestas verbales obtenidas a partir de la aplica-
cion de una prueba escrita a una muestra grande de alumnos de
Educacion Primaria;

2.2) Realizacion de entrevistas semiestructuradas a una muestra de
considerable tamafo (28 alumnos).

Hipétesis H2: "Las diferentes estrategias inductivas que permiten
completar con éxito tareas de continuar series de nimeros naturales se
pueden organizar en un modelo teérico de desarrollo, que explica y
describe, en seis niveles diferenciados, la evolucion del razonamiento
inductivo numérico en los escolares de 6 a 12 afios"

En el proceso de validacion de esta hipotesis debemos distinguir dos
etapas desde un punto de vista metodolégico: una primera de construccion del
modelo y una segunda de valoracién empirica del mismo, tal y como se puede
observar en la figura 2.3.
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En la primera etapa, a partir de un primer estudio tedrico, nos planteamos
la consecucion de una investigacion sobre desarrollo en razonamiento
inductivo numérico. Para este fin era necesario tener unas pautas a contrastar
empiricamente, por lo que hubo que realizar un estudio exploratorio para
obtener informacién de las habilidades y estrategias utilizadas por los nifios
como indicadores de dichas pautas. De acuerdo con los resultados obtenidos
se realiza un andlisis did4ctico (segundo estudio tedrico) para obtener un
marco referencial y explicativo en el que se construye y justifica el modelo de
desarrollo en razonamiento inductivo numérico.

La segunda etapa se orienta hacia la evaluaciéon empirica del modelo,
mediante la construccion de una escala adaptada a dicho modelo y a la propia
evolucion del razonamiento inductivo numérico en los escolares de Educacion
Primaria (bondad de la escala).

PRIMERA ETAPA SEGUNDA ETAPA

Construccion del modelo Evaluacion del modelo

Primer estudio tedrico . .
. Estudio empirico
Necesidad de un modelo -
Construccién de la escala

Estudio exploratorio:

Confirmacién de su viabilidad

Analisis didactico Estudio de casos
Marco interpretativo y desarrollo Confirmacion de la bondad de la escala

conceptual del modelo

Figura 2.3 - Etapas seguidas en la construccion y validacion de la hip6tesis H2.

Dentro del campo de la metodologia educativa, el proceso seguido se
aproxima a lo que se conoce como P.E.R.T. (Planned Evaluation and Review
Technique) (Bisquerra, 1989, pag.32), que en nuestro caso podemos resumir
en tres pasos:

Paso 1 Construccion del modelo

Construccién de un modelo evolutivo de razonamiento inductivo
numérico como consecuencia de los siguientes elementos basicos:
a) Realizacion de un estudio exploratorio en el que se confirma
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estadisticamente una escala acumulativa para escolares de 9 a 12
afos (Escala de Mokken). Esta escala pone en evidencia la exis-
tencia de diferencias significativas en razonamiento inductivo
numérico entre los sujetos segtin las puntuaciones obtenidas;

b) Andlisis de las respuestas verbales dadas por los mismos sujetos.
Las respuestas manifiestan competencias y estrategias concretas en
razonamiento inductivo numérico;

c) Realizacion de un andlisis diddctico que fundamenta el signifi-
cado del modelo y su estructuracion asi como la racionalidad del
mismo;

d) Los conocimientos sobre modelos evolutivos en el ambito de la
educacion matematica, que sirven de referentes para la construccion
de uno nuevo.

Paso 2 Construccion de una escala acumulativa asociada al modelo

Se llevan a cabo en este punto los siguientes trabajos:

- Determinacién de tareas posibles de razonamiento inductivo
numérico y de variables de acuerdo con el modelo tedrico;

- Preparacion de una prueba sobre el universo de tareas;

- Aplicacion de la prueba a una muestra intencional controlada de
escolares de 6 a 12 afios;

- Replicacion positiva de la escala de Mokken;

- Determinacion de los items que forman una escala acumulativa;

- Estudio de la fiabilidad de la prueba;

- Establecimiento de niveles de acuerdo con los resultados de la es-
cala.

Paso 3 Estudio de casos que confirma la bondad del modelo

A partir de un andlisis estadistico de los resultados obtenidos con la
muestra intencional, se seleccionan los casos de interés para la
realizacion de unas entrevistas clinicas semiestructuradas. Este
estudio cualitativo se desarrolla con los siguientes propositos:
a) confirmar el ajuste de los escolares elegidos al nivel que
han manifestado en la prueba objetiva. En actividades distintas
a las de la prueba realizada, graduadas en orden evolutivo de
acuerdo con el modelo tedrico, los escolares deben alcanzar
exactamente el grado de dificultad correspondiente a su nivel;
b) probar diferencias concretas entre escolares a los que les
corresponden niveles distintos, independientemente de la edad
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o curso. Alumnos del mismo curso (o edad) con niveles
diferentes tienen que manifestar competencias diferentes en
razonamiento inductivo numérico;

c¢) probar que alumnos del mismo nivel, independientemente
de la edad o curso, consiguen superar exactamente el mismo
grado de dificultad en las actividades que se les proponen y
manifiestan exactamente las mismas competencias.

Hipoétesis H3:"El dominio del algoritmo de una operacion no se
traduce de manera inmediata en una nueva competencia en razona-
miento inductivo numérico. En los escolares de Educacion Primaria
existe un desfase de al menos dos afios desde que aprenden un proce-
dimiento, propiedad o concepto aritmético hasta que lo integran en sus
capacidades de razonamiento inductivo numérico"

Se llega a la confirmacion de esta hipétesis mediante el estudio de
los resultados obtenidos en dos pruebas diferenciadas: una con
tareas de continuar series y otra con los célculos correspondientes a
las regularidades con las que aquéllas tareas estdn construidas y que
se deben aplicar en la resolucion correcta de las mismas. Con los
resultados se lleva a cabo:

a) un andlisis estadistico descriptivo del rendimiento en cada
prueba, considerando el rendimiento como la puntuacién total ob-
tenida;

b) Un analisis correlacional entre los rendimientos;

¢) Un andlisis estadistico de la variable “diferencia de puntuacio-
nes” obtenidas en cada prueba.

Hipétesis Hc "El efecto tope no es un efecto casual y local. Se pro-
duce en cualquier muestra importante de escolares de Educacion Pri-
maria que realice una prueba de continuar series preparada intenciona-
damente con tal fin"

En la prueba escrita de continuar series se incluye,
intencionadamente, una tarea que presenta el efecto tope. La hip6-
tesis complementaria queda confirmada si se encuentran alumnos
en cuyas respuestas se presenta el error asociado a dicho efecto.
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2.5.- Desarrollo cronoldgico de la investigacion

El proceso ha sido largo y laborioso, con una duracién de 8 afios desde
su comienzo en 1989. A lo largo de dicho periodo se pueden distinguir las
siguientes seis fases temporales diferenciadas:

Fase I Periodo 1989-1990

a) Primera delimitaciéon del Marco Tedrico de la investigacién a
partir de la documentacién revisada.

Las cuestiones formales y practicas planteadas en el apartado
1.3.2., nos llevaron a realizar una seleccion bibliografica ge-
neral en la que se revisaron libros sobre cuatro campos
cientificos: Didactica de la Matematica, Matematicas,
Epistemologia (Logica y Filosofia de las Ciencias) y
Psicologia.

Paralelamente se efectud una revision de revistas nacionales e
internacionales de Did4ctica de la Matemaética utilizando los
fondos de los Departamentos de Didactica de la Matemadtica
de las Universidades de Granada y Malaga.

Parte de los antecedentes que se exponen en el capitulo 1 son
el resultado de esta primera fase.

b) Realizacion de diversas pruebas, por parte de grupos reducidos
de alumnos de Educacién General Bdésica, para fijar los cursos y
edades mas idoneos para un estudio exploratorio posterior. Igual-
mente se determinaron las tareas y el tipo de prueba que mejor se
adaptaban a nuestras pretensiones y a las caracteristicas reales del
razonamiento inductivo de los alumnos.

La primera prueba constaba de cinco tareas diferentes
(Memoria de Tercer Ciclo, Pags 98 y 99): Completar tablas
que presentaban regularidades numéricas en los datos; pro-
blemas aritméticos de enunciado verbal con dibujos que pre-
sentaban regularidades numéricas; sefialar, sobre una linea de
puntos, los saltos siguientes a otros tres que estin en
progresion; continuar series conocidos los cuatro primeros
términos; indicar los términos siguientes a partir de uno o dos
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Fase I1

conocidos. Cada individuo, cinco por curso de un total de 25
alumnos de segundo hasta sexto de Educacion General Bésica
de la antigua escuela aneja, realiz6 dos tareas de las propuestas
en el transcurso de una entrevista individual.

La segunda prueba (Memoria de Tercer Ciclo, pags. 102 y
103) constaba de 24 tareas de continuar series organizadas de
acuerdo con las operaciones de la aritmética elemental y po-
sibles valores de la diferencia y la razén. Todas las tareas
consistian en continuar una serie de la que se conocian cuatro
términos. En tres de las series se modificd un término para
observar si los nifios utilizaban o no todos los términos que se
les proponian. Esta prueba la realizaron 45 alumnos de sexto
curso del colegio Cerrado de Caderén de Madlaga.

c) A partir del andlisis de los resultados obtenidos (Memoria de
tercer Ciclo, pags. 167-189), se realiza un estudio aritmético de las
series numéricas finitas, en concreto de las progresiones aritméticas
y geométricas, asi como un andlisis cognitivo de diversas tareas
elementales con series. Se determina, de esta forma, el universo de
series que constituird el soporte de las fases empiricas.

Conclusiones y expectativas al finalizar este periodo:
a) Orientar nuestra investigacion al razonamiento inductivo
numeérico;
b) Considerar la continuacion de series como la tarea base de
todas las pruebas que se propongan en el futuro;
c) Considerar los cursos de cuarto, quinto y sexto como los
mads idéneos para un estudio exploratorio;
d) Evitar en lo sucesivo incurrir en los errores cometidos. En
particular, tratar de evitar, en lo posible, las explicaciones
verbales previas a la realizacion de las tareas;
e) Medir el tiempo de realizacion.

Periodo 1991-1993

a) Realizacion de busquedas retrospectivas en el centro de célculo
de la Universidad de Madlaga, sobre las redes, bases de datos y pe-
riodos siguientes:

- En la red ERIC, periodo 1966- 92/ Marzo;
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- En PSYCINFO, periodo 1967- 92/ Mayo;
De acuerdo con los descriptores utilizados (apartado 2.6), recibimos
49 resumenes de la base ERIC y 45 de PSYCINFO. De ellos se
consideraron de interés 52 documentos entre articulos y libros.

b) Revision de los articulos y libros seleccionados;
c¢) Elaboracién del disefio del estudio exploratorio;

d) Preparacién de la prueba del estudio exploratorio, de acuerdo con
los siguientes pasos:

d1) Segtin las variables del disefio se elabora una nueva prueba
con tareas de continuar series en la que cada tarea constaba de
dos apartados: continuar la serie obteniendo los dos términos si-
guientes y explicar la regla que siguen los nimeros (Anexo 1.1).
La prueba contenia 16 tareas elegidas al azar mediante unas urnas
preparadas a tal efecto, tomando una serie para cada valor de la
variable "tipo de serie" (Memoria de Tercer Ciclo pags 109-111;
Ortiz, 1993).

d2) Para que se dieran las mismas condiciones de realizacién en
los diferentes colegios y cursos, tuvimos que elaborar una
portada que explicara claramente cémo habia que realizar la
prueba. Para ello se prepararon dos portadas diferentes y se
probaron en los cursos cuarto, quinto y sexto del Colegio Antonio
Machado de Mdlaga capital, dividiendo cada curso en dos grupos
segin las portadas. Se eligi6 aquélla portada que no presentd
ningun problema de interpretacion.

Igualmente, se tomaron los tiempos de realizacién para com-
probar la adecuacién temporal de la prueba (Memoria de Tercer
Ciclo, pags 107-109).

e) Aplicacion de la prueba y recogida de la informacion en tres
colegios de la provincia Mdlaga elegidos de acuerdo con los valores
de la variable tipo de colegio:

Colegio Publico-Urbano: Pablo Freire (Malaga)
Colegio Publico-Rural: Las huertas (Coin)

Colegio Privado-urbano: Cerrado de Cader6n
(Malaga).
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En la tabla 2.1, podemos ver la distribucién de alumnos por colegio

y niveles
Privado Publico Rublico Totales
Urbano | Urbano | Rural
4° 39 31 27 97
5° 41 27 31 99
6° 37 27 27 91
Totales| 117 85 85 287

Tabla 2.1.- Distribucién de los alumnos que realizaron la prueba del estudio
exploratorio

f) Andlisis de resultados correspondiente al primer apartado de las
diferentes tareas (Memoria de Tercer Ciclo, Pags 117-141; Ortiz,
1993).

g) Redaccion y presentacion de la Memoria de Tercer Ciclo en el
Departamento de Didactica de la Matemadtica de la Universidad de
Granada.

h) Andlisis de resultados correspondientes al segundo apartado de
las diferentes tareas: Andlisis de las respuestas verbales (Capitulo 3
de esta Memoria).

j) Publicacion de una recension del trabajo en la revista "Epsilon”
(Revista de la S.A.E.M. "THALES) N° 27. 1993. Pags. 95-96.

Hallazgos

Podemos considerar como fundamentales los dos siguientes: el
efecto tope y la escala de Mokken, esta tltima no prevista en el di-
sefio inicial.

Conclusiones y expectativas de esta fase
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Fase 111

a) Necesidad de completar los niveles de la escala acumulativa de
Mokken mediante una nueva escala que abarque toda la Educacion
Primaria, lo que equivale a la construccion de un modelo tedrico
evolutivo del razonamiento inductivo numérico en Educacion
Primaria.

b) Como consecuencia de las respuestas obtenidas en el estudio
exploratorio y para llevar a buen fin el propdsito indicado en el
apartado anterior, se ve la necesidad de realizar estudios tedricos
adicionales sobre los temas siguientes: Modelos de razonamiento
inductivo; consideraciones epistemoldgicas y matemadticas de la
naturaleza inductiva del nimero y la aritmética, para fundamentar
el modelo tedrico pretendido en sus primeros niveles.

Periodo 1994-1995

a) Exposicion de los resultados obtenidos hasta el momento, en el
primer Simposium Hispano-Italiano en Didéctica de la Matematica
celebrado en Modena (Italia), con la presentaciéon de la ponencia:
"Numerical Series and Inductive Reasoning" (Pags. 67-72 del libro
de ponencias);

b) Realizacion de un andlisis did4ctico (Expuesto en el Capitulo 4
de esta Memoria) restringido a los siguientes apartados:

b.1) Analisis epistemoldgico, consistente en un estudio historico-
critico sobre los conceptos de induccién y razonamiento inductivo,
los planteamientos inductivistas del numero natural y la conside-
racion de las series en matemadticas. Este estudio se ha realizado a
partir de libros cldsicos de epistemologia y manuales antiguos de
matematicas.

b.2) Andlisis de libros de una seleccion de libros de texto texto y
manuales didécticos del periodo 1900-1990 desde una perspectiva
inductivista, restringiendo el estudio al analisis de propuestas de
actividades en relacion con la ensefianza del nimero natural y la
aritmética elemental, con especial atencién sobre las series y su
relacién con otras actividades. Para la realizacion de este andlisis
hemos realizado un disefio previo con el objeto de determinar el
tipo de estudio y su contenido.
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¢) Construccion de un modelo tedrico mediante el cual explicar el
desarrollo evolutivo de competencias en razonamiento inductivo
numérico en los escolares, desde sus inicios en el campo numérico
hasta la formalizacion y generalizacion de la aritmética. Para esta
construccion han sido especialmente importantes:
c.1) Los resultados obtenidos en todos los estudios anteriores
tanto tedricos como empiricos
c.2) El conocimiento y dominio de los investigadores de mode-
los y conocimientos basicos sobre la evolucién del concepto de
numero, las operaciones aritméticas, el espacio y la geometria,
que han servido de referentes vélidos para el control externo
del modelo.

d) Disefio de un estudio empirico muestral de cardcter cuantitativo
sobre competencias en la resolucion de tareas de continuacién de
series de nimeros naturales con el objeto de contrastar empirica-
mente la parte del modelo tedrico correspondiente a escolares de
Educacién Primaria. El disefio completo con sus objetivos, meto-
dologia, definicién de variables y construccién de una prueba, se
exponen en el capitulo 5 de esta Tesis Doctoral.

El proceso seguido ha sido el siguiente:

1) Fijar unos objetivos iniciales del estudio;

2) Andlisis del tipo de estudio a realizar, eligiendo un estudio
transversal con enfoque de presente;

3) Andlisis y reflexion tedrica sobre el contenido de la prueba
piloto;

4) Determinar las series que formarian parte de las tareas de la
prueba piloto;

5) Realizacién de la prueba piloto por alumnos de primero,
segundo y tercero de Educacion Primaria del Colegio Cerrado
de Caderon de Mdlaga capital;

6) Anélisis de los resultados obtenidos y conclusiones;

7) Anélisis y definicion de las variables definitivas a conside-
rar;

8) Determinacion del contenido y formato de la prueba de-
finitiva;

9) Seleccion de los colegios para la realizacion de las pruebas,
siendo elegidos:
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Fase IV

- Colegio Publico-Rural "Nuestra sefiora de la Candela-
ria" (Benagalbon);

- Colegio Publico-Urbano "Domingo Lozano (Mdlaga);

- Colegio Privado-Urbano "Cerrado de Cader6n"
(Malaga).

e) Diseno de un estudio empirico de cardcter cualitativo (estudio de
casos), con el objetivo de obtener una descripcién cualitativa y una
interpretacion mds profunda de algunas caracteristicas del de-
sarrollo inductivo numérico en una muestra significativa de alum-
nos de Educacion Primaria. El proceso seguido fue el siguiente:
1) Determinar el tipo de estudio a partir de los modelos ted-
ricos conocidos en investigacion cualitativa;
2) Fijar los objetivos iniciales del estudio;
3) Determinar los criterios de construccion de los protocolos;
4) Disefar las entrevistas, determinando su contenido, proceso
de realizacién y recogida de la informacion;
5) Preparacion del material de apoyo: materiales manipulati-
vos, fichas de campo y material de grabacion.

Afio 1996

a) Preparacion de un equipo para aplicar las pruebas del estudio
cuantitativo en el menor tiempo posible;

b) Realizacién de la prueba por los alumnos de la muestra inten-
cional;

¢) Analisis descriptivo inicial de resultados y obtencion de una es-
cala acumulativa de Guttman;

d) Identificacién de regularidades y caracteristicas generales del
comportamiento observado y seleccion de los criterios para la
realizacion del estudio interpretativo;

e) Seleccién y construccién de los instrumentos de recogida de
datos y del material auxiliar: protocolos, material y tareas para el
desarrollo de las entrevistas;

f) Seleccién de los alumnos para la realizacién de las entrevistas;

g) Desarrollo, durante tres semanas, de las entrevistas, que co-
menzaron una semana después de finalizada la aplicaciéon de las
pruebas escritas. El tiempo medio de grabacion de cada entrevista
fue aproximadamente de unos 45 minutos. En total se realizaron 28
entrevistas;
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h) Analisis descriptivo de las respuestas a las pruebas escritas, in-
cluyendo un estudio de fiabilidad de la prueba de continuar series;

i) Transcripciéon de las entrevistas a partir de las grabaciones en
video;

j) Realizacion del anélisis cualitativo de la informacion obtenida en
las entrevistas.

Fase V__afio 1997

a) Conclusiones generales de la investigacion;
b) Revisién de los documentos y redaccion definitiva de la Tesis
Doctoral.

2.6.- Fuentes de informacién y documentacion

- Busquedas informatizadas a través del servicio central de informdtica
de la Universidad de Mélaga consiguiendo informacién de la base de datos
E.R.I.C. (Office of Educational Research and improvement (OERI) Was-
hington), mediante el centro de informaciéon y documentacion cientifica
CIN.D.O.C y el Instituto de Informacion y Documentacién en Ciencia y
Tecnologia (Madrid)

Los campos que se han hecho intervenir en las busquedas han sido: Edu-
cacioén, Educacién Matematica, Didactica de la Matemdtica y Psicologia,
Logica, Matemadticas y Epistemologia.

Los descriptores utilizados han sido: induction, inductive, mathematic,
education, logic, model, number, reasoning, arithmetic, rules.

- Revistas especializadas en Educacién Matemadtica de los fondos del de-
partamento de Did4ctica de la Matemadtica de las Universidades de Granada y
Midlaga.

Revistas de investigacion en Psicologia de los fondos de la biblioteca de
la Facultad de Psicologia de la Universidad de Malaga.

Fondos del Centro de Documentacion de Didactica de la Matematica
THALES.

-Libros especializados de las bibliotecas de las Facultades de Ciencias de
la Educacién de las Universidades de Granada y Mdlaga y del Departamento
de Did4ctica de la Matemaética de la Universidad de Granada. En especial se
han consultado:

Induccion numérica en Educacion Primaria




Problema, objetivos e hipétesis 51

- Actas de Congresos internacionales en Educacion Matemética.

-Publicaciones especializadas en informes y tratados de investigacion
educativa:
- Handbook of Research on Teacher Education
- Research in Mathematics Education (National Council of Teachers
of Mathematics).

- Libros de metodologia de investigacioén educativa

-Libros de Epistemologia, con menciéon especial a la Epistemologia
Genética y a la epistemologia del nimero natural.

-Libros de Psicologia del aprendizaje.

-Libros de Matemdticas desde el siglo XVI hasta los inicios del siglo
XX.

-Textos de ensefianza de la Matemaética abarcando el siglo XX en dos
bloques:
a) Anteriores a los planes de estudio de 1970
b) A partir de 1970

-Libros de epistemologia de las ciencias, l6gica y matematicas, desde el
siglo X VII.

-Libros de Didactica de la Matematica.

-Tesis doctorales y memorias de Tercer ciclo leidas en el Departamento
de Didéctica de la Matematica de la Universidad de Granada.

Para una consulta detallada de las referencias correspondientes nos
remitimos al apartado de la Tesis Doctoral dedicado a la Bibliografia.

2.7.- Modalidad de la investigacion

De acuerdo con la taxonomia de investigaciones que propone Bisquerra
(1989, pags 60 y sigtes), el trabajo realizado se corresponde con las siguientes
modalidades:
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Segtn el proceso formal, utilizamos el método hipotético-deductivo.

Segun el grado de abstraccion, se trata de una investigacién a la vez
pura o bésica, dado que se pretende aumentar el conocimiento tedrico sobre el
campo en estudio, y aplicada, dado que también se aporta informacién que
tiene una utilidad préctica.

Segun la naturaleza de los datos, hemos de decir que se trata de una
investigacion tanto cuantitativa como cualitativa. No obstante, si nos atene-
mos al fin primordial del trabajo, se trata de una investigacion cualitativa en el
sentido de investigacion interpretativa, puesto que no pretendemos
generalizar los resultados mas alla de los alumnos observados. Podemos decir
que se trata una investigacion mixta en la que intervienen métodos no
empiricos y métodos empiricos en su doble faceta cuantitativa y cualitativa.

Segtin la orientacion, estd orientada a conclusiones y no a decisiones.

Segin la manipulacion de variables, es una investigaciéon no expe-
rimental de tipo descriptivo, por ser un estudio de desarrollo;

Segin la dimensién cronoldgica, tiene una faceta historica ya que se
manejan documentos antiguos. Desde el punto de vista de los estudios empi-
ricos realizados se trata de una investigacion descriptiva con enfoque de pre-
sente ya que describimos fendmenos sobre el presente, tal y como aparecen en
el estudio de casos;

Segtin las fuentes, se trata de una investigaciéon documental y metaa-
nalitica como parte del andlisis didactico y una investigacién empirica;

Segin la temporalizacion, la fase empirica es transversal ya que la
investigacion se ha realizado en un breve lapso de tiempo y supone un corte
transversal en la situacién de los sujetos ante el problema investigado.

2.8.- Criterios de bondad

De acuerdo con distintos autores, (Fernidndez Cano (1995), Cohen y
Manion (1990), Bisquerra (1989)), toda investigacion debe cumplir ciertos
requisitos, algunos de los cuales dependen de la naturaleza de la misma. No-
sotros nos hemos ajustado a los siguientes:

a) Replicabilidad
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Pensamos que la investigacion que hemos realizado puede ser replicada
en mas de un punto:

- Desde el punto de vista empirico, en el mismo sentido en el que se ha
realizado la comprobacion de la escala de Mokken obtenida en el primer
estudio;

- Desde el punto de vista tedrico, siguiendo los pasos establecidos y
disponiendo de la informacion béasica general a que se alude en los apartados
correspondientes;

- Realizando el estudio completo en otras muestras de composicion di-
ferente;

b) Generalizabilidad y posibilidad de desarrollo posterior

- A partir de documentos no utilizados se puede profundizar en el estudio
tedrico y abrir nuevas perspectivas para futuros estudios;

- El estudio proporciona una plataforma para la realizaciéon de investi-
gaciones experimentales que permitan extender y generalizar los resultados

- El estudio se puede ampliar a niveles superiores o inferiores del sistema
educativo o teniendo en cuenta otras consideraciones, otros Instrumentos
(tareas, etc.), otros factores, etc., llegando a un modelo mdas general que
incluso modifique la interpretacion de los resultados obtenidos aqui.

b) Imparcialidad

Las conclusiones a las que hemos llegado tienen el alcance que se puede
atribuir a las evidencias que se presentan. En tal sentido, no hay unanimidad
de criterios y, por tanto, el problema siempre estd planteado. En el desarrollo
de la investigacion se ha procurado ser objetivo, en lo posible, y subjetivo en
lo necesario, considerando que, a pesar de todo, se aportan datos y
argumentos novedosos y nuevas formas de afrontar el problema.

c¢) Fiabilidad

La fiabilidad de nuestra investigacion la podemos avalar por los si-
guientes aspectos:

-El control de la informacién (apartado 2.6). Su valoracién depende de
los medios disponibles y por tanto de la posibilidad de acceder a cierto tipo de
informacion. En este sentido consideramos que la informacion utilizada ha
sido suficiente, ya que ha posibilitado una investigacion no realizada y por
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tanto original, tanto en su contenido e intenciones como en Su Proceso
constructivo.

- La rigurosidad, profundidad y amplitud de los andlisis realizados en
todos los dmbitos cientificos que hemos considerado oportunos en relacion
con el razonamiento inductivo numérico.

- El no escatimar esfuerzos en cuanto al proceso completo de la investi-
gacion, realizando cuantos estudios se han creido necesarios para llegar a
obtener evidencias tedricas y empiricas que avalan las cuestiones planteadas
asi como los resultados obtenidos.

- Resultados analogos obtenidos en dos estudios muestrales en los que
han intervenido més de 270 alumnos pertenecientes a colegios distintos y que
se han realizado con un diferencia de tres afios entre ellos.

d) Consistencia empirica

No hay contradiccién entre el modelo tedrico de desarrollo, los resul-
tados estadisticos y la evidencia empirica de las respuestas de los escolares.
Ello es comprobable tanto en los anexos correspondientes como en los capi-
tulos de esta Tesis Doctoral dedicados al andlisis de los resultados. Las gra-
baciones obtenidas en las entrevistas y las pruebas realizadas por los alumnos
constituyen una prueba fehaciente que permanecerd bajo custodia para
posibles revisiones y replicaciones de esta investigacion.

e) Validez

En cuanto a la validez de constructo tedrico sefialar que hemos realizado
un andlisis didactico profundo teniendo en cuenta los principales campos del
saber que interaccionan con nuestra conceptualizacién de razonamiento
inductivo numérico finito.

En cuanto a la validez interna del estudio exploratorio se exponen en el
Capitulo 3 los resultados de un andlisis factorial que determina las compo-
nentes tedricas de la aritmética del numero natural implicitas en nuestro di-
sefio estadistico.

Para la prueba del estudio empirico hemos realizado una contrastacion
de la fiabilidad y validez estadistica del instrumento, obteniendo un grado
muy alto de fiabilidad.
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CAPITULO 3

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS VERBALES Y DE LAS ES-
TRATEGIAS DE CALCULO DEL ESTUDIO EXPLORATORIO

3.1.-Introduccion

Como se ha mencionado en el apartado del capitulo 1 dedicado a los
antecedentes y en la descripcion de las fases del proceso de investigaciéon que
se expone en el capitulo 2, la dltima parte de la investigacion que se recoge
en la Memoria de Tercer Ciclo (Ortiz, 1993) consistid en un estudio
exploratorio en el que una muestra formada por 297 sujetos con edades
comprendidas entre los 9 y los 12 afios realizaron la prueba mixta de
razonamiento inductivo numérico que figura en el Anexo 1.1 de este informe.

La prueba, cuya construccion y caracteristicas se exponen con detalle en
los capitulos correspondientes de la memoria citada, a los que nos remitimos,
consta de dos partes diferenciadas: a) completar 16 tareas de continuar series
de ndmeros naturales; b) explicar, en propias palabras, la regla o propiedad
que siguen los nimeros en cada una de las 16 series propuestas. Como se
puede observar en el mencionado Anexo 1.1, ambas partes se han intercalado
en la prueba de manera que cada una de las tareas de continuar series va
seguida inmediatamente de un apartado en el que se pide la explicacion
verbal correspondiente.

Los resultados de la primera parte de la prueba (a)) fueron analizados en
la Memoria citada y sirvieron para obtener una escala acumulativa para el
rango de edades estudiadas. Los resultados de la segunda parte (b)) se ex-
ponen con detalle en el presente capitulo junto a un breve estudio sobre la
evolucién de los niveles de la escala de Mokken.

Como veremos a lo largo del desarrollo de la investigacion, la infor-
macion extraida de las respuestas verbales ha sido ttil para profundizar en las
capacidades de razonamiento inductivo numérico de los escolares de Edu-
cacion Primaria y ha propiciado un acercamiento importante a la verdadera
naturaleza de este tipo de razonamiento. En particular, la evidencia empirica
obtenida sobre la gran variedad de esquemas, estrategias, conceptos,
procedimientos y habilidades aritméticas empleadas en la resolucion de las
16 tareas propuestas ha servido, en primer lugar, para construir un modelo



56 Capitulo 3.- Respuestas verbales y estrategias de célculo

sobre la evolucion de competencias y capacidades bésicas al respecto y, en
segundo lugar, para orientar el estudio empirico desarrollado posteriormente.
Los fundamentos y la construccién del modelo se exponen en el capitulo 4; el
estudio empirico realizado se expone en los capitulos 5 y 6 de esta Memoria.

Entre los resultados relevantes obtenidos con el andlisis de las respuestas
verbales podemos adelantar el predominio de algunos aspectos prenuméricos,
tales como el uso de referencias espaciales (aspectos topoldgicos basados en
la orientacién sobre la recta numérica: “atrds”, “bajando”, “subiendo”, etc.) o
temporales (antes, después, etc.) al establecer las comparaciones entre los
términos de las series, o la aplicacion generalizada de la accién de contar para
explicar criterios aditivos, que se constata mediante el uso de expresiones
como "van de dos en dos, subiendo". Igualmente, aunque esta vez en los
niveles superiores, se detectan esquemas prealgebraicos que manifiestan una
situacion cognitiva caracterizada por el dominio y generalizacion de
propiedades numéricas, como la paridad, o de relaciones aritméticas como
“doble-mitad”.

En los apartados que siguen, una vez abordado el propdsito del estudio y
el procedimiento sistemdtico que se ha utilizado en el andlisis, se describen
las respuestas y el estudio realizado sobre cada uno de los cuatro bloques
(aditivo, sustractivo, multiplicativo y partitivo) asi como sobre las tareas mas
representativas de los mismos. Se concluye el capitulo con una exposicion
detallada de los resultados y principales consecuencias para la investigacion,
entre las que se encuentra una caracterizacion de cada uno de los niveles de la
escala de Mokken en funcién de los tipos de respuesta de los sujetos de cada
nivel a cada una de las tareas.

3.2.- Propésito del analisis y procedimiento utilizado

Con el andlisis de las respuestas verbales nos proponemos:

- organizar la informacion recogida estableciendo categorias de res-
puestas;

- estudiar la distribucion de las respuestas por cursos y edades ;

- delimitar los patrones y regularidades que puedan ser de utilidad para
la construccion de un modelo tedrico de desarrollo del razonamiento
inductivo numérico que abarque toda la Educacién Primaria, para lo que es
importante:

- comprobar si los niveles de la escala de Mokken se ajustan a las
pautas observadas, es decir, si existe o no relacion entre la evolucion en ra-
zonamiento inductivo y la transicién de unos niveles a otros.

Ortiz Comas, A.
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El procedimiento seguido con cada una de las tareas queda sistemati-
zado en los siguientes puntos:

a) Clasificacion de respuestas y seleccion de las mds frecuentes.

Para la clasificacion de las respuestas a una misma tarea se ha utilizado
el siguiente criterio: Dos respuestas se identifican como equivalentes y
se asignan a la misma clase si se cumple una de las dos condiciones si-
guientes:
1) Tienen exactamente el mismo enunciado
2) Tienen enunciados diferentes pero encierran el mismo signifi-
cado inductivo numérico, es decir, la regla implicita hace referencia
a los mismos conceptos y procedimientos aritméticos asi como a la
misma estrategia inductiva.

La seleccion de las mds frecuentes se realiza teniendo en cuenta el nu-
mero de respuestas en las distintas categorias obtenidas. Una categoria
se considera frecuente si el nimero total de respuestas incluidas en la
misma supera al 5% del total. En este sentido hemos de aclarar que no
ha habido una gran dispersion en las respuestas mds frecuentes, obte-
niéndose un maximo de cuatro categorias para una misma tarea.

b) Justificacion de la clasificacion y discusion de criterios.

En este punto se especifican las caracteristicas aritméticas e inductivas
de cada categoria y las diferencias entre ellas.

¢) Distribucion de frecuencias.

Se analizan las frecuencias de las distintas categorias de respuestas por
cursos o edad y se discute su evolucion.

d) Andlisis global de las respuestas menos frecuentes (otras respues-
tas).

En este punto se observan, en las respuestas menos frecuentes, los as-
pectos inductivos y numéricos que no aparecen en las més frecuentes.

e) Estudio de las estrategias de cdlculo.
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Ademads de la expresion verbal pedida, la mayoria de los alumnos han
expresado por escrito los célculos o relaciones numéricas que han em-
pleado para determinar la regla. En este apartado se estudia dicha in-
formacién adicional, desde el punto de vista del razonamiento inductivo
numérico, estableciéndose las estrategias y procedimientos inductivos
que se deducen de los comportamientos observados y que explican el
sentido de las respuestas y el modo en que se han realizado las tareas.

f) Predominio de las estrategias aditivas en contextos multiplicativos.

Se analiza la aplicacién de esquemas aditivos en la resolucion de las ta-
reas correspondientes a los bloques multiplicativo y partitivo. El mero
hecho de poder interpretar una multiplicacion como una suma de su-
mandos iguales o una division como una serie de restas sucesivas hace
posible que las series de estos tipos se puedan interpretar y resolver
aditivamente, lo que se manifiesta, sobre todo, en las respuestas de los
sujetos que aun no han integrado los esquemas multiplicativos en sus ca-
pacidades de razonamiento inductivo numérico.

En los apartados que siguen se expone el estudio realizado sobre las
respuestas a los cuatro bloques en que se divide la prueba (aditivo, sustrac-
tivo, multiplicativo y partitivo), siguiendo, para cada uno de ellos, el mismo
orden establecido en el proceso descrito anteriormente.

En relacion con los dos primeros bloques (aditivo y sustractivo) se ex-
pone unicamente el estudio realizado sobre la primera de las tareas corres-
pondientes a cada uno, dado que en las restantes se reproducen las mismas
respuestas. Por el contrario, al no existir uniformidad en las respuestas de los
bloques multiplicativo y partitivo, se expone el estudio realizado sobre todas
y cada una de las tareas de ambos bloques.

3.3.- Respuestas al bloque aditivo

Exponemos en primer lugar, de forma resumida, el andlisis efectuado
sobre las respuestas verbales a la primera de las cuatro tareas del bloque. A
continuacién concluimos el apartado con una breve referencia a la unifor-
midad de las respuestas dadas a las cuatro series de este bloque.

3.3.1.- Anadlisis de respuestas a la primera tarea

La serie que determina la tarea analizada es la siguiente:

Ortiz Comas, A.
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I, 6, 11, 16,

a) Clasificacion y seleccion

De un total de 279 respuestas se relacionan a continuacién las cuatro
mads frecuentes, a las que notamos desde R1 hasta R4 para facilitar el andlisis
posterior:

R1: "Van de cinco en cinco"

R2: "Sumando de cinco en cinco"

R3: "Sumandole cinco"

R4: "A cada nimero hay que sumarle cinco més"

b)Justificacion

En la categoria R1 hemos incluido la respuesta "de cinco en cinco", por
considerarla andloga a la respuesta "van de cinco en cinco". Ambas contabi-
lizan en el total de respuestas de esta categoria.

Aunque en principio las cuatro respuestas parecen no presentar diferen-
cias significativas, lo cierto es que existen diferencias importantes entre ellas
desde el punto de vista del razonamiento inductivo numérico. En efecto, se
pueden apreciar diferencias de tipo semdntico, de tipo sintdctico numérico, de
completitud aritmética, de nivel de representacion y de tipo inductivo.
Pasemos a analizar més detenidamente estas diferencias.

Podemos interpretar la sustitucion de la expresion "van" por la expresion
"sumando" como un indicador del paso de la etapa del recuento a la etapa
propiamente aritmética. En este sentido podemos decir que los alumnos que
han respondido R2, a diferencia de los que han respondido R1, utilizan la
suma de nimeros naturales. Por otra parte, la respuesta R1 puede ser debida a
dos causas: que exista una verdadera limitacién de tipo aritmético, o que, sin
existir dicha limitacién, sea mds cémodo expresar asi la relacién encontrada.
En cualquier caso, la respuesta manifiesta un dominio de la secuencia
numérica y de la accién de contar, por lo que podemos decir que ambas
respuestas, R1 y R2, denotan la existencia de diferencias a nivel
representativo y de accion y, por consiguiente, indican diferentes actitudes de
los escolares al realizar la tarea.

Desde el punto de vista del razonamiento inductivo, ambas respuestas
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estan al nivel de la "iteraciéon" y, por tanto, de la repeticion indefinida y
ordenada de acuerdo con la secuencia numérica bésica; afirmaciéon que no se
puede sostener, sin embargo, para el caso de la respuesta R3, en la que la
suma tiene un sentido acumulativo y no de salto como asi ocurre en las dos
respuestas anteriores.

Desde el mismo punto de vista inductivo cabria hablar de
"enumeracion" con independencia del orden para la respuesta R4, en la que
se aprecia, ademads, una extension a todos los nimeros, lo que introduce una
diferencia inductiva importante con la respuesta R3. No obstante, esta
extension es una generalizacion que solo se puede realizar en el caso de las
colecciones finitas.

Por otra parte podemos decir, desde un punto de vista matemaético, que
las respuestas R3 y R4 representan un acercamiento al concepto de funcion,
denotando la existencia de un nivel prealgebraico que no se manifiesta en las
respuestas R1 y R2.

Por ultimo, de acuerdo con las interpretaciones de Vergnaud (1980)
sobre las operaciones aritméticas, las tres primeras respuestas s6lo consideran
las transformaciones, mientras que la cuarta considera tanto los estados como
las transformaciones.

¢) Distribuciéon

En la tabla 3.1 figura la distribucién de frecuencias absolutas de los ti-
pos de respuesta por cursos.
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4° 5° 6° Totales
R1 41 34 21 96
R2 8 17 12 37
R3 12 7 19 38
R4 3 9 17 29
54 67 69 200

Tabla 3.1. Frecuencias absolutas de las respuestas mas frecuentes por cursos.Tarea X1

Como se observa en dicha tabla, las cuatro respuestas mds frecuentes
fueron dadas por 200 alumnos, lo que corresponde al 71'68 % de los sujetos
que han respondido verbalmente y al 67'33% del total de la muestra, ya que
una parte de los alumnos dejaron la respuesta en blanco.

Desde el punto de vista de la construccion de una secuencia de desarro-
llo hemos de destacar que la frecuencia de aparicion de la respuesta R1, ba-
sada en el recuento, disminuye a medida que los cursos avanzan. Por el
contrario, la frecuencia de aparicién de la respuesta R4, aumenta a medida
que pasamos de los cursos inferiores a los superiores, mientras que las res-
puestas R2 y R3 no manifiestan tendencia alguna en este sentido.

Si observamos la distribucion de frecuencias por curso, vemos que las
respuestas de los escolares de cuarto curso se concentran en torno a la res-
puesta R1, las de quinto curso entre R1 y R2 y, por ultimo, las de sexto curso
se distribuyen entre los cuatro tipos de respuesta.

d) Otras respuestas

Ademads de las mas frecuentes, se han producido otras 58 respuestas di-
ferentes que se relacionan en el Anexo 3.1. De manera resumida dichas res-

puestas presentan las siguientes connotaciones interesantes:

dl) Considerar los niimeros naturales como una lista memoristica
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(R51,R17);

d2) Tener en cuenta aspectos topoldgicos como la orientacién sobre
la recta numérica (R32, R37, R52);

d3) La consideracion de un esquema clasificatorio para generalizar

no solo una regla aritmética sino, tambié€n, una propiedad numérica
(R23,R28, R38, R39, R40, R62).

e) Estrategias

En lo que se refiere al razonamiento y a los procedimientos de cdlculo
utilizados nos limitamos a su mera descripcion sin entrar en la extrapolacion
de los resultados o caer en la tentaciéon de establecer normas generales de
comportamiento cognitivo. A pesar de ello, estamos convencidos de que el
conocimiento de los procedimientos empleados en las tareas propuestas
permitird comprender mejor como llegan los escolares a obtener las regu-
laridades numéricas.

Los principales resultados del andlisis en este punto son los siguientes:

el) Los cdlculos utilizados por los nifios han tenido tres cometidos ba-
SICOS:
1) para comprobar la regularidad numérica;

2) para determinar la regla;
3) para calcular los nimeros que faltan en la serie.

Las conductas anteriores son excluyentes, puesto que los nifios solo
manifiestan una de ellas, y permiten establecer categorias de razonamiento
inductivo segun el tipo de estrategia o procedimiento empleado.

e2) Un total de 121 escolares de la muestra, lo que representa el 56,27%
de los que han respondido, han utilizado los cdlculos siguientes para re-
construir la serie:

6 11 16 21
+5 +5 +5 +5
11 16 21 26

‘+
N —

lo que podemos denominar como verificacion o comprobaciéon de una
posible regla, que en este caso es “sumar cinco”. Para estos sujetos, la veri-
ficacion de que la regla se cumple con los datos de la tarea es motivo sufi-
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ciente para su generalizacion.

Desde el punto de vista del desarrollo podemos decir que este tipo de
comprobacion no es una caracteristica propia del desarrollo en estas edades,
sino, mas bien, una manifestacion de un estado transitorio en el que aflora, en
un elevado porcentaje, esta forma particular de reafirmar una conclusion
inductiva.

e3) A pesar de que se trata de respuestas escritas a una prueba, en la que
no ha habido, por tanto, posibilidad de intervencion del investigador, hemos
obtenido la siguiente informacion sobre los procedimientos que utilizan 25
escolares de la muestra para determinar la regla:

a) Once nifios han utilizado, s6lamente, los dos primeros tér-
minos de la serie, determinando su diferencia: 6-1=5;

b) Cuatro han utilizado los tres primeros términos de la serie,
calculando en primer lugar la diferencia entre los dos
primeros y verificando, posteriormente, con los dos siguien-

tes:
6-1=5 11-6=5

¢) Nueve han utilizado los cuatro términos:
6-1=5 11-6=5 16-11=5

d) Un alumno ha utilizado los tres dltimos, invirtiendo el or-
den de los procesos anteriores:

16-11=5 11-6=5

Los alumnos de quinto y sexto son, basicamente, los que indican ex-
plicitamente los célculos necesarios para obener la regla.

e4) Debido a la simplicidad de la serie, la mayoria de los nifios han utili-
zado célculo mental para determinar tanto el criterio como los dos términos
pedidos. So6lo 31 sujetos han realizado por escrito los cdlculos necesarios para
determinar dichos términos.

e5) Tres alumnos han argumentado su solucion de la siguiente manera:

1) "Detrds del 6 hay 1. De 1 a 6 hay 5. Ese es el nimero que sumo"
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2) "Resto para saber de cuanto en cuanto van sumando"

3) "La regla no empieza de cero, sino por un uno. Entonces se multi-
plica por cinco y se suma uno mas:

5x3=15+1=16
5x4=20+1=21
5x5=25+1=26"

e6) Seis alumnos han utilizado la representacion gréfica para explicar lo
que hacen. Los graficos utilizados son de dos tipos:

1) Uso de barras para el recuento:

2) Uso de flechas para indicar la transformacion:
6 2 p |12 p 16— 2] -1 p 26

3.3.2.- Uniformidad de las respuestas del bloque aditivo

Al hablar de uniformidad de las respuestas en el bloque aditivo, nos
referimos al hecho de que los alumnos han manifestado el mismo tipo de
respuestas y calculos en las cuatro tareas del bloque, es decir, han utilizado
las mismas expresiones lingiiisticas y los mismos procedimientos de célculo
en las cuatro tareas. Las tnicas variaciones con respecto a las pautas
observadas en la primera tarea y analizadas en el apartado anterior han sido
las siguientes:

1) En la serie:
0,6,12,18,__ ,_

diez alumnos han utilizado un modelo multiplicativo, al coin-
cidir los términos con la tabla de multiplicar del seis, lo que
no ha ocurrido asi con la tarea X4, cuyos términos se ajustan a
la tabla de multiplicar del diecisiete.

2) Veinte nifios que utilizaron cdlculo mental para responder a
las dos primeras tareas del bloque se vieron obligados, ante el

Ortiz Comas, A.




Resultados del estudio exploratorio 65

aumento notable de la diferencia entre los términos, a acudir a
los calculos escritos para responder a las dos tareas siguientes.

3.4.- Respuestas al bloque sustractivo

Siguiendo el esquema utilizado en el estudio del bloque anterior expo-
nemos, en primer lugar y de forma resumida, el andlisis efectuado sobre las
respuestas verbales a la primera de las cuatro tareas del bloque. A conti-
nuacion concluimos el apartado con una breve referencia a la uniformidad de
las respuestas dadas a las cuatro series de este bloque.

3.4.1.- Analisis de respuestas a la primera tarea

La serie de la primera tarea de este bloque es la siguiente:
16, 13, 10, 7, __,__,
a) Clasificacion y seleccion

Hemos contabilizado 272 respuestas que se distribuyen uniformemente
entre los distintos cursos. Las mds frecuentes han sido las siguientes:

R1: "Restando de tres en tres"
R2: "Restarle tres a cada niimero"
R3: "Restando tres"

R4: "Restar 3"

b) justificacion

Las cuatro respuestas denotan claramente un nivel aritmético, al no
aparecer en ellas, a diferencia de las series aditivas, la utilizaciéon del re-
cuento. Las respuestas R1 y R3 manifiestan la iteracion por la utilizacién del
gerundio. La respuesta R2 conlleva una extension implicita y podemos hablar
de "enumeracion" y se corresponde con la respuesta R4 de la primera tarea
del bloque aditivo. La cuarta respuesta solo indica transfo-rmacién sin
iteracion y se corresponde con la respuesta R6 de la primera tarea del bloque
aditivo. Tanto en estas respuestas como en las anteriores podemos observar la
no utilizacion del primer término, que es en definitiva el que determina la
serie.
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¢) Distribuciéon

En la tabla 3.2 figura la distribucion de frecuencias absolutas de los
tipos de respuestas més frecuentes.

4° 5° 6° Totales
R1 24 18 23 65
R2 4 5 16 25
R3 6 9 11 26
R4 6 8 6 20
Totales | 40 40 56 136

Tabla 3.2. Frecuencias absolutas de las respuestas mds frecuentes por cursos. Tarea X5

Las cuatro respuestas mds frecuentes corresponden al 50% del total, lo
que indica que en este bloque se produce una mayor dispersion que en el
bloque aditivo, en el que dicho porcentaje ascendia al 71,68% del total de
respuestas emitidas.

d) Otras respuestas

Ademads de las cuatro mds frecuentes se han contabilizado otras 76 res-
puestas que se detallan en el Anexo 3.1. Del andlisis de las mismas se pueden
destacar las siguientes connotaciones:

d1) Uso de aclaraciones:

-inductivas con generalizaciones no aritméticas, tales como:
"siempre", "asi sucesivamente" y "cada vez" (R7, R8, R18,
R25,R32,R44,R46,R48,R50,R63, R64);

-topolégicas y espaciales, tales como: "hacia abajo", "saltarse
nimeros"; indicando el sentido de disminucion con términos
como: "atrds", "retrocede", "bajando" (R12, R14, R15, R16,
R18, R20, R24);
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d2) Uso del verbo “quitar” en lugar de “restar” (RS con 14
respuestas; R6 con 6 respuestas; R7 con 4 respuestas; RS,
R40, R64);

d3) Uso de ritmos y de la accion de contar de tres en tres en
disminucién (R8, R11,R14, R20, R24, R26, R30, R43, R45,
R49, R60).

e)Estrategias

Un total de 170 escolares de la muestra han realizado célculos por es-
crito en las tareas del bloque sustractivo, coincidiendo los procedimientos
con los utilizados en el bloque aditivo. En efecto:

el) 117 alumnos han comprobado o verificado la regla obtenida re-
construyendo la serie de la siguiente manera:

16 13 10 7 4
-3 -3 3 -3 -3
13 10 7 4 1

lo que representa el 68,82% del total de las respuestas. Este procedimiento
presenta una distribucion uniforme por cursos: 31 alumnos de cuarto, 44 de
quinto y 42 de sexto.

e2) Un alumno ha realizado la reconstruccién aditiva siguiente:

1 4 7 10 13
+3 +3 +3 +3 +3
4 7 10 13 16

e3) Los cdlculos realizados para determinar la regla se pueden agrupar
en torno a los dos casos diferenciados siguientes:

1) Calculo de la diferencia de dos términos consecutivos, bajo
dos modalidades diferentes: los términos consecutivos son los
dos primeros (conducta manifestada por 7 alumnos); los
términos consecutivos son el segundo y el tercero (conducta
manifestada por 2 alumnos);
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2) Restar 3 al primer término para determinar el segundo
(procedimiento utilizado por 9 alumnos), es decir:

16-3=13

e4) Al igual que en las series aditivas, los alumnos que han continuado
correctamente la serie, han llegado al resultado por tres vias diferentes:

1) Reconstruyendo la serie, como hemos explicado anterior-
mente;

2) Mediante cdlculo mental (alumnos que no han expresado
célculos por escrito);

3) Calculando los dos términos a partir del ultimo conocido y
de la diferencia (7-3=4 ; 4-3=1), procedimiento que han uti-
lizado 29 alumnos.

e5) En lo que se refiere a la utilizacion de gréficos, se reproducen los
mismos resultados observados en el bloque aditivo y en los mismos alumnos.

3.4.2.- Uniformidad de las respuestas al bloque sustractivo

Las respuestas a las tres tareas restantes son similares a las que se han
analizado en el apartado anterior, pudiéndose asegurar que dichos resultados
son comunes a todas y cada una de ellas. No obstante, de la revision realizada
sobre las demds tareas del bloque, podemos anadir los dos aspectos si-
guientes:

1) Hay alumnos que sin haber realizado célculo alguno en la
primera tarea, restan dos términos consecutivos para deter-
minar la diferencia en las tres tareas siguientes;

2) 16 de los 170 alumnos que realizaron la primera tarea dejan
en blanco alguna de las tres tareas siguientes.

3.5.- Respuestas al bloque multiplicativo

Segun se expone en el apartado 1.2.3.1 se ha realizado, con posteriori-
dad al estudio recogido en la Memoria de Tercer Ciclo y a partir de los datos
obtenidos en las tareas de continuar series del estudio exploratorio (primera
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parte de la prueba), un contraste de hipdtesis, mediante el estadistico chi-
cuadrado, y un andlisis factorial que muestran la existencia de diferencias
significativas entre el rendimiento en las ocho primeras tareas (bloques
aditivo y sustractivo) y el rendimiento en las ocho dltimas (bloques
multiplicativo y partitivo).

Las respuestas verbales correspondientes ponen también de manifiesto
(segunda parte de la prueba) diferencias entre dos grandes tipos de enfoques
o maneras de abordar las tareas de razonamiento inductivo numérico: aditivo
y multiplicativo. Desde este punto de vista, los sujetos con “enfoque o menta-
lidad aditiva” resuelven las tareas multiplicativas y partitivas utilizando es-
trategias y procedimientos propios del campo aditivo, lo que en unos casos da
resultado correcto y en otros no. En consecuencia, con objeto de incluir el
estudio de estos comportamientos particulares, se amplia a partir de aqui el
andlisis desarrollado en los apartados anteriores con un punto adicional
(apartado f)), en el que se trata especificamente el grado de predominio de las
estrategias aditivas al resolver tareas multiplicativas y partitivas.

3.5.1.- Anadlisis de respuestas correspondiente a la tarea X9

La serie correspondiente a esta tarea es la siguiente:

1, 2,4,8, __,__,
que es la mas simple de las series multiplicativas, debido a que la tabla de
multiplicar del dos es la primera que se memoriza en la escuela y una de las
que mejor se dominan en Educacion Primaria. Por otra parte, debido a que la
serie representa las potencias sucesivas de dos, aparece la relacién "doble”,
por lo que se abren las posibilidades de respuesta y los resultados presentan
diferencias con respecto al resto de las tareas del bloque.

Veamos a continuacién el andlisis realizado sobre las respuestas verba-
les que acompafian a la resolucién de esta tarea.

a) Clasificacion y seleccion
Las respuestas mds frecuentes han sido las siguientes:
R1: "Va sumando el numero que da"

R2: "Se multiplica por dos"
R3: "El doble de cada nimero"
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R4: "Recurrentes"
b) Justificacion

A diferencia de lo ocurrido con las respuestas obtenidas en los bloques
aditivo y sustractivo, nos encontramos aqui con una gran variabilidad en las
expresiones utilizadas por los sujetos para explicar la regla, lo que quizés
denota una mayor dificultad de los escolares para expresar verbalmente di-
chas reglas en el caso de las series multiplicativas y partitivas. Por este mo-
tivo hemos agrupado las respuestas equivalentes entre si atendiendo al se-
gundo de los criterios establecidos en el apartado 3.2, epigrafe a), es decir,
dos respuestas son equivalentes si se refieren a los mismos conceptos y pro-
cedimientos aritméticos asi como a la misma estrategia inductiva (mismo
significado inductivo numérico). Asimismo hemos incluido en la categoria
“recurrentes” las diferentes reglas que denotan periodicidad.

En R1 hemos incluido las respuestas que conllevan un modelo aditivo
no recurrente; en R2 la operacion de multiplicar por dos; en R3 el término re-
lacional “doble” y en R4 todas las respuestas de tipo ciclico, que en nuestro
caso son también aditivas como veremos en los parrafos que siguen. Las
respuestas incluidas en R1 y R4 son todas aditivas, mientras que las incluidas
en R2 y R3 son todas multiplicativas. Como se puede observar en el anexo
3.2, cada uno de los enunciados genéricos es pertinente para abarcar las
diferentes respuestas seleccionadas en cada caso.

¢) Distribuciéon

En total se han contabilizado 238 respuestas, de las que 154 se corres-
ponden con las mds frecuentes, lo que representa el 64,70% del total de res-
puestas.

En la tabla 3.3 se representa la distribucién de las respuestas mas
frecuentes en cada uno de los tres cursos. En términos de porcentajes, dichas
respuestas superan en todos los casos el 50%, produciéndose un aumento
significativo al pasar de un nivel inferior a otro superior, llegdndose al
77,38% en sexto curso; esto quiere decir que se tiende a las respuestas mas
frecuentes a medida que se avanza en el desarrollo del curriculo escolar.
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4° 5° 6° Totales
R1 15 11 13 39
R2 9 31 40 80
R3 2 4 8 14
R4 14 3 4 21
Totales 40 49 65 154

Tabla 3.3. Distribucion de las respuestas més frecuentes por cursos.Tarea X9
Se observan, ademads, los siguientes resultados:

cl) La utilizacién del producto como suma de sumandos iguales es ana-
loga en los tres cursos;

c2) La utilizacién de la multiplicacién (respuesta R2) es muy baja en
cuarto curso en comparacion con quinto y sexto, lo que significa que el
dominio de la estructura multiplicativa es bajo en los escolares de menor
edad de la muestra;

c3) La respuesta R3, que podemos considerarla como prealgebraica (ya
que define una relacidon y no una operacion), es la de menor incidencia, pu-
diéndose observar un ligero aumento a medida que se avanza en los cursos;

c4) La utilizacién de modelos recurrentes (respuesta R4) es mads
frecuente en los sujetos de menor edad, lo que es 16gico que ocurra si
tenemos en cuenta que la periodicidad es una estrategia aditiva util ante
diferencias no constantes, lo que supone bajar un escalén en el nivel de
abstraccion.

d) Otras respuestas

Ademas de las respuestas mas frecuentes se han contabilizado 69 res-
puestas mds (Anexo 3.1), sobre las que podemos sefialar las siguientes pun-
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tualizaciones:

dl) La mayoria de ellas representan intentos fallidos de encontrar la
regla;

d2) Predominan los intentos aditivos; 54 de las 69 respuestas denotan
aspectos aditivos;

d3) Muchas de estas respuesta no tienen en cuenta toda la informacion
proporcionada, ya que sélo se refieren a la relacién entre el primero y se-
gundo términos de la serie o relacionan, a lo sumo, el segundo con el tercero.
Muy pocas respuestas han tenido en cuenta el cuarto término.

d4) Como se deduce de la tabla 3.3 (porcentajes complementarios de los
que figuran en ella), estas respuestas alcanzan un 46,66% en cuarto curso,
disminuyendo a un 22,61% en sexto. Vemos pues como este tipo de
respuestas tiende a disminuir a medida que aumenta la edad, al contrario de
lo que ocurre con las respuestas mds frecuentes.

e) Estrategias

En la tabla 3.4 podemos ver la distribucion de resultados, distinguiendo
los dos apartados que se solicitaban a los alumnos: expresar la regla y realizar
célculos si era necesario. En cuanto a las estrategias y procedimientos de
célculo, de los 264 alumnos que han realizado la tarea, 205 han efectuado
célculos, 238 han expresado la regla y 193 han realizado las dos cosas. Los
principales resultados en este punto son los siguientes:

Expresa [No expresd
laregla | laregla | Totales
Realiza
calculos | 193 12 205
No realiza
célculos 45 14 59
Totales | 238 26 264

Tabla 3.4. Distribucion de resultados de la tarea X10

el) La mayoria de los nifios, 122 en total, han utilizado los cédlculos para
reconstruir la serie de acuerdo con el criterio aplicado, lo que supone el
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67,77% de los que han realizado los cédlculos habiendo expresado la regla.
Tan solo dos alumnos han intentado operar para calcular la regla aunque sin
obtener resultados, ya que al calcular diferencias entre los términos no
consiguieron reconstruir una solucion valida.

e2) Después de obtener mentalmente el criterio, 45 alumnos recurrieron
a calcular por escrito para obtener los términos que se pedian. Esto no es de
extraflar si tenemos en cuenta que los primeros términos de la serie son
nimeros menores que 10, mientras que para calcular el dltimo término hay
que multiplicar 16 por 2.

e3) En cuanto al significado de los signos y operaciones hemos de desta-
car la gran diferencia encontrada entre lo que algunos sujetos expresan por
escrito y lo que realizan realmente y pretenden comunicar. Por ejemplo:

1) El alumno expresa por escrito la frase "sumando dos en dos" y es-
cribe los siguientes célculos:

1 2 4 8 16
+1  +2 +4 +8 +16
2 4 8 16 32

2) El alumno expresa por escrito la frase "siguen un orden de dos en
dos" y escribe los calculos:

1x2 =2x2 =4x2 = 8x2 = 16x2=32

3) El alumno expresa por escrito la frase "que el nimero se va multi-
plicando por la serie de los nimeros pares" y escribe los siguientes calculos:

1x2=2,.......... ,1x10=10, 1x12=12

4) El alumno expresa por escrito la frase "se multiplica por 2" y escribe
los siguientes célculos:

1 2 4 8 16
+1 +2 +4 +8 +16
2 4 8 16 32

5) El alumno expresa por escrito la frase "cada vez sumando en orden
1+2+3" y escribe los cdlculos:
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1+1=2+2=4+4=8+5=13

6) El alumno expresa por escrito la frase "el resto mas si mismo" y es-
cribe los cdlculos:

1+41=2+2=4+4=8+8=16+16=32
f) Estrategias aditivas

Las respuestas aditivas correctas en este bloque, como sumar cada
término a si mismo, nos permiten asegurar, teniendo en cuenta el principio de
"dominancia de claves" de la psicologia cognitiva, que los intentos aditivos
son previos a los multiplicativos. Ademads, hemos podido observar que

4° 5° 6° Total

58 49 41 148

Tabla 3.4.- Distribucién de respuestas aditivas por cursos. Tarea X9

una vez encontrada una solucion el alumno pasa a la siguiente tarea sin in-
tentar encontrar nuevas soluciones.

Respecto al total de respuestas, el 62,18% de los alumnos han utilizado
una estrategia aditiva, lo que corresponde a 148 alumnos de los 238 que han
respondido la tarea. El indice de respuestas aditivas disminuye segin los
cursos, aunque no de forma brusca: 77,33% en 4°, 62,02% en quinto y
48,80% en sexto.

3.5.2.- Analisis de respuestas correspondiente a la tarea X10

Esta tarea ha tenido como soporte la serie:

2, 6, 18, 54,

a) Clasificacion y seleccion
A medida que avanzamos en las tareas del bloque multiplicativo va

disminuyendo el numero de respuestas diferentes. En total hemos contabili-
zado 229 respuestas en esta tarea, siendo las més frecuentes:
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R1: "Multiplicando por tres"
R2: "Recurrentes”

b) Justificacion

Al ser el primer término distinto de 1, a diferencia de lo que ocurre con
la tarea anterior, los elementos de la serie no coinciden con las potencias de
la razén. Por otra parte, la relacion “triple-tercio” es de uso menos frecuente
que la relacion “doble-mitad”, e identificar el doble como la suma de dos
sumandos iguales es mds sencillo y usual (la suma se considera como una
operacion binaria) que identificar el triple como la suma de tres sumandos
iguales, lo que justifica que no se utilice esta relacion para explicar la regla.

En el anexo 3.3, se exponen todas las respuestas equivalentes a las
respuestas genéricas R1 y R2, de acuerdo con el criterio establecido en el
apartado 3.2. epigrafe a).

¢) Distribuciéon

En la tabla 3.6 se representa la distribucién por cursos de estas
respuestas mds frecuentes.

4° 5° 6° Totales
R1 17 42 64 123
R2 14 2 3 19
Totales 31 44 67 142

Tabla 3.6 - Distribucion de las respuestas mas frecuentes por cursos. Tarea X10

Entre R1 y R2 tenemos un total de 142 respuestas, que se corresponden
con el 62,00% del total de respuestas recogidas.

De los datos obtenidos destacamos los siguientes resultados:

cl) Las respuestas multiplicativas aumentan segin los cursos, pasando
de un 26, 90% en cuarto a un 73,56% en sexto;
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c2) Respecto a la tarea anterior (X9), las respuestas recurrentes han
disminuido y se concentran en torno a cuarto curso;

c3) Las respuestas de los nifios mds pequefios son mds abiertas. Asi, las
respuestas de cuarto curso estdn compartidas entre las mds frecuentes
(49,12%) y otras respuestas (50,88%);

c4) Al aumentar de curso se produce una mayor tendencia a la respuesta
R1.

d) Otras respuestas

Las respuestas que no estdn incluidas entre las més frecuentes son, en su
mayoria, aditivas. Por otra parte, han sido empleadas principalmente por los
alumnos de cuarto curso (50,79%), disminuyendo este porcentaje a medida
que se avanza en los cursos.

e) Estrategias

El andlisis de las estrategias y procedimientos de cdlculo arroja los si-
guientes resultados: 182 alumnos han respondido a ambos apartados; 47
explican la regla sin necesidad de realizar cdlculos; 19 realizan célculos y no
explican la regla.

Expresa [No expresd
laregla | laregla | Totales
Realiza
calculos | 182 19 201
No realiza
calculos 47 0 47
Totales 229 19 248

Tabla 3.7.- Distribucion de resultados de la tarea X10

En total, 108 alumnos han reconstruido la regla para verificar y
comprobar el criterio; 34 de estas reconstrucciones han sido aditivas y 74
multiplicativas. Por otra parte, los mas pequefios son los que menos aseguran
sus respuestas, a las que llegan mentalmente sin expresar los procedimientos
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por los que han determinado la regla.
Del estudio se extraen también las siguientes conclusiones:

el) 40 alumnos han aplicado el cdlculo mental para determinar la regla,
pero han tenido que efectuar los cdlculos por escrito para determinar los dos
términos que se les pedian.

e2) Nos hemos encontrado con 12 alumnos que realizan cdlculos escri-
tos para determinar la regla. Todos los intentos, salvo dos de ellos, han sido
aditivos. Un alumno comienza con intentos aditivos y descubre la regla
multiplicativa.

e3) En cuanto a los signos, las operaciones y su significado, podemos
destacar los resultados siguientes:

1) El alumno expresa por escrito: "Se le suma 14 al nimero por el que se
+",y escribe los célculos:

2+4=6+12=18+26 =54+40=94 +54 =148

Como podemos observar la diferencia utilizada por este alumno
aumenta de 14 en 14.

2) La no utilizacién de los nimeros negativos la podemos constatar en
los intentos de ir restando la diferencia hasta llegar a una sustraccion con mi-

nuendo inferior al sustraendo, en cuyo caso la respuesta es cero: 10 - 44 = 0.

3) Se observa un error de significado en un alumno que escribe:
"sumando el triple" y realiza las operaciones siguientes:

2+2+2=6 6+6+6=18 18+ 18+ 18=54,...

4) Un alumno responde "a dos le sumo dos y el resultado lo sumo a 2 y
lo que dé lo sumo por el mismo", al referirse a los siguientes cdlculos:

2+4=6,6+12=18, 18 +36=54,54 + 108 = 162, 162 + 224 = 386
(En vez de 224 tenia que haber puesto 324)

f) Estrategias aditivas

En la tabla 3.8 podemos observar la distribucion de respuestas aditivas
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segun los diferentes cursos.

4° 5° 6° Total

48 21 13 82

Tabla 3.8.- Distribucion de estrategias aditivas por cursos. Tarea X10

La aditividad es muy significativa en cuarto curso, puesto que representa
el 76,19% de las respuestas obtenidas en dicho nivel. Por el contrario, dicho
porcentaje desciende al 26,58% en quinto y al 14,94% en sexto curso, donde
se produce un refuerzo del modelo multiplicativo ante la dificultad de
resolver aditivamente las tareas de este bloque.

Este predominio de las estrategias aditivas para resolver tareas multi-
plicativas se ha puesto de manifiesto, como hemos visto, en las respuestas a
la serie de razén dos (tarea X9), que se puede resolver aplicando varios
procedimientos aditivos. Dichas respuestas han permitido constatar que la
mayoria de los escolares, incluso los de edades avanzadas, emplean estrate-
gias aditivas en los primeros intentos de continuar las series.

Por el contrario, la resolucién aditiva de la serie de razén tres (tarea
X10) presenta una mayor dificultad, por lo que los alumnos mayores optan
por la solucién multiplicativa, segiin se refleja en los porcentajes de respues-
tas aditivas a esta tarea (38,37% en quinto y 25,27% en sexto). Sin embargo
esta dificultad no es un impedimento para que los alumnos de cuarto curso
continden aplicando mayoritariamente estrategias aditivas (70,42% del total
de respuestas en este nivel) en los mismos términos y en un tanto por ciento
similar al de la tarea anterior. Estos resultados confirman que los escolares de
edades inferiores permanecen aferrados a un primer nivel aditivo aunque la
serie se modifique complicdndose su resolucién aditiva. Por otra parte hay
que hacer notar que este “estancamiento” en el nivel aditivo parece que se
empieza a superar de forma apreciable a partir de quinto curso.

Haciendo balance de lo observado en este punto hemos constatado que
todos los escolares de la muestra tienen un primer nivel de dominancia adi-
tivo, sobre el que se sustenta un segundo nivel multiplicativo que aparece en
los sujetos de edades superiores. Este resultado se constata en la tarea anali-
zada en este apartado (X10), cuyas respuestas indican que los sujetos de
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cuarto curso no han pasado del nivel aditivo mientras que los de quinto y
sexto si lo han hecho en su mayoria; este paso de un nivel a otro es gradual a
partir de quinto curso y las diferencias se acentuan con la edad.

3.5.3.- Analisis de respuestas correspondiente a la tarea X11

La serie correspondiente es la siguiente:

3, 12, 48, 192,

a) Clasificacion y seleccion

Se han contabilizado 208 respuestas, de las que las mds frecuentes han
sido las siguientes:
R1: "Multiplicando por cuatro"
R2: "Recurrentes"

b) Justificacion

Como vemos se reproducen los resultados obtenidos con la tarea
anterior obteniendo solo dos categorias de respuestas. lLas respuestas
correspondientes a cada una de estas categorias se pueden ver en el anexo
34.

Al igual que en la tarea anterior, las respuestas recurrentes son aditivas y
por tanto corresponden a alumnos que permanecen en un nivel de
razonamiento inductivo numérico aditivo.

¢) Distribuciéon

Las respuestas anteriores se corresponden con el 69,71% del total de
respuestas obtenidas, lo que representa una amplia mayoria de las opciones
que eligen los alumnos de la muestra ante este tipo de tareas. En t€rminos
absolutos se han computado 145 respuestas, cuya distribucién figura en la
tabla 3.9. En dicha tabla podemos observar:

cl) Las respuestas multiplicativas continian aumentando en todos los
cursos, siendo significativo el aumento experimentado en cuarto curso en

relacidon con la tarea anterior.

c2) Las respuestas recurrentes se siguen manteniendo en cuarto curso
con un leve descenso con respecto a las tareas anteriores.
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4° 5° 6° Totales
R1 23 42 63 128
R2 12 3 2 17
Totales | 35 45 65 145

Tabla 3.9. Distribucidn de las respuestas mds frecuentes por cursos.Tarea X11

d) Otras respuestas

Ademas de las sefialadas hemos contabilizado otras 59 respuestas menos
frecuentes (Anexo 3.1), de las que podemos decir:

dl) 33 de ellas son intentos aditivos, de los que la mayoria son
recurrentes. No se incluyen en R2 por ser respuestas erroneas;

d2) 10 respuestas son intentos multiplicativos.
e) Estrategias

En la tabla 3.10 podemos observar la distribucion de resultados en
célculo y respuestas verbales en la tarea X11.

Expresa [No expresd
laregla | laregla | Totales
Realiza
célculos | 170 11 181
No realiza
calculos | 3% 0 38
Totales | 208 11 219

Tabla 3.10.- Distribucion de resultados de la tarea X11
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Se han contabilizado 16 alumnos que han utilizado cédlculos para de-
terminar la regla; 13 de ellos lo han intentado con relaciones aditivas y 3 con
relaciones multiplicativas. Asimismo se han contabilizado 44 respuestas en
las que se han utilizado los cdlculos para encontrar los términos que se piden.

Por otra parte, 102 alumnos han comprobado la solucién mediante una
reconstruccion de la serie; 20 de ellos han seguido un modelo aditivo y 82 un
modelo multiplicativo.

f) Estrategias aditivas

Los resultados aditivos correspondientes a la tarea X11 se exponen en la
siguiente tabla:

4° 5° 6° Total

32 15 13 60

Tabla 3.11.- Distribucién de respuestas aditivas por cursos. Tarea X11
El 55,17% de los alumnos de cuarto curso han utilizado estrategias
aditivas, lo que significa un descenso respecto a la tarea anterior, en la que
este porcentaje se eleva al 76,19%. Estos resultados no hacen mds que con-

firmar la evolucion ya contrastada de los niveles de dominancia.

3.5.4.- Analisis de respuestas correspondiente a la tarea X12

La serie correspondiente a esta tarea es la siguiente:
9, 45, 225, 1125, ___,
a) Clasificacion y seleccion
Han realizado esta tarea un total de 205 alumnos, de los que 190 han ex-
presado la regla por escrito. Las respuestas mas frecuentes han sido las si-

guientes:

R1: "Multiplicando por cinco"
R2: "Recurrentes"

b) Justificacion
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Se reproducen los resultados de las tareas anteriores, encontrandonos
con un grupo de alumnos que manifiestan un dominio de las relaciones
multiplicativas y otro que no consiguen este dominio, permaneciendo en un
nivel aditivo dando soluciones recurrente basadas en la adicién, tal y como se
puede comprobar en el anexo 3.5.

¢) Distribuciéon
Las categorias R1 y R2 recogen la mayor parte de las respuestas obte-

nidas, que ascienden a 139 de un total de 190 emitidas. En la tabla 3.12 figura
la distribucion de estas respuestas por cursos.

4° 5° 6° Totales
R1 20 45 64 129
R2 5 4 | 10
Totales 25 49 65 139

Tabla 3.12.- Distribucién de las respuestas mds frecuentes por cursos. Tarea X12.

Teniendo en cuenta estos resultados y las propias tareas realizadas por
los sujetos podemos establecer las siguientes conclusiones:

cl) Se produce un aumento relativo de las respuestas multiplicativas, lo
que se explica si tenemos en cuenta que no han respondido a esta tarea los
alumnos que realizaron aditivamente las tareas anteriores. El descenso en el
el nimero de respuestas a esta tarea es significativo en alumnos con esque-
mas aditivos.

c2) Hay una consolidacién multiplicativa que se manifiesta en las res-
puestas emitidas por los alumnos de quinto y sexto cursos.

d) Otras respuestas

Se han contabilizado 38 respuestas menos frecuentes que se relacionan
en el Anexo 3.1. De ellas podemos destacar los siguientes aspectos:
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d1) El nivel aditivo se manifiesta en 23 respuestas, es decir, en el 73,
68% del total.

d2) En 13 casos de las 23 respuestas aditivas se observa que los sujetos
no tienen en cuenta toda la informacion disponible, ya que se basan en resul-
tados parciales obtenidos mediante la comparacién entre dos términos con-
secutivos.

e) Estrategias
En la tabla 3.13 exponemos la distribucién de los alumnos que han

contestado la tarea en cuanto a la realizacion de cdlculos y expresar la regla
por escrito.

Expresa [No expresd
laregla | laregla | Totales
Realiza
célculos 153 22 165
No realiza
célculos 47 0 47
Totales 190 22 212

Tabla 3.13.- Distribucion de resultados de la tarea X12

el) En cuanto a los procedimientos de comprobacion y verificacion, se
han contabilizado 95 alumnos que han comprobado la respuesta reconstru-
yendo la serie; 23 de ellas han sido reconstrucciones aditivas, mientras que
las 72 restantes han sido multiplicativas. Las reconstrucciones aditivas han
sido realizadas, en su mayor parte, en 4° curso, con un 52,17% del total de
respuestas de este tipo. Por el contrario, los alumnos de este mismo curso
s6lo han efectuado el 9,72% del total de 72 reconstrucciones multiplicativas
registradas.

e2) Tan s6lo 8 alumnos han expresado por escrito los célculos utilizados
para determinar la regla. Siete de estos intentos han sido aditivos (restando
términos, sumando diferencias etc.), mientras que el octavo verifica la regla
mediante divisiones sucesivas.
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e3) Desde el punto de vista de los signos, operaciones y significados nos
hemos encontrado con los tres casos de interés siguientes:

1) El alumno expresa la regla "poniendo 63, poniendo 180 y poniendo
900" y realiza los siguientes calculos:

1125+63= 1188, 1188+180= 1368, 1188+ 900=2088

Poner tiene aqui el significado de escribir el sumando correspondiente.

2) En la respuesta “Todos cincos menos uno que es nueve' queremos
entender que el alumno se refiere a las cifras en que terminan los términos de

la serie.

3) El alumno escribe la frase "el nimero se multiplica por cuatro y luego
se suma" y a continuacion expresa por escrito las operaciones siguientes:

9+36 = 45+180 = 225+880 = 1125+4500 = 5625422520 = 28145

donde se comprueba que, en cada caso, el segundo sumando es el pri-
mero multiplicado por cuatro, salvo un error en la tercera operacion.

f) Estrategias aditivas

Las respuestas aditivas se distribuyen por cursos segun la tabla
siguiente:

4° 5° 6° Total

12 5 6 23

Tabla 3.14.- Distribucién de respuestas aditivas por cursos. Tarea X12

Se observa un descenso del uso de este tipo de estrategias en relacion
con las tareas anteriores; descenso que se debe a una disminucion de las res-
puestas en aquéllos alumnos que habian contestado aditivamente con ante-
rioridad. De todas maneras se siguen acumulando en mayor medida en cuarto
curso.
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3.6.- Respuestas al bloque partitivo

De acuerdo con el disefio de la prueba, las cuatro series partitivas y las
cuatro multiplicativas se han construido utilizando, respectivamente, los
cuatro pares de operadores inversos correspondientes a los nimeros naturales
2, 3,4y 5. Esta particularidad permite tener en cuenta, en el andlisis que se
va a exponer, los dos aspectos adicionales siguientes:

a) /Se modifican los procedimientos y las estrategias utiliza-
das por los alumnos cuando se invierten las operaciones
(multiplicacion - divisién)?. En este sentido hemos de tener en
cuenta que las series multiplicativas poseen la propiedad de
"crecimiento indefinido", frente al "decrecimiento indefinido"
de las series partitivas, lo que puede provocar que los intentos
recurrentes, que son las estrategias utilizadas mayorita-
riamente por los escolares con "mentalidad aditiva", sean
ineficaces en el caso de las series partitivas. Esto no ocurre,
sin embargo, en las series sustractivas, que no pueden decre-
cer indefinidamente; ademds, en este caso, los alumnos que
emplean el enfoque aditivo dominan, obviamente, la aditivi-
dad. Por tanto, estaremos interesados en los comportamientos
y estrategias de los sujetos con enfoque aditivo ante el cambio
del contexto multiplicativo al partitivo, para lo que vamos a
comparar las respuestas de cada individuo a ambos tipos de
tareas.

b) ;(Cudles son los comportamientos aditivos! de los sujetos
ante la inversién de las relaciones doble y triple?. En concreto
estamos interesados en comprobar si las respuestas denotan
los intentos aditivos de relacionar "mitad" con "restar la
mitad" y "tercio" con "restar un tercio" o bien, con “restar el
siguiente” o “restar el doble del siguiente”.

Ademads de los dos aspectos anteriores, aparece en este bloque lo que
hemos denominado como efecto tope, cuyas caracteristicas se explican
detenidamente en el apartado 1.2.3.3 del capitulo 1. En relacién con este
efecto estamos interesados en estudiar si el mismo aparece en las respuestas
de alumnos con “mentalidad aditiva” o, por el contrario, en las respuestas de
alumnos con “mentalidad multiplicativa”. En este dltimo caso podremos

lhos referimos, evidentemente, a aquéllos comportamientos basados en el empleo de estrategias aditivas.
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asegurar que el efecto tope constituye un error de ultimo término, tal y como
se ha definido en la Memoria de Tercer Ciclo.

Como veremos, tanto el estudio general como los estudios adicionales
anteriores quedan suficientemente completos con el andlisis de los resultados
de las tareas X13 y X14, por lo que vamos a limitar el estudio del bloque
partitivo a dichas tareas, completando con ello el andlisis de las respuestas
verbales.

3.6.1.- Analisis de respuestas correspondiente a la tarea X13

La serie que corresponde a esta tarea es la siguiente:

64, 32, 16, 8,

9 J—

Han realizado la tarea un total de 198 alumnos, de los que 184 han ex-
presado la regla por escrito, 137 han realizado célculos, 123 han contestado
ambos apartados, 61 se han limitado a dar la respuesta verbal y 14 han rea-
lizado calculos sin expresar la regla.

a) Clasificacion y seleccion

Las respuestas mds frecuentes se pueden agrupar en las siguientes cate-
gorias:

R1: "Dividiendo entre 2"
R2: "La mitad de cada ndmero"
R3: "Quitar la mitad"

b) Justificacion

Nos encontramos con dos categorias de respuestas: Respuestas
equivalentes a R1 y R2 que se corresponde con un grupo de alumnos con un
dominio del nivel partitivo y las equivalentes a R3 que se corresponden con
alumnos que no superan el nivel aditivo claramente, como podemos

comprobar en el anexo 3.6.

Comparando estas respuestas con las obtenidas en la serie multiplicativa
inversa (tarea X9) encontramos que:

bl) La inversa de la respuesta "Va sumando el nimero que da" no es
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"Va restando el nimero que da" sino "Quitar la mitad", por lo que aquélla no
aparece entre las respuestas de los alumnos.

b2) Por el contrario si se corresponden entre si las respuestas "Se mul-
tiplica por dos" y "Dividiendo entre 2".

b3) La respuesta inversa de "El doble de cada nimero" es "La mitad de
cada numero".

b4) No aparecen respuestas recurrentes, aunque se observan algunos
intentos que no culminan en una solucién correcta. El fracaso se debe a la
necesidad de pasar del dominio de los nimeros naturales al dominio de los
nimeros negativos, lo que, evidentemente, no han sabido realizar los
escolares.

¢) Distribuciéon

En la tabla 3.15 figura la distribucién por cursos de las respuestas mas
frecuentes.

4° 5° 6° Totales
R1 11 32 51 94
R2 2 2 4 8
R3 4 4 5 13
Totales 17 38 60 115

Tabla 3.15.-Distribucién de las respuestas mds frecuentes por cursos. Tarea X13
De los datos anteriores podemos destacar:

cl) El descenso de las respuestas aditivas con respecto al bloque ante-
rior;

c2) La consolidacién en sexto curso de las respuestas R1, que presentan
un aumento progresivo desde cuarto curso.
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d) Otras respuestas

Ademads de las anteriores hemos registrado otras 64 respuestas, de las
que 54 manifiestan estrategias aditivas. Globalmente se observa un aumento
del porcentaje de respuestas aditivas en cuarto curso y una disminucion sig-
nificativa de dicho porcentaje en los otros dos cursos; asi, en quinto curso, se
pasa del 62% al 39,39%, mientras que en sexto curso se pasa del 48,80% al
22,07%. Esto confirma que los alumnos mayores utilizan esquemas aditivos y
multiplicativos, mientras que los menores tan solo aditivos.

e) Estrategias
En total han sido 198 alumnos los que han respondido la tarea X13. De

acuerdo con los apartados que han respondido se distribuyen segun la tabla
3.16.

Expresa [No expresd
laregla | laregla | Totales
Realiza
calculos 123 14 137
No realiza
célculos 61 0 61
Totales 184 14 198

Tabla 3.16.- Distribucién de resultados de la tarea X13

Del andlisis de estrategias se han obtenido los siguientes resultados:

el) 98 alumnos, lo que representa el 71,53% de los que han realizado
célculos, utilizan dichos célculos para verificar el criterio y reconstruir la
serie. Tan solo 10 alumnos han utilizado los cédlculos con la intencién de
obtener la regla.

e2) Algunos de los sujetos que utilizan estrategias aditivas manifiestan
las siguientes conductas ante la imposibilidad de restar una cantidad de otra

menor:

1) Un alumno propone la regla "Restandole 8" y escribe el nimero
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0 para el ultimo término;

2) Otro alumno que propone la solucién recurrente "Restando pri-
mero 32, luego 16 y por dltimo 8” afiade: "No se puede restar a 8-
32u;

3) Algunos alumnos contestan "Restando cuatro" con la tnica in-
tencion de poder operar.

e3) Un alumno responde "Sale el mismo nimero que en el sustraendo" y
realiza los siguientes calculos:

64 32 16 8§ 4
32 -6 -8 4 2
216 8 4 2

f) Estrategias aditivas

Los alumnos que han utilizado estrategias aditivas se distribuyen por los
diferentes cursos de acuerdo con la tabla 3.17.

4° 5° 6° Total

25 26 17 68

Tabla 3.17.- Distribucién de respuestas aditivas por cursos. Tare X13

Hemos comprobado que todos los alumnos de sexto curso que han
utilizado esquemas aditivos en la tarea X9, modifican sus respuestas en la
tarea X13 utilizando esquemas multiplicativos para responder R1. Esto no
ocurre, en ningln caso, con los alumnos de cuarto curso, mientras que en
quinto se observan ya algunas de dichas modificaciones. De todo ello se
deduce que los alumnos de sexto curso son capaces de modificar sus
estrategias cuando la dificultad de la tarea asi lo exige, mientras que los
alumnos de cuarto curso permanecen pertinazmente en el uso de estrategias
aditivas a pesar de las dificultades.

3.6.2.- Analisis de respuestas correspondiente a la tarea X14

La serie correspondiente a esta tarea es la siguiente:
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243, 81, 27, 9, ,

La peculiaridad de esta serie es que con ella se presenta el "efecto tope".
El andlisis de los resultados se detalla en el apartado 1.2.3.3, con los que se
confirma que se produce dicho efecto con una frecuencia apreciable en la
muestra estudiada.

a) Clasificacion y seleccion

Hemos encontrado una séla categoria significativa para las respuestas
mas frecuentes, en la que se incluyen, como se puede ver en el anexo 3.7., un
gran nimero de respuestas diferentes. Todas ellas se corresponden con el
modelo partitivo de una progresion geométrica de razon un tercio, es decir:

R1: "Dividiendo por tres"
b) Justificacion
Los resultados estin de acuerdo con las respuestas de la tarea X10
multiplicativa de razén tres, concluyendo que la relacion triple-tercio no la
utilizan los alumnos de estas edades en tareas de continuar una serie de razon
tres, obteniendose una sola categoria significativa de respuesta que denota un
dominio del nivel partitivo basado en la division.

¢) Distribuciéon

En la tabla 3.18 se expone la distribucion de R1 segun los diferentes
cursos.

4° 5° 6° Total

R1 13 33 55 101

Tabla 3.18.- Distribucion de la respuesta mas frecuente por cursos. Tarea X14

Restringiendonos a los alumnos que han expresado la regla por escrito,
los resultados de la tabla anterior se corresponden con un 40,62% en cuarto,
un 5593% en quinto y un 78,57% en sexto, lo que significa una
consolidacion del modelo partitivo en sexto curso en las respuestas verbales.
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d) Otras respuestas

Se han contabilizado otras 46 respuestas no categorizables bajo R1, de
las que 41 denotan aspectos aditivos. Con respecto al total de respuestas re-
gistradas en esta tarea, el 56,25% de ellas son aditivas en cuarto curso, el
20,33% en quinto curso y el 12,.85% en sexto curso, lo que confirma las
conclusiones establecidas a tal respecto en las tareas anteriores.

e) Estrategias

En la tabla 3.19 podemos ver que 164 alumnos han realizado la tarea, de
los que 39 expresan la regla sin necesidad de realizar célculos.

Ante la dificultad de la tarea se constata un aumento en el uso de los
célculos para determinar la regla, lo que se observa en las respuestas de 21
alumnos que han realizado diferencias o cociente entre dos términos
consecutivos.

Expresa [No expresd
laregla | laregla | Totales
Realiza
cdlculos 112 13 125
No realiza
cdlculos 39 0 39
Totales 151 13 164

Tabla 3.19.- Distribucion de resultados de la tarea X14

f) Estrategias aditivas
En la tabla 3.20 podemos ver la distribucion de respuestas aditivas en

los diferentes cursos, confirmandose los resultados de tareas anteriores al ser
estas respuestas mds persistentes en los cursos inferiores.
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4° 5° 6° Total

18 12 9 39

Tabla 3.20.- distribucion de respuestas aditivas por cursos. Tarea X14.

La modificacién de la tarea, en el sentido de una mayor dificultad, no
modifica los esquemas de los alumnos con mentalidad aditiva. Estos alum-
nos, a pesar de no existir respuestas aditivas sencillas, se resisten a modificar
sus esquemas y buscar soluciones partitivas.

3.7.- Restimen y discusion de los resultados del analisis de las respuestas
verbales

En las paginas anteriores se han detallado los andlisis efectuados sobre
las respuestas verbales dadas por los alumnos de la muestra a la segunda
parte de la prueba del estudio exploratorio. En dichos anélisis, de los que se
ha expuesto un extracto de los aspectos particulares observados en cada blo-
que y en cada una de las tareas analizadas, se constata una evolucion marcada
por la permanencia de algunas caracteristicas del razonamiento inductivo
numérico y, al mismo tiempo, por la aparicion de otras nuevas al pasar de
unas tareas a otras y de unas edades a las siguientes.

Con la intencién de aportar una vision global de los resultados obteni-
dos, realizamos a continuacién una sintesis de los mismos desde la dptica
mas general del desarrollo de las competencias estudiadas, lo que constituye
el eje central del interés de la investigacion. De acuerdo con este enfoque, y
advirtiendo que los epigrafes que encabezan cada apartado no se correspon-
den con los que se han empleado para el procedimiento de andlisis de cada
una de las tareas, los resultados mds importantes son los siguientes:

a) Las rutinas y hébitos aritméticos, incluido el cdlculo mental, son
herramientas validas utilizadas por los escolares para determinar
una regularidad numérica.

b) En los escolares de menor edad se observan esquemas arraigados
que indican el origen de sus rutinas aritméticas y, por tanto, de sus
estrategias de resolucién de tareas de continuacién de series
numeéricas. En concreto nos referimos a los siguientes esquemas:
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- esquemas infralégicos subyacentes a la propia construccién del
nimero natural, tales como los que se refieren a aspectos topo-
légicos intuitivos que incluyen, entre otros, la orientacién en la
recta numérica (atrds, bajando, saltarse nimeros, hacia abajo, etc.);

- esquemas de aprendizaje memoristico de la serie de los numeros
naturales, considerada como una lista almacenada en la memoria.
Aqui incluimos la accién denominada "contar ordinal" como uno
de los origenes de esta consideracién de los niimeros por parte de
una amplia mayoria de los sujetos de menor edad.

c) Los escolares de mayor edad, por el contrario, emplean es-
quemas prealgebraicos para la interpretaciéon y utilizaciéon de
regularidades aritméticas en series numéricas. Entre estos esquemas
podemos citar los esquemas clasificatorios, que los sujetos utilizan
para generalizar regularidades aritméticas y propiedades numéricas
como la paridad.

d) Los escolares han utilizado los cdlculos al menos con tres
intenciones diferentes:
1) Para comprobar la regularidad numérica.
Una gran mayoria de sujetos reconstruyen la serie a partir del
primer término, por lo que se supone que han determinado la
regla mentalmente;
2) Para determinar la regla.
Algunos sujetos utilizan s6lo una parte de la informacion;
comparan dos términos consecutivos y no verifican o com-
prueban el resultado con los restantes términos de la serie;
3) Para calcular los términos que faltan.
Esto se observa en las respuestas de los sujetos que han de-
terminado la regla mentalmente.

e) Los alumnos que han respondido acertadamente han llegado a
los resultados por tres vias diferentes:
1) Reconstruyendo la serie;
2) Considerando parte de la informacion para obtener la regla
y poder determinar los términos que se piden;
3) Mediante calculo mental, sin realizacién escrita de opera-
cion alguna.

f) Se constatan los siguientes esquemas inductivos:
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- iteracion en las respuestas (restando o sumando de n en n,
etc.);

- generalizaciones no aritméticas (siempre, cada vez, etc.);

- enumeracion simple en los procesos de comprobacién
mediante la reconstruccion de la serie término a término.

g) En las respuestas se hace patente el dominio del modelo aditivo
en las series multiplicativas, lo que se pone de manifiesto en el
hecho de que los intentos aditivos siempre son previos a los
multiplicativos. Estos intentos pueden tener éxito en algunos casos,
dando lugar a soluciones aditivas a las que los sujetos llegan por
dos vias diferentes: reconstruyendo aditivamente la serie o apli-
cando un modelo ciclico.

Los modelos ciclicos se han utilizado, inicamente, en las series del
bloque multiplicativo. Parece que los escolares de la muestra no
disponen de modelos ciclicos que sean aplicables a las series parti-
tivas.

h) Un indicador del uso predominante de los modelos aditivos se
encuentra en las diferencias notorias entre lo que expresan los
nifnos y los calculos que realizan, lo que se observa en numerosas
respuestas en las que se mezclan aspectos aditivos 'y
multiplicativos. Esta situacién se produce en sujetos de cursos y
edades diferentes, por lo que podemos hablar de una transicién
inestable, aunque duradera, entre el dominio del modelo aditivo y
el dominio del modelo multiplicativo.

i) El uso de graficos para interpretar las reglas se circunscribe a un
nimero reducido de alumnos, por lo que podemos decir que la
mayoria de los escolares de la muestra no utilizan la representacion
grifica como soporte para la resolucién de este tipo de tareas.
Hemos de destacar, ademads, que los graficos sélo se emplean para
representar las transformaciones aditivas, a diferencia de lo que
ocurre en las series multiplicativas, en las que las reglas se explican
verbalmente.

j) Las respuestas que hemos considerado como las mas frecuentes
son las que sefialan la tendencia general en las distintas edades y
niveles del curriculum, lo que significa que la evoluciéon que es-
tamos estudiando se puede caracterizar en términos de los esque-
mas subyacentes a dichas respuestas.
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k) Las respuestas prealgebraicas estin presentes en las pruebas
realizadas por los tres cursos que intervienen en el estudio, con un
ligero aumento de las mismas al pasar de cuarto a sexto curso.
Asimismo podemos concluir que los alumnos de la muestra, en
general, no presentan competencias propiamente algebraicas ante la
resolucion de tareas con series numéricas.

3.8.- Consecuencias del estudio exploratorio

Uno de los objetivos de la investigacion es describir el razonamiento
inductivo numérico en los escolares de Educacion Primaria. El estudio
exploratorio desarrollado en la Memoria de Tercer Ciclo permitid, en tal
sentido, efectuar una primera aproximacion al problema y obtener algunos
resultados relevantes. Pero el estudio que se recoge en dicho informe se
limité a delimitar una escala acumulativa e identificar el efecto tope a partir
de los datos de la primera parte de la prueba, sin entrar en el andlisis de las
respuestas verbales ni establecer conclusiones basadas en toda la informacion
proporcionada por las respuestas a la prueba completa. El primer aspecto ha
sido ya abordado en los apartados anteriores; el segundo constituye el objeto
del presente apartado.

Las respuestas a las tareas de continuar series (primera parte de la
prueba), que han dado lugar a la construccion de la escala de Mokken, y las
respuestas verbales que han sido analizadas en el presente capitulo, denotan,
por un lado, la existencia de regularidades que caracterizan diferentes perfiles
en razonamiento inductivo numérico y, por otro, una evidente evolucion de
las caracteristicas de las capacidades y competencias estudiadas a medida que
transcurren los cursos o se comparan las respuestas dadas por sujetos de
distintas edades; evolucién que puede ser matizada y explicada de una ma-
nera mds profunda utilizando los resultados del andlisis que se ha expuesto en
las paginas anteriores.

Los dos aspectos mencionados se abordan en el presente apartado como
consecuencias importantes del estudio exploratorio. En primer lugar se
expone una primera caracterizacion de los perfiles correspondientes a cada
uno de los niveles de la escala de Mokken, teniendo en cuenta los resultados
particulares y generales del andlisis de las respuestas verbales. En segundo
lugar, tomando como referencia la distribucién de resultados por cursos y
edades de la primera parte de la prueba (tareas de continuar series) y
considerando la caracterizaciéon de los distintos niveles de la escala, se de-
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sarrolla un breve analisis comentado sobre su evolucion.

Para una interpretacion completa de las exposiciones que siguen, hemos
de recordar que la escala acumulativa, punto de referencia comun a ambas,
consta de cinco niveles: los cuatro que son propios de la escala de Mokken
(aditivo, sustractivo, multiplicativo y partitivo) y un quinto nivel previo, al
que hemos denominado NO, que engloba a todas las respuestas (alumnos) que
no consiguieron realizar correctamente ninguna tarea de la escala. La
continuacién del trabajo, en lo que constituye el nicleo fundamental de esta
Tesis Doctoral, pretende, precisamente, estudiar dicho nivel inferior. En este
sentido nos proponemos, en los capitulos siguientes, dividir el nivel NO en
varios subniveles que categoricen el razonamiento inductivo numérico de los
sujetos de edades comprendidas entre los 6 y los 9 afios, construir una escala
completa, por ampliacién de la escala de Mokken, para toda la Educacién
primaria y profundizar en la caracterizacion de los niveles que iniciamos en
este apartado.

3.8.1.- Caracterizacion de los niveles de la escala de Mokken

A partir de los resultados obtenidos en el andlisis de las respuestas
verbales del estudio exploratorio (realizado sobre 297 alumnos con edades
comprendidas entre los 9 y los 12 afios) se ha efectuado una primera carac-
terizacion del perfil inductivo-numérico de cada nivel segin se expone a
continuacién. Estos resultados servirdn, a su vez, para la construccion del
modelo tedrico que se expone en el capitulo siguiente, y serdn ampliados con
los resultados del estudio empirico completo que resulte de la aplicacién del
mencionado modelo y que se exponen en los capitulos 5 y siguientes de la
Tesis Doctoral.

Del esudio realizado se deduce que los cinco niveles de la escala acu-
mulativa de Mokken presentan las siguientes caracteristicas:

Nivel 0. Constituido por aquéllos comportamientos que no han tenido
€xito en ninguna serie de la escala.

Los alumnos cuya conducta corresponde a este nivel se caracterizan por
dar interpretaciones topoldgicas del tipo “saltar nimeros”, llegando a
establecer, como maximo, relaciones de anadir y quitar. Igualmente, las
respuestas manifiestan una incapacidad para relacionar adecuadamente los
esquemas aludidos con las operaciones aritméticas y generalizar las regula-
ridades correspondientes.
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Nivel 1. Constituido por los comportamientos que han conseguido
realizar correctamente la primera tarea de la escala.

Los alumnos que se encuentran en este nivel se caracterizan por inter-
pretar las series a partir de la accion de contar o del recuento acumulativo,
considerando como similares “sumar n” y “contar de n en n”. Por otra parte
son incapaces de descubrir las relaciones multiplicativas y partitivas e inter-
pretan las relaciones aditivas con esquemas subyacentes a la operacién de
sumar (esquema de contar), interpretacion que les permite descubrir la regla y
generalizarla. Desde el punto de vista de la naturaleza del nimero natural
podemos decir que se produce un predominio del aspecto ordinal con
respecto al cardinal ante las tareas de continuar series.

Nivel 2. En este nivel estdn aquéllas conductas que han conseguido
realizar correctamente las dos primeras tareas de la escala.

Las respuestas de los sujetos de este nivel denotan un dominio de las
relaciones aditivas entre numeros naturales; relaciones que pueden prolongar
a las series multiplicativas mediante soluciones recurrentes. Por otra parte se
detecta la capacidad de interpretar la relacién “doble” como sumar dos veces
y la relacion “triple” como sumar a una cantidad su doble, lo que se observa
en las respuestas de los sujetos del extremo superior de este nivel. Por dltimo,
los alumnos cuyas respuestas se incluyen en este nivel no modifican sus
esquemas o estrategias aunque se modifique la tarea.

Nivel 3. Constituido por las conductas que culminan con éxito la tarea
correspondiente a la serie multiplicativa de la escala.

Los alumnos de este nivel, aunque dominan los esquemas multiplicati-
vos, realizan intentos de resoluciéon aditiva de las series multiplicativas,
siendo capaces de modificar sus esquemas para pasar de las estrategias aditi-
vas a las multiplicativas. Por el contrario, no consiguen realizar la tarea co-
rrespondiente a la serie partitiva, teniendo dificultades para pasar de la uti-
lizacién de esquemas multiplicativos a esquemas partitivos. Esta es una de las
razones de la existencia, en este nivel, de 29 casos en los que se presenta lo
que hemos denominado “efecto tope” y que corresponde al 62,06% del total
de alumnos que han manifestados dicho efecto.

Nivel 4. Se agrupan aqui todas aquéllas respuestas que culminan con
éxito la tarea completa.

Los alumnos de este nivel movilizan perfectamente los modelos aditi-
vos y multiplicativos, pueden interpretar las series abiertas (aquellas que
tienen mas de una solucion elemental) utilizando indistintamente ambos mo-
delos y comprenden la comodidad y rapidez de calculo que supone la utili-
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zacion del modelo multiplicativo para encontrar la solucién a las series
abiertas.

3.8.2.- Evolucion de los niveles de la escala de Mokken

El andlisis de los resultados de la primera parte de la prueba conduce a
la distribucién de los alumnos de la muestra por niveles y cursos que figura
en la tabla 3.21. La columna NE representa a los alumnos que no se adaptan a
la escala de Mokken, es decir, los que han contestado correctamente un item
sin haber contestado correctamente a todos los anteriores. Como se observa
en la mencionada tabla, la mayoria de los alumnos se han adaptado correc-
tamente a la escala, lo cual es 16gico si tenemos en cuenta que se trata de los
mismos resultados utilizados para calcular los pardmetros que condujeron a la
mencionada escala.

NO N1 N2 N3 | N4 NE

4° 7 19 54 5 11 4 100
5° 4 10 37 18 23 7 99
6° | 4 22 13 50 8 98

12 33 113 | 36 84 19 297

Tabla 3.21. Distribucion de la muestra segun la escala de Mokken

De acuerdo con estos datos podemos hacer las siguientes puntualizacio-
nes:

a) El nivel NO es un nivel inferior a cuarto curso de Educacion
primaria;

b) Los alumnos de cuarto curso se distribuyen entre los niveles N1
y N2, dominando este tltimo con un 54% del total,

¢) Los alumnos de quinto curso se distribuyen entre los niveles N2,
N3 y N4, produciéndose una disminucion de los porcentajes de los
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niveles N1 y N2, en relacion a cuarto curso, y un aumento en los
niveles N3 y N4. Por otra parte, ninguno de los niveles domina

sobre los demds en este curso, ya que los porcentajes son inferiores
al 37,375% del nivel N2;

d) En sexto curso predomina el nivel N4 con un 51,02%.

e) El nivel N3 es un nivel de transicion entre N2 y N4, por lo que se
trata de un nivel poco estable y duradero;

f) El nivel N2 domina globalmente en los resultados de toda la
muestra con un total de 113 alumnos, lo que representa el 38,04%
de los alumnos que han realizado la prueba. Teniendo en cuenta las
respuestas verbales podemos justificar este resultado de la siguiente
manera: cuando los alumnos llegan a dominar los modelos aditivos
permanecen durante un tiempo considerable en el nivel N2 y en
una situacion intermedia entre este modelo y el modelo
multiplicativo. Posteriormente, pasan al nivel N4 a través de un
breve transcurso por el nivel de transicion N3.

Con objeto de comparar los resultados por cursos y por edades se ex-
ponen en la tabla 3.22 las distribuciones de frecuencias absolutas por niveles
y edades, limitando los resultados a las edades mds significativas, con lo que
se reduce el tamafio total a 269 alumnos.

NO N1 N2 N3 | N4

9 2 13 34 4 6

10 6 13 45 13 23

11 2 5 24 14 38

12 2 0 7 3 16

Tabla. 3.22. Distribucién del nimero de alumnos por edades y niveles

Del exdmen de las tablas extraemos las siguientes conclusiones:
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a) El Nivel N2 alcanza su maximo a la edad de nueve afios, para
decrecer paulatinamente con el aumento de la edad;

b) El nivel de transicion N3 crece desde los 9 a los 11 afos para
descender a los 12 afos;

¢) El nivel N4 aumenta a medida que aumenta la edad;
d) El nivel N1 disminuye con la edad;

e) El 57,14% de los alumnos de 12 afios (sexto curso) se encuen-
tran en el nivel N4, porcentaje que es superior al 51,02% de pro-
medio del curso. Este dato apunta a que el curriculum no es la
Unica causa de que los alumnos alcancen el nivel N4, sino que la
edad o el grado de maduracion intelectual son factores que contri-
buyen también a estos resultados.

Por ultimo, se representan en la figura 3.1 los poligonos de frecuencias
relativas de cada nivel en el intervalo de 9 a 12 afios de edad.
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Figura. 3.1. Evolucién de los niveles segun las edades

Si la distribucién es uniforme, lo que se deduce de los resultados del
estudio exploratorio expuesto en la memoria de Tercer Ciclo, podemos ver
que el nivel de transicion N3 alcanza su maximo entre los 10 y 11 afios, aun-
que con un valor relativamente bajo. Igualmente, se puede observar que el
nivel N4 crece en el intervalo entre los 9 y los 10 afios; crecimiento que debe
seguir aumentando con la edad (en detrimento de los niveles inferiores, cuyos
valores deben tender a cero), hasta estabilizarse en un porcentaje superior al
60%.

3.9.- Conclusiones

- De los resultados y su validez
El estudio realizado ha permitido comprobar:

1) Alumnos de distintos colegios, cursos y ndcleos urbanos utilizan
las "mismas expresiones" para explicar las reglas por escrito.

A pesar de haber utilizado tareas abiertas, el nimero de respuestas di-
ferentes no ha sido elevado y se ha producido una notable concordancia que
ha facilitado el control y el andlisis de las mismas. Este hecho valida inter-
namente la investigacion y da testimonio de una coherencia y uniformidad
que permite continuar y desarrollar con ciertas garantias las etapas poste-
riores del trabajo;

2) Las respuestas obtenidas denotan claramente la existencia de
esquemas inductivos (iteracion, enumeracion, generalizaciones no
aritméticas y aritméticas, ritmos, modelos recurrentes, comprobacion,
verificacion, analogia, determinar reglas, etc.) que ponen en evidencia las
caracteristicas de las capacidades inductivas de los escolares y permiten
establecer diferencias en el contexto del razonamiento inductivo
numérico.

Estas diferencias van a constituir las aportaciones empiricas a nuestro
modelo de desarrollo (Capitulo 4, apartado 4.9.2.), con lo que podemos
hablar de la existencia de una validez de contructo con control empirico, lo
que constituye uno de los soportes fundamentales del marco metodoldgico
que hemos elegido;

3) Los alumnos utilizan estrategias cualitativamente diferentes para
abordar una misma tarea, lo que indica la existencia de niveles mas o
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menos evolucionados en las capacidades correspondientes.

Esta diferenciacion cualitativa entre estrategias caracteriza los diferentes
niveles de la escala de Mokken y, por tanto, la evolucién del razonamiento
inductivo numérico;

4) Los niveles no solo diferencian a los alumno en competencias
aritméticas basicas sino, ademas, en las habilidades inherentes a su
utilizacion en tareas del tipo estudiado.

Escolares con las mismas competencias bédsicas demuestran diferentes
habilidades en razonamiento inductivo numérico, las cuales se pueden cate-
gorizar mediante el andlisis de las respuestas verbales y de las estrategias de
célculo que hemos realizado en este capitulo.

- Algunos interrogantes y conjeturas

Todos los alumnos objeto del estudio dispusieron de tiempo sin limites
para realizar la prueba y ejecutaron correctamente la portada de la misma,
con lo que manifestaron una buena comprension del mecanismo y el sentido
de las tareas propuestas. Por otra parte, a tenor de los calculos realizados,
todos los sujetos han manifestado un dominio adecuado de los algoritmos de
las cuatro operaciones bdsicas, lo que estd de acuerdo con las habilidades y
destrezas bdasicas necesarias para realizar las tareas.

Si todos los alumnos sabian lo que tenian que hacer, disponian de las
habilidades aritméticas necesarias y no hubo limite de tiempo, nos podemos
preguntar: ;como justificar los resultados dispares de unos alumnos respecto
de otros?. La edad o el curso, como hemos visto, son factores importantes
pero no determinantes, puesto que se observa bastante divergencia en los re-
sultados de alumnos de la misma edad o pertenencientes al mismo curso.

Desde nuestro punto de vista, a cuyos argumentos pretendemos contri-
buir favorablemente con el resto de la investigacion realizada, el estableci-
miento de relaciones numéricas no depende Unicamente de la instruccién o
del aprendizaje escolar, sino también de aportaciones “sui generis” del sujeto.
Asi por ejemplo: la relacion entre varias cantidades no estd explicita en
ninguna de ellas, siendo el individuo el que la establece y construye; la com-
paracion como actividad basica debe evolucionar desde unos saberes concre-
tos a otros mas abstractos asi como de unos estados de conocimientos a otros
mas evolucionados, lo que explica el hecho de que saber dividir no sea sufi-
ciente, en algunos casos, para establecer-descubrir una comparacién partitiva
entre diferentes numeros.
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Por otra parte, teniendo en cuenta que las relaciones que se deben es-
tablecer en las series se trabajan en cursos inferiores a quinto y sexto y que
existe un elevado porcentaje de alumnos de dichos cursos en niveles inferio-
res al nivel N4, es razonable pensar que en la realizacién de estas tareas in-
fluyen aspectos de desarrollo intelectual que trascienden la mera instruccion.
En definitiva podemos decir que los niveles obtenidos no son sélo niveles de
aprendizaje, sino mas bien de reorganizacion intelectual de los conocimientos
y saberes.

- De la continuacion de la investigacion

El desarrollo posterior de la investigacion, que se expone en los capitu-
los siguientes, pretende profundizar en los aspectos estudiados. Para ello nos
proponemos: a) construir un modelo tedrico que permita establecer una nueva
escala por ampliacién de la anterior a los niveles inferiores de la Educacion
Primaria; b) aportar evidencia empirica que confirme y amplie los resultados
del estudio exploratorio, en particular los relativos a la categorizacién de
estrategias y niveles y al estudio de la evolucion de los mismos.

En el resto del trabajo hemos de realizar, por tanto, dos tipos de estu-
dios: tedricos y empiricos. Los estudios tedricos, cuyo proposito es obtener
un modelo evolutivo que fundamente los estudios empiricos posteriores, se
exponen en el capitulo 4, mientras que los estudios empiricos, cuyo propdsito
es confirmar la validez del modelo y profundizar en los aspectos estudiados,
se abordan en los capitulos 5y 6.

Desde el punto de vista tedrico necesitamos indagar en los modelos de
razonamiento inductivo y en los origenes del nimero y de las series numé-
ricas desde una dptica epistemoldgica y cognitiva en un marco inductivista.
Igualmente, dado que las estrategias encontradas en las respuestas son todas
inductivistas y pensamos que estdn influenciadas por un desarrollo curricular
inductivista de la aritmética en Educacion Primaria, vemos la necesidad de
analizar las caracteristicas del tratamiento didactico del nimero natural, las
operaciones y las series numéricas en el &mbito educativo y en la historia mas
reciente de la Educaciéon Matematica en Espaiia.

Desde el punto de vista empirico, el desarrollo de la investigacion ird
encaminado a obtener una escala acumulativa completa para el rango de
edades comprendidas entre los 6 y los 12 afios, determinar las estrategias y
caracteristicas inductivas especificas de cada uno de los niveles y estudiar la
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evolucién, por comparacién, del razonamiento inductivo numérico de los
escolares de Educacion Primaria. Para ello es necesario realizar dos tipos de
estudio: a) un estudio descriptivo superficial de caracteristicas similares al
estudio exploratorio realizado; b) un estudio de casos en profundidad me-
diante la entrevista clinica semiestructurada y el anélisis de tareas.
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CAPITULO 4

ANALISIS DIDACTICO DEL RAZONAMIENTO INDUCTIVO
NUMERICO

4.1.-Introduccion

Como ya se ha expuesto en el Apartado 2.4 de esta Memoria, esta
investigacion consta de dos etapas:

Primera Etapa, de construccién de un modelo tedrico evolutivo sobre el
razonamiento inductivo numérico.

Segunda Etapa, de evaluacién del modelo construido mediante un estudio
empirico y un estudio de casos con escolares de Educacién Primaria (6-12
anos).

La Primera Etapa consta a su vez de tres partes:

I-1 Un primer estudio tedrico que plantea la necesidad de un modelo para
estudiar el razonamiento inductivo numérico de los escolares.

1-2 Un estudio exploratorio, que confirma la viabilidad del modelo, lo
orienta y permite establecer nuevas cuestiones.

1-3 Anédlisis Didéctico del razonamiento inductivo numérico, que establece
el marco interpretativo y el desarrollo conceptual del modelo elaborado.

La primera parte de esta Etapa y los primeros resultados del estudio
exploratorio fueron desarrollados en la Memoria de Tercer Ciclo (Ortiz,
1993), y han sido resumidos en el Capitulo 1 de esta memoria. La conclusién
del estudio exploratorio, junto con un andlisis completo de los resultados de
ese estudio se han presentado en el Capitulo 3 de esta memoria. Queda por
presentar la tercera parte de la Primera Etapa, objetivo al que dedicamos este
capitulo, que concluye con la elaboraciéon del modelo evolutivo sobre
razonamiento inductivo numérico.

La segunda Etapa de la investigacion, dedicada a la evaluacién del modelo,
se desarrolla en los Capitulos 5 y 6 de esta memoria.

El contenido de este capitulo comienza por el andlisis del inductivismo
matematico, corriente epistemoldgica que se propone explicar inductivamente
la naturaleza de los nuimeros, a partir de la experiencia. El inductivismo
matematico fue criticado seriamente por Frege (1973) desde un punto de vista
16gico y posteriormente por Piaget (1987) desde un punto de vista evolutivo.

También se considera que los planteamientos inductivistas han tenido un
arraigo considerable en la aritmética escolar, y se encuentran instalados
sOlidamente en el curriculo y en la practica docente. Nuestra hipdtesis es que
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el inductivismo matemético continda vigente en la enseflanza de la aritmética,
a pesar de los planteamientos conjuntistas que se incorporaron al curriculo de
las matemaéticas escolares en Espana a partir de los Programas Renovados del
afio 70. La enseflanza de la aritmética basada en la fundamentacion
conjuntista no pudo desterrar las practicas y procedimientos inductivistas. La
revisién que hemos realizado sobre libros de texto publicados en Espaifia en el
periodo 1900-1990, pone de manifiesto que la ensefianza y aprendizaje de la
aritmética escolar se realiza en un contexto inductivista.

En sucesivos apartados de este capitulo delimitaremos el razonamiento
inductivo numérico dentro del marco general de la induccion,
caracterizaremos la fundamentacion inductivista del origen del ndmero
natural, revisaremos las interpretaciones inductivistas sobre la ensefianza del
nimero natural y presentaremos la influencia del inductivismo en el curriculo
de la aritmética escolar. Como consecuencia de estas reflexiones y de los
resultados del estudio exploratorio, se construye un modelo tedrico para
describir la evolucién del razonamiento inductivo numérico.

4.2.-Propésito de este capitulo y procedimiento seguido.

El propésito de este capitulo va encaminado a la consecucion de los cuatro
primeros objetivos de la investigacion, establecidos en el Apartado 1.7.2. El
logro de estas finalidades permitird confirmar o rechazar las hipdtesis H] y

H?2, enunciadas en el apartado 1.8 y contextualizadas para el proceso global

de la investigacion en el apartado 2 .4.
En definitiva, con el estudio que se presenta en este capitulo pretendemos:

a) Alcanzar el objetivo O1: Delimitar el razonamiento inductivo

numérico dentro del marco general de la induccién.

Para el logro de este objetivo realizamos una revision
epistemoldgica de la induccidn, de la induccidén en matematicas y
del inductivismo aritmético; también tenemos en cuenta los estudios
sobre razonamiento inductivo realizados desde la Psicologia
Cognitiva.

b) Alcanzar los objetivos:

O2: Caracterizar las interpretaciones inductivistas sobre el origen
del ndmero natural.

O3: Reconocer las interpretaciones inductivistas y convencionalistas
en la transmision escolar de la aritmética del nimero natural,
determinando las estrategias y procedimientos inductivos utilizados.
Para el logro de estos objetivos, y de acuerdo con el marco
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metodologico presentado en el apartado 2.4, constataremos la
presencia del inductivismo aritmético en la ensefianza de la
aritmética escolar en Espana.

¢) Alcanzar el primer apartado del objetivo O4: Establecer un
modelo tedrico evolutivo del razonamiento inductivo numérico.

Este objetivo se consigue a partir de los anélisis precedentes y de los
resultados del estudio exploratorio que nos han permitido construir
un modelo evolutivo para el razonamiento inductivo numérico

d) De los objetivos complementarios se pretende alcanzar el
objetivo C2: "Comprobar la importancia del andlisis did4ctico para
fundamentar y contextualizar investigaciones en Educacion
Matematica".

Este objetivo se logra al conseguir interpretar el razonamiento
inductivo numérico en el contexto de la induccion, relacionando la
induccidn inferencial con la ensefianza del nimero natural.

El procedimiento seguido en el estudio se expone en la figura 4.1, en la
que se puede apreciar que el andlisis didactico realizado se origina en una
revision de la "informacion primaria" sobre el problema de investigacion en
cada una de las siguientes fuentes: Epistemologia, Ensefianza y Curriculum,
Psicologia del aprendizaje y desarrollo cognitivo; en concreto:

- En Epistemologia se realizan dos estudios con finalidades diferentes:

- un primer estudio que consiste en indagar distintas definiciones
de inducciéon y presentar diferentes modelos formales de razona-miento
inductivo;

- un segundo estudio consistente en destacar la naturaleza in-
ductiva del ndmero natural y de la aritmética y dentro de ella estudiar el
planteamiento que llamamos inductivista.

- En Psicologia del aprendizaje y desarrollo cognitivo se han analizado
distintas interpretaciones cognitivas de la induccion, de las que se expone una
sintesis en el capitulo 1 y un desarrollo mds completo en el anexo 4.1.

- En Ensefianza y Curriculum no se ha encontrado informacion acerca de
la induccién como objeto de estudio, salvo algunas referencias circuns-
tanciales.

A partir de esta informacion primaria se analizan, en una segunda fase,
las relaciones existentes entre los datos correspondientes a los diferentes
campos, obteniéndose las siguientes conclusiones y efectudndose los siguien-
tes estudios para el desarrollo posterior del trabajo:
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- la necesidad de acudir a los libros de matemadticas y textos escolares
para ver la interpretacion inductiva de los contenidos aritméticos asi como
para constatar que la naturaleza de las nociones transmitidas en aritmética son
de origen inductivista. Se realizan en este sentido dos estudios tedricos que
vienen a cubrir los aspectos mencionados

- Las diferentes conceptualizaciones de la induccién resultan
insuficientes desde un planteamiento evolutivo. Revisamos el concepto de
induccion para superar esas dificultades y tener en cuenta el nivel de
desarrollo intelectual de los escolares de Educacion Primaria. Realizamos por
ello una interpretacion especifica del razonamiento inductivo numérico desde
el punto de vista evolutivo.

- la interpretacion de la escala de Mokken a partir del analisis de las
respuestas verbales del estudio exploratorio, que se expuso en el apartado 3.8,
proporciona evidencia empirica sobre la viabilidad de un modelo evolutivo de
razonamiento inductivo numérico y, por tanto, refuerza la necesidad de
construccién de dicho modelo.
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ANALISIS DIDACTICO
EPISTEMOLOGIA
EDUCACION MATEMATICA PSICOLOGIA DEL
» APRENDIZAJE Y
Induccién [Inductivismo ENSENANZA Y CURRICULUM DESARROLLO
epistemoldgica| | aritmético COGNITIVO
ESTUDIO TEORICO
l \4
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Figura 4.1. Anélisis didactico y consecuencias

Por dltimo, como consecuencia de las reflexiones realizadas y de los
resultados tedricos y empiricos obtenidos en la fase anterior, se construye un
modelo evolutivo de razonamiento inductivo numérico, tarea que abordamos
en los ultimos apartados del capitulo.

4.3.- Induccion y Epistemologia

Dificilmente podremos encontrar un concepto, como el de induccion,
que abarque a tantos otros y, al mismo tiempo, pretenda justificarlos. En la
misma medida, es igualmente dificil encontrar y formular una definicién
universal y formal de dicho concepto sin perder generalidad o desvirtuar su
naturaleza. Teniendo en cuenta estas dificultades y limitaciones hemos
realizado una revision sobre dicho concepto, orientada a enmarcar los
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fundamentos inductivos de la Aritmética segtin distintas posiciones tedricas.
De dicha revisién se exponen aqui los aspectos que entendemos mas
importantes para los propositos de la investigacion.

La importancia de la induccién en la fundamentacion del conjunto de los
nimeros naturales se ha mantenido hasta nuestros dias en donde, desde un
planteamiento axiomaético (Aparicio y Paya, 1985), se ha caracterizado el
conjunto IN como el minimo conjunto inductivo de R. La induccion es clave
tanto en las teorias que se proponen explicar el origen del nimero natural
como en aquellas otras que atienden a su justificacion formal.

La Epistemologia estudia los problemas que plantea la induccién como
forma de conocimiento (Dancy y Sosa, 1992). En los dos apartados que
siguen nos proponemos: primero, resumir algunos problemas ya cldsicos de la
induccién junto con las ideas de algunos autores que las han estudiado;
segundo, realizar una presentacion abreviada de los modelos de inferencia
sintética utilizados. En el tercer apartado, se expone el andlisis de una
posicién epistemoldgica particular que considera la induccién como
fundamento de la Aritmética.

4.3.1.- Induccion y razonamiento inductivo

Una primera cuestion se refiere a la relacion entre induccion y
deduccidn. Aristételes fue quien planted y desarrollé modos de razonamiento
y estableci6 las diferencias entre silogismo e induccion, indicando que en el
primero el pensamiento va de lo universal a lo particular mientras en el
segundo se efectia de lo particular a lo universal (Ferrater, 1982). Desde
los origenes de la filosofia moderna el razonamiento deductivo y el
razonamiento inductivo se han presentado como vias alternativas de acceso al
conocimiento y a su justificacion. Algunos autores, como Jevons (1873), se
propusieron hacer compatibles estos dos tipos de razonamiento llegando a
presentar la inferencia de los particular a lo general como operacidn inversa
de la deduccion y afirmando que no es posible concebir un tipo de
razonamiento sin el otro. El razonamiento matemdtico se ha identificado
prioritariamente con los métodos deductivos; solo en fechas recientes
(Lakatos, 1978) se ha profundizado en el caracter esencial que tiene la
inferencia inductiva en la construccién del conocimiento matematico.

Una segunda cuestion es la relativa al problema de la verdad de las
conclusiones inductivas, que ha llevado a considerar el enfoque probabilistico
de la induccidn, desarrollado por autores como Keynes, Carnap y Black, entre
otros. Precisamente, fue el método inverso de las probabilidades el que
sugirié a Jevons (1873) su teoria de la inferencia inductiva como método
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inverso de la deduccion. Russell (1912) plantea un modelo probabilistico de
cardcter frecuencial para la validez de las argumentaciones inductivas:

"Cuanto mayor es el nimero de casos en que una cosa de la especie A se halla
asociada con una cosa de la especie B (si no conocemos ningun caso en que halla
faltado la asociacion) tanto mds probable es que A se halle siempre asociado con
B". (pag. 64).

Popper (1934), sin embargo, cuestiona los planteamientos probabilisticos
como justificacion de la verdad de una inferencia:

"El hablar de la probabilidad en lugar de hacerlo de la verdad no nos sirve para es-
capar de la regresion infinita o del apriorismo". (pag. 293)

Una tercera cuestion hace referencia a la caracterizacion de la induccion
como inferencia. En la memoria de Tercer Ciclo (Ortiz, 1993, pp. 27-31)
hicimos una revisioén de los tipos de silogismos usuales. Asi, Peirce (1918),
desde la silogistica, considera que el silogismo “bdrbara” tipifica
particularmente al razonamiento deductivo y considera que ningun
razonamiento inductivo puede ponerse en esta forma. Llega a la conclusion
de que la induccion es la inferencia de la regla a partir del caso y el
resultado y establece que el proceso de hacer una hipédtesis es diferente a un
proceso de induccidn; la hipotesis, para este autor, es la inferencia que
obtiene el caso a partir de la regla y del resultado. En definitiva distingue
entre la induccidn y la hipdtesis dentro de las inferencias sintéticas.

Ferrater Mora (1982) denomina “Abduccion” a la hipdtesis, conside-
rando que es la forma de inferencia que forma teorias y agrega algo al co-
nocimiento. Para este autor la induccion permite completar el proceso de
basqueda, encontrando hechos confirmatorios de las teorias.

Finalmente consideramos el papel de la inducciéon en las ciencias
experimentales. En la interpretacion del método cientifico empleado en las
ciencias experimentales, Hempel, (1966) retoma el concepto de hipdtesis
anterior. Segun este autor:

"Al conocimiento cientifico no se llega aplicando un procedimiento inductivo de
inferencia a datos recogidos con anterioridad, sino més bien mediante el llamado
"método de las hipdtesis", es decir, inventando hipdtesis a titulo de intentos de
respuestas a un problema en estudio y sometiendo luego estas a la contrastacién
empirica" (P4g. 37);

afirmacion en la que podemos observar relaciones con el principio de
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falsacion de Popper (1934):

"Una hipétesis solo puede contrastarse empiricamente (y Unicamente) después de
que ha sido formulada" (Pag. 30).

También, la importancia de la induccion queda patente en los procesos
de descubrimiento de leyes, patrones y regularidades:

"La induccién consiste en descifrar el significado oculto de los fenémenos natura-
les. Dados acontecimientos que se presentan en ciertas combinaciones definidas,
debemos encontrar las leyes que rigen esas combinaciones" (Jevons, op. citada,
pag. 110).

Hemos revisado brevemente cuatro cuestiones que ponen de manifiesto
la complejidad del razonamiento inductivo: su dualidad con el razonamiento
deductivo, el problema de la verdad, su caracterizacién como inferencia y su
relevancia en la construccion del conocimiento cientifico.

4.3.2.- Modelos de inferencias sintéticas

Siguiendo a Peirce (1918), caracterizamos las inferencias sintéticas
inductivas como aquellos juicios generales sobre una categoria de hechos que
se emiten a partir de la observacién de un nimero limitado de casos (Ortiz,
1993; pp. 26-28). En este apartado se exponen los modelos de inferencias
sintéticas que pueden servir para interpretar el razonamiento inductivo
numeérico.

La mayor parte de los autores estudiados hacen explicita la importancia
de las inferencias sintéticas como las unicas inferencias que aumentan
nuestro conocimiento real: Poincare (1902), Peirce (1910), Mill (1917),
Polya (1954), Chalmers (1976), Lakatos (1978), entre otros. Asimismo,
algunos de los autores revisados (Peirce (1901), Stebbing (1967), Chalmers
(1976), entre otros) indican la imposibilidad de reducir la razén sintética a
la analitica, con la tnica salvedad del razonamiento por inducciéon completa
en Matematicas.

Los principales modelos revisados son:

Induccion por enumeracion simple. Para Stebbing (1967), la forma l6gica
de la enumeracién simple es la siguiente:

"Todas las S observadas son P; por tanto todas las S son P".
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La naturaleza de la induccién por enumeracién simple queda también
patente en el siguiente enunciado:

"Tales o cuales casos de S tienen la propiedad P; no se han ob-
servado casos de S que carezcan de P; por lo tanto, toda S tiene P".

Las inferencias de este tipo pertenecen a una etapa muy temprana del
pensamiento del hombre. Por otra parte, la ciencia seria imposible sin una

considerable acumulacién de tales inferencias (Stebbing, 1967).

Induccion perfecta. Desde la silogistica Peirce (1867) interpreta este modelo
a partir de la figura siguiente:

1) Todo M es P

2)+SesM

+SesP

donde +S denota todas las clases incluidas en M. Si sabemos que la segunda
premisa y la conclusién son verdaderas entonces la forma:

I)+SesP

2)+SesM

MesP

representa la induccion perfecta. Es una forma demostrativa vélida, puesto
que la conclusion es verdadera por enumeracion.

Segun Jevons (1873):

"Decimos que una induccién es perfecta cuando todos los objetos o acontecimien-
tos que pueden ser incluidos en la clase considerada se han examinado. La induc-
cién imperfecta se refiere a la inclusion de objetos que estan fuera de nuestro al-
cance y se halla siempre afectada de una incertidumbre mayor o menor". (Pag.
129).

La induccién perfecta no es aplicable a una tarea de continuar una serie
infinita de numeros naturales, por lo que, a menos que se considere como
finitas a este tipo de series, no se constata el uso de este modelo en la inves-
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tigacion que venimos realizando sobre razonamiento inductivo numérico.
Analogia. Para este término hemos encontrado diferentes acepciones:

a) Desde la silogistica, podemos considerar la definicion dada por Peirce
(1867): Si S', S", S™, son tomadas al azar de una clase tal que sus caracteres
elegidos al azar son tales como P', P", P", la férmula de la analogia es la
siguiente:

tes P', PH, Pm
SI, S”, Sm son q
tesq

b) Desde una légica de clases (Copi, 1953), toda inferencia analdgica parte de
la similaridad de dos o més cosas en uno o mds aspectos para concluir la
similaridad de esas cosas en algtin otro aspecto, es decir:

a, b, cy d tienen todos las propiedades Py Q
a, by c tienen todos la propiedad R
Luego d tiene la propiedad R.

c) Para Polya (1944), la analogia es es el resultado de una comparacién entre
objetos de cualquier naturaleza, por la que se descubren semejanzas que
pueden llegar a identificarlos como iguales:

"La analogia es semejanza sobre un nivel definido y conceptual. Objetos seme-
jantes son aquellos que concuerdan entre si en algin aspecto. Si usted trata de de-
limitar el aspecto en que concuerdan para definir conceptos, usted mira estos
objetos semejantes como analogos. Si tenemos éxito en aclarar los conceptos,
hemos clarificado la analogia". (P4ag. 38).

Segtin este autor, la proporcionalidad, o acuerdo en las razones de las
partes correspondientes entre dos figuras geométricas semejantes, o la
igualdad de dos razones numéricas, son ejemplos de analogias, lo que con-
duce a que no es un proceso légico de razonamiento sino el resultado de una
comparacién que depende del sistema conceptual del individuo. Se trata, por
tanto, de una interpretacion conceptual que puede llegar a considerar como
andlogos objetos que en realidad son muy dispares. Por otra parte, dentro de
las analogias consideradas en este sentido (“lo andlogo”), estdn los ho-
momorfismos, segin los cuales se pueden considerar andlogos dos sistemas
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de objetos que estén sujetos a las mismas leyes o axiomas (Pag 56).

La conjetura A del estudiante, de que su proyecto de solucién daria resultado,
puede estar apoyado por una, dos, o més indicaciones B1, B2, B3, ... Estas indica-
ciones se le pueden ocurrir al estudiante sucesivamente, intensificando cada una
de ellas su confianza en el proyecto. Las discusiones anteriores nos llevan a
comparar tal proceso de resolucidon de un problema con el proceso inductivo en
que un investigador, examinando una conjetura A, logra verificar consecuencias
B1, B2, B3, ... sucesivamente. (Pag 461).

d) Segun Deltheil (1948), la analogia consiste en concluir la semejanza en
algunos aspectos de ciertos objetos a partir de su semejanza en otros.

En esta conceptualizacion podemos observar que se produce primero una
induccion por enumeracion de las caracteristicas consideradas, para pasar a
continuacion a una generalizacion analdgica que no consiste en pasar a una
superclase, sino en una identificacion parcial de entes diferentes. Asi, la
reduccion que se suele realizar en Matemaéticas para pasar de un caso a otro
en una demostracion formal se puede considerar como un tipo particular de
analogia. (Entre otras posibilidades, pasar de un caso a otro, significa
transformar el enunciado de un teorema o proposicion mediante el uso de
analogias para situarnos en la hip6tesis de un teorema ya demostrado).

La importancia de la analogia como instrumento de descubrimiento es
inmensa. La historia de las matemadticas suministra numerosos ejemplos de
progresos importantes realizados gracias al descubrimiento de analogias!.

Razonamiento por recurrencia o induccion matematica. Para Poincaré
(1902), el razonamiento por recurrencia se limita a enunciar la premisa menor
del primer silogismo y la formula general que contiene como casos
particulares a todos los mayores:

"El carécter esencial del razonamiento por recurrencia es que contiene conden-
sados en una férmula unica infinidad de silogismos" (Pag 24).

"Es un instrumento que permite pasar de lo finito a lo infinito" (pag. 26);

"Sélo es posible si una misma operacion puede repetirse indefinidamente" (Pag
30).

I "La analogia en matematicas". Articulo publicado en "Las grandes corrientes del pensa-
miento matemdtico". F. Le Lionnais y colaboradores. Eudeba (péag. 50).
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Patrones de inferencia inductiva. Entendemos como patr6n a un modelo
interpretativo de razonamiento inductivo. Ademds de los modelos de
inferencia inductiva que se han expuesto, podemos afiadir el silogismo
heuristico de Polya, que es el modelo mds simple y mds corriente de un
razonamiento plausible:

Si A entonces B

B es cierto

A es mas factible

En la investigaciéon matemadtica se presentan casos de heuristica que se
pueden reducir al anterior. En la obra de Polya hemos encontrado los si-
guientes modelos2:

Demostrativo Matizado Matizado Inductivo
deductivo demostrativo inductivo
1. Examinando una A--—->B A--—->B A--—->B A->B
consecuencia B falsa B menos cr. B mas cr. B verdadera
A falsa A menos cr. A a.mas cr. A mas cr.
2. Examinando un A<--B A <---B A<----B A<--B
fundamento posible B verdadera B mas cr. B menos cr. B falsa
A verdadera A mascr. A a.menos cr. A menos cr.
3. Examinando una A/B A/B A/B A/B
conjetura B verdadera B més cr. B menos cr. B falsa
conflictiva
A falsa A menos cr A mas cr. A mas cr.

De acuerdo con el procedimiento que estamos siguiendo y que hemos
expuesto en el apartado 4.2, con los modelos bésicos de inferencias sintéticas
inductivas hemos cubierto un primer estudio epistemoldgico: caracterizar
formalmente aquellos modos de argumentaciéon que, con caridcter general,
denominamos razonamiento inductivo.

2<<cr>> significa <<digna de crédito>> , <<a>> significa <<algo>>, A / B indica A in-
compatible con B, A ---->B A implica B , A<---- B A estd implicada en B.
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4.4.- Inductivismo aritmético

Es conocido el problema planteado y atin abiero a discusién sobre el
origen del nimero natural y por tanto de la aritmética. Segin Prior (1970,
pag. 185), Frege llegd a la conclusién de que es probable que la aritmética
tenga un estatus analitico a priori; punto de vista que le coloca en oposicion a
Kant, que mantuvo que las proposiciones de la aritmética eran sintéticas a
priori, y en oposiciéon a Mill, que las consider6 como generalizaciones
inductivas.

Para este trabajo es de especial importancia analizar las ideas de Mill,
puesto que en ellas esté el ndcleo del planteamiento que vamos a denominar
inductivista. A €l se deben los primeros estudios sobre los métodos de la
investigacion inductiva en la conexién causal, el perfeccionamiento de las
tablas de Bacon y la busqueda del principio de inferencia mediante el cual se
puede pasar de afirmaciones particulares comprobadas al establecimiento de
una ley general.

La obra de Mill es anterior a la crisis de fundamentos de la matematica y
en su época se estd configurando una nueva ciencia formal que es la 16gica
moderna, que segtin Prior (1976) comienza con la obra "conceptografia" de
Frege, a diferencia de la 16gica matemadtica o matemadtica de la 16gica cuyo
origen es el dlgebra de la l6gica de Boole, dlgebra que la considera como una
parte de la matematica.

De acuerdo con Niddith (1987), entre 1825 y 1900 el dlgebra y la
geometria experimentaron grandes cambios; cambios que dieron lugar hacia
1900 a una visién general en la filosofia de la matemdtica completamente
diferente de la que hasta entonces se habia mantenido. El cambio de formas y
propositos en algebra y geometria influyé grandemente en el desarrollo de la
16gica matemadtica. Estos cambios fueron debido fundamentalmente a Jevons,
Peirce y Schroder (Niddith, 1987, pag. 54).

Con los planteamientos 16gicos aparecen los fundamentos de la
aritmética de Frege, cuya aportacion fundamental es el concepto de numero
cardinal cuya madas sencilla ejemplificaciéon son los elementos de la serie
0,1,2,3,..., considerando el nimero cardinal como una propiedad de una clase.
Simultdneamente a Frege, Cantor hace uso de los nimeros cardinales sin dar
una definicién (desarrolla la idea de tener el mismo nimero cardinal) y de los
nimeros ordinales, elaborando una aritmética cardinal y una aritmética
ordinal, integradas en lo que se suele denominar aritmética de conjuntos.

Para una interpretacion mds completa del inductivismo ademds de la
obra de Mill, hemos estudiado la 16gica de Jevons, que pretende fundamentar
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el razonamiento inductivo en la légica formal, coincidiendo con Mill al
admitir la naturaleza inductiva de la aritmética.

4.4.1.- Algunas consideraciones de Mill respecto a la naturaleza
inductiva de la aritmética

En este apartado exponemos una sintesis de las consideraciones
inductivas de Mill respecto a la naturaleza inductiva del nimero natural vy,
por tanto, de la aritmética (Algunos textos originales se pueden ver en el
anexo 4.2).

Asi, segin Mill (1917, pag. 280):

"Las inducciones en Aritmética son de dos especies:
- Las definiciones de diferentes nimeros: uno y uno hacen dos, dos y uno
hacen tres, etc
- Los dos axiomas siguientes:
*Las sumas de cantidades iguales son iguales
*Las diferencias de cantidades iguales, son iguales”

Del mismo modo, hace referencia a la abstraccion de la igualdad de
cantidades en los siguientes términos (pagina 235):

"Para inferir la igualdad tenemos, entre otras, las formulas siguientes:
1. Las cosas que aplicada la una con la otra coinciden, son iguales;
2. Las cosas iguales a una misma cosa, son iguales;
3. El todo y la suma de sus partes, son iguales;
4. Las diferencias de cosas iguales, son iguales.

Para inferir la desigualdad tenemos las siguientes:
1. Un todo y sus partes son desiguales;
2. Las sumas de cosas iguales y de cosas desiguales, son desiguales;
3. Las diferencias de cosas iguales y de cosas desiguales, son desiguales".

El hecho de identificar la cantidad "tres", con independencia de la
disposicion espacial o constelacion, es una verdad adquirida inductivamente
sobre la que se funda la ciencia de los nlimeros:

"Tres piedras en dos partes separadas y tres piedras en un solo montén no hacen
la misma impresion sobre nuestros sentidos, y la aserciéon de que las mismas
piedras pueden, por un cambio de orden y de lugar, excitar la una y la otra
sensacion, no es una proposicion idéntica. Es una verdad adquirida por una
antigua y constante experiencia, una verdad inductiva, y sobre estas verdades se
funda la ciencia de los nimeros.
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Todos los métodos perfeccionados de la ensefianza de la Aritmética a los nifios
proceden del conocimiento de este hecho" (Pag. 279).

"Podemos definir tres como "dos y uno", pero los célculos establecidos sobre esta
proposicion no se siguen de la definicion misma, sino de un teorema aritmético
que en ella estd presupuesto; a a saber: hay colecciones de objetos que
impresionan los sentidos de esta manera : 000 y pueden ser separados en dos
como esta: 00 /0"

Para Mill (pag. 586), las verdades elementales o primitivas en la ciencia
de los nimeros son los axiomas comunes sobre la igualdad: "dos cosas
iguales a una tercera son iguales entre si" y "cantidades iguales afadidas
a cantidades iguales, dan sumas iguales", con lo que se debe llegar a la
definicién de los diversos nimeros que dichos axiomas comprenden. Las
palabras dos, tres, etc., denotan fendmenos fisicos y connotan propiedades
fisicas de estos fendmenos, de manera que dos manzanas son diferentes de
tres manzanas o 100 y 101 objetos pueden colocarse de forma que se puedan
apreciar sus diferencias; lo que connota el nombre de un nimero es la manera
en la que estdn agrupados los objetos para formar esta coleccion particular:

"Alguna propiedad perteneciente al agregado de cosas que designamos con este
nombre, y esta propiedad no es otra cosa que la manera caracteristica como las
partes de este agregado estdn alli reunidas y en las que puede ser dividido. (Pag.
588)

Afirma que toda proposicion aritmética o enunciado del resultado de una
operacién aritmética es el enunciado de uno de los modos de formacién de un
nimero dado (Decir que el cubo de 12 es 1728 equivale a decir que 1728 es
un agregado de doce docenas de docenas). Estos modos son innumerables,
pero, cuando conocemos o elegimos uno de ellos, podemos determinar todos
los demds. Y puesto que el entendimiento percibe y retiene mds facilmente
cosas uniformes y, por esto mismo, simples, hay una ventaja evidente en
escoger un modo de formacién que sea el mismo para todos los nimeros, es
decir, fijar la connotacién de los nombres del nimero segiin un principio
uniforme.

Mill (pag. 589), interpreta que nuestro sistema actual de numeracioén
presenta la ventaja mencionada anteriormente, ademds de la posibilidad de
indicar a la vez dos de los modos de formacion de un nimero, es decir:

- cada nimero se considera formado por la adicion de una unidad
al nimero inmediatamente anterior, lo que viene indicado por el lugar que
ocupa en la serie;

- cada numero se considera formado por la adicion de un nimero

Induccidn y series numéricas



Induccién y aritmética 120

de unidades inferior a diez y de un nimero de agregados iguales a una de las
potencias sucesivas de diez; segundo modo de formacion que es expresado
por el nombre del nimero y por su signo numérico. Es lo que en las
aritméticas de la época se entiende por numeracién hablada y escrita.

4.4.2.- La complementariedad de Jevons

Jevons (1873), a diferencia de Mill, intenta fundamentar la matematica a
partir de la 16gica de la época en contra de las tesis de Boole. Segin esta
aproximacion, la igualdad es la relacion fundamental de todo razonamiento
cuantitativo y, por tanto, de la aritmética y la geometria (Euclides). Por otra
parte, la 16gica (Aristoteles) se fundamenta en la relacion de identidad, que es
mads general que la relacién de igualdad, de lo que resulta que la 16gica es mas
general y fundamental que la aritmética. Con estas ideas Jevons intenta
trasladar los axiomas sobre cantidades al campo 16gico :

"Cualquiera que sea la relacion en que una cantidad estd con respecto a otra, esta
en la misma relacién con toda cantidad igual a aquélla". En este axioma hemos
reunido un nimero grande de axiomas que han sido enunciados mds o menos
detalladamente por los matemaéticos" (P4g.146).

Las consideraciones de Jevons quedan en evidencia en las multiples
alusiones a las generalizaciones inductivas en aritmética, como la siguiente:

"los grupos de unidades son los que realmente tratamos en aritmética. El numero
cinco es realmente 1+1+1+1+1 y por razones de concision el signo mas sencillo 5
6 la palabra cinco. Esos nombres se imponen arbitrariamente de alguna manera y
luego surgen relaciones entre ellos en variedad infinita, relaciones que no tienen
nada de arbitrarias. Si definimos cuatro como 1+1+1+1, se sigue que cinco = cua-
tro + uno; pero seria igualmente posible tomar ésta ultima cantidad como
definicién y, en ese caso, una de las igualdades anteriores se transformaria en una
inferencia (Necesaria). Todo nimero mayor o igual que siete pertenece a la clase
m + 7. Todo nimero es la mitad de algtin otro. Y asi sucesivamente. Existe una
cantidad ilimitada de generalizaciones sucesivas de jerarquia creciente. (Pag.
150).

Jevons pretende obtener una interpretacion logica de la aritmética sin
que esta pierda su estatus inductivo para lo que pretende modificar la
conceptualizacion de induccion intentando darle un estatus ldgico. De esta
manera si la induccion se puede interpretar desde la l6gica queda demostrado
que la aritmética es una parte de la logica.

Los intentos de fundamentar la Matemadtica en la 16gica tuvieron su
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primer escollo en el concepto de unidad matematica, basada en la igualdad.
Esta dificultad se pone de manifiesto ante las leyes de absorcion e idempo-
tencia de la disyuncién, que no se cumplen en aritmética (si bien (p v p) es
equivalente a p, no es cierto que 1+1=1):

"Se ha dicho a menudo que las unidades son unidades en el sentido de ser
perfectamente similares entre si; pero, aunque pueden ser perfectamente similares
en algunos aspectos deben ser diferentes, por lo menos en uno, de otro modo no
serian susceptibles de pluralidad" (pdg. 139)

"La abstraccién numérica consiste en abstraer el cardcter de la diferencia de la
cual surge la pluralidad limitdndonos a conservar el hecho"

Estas afirmaciones ponen de manifiesto en estos planteamientos, la
necesidad de distinguir entre nimeros concretos y numeros abstractos:

"En la proporcién en que especificamos los caracteres 16gicos de los objetos
numerados, los hacemos concretos. En el nimero abstracto tres no se afirma nada
respecto de los aspectos en los cuales concuerdan los tres objetos; pero en tres
monedas o tres caballos no solamente aparecen los objetos numerados sino que se
limita su naturaleza. El nimero concreto, por tanto, implica la misma conciencia
de la diferencia que el nimero abstracto, pero estd mezclado con un fundamento
de similitud expresado mediante los términos 16gicos. Existe identidad, en tanto
que intervienen los términos 16gicos; y la diferencia en tanto que los términos se
mantienen solamente numéricos". (Pag. 141)

Lo que le lleva a la consideracién o justificacion de la llamada "ley de
homogeneidad", que afirma que en todo cdlculo aritmético la naturaleza
l6gica de los objetos numéricos debe permanecer inalterada.

4.4.3.- Caracterizacion del inductivismo a partir de las consideraciones
de Mill y Jevons

Para nuestras pretensiones y desde las consideraciones del origen del
nimero natural expuestas anteriormente, podemos caracterizar el
inductivismo aritmético por las siguientes afirmaciones:

1- El origen del numero natural es inductivo.

2- La aritmética no es un sistema deductivo sino inductivo.

3- Los niimeros se dicen de las cosas y no de los conceptos (segin
Frege los nimeros no se dicen de las cosas, sino de las clases).

4- El punto de partida de la aritmética son los axiomas sobre
cantidades, basado en el principio empirista: "el todo es igual a la
suma de las partes".
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En cuanto a la caracterizacion inductivista de la aritmética destacamos
los siguientes aspectos puntuales:

1. Los diferentes nimeros se definen y la definicion de los mismos
son inducciones

2- Los nimeros se definen como agregados de unidades iguales
aunque no idénticas.

3-Todos los numeros han de ser numeros de unidades iguales lo que
lleva a la distincion entre nuimeros concretos y abstractos (Existe
identidad, en cuanto intervienen los términos l6gicos; y la diferencia
en tanto que los términos se mantienen solamente numéricos)

4- El nombre de un ndimero indica la manera en la que agrupamos los
objetos para poder diferenciar distintas cantidades

5- Distinguen la numeracién hablada de la numeracion escrita.

6- La operacion de dividir necesita para ser realizada, un
conocimiento previo de la de multiplicar.

7- Ley de homogeneidad: En todo calculo aritmético la naturaleza
"l6gica" de los objetos numéricos deben permanecer inalterados.

8- Toda proposiciéon aritmética o enunciado del resultado de una
operacién aritmética, es el enunciado de uno de los modos de
formacion de un nimero dado.

4.4.4.-El convencionalismo aritmético

En filosofia el convencionalismo es una concepcién segin la cual las
leyes y teorias cientificas son convenciones que depende de la libre eleccion
entre varios modos alternativamente posibles de describir el mundo natural.
La aparicion de un convencionalismo sistematico en el dominio cognoscitivo
se verifica s6lo a finales del siglo XIX, después del descubrimiento de la
posibilidad de geometrias no euclidianas, al desaparecer el caricter evidente
de los axiomas geométricos. En el dambito de la matemadtica se considera a
Poincaré como un gran tedrico del convencionalismo (Blanche, 1973. pag.
86).

El convencionalismo trae también consecuencias importantes para el
aprendizaje de la matemdtica y, en concreto, para la ensefianza del nimero.
Segun Helmholtz (1887):

"Podemos considerar los niimeros como una serie de signos arbitrarios elegidos,
pero a los cuales le aplicamos un modo determinado de sucesion a titulo de suce-
sion regular o, conforme a la expresion habitual, de sucesion natural. El orden de
los signos numéricos es tan convencional como el orden de las letras en las diver-
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sas lenguas; orden que, una vez adoptado y empleado de una manera constante,
toma igualmente una apariencia normal y regular". (Cita referenciada por
Brunschvicg en su obra :"Las etapas de la filosofia matematica". Pag. 398).

"Se evita la nocién de nimero cardinal y la idea de unidad. La serie ordinal basta
para constituir el nimero" (Brunschvicg, 1929).

Para los convencionalistas, la adicion entra en el marco de la
enumeracioén puramente ordinal; por ejemplo: por a+b designo el nimero de
la serie sobre el que caigo si cuento uno para a+1, dos para a+2, etc., hasta
que haya contado hasta b. Segin Brunschvicg (op. citada), Helmholtz
fundamenta la teoria de las operaciones aritméticas sin recurrir a la intuicion
ni tener en cuenta la idea de colecciéon de unidades homogéneas. Asi, si
suponemos que estamos en presencia de un grupo de términos distintos,
podemos hacer corresponder un signo de nuestra serie ordinal a cada uno de
dichos términos. Siempre que no haya laguna ni repeticién obtendremos el
mismo nimero, sea cual sea el orden que se le asigne a los términos del
grupo. La accion de contar es la base de todos los célculos.

Con los planteamientos convencionalistas, segin Brunschvicg, la
aritmética renuncia definitivamente a todo valor de ciencia, puesto que la
ciencia pretende al menos alcanzar la verdad. El convencionalismo rebate por
tanto al inductivismo en esta pretension, encontrindonos ante dos posturas
antagonicas pero no contradictorias.

La importancia de la consideracion epistemoldgica del convenciona-
lismo en nuestra investigacion es incuestionable y por una razén obvia:
independientemente de las perspectivas epistemoldgicas subyacentes a
distintos planteamientos curriculares para el aprendizaje de la aritmética, en el
desarrollo didactico de todos ellos tiene una gran importancia la accién de
contar. Més adelante haremos un andlisis de la importancia de la accién de
contar en distintos planteamientos didacticos del nimero natural. (Apartado
4.6.2.1))

Las tesis convencionalistas tienen €xito debido al reduccionismo en las
tesis de Mill, ya que el origen del nimero no es s6lo la cantidad sino,
también, la repeticion o la combinacién, por citar algunos ejemplos. La
repeticion, por ejemplo, es temporal pero secuencial, podemos hablar de
momentos distintos, de cantidades de tiempo y de frecuencias, de tal manera
que, aunque sean idénticas, podemos diferenciar en el tiempo las oscilaciones
de un péndulo y contarlas; la repeticién nos lleva a contar. Las unidades son
totalmente idénticas y s6lo se diferencian en su distribucién temporal. Aqui
podemos decir que la repeticion y la accion de contar estin en intima
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relacion. En lo que se refiere a la combinacién, no hay duda de que las
posibles combinaciones de unos digitos representan un ndmero. En estos
casos los axiomas de extension son de dudosa aplicacion: ;Qué se entiende
por diferencia entre una combinacion y otra?; ;qué puede significar sumar
combinaciones u oscilaciones?.

Los estudios anteriores nos muestran la existencia de planteamientos
inductivistas en la construccién de la aritmética, alcanzandose el objetivo
planteado, con lo que damos por finalizado nuestro estudio epistemoldgico en
tal sentido. Se puede seguir investigando sobre el inductivismo y sus
consecuencias en la filosofia de la ciencia, pero estariamos rebazando el
campo especifico de este trabajo.

4.5. La perspectiva genética y la induccion en aritmética

En el primer capitulo presentamos una sintesis de las diferentes
interpretaciones cognitivas de la induccion entre ellas las de la psicologia
evolutiva de Piaget. Esta sintesis es el resultado de un estudio mds amplio que
se desarrolla en la Memoria de Tercer Ciclo (Ortiz, 1993, pags. 46-65). En
dicho estudio se plantea el hecho de que toda teoria en psicologia del
aprendizaje estd en relacion con un marco epistemoldgico, llegando a
distinguir dos paradigmas bien diferenciados en investigacion psicoldgica: el
conductismo y el constructivismo.

Nuestros planteamientos estdn en el paradigma constructivista y en
concreto en el construtivismo operatorio piagetiano que estd sustentado en
una interpretacion evolutiva del desarrollo psicoldgico del individuo ademas
de un planteamiento estructuralista de la inteligencia humana con influencias
racionalistas. El marco epistemoldgico que le corresponde al constructi-vismo
operatorio es el de la epistemologia genética desarrollado por Piaget.

La perspectiva genética del conocimiento es una perspectiva evolutiva
de estados de conocimiento més que de conocimientos en si mismos. Desde
un punto de vista ontogenético los conocimientos evolucionan en los sujetos
pasando por diferentes estados que manifiestan competencias operatorias
cada vez mas completas mediante equilibraciones sucesivas de las estructuras
cognitivas. El sujeto pasa de unos estados de conocimiento més primitivos a
otros mas evolucionados debido a una progresién hacia una completitud de
sus estructuras: Pasa de no poder establecer relaciones con cierta complejidad
l6gica o matematica a poder establecerlas. La evolucion genética individual la
podemos caracterizar desde un punto l6gico-matematico como un pasaje de
no poder establecer una relacion a un poder establecer esa relacion.
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Las posturas empirista, aprioristas y convencionalistas sobre la
naturaleza del nimero natural no satisfacen a Piaget (1987, pag. 128):

"Desde las acciones iniciales, las relaciones entre el sujeto y los objetos es un
testimonio de un fénomeno mucho mds complicado de lo que dejan suponer las
interpretaciones empiristas, aprioristas o convencionalistas. La accién de
enumerar no puede estar determinada tnicamente por los objetos, puesto que
ella los estructura en funcién de un esquema operatorio, que es asimilacion de
las cosas al doble acto de reunir y ordenar, y puesto que asimilar significa
agregar a los objetos caracteres nuevos que no estaban incluidos anteriormente
a la accidn del sujeto: asi la reunion elemental 1+1=2 afiade a cada uno de los
objetos contados como unidades 1, 1, la nueva propiedad de constituir un todo
2.

Para Piaget, en la evolucién de la aritmética son importantes las
aportaciones de las acciones intencionadas que realiza el sujeto sobre los
objetos que presentan la doble vertiente de la adaptacién cognitiva:
asimilacion y acomodacion.

Desde la epistemologia genética el razonamiento en matemaéticas
presenta dos componentes bdsicas que son la inductiva y la deductiva: El
razonamiento matematico presenta la originalidad de ser a la vez una
generalizacion gradual y una deduccion enteramente rigurosa: se parece pues
a la induccién por su caricter generalizador, pero sin compartir su falta de
rigor, y se parece al silogismo por su cardcter de necesidad interna, sin
conocer no obstante su infecundidad.

Piaget para reforzar la importancia del razonamiento inductivo en
aritmética se apoya en Russell, quien define los nlimeros naturales desde la
perspectiva inductiva como sigue:

"definimos los <<nimeros naturales>> como aquellos que se pueden establecer
gracias a la induccién matematica, es decir que poseen todas las propiedades in-
ductivas" (Cita referenciada por Piaget,1987, pag. 272).

Segun Piaget, esta definicion de Russell se basa en las clases
"hereditarias" y en los conceptos de sucesor, predecesor, cero, “posterior a
cero”, etc.. Russell retoma y precisa los primeros conceptos de Peano para
reducir el numero entero a las clases, lo que equivale a decir que el principio
de induccién matematica se origina en la misma construccién de los nimeros
enteros:
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"Tanto cuando se admite la reduccion de los cardinales a las clases 16gicas como
cuando nos limitamos, como hace Peano, a agregar el axioma de induccién a los
que determinan la sucesion de los nimeros, el razonamiento por recurrencia se
convierte asi en la expresion de la construccion de los enteros finitos (Piaget,
1987. Pag. 272).

Desde la perspectiva genética se admite por tanto la importancia de la
induccién en la construccién del nimero natural, pero desconocemos su papel
elaborador en dicha construccion, lo que solo se puede resolver desde un
planteamiento evolutivo, ya que:

"El problema de la naturaleza de los entes matematicos sélo puede ser resuelto en
funcién de su desarrollo". (Piaget, 1987. P4g. 295).

Esta consideracion de la epistemologia genética encierra una de las
claves de la organizacion de nuestra investigacion. Segun la epistemologia
genética disponemos de dos métodos para investigar la naturaleza de los entes
matematicos en funcién de su desarrollo: el andlisis historico-critico y los
analisis psicogenéticos. Distinguiendo una sociogénesis de los conocimientos,
relativa a su desarrollo histérico en el seno de las sociedades y a su
transmision cultural, y una psicogénesis de las nociones y de las estructuras
operatorias elementales que se constituyen en el transcurso del desarrollo de
los individuos (Piaget, 1979, pag. 64).

De acuerdo con el plan de trabajo presentado al iniciar este capitulo y en
lo relativo a la sociogénesis, hemos realizado un estudio de corte histérico
sobre el papel de la induccion en la construccion de la aritmética (apartados
anteriores), quedando por analizar hasta que punto se explicitan los aspectos
inductivos en la transmisién cultural de la aritmética asi como la psicogénesis
de la induccidn en aritmética. La psicogénesis de la induccion en aritmética es
lo que nosotros hemos denominado desarrollo evolutivo del razonamiento
inductivo numérico al considerar este problema desde la Didéctica de la
Matematica y no desde la Psicologia.

En lo que resta del andlisis didactico realizaremos un estudio histérico
de la transmisiéon cultural de la aritmética y de su transmisién escolar
concluyendo la psicogénesis de la induccion en aritmética proponiendo un
modelo evolutivo del razonamiento inductivo numérico.
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4.6.- Aritmetismo y series numéricas.

De acuerdo con lo anterior, continuamos nuestro plan de trabajo
expuesto al comienzo del capitulo presentando un andlisis detallado del
tratamiento de la induccién y las series numéricas en el Curriculo de
Aritmética. Llevamos a cabo dicho andlisis mediante dos estudios diferentes;

A).- Estudio sobre el aritmetismo matemadtico y las series numéricas en
libros de divulgacién matemadtica espafioles de diferentes €pocas desde el
siglo XVI.

B).- Estudio de corte histérico sobre la ensefianza del nimero y de las
series numéricas en textos escolares de matemadticas publicados en Espafia en
el presente siglo.

4.6.1.- Consideraciones generales

A partir de las lecturas realizadas para nuestro analisis histérico hemos
comprobado cierta similitud entre los planteamientos inductivistas de la
aritmética (ya expuestos) y la aritmética desarrollada en los libros de
divulgacién matemdtica consultados y difundidos en Espafia con anterioridad
al siglo XX. Podemos decir que las interpretaciones epistemoldgicas
inductivistas de la aritmética tienen un desarrollo matematico concreto. Al
hablar del aritmetismo nos referimos a esta manera particular de desarrollar la
aritmética por los matematicos de la época, y que dieron lugar a las sintesis
inductivistas sobre el origen y naturaleza de la aritmética del nlimero natural.
Por aritmetismo entendemos el tratamiento de la aritmética en base a las
consideraciones inductivistas del nimero natural.

Centrados en la divulgacién de la matemdtica en Espafia, consideramos
el aritmetismo como una corriente de divulgacion de la aritmética que
transmite un sentido inductivista. Su influencia en Espafia ha durado més de
cuatro siglos perdurando incluso en la primera mitad del siglo XX a pesar de
los cambios producidos en la matemdtica del siglo XIX, que dentro de unos
planteamientos l6gicos culminan con la axiomatizacion de la aritmética.

Sus consideraciones aritméticas no estdn en relacioén con la 16gica y por
tanto permanecen al margen de la revolucién axiomatica del ndmero natural y
por tanto, al margen del progreso matemdtico. A lo mas que llegan es al
concepto generalizado de magnitud fisica en un intento de considerar la
magnitud como aspecto general a partir del cual se definen los ndmeros.
Hemos dicho magnitud fisica para no confundir con magnitud algebraica en
el contexto conjuntista.

En el presente apartado pretendemos dejar constancia de los
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planteamientos aritmetistas en Espafa con anterioridad al siglo XX y
constatar con autores del presente siglo algunos cambios hacia los
planteamientos 16gicos y en concreto las consideraciones conjuntistas sobre
las series numéricas. Poner en evidencia la divulgacién aritmetista del nimero
natural y a la vez, fijarnos en como se han considerado las series numéricas
dentro de esta corriente.

En la tabla 4.1, presentamos los autores y las obras consultadas para
realizar este estudio. Sin pretender un estudio exhaustivo consideramos que
los autores consultados son representativos por las  siguientes
consideraciones:

- Segtin Paradis y Malet (1989, pag. 240): "La obra de Pérez de Moya es
importante por lo que representd desde el punto de vista de la divulgacion. La
aritmética prictica y especulativa conocié no menos de 14 ediciones en un
periodo de 200 afios"

- La obra de Tomas Cerdd implica un giro hacia el concepto
generalizado de Magnitud pero sin una formalizacion 16gica, manteniendose
en un "aritmetismo generalizado" sin perder el caracter inductivo del niimero
natural.

AUTOR TITULO ANO
Perez de Moya, J. Aritmética practica y especulativa | 1562
Caramuel, J. Mathesis biceps. Vetus, et nova 1670
Altieri, L. Elementa philosophie 1785
Cerda, T. Lecciones de matematicas 1816
Bails, B. Elementos de matematicas 1816
Boccherine, F. Aritmética 1849
Cortazar, J. Aritmética 1862
Ferndndez y Cardin J.M. Elementos de matematicas 1862
Briot Algebra 1879
Lasala Martinez, A. Elementos de matematicas 1919
Llardent Esmet, A. Aritmética y geometria 1925
Mataix, C. Aritmética general y mercantil 1942
Salina y Angulo,J. Aritmética 1943

Tabla 4.1.- Autores y obras consideradas para el estudio del aritmetismo en Espaia.
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- Las obras consultadas son una muestra suficiente para dar fe de la
divulgacion del aritmetismo en Espafia: en los siglos XVI, XVII y XVIII
hemos estudiado un autor, destacando Pérez de Moya. En el siglo XIX hemos
considerado seis autores ya que en algunos de ellos se aprecian intentos de
generalizaciones, como el de Tomas Cerdd previo a las generalizaciones
l6gicas, considerdndose las progresiones aritméticas y geométricas como
temas de cierta relevancia. Como se verd, podemos decir que en el siglo XIX
las progresiones se consideraron como independientes de la proporcionalidad,
cosa que no ocurre en los autores consultados de los siglos anteriores.

- Los autores del siglo XX que hemos estudiado marcan una transicién
hacia los planteamientos conjuntistas, aunque no integren en dichos
planteamientos las progresiones aritméticas y geométricas que son el motivo
de su revision.

Considerando que al hablar de aritmetismo nos referimos a una corriente
en aritmética es suficiente la muestra anterior de autores para dejar constancia
de la misma. En el siguiente apartado ejemplificamos el planteamiento de
alguno de los autores mencionados y seguidamente nos detendremos en el
analisis del concepto de serie.

El objetivo pretendido es doble; en primer lugar, poner de manifiesto lo
que entienden por aritmética, la importancia que tiene el concepto de cantidad
en sus definiciones, aquellas relaciones entre nimeros que consideran como
fundamentales y el sentido algoritmico de las operaciones. En segundo lugar
obtener la mayor informacion posible de como consideran las series
numeéricas

4.6.2.- Las relaciones y series numéricas en las Aritméticas clasicas

En las primeras interpretaciones del numero aparecen explicitos los
procesos de construccion de la serie natural y, por tanto, las relaciones entre
los distintos numeros; relaciones que han determinado las categorias funda-
mentales en que se clasifican actualmente los ndmeros naturales (pares,
impares, primos etc.). Segun Paul Germain (1948), en el siglo XVII se
consolidan unas concepciones y creencias que han perdurado hasta nuestros
dias y que siguen siendo la base de la ensefianza del nlimero.

De los autores consultados y estudiados, el unico que se aparta de la
corriente aritmetista es Caramuel (1670), que expone algunas conside-
raciones idealistas o racionalistas al respecto del ndmero natural en la
presentacion de su obra "Mathesis biceps. Vetus, et nova" aunque luego
desarrolle su obra con un contenido aritmetista.
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Ante el problema de la esencia de los nimeros y de su existencia, se sitiia en
la linea de considerar el nimero como una creacién del ser humano. Su
argumentacion se basa en una afirmacion de Aureolo:

"El ndmero proviene de la numeracién, y la numeracién del numerante
(Aureolo)"; Caramuel concluye: "Luego, si no hay numerante, tampoco habrd nu-
meracién; y, si no hay ninguna numeracion, no habrd nimero. La forma del
nimero es, por lo tanto, una denominacién extrinseca recayente sobre las unida-
des, que proviene del intelecto numerante. De propdsito he dicho <<numerante>>,
pues una cosa es reconocer los objetos al mismo tiempo y otra numerarlos. Me
explicaré. Hablaba fulano en suefos, y, al dar el reloj las cuatro, dijo:<< una, una,
una, una. Este reloj delira dio cuatro veces la una>>. Fulano, pues, numer6 cuatro
veces una campanada, y no numerd cuatro campanadas. Y, simultineamente,
concebia en el pensamiento cuatro veces el uno, pero no concebia el cuatro. Por lo
tanto, numerar es algo distinto de concebir simultdneamente en el pensamiento
una pluralidad de cosas. Pues, si tengo cuatro relojes de pared en la biblioteca y
todos dan la una, no habrd que decir que dieron las cuatro, sino cuatro veces la
una. Esta diferencia no reside en las cosas, independiente de la operacion de la
mente: luego depende de la mente del que numera. El intelecto, pues, no
encuentra, sino que, hace los nimeros, concibiendo en el pensamiento diversas
cosas como separadas en si misma y como unidades intencionalmente" (P4g.
XLIID).

En estas alusiones, el autor deja claro los aspectos ordinal y cardinal del
nimero natural y rechaza la numerologia como ciencia de los ndimeros. En
cuanto a la representacion, podemos leer:

"M4s una vez inventada la sucesién de los nimeros que tienden al infinito, el
PROARITHMETES (aquel que por primera vez quiso gobernar los nimeros por
leyes) se encontrd en una bifurcacién; pudo seguir dos vias, a saber: la recta o la
circular. 1) Bien la recta, que proyectada al infinito nunca volviera al comienzo.
2) Bien la circular, en la que se traza un circulo y, una vez agotado, se recorre de
nuevo en fases cada vez mayores pero proporcionales, y siempre, al final, vol-
viendo al comienzo". (Pag. XLIV).

Quedan de esta manera expuestas los aspectos verbales, graficos y
simbdlicos de los nimeros naturales, justificando el uso de los sistemas de
numeracion posicional relativos. Los sistemas de numeracion dan lugar a las
diferentes aritméticas: Binaria, Ternaria, etc., segin la base de numeracién
considerada.

Caramuel, J. (1675) se refiere a la aritmética como la ciencia del nu-
merar y establece la diferencia entre cantidad discreta y continua y unidad
determinada e indeterminada, siendo en esta tdltima en la que se sitdan las
relaciones multiplicativas de doble, mitad, etc.. Todos estos aspectos se
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transmiten en los textos escolares de la época aritmetista y se siguen
transmitiendo hoy dia, como se puede comprobar en el apartado 4.7.1 y en los
resultados de la fase experimental de esta investigacion.

Segun Perez de Moya (1562):

"Aritmética es Ciencia, que trata de Numeros, dicha por los Filésofos, quantidad
discreta. Finalmente es un Arte, que nos muestra perfectamente contar".

Para este autor, el fundamento de la aritmética es la unidad, al igual que
lo es el punto para la geometria. Distingue dos aspectos fundamentales en el
numero: el concepto de nimero y como se engendra; el primero se estudia en
la Aritmética Tedrica y el célculo con nimeros en la Aritmética Prictica. Para
definir el concepto de nimero, toma la definicién de Euclides (multitud de
unidades) y compara la obtencién de una linea a partir del movimiento de un
punto con la obtencidén de un numero a partir de un allegamiento de unidades.
Igualmente llega a diferenciar los nimeros digitos, los nimeros articulos y los
compuestos3.

En cuanto a las relaciones numéricas, en concreto las que determinan
series aritméticas o geométricas, Perez de Moya engloba relaciones aditivas y
multiplicativas bajo el término proporcionalidad, que la define como una
similitud de proporciones y distingue tres tipos diferentes: Harmonica,
Aritmética y Geométrica. Tanto la proporcionalidad Aritmética como la
Geométrica las clasifica en continuas y discontinuas, segiin que el término
medio sea comun o no a las proporciones.

En la obra de Laurentino Altieri, "Elementa Philosophie", publicada en
el afio 1785 en Venecia, se observan los mismos planteamientos. Considera la
unidad como principio del ndmero y sélo tiene en cuenta las proporciones
geométricas, lo que no ocurre en las obras consultadas y editadas en Espaiia
hasta avanzado el siglo XIX.

En el siglo XIX se intenta fundamentar la Aritmética a partir de unos
principios generales de la Matemdtica que estén al margen de las disquisi-
ciones filoséficas. Estos principios, al ser comunes para la Aritmética y la
Geometria, se basan en el concepto generalizado de magnitud, tal y como
queda reflejado en la definicién de Matemaéticas dada por Tomas Cerdé, en su
libro "Lecciones de Matemdticas o Elementos de Aritmética y Algebra"

3Niimero digito es aquel que no llega a diez, nimero articulo es aquel que es diez 6 dieces juntos y nimero
compuesto es aquel que participa de digito y de articulo.
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publicado en 1816:

"La Mathemadtica en comun es una Ciencia, que trata de la Magnitud, y
Extension. Por nombre de Magnitud se entiende todo aquello, que es capaz de
aumento, y disminucién"

Cerdé, define la Aritmética como la Ciencia que trata de los Nimeros y
que nos da reglas para inferir unas cantidades de otras que el autor reduce a
las cuatro operaciones de la Aritmética elemental. Entiende el nimero como
la unidad, el complejo de muchas unidades o alguna parte de la unidad,
distinguiendo, por tanto, los enteros de los quebrados. En cuanto a las razones
y proporciones las considera como una doctrina que hace posible discurrir en
Matematicas al combinar unas cantidades con otras.

“Razoén de una cantidad a otra, es el modo, con que una cantidad sea respecto de
otra de la misma especie, en orden a la magnitud, esto es, si le es igual, mayor o
menor y cuanto. De ahi se ve que podemos buscar dos cosas cuando cotejamos
una cantidad con otra de su misma especie: la primera, precisamente si una
cantidad es mayor que otra, en orden a su diferencia o exceso, y se llama razén
Aritmética y la segunda, en orden a cuantas veces una cantidad contiene a otra, o
mas en general, cual es el cociente de una cantidad dividida por la otra, y en tal
caso, se llama razén Geométrica. La razén Aritmética se conoce por el restar y la
razon geométrica por el dividir. La razén Geométrica toma diferentes nombres: se
llama razén multiplice, cuando el antecedente contiene muchas veces al consi-
guiente; en particular se llama dupla, tripla, etc.. La igualdad de razones se llama
proporcién, distinguiendo las Aritméticas y las Geométricas. Una proporcion es
continua, si el consiguiente de una es el antecedente de la otra. En caso contrario,
se le llama discreta” (resumen utilizando la terminologia del autor).

Como podemos observar desde Perez de Moya a Tomas Cerda se
mantienen en sus libros, el mismo tipo de relaciones numéricas.

Antes de pasar al siguiente apartado dejamos constancia que hemos
comprobado las siguientes coincidencias de estos autores con el inducti-
vismo:

- se considera la unidad obtenida a partir de la cantidad concreta como
principio del niimero y la aritmética como la ciencia de los nimeros;

- el objetivo de la aritmética es la representacion numérica basada en el
sistema posicional, haciendo hincapié en la numeracién hablada y escrita,
distinguiendose los numeros digitos y polidigitos (digitos, articulos y
compuestos), concretos y abstractos, cantidades homogéneas y heterogéneas,
determinadas e indeterminadas, para pasar a definir las operaciones de suma,
resta, multiplicacion y divisién desde un punto de vista algoritmico;
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-las relaciones numéricas se determinan por las operaciones que ligan los
nimeros estando estas relaciones mds ligadas a los procedimientos que a los
conceptos, incidiendo en la proporcionalidad numérica tanto aditiva como
multiplicativa. En general se incide en los procedimientos de calculo
explicando paso a paso las reglas algoritmicas de las diferentes operaciones:
el fin primordial es ensenar a operar.

-hemos comprobado que al considerar la relacion "mayor que" se
establece en relacion a la "magnitud numérica" y no al aspecto ordinal del
cual poco hemos encontrado aparte de las alusiones dadas por Caramuel al
hablar de la numeracion en relacién con el contar.

4.6.3- Las series numéricas

Segtin Smith (1958), la palabra "serie" comenzd a utilizarse por los
autores britanicos del siglo XVII, al escribir "series infinitas" en conexién con
las secuencias infinitas utilizadas por los algebristas. Segun el mismo autor,
en el ambito latino se utiliz6 la palabra progresién que se ha mantenido hasta
nuestros dias.

En los textos consultados y publicados en Espana, la palabra serie
aparece por primera vez, en la obra "Aritmética" de Fernando Boccherini,
publicada en 1849. En la p4gina 199 dice textualmente:

"Cuando se tienen tres o mas razones iguales, se dice que se tiene una serie de
razones iguales, ya por diferencia o ya por cociente, segin sean las razones que
entren a componer la serie".

"Se llama progresion aritmética o por diferencia, a toda serie de razones iguales
aritméticas tales que el consecuente de la primera sea igual al antecedente de la
segunda, el consecuente de esta igual al antecedente de la tercera y asi
sucesivamente. Es una proporcién continua  Aritmética  continuada
indefinidamente. De todo lo anterior se deduce que también se puede decir que
progresion Aritmética es una serie de términos tales, que cada uno lleva al que le
precede o sigue la misma cantidad, la cual se llama razén" (pag. 201).

De modo andlogo define las progresiones geométricas o por cocientes,
distinguiendo las series crecientes y decrecientes.

Segtin la bibliografia consultada, tal y como se puede constatar en las
referencias citadas anteriormente, se incluyen las progresiones aritméticas
dentro del estudio de la proporcionalidad.

A partir de mediados del siglo XIX, se wutiliza el término
proporcionalidad exclusivamente para las progresiones geométricas, por lo
que, a partir de entonces, los términos razén y proporcion se refieren a la
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comparacion numérica por cocientes. En la Aritmética de Juan Cortazar,
publicada en 1862, podemos leer:

"Otra de las reformas introducidas en 1846 es la supresion de las razones y pro-

porciones aritméticas: esta ha sido adoptada por el gobierno francés, segtin puede
verse en los programas modernos franceses. Nosotros conociamos su completa
inutilidad, y antes de ver los referidos programas, teniamos la intencién de
detenernos en demostrarla; mas actualmente la mejor demostracion es el hecho
citado (pag. IV del prélogo).

Los manuales de matemdticas que proponen un planteamiento mas
amplio y especializado de las disciplinas matemadticas, incluyen el Algebra
como una de las partes a desarrollar. Segiin Ferndndez y Cardin, en su obra
"Elementos de Matemdticas" publicada en 1862:

"El Algebra es una ciencia que trata de las propiedades generales de la cantidad,
expresada por simbolos en que se prescinde de todo valor numérico. Se llama, por
esta razon, Aritmética Universal" (pag. 6). "El Algebra es la ciencia de las férmu-
las" (pag. 8).

"La generalizacion de la Aritmética es el Algebra". "El Algebra es la maxima ex-
presion de la generalizacion".

La inclusion del Algebra modifica el tratamiento dado anteriormente en
algunos apartados aritméticos. Asi, el estudio de las progresiones aritméticas
y geométricas se independiza del estudio de la proporcionalidad.

No obstante este avance, es posible encontrar textos de Aritmética mas
recientes que mantienen el planteamiento cldsico, fundado en el aritmetismo.
Este es el caso de Llardent Esmet, A., que en su libro "Aritmética y
Geometria", publicado en 1925, divide la Aritmética en cuatro partes. La
cuarta parte se dedica al estudio de la comparaciéon de unos nimeros con
otros, a partir de la cual define las proporciones y las progresiones:

"Comparar dos cantidades en Aritmética es examinarlas para ver cudl es su dife-
rencia o cual es su cociente" (pag, 17).

Como sintesis de todo lo que precede podemos decir que en el
aritmetismo mds cldsico la palabra serie se ha utilizado al hacer referencia a la
igualdad de tres o mds razones iguales ya sea por diferencias o por cocientes.
A las series por diferencias se les denominé progresidnes aritméticas y a las
series por cocientes progresiones geométricas. En un principio las
progresiones estaban incluidas en el estudio de la proporcionalidad,
entendiendo esta como el estudio de la comparacién entre ndmeros.
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En Algebra se consideran las progresiones como un tema independiente
de la proporcionalidad. La proporcionalidad queda reducida al estudio de la
comparacion de razones por cocientes.

Con la teoria de conjuntos desaparece el término serie en el sentido de
progresién o de regularidad numérica que le damos en este trabajo y queda
sustituido por el de sucesion. Se definen las sucesiones como conjuntos
numerables. Asi, en el libro de Carlos Mataix Aracil "Aritmética General y
Mercantil", publicado en 1942, podemos leer las siguientes definiciones:

"Se llaman conjuntos numerables o sucesiones, aquellos que quedan caracteri-
zados por las siguientes condiciones:

1) Cada elemento del conjunto M tiene un siguiente y s6lo uno

2) Existe un primer elemento, tinico, que no sigue a ningln otro

3) Todo conjunto que contenga al primer elemento de M y también al siguiente
de cada elemento que contenga de M, contiene a todo el conjunto"

"La parte mds abstracta de la Matematica es la Aritmética, que es la ciencia que
tiene por objeto el estudio de los nimeros, es decir, el estudio de las propiedades
de los conjuntos coordinables entre si".

Este autor, a pesar de avanzar desde el positivismo 16gico en la cons-
truccion de la Aritmética, incluye las progresiones aritméticas y geométricas
en la proporcionalidad. Esta situacion se da en otros textos de la época, como
en la "Aritmética" de Salinas y Angulo publicada en 1943.

Para algunos pensadores de renombre universal, como Whitehead, el
sentido aritmético del nlimero natural se pierde con el Algebra y con la teo-ria
de conjuntos. En su obra "An introduction to Mathematics", publicada en
1919, podemos leer en la pagina 12:

"Esta continua eliminacién de nimeros definidos por acumulacién sucesiva de pa-
rdmetros, hace que la cantidad de Aritmética empleada por los matematicos sea
extremadamente pequefia. Muchos matematicos sienten aversién por los calculos
numéricos y no tienen mayor préctica en ellos. El campo de la Aritmética termina
donde comienza el dominio de las ideas de las "variables y de la forma
algebraica".

Como conclusion de este apartado decir que:

- en el aritmetismo el sentido numérico de las series de ndmeros
naturales se trabaja en el tema de la proporcionalidad ya que la comparacién
numérica es la base para el descubrimiento de una regularidad en una serie
indefinida de nimeros naturales;
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- en el aritmetismo asi como en planteamientos posteriores, las series
que se estudian explicitamente son las progresiones aritméticas y
geométricas.

4.7.- La ensefianza del nimero y las series numéricas: una
perspectiva historica

El segundo estudio que mencionamos en el apartado anterior es un
andlisis de textos escolares. Sus resultados se exponen de manera resumida en
el presente apartado y tiene dos cometidos diferenciados:

1) Constatar hasta que punto la ensefianza de la aritmética en
Espafia se programa inductivamente, es decir, constatar si en las propuestas
did4cticas y curriculares se consideran y/o utilizan procesos inductivos como
elementos basicos para desarrollar la aritmética;

2) Comprobar en dichos planteamientos las influencias del
inductivismo aritmético y del convencionalismo.

Para ello se realiza una revisiéon de textos escolares, manuales de
Aritmética y de Diddctica de la Matemadtica publicados en Espafia durante el
periodo 1900-1990. En dicha revision, efectuada desde la perspectiva
histérica de la ensefianza de la Matematica en Espafia, hemos constatado la
existencia de dos periodos fundamentales, al margen de los planes de estudio
oficiales, y que hemos denominado: aritmetista y conjuntista. La clave de
estos periodos se encuentra en la introduccion de la Matemdatica Moderna en
la escuela con la teoria de conjuntos. Por otra parte las diferencias que vamos
a constatar mediante la revision de los textos escolares entre un periodo y otro
ya han sido consideradas anteriormente:

"Antes del afio 70 se utilizan técnicas de recuento de objetos para dar paso a la
sucesion de términos numéricos y a la simbolizacién. A partir del afo 70,
aparecen los conjuntos y el cardinal como expresion de su <<numerosidad>> o de
<<tener tantos elementos como>> cualquier conjunto coordinable. Esta diferencia
es importante, ya que el modelo elegido sirve para presentar y justificar las
operaciones aritméticas y enfatiza ciertos aspectos del nimero. Antes del afio 70
tenian mayor importancia los aspectos ordinales, el contar progresiva y regresi-
vamente; desde el afio 70 han dominado los aspectos cardinales" (Rico, L., Castro,
E. 1987, pag. 76).

En el momento actual estamos en un periodo de transicién sobre el que
pensamos es prematuro realizar un andlisis. De todas maneras en el apartado
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4.7.3 exponemos algunas propuestas curriculares para la Educacion Primaria
en las que se considera importante que el escolar trabaje el razonamiento
inductivo para conseguir un mejor aprendizaje de la aritmética.

En cuanto al primer punto, hay investigaciones recientes que constatan la
presentacion inductiva de los métodos de calculo mental a partir del siglo
XIX (Gomez, 1995). Segun este autor:

"Como consecuencia de la mayor preocupaciéon por el modo de presentar las
ideas, se apuntard hacia un nuevo orden en la secuenciacion de los métodos que,
en vez de presentarlos como hechos aislados, tenga en cuenta primero el caso
particular y después su posible generalizacion" (Pag. 45)

Veamos en los siguientes apartados el andlisis efectuado sobre cada uno
de los periodos mencionados.

4.7.1.- Periodo aritmetista: Anterior a 1970
4.7.1.1.- Consideraciones generales

Antes de analizar los libros de textos seleccionados para este periodo, se
exponen algunas consideraciones sobre la ensefianza de la aritmética de
autores de prestigio, cuya obra se divulg6 en Espafia durante este periodo.

El aritmetismo en Did4ctica de la Matematica, si bien participa de las
concepciones inductivistas de la cantidad en cuanto a la construccion del
concepto de numero, presenta un desarrollo convencionalista. En cuanto a la
relacion con el inductivismo decir que se utilizan conceptos del numero
natural tales como considerar la unidad como principio del numero y la
diferenciacion entre numeros concretos y abstractos, haciendo recaer el
contenido de la ensefianza del nimero natural en la numeracién escrita y
hablada. En cuanto a su transmision escolar se incide en contar y numerar sin
entretenerse en presentar la significacion del sistema posicional que se acepta
por su operatividad.

Por tanto, en cuanto a la fundamentacién del nimero es inductivista y,
en coherencia con ello, el contenido lo hemos denominado aritmetista; el
tratamiento dado en su ensefianza tiene grandes dosis de convencionalismo.

Para los niveles inferiores algunos autores tienen en cuenta plantea-
mientos psicoldgicos para la ensefianza y el aprendizaje de la aritmética,
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como es el caso de Maria Montessori, que en su obra "Psico-Aritmética",
publicada en Espaifia en 1934, intenta desarrollar la aritmética a partir de un
"material cientificamente determinado". Asimismo, de acuerdo con la psico-
logia de la época, concede una doble importancia a la aritmética: como
"medio de desarrollo mental" y "necesaria y elemental cultura" (Pag.5). A
partir de aqui, en los afios cincuenta y sesenta, prolifera el material didactico
para la ensefianza del numero y de la aritmética dentro de una gran obsesion
por encontrar el Método Ideal. Se dan a conocer los materiales de los
numeros en color con las regletas de Cuisenaire (material introducido en
Espafia por Gategno) y matematicos ilustres, como Puig Adam, recomiendan
el uso del material en la ensefianza del nimero.

La vinculacién de Maria Montessori con el aritmetismo es que en sus
propuestas intenta en primera instancia conseguir en el nifio la idea de
aumento y disminucion de unidades con la originalidad de diferenciar las
unidades sensorialmente, utilizando unos bastones para que el nifio percibiera
mas claramente el esquema de sucesién uniforme de uno en uno (diez
bastones correspondientes a los diez primeros nimeros naturales; cada baston
dividido en unidades pintadas de azul y rosa alternativamente). En principio
el nifio debe trabajar con bastones del mismo color para percibir el aumento
uniforme de las longitudes de unidad en unidad. Una vez que el escolar
supera esta etapa debe trabajar la accion de contar en el sentido de recuento
acumulativo:

"En cada bastén se puede contar la suma de las unidades que van sucediéndose
una a otra hasta el extremo del baston. La dltima palabra a la que se llega, se
refiere a la suma de las unidades contenidas en el baston, e indica el total. Esta
palabra puede convertirse en un nombre que indica el baston. Los bastones
representan cantidades que se llaman" (Pag. 12)

Estas observaciones también son aplicables, en parte, a las regletas de
Cusenaire ya que las regletas estdn enfocadas para que a través de los colores
el escolar llegue a una estructura isomorfa a la de los nimeros naturales con
sus operaciones: Ahora el recuento es memorizar los colores de una serie de
regletas colocadas en posicion vertical formando una escalera para que quede
claro el sentido de aumento y disminucion. Se puede conseguir que el nifio
opere memoristicamente con los colores, juntando regletas longitudinalmente
y localizando el color correspondiente a la longitud obtenida. De este modo el
nilo memoriza la adicion de los diferentes colores, es entonces cuando se
consideran las unidades comparando cada regleta con la longitud unidad que
es la regleta blanca, asignando de este modo los diferentes numerales a las
distintas regletas y reconvirtiendo las operaciones realizadas con colores al
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nuevo sistema de representacion numérico. Vemos como hay cierta inquietud
en busca de la estructura, previamente al recuento acumulativo. Sigue
predominando el aspecto ordinal en los colores a partir del aumento y
disminucion.

En las propuestas didacticas secuenciadas de Monchamp (Referenciado
en Hamaide (1931)4, el autor distingue las siguientes etapas por las que pasa
el nifio antes de adquirir las nociones de los numeros:

1.° Nocién de la presencia y ausencia

2.° Facultad de diferenciar y de identificar

3.° Etapa de repeticion

4.° Nocion de la unidad y de la pluralidad; nocién de 2

5.° Nocién del 3

6.° Facultad de la cantidad o tamafio continuo. Etapa de la sintesis
7.° Nocion del 4 (etapa de andlisis y sintesis)

8.° Nocidn del 5 (primera idea de la fraccién)

En ellas podemos observar aspectos inductivistas como el de unidad, la
definiciones de los diferentes ndmeros a partir unidad y pluralidad asi como
la repeticion, que podemos interpretar como la adquisicion de un hébito, lo
que estd mds en relacion con un convencionalismo en el sentido de llegar a la
adquisicion de una creencia.

Centrdndonos en Espafia destacamos por su amplitud e influencias la
obra de Junquera Muné (1960). Para dejar constancia de los aspectos
aritmetistas de su obra y por tanto de las influencias inductivistas sobre el
origen del nimero natural, consideramos que las citas siguientes:

"Se llega a la idea de nimero a través de la generacién ordenada de las
cantidades a que se refiere. Es antes la idea de 4 que la de 5, y no es posible ésta
sin aquélla" (Pag.42).

"Para idear el nimero, es superior el proceso del contar sucesivo, seguido del in-
verso de descontar" (Pag.42).

"La observacion del crecimiento y decrecimiento regulares delimitan la idea de
cantidad y la correlativa numérica" (Pag.42).

Se manifiesta el origen inductivista del nimero a partir de la cantidad asi
como que la numeracion es una organizacion de las cantidades y que no

4'Tniciacién de la idea del ndmero en los nifios". Primer congreso internacional de Paidologia. Volumen I,
pag. 260. "El método Decroly" Libreria Beltran. Madrid. P4ag. 87.
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puede existir la idea de un nimero sin la idea de los que le son inferiores. La
observacion del crecimiento y decrecimiento la podemos relacionar con los
principios inductivistas de aumento y disminucion.

En la introduccién de las primeras cifras se busca explicitamente la
distincién entre cantidad, ndmero y cifra, mediante la utilizacién de circulos o
cuadrados que representan unidades y, a veces, se confunde el numero con el
numeral (ver Junquera Muné, pag. 69 y siguientes o referencia a este autor
incluida en el Anexo 4.4).

En el periodo aritmetista y desde el punto de vista didactico se refuerza
el aprendizaje mediante exposiciones netamente inductivas, basadas en un
proceso paso a paso que comienza por las cantidades mds pequefias y se
repite escrupulosamente para el resto de las cantidades. En el proceso siempre
hay una serie ascendente y otra descendente de cantidades, las series
ascendente y descendente de las cifras correspondientes y la serie de los
numerales. Este proceso y las exposiciones inductivas a que nos referimos se
pueden apreciar claramente en el texto de Junquera Muné (op. citada), del que
citamos a continuacién, a modo de ejemplo, un pequefio detalle. Para una
comprobacion mds amplia de las afirmaciones anteriores nos remitimos
nuevamente al Anexo 4.2, en el que se expone una transcripcion de los
aspectos mds importantes del texto mencionado.

[ JPTUUU R uno .......... 1 00O0O0 O O...... seis ....... 6
[0 X0 JRTRURR dos .......... 2 0 00 O Oueeeennnn. cinco ....... 5
00 Ouerreeeeerreeeeenns tres ............ 3 0 0 O Oueveeeenreen cuatro ...... 4
0000.ccccuuennnnnn. cuatro .......... 4 0 0 Oueeeerrreeeene, tres ........ 3
0000O0......... CINCO ....uuneeee. 5 O Oueveveerrrrreneennn. dos ......... 2
000000O0......... SEIS errrrreens .o 6 (o TN uno ........ 1

Serie natural: 1,2,3,4,5,6

Serie descendente: 6,5,4,3,2,1

Ademas de la serie por agregados de una unidad, la serie de las cantidades puede
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considerarse creciendo por conjuntos de dos o mds elementos. (Procesos mediatos
de contar. Junquera (Pag. 117)).

En las propuestas diddcticas del periodo aritmetista son importantes las dis-
tribuciones regulares de cantidades segiin ciertos patrones de aumento y
disminucion.

Para Mialaret (1960) siguen siendo importantes tanto la accion de contar
de 2 en 2, de 3 en 3, etc., para aprender la numeracién (pag. 25), como el
lenguaje relacional (doble- mitad, triple- tercio, etc.) que nos aproxima a las
clases y relaciones conjuntistas (pag. 24). Vemos en este autor un
inductivismo complementado al incidir en la necesidad de desarrollar en los
escolares un lenguaje relacional.

A finales de este periodo hay un gran movimiento renovador en la en-
sefianza de las matemadticas. La teoria de conjuntos se introduce en el bachi-
llerato y se plantea su institucionalizacion en la escuela elemental. Las pro-
puestas didicticas ya no son de célculo abstracto, es decir, se tratan de
construir las nociones numéricas a partir de situaciones relacionadas con el
entorno. Todo ello fortalece la implementacién de la teoria de conjuntos en su
faceta intuitiva (contacto con los objetos reales) y con miras hacia la
construccion légica de la aritmética.

Por la relevancia e influencia de los autores citados, consideramos que
en Espafia durante el periodo aritmetista ha habido un predominio del
inductivismo aritmético. Por otra parte, las propuestas diddcticas se basan en
la repeticion y no en favorecer un desarrollo inductivo de la aritmética,
prevaleciendo la accién de contar como una repeticion continuada en el
aprendizaje de los diferentes niimeros lo que en definitiva supone situar al
alumno en una espectativa convencionalista.

4.7.1.2.- Analisis descriptivo de textos escolares

El andlisis en cuestion, en cuya exposicion consideramos que se debe
hacer explicita una seleccién de las actividades propuestas para poner en
evidencia la situacién inductivista de la ensefianza del nimero, se ha
orientado hacia las siguientes tareas:

1) Analizar las definiciones de numero y de las operaciones
aritméticas elementales implicitas en las actividades;

2) Indagar sobre actividades relacionadas con la construccién de
series numéricas.
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Los textos utilizados para este estudio se presentan en la tabla 4.2. Para
su buisqueda y selecciéon hemos utilizado los fondos bibliogrificos de los
departamentos de Didactica de la Matematica de las universidades de
Granada y Malaga, fondo bibliografico Giner de los Rios depositado en la
Facultad de Ciencias de la Educacién de la Universidad de Madlaga y
préstamos particulares. Por el nimero de ediciones y la influencia que tuvo en
su época destacamos la obra "Lecciones de aritmética" de Dalmau: De texto,
por R.O. de 12 de abril de 1894. Adoptado para la instrucciéon de S.M. el Rey
D. Alfonso XIII, medalla de oro en la Exposicién Cientifica del Palais du
travail de Paris. También hemos de destacar las enciclopedias escolares por
su influencia en Espana.

AUTOR . -
Denominacion TITULO NIVEL LUGAR ANO
Curso elemental .
Alcala Floran, J. | de aritmética Madrid 1877
) Lecciones de )
Cirodde, P.L. aritmética Madrid 1898
Lecciones de
Dalmau Carles, J. [aritmética Gerona 1926
Edelvives. F.T.D.| Aritmética 2° Grado Barcelona 1931
Edelvives Aritmética 1° Grado Zaragoza 1951
Edelvives Aritmética 2° Grado Zaragoza 1951
) ) ] Perfecciona-
Estudio Enciclopedia miento Gerona 1958
Alvarez Enciclopedia 3° Grado Valladolid 1960
Hernando Enciclopedia Parvulario | Barcelona 1962
» Curso 1° )
Marcos, C. Matematicas Bachillerato | Madrid 1962
Tabla 4.2.- Libros considerados para el andlisis de textos escolares del periodo
aritmetista.

Ademas de la revision de textos escolares hemos realizado una revision
de manuales tedricos de aritmética a niveles superiores que nos han permitido
comprobar que en ellos se mantienen los aspectos aritmetistas de épocas
anteriores y que, por tanto, las aritméticas escolares siguen influen-ciadas por
esta corriente. Para este estudio hemos utilizado los manuales que exponemos
en la tabla 4.3.

Ortiz Comas, A.



143 Analisis didactico del razonamiento inductivo numérico

AUTOR TITULO LUGAR |ANO |EDICION

Llardent Esmet, A. Aritmética y Geometria Madrid 1925 | Cuarta
. . . . : Decimo-

Sanchez Vidal, B. Lecciones de Aritmética Madrid 1928 | tercera
Salinas y Angulo, I o . Decimo-
Benitez y Parodi, M. Aritmética Madrid 1943 | séptima

. . . octava
Gui Casanova, M Aritmética y Algebra Barcelona 1948

Tabla 4.3.- Manuales de aritmética del periodo aritmetista

Desde un punto de vista general, la mayor parte de los autores coinciden
en definir la cantidad como aquello que puede aumentar o disminuir, la
unidad como aquélla cantidad con la que comparamos otra cantidad, el nu-
mero como el resultado de la comparacién de una cantidad con su unidad y la
aritmética como la ciencia que tiene por objeto el estudio de los nimeros. Asf,
José Dalmau Carles en su manual "Lecciones de aritmética" define la
cantidad a partir del ndmero y, posteriormente, el nimero a partir de la
cantidad:

"Cantidad es todo lo que se puede representar por numeros, exacta o
aproximadamente, como la distancia, el dinero, el tiempo, etc."(P4g. 28).

"Unidad es el uno de todas las cosas, como un libro, una mesa, un nifio
(*Aclaracion del autor: Consideramos que esta definicién de la unidad es ri-
gurosamente cientifica y la que ofrece menos duda a la débil inteligencia del
nifo);

"ndmero es el resultado de comparar la unidad con la cantidad" (Pag.28).

Con el andlisis de los textos escolares hemos comprobado las influencias
inductivistas en la transmision escolar de la aritmética. Como evidencia
exponemos a continuacion algunas referencias con definiciones y actividades
encontradas en los libros de texto sobre los siguientes puntos:

-naturaleza de los nimeros naturales;

-la accién de contar;

-definiciones de las operaciones aritméticas;
-secuencia numérica

-seriaciones

Una presentacion texto por texto la realizamos en el anexo 4.3. Las
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referencias que exponemos a continuacion las hemos extraido de dicho anexo,
en el que se pueden comprobar el origen de las mismas.

- Naturaleza de los nimeros naturales

En la Enciclopedia Estudio (1958, pag. 289), encontramos el cuadro de la
figura 4.4, en el que podemos ver los aspectos del nimero que se transmitian
en el periodo aritmetista, muy en relacién con el aritmetismo matemético y
con el inductivismo.

/ /
entero
por su formacion <
quebrado
\\ mixto
/
por el conocimiento de la < abstracto
especie de sus unidades concreto
N\
Namero <
por la naturaleza de la .
: . homogéneo
especie de unidades ,
heterogéneo
. : digito
por el nimero de cifras g. L.
polidigito
N\

Figura 4 .4. Interpretacion del nimero en el periodo aritmetista.

En fechas cercanas podemos encontrar planteamientos inductivistas en la
presentacion y tratamiento del nimero natural en los manuales escolares,
como es el caso de Marcos y Martinez (1962):

"La idea de numero natural proviene de la consideracion de un conjunto o
coleccion de objetos distintos. Se llama unidad cada uno de los objetos de una
coleccion. El nimero natural expresa cudntas unidades contiene una coleccion de
objetos distintos. Al niimero natural también se le llama entero positivo" (Pag. 11)
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"Cantidad es un estado particular de una magnitud matemadtica" (Pag. 12).

"La idea de nimero que hemos obtenido por la operacién de contar, también
puede conseguirse por la operacién de medir. Medir una cantidad es hallar cuantas
veces contiene a otra de su misma especie, llamada unidad". (Pag. 13).

-Actividades relacionadas con la accion de contar

La accion de contar, ademds de ser utilizada para presentar la idea de
nimero, se utiliza para reforzar a su vez la serie numérica basica e incluso, se
dan técnicas para contar de n en n:

Contarde 1 a 100 yde 100 a 1..
Contar de 100 a 200, de 200 a 300, de 500 a 600 .
Contar de 1000 a 1100, de 2500 a 2600, de 24 200 a 24 300.

"Para contar de 9 en 9, 8 en 8, ... a partir de un nimero, se le afiade 10 (basta
pensar en la decena siguiente) y se disminuye el resultadoen 1, 2, ..."

"Para contar de 11 en 11, 12 en 12, ...a partir de un ndmero, se le afiade 10,
(pensar en la decena siguiente) y se aumenta el resultadoen 1,2, ...."

En ndmeros de una y dos cifras. Contar:

1°de 1 a 99 por ndimeros impares; 1,3,5, ..
2° de 2 a 100 por nimeros pares: 2,4, 6, ...-
3°de3a99,de3en3

4°de 4a100de 4 en 4, etc.

-Diferentes definiciones de las operaciones aritméticas

En este apartado exponemos las definiciones que hemos encontrado en
los distintos textos consultados y que han sido las siguientes:

"Calcular es hallar un niimero por medio de otros nimeros".
"Sumar es reunir varios nimeros en uno solo"

"Resta es la operacion que tiene por objeto hallar la diferencia entre otros dos
nimeros". (El nimero 12 tiene 3 unidades mas que el 9. Luego la diferencia entre
9y 12es3,0sea,de 3 al2van9). "La resta tiene por objeto quitar un ndmero de
otro".

"Multiplicacion es la operacidn que tiene por objeto repetir un niimero como Su-
mando tantas veces como unidades tiene otro".
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"Division es la operacion que tiene por objeto partir un nimero en porciones
iguales".

"La division tiene por objeto también hallar las veces que un nimero contiene a
otro".

-Uso de la secuencia numérica

Hemos encontrado ejercicios como el que se cita a continuacién, donde
se presentan numeros ordenadamente segtin la secuencia numérica bdsica y

un operador constante para que el alumno descubra la regularidad y relacione
los distintos resultados entre si:

0-2,19-2,29-2, cvviieeieeeieee 99-2

9-9,19-9,29-9, ..oviiiiiiieees 99-9

8-8, 18-8,28-8, ceveeeieeeeieeeeee 98-8

18-9,28-9,38-9, cevveiiieieen 108-9

11-2,21-2,31-2, e 101-2
- Seriaciones

En todos los textos consultados se refuerzan las series aditivas y
sustractivas con actividades de contar o de sumar y restar como las siguientes:

Escribir los nimeros de 0 a 100 a distancia de 2 unidades.

’ ’s 1a101 ’ 2,
’ " 0al02 3,
’ " 1al00 3 .,
’ ’ 2a201 3,
’ " 8allo ,, 9 ,,
’ " 0al00 10 ,,

1. Afiadir 2 a un nimero, afiadirle de nuevo al nimero obtenido, y asi sucesiva-
mente, hasta llegar a un nimero mayor que 100. Asi:

ly2son3,y2sonS5,y2son7,y2son9...
2y2son4,y2son6,y2son8,y?2son 10...

2. Los mismos ejercicios con el nimero 3. Asi:

ly3son4,y3son7,y3sonl0,y3son13...
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2y3sonS5,y3son8,y3sonll,y3sonl4..
3y3son6,y3son9,y3sonl2,y3sonl5...

3. Los mismos ejercicios con el nimero cuatro. As{

ly4dson5,y4son9,y4sonl13,y4sonl7..

4y4son8,y4dsonl2,y4sonl16,y4son?20..."

Sigue proponiendo ejercicios hasta realizar las diez series correspondientes al nu-
mero 10.

4.7.1.3.- La transicion al periodo conjuntista

Antes de introducir oficialmente la teoria de conjuntos en la ensefianza
elemental, proliferaron multitud de propuestas didicticas con respecto al
nimero. Algunas hacen referencia a la importancia de la comprensién de la
naturaleza del nimero natural:

"Para saber contar hasta 100, hay que ir, pues, mds alld de la enumeracién y com-
prender la naturaleza de los niimeros para persuadir al nifio a operar directamente
con ellos. Vale decir que no se debe olvidar jamds que el estudio de los nimeros
debe relacionarse con la nocién de entero cardinal, cualidad de conjunto que
posee una coleccion independiente de la naturaleza, situaciéon o agrupacion
particular de sus unidades constitutivas, y de entero ordinal que expresa el lugar
ocupado por cierta unidad en la enumeraciéon que se haga" (Leif y Dézaly, 1958,
Pag. 21)

Otras estuvieron mas en consonancia con un cambio metodoldgico como
es el caso de Mialaret, (1967):

"El método pedagdgico serd intuitivo, inductivo y dard lugar a puestas a punto su-
cesivas que irdn constituyendo etapas de una axiomatizacién progresiva" (Pag.
21).

Este autor plantea el uso del contexto escolar en el aprendizaje del
nimero. Desde una posicidon aritmetista, considera fundamental la genera-
lizacién por analogia de ciertos esquemas numéricos aditivos, de los que
exponemos a continuaciéon una muestra de lo incluido sobre este autor en el
Anexo 4.5, al que nos remitimos.

"El nifio debe llegar a dominar de forma automatica las siguientes tablas de
resultados:
1+1=2
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3=2+41=3+0
4=4+0=3+1=2+2etc.
Una vez bien conocidos estos resultados se pueden practicar, a medida de las
adquisiciones, ejercicios de reagrupamiento:
1+2 2+2 3+2 4+2..
1+3 2+3 3+3 4+3.. ... (pag. 43)

4.7.2. Periodo conjuntista

4.7.2.1.- Consideraciones generales

"La introduccién de las matematicas modernas, ha provocado amplias discusio-
nes entre los profesionales, tanto en su inicio como en su frustrante desarrollo" In-
forme Cockcroft. (1985) Prélogo a la edicion espafiola. (Pag.VIII)

Una contradiccién de la ensenanza de la aritmética en este periodo es la
que se plantea entre el esfuerzo por fundamentar el concepto de nimero con
argumentaciones deductivas y la tradiciéon docente de orientacion inductiva.
Partir de nociones generales e intuitivas, como la nocién de conjunto, para
definir conceptos particulares como los de nimero cardinal u ordinal, supone
ir de conceptos generales a conceptos particulares, por lo que cabe hablar de
un proceso deductivo. Sin embargo, el desarrollo didactico pretende hacer lo
contrario, es decir, llegar a los conceptos generales a partir de situaciones
particulares, lo que supone partir de lo concreto con una vision inductivista.
Para Godement, R. (1948):

"las matematicas se pueden clasificar de dos maneras: la primera distingue las
teorias abstracta de las concretas; la segunda, las teorias modernas de las teorias
clasicas. Una teoria abstracta deja de lado la naturaleza de sus objetos para ocu-
parse solamente de las relaciones logicas que presentan entre ellos; una teoria
concreta, por el contrario, se aplica a entes de naturaleza perfectamente determi-
nada. Por ejemplo, la aritmética tal como se la ensefia en las clases secundarias es
una teoria concreta."(Pdg. 344 de "Las grandes corrientes del pensamiento
matematico").

Con la matemdtica moderna se evitan las disquisiciones empiricas sobre
el ndmero natural. Con ella desaparecen de los textos las nociones de
cantidad, numero concreto Yy abstracto, cantidades homogéneas y
heterogéneas, el concepto de unidad integradora, etc., tan importantes en el
periodo aritmetista. Ahora no se parte de unos postulados o creencias
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compartidas sobre la cantidad, sino de nociones generales que pretenden
alcanzar conclusiones particulares a través de un recorrido didéctico. Pero,
este recorrido debe alcanzar un nivel de aprendizaje del nimero natural y las
operaciones, lo que resulta complicado mediante un proceso que debe
compatibilizar una construccion del nimero, anterior a la escritura numérica y
al margen de la numeracion, basada en las nociones de cardinal y ordinal, y
unas adquisiciones propiamente numéricas y aritméticas que presentan
disfunciones en el seno de la teoria de conjuntos.

El que la logica pusiera de manifiesto algunas contradicciones de la
aritmética no significa que debamos llevar a la escuela una construccion
16gico-conjuntista de la misma. En parte, el error de llevar a la escuela la
teoria de conjuntos se debid a una interpretacion inadecuada de la teoria de
Piaget:

"El error que se ha cometido al introducir la teoria de conjuntos en la ensefianza
bésica se debe en gran parte a una interpretacion errénea de la teoria de Piaget
acerca del desarrollo intelectual" (Delval, J. 1984. pag. 338)

El gran propulsor de la matematica moderna en la escuela fue Dienes, cuyas
propuestas diddcticas se condensan en los siguientes principios para el
aprendizaje de las estructuras numéricas:

Principio de constructividad:
"La construccion precederd siempre al andlisis" (pag. 31)

Principio de variabilidad perceptiva:
“La misma estructura conceptual deberd ser presentada en tantas formas
perceptivas equivalentes como podamos" (Dienes, 1964. Pag. 32).

Principio, éste ultimo, que estd en intima relacidn con la tercera etapa de
sus "seis etapas en el aprendizaje de la matemaética". Segiin el autor, en dicha
etapa:

"el nifio llega a descubrir las conexiones de naturaleza abstracta que existen entre
los elementos de un juego y los elementos de otro, de estructuras idénticas. Asi, el
nifio obtiene la estructura comun de los juegos y se deshace de los aspectos caren-
tes de interés" (Dienes, 1970, P4g. 10).

Por otra parte, para trabajar el concepto de sucesion, Dienes considera la
conservacion del numero como aspecto fundamental, que en el caso de
cantidades discontinuas se consigue a través de las correspondencias uno a
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uno.

"Estos ejercicios proporcionardn un criterio no de percepcion, sino de la corres-
pondencia uno a uno, para decidir si los conjuntos contienen o no el mismo
nimero de elementos" (Dienes, 1970, pag. 37).

"Se puede establecer un orden entre los nimeros, introducidos como propiedades
de ciertas clases de conjuntos, tomando como criterio que es imposible establecer
una correspondencia elemento a elemento entre conjuntos pertenecientes a clases
diferentes" (P4g. 38)

"La idea de orden no nos da todavia la idea de sucesion o de secuencia. Para in-
troducir la idea de sucesion es necesario introducir la de <<uno mds>>. Los nifios
pueden aprender a <<contar>> repitiendo la serie convencional de los adjetivos
numerales, de los ndmeros cardinales. Pero esta manera de proceder deja comple-
tamente separadas la idea de siguiente y uno mas" (Pag. 39)

Tal proceder desliga los aspectos ordinal y cardinal del nimero, ya que
la idea de siguiente es solo ordinal y la de uno mas es cardinal en el sentido
de acumulatividad y por tanto el contar convencional es puramente ordinal
olvidando el aspecto cardinal, lo que conduce a que la sucesion de los
nimeros naturales sea un caso particular de la nocién de sucesiéon en
matemaéticas. Por otra parte, la regularidad <<uno mds>> es igualmente
particular, puesto que, de acuerdo con Piaget, el nimero es una sintesis de dos
estructuras operatorias (intelectuales) como son la clasificacion y la seriacion,
siendo esta dltima la que regula, en el sentido de <<autorregulacién>>, el
aspecto ordinal de la estructura numérica (Ver la obra de Piaget: "El
estructuralismo").

"Si se aprenden bien las palabras-nimeros en el orden correcto, la dltima palabra
nimero determina el <<ndmero cardinal>> del conjunto de objetos. Es esto lo que
queremos decir cuando hablamos de <<contar los elementos de un conjunto>>".
(Dienes Péag. 141)

Asi es como Dienes presenta la integracion de los aspectos ordinales y
cardinales en la acciéon de contar. Ademds de esta dltima interpretacion del
término contar, existe otra que es secuencial y estd basada en el aspecto
ordinal y en el dominio de la verbalizacion de la serie numérica (contar en
sentido ascendente y descendente, de uno en uno, de dos en dos, etc.; contar n
a partir de un numero dado, etc.). Castro, E. (1987), ademds de observar que
en este aspecto Dienes (op. citada) se centra en el quinto principio de la
accion de contar, es decir, en el principio de cardinalidad, y en el tercer
principio de biunivocidad, refleja la importancia de contar en la siguiente
frase:
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"Se trata de una técnica que reviste importancia por la utilidad que va a prestar a
otras acciones posteriores mas complejas con nimeros" (Pag. 98).

La influencia de la matematica moderna en la didactica de la numeracién
se aprecia en el descenso de las actividades aritmetistas de la época anterior,
tales como, numerar, escritura numérica, memorizacion de propiedades, etc.,
asi como en la mayor presencia del orden como relacién binaria. La teoria de
conjuntos utiliza las clases 16gicas y, por tanto, un lenguaje relacional que
hace que se llegue a considerar la matemdtica como un lenguaje que en
aritmética adquiere un cardcter especifico para las relaciones de orden y de
equivalencia. Todo ello conduce a poner especial énfasis en las nociones de
mayor que, menor que, posterior, anterior, doble-mitad, triple-tercio etc.,
mediante unidades diddcticas concretas.

En los libros de texto no se contempla de forma adecuada el trabajo
sobre el aspecto ordinal del nimero, proponiéndose algunas actividades de
seriacion en las primeras unidades didacticas de los cursos inferiores (series
de figuras, por colores, tamafios, etc.) para olvidar totalmente este aspecto en
el resto unidades. Tampoco se presta atencidon suficiente a las series
numéricas, que Unicamente se utilizan para consolidar la secuencia numérica
natural o para evaluar las habilidades correspondientes al igual que en el
periodo aritmetista y por tanto se cae, en este aspecto, en un inductivismo

4.7.2.2.- Analisis descriptivo de textos escolares del periodo conjuntista

Hemos analizado 39 textos escolares de Ciclo Inicial y Medio de la
Educaciéon General Bdasica (anexo 4.6). En los fondos bibliogrificos del
Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Malaga se
dispone de gran parte de los textos escolares publicado en Espana durante
este periodo y por tanto hemos podido seleccionar algunos de los que mds se
divulgaron. En la tabla 4.4. presentamos los textos analizados. Las referencias
las hemos establecido por editoriales y no por autores, indicando en cada caso
los cursos correspondientes a los textos consultados.
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EDITORIAL TITULO CURSOS LUGAR JANO
Santillana | =0 ica modema. 1°2°,4° | Madrid | 1969
Interduc La nueva matematica 1°,2°,3°4° 5°,6° Madrid 1975
Interduc El mundo del nimero 1°2°4° Madrid 1975
Santillana Matematica E.G.B 3°4°5° Madrid 1976
Anaya Proyecto Granada Mats  |1°,2°,3°4°,5°6° | Madrid 1978
Miifion Nimeros 1°,2°4°5° Valladolid | 1981
Santillana Matematicas EG.B. [1°2°3°4°5°6° | Madrid 1982
Ediciones S.M. Alero 1°,2° Madrid 1985
Santillana Matematicas 2° Madrid 1986
Edebé Matematicas 3°4° Barcelona | 1986
Ediciones S.M. Alerce 3°.5° Madrid 1990

Tabla 4.4.- Libros considerados para el andlisis de textos escolares del periodo conjuntista

Una de las caracteristicas importantes de los textos de este periodo reside
en la amplia utilizacién de graficos, que se emplean para representar los
conjuntos (diagramas de Venn), los ndmeros (recta numérica), las ope-
raciones (flechas que indican saltos en la recta) o las correspondencias entre
conjuntos (diagramas sagitales). Algunas actividades consisten en completar
estos tipos de diagramas, presentando una falsa apariencia de tareas inducti-
vas. Hemos podido comprobar en todos los casos observados, que estas
actividades no estdn pensadas, ni son adecuadas, para que sea el sujeto el que
descubra las regularidades o “leyes”, sino que es el propio texto el que las
anticipa, hurtando la posibilidad de cualquier tipo de razonamiento inductivo.
En otros casos, como por ejemplo en las tablas de sumar y de multiplicar, el
texto inicia unos célculos en los que se aprecia claramente la regularidad, o se
indica ésta expresamente, y se pide su continuacion.

Las definiciones de las operaciones aritméticas son uniformes y se
obtienen a partir de las operaciones conjuntistas, desaparecen, entre otros
aspectos, el sentido aritmetista del concepto de unidad como generador de los
nimeros y la utilizacién de los axiomas de cantidad en la construccion del
nimero; los aspectos grificos que indicaban aumento y disminucién de
unidades son sustituidos por los diagramas conjuntistas de clases, la inclusién
de clases y las correspondencias, entre otros.
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Dos son los aspectos notorios que queremos destacar una vez realizada
la revision:

a) La accion de contar no pierde su protagonismo;

b) Proliferan las aplicaciones de la induccién en el desarrollo de las
actividades. Aunque resulte paraddjico, en el periodo aritmetista las
definiciones preceden a los ejemplos y por tanto se pretende una presentacion
deductiva de la matemadtica con un rigor fuerte en las definiciones y
ejercicios; y por el contrario, en el periodo conjuntista las actividades
concretas preceden a las definiciones, lo que provoca el que se desarrollen
mads situaciones que posibilitan el descubrimiento por parte del alumno y por
tanto la aplicacion de inferencias inductivas.

4.7.2.3.- Papel de la induccion en la ensefianza conjuntista de la
aritmética

La revision realizada, de acuerdo con los aspectos indicados anterior-
mente, se expone con detalle segiin los distintos textos consultados en el
anexo 4.6. Por su interés desde nuestra perspectiva, en lo que sigue
presentamos, a modo de resumen una muestra de las actividades organizadas
desde un punto de vista del uso de la induccién y de las inferencias sintéticas.
En tal sentido hemos organizado las actividades de acuerdo con los siguientes
puntos:

-Vocabulario relacional de interés para determinar y expresar la
regla de una regularidad numérica;

-uso de las regularidades numéricas en el aprendizaje de diferentes
nociones aritméticas;

-generalizaciones de propiedades numéricas;

-descubrir propiedades

-aplicacion de la analogia

-interpretaciones graficas de la serie numérica bésica

Vocabulario

Hacia abajo: Escribe de 3 en 3 y hacia abajo desde el 820 hasta el 790
Hacia atras: Escribe de 2 en 2 y hacia atrds desde el 720 hasta el 680
Hacia adelante

Par-impar.

Dos veces, tres veces, etc. Para multiplicar por 2, 3, etc.

Entre: Escribe el nimero que esta entre 99 y 101

Vecinos

Después, antes:
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Después del O esta el... Antes del 9 esta el...
Después del 1 esta el... Antes del 8 esta el...
Después del 2 esta el... Antes del 7 esta el...

Anterior, posterior: Dado un nimero escribir el anterior y el posterior. Dada una
decena escribir las decenas anterior y posterior.

De 2 en 2, de 3 en 3, etc., tanto en aumento como en disminucion: Escribe de 2
en 2 desde 0 a 100. Escribe de 3 en 3 desde 0 a 100, etc. Escribe de 5 en 5 desde
570 a 615.

Dos veces, tres veces, etc. Para introducir el producto.

Ordinales. primero-dltimo: Ordenados de menor a mayor seis cuadrados. Copia:
Ordenamos de mayor a menor tamafo: el mds grande, primero; el mas pequefo, el
ultimo.Ordenamos de menor a mayor el mas pequefio, primero; el mds grande, el
ultimo.

Sube y baja: sube y bajade 1 en 1,de 2 en 2, etc.

Suma 1 a cada nimero, suma 2 a cada nimero, etc.(1+1=2, 2+1=3,.)

Escribe los nimeros que faltan (huecos entre 20 y 30).

Sigue restando 1, 2, etc.

El doble, el triple. En las tablas de multiplicar por 2 y 3. El doble a partir de las
fichas de dominé.

Sumar dos veces: Si sumamos un nimero dos veces, sale el doble.

Mitad: La mitad es el resultado de dividir una cosa en dos partes iguales; 1 es la
mitad de 2 porque 2 : 2 = 1; 3 es la mitad de__ porque 6:2=3.

Uno mas, dos mas, etc.

Progresiva y regresivamente

Familia: En la multiplicacién, familia del 4, del 5 etc. (Multiplos).

Uso de regularidades numéricas.

Se emplean para hacer notar al alumno el funcionamiento de una regla,
la representacion de un concepto o para determinar ordenadamente todos los
casos posibles de la descomposicion de un nimero. Entre las regularidades
numéricas aplicadas, estdn la secuencia numérica o serie natural y las
correspondencias seriales. Por ejemplo:

- Introduccién de las fracciones: Si divido en dos partes1/2, si en tres 1/3, ..... si
divido en cuatro?

Numeros decimales: Una décima se escribe 0,1; una centésima 0,01;...etc.. Una
decima se escribe 0,1; dos décimas 0,2, tres décimas 0,3;...; 8 decimas 0,8.

- Observa que cuando se multiplica un ndmero natural por 10, la cifra de las
unidades pasa a ocupar el lugar de las decenas. ;Qué lugar pasa a ocupar la cifra

de las unidades cuando un nimero natural se multiplica por 100?.

- Formas diferentes de descomponer una regleta.
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- Dividir por la unidad seguida de ceros

- Descomponer en suma de dos sumandos los nimeros del 20 al 29, 30 al 39, etc.

Regularidades aprendidas memoristicamente. Procesos iterativos

- Sumas equivalentes a una dada: 5 + 7. Se disminuye en un término lo que
aumentamos en el otro. Para llegar a todos los casos debemos seguir la serie
numérica o contar.

- Sistema métrico decimal.
- Reglas de la numeracién romana.
- Reglas para sumar y restar fracciones.

- Descomponer un nimero en las unidades de distintos 6rdenes:
5.626.348 = 5.000.000 + 600.000 + 20.000 + 6.000 + 300 + 40 + 8

La regularidad como obstaculo

Hay ciertas actividades en las que se resalta el proceso inductivo para
establecer una regularidad en lugar de atender al concepto que se debe
aplicar. De esta manera el alumno responde inductivamente a una
tarea que es conceptual. Lo curioso de este tipo de actividades es que
la regularidad numérica se considera como un refuerzo. Por ejemplo:

- Completa: 1 cm =10 mm

2 cm =20 mm

3 cm =30 mm

4cm=

Scm =
(El alumno puede actuar inductivamente y no aplicar ni aprender la relacion entre
centimetro y milimetro).

- Completa estas actividades en tu cuaderno

35:7=5 64:16=4 48 : 6 =
35:5=7 64:4 = 48 : 8 =
-—-X---= 35 e Xmm = - -

- Fijate en el ejemplo y completa en tu cuaderno las siguientes igualdades:
(35x3)/7 = (35/7)x3 42x5/6 =___ x5 (48x7)/8 =__x__

- Para calcular 1/2 divido por 2; para calcular 1/3 divido por 3; para calcular 1/134
divido por 134; etc.

Aplicacion de regularidades en las reglas de calculo mental
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- Todas estas sumas acaban en 8:
543, 15+3,25+3, 3543, ..
2+6, 12+6, 22+6, 32+6, . .
4+4, 14+4,24+44,34+4, . .

- Todas estas restas acaban en 3:
9-6, 19-6, 29-0, . .
7-4,17-4,27-4, ..

- Para multiplicar un niimero por nueve se le agrega un cero y se resta dicho nu-
mero: 14x9 = 14x(10-1) = 140-14.

- Para la multiplicacién de niimeros que acaban en cero se propone un ejercicio,
como ejemplo, y sobre él se establece la regla explicitamente.

- Observa:

3x11 = 3x10+3 =33

8x11 = 8x10+8 = 88

12x11 = 12x10+12 =132
Ahora calcula mentalmente, escribiendo el resultado en tu cuaderno: 6x11; 9x11;
13x11; etc.

Generalizacion de propiedades numéricas

Para Winter y Ziegler (1975) ("La nueva matemdtica". Madrid.
Interduc), uno de los objetivos de la matemadtica elemental es completar y
generalizar, lo que para los autores:

"Consiste en reconocer, en ejemplos concretos, la existencia de una regularidad.

Esta regularidad aplicada a otros casos puede dar varias posibilidades de continua-
cién: Asi: 2, 3, 5, ... puede continuarse como serie de nimeros primos: 2, 3, 5, 7,
11,13,17, ... 0, afadiendo la diferencia mas uno de dos nimeros seguidos: 2, 3, 5,
8,12, 17, 23, ..; o, sumando a cada nimero el doble de su diferencia con el an-
terior: 2, 3, 5,9, 17, 33, ... Los alumnos deberdn aprender que cierta solucién es
engafiosa y que hay que comprobar la conjetura. Completar y generalizar consiste
en reconocer una estructura comun en situaciones de diversos contenidos, es
decir, en descubrir las analogias que existen y rigen en cada caso" (Pag. 3, "La
nueva matematica". E.G.B. 1).

La bisqueda de regularidades es algo patente en la metodologia de los li-
bros de texto. Parece como si la matemaética tuviese como fin los patrones, las
reglas, etc.. Ademds, hay regularidades en los modos de introducir los temas
o los conceptos, de manera que se produce una reproductibilidad del modelo
did4ctico siguiendo la idea de que el método es independiente de la naturaleza
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de los conocimientos a ensenar.

En los libros revisados el alumno comprueba la propiedad (conmutativa,
asociativa, etc) en unos casos particulares y debe generalizarla a todos los
nimeros naturales. Por ejemplo:

- Resuelve estas sumas: 8 + 0,7 + 0,6 + 0, 4 + 0. Completa: Cualquier nimero
sumado con cero da _ _ _ _, por eso el cero es el , de la adicion.
Lo mismo con la unidad para el producto.

- A partir de unos ejemplos sencillos de disyunciones llegar a propiedades como
VoF=V.

- Equivalencias fundamentales de la sustraccion:
3+2=5, 5-3=2, 5-2=3

- Criterios de divisibilidad numérica:
12; 1+2=3, 15; 1+5=6, 18; 1+8=9, etc. Si sumas las cifras de un multiplo
de 3, te debe dar 3 o un mdltiplo de 3, y reciprocamente.

- Generalizacion temporal (“siempre”): Si se suman dos nimeros pares o impares,
el resultado es siempre un nimero par.

Descubrir

Descubrir el significado de lo que se pide. Nos referimos con ello a los
tipos de actividades ya iniciadas en el texto y que el alumno debe conti-
nuar. Por ejemplo: en una pagina del libro se expone una actividad para
el significado de la pertenencia y su signo; en la pagina siguiente figura
una ficha en la que se presentan diagramas de Venn a los que se
antepone un elemento. En la primera pédgina el autor coloca los signos de
pertenencia y no pertenencia para que el alumno continde haciendo lo
mismo en la pagina siguiente.

Descubrir la propiedad caracteristica de un conjunto para definirlo
por comprension.

Descubrimiento de un proceso. Se expone un proceso para que el
alumno determine los pasos a seguir y lo aplique en otro caso. Por
ejemplo:

Fijate en el producto 2x4x8. Mira cdmo lo escribimos en forma de potencias
2 x4x8
2 x (2x2) x (2x4)
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2 x (2X2) x (2x2x2) = 2"
Escribe en forma de potencias los siguientes productos: 2x8, 3x9x27.

Descubrir la relacion oculta. Se presenta un diagrama de flechas entre
dos conjuntos y hay que establecer el criterio (Ley de formacion de un
producto cartesiano). Ejemplo:

Unir mediante una flecha cada aro con su baston. (En la ficha hay 4 aros con
cuatro colores diferentes y cuatro bastones con los correspondientes colores).

Descubrir el criterio clasificador. Se presentan al alumno diagramas
conjuntista de Venn, que representan conjuntos y subconjuntos. El
alumno debe averiguar los criterios que se han utilizado.

Series de colores. Los niflos deben descubrir las "leyes" que rigen cada
una de las series y colorear.

Descubrir el agente extrafio. En una serie de nimeros hay uno que no
deberia estar en ella. Sefiala cual es este niimero.

Aplicacion de la analogia

- Fijate en el ejemplo y completa:
2<T7yT7<14=>2<14 T<__y9<__ =T>___

- (Qué numero resulta si se le suma 1 al nimero mayor de cuatro cifras?. [dem de
cinco cifras. Idem de seis cifras.

Interpretaciones graficas de la serie numérica natural

- Escalera ascendente y descendente con 10 escalones. En lo alto el 9 y en el esca-
16n mas bajo el 0. En la escalera ascendente se sitta el 6 y en la descendente el 4.
el alumno debe colocar los signos numéricos que faltan.

- Se distribuye algunos términos de una serie finita en un diagrama de sectores, in-

dicando un sentido de giro mediante una flecha. El alumno debe completar los tér-
minos que faltan.

4.7.2.4.-Las series numéricas en el periodo conjuntista
En el proyecto "Granada Mats" de Luis Rico (Director) ( Edit. Anaya

(1978-1982)), se hace referencia en la pagina 5, en relacidén con los principios
didacticos del Area de Matematicas y los objetivos generales de la
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matemética en la E.G.B, al doble canal inductivo y deductivo de las
matematicas, empleando el término "serie” para referirse a una cantidad finita
de nimeros (3,4,7,9).

Por lo demads, el uso de las series numéricas para potenciar los procesos
inductivos y, por tanto, la conceptualizacion del numero natural, es escaso,
limitdndose a la representacion y verbalizacion de los nimeros. En ciertos
textos no se utilizan en absoluto, como es el caso de la Coleccion Orbita de
Editorial Santillana (Aprobado por el M.E.C. en 1969). Sin embargo, esta
misma Editorial presenta algunas actividades con series numéricas en los
textos de los afios 1981, 1982 y 1986. Hemos de aclarar que las actividades
que se van a exponer proceden en su mayor parte de los libros de la editorial
Interduc. En los demds textos consultados no aparecen actividades concretas
con series numéricas.

En el anexo 4.7 tenemos organizadas todas las actividades relacionadas con
las series numéricas que hemos encontrado de acuerdo con los siguientes
puntos:

-Series finitas. Nos referimos a series en las que se fija el ndimero de
términos, por ejemplo:

- Completar series progresivas y regresivas de nimeros del 0 al 5. Completar
series progresivas y regresivas de uno en uno de nimeros del 0 al 19. Idem de dos
en dos.

-Numeros vecinos

- Escribir el nimero que va antes y después de los datos:
, 24, : etc.
- Escribe el nimero que estd entre 99 y 101; entre 299 y 301; entre 699 y 701.

-Ordenar nimeros de mayor a menor o de menor a mayor

-Continuar series. En la mayoria de los casos se antepone la regla para que
el alumno continde y por tanto no son tareas para descubrir la regla. Ejemplo:

- Continua las series:
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-Interpolacion en series numéricas. Nos referimos a tareas como las
siguientes:

- Una tabla bidimensional simulando la numeracién de los pupitres de una clase.
Se le pide al nifio que complete la numeracion de las sillas:

12 _ _ 5 _ _ _ _

10 etc.

- En la siguiente serie falta uno. ;Cual es?.
112000, 212000, 312000, 412000, 512000, 71200, 81200, 912000.

-Series de nimeros proporcionales. Dos series de numeros son pro-
porcionales si existe un operador de multiplicar o dividir que permite pasar de
una serie a la otra (Tablas de proporcionalidad).

-Series conceptuales

El concepto que se trabaja es el de par e impar y todas las series se pre-
sentan en orden de menor a mayor. Ejemplo

- Nimeros pares menores que 20, nimeros pares entre 15y 35,

-Series no Aritméticas. Nos referimos a series que no son progresiones
aritméticas ni geométricas.

- Completa esta sucesion hasta su décimo término: 1, 1, 2, 3, 5, (Fijate que a partir
del tercer término, cada uno es la suma de los dos anteriores).

-Series no numéricas

- Series ciclicas con figuras: Ciclos de colores rojo, amarillo y azul; tres rectingu-
los, tres tridngulos, tres pentdgonos, etc.

- Alternancias: Circulo, triangulo, ..; bastén, cuadrado, ....

- Orden por tamafios, tanto ascendente como descendente.

4.7.3. Situacion actual

El periodo en el cual nos encontramos en la actualidad, ha sido pre-
cedido de un gran debate en la comunidad de educadores mateméticos, cuyas
reflexiones, aun en curso, se han materializado en proyectos y trabajos
curriculares de diversa indole. Entre los mas difundidos en Espana, se en-
cuentra la obra "Estdndares Curriculares y de Evaluacion para la Educacion
Matematica", N.C.T.M (1991), en cuya pagina 60 se puede leer:
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"En los niveles P-4, el curriculo de matematicas debe incluir el estudio de
patrones y relaciones para que los estudiantes sean capaces de:

- reconocer, descubrir y crear una amplia gama de patrones

- representar y describir relaciones matematicas;

- explorar el uso de variables y expresiones indeterminadas para expresar
relaciones".

Igualmente, en la pigina 80 de la misma obra, se llega a relacionar el
descubrimiento de patrones con la resolucion de problemas:

"La identificaciéon de patrones constituye una poderosa estrategia para la
resolucion de problemas. Supone asimismo la esencia del razonamiento
inductivo".

Estas afirmaciones constituyen un breve testimonio de la valoraciéon que
merece el razonamiento inductivo en los nuevos planteamientos didécticos.
Cuestion diferente es su concrecién en propuestas précticas para el aula y en
libros de texto, en cuya valoracion no vamos a entrar aqui por considerar que
puede resultar prematuro emitir un juicio sobre una corriente de muy reciente
implantacién. Sélo hemos de decir, por dltimo, que la mayoria de los nuevos
textos, incluidos los que han utilizado los escolares de las muestras de los
estudios empiricos de esta investigacion, se pueden situar en un periodo de
transicion, caracterizado por una cierta continuidad de los planteamientos del
periodo anterior en lo que al problema de investigacion se refiere; dichos
textos presentan todavia influencias que esperamos se modifiquen para bien
en un futuro cercano.

4.8.- Consecuencias del analisis didactico

Concluimos este capitulo con una exposicion de los resultados,
conclusiones y consecuencias que se deducen del estudio realizado. En los
dos primeros apartados se relacionan los resultados y conclusiones de todo el
estudio bajo dos enfoques diferentes: una reflexion general comentada y una
sintesis global. En el tercer apartado se aborda uno de los objetivos
fundamentales del analisis didactico, como es la construccion de un modelo
evolutivo del razonamiento inductivo numérico. Dicho modelo permitird
desarrollar los estudios empiricos posteriores dentro de un marco general
fundamentado en los resultados y conclusiones que se exponen a
continuacion.

4.8.1.- Reflexion general
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Recapacitando sobre la relaciéon existente entre la interpretacion y
construccion del conocimiento en el sujeto individual, los modelos de razo-
namiento inductivo y los casos relevantes de inferencias sintéticas, se llega a
la conclusion de que dichas inferencias no se aplican en el vacio, es decir, las
premisas y conclusiones que constituyen el razonamiento inductivo en si
tienen un contenido concreto. Este contenido forma parte de un sistema
conceptual complejo basado en unos conocimientos, unas creencias y un en-
tramado de relaciones 16gicas que hacen posible la induccién.

Tal y como se ha puesto de manifiesto en el andlisis epistemoldgico de la
induccién, todas las inferencias que alli se citan son abstracciones y
generalizaciones de situaciones concretas en las que funcionan dichos
razonamientos, los cuales se justifican, se explican o se interpretan, siempre,
en casos especificos (el verdadero origen y no solo el significado de la pro-
posicion "X es Y", se encuentra en proposiciones especificas tales como "tres
es impar"). Por tanto, toda inferencia inductiva, independientemente de su
naturaleza o esquema logico subyacente, posee un soporte conceptual que
la hace posible.

De éste modo, cuando hablamos del sentido de las argumentaciones in-
ductivas nos referimos a su integracion en un sistema conceptual coherente.
Pero, esta coherencia, depende de la naturaleza de los conceptos que consti-
tuyen el sistema asi como de las concepciones y creencias sobre los mismos,
lo que remite inmediatamente a consideraciones de tipo psicolégico y epis-
temoldgico. En nuestro caso, las consideraciones epistemoldgicas se circuns-
criben al problema de la naturaleza, el origen y el modo de existencia del
nimero natural y de la aritmética elemental, de manera que el razonamiento
inductivo numérico va a depender, en este punto, de las conclusiones que se
establezcan en torno al problema mencionado. Tal y como se desprende del
analisis didactico, coexisten varios planteamientos epistemolégicos sobre
el nimero natural que condicionan las inferencias inductivas que se
puedan establecer. Analicemos a continuacién dichos planteamientos.

Por una parte nos encontramos con lo que hemos denominado plantea-
miento inductivista del ndmero natural, que presenta un predominio del
aspecto ordinal, en lo numérico, y de la nocién de cantidad, en sus origenes.
La induccién recae aqui sobre la nocién de cantidad, considerada a su vez
como resultado de otras inducciones previas, por lo que decimos que todo
concepto o procedimiento aritmético tiene un origen inductivo. Pero aqui nos
encontramos con una de las primeras lagunas: los inductivistas no presentan
justificaciones acerca de las inducciones previas a la nocién de cantidad ni
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explican en qué consisten dichas inducciones. Ya hemos planteado que los
origenes del numero también pueden ser temporales o fenomenoldgicos, en
los procesos llamados de repeticion o iteracion; procesos no considerados por
el inductivismo en la obtenciéon de las cantidades como agregados de
unidades.

Por otro lado, algunos problemas como el sefialado se evitan dentro de la
postura convencionalista; una corriente basada en los aspectos ordinales del
niimero y cuyo soporte inicial es la accién de contar y la verbalizacién de la
secuencia numérica. Para este enfoque, que parte de la estructura superficial
sin considerar la estructura profunda, los numerales y los signos numéricos
son convenciones 0 normas que actian mediante unos criterios.

Por el contrario, con el estructuralismo se da prioridad a la estructura,
en una clara aplicacion de la légica al campo de la matematica. El principio
del nimero ya no es la unidad sino la identidad 16gica, que a su vez es el
resultado de la composicion de una relacién y su reciproca. Todo ello
desemboca en las construcciones conjuntistas de la aritmética del nimero
natural, para las que los origenes del niimero se encuentran en las nociones
generales de conjunto y correspondencia y cuyo punto de partida es el aspecto
cardinal del nimero. Al partir de nociones generales, sus planteamientos se
orientan hacia la construccion légica de la nocién de nimero para justificar y
formalizar el razonamiento matemdtico y abordar, posteriormente, la
algebrizacion légica de la aritmética.

Circunscribiendonos a la bibliografia utilizada y en cuanto al problema
especifico de la investigacion, consideramos que los procedimientos y
relaciones subyacentes al estudio de regularidades aritméticas en series
numéricas estan mas explicitados en el planteamiento aritmetista que en
el conjuntista. En el aritmetismo hemos comprobado como se estudian las
relaciones numéricas en la proporcionalidad, tema que se presenta en todos
los tratados cldsicos de aritmética que hemos consultado. A pesar de los
intentos conjuntistas de integrar las series en el concepto generalizado de
sucesion se siguen estudiando las progresiones aritméticas y geométricas
como un tema aislado e independiente de los demds y es cuando se trabajan,
para este tipo de series, los procedimientos aritméticos.

Nuestra consideracion se debe circunscribir al dmbito de la aritmética
del ndmero natural y no al &mbito del Algebra cldsica o0 moderna.

Por otra parte, las series numéricas estan constituidas en objetos de
uso pero no de saber, es decir, no se les concede, por si mismas, ningin
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tratamiento especifico, como ocurre con otras nociones elementales en
matemadticas. Al menos no hemos encontrado ninguna interpretacion o
definicién general del término “serie numérica” que incluya nociones cola-
terales o particulares como las de “progresion” (tratamiento de Bocherini en
su estudio inductivo de la aritmética), “serie de sumas parciales de una su-
cesion” (Analisis Matematico) o ‘“encadenamiento aditivo de relaciones
asimétricas transitivas” (definicion de Piaget del término “seriacion”). El
problema se debe, nuevamente, a la inexistencia de un modelo inductivo o un
concepto generalizado de induccidn que permita interpretar y analizar las
series numéricas. En matemadticas el tratamiento de las series numéricas ha
sido y sigue siendo procedimental mds que conceptual.

Las diferentes posiciones epistemoldgicas ante el nimero natural
condicionan la transmision escolar de la aritmética, pero en todos los
casos la induccion es importante para su aprendiza-je. Asi, en el periodo
aritmetista han predominado la numeracion hablada y escrita, la transmision
convencionalista basada en el aspecto ordinal y las actividades de contar en el
doble sentido de aumento y disminucion. Por el contrario, en el periodo
conjuntista predomina el aspecto cardinal y se intenta una construccién légica
de la aritmética a partir de nociones previas a la de nimero como es la nociéon
de conjunto. En ambos casos, como hemos visto, las actividades de
aprendizaje no estan exentas de inducciones.

En cuanto a las consideraciones psicoldgicas y desde una perspectiva del
desarrollo del conocimiento (que estd en relacion con los planteamientos de la
epistemologia genética) hemos de basarnos en la psicologia evolutiva de
Piaget. Teniendo en cuenta que el avance del conocimiento de un individuo
no siempre es acumulativo en el sentido del aumento de verdades que se
incorporan a su sistema conceptual sino también en la modificaciéon del
sistema o en su sustitucién por otro, es por lo que nosotros consideramos la
evolucién de los conocimientos ligada a la evolucién del sistema conceptual
individual. Particularizando para la aritmética del ndmero natural los
conceptos y procedimientos aritméticos han de estar integrados en un
sistema conceptual numérico equilibrado con unas propiedades internas
del sistema que posibiliten al escolar el razonamiento inductivo
numérico. Segun la psicologia de Piaget, la evolucion del sistema
conceptual aritmético en el escolar, debe estar supeditado la evolucion de
sus estructuras operatorias (clasificacion, seriacion, correspondencia,
agrupa-mientos de clases, de relaciones asimétricas y de igualdad etc,)
que posibilitan la integracion de las operaciones (acciones interiorizadas)
en sistemas cada vez mas complejos.

Ortiz Comas, A.



165 Analisis didactico del razonamiento inductivo numérico

El curriculum y el sistema conceptual individual condicionan el
descubrimiento de patrones en una serie numérica. Las relaciones y los
patrones que un alumno puede establecer o descubrir, dependen de los
conocimientos aritméticos aprendidos y de las creencias adquiridas sobre los
numeros. A su vez, dichos conocimientos y creencias estardn condicionados
por las caracteristicas de su sistema conceptual, en el cual inciden di-
rectamente, a través de las actividades, los planteamientos epistemolégicos
implicitos en el proceso didactico seguido en aritmética. De aqui la impor-
tancia determinante del desarrollo del curriculum en el razonamiento in-
ductivo numérico.

4.8.2.- Sintesis de conclusiones

Las principales conclusiones del estudio se pueden resumir en los si-
guientes apartados y puntos concretos:

1) Induccion

C1) No existe un modelo tedrico para la induccién ni una definicién
general que abarque todos sus posibles significados. Destacamos aqui la
necesidad de tal modelo, al menos para el caso particular del razona-
miento inductivo en aritmética.

C2) Podemos hablar de casos relevantes de inferencias sintéticas segtin
diferentes contextos cientificos. Pero, s6lo en dmbitos concretos pode-
mos definir e interpretar un modelo inductivo.

C3) El enfoque logicista de la induccién se centra en la silogistica y en
algunas reglas de inferencia.

C4) La analogia es uno de los pilares de la induccién en matemdticas; la
reduccién formal se considera como un caso de analogia.

2) Induccion y origen-construccion del nimero natural

C5) El papel de la induccién en la construcciéon del nimero natural y de
la aritmética es incuestionable. Lo que sucede es que la interpretacion de
su papel elaborador depende de la concepcién epistemoldgica del
numero natural que se considere.
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C6) Las distintas interpretaciones epistemoldgicas sobre los origenes del
nimero natural se han reflejado en la ensefianza del nimero en la
escuela.

3) Planteamientos sobre origen del nimero

C7) Se pueden identificar dos corriente cldsicas con origen empirista
dearrolladas respectivamente por Mill y Jevons; ambas estdn dentro de la
corriente que hemos denominado inductivista. Esta corriente postula que
el principio del nimero es la cantidad a partir de unidades diferenciables
perceptivamente.

C8) Para el convencionalismo, el principio del nimero radica en la se-
cuencia numérica y en la accidén de contar; la serie ordinal es suficiente
para construir el nimero.

C9) Los planteamientos conjuntistas introducen los conceptos de cardi-
nal y de correspondencia para establecer los origenes del nimero
mediante un método deductivo que parte de conceptos mds generales,
como el de conjunto.

C10) Se producen intentos de reducir la aritmética a la légica y el nu-
mero natural a las clases. Estos intentos se inician con Jevons y culminan
con la obra de Russel.

4) Epistemologia y cognicion

C11) Desde la epistemologia genética, el problema de la naturaleza de
los nimeros naturales sélo puede ser resuelto en funcién de su desa-
rrollo.

C12) Un planteamiento cognitivo ha de considerar las referencias
espaciales y temporales para establecer relaciones entre nimeros. El
orden numérico y la linealidad quedan patentes en las representaciones
gréificas de las relaciones numéricas.

5) Revision historica de la aritmética escolar en Espaiia
C13) En el presente siglo y en relacion con la ensefanza de la aritmética,

se distinguen dos periodos: el aritmetista, con fundamentacidén
inductivista pero con un planteamiento didictico convencionalista y el
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conjuntista, que es deductivista. En el momento actual parece que
estamos en un tercer periodo constructivista- interaccionista, que por ser
reciente no se conoce atn su desarrollo.

C14) En las transiciones de unos periodos a otros se mantienen deter-
minados métodos y técnicas didacticas.

6) Induccion, series numéricas y accion de contar en los procesos de
enseiianza aprendizaje de la aritmética

C15) Las series numéricas no han sido objeto de estudio ni han
constituido un contenido en ninguno de los periodos mencionados, salvo
actividades aisladas con la intencién de reforzar la serie numérica bésica.
En la actualidad, las series numéricas no son objeto de estudio en Ma-
temadticas; Unicamente se estudian las sucesiones y las series de sumas
parciales.

C16) La induccién ha jugado un papel importante en las actividades
propuestas para la ensefianza-aprendizaje de la aritmética en todos los
periodos mencionados.

C17) Desde un punto de vista evolutivo, el escolar puede llegar,
mediante la induccién y antes de pasar a la formalizacién, al
descubrimiento, interpretacion y significacion de los conocimientos
aritméticos.

C18) La aritmética escolar tiene grandes dosis de convencionalismo. Por
tanto, la accidn de contar juega un papel importante en la verbalizacién y
en el aprendizaje.

C19) Se produce una disminucién sustancial de las actividades de contar
en el planteamiento conjuntista.

C20) Las progresiones aritméticas y geométricas tienen un tratamiento
en los curricula previo al estudio de las sucesiones.

Los apartados anteriores se corresponden con dos bloques diferenciados
dentro de nuestro andlisis didéctico:

- Un primer bloque de conclusiones sobre la induccion y su importancia
en las fundamentaciones epistemoldgicas del origen y naturalza del nimero.
Apartados 1), 2) y 3).
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- Un segundo bloque que conecta con el anterior a partir de un
posicionamiento epistemolégico genético y evolutivo desde cuya optica se
concluyen aspectos cognitivos y curriculares en relacion con la ensefianza y
aprendizaje de la aritmética y las series numéricas en Espana. Apartados 4),

5)y 6).

Se confirma la bondad de la hipdtesis H1: "Existe una corriente
epistemoldgica y matemadtica que considera que la aritmética tiene un
origen exclusivamente inductivo. Los planteamientos didacticos y
curriculares de la aritmética escolar en Espafia han participado de esta
tendencia al tener un marcado signo inductivista" y se alcanzan, en
consecuencia, los objetivos propuestos (apartado 4.2).

4.9.- Conclusiones sobre la induccion y el razonamiento inductivo
numérico

Se exponen a continuacién los resultados y conclusiones separados en
dos apartados. En el primero se expone una interpretacion del razonamiento
inductivo numérico desde la perspectiva de la induccién y de las inferencias
sintéticas; en el segundo, por su especial relevancia para la investigacion, y
desde un punto de vista del desarrollo del conocimiento y en concordancia
con la evolucion del conocimiento segun Piaget, se expone un modelo tedrico
evolutivo del razonamiento inductivo numérico

4.9.1- Interpretacion del razonamiento inductivo numérico en el contexto
de la induccion

En el capitulo 1, apartado 1.3.1, hemos definido el razonamiento
inductivo numérico:

"Razonamiento en el que intervienen los procesos mentales, 16gicos y
aritméticos implicitos en la realizacion de inferencias o
generalizaciones inductivas en series numéricas asi como los
conceptos y propiedades del nuimero que puedan determinar dichos
procesos"

Para analizar el razonamiento inductivo numérico hemos partido de una
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interpretacion y organizacion de la induccion desde una perspectiva
generalista y que haga posible situar el desarrollo inductivo de la aritmética
en relacion con su aprendizaje.

De acuerdo con la figura 4.2, en principio distinguimos entre induccion
experiencial e induccion inferencial.

Al hablar de la induccién experiencial nos referimos a las adquisiciones
inductivas que realiza el sujeto, bien por repeticién o imitacién, o bien, por
asociaciones implicitas al propio proceso de adaptacion al medio; su puesta en
practica conduce a la adquisicion de hédbitos, costumbres y creencias (Russell
1912). Desde un punto de vista inductivista se pueden incluir en esta
categoria, como veremos, muchas de las rutinas y habilidades adquiridas
durante el aprendizaje de la aritmética, entre las que podemos incluir la acciéon
de contar, aspecto esencial de los inicios del niimero, en opinién de muchos
autores.

Al hablar de la induccién inferencial nos referimos a los procesos
conscientes, generalmente de corta duracidn, en los que se aplican estrategias
de razonamiento (analogias, enumeracion, etc). Se trata del tipo de inferencias
que se aplica, o se debe aplicar, en las tareas de continuacion de series de
nuestro trabajo y, en general, en todas las tareas relacionadas con el
razonamiento inductivo numérico.

INDUCCION
EXPERIENCIAL INFERENCIAL
Adquisicion de creenciag Procesos conscientes y
habitos, costumbres, etc. momentaneos, aplicando
a largo plazo (por repe- estrategias de pensamiento
ticion, imitacion, etc) (analogias, enumeracién, etc..)

Figura 4.2.- Tipos de inducciones en el contexto escolar

Segtin se observa en la figura 4.3, en la que se expone un esquema de la
induccién aplicada al caso particular del razonamiento inductivo numérico,
distinguimos las dos subcategorias siguientes dentro de la induccién infe-
rencial: las inferencias contextualizadas y las enunciadas.
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INDUCCIONES INFERENCIALES

CONTEXTUALIZADAS ENUNCIADAS

A partir de premisas
bien formuladas

v

Modelos
silogistico

CONTEXTO PRACTICQO CONTEXTO TEORIC(Q

Extraccion de bolas de una .
urna, etc. Matematicas, etc..

l

ARITMETICA

Patrones y regularidades numéricas

RAZONAMIENTO INDUCTIVO NUMERICO

<

Figura 4.3. El razonamiento inductivo numérico en el contexto de la induccién

Las inferencias enunciadas se refieren a las que se pueden realizar a
partir de unas premisas previamente establecidas aplicando los modelos si-
logisticos. Por el contrario, las inferencias contextualizadas son las que re-
quieren, con caricter previo a la realizacion de las inferencias logicas pro-
piamente dichas, de la construccion de las premisas y de las relaciones que las
definen en el contexto determinado en el que aparece la necesidad de inducir.
Las inferencias en razonamiento inductivo numérico son contextualizadas,
siendo de especial importancia para nuestra investigacion la construccion de
las premisas que dan lugar al descubrimiento de las regularidades.

Como se aprecia en la figura, se distingue también entre contexto
practico y contexto tedrico. Una induccion en un contexto practico es la que
se realiza en un ambiente inmerso en el medio socio-cultural de la persona.
En las inferencias de este tipo pueden aparecer, incluso, aspectos numéricos;
por ejemplo, si se extraen bolas de una urna en las que el sujeto no sabe que
todas ellas tienen escrito el nimero 2, podré inferir, antes de acabar, que todas
las bolas tienen escrito el nimero 2. Igualmente se incluyen aqui aquéllas
inferencias causales que llevan a conclusiones de actuacién o de confirmacion
en un momento dado, como por ejemplo: “si estd nublado debo coger el
paraguas”; “ya sabia que me ibas a invitar’; etc.. Son inferencias que no
situamos dentro de ningin modelo tedrico y para las que “a priori” no
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creemos que existan reglas especificas.

Las inferencias en un contexto tedrico son aquéllas cuyas premisas se
enuncian dentro de una teoria y de acuerdo con sus reglas, lo que afecta al
contenido, a las relaciones que se establecen y a los términos y notaciones
empleados. Las inferencias inductivas en aritmética y, en particular, las in-
ferencias en razonamiento inductivo numérico son de contexto tedrico. Pero
el éxito en las mismas, creemos que también es consecuencia de la induccion
experiencial, que es la que hace posible, entre otras cosas, la adquisicién del
nimero y de la aritmética seglin algunas posiciones epistemoldgicas sobre el
origen del numero natural. Pensamos que la realizacion de inferencias de
contexto tedrico en aritmética pueden estar influenciadas por inducciones
experienciales que realiza el sujeto (entre otras adquisicién de hébitos y
técnicas de trabajo, actitud positiva hacia la aritmética como una costumbre
etc). Se trata, evidentemente, de una influencia a largo plazo que comienza en
las primeras tareas con cantidades y se consolida en las experiencias con las
operaciones aritméticas.

Por otra parte, estamos de acuerdo con Sternberg (1986), en que el
comportamiento inteligente se define en su mayor parte por el contexto
sociocultural en el que tiene lugar. De este modo, el comportamiento en ra-
zonamiento inductivo numérico debe estar en intima relaciéon con el apren-
dizaje escolar y se debe poder situar, en su mayor parte, en el contexto de la
aritmética escolar.

En definitiva, hemos realizado una reinterpretacion general de la
induccién para ver el sentido y el lugar que le corresponde al razonamiento
inductivo numérico, llegando a la conclusion de considerar como soporte del
razonamiento inductivo numérico a la induccién inferencial contextualizada
tedricamente en la aritmética escolar del niimero natural.

4.9.2.- Modelo teorico local de la evolucion del razonamiento inductivo
numérico natural

En este apartado, como consecuencia del estudio realizado, nos propo-
nemos desarrollar un modelo de competencias cognitivas de caricter evolu-
tivo sobre el razonamiento inductivo en series de numeros naturales que
explique e integre los siguientes factores: la progresion en el descubrimiento
de regularidades numéricas por parte del sujeto individual, las caracteristicas
de las regularidades ‘“accesibles” a los distintos niveles de desarrollo in-
telectual asi como las habilidades necesarias para detectar y utilizar cada una
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de ellas, los tipos de relaciones que se toman en consideracién y, sobre todo,
la evolucion de las competencias inductivas al pasar de un nivel evolutivo a
otro superior. Para ello, ademds de tener en cuenta los resultados del estudio
exploratorio como informacion fundamental, es necesario:

- realizar un andlisis exhaustivo de todas las posibles caracte-
risticas objetivas atribuibles a cualquier tipo de serie de nimeros naturales as{
como de todas las regularidades y relaciones que pueden constituir reglas para
la construccion de series de este tipo. La naturaleza de los elementos que
constituyen la serie asi como su modo de construccion determinan sus
caracteristicas y propiedades asi como el lenguaje relacional especifico.

- establecer las posibles interpretaciones que puede elaborar el
sujeto acerca de una secuencia numérica concreta y asignar, a cada una de
ellas, un estatus evolutivo que tenga en cuenta los datos conocidos sobre la
evolucién del conocimiento involucrado, tanto en su filogénesis, expuesta en
el anélisis did4ctico, como en la ontogénesis de determinados conceptos, tales
como el espacio, el tiempo, el ndmero, el lenguaje, las estructuras légicas etc..

- delimitar los distintos tipos de series de nimeros naturales y
construir las que se puedan adaptar a las distintas interpretaciones y niveles
de competencias (por ejemplo, teniendo en cuenta la relacién entre la cons-
truccion del espacio en el nifo y la evolucidn de los aspectos seriales desde la
percepcion).

- examinar el desarrollo curricular de la aritmética escolar y
analizar su incidencia en las tareas y competencias en estudio, teniendo en
cuenta que el simple desconocimiento de una operacion o de un concepto
puede dificultar o impedir la ejecucion de una tarea inductiva.

- ordenar los tipos de series, agruparlos en categorias y delimitar
las caracteristicas que las definen (lo que luego llamaremos “perfiles de
razonamiento inductivo numérico”) teniendo en cuenta los resultados de to-
dos los puntos anteriormente expuestos, es decir, construir el modelo.

Por su amplitud, no vamos a tratar separadamente las conclusiones de-
talladas de las reflexiones e indagaciones anteriores, algunas de las cuales fi-
guran en la Memoria de Tercer Ciclo a la que nos remitimos, sino que se van
a incluir a lo largo del desarrollo de la exposicion. La opciéon que hemos
elegido es la de un razonamiento progresivo, a partir de los aspectos mds
elementales hasta los mds complejos y de las edades inferiores a las su-
periores, resumido y estructurado por etapas o aproximaciones segun la or-
denacion y categorizacion obtenidas. Cada aproximacion corresponde a un
estado diferente, que viene especificado por su descripcion y justificacion asi
como por las competencias tedricas que le corresponden desde un punto de
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vista de la progresion de las capacidades correspondientes en un sujeto
individual ideal.

a) Primera aproximacion. Estado 1: linealidad y orden topolégico

En el inicio de las primeras nociones numéricas el alumno no estd ain en
disposicién de resolver una serie propiamente aritmética. En Educacién
Infantil se trabajan seriaciones por colores, formas, etc., basadas en aspectos
eminentemente perceptivos y en relaciones alejadas de la propia esencia del
nimero. En consecuencia, si este alumno es capaz de resolver alguna serie
numérica, lo serd en casos muy especificos y siempre adecuados a los cono-
cimientos y capacidades de un individuo de cinco o seis afios, edades a partir
de las que vamos a realizar el estudio.

Por otra parte, de acuerdo con nuestro andlisis de los origenes de la
nocion de numero, la aprehension de una numerosidad de objetos como una
totalidad invariante requiere de su comparacion con otras totalidades y del
dominio de la reorganizacién espacial. Por tanto, el dominio del espacio, al
menos parcialmente, es una de las primeras destrezas para poder establecer
comparaciones que permitan determinar las analogias y diferencias necesarias
para ordenar cantidades. Pero no sélo es necesaria esta destreza para poder
comparar cantidades; también alcanza, como es evidente, al sistema numérico
posicional.

Segtin Piaget, la construccién del espacio matemadtico por parte del su-
jeto comienza en los aspectos topolégicos, para pasar, posteriormente, a los
proyectivos y euclideos. Uno de estos aspectos es el orden de los puntos
sobre una linea, el cual hace posible la construccién de referencias ordinales
(anterior, posterior, para adelante, para atras etc.) que se transfieren a la recta
numérica y a las series, tal y como hemos podido comprobar en el andlisis de
respuestas del capitulo 3 de esta Tesis Doctoral y en el andlisis de los textos
escolares del apartado anterior. Asimismo, el orden lineal estd en relacion
directa con la accion de contar, tan importante en las primeras adquisiciones
numéricas desde un punto de vista convencionalista:

“La idea de "orden" de los puntos sobre una recta (o la nocién de punto <entre>
otros dos) es una de las nociones geométricas primitivas. Es un <modelo> mate-
matico de la concepcidn intuitiva de comparacién de <magnitudes> o de niimeros
enteros” (Dieudonné, J. 1989. Pag. 194).

Por consiguiente, establecemos que el primer soporte intuitivo comtn a
todas las series numéricas estd relacionado con el concepto espacial de linea
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y, en particular, con el concepto de orden topolégico de un conjunto finito de
puntos pertenecientes a una linea (conjunto que debe contener al menos tres
puntos). Este soporte intuitivo se caracteriza por diferenciar los puntos unos
de otros y por la aparicion de un lenguaje especifico (siguiente, anterior,
posterior, primero, ultimo, entre, doble sentido de recorrido, etc.). No es nece-
saria la verbalizacién ni el conocimiento memoristico. LLos puntos se suponen
equidistantes, no intervienen las distancias y la linea no tiene porqué ser recta.

b).- Segunda aproximacion. Estado 2: etiquetaje

La primera interpretacion espacial permite organizar una numerosidad
para poder contarla posteriormente, lo que nos conduce a una segunda
aproximacion mas evolucionada que la anterior y caracterizada por el eti-
quetaje. Entendemos como etiquetaje la asignaciéon de un objeto, simbolo,
palabra o concepto a cada punto incluido en un soporte lineal como el des-
crito en el apartado anterior. Se trata de un proceso de diferenciacion y lo-
calizacion en un contexto ya ordenado por la anterior aproximacion.

Entre los ejemplos de series que se ajustan a este esquema se encuentran,
por ejemplo, la tabla periddica de los elementos quimicos o el abecedario, en
el que cada punto o término estd determinado por su denominacién y
podemos hacer referencia a €l sin necesidad de sefialarlo (el siguiente de m es
n; entre a y ¢ estd b, etc.). La situacién o lugar asignado a un objeto puede
carecer de justificacion, pero, en algunos casos, podemos hacer referencia a
otro concepto o serie ordenada, como ocurre en la tabla periddica con el
orden creciente de los nimeros atomicos. La ausencia de justificacién 16gica
conlleva la ausencia de regularidad, que a veces el sujeto puede imponer de
forma arbitraria y subjetiva, y la imposibilidad de realizar un razonamiento
inductivo, salvo que se trate de una aplicacidén prictica de una serie ya co-
nocida (utilizacién del abecedario para indicar zonas en un aparcamiento).

Esta segunda aproximacion se puede interpretar como el paso de los
objetos a su simbolizacién y de las colecciones de puntos a las colecciones de
significantes. Los ejemplos, como el que hemos visto, se refieren a ordenes
topoldgicos ya establecidos, bien por experiencia (objetos fijos en un reco-
rrido), por convenio o por utilidad. Cada vez que realizamos el recorrido
presentimos los objetos siguientes, los que quedan, los que hemos pasado,
etc.. Podemos hacer referencias verbales para determinar un objeto; estas
referencias pueden ser espaciales o temporales (la temporalizacién esta pre-
sente en estas primeras construcciones seriales).
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El sujeto puede hacer referencias para determinar un lugar o término de
la serie: el siguiente a..., el anterior a..., el que sigue a..., el que esta antes, el
que estd después, etc.. Para ello debe conocer, al menos memoristicamente,
alguna serie finita, que si es la de los primeros numerales podemos decir que
estamos ante una iniciacion en la accién de contar. No es necesario dominar
el aspecto cardinal del nimero, puesto que no es lo mismo pronunciar las
palabras uno, dos, tres, a medida que indico sucesivos objetos, que pronunciar
las palabras uno, dos, tres, cuando tengo una torre de un objeto, otra de dos
objetos, otra de tres objetos, etc. (acumulatividad en el conteo).

¢).- Tercera aproximacion. Estado 3: regularidades infraldgico-
simbdlicas

El etiquetaje y la identificacion de los objetos por sus significantes
permite acceder a una tercera aproximacion. Es el caso, por ejemplo, de la
alternancia por colores, en la que es posible inferir la regla y predecir los
siguientes elementos sin necesidad de una previa memorizacion. Se trata, por
tanto, de una regularidad infralégica, ya que depende de como estén situados
los objetos en el espacio. No hay orden en el sentido de la antisimetria, salvo
que apliquemos las condiciones de las aproximaciones anteriores, asignando
un lugar fijo a los objetos. Sin embargo se pueden permutar dos objetos del
mismo color para modificar la apariencia (son objetos distintos) sin que se
modifique la regularidad. Este cambio de apariencia no se produce, por el
contrario, en el caso de los numerales, en el que el intercambio de dos signos
iguales no modifica nada (1, 2,3,1,2,3, 1, ...).

Este estado, a diferencia de los anteriores, se caracteriza por una com-
petencia inductiva bdsica que hace posible determinar imaginativamente el
término siguiente en una serie no memorizada (se distinguen los digitos y se
identifican los iguales y los diferentes con independencia de los significados
atribuidos a los signos). Podemos decir que es el primer paso serial dentro de
la numeracion escrita.

d).- Cuarta aproximacion: regularidades simbdlico-cuantitativas
(comparar y afadir-quitar signos numéricos)

Si los signos (en nuestro caso, los signos numéricos) se encuentran ya
organizados dentro de un sistema con su propia sintaxis, se pueden establecer
nuevas relaciones entre ellos de acuerdo con las caracteristicas de dicha
estructura sintdctica; relaciones que trascienden la mera clasificacion o
identidad ld6gica de la aproximacion anterior. Por ejemplo, el orden de las
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letras que constituyen una palabra o el orden de las palabras que constituyen
una frase no son al azar, sino siguiendo unas reglas lingiiisticas especificas.

Del mismo modo, el sistema de representacién numérica presenta unas
regularidades implicitas en su construccidn, en su estructura légica interna y
en su sintdxis. Dicha estructura, que incluye un sistema comparativo jerar-
quico ademads del orden posicional de la primera aproximacion, hace posible
la existencia y construccion de series numéricas con regularidades exclusi-
vamente sinticticas (aun sin significado numérico completo). La mas ele-
mental de estas regularidades es la que se puede apreciar por simple compa-
racion entre términos que se diferencian entre si por la repeticion de signos,
su cantidad y colocacién; por ejemplo: 1, 11, 111, ... 0 22,202, 2002, .., series
construidas afiadiendo, cada vez, un digito concreto. Esto, que es posible en el
sistema posicional numérico, en el que se generan nuevos ndmeros salvo
algunos casos particulares (cero a la izquierda), no tiene cabida, por ejemplo,
en lingiiistica, donde afiadir una letra a una palabra no siempre da lugar a
nuevas palabras. En definitiva, el dominio de estos aspectos “primarios” de la
sintdxis del sistema (signos perceptivamente iguales o distintos, su cantidad y
colocacion) y de su funcionamiento suponen una competencia en el aumento
disminucién de cantidades discretas (uno mds , dos mds, etc.) y permiten
realizar inducciones sintictico-estructurales e interpretar series del tipo
indicado sin necesidad de usar una aproximacion anterior.

e).- Quinta aproximacion. Estado 5: representacional o simbélico-
ordinal (dominio de la serie numérica basica)

Un paso mds en el dominio sintictico supone superar la mera distincién
entre los numerales escritos de una cifra y su diferenciacién cuantitativa para
considerarlos, ademas, ordenados en una serie basica. El dominio de esta
serie, en lo que se refiere a su estructura ordinal, permite identificar las
regularidades implicitas en series del tipo: 10, 20, 30, ..; 21, 22, 23, ..; etc, lo
que conlleva, ademds, el dominio m4s elemental de la accién de contar, como
es contar de uno en uno, de dos en dos, etc..

f).- Sexta aproximacion. Estado 6: sintactico numeral (contar de n
en n con n>10)

Simultdneamente al dominio de los aspectos del estado anterior se debe
conformar una relacién entre la representacion y la cantidad. Estamos ha-
blando de una representacion significativa de los nimeros basada en el iso-
morfismo existente entre el sistema posicional y una de las disposiciones es-
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paciales de las cantidades o numerosidades; en concreto, la que supone
agrupar las cantidades en decenas, que a su vez se agrupan en centenas, etc..
Esta iteracion provoca unos ritmos que hacen posible el conteo de n en n con
cierta facilidad en algunos casos. Por ejemplo, contar de 10 en 10, de 11 en
11, etc., supone un paso mas en las destrezas numéricas una vez dominado el
contar de n en n con n<10.

g).- Séptima aproximacion. Estado 7: induccién aritmética aditiva

Diremos que hay induccion aritmética cuando se interprete una regulari-
dad desde las operaciones aritméticas; ejemplos: 12, 24,48, ..; 2,4, 8, 16, ..
(Sumar el anterior a si mismo). De acuerdo con los resultado del estudio
exploratorio, se observan dos niveles diferenciados de induccién aritmética:
un primer nivel de competencias aditivas y sustractivas y un segundo nivel de
competencias multiplicativas y partitivas. El primer nivel, que corresponde al
presente estado, se refiere a la construccion de ciertas relaciones aditivas,
tales como: mayor-menor, mas que, menos que, etc..

Hay regularidades que no se pueden interpretar de otra manera, como
por ejemplo la de una progresion aritmética de diferencia 547, o la de una
progresion geométrica de razén 3. En otros casos, al igual que ocurre en los
apartados anteriores, la regularidad se puede interpretar con instrumentos de
las anteriores aproximaciones; por ejemplo, la serie 22, 32, 42, ... se puede
considerar como: contar de 10 en 10 comenzando en 22, la serie basica
acompaifiada del dos, o bien, sumar 10. El reconocimiento de estas regu-
laridades desde el punto de vista aditivo (aplicar en los casos del estado ante-
rior y en otros mds complejos la adicién o la sustraccién: sumar dos, restar
cuatro, sumar el anterior, etc.) conlleva una integraciéon de las transforma-
ciones en operaciones de esta clase, lo cual supone la existencia de compe-
tencias propiamente aritméticas.

h).- Octava aproximacion. Estado 8: induccion aritmética
multiplicativa

En el segundo nivel, o de competencias y regularidades multiplicativo-
partitivas, se encuentran relaciones como: doble-mitad, triple-tercio, dos
veces, tres veces, par impar, etc., que el sujeto puede descubrir aplicando la
multiplicacién y la divisién. Ejemplos: 2, 4, 8, 16, ..., que se puede resolver
tanto aditiva como multiplicativamente; 3, 12, 48, 96, ..., etc.

i).- Novena aproximacion. Estado 9: induccion algebraica
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El siguiente nivel de abstracciéon matemadtica se corresponde con el paso
de la aritmética al algebra, lo que supone el salto al infinito en las series
numéricas. Este salto se inicia con la comprension de la iteracién subyacente
al sistema de representacion numérico posicional de base diez, por el que es
posible expresar cualquier cantidad con pocos signos. Su dominio se carac-
teriza, entre otros aspectos, por la aplicacion de criterios aditivos o multi-
plicativos, verbales o proposicionales, y por expresiones sencillas para el
término general que encapsulan la regularidad de la serie. Ejemplos: 2, 4, 8,
16,.. (el doble de cada nimero, es decir, 2n).

Se produce el dominio de una vision totalizadora de los numeros natu-
rales como soporte de relaciones internas: pares, impares, cuadrados perfec-
tos, relaciones partitivas exactas y no exactas, numeros primos, propiedades
de las operaciones aritméticas por prueba, etc. Esto permite las primeras
interpretaciones cualitativas de algunas series, como por ejemplo: Series de
los nimeros pares, series de los nimeros primos, de los miltiplos, etc.. Al-
gunas de estas definiciones por comprension se sintetizan algebraicamente:
2n, 2n+1, 5n, etc., llegando asi al lenguaje algebraico.

En resimen, el modelo consta de nueve estados de dominio progresivo
de la induccion en series numéricas agrupados en cinco bloques dife-
renciados:

A).- Bloque general (no inductivo desde el punto de vista numérico),
formado por los estados:
Estado 1: topolégico
Estado 2: etiquetaje
(regularidades generales (alternancia, ritmo o cualquier regularidad vi-
sual o memoristica), para las que no es necesario aplicar conocimientos
numéricos);

B).- Bloque prenumérico, constituido por los estados:
Estado 3: infralégico-simbdlico
Estado 4: simbdlico-cuantitativo
(descubrimiento de patrones);

C).- Bloque numérico, formado por los estados:
Estado 5: representacional
Estado 6: sintactico-numeral
(descubrimiento de patrones; dominio de la serie numérica béasica y del
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sistema de representacion decimal);

D).- Bloque aritmético, constituido por los estados:
Estado 7: aritmético aditivo
Estado 8: aritmético multiplicativo
(descubrimiento de patrones; dominio de las operaciones de la aritmética
elemental);

E).- Bloque algebraico, formado por el estado:
Estado 9: algebraico
(formalizacién del razonamiento inductivo)

Aunque no es esta la intencién del trabajo, es posible analizar la evolu-
cion de los estados desde distintos puntos de vista. Asi, desde la representa-
cion geométrica, podemos ver una evolucion desde intuiciones topologicas a
aspectos euclideos del espacio. Igualmente, desde el desarrollo del lenguaje,
se aprecia una evolucion que comienza en el etiquetaje para pasar, poste-
riormente, a un lenguaje aritmético especifico y a un lenguaje algebraico. Por
ultimo, desde las inferencias, se contempla una evolucion desde estados no
inductivos, pasando por estados de descubrimiento de patrones, a un estado
inductivo formal en el que la regularidad se puede representar mediante el
lenguaje algebraico.

Para terminar el presente capitulo, haremos una breve referencia a la
proyeccion del modelo que se acaba de exponer en relacion con la conti-
nuacion del trabajo.

En la primera exploracién empirica, realizada en una muestra de 297
sujetos entre 9 y 12 afios (4°, 5° y 6° cursos), se han estudiado los estados
aritméticos 7 y 8, para los que se construyé y validé una escala acumulativa
de Mokken formada por cuatro niveles: dos para el estado 7 y dos para el
estado 8. En la continuacién del presente estudio pretendemos abarcar toda la
Educacién Primaria, centrandonos, ademds, en los estados correspondientes al
inicio en el descubrimiento de patrones aritméticos. Esto significa que
debemos ampliar los cuatro niveles de los estados 7 y 8 con niveles
correspondientes a los estados previos (6 y anteriores), por lo que decidimos
completar la escala inicial, seglin se expone en el capitulo 5 al que nos
remitimos, con dos niveles inferiores: uno para el estado 5 y otro para el
estado 6. En definitiva vamos a distinguir seis niveles: dos numéricos y cuatro
aritméticos, considerando que el estado algebraico, que abarca desde el
descubrimiento del término general hasta el método de induccién completa
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incluyendo los inicios del concepto de limite de una sucesion, debe ser mo-
tivo de futuros trabajos.
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CAPITULO 5

ESTUDIO EMPIRICO CUANTITATIVO

5.1.-Introduccion

El fin primordial de esta investigacion, de acuerdo con el marco metodo-
16gico y el esquema general que se incluyen en los capitulos 1 y 2, es indagar
en determinados aspectos del razonamiento inductivo numérico de los esco-
lares de Educacion Primaria. Para ello hemos realizado un estudio empirico
exploratorio y un estudio tedrico que han servido para fundamentar la in-
vestigacion, construir un modelo tedrico local susceptible de contrastacion
empirica y orientar el resto del trabajo con ciertas garantias de éxito.

La contrastacién y validacion del modelo mencionado requiere, a nuestro
juicio, para ser completa de dos tipos de estudios empiricos, por este orden:

- un primer estudio empirico de caricter descriptivo, orientado a
obtener evidencias sobre la evolucion de competencias inductivas y
aritméticas en los escolares asi como sobre las caracteristicas, regularidades y
relaciones que se ponen de manifiesto en las respuestas a tareas de calculo y
de continuar series de nuimeros naturales, preparadas de acuerdo con el
modelo tedrico construido;

- un segundo estudio de casos, con el que se pretende confirmar las
caracteristicas observadas y profundizar en ellas, realizar un analisis detallado
de las regularidades encontradas y delimitar con mayor precision, al menos
parcialmente, las principales caracteristicas de perfiles diferenciados de
razonamiento inductivo numérico a partir de la informacion general obtenida
en el estudio anterior.

En el presente capitulo se exponen el disefo y los resultados del estudio
empirico cuantitativo, que en su parte fundamental tiene un caracter
transversal (grupos diferentes de sujetos de distintas edades y niveles
escolares) y se ha realizado con enfoque de presente y sobre una muestra
intencional. La informacion que se quiere obtener se refiere al rendimiento de
los alumnos de la muestra en las tareas indicadas y dard cuenta de la situacion
de una parte del razonamiento inductivo en el campo en estudio asi como de
la disponibilidad efectiva de las relaciones numéricas y aritméticas
elementales por parte de los escolares

Paralelamente al estudio anterior y con el fin de obtener mas
informacion acerca de las diferencias entre las competencias “aparentes” y
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“reales” de los escolares en numeracion, cdlculo y razonamiento inductivo
numérico, se ha preparado un cuestionario para conocer la opinién de los
profesores sobre la situacién de sus alumnos en los aspectos mencionados;
esta informacion se compara posteriormente con las respuestas a las tareas
propuestas.

Creemos necesario este estudio por los siguientes motivos:

- Hay poca informacion sobre el rendimiento en tareas de continuacion
de series de numeros naturales y sobre el descubrimiento y utilizaciéon de
patrones y regularidades numéricas y aritméticas en tareas inductivas finitas
de este tipo.

- las respuestas a tareas no usuales en la ensefianza pueden poner de
manifiesto, como asi se ha comprobado en el trabajo, el estado y los niveles
reales de comprensién de los conocimientos, a diferencia de otras tareas ru-
tinarias, en las que diversos factores pueden llegar a enmascarar la verdadera
situacién de dicha comprensién. En nuestro caso puede resultar de gran
utilidad conocer la relacion existente entre las respuestas a tareas de cdlculo
(rutinarias) y de series (no usuales).

- La escala de Mokken, construida y validada en la Memoria de Tercer
Ciclo (Ortiz,1993), s6lo cubre una parte de la evolucién del razonamiento
inductivo numérico en Educacion Primaria. Ademads, los datos de aquél
estudio reflejaron claramente que dicha evolucién comienza antes de los 9
anos de edad. Es necesario, por tanto, obtener una escala acumulativa
completa, por ampliaciéon de la anterior en sus niveles inferiores, para la
categorizacion de los sujetos de toda la Educacion Primaria.

- Para poder asegurar con mayores garantias la adecuacion del instru-
mento a los propdsitos de la investigacion, y puesto que la escala de Mokken
debe formar parte de la nueva escala completa, parece conveniente comprobar
que se confirman los mismos resultados en la nueva muestra.

- Para una seleccién fundamentada de los casos del estudio cualitativo, y
ante la inexistencia de un marco de resultados empiricos que provean criterios
suficientes para ello, resulta imprescindible obtener, previamente, in-
formacion general sobre una muestra amplia, lo que creemos que constituye
un medio idoneo para abordar con garantias el estudio de casos.

En los apartados correspondientes a la primera parte del capitulo se
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exponen los objetivos del estudio, la metodologia y los aspectos fundamenta-
les del disefio. La segunda parte se dedica a la exposicién de los resultados y
las conclusiones del trabajo.

5.2.- Propésitos del estudio y procedimiento utilizado

Con esta parte de la investigacion se pretende alcanzar los siguientes
objetivos de los enunciados en el apartado 1.7.2:

O4: "Establecer un modelo tedrico evolutivo de razonamiento inductivo
numérico y comprobar con escolares de Educacion Primaria la utilidad y
eficacia del modelo para describir su comportamiento real en
razonamiento inductivo numérico"

06: "Establecer la relacién existente entre el desarrollo del curriculum
en aritmética y la evolucién del razonamiento inductivo numérico en Edu-
cacion Primaria"

O7: "Confirmar los resultados ya obtenidos en la Memoria de Tercer
Ciclo".

Para alcanzar los objetivos anteriores se ha de comprobar, previamente,
la bondad de las hipétesis H2, H3 y H4. En el presente capitulo se exponen
los resultados que inciden en la bondad de las hipétesis H3 y H4, mientras
que la hipotesis H2 se debe confirmar en su totalidad mediante el estudio
cualitativo que se expone en el capitulo 6. Por tanto, del proceso general que
figura en el apartado 2.4 (Articulacion de las hipétesis en el proceso metodo-
16gico), vamos a llevar a cabo los siguientes pasos, cuyo desarrollo se expone
con detalle en los sucesivos apartados del presente capitulo:

Hipoétesis H2: "Las diferentes estrategias inductivas que permiten com-
pletar con éxito tareas de continuar series de numeros naturales se pueden
organizar en un modelo tedrico de desarrollo, que explica y describe, en seis
niveles diferenciados, la evolucion del razonamiento inductivo numérico en
los escolares de 6 a 12 afios".

El proceso seguido para justificar o confirmar esta hipdtesis consta de
dos etapas, la primera de las cuales se ha culminado en el capitulo anterior
definiendo un modelo evolutivo de razonamiento inductivo numérico. En el
presente capitulo se exponen los trabajos realizados para llevar a cabo la
primera parte de la segunda etapa, cuyo objetivo es la construccién de una
escala acumulativa asociada al modelo tedrico; dichos trabajos son los si-
guientes:

-determinacién de variables y de posibles tareas de razonamiento in-
ductivo numérico, de acuerdo con el modelo tedrico;
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-preparacién de una prueba sobre el universo de tareas;

-aplicacion de la prueba a una muestra intencional controlada de esco-
lares de 6 a 12 afios;

-replicacion positiva de la escala de Mokken;

-determinacion de los items que forman una escala acumulativa

-estudio de la fiabilidad de la prueba

-establecimiento de niveles de acuerdo con los resultados de la escala.

Hipétesis H3: "El dominio del algoritmo de una operacién no se traduce
de manera inmediata en una nueva competencia en razonamiento inductivo
numérico. En los escolares de Educacion Primaria existe un desfase de al
menos dos afios desde que aprenden un procedimiento, propiedad o concepto
aritmético hasta que lo integran en sus capacidades de razonamiento inductivo
numérico".

Para la confirmacion de esta hipétesis se amplia la prueba anterior con
las tareas de calculo asociadas a cada uno de los items del estado aritmético,
de manera que los escolares realizan una prueba con dos partes diferenciadas:
una primera parte con tareas de continuar series y una segunda con tareas de
célculo aritmético. Con los resultados se lleva a cabo:

-un andlisis estadistico descriptivo del rendimiento en cada parte de la
prueba;

-un andlisis comparativo entre los rendimientos;

-un andlisis estadistico de la variable "diferencia de puntuaciones" ob-
tenidas en cada parte.

Hipétesis He: "El efecto tope no es un efecto casual y local. Se produce
en cualquier muestra importante de escolares de Educacion Primaria que
realice una prueba de continuar series preparada intencionadamente con tal

"

fin".

En la primera parte de la prueba se incluye una tarea preparada para que
se presente el efecto tope. Se confirma la existencia de este efecto en la nueva
muestra si se reproducen los resultados ya obtenidos en todos los estudios
anteriores.

5.3.- Metodologia

Se trata de una investigacion empirica basada en la recogida de infor-
macion mediante cuestionarios y en el andlisis descriptivo y comparativo de
los resultados.
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La ausencia de datos sobre el fendmeno estudiado en los seis niveles de
Educacién Primaria y la inexistencia de un instrumento completo para obte-
nerlos, ha obligado a construir un cuestionario nuevo, si bien, por ampliacion
de la escala de Mokken para cubrir los niveles inferiores.

El principal problema para alcanzar los objetivos propuestos es el de
confeccionar una prueba escrita adaptada a una muestra de sujetos con dife-
rencias de hasta seis afios de edad y cinco cursos escolares. Para ello ha sido
necesario cuidar especialmente dos aspectos bdsicos: el contenido de la
prueba y el formato de la misma. El contenido debe cubrir los objetivos
pretendidos y ser coherente tanto con el curriculum escolar como con los
estados establecidos en el disefio tedrico; el formato y la presentacion de las
pruebas debe ser el mismo para todas las edades y cursos de los sujetos de la
muestra, cuidando que no afecte de manera no deseada a los resultados.

Para cumplir adecuadamente y con ciertas garantias los requisitos an-
teriores, hemos realizado una prueba piloto con la intencién de explorar el
comportamiento de los alumnos de los primeros cursos. En dicha prueba,
elaborada de acuerdo con el modelo establecido, se tomaron algunas deter-
minaciones que posteriormente hubieron de ser modificadas a tenor de los
resultados. La prueba definitiva se elabord posteriormente teniendo en cuenta
los resultados obtenidos en dicho estudio previo. El proceso completo es el
siguiente:

1) Anélisis y reflexion tedrica sobre el contenido de la prueba piloto;

2) Determinacion de las series que podian constituir el contenido de la
prueba piloto;

3) Eleccién del formato y la presentacion a los alumnos, teniendo en
cuenta los resultados de las pruebas ya realizadas;

4) Andlisis de los resultados obtenidos con la prueba piloto;

5) Delimitacién del contenido y el formato de la prueba definitiva;

6) Seleccion de la muestra;

7) Realizacion de las pruebas por los alumnos seleccionados;

8) Analisis de resultados.

5.4.- Estudio piloto
5.4.1.- Diseno

Como hemos indicado anteriormente, la finalidad del estudio piloto es
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doble: explorar el comportamiento y las posibilidades de los alumnos de los
cursos primero, segundo y tercero de Educacién Primaria ante la realizacion
de una prueba con tareas de continuar series, ajustada al estudio tedrico
realizado previamente, y determinar el contenido adecuado a sus conoci-

mientos y habilidades inductivas.

distintas que se exponen en la tabla de la figura 5.1.

Figura 5.1.Distribucién por estados de las tareas propuestas en la prueba piloto.

Las columnas representan las series que integran cada una de las cuatro
pruebas y las filas los distintos estados a los que pertenecen las series, es

decir:

El contenido de la prueba piloto estd formado por series incompletas de
nimeros naturales pertenecientes a los estados 3, 4, 5, 6 y 7 del modelo
tedrico. Asi, teniendo en cuenta las variantes posibles, resultan cuatro pruebas

1 2 3 4
1,2, 1,2, .. | 7,4,7,4,. |1,2,3,1,2,3,...]4,2,5,4,2,5,...
4,3,2,4,3,2,... 7,8,9,7,8,9,... | 8,7,6,8,7.6,...
51,751,7751,...
1,12, 122,... 5, 35, 335,... 32,325,3255,..]
12,102.1002,...
17,27,37,47,... |90,80,70,60,... [10,20,30,40,...
87,77,67,57,...
11,22,33,44,... | 20,31,42,53,... | 10,21,32,43,...
37,39,41,43,...| 14,16,18,20,... 3,5,7,9,...
12,10,8,6,...
25,28,31,34,... 1,4,7,10,... 67,65,63,62,...
3,7,11,15,...
68,59,50,41,... | 32,27,22,17,...| 5,13,21,29,...
32,27,22,17,...

a: Series del estado 3 o Infral6gico-Simbdlico (NO1)
b: Series del estado 4 o Simbdlico-Sintactico (NO2)

c: Series del estado 5 o Representacional

(NO3)

d: Series del estado 6 o Sintactico-Numerativo (N04)
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e: Series del estado 7 o Aritmético-Aditivo (N1 y N2)

donde NO1 a NO4 representan los cuatro subniveles en que se divide el nivel
NO de la escala de Mokken y N1 y N2 se refieren a los niveles correspon-
dientes de la mencionada escala.

Como se observa en la tabla, el contenido de las pruebas es diferente en
cada caso, ya que el interés es llegar a detectar las més adecuadas para estos
niveles asi como comprobar el ajuste de los escolares al orden de los estados
tedricos del modelo. Téngase en cuenta que dicho modelo se ha establecido
con la intencion de obtener una escala acumulativa que represente un con-
junto ordenado de competencias que pongan de manifiesto la evolucion real
de la parte del razonamiento inductivo estudiada. Asi, por ejemplo, los sujetos
que realicen correctamente alguna tarea del apartado d, deben haber realizado
correctamente las tareas correspondiente de los apartados anteriores, es decir,
las tareas a, b y c.

En cuanto al disefio y presentaciéon de la prueba piloto se considerd
oportuno, a efectos de explicacion del mecanismo de la prueba, anteponer a
las series especificas una seriacion incompleta, consistente en una alternancia
simple del tipo “circulo-tridngulo”, y una serie acumulativa, también in-
completa, de palotes verticales siguiendo la secuencia bdsica de cantidades
naturales. La intencion de estas dos primeras tareas es clara: si un nifio
contesta adecuadamente parece ldgico pensar que ha comprendido lo que
tiene que hacer y, por tanto, que es capaz de realizar la prueba y que las
respuestas a las demds tareas reflejan realmente lo que se pretende medir con
ellas.

De las cuatro pruebas que se utilizaron incluimos la segunda de ellas en
la figura 5.2; las cuatro pruebas completas, tal y como se le presentaron a los
alumnos, figuran en el Anexo 5.1.

Las pruebas se pasaron a un curso de primero, a un curso de segundo y a
un curso de tercero de Educacion Primaria del colegio privado Cerrado de
Calderon de Mdlaga capital. La muestra fue intencional y estaba formada por
78 alumnos en total. Al pasar las pruebas cada curso de dividié en cuatro
partes de acuerdo con las cuatro pruebas que debian realizar, de modo que
cada alumno realiz6 la prueba que le correspondi6 por azar.

A los sujetos se les presentd la prueba y se les indicé que se fijaran en
los recuadros y que completasen las casillas en blanco. Hemos utilizado el
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término "completar" en vez de la frase "continua la serie" por considerar que
es una instruccion més clara y familiar, ya que se emplea a menudo en ciertas
tareas usuales en estos niveles educativos.

COMPLETA
O 1 A0 [A]|O | A

/ // /11 V11171777

5 35 | 3353335

90 80 ( 70 (60

20 31 42 | 53

37 39 | 41 43

25 [ 28 | 31 34

68 | 59 | 50 41

Figura 5.2.- ejemplo de uno de los cuestionarios de la prueba piloto

5.4.2.- Analisis de resultados

En principio hemos observado que la prueba, en general, es adecuada a
las edades y niveles de los sujetos de la muestra, con lo que podemos adelan-
tar que puede ser adecuada para todos los niveles de Educacion primaria.

Por otra parte, se ha realizado el recuento de alumnos que han interpre-
tado acertadamente lo que se les pedia, figurando en la tabla 5.1 la dis-
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tribucién del nimero de alumnos por curso y de los cuestionarios que han
sido considerados vélidos en cada caso. Del examen de los datos se puede
comprobar que hay dificultades en primer curso, es decir, de los 27 alumnos
encuestados en este nivel, sdlo cuatro se han considerado validos. No obstante
hay que hacer constar que la prueba se aplico el dia 2 de octubre de 1995,
fecha en la que diez de los veintisiete alumnos sélo tenian 5 afios. Por otra
parte, como se puede apreciar en la misma tabla, no existen dificultades en los
cursos 2°y 3°.

Validos No validos
1° 4 23
2° 22 3
3° 26 0

Tabla 5.1. Distribucion del nimero de alumnos por cursos y validez de respuestas.

Las dificultades encontradas en primer curso han sido contrastadas con
las indagaciones previas realizadas en los inicios del trabajo, donde alumnos
de este mismo nivel fueron entrevistados a finales del curso anterior mani-
festando un buen nivel de comprensién de lo que se les pedia. Teniendo en
cuenta, ademas, que al inicio de segundo curso se presenta un nivel elevado
de comprensién de las tareas, adoptamos la decisiéon de pasar las pruebas
definitivas a mediados del curso escolar, con lo que esperamos que los
alumnos de primero comprendan la prueba en un porcentaje mayor que el
detectado en este estudio piloto.

Por otra parte, como se ha mencionado, pretendiamos comprobar si las
respuestas de los sujetos se ajustaban al proceso secuenciado previsto en el
modelo tedrico, es decir, si existian o no indicios de acumulatividad en las
respuestas segun los diferentes estados del modelo. Pasemos a analizar a
continuacioén los resultados obtenidos en relacidén con esta cuestion.

De acuerdo con la terminologia utilizada en la Memoria de Tercer Ciclo
y la establecida en el capitulo precedente, estamos trabajando en los niveles
siguientes: el nivel NO de la Escala de Mokken, que se corresponde con los
estados 1, 2, 3,4,5 y 6 del modelo tedrico, y los niveles N1 y N2 de la misma
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escala, que se corresponden con el estado 7 del modelo. Puesto que las
estrategias que se deben aplicar en la resolucion de las tareas
correspondientes a los estados 1 y 2 no las hemos considerado como
inductivas, los estados 1 y 2 no se consideran en nuestro estudio y por tanto
dividimos el nivel NO de la escala de Mokken en los subniveles NO1, NO2,
NO3 y NO4, que corresponden a los estados 3,4, 5 y 6. Asimismo, a efectos
de simplificacion, englobamos el estado 7 completo (adicién y sustraccién)
bajo el epigrafe N1.

En los cuestionarios (sujetos) que han sido considerados validos, se ha
comprobado si las respuestas se ajustan a la acumulatividad o escalabilidad
establecida en el modelo tedrico. En la tabla 5.2 figuran, por curso y nivel, el
nimero de los que cumplen dicha condicién, incluyéndose en la fila N.A. los
que no se ajustan a la escala, es decir, los que responden correctamente una
tarea de la prueba no habiendo respondido correctamente todas las anteriores.

1° 2° 3°
NO1| 2 2 3
NO2 2 0
NO3| 1 3 3
NO4| 1 5 5
N1 6 9
N.A. 4 6

Tabla 5.2 Distribucion de alumnos segtin los diferentes estados

Estos resultados proceden de la aplicacién de las cuatro pruebas del
estudio piloto, lo que ha dado lugar a una mayor dispersién de los datos. A
pesar de ello, podemos observar en la tabla que, globalmente, hay indicios
claros de una cierta escalabilidad y de una evidente transicion de los niveles
inferiores a los superiores al pasar de unos cursos a los siguientes.
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5.4.3.- Conclusiones y consecuencias para el estudio definitivo

Los resultados confirman las previsiones y se logran los objetivos pre-
tendidos. Del estudio se obtienen las siguientes conclusiones:

a) El disefio de la prueba es adecuado para los propédsitos de la in-
vestigacion;

b) La prueba definitiva debe tener un formato unico, con lo que se
conseguird homogeneizar los resultados en cuanto a esta caracteristica;

¢) Hay indicios suficientes de escalabilidad segtn los distintos estados y
niveles;

d) Teniendo en cuenta que las etapas propiamente numéricas se inician
en el estado 5 y habiendo constatado que las dos primeras tareas sirven de
entrenamiento y orientacién en un sentido que no es el del resto de las tareas
de la prueba, pudiendo inducir a confusion y enmascarando la verdadera
situacién de las competencias y capacidades de los sujetos, decidimos la
conveniencia de comenzar la prueba definitiva en dicho estado 5 y de no
anteponer a las tareas propiamente numéricas ningun tipo de seriacion por
alternancia;

e) Para determinar los items de la prueba definitiva, correspondientes a
los estados 5 y 6, se tendrdn en cuenta las tareas que mejor se han ajustado a
la escalabilidad en las cuatro pruebas realizadas.

5.5.- Estudio definitivo. Analisis y definicion de las variables

Para la construccién de la prueba definitiva se han tenido en cuenta las
conclusiones del estudio piloto y se ha efectuado una revision detallada de las
variables y factores que inciden en los aspectos que se quieren medir. En lo
que sigue se exponen los resultados de dicha revision, de los que se concluye
la eleccién de las tareas mds adecuadas y la elaboraciéon del instrumento
definitivo.

5.5.1.-Variables fijadas y controladas

Completando las conclusiones del capitulo II de la Memoria de Tercer
Ciclo (Ortiz, 1993) al que nos remitimos, consideramos las siguientes
variables controladas:

a) Tipo de serie (restringidos a los que corresponden a los estados 5, 6, 7

y 8);
b) Tipo de niimero (naturales);
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¢) Tamafio de los nimeros (el menor posible procurando no superar las
tres cifras). Como veremos, solo se superan las cuatro cifras en una serie,
aunque el nifio razona con numeros inferiores a partir de la informacion de los
cuatro términos;

d) En las series multiplicativas y partitivas se fija la razon;

e) Tipo de tarea (continuar series de las que se dan los cuatro primeros
términos y se piden los dos siguientes);

f) Tipo de relacion implicita en cada tarea (se toman las mds elementales
en cada caso);

g) Cuestionario (Uinico);

h) La dualidad creciente / decreciente de las series se controla inclu-
yendo una de cada tipo en las tareas pertinentes.

5.5.2.- Variables independientes

Las variables independientes que intervienen de manera efectiva en el
estudio son de dos tipos: variables de tarea (tipo de serie y tipo de cdlculo) y
variables de contexto (tipo de colegio, curso y edad). Pasamos a describir a
continuacion cada una de ellas.

a) de tarea
X: Tipo de serie

Por cada nivel hemos considerado dos series, por lo que la prueba escrita
consta de doce series en total. Esto nos proporciona doce modalidades para la
variable cualitativa X, que hemos designado por X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7,
X8, X9, X10, X11 y X12. Estas modalidades se agrupan de acuerdo con los
estados de la siguiente forma:
Estado 5 o representacional
X1: Creciente
X2: Decreciente

Estado 6 o sintdctico-numerativo
X3: Creciente
X4: Decreciente

Estado 7
Aditivo:
X35: Diferencia menor que diez
X6: Diferencia mayor que diez
Sustractivo:
X7: Diferencia menor que diez
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X8: Diferencia mayor que diez
Estado 8

Multiplicativo:

X9: Razdn tres

X10: Razon cuatro

Partitivo

X11: Razoén dos

X12: Razon tres

Por otra parte, puesto que pretendemos ampliar inferiormente la escala
de Mokken, hemos situado las cuatro tareas correspondientes en las modali-
dades X5, X7, X9 y X12, atendiendo a los niveles del modelo tedrico esta-
blecido.

Y: Tipo de calculo

Correlativamente a las ocho series correspondientes a los estados
aritméticos (desde la X5 hasta la X12) vamos a considerar los algoritmos ele-
mentales correspondientes a los cdlculos implicados en la realizacién de cada
una de ellas (cédlculos que determinan, en cada caso, la regularidad de la se-
rie), obteniendo en total ocho tareas que constituyen otras tantas modalidades
para la variable cualitativa Y: Y1, Y2,Y3,Y4,Y5, Y6, Y7 e Y8. Estas moda-
lidades se agrupan de acuerdo con los estados de la siguiente forma:

Estado 7
Aditivo
Y 1: Sumar doce més seis
Y?2: Sumar treinta y seis mas doce
Sustractivo
Y3: Restar veinticuatro y dieciséis
Y4: Restar cincuenta y cuatro y cuarenta y uno

Estado 8
Multiplicativo
YS5: Multiplicar tres por seis
Y6: Multiplicar doce por cuatro
Partitivo
Y7: Dividir ochenta y uno entre tres
Y8: Dividir treinta y dos entre dos

b) de contexto
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Tendremos en cuenta las siguientes variables:

b1) curso. Sus modalidades representan los diferentes niveles escolares
de Educacion Primaria y se encuentran en estrecha relacion con determinadas
caracteristicas del curriculum y con la instruccién recibida;

b2) tipo de colegio. Dado que las caracteristicas del medio socio-
cultural pueden influir sobre el rendimiento de los alumnos asi como sobre el
tipo de instruccién recibida, consideramos las tres modalidades siguientes
para esta variable: Publico-Urbano, Publico-Rural y Privado-Urbano. El
motivo de esta eleccidn, que supone afiadir una cierta representatividad al
caracter intencional basico de la muestra, radica en el mero interés adicional
por obtener unos datos que reflejen, lo més fielmente posible, el compor-
tamiento medio real de la poblacion de escolares de Educacién Primaria de
Madlaga y provincia. Consideramos que este criterio anadido viene a contri-
buir positivamente a la investigacion.

b3) edad. De acuerdo con nuestras hipétesis, la edad es un factor
importante en la investigacion. Pero, se trata de una variable que en teoria
debe evolucionar conjuntamente con la variable curso, por lo que puede re-
sultar dificil conocer con seguridad el efecto de cada una de ellas por sepa-
rado. No obstante, podemos asegurar que esta distincion es pertinente y que
serd de suma utilidad en el estudio cualitativo que se desarrolla en el capitulo
6, puesto que, como veremos, se producen resultados que se alejan de la
supuesta concomitancia mencionada.

5.5.3.- Variables dependientes

Utilizaremos las siguientes variables como medios para analizar el
comportamiento de los sujetos ante las tareas estudiadas:

a) Respuesta en series

Variable discreta con dos valores posibles para cada tarea: 1, si la res-
puesta es correcta; 0, si la respuesta es incorrecta. Diremos que se ha res-
pondido correctamente a una tarea si se rellenan las dos casillas en blanco de
acuerdo con el criterio asignado a la serie correspondiente. En los demds ca-
sos la respuesta se considera incorrecta.

b) Respuesta en calculos
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Variable discreta con dos valores posibles para cada tarea: correcto (1),
incorrecto (0).

¢) Nivel alcanzado en la escala de Mokken

Variable discreta que indica la puntuacién acumulada en la parte de la
prueba correspondiente a las tareas X5, X7, X9 y X12. Los valores que puede
tomar esta variable son los siguientes: 0, 1, 2, 3, 4 y 5. El valor 5 indica
ausencia de ajuste a la escala, lo que se produce cuando se responde
correctamente a una tarea existiendo al menos una respuesta incorrecta en las
tareas anteriores. El valor O corresponde a los alumnos que no resuelven
adecuadamente ninguna tarea de la escala. Los valores 1, 2, 3 y 4 representan
los diferentes niveles alcanzados por los alumnos que se ajustan a la escala.

5.54.- Variables derivadas

a) Rendimiento por subestados (Z)

Como ya se ha mencionado, la parte del modelo en estudio consta de
cuatro estados que se convierten en seis subestados al separar la adicion de la
sustraccion y la multiplicacién de la division. Estos subestados incluyen, cada
uno de ellos, dos modalidades consecutivas de la variable X y se define el
rendimiento alcanzado mediante la suma de las puntuaciones obtenidas en las
tareas correspondientes. Tenemos por tanto las seis variables discretas
siguientes: Z1= X1 + X2, 7Z2= X3 + X4, 73 = X5 + X6, Z4= X7 + X8, Z5=
X9 + X10 y Z6= X11 + X12, que pueden presentar los valores: 0, 1 y 2.

b) Rendimiento por bloques (T)

Del mismo modo, las tareas propuestas se agrupan en tres bloques: re-
presentacional, aditivo y multiplicativo, constituidos, cada uno de ellos, por
las tareas correspondientes a dos subestados consecutivos. Para evaluar el
rendimiento en cada bloque se definen las variables: Tl= Z1+72, T2= 7Z3+74
y T3=75+76, cada una de las cuales puede tomar los valores: 0, 1,2,3 y 4.

¢) Rendimiento en calculo (M)

Para evaluar el rendimiento en cdlculo se define la variable acumulada
M=YI1+Y2+Y3+Y4+Y5+Y6+Y7+Y8, donde por Yj queremos representar la
puntuacién de la respuesta en el cédlculo j. La variable M puede tomar los
valores 0,1,2,3,4,5,6,7y 8.

d) Rendimiento en series aritméticas (L)
Definimos la variable acumulada L = T2 + T3, con los valores 0, 1, 2, 3,
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4,5,6,7y8.
5.6.- Instrumentos de recogida de datos
5.6.1.- Prueba de continuar series

Teniendo en cuenta todo lo expuesto hasta ahora y considerando que una
finalidad del trabajo es la obtencién de una escala acumulativa, que, por
construccion tedrica, debe constar de seis niveles, hemos propuesto dos tareas
por nivel, de acuerdo con las variables definidas anteriormente asi como con
las conclusiones establecidas en el estudio piloto (apartado 5.4.3). La escala,
por tanto, deberd estar formada por seis tareas, una por nivel, de las 12 de que
consta la prueba. La figura 5.3 ilustra el modelo definitivo de esta prueba, en
la que, ademads de las tareas correspondientes, se solicita informacién sobre el
curso y la edad del encuestado.

5.6.2.- Prueba de calculos

En la segunda pagina de la prueba se pide a los encuestados que realicen,
uno por uno, los ocho calculos que corresponden a las regularidades de las
series aritméticas (X5 a la X12. Variable Y.). La presentacion de estos
célculos, en dos columnas y con los espacios suficientes entre ellos, se ajusta
al formato habitual de las “cuentas” escolares tradicionales.
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NOMBRE.......oi s e
CURSO.............. EDAD........ ...
COMPLETA
17 | 27 | 37 | 47
62 | 52 | 42 | 32
315 / 9
12 110 | 8 6
0 6 12 1 18
24 | 36 | 48 | 60
40 | 32 | 24 | 16
80 | 67 | 54 | 41
2 6 18 | 54
3 12 | 48 (192
64 | 32 | 16 | 8
243 | 81 | 27 | 9

Figura 5.3.- Prueba definitiva de continuar series

5.6.3.- Encuesta a los profesores

Un factor importante a tener en cuenta para la interpretacion de los re-
sultados del estudio, es la valoracién u opinién que tienen los profesores so-
bre las competencias bdsicas de sus alumnos en aritmética. Con ello dispon-
dremos de una informacién mdas amplia sobre las condiciones en las que se
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realiza el estudio y podremos contrastar, con mdas elementos de juicio, el
verdadero alcance de los conocimientos, capacidades y destrezas de los esco-
lares. Téngase en cuenta que el trabajo se circunscribe a una muestra de-
terminada de alumnos y, por tanto, los resultados pueden estar mediatizados
por las circunstancias concretas en las que se ha desarrollado. El conoci-
miento de tales circunstancias debe favorecer, necesariamente, una interpre-
tacion cualitativa mas acertada de los resultados.

5.6.3.1.- Objetivos

Nos proponemos los siguientes objetivos:

a) Obtener una informacién directa del profesor acerca de las
competencias basicas de sus alumnos para la realizacién de las tareas de la
prueba escrita;

b) Contrastar los resultados obtenidos por los alumnos en la prueba
escrita con la correspondiente valoracion de sus profesores;

c) Establecer con mayor precision las relaciones que pueden existir
entre las competencias usuales, a veces aparentes, en aritmética y su utili-
zacion efectiva en las tareas de razonamiento inductivo numérico.

5.6.3.2.- Construccion del cuestionario

La informacién necesaria para alcanzar los objetivos pretendidos se debe
circunscribir a las herramientas numéricas y aritméticas elementales que sean
importantes para la realizacién de la prueba escrita. Tal y como figura en el
cuestionario, que se incluye completo a continuacién, dichos aspectos se han
materializado en veinte competencias bdsicas y dos preguntas
complementarias (metodologia utilizada en clase y actividades relacionadas
con series numéricas), cuya distribucion es la siguiente:

Estado 5: de la cuestion 1 a la 4 y la cuestion 8
Estado 6: de la cuestion 5 ala 7

Estado 7: de la cuestion 9 ala 15

Estado 8: de la cuestién 16 a la 20

Por otra parte, el orden de las preguntas es el que se propone en el disefio
curricular para Educacién Primaria, es decir, escritura y lectura numéricas,
orden numérico y operaciones. Como se puede apreciar, las cuestiones
atienden a una ensefianza aritmetista del nimero natural, lo que supone
considerar el nimero como signo y su representacion como un conjunto de
reglas que hacen posible interpretar los algoritmos de las operaciones. El
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profesor debe valorar, en una escala de 1 a 10, el porcentaje de alumnos que
€l considera que superan las competencias en cuestion.
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COLEGIO CURSO

VALORAR DE 0 A 10 EL PORCENTAIJE DE ALUMNOS DE SU
CLASE QUE DOMINAN LA COMPETENCIA ARITMETICA
INDICADA

1) Escritura y lectura de nimeros menores que 100

2) Escritura y lectura de nimeros menores que 1000

3) Ordenar nimeros menores que 100, de menor a mayor

4) Ordenar nimeros menores que 100, de mayor a menor

5) Contar en orden creciente y decreciente con nimeros
menores que 100

6)Contar de dos en dos, con niimeros menores que 100:
En orden creciente

En orden decreciente

7) Contar de tres en tres, con nimeros menores que 100:
En orden creciente

En orden decreciente

8) Agrupar unidades en decenas y centenas

9) Realizar sumas con nimeros de una cifra con resultado
inferior a 10

10) Realizar sumas con nimeros de una cifra con resultado
superior a 10

11) Realizar sumas con nimeros de dos cifras, sin llevar

12) Realizar sumas con niimeros de dos cifras llevando

13) Realizar restas con nimeros de una cifra

14) Realizar restas con nimeros de dos cifras, sin llevar

15) Realizar restas con nimeros de dos cifras, llevando

16) Dominar las tablas de multiplicar del 2,3,4 y 5

17) Realizar multiplicaciones con nimeros de una cifra

18) Realizar multiplicaciones de un nimero de dos cifras

por otro de una: Llevando

Sin llevar

19) Realizar divisiones exactas (Resto cero) con nimeros
de una cifra

20) Realizar divisiones exactas con nimeros de dos cifras
por otro de una

CONTESTAR SI O NO

a) Se realizan en clase de matematicas con cierta frecuencia
actividades manipulativas, juegos, etc.

b) Se realizan en clase de matematicas con cierta frecuencia
tareas con series numéricas

GRACIAS POR SU COLABORACION
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5.7.- Aplicacion de las pruebas y cuestionarios

Previamente a la realizacion de las pruebas se explica a los alumnos, de
la forma mads simple posible, lo que se pretende con el estudio y se solicita su
atencion y colaboracion. A continuacion se les indica que van a realizar una
prueba escrita que es voluntaria (“el que no quiera no tiene porque hacerla”) y
cuyos resultados, que son secretos, no cuentan para la calificacion de la
asignatura (“no tiene nota”). Por ultimo, se les anima a que respondan lo
mejor posible, insistiendo en la importancia de su colaboracién y en la
necesidad de que no se copien. A continuacién se les entrega la prueba a
todos los alumnos del curso y se les dice que la hagan despacio, sin limite de
tiempo (a diferencia del estudio exploratorio), y que observen cada fila de nu-
meros y completen las casillas en blanco. En concreto se les da la siguiente
instruccion:

"Debes ver como van los nimeros y poner los que faltan. Si no
sabes completar alguna fila de nimeros puedes pasar a la siguiente"

Mientras que los alumnos realizan la prueba escrita, la profesora o profe-
sor del curso debe responder a la encuesta preparada para este fin.

5.8.- Poblacion y muestra

De acuerdo con los propésitos de la investigacion tomamos como refe-
rencia la poblacion de escolares de todos los cursos correspondientes a la
Educacién Primaria de Mdlaga capital y provincia. Por razones de tamafio y
teniendo en cuenta los propdsitos limitados de la investigacion, decidimos
elegir, mediante un muestreo de conjuntos, una muestra intencional que
tenga, ademds, una cierta representatividad con respecto a la poblacion
mencionada. Todo ello se justifica en base a los siguientes motivos:

a) Puede haber diferencias significativas en los resultados segun el
medio sociocultural, urbano o rural, y segtin el tipo de ensefianza, ptblica o
privada;

b) Para el estudio cualitativo nos interesa confrontar los resultados de
alumnos de distintos cursos y que hayan seguido procesos de ensefianza tanto
iguales como distintos. Esta semejanza o diferencia en el proceso de ense-
fanza-aprendizaje no es determinante para nuestro trabajo, pero puede ser un
factor a tener en cuenta para la interpretacion de los resultados;

¢) Pretendemos realizar un estudio transversal;

d) El estudio no tiene la intencion de generalizar resultados.
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En definitiva, se eligen tres Centros Escolares con las siguientes carac-
teristicas:

- dos Centros urbanos, uno publico y el otro privado (a los que
asignaremos los digitos 1 y 3, respectivamente);

- un Centro publico rural (al que asignaremos el digito 2).

Dentro de cada uno de los Centros mencionados, se eligen al azar los
cursos o grupos completos, uno por nivel, a los que se van a aplicar los ins-
trumentos de recogida de datos y de los que, posteriormente, se elegird una
muestra mds reducida de sujetos para la realizacién del estudio interpretativo
que se expone en el capitulo 6. Como resultado del procedimiento descrito
realizan las pruebas un total de 400 alumnos de los tres centros mencionados
y de todos los niveles de Educacion Primaria. En el apartado 5.10 se amplia
esta informacién con un andlisis de la distribucién de la muestra utilizada.

5.9.- Anadlisis de datos y tipos de estudios

Para el analisis de datos se utilizan instrumentos y técnicas de Estadistica
Descriptiva asi como contrastes y medidas particulares para cuestiones
especificas. Dicho andlisis se realiza de acuerdo con los fines previstos y se-
gun los cinco apartados siguientes:

A: Andlisis de la distribucién de la muestra. Ademds de describir la
composiciéon y la naturaleza de la muestra, nos interesa comprobar si la
distribucién de alumnos es equitativa en cuanto a cursos, edades y tipos de
colegios.

B: Andlisis de la distribucion de respuestas segun la escala de Mokken.
Se realiza un estudio descriptivo de la distribucion de alumnos segiin los
distintos niveles, cursos y edades, con el fin de comprobar la escalabilidad y
confirmar los resultados los obtenidos en el estudio exploratorio.

C: Estudio descriptivo de respuestas, en el que nos interesan especial-
mente las que corresponden a las dos pruebas realizadas por los alumnos so-
bre series y realizacion de calculos. En este apartado se realizan los siguientes
estudios:

C1: Prueba de continuar series. Se analizan los siguientes as-
pectos:

Ortiz Comas, A.



Disefio y anélisis de resultados 203

-Estados por edades y por cursos
-Bloques por edades y por cursos
-Puntuacion total por edades y cursos

C2: Prueba de calculo. Se analizan los siguientes aspectos:
-Frecuencias de respuestas a cada tarea por cursos y edades
-Distribucion de frecuencias por niveles
-Puntuacion total por edades y cursos

C3: Cuestionario profesores. Se estudian y describen las res-
puestas y se comparan con los resultados de los estudios an-
teriores.

D: Andlisis comparativo. En este apartado se comparan los resultados de
las pruebas en funcién de las diferentes variables que intervienen en el estudio
y se analiza la evolucién de respuestas a las distintas tareas por edades y
cursos. En concreto se realizan los siguientes estudios:

D1: Prueba de continuar series:

- Andlisis de dependencia entre pares de variables me-

diante un contraste chi-cuadrado;

- Analisis de tareas:
- Distribucion de respuestas;
- Estudio de la acumulatividad y determinacion de una
escala acumulativa;
- Dependencia entre variables: Respuesta-edad y res-
puesta-curso.

D2: Prueba de continuar series y cdlculos:

Estudio comparativo de los resultados obtenidos en la prueba
de célculo y en las tareas de continuar las series correspon-
dientes (entre las variables M y L= T2 + T3).

E: Estudio de la fiabilidad de la prueba de continuar series. Se utiliza la
técnica de las dos mitades, estudiando la correlacion existente entre los
resultados obtenidos en las tareas pares y las impares.

Para el tratamiento informatico de los datos, hemos copiado los
resultados en una hoja de calculo, utilizando el programa Excel 2.2 de
Macintosh. Los datos estdn recogidos segun las distintas columnas: A (tipo de
colegio), B (curso), C (edad), D (escala de Mokken), las doce columnas
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siguientes (desde la E hasta la P) se corresponden con los doce valores de la
variable de tarea tipo de serie y las ocho restantes con los valores de la
variable tipo de cédlculo (anexo 5.2)

En los apartados que siguen se desarrollan con detalle cada uno de los
estudios indicados, remitiéndonos a los mismos para una informacién com-
pleta sobre sus aspectos particulares.

5.10.- Distribucion de la muestra

Los datos completos sobre la distribucion del numero de alumnos por
colegios, edades y cursos figuran en el anexo 5.3. En la figura 5.4 se repre-
senta la distribucion del numero de alumnos por colegio (publico-urbano: 1;
publico-rural: 2 y privado-urbano: 3), cuyas frecuencias absolutas son, res-
pectivamente, 133, 95 y 172, lo que hace un total de 400 alumnos. EI centro
con mayor representacion es el colegio Privado-urbano, debido a que sus
grupos son mas numerosos. Por el contrario, en el colegio Publico-rural hay
un menor nimero de alumnos por clase, lo que se refleja en el total de la
submuestra correspondiente.

200 T

172

Frecuencias

1 2 3
Colegios

Figura 5.4.- Distribucién de alumnos por colegios

En cuanto a la distribucion de alumnos por curso, que se representa
mediante el histograma de la figura 5.5, se observa una cierta homogenei-
zacion de las frecuencias absolutas correspondientes a cada curso. La mayor
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representacion corresponde a quinto curso, con un total de 77 alumnos; la
menor representacion corresponde a primero, con un total de 61 alumnos.
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~
80
_ & g © 8
1 O
60
Q
5!
240
=
20
0—

1 2 3 4 5 6
Cursos

Figura 5.5.- Distribucion de alumnos por curso

En lo que se refiere a la variable edad, medida en afos, se han compu-
tado edades que van desde los seis a los doce afios. En la figura 5.6 se pre-
senta la distribucion de frecuencias absolutas de las distintas edades que apa-
recen en cada uno de los seis cursos. En dicho gréafico se observa que en un
mismo curso se dan edades diferentes (el grafico no representa algunos casos
aislados) y que las edades se solapan en los pares de cursos consecutivos, por
lo que es necesario considerar en lo sucesivo dos coordenadas para
caracterizar inequivocamente a cada escolar de la muestra: la edad y el curso.

Razonamiento inductivo numérico




206 Capitulo 5 .- Estudio empirico cuantitativo

60 7| &H o o
i w v
© V4
50 < =
l ~ A B s
2 40 - f 7
s ; ; O s
2 30 1 9
8 O 10
"
= 20 o H 11
i N 4 . |:| 12
10 1 ] :
] D =D ; g (@1
0 - T —s T T
1 2 3 4 5 6
Cursos

Figura 5.6.- Distribucién de alumnos por cursos y edades

Por otra parte se ha constatado que un alto porcentaje de los sujetos de
doce afios eran repetidores y presentaban problemas de retraso escolar. Este
problema no ha sido tan agudo en el resto de los cursos, aunque hay que decir
que en todos ellos hemos encontrado algtin alumno en estas circunstancias. A
pesar de ello, por fidelidad a la realidad, se ha decidido no excluir del estudio
ninguna de las respuestas de este tipo.

5.11.- Distribucion de respuestas segin la escala de Mokken

Al incluir las cuatro series de la escala de Mokken en la prueba de
continuar series, es posible comparar los resultados, en lo que se refiere a esta
parte de la prueba, con los que se obtuvieron en el estudio exploratorio. Si los
resultados son similares se confirmaré la bondad y escalabilidad de esta parte
del modelo asi como la validez de la escala inicial, lo que a su vez justifica la
necesidad de la ampliaciéon de los niveles inferiores. Todo ello con
independencia de los estudios detallados de las respuestas a las pruebas y del
andlisis de la escala completa, que se desarrollan en sucesivos apartados del
presente capitulo.

Los resultados obtenidos por edad, cuyos datos completos se incluyen
en el Anexo 5.4, se distribuyen de acuerdo con el histograma de la figura 5.7
y con el diagrama de frecuencias relativas de la figura 5.8. Igualmente, como
se observa en la tabla de contingencia del mencionado anexo, se obtiene un
valor de 278,7 para el estadistico chi-cuadrado con 30 grados de libertad y
una probabilidad p<0,0001. A efectos de interpretacion de los resultados,
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recordamos que el nivel O se asigna a los alumnos que no contestan ninguna
tarea de la escala (NO), los digitos 1, 2, 3 y 4 corresponden a los cuatro
niveles de la escala de Mokken y el digito 5 se refiere a los casos que no se
adaptan a la escalabilidad de las tareas.

Distribucion escala Mokken

Frecuencia

0 1 2 3 4 5
E.Mokken

Figura 5.7. Distribucion de alumnos segun la escala de Mokken
De acuerdo con estos resultados nos encontramos con solo 16 alumnos
que no se ajustan a la escala de Mokken lo que corresponde a un 4% de la
muestra total o lo que es lo mismo: la escalabilidad es satisfecha por el 96%
de los alumnos.

Poligonos de frecuencias relativas Mokken-edad

6

0 7
C

o 9

§ 10

b 11

12

Escala de Mokken

Figura 5.8.-Interaccion frecuencias relativas, escala de Mokken y edades.

De los datos incluidos en el mencionado anexo 5.3 y de las figuras
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anteriores se extraen las siguientes conclusiones:

- domina el nivel N2 con el 38,50% del total, lo que indica un
predominio claro del nivel aditivo en Educacion Primaria. Este predominio se
mantiene incluso en quinto curso, a pesar de producirse ya un descenso en el
numero de escolares cuyas respuestas corresponden a dicho nivel;

- los 99 alumnos del nivel NO se distribuyen entre los 6, 7 y 8
anos, fundamentalmente;

- Las respuestas de los escolares de 8, 9 y 10 afios tienen un
maximo notorio en el nivel N2 que supera a la mitad de los alumnos;

- el 96,08% de los escolares de 6 afios estdn en el nivel NO y el
resto, el 3,85%, se encuentran en el nivel N1. Por tanto podemos concluir que
los alumnos de 6 afios estdn, en su mayoria, en el nivel NO;

- los alumnos de 7 afios se distribuyen en los niveles N0(46,2%),
N1(25%) y N2(26,9%). Tan sélo uno de ellos ha alcanzado el nivel N3;

- la distribucion de las respuestas de los alumnos de 8 afios es la
siguiente: NO(20%), N1(22,9%) y N2(52,9%). Por tanto, los resultados an-
teriores se mantienen en esta edad (no se alcanza, aun, el nivel N3) y se ob-
serva un aumento del nivel N2, que se constituye en una especie de barrera
que los nifios de esta edad no superan (s6lo lo consiguen tres alumnos de esta
edad;

- tampoco se supera el nivel N2 a los nueve afios, cuyas respues-
tas se distribuyen en dos niveles: N1(18,2%) y N2(61.8%). Vemos, por tanto,
un efecto de acumulacién en el nivel N2 a medida que se avanza en la edad
(desde los 7 hasta los 9 anos);

- debemos esperar hasta los 10 afios, en los que se produce la
distribucién: N1(18,9%), N2(52,7%), N3(149%) y N4(8,11%), para en-
contrar una superacion significativa del nivel N2 y una expansion hacia los
niveles superiores;

- los resultados son similares a los 11 y 12 afios, observandose
una clara tendencia a la disminucién en el nivel N2 y un aumento en los ni-
veles superiores. A los 12 afios permanecen atin en el nivel N1 un 29,6% de
alumnos de esta edad, debido, posiblemente, a los problemas de escolariza-
cion ya mencionados.

Ortiz Comas, A.




Disefio y anélisis de resultados 209

Por tltimo se representan, en el grifico de la figura 5.10, las evoluciones
de cada uno de los niveles de la escala segun las distintas edades.

Poligonos de frecuencias relativas de la escala de Mokken por edades
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Figura 5.10.- Interaccién frecuencias relativas, edades y escala de Mokken

Del andlisis de las respuestas a las tareas de la escala de Mokken de los
alumnos de la nueva muestra (400 escolares), del que se han expuesto los
aspectos fundamentales, se obtienen las dos conclusiones bdsicas siguientes:

1) Se reproducen las tendencias obtenidas con la anterior muestra de 287
alumnos (Apartado 3.8.2);

2) Las respuestas de 88 alumnos, de un total de 177 con edades inferio-
res a los nueve afios, no entran en la escala, lo que representa el 49,71% del
total de la muestra. Este resultado confirma la necesidad de la ampliacion de
la escala en sus niveles inferiores con tareas adecuadas a estas edades.

5.12.- Estudio descriptivo de los resultados de la prueba de continuar
series

Antes de pasar a la ampliacion de la escala de Mokken vamos a exponer,
en el presente apartado, los aspectos fundamentales del estudio descriptivo
realizado a partir de los resultados obtenidos en las distintas tareas de la
prueba de continuar series.

Este estudio, cuya finalidad basica es la de obtener una visién global del
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comportamiento de la muestra ante tareas de razonamiento inductivo
numérico, consta de los siguientes apartados: andlisis de las respuestas por
tareas (variables X), estudio del rendimiento por subestados (variables Z) y
por bloques (variables T) y andlisis de la puntuacion total en la prueba.

5.12.1.- Resultados por tareas

Con las puntuaciones obtenidas en cada uno de los 12 items de la
prueba, se han construido las tablas de contingencia que figuran en el anexo
5.5 y que corresponden a los resultados de las diferentes tareas segun las
edades y los cursos. Con dichas tablas se han realizado contrastes de hip6tesis
mediante el estadistico chi-cuadrado para comprobar, en cada tarea, el grado
de dependencia de las respuestas con la edad y el curso. En particular se han
contrastado las siguientes hipotesis:

HO: No existe relacién o dependencia entre las respuestas al
item y las distintas edades

H1: Existe relacién o dependencia entre las respuestas al item
y las distintas edades

HO: No existe relacién o dependencia entre las respuestas al
item y los distintos cursos
H1: Existe relacién o dependencia entre las respuestas al item
y los distintos cursos

Los resultados de ambos tipos de contraste se recogen en la tabla 5.3.
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Contraste por edad Contraste por curso

Chi-squ. Significac. j Chi-squ. Significac.
X1 72,21 0,0001 69,57 0,0001
X2 93,38 0,0001 98,38 0,0001
X3 132,0 0,0001 131,1 0,0001
X4 112,6 0,0001 111,3 0,0001
X5 186,8 0,0001 195,8 0,0001
X6 131,3 0,0001 134,0 0,0001
X7 115,9 0,0001 117,6 0,0001
X8 89,51 0,0001 97,04 0,0001
X9 66,50 0,0001 82,75 0,0001
X10| 83,56 0,0001 105,9 0,0001
X11] 76,36 0,0001 109,1 0,0001
X12] 55,94 0,0001 78,51 0,0001

Tabla 5.3.- Resumen de los resultados de los contrastes chi-cuadrado por edades y cursos

Como se puede apreciar en los resultados, debemos aceptar, en ambos
casos y para todas las tareas, la hipdtesis alternativa H1, segin la cual existe
dependencia entre las respuestas al item y las variables edad y curso. Estos
resultados difieren de los obtenidos en el estudio exploratorio, en el que sélo
habia diferencias significativas en las tareas multiplicativas y partitivas y el
bloque aditivo era superado, en su conjunto, por todos los alumnos de la
muestra, existiendo diferencias importantes con el bloque multiplicativo.
Creemos que esto es debido a la ampliacién del estudio a niveles inferiores y
al mayor rango de edades y cursos que intervienen.

La importancia de este resultado radica en la influencia de las variables
edad y curso en el rendimiento, lo que adquiere especial significacién cuando
pretendemos realizar un estudio de desarrollo. Esta es una de las razones del
estudio de la evolucién de los resultados por edades y por cursos, haciendo
notar las diferencias entre los aspectos propios del desarrollo intelectual y los
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aspectos propios del desarrollo curricular. Estos resultados no manifiestan por
el momento, ninguna diferencia entre cursos y edades.

En los gréificos de la figura 5.11 se puede apreciar la evolucion de las
respuestas a las tareas por cursos

Poligonos de frecuencias relativas de respuestas por cursos
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Figura 5.11.- Interaccién frecuencias relativas por tareas y cursos

De la interpretacion de dichos graficos podemos destacar lo siguiente:

- En las respuestas por curso se observa un salto significativo de
primero a segundo en cuanto al rendimiento y alcance de las tareas realizadas.
La linea de segundo estd por encima de la de primero y alcanza hasta la tarea
X8, mientras que la linea de primero solo alcanza la tarea X5.

- Los indices de respuestas en los demds cursos son altos y simi-
lares hasta la tarea X8. En cambio, se produce un salto inverso al anterior, de
descenso brusco de los cursos inferiores con respecto a sexto, a partir de la
tarea X9. En estas tareas, los cursos inferiores a quinto tienen indices muy
bajos, produciéndose un salto de dichos cursos a quinto y un salto mayor de
quinto a sexto.

- Se distinguen tres tramos diferenciados: (X1 a X4), (X5 a X8) y
(X9 a X12), que se corresponden con los bloques T1 o simbdlico-numerativo,
T2 o aritmético aditivo y T3 o aritmético multiplicativo.

5.12.2.- Rendimiento por subestados (variables Z)
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Las variables Z1, Z2,73,74,75 y 76 agrupan los pares de tareas de la
prueba de acuerdo con los distintos subestados interpretativos en tareas de
continuar series, que son: simboélico-ordinal, contar de n en n (n<4),
aritmético aditivo, aritmético sustractivo, aritmético multiplicativo y
aritmético partitivo.

Los datos completos del estudio se incluyen en el anexo 5.6 y en la fi-
gura 5.12 se representan los poligonos de frecuencias relativas de los
rendimientos en todos y cada uno de los subestados por edades. De los datos
y graficos se pueden destacar las siguientes conclusiones:

- En los resultados por tareas se observaba una clara diferencia
entre los seis y siete afos asi como de estos con respecto de las demés edades.
En la figura 5.14 se constata que el agrupamiento en subestados diferencia
claramente, en el intervalo [Z1, Z2], entre las edades de seis, siete y ocho
afos y el resto de las edades, que forman un grupo homogéneo.

- A partir de Z2 comienza el descenso de respuestas en todas las
edades, desapareciendo el escalén correspondiente a los escolares de 6 afios.

- En el intervalo [Z3, Z4] solo aparecen rendimientos positivos
para los sujetos con edades superiores a los 6 afios, disminuyendo notable-
mente las diferencias que anteriormente existian entre 7 y 8 afios.

- En el intervalo [Z5, Z6] solo aparecen rendimientos positivos
correspondientes a los alumnos con edades superiores a 10 afios. Se observa
un salto entre los 10 y 11 afios y no se aprecia salto alguno entre los 11 y los
12 afios.

- Las diferencias estdn mds claras entre los cursos superiores con
un escaldén entre quinto y sexto en el intervalo [Z5, Z6].
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Rendimiento relativo por subestados y edades
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Figura 5.12. Interaccion frecuencias relativas, subestados y edades

Si denominamos alcance de un grupo de sujetos con respecto a una
variable de rendimiento, cuyos valores se encuentran ordenados de menor a
mayor, al rango de puntuaciones obtenidas por el 95% de los miembros del
grupo, podremos interpretar los resultados del estudio desde un punto de vista
acumulativo. En nuestro caso, las puntuaciones se refieren a tareas o grupos
de tareas ordenadas en dicho sentido acumulativo, de manera que cada
puntuacién indica un nivel de dominio en toda esa serie de tareas, por lo que
el alcance se puede identificar con el extremo superior del rango mencionado.
En definitiva, podemos denominar “alcance inductivo numérico” al mayor
rendimiento de entre los obtenidos por el 95% de toda la muestra o de una
submuestra especifica en las tareas inductivas de la investigacion; en otras
palabras, el rendimiento de los alumnos més aventajados del grupo.

En la figura 5.16 se representa, tanto por edades (cuadro izquierdo)
como por cursos (cuadro derecho), el alcance de los sujetos de la muestra
expresado en términos de los subestados a los que llegan, como maximo,
respondiendo acertadamente. Como vemos, los distintos alcances en ambos
casos son Z2, Z4 y 76, que coinciden con los subestados terminales de las
agrupaciones por bloques, cuyos resultados se describen en el préximo
apartado.

ALCANCE POR EDAD ALCANCE POR CURSO
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Figura 5.16. Alcance en los distintos subestados segtin edades y cursos

Como se aprecia en el gréifico de la izquierda, los alumnos de 6 afios
consiguen llegar al subestado Z2, los alumnos de 7, 8 y 9 afios alcanzan el
subestado Z4 y los de 10, 11 y 12 afios llegan hasta el subestado Z6. En el
gréafico por cursos, los alumnos de primero consiguen un alcance Z2, los de
segundo tercero y cuarto, un alcance Z4, y los de quinto y sexto, un alcance
76. Estos resultados se ajustan, a partir de Z4 y de las edades y cursos co-
rrespondientes, a los del estudio exploratorio, y estdn de acuerdo con los tres
bloques en que se divide el modelo tedrico establecido en el capitulo 4.

5.12.3.- Respuestas por bloques

Las variables T1, T2 y T3 representan el rendimiento o nimero total de
tareas contestadas correctamente en cada uno de los siguientes bloques
respectivos: simbdlico-numeral, aritmético aditivo y aritmético multiplica-
tivo. Los datos y las tablas de contingencias correspondientes se exponen en
el anexo 5.7 y la figura 5.13 representa las distribuciones de respuestas
correctas por edades, en cada bloque.
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Rendimiento relativo por bloques y edades
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Figura 5.13.- Interaccién frecuencias relativas, bloques y edades

De los datos se deduce que hay tres escalones en T3 para las edades
superiores a los ocho afios, al igual que ocurri6 en el estudio exploratorio. Los
indices estan por debajo de los obtenidos en dicho estudio, pero se conservan
las mismas pautas. En el bloque aritmético aditivo (T2), los alumnos de nueve
aflos superan, aunque por muy poco, a los de diez, lo que también ocurre
entre los cursos cuarto y quinto, en los que dominan dichas edades.

5.12.4.- Puntuacion total en las tareas de continuacion de series

En el histograma de la figura 5.14 se representan las frecuencias relativas
de las puntuaciones totales por edad obtenidas por los 400 escolares de la
muestra. Tal y como se ha comprobado en los apartados anteriores, las
puntuaciones mdas frecuentes son siete y ocho, observindose un aumento
paulatino de los porcentajes desde la puntuacién dos, que consiguen un total
de quince alumnos (3,75% de la muestra), hasta la puntuacién ocho, con un
total de 64 alumnos (16% de la muestra). A partir de aqui se produce un
descenso brusco importante, pasando de los 64 alumnos con ocho puntos a los
27 (6,75%) que han alcanzado nueve puntos.
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Distribucién de frecuencias relativas de las puntuaciones totales por edad
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Figura 5.14. Histograma de porcentajes de alumnos por puntuaciones y edades

Por otra parte, podemos observar los tres intervalos diferenciados si-
guientes: puntuaciones entre 0 y 2 (decreciente), puntuaciones entre 3 y 8
(creciente) y puntuaciones entre 9 y 12 (con pocas variaciones y una gran
diferencia respecto del intervalo anterior. Estas tendencias se justifican por la
dificultad de las tareas para los alumnos de edades y cursos inferiores asi
como por el dominio del modelo aditivo en Educacién Primaria, que provoca
una barrera entre las tareas aditivas y multiplicativas (aumento en el intervalo
(3,8) y descenso brusco posterior).

5.13.-Analisis comparativo de resultados en las variables L y M

Como se ha mencionado en apartados anteriores, los alumnos han rea-
lizado una prueba con dos partes diferenciadas: una primera parte de tareas de
continuar series y una segunda parte con los célculos aritméticos necesarios
para resolverlas. Una de nuestras hipétesis, en concreto la hipétesis H3 (ver
apartado 5.2), postula que existe un desfase entre el rendimiento en célculos y
el rendimiento en las tareas de continuar series. En el presente apartado
pretendemos comparar ambos rendimientos, para lo que nos disponemos a
analizar los resultados de las variables L y M, definidas, como se recordar4,
de la siguiente manera:

L=X5+X6+X7+X8+ X9+ X10+ X11 + X12
M=Y1+Y2+Y3+Y4+Y5+Y6+Y7 + Y8
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Debido a la importancia del curriculum para interpretar los valores de la
variable M, ya que el dominio de los algoritmos de las operaciones son el
resultado de un aprendizaje, en este apartado interpretaremos los datos y
resultados segun los diferentes cursos a diferencia de lo que hemos hecho
hasta ahora, con los resultados de las tareas de continuacién de series que se
ha realizado fundamentalmente por edades.

Las tablas de contingencia de ambas variables por edades y cursos
figuran en el anexo 5.8. La evolucién de los datos por cursos, para ambas
variables, se representa en los gréficos de las figuras 5.15y 5.16

Frecuencias relativas de la variable L por cursos
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Figura 5.15. Distribucidén de frecuencias relativas de los valores de L por cursos
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Frecuencias relativas de la variable M por cursos
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Figura 5.16. Distribucién de frecuencias relativas de los valores de M por cursos

En dichas figuras se comprueban directamente los siguientes extremos:

- se produce un rendimiento mucho mds alto en célculos (M) que
en las correspondientes tareas de continuacion de series (L).

- se pueden apreciar los intervalos de respuestas de cada curso asi
como los alcances. Por ejemplo, todos los alumnos de primer curso presentan
L = 0, pero si observamos la distribucion de estos mismos alumnos en
célculos vemos que se sitian entre los valores 0, 1, 2 y 3, con un alcance que
se encuentra tres puntos por encima del valor obtenido en L.

- los resultados globales aumentan paulatinamente a partir de L =
I y hasta L = 4, con un brusco descenso en L = 5. Se aprecia claramente el
estancamiento o bloqueo que se produce en el paso de lo aditivo a lo mul-
tiplicativo en las tareas de razonamiento inductivo numérico. Este bloqueo,
que se produce en alumnos que ya dominan los algoritmos de las cuatro
operaciones basicas (a partir de tercer curso), sin embargo, no se produce en
las operaciones aritméticas asociadas a las mismas tareas.

- los alumnos que no superan la barrera del valor L = 4 se dan en
porcentajes importantes: 90,6% para tercero, 83,52% para cuarto, 70,18%
para quinto y un 35,43% para sexto. Debemos esperar, por tanto, hasta sexto
curso para que se empiece a desbloquear la situaciéon. En términos globales,
de los 273 alumnos que en teoria deberian superar la puntuacién L = 4 tan
solo la superan 87, queddndose los 186 restantes en las puntuaciones infe-
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riores.

Al comparar los resultados anteriores con los correspondientes a la
variable M (célculos) nos encontramos con diferencias asombrosas. Por poner
un ejemplo de lo que vamos a ver a continuacion, baste decir que frente a los
186 alumnos que no superan la puntuacién L = 4, tan s6lo nos encontramos
con 9 alumnos que no superan el mismo valor para M.

Con el fin de comparar la evolucién de las respuestas computadas en las
variables L y M hemos construido, a partir de los datos, la tabla 5.4 En ella se
distribuyen, por cursos, los porcentajes de las puntuaciones correspondientes
a ambas variables.

0 95 [29,51303]1303]156| O 8,96 5,191 0 0 0 0

1 (333393 [182 | 0 1251 0 |104| O 649 0 1938 0

2 1,67 |213[19,7 [12,1 234 ] O 7461 0 156 O 3,121 0

3 0 9841 242] 182|203 7,811 2241149]22,1] O 4,69 0

4 0 0 7,58 21,2( 18,8 ]3,121343 (1,49 20,8 O 188 O

5 0 0 0 [258( 597| 1251104 (299 (14,1 1649 | 6,53 O

6 0 0 0 16,71 1,56 [ 21,9 (6,49 1448 19,38 | 3,90 4,27] 3,08

7 0 0 0 (152 O 18,8 2,99 269] 7,79( 9,09 234 3,08

8 0 0 0 1,52 0 3591 0 [62,7| 5,19] 80,5|17,2 93,8

Tabla 5.4. Frecuencias relativas de respuestas para las variables L y M por cursos

A partir de los resultados expuestos llegamos a las siguientes conclu-
siones:

a) Las diferencias entre los alcances por curso entre las variables M y L,
a favor de las puntuaciones obtenidas en cdlculos, son las siguientes: tres
puntos para primero, tres puntos para segundo, cuatro puntos para tercero,
dos puntos para cuarto, un punto para quinto y cero puntos para sexto. Si la
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diferencia es de tres o cuatro puntos se puede asegurar que hay un desfase de
dominio de dos operaciones en la secuencia lineal: adicién, sustraccion,
multiplicacién y divisién. El diagrama de la figura 5.17, en el que se exponen
de forma gréfica estas conclusiones, se ha obtenido a partir de los datos de las
tablas anteriores.
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Figura 5.17.- Intervalos de puntuaciones de las variables L. y M por cursos.

Cada una de las diferencias detectadas se puede traducir en los siguientes
términos:

- El desfase de primer curso indica que los alumnos no realizan
ninguna tarea de continuar series pero realizan correctamente las sumas y la
primera resta.

- Los tres puntos de diferencia en segundo curso indican que se
alcanza el subestado aritmético sustractivo en series numéricas mientras que
en calculo se consiguen realizar correctamente los algoritmos correspon-
dientes al subestado aritmético multiplicativo.
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- En tercero la diferencia es maxima, con un valor de cuatro
puntos, lo que indica un alcance de cuatro puntos en las tareas de continua-
cion de series o, lo que es 1o mismo, que en series dominan el subestado sus-
tractivo completo y en operaciones llegan al mdximo posible, es decir, al al-
goritmo de la division.

- A partir de cuarto curso las diferencias se acortan, debido al
desarrollo del curriculum escolar en aritmética. LLas operaciones se utilizan ya
a otros niveles que trascienden lo meramente algoritmico, como por ejemplo
en los procesos de razonamiento inductivo necesarios para las comparaciones
numeéricas.

- En cuarto curso se produce una diferencia de dos puntos, que se
corresponde con el estado aritmético partitivo.

- La diferencia de un punto en quinto curso indica que los
alumnos mds aventajados consiguen aplicar las comparaciones partitivas
elementales en las tareas de razonamiento inductivo numérico. Sin embargo,
hay que esperar hasta sexto curso para que estas diferencias se anulen.

b) El campo de variabilidad (intervalos de puntuaciones) en cada curso
es mayor en L. que en M, lo que se interpreta como que la maduracién y los
logros en razonamiento inductivo numérico son mds lentos que la asimilacion
y el dominio de los algoritmos de las operaciones aritméticas. No obstante,
como veremos mdas adelante al estudiar las intersecciones de los intervalos,
algunos alumnos tienen la misma puntuacién en L y en M, en consonancia
con el desarrollo del curriculum escolar.

Los intervalos de mayor longitud en L se presentan en los cursos su-
periores (cuarto, quinto y sexto) con una amplitud de seis puntos para un
rango maximo de nueve, lo cual es 16gico, ya que a partir de cuarto curso la
mayoria de los alumnos dominan las cuatro operaciones aritméticas basicas y
pueden, como hacen algunos de ellos, aplicar con éxito dichas reglas a las
tareas de continuar series, cosa que no ocurre con los nifios mis pequenos.
Por la misma razon, la mayor variabilidad en calculo se presenta en tercero,
con grandes diferencias entre los alumnos, ya que se trata del curso en el que
se empiezan a trabajar las cuatro operaciones. Esta variabilidad disminuye a
medida que los alumnos dominan los cdlculos, hasta llegar al 93,8% de
alumnos que en sexto curso realizan todos los calculos perfectamente. Este
resultado contrasta con el 17,2% de alumnos del mismo curso que realizan
correctamente todas las series. Ambos porcentajes se invierten en primer
curso, donde hay un 29,5% con M=0 frente a un 95% con L=0.

¢) Teniendo en cuenta el par de valores (L, M) para cada alumno, se
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representa, en la tabla 5.6, la distribucién de frecuencias absolutas de estas
coordenadas en toda la muestra. Los alumnos que han obtenido (0,0) no in-
tervienen en el estudio, ya que, al no realizar tarea alguna, se encuentran fuera
del rango de las capacidades y destrezas que venimos estudiando. Estos
alumnos, posiblemente puedan entrar en otro estudio que contemple la
ampliacion de las pruebas y la escala a niveles inferiores.

0 19 | 22 | 18 | 13 4 5 8 3 5

3 0 0 2 3 5 31 9 10 | 32

4 0 0O |0 0 3 2 10 | 10 | 43

5 0 0 0O |0 0 0 1 3|22

6 0 0 0 0 0 0 0 1 16

7 0 0 0 0 0 0 0 2 | 21

8 0O |0 0O |0 0 0 0 0 15

Tabla 5.5. Tabla de doble entrada de frecuencias absolutas correspondientes a las
variables L y M

Como es evidente, el equilibrio se produce para los valores L = M y se
corresponde con las frecuencias que aparecen en la diagonal, que, excluyendo
los 19 alumnos de primer curso, son un total de 24. Estos alumnos son los que
al parecer presentan un equilibrio entre la asimilacion de las habilidades de
célculo y su aplicacién en razonamiento inductivo numérico. El indice, como
vemos, es bastante bajo; mixime cuando se observa que 15 de ellos son
alumnos de coordenadas (8,8), lo que significa que han superado todas las
tareas y que, posiblemente, también se encuentren fuera del rango del estudio
y deban ser objeto de otro estudio ampliado en los niveles superiores.
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La matriz es triangular superior respecto a la situaciéon de equilibrio, lo
que indica un claro predominio, salvo en tres casos, de las habilidades en
célculo con respecto a su aplicacién en tareas de razonamiento inductivo
numérico finito. De la simple lectura de la dltima columna de la tabla se de-
duce que un total de 188 alumnos dominan todas las habilidades en célculo
(47% de la muestra), de los que tan sélo 15 de ellos (3,75% de la muestra)
consiguen el mismo resultado en las correspondientes tareas de continuar
series.

5.14.- El efecto tope en la nueva muestra

En este apartado queremos presentar evidencia empirica de la existencia
del efecto tope para contrastar la hipotesis H4. Revisada la tarea corres-
pondiente, nos hemos encontrado con un total de 26 alumnos que han
manifestado dicho efecto. La distribucion por cursos ha sido la siguiente: 2
casos en tercero, 3 en cuarto, 8 en quinto y 13 en sexto. El aumento
progresivo se debe a que la proporcién de alumnos que han realizado la tarea,
por ser mas dificil, debe aumentar de acuerdo con los cursos. De todo ello se
deduce que el efecto tope se reproduce en la nueva muestra.

5.15.- Escala acumulativa de Guttman

De acuerdo con Dofson y Summers (1982, pdg. 249), se han propuesto
diversas técnicas para elaborar escalas acumulativas de Guttman. De entre
ellas, podemos citar las siguientes: técnica de tablas de escalograma
(Suchman 1950), técnica Cornell (Guttman 1947), método de cuadrados
minimos (Guttman, 1941) y la técnica de tabulacion transversal (Toby y
Toby, 1954).

Para reactivos dicotdmicos, como es nuestro caso, hemos considerado el
método M.S.A. (Multiple Scalogram Analysis), expuesto por Lingoes, J.C.LL
(1963). Segun este autor:

"Guttman emplea lo que podria llamarse un enfoque dividido, es decir, el
experimentador selecciona un conjunto de reactivos que convienen a un
"universo", lo prueba en cuanto a dimensionalidad, y si se satisfacen ciertos
criterios acepta que tal universo es mensurable por escala. El modelo M.S.A es
completamente determinista como el de Guttman y supone que los reactivos que
se van a analizar son de tipo acumulativo" (Pag. 334).
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En el estudio que hemos realizado se comprueba, en una primera
aproximacion, que existe una tendencia acumulativa en la serie de tareas X1,
X3, X5, X7, X9 y X12, donde las cuatro ultimas constituyen la escala de
Mokken. Esta acumulatividad, que como ya se ha mencionado consiste en
que el éxito en una tarea implica el éxito en las tareas anteriores a ella, se
pone de manifiesto en el escaso nimero de desviaciones que se producen
respecto de la situacion de acumulatividad perfecta. En nuestro caso, de un
total de 6x400 = 2400 celdas (respuestas totales a la prueba de continuar
series), s6lo ocurren 33 respuestas que no respetan la acumulatividad de los
reactivos (se producen 33 cambios con respecto a la acumulatividad perfecta),
lo que supone aproximadamente un 1% del total. Téngase en cuenta que en
los casos de reactivos dicotoémicos, el nimero de respuestas posibles es 20,
siendo n el numero total de tareas o reactivos. De este nimero, tan solo n+1
del total de patrones de respuestas son tipos perfectos o puros; el resto se
consideran no escalares o de error.

Por otra parte, segtin Dofson y Summers (op. citada), lo primordial en
una escala acumulativa es demostrar su consistencia interna, para lo que se
consideran diversos coeficientes, entre los que destacan el coeficiente de
reproductivilidad de Guttman (1950), el coeficiente de adaptabilidad a la
escala de Menzel (1953) y la proporcién de error de Borgatta (1955). Todos
ellos pretenden medir lo mismo, si bien Dofson y Summers aconsejan utilizar
la proporcion de error junto con la medida de Guttman.(Pag. 255).

5.15.1.- Medida de Guttman

La estimacion de la consistencia interna de un conjunto de reactivos se
mide aplicando el coeficiente de reproductibilidad:

1 - [(Error total de colocacion)/ (Sujetos x Reactivos)]
para el que Guttman fij0 un minimo de 0,90 para superar la

monodimensionalidad. La aplicaciéon a nuestros datos de dicho coeficiente
arroja el siguiente resultado:

1-33/4880 =1 -0,006875 =0,993125
Consideramos que este resultado satisface plenamente las exigencias

establecidas por Guttman y valida la consistencia de la escala.
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5.15.2.-Medida de Borgatta
La medida de Borgatta es la proporcion de error:
(Numero de errores) / (Numero méaximo de errores esperados)

El nimero médximo de errores se calcula utilizando la ley de probabili-
dades independientes para determinar las frecuencias esperadas de cada tipo
no escalar a partir de las marginales de cada reactivo. Los célculos corres-
pondientes estin en el anexo 5.9.

El nimero maximo de errores que ha resultado es de 400,0205 y para el
coeficiente de Borgatta hemos obtenido el valor 0,0824. Como resulta que la
proporcién de error serd 1 cuando el nimero de errores de colocacion sea
igual al nimero de errores y 0 cuando no hay errores, el resultado obtenido
valida la consistencia interna de la escala.

A partir de aqui al referirnos a la escala obtenida utilizaremos las siglas
E.L.N. (Escala Inductiva Numérica).

5.16.-Distribucion de la muestra segin la escala inductiva
numérica.(E.I.N.)

Para estudiar la distribucion de los alumnos por niveles segtin las edades
y cursos asi como la evolucion de los mismos hemos considerado la variable
acumulada S= X1+ X3 + X5 + X7 + X9 + X12, considerando la totalidad de
la muestra. No se han eliminado los alumnos que no se adaptan a la escala y
que bajan los resultados que se hubiesen obtenido de no haber sido asi.
Hemos considerado que el estudio es de la totalidad de la muestra y que si
con una tendencia a la baja en los resultados estos muestran regularidades
importantes como veremos a continuacion, aun serian mdas claros los
resultados a favor de nuestras hip6tesis si nos hubiésemos restringido a los
alumnos que se ajustan a la escala.

De acuerdo con las frecuencias de respuestas obtenidas tan solo un
36,5% de los alumnos de 6 afios no han conseguido entrar en la escala lo que
viene a reflejar su bondad en cuanto a su adecuacion a los nifios pequenos.
Este resultado disminuye a un 34,4% si consideramos los alumnos de primer
curso. Cuando decimos que no han entrado en la escala queremos decir que
no han contestado correctamente ninguna de las tareas que la componen. A
estos nifios le hemos asignado un prenivel NO.

Las tablas de contingencia correspondientes a este estudio estan en el
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anexo 5.10.
5.16.1.-Evolucion de los niveles segin las edades

El histograma de la figura 5.18. representa la distribucién de alumnos
por niveles y edades.

Distribucién de frecuencias relativas de alumnos por edades y niveles
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Figura 5.18.- Distribucién de alumnos por edades segun los niveles de la escala E.I.N

Globalmente se aprecia que hay una transicion de los niveles inferiores a
los superiores a medida que aumenta la edad. En cada edad nos encontramos
con escolares pertenecientes a diferentes niveles:

- Los alumnos de seis afos se distribuyen significativamente entre
N1(37,7%), NO (34,4%) y N2(23,0%).

- Al pasar a los siete afos nos encontramos con una expansion de niveles
estando los escolares distribuidos de manera significativa en cinco niveles:
N3(25,00%), N4(23,10%), N1(19,20%), N2(15,40%) y NO(15,40%). Por ello
podemos decir que en nuestra muestra de alumnos la edad de siete afios es
una edad indefinida en cuanto a los niveles con variaciones importantes de
unos nifos respecto a otros en razonamiento inductivo numérico finito

- A los ocho afios se reducen a dos niveles N3(27,40%) y N4(42,50%)
aunque el nivel N2(9,59%) tiene una relativa importancia. A esta edad y de
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acuerdo con los resultados podemos afirmar que se inicia el nivel N5(6,85%)

- Entre los nifios de nueve afos se reproducen los resultados anteriores
pero con un predominio casi absoluto de dos niveles N4(65,50%) y
N3(27,40%) ya que el nivel N5(7,27%) sigue en los inicios.

- A los diez afios se comienza a consolidar el nivel N5 (16,00%), rom-
piendose el estancamiento producido en los dos afios anteriores en el nivel
N4: Los alumnos se inician en el nivel N4 a partir de los siete afios pero no
comienzan a superarlo hasta los diez afios. A esta edad se produce una nueva
expansion estando los nifios distribuidos significativa-mente entre los niveles
N4(52,00%), N3(18,70%) y N5(16,00%). A esta edad se inicia el dltimo nivel
de la escala N6(6,67%)

- A los once anos se consolida la expansion entre los niveles
N4(34,40%), N5(29,70%), N6(18,80%) y N3(12,5%) siempre con tendencia a
un aumento de los niveles superiores en deprimento de los inferiores.

- A los doce afos se mantienen los niveles anteriores N4(27,60%),
N3(27,60%), N5(24,10%) y N6(17,20%).

En sintesis podemos destacar los siguientes resultados:

I) Los alumnos que no han conseguido superar el prenivel NO se distri-
buyen entre los 6 y 8 afios con un descenso notorio ya que con 8 afios tan solo
un 6,5% de los alumnos permanecen en ese nivel.

2) Predominio del nivel aditivo N4 desde los siete hasta los doce anos,
con un aumento paulatino desde los siete afios hasta los nueve que consigue
un maximo para ir descendiendo en las edades superiores.

3) Inicio de los niveles multiplicativos y partitivos a partir de los ocho
aflos con un crecimiento paulatino a partir de dicha edad

5.16.2-Evolucion de los niveles segin los cursos

La distribuciéon de alumnos por niveles y cursos queda reflejada en el
diagrama de la figura 5.19. Los datos se corresponden a los porcentajes re-
lativos a cada curso.

Debido a que en cada curso hay alumnos de dos edades diferentes se
comparten proporcionalmente los resultados obtenidos por edades. Este hecho
suaviza los cambios producidos en los resultados de las transiciones de unos
cursos a otros con respecto a la edad a pesar de que hablamos de seis cursos y
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siete edades y al aumentar el nimero de escalones los saltos deberian ser mas
cortos.

Distribucién de frecuencias relativas de los distintos niveles por cursos
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Figura 5.19. Distribucién de los alumnos por curso segtn los niveles de la escala E.I.N.

5.16.3.- Conclusiones

De los andlisis precedentes y desde un punto de vista de la evolucion del
razonamiento inductivo numérico en Educacion primaria, dos son las
conclusiones fundamentales que se deben considerar:

a) El dominio del nivel aditivo en los escolares de Educacion Primaria en
el tramo siete-doce afios.

b) Tomando como referencia el nivel aditivo, podemos distinguir tres
tramos en la evolucién del razonamiento inductivo numérico en Educacién
Primaria : un primer tramo preaditivo que no supera el nivel N2 y que acaba a
los siete afios con una expansion a niveles superiores. Un segundo tramo
aditivo que también acaba con una expansion a los niveles siguientes, a la
edad de diez u once afios y por ultimo, se inicia un tercer tramo de
consolidacion del nivel partitivo a partir de los once afios.
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5.17.-Ajuste de las competencias aritméticas y en razonamiento inductivo
a los niveles de la E.I.N.

Desde la optica del razonamiento matematico no tiene sentido dominar
una operacion aritmética y no utilizarla en un razonamiento en el que es ne-
cesaria su aplicaciéon. En general podemos decir que una operacion estd
asimilada si el alumno la utiliza como herramienta siempre que sea necesario.
Uno de los contextos cognitivos de aplicaciéon de una operacién es el del
razonamiento inductivo numérico finito y si el nifio no integra las operaciones
en dicho razonamiento podemos decir que no ha completado una parte
importante en el aprendizaje de la aritmética elemental.

Los valores obtenidos para las variables L. y M segin las diferentes
edades y niveles nos hace ver que existe un desfase importante entre el logro
del algoritmo de una operacion y su integracion en el razonamiento inductivo
numérico.

En el presente apartado vamos a comprobar que la medida del ajuste
entre las variables L y M se adapta mejor a nuestros niveles inductivos que a
los cursos o a la edad. En concreto queremos decir que el hecho de que un
nifio supere nuestros niveles en razonamiento inductivo numérico conlleva
una integracion de las operaciones aritméticas en su capacidad inductiva
numérica, cosa que no sucede ni con la edad ni con los cursos en el transcurso
de la Educacion Primaria.

Para realizar este estudio nos hemos basado en los resultados obtenidos
en las tablas de contingencia de la variable M-L por cursos, edades y niveles
(anexo 5.11).

A partir de los datos hemos calculado para cada cada curso, edad y nivel
el valor esperado (V.E) de M-L, obteniendose los resultados de las tablas de
la figura 5.20.
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EDAD R]/[Ii CURSOI 1\\/1_% NIVEL M_E
6 103 1o | 096 N1 | 243
7 228 2° 2,59 N2 3,34
8 3,58 30 404 N3 435
9 4,10 4° 4,16 N4 | 3,59

10 3,77 5° 3,89 N5 | 191
11 3,08 6° 257 N6 031
12 334

Figura 5.20. Valores esperados (V.E) de la variable M-L por edad, curso y nivel E.I.N

Circunscrito a nuestra poblaciéon de alumnos de Educaciéon Primaria, los
valores obtenidos hacen ver que ni la evolucién de la edad, ni la de los cursos,
consiguen un efecto de acercamiento entre las habilidades en calculo y su
integracion en el razonamiento inductivo numérico, sin embargo para los
alumnos que superan el nivel N6 de nuestra escala no hay diferencias entre
ambos aspectos correspondiendoles un valor esperado en M-L de 0,31, lo que
significa que integran las cuatro operaciones en sus capacidades de
razonamiento inductivo numérico.

Por edades a pesar de alcanzar los 11 o 12 afios vemos como las dife-
rencias entre L y M son de al menos dos operaciones ya que les corresponde
un valor esperado de 3,34.

Por cursos también podemos decir algo parecido en cuanto que a los
alumnos de sexto les ha correspondido un valor esperado de 2,57 que equi-
vale a una operacion.

Para nuestro trabajo este resultado es una medida de una relacion posi-
tiva entre la consistencia de las pruebas realizadas en cuanto a sus objetivos
en relacion con la validez de constructo.

5.18.- Fiabilidad de la prueba

Para medir el grado de consistencia de la prueba realizada por los
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alumnos de la muestra y por tanto confirmar los resultados obtenidos, hemos
llevado a cabo un estudio de la correlacién entre dos mitades de los itemes de
la prueba, en concreto los pares e impares. A partir de los datos del anexo
5.12, hemos obtenido el valor 0,9287 para el coeficiente de Spearman-Brown
y el valor 0,9281 para el coeficiente de Guttman. Estos valores confirman
significativamente la consistencia interna y la estabilidad de la prueba.

5.19.-Resultados del cuestionario realizado por los profesores

Los objetivos del cuestionario consistian en contar con informacién di-
recta del profesorado en las competencias bdsicas necesarias en los alumnos
para la realizacion de las tareas de la prueba escrita, contrastar los resultados
obtenidos por los alumnos en la prueba escrita con dicha informacion,
conocer en opinién del profesor el estado de las competencias de los alumnos
en las habilidades y destrezas necesarias para resolver las tareas de ra-
zonamiento inductivo numérico en las series soporte de nuestra investigacion
y obtener evidencia empirica en cuanto a la bondad de dicha opinién respecto
a las competencias aritméticas conseguidas por los alumnos en los procesos
de aprendizaje y los resultados obtenidos por los alumnos.

Las cuestiones a contestar por los profesores estaban organizadas de
acuerdo con nuestro modelo tedrico y en relaciéon con las variables inde-
pendientes de tareas que se corresponden con los diferentes estados: estado 5
o simbodlico ordinal, estado 6 o de conteo de n en n, estado 7 o aritmético
aditivo (incluyendo las operaciones de suma y resta) y el estado 8 o multi-
plicativo (incluyendo el producto y el cociente).

Para realizar la comparacion entre los resultados obtenidos por los
alumnos y los datos de la encuesta hemos considerado los promedios de res-
puestas acertadas por los alumnos en cada estado y el promedio asignado por
los profesores. Los datos los hemos recogido en la tabla 5.6, en la cual las
filas representan el promedio de respuestas en cada estado en los diferentes
cursos y por columnas los promedios en cada curso segtn los diferentes
estados: de los alumnos en la columna A y de los profesores en la columna B.
Los datos tanto en un caso como en otro estdn referidos al porcentaje de
alumnos que superan las tareas correspondientes. En la tabla 5.7 exponemos
las diferencias entre los porcentajes asignados por los profesores y los ob-
tenidos por los alumnos.
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A|IB|JA|B|A|B]A(B|A|B A|B

5 |516]| 60 6137 87 ]90,65/97,351 955|196 | 96,1| 94 |97.7 |96

6 |319]| 77 1682 86 [I85,15(96,66] 91 94 | 94,8 92,66098,45]94,66

7 | 1,64 |64,28] 39,4 (94,76153,52 [ 99,524 724 99,52 [72,72 | 100 | 66,48] 100

8 0 0 0,761 22,77} 7.42|84.44] 894 95 | 20.8197,77} 50 | 100

Tabla 5.6.Porcentajes de respuestas obtenidas por los alumnos en los distintos estados
(columna A) y porcentaje asignados por los profesores (columna B) por cursos

En vista a los datos obtenidos podemos precisar:

a) En el estado 5 no se aprecian unas diferencias importantes en cuanto a
los porcentajes de alumnos con éxito asignados por los profesores y los

obtenidos en las pruebas realizadas. La mayor diferencia es de un 25,63% en
segundo.

1 2 3 4 5 6

5 84 256 | 6,7 | 05 2,1 -17

6 45,1 (178 | 11,5 3 2,1 -3)7

7 626 | 553 | 46 | 27,1 |272 |355

8 0 22 77 86 769 | 50

Tabla 5.7. Diferencias entre porcentajes de respuestas asignados por los profesores y
los obtenidos por los alumnos

b)Las diferencias se hacen notorias a medida que avanzamos por los
estados y cursos.

¢) Podemos decir que las diferencias crecen si se mide una competencia
aritmética curricular correspondiente al curso en cuestion: estado 7 en pri-
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mero y segundo, estado 8 en tercero y cuarto.

d) En todos los cursos las diferencias se hacen notar con una gran im-
portancia en los estados 7 y 8, que se corresponden con las cuatro operaciones
de la aritmética elemental.

Como vemos, los profesores estiman el rendimiento de sus alumnos en
aritmética muy por encima de los resultados que hemos obtenido.

5.20.- Resultados y conclusiones

De acuerdo con nuestro disefio expuesto al principio de este capitulo,
hemos desarrollado un estudio empirico cuantitativo descriptivo que ha
permitido obtener informacion sobre la evolucién del razonamiento inductivo
numérico en los escolares de Educacion Primaria, en concreto en los escolares
que han formado nuestra muestra.

Segtin con el orden en que hemos ido desarrollando el estudio, hemos
llegado a las siguientes conclusiones:

1. Respecto a la escala de Mokken los resultados obtenidos con la nueva
muestra no difieren de los obtenidos con la muestra del estudio exploratorio
expuestos en el capitulo 3. Este hecho constata la bondad de la escala
obtenida entonces y confirman los resultados expuestos en el capitulo 3 y por
tanto el soporte empirico de nuestro modelo tedrico de la evolucién del
razonamiento inductivo numérico, basado en connotaciones obtenidas a partir
de las respuestas verbales del estudio exploratorio.

2.- Los alumnos quedan agrupados evolutivamente en tres categorias
que se corresponden con los bloques simbdlico-numerativo, aritmético-
aditivo y aritmético-multiplicativo de nuestro modelo tedrico. La distribucién
de las mismas por edades y cursos, sin solapamientos, se exponen en la figura
5.21.

Bloques Cursos Edades Estados
Simbdlico .
numeral Tl 1 6 5,6
Aritmético
aditivo T2 2°,3%4° 7,8,9 7
Aritmético

e T3 5°,6°. 10,11,12 8
multiplicativo

Figura 5.21- Evolucién de las respuestas por bloques, cursos, edades y estados
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Una categoria es un grupo de alumnos homogéneo en cuanto a
competencias en razonamiento inductivo numérico, que en su conjunto
permanecen en un estado determinado y no necesariamente han obtenido el
mismo rendimiento en las tareas de continuacion de series dentro del estado
que les corresponde. Estas categorias se establecen de acuerdo con los
alcances conseguidos por los alumnos mds aventajados en las distintas tareas
que han realizado (apdo 5.11.2). Los alumnos de seis afios no superan
ninguna tarea aritmética y permanecen en un estado simbolico-numeral. Los
alumnos de siete, ocho y nueve afios logran en su mayoria interpretar series
aditivas y sustractivas, pero fracasan con las multiplicativas. Por dltimo, los
alumnos a partir de los diez afnos alcanzan significativamente las series
multiplicativas y partitivas.

3.- Los resultados anteriores estdn en relacién con la evolucién de las
frecuencias obtenidas para los distintos valores de la puntuacién total (suma
de puntos) obtenida por cada alumno en las tareas de continuar series
(rendimiento en series) distinguiendo en dicha evolucion tres tramos
diferenciados: (0,2) decreciente, (3,8) creciente y (9,12) decreciente.(aptdo.
5.11.4).

El maximo conseguido en el valor 8 estd en consonancia con el dominio
del modelo aditivo en Educacion Primaria.

4.-En la muestra de alumnos de Educacion Primaria investigada solo
aquellos que dominan el algoritmo de la multiplicacién dominan las tareas de
continuar series aditivas. Segun la secuencia de aprendizaje de los algoritmo
de las operaciones aritmética existe un desfase de dos operaciones entre el
éxito algoritmico y el éxito en tareas de continuar series. Esta diferencia se
acorta a partir de sexto curso.

Con esta conclusiéon se confirma la hipétesis H3: "El dominio del
algoritmo de una operacion no se traduce de manera inmediata en una
competencia en razonamiento inductivo numérico. En los escolares de
Educacién Primaria existe un desfase de al menos dos afos desde que
aprenden un procedimiento, propiedad o concepto aritmético hasta que lo
integran en sus capacidades de razonamiento inductivo numérico"

5.-Las tareas de continuar series X1, X3, X5, X7, X9,y X12, constituyen
una escala acumulativa de Guttmann. Las series asociadas y los distintos
subestados del modelo tedrico que les corresponden son los siguientes:
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X1:17,27,37,47, ............... subestado representacional
X3:3,5,7,9, e subestado sintactico-numeral
X5:0,6,12,18, ceeueeeeeenn subestado aritmético aditivo
X7:40, 32,24, 16, ................ subestado aritmético sustractivo
X9:2,6,18,54,. e subestado aritmético multiplicativo
X12:243,81,27,9, .............. subestado aritmético partitivo

Esta conclusion es una conclusion estadistica basada en la estimacion de
la consistencia interna de la escala, para la que hemos obtenido un alto grado
de fiabilidad.(aptdo 5.14). A esta escala la hemos denominado Escala
Inductiva Numérica y la representamos por las siglas E.I.N..

6.- La distribucion de edades y cursos segin los distintos niveles de la
E.IN. es la siguiente:

Nivel Edades Cursos

N1 6 7 | )

N2 | 6|7 1| 2

N3 7 10|11 2 4 |5
N4 7 10|111]12 2 41516
N5 10111]12 41516
N6 11)12 516

Figura 5.22.- Distribucion de los niveles de la EI.LN
por cursos y edades al 95%

6.1.- En primer curso hay alumnos de dos niveles, produciéndose una
expansion a cuatro niveles en segundo curso. Lo mismo ocurre al
pasar de cuarto curso a quinto curso.

En cuanto a las edades, estas expansiones se producen a los siete y
once anos.

6.2.- Los niveles N2 y N4 producen un escalonamiento: N2 es una
barrera para los alumnos de seis afios y primer curso, y N4 es una
barrera para los alumnos de nueve-diez afos y tercero-cuarto curso

7) El hecho de que un escolar de Educacion Primaria haya alcanzado el
ultimo nivel de la escala inductiva numérica, significa que ha integrado las
cuatro operaciones de la aritmética en sus habilidades y destrezas de
razonamiento inductivo numérico. Sin embargo, el que un alumno esté en
sexto curso o bien, que haya cumplido los doce afios, no significa que tenga
integradas las operaciones aritméticas en su capacidad de razonamiento
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inductivo numérico.

Este hecho lo hemos comprobado estudiando la evolucién del
rendimiento en las tareas de continuar series y en los célculos aritméticos que
se deben aplicar para resolverlas. Si el estudio se realiza por edades o cursos,
resulta que en todos estos casos hay un mayor rendimiento en cdalculo. Si el
estudio se realiza por niveles resulta que a partir del nivel N4 las diferencias
se van acortando llegando a ser nulas en los alumnos del nivel N6.

8) En el capitulo 1 apdo 1.2.3.3, definiamos el efecto tope: "Dada la
tarea de continuar una serie partitiva en la que el ultimo elemento a
determinar es 1, diremos que en un alumno se ha producido el efecto tope, si
al obtener este término, le asigna el valor 0, habiendo calculado
adecuadamente el término anterior asi como la regla partitiva
correspondiente”

En base a los resultados de las pruebas realizadas anteriormente,
enunciamos la hipétesis H4: "El efecto tope no es un efecto casual y local. Se
produce en cualquier muestra importante de escolares de Educacion Primaria
que realice una prueba de continuar series preparada intencionadamente con
tal fin"

En el apartado 5.13, se comprueba nuevamente que se reproduce
significativamente el efecto tope en la muestra que hemos estudiado, lo que
confirma nuestra hipétesis en el contexto de nuestra investigacion.

Con estos resultados se logran los objetivos planteados al comienzo de
este capitulo en lo que respecta a los objetivos e hipétesis del problema de
investigacion

Queda por culminar el estudio de casos correspondiente a la segunda
etapa del proceso de validacion de la hipétesis H2, con el fin de obtener unas
primeras caracteristicas de los diferentes perfiles inductivos correspondientes
a los distintos niveles de la E.ILN. que es el objetivo del estudio empirico
cualitativo que se desarrolla en el préximo capitulo.
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CAPITULO 6

ESTUDIO EMPIRICO CUALITATIVO

6.1.-Introduccion

Con el estudio cuantitativo que se ha expuesto en el capitulo anterior se
ha cubierto una parte importante de la segunda etapa de la investigacion, de
la que podemos destacar los siguientes resultados y conclusiones:

a) se ha obtenido evidencia empirica que estd de acuerdo con los plan-
teamientos tedricos;

b) se ha comprobado la validez de la escala de Mokken y se ha identifi-
cado una nueva escala acumulativa para todos los niveles de Educacién Pri-
maria, poniéndose de manifiesto la pertinencia e idoneidad del modelo de
desarrollo del razonamiento inductivo numérico (hipétesis H2);

c¢) se han obtenido resultados que confirman la existencia de un desfase
de al menos dos afios entre el dominio de los algoritmos de las operaciones
aritméticas elementales y su aplicacion efectiva en tareas inductivas finitas de
continuacion de series numéricas (hipotesis H3);

d) se ha comprobado de nuevo la aparicién del efecto tope, lo que indica
que no es casual y que, efectivamente, se trata de una regularidad que se
produce en determinado tipo de alumnos de los niveles estudiados (hipétesis
H4);

e) se ha analizado el comportamiento global de la muestra, detectandose
regularidades y situaciones singulares (saltos y expansiones) que forman
parte de etapas diferenciadas en la evolucién de las competencias inductivas
analizadas. De estre estas regularidades destacamos, por su especial
importancia, las siguientes:

e.l - se produce un primer salto cualitativo importante de 1° a 2°
Cursos;

e.2 - se constata una primera expansion o diversificacion de ni-
veles de competencias en 2° curso;

e.3 - se produce un claro predominio del nivel aditivo (N4) en la
mayor parte de la Educacién Primaria y un estancamiento en dicho nivel a lo
largo de varios afios (desde 2° hasta 5° (7 a 10 afos));

e.4 - se identifica un segundo salto cualitativo de 4° a 5° cursos;

e.5 - se constata una segunda expansion o diversificacion de ni-
veles en 5° curso, aunque esta vez de menor importancia que la primera;

e.6 - los datos confirman el dominio parcial del modelo multi-
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plicativo en los cursos superiores (5° y 6°), lo que hace pensar en la posibi-
lidad de que el dominio completo se alcance en cursos y edades superiores.

Como es evidente, los resultados y conclusiones que se han expuesto en
los apartados a, b, ¢ y d del breve resimen anterior, sin dejar de ser impor-
tantes ni de reconocer que se adaptan a lo previsto, se han obtenido mediante
unas pruebas escritas, escuetas y necesariamente limitadas, y se refieren a
una informacion primaria y descriptiva sobre el comportamiento general de la
muestra ante las tareas propuestas. Asimismo, los resultados del apartado e)
proporcionan una informacion anadida sobre determinadas caracteristicas de
la evolucién que no estaban contempladas en el modelo. Se trata de
resultados generales que parecen distorsionar la acumulatividad de la escala y
que pueden estar relacionados con las peculiaridades del desarrollo curricular
y con el desfase detectado entre destrezas algoritmicas y competencias
inductivas. Pero, estas, son sélo conjeturas; lo cierto es, en definitiva, que con
el estudio realizado no se puede decir mucho més de lo que se menciona en
dichos apartados.

Por tanto, para completar el trabajo, creemos necesario realizar un
estudio complementario de cardcter cualitativo, basado en la observacion de
los comportamientos individuales de un grupo reducido de sujetos
seleccionados cuidadosamente de entre los que han participado en el estudio
cuantitativo, ante situaciones inductivas numéricas finitas. Que duda cabe de
que, para atender a las limitaciones y necesidades sefialadas en los parrafos
anteriores, tanto las situaciones como los procedimientos a utilizar y, sobre
todo, la seleccion de los participantes, se deben fundamentar en unos criterios
claros que dimanen directamente de los resultados y conclusiones del estudio
cuantitativo.

En los primeros apartados del presente capitulo se expone el disefio del
estudio cualitativo realizado; a continuacién, en la segunda mitad del capi-
tulo, se expone el andlisis de los resultados obtenidos, para terminar con las
conclusiones que se deducen del estudio completo. Como veremos, dichos
resultados estdn, en general, de acuerdo con lo observado en el estudio em-
pirico cuantitativo, obteniéndose, ademds, nuevos datos y referencias que
completan el perfil en razonamiento inductivo numérico de los diferentes ni-
veles de la escala acumulativa asociada al modelo tedrico.

6.2.- Propositos del estudio

Ortiz Comas, A.




Disefio y anélisis de resultados 241

De acuerdo con el marco metodolégico, apartado 2.4, se pretende:

1) completar la evidencia empirica del estudio cuantitativo a favor de las
hipétesis H1, H2 y H3 mediante un andlisis en profundidad de las respuestas
a tareas diferentes a las utilizadas en el estudio anterior, lo que a su vez
confirmaré la bondad de la escala y del modelo construido; en particular, se
espera:

a) confirmar el ajuste de los escolares elegidos al nivel que han
manifestado en la prueba objetiva. En otras palabras, comprobar que los es-
colares alcanzan exactamente el grado de dificultad correspondiente a su ni-
vel ante la realizacion de actividades distintas a las de la prueba realizada,
graduadas en orden evolutivo de acuerdo con el modelo tedrico;

b) comprobar que alumnos del mismo curso (o edad) que se en-
cuentran en niveles diferentes también manifiestan competencias diferentes
en razonamiento inductivo numérico;

¢) comprobar que alumnos del mismo nivel consiguen superar,
exactamente y con independencia de la edad o del curso, el mismo grado de
dificultad en las actividades que se les proponen, manifestando las mismas
competencias en razonamiento inductivo numérico.

2) caracterizar y justificar los resultados de las pruebas escritas y dar
significado a los comportamientos generales y a las situaciones singulares
encontradas asi como a los procedimientos, destrezas y estrategias inductivas
que los sujetos utilizan para alcanzar un determinado rendimiento, es decir,
completar los perfiles de razonamiento inductivo numérico correspondientes
a cada uno de los niveles de la escala acumulativa (hipétesis H2).

La comprobacién positiva de los aspectos anteriores consideramos que
aflade argumentos que aseguran atin mds la certeza de las hipétesis H1 y H3 y
aporta informacion suficiente para afirmar la bondad de la hipotesis H2 y
completar la evidencia encontrada a favor de la misma, con lo que se habrén
alcanzado los siguientes objetivos de los enunciados en el apartado 1.7.2:

O4: "Establecer un modelo tedrico evolutivo de razonamiento
inductivo numérico y comprobar con escolares de Educacion Primaria la
utilidad y eficacia del modelo para describir su comportamiento real en
razonamiento inductivo numérico"

O5: "Caracterizar cada uno de los diferentes estados de desa-
rrollo en términos de estrategias y procedimientos inductivos propios de la
aritmética escolar".

Induccion numérica en Educacion Primaria
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6.3.- Metodologia

Para alcanzar los propodsitos de la investigacion es necesario examinar
casos individuales sefialados, con un enfoque mas profundo y detallado que
el empleado en el estudio cuantitativo anterior. Esto implica que la muestra
debe ser pequefia, intencional y elegida de entre los 400 escolares que han
participado en el estudio anterior. Por otra parte, esta nueva indagacion se
deberd realizar mediante los procedimientos y técnicas adecuados a los
propositos especificos del estudio, que consideramos que son, entre otros, la
entrevista clinica individual semiestructurada y el andlisis de tareas (Cohen
1990, pag. 377). En este sentido estamos de acuerdo con Goetz y Lecompte
(1988) cuando afirman:

En la seleccion de estrategias de recogida de datos, la concepcion etnogréfica es
que una teoria no se debe limitar al uso de una sola estrategia de recogida de
datos: si es vdlida, debe ser susceptible de confirmaciéon mediante varias
estrategias ( Pag. 81).

Para simplificar el trabajo decidimos unificar la entrevista y el anélisis
de tareas en un s6lo procedimiento, en el mismo sentido ya utilizado en va-
rios estudios psicoldgicos sobre la induccién dentro del paradigma media-
cional y, més concretamente, en el marco de la teoria de la continuidad (ver
Anexo 4.1). Tal es el caso de Bruner, Goodnov y Austin (1956); Restle
(1962); Restle y Grenno (1970); Egan y Grenno (1973), etc.. En nuestro caso,
vamos a proponer a cada alumno entrevistado la realizaciéon de tres
actividades, dos de ellas manipulativas y con una cierta componente lidica,
que actuan como campo de observacion y como soporte de la entrevista.

Cada actividad tiene una finalidad determinada para obtener un tipo
concreto de informacion y va acompanada de unas preguntas e intervenciones
minimas del entrevistador que son comunes para todos los sujetos. El resto
del desarrollo de las entrevistas, en cuyo transcurso se provoca, intencionada-
mente, la interaccién constante entre el entrevistador y el entrevistado,
dependera de las respuestas de cada sujeto. Veamos, a continuacién, algunas
consideraciones generales sobre las tres tareas, la informacién que se
pretende obtener con cada una de ellas y la justificacion de las mismas desde
el punto de vista del razonamiento inductivo numérico.

Actividad 1: Al alumno se le muestra una pareja de numeros y debe
decir las semejanzas y diferencias que él cree que existen entre ellos; el pro-
cedimiento se repite con varias parejas mas.

Se pretende obtener informacion sobre los conocimientos y competen-

Ortiz Comas, A.




Disefio y anélisis de resultados 243

cias del alumno ante la necesidad de establecer relaciones numéricas simples.
Una vez recogidas todas las relaciones que el alumno identifica, se ca-
tegorizan y analizan en relacién con los diferentes estados de nuestro modelo
tedrico, a través de los niveles de la E.I.N.

Actividad 2: FEl alumno elige un nimero y el investigador, sin decir
nada, pone a su lado otro numero que guarda con el anterior una cierta re-
lacién que sélo €l conoce; el procedimiento se repite con nuevos nimeros
elegidos por el alumno, a cuyo lado vuelve a poner el investigador los nu-
meros que corresponden siguiendo el mismo criterio; el proceso continua
hasta que el alumno averigua el criterio o desiste en el empefio.

La informacion que se espera obtener con esta actividad se refiere a las
estrategias y célculos utilizados ante la necesidad de establecer patrones
numéricos basados en relaciones del tipo anterior (actividad 1), segtn los
diferentes estados del modelo tedrico y los niveles de la E.I.N. Esta infor-
macion servird para confirmar la fiabilidad de los niveles asignados a los
alumnos segun su rendimiento en la prueba escrita.

Actividad 3: Ante varias parejas de numeros, entre las que existen re-
laciones diversas, a veces iguales, el alumno debe hacer grupos de parejas, de
manera que en cada grupo deben estar todas las parejas de nimeros que
guardan entre si la misma relacion.

La informacién se refiere aqui a la capacidad de los alumnos ante la
necesidad de comparar entre si relaciones numéricas del tipo anterior
(actividad 2) e identificar relaciones semejantes y parejas de numeros entre
los que se puede establecer la misma relacion.

Estas actividades se encuentran escalonadas en relacion con tres planos
de significacion inductiva:

a) La comparacion de dos numeros escritos permite detectar diferencias
y coincidencias entre ellos (primer plano de significacién inductiva).

b) Entre varias parejas de numeros hay diferencias o coincidencias que
se mantienen; por ejemplo: (2.4), (3,6), (11,22),... Identificar estas diferencias
o coincidencias supone la realizacion de inferencias inductivas (segundo
plano de significacion inductiva).

c) Descubrir la regularidad comtn a varias parejas de nimeros o cla-
sificar parejas de numeros por relaciones comunes, supone identificar rela-
ciones existentes entre relaciones simples (tercer plano de significacion in-
ductiva). Ejemplo: ante las parejas (3,4), (5,10), (3,6), (25,26), podemos
emparejar (3,4) y (25,26) por la relacién uno méas y (5,10) con (3,6) por la
relacion doble-mitad.
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Con los datos obtenidos del desarrollo de las entrevistas en cada una de
estas actividades, cuyos detalles se describen en el apartado 6.5, nos propo-
nemos realizar tres estudios especificos y uno general. Los estudios espe-
cificos, que vienen determinados por los resultados del estudio empirico
cuantitativo (apartado 6.1, epigrafe e) y de los que se deducen los criterios
para la eleccion de los sujetos de la muestra, son los siguientes:

Estudio I. De la constatacion del predominio del nivel N4 en las edades
de 7 a 10 afios y en los cursos 2°, 3°,4° y 5°, estamos interesados en averiguar
cudl es la influencia de las edades y cursos sobre dicho efecto de
estancamiento. La cuestion es la siguiente: si las respuestas de dos alumnos
de edades y cursos diferentes estdn en el mismo nivel, ;quiere ello decir que
ambos alumnos se encuentran en la misma situacion en razonamiento induc-
tivo numérico, con independencia de las diferencias que existen entre ellos en
cuanto a edad, curso y conocimientos adquiridos?.

Estudio II. De las expansiones constatadas en 2° curso (7 afios) y en 5°
curso (11 afos), en las que encontramos alumnos de la misma edad y curso
pero con diferencias que llegan a veces hasta tres grados en cuanto al nivel de
sus respuestas, estamos interesados en comparar las competencias y
capacidades de estos alumnos para averiguar si se dan entre ellas las dife-
rencias que aparentemente indican los distintos niveles alcanzados en razo-
namiento inductivo numérico.

Estudio III. De los saltos que se han observado entre los seis y los siete
afos (de 1°, nivel N2 a 2°, nivel N4, en sus niveles mdximos) y entre los 9 y
los 10 afios (de 4°, nivel N4 a 5°, nivel N6, en sus niveles mdximos), que van
acompanados de las expansiones ya mencionadas, nos interesa analizar las
respuestas de pares de sujetos extremos en ambas situaciones (seis afios, 1°,
nivel N2 y siete afios, 2°, nivel N4; 9 afios, 4°, nivel N4 y 10 afios, 5°, nivel
N6), para averiguar porqué se producen esas diferencias tan grandes en tan
corto espacio de tiempo (1 afo de diferencia en la edad).

El estudio general requiere, segin los propdsitos enunciados en el
apartado anterior, que se examinen detenidamente las respuestas y los com-
portamientos de alumnos de todos los niveles y de las edades y cursos mas
representativos, por lo que a partir de los alumnos ya seleccionados para los
estudios anteriores hemos ampliado con lo escolares necesarios para la
realizacion de este estudio general.
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La recogida de informacion, como se expone con detalle en el apartado
6.6, se realiza mediante fichas de campo y grabacién en video de las entre-
vistas completas. Para el andlisis de datos se realiza la transcripcién completa
del desarrollo de las entrevistas, se analizan, clasifican y comparan los
diversos comportamientos, de acuerdo con cada uno de los estudios, y se
categorizan las respuestas de acuerdo con la escala acumulativa y con el mo-
delo tedrico.

6.4.- Eleccion y distribucion de la muestra

La muestra de escolares para la realizacién del estudio viene determi-
nada, como se ha mencionado, por los requerimientos de los estudios espe-
cificos previstos. Asi, utilizando una terna formada por el nivel alcanzado en
la prueba escrita, la edad y el curso para representar la situacién de cada
sujeto, obtenemos la siguiente composicion bésica:

Estudio I Tres alumnos determinados por las coordenadas (N4, 7, 2°),
(N4, 9, 3°), (N4, 10, 4°);

Estudio II Dos alumnos de coordenadas (N1, 7, 2°) y (N4, 7, 2°), para la
primera parte del estudio y dos alumnos de coordenadas (N3, 11, 5°) y (N6,
11, 5°), para la segunda;

Estudio III Dos alumnos de coordenadas (N2, 6, 1°) y (N4, 7, 2°), para
la primera parte del estudio y dos alumnos de coordenadas (N4,94°) y
(N6,10, 5°), para la segunda;

El total de la muestra requerida para la realizacion de los tres estudios
anteriores asciende, por tanto, a 11 alumnos por colegio. Pero, puesto que una
de las ternas se repite en tres de los estudios (N4, 7, 2)) y es suficiente elegir
un s6lo alumno de estas caracteristicas, decidimos que con 9 casos por
colegio se pueden cubrir satisfactoriamente las necesidades para la
realizaciéon de los estudios I, II y IIl. Por otra parte, para mantener los
criterios ya establecidos en el estudio cuantitativo y poder realizar el estudio
general es suficiente con 10 casos por centro, lo que hace un total de 30
alumnos elegidos de entre los 400 que realizaron las pruebas escritas.

Una vez establecidas las caracteristicas y composicion de la muestra, se
procede a seleccionar los sujetos. Para ello se organizan las 400 pruebas es-
critas por colegios y cursos y se identifica cada una de ellas por medio de las
tres coordenadas ya mencionadas. A continuacion, separadas en carpetas las
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pruebas correspondientes a cada curso de cada uno de los tres centros, se
anotan en cada carpeta los datos de los alumnos a seleccionar. Por dltimo, se
abre cada carpeta, se van pasando las pruebas una por una y se eligen las
primeras que aparecen con los datos requeridos. En todos los casos se toman
alumnos de reserva para evitar posibles problemas de ausencia o indisposi-
cién en el momento de realizar la entrevista.

La distribucién de la muestra de alumnos por colegios y niveles, para la
realizacion de este estudio cualitativo, es la que figura en la tabla 6.1. Como
se puede apreciar en dicha tabla, el tamafio muestral es inferior en dos sujetos
al previsto, lo que se debe a que en el colegio publico-urbano, no existen
alumnos de coordenadas (N1,7,2) y (N6,11,5).

Nivel N1 [ N2 | N3 | N4 | N5 | N6
|Colegio
1 0 1 0 4 0 3
2 1 1 1 4 1 2
3 1 1 1 3 1 3
Totales 2 3 2 11| 2 8

Tabla 6.1. Distribucién de alumnos por colegios y niveles

Como podemos observar con los casos seleccionados podemos realizar
todos los estudios que son necesarios para culminar satisfactoriamente la
investigacion.

6.5.- Actividades

En el apartado 6.3 se han expuesto algunas consideraciones generales
sobre las tareas que vamos a completar en el presente apartado con una in-
formacién mucho més detallada. Al ser una entrevista semiestructurada, de-
ben especificarse en el disefio previo tanto el contenido como los procedi-
mientos (Cohen, 1990. Pag. 379). Por ello, exponemos a continuacién, en
sucesivos apartados, el objetivo pretendido, el material utilizado, el desarrollo
de la entrevista, los aspectos a observar y la codificaciéon utilizada en cada
una de las actividades que constituyen el soporte de las entrevistas.
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6.5.1.- Actividad 1

“Al alumno se le muestra una pareja de numeros y debe decir las seme-
janzas y diferencias que €l cree que existen entre ellos; el procedimiento se
repite con varias parejas mas”.

Con esta actividad nos situamos en el primer plano de significacion. El
alumno so6lo tiene que hacer alusion a propiedades numéricas en el momento
de establecer o identificar las relaciones.

6.5.1.1.- Objetivo

El aspecto bdsico que se pretende explorar es el uso de la analogia
numérica, es decir, el descubrimiento, por parte de los escolares, de posibles
analogias entre pares de numeros diferentes, lo que implica que las analogias
que se pueden establecer varian de unas parejas a otras. Se trata de una
actividad que se orienta, principalmente, a los escolares de los primeros
cursos de Educacién Primaria, con la intenciéon de ampliar los trabajos ya
realizados en los cursos mds avanzados.

6.5.1.2.- Material

El material utilizado en esta actividad consta de diez parejas de niimeros
imitando las fichas del domind. Las parejas y las relaciones fundamentales
que se pueden establecer en cada una de ellas, son las siguientes:

[1 2]: Uno mds, doble, impar-par, siguiente, mayor;

[2 7]: Cinco més, par-impar, mayor;

[3 7]: Cuatro més, impares, doble mas uno, mayor;

[4 6] : Dos mis, pares, doble menos dos, mayor;

[S 9]: Cuatro més, impares, doble menos uno, mayor;

[4 14] : Mas 10, pares, aqui hay un 1, en los dos esta
el 4, una cifra-dos cifras, mayor;

[3 22]: Una cifra-dos cifras, el 2 es 1 menos que 3, 19
mads, aqui hay dos cifras iguales, mayor;

[S 37]: Una cifra-dos cifras, impares, mayor;

[44 66] : Dos cifras, cifras iguales, pares, cifras pares
en ambos, mayor;

[50 70] : Dos cifras, terminan en cero, veinte mas,

pares, mayor;
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En las relaciones expuestas no se consideran las que tienen que ver con
las caracteristicas graficas de los signos numéricos (parecidos y diferencias
en la forma de los distintos signos). A pesar de ello, las relaciones de este
tipo han sido recogidas en el trabajo, ya que una parte importante del trabajo
en los primeros niveles se dedica a la numeracion verbal y escrita.

6.5.1.3.- Desarrollo de la entrevista

A lo largo del desarrollo de la entrevista correspondiente a esta activi-
dad, cada alumno debe analizar, una por una, las diez parejas de ndmeros, de
acuerdo con el siguiente procedimiento:

- El investigador le ensefia una pareja y le pregunta: ;En que se
parecen estos nimeros?. Se le insiste para que intente encontrar todos los
parecidos.

- A continuacién le pregunta: (En que se diferencian?. Se le
insiste para que intente encontrar todas las diferencias.

Estas son las preguntas obligadas. En el transcurso de la entrevista se
pueden pedir aclaraciones o justificaciones a las respuestas dadas.

6.5.1.4.- Aspectos a observar

De acuerdo con los objetivos del estudio cualitativo se consideran los
aspectos siguientes:

a) Relaciones que reconocen los alumnos (lo que nos permitira distin-
guir entre ellas por su complejidad, obtener informacién para caracterizar los
niveles de la EIN correspondientes y analizar su variacion en funcion de
dichos niveles, con independencia de los cursos o edades de los alumnos
entrevistados).

b) El grado de incidencia del nivel instructivo, segin el curriculum,
sobre los logros en este aspecto del razonamiento inductivo numérico (lo que
nos permitird confirmar la ausencia de concordancia o sincronia entre el
desarrollo del curriculum y los niveles de la EIN y que dicho nivel ins-
tructivo no es un factor determinante en las competencias en estudio).

6.5.1.5.- Codificacion de respuestas

De acuerdo con los distitos niveles de la E.LN. consideramos cuatro
categorias de respuestas para esta primera actividad: Simbdlica (S), ordinal
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(O), aditiva (A) y conceptual (C). En ninglin caso se han empleado
argumentos multiplicativos, razon por la cual no se incluye en esta actividad
una categoria multiplicativa. En las tres primeras categorias vamos a
diferenciar las siguientes subcategorias:
Simbdlica

S1: Grafia; respuestas que hacen alusion a la figura o forma de
los signos numéricos;

S2: Numero de cifras;

S3: Termina en cero;

S4: Una cifra en comun.

Ordinal

O1: Ordinal serial; respuestas que hacen alusion a la relacion
de orden desde un punto de vista serial;

02: Ordinal cardinal; respuestas que hacen alusién a la rela-
cién de orden Mayor-Menor desde un punto de vista cardinal.

Aditiva
A1l: Diferencia menor o igual a diez;
A2: diferencia mayor que diez.
En ningin caso se han empleado argumentos multiplicativos,

razon por la cual no se incluye ninguna categoria multiplicativa.

6.5.2.- Actividad 2

“El alumno elige un ndmero y el investigador, sin decir nada, pone a su
lado otro nimero que guarda con el anterior una cierta relaciéon que sélo él
conoce; el procedimiento se repite con nuevos numeros elegidos por el
alumno, a cuyo lado vuelve a poner el investigador los nimeros que corres-
ponden siguiendo el mismo criterio; el proceso continua hasta que el alumno
averigua el criterio o desiste en el empefio”.

Para esta actividad se han preparado doce tareas de acuerdo con los
criterios de los doce items de la prueba escrita del estudio empirico cuanti-
tativo. Las tareas se proponen en el mismo orden que en la prueba escrita y,
por tanto, siguen la escala inductiva numérica, correspondiendo dos tareas a
cada nivel. Su distribucién, en la que se indican también los nimeros que se
le entregan al entrevistado para el desarrollo de la actividad, es la siguiente:

Nivel 1: a) Contar de 10 en 10 en orden ascendente (del 1 al 89)
b) Contar de 10 en 10 en orden descendente (del 11 al 99)

Nivel 2: a) Contar de dos en dos en orden ascendente (del 1 al 97)
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b) Contar de dos en dos en orden descendente (del 3 al 99)

Nivel 3: a) Sumar 6 (del 1 al 93)
b) Sumar 12 (del 1 al 87)

Nivel 4: a) Restar 8 (del 9 al 99)
b) Restar 13 (del 14 al 99)

Nivel 5: a) Multiplicar por 3 (del 1 al 30)
b) Multiplicar por 4 (del 1 al 24)

Nivel 6: a) Dividir por 3 (mdltiplos de 3 menores que 100)
b) Dividir por 2 (multiplos de 2 menores que 100).

6.5.2.1.- Objetivo

Con la actividad se pretende averiguar si los sujetos llegan a descu-
brir/establecer los criterios o relaciones comunes a las parejas que se cons-
truyen en el transcurso de la entrevista, cudles son los tipos de relaciones
numéricas que son capaces de identificar y como las establecen. En cada ta-
rea se mantiene el criterio entre las parejas utilizadas para que el entrevistado
intente descubrirlo.

6.5.2.2.- Material

Se han preparado dos conjuntos de 100 fichas magnéticas, de 2x2 cen-
timetros, en las que figuran las cifras del 0 al 99; uno de los dos grupos es
para el alumno y el otro para el investigador. Ademas, se dispone de un ta-
blero, también magnético, dividido en dos columnas con seis celdas de 2x2
centimetros cada una; la primera columna corresponde al alumno y la se-
gunda al investigador (ver figura 6.2).

6.5.2.3.- Desarrollo de la entrevista

Se realiza, en cada caso, de acuerdo con el siguiente procedimiento:

- el entrevistador pide al alumno que ponga un nimero en la
primera celdilla de su columna;

- una vez que el alumno ha puesto el nimero que ha creido
conveniente, el entrevistador coloca en la celda vecina el nimero que co-
rresponde con el criterio serial seleccionado, sin decir nada;

- el entrevistador pide al alumno que ponga otro nimero en la
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segunda celdilla de su columna;

- una vez que el alumno ha puesto el nimero, el investigador le
pregunta si sabe el nimero que va a poner o si puede adivinarlo fijindose en
los numeros anteriores;

- si el alumno da una respuesta, se le pregunta por qué ha pro-
puesto ese nimero. Si ha acertado, se le pregunta como lo ha adivinado y se
pasa a otra tarea. Si no acierta, el investigador coloca el nimero que co-
rresponde y le propone un nuevo ensayo. Asi se continda hasta que el alumno
acierte, o bien hasta que agote las seis oportunidades previstas. Se termina la
actividad en el momento que se agoten las seis posibilidades.

6.5.2.4.- Aspectos a observar

a) nimero de ensayos hasta obtener el criterio;

b) explicacion del criterio (ajuste a la taxonomia establecida);

¢) nivel alcanzado (comparacién con los resultados de la prueba es-
crita);

d) si el alumno aplica el criterio de la tarea anterior en el primer
intento de solucion de una nueva tarea;

e) estrategia seguida en la eleccidn de los nimeros que propone;

f) criterios aplicados en los intentos fallidos;

g) suficiencia de las respuestas para justificar el nivel alcanzado;

h) si el alumno de un nivel aplica criterios de su nivel ante una tarea
de nivel inferior o responde de acuerdo con este ultimo;

i) si el alumno puede superar una tarea de nivel superior al suyo con
estrategias de su nivel o modifica sus criterios;

J) si se aplica un criterio aditivo en el primer intento de resolver la
primera serie multiplicativa (en los casos que corresponda).

6.5.2.5.- Codificacion de respuestas

Las distintas tareas de esta actividad se corresponden con las series de la
prueba escrita. Tenemos, por tanto, seis categorias que incluyen, cada una de
ellas, dos tareas que vamos a simbolizar segun se indica a continuacion:

Representacional: R1 y R2
Ordinal: Ol y O2

Aditiva: Al y A2
Sustractiva: S1y S2
Multiplicativa: M1 y M2
Partitiva: P1 y P2
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6.5.3.- Actividad 3

“Ante varias parejas de nimeros, entre las que existen relaciones diver-
sas, a veces iguales, el alumno debe hacer grupos de parejas, de manera que
en cada grupo deben estar todas las parejas de numeros que guardan entre si
la misma relacion”.

En las tareas anteriores el alumno debe descubrir las relaciones ocultas
en una pareja de nimeros (actividad 1) o las relaciones comunes a varias
parejas de numeros (actividad 2). En ambos casos, todas las parejas presentan
la misma relaciéon, a diferencia de lo que ocurre en esta tercera actividad.

Aqui, el alumno debe identificar/clasificar las parejas que tengan la misma
relacién de un total de cuatro parejas que se le presentan.

6.5.3.1.- Objetivo
El objetivo es analizar si el alumno identifica dos relaciones equivalen-
tes, es decir, si establece o no analogias entre parejas de nimeros. Dos pare-
jas son equivalentes si en cada una de ellas se puede establecer la misma re-
lacién: (a,b) es equivalente a (a',b") si existe una relacion R tal que aRb y
aRb'".
6.5.3.2.- Material
Para cada uno de los seis niveles obtenidos en el estudio cuantitativo
hemos construido cuatro parejas de numeros imitando las fichas del dominé.
Para cada nivel las parejas han sido las siguientes:
Nivel 1:  [2 12][32 42] [52 42] [92 82]
Nivel 2:  [3  5][7 9] [29 27] [84 82]
Nivel 3:  [2 8][3 9] [1 13] [41 53]
Nivel 4:  [9 1][38 30] [72 59] [95 82]
Nivel 5:  [2 6][3 9] 2 8][3 12]

Nivel 6:  [15 5][12 4] 6 3] [8 4]
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6.5.3.3.- Desarrollo de la entrevista

El procedimiento es el siguiente:

- La tarea tiene una primera parte introductoria muy elemental,
para asegurar que los alumnos comprenden el mecanismo de la misma. En
esta primera parte se le presentan al entrevistado cuatro rectidngulos desi-
guales (dos azules y dos verdes) y se le pide que los empareje. Una vez em-
parejados se le pregunta en que se ha basado o porqué los ha agrupado de esa
manera (debe decir por el color).

- Se le presenta al nifio una pareja de nlimeros como las obteni-
das en la actividad anterior(por ejemplo [2 12]) y nos debe decir como "van"
los dos nimeros o que relacion cree que puede haber entre ellos;

- Se le explica con detenimiento el procedimiento con las cuatro
primeras parejas, presentando las posibilidades de emparejamiento (pueden ir
asi, poniendo dos en un lado y otras dos en otro, o bien asi, o asf etc.). Se le
hace ver que los emparejamientos deben tener un motivo y que cuando junte
dos parejas tendrd que decir porqué deben estar juntas. Se le pregunta, a
continuacion, si sabe lo que tiene que hacer;

- Se le explica que le vamos a presentar cuatro parejas de nu-
meros y debe emparejar o juntar, de dos en dos o bien dos en un lado y dos
en otro o por separado, etc., las que "van" de la misma manera, tal y como
hizo con los rectangulo de colores;

- A continuacién se le dice al alumno que las empareje como €l
crea conveniente. Una vez agrupadas se le pregunta: ;porqué las has co-
locado asi?;

- Una vez que ha respondido, se le pregunta: ;Puedes expli-
carmelo de otra manera?; ;Ves otro motivo distinto al que me has
dicho?; ;Se te olvida algo?;

- Contestadas las preguntas, se le pregunta si es capaz de empa-
rejarlas de alguna otra manera.

Como se puede comprobar en la relacién de respuestas recogidas, que se
incluye en el anexo 6.1, algunos alumnos dan mds de una solucién y, en cada
una de ellas, mas de una justificacion.

6.5.3.4.- Aspectos a observar
Los aspectos a obsevar en esta actividad son los siguientes:
a) Comprobar si el alumno llega a comparar relaciones y establecer, en

su caso, relaciones entre relaciones;
b) Averiguar en qué se basan para establecer las relaciones;
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c) Cudles son las relaciones bésicas que establecen;
d) A partir de qué nivel son capaces de establecer cada tipo de rela-
ciones y cudles son las relaciones concretas que establecen o descubren.

6.6.- Instrumentos y estrategias de recogida de informacion

Para la recogida de datos hemos utilizado un instrumento comtn que ha
sido la grabacién en video. Para las actividades 1 y 2 se han confeccionado y
utilizado, ademads, las fichas de observacion o de campo que se explican con
detalle en los préximos pérrafos.

a) Grabacién en video. Su finalidad es la de poder reproducir las en-
trevistas y recuperar aquéllos detalles que no se recogen en las fichas de
campo. En concreto, ademds de servir como prueba para esta parte de la in-
vestigacion, permite completar la informacién obtenida, subsanar cualquier
omision y describir el perfil inductivo de los distintos niveles.

b) Fichas de campo. Se utilizan para registrar por escrito datos concre-
tos, controlar el desarrollo de la entrevista y prevenir posibles fallos en la
grabacion.

En las figuras 6.1 y 6.2 se representan las fichas correspondientes a las
actividades 1 y 2, respectivamente. En la actividad 1 el entrevistador va se-
nalando las relaciones que el alumno propone, anotando las que no coinciden
con las previstas.

La ficha correspondiente a la actividad 2 (Figura 6.2) consta de doce
casillas, en las que se transcriben los resultados de la entrevista, es decir, los
nimeros que va proponiendo el alumno, el criterio que ha utilizado y su
posible modificacién, el nimero de intentos para descubrir el criterio y las
estrategias de seleccion de los nimeros.
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NOMBRE.......ccooviiiiiis s CODIGO (......... )

(Podrias decirme que niimeros estan en esta pareja?
Dime en que se parecen estos nimeros. Busca todas las

cosas en que se parecen. Ahora, di me en que son distintos o
diferentes. Busca todas las diferencias.

1] 2

Uno més Doble-Mitad Impar-Par Siguiente-Anterior
Mismo numero de cifras ~ MayorMenor

2 |7

Cinco mas Par-Impar Mayar-Menor
Mismo numero de cifras

3 7

Cuatro mas Impares Mayor-menor
Mismo niimerode cifras

4 16
Dos mds Pares Mayor-Menor Doble menos dos
519
Cuatro mds Impares Mayor- Maor doble menos uno
4 |14

Diez mas Pares  Cuatrocomin  Mayor-Menor
Distinto nimero de cifras

3 122

19 mds Impar -Par Mayor- Menor Distinto niimero de cifras
Dos citras iguales

5| 37
32 méas Impares Mayor-Menor Distnto niimero de cifras
44 | 66

22 m4s Pares Mayor-Menor Cifas pares en ambos
Cifras iguales Dos cifras

50 |70

20 mds Pares Mayor-Menor Doscifras Terminan en cero

Figura 6.1. Ficha de campo correspondiente a la actividad 1
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NOMBRE......ccotiiiiiirrrreeeiees eeereieeens CODIGO (..eveeennes wee)
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
+ 10 -10 +2 -2
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
+6 +12 -8 -13
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
x3 x4 2 3

Figura 6.2. Ficha de campo correspondiente a la actividad 2

En la figura 6.3 se puede observar el detalle de la situacion de una en-
trevista, en relacién con la actividad 2, en un momento dado. En dicha figura
aparece, en la columna de la izquierda, el tablero magnético en el que
transcurre la accién, mientras que en la columna de la derecha aparece la
celdilla correspondiente a la ficha de campo con la informacion recogida por
el investigador. En este caso, Antonio Nicolds (de coordenadas (N5, 10, 4°))
descubrid el criterio en la segunda pareja sin ningin intento fallido. Como se
aprecia en las anotaciones, este alumno utiliza la multiplicacién por 4 para
adivinar el numero (48) que propone inmediatamente después.
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Con lapiz
y pape

12
X 4

48

contesta: Multiplicar

por cuatro. y pongo
el 48. El pone el 10

Figura 6.3 . Situacion de una entrevista sobre la actividad 2 en un momento dado.

6.7.- Consideraciones generales sobre el desarrollo de las entrevistas

El periodo de las entrevistas comenzé en el colegio publico-rural, para
continuar, en segundo lugar, con el colegio publico-urbano y terminar, por
dltimo, con el colegio privado-urbano. Con objeto de evitar que los resulta-
dos se pudieran ver contaminados por el efecto de nuevos aprendizajes, se
procurd que no transcurriera, en ningtin caso, mas de un mes desde la reali-
zacion de la prueba escrita hasta el desarrollo efectivo de las entrevistas.

Se realizaron a puerta cerrada en un despacho preparado a tal efecto en
cada uno de los centros y pasando, uno por uno, todos los alumnos seleccio-
nados. Cada entrevista tuvo una duracion que oscilo entre los 60 y los 90
minutos, por lo que, si tenemos en cuenta que no se permitieron interrup-
ciones y que era obligado respetar el horario de los alumnos, incluido el re-
creo, s6lo se pudieron realizar un miximo de tres entrevistas diarias. Por
ultimo hemos de decir que todas las entrevistas tuvieron un desarrollo ade-
cuado, incluso mads satisfactorio de lo previsto.

En los apartados que siguen, hasta el final del capitulo, se exponen los
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resultados y conclusiones de dichas entrevistas y estudios organizados de la
siguiente manera:

Primero.- Resultados y conclusiones de cada uno de los estudios
previstos en cada una de las tres actividades;

Segundo.- Resultados y conclusiones de cada actividad

Tercero.- Resultados y conclusiones generales del estudio cuali-
tativo.

6.8.- Resultados y conclusiones de la Actividad 1

Recordamos que en esta actividad el alumno compara pares de niimeros
y debe decir los parecidos y diferencias que él entiende que existen entre
ellos. En este sentido vamos a considerar, para todos los estudios realizados a
partir de los resultados de esta actividad, que el alumno establece una rela-
cion si la hace explicita al menos una vez en el transcurso de la entrevista.

6.8.1.- Estudio general

De acuerdo con el disefio, las respuestas abarcan cuatro bloques: sim-
bélico, ordinal, aditivo y conceptual, cada uno de ellos dividido en las mo-
dalidades que se deducen del planteamiento de la actividad 1 (apartado 6.5.1)
y de las respuestas de los escolares. En la tabla 6.2, se exponen los resultados
organizados por filas, segiin la situacion de los alumnos expresada mediante
coordenadas, y, por columnas, segin los tipos de relaciones establecidas.
Para la interpretacion de dicha tabla debemos afiadir las siguientes
precisiones:

- La columna n senala las frecuencias correspondientes a cada
una de las situaciones (indica el nimero de alumnos en cada caso);

- Cada asterisco (*) indica que un alumno de los que se ubican
en la fila ha establecido la relacién de la categoria asignada en la columna
correspondiente;

- Las casillas en blanco indican que ningtin alumno ha estable-
cido las relaciones que encabezan las columnas respectivas;

- Se utiliza el signo # para destacar una respuesta aditivo-ordinal.
Con ello queremos sefialar que el alumno ha respondido ordinalmente. Asf,
Pedro (N4, 7, 2), al comparar 3 con 7 responde "cuatro nimeros en medio",
mezclando aspectos ordinales y cardinales.
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(NL,6,1)

(N1,7.2)

(N2,6,1)

(N3,9,3)

(N3,11,5)

(N4,7,2)

(N4,93)

(N4,94)

(N4,104)

(N5,104)

(N5,11,6)

(N6,10,5)

(N6,11,5)

(N6,11,6)

(N6,12,6)

Tabla 6.3. Distribucion de relaciones por casos y bloques
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Los resultados indican, de acuerdo con lo esperado, que aparecen todos
los tipos de relaciones previstas, que existen diferencias entre los escolares de
los primeros niveles, lo cual era una de las finalidades de la actividad, y que,
por el contrario, dichas diferencias no son significativas a partir del nivel N4.
Por otra parte, se ha producido el cumplimiento absoluto de las expectativas
segln los diferentes niveles, salvo las desviaciones siguientes:

1) Los dos alumnos del nivel N3 no han estado igualados; Marta
(N3, 11, 5) establece todos los tipos de relaciones, llegando a las conceptua-
les, mientras que Manolo (N3, 9, 3) ha tenido un rendimiento por debajo de
su nivel, al llegar, tinicamente, a las relaciones ordinales.

2) Antonio Nicolds (N5, 10, 4) estd en un nivel multiplicativo y
en sus respuestas omite las relaciones aditivas.

Las conclusiones del estudio son las siguientes:

a) Las respuestas se ajustan a la escalabilidad de acuerdo con nuestro
modelo tedrico, es decir:

al) Los escolares de los niveles N1 y N2 no alcanzan el subes-
tado aritmético aditivo; las relaciones que establecen corresponden a los su-
bestados simbdlico aditivo y representacional.

a2) Los escolares de los niveles N3 y N4 llegan al subestado
aditivo aunque de manera muy ajustada; s6lo establecen alguna relacion adi-
tiva de todas las posibles (dos de ellos alcanzan este subestado con referen-
cias ordinales (#)).

a3) Las relaciones establecidas por los escolares de los niveles
N5 y N6 se encuentran por encima del subestado aditivo.

b) La unica relacion conceptual utilizada por los escolares de la muestra
es la paridad numérica, que no aparece hasta los 10 afios, cuarto curso y nivel
N3.

c) Los sujetos dejan de considerar las relaciones que se refieren a la
grafia de los signos numéricos como relaciones aritméticas 0 matemadticas a
partir de los 11 afios y por encima del nivel N5.

6.8.2.- Estudio I

Ortiz Comas, A.



Disefio y anélisis de resultados 261

Como se recordara, con el estudio I se pretende comparar las relaciones
establecidas por alumnos del mismo nivel pero de distintas edades y cursos;
en particular, nos proponemos en este apartado exponer los resultados y
conclusiones de la comparacion de las respuestas dadas a la primera actividad
por tres alumnos del nivel N4 y de los cursos segundo, tercero y cuarto de
Educacion Primaria. Las respuestas de los nueve alumnos entrevistados (tres
por colegio) se incluyen el anexo 6.1. Los logros alcanzados por dichos
alumnos se representan en la tabla 6.3.

(N4,9,3)

(N4,10,4

Tabla 6.3. Distribucion de las relaciones establecidas por los escolares del nivel N4

Del anélisis de las respuestas y de los datos de la tabla anterior extrae-
mos las siguientes conclusiones:

a) Como queda patente en la tabla 6.4, los escolares del nivel N4, ain
perteneciendo a cursos diferentes, establecen el mismo tipo de relaciones al
comparar dos nimeros.

b) En las respuestas predominan las relaciones ordinales, muchas de
ellas con referencias espaciales. Veamos algunos ejemplos:

Rocio (N4, 7, 2), al preguntarle ;Para qué sirven el uno y el dos?, responde ca-
tegéricamente "Para contar". Asimismo, al preguntarle si puedo decir “tres, dos,
nueve, seis, veinte, quince..” me responde: "No, porque tiene que ir derecho"
(Referencia espacial);

Pedro, que es del mismo curso y nivel que Rocio, al preguntarle si dos y siete

son distintos, responde que el dos va antes del siete. A continuacion se le pregunta:
(Como lo sabes? y su respuesta es: "Porque sé contar";
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Miguel (N4, 9, 3), al comparar el dos con el siete responde: "Que se di-
ferencian en que uno es mads alto y el otro mds bajo"; entonces le pregunto: ;A qué
te refieres?; su respuesta es: "A que uno estd mds cerca de un nimero mas alto y el
otro més lejos";

Isaac (N4, 9, 3), da una interpretacion de la cardinalidad de una coleccién al
comparar el uno y el dos: "dos nimeros distintos. No tienen el mismo significado:
una cosa, dos cosas". A continuacion vuelve a la serie numérica y dice: "Que son
unos numeros que siempre van juntos. El uno va a continuacién del dos siempre".
En cuanto a la cardinalidad, Isaac ha sido el unico nifio de este nivel que hace
referencia al aspecto cardinal al dar significado a los ndmeros.

Manuel (N4, 10, 4), al preguntarle en qué son distintos el uno y el dos, nos res-
ponde: "Son distintos porque son distintos. Después que uno va delante y otro
detras; porque tienen un orden; porque tienen que llevar un orden".

c) Algunas respuestas estdn muy ligadas a la construccién memoristica
de la serie numérica y al aprendizaje de la numeracién escrita, seglin se pone
de manifiesto en las respuestas siguientes:

Sergio (N4, 9, 4), al comparar el cuatro y el seis, explica: "Al cuatro le faltan
seis para llegar al diez y al seis cuatro. Lo mismo que antes (se refiere a las tareas
anteriores), los dos son unidades y estan del cero al diez. Si los juntamos forman el
cuarenta y seis y con el cuatro aqui y el seis aqui forman el 64";

Antonio (N5, 10, 4), al comparar el cuatro y el seis, dice: "El seis es mayor,
porque el cuatro va en primer lugar que el seis. El cuatro va en el cuarto lugar y el
seis va en el sexto lugar".

d) Los alumnos de este nivel no llegan a generalizar resultados aritméti-
cos. Asi, Sergio (N4, 9, 4), a la pregunta ;cudndo dos nimeros son iguales?,
contesta sobre el ejemplo: "Son iguales si aqui esta el seis y aqui el seis".

6.8.3.- Estudio 11

En este estudio nos proponemos comparar las respuestas de alumnos de
la misma edad y curso pero de distinto nivel. Dado que la actividad 1 sélo
alcanza a las relaciones aditivas, es evidente que s6lo perseguimos interpretar
las diferencias que puedan existir en cuanto al establecimiento de relaciones
en los primeros estados del modelo tedrico.

En los dos apartados siguientes se exponen los principales resultados
que se deducen de las dos “expansiones” detectadas, es decir, en 2° curso y
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en 5° curso. En cada uno de ellos se comparan las respuestas de dos alumnos
por colegio con resultados extremos en las pruebas escritas (niveles extremos
dentro de cada edad y curso).

6.8.3.1.- Comparacion de las respuestas de escolares (N1, 7, 2) con las
respuestas de escolares (N4, 7, 2)

En la tabla 6.4 se distribuyen los argumentos o categorias de respuestas
proporcinadas por dos alumnos de coordenadas (N1, 7, 2) y tres alumnos de
coordenadas (N4, 7, 2), entre cuyas respuestas se aprecian diferencias
importantes a pesar de estar en el mismo curso, tener la misma edad y, en
teoria, el mismo nivel instructivo.

(N4,7,2)

Tabla 6.4. Distribucidn de relaciones establecidas por alumnos de los niveles N1 y N4 con
la misma edad y curso

A partir de las respuestas llegamos a las siguientes conclusiones:

a) Todos los alumnos del estudio establecen relaciones simbdlicas basa-
das en la representacion numérica;

b) Las diferencias entre los alumnos del nivel N1 y del nivel N4 son
ordinales y aditivas; estas diferencias corresponden a competencias de los ni-
veles intermedios.

Los siguientes ejemplos confirman las conclusiones anteriores:

- Con la pareja de nimeros [1 2]

Salvador (N1,7, 2)
E: Dime algo del uno y del dos. ;No sabes decirme nada del uno y del
dos?
S: Si, son nimeros, son para estudiarlos y para decirlos
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Rocio (N4, 7, 2)
E: ;Para que sirven el uno y el dos?
R: Para contar

- Con la pareja de numeros [3 22]

Salvador (N1, 7, 2)
"Este ya se ha pasado del veinte. El tres y el veintidds. Al tres le falta
mucho, mucho para el veinte. Este ya ha pasado del veinte. Si se le
pusiera delante un dos, aqui, seria el veintitrés y seria un nimero m4s
que este. Ahora en vez de un patito son dos patitos. Este es el mismo dos
que antes"

Ro

o

io (N4, 7,2)

: Dos y veintidds

: ¢ Qué pasa ahi?, a ver...

: El veintid6s son dos, dos nimeros iguales. En este s6lo un ndmero
(Qué mas?

: El dos parece un pato.

: (Alguna otra cosa?

: El tres es distinto del dos. El tres y el dos tienen lo mismo en el prin-
cipio. Pero el dos tiene como rayita y el tres tiene otra

AOAD A DA

Pedro (N4,7,2)
E: (Qué nimeros son?
P: Tres y veintidds
E: ;(Se parecen en algo?
P: Asi (Seiiala el redondel superior del tres)
E: ;Son distintos?
P: El 3 es de una forma y el 22 de otra. El 3 va antes que el 22 y hay 17
ndmeros en medio
E: Hazlo bien
P: Veinte, no!, diecinueve
E: Te has equivocado en uno. ;Que tienes que hacer para calcular los
nimeros de en medio?
P: Sumar

Alberto (N4, 7, 2)
A: El tres y el veintidés. El tres va asi y el veintidés aqui.
E: Otra cosa
A: Que el veintidés son dos nimeros y el tres uno solo
E: Muy bien. ;Qué mas?
A: El veintid6s tiene una cosa plana y el tres es asi

Alberto (N4, 7, 2) permanece en un posicionamiento fijo, estableciendo
siempre el mismo tipo de relaciones y queddndose en los aspectos represen-
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tacionales, por lo que no demuestra con esta actividad las competencias que
le corresponden de acuerdo con su nivel

Por otra parte, de acuerdo con nuestro modelo tedrico, Salvador, Rocio y
Alberto expresan relaciones representacionales incluyendo la grafia y el
sistema numérico posicional. Salvador, al comparar con la segunda decena,
vuelve a relacionar los ndmeros de acuerdo con un posible proceso de
aprendizaje o construccion de la serie numérica. Pedro manifiesta claramente
relaciones ordinales, que intenta conmensurar aditivamente marcando las
diferencias entre los niveles.

6.8.3.2.- Comparacion de las respuestas de escolares (N3, 11, 5) con las
respuestas de escolares (N6, 11, 5)

En la tabla 6.5 se presentan los resultados de las respuestas a la actividad
1 de los escolares (N3, 11, 5) y (N6, 11, 5) (un sujeto de cada categoria).
Como se aprecia en dicha tabla, no se producen diferencias significativas
entre las respuestas, lo que era de esperar si tenemos en cuenta que la
informacion recogida en esta primera actividad no sobrepasa el nivel aditivo,
el cual se supone superado ya por ambos escolares. Unicamente podemos
destacar de dicha informacion que ambos alumnos no establecen ninguna
relacién basada en la representacion gréfica de los nimeros.

Tabla 6.5. Distribucion de relaciones establecidas por nifios de los niveles N3 y N6 de la
misma edad y curso

Veamos algunos ejemplos de las respuestas de estos alumnos ante la pa-
reja [3 22]:

Marta (N3, 11, 5)
M: El tres y el veintidds. El tres es un nimero impar y el veintidds tam-
bién. ;No?
E: Es par
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M: El veintidés es mayor que el tres, pero de tres a veintidés hay
mayoria o sea que hay mds nimeros

E: ;Cuantos hay?

M: Diecinueve

E: {Qué mas?

M: Veintidds tiene un niimero mds que tres

E: ;Distinto nimero de cifras?

M: Si

Ricardo (N6, 11, 5)
E: ;Cémo son?
R: Uno es par y el otro impar. Hay dos cifras en uno y en el otro una
E: {Qué mas?
R: El tres es menor

Los dos alumnos establecen el mismo tipo de relaciones. Sin embargo,
Ricardo manifesté un mayor dominio del lenguaje relacional en el transcurso
de la entrevista.

6.8.4.- Estudio III

Con este estudio, como se recordard, pretendemos analizar el salto
producido al pasar de seis a siete afos (primer curso a segundo curso) y el
salto producido al pasar de 9 a 10 anos (cuarto curso a quinto curso). Para
ello, al igual que en el estudio II, vamos a comparar las respuestas de dos
pares de alumnos de cada colegio con valores extremos en las coordenadas
que definen sus situaciones respectivas, es decir, un alumno de 1° y otro de
2°, de niveles correspondientes N2 y N4, para el primer salto, y un alumno de
4° y otro de 5° de niveles N4 y N6, para el segundo salto. En los dos
apartados que siguen se exponen los resultados de ambas comparaciones.

6.8.4.1.- Comparacion de respuestas de escolares (N2, 6, 1) con
respuestas de escolares (N4, 7, 2)

En la tabla 6.6 se indican las relaciones que utilizan los tres alumnos

(N2, 6, 1) y los tres alumnos (N4, 7, 2). Las diferencias que se observan en
dicha tabla son ordinales y aditivo-ordinales.
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(N4,7,2)

Tabla 6.6. Distribucion de relaciones establecidas por alumnos (N2,6,1) y (N4,7,2)

Las respuestas de los alumnos (N4, 7, 2) han sido tratadas y ejemplifi-
cadas en los estudios anteriores, por lo que en este apartado nos limitamos a
exponer las respuestas de los alumnos (N2, 6, 1) ante las parejas numéricas [1
2] y [3 22].

Gema (N2,6,1)
E: (Qué nimeros son?
G: Eluno y el dos
E: ;En que se parecen?
G: No se parecen en nada
E: ;(Tu conoces esos niimeros?
G: Si
E: ;Son distintos?
G: Si
E: ;(Se parecen en algo?
G: No

Damian (N2,6,1)
E: Dime: ;Qué numeros son?
D:El uno y el dos
: ¢ Se parecen en algo?
: Silencio
: Vamos a ver, ;en qué son distintos?
: En el doce
: Son dos nimeros... ;Cual es el primero?
: El uno
1Y el otro?
: El dos
: ¢ Son distintos?
Si
: (En qué?
: Silencio
: (Son el mismo niimero?
: No
: El primero y el segundo ;son iguales?

civiclvlvEvicEvivivlcRoleNol
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D: Si

E: Si...;son iguales?

D: No

E: (En que se diferencian?
D: Silencio

Maria (N2,6,1)
E: ;(Dime qué nimeros son estos?
M: El uno y el dos
E: Se parecen en algo
M: No
E: ;(Son distintos?
M: Si
E: (En qué?
M: En como se llaman. Uno esté recto y el otro estd doblado

En esta actividad los escolares (N2, 6, 1) reconocen los nimeros escritos
pero no estdn en condiciones de establecer relaciones numéricas. Cuando el
entrevistador utiliza un lenguaje ordinal (primero, segundo, en el caso de
Damidn), estos escolares captan lo que se les quiere decir, pero, por si mis-
mos, no establecen relaciones ordinales. Podemos decir que establecen com-
paraciones simbdlicas y ordinales con referentes infralogicos del tipo “mds
grande-mds pequefio”, como ocurre en las respuestas de Damian (N2, 6, 1)
ante la pareja [3 22]. Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto las afir-
maciones anteriores:

Gema (N2,6,1)
E: ;qué numeros son?
G: El tres y el veintidés
E: ;(Se parecen en algo?
G: No
E: ;Son distintos?
G: Este es asi y este es asi (Sefialando los contornos)
E: ;(Ves alguna otra diferencia que no sea esa?
G: No
E: (Ninguna, ninguna?
G: Ninguna

Damian (N2,6,1)
E: Como antes
D: El tres y el veintidés
E: Muy bien. Algun parecido o alguna diferencia?
D: Silencio
E: ;Son diferentes en alguna cosa?
D: si
E: A ver...
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D: El tres es mas chico. El veintidés es mds grande

E: (Hay alguna otra diferencia entre los dos nimeros?
D: Si

E: ;cual?

D: Silencio

Maria (N2,6,1)
E: Estos numeros
M: El tres y el veintidds
E: ;(Son distintos?
M: Si
E: A ver, ;en qué?
M: En que uno esta doble abierto y el otro abierto
E: (En qué més?
M: Uno tiene dos nimeros y el otro uno

6.8.4.2.- Comparacion de las respuestas de escolares (N4,9,4) con las
respuestas de escolares (N6,10,5)

Se comparan las respuestas de tres escolares de coordenadas (N4, 9, 4)
con las respuestas de tres escolares de coordenadas (N6, 10, 5). Los resulta-
dos se representan de manera resumida en la tabla 6.8, en la que se aprecia
que hay una mayor consistencia del nivel aditivo en los escolares del nivel
N6 y que se produce una diferencia significativa entre los dos niveles estu-
diados en cuanto al establecimiento de relaciones conceptuales. Estas rela-
ciones aparecen en las respuestas de los escolares del nivel N6.

(N6,10,5p **

Tabla 6.8. Distribucion de relaciones establecidas por alumnos (N4, 9, 4) y (N6, 10, 5)

En las respuestas de los alumnos de coordenadas (N6, 10, 5) se observan
dos tipos de generalizaciones: las relacionadas con las propiedades de las
operaciones y las que tienen que ver con la compatibilidad del orden y la
numeracién escrita, la suma y el producto. Veamos un ejemplo de lo que que-
remos decir en ambos casos:
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En el primer caso:

- Pablo (N6, 10, 5): "Da lo mismo multiplicar dos por uno que
uno por dos";

En el segundo caso:

- Alejandra (N6, 10, 5): "Si se junta el uno con un ndmero, sale
menor que si se junta con el dos". "Si el veintidos se suma con un nimero es
siempre mayor que el tres con el otro. Si se le pone un cero detrds al veinti-
dés sale mayor que cuando se le pone el tres. Si le ponemos un nimero al tres
delante, sigue siendo menor que si se lo pones al veintidos".

Asimismo, podemos destacar la distincion que establece Alejandra entre
la diferencia de dos nimeros con respecto a los nimeros intermedios: "Entre
tres y veintidos hay diecinueve numeros y en medio dieciocho".

Como conclusion global del estudio podemos decir que los alumnos del
nivel N6, a diferencia de los del nivel N4, utilizan aspectos conceptuales en
el establecimiento de relaciones y manifiestan una generalizacién de sus
comparaciones.

6.8.5.- Conclusiones (actividad 1)

A partir de las respuestas obtenidas y de su andlisis en los diferentes
estudios realizados establecemos las siguientes conclusiones:

a) Se produce una gran concordancia entre los niveles alcanzados por
los alumnos de la muestra segiin la E.I.N, las relaciones que han establecido
en sus respuestas y el modelo evolutivo de razonamiento inductivo numérico.
Esta afirmacion queda patente en los siguientes resultados:

- Los sujetos entrevistados de los niveles N1 y N2, s6lo llegan a estable-
cer relaciones simbolicas, observandose, en los niveles inferiores, un
predominio de los aspectos relacionados con el grafismo numérico con
respecto a los aspectos propiamente numéricos.

- A partir del nivel N3 empiezan a aparecer relaciones conceptuales. La
unica propiedad conceptual utilizada ha sido la paridad numérica.

- Hay que esperar hasta los 11 afnos para que los escolares se adapten al
sentido aritmético de las preguntas y no establezcan relaciones de gra-
fismo numérico.

- Se detecta una evolucién de lo simbdlico a lo aritmético y a lo concep-
tual seglin avanzamos de menor a mayor nivel.

- Hay un predominio casi absoluto de las interpretaciones ordinales so-
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bre las cardinales.

b) Los resultados obtenidos en el estudio II ponen de manifiesto que el
curriculum no es la causa fundamental de los niveles alcanzados por los es-
colares. Debe haber otros factores que justifiquen estos resultados.

c) Los alumnos se ajustan a las predicciones de esta actividad: discri-
mina los niveles inferiores (N1 y N2) de los niveles intermedios (N3 y N4) y
no establece diferencias entre los niveles superiores.

6.9.- Resultados y conclusiones de la Actividad 2

Recordamos que en esta actividad el alumno elige un nimero y el in-
vestigador, sin decir nada, pone a su lado otro nimero que guarda con el
anterior una cierta relacion que solo €l conoce; el procedimiento se repite con
nuevos numeros elegidos por el alumno, a cuyo lado vuelve a poner el
investigador los nimeros que corresponden siguiendo el mismo criterio; el
proceso continua hasta que el alumno averigua el criterio o desiste en el
empefio. En este sentido vamos a considerar, para todos los estudios realiza-
dos a partir de los resultados de esta actividad, que el alumno da una res-
puesta afirmativa cuando descubre la regla en el transcurso de la entrevista.

6.9.1.- Estudio general

El rendimiento general de los alumnos seleccionados se pone de mani-
fiesto en la distribucion de respuestas afirmativas (descubre la regla) que se
presenta en la tabla 6.9. Desde un punto de vista global hay un ajuste casi
perfecto entre estas respuestas y los resultados obtenidos en la realizacién de
las correspondientes tareas escritas del estudio cuantitativo. Téngase en
cuenta que todos los alumnos entrevistados en este estudio cualitativo (el 7%
del total de la muestra inicial), menos uno, han alcanzado el rendimiento co-
rrespondiente al nivel que tenfan asignado en la escala de acuerdo con las
respuestas a las pruebas escritas. Pero, no sélo han alcanzado dicho nivel,
sino que, ademads, lo han superado en un punto, lo que es razonable que ocu-
rra puesto que se trata de una tarea manipulativa con seis intentos para re-
solverla y con el aliciente afiadido de involucrar un juego de adivinanzas. En
efecto:

- Salvador (N1, 7, 2), consigue establecer relaciones aditivas;
- Marta (N3, 11, 5) y Manuel (N3, 9, 3) consiguen establecer relacio-
nes sustractivas;
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- Isaac (N4, 9, 3), Sergio y Rubén (N4, 9, 4) consiguen establecer re-
laciones multiplicativas;
- Antonio (N5, 10, 4) y Ana M?* (N5, 11, 6) consiguen establecer re-
laciones partitivas.
En el otro extremo, tan so6lo Carlos (N1, 6, 1) no alcanza su nivel en las
respuestas a esta actividad.
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Carlos (N1,6,1)
Salvador (N1,7,2)
Maria (N2,6,1)
Damian (N2,6,1)
Gema (N2,6,1)
Marta (N3,11.5)
Manuel (N3,9,3)
Alberto (N4,7,2)
Rocio (N4,7.2)
Pedro (N4,7,2)
Gonzilo (N4.9,3)
Miguel (N4.9,3)
Isaac (N4,9,3)
Sergio (N4,9.4)
Lucia (N494)
Rubén (N4,9.4)
Manuel (N4,10,4)
Blas (N4,104)
Antonio (N5,104)
Ana M* (N5,11,6)
Alejandra (N6,10,5)
Pablo (N6,10,5)
Diego (N6,10,5)
Ricardo (N6,11,5)
Marta (N6, 11,6)
Rocio (N6,11,6)
Raquel (N6,12,6)
Francisco (N6,12,6)

Tabla 6.8.- Resultados alcanzados por los alumnos entrevistados en la Actividad 2.

De la tabla 6.8 y de las respuestas de los alumnos entrevistados, pode-
mos destacar las siguientes conclusiones:

a) El que un alumno responda correctamente por escrito a una tarea de
continuar una serie, no es suficiente para afirmar que ha descubierto o
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utilizado el criterio correcto que lo sitia en un nivel determinado. Asi por
ejemplo, Salvador (N1, 7, 2) se encuentra en la tarea R1 con la pareja
completa [31 41]y dice que el nimero que falta es el veintidds ante la pareja
incompleta [12 ]. Si la prueba fuera escrita pensariamos que ha podido
aplicar, correctamente, el criterio “sumar diez” o el criterio “contar diez”. Sin
embargo, al tratarse de una entrevista, la respuesta que da es "porque al
treinta y uno le saltas un nimero y en vez del tres le pones el cuatro, cuarenta
y uno", que es de un nivel inferior al supuesto, es decir, el nivel simbdlico
que realmente le corresponde.

Igualmente, Pedro (N4, 7, 2) responde, de forma andloga, "el cuarenta y
siete. Ya sé€ el truco. Que si yo pongo el treinta y siete ti pones el mismo con
el cuatro" ante la pareja incompleta [37 ]. Es evidente que ha utilizado un
criterio de un nivel inferior al alcanzado en la prueba escrita, lo que tampoco
quiere decir que su situacion sea de un nivel inferior a N4.

b) No todos los alumnos del nivel N4 han respondido como Pedro ante
esta tarea. Asi, Isaac (N4, 9, 3), ante la pareja completa [56 66] y la in-
completa [34 ], responde "vas a poner el cuarenta y cuatro (cuenta con los
dedos). Porque aqui al cincuenta y seis le has sumado diez y al treinta y
cuatro le has sumado otros diez".

De todo ello deducimos que los resultados de la prueba escrita son
bastante ajustados a la realidad pero ciertamente incompletos, lo que aconseja
la necesidad de completar la prueba escrita del estudio cuantitativo con el
estudio mds detallado que venimos desarrollando.

En los apartados que siguen se exponen, de manera resumida, los resul-
tados de los estudios I, I y III, que, como veremos, permiten profundizar en
las estrategias inductivas utilizadas por los escolares de los distintos niveles.

6.9.2. Estudio I

Se trata de un estudio sobre el comportamiento de los sujetos del nivel
N4 ante esta segunda actividad, en el que, como veremos, se produce una
cierta adaptacién de las respuestas al modelo tedrico.

A continuacion analizamos las respuestas obtenidas a las distintas tareas

de esta actividad, de acuerdo con los niveles correspondientes, para obtener
finalmente unas conclusiones de todo el estudio.
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6.9.2.1.-Nivel representacional: Tareas R1 y R2

En las tareas R1 y R2 todos los nifios de siete afios y segundo curso han
aplicado las mismas estrategias, basadas en el sistema de representacion y, a
lo sumo, en la acciéon de contar. Asi, Alberto (N4, 7, 2), ante la pareja in-
completa [61 ], responde:

"El setenta y uno. Si ti pones el cincuenta y uno entonces el siguiente
del otro niimero, del sesenta, es también con el uno, el sesenta y uno"

A partir de los nueve afios y tercer curso las respuestas se estabilizan en
sumar o restar diez aunque en algunos casos se hace explicita la accién de
contar para poder realizar los cdlculos:

Isaac (N4,9,3)

[84 74]
95 ]
I: Hombre, yo estoy sumando: 95, 94, 93,92,91,90,89,
88,87,86. El ochenta y seis.
E: Te has equivocado
I: 84,83,82,81,80,79,78,77,76,75,74
95,94,93,92,91,90,89,88,87,86,85. El ochenta y cinco. Quitando
diez. Antes estaba quitando nueve

Como podemos observar, ante el error cometido, Isaac comprueba la
regla en la primera pareja para verificarla después, contando, en la segunda
pareja, lo que le lleva a responder “quitando diez”. Este hecho se vuelve a
reproducir en la respuesta siguiente, en la que Manuel utiliza la accion de
contar para descubrir el criterio y la suma para calcular el término que falta:

Manuel (N4, 10, 4)
[40 50]
[22 ] M: El 32. he visto que yo he puesto el cuarenta y tud el

cincuenta y he contado y en el veintidés he calculado
mentalmente: veintidds y diez: treinta y dos.

Por ultimo, encontramos alumnos que manifiestan una consolidacién de
las operaciones de sumar y restar. Tal es el caso siguiente:

Blas (N4,10.,4):

[55 45]
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[65 ] B: El cincuenta y cinco
E: (Qué has hecho?
B: Restar
E: {Cuanto?
B: Diez

6.9.2.2.-Nivel ordinal: Tareas O1 y 02

Al pasar del bloque representativo al bloque ordinal se modifican las
estrategias en los nifios pequefios, en los que predomina la accién de contar.
Veamos algunos ejemplos:

Rocio (N4, 7, 2), en la tarea O1, contesta: ;A que va de dos en dos?;
igualmente, en la tarea O2, responde: "Que va de dos en dos para atrds"

Alberto (N4, 7, 2), después de varios intentos en la tarea O1, responde:
"Para llegar del 91 al 93, dos".

Pedro (N4, 7, 2) contintda en el subestado representacional, como po-
demos observar en la entrevista de la tarea O2:

[90 88]
[50  ]E: ;Qué nimero voy a poner?
P: Con dos cifras. Esto parece que se complica. Numeros
grandes. El cuarenta y ..., el cuarenta, el cuarenta y ocho
E: {Coémo lo sabes?
P: Porque ahfi has puesto un ocho (indica las unidades de 88)
E: Pon otro ndimero
[10 ] E: ;Qué voy a poner?
P: El ocho. Por que siempre ti estas poniendo el ocho, ;jno?
[10 8] E: Pon otro nimero
[8 6] E: Ahora yo pongo el seis. ;Cémo van ahora los
nimeros? Pon otro ndmero
[24 ] E:;Qué voy a poner?
: El catorce
: No. ;Qué has puesto antes?
: El ocho
1Y yo?
: E1 6. Entonces el dieciséis
: T4 has puesto veinticuatro.;, Yo que pongo entonces?
: El cuatro
: Concentrate y fijate. Td has puesto el ocho y yo el seis.
(Qué pasa entre el ocho y el seis?
P: El veintid6s. Porque le quito dos.

momYm™m'T
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A partir de los nueve afios se estabilizan las respuestas desde un punto
de vista aditivo:

Miguel (N4,9,3)
O1: "Que aqui he puesto el setenta y cinco y tu has puesto dos nlimeros
més"
02: "Porque yo aqui he puesto setenta y cuatro y td has puesto dos
nimeros menos"

Isaac (N4,9,3)
O1: "Este es mas facil por que a setenta le has sumado dos"
O2: "El treinta y dos. Por que al noventa le quitas dos"

Gonzalo (N4,9,3)
O1: "Sumarle dos"
0O2: "Porque a setenta le quitamos dos y da 68"

Blas (N4,10.,4)
O1: "Porque antes has sumado dos"
02: "Restar. Restar dos"

Manuel (N4,10,4)
O1: "Sumandole dos. Porque he visto que yo he puesto el 40 y td has
puesto el 42. Entonces yo he puesto el 36 y como le sumas dos, es
treinta y ocho"
0O2: "He restado. Primero he visto aqui que he puesto setenta y tu
sesenta y ocho. Si yo he puesto cuarenta y cinco tu tienes que poner
cuarenta y tres"

6.9.2.3.-Nivel aditivo: Tareas A1y A2

Se detecta un avance en los alumnos de menor edad. Podemos ver como
interpretan aditivamente las tareas de este bloque:

Rocio (N4, 7, 2):
Al: "Suman seis. Llevar seis, ;jno?"
E: Suman seis
R: Si pero yo no lo hago con los dedos
A2: "yo sumar..., van de doce en doce..., el cincuenta y cinco

Pedro (N4, 7, 2):
A1l: "El 37. Porque ahora le pongo seis"
A2: "Ya lo se. Porque ahora le pones doce"

Alberto (N4, 7, 2):

A1l: "A cuarenta y cuatro le sumo seis y me da cincuenta"
y
A2: "A trece le sumo doce y da veinticinco"

Este hecho confirma la adecuacién de las tareas en estos niveles ele-
mentales. Para los alumnos de esta edad hay diferencias entre las tareas or-
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dinales y las aditivas, que se integran en la estructura aditiva en edades su-
periores.

En los escolares (N4, 9, 3) la estructura aditiva estd ya consolidada,
salvo en el caso de Miguel, que al preguntarle lo que hace para calcular nos
responde: "contando con los dedos". Este alumno presenta dificultades en la
tarea A2:

[66 ] M: Ochentay ocho
E: A ver...
M: Tu has puesto el sesenta y seis. Entonces es ..., ochenta y
nueve (utiliza conteo)
E: {Qué haces para calcularlo?
M: Contando con los dedos
E: ;{Cuanto cuentas?
M: Creo que veintidos
E: {Cémo que veintidds?
M: Es que cuento, pero no se cuantos nimeros cuento. Cuento
asi: sesenta y seis, sesenta y siete, sesenta y ocho,...
E: (| No sabes cuentos nimeros cuentas?
M: No.

Todos los alumnos mayores, de coordenadas (N4, 10, 4), han consoli-
dado el nivel aditivo; sus respuestas asi lo manifiestan segtin se puede obser-
var en el anexo 6.1 al que nos remitimos.

6.9.2.4.-Nivel sustractivo: Tareas S1y S2

De acuerdo con los resultados obtenidos en las pruebas escritas, se trata
de las tareas de maxima dificultad para los alumnos del nivel N4. Esto
significa que deben aparecer, necesariamente, errores, fallos vy
modificaciones en las estrategias correspondientes. Por otra parte, estas
modificaciones deben aparecer en los alumnos mds aventajados, que, a
diferencia de los mas pequefios, pueden reinterpretar las tareas con
estrategias de niveles inferiores. Hemos de recordar que la tarea S1 se
corresponde con la que determiné el nivel asignado a todos ellos en la prueba
escrita.

Las respuestas a la tarea S1 responde a las expectativas del nivel y no
hemos encontrado nada destacable que se aparte de los aspectos sefialados en
el apartado anterior. Los alumnos se han adaptado sin dificultad al pasar de lo
aditivo a lo sustractivo, salvo Blas (N4, 10, 4), que invierte en un principio la
relacidn para convertirla, posteriormente, en aditiva y dar el término anterior
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de la posible serie (siguiente en una serie aditiva):

[25 17]

[5S0 ] B: "Cincuenta y ocho. De diecisiete a veinticinco...,
de diecisiete a veinticinco, ocho. Cincuenta y
ocho"

Las principales dificultades se han producido en el descubrimiento de la
relacion de la tarea S2: "Restar trece". En efecto:

Rocio (N4, 7, 2) no encuentra la diferencia exacta y se confunde de unas
parejas a otras; no supera la tarea por defectos en el cdlculo mental, aunque
sabe que el criterio es restar.

Pedro (N4, 7, 2) consigue superar la tarea una vez que se le propone que
realice los célculos con l4piz y papel.

El caso de Alberto (N4, 7, 2) es especial, por lo que se expone a
continuacion la entrevista completa:

[50 37]
[40 ] E:;Qué voy a poner?
A: El veintisiete
[40 27] E: muy bien. ;Como lo sabes?
A: Contando diecisiete menos
E: ;Como? . Diecisiete menos
A: También esté el cincuenta menos
E: Pon otro ndimero
[53 ] E: Ahora como seria?
A: Cuarenta
[53 40] E: Muy bien. ;Cémo lo has hecho?
A: Me he fijado en el cincuenta y tres que se parece al cin-
cuenta. Entonces digo: Si cincuenta el resultado es treinta y
siete, tres mds, que son estos (Sefalando en el 53), serian
cuarenta
E: Pon otro nimero
[32 ] E:;Cual voy a poner?
A: El diecinueve
[32 19] E: ;Qué has hecho?
A: He cogido un numero del tres (Se refiere a coger un nu-
mero de la tercera decena). Me fijo en este (En el 40
anterior) y digo uno menos (En el 32 hay una decena
menos que en 40) seran veinte. Menos uno (En 53 hay tres
unidades y en 32 solo dos) son diecinueve.
E: Qué es lo que estas haciendo entonces?
A: He ido contando trece menos
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Miguel (N4, 9, 3) continua aplicando el conteo: "Contando para atris"

Isaac (N4, 9, 3) recurre también al conteo: "Al setenta quitarle trece. Si
al cuarenta le quito trece queda treinta y siete, ;no?..., veintiocho,...,
veintisiete. ;Sabe lo que habia hecho?. Contar cuarenta y nueve, cuarenta y
ocho, cuarenta y siete, cuarenta y seis, cuarenta y cinco, cuarenta y cuatro,
cuarenta y tres, cuarenta y dos, cuarenta Yy uno, cuarenta, treinta y nueve,
treinta y ocho, treinta y siete".

6.9.2.5.-Nivel multiplicativo: Tareas M1y M2

De todos los alumnos cuyas respuestas se han analizado en este estudio,
tan sélo Isaac (N4, 9, 3) ha superado la tarea M1, y lo ha hecho, ademds, con
suma facilidad. El resto de los alumnos han intentado resolver la tarea sin
éxito, como se pone de manifiesto en los siguientes resultados:

Pedro (N4, 7, 2): aplica estrategias aditivas. Agota los seis intentos;
Alberto (N4, 7, 2): aplica estrategias aditivas. Agota los seis intentos;
Miguel (N4, 9, 3): aplica estrategias aditivas. Abandona en el tercer
intento;

Blas (N4, 10, 4): aplica estrategias aditivas. Agota los seis intentos.

Estos resultados confirman nuestras predicciones sobre el dominio de
estrategias aditivas ante tareas multiplicativas de los alumnos del nivel N4.

6.9.2.6.- Nivel partitivo: Tareas P1 y P2

Isaac (N4, 9, 3) consigue superar la tarea M2 con facilidad. En la tarea
P1 aplica estrategias multiplicativas y agota los seis intentos sin conseguir
establecer la relacion.

6.9.2.7.- Conclusiones del estudio I
Las conclusiones de este estudio son las siguientes:

a) El que un escolar continde correctamente una serie en una prueba
escrita, no es suficiente para conocer cudl ha sido el criterio aplicado por el
sujeto, a menos que las tareas resolubles mediante criterios de niveles
diferentes se sitien, cada una de ellas, en el nivel més bajo posible.

b) En las tareas del nivel representacional los alumnos del nivel N4 y de
menor edad (siete afios) aplican estrategias basadas en el sistema de repre-
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sentacion numérico. A partir de los nueve anos y tercer curso de Educacion
Primaria aplican la adicién con ayuda de la accién de contar.

c) En las tareas del nivel ordinal, predomina la accién de contar en los
escolares de siete afios; algunos de ellos contindan aplicando estrategias del
estado representacional. A partir de los nueve afios se estabilizan las respues-
tas aditivas.

d) Ante las tareas aditivas, los alumnos de siete afios modifican sus es-
trategias utilizando estrategias aditivas. Los alumnos a partir de los nueve
afios siguen utilizando estas estrategias aditivas.

e) Ante las tareas sustractivas, los escolares de siete afos tienen dificul-
tades en establecer la diferencia; vuelven atrds y utilizan estrategias de nive-
les anteriores. LLos demds alumnos aplican correctamente la sustraccion.

f) Salvo un alumno, todos los demds aplican estrategias aditivas y
fracasan en los seis intentos ante la primera tarea multiplicativa.

g) En los alumnos (N4, 7, 2) hemos constatado tres tipos de estrategias:
representacionales o simbdlicas, ordinales y aditivas segun el tipo de tarea.

6.9.3.- Estudio 11

6.9.3.1.- Comparacion de las respuestas de escolares (N1, 7, 2) con las
respuestas de escolares (N4, 7, 2)

Debido a las caracteristicas de los alumnos (N1, 7, 2), nos tenemos que
restringir en este estudio a las tareas representacionales, ordinales y aditivas,
que son las Unicas en las que podemos obtener respuestas en ambos niveles.

Salvador (N1, 7, 2) manifiesta dos tipos de estrategias: la primera ba-
sada en el sistema de representacion y la segunda basada en la serie numérica
memoristica. La primera estrategia la utiliza para diferencias superiores a
dos:

Tarea R1:
[31 41]
[12 ] S:"El veintidés. Porque al treinta y uno le saltas

un nimero y en vez del tres le pones el cuatro, cuarenta y
"

uno
Tarea A2:
[12 24]
[41 ] S: "Que va a pasar al cincuenta pero anadiendole
tres"

La segunda estrategia la utiliza para la diferencia dos:
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Tarea O1: "Saltandose un nimero"
Tarea O2: "Le vas dejando dos"

Como hemos podido comprobar en el estudio I, los escolares (N4, 7, 2)
utilizan tres tipos de estrategias: La primera estd basada en el sistema de
representacion, la segunda estd relacionada con la segunda del nivel anterior,
pero mds en consonancia con un dominio de la accion de contar de n en n, y
la tercera es aditiva. La primera se ha puesto de manifiesto, exclusivamente,
en las tareas R1 y R2, salvo en el caso de Salvador, que intenta utilizarla con
diferencias mayores que dos.

6.9.3.2.- Comparacion de respuestas de escolares (N3, 11, 5) con
repuestas de escolares (N6, 11, 5)

Esta comparacién se realiza sobre las respuestas de Marta (N3,11,5) y
de Ricardo (N6,11,5), por lo que sélo podemos analizar las respuestas de
ambos hasta la tarea M1, que no logra superar Marta.

A diferencia de lo que ocurre con Ricardo, las respuestas de Marta son
aditivas, aunque manifiestan la acciéon de contar de n en n. Algunas
respuestas de Marta parece que indican niveles de instruccion mas
elementales, a diferencia de otras respuestas que se consolidan en la
aritmética del nimero natural. Esto se comprueba examinando las respuestas
que da Marta a las tareas R1, R2, O1, Al y A2, que se incluyen en el Anexo
6.1 al que nos remitimos.

6.9.3.3.-Conclusiones del estudio IT

Se ha llegado a las siguientes conclusiones:

a) Los alumnos del nivel N1 aplican dos tipos de estrategias, unas basa-
das en el sistema de representacion y otras en la serie numérica memoristica.

b) Las respuestas aditivas del nivel N3 se encuentran contaminadas por
la aci6n de contar de n en n.

6.9 4.- Estudio III

6.9.4.1.- Comparacion de respuestas de escolares (N2, 6, 1) con
respuestas de escolares (N4, 7, 2)
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Por motivos de limitacién en una parte de los sujetos del estudio, la
comparacién se restringe a las relaciones representacionales y ordinales. Los
alumnos (N2, 6, 1) utilizan estrategias representacionales y relacionadas con
la accién de contar. Los alumnos (N4, 7, 2), tal como hemos comprobado en
los apartados anteriores, utilizan estrategias representacionales, para las
relaciones R1 y R2, y estrategias basadas en contar o en la aditividad, en el
caso de las relaciones O1 y O2. Veamos algunos ejemplos:

Maria (N2, 6, 1)

R1: [35 ] "El cuarenta y cinco. Cuento el treinta y cinco.
No porque estd ahi y me voy a los del cuatro y con este
nimero de aqui (Se refiere al 5 de 35)."
O1:[21 ] "En el veintiuno es el mismo nimero pero con
el tres"
Gema (N2,6, 1)

R1: "Si yo puse el dos ti pusistes el 12. Si yo puse el 26 td
pusistes el treinta y seis. Si yo pongo sesenta y dos td pones
setenta y dos"

O1: "Contando de dos en dos"

Como se aprecia en el ejemplo citado, Maria no logra superar las
relaciones aditivas con estrategias representacionales, mientras que Gema
aplica el conteo de diez en diez y de dos en dos, constituyendo instrumentos
suficientes, en este caso, para superar el nivel ordinal pero no para conseguir
resolver relaciones aditivas en general.

6.9.4.2.- Comparacion de respuestas de escolares (N4,9,4) con respuestas
de escolares (N6,10,5)

En este estudio debemos destacar el caso de Lucia (N4, 9, 4), que
siempre utiliza el conteo para buscar las soluciones pero que no supera la
tarea S2. Asimismo, a diferencia de las respuestas de Gema, Lucia manifiesta
un adiestramiento en las operaciones de suma y resta a partir del conteo.

Los demas alumnos, tanto los de coordenadas (N4, 9, 4) como los de
coordenadas (N6, 10, 5), aplican las estrategias aditivas sin excepcion en las
tareas representacionales, ordinales y aditivas. Asi, Alejandra utiliza
estrategias aditivas en la bisqueda de las relaciones, a pesar de responder en
términos "de tanto en tanto" y de operar contando.

El primer intento de todos los escolares en la tarea multiplicativa M1
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ha sido de tipo aditivo. La diferencia entre los alumnos (N4, 9, 4) y los
alumnos (N6, 10, 5) ha estado, precisamente, en el nimero de intentos
necesarios para llegar a establecer la relaciéon multiplicativa, es decir, en el
nimero de intentos necesarios para llegar a cambiar de estrategia. Los
alumnos (N6, 10, 5) s6lo han necesitado un intento, mientras que Sergio (N4,
9, 4) y Rubén (N4, 9, 4) han necesitado seis intentos. No obstante, ambos
superan en dos tareas lo conseguido en la prueba escrita del estudio
cuantitativo.

Los alumnos (N4, 9, 4) no superan la tarea partitiva P1, aplicando todos
la sustraccién. Sin embargo, los alumnos (N6, 10, 5) pasan sin problemas de
la multiplicacion a la divisién en el primer intento, descubriendo rdpidamente
la relacion partitiva.

6.9.4.3.- Conclusiones del estudio III

A partir de la comparacion de respuestas, hemos llegado a las siguientes
conclusiones:

a) Los escolares (N2, 6, 1) utilizan estrategias representacionales y
ordinales. Con estas estrategias intentan resolver, sin éxito, las tareas aditivas.

b) Todos los alumnos, a partir del nivel N4, aplican estrategias aditivas
en los primeros intentos de resolver la primera tarea multiplicativa.

¢) Los alumnos del nivel N6 modifican sus estrategias a partir del primer
intento, lo que no ocurre con los del nivel N4, que persisten en sus intentos.

d) Ninguin alumno del nivel N4 consigue superar una tarea partitiva.

6.9.5.- Conclusiones de la actividad 2

En lo que se refiere a los aspectos a observar que han sido planteados
en el disefio de la actividad 2, podemos decir lo siguiente:

a) El nimero de ensayos que necesita un alumno para obtener el criterio
disminuye al aumentar el nivel. Los alumnos de niveles N5 y N6, salvo
errores de cdlculo, han utilizado un solo ensayo. Los alumnos de niveles
intermedios o inferiores han presentado cierta dificultad al llegar a las
relaciones correspondientes a su nivel.

Como era de esperar, en el paso de las series aditivas a las
multiplicativas se aplica, en primera instancia, una relacion aditiva. Todos los
alumnos que se enfrentaron a la tarea M1 han tenido que utilizar un segundo
ensayo o han rectificado su respuesta inicial.
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b) Las explicaciones dadas por los alumnos se han ajustado plenamente
a sus niveles segtin la escala acumulativa. En este sentido podemos concluir
lo siguiente:

- La mayoria de los escolares del nivel N4 y de los cursos
inferiores interpretan las relaciones R1 y R2 con criterios representacionales
y las relaciones O1 y O2 con el conteo, a diferencia de alumnos del mismo
nivel pero de cursos superiores que establecen relaciones aditivas. Esto se
debe a que los esquemas representacionales se presentan en los inicios del
aprendizaje numérico y son anteriores al conteo en lo que se refiere a su
aplicacion en razonamiento inductivo numérico. Cuando los escolares
integran la numeracion escrita y la secuencia verbal en los inicios de la suma
y resta "contando", surgen nuevas estrategias para establecer este tipo de
relaciones y dan respuestas del tipo "van de n en n".

Esta conclusion es parcial, puesto que se obtiene de una muestra
particular de sujetos y, lo que es mds importante, porque se trata de un
proceso de aprendizaje del nimero natural que prima la memorizacién de la
secuencia verbal y las estrategias algoritmicas que facilitan el éxito en los
inicios del cdlculo (Este hecho lo hemos constatado estadisticamente para
nuestros sujetos en el capitulo anterior, donde hemos visto el desfase entre
los logros en razonamiento inductivo numérico y en procedimientos
aritméticos).

c¢) Los alumnos llegan al nivel que les corresponde, incluso lo superan
en alguna tarea. Esto era de esperar, debido a que han tenido mads
posibilidades y han podido rectificar sus estrategias en el transcurso de la
entrevista.

Sin embargo hemos de decir que, a pesar de las facilidades resefadas, no
se han distanciado de los niveles que les correspondian. Este hecho viene a
reforzar la idea de que no sélo estamos hablando de saberes concretos y de un
tipo determinado, sino de verdaderos estados de conocimientos. Los niveles
no indican si el nifio sabe o domina algun aspecto de la aritmética sino de que
manera lo aplica en razonamiento inductivo numérico.

d) Los criterios se modifican ante nuevas tareas, salvo el caso sefialado
de la tarea M1 (paso de lo aditivo a lo multiplicativo) y con muchas dificul-
tades en la tarea A1 (paso de lo ordinal a lo aditivo).

e)La mayor parte de los alumnos proponen los nimeros al azar. Aunque
a veces tardan en sus propuestas no tienen ningin criterio de eleccion.
Senalar el caso de Pedro (N4,7,2) y Manolo (N3,9,3) que en los distintos
ensayos de unos numeros a otros fijan la cifra de las unidades para obtener
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las respuestas modificando solo las decenas.

f) En cuanto a los intentos fallidos hemos de distinguir dos casos dife-
renciados:
- criterios aditivos en tareas multiplicativas;
- criterios representativos y ordinales en tareas aditivas.

g) Tal y como hemos comprobado las respuestas dadas por los nifios
estan en consonancia con el nivel que les ha correspondido en la escala acu-
mulativa. Sus respuestas manifiestan los criterios tedricos de nuestro disefo
cualitativo.

h) Los alumnos de los niveles superiores ante tareas de niveles inferiores
se pueden adaptar a las mismas aplicando estrategias propias de estos niveles
inferiores.

J) Muchos nifios con estrategias de niveles inferiores han superado tareas
de niveles superiores. Segun hemos comprobado este hecho se produce en los
niveles anteriores al aditivo.

La facilidad en la modificacion de estrategias se ha observado signifi-
cativamente en nifios a partir del nivel aditivo.

k) Los fracasos no se han debido a errores de procedimientos aritméticos
sino a la imposibilidad de interpretar inductivamente las tareas propuestas. Es
importante este aspecto ya que la investigacion apunta al razonamiento y no a
las rutinas o procedimientos aritméticos y era importante que estos no fuesen
un obstdculo que contaminasen nuestros andlisis. En tal sentido decir que ha
habido un ajuste total de las tareas y las posibilidades inductivas de los nifios
y por tanto una nitidez absoluta para obtener claramente nuestras
conclusiones.

Globalmente hemos de destacar dos consecuencias importantes:

1) En todas las inversiones producidas al pasar de unas tareas a otras,
dentro de cada nivel, los escolares no tienen problemas en invertir las
estrategias de los niveles siguientes ante una tarea de su nivel o inferior:

Nivel N1: Aumento-Disminucién

Nivel N2: Orden creciente-Orden decreciente
Nivel N4: Adicion-Sustraccion

Nivel N6: Multiplicacién-division
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2) Hemos detectado dos "escalones' importantes en las respuestas de los
escolares de Educacion Primaria:
- el paso de lo ordinal a lo aditivo;
- el paso de lo aditivo a lo multiplicativo.
Estos son los cambios que provocan la acumulacién de alumnos (N2, 7,
2) y (N4, 9, 4) en las edades y cursos correspondientes.

6.10.- Resultados y conclusiones de la actividad 3

Esta actividad se corresponde con un tercer nivel de significacion y esta
enfocada para los escolares de los niveles superiores.

Desde un punto de vista evolutivo el establecimiento de relaciones de
relaciones debe estar en consonancia con una evolucién a la formalizacion
del pensamiento aritmético y, por tanto, en el inicio al dlgebra, lo que nos
aproxima a los estados 7, 8 y 9 de nuestro modelo tedrico.

6.10.1.- Establecimiento de relaciones de relaciones

En la tabla 6.9 vemos la distribucién de alumnos que han establecido
este tipo de relaciones en las distintas tareas. En las columnas se representan
los niveles de las diferentes tareas.

a) Se trata de tareas propias del nivel N6. Los escolares que se adaptaron
a lo que se les pedia han sido: Alejandra (N6, 10, 5), Diego (N6, 9, 5), Rocio
(N6, 11, 6) y Francisco (N6, 12, 6). Sus respuestas se han dirigido
directamente a comparar relaciones y no se han detenido a estudiar otras
posibilidades.

b) Isaac (N4, 9, 3) y Sergio (N4, 9, 4) son los mds jovenes en encontrar
alguna relacién entre relaciones, lo que no significa su adaptacién plena a la
prueba, ya que detectan estas relaciones por ensayo y error, es decir, a base
de proponer varias soluciones.

6.10.2.-Otras respuestas
Excepto los casos indicados anteriormente del nivel N6, el objetivo de

los escolares ha sido intentar justificar de algin modo los emparejamientos.
Este hecho ha enriquecido notablemente las posibilidades de una
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interpretacion didéctica para seguir profundizando en los perfiles inductivos
de los alumnos de los distintos niveles.

NT| N2 | N3 | N4 | NS | N6

Carlos (N1,6,1)
Salvador (N1,7,2)
Maria (N2,6,1)
Damian (N2,6,1)
Gema (N2,6,1)
Manuel (N3,9,3)
Marta (N3,11,5)

Alberto (N4,7,2)
Rocio (N4,7,2)
Pedro (N4,7,2)
Gonzalo (N4,9,3)
Miguel (N4,9,3)

Isaac (N4,9,3) * *
Sergio (N4,9,4) * *
Lucia (N4,9,4)

Rubén (N4,9,4)

Manuel (N4,10,4)

Blas (N4,10,4) = *

Antonio (N5,10,4)
Ana M? (N5,11,6)
Alejandra (N6,10,5) | * * * * | * *

Pablo (N6,10,5) * * * * *
Diego (N6,19,5)| = * * *

Ricardo (N6,11,5)

Marta (N6,11,6) * *

Rocio (N6,11,6) | * * * * * *
Raquel (N6,12,6)

Francisco (N6,12,6) | = * * * * *

Tabla 6.9. Distribucion del establecimiento correcto de relaciones de relaciones
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Las estrategias que han utilizado estos alumnos ha sido juntar las parejas
dos a dos y pensar. Si no podian encontrar una justificacion las emparejaban
de algun otro modo.

Los esquemas que han manifestado los escolares los hemos organizado
en cuatro categorias: Correspondencia representacional, Clasificacion repre-
sentacional, ordinal representacional y aditivo representacional. La distri-
bucién de respuestas se puede ver en la tabla 6.10.

6.10.2.1.-Correspondencia representacional

Considerando cada pareja como un conjunto y estableciendo una correspon-
dencia con un criterio representacional:

Carlos (N1,6,1)

3.1a
[92 82]
[2 12]
"El dos con el dos"
3.1b
[32 42]
[52 42]

"Juntos el dos con el dos"

Salvador (N1,7,2)
3.1.a
2 12]
[32 42]
"Aqui también el dos contra el dos y este dos contra otro dos. Los de abajo tienen
un nimero delante"

3.1b
[92 82]
[52 42]
"Este se parece en el dos, contra el dos y el dos contra el dos. Estos tienen un
nimero delante"

Gema (N2,6,1)

3.1a
[32 42]
[52 42]
Senalando el cuarenta y dos de cada pareja: "Estos dos sitios tienen cuarenta y dos"
3.1b
2 12]
[92 82]
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Cubriendo el ocho y el uno, dice: "Estos tienen dos"

6.10.2.2.-Clasificacion representacional

Aplicando una correspondencia con un criterio clasificatorio represen-
tacional:

Salvador (N1,7,2)

32a
[7 9]
[3 9]
"Este tiene un nimero"
32b
[29 27]
[84 82]

"Este tiene dos nimeros. No va a ir un nimero contra dos"

Rubén (N4,9.4)

32a
[84 82]
[29 27]
"Estos tienen dos cifras"
32b
[7 9]
[3 5]

"Estos tienen una cifra"
6.10.2.3.-Ordinal representacional

El establecimiento de la correspondencia se basa en aspectos ordinales
de la serie numérica:

Rocio (N4,7,2)
33.a
3 9]
2 8]
"El ocho y el nueve. El dos y el tres...contando..."

Maria (N2,6,1)
33a
3 9]
2 8]
"El dos va delante del tres y el ocho va delante del 9"
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34.a
[38 30]
9 1]
"Después del treinta va el treinta y uno y después del treinta y ocho va el treinta y
nueve"

6.10.2.4.-Aditivo representacional

Establecimiento de una correspondencia aditiva:

Sergio (N4, 9, 4)
33b
[41 53]
[1 13]
"Le han sumado en este nimero cuatro (Se refiere a las decenas de 13)
Aqui como solo hay un uno le han afiadido un cuatro (A cero decenas)"

33b
[15 5]
[12 4]
"Del cuatro al cinco le han afiadido una y del dos al cinco le han anadido tres"

Induccion numérica en Educacion Primaria




292 Capitulo 6.- Estudio empirico cualitativo

NT| N2 | N3 | N4 | NS | N6

Carlos (N1,6,1) | *

Salvador (N1,7,2) * * *

Maria (N2,6,1) * * * * * *
Damian (N2,6,1)

Gema (N2,6,1) * *

Manuel (N3,9,3) * *

Marta (N3,11,5)

Alberto (N4,7,2) * *

Rocio (N4,7,2) * * * *

Pedro (N4,7,2) | = *

Gonzalo (N4,9,3)
Miguel (N4,9,3) * *

Isaac (N4,9,3)| *

Sergio (N4,9,4) | * * *
Lucia (N4,9,4) | * *
Rubén (N4,9,4) * * *
Manuel (N4,10,4) | = * *
Blas (N4,10,4

Antonio (N5,10,4) | ~* * *
Ana M? (N5,11,6) | * * *
Alejandra (N6,10,5)

Pablo (N6,10,5)
Diego (N6,19,5)
Ricardo (N6,11,5)
Marta (N6,11,6)
Rocio (N6,11,6)

Raquel (N6,12,6)
Francisco (N6,12,6)

Tabla 6.10. Distribucién de las soluciones que no se ajustan a las relaciones de relaciones
y niveles que les corresponden

6.10.3.- Conclusiones de la actividad 3

Las conclusiones fundamentales son las siguientes:
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a) Hasta que un alumno no consiga el nivel seis parece no tener
capacidad para establecer relaciones de relaciones correctamente;

b) Los alumnos de niveles inferiores intentan justificar sus em-
parejamientos con tres esquemas distintos, que hemos denominado: corres-
pondencia representacional, clasificacién representacional y aditivo repre-
sentacional.

6.11.-Conclusiones del estudio empirico cualitativo

En primer lugar debemos decir que el estudio cualitativo nos confirma la
bondad del modelo tedrico evolutivo expuesto en el capitulo 4 ya que, con
actividades diferentes a las realizadas en los estudios anteriores, se confirman
las competencias inductivas que corresponden a los distintos niveles de la
E.IN. En segundo lugar, hemos de decir que el estudio cualitativo ha hecho
posible obtener una primera organizacién de las estrategias inductivas de los
escolares de Educacion Primaria segun los diferentes niveles de la E.I.N.

El objetivo bésico del estudio cualitativo era confirmar la bondad de la
E.IN. Por ello, a continuaciéon exponemos el significado de la bondad de una
escala en razonamiento inductivo numérico.

Desde un punto de vista tedrico la bondad de una escala acumulativa en
razonamiento inductivo numérico estriba en que los diferentes niveles re-
presenten distintos comportamientos adaptados que persisten en las distintas
actividades que se les propongan a los escolares. No solo es cuestion de un
dominio de habilidades aritméticas ya que al pasar de unos niveles a otros, las
estrategias inductivas se modifican y alumnos de distintos niveles no ne-
cesariamente manifiestan la misma estrategia ante una misma tarea. Esta es
una de las claves para la bondad de una escala.

Si enfrentamos a los alumnos a diversas tareas graduadas de acuerdo con
los niveles de una escala, que no estén determinadas de antemano exclu-
sivamente por unas rutinas aritméticas y que por tanto el éxito no dependa de
su dominio, la bondad de una escala vendra en relacién con las siguientes
puntualizaciones:

a) Alumnos del mismo nivel deben conseguir el mismo alcance en tareas
de razonamiento inductivo numérico independientemente de las tareas
inductivas propuestas y del nivel instructivo de los alumnos

b) Los alumnos de un mismo nivel ante una variedad de tareas deben
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manifestar las mismas o parecidas estrategias de razonamiento inductivo
numeérico.

¢) Alumnos de distintos niveles no deben conseguir el mismo alcance y
deben manifestar distintas estrategias de razonamiento inductivo numérico

d) Las tareas que consigan superar con €xito alumnos de niveles infe-
riores deben superarlas alumnos de niveles superiores, aunque no necesa-
riamente con las mismas estrategias, salvo en el caso que la tarea solo se
pueda resolver mediante una Unica estrategia y esta esté supeditada a un co-
nocimiento o habilidad aritmética.

e) Al aplicar la escala a unos alumnos, debe obtener niveles con dife-
rencias cualitativas y no solo de instruccion.

Debe existir cierto paralelismo entre desarrollo del curriculum y la
evolucion del razonamiento inductivo numérico pero no supeditacion. Por
mucho que intentemos desligar los aspectos del razonamiento inductivo
numérico de la intruccién en aritmética existe cierta dependencia ya que el
desconocimiento de la aritmérica imposibilita establecer relaciones numéri-
cas.

Teniendo en cuenta todo lo que precede, consideramos que los resulta-
dos obtenidos con las tres actividades propuestas han sido muy satisfactorios
ya que:

a) Las actividades han determinado diferencias en razonamiento induc-
tivo numérico entre los alumnos de acuerdo con los diferentes niveles, a pe-
sar de la necesidad que han tenido los alumnos de aplicar propiedades
aritméticas que han sido objeto de un aprendizaje escolar. Ello confirma la
adecuacion de las mismas a nuestras pretensiones.

b) Alumnos de distintos cursos y edades pero pertenecientes al mismo
nivel han conseguido los mismos logros, con algunas matizaciones en las
estrategias que tienden a evolucionar de los alumnos de menor edad a los de
mayor edad. Lo que permite asegurar que el curriculum es importante pero
no suficiente como indicador fiable en las posibilidades de los alumnos en
razonamiento inductivo numérico.

¢) En la actividad 1 se obtuvieron diferencias en los primeros niveles de
la escala

d) En la actividad 2 se proponian como un juego, las relaciones de la
E.ILN., con la posibilidad de varias tentativas. Los logros conseguidos por los
alumnos han sido los del nivel que les correspondié en la aplicacién de la
escala, confirmandose cualitativamente, en los alumnos entrevistados, los re-
sultados obtenidos en el estudio cuantitativo.

e) Con la actividad 3 se demuestra el significado de la consolidacién del
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nivel N6, diferenciando cualitativamente este nivel de los inferiores.
6.11.1 -Caracterizacion de los niveles de la E.I.N.

Segiin el apartado 6.2, uno de los propositos de este estudio era
caracterizar y justificar los resultados de la pruebas escritas y dar significado
a los comportamientos generales y a las situaciones singulares encontradas
asi como a los procedimientos, destrezas y estrategias inductivas que los
escolares de Educacién Primaria utilizan para alcanzar un determinado
rendimiento, es decir, completar los perfiles de razonamiento inductivo
numérico correspondientes a cada uno de los niveles de la escala acumulativa
(Hipotesis H2)

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en todos los estudios
realizados desde el inicio de esta investigacion hemos conseguido una
primera caracterizacion de los distintos niveles de la E.I.N:

Nivel 1

-Se corresponde con el estado representacional del modelo tedrico

-los escolares de este nivel se distribuyen bdsicamente en los cursos
primero y segundo de Educacion Primaria, y edades de seis y siete anos.
(apdos. 5.15,5.19)

-establecen relaciones simbdlicas basadas en la grafia y en las reglas de
nuestro sistema de representacion (apdo. 6.8.1)

-aplicando las relaciones anteriores pueden resolver series aritméticas de
diferencia diez (apdo. 6.9.1)

-manifiestan dos tipos de estrategias inductivas: unas basadas en el
sistema de representacion numérica y otras en la serie numérica
memoristica (apdos 6.9.3.1,6.9.1,6.9.3.3)

-Consiguen la inversion aumento-diminucion o creciente-decreciente
(apdo. 6.9.5)

- Pueden establecer correspondencias representacionales y clasifica-
ciones representacionales. (apdos. 6.10.2.1, 6.10.2.2)

Nivel 2
-Se corresponde con el estado sintdctico-numeral de nuestro modelo
tedrico
-los escolares de este nivel se distribuyen bdsicamente en los cursos
primero y segundo de Educacion Primaria, y edades de seis, siete y ocho
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anos (apdos. 5.15,5.19)

-establecen relaciones simbdlicas basadas en la grafia, en las reglas de
nuestro sistema de representacion y en la memorizacion de la serie
numérica natural. Manifiestan la comparacién ordinal: mayor-
menor.(apdos. 6.8.1,6.9.1, 6.8.4.1)

-aplicando las relaciones anteriores pueden resolver series aritméticas de
diferencia diez, dos y tres ( apdo.6.9.1)

-manifiestan dos tipos de estrategias inductivas unas basadas en en el
sistema de representacion numérica y otras en la serie numérica (apdo.
6.9.4)

-consiguen la inversion aumento- disminucion o creciente-decreciente
(apdo. 6.9.5)

-Pueden establecer correspondencias ordinales-representacionales (apdo.
6.10.2.3)

Nivel 3

-se corresponde con el estado aritmético aditivo de nuestro modelo
tedrico

-los escolares de este nivel se distribuyen a partir de segundo curso y
edad de siete afios a lo largo de toda la Educacion Primaria (apdos.5.15,
5.19)

-llegan a establecer relaciones simbdlicas, ordinales, aditivas y
conceptuales (par-impar) (apdo.6.8.1)

-aplicando las relaciones anteriores consiguen resolver series aditivas
-manifiestan estrategias inductivas de tres tipos: representacionales,
ordinales y aditivo-ordinales (identifican "sumar n" con "contar de n en
n") (apdos. 6.9.1,6.9.3.3)

-consiguen las inversiones aumento-disminucién y orden creciente-
orden decreciente (apdo 6.9.5)

-desde un punto de vista de la naturaleza del nimero natural en sus
respuestas priman los aspectos ordinales y no los cardinales
(apdo.6.8.3.2)

Nivel N4

-se corresponden con el estado aritmético aditivo de nuestro modelo
tedrico

-los escolares de este nivel dominan en Educacion Primaria y se
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distribuyen a partir de segundo curso hasta sexto y desde los siete afios
hasta los doce, alcanzando cotas mdximas en los cursos y edades
intermedias (apdos. 5.15, 5.19)

-los escolares de este nivel establecen relaciones simbdlicas, ordinales,
aditivas y conceptuales (apdo. 6.8.1)

-sobre los diez afios aparecen referencias cardinales (apdo. 6.8.2)
-establecen relaciones multiplicativas utilizando esquemas aditivos:
"doble de" como sumar dos veces etc.. Intentan resolver aditivamente
las series multiplicativas. (apdos 6.8.2,6.9.2.5)

- consiguen las inversiones aumento-disminucién, ordinal creciente-
ordinal decreciente, aditivo-sustractivo (apdos. 6.9.2,6.9.5)

Nivel 5

-se corresponden con el estado aritmético multiplicativo de nuestro
modelo

-los escolares de este nivel se distribuyen fundamentalmente a partir de
cuarto curso y diez afios de edad (apdos. 5.15, 5.19)

-los escolares de este nivel establecen relaciones simbdlicas, ordinales,
aditivas multiplicativas (no partitivas) y conceptuales. En las simbdlicas
no aplican aspectos de graffa estableciendo solo relaciones sintdcticas
del sistema de numeracién y por tanto, es a partir de este nivel cuando el
escolar comprende que la grafia de un signo no es una propiedad
numérica (apdo. 6.8.1)

-en cuanto a las estrategias inductivas presentan intentos aditivos en
series multiplicativas siendo capaces de modificar sus esquemas para
pasar de las estrategias aditivas a las multiplicativas, teniendo
dificultades para pasar de la utilizacion de estrategias multiplicativas a
estrategias partitivas. (apdo. 6.9.1)

-es el nivel que presenta mayor indice de efecto tope (apdos.1.2.3.3,
3.8.1,

- no consiguen la inversién multiplicativo-partitivo (apdo. 6.9.5)

Nivel 6

-se corresponde con el estado aritmético multiplicativo de nuestro
modelo tedrico

-los escolares de este nivel se distribuyen fundamentalmente a partir de
quinto curso y once afios de edad (apdos 5.15, 5.19)
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-establecen relaciones simbolicas (solo sintacticas), ordinales, aditivas,
multiplicativas (incluyendo partitivas) y conceptuales (apdo. 6.8.1)
-llegan a generalizaciones de las propiedades de las operaciones y a
establecer la compatibilidad del orden con la numeracién escrita (si un
nimero tiene mas cifras es mayor), la suma y el producto. (apdo 6.8.4.2)
-pueden distinguir la distancia entre dos nimeros como su diferencia
que es uno mas que la cantidad de numeros intermedios en la recta
numérica natural (apdo. 6.8.4.2)

-establecen correctamente las relaciones de relaciones.(apdo. 6.10.1)
-consiguen la inversién multiplicacién-divisién (apdo. 9.6.5)

6.11.2.- Conclusion final

Al confirmar la bondad de la E.LLN. hemos culminado el P.ER.T.
(Planned Evaluation and Review Technique) propuesto en el apartado 2.4
para la evaluacion del modelo tedrico de razonamiento inductivo numérico
que se expone en el apartado 4.7.3. Esto significa que se confirma la bondad
de la hipdtesis H2, y se alcanzan, con ello, los objetivos O5 y O6 de los
enunciados en el apartado 1.7.2.
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