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INTRODUCCION Y RESUMEN DE LA MEMORIA






A manera de motivacién.

Con esta introduccién se pretende exponer los conceptos
principales en torno e los cuales se vertebra la presente memoria,
hacer un resumen de las ideas que en ella se desarrollan ¥ enumerar
los resultados més importantes que se alcanzan.

Iniciamos nuestra presentacion dando el enunciado del Teorema con
el que concluye este trabajo, y lo hacemos asi porque en él converge
gran parte del esfuerzo realizado. Se trata de un teorems de los

llamados "de continuidad automética” y dice:

Teorema IV. 2.6. Sea # una @-dlgebra de Jordan no conmutative compleja
¥y 3 un dlgebra de Jordan no conmutativa compleja, normada completa, no
degenerada prima con zdécalo no cero y minimalidad de la topologia de
la norma; sea ¢ un homomorfismo de # en B cuva imagen contengas al

zdocalo de B, entonces ¢ es continuo.

Pasamos a relatar cémo se conjeturé este Teorema, precisando al
mismo tiempo los conceptos que en €1 intervienen.Esperamos que una
vez hecho esto 1las hipétesis que en él se consideran aparezcan como
las condiciones naturales del objetivo que se persigue. Pedimos

mientras tanto la benevolencia del lector.
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Un precedente lejano de este Teorema IV. 2.6., que sirvid de
motivacién inicial para nuestro trabajo posterior, se debe a B. Yood
[Y; Theorem 2.3}.

Yood considera un homomorfismo de anilles, ¢, de una @-4lgebra
asociativa # en el Algebra BL{(Y) dellos operadores lineales continuos
sobre un espacio de Banach ¥, tal que su imagen o{#) contiene a los
operadores continuos de rango finito. Afiadiendo la hipétesis de que ¢
disminuye radios espectrales (innecesaria cuando ¢ es un homomorfismo
de algebras), logra probar que ¢ es continuo.

El propésito de lograr una generalizacién apropiada de este
resultado, dentro del contexto de la teoria de las &lgebras de Jordan
no conmutativas normadag, nos llevé de forma natural a:

i) generalizar el concepto de @-4lgebra para algebras de Jordan
no conmutativas y estudiar las propiedades generales de las mismas.

ii) aislar aquellas propiedades abstractas (es decir, sin
referencia espacial) del 4&lgebra BL(¥) que desempefian un papel
relevante en la demostracién del Teorema citado de Yood, con el
propdsito de que, una vez traducidas convenientemente al lenguaje de
las Algebras de Jordan normadas completas y exigidas adicionalmente a
una tal algebra, permitan abordar con previsible éxito nuestro
proposito.

Por lo que se refiere al punto i) no hay ninguna dificultad en 1la
generalizacién deseada: una @-Algebra asociativa es un 4lgebra
esociativa normeda en la cual el conjunto de los elementos

casi-inversibles es abierto. Puesto gque para &algebras de Jordan no
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conmutativas se dispone de una conveniente definicién de elemento
casi-inversible, que se reduce a la usual cuando el &Algebra es de
hecho asociativa, definimos una @-4&lgebra de Jordan no conmutativa
como un éAlgebra de Jordan no conmutativa normada en la cual el
conjunto de sus elementos casi-inversibles es abierto. E1 Capitulo I
lo hemos dedicado al estudio de algunas propiedades generales de tales
dlgebras. Mas adelante volveremos sobre ello.

En lo que respecta al punto ii), de las muchas perfecciones
puramente algebraicas de que gozan las &lgebras BL{(Y), nos fijamos
-porque Yood hacia uso de ello en la demostracién de su teorema- en el
hecho de que tales dlgebras tienen ideales izquierdos minimales: si f
es un elemento del dual topolégico x* de ¥, y € es un vector en ¥ tal
que f(e«)=1, definiendo T : ¥ —— % por Tz = f(z)e para todo z en X,
es facil ver que BL{X)T es un ideal izquierdo minimal de BL{X). Puesto
que en la teoria de las algebras de Jordan no conmutativas los ideales
interiores desempefian un papel andlogo al que Jjuegan los ideales
unilaterales en la teoria de las algebras asociativas, nos vimos
llevados a la consideracién de algebras de Jordan no conmutativas con
ideales interiores minimales. Tales Algebras habian sido estudiadas
por A.Rodriguez y A. Fernandez, [F-R] y [F-R3] apoyandose en el
trabajo previo que habian realizado J. Osborn y M. Racine sobre las
correspondientes Adlgebras de Jordan [O-R].

Por otro lado es bien sabido que el Algebra BL(Y) es prima, Para
un &lgebra asociativa el Ber prima y tener ideales izquierdos

minimales tiene importantes consecuencias: por ejemplo, para una tal
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dlgebra la representacién regular izquierda asociada a un ideal
izquierdo minimal es irreducible e inyectiva por lo que el Algebra en
cuestion es primitiva. Es natural por ello considerar que las Algebras
de Jordan no conmutativas que buscamos deban ser también &lgebras
primas.

Hasta aqui lo referente a perfecciones puramente algebraicas de
BL(Y). Si consideramos ahora el punto de vista analitico, las Algebras
BL(X) son Algebras de Banach. Como nuestro objetivo es un teorema de
continuidad automatica cualquier perfeccién topoldégica del &Algebrs
imagen podia ser interesante para nuestros propositos; ello nos llevd
a considerar el hecho de que las algebras BL{%X) tienen minimalidad de
la topologia de la norma; es decir, cualquier norma de &lgebra en
BL(X) que induzca una topologia menos fina que la topologia de 1la
convergencia uniforme sobre conjuntos acotados €s, de hecho,
equivalente a la norma de operadores y por tanto ambas topologias son
la misma. Este hecho habia sido demostrado por Bonsall [Bo.l (ver
también [R.P.3; pag. 123]). Esta propiedad topoldgica de que gozan
las dlgebras BL(X) nos parecidé lo suficientemente importante como para
mantenerla también en el contexto no asociativo.

En resumen, las reflexiones anteriores, nos llevan a considerar
las algebras de Jordan no conmutativas normadas completas primas con
ideales interiores minimales y con minimalidad de 1la topologia de 1la
norma como una primera aproximacién a las Algebras que buscamos.

Tan s86lo nos queda explicar ahora alguna cuestién de tipo técnico

v de terminologia. Para un édlgebra asociativa el ser prima implica que
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carece de ideales no nulos de cuadrado cero, es decir, tal Algebra es
semiprima. La existencia de ideales izquierdos minimales en un algebra
asociativa tiene su mayor interés y utilidad cuando el Algebra ademas
es semiprima, por lo cual estas condiciones van frecuentemente unidas.
En la teoria de las Algebras de Jordan no conmutativas la condicioén
andloga a la "semiprimidad asociativa” se expresa diciendo que el
dlgebra es "no degenerada" pero, asi como toda Algebra asociativa
prima es semiprima, no es cierto que un &lgebra de Jordan no
conmutativa prima sea necesariamente no degenerada por 1lc cual esta
condicién debe ser adicionalmente impuesta. Esto por lo que se refiere
al detalle técnico.

La cuestidon de terminologia es méas corta de aclarar: un Algebra
de Jordan no conmutativa no degenerada se dice que tiene zdcalo no
cerc s8i tiene ideales interiores minimales; el zd6calo de dicha algebra
es, por definicidn, la suma de todos ellos.

Llegamos asi, finalmente, a la consideracion de que las dlgebras
de Jordan no conmutativas normadas completas no degeneradas primas
con zécalo no cero y minimalidad de la topologia de 1la norma parecen
ser las candidatas a desempefiar el papel del Algebra imagen BL(X) en
la deseada generalizacidn del Teorema de B. Yood. Dicha consideracidn
gqueddé justificada cuando logramos demostrar, con bastante esfuerzo,
nuestro teorema IV. 2.6.

No quisiéramos dejar la impresién de que el Teorema IV. 2.6 haya
sido nuestro Unico objetivo a alcanzar. Sirvié de idea motivadora,

pero en cuanto tuvimos fijada la anterior clase de élgebras dichas
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4lgebras nos parecieron lo suficientemente interesantes para merecer
un estudio por si mismas. Esto nos llevé a intentar describir lo mejor
posible las élgebras de Jordan no conmutativas normadas completas no
degeneradas primas con z6calo no cero ¥y, eventualmente, con
minimalidad de la topologia de la norma (los capitulos II, III y parte
del IV de esta memoria estan dedicados a ello}). De hecho tal
descripcién, contiene resultados intrinsecamente interesantes, no
esperables a priori.

Entienda ahora el lector por gqué hemos comenzado esta
presentacién enunciando su resultado final; en dicho enunciado se
ponen de manifiesto conjuntamente todas las ideas fundamentales que se
estudien en este trabajo:

i} el concepto de @-a4lgebra en el caso Jordan no conmutativo.
ii) las &Algebras de Jordan no conmutativas normadas completas,
no degeneradas primas con z6calc no cero.

iii) el concepto de minimalidad de 1la topologia de la norma, y
las perfecciones que se consiguen cuando se considera esta hipdtesis
adicional sobre tales Algebras.

iv} Teoremas de continuidad automatica cuando en el algebra de
partida se debilita la hipétesis usual de complitud, y se reemplaza
por la de ser @-algebra, y en el algebra de llegada se refuerza la
hipétesis usual de semisimplicidad con la adicional de minimalidad de

la topologia de la norma.
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Breve historia de las Q-Algebras y nuestra aportacién a las mismas.

Irving Kaplansky introduce en 1946 [K.3], comc un concepto
auxiliar util en el estudio de los anillos topoldgicos compactos, el
concepto de @-asnillo para referirse a un anillo topolégico en el que
el conjunto de sus elementos casi-inversibles es abierto. Mas tarde,
en 1949, extiende -en la manera obvia- dicho concepto para &lgebras
asociativas normadas dando asi lugar al concepto de @-algebra [K.].

Desde entonces el estudio de las @-Algebras ha recibido un
tratamientq desigual, surgen aqui y alld esporadicamente [Y.], [Y.2],
[Z.], pero no se las considera como un objeto merecedor de un estudio
sistemdtico por derecho propio. Muy recientemente parece que las cosas
estan cambiando en este sentido; el pasado mes de Septiembre el
profesor Theodore W. Palmer envi6é al profesor Rodriguez Palacios un
"preprint” [P.] donde se establecen las bases para una teoria de las
@-4lgebras asociativas. Cuando se recibié el citado trabajo ya
teniamos concluido el Capituloc I de esta memoria, pero nos alegrd que
el profesor Palmer se interesara por el tema ¥y, también, encontrar
reflejadaafen su escrito -a nivel asociativo, claro estad- muchas de
las ideas que habiamos madurado en nuestro estudio de las @-algebras
de Jordan no conmutativas.

Para nosotros hay una razon mas préxima que justifica nuestro
interés por las @-algebras. Procede de que, como hace notar el
profesor Rodriguez Palacios en [R.P.], para tales &algebras permanece

valida la demostracion dada por B. Aupetit. {[A.] de que el ideal
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separador de un epimorfismo entre élgebras de Banach complejas esté
contenido en el Radical de Jacobson .

En el trabajo citado de Rodriguez Palacios se idea un
procedimiento para asociar a cada &4lgebra normada completa (no
asociativa) una conveniente &-4lgebra (asociativa), de manera tal que
isomorfismos entre &Algebras normadas completas inducen isomorfismos
entre las correspondeintes @-Algebras asociadas, lo cual, junto con la
extensién mencionada del resultado de Aupetit proporciona una potente
herramienta que ha permitido sbordar con éxito el problema de unicidad
de la topologia de la norma completa en Algebras no-asociativas.

Como ya se ha dicho, en el Capitule I de esta memoria, se
introduce el concepto de gd4lgebra de Jordan no conmutativa. Dicho
concepto surge cuandco s8e considera sobre un algebra de Jordan no
conmutativa una norma de algebra para la que el conjunto de 1los
elementos casi-inversibles es abierto. Como es sabido toda Algebra de
Jordan no conmutativa normada completa es @-Algebra. Pero también es
facil dar ejemplos de @-4lgebras no completas; como pof ejemplo el
dlgebra m de las sucesiones casi nulas con la norma del maximo.

De los resultados obtenidos queremos destacar el Teorema I. 3.10
en el que se caracterizan de muy distintas formas las @@-Algebras
dentro de la clase de las Algebras de Jordan no conmutetivas normadas.
Particular importancie tiene la caracterizacién de las @-4lgebras como
aquellas Algebras de Jordan no conmutativas normadas que son plenas en
su completaciédn normada pues de ella se sigue, como consecuencia

inmediata, que el espectro de un elementc de una @-&lgebra de Jordan
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no conmutativa tiene exactamente las mismas propiedades que en el caso
completo ¥y, en particular, es véalida 1la férmula clasica de
Gelfand-Beurling afirmando la igualdad entre el radio espectral
geométrico y el algebraico.

Quizas, debido a estos hechos, Palmer llama a las @-&lgebras
"4lgebras espectrales”, nombre que nos parece mejor que el
tradicional, aunque sin embargo lo hemos mantenido.

La caracterizacién anterior responde negativamente {al igual que
en [P.]) & la pregunta formulada por A. Wilansky en la seccidn
"Letters to the Editor” de la revista American Mathematical Monthly
{vol. 91. (1984)) acerca de la eventual existencia de alguna @-4algebra
{asociativa) gque no fuera plena en su completacién.

También se estudia la estabilidad de la estructura de Qhélgebra a
través de las operaciones usuales de unitizacién, complexificacidn y
paso & cociente por un ideal cerrado. Destacaremos porque su
demostracién hace uso de un resultado profundo de 1la Teoria de
dlgebras de Jordan, la Proposicién 3.8 donde se establece unas
identidad, de apariencia ingenua pero que costé algun esfuerzo, y que
permite probar que la complexificacién normada de una &g-4algebra de
Jordan no conmutativa es también una @-algebra.

Destacamos también, por el papel que juega en esta memoria, el
Corolario 1.3.13 que s8i # es una @-adlgebra de Jordan no conmutativa, 3
es un algebra de Jodan no conmutativa semisimple y ¢ o —— F un
epimorfismo, entonces Ker(9) es cerrado y d/Ker(¢) es una @-4dlgebra

con la norma cociente.
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Igualmente nos parece interesante la Proposicién I. 3.19 donde se
prueba que el hecho de que los ideales interiores modulares maximales
son cerrados caracteriza a las @-Algebras dentro de la clase de las
flgebras de Jordan no conmutativas normadas. En resumen, queda patente
un nuestro estudio, que las @-algebras de Jordan no conmutativas
tienen importantes perfecciones algébrico-topolégicas que permiten
extender para ellas -con mayor o menor esfuerzo- muchos de los

resultados importantes para adlgebras de Banach.

Nuestra aportacién al estudio de las 4lgebras de Banach primas con

ideales minimales.

Es conocida la estrecha relacién que existe entre las Algebras
primas con ideales izquiérdos minimales ¥ lés parejas de espacios
vectoriales en dualidad, debida a que toda Algebra prima con zécalo no
cero se representa como subAlgebra de un 4Algebra de operadores
lineales con adjunto respecto de un par dual [Ka.2; Theorem 36], [J.2;
rg. 751 ¥ [H; Theorem 1.2.1]

Omad

El estudio de 1las Algebras de EBanach on ideeales izquierdos
minimales ha sido tradicionalmente una parcela interesante dentro de
la teoria general de las Algebras de Banach, quizas por el hecho de
que incluyen como caso particular a las algebras de operadores BL(¥).
Por ello han servido como banco de pruebas para demostrar en

primera instancia ciertas conjeturas como, por ejemplo, la unicidad de

la topologia de la norma completa en algebras de Banach semisimples.

xiwv)




Para tales Algebras se dispone ademds de un buen teorema de
representacién, pues una tal Algebra puede representarse de forma
continua comc un Algebra de operadores lineales con adjunto para un
conveniente apareamiento Banach. [B-D; Thecrem 31.6] ¥ [R; Theorenm
2.4@1

Nuestra aportacién principal al estudio de las algebras de Banach
primas con ideales minimales ha consistido en estudiar de qué manera
la hipétesis adicional de minimalidad de la topologia de la norma se
traduce equivalentemente en ciertas perfecciones del apareamiento de
Banach y en ver como éstas implican a su vez importantes propiedades
en el algebra de partida.

Destacamos por su importancia en todo el trabajo el Lema

Fundamental II, 1.4

IT. 1.4. LEMA FUNDAMENTAL. Sea (X, ¥, <, }) un apareamientoc de Banach,
3 una subdlgebra de BL(X) que contiene los operadores de rango finito
con adjunto, y sea | .| una norma de &lgebra en B; entonces existe un
nimero k > 0 tal que | <Te, ¢> | sk JT ) lel b4, para todo e € X ,

Yy €Yy Te X,

Tal Lema s8e obtuve después de analizar en profundidad un
resultado que aperece en el libro de Rickart [R: Theorem 2.4.17], en
cuya demostracién aparece, aunque no de forma explicita. Digamos

también que la demostracidén que damos nosotros del mismo, aunque
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inspirada en la original de Rickart, es formalmente diferente ¥
creemos que bastante mAds diAfama y convincente.

Haciendo uso del Lema Fundamental se demuestran los importantes
Teoremas II. 1.5. y II. 2.4. los cuales establecen, entre otras cosas,
que para un apareamiento de Banach (%, ¥, <, >) el hecho de que la
inmersién candnica €« — ; de X en y’ definida por la forma bilineal
<, > sea un homecmorfismo sobre su imagen es equivalente a que toda
subalgebra de BL(&'Z)+ ¥, en particular, toda subAlgebra de BL(¥}), que
contenga a los operadores continucs de rango finito con adjunto tenga

minima topologia de la norma. Haciendo uso de este resultado y del

Teorema de estructura II. 2.1 llegamos a probar el siguiente Teorema:

I1I. 2.2, TEOREMA. Sea d un dlgebra de Banach compleja prima con zécalo
no cerc y minimalidad de 1la topologia de la norma, entonces toda
subdlgebra de d que contenga al zdcalo tiene minima topologia de la

norma.

El capitule concluye con una generalizacidon del Teorema de Yood:
11. 2.5. TEOREMA. Sea ®d una @ élbebra asociativa compleja, & un
dlgebra de Banach compleja, prima con zécalo no cero y minimalidad de
la topologia de la norma, y sea ¢ un homomorfismo Jordan entre &£ 3y 3
verificando o(d) > soc(R), entonces ¢ es continuo.

Nétege que el Teorema anterior generaliza en un doble sentido el
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Teorema de Yood pues, de una parte se considera un homomorfismo Jordan
y de otra porque las hipdtesis sobre el Algebra de llegada & que aqui

se consideran son satisfechas por las Algebras BL(X)

Nuestra aportacién al estudio de las Algebras de Jordan primas con
ideales minimales.

La relacién antes aludida, entre las &lgebras asociativas primas
con 26caloc no cero ¥y los pares duales de espacios vectoriales
permanece -con las 16gicas modificaciones esperables- ©para las
algebras de Jordan no degeneradas primas con =zdéecalo no'cero, como se
pone de manifiesto en el trabajo de Osborn-Racine [0-R]. Sin embargo
el Teorema de representacién para élgebras de Banach complejas primas
con zb6calo no cero, del cual hicimos uso en el Capitulo II carecia de
una conveniente versioén para el caso de algebras de Jordan complejas
normadas completas; el resultado mas préximo del que disponiamos en
este caso, tan sdélo afiadia como perfeccidén al Teorema de
representacidn algebraico que los apareamientos de espacios
vectoriales (sobre &algebras de divisidn) que alli aparecia eran, de
hecho, apareamientos de espacios vectoriales complejos. Por ello
nuestro primer objetivo en este capituloc fue establecer un Teorema de
representacién para algebras de Jordan complejas normadas completas,
no degeneradas primas con zécaloc no cero anadlogo al correspondiente
asociativo,

Un segundo objetivo consistidé en analizar las perfecciones que,

en la situacidén antes considerada, se deducen de afiadir la hipétesis
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de minimalidad de la topologia de la norma.

Nuestro primer objetivo queda cubierto con el Teorema III, 1.2.

ITII. 1.2. TEOREMA. Sea (4, '.I) un dlgebra de Jordan compleja normada
completa no degenerada, prima con zdcalo no cero. Entonces # estéd en
alguna de las situaciones siguientes:
i} Es un Algebra de Jordan compleja finito dimensional simple.
ii) Es el dlgebra de Jordan de una forma bilineal simétrica no
degenerada y continua sobre un espacio de Banach complejo infﬁntio
dimensional.

iii) Existe un apareamiento de Banach complejo (¥, VY, <, >) tal
que # es una subdlgebra del Algebra de Jordan L(X%, ¥, <, »)% que
contiene a FL(X, Y, '(} >), ¥y la Iinmersién de (4, I.ﬁ) en
( L(X, Y, <, >}, |.|d ] es continua.

iv) Existe un espacio de Banach complejo autodual, simétrico o
antisimétrico, (¥, <, >) tal que # es una subdlgebra del &lgebra de
Jordan Sim{L{X, <, >)] gque contiene a Sim[FL{X, <, >»)], ¥ la inmersién

de (4, |.||) en BL(X) es continua.

La complejidad técnica de la demostracidén de este Teorema se pone
de manifiesto en la necesidad de estudiar separadamente el caso
descrito en iii) ¥y los dos casos descritos en iv), lo que también
influye en la mayor extensién que ocupa esta demostraciédn.

Para lograr el segundo objetivo es necesario establecer

previamente la correspondiente version de los Teoremas II., 1.5 y II.

xviii)




2.4 para un espacio de Banach autodual (¥, ¢, >) en donde se establece
que son condiciones equivalentes, entre otras, el hezho de que la
inmersidén candénica de ¥ en S*, @ — ; inducida por la forma bilineal
<, > sea homeomé6érfica, ¥y el hecho de que toda subalgebra de
Sim[L{¥, <, >)] que contenga a los operadores simétricos de rango
finito tenga minima topologia de la norma. Esto es lo que se consigue
probar en el Teorema III. 2.2.

Una consecuencia importante de este Teorema es que para un
dlgebra de Jordan cuadratica = J{(X, f}, con (X, f) eséacio de Banach
autodual simétrico, 1la hipdétesis de tener & minimalidad de la
topologia Qe la norma equivale a que la inmersidn candnica de ¥ en $*
inducida por f sea homeomérfica, lo cual se pone de manifiesto en el
Corolario III. 2.3.

Se logra asi demostrar el Teorema de representacién Teorema III.
2.4 que establece los tipos a los que, salvo isomorfismos topoldgicos,
se 8ajusta un Algebra de Jordan compleja no degenerada, normada

completa prima con z6calo no cero y minimalidad de la topologia de la

norma.

III. 2.4. TEOREMA. Si & es un 4dlgebra de Jordan compleja no
degenerada, normada completa, prima con zdécalo no cero y minimalidad
de la topologia de la norma, entonces salvo isomorfismos topoldgicos o
responde a uno de los cuatro tipos sigulientes:

i) # es un dlgebra de Jordan compleja finito dimensional

simple.
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ii) 4 = J(X, f), donde (%, f) es un espacio de Banach complejo
autodual simétrico infinito dimensional, talfque la inmersién candénica
de X en $’ inducida por f es homeomdrfica.

iii) Existe un apareamiento de Banach complejo (%, Y, <, >) tal
que las inmersiones candnicas de ¥ en y' y de Y en x* inducidas por la
forma bilineal <, ) son homeomérficas, de maners que & es una
subdlgebra cerrada de BL($)+, contenida en L(X, ¥, <, >) y conteniendo
a FL{X, ¥, <, >).

iv) Existe un espacio de Banach complejo autodual (X, <, »},
simétrico o antisimétrico, tal que la inmersién candnica de ¥ en $¥
inducida por la forma bilineal es homeomérfica, de m#nera gue & es una

subalgebra cerrada de BL(I)+, contenida en Sim[L(X, ¥, <, »>»)] ¥

conteniendo a Sim[FL(X, ¥, <, »)].

El capitulo finaliza probando la correspondiente versién Jordan
del Teorema II. 2.2 antes enunciado, y que dice que toda subalgebra ©
de un algebra # en las condiciones del Teorema anterior, conteniendo

al zb6calo de # tiene minima topologia de la norma.

Un teorema de continuidad automédtica y nuestro estudio del caso Jordan

no conmutativo.
El Capitulo IV empieza con un apartado en el cual se establece,
haciendo uso de un importante resultado de Aupetit, un teorema de

continuidad automdtica que responde a las ideas comentadas al

xXx)




principio de esta introducciédn:

IV, 1.1. TEOREMA. Sea # una @-4lgebra de Jordan no conmutativa
compleja, B un dlgebra de Jordan no conmutativa compleja, normada
completa, semisimple y con minimalidad de la topologia de la norma, y

f un epimorfismo de # sobre B; entonces f es continuo.

Tal resultade se wusa & continuacién para probar que toda
JBtuélgebra no conmutativa tiene minima topologia de la norma {(Teorema
Iv., 1.4), resultado que habia sido establecido por Cleveland [Cl.]
para 8*-élgebras asociativas, si bien el nuestro es méas fuerte,
incluso en su particularizacién asociativa, pues implica que si o es
una Et-élgebra su simetrizada ot tiene minima topologia de la norma.

Concluye este primer apartado del Capitulo IV con el AUnico
resultade de naturaleza geométrica que hay en todo el trabajo,
probando que la norma de una JB*-élgebra no conmutativa o es minimal
entre las nermas de Algebra sobre «,.

En el apartado segundo del capitulo IV se extiende el Teorema
JI1I1. 2.4 & Algebras de Jordan no conmutativas (Teorema IV. 2.2) ¥ se
obtiene como consecuencia de los resultados principales hasta aqui

obtenidos el siguiente importante Teorema.
IV. 2.4. TEOREMA. Sea # un algebra de Jordan no conmutativa compleja
normada completa, no degenerada prima con zdécalo no cero y minimalidad

de la topologia de la norma. Toda subdlgebra € de d tal que € > soc(«)

xxi)



tiene minima topologia de la norma.

Como consecuencia sencilla del Teorema anterior se obtiene

finalmente el Teorema IV. 2.6 con el que empezamos esta introcduccidn.,

Antes de concluir, quiero poner de manifiesto que este trabajo de
investigacién ha sido inspirado y dirigido en todo momento por el Dr.
Angel Rodriguez Palacios y por el Dr. Javier Pérez GonzAlez, a quienes
quiero manifestar mi mas sincero agradecimiento por su constante
orientacién y permanente ayuda, sin las cuales no habria sido posible
la realizacién de esta Memoria.

Granada Octubre, 1988.

fuis Rico Romeno,
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Carituro 1

1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS ALGEBRAICOS BASICOS
2. ALGEBRAS NORMADAS.

3. ALGUNOS RESULTADOS SOBRE Q-ALGEBRAS DE JORDAN NO CONMUTATIVAS.






1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS ALGEBRAICOS BASICOS.

Esta seccibén se incluye para dotar de autonomia a nuestro trabajo
¥y servir de réferencia que facilite su lectura. Nos hemos limitado a
exponer aquellos conceptos ¥y resultados algebraicos de la teoria de
las Algebras de Jordan no conmutativas que consideramos méas relevantes

para nuestro estudio. Las referencias basicas son [J], [M] ¥y [H-M].

1.1. DEFINICION. Un algebra sobre un cuerpo K es un K-espacio
vectorial # dotado de una aplicacion bilineal de d x o en o
llamada preoducte. Si el producto es asociativo el Algebra se 1llama

asociativa.

Las definiciones de algebra con unidad, ideal izquierdo, ideal
(bildtero), homomorfismo y de algebra cociente son las mismas que en
el caso asociativo.

Consideraremos sclamente algebras reales (K = R) o complejas

(K = ). .

1.2 NOTACION. El1 producto en un algebra se nota usualmente por
yuxtaposicién, (a,b6) — ab, y se utilizan notaciones especiales para
agquéllos casos en los gue se considera mas de un producto sobre un
mismo espacio vectorial.

Salvo necesidad de mayores precisiones un Algebra se simboliza



igual que su espacio vectorial subyacente.

Para elementos a, 4%, ¢ de un Algebra & notaremos:

[a,b] = ab - ba (conmutador de a y 4);

[a,b,c] = (ab)c ~ a(bc) (asociador de a, &y c);

La(m) = ax (e € o) (multiplicador izquierdo por a):
Ra(e) = ea (@ € ) (multiplicador derecho por o)

Dado un espacio vectorial X se simboliza por L(¥X) el algebra
asociativa de los operadores lineales de £ en ¥ .
Es claro que para cada elemento @ de un algebra # se tiene que

L vy R estdn en L(#), y las aplicaciones a—L , a— R

a a a a

son lineales.

Dada un &dlgebra # y un escalar A € K se nota dtl) a]l Algebra
cuyo espacio vectorial es el mismo de o ¥ cuyo producto esti
definido por:

a, % =28+ (1-1) ba
Este algebra se llama la mutacién A de #. Cuando A # 1/2 el

‘(K) se determinan mutuamente, pues si

AW

producto en # y en

A

W=~ se comprueba que

4M(1/2) _ (1/2)

» para todo escalar A, por lo

4(1/2) no permite, en
4(172)

Por otra parte

que el s6lo conocimiento del producto en

+

general, recuperar el producto de ®#. El algebra se nota

y se llama 4dlgebra simetrizada de #, su producto se representa por

a-&:-;—(a&+&a}.

Notaremos L; = —%— {L + R.) = R al operador de

. +
multiplicacién por a en & .

1.3 UNITIZACION DE UN ALGEBRA. Sea #4 un algebra sobre K , con o

sin unidad. Se llama unitizacidén de # al &lgebra dj, cuyo espacio




vectorial es # x K y cuyo producto viene dado por:
{a, ) (&, B) = (ab + ob + Ba, af)
para cualesquiera a,4 en & y a,f en K. El elemento I = (0, 1)
es la unidad de 4 , ¥y también es claro que # x {0} es un ideal de
d1 isomorfo a 4.
Si se identifica # con # x {0} y K con KI, es facil ver que
todo elemento 2 de se escribe de forma tnica como 2z = a + «a,

1

con a€d yv ac€lk,

1.4, COMPLEXIFICACION DE UN ALGEBRA. Sea A un algebra, se llama
complexificacién de +#, y se nota dm y 8l conjunto # x &€ dotado de

las siguientes leyes:

adicién: (a, &) + (¢, d) = (a + c, & + d)
producte por nimeros complejos: (a + iB) (a, &) = (aa - B8, ob + Ba)
producto: (a, &) (c, d) = (ac - &d, ad + &¢)

para todos a, 6, ¢, d en & y «, B en R,

Asi, dc es un aAlgebra compleja.

La aplicacién a — (a, 0) es un R-monomorfismo de & en
dm.

Puesto que (a, &) = (a, 0) + i{H, 0), si identificamos & con
su imagen en dc s cada elemento 2 € ‘E puede escribirse de modo

unico en la forma <2 = a + i con a, & € 4,
De este modo se puede considerar # como subdlgebra real de dc.

vy también se facilitan los calculos.

Un algebra +# en la que para todo par de elementos a, & en «

se verifica la igualdad (ab) a = a (&a) (ley flexible) se 1llama



algebra flexible.

1.5. PROPOSICION. Pars elementos a y & de un dlgebra flexible d& se
verifican las identidades:

. 2 _ p2
ii) Laz - La = Raz Ra

iii) [Ly , Rg 1 = {R, , Ly }

.iV) [Razr La ]

[Lazr La ] = [Razr R ] = [Lazs R ]

a a

Demostracidn
i) La ley flexible se expresa [a, &, a] = 0; sustituyendo a
por 4 + c:
0 =[a+c, B, a+ <] = [a, & <] + [c, B, a]
Expresando esta 1igualdad mediante operadores, y tomando C como
variable, tenemos 1i}.
La identidad jii}) se obtiene tomando a = & en i).

En términos de operadores la ley flexible se expresa:

[Ra , La ] = 0. 8i sustituimos a por a + &, tenemos:

0 = [Ra+& , La+6 ] = [Ra ' L& ] + [RG ’ La ] , de donde
(R, » Lpg 1 = -[Ry , L, ] = [L, Rg 1, ¥ asi tenemos la
identidad iii}.

De la identidad Ji} tenemos:

2 2
[Lazs LCL ] - [La » La 1= [Razr La ] - (Rar La J;
. 2 2
ademas [La’ La 1] =0 = [Ra’ La l1, por tanto:
{Laz, La ]l = [Raz, La ]

Analogamente se obtiene [Laz, Ra ] = [Raz, La 1.

Finalmente, las dos identidades obtenidas, junto con iii) nos

proporciona iv)}




1.6, DEFINICION. Para cada elemente a de un Algebra & se define el

operador Ua por Ua = (La + Ra) La - Laz.
1.7. PROPOSICION. En un &lgebra flexible # se verifica que U, = 'u;_
+ _ + .+ 4
donde ﬂa = 2 La La Laz°
Demostracién. Teniendo en cuenta la Proposicidén 1.5 - ii), ¥y la
identidad [Ra . La ] = 0, en un Algebra flexible se tiene:
(La + Ra ) La - Laz = (La + Ra ) Ra - Raz s ¥ de aqui la demostracién

es inmediata.

1.8. DEFINICION. Un Algebra # en la que para todo par de elementés a
vy & de & se verifican las igualdades:
ab = ba {conmutativa)
(azﬁ) a = a° (ba) (identidad de Jordan)
se llama 4dlgebra de Jordan.
Un &algebra flexible y que verifica la identidad de Jordan se

llama dlgebra de Jordan no conmutativa.

Puesto que toda Algebra conmutativa es flexible, la clase de las
dlgebras de Jordan estd contenida en la clase de las 4Algebras de
Jordan no conmutativas. También es claro que toda Algebra asociativa

es un algebra de Jordan no conmutativa.

1.9. PROPOSICION. Un dlgebra flexible d es de Jordan no conmutativa

si y s86lo si d'  es un dlgebra de Jordan.

Demostracidén, Para a € d se tiene de acuerdo con la Proposicién



1.5 - iv), que:

+ +. _ 1 _ .
[Laz, Ra] = = [Laz + Rz, L, ¢ R, I = [L,2, R, 1;
. . . + +
en consecuencisa [Laz, Ra ] =0 8i y sb6lo si [Laz, Ra ]_= 0

Como caso particular de la Proposicién 1.9 tenemecs gque si o
es un Algebra asociativa, d+ es un Algebra de Jordan; en este caso se
dice que < es el Algebra de Jordan subyacente a d, y el producto

de d+

se llama producto Jordan de 4, Cuando un Algebra de Jordan
es una subilgebra de un Algebra d+, con # asociativa, se le llama
dlgebra de Jordan especial. Se sabe que existen algebras de Jordan no

especiales [J.; pg 11]; tales Algebras se llaman &lgebras de_Jordan

excepcionales.

Si # es un Algebra flexible ¥y A wun escalar, d{l) también es

flexiblé, Yy como dtl)+= d*, se obtiene comoc consecuencia de 1la
Proposicidn 1.5 que la clase de lag #Algebras de Jordan no
conmutativas es estable por X - mutaciones, En particular se tiene

que si # es un algebra asociativa” d(l) es un algebra de Jordan no
conmutativa; a tales Aalgebras se les 1lama casi-asociativas
estrictas. Conviene tener en cuenta también gue la unitizacidn dl v
la complexificacidn ‘C de un Algebra de Jordan no conmutativa «
{respectivamente de Jordan o asociativa) es también un Algebra de

Jordan no conmutativa {respectivamente de Jordan, asociativa).

1.10. DEFINICION. Sea o un Algebra con unidad I sobre un cuerpo K,
#4 se dice cuadratica si para todo @€ en d los elementos ef, e e
I son linealmente dependientes, es decir, existen o« y Ben K tales

que: & + az + BI = 0.




Si uﬁ dAlgebra cuadridtica ®# es flexible, como c?es combinacién
lineal de @ e I , se verifica que (cgy) e = &° (qm), ¢4 € d; luego
se cumple también el axioma de Jordan, y en consecuencia & es de
Jordan no conmutativa.

Las Algebras cuadraticas quedan caracterizadas, en general, por

el siguiente Lema de Osborn [O]. Recuérdese gue un Algebra ¥ se

llama anticonmutativa cuando @y = - y&, para todo € e 4 en V.
1.11. LEMA. Sea VY una K-glgebra anticonmutativa, cuyo producto
notamos @ A4, seg f una forma bilineal sobre V¥V, y sea #d = V4+KI

Entonces # con el producto:
(¥) (@ + o) (4 +B) =ay + Be + ey + af + f(e,y),
es un algebra cuadrdtica sobre K.
Reciprocamente, toda 4dlgebra cuadrdtica sobre K se obtiene a
partir de una K-dlgebra anticonmutativa ¥ y de una forma bilineal

sobre YV, como se ha indicado anteriormente.
El siguiente Lema es debido también a Osborn [O]

1.12. LEMA. Ses A una K-dlgebra cuadrética; V¥, A, f son,
respectivamente, el 4dlgebra anticonmutativa, el producto en dicha
élgebra y la forma bilineal sobre ¥V asociados a d, como se ha dicho
en 1.11. Entonces: |

i) d es flexible (es decir de Jordan no conmutativa) si y sdélo
si f es simétrica y se verifica que fie, @« A ¢} = 0 para
cualesquiera &, 4 en?.

ii) 4 es de Jordan si y sdélo si f es simétrica y @ A 4 =0,



para cualesquiera «, 4 en ¥; el producto en & viene dado en este
caso por:

(x%) (@ +a) (4 +B) oy +Pe +af + f(a, ¢).

Simbélicamente se escribe o = J(¥; f, A) para denotar el Algebrsa
de Jordan no conmutativa cuadratica cuyo espacio vectorial es ¥ + KI
v cuyo producto viene dado como en {¥), para la forma bilineal
simétrica f vy el producto anticonmutativo A . Analogamente
notaremos # = J(¥, f) el algebra de Jordan cuyo-espacio vectorial es
¥ + KI y cuyo producto viene dado por (#*%)}; dicha Algebra se llama
Algebra de Jordan de la forma bilineal f sobre el espacio vectorial
¥. Es sabido que estas algebras son simples 8i y s6lo s8i dimensién de

¥ es mayor o igual que 2, ¥ f es no degenerada.

1.13. DEFINICION. {M]. Sea # un &lgebra de Jordan no conmutativa
con unidad; sea @ € & . Se dice que a es inversible, con inverso &,

gi se verifican las siguientes igualdades:

ab = ba = 1

SI’\)
o

a’s

Evidentemente, si a es inversible en 4 entonces también es
inversible en d+ con igual inversc. Reciprocamente, si a es
inversible en d' con inverso &, entonces se tiene que:

ab + ba = 21 ¥ a%6 + 8a® = 2a
de donde, debido a 1.5 - ii},
(Lgz - Ry2) (8) = (LS - RS ) (8) = (Lg + Ry ) (Ly, - Ry ) (£) =
= Z{La - Ra ) {I) = 0;

por tanto a’t = &% = a.
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Ademés &a = & (az&) = (&az) 4L = ab = I. Luego a es inversible
en -d con inverso &. )

Representamos por Inv(#) al conjunto de los elementos de # que
tienen inverso. Segin acabamos de ver: Inv(d) =rInv(d+), ¥y para 4a €
Inv(d) su inverso en o ¥ en d+ coinciden. Estos hechos son

importantes ya que nos permiten reducir el estudio de la relacidn

*ser inverso de” al casoc Jordan.

1.14. TEOREMA. [J; Theorem 13, Chap. 1]. Sea ®# un &lgebra de Jordan
con unidad; a, & en #, entonces
i) 8i a tiene como inverso b6, & tiene como inverso a;
ii) Equivalen las siguientes condiciones: |
a es inversible; ua es Iinversible en Lid); a" es

inversible para cualquier n en N; 1 € Ua(d) .

... . . . . . . -1
iii) Si a es inversible su inverso es iinico, e igual a u

“!a) .

iv) a ¥y & son inversibles si y sélo si ﬂa (6) es inversible.
v) o =l

Teniendo en cuenta las observaciones que preceden al Teorema 1.14
¥y el hecho de que ua = ﬂ; tenemos que dicho Teorema es vAlido también
en algebras de Jordan no conmutativas con unidad.

La operacién llamada casi-producto juega un papel importante
en el estudio de la estructura de &lgebra. En un Algebra de Jordan no
conmutativa o el casi-productoc de dos elementos a v b es el
elemento a°b6 de & definido por:

ah =a + 6 - ab
Son propiedades conocidas del casi-producto: que el elemento neutro de

esta operacién es 0; y que, si a es un aAlgebra asociativa o

conmutativa, el casi-producto también es asociativo o conmutativo.

11



1.15. DEFINICION. Sea # un Algebra de Jordan no conmutativa, a, &
elementos de #; se dice que & es casi-inverso de a cuando:
a-h = bea = 0

{a-a)eh = bHeo(a-a) = a

Si un elemento @ tiene casi-inverso se le llama casi-inversible.
Al conjunto de todos los elementos casi-inversibles del &dlgebra & se
le simboliza por q-inv(#).

Resumimos las propiedades inmediatas de los elementos
casi-inversibles en la siguiente proposicidn de comprobacién

rutinaria.

1.16. PROPOSICION. Sea P un 4dlgebra de Jordan no conmutativa,
entonces:
i) Si o tiene unidad I, un elemento a tiene como
casi-inverso b si y s6lo si 1 - a tiene como inversc 1 - b.
ii) Un elemento a tiene como casi-inverso & si y sélo si 1-a
tiene como inverso 1-6 en 4.

iii) q-inv(d) = q-inv(&’).

1.17. DEFINICION. Sea # un Algebra de Jordan no conmutativa y 3 una
subdlgebra de #; se dice que 2 es una subdlgebra plena de d si 3
contiene a todos los casi-inversos de sus elementos casi-inversibles
en #, es decir:

q-inv(3) = g-inv(d) n 3
Son consecuencias de la definicién de subé&lgebra plena que:

i) La intersecciéon de subAlgebras plenas de # es una subdlgebra
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Plena de 4.
ii) Si % es una subalgebra plena de € y € es un subalgebra plena
de %, entonces B es subAlgebra plena de 4.
iii) Si M es un ideal izquierdo o defecho de o, entcocnces M es una
subAlgebra plena de 4.
iv) Sea & una subdlgebra plena en & y sea % una subdlgebra de «
tal que ® c B, entonces 3 es plena en B

v) d es plena en su complexificacién ‘E .

1.18., PROPOSICION. Sea & un &lgebra de Jordan no conmutativa con
unidad y B una subidlgebra de #, que contiene a la unidad de 4,

entonces: Inv(®) = Invid) n® si ¥y sé6lo si gq-inv(B) = q-inv(d) n B.
Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Proposiciodon 1.16.

Conviene indicar que, de acuerde con la proposicién anterior
nuestro concepto de subaAlgebra plena es més amplio que el concepto
clasico [B; Chap. I, 1.4]}. Dicha proposicién sefiala que ambos
conceptos coinciden si # tiene unidad y 3 contiene a la unidad de

o.

1.19, DEFINICION. Sea # un aAlgebra de Jordan no conmutativa compleja,
a € d; se llama espectro del eleménto ¢ al conjunto:
spla/d) = {r € € : 2 ¢ q-inv(a)}
a este conjunto se le afiade el elemento 0 8i a no es inversible en .
Cuando el Algebra o tiene unidad, la definicién anterior puede
expresarse asi:
sp(a/d) = {r € C : a - AI ¢ Inv(sd)}

En un Algebra de Jordan no conmutativa real # se define el

i3



espectro de un elemento a € & por sp(a/d) := sp{a/ds), donde #; es la l

complexificabién de 4.

1.20. DEFINICION. Sea o un algebra de Jordan no conmutativa y a en #; l

se llama radio espectral algebraico del elemento a al valor:

pla/d) := sup{ |rx] : X € spla/d)} l
i . . [
O (//Cu Cawvden Co nls Lb‘)ua,éL\ fLuerla J Ly el‘,k'\: £y vales D o Al Acx s
De las definiciones dadas y del estudio de propiedades hecho ;

hasta aqui, podemos enunciar la siguiente proposicidn. ' ‘

1.21. PROPOSICION. Sea o un 4dlgebra de Jordan no conmutativa i
compleja, a un elemento de d, y 3 una subdlgebra plena de d. Se
verifica: 1‘
i) spla/d) = spla/k’)
ii) Si a € B, splas/® v {0} = spla/d) v {0}

iii) pla/d) = plasd’); y si a €3 pla/d) = p(a/B).

1.22. NOTA. Como se dird mAs adelante todo elemento @ de un élgebrﬁ de j
Jordan no conmutativa # esta contenido en una subidlgebra & de d que .
es asociativa, conmutativa y plena en &, Como consecuencia de este
hecho y de 1la proposi_cién anterior resulta que el espectro de un
elemento cualquiera de un algebra de Jordan no conmutativa & puede
calcularse en una conveniente subAlgebra asociativa y conmutativa de

.

1.23. DEFINICION. En toda Algebra de Jordan no conmutativa F | se i
demuestra la existencia de un mas grande ideal casi-inversible

[M; Theorem 10]. A este ideal se le denomina radical del
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Jacobson-McyCrimmon de #, y lo notaremos Rad{d).

Si Rad(#) = {0} se dice que el 4lgebra es semisimple.

Es conocido que cuando «£ esg un.élgebra asociativa el radical de «£
coincide con la interseccién de los ideales primitivos de o [B-D;
Proposition 14.24].

En [H-M] Hogben y McyCrimmon introducen un concepto de ideal
primitivo en &Algebras de Jordan. Pasamos a definir los conceptos
necesarios para una versién Jordan no conmutativa de la anterior

caracterizacion del radical de un Algebra asociativa.

1,24 DEFINICION. Un subespacio vectorial. M de un Algebra de Jordan #
se llama un ideal interior de o si ﬂa(d) < M para tocdo a € M,

En un Algebra de Jordan con unidad todo ideal interior también es
subdlgebra; esto no es ciertoc en general si el &algebra no tiene
unidad. Se define por ello el concepto de ideal interior estricto de
un Algebra de Jordan #: se llaman asi los ideales interiores M de
que también son subdlgebras de #; ello es equivalente a afirmar que

M c € es un ideal interior de la unitizacién d1 de 4,

Para cada par de elementos a, & de un Algebra de Jordan no

conmutativa # se define el operador Ua g Ppor
)

1
ua,& =g (Mg - Y, - Y )

Suele usarse la notacién <{a, @, &} para designar el elemento U, gle).
1

1.25. DEFINICION., Un ideal intericor estricto M de un Algebra de Jordan

#d se llama «-modular, para algin @ de &, cuando se cumple:

i) ﬂI_w (Y c M
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ii) {(1-®), &, M} c M, es decir, {(1-®), 2, M} € M para todo
en diy Mm en M,
iii) @ - @ € M.

En este caso se dice que € es unidad modular de M.

1.26, PROPOSICION. [H-M) Un ideal interior (estricto) e-modular M de

un dalgebra de Jordan # es propic si y sdlc si € no pertenece a M.,

1.27. DEFINICION. Un ideal interior estricto M de un Algebra de Jordan
#A se dice que es @-maximal si es maximal entre todos los ideales
interiores (estrictos) propios #-modulares de #. Se dice que M es

modular-maximal si M es @-maximal para algin & de 4.

1.28. DEFINICION. Sea # un algebra de Jordan y M un ideal interior
modular-maximal. Al mas grande ideal P de # contenido en M se le llama
ideal primitivo de #.

Si # es un Algebra de Jordan no conmutativa, un ideal P de # es¢
primitive si es el més grande ideal P < M, para M ideal interior’™

. +
modular-maximal de « .,

1.29. TEOREMA. {H-M; Theorem 4.1} y [F-R; Theorem 1] El radical dec
Jacobson-McxCrimmon de un &lgebra de Jordan no conmutativa coincidr

con la interseccién de sus ideales primitivos.

1.30. DEFINICION. Un Algebra # de Jordan no conmutativa se dice
primitiva cuando el ideal {0} es primitivo.
De la definicidn y del Teorema anterior se desprende que, si # er

primitiva, Rad(#) = {0}.
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2. ALGEBRAS NORMADAS.

En esta seccidn se exponen, por razones de complitud, algunos
conceptos y resultados basicos de la teoria de las Algebras de Jordan
no conmutativas normadas. Para mayor informacién puede consultarse

(Ma]l ¥y [KI.

2.1, DEFINiCION. Un élgehra d cuyo espacio vectorial esta dotado de
una norma f.| se llama un &4lgebra normada cuando el producto es
continuo; es decir, existe un nuimero real positivo M tal que:
labfsMial] [§8F (a, 6ca)

Cuando M puede tomarse menor o igual que 1, esto es, si
|l a6 f s faf] | &, para a y & en &, se dice que la norma de # es
submultiplicativa y témbién se dice que [.] es una norma de dlgebra
en A. Siempre puede conseguirse una norma submultiplicativa, |.|,
equivalente a la dada sin més que definir | a [= M || a .

Un algebra normada con unidad I tal que | I | =1, ¥ |.| sea

submultiplicativa, se dice que es unital.

Toda algebra normada con unidad puede renormarse equivalentemente
de forma que sea wunital. En el caso asociativo se +trata de un
resultado clésico gue puede verse en [B-D; Theorem 4.1]. En el caso
general este resultado estd probado en {Oc.].

Puesto que en lo que sigue 88lo nos ocupamos de cuestiones
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algebraico-topolégicas, la norma de wun &lgebrs normada siempre sc
supondrd submultiplicativa y unital si el dlgebra tiene unidad, salv
indicacién en contrario.

Un &algebra normada cuyo espacic vectorial es un espacio d
Banach se dice que es un dlgebra normada completa; la denominacién de
algebra de Banach se reserva para el caso de las Algebras asociativa.

normadas completas.

Si ¥ es un espacio normado se representa por BL(X) el Algebra
normada de los operadores lineales continuos socbre ZX. | ]
Si 4 es un algebra normada y a € &, es claro que La ’ Ra , U
estan en BL(#) yque | L_ | shal, §rR l<lal By i=3fal

En consecuencia las aplicaciones a4 —— La , a — R y a — 1

a

son continuas.

2.2 UNITIZACION NORMADA. La unitizacién d1 de un algebra normada # se
considera siempre como Algebra normada unital con la norma definicd.l
por | ata | = Ja ] + | «a |, para @ € 4, « € K.

Es claro que 94] es completa si y s86lo si lo es # y que la

restriccidon de la norma de 41 a 4 es la norma dada en .

La obtencién de un resultado analogo al anterior para el caso dl

la complexificacién de un Algebra normada no es tan inmediato. I

2.3. TEOREMA, [B-D; Proposition 13.3]. Sea (d, |.}]) un élgeb;}
normada; #; la complexificacién de d; U = {a € d : fa | <1}; V 1a
envolvente absolutamente convexa de U x {0} en di, y p el funcionL&

de Minkowski de V. Entonces se verifica: ]
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1) p es una norma de dlgebra sobre_ic y p(2) = ! a ﬂ. Q€ 4,
ii) max(}l a |, § 1) s prta+bi}) s faj + | &}, a &e€a.

iii) (Ag , p) es completa si y sélo si (d, i . B) 1o es.

2.4, DEFINICION. Sea (#, }].[l) un &lgebra de Jordan no conmutativa
normada; se define el radio espectral geométrico de un elemento a de

#, como el valor:

r{a):lim Ian ”n=inf{ "an !1/n:n€N>
T —

Puesto que toda algebra de Jordan no conmutativa es de potencias
asociativas, és decir l1la subalgebra que engendra cada elemento es
asociativa, la existencia del limite y la igualdad anteriores se sigue
.como en [B-D; Proposition 2.8].

Los resultados basicos relativos a inversos en algebras de Banach
con unidad [B-D; Proposition 2.6, Theorem 2.9, Corolario 2.10, Theorem
2.11]) son validos también para &algebras de Jordan no conmutativas
normadas completas con unidad. Asi si # es una tal Algebra se
demuestra que el conjunto Inv(#) es abierto, haciendo uso de la
continuidad de la aplicacién e 2, ﬂa de # en BL(#) y de que, por
el teorema 1.14 - ii), Inv(#) = ¢ ' [Inv(BL(#))].

La continuidad del paso a inverso se obtiene como consecuencia
de que, para @ € Inv(#), su inverso viene dado por:

e ! = ue-a (&) = u;l(c)
Estos hechos vienen demostrados en {[Ma; Lema 3.1, Corolario 3.2,
Teorema 3.3 y Lema 3.4, pg. 63 y sgs.); ¥ [K; Ch. 2 ¥y 31.

Asi mismo en un Algebra de Jordan no conmutativa normada ¥

completa (&, |.[l) el conjunto qg-inv(#) también es abierto.
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2.5. PROPOSICION. Sea # un #dlgebra de Jordan no conmutativa normada
con unidad. Equivalen:
i) Invi#d) es abierto.

ii) Existe un nimero « positivo tal que B{l,xa} c Inv(d).

Demostracién. Es inmediato que i) implica ii). Probemos que 1ii)
también implica i). Para ello puede suponerse que # es conmutativa.
Sea a € Inv{(d); sabemos que el operador ﬂa—i es continuo, es decir,
tenemos que existe & > 0 tal que
I ua-1 () - U -1 (y) |l < « siempre que @, ¢ € & con b e-4¢) <68

Ahora bien, como (a + &) (a - &) = a® - 52, se comprueba que tomando

. 5 . ps y 2 2 . |
6, = min { 1, ASTICI B ¢t se verifica que | a° - &° | < & siempre que
| a - &} « 8,7 en este caso tenemos:

1
2 2 . 2 .

i ua-a {(a®) - ua-x (6% § =" 1 -ua-: (6°) | < « siempre que
| a-& | < 61 ; esto implica que ﬂa-i (%) es inversible en « y
por el Teorema 1.14, & es inversible en 4.

Queda asi justificado que B{a, 61) c Inv(#), luego Inv(#d) es abierto.
En la teoria de las 4lgebras de Jordan no conmutativas una

técnica muy Gtil cosiste en localizar ciertos conceptos en subAlgebras

asociativas. El siguiente teorema es importante en este sentido.

2.6. TEOREMA. [Ma 2; Theorem 2.7) Sea # un dlgebra de Jordan no

conmutativa, para cada a en # existe una subdlgebra % asociativa,

conmutativa, plena, y cerrada si d es normada, tal que a € %.

En la referencia indicada el teorema estd probado para el caso
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con unidad pues alli se usa el concepto cléasico de plenitud, pero es
sencillo pasar de aqui al caso general mediante la unitizacidén de 4.
El teorema 2.6 tiene importantes consecuencias. Asi, se deduce de
dicho teorema que, el espectro de un elemento en un algebra de Jordan
no conmutativa normada completa tiene las mismas propiedades que para
el casc de Algebras de Banach., El1 tecorema 2.6 tiene una pequefia

historia que puede consultarse en [Mal, [K] y también [B-R].

2.7. PROPOSICION. Sea # un dlgebra de Jordan no conmutativa normada y

con unidad; sea a € Inv(d#d) tal que | 1-a | < 1, entonces
-1 _ it R , -1 1
a - | +n§1(1-a) s ¥ en consecuencia ﬂ a ﬂ s T:HT:EH
n
Demostracion. Tomemos s = 1 + Z (1-a)k; tenemos asi que:
k=1
s - (l;a) s = 1 - (1-aJn+1, con lo cual a s =_1 - {1—0J"+1, de
donde: s_ = a 'l - (1-a)™y.

Ahora bién (1—0J"+1 tiende a 0 para n — ® luego s_converge a a_l;

X -1 i k d k 1
de ahi qye ba'| =] 1 +k§1 (1-a)” | =} 1 { +k§1I1—aﬂ e e |
Nota: la demostracisn pone de manifiestec el hecho de que, bajo
hipétesis de complitud, | 1-a | < 1 implica a € Inv{(d).
Ogm&a&:‘ Q?313

2.8. PROPOSICION. Salvo Isomorfismos topoldégicos no hay mas algebras
de Jordan no conmutativas cuadridticas normadas que las dlgebras

d = J(X, £, A), donde (X, I.I) es un espacio vectorial normade, f una
forma bilineal simétrica continua sobre X, y A un producto
anticonmutativo continue en ¥ verificando f(& A g, 2) = fl(e, 4 A 2), ¥

la norma en #d viene dada por

le+a] =fje| +| « |, para todo elemento @ + « en &,
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Demostracién. Sean X, f, A como en el enunciado y & = J(X, f, A),
entonces # con la norma definida es algebra de Jordan no conmutativa
cuadratica normada. En efecto:

| (e + @) (¢ +B8) | = Be+ oy + @y + af + fle, $) | =

= Bet+t oy +aeny | + | aft fle g) | s

sl lel+ el byl +eclhel Tol+lal (8l +rfel Jgls

s (hef+lah (hogl+ 8D =nfea] |48,
donde ¢ y k son las constantes de continuidad de A vy f
respectivamente, y M = max{1l, c, k}.
Reciprocamente, si (#, ||.[[) es un Algebra de Jordan no conmutativa
cuadridtica normada, sabemos por el Lema 1.12 que # = J{X, f, A},
Veamos que X es un subespacio vectorial cerrado de #, siguiendo el
razonamiento desarrollado en [P.P.R]. Sea {en} una sucesidén de
elementos de X que converge a @+a en #. Por la continuidad del
producto en # se tiene que:
{Gaz} = {f(en, en)} converge a @  + 20@ + a° = fle, &) + 2ee + a°, De
aqui se sigue que 20@ es limite de la sucesién
{f(en, ) - fle, @ - az}, de elementos de K, ¥y en consecuencia 2@ |

estd en K, lo cual implica que o bien # = 0 6 bien a = 0.

S5i e« 0, sea y € X, 4 # 0, entonces
(G’-n + 4})2 - Enz - 1}2 estd en K, y ademas {eny + qen}

ey t ye
converge a 204, luego oy € K, lo cual implica que a = 0.

En consecuencia, la forma lineal de # en K dada por @+a — «a es
continua, es decir , existe un nimero k > 0 tal que |a|f s k } e+« |.
Pero entonces | e | + |a] s | @ta | + 2|«]| s (2k + 1) | «ta |}, ¥
puesto que | @ta | s | @ | + |a] se concluye que la norma de # es

equivalente a la norma considerada en el enunciado.
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La continuidad de f y de A sobre X x ¥ es consecuencia de ser

fle, y) = —— (e + 42), @Ay = — (oy - ya).

2.9 DEFINICION. Se dice que el &lgebra normada (s, [.|) tiene 1la
propiedad de minimalidad de la topologia de la norma si para
cualquier otra norma de &algebra en o, |.|, cumpliendo que existe un
nimero « > 0 tal que:

|la] s« | a |, para todo a en «
entonces existe también otro ntimero B > 0 tal gue:

i a] <8 |a|], para todo a en 4.

2.10. DEFINICION. Se dice que el algebra normada (#, |.[) tiene minima
topologia de la norma si para cualquier otra norma de é4lgebra en 4,
|.| , se verifica que existe un nimero k > 0 tal que

§ a | <k |a|, para todo a en #.
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3. ALGUNOS RESULTADOS SOBRE Q-ALGEBRAS DE JORDAN NO CONMUTATIVAS.

En esta seccién se introduce el concepto de @-4&lgebra de Jordan
no conmutativa, obteniéndose diversas caracterizaciones del mismo ¥y
estudiando su comportamiento frente a las operaciones de unitizacién,
complexificacién y paso a cociente por un ideal cerrado. Hemos
incluido también algunos resultados de tipo algebraico-topolégico que

consideramos son de interés general.

3.1. DEFINICION. Una @-dlgebra de Jordan no conmutativa es un Algebra
de Jordan no conmutativa normada en la que el conjunto de los

elementos casi-inversibles es abierto.

Las algebras de Banach y, mas en general, las algebras de Jordan
no conmutativas normadas completas, son segun lo antes visto los
primeros ejemplos naturales de @-Algebras,

El concepto de @-4lgebra aparece asi como un debilitamiento de la
condicién de complitud, La siguiente proposicién es consecuencia

inmediata de las definiciones dadas.

3.2. PROPOSICION. Toda subdlgebra plena de una @-4lgebra de Jordan no
conmutativa es, con la norma inducida, una @-algebra de Jordan no

conmutativa.

Como caso particular de 1la proposicién 3.2 se tiene gue las
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subdlgebras plenas-de las Adlgebras de Jordan no conmutativas normadas
completas son @-algebras. Como se verad mAs adelante tales Algebras
agotan la clase de las @-algebras de Jordan no conmutativas. Tenemos
también, como consecuencia de ser g-inv(#) = q-inv(d+), la siguiente

Proposicién.

3.3. PROPOSICION. Sea (#, |.}}]) un dlgebra de Jordan no conmutativa
normada. Entonces (4, ||.|) es @-dlgebra si y sélo si (41, |.|) es una

@-algebra de Jordan.

Consecuencia de esta proposicién es que en el estudio de las
@-algebras de Jordan no conmutativas podemos suponer siempre que el
dlgebra es conmutativa en todas aquellas cuestiones relativas al

concepto de &G-algebra.

3.4. PROPOSICION. Sea # un dlgebra de Jordan no conmutativa normada ¥
d1 su unitizacidén normada, entonces # es una Q-dlgebra de Jordan no

conmutativa si y sélo si Jo es dl

Demostracidon. Supongamos que q-invi(#€) es abierto y sea r un

nﬁmero.tal que 0 ¢ r <1 , cumpliendo qgque B{0; r) c g-inv{s).
Tomemos & := §§; y sea at+x € @ tal que || 1-(a+a) | < &. Se tiene
asi: | a | + |1-al < &, de donde en particular T%T 2 E%T . Por
tanto, como 1 5 |l-a| + |«| , también se tiene

ﬂlgla < ?;} +1, ¥y como & ¢ 1, ﬂT%Tl < gi% +1 = %I% = r,

Luego :%— € g-inv(#d), lo cual equivale a 14 —%— € Inv(da) por la

Propesicién 1.16-ii); de donde tenemos a + a € Inv{di). Por la

Proposicién 2.5 esto equivale a que Inv(dJ) es abierto y por tanto d1
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€8 una @-algebra. -
Reciprocamente si d1 es una &-Algebra también lo es &, ya que o

es un ideal de dl ¥ por tanto #£ es plena en da

3.5. PROPOSICION. Sea # una Q-dlgebra de Jordan no conmutativa ¥ B una
subdlgebra plena de #, entonces % también es una subdlgebra plena de

o,

» r - - < - I
Demostracién, S5i @ € q-invi{(d) y @ es el casi-inverso de @,
o
tenemos en virtud de la Proposicidén 1.6 que 1-@ es el inverso de l-@

en d1 , Y por el Teorema 1.14 es 1-& = Iﬂjc {l1-€), que podemos

-1 2
1-42 (e = e)v

escribir como: 1-& = tﬁje (1-&)? - u

-1 2 _
1@ (e- &) = 1- U
-1

1w (cz - @). Si suponemos que @ € E 0 q-inv(#) entonces

luego e = U

existe una sucesién {cn} de elementos de 3 que converge a @, y como

2 € q-inv(#), que por hipétesis es abierto, podemos suponer que

e € B3 n q-inv(d) para todo n € N. Pero entonces, poniendo
-1 2 . - °

z = la-mn (mn - e ), se tiene que zZ = @& € & por ser B plena, y

claramente @ = lim(an). luego e €3,

3.6. NOTA. Del Teorema 2.6 y de la Proposicidén 3.2 se sigue que si
es una @-dlgebra de Jordan ne conmutativa y a € d, existe una
subdlgebra cerrada 3 de d, tal que B es una @Q-dlgebra asociativa ¥
conmutativa con a € &8, De hecho también se sigue de 1a parte

algebraica del Teorema 2.6 y de la Proposicién anterior.

I. Kaplanski afirma en [Ka], sin demostracién, que la
complexificacién de una @-Algebra asociativa real, con una conveniente

norma -que de hecho es equivalente a la norma p definida en el Teorema
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2.3- es también una @-algebra.
La Jjustificacién de esta afirmacién no ofrece dificultad puesto

que si (dm s P} es la complexificacién normada de una @-&lgebra

asociativa (#, |[.]), ¥ 0 <r ¢ 1 es tal que B(1, r) c Inv(d), se
comprueba gue dado a + bi € dc tal que p(l- (a + &i)) < r/3, 1los
elementos a ¥ c 1z a + #%als son inversibles; ¥y que si
d := :%— (a ‘8c + c&a-i), entonces <C¢+di es inverso de a+Hi.

Puesto que en el producto Jordan de # tales elementos ¢ y d se
expresan por c = a + uﬁ (a”) v d = —ﬂa-‘l’c {(6), el resultado
anterior sugiere que, en el caso general de ser (&, |.[) una @-algebra
de Jordan, el elemento <c+di, con ¢ y d definidos como antes, debe ser
el inverso de a + &i.

La dificultad radica en que no es sencillo probar que c+di
verifica las condiciones para ser inverso de a+fi, es decir:

{a+6&)-(c+d§) =1
(m&ﬁ%u&):m&.

Dificultades de este tipo son frecuentes en la teoria de las
dlgebras de Jordan. Naturalmente 1la obtencién de identidades en
dlgebras de Jordan especiales . se reduce a 1la comprobacidén de
identidades en &lgebras asociativas; el problema estia en pasar de
aqui al caéo general. Dos Teoremas debidos a McDonald [J; pg. 41} ¥ a
Shirshov {[J; pg. 48] resuelven en parte este problema y vienen a
decir, hablando en términos intuitivos, que toda identidad en tres

elementos de grado cero o uno en uno de ellos, que sea vdlida en toda

dlgebra de Jordan especiasl es vdlida en toda élgebra de Jordan.

De especial utilidad para nosotros es el siguiente Teorema debido

a McCrimmon [M. 2]
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3.7. TEOREMA. (De Shirshov-Cohn con inversos). Sea J un dlgebra de
Jordan con unidad, la subilgebra de J engendrada por dos elementos

de J y sus inversos (si existen) es especial.

Con la ayuda de este teorema vamos a establecer el siguiente
Lema, que nos permite resolver las dificultades anteriormente

sefialadas,

3.8. LEMA. Sea d un 4&dlgebra de Jordan real con unidad y dm la
complexificacion de. . Sea a un elemento inversible de . Entonces,
para & en d, se verifica la siguiente identidad:

1 2

Upegi [Ug-1 (@-80°1 = [a + ¥, (a™!)]

Demostracién. Puesto que los elementos que 7intervienen en la
identidad que se pretende probar pertenecen a la subalgebra de dm
engendfada por a, &6 ¥ aﬁi, ¥ dicha subdlgebra es especial debido al
Teorema de Shirshov-Cohn con inversos, basta comprobar gue la
identidad es valida en algebras de Jordan especiales. Lo cual se

reduce a:

(a + &) a ! (a - 8i) (a - &i) a ! (a + 8i)
= (1 + 8a™') (a - 8i) (a- 8i) (1 + &a ')
= {(a+8a7'8) (a+8a8) = (a+ 8alf)?,

r

como se queria demostrar.

3.9. TEOREMA. Un 4dlgebra de Jordan no conmutativa normada o es
@-dlgebra si y solamente si su complexificacién normada ‘C es

@-algebra.
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Demostracion. Puesto que # es plena en su complexificacion dc ,
segun lo dicho en el apartado i%ﬂ de 1i7, si dc es @-Algebra también
lo es #, de acuerdo con la Proposicién 3.2.

Para demostrar el reciproco puede suponerse, de acuerdo con la
Proposicidén 3.4, que # tiene unidad y, de acuerdo con la Proposicién
3.3, que es conmutativa.

Sea (#, [.}) una @-dlgebra en tales condiciones y (85, p) su
complexificacidn normada.

Sea r un numero tal que 0 < r < 1 verificando B(1, r) ¢ Inv{«).
Tomemos & = r/3, y sea a + Bi € dc tal que
p(l-(a+bi}) < &, entonces max {[ 1-a |, | & ||} < &, por lo cual -en
particular- ﬂ l1-a “ < &< r, vy en consecuencia a € Inv{d).

Teniendo en cuenta la Proposicién 2.7 y que | U, | < 3] & "2 ,

-1 3 8] 38°
tenemos [ 1-(a+Up(a™)) | s | 1—? | + T:F—Q:gfw <8+ g
De donde a + U, (a”') € Inv(#) = & n Inv(dg) .
Teniendo en cuenta el Lema 3.8 se sigue que
Upoi (Y-t ((a-80)%)] € Inv(dy)
y por el Teorema 1.14 apartado iv), esto implica en particular que
a+ b&i € Inv(dm) tal y como queriamos demostrar. {4%iﬁﬂ““&> ??VP-Zri
! {

Este Teorema permite reducir ciertas cuestiones en el estudio de
las @-algebras de Jordan no conmutativas al caso complejo.

El siguiente Teorema, parcialmente conocido para G-algebras

asociativas [Y], proporciona varias caracterizaciones del concepto de

@-4l1gebra.

3.10. TEOREMA. Sea # un &dlgebra de Jordan no conmutativa normadasa.
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Fquivalen:
i) 0 es interior a q-inv(d);
ii) 4 es una Qfélgebra;
iii) ple/d) = lim | &" I”", para todo € en #;
iv}) pie/d) < | « |, para todo € en #;
v} # es una subdlgebra plena en su completacidén normada;

vi) @ es una subdlgebra plena de algin &dlgebra de Jordan no

conmutativa normada completa;

vii) Si || a | ¢ 1 entonces a € q-inv{(#), para a en &,
Demostracién.
i) ==> 1ii). Sea r > 0 tal que @ € g-inv(d) si | @« | < r. Es

facil comprobar que si 0 < 6 < 1 es tal que ng ¢ r entonces para
Z en la unitizacidn di de 4 se tiene que 2 € q-inv(di) siempre que
| 2 | < & o lo que es igual si || 1-2 | < & entonces 2 € Inv(4 ), asi
1 es interior a Inv(di} ¥, por la Proposicidén 2.5, di es ﬁna @-algebra
¥, en consecuencia, también lo es o,

ii) ===> iii). Como se indicé en la Proposicidn 3.3 podemos
suponer que # es una &lgebra de Jordan; por la Proposicién 3.4 que #

u;q\o,m?\ .
tiene unidad; y por la Prepesieidn 3.8 que es compleja. Sea r > (0 tal

que B{(l, r) c Inv{d). Sea & € 4 v sea A e C tales que
w%— I « || < |A], en este caso como | —%- | < r tenemos:
1 - —%— € Inv(d), con lo cual X € sp{e).

Tenemos en este caso que p{&) = -%5— I @ ﬂ, ¥y al considerar que

sp(e’) = {2" : A € sp(e)} [Ma 31, se sigue que

pie") = ple)" s + | " }, por tanto p(&) < (r'™7' | & V", ¥ de

ahi p(e) s lim | <" /™.
nN—>x

Por otra parte, teniendo en cuenta el Teorema 2.6 y [B-D; Theorem
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5.71, obtenemos lim | «" |''" s p(@); v por tanto la igualdad.
n—®

iii}) ===> iv). Basta notar que | " | =] <« Hn para todo

natural n, por ello p(e) = lim | " """ s | « §.
. n—o

iv) ==> v). Puesto que para 2 = @+x en la unitizacién ddde
# se tiene que p(2/d) = p(e/d) + |aj, la hipétesis hecha es valida
simultdneamente en d y en dl por lo que podemos suponer que # tiene
unidad.

Llamemos ; a la completacién normada de #4 y sea a en #. Si
suponemos a4 € Inv{g) entonces ub € Inv[BL(;)], luego Ua(d) es densa
en #, por tanto existe un & en # tal que | 1-U% (&) | < 1. Esto
implica, por hipétesis, que p[ua(ﬁ) -1] < 1, de donde ua(s) es

inversible en 4, ¥ por ello a y & también son inversibles en #; luego

Fal
Inv(d}) = Inv{d) n d, y 4 es plena en su completacién normada.
v) ==> wvi). Es inmediato.
vi) ==> vii). Supénemos # subdlgebra plena de algin algebra

de Jordan no conmutativa normada completa, ¥y sea J un de estas
dlgebras. Por ser J completa: B{0, 1) <€ q-inv{(J), segin se vio en la
Nota 2.7, y tenemos B(0, 1) nd c g-inv(J} n # = q-inv(d).

Por tanto || a | < 1, con a € #, implica a € g-inv{#),

vii) ==>» i). Inmediato.

La caracterizacién iii) nos permite abandonar la distincién entre
radio espectral geométrico y radio espectral algebraicé en el ambiente
de las @-Algebras de Jordan no conmutativas.

Notemos +también gque, como consecuencia de v) o vi) y del
comentaric que se hizo al Teorema 2.6, el espectro de un elemento en
una g-Algebra de Jordan no conmutativa es un conjunto compacto (no

vacic) de (.
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3.11. PROPOSICION. El cociente de una @-&dlgebra de Jordan no

conmutativa # respecto de un ideal cerrado, también es una @-a4lgebra.

Demostracién., Sea J un ideal cerrado de #, y consideramos #/J con
la norma cociente.

Tenemos sp(@+J) C spletm), m € J, ya que los homomorfismos
disminuyen espectros.

Por ello ple+d) < p{eim), m € J; pero p(etm) s | @m | por ser
4 @-algebra, segin equivalencia entre ii) y iv) del Teorema 3.10.

Por tanto p(@+J) < | em |, m € J, luego ple+d) = | @+J [, v de

aqui se sigue #/J es una @-Algebra con la norma cociente.

3.12. PROPOSICION. Sean # una @-adlgebra de Jordan no conmutativa, & un
dlgebra de Jordan no conmutativa semisimple ¥ p: # —— B un

epimorfismo; entonces Ker(¢) es un ideal cerrado.

Demostracién. Sea @ € Ker{¢), esto supone que existe un elemento
a en Ker(®) tal que | @a || < 1; en este caso @-a € g-inv(s#) con lo
cual ple-a) = pl®) € g-inv(B). Tenemos asi que ¢ [ Ker(¢} ] es un

ideal formado por elementos casi-inversibles de 3, luego
¢ [ KEer(e} 1 < Rad{®B), de donde por ser 3 semisimple

¢ [ Ker(p} 1 = {0}, ¥ por tanto Ker(@) = Ker(9).

3.13. COROLARIO. Si # es una Q-édlgebra de Jordan no conmutativa, B es
un &lgebra de Jordan no conmutativa semisimple y ¢: #4 — R un
epimorfismo, entonces Ker(@) es cerrado y d/Ker{gp) es una @-algebra

con la norma cociente,
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3.14. PROPOSICION. Sea @ un elemento de una @-adlgebra de Jordan no
conmutativa d con unidad; equivalen:

A 1]
i) ¥ @ converge;
nz0

ii) pla) < 1;

s ¥
-1
en cuyo caso Y a' = (1-a) .
nx=0
Demostracién. Si } a" converge, entonces 1lim | a" | = 0, en
nzo n—m
este caso p(a) = inf{ | a" “1’n :neklN <1,
Reciprocamente, si p(a) < 1 como 1 € sp{a) tenemos que
a-1 € inv(4). Ahora bien p(a) = 1lim H a" ﬂth'lo cual implica que:

n-—x%
existe un nimero ¢ < a ¢ 1 ¥ un natural n, tales que n 2 n, implica
1/ .
que || @" ||''" < «; esto supone que | a" | tiende a 0.

n
Tomemos § = E ak, luego (1-a) s = 1-a“+1, de donde

k=0

- - HT welk g l‘ L
s, = (1-a™*'y (1-a)”', que converge a (1-a)”'. e ?i dpecvocun ﬁ
- b bnww$¢w& 2.+
Recordamos que un Algebra de Jordan no conmutativa # se dice
algébrica cuando todo elemento 4 € 4 satisface una ecuaciodn
polindmica con coeficientes en el cuerpo base de A.

La siguiente Proposicién establece que con tales condiciocnes un

algebra de Jordan no conmutativa normada es una @-algebra.

3.15. PROPOSICION. Toda algebra de Jordan no conmutativa normada y

algébrica # es @-dlgebra.

Demostracitn. Sea « € o y &3 la subidlgebra ({(asociativa ¥y
conmutativa) engendrada por @€ y la unidad; probaremos que 3 es plena

en d., Sea a € & n Invi(d), a € Kl1; sea n el menor de los grados de los
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polinomios n tales que n(a) = 0; y supongamos que:
-
10 1 + lla + ... 4 Xna = 0

En este caso 10 # 0 pues, en caso contrario,

(11+ 12a+ — lna"-i) a = 0, lo cual, por ser a inversible,
implica que X+ Xa + ... + 1na"'1 = 0, en contra de la eleccidén de
n.

- lu k-1
Tenemos asi que 1 = a [ - E 3 a ), de donde se sigue que:
k=1 0
-1 oA
a = - E x a y pertenece a 3.
k=1 '© .
En consecuencia p{e/d) = p{e/B) = lim I a" “lln’ donde la UGltima

n—mx

igualdad es debida a que 3_ es finite dimensional. Luegoe por la
caracterizacioén iii) del Teorema 3.10, # es una @-algebra, como se

queria demostrar.

3.16. PROPOSICION. El1 cierre de un ideal interior «-modular propio M

de una @-dlgebra de Jordan #d es un ideal interior €-modular propio. .

Demostracidén. Es inmediato que M es un ideal interior estricto;
ademés M es @-modular pues, por la continuidad del producto se
tiene que: { (l-@), di, M} ¢ M, y las otras dos condiciones de 1la
definicién 1.25 se verifican claramente para M.

Veamos que es propio. Dado m € M, sea 2 = @M, y supongamos gque
| 2z | < 1. Por ser 4 @-algebra segin el Teorema 3.10- vii) se verifica
que Z € g-inv(d). Sea 2" € & el casi-inverso de Z, segun lo visto en

"\bP_ l.t,e,f.‘.,r'-u chz soAL_ L{: - Lf’a-)
la demostracién de la Proposicién 3.5Wtenemos que:
z = U (6) con b = (a:°)2 -2 € d.
1-2
Ahora bien:
ﬂi_‘z (6) - U

= U L (B + U (8) + 2 U (6}

1-@+Mm (8) -, m
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de donde se sigue que 2 = th-a {(6) pertenece a M, y en consecuencia
& € M, lo cual estad en contradiccién con que M sea propio, segin la
Proposicién 1.26. Por tanto debe ser || @m | 2 1 para todo m € M, y de

ahi que @ ¢ M.

3.17. DEFINICION. Un subconjunto M de un &algebre de Jordan no
conmutativa & se llama un ideal interior modular maximal de d si M es

. . . . +
un ideal interior modular maximal de & .

3.18. COROLARIO. Sea # una @Q-algebra de Jordan no conmutativa. Se
verifica:
i) Los ideales interiores modulares maximales de # son
cerryxados.
ii)Los ideales® primitivos de # son cerrados.

1ii) El radical de Jacobson-Mc. Crimmon de # es cerrado.

La propiedad de 1las @-algebras de Jordan no conmutativas
expresada en el apartade i) del Corolarioc caracteriza de hecho a
dichas 4&algebras dentroc de la clase de las &lgebras de Jordan no
conmutativas normadas. Esto es lo que se prueba en la siguiente

Proposicion.

3.19. PROPOSICION. En un algebra de Jordan no conmutativa normada #
equivalen:

i) # es @-dlgebra.

ii) Los ideales interiores modulares maximales de d son

cerrados.
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Demostracién. Podemos suponer que # es conmutativa.
Fal .
Veamos que ii) implica i). Sesa # 1la completacién de o ¥

Fa ol
@ € & n g-inv(#), entonces 1-@ es inversible en d  por lo que

1
1H-e(d1) es denso en dl. Se comprueBa entonces fAcilmente que IH_Q(d)
es denso en 4,

S§i suponemos que 1ﬂ_c(d) # # entonces se sigue de lo afirmado en
[H-M; Remark 2.8] que existe un ideal interior modular maximal -y por

tanto propio- M de # tal que lh-m(d) € M, con 1lo que, siendo

M cerrado por hipétesis, se contradice la densidad de 1%_@(4) en #,

Tenemos pues que tﬂ_e(d) = #, con lo cual el casi-inverso @ de e,
Fal

@ = tﬁfe {ez— @) pertenece a #. De este modo & es plena en & y,

por el Teorema 3.10 - v), # es @-Algebra, bomo se queria demostrar.

Para concluir este capitulo vamos a dar una versién para
@-4dlgebras de un resultado'para algebras de Jordan no conmutativas
nermadas completas, que aparece en {F-R 2; Theorem 17].

Recordemos que un Algebra # se llama semiprima si el tdnico ideal
M de # verificando M? = {0} es el ideal M = {0}. Para ideales M y N de
un Algebra semiprima # equivalen las condiciones:

MN = {0}, NM = {0}, M n N = 0,
¥ se llama anulador de M al mas grande ideal N de # que las verifica.
Dicho ideal se representa por An(M).

Un élgebr?xzﬁze llama &nuladora generalizada si es semiprima ¥
se verifica que An{M) # {0} para todo ideal cerrado propio M de 4.

Un algebra normada # se llama topolégicamente simple si {0} es
el unico ideal cerrado propio de & y #° # {0}.

Un ideal P de un élgebra & se dice que es primo cuando para M y N

ideales de # tales que MN € P tenemos que M ¢ P o bien N ¢ P. Cuando
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el ideal cero es primo se dice que # es un dlgebra prima.

3.20. TEOREMA. Sea # una @Q-dlgebra de Jordan no conmutativa semisimple
Yy anuladora generalizada, entonces W es el cierre topoldgico de 1la
suma directa de sus lideales cerrados minimales, 1los cuales son
@-dlgebras de Jordan no conmutativas primitivas y topoldégicamente

simples.

Demostracidén. El argumento de la demostracidn estéa esencialmente

descrito en [F-R 2; Renark 18], y puede resumirse como sigue:

Sea {M, : i € I}. La familia de todos los ideales minimales
cerrados de o ¥ sea 3 = E Mi. S5i 3 # & entonces B = An(3B) es
i€l

distinto de {0}, y por tanto, del Teorema 1.29 se deduce que existe
un ideal primitivo P de #d tal que € no estd contenido en P. Ahora
bien, segin lo visto en el Corolario 3.18, P es cerrado y tambiéﬁ es
sabido que es primo [H-M; Proposition 5.5], luego P es un ideal
cerrado maximal de # [F-R 2; Proposition 41, por tanto & = 5;5 v
entonces An(P) # c & Ahora bien por [F-R 2; Lemma 3] An(P) € es un
ideal cerrado minimal de &, 1lo cual es contradictorio con la
definicidén de B,

Por tanto necesariamente o = E Mi y ¥ dicha suma es directa por
' i€l

ser d semiprima. Luego A = 5_ﬁ:
Claramente cada Mi, i € I, eg una g4Aalgebra de Jordanr no
conmutativa topolégicamente simple.
Finalmente, por el corolario 3.18 -~ iii), como Rad(Mi) es un
ideal cerrado de M, s6lo puede ocurrir gque Rad(Mi) = {0} o bien

Rad(M ) = M, pero esta segunda posibilidad contradice que Rad(#)={0}.

Luego Rad(Mi) = {0}, y esto implica por ser Mi topoldégicamente simple,
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que {0} es un ideal primitivo de M.

3.21. DEFINICION. Sean X e Y espacios vectoriales normados ¥y
f : £ —> ¥ una aplicacidén lineal. Se define el conjunto separador
para [ como
S(f) := {4y € ¥ tales que existe una sucesioén {eﬂ} c ¥ tal que
{e t — 0y {f(e)} — ¢}
Son propiedades conocidas:
i) S(f) es un subespacio vectorial cerrado de Y.
ii) Cuando ¥ e ¥ son espacios de Banach, f es continuo si y sélo
si S(f) = {0}.
iii) Si ¥ e Y son Algebras nﬁrmadas v f es un homomorfismo con

imaegen densa, entonces §(f) e=s un ideal.

El concepto de ideal separador ha sido ampliamente usado por.
Rickart y otros autores en conexién con el problema de la unicidad de
la topologia de 1la norma completa en Algebras de Banach. Méas
recientemente B.Aupetit establecidé un importante resultado que, para

nuestros propositos conviene enunciar como sigue.

3.22, TEOREMA. [A.] Sean 4 y B &lgebras de Jordan no conmutativas
comple jas normadas y F una aplicacidén lineal de #4 en 3 tal que para
todo a en # se verifica que r{F(a)) < r(a). Entonces r{(b) = 0 para

todo & € F(d) n S(F).

Como consecuencia de este Teorema, que nos sera util mas
adelante, a continuacién se enuncia, con terminoclogia de &-algebras,

un resultado ya conocido relativo al ideal separador de un
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homomorfismo [RP.].

3.23. PROPOSICION. Sean d y B @Q-dlgebras de Jordan no conmutativas
complejas, f un epimorfismo de #d sobre 3. Entonces el ideal separador

de f estd contenido en el radical de Jacobson - McwCrimmon de 3.

Demostracidon. Por ser f un homomorfismo se tiene que
sp(f{a})/B) c sp(a/d), para cada a en «.
En consecuencia:
rif{a)) = p(f(a})) = sup { |r| : % € sp(f(a)/R)} <
< sup { |A] : A € splasd)} = p{a) = r(a},
en donde la primera y ultima igualdades son ciertas por ser # y R
@-algebras de Jordan no conmutativas.

Tenemos asi que f ! # —— B es una aplicacién lineal
sobreyectiva cumpliendo r(f{a)) < r(a), para todo 4 en d;:en estas
condiciones tenemos, por el Teorema anterior, que r(6) = 0 para todo &
en el ideal separador S(f) de f.

En consecuencia sp(8/B) = {0} por ser . B @Q-adlgebra, y & es
casi-inversible en 3. Luego S(f) es un ideal casi-inversible de &%, ¥
por la definicién 1.23, esta contenido en el radical de Jacobson -

Mchrimmon de 3.
3.24. COROLARIO. Todo epimorfismo entre @-Algebras de Jordan no

conmutativas, complejas, en donde la segunda de ellas es semisimple,

es cerrado.
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Carituro 11

1. ALGEBRAS DE OPERADORES LINEALES CON ADJUNTO.
2. TEOREMA DE ESTRUCTURA PARA ALGEBRAS DE BANACH COMPLEJAS,

PRIMAS CON ZOCALO NO CERO Y MINIMALIDAD DE LA TOPOLOGIA DE LA NORMA.






1. ALGEBRAS DE OPERADOCRES LINEALES CON ADJUNTO.

Esta seccidn estd dedicada a la obtencidon de un resultado
[Teorema 1.5} que, ademds de su interés propio, tiene gran importancia
en nuestro trabajo. Dicho Teorema nos proporciona una caracterizaciodn
intrinseca de aquellos apareamientos de Banach (¥, ¥, <, >) para los
cuales ocurre que las subalgebras de BL{X) que contienen a
FL({Z, Y, <, ») tienen minima topologia de 1la norma. Comenzamos

precisando los conceptos y notaciones utilizados.

1.1 DEFINICION. Un apareamiento es una terna (X, ¥, <, >) en donde
X e Y son dos espacios vectoriales sobre el cuerpo Ky <, > es una
forma bilineal ¢, >: ¥ x ¥y —— K no degenerada, es decir, para
cualesquiera @ en Y e 4 en ¥
<e, ¥ > = {0} implica @ = 0, y
<X, ¢ > = 40} implica ¢ = 0.
Dado un apareamiento (¥, ¥, <, ») todo elemento @ en ¥ define

Fal
una forma lineal @ sobre ¥ por:

e (g) 1= <@, ¢>, €V
”~
Analogamente, para cada ¢ € ¥, ¢ denota la forma lineal sobre

o
¥ definida por ¢ (@) = <&, ¢ >, @ € X,

Las aplicaciones:
Fa
@ — &, de ¥ en el dual algebraico de ¥
Fal

4 — 4, de ¥ en el dual algebraico de X
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son lineales. Ademés, la no degeneracién de la forma bilineal <, >
se traduce en que dichas aplicaciones son inyectivas, y se llaman
las inmersiones canénicas inducidas por la forma bilineal <y 2.

Un apareamiento (X, VY, <, >) es un apareamiento normado
cuando X e ¥ son espacios vectoriales normados ¥ la forma bilineal
es continua, es decir, existe un niumero k > 0 tal que:

<&, ¢ >| sk | @ || ¢ |, para todo @« € £ y todo ¢ € ¥.

Si ademés XY e Y son espacios de Banach, el apareamiento
(X, ¥, <, >) se llama apareamiento de Banach.

Cuando (X, Y, <, >) es un apareamiento normado lsas
inmersiones canénicas inducidas por la forma bilineal ¢, > € — ;

FaY
(¢ € ¥), ¢ —— ¢ (¢ € ¥), estan respectivamente valuadas en los

X x .
duales topoldgicos ¥ de ¥y X de ¥, vy ademds son continuas.

1.2. DEFINICION. Sea (X, ¥, <, >) un apareamiento. Dos operadores

lineales

/ix - ?\
S: X ———ﬁ T: yw———{%’/)
L, .
se llaman adjuntos respecto a <, > si <(Se, 4 > = <&, T4 > para

todo @ € X, ¢y € Y.

Por cada S € L(¥%) existe a 16 sumc un Gnico T € L(Y) tal que
S ¥y T son adjuntos respecto de ¢, >.

Al operador T, cuando existe, se le llama el adjunto de S
respecto de <, >, ¥y se nota por S*. De igual modo, cada T € L(¥)
tiene a lo mads un adjunto T* € L.{¥X) respecto de <, >.

Dado un apareamiento (¥, ¥, <, »>) s=se representa por
L{X, VY, <, >) al conjunto de 1los operadores en L(¥X) que tienen
adjunto respecto de <, >. Respectivamente L(Y¥, ¥, <, >) denota al

conjunto de los operadores en L{Y) que tienen adjunto respecto de
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<y 27

Se comprueba sin dificultad que L{(X, VY, <, >} es una
subalgebra de L{%) ¥y que L{(¥, %, <, ») es una subalgebra de L{Y¥);
la aplicacién 8§ —m— S* es un antiisomorfismo de dichas algebras.

Cuando el apareamiento (¥, ¥, <, »>) es un apareamiento de
Banach un operador § que admite adjunto es continuo, como
consecuencia del Teorema de 1la Grafica Cerrada, es decir
L{¥, VY, <, > es una subAlgebra de BL(X) y anAdlogamente
L{yY, ¥ <, ») es subalgebra de BL(Y).

Sin embargo no estid garantizado que dichas 4Algebras sean
completas, esto es, cerradas -en las réspectivas élgebras de

operadores; es por ello que en dichas Algebras se considera una

norma mAs fina gue 1la norma de operadores, notada ﬂ.“d y ¥
definida por | S "d =Max{ | s . | s* |} para S en L(X, ¥, <, »)
o en L{Y, X, <, > Es claro que con dicha norma el

. . . % . . . , . .
antiisomorfismo 8§ —— 8 es también una isometria. E]l1 siguiente

resultado justifica la introduccién de la norma 1,

1.3. LEMA. [B-D; Lemma 27.5] Sea (¥, V¥, <, >) un apareamiento de
Banach; entonces L(%, ¥, ¢, >) y L(Y, %, <, >) con la norma u."d son

algebras de Banach.

Sea (%, ¥, <, >} un apareamiento; el conjunto de los operadores
en L{%, ¥, <, ») que tienen rango finito -es decir, imagen finito
dimensional- se simboliza por FL{X, ¥, ¢, »). Este conjunto constituye
un ideal del algebra L(¥X, ¥, <, >).

Igual significado tiene el conjunto FL(Y, ¥, <, >) respecto del

dlgebra L(Y, ¥, <, >).
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Dados 4 € X, & € Y simbolizamos por 4 ® v el operador socbre ¥
dado por 4« € v (@) = <&, v >u, para todo @ € ¥,

Igualmente v ®’4 es el operador sobre ¥ dado por:

v e'ae (¢) = <4, ¢ >v, para todo ¢ € Y.

Es claro que ¢« @ o € FL(¥, ¥, <, >), wya que se trata de un
operador con rango finito y tiene adjunto, que viene dado por:
(u @ au}* (4) = <4, 4 >v, para todo ¢4 € ¥Y; es decir: (u ® Ju)}k = v e 4y,

Es conocido que si (¥, Y, <, >) es un apareamiento entonces
FL(X, ¥, <, >) es el conjunto de todos los operadores de l1la forma

n
T =} 4 ®w , conu € g, v € Y. [B-D; Lemma 31.5].
i=1

Analizando con detalle un Teorema que aparece en el libro de
Rickart [R; Theorem 2.4.17] obtuvimos un resultado que nos parecio
interesante, que establecemos en el siguiente Lema y que, como se vera

de inmediato resulta de gran utilidad.

1.4. LEMA FUNDAMENTAL. Sea (¥, ¥, <, >) un apareamiento de Banach, ®
una subdlgebra de BL(X) tal que #«# & v € B para cualesquiera u« € %,
v €Y, y seal.| una norma de dlgebra en B; entonces existe un numero

k > 0 tal gque | Te | <k IT] fe], para todo @ € £ y T € 3.

Demostracion. Si T € 3 se tiene Te(4 ® w) = T4 & v, que también
pertenece a 3%B; por ello:
(Tu ® n)z = <T4, v > Tu ® v, gque también esté en $§
por tanto:
[<Ta, o > JTauew ] = J(Tu o }? | s JTuov] | Ta 0w . ce
donde:
[<Te, > s JTeuew} = JT(venv) ] sT)] Beev], y por tanto

[<Tu, v >| s T} Juonv], prravuecs vey Ted [1],
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Por cada 4 € ¥, el conjunto -
~ : X 1
{Tu : T € 3 J T | = 1} es un subconjunto de ¥ que, por la
desigualdad {%¥] anteriocor, estA puntualmente acotado,
Por el Principio de Acotacidn Uniforme, existe un numero positivo
A
M, > 0 tal que: | Te || =M, , para todo T € % con ft] =<1.
Si ahora T € 3, T # 0, se tiene para 4 € ¥, v € Y, que:

T
|<Tu,o>|=|T|I< T 1 , D
N

 To | s §TQ M, , conT€eByauecX [*x]

=3 I | M, || v |, de donde

Considérese la aplicacién bilineal:
! ¥ .
¢ : (B, I . I) x (X, " hh — Y, “ . ), definida por
[
(T, 4) — Tu,

Por la 1Gltima desigualdad [%%] gque hemos visto, tenemos que 1la
aplicacién ¢ es continua en la primera variable; ademas, por ser
(¥, ¥, <, ») un apareamiento normado existe M > 0 tal que:

A -
| T« | sM | Tu  sM |J T ] | « |, para T € 8, « € £, desigualdad que
nos da la continuidad en la segunda variable. De aqui se sigue, por
aplicacién del Principio . de Acotacién Uniforme [Ru; Thecrem 2.17] que
dicha aplicacidén es continua; es decir, existe un ntmeroc k » 0 tal
el
gue: || Tu | <k J T} || ¢ || para todo T € B y u € ¥, como se

pretendia demostrar.

1.5. TEOREMA. Sea (X, VY, <, >) un apareamiento de Banach. Equivalen:
i} Existe un nimero k > 0 tal gue
[ Tis<k T |, para T € L(X, ¥, <, >)
ii) Existe un numero « > 0 tal que |
joenv | salve’u] para ue X, wey
A

. . P ¥ ..
iii}) La inmersidn canénica €« —— & de X en Y , definida por

<, > es un homeomorfismo sobre su imagen.

47



iv) Toda subidlgebra % de BL(X), tal que 4 ® & € B para
cualesquiera 4 € X, v € ¥, tiene pinima topologia de la norma.

v) EI slgebra L{¥Y, ¥, <, >) es cerrada en BL(Y).

Demostracion.

Es claro que j) implica ii). Veamos que iji) implica iii).

" Tenemos que | « @(j)“ = faul] | o By lveal] =] | M I,
por ello la desigualdad de la hipStesis en ii) puede escribirse:

lefJol<saloljol, para todo w€ Xy todo v € Y.

Fijemos w € Y con | v, l = 1; si se hace uso de la desigualdad

~ ~
anterior, tenemos: | u« | | N, f safef, eex
¥, en consecuencia, la aplicacién continua ¢« —— 3, 4 € ¥, tiene
inversa continua, ¥y por ello es un homeomorfismo.

iii) implica iv}. Como la inmersién €« —— ; de ¥ en y* es
homeomérfica por hipdtesis, tenemos que existe un nimero p > 0 tal que
p el s| e | para @ € X.

Si se considera en 3 otra norma | . | de Algebra, podemos hacer
uso del Lema 1.4 para obtener la existencia de una constante k > 0 tal
que | fﬁ I <k JT] | « | para todo ¢ € ¥y todo T € & lo cual
junto con la desigualdad anterior da

plTe sk JTl | ol luegoﬂT"s—i-lTl,TeS
lo cual prueba que (B, | . |} tiene minima topologia de la norma.

iv) implica v). Definamos para T en L(Y, y,'<, >) la norma
|T| := HT*H; se obtiene as{ una norma de algebra en L(¥, ¥, <, >). Por
la hipbétesis existe un numero k > 0 tal que J T | sk | T*ﬂ, para T
en L{(X, ¥, <, »), o lo que es lo mismo: | S*I <k | s | para todo

S €LY, X, <, >). Consideremos en L(¥, %, ¢, >) la norma

4
s l,=mMax{] s, I s bt s ey, % < >);
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Sabemos que {L(J, T <, >), ﬂ.Ed} es un espacio de Banach por Lema

1.3.
Ahora bien | s |, =Max {| s |, [ s° §} <max {J s |, k|l s §} =
= | s ] Max {1, k}; es decir, existe « > 0 tal que
| s |, s« | s | para s € L(¥, %, <, >). Por esto la norma |[.], es
equivalente a la norma de operadores n.“ en L(Y, &, <, »); en

consecuencia [L{y, %, <, >), “."] es un subespacio completo de BL(Y) ¥y
por tanto es cerrado en BL{Y).

v} implica 1i). Tenemos que [L(U, X, <, »), H."] es un
espacio de Banach por hipétesis; ¥y H.Hd es también una norma completa
en L(Y, ¥, <, »). En virtud deliTeorema de los isomorfismos de Banach
ambas normas son equivalentes y por tanto se deduce que existe un
nimeroc k > 0 tal que | s I <k | s | para todo 5 € L{¥, X, ¢, >), o

lo que es igual || T | s#" T*“ para todo T € L(%, ¥, <, >). ——

/D
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2. TEOREMA DE ESTRUCTURA DE LAS ALGEBRAS DE BANACH COMPLEJAS, PRIMAS

CON ZOCALO NO CEROC Y MINIMALIDAD DE LA TOPOLOGIA DE LA NORMA.

En esta seccion se describen las algebras de Banach complejas
primas con zdcalo no cero y minimalidad de la topologia de la norma
{Teorema 2.1) obteniendo que, en cierto sentido, dichas algebras estan
“parametrizadas” por apareamientos de Banach “especialmente buenos”.
Ello nos permite obtener, haciendo uso del Teorema principal de la
seccidén anterior, que dichas algebras y sus subAlgebras gue contienen
al zdécalo tienen minima topologia de la norma (Tecrema 2.2) de lo cual
deducimos un teorema de continuidad automatica {(Teorema 2.3).
Finalmente damos una versidon Jordan del Teorema 1.5 de la seccidn

anterior que va a resultarnos de utilidad en el siguiente capitulo.

Sea # un Algebra asociativa. Un idempotente € € &€ se llama un
idempotente de divisidén si el algebra ede es un Algebra de division.
Cuando # es semiprima el ideal engendrado por todo idempotente de
division es un algebra simple.

Es sabido que en un Algebra asociative semiprima, cuando existen
ideales izquierdos minimales también hay ideales derechos minimales ¥
la suma de los primeros coincide con la suma de los segundos, que por
tanto es un ideal de # llamado el zb6calo de # y notado por soc(«)}

divecta

[B-D; 30]. Dicho ideal coincide también con la suma™~de los ideales

simples de # gue contienen idempotentes de divisién. Las condiciones
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anteriores se expresan abreviadamente diciendo que # tiene zo6calo no
cero. Se conviene que sBoc(#) = {0} cuando & no tiene idempotentes de
divisidn.
Es sabido que si # es una subAlgebra de un &lgebra L{X, Y, <, >)
v FL(%, ¥, <, >) estéd contenido en # entonces soc(#) = FL(¥, Y, <, >},
Es conveniente recordar que para un Algebra asociativa semiprima
con zdAcalo no cero las condiciones de ser prima y de ser primitiva son

v
Jw4ﬁ
Si suponemos que en un apareamiento de Banach™(%, ¥, <, >) la

equivalentes [O-R; Theorem 11].

inmersién canénica de X en y* inducida por <, > es homeomérfica,
entonces como consecuencia parcial del Teorema II. 1.5 se sigue que
toda subAlgebra cerrada Srde BL(¥) contenida en L(¥, ¥, <, >) ¥y que
contenga a FL($, ¥, <, ») es un Algebra de Banach compleja prima con
zécalo no ceroc y minimalidad de la topologia de 1la norma.

El siguiente Teorema muestra gue este tipo de Algebras se agota

en el ejemplo mencionado.

2.1. TEOREMA DE ESTRUCTURA. Sea d un dlgebra de Banach compleja prima
con zécalo no cero y minimalidad de la topologia de la norma. Entonces
existé un apareamiento de Banach complejo (X, Y, <, >), tal que las
inmersiones candénicas inducidas por 1lIa forma bilineal <, » son
homeomérficas, de manerar gque # es topolégicamente isomorfa a una
subsdlgebra cerrada de BL(Z)} contenida en L(Z, Y, <, >) y que contiene

a FL(zv ys <y >}'

Demostracién. Sea X un ideal izquierdo minimal de #. Es sabido
que ¥ = d#e, donde € € # es un idempotente de divisién. Sea VY = ed, es

claro que ¥ e ¥ son subespacios cerrados de #. Para @ en X e ¢ en ¥ el
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producto ¢& estd en eke, que es un Algebra de divisién compleja
normada, por lo que ede = Ce,

La terna (¥, Y, <, >), donde ¢, >: ¥ x Yy —— € estda definida por

ye = <&, 4 >e para todo @ € X, ¢y € Y, es un apareamiento de Banach;
la aplicacién p: d& — L{(%, Y, <, >) definida por e¢l{e)(z}) := ez,
para todo 2 € X, e € 4, es un homomorfismo inyectivo con

p [soc(d)] = FL(X, VY, <, >).

Todos estos argumentos son conocidos ¥y pueden verse en [B-D;
Theorem 31.61].

La aplicacién €« —— | @{(@) || es una norma de Algebra en #, y
también | o(e) | < | @ | para todo @ en #; ademids se sigue de la
minimalidad de la topologia de Algebra normada en # gue existe un
nimero B > 0 tal que: | @ | = B || o(@) |, @ € &, ¥y, por tanto, ¢ es un
isomorfismo topoldgico de & sobre 3 := p(«).

Consideremos ahora |p*(¢)(!z,) = 2&, para todo 2 € Y, @ € 4;
también tenemos | w*(c) l <] e], « € d4; y junto con el hecho de que
e — | ¢ (@) | es también una norma de Algebra en # se puede afirmar
-igual que anteriormente- la existencia de un numero positivo a > 0
tal que: o | @ || < | o (@) |, « € 4.

Combinando las desigualdades anteriores, resulta:

a | o(@ | = | p*{m) | <B | et@ J|, @« € d; o bien:
allT§ s | T f =Bl T]|] para T € 3B,

Como 4 ® © € B para todo ¢ € ¥, v € ¥, tenemos que, al considerar
sobre (%, ¥, <, >) v (¥, ¥, <, >) la implicacién ii) ==> iii) del
Teorema 1.5, las inmersiones candénicas inducidas por la forma bilineal

son homeomorficas, como se queria demostrar.

Hemos probado que, =salvo isomorfismos topoldégicos, no hay mas
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dlgebras de Banach complejas primas con zdcalo no cero y minimalidad
de la topologia de la norma que las subalgebras cerradas 3 de un
algebra L{%, ¥, <, >») con FL(%X, ¥, <, >) ¢ B, donde (¥, ¥, <, >) es un
apareamiento de Banach tal que 1las inmersiones cendnicas son
homeoméorficas.

También sabemss, por el Teorema 1.5, que tales Algebras 3, ¥
todas sus subidlgebras gque contienen a FL(X, ¥, < »>), tienen minima

topologia de la norma. Obtenemos asi el siguiente Teorema.

2.2, TEOREMA. Sea & un dlgebra de Banach compleja prima con zdcalo no
ceroc y minimalidad de 1la topologia de la norma, entonces toda
subdlgebra de # que contenga al zdécalo tiene minima topologia de la

norma.

Podemos ahora éeneralizar un Teorema de B. Yood [Y; Theorem 2.3}
en el que se establece una condicidén para que un homomorfismo ée una
@-4algebra sasociativa # en el &algebra BL(X), con ¥ espacio de Banach
sea coﬁfinuo.

aseaiatiog
2.3. TEOREMA. Todec homomorfismo @ de una @-glgebra compleja 4 Ven un
algebra de Banach & compleja, prima con zécalo no cero y minimalidad
de la topologia de la norma, verificando que soc(®) c ¢(d), es

continuo.

Demostracién. Notemos M = soc(B), € = ¢(d). Por ser & prima M es
un ideal simple de 3 y también de 8., Sea P un ideal de ®. Es claro que
PaM=40} o PnM=M En el primer caso P ¢ An(M) = {0} por ser

3 prima. Asi, todo ideal no nulc de € contiene a M y, en consecuencia,
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% es prima.

Sea € € M un idempotente de divisién en 3. Tenemos
eMe ¢ ete < eZe, pero por ser M ideal de B, e¥e ¢ M y deducimos que:
eMe = ete = eBe, asi € es también un idempotente de divisidn en B, Se
ha probado asi que® es prima con zdécalo no cero, en consecuencia € es
primitiva [0O-R], y por tanto semisimple.

Viendo @ comc un epimorfismo de # sobre %, sabemos por la
Proposicidn I. 3.12, que Ker{¢) es un ideal cerrado de 4,

Sesn ; : d4/Ker(yp) — €, definido por ;(a + Ker{p)) := @(a), para
todo a en #. ; es un isomorfismo de Algebras, en consecuencia
e — | ;-1{¢) | con @« € 8, es una norma de algebra en €.

Por hipétesis soc{(®) c €, luedo el Algebra © tiene segin lo
visto en el Teorema 2.2 minima topologia de la norma, y por tanto
existe o« > 0 verificando | @ | = a | S”(a) | para @ € 8, o lo que es
igual: | e{a) | s o | a + Ker(¢) | para a € 4.

Pero | a + Ker(p) H_s i a j, luego f ota) | s fal], aed yo

es continuo.

2.4. TEOREMA. Sea (X, y, <, 2) un apareamiento de Banach. Las

condiciones i), 1ii), 1iii), iv) ¥ v) del Teorema II. 1.5 equjvalén a:
vi) Toda subidlgebra % de BL($)+, verificande que 4 ® © € 3 para

todo 4 € ¥ ¥y v € Y, tiene minima topologia de la norma de édlgebra de

Jordan normada.

Demostracion. Es claroc que vi) implica iv) ya que el producto
Jordan en un Algebra especial d+ es continuo para cualquier norma de

algebra en 4.

Veamos que iii) implica vi). Sea .| una norma de A&lgebra de
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Jordan en B, es decir: | TS| s JT}] s}, T, s €B, donde T-5
denota el producto Jordan en 3,

Dados T en 3, 4 en X, v en ¥ tenemos que

(u®v) T (& 0) = uu ® ”(T) es un elemento de B, y también:

(u®@v) T(uewrnw ) = <Tu, v > 48 0,

Por tanto: |[<Tu, v >| Juow] = J U (T) | <3Jueenv]® 1] ge

u e
donde: |[<Tu, v >| <3JT] Juew], conTe® ve¥ vely.

Apartir de esta desigualdad, siguiendc un razonamiento andlogo al
del Lema 1.4, tenemos que existe M > 0 tal que

i fe l =M JT) 2], para Ten By @ en ¥.

Como:la inmersidén € —— ; es homeomdé6rfica por hipétesis, tenemos
que existe un numero p > 0 tal que: | e |l 2p ] 2 ||, @ € £, que junto
con la desiguamldad anterior da: p | Te | s M JT|] | |, para « € %,
T € % luego | T | = —%— Il Tl, T € ® 1lo gue prueba que 3B tiene

minima topologia de la norma como &lgebra de Jordan normada.

La equivalencia entre las condiciones jiii) y vi) del Teorema 2.4
permite demostrar una primera generalizacion JordaﬁGel Teorema 2.3.
Previo al enunciado del Teorema recordemos que s8i & y & son dos
algebras asociativas y ¢ : d —— 3B una aplicacidn lineal, se dice que
¢ es un homomorfismo Jordan cuando cumple que: plab) = e¢(a)-e(d)
para todo a, & € &, donde la notacién @'y denota el producto de Jordan

en o y B,

2.5. TEOREMA. Sea # una @Q-algebra asociativa compleja, ® un dlgebra de
Banach compleja, prima con 2zdécalo no cero .y minimalidad de 1la
topologia de la norma, y sea ¢ un homomorfismo Jordan entre o y 3

verificando e¢(d) > soc(®), entonces ® es continuo.
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Demostracidn. ¢ es un homomorfismo de la -@-4lgebra de Jordan d+
sobre el Algebra de Jordan ® := ¢(#)., € es semisimple (véase Nota al
final), en consecuencia por la Proposicién I. 3.12 KEer{¢) es cerrado.
Como consecuencia del Teorema 2.1 y del Teorema 2.4 [iii) =) vi)], &
tiene minima topologia de la norma. Por tanto a partir de aqui la

demostracién puede concluirse igual que en el Teorema 2.3.

Nota. Puede probarse que el 4lgebra de Jordan € = ¢(d) es
semisimple como sigue. Por ser B prima, M = s0c{(®) es un ideal simple
de d, El1 Algebra de Jordan M+ también es simple como consecuencia de
[C-Y; Lemma 2.4). Sea I un ideal del &Algebra de Jordan 8. Por ser M
ideal simple de € tenemos I nM = {0} o bien I n M = M. Si I n M= {0}
entonces como I'M ¢ I nM = {0} se tendria gue I < An(M), por [C-Y;
Lemma 2.4]; pero An(M) = {0} por ser B prima, luego 8i I n M = {0} ha
de ser I = {0}. Asi, todo ideal de & no nulo contiene a M.

Si eshora suponemos que I es un ideal de 8, que es casi inversible
en €, entonces tenemog que I ¢ q-inv($+) = qgq-inv(®B), ¥y en
consecuencia deberd ser I = {0}, pues en caso contrario se tiene que

M cIcq-inv(®), lo que contradice la semisimplicidad de %.

56




CapituLo I11

1. ALGEBRAS DE JORDAN NO DEGENERADAS COMPLEJAS, NORMADAS
COMPLETAS, PRIMAS CON ZOCALO NO CERO.

2. TEOREMA DE ESTRUCTURA PARA ALGEBRAS DE JORDAN NOC DEGENERADAS,
COMPLEJAS, NORMADAS COMPLETAS, PRIMAS CON ZOCALO NO CERO Y MINIMALIDAD

DE LA TOPOLOGIA DE LA NORMA.






1. ALGEBRAS DE JORDAN NO DEGENERADAS COMPLEJAS, NORMADAS COMPLETAS,

PRIMAS CON ZOCALO NO CERO.

Aunque las Algebras de Jordan no degeneradas primas con zdécalo no
cero estan convenientemente descritas [0-R; Theorem 18] no existe, que
‘nosotros sepamos, un Tecrema de representacion satisfactorio para
tales dlgebras cuando se afiade la hipotesis de ser complejas normadas
completas._Conséguir ese Teorema es ¢l objetivo de esta seccién,

Nuestro punto de partida se encuentra en los trabajos de
Osborn-Racine [0-R], ¥y A. Fernandez [F] que permiten clasificar en una
primera aproximacién las Algebras de Jordan no degeneradas complejas
normadas primas, con 2zbécalo no cero. Al afiadir a las condiciones
anteriores la hipétesis de complitud conseguimos un Teorema de
representacién para esta clase de algebras que es un4 versién para
dlgebras de Jordan del Teorema de representacidén para Aalgebras de
Banach complejas primas con zocalo no cero [B-D; Tﬁeorem 31.861 ¥y I[R;

Theorem 2.4.171].

Sea # un Algebra de Jordan; un idempotente € € # se llama un
idempotente de divisién (o completamente primitivo) si ﬂe(d), que es
un algebra de Jordan con unidad €, es un algebra de divisién. Se dice
que #d es un &dlgebra de Jordan no degenerads si para a # 0 se verifica
que ﬂu # 0. Se define el zbé6calo de un algebra de Jordan no degenerada
como la suma de los ideales interiores minimales de # y se nota por

soc(#). Por supuesto si # carece de ideales interiores minimales se
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entiende que soc(¥) = {0}. En [O-R] sggp?ueba_que el ideal engendrado
por un idempotente de divisién es un égggbfa simple y soc(#d) coincide
con la suma directa de los ideales simples de & que contienen
idempotentes de divisién.

Supongamos ahora que # es un Aalgebra asociativa; teniendo en
cuenta que los idempotentes de division en & y en d+ son los mismos,
que # es semiprima si y sélo si ut es no degenerada y que todo ideal
simple de at también es ideal simple de # [F-R; Proposition 6],
deducimos que o y «* tienen exactamente los mismos ideales simples que
contienen idempotentes de divisidn ¥ en consecuencia,
soc({d) = soc(d+).

Si # es un Algebra de Jordan no degenerada prima es claro que
soc(#) es el udnico ideal simple de # que contiene idempotentes de
divisidén. En particular si (¥, ¥, <, >) es un apareamiento ¥y 4 es unsa
subalgebra de L(X, ¥, <, >)+ que contiene a FL(X, ¥, <, >), entonces #£
es un algebra de Jordan no degenerada prima, y tenemos que
soc{d) = FL{(X, ¥, < »>).

Si #d es un Algebra asociativa con involucién ¥, el conjunto
Sim(d) := {ae€ed: a-= a*} es una subalgebra de «' y si 4 es semiprima
es sabido que [F 2; Proposition 2.6], soc(Sim{(#)) = Sim{soc{d)). En
particular, la situacién que pasamos a considerar es de interés para

nosotros.

Sea X un espacio vectorial complejo ¥y <, > una forma bilineal
<, >: ¥ x ¥ —— C, no degenerada; en este caso el apareamiento de ¥
consigo mismo respecto de <, > se representa por (X, <, »), v se dice
que (X, <, >) es un espacio autodual: si ademés ¥ es normado y <, > es

continua se dice que (¥, ¢, >) es un espacio autodual normado.
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Un espacio de Banach autodual es un espacio autodual normado y

completo.

. Dado un espacio autodual (¥, <, »>), L{(X, <, ») representa al
conjunto de los operadores de L(¥) que tienen adjunto respecto a <, >;
igualmente, FL(X, <, >) representa el conjunto de los operadores en
L{(X, <, ») que tienen rango finito. Nétese que T — T* €8s una

involucién en L{(X, <, >).

Con Sim[L(¥, <, >})] notamos el conjuntoc de los operadores en

L(Y, <, >) que son simétricos, es decir, coinciden con su adjunto:
Sim[L(%, <, >)) = { T € L(X, <, >) : T = T'}.

Con la notacién Sim[FL(X, <, >)] representamos al conjunto de los
operadores simétricos en L(Z, ¢, >) que tienen rango finito.

Sim[L(X, <, >)] se considera siempre como Algebra de Jordan,
subalgebra de L{¥%, <, >)+.

Segin lo dicho antes:

soc[ Sim[L(¥, <, >)] ] = Sim[FL(¥, <, )]

Mas en general, si # es una subAlgebra de Sim[L(%¥, <, >)] que
contiene a Sim[FL(¥, <, >)] entonces # es un Algebra de Jordan no
degenerada prima y soc(d) = Sim[FL(¥, <, >)].

Cuando (X, ¢, >) es un espacio de Banach autodual se tiene, como
consecuencia del Teorema de la Grafica Cerrada, que L(%, ¢, >) es una

subilgebre de BL({X).

Estaremos interesados en los espacios autoduales para los que:
i) La forma bilineal es simétrica: <@, ¢ > = <y, « >, para
cualesquiera @ e 4 en ¥X.
ii) La forma bilineal es antisimétrica: <&, ¢ > = ;<y, &€ >, para

cualesquiera @ e ¢ en X,
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(%, <, ») es

En el primer caso se dice que el espacio autodusl
simétrico, Yy en el segundo caso se dice que el espacio autodual

(¥, <, >) es antisimétrico.

1.1. TEOREMA. Sea # un 4#dlgebra de Jordan comple ja no;mada no
degenerada prima con zdécalo no cero; entonces d esté en uno de los
siguientes casos:

i) Es un dlgebra de Jordan compleja finito dimensional simple.
ii) Es el &lgebra de Jordan de una forma bilineal simétrica no
degenerada jy continua sobre un espacio vectorial complejo normado
infinito dimensional.
iii) Existe un apareamiento de espacios vectoriales complejos

(x, Y, <, >} tal que d es (isomorfa a) una subdlgebra del algebra
de Jordan L(X, ¥, <, >)+ que contiene a FL(X, ¥, <, >).

iv) Existe un espacio vectorial complejo autodual, simétrico o
antisimétrico, (¥, <, >) tal que # es (isomorfa a) una subdlgebra del

dlgebra de Jordan Sim{L{Z, <, >)] que contiene a Sim[FL(X, <, >)].

Demostracién. Sea J = soc(#); tenemos que J es un Algebra de_
Jordan compleja simple normada que contiene un idempotente de
divisién. Se verifica entonces que J responde a alguna de las
siguientes descripciones: (véase [F; Lemma 1] ¥ su demostracién)

a) J estd en alguna de las situaciones 1) ¥ 1ii}) antes
consideradas.

b) Existe un apareamiento de espacios vectoriales complejos
(%, ¥, <, >) tal que J es (isomorfa a) FL(XE, ¥, «, >)+.

¢) Existe un espacio vectorial complejo autodual, simétrico o

antisimétrico, (X, <, ») tal que J es (isomorfa a) Sim{FL(Z, <, >»)}.
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Si J se encuentra en la situacién descrita en el apartado a)
entonces J tiene unidad por lo que o = J (véase [F 3; Corollary 1) ;
en consecuencia # responde al apartado i) o al apartado ii} del
enunciado. Si J estéd en la situacién descrita por los apartados b) y
c), el isomorfismo en cuestién puede extenderse siguiendo el argumento
de Osborn-Racine en [0O-R; Theorem 18] a un homomorfismo inyectivo de o
en L{(¥, ¥, <, >)+ en el caso b), o de # en Sim[L(%, <, >})} en el caso
c); lo que conduce, respectivamente, a los apartados iii) y iv) para

‘.

1.2, TEOREMA. Sea (4 |.|]) un dlgebra de Jordan compleja normada
completa no degenerada, prima con zdécalo no cerc. Entonces # estd en
alguna de las situaciones siguientes:
i) Es un dlgebra de Jordan compleja finito dimensional simple,
ii) Es el élgebra de Jordan de una forma bilineal simétrica no
degenerada y continua sobre un espacio de VBanacb complejo infinito
dimensional.

iii) Existe un apareamiento de Banach complejo (¥, ¥, ¢, >) tal

que # es una subilgebra del 4lgebra de Jordan L(%, ¥, <, >) * que
contiene a FL(X, Y, <, >), ¥y la inmersién de (& |.]J) en
[ L(X, ¥ < 0, |, ] es continua.

iv) Existe un espacio de Banach complejo autodual, simétrico o
antisimétrico, (¥, <, >) tal que # es una subdlgebra del &lgebra de
Jordan Sim{L{(¥X, <, >)] que contiene a Sim[FL(X, <, >)), y la inmersion

de (& |.}) en BL(YX) es continua,

Demostracion. Es suficiente considerar para la demostracién de

este Teorema, a la vista del Teorema 1.1 y la Proposicién 1. 2.8, que
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nuestra dlgebra # se encuentra en una de las situaciones iii) o iv)
descritas en dicho Teorema 1.1. El esquema de la demostracién es el
mismo para ambos casos, a saber: a partir de la norma de Algebra
completa con que viene dotada # se trata de convertir el apareamiento
complejo (¥, ¥, <, >) en un apareamiento de Banach y el espacio
autodual complejo (¥, ¢ >) en un espacio de Banach autodual, ¥
comprobar que la inmersidén de # en el correspondiente espacio

[ L(X, ¥, <, »), I.{d ] o, respectivamente, BL{¥X) es continua.

S5in embargo, hay diferencias técnicas que obligan a considerar
separadamente cada una de las posibles situaciones para #. En
consecuencia realizaremos la demostracidén del Tecrema 1.2 en tres
apartados. En todos ellos (# |.||) es un algebra de Jordan compleja

normada completa.

I. Se considera en este apartado # realizada como subAlgebra de un
dlgebra de Jordan L(X, V¥, <, >)+, conteniendo a FL(X, ¥, ¢, »), donde
(¥, ¥, <, >} es un apareamiento de espacios vectoriales complejos,

Dado @ vector no nulo en X, sabemos que para todo ¢enyY, eeyc

FL(X, ¥, ¢ ), y por tanto @ @ 4 € &. En consecuencia se puede
considerar el operador ﬂe e ¢ ol — i,
Si T € & un sencillo céalculo da: u@ e ¢ {(T) = <Te, ¢ > & ¢ 4.

En virtud de la no degeneracién de <, >, y por ser @ # 0 tenemos
que @« ® 4 = 0 s8i y 86lo si ¢ = 0. Deducimos que ﬂe & ¢ (T} = 0 i ¥
s6lo si <Te, 4 > = 0. Haciendo uso una vez méas de la no degeneracién
de <, > obtenemos:

{Te€d: Te=0}p={Teok: <Te, 4> =0, para todo ¢ € Y} =

=q£} Ker ﬂé o ¢

Teniendo en cuenta que, para a en «, el operador ua . B
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continuo, de la igualdad anferior se sigué que el conjunto
{T € : Te = 0} es cerrado en #.

En lo que sigue ¢ serid un vector no nulo fijo en ¥. La aplicacién
de # en % dada por T —— Tu es lineal. Tomando ¢4 en ¥ de manera que
{4, 4 > = 1 tenemos que, para @ en ¥, es (€ ® ¢4) 4 = &, por lo que la
aplicacién anterior también es sobreyectiva, y su nicleo el subespacio
vectorial M = {T e & : Tu = 0}; en consecuencia, dicha aplicacién
induce un isomorfismo del espacio vectorial cociente #/M sobre X.

M es cerrado en #, segin se ha visto, por lo que #/M con la norma
cociente es un espacio normado y completo, por ser # completa. Al
trasladar mediante el isomorfismo anterior la norma de 4/M a ¥ se
obtiene una norma completa en ¥, que notamos |.|, ¥ que viene dada
por: |e] = inf{}J T | : T € 4, Te = 2;.

Notaremos % la subalgebra de L(Y, X, <, >)+ dada por:

B = {T* : T ed }

Definiendo para S en 3 | S | := | S*", tenemos que (%, §.[) es un
algebra de Jordan compleja normada completa. Por otra parte es claro
gue FL{Y, ¥, <, ») ¢ 8. En lo que sigue & es un vector no nulo fijo en
Y. Por analogia con la situacién antes considerada, es facil ver que,
definiendo para ¢ en ¥ 7

l¢| :=inf{ [ S|, Se® Sv=g p=inf{ [ T | :Ted Tv= g4}

se obtiene que (¥, |.|) es un espacio de Banach.

Vamos a probar ahora que la forma bilineal <, > de ¥ x ¥ en C es
continua. Sera suficiente probar que <, > es separadamente continua
pues entonces, al ser (¥, |.|) e (¥, |.|) espacios de Banach, una
aplicacién del principio de acotacién uniforme permite concluir la

continuidad de <, >.
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Tomando normas en la igualdad (T) = <T2, 4 > &€ ® ¢y ge

e © gy

: 2
obtiene [cre, y > Feoyfs|u, o JIT <3lecy|®|T|
¥, simplificando, resulta:

|<Te, ¢ >| <3J e ¢ | | T |, para todo @ en &, g en ¥, T en o.

En particular |<T¢, ¢ >| <s3jlece g J | T|.

5i ahora @ es un vector de ¥, para cualquier T en # tal que Tiz=<e

se obtiene que |<&, ¢ >| s3] we ¢ | | T |, para todo ¢ en ¥, T en o

tal que T¢ = @. De donde tomando infimos en la variable T de esta
desigualdad, tenemos: [<e, ¢ >| < 3] v e ¢ | |e|, para @ en %, ¢ en
Y.

Anélogamente se prueba la desigualdad |<&, ¢ >| < 3] e o wn | |¢],
2en X, gen Y.

La primera de las desigualdades da la continuidad de {y > en 1la
primera variable, mientras que la segunda desigualdad nos da la
continuidad de <, > en la segunda variable,

Se ha demostrado asi que (X, ¥, <, >) es un apareamiento de
Banach.

Consecuencia de lo que acabamos de ver es que L(¥, ¥, ¢, >) esta
contenida en BL(¥X) ¥y L(¥, %, <, »>) estd incluida en BL{Y).
Simbolizamos por |.| la norma de operadores en BL(%) ¥y en BL{(Y), ¥
para T en L(X, ¥, <, >) escribimos ITI_ = Max {|T], IT*[}.

Para concluir esta apartado I falta probar que la inmersién de
(d, |.1) en [ L%, ¥, <, »), |.[d) es continua.

Puestoc que ambos espacios normados son completos podemos aplicar
el Teorema de la grafica cerrada. Sea {Tn} una sucesién convergente a
O en (4, {.I) ¥ tal que {Tn} converge a F en [ L{Z, ¥, <, >), I.Id].

En virtud de la acotacién |<Te, ¢ > < 3] e e ¢ | | T | vy del

hecho que de {T } —— 0 en (4, [.]), se sigue que KT e, ¢ >} — 0
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para todo € en ¥ y todo ¢ en Y.

Por otra parte, la convergencia de {Tn} a F en
[ L(X, ¥, < >1, ].|d] implica que {Tn> converge a F en BL{X) por lo
cual, en particular, para todo @ en ¥ se tiene que {Tne} converge a Fe
en (X, |.|) ¥, por la continuidad de <, > tenemos que
{(Tne. 4 >} converge a <Fe, 4 > para cada @« en £ e ¢ en Y. Se concluye
asi que <(Fe, ¢ > = 0 para todo @« en ¥ e ¢4 en ¥, luego por la no

degeneracién de la forma bilineal, se sigue que F = 0.

II. En este apartado consideramos # realizada como subalgebra de un
algebra de Jordan Sim[L{(¥, <, »>)] ¥ conteniendo a Sim[FL{(X, <, >)1,
donde (X, ¢, >) es un espacio vectorial complejo autocdual simetrico.
Para €« e 4 en X sabemos gque (@ @ 9)* = 4 ®'@«, donde 4 @@ es el
operador sobre ¥ definido por (4 &'e) (2} = <&, 2 > 4.

Como la forma bilineal <, > es simétrica tenemos que
(¢ @'@) (2) = <2, @ > 4 = (¢ & @) (z). Asi (@ ® q)* = 4 ® €, por lo
cual &€ @ ¢ + ¢ ©® &€ es simétrico, y como también eé de rango finito
resulta que este operador estéd en #. En particular, el operador @« @ &
esta en # para todo @ en ¥. Ademas, por la no degeneraciéon de <, >,
& @ 2 = 0 si y 86lo si & = 0,

Para S en # se puede considerar él operador US : 4 —— &, Es
facil calcular que ﬂs {®¢ ©® €) = S ® 5&, por lo cual ﬂs (& ® ) = 0 si
v s6lo s8i S = 0.

Dado un vector @ # 0 en ¥ y una sucesién {S _} de elementos de #
que converge en (#, H.I) hacia un elemento S8 de #d y verificando que
Sne = 0 para todo n € N, tenemos por la continuidad de la aplicacidn

a — ﬂa de # en BL(#), que us = lim us ; en particular

n

lim

S (2 @ &) = U, (&« ® @«). Ahora bien, U, (& ¢ &) = 0 para todo n, ¥

S S

n n
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en consecuencia US(@ @ €) = 0, es decir S@ = 0, Se prueba asi que el

conjunto {S : S € 4, S& = 0} es cerrado en #.

En lo que sigue 4 va a ser un vector no nulo, fijo en ¥%. La

aplicaciéon T —— T4 de # en Y es lineal y es sobreyectiva, ya que, si

@ € ¥ es tal que <&, 4 > # 0 entonces § = %—? pertenece a # y
]
S{(¢) = @; pero si <@, ¢« > = 0, tomando 2z en ¥ tal que <z, ¢ > = 1, se

tiene que T = @ ® 2 + z @ @ estd en &, v Tu = <u, Zz >& + U, @ >Z = &,

El nicleo de esta aplicacidén lineal es el subespacio vectorial de
#4 dado por {S : S € &, Su = 0}, que ya hemos visto que es cerrado en
A,

Con un razonamiento igual al empleado en el apartado I anterior,
se tiene que, definiendo para « en X

lel = inf{[ S | : S € &, S¢ = eb,

resulta que (X, ].]) €8 un espacio de Banach. .

Veamos la continuidad de la forma bilineal ¢, > respectoc de la
norma anteriormente definida.

Tomando normas en:la igualdad us (¢ ® &) = Se& ® Se, se tiene:
| seese <3 |s|°jece]| para @ en %, S en A,

Por otro lado, si 2 estd en ¥ {z ® a}z = 2, 2y 2 8% estéa
en #, de donde tomando normas y simplificando resulta

<z, 2z >| s | 26 2 || para 2 en %.

De las desigualdades anteriores se tiene que:
|<se, se >] s3] s |°jee @ ||, para « en £y S en £. En particular
[<su, Su>| s3] s j?Jueeul], s en «.

Dado €« en ¥ ¥y S en o tales que S4 = &, se tiene de la desigualdad
anterior que: |<e, @>| <3| s |[°Jeeu], Sendy @en ¥, Su = @

Tomando infimos en la variable S en la Ultima desigualded resulta
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Cque: |<e, | 3] ue ul] |’

Puesto que <, > es simétrica se tiene
<&, 4 > = _%_ [ (@& + 4, @ + 4 > - <K& - 4, @ - 4§ > ], y por tanto
facilmente tenemos: |<e, ¢ >| =6 || « ¢ « | |2] |¢4|. Se ha demostrado
que (%, ¢, >) es un espacio de Banach autodual.

De lo anterior se deduce que L(%, ¢, >) < BL(Y) y, en particular
4 ¢ BL(X).

Veamos que la inmersién de (o, [.]) en (BL(¥), |.|) es continuo..
Como ambos espacios son completos se puede aplicar el Teorema de la

grafica cerrada. Sea {Sn} una sucesién de elementos de # que converge

a 0O en (d, |.}) vy 2 S en (BL(X), |.|). Para @ en £ y T en &, y al
tomar normas en la igualdad U : (T) = <Te, € > 2 @ € y simplificar,
se obtiene que |[<Te, @ >| < 3] T | | @ ® « |. De donde se deduce que

(Snm, @ > —— 0 para todo @ en ¥X.

Por otra parte, para @ en ¥ tenemos que {Snm} converge a S& en
(£, |.]), ¥ por la continuidad de <, > se sigue <5 @, 4 > converge a
<S&, 4 > para € e ¢ en X,

Teniendo en cuenta que <Sne, 4 > = <Q.Shy > = <Sng, € >, se

obtiene que <Se, ¢ > = <(Sy¢, @ > = <&, Sy >, para todo @ e ¢ en I;
b 3 . .
luego S = 8§ , ¥ 8 es un operador simeétrico.
Como <S«, € > = lim <Sn&, @ > = 0, para todo @ en X, obtenemos

que la forma bilineal simétrica (@, 4) —— <(S&, ¢ > se anula en la
diagonal, y en consecuencia es nula: <S«¢, 4 > = 0 para todo @ en ¥ e
4 en ¥Y; luego en virtud de la no degeneracién de ¢, >, se tiene que

S = 0.

III. En este apartado se considera # realizada como subadlgebra de un

4lgebra de Jordan Sim{L(%, ¢, »)] y conteniendo a Sim[FL(X, <, >)],
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donde (X, <, >) es un espacio vectorial complejo autodual
antisimétrico.

Para €« ¢ 4 en Y se tiene que (& © y)*(¢) = {4 @ @){z) =
= (@, Z Y = Kz, @ >4y = ~{(4 ¢ @)(z2), luego (@& ® q)‘ = -(¢4 & @)}, por
lo cual ® @ ¢ - ¢4 ® & es un operador simétrico y, como es de rango
finito, resulta que esta en #.

Notemos también que, dado @ en ¥ y S en Sim{L(%, <, >)1, se
tiene <&, S& > = <S«, @€ > = -<&, S« >, por lo que <S&, & > = 0,

Para @ e 4 en ¥ y S en #, un cédlculo sencillc permite obtener
ﬂe ©y - ¢ € Q(S) = <Se, 4> (e 4 - 4ygea), ycomo @0 4 - §&e&=20
si y =s6lo si = e.q son linealmente dependientes se deduce que
ﬂm ®y -4 ® e(S) = 0 si y sé6lo s8i <S&, ¢ > = 0; de aqui se deduce,
de forma andloga a como en el apartado I, que el conjunto

{s ed : Se = 0} = ilf Ker U, o y-yea °©5 cerrado en #.

En lo que sigue, 4 denota un vector fijo no nulo en ¥. La imagen

de la aplicacién lineal T —— T4 de # en ¥ es el subespacio vectorial

de ¥ definido por ¥ = {® € £ : <&, ¢« > = 0}. Esto es asi porque, si @
en ¥ es tal que <@, 4 > = 0, tomando 2z en ¥ tal que <z, u > = 1
resulta. que (€ @ =2 - 2 @ @)(u) = ¥ por otra parte, si @ es de la

forma T4 para algun T en #, entonces segin se ha visto antes, es
<&, 4 > = 0.

Sea # en ¥ tal que <w, ¢« > = 1, y mantenemos fijo este elemento
en lo que sigue. Dado @ en ¥, el vector 2 = @ - <&, 4 >U esta en W ¥
@ = Z + <@, 4 >v; se deduce que ¥ = W & Cuv.

El niucleo de la aplicaciodén lineal T —— T4 es el subespacio de «
dado por {S € # : Su = 0} que, segin se ha visto, es cerrado en «.

Razonando como en los casos anteriores resulta que, definiendo

para 2 en W |2} := Inf{| 8 | : S € &, Su = 2z} se obtiene que
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(W, |.|) es un espacio de Banach; por tanto si se define en X
jz + a| := |z] + ||, para 2 en W y A en €, se tiene que (%, |.})
también es un espacio de Banach.

Vamos a probar la continuidad de la forma bilineal <, >. Para @ e
4 en ¥ un cédlculo sencillo nos permite obtener la igualdad

(e @ ¢ - 4 ¢ e)z = <K&, 4> (e © y — ¢4 © ), de donde tomando normas se

sigue: |<e, 4 >] s | ee ¢ - ¢ 8 e | para @ e ¢ en X,

De otra parte, tomando normas en la igualdad

Ua © ¢y - ¢ © @{S} = (8@, 4 > (e ® 4§ - ¢4 ® &), se obtiene que
|<se, 4> <3 |slecey-¢94cee], e ¢ en X, S en «,.

Sea 2z € W, A e C y @ = 2 + M, Para todo 5 en # tal que 5S4 = 2
tenemos, haciendo uso de la dltima desigualdad que
<z, ¢ >| <3 | s ] ] v © 4 - ¢ ® « || para 4 en £, S en #, con
S¢ = 2. Tomando ahora infimos en la variable S en esta desigualdad se
obtiene que |<z, ¢ >| 3 [z|] fue ¢ - ¢ e ul,

En consecuencia:
<&, ¢ >| s j<z, ¢>] + 2] |¢<w, ¢ >| 53 |2} fuoy-gou]|+

tlweyg-gon]| A=
s(stuoy-voulsveg-yonl]) [le+ir)
Esto es: |<&, ¢ >| < [ 3 eey-4¢40u|+ |vey-ygonl| ] || .

De esta desigualdad se sigue la continuidad de <, > en la primera
variable, ¥y como ¢, > es antisimétrica resulta que ¢, > eé
separadamente continua, y en consecuencia es continua.

Se ha probado asi que (¥, <, »>) es un espacio de Banach autodual.
Consecuencia de esto es que L{¥, <, >) esta incluido en BL(X}, ¥y en
particular & c BL(X)}.

Para probar 1la continuidad de la inmersién de (4, E.ﬂ) en

(BL{X), ].|) se razona como en el apartado I haciendo uso de la
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continuidad de <, > y de la desigualdad

|<se, ¢ >|] <3 | s | lecy-gyce]|.

Queda asi concluida la demostracién del Teorema 1.2.
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2. TEOREMA DE ESTRUCTURA PARA ALGEBRAS DE JORDAN NO DEGENERADAS
COMPLEJAS, NORMADAS COMPLETAS, PRIMAS CON ZOCALO NO CERO Y MINIMALIDAD

DE LA TOPOLOGIA DE LA NORMA,

El objetivo de esta seccidén es mostrar que, cuando en el Teorema
1.2 s2e impone adicionalmente al Algebra # tener minimalidad de 1la
topologia de la norma, entonces los parimetros de representacidén de «
en dicho Teorema estan obligados 8 ajustarse a8 condiciones
restrictivas, que obligaran finalmente a # a tener, de hecho, minimsa

topologia de la norma.

2.1 LEMA [B-D; Theorem 37.19 y Lemma 37.21] DPado un espacio normado
autodual (%, <, >} tal que |<&, ¢ >| s | e J ¢ »
<&, ¢ >| = |<¢, @ >| para todo @ e 4 en %, existe una norma q sobre %
que verifica:

i) q(e) < | e |, @ en %.

ii) q(®) = sup{ |<@, ¢ >| : ¢ € £, qfy} s 1 }, @ en %; en
particular |<&, ¢ >| < af{e) q(¢), para @ e 4 en ¥.

iii) dado T € Sim[L(¥, <, >)] y tal que T € BL(¥, |.}) también se

verifica que T € BL(Y, q) y ademds q(T) < | T |, donde se ha notado

igual una norma en X y la correspondiente norma de operadores.

Conviene precisar que, en las referencias antes citadas del libro
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de’ Bonsall-Duncan, las hipétesis que s8e consideran no coinciden
exactamente con las del Lema 2.1; sin embargo, un breve analisis de
los argumentos alli expuestos es suficiente para ver que los

resultados siguen siendo vAdlidos en la situacién arriba considerads.

2.2 TEOREMA. Sea ((X, |.|}), <, >) un espacio de Banach autodusl,
simétrico o antisimétrico. Equivalen:
i} La topologia de ¥ es minimal entre las normables que hacen
continua a la forma bilineal <, >.
ii) La inmersién candénica de ¥ en $*, & —— ;, inducida por 1Ila
forma bilineal <, > es homeomdérfica.
iii) La topologia de Y es minima entre las normables que hacen
continua a la forma bilineal <, ».
iv) La aplicacién T —— T* es un homeomorfismo sobre
L{(X, <, >).
v) Toda subdlgebra B de Sim[L(E, <, >)] gue contenga a
Sim[FL(¥, <, >} tiene mirnima topologié de la norma.

vi) Alguna subdlgebra 3 de Sim[L(%, <, >)] gue contiene a

Sim[FL(¥, <, >)] tiene minimalidad de la topologia de la norma.

Demostracién. Salvo renormacién equivalente de ¥, podemos suponer
cuando sea conveniente que |<&, ¢ >| s | @ | | ¥ |. Como consecuencia
del Teorema II. 1.5, para el caso particular en que ¥ = ¥, sabemos gue
ii) es equivalente a iv). También es claro que iii) implica i) y que
v} implica vi}). Vamos a demostrar que i) implica ii) ¥ que ii)
implica iii), con lo cual resultan equivalentes las cuatro primeras

condiciones. Se va a concluir la demostracién viendo que ii) implica

T4




v) y que vi) implica ii). En toda la demostracién q denotarda la norma
sobre ¥ cuya existencia garantiza el Lema anterior. Notamos igual una
norma en ¥ y su correspondiente norma dual y norma de operadores.

i) implica ii). Puesto gue g hace continua a la forma bilineal
<, > y ademés q{e) = ﬂ @ H, tenemos por le hipétesis hecha que la
norma ¢ ha de ser equivalente a ||.|. En consecuencia existe un numero

positivo « tal que | @ | < « qt(@) para todo @ en X.

Por tanto: | < | := supd <&, ¢>| : | ¢ | <1} =2
2 supd {<@, ¢ >| : a q(y) s 1} = —%— gle) 2 —13 i |,
o

en donde se ha utilizado el Lema 2.1 - ii) para la ultima igualdad.

Asi pues | @ | = o« | e | para todo @ en %, con lo cual la
inmersién (continua) de ¥ en $* inducida por <, > resulta ser
bicontinua.

ii) implica iii). Sea |.| una norma en Y, y supongamos que existe

"M > 0 tal que <@, 4 >| s M |&| |¢| para todo @ e ¢ en ¥. Queremos
probar la continuidad de 1la identidad de (%, |.]|) en (% |.]-

Consideremos la aplicacién § —— ; de (£, [.]) en fI, |.])*; la
continuidad de esta aplicacidn se obtiene facilmente haciendo uso del
Teorema de la grafica cerrada. Por tanto existe un nimero B > 0 tal
que |;| s B | ¢ | para todo ¢ en X.

Tenemos asi [<e&, ¢ >| = |;| |l = B | ¢ | le|, ¥y por tanto
leaf<8 el

Como por hipétesis existe k > 0 verificando que | ; l 2k § « |

B

para @ en XY se sigue que existe un nimero positivo ¥y = - tal que
| « } s v |#] para todo @ en %, como se queria demostrar.
Queda asi probada la equivalencia entre los cuatro primeros

enunciades del Teorema.
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ii) implica v). Sea & una subdlgebra de Sim[L(%X, <, >)] que
contiene a Sim{FL(¥, ¢, >)], y sea |.| una norma de algebra en 3. Se
consideran entonces las siguientes desigualdades:

e, v o1 s = 11) e o (@] + f(e-) © (29 )
para el caso simétrico, ¥y
|<Te, ¢ >|] <3 |T] |e ® ¢ - ¢ ® @], para el caso antisimétrico, donde
2 e 4 estdn en X y T en 3B.

La segunda de estas desigualdades ya se obtuvo en la demostracién
del Teorema 1.2. La primera se deduce de lé desigualdad ya conocida
|<Te, @« >|] s 3 |T] | @ @] sin més que tener en cuenta que, al ser

(@, §) —— <T@, ¢ > una forma bilineal simétrica, se verifica que

{Te, ¢ > = —%— [ (T{e + ¢), € + ¢ > - (T{e - ¢), & - 4y > ].
De acuerdo con las anteriores desigualdades se concluye 1la

demostracién como en el apartado iii) ==» vi) del Teorema II. 2.4.
Finalmente veamos que vi) implica ii).:Sea 2 una subalgebra de
Sim[L{¥, <, >)] que contiene a Sim[FL(X, <, >)] ¥y que tiene
minimalidad de la topologia de la norma. Por la condicién iii} del
Lema 2.1 tenemos que 3 es una subdlgebra de BL(Y, q)+. ¥y por tanto g
es una norma de Algebra sobre 3., Como ademas se verifica que
q(T) = ] T | para T en %, por la hipétesis hecha existe un ntmero k>0
tal que | T | < k q(T) para todo T en %.
Fijemos 4 y o en ¥ verificando que <o, 4 > = 1. En el caso
antisimétrico tenemos, para cualquier « en ¥ que
(@ @ Uu-uod@)(w) - & - <, &€ >4, de donde se sigue
lel<lecu-vweeae o]+ |w,es| Jul]s

skqleeuv -uove) o+ qv)gie | ul.
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Como consecuencia de la desigualdad |<e, ¢ >| s qg{e) qly) se
tiene que dados s y { en ¥, s ® { € BL(X, q) v q{(s @ {) =< q(s) q{l).
Haciendo usc de ello y de que q{2) s I Z I obtenemos:

| | <2k qle@) q(e) f v |+ a(w | ] qate) <
sloel ol 1+ 2k) qle),
o bien | @ | =M g(@) para @ en &, donde M = § « | | » | (1 + 2k). De

esto se sigue, haciendo uso de la condicidén ii) del Lema 2.1, que

ate) = sup{|<e, ¢ >| : qly) < 1} < sup{|<e, ¢ >| : | ¢ | s M}
=M supl<e, 25| : 2z s1b=n] |
de donde, finalmente resulta que | @ || s M2 I ; | para todo @ en ¥, 1lo
cual prueba que la aplicacién € —— ; tiene inversa continua y por
tanto es. homeomdrfica.,
En el caso simétrico se razona .igual que antes partiendo de la
igualdad: (€ @ 4 + ¢« ® @){(v) = & + <d} & > 4, ¥ se llega igualmente a

~
que | @ | <M®> | @ | para @ en £,

Con lo cual queda concluida la demostracion del Teorema.

Teniendo en cuenta que para un &lgebra de Jordan cuadratica
# - (%, f) las normas sobre # que hacen continuo el producto inducen,
por restriccidén, normas sobre ¥ que hacen continua a la forma bilineal
f; ¥ qua; reciprocamente, toda norma sobre ¥ que hace continua a f
determina, salvo equivalencias, una tUnica norma en # que hace continuo
el producto y cuya restriccién a ¥ coincide con la norma de partidas,
podemos enunciar como consecuencia del Teorema anterior el siguiente

Corolario.

2.3. COROLARIO. Sea (¥, f) un espacio de Banach autodual simétrico ¥
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consideremos el 4lgebra de Jordan # = J(X, f); entonces equivalen:
i} & tiene minimalidad de la topologia de la norma.
ii) & tiene minima topologfa de la norma.
iii) La inmersién candnica de ¥ en 5* inducida por f es

homeomorfica.

Los resultados hasta aqui obtenidos permiten enunciar el

siguiente Teorema.

2.4. TEOREMA. Si & es un &dlgebra de Jordan compleja no degenerada,
normada completa, prima con zécalo no cero y minimalidad de la
topologia de la norma, entonces salvo isomorfismos topolégicos J
responde a uno de los cuatro tipos siguientes:

i) # es un dlgebra de Jordan compleja finito dimensional
simple.

ii) 4 = J(X, f), donde (¥, f) es un espacio de Banach complejo
autodual simétrico infinito dimensional, tal que la inmersién candénics
de X en ¥ inducida por f es homeomorfica.

iii) Existe un apareamiento de Banach complejo (%, ¥, <, >) tal.
que las inmersiones candénicas de ¥ en y' y de Y en ol inducidas por le
forma .bilineal <, 2> son homeombrficas, de manera que ® es una
subdlgebra cerrada de BL(I)+, contenida en L(X, Y, <, >) ¥ conteniendc
a FL{(X, VY, <, >).

iv) Existe un espacio de Banach complejo autodual (¥, <, >},
simétrico o antisimétrico, tal que la inmersién candnica de % en g*
inducida por la forma bilineal es homeomdérfica, de manera que d es una

subdlgebra cerrada de BL($)+, contenida en Sim[L{(¥, <, >)] 3
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conteniendo a Sim[FL(¥, <, >»)]. -

Demostracién. Estamos bajo las hipdtesis del Teorema 1.2 con la
condicién adicional de minimelidad de 1la topologia de la norma. En la
situacidén descrita en el apartado i) de dicho Teorema la condicién
adicional no aporta nueva informacién. En la situacién ii) 1la
hipotesis adicional, a la vista del Corolario 2.3, se concreta en que
la inmersion candnica de ¥ en E* inducida por f es homeomdérfica. En la
situacién 1ijii) del mismo Teorema 1.2, 1la hipdétesis adicional de
minimalidad de la topologia de la norma implica, por una parte, gue la
inmersién continua de # en ( L(S. Y, <, >)+, le ] cuya existencia
alli se prueba es bicontinua; ademéis es fac1l ver que |T], |T | v |T]

L [o f-?Lu.:L Ao uuq ulal &["#\ Corgonce de ]:SJI'?J"
S0n hnormas equlvalentes en d-'en partlcular existen M >0 vy k > 0 tales

d

que k IT l < |T| =M IT*I. Puesto que 4 ® v € &, para todo 4 en %, v
en Y, se puede hacer uso del Teorema II. 1.5 y se obtiene que las
inmersiones candnicas de ¥ en y* v de ¥ en 5*, inducidas por la forma
bilineal <, >, son homeomérficas. |

Finalmente, si nuestra algebra estd en la situacion iv) del
Teorema 1.2, la hipétesis adicional nos da -de una parte- que salvo
renormacién equivalente # es subalgebra cerrada de Sim[L(X, ¢, >)] que
tiene minimalidad de 1la topologia de la norma ¥y que contiene a
Sim[FL(¥, <, >)], en consecuencia el Teorema 2.2 se aplica para
obtener que la inmersién de X en $* inducida por la forma bilineal es

homeomérfica.

También se obtiene como consecuencia el siguiente resultado

importante.
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2.5. TEOREMA. Sea # un 4lgebra de Jordan compleja no degenerada,
normada completa, prima con zdcalo no cero y minimalidad de 1la
topologia de la norma. Toda subdlgebra ® de # tal que ® 2 soc(d),

tiene minima topologia de la norma.

Demostracién. Estamos bajo las hipdtesis del Teorema 2.4; er
consecuencia nuestra Algebra responde a alguna de las cuatro
situaciones alli descritas.

Si 4 estd en la situacién i), la tesis de nueétro Teorema ers
consecuencia obvia de la finito dimensionalidad de 4.

En la situacidén ii) soc(d) = #, por ser # simple y soc(#«) ur |
ideal no nulo; luego la afirmacién del Teorema es consecuencia del
Coreclario 2.3 [i) =—» ii)].

Si & estd en la situacién iii}), entonces se aplica el Teorema II.
2.4 que, directamente, Jjustifica la Tesis del Teorema.

Y, finalmente, si # estid en la situacién iv}), el Teorema 2.:

[ii) ==¢ v)})] demuestra nuestra Tesis.
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CapituLo IV

1. UN RESULTADC SOBRE CONTINUIDAD AUTOMATICA.
2. ALGEBRAS DE JORDAN NO CONMUTATIVAS COMPLEJAS NO DEGENERADAS,

- NORMADAS COMPLETAS, PRIMAS CON ZOCALO NO CERO.






1. UN RESULTADO SOBRE CONTINUIDAD AUTOMATICA.

En este apartado vamos a establecer un resultado acerca de la
continuidad automatica de epimorfismos, en el que intervienen los
conceptos de @-algebra y de minimalidad de la topologia de la norma.
Aparte de su interés intrinseco, este resultado se utilizara en la
préxima seccidn, mientras que aqui, como una consecuencia interesante
del mismo, obtendremos que las JB*-élgebrasl ne conmutativas tienen

minima topologia de la norma.

1.1. TEOREMA. Sea # una @-dlgebra de Jordan no conmutativa compleja, 3
un algebra de Jordan no conmutativa compleja, normada completa,
semisimple y con minimalidad de la topologia de la norma, y f un

epimorfismo de #d sobre 3; entonces f es continuo.

Demostracidén. Sabemos por el Corclaric I. 3.13 que Ker(f) es un
ideal cerrado de #4 y que el Algebra normada cociente #/Ker(f) es una
&@-adlgebra.

Sea 1 el isomorfismo de #/Ker(f) sobre & inducido por f, ¥
definamos para & en 3 6] := )| " '(8) |; asi n resulta ser un
isomorfismo isométrico de d/Ker(f) sobre (3, |.l), ¥ por ello (3B, |.|)
también es una @-Algebra.

Sea (8, |.]|) la completacién del Algebra normada (%, |.|), ¥
notemos F la inmersion de (3, H.H) en (€, I.l), F(e¢) = @ para @ en 3.

Como F es un homomorfismo con imagen densa, el subespacio
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separador de F, S(F), es un ideal cerrado de (8§, |.]). Una sencilla

aplicacién del Teorema de la grafica cerrada (ver [S; Lemma 1.3 (i)])

permite probar que la aplicacién @ ~——— @ + S(F) de { 8, 1.-]) en
el Algebra normada cociente (B/S(F), l.]) es continua, es decir,
existe un nimero positivo M tal que |@ + S(F)| < M| @ |}, para todo @
en %,

Por otro lado, y por el Teorema I1.3.22 se verifica que r!.lte)z 0
para todo <« en 3 n S(F); como (B, |.|) es una @-algebra, por el
Teorema 1.3.10 se tiene que spi{e/3) = {0}, ¥ en consecuencia € es

casi inversible en &; se tiene asi que % n S{F) es un ideal de 2,
formado por elementos casi-inversibles y por tanto:
B n S(F) c Rad(®) = {0}

Se puede asi definir una nueva norma de algebra ]. ] sobre 8 por
16§ := |6+ S(F)|, ¥, segin acabamos de ver, tenemos que
0] sM. | 8] para todo & en B.

Puesto que & tiene la propiedad de minimalidad de la topologia de
la norma se sigue que existe un numero positive k tal que
i €| <k] &} para todo & en %, pero entonces

| 6§ <xkjé+ s(F)| < k|8] = k|| n” (&) f, o lo que es igual:
| fta) | s k| a + Ker(f) | s k| a |, para todo a en «,

lo que prueba la continuidad de f.

] ) . _

Una JB -aAlgebra no conmutativa & es un Aalgebra de Jordan no

conmutativa compleja normada completa, dotada de una involucién
| . . . .

e — @ {antiautomorfismo conjugado lineal de reriodo dos)

verificando que | ua(a*) I = | a I° para todo a en «.
El siguiente Lema generaliza un resultado debido a Rickart [R 2].

84




*
1.2, LEMA, Sea # una JB -4dlgebra no conmutativa y |.| una norma de

dlgebra en #, entonces (#, |.|) es una @-algebra.
Demostracidon. Si € es la completacidén de (#, |.|) tenemos que
rl.l(a) = sup{|r{ : 2 € sp(a/B)} s sup{|r] : A € spl{a/a)} = rﬂ-l(a’

para todo a en «.

Por otra parte, es sabido que todo elemento simétrico (e = Q*) de
una JB*—élgebra no conmutativa engendras una C*-élgebra conmutativa, ¥

- Coupbelar velerancia

un resultado debido & Kaplansky {Sa} afirma que la norma de wuna
C**élgebra conmutativa 3 es minima entre las normas de algebra
sobre 3. Dadoc a en # podemos aplicar este resultado a 1la
C*-élgebra conmutativa 3 engendrada por el elemento simétrico
a¥-a = —%— (a*a + ad*y, para obtener que | a*.a S |a*-a|.

También es sabido que —%ﬂ | e “2 < | a*a | [P.P.R.; Proposition -
2.21;

En consecuencia obtenemos que | a I =< 2|a*-a] < 2|a*| la], para

todo a en #. Por tanto | aﬁﬂz < 2|a* "| |a"| cualquiera sea n € N.

Extrayendo raices enésimas y tomando limites, se sigue que
2
(rl "(Q)J s rl I(a*) rI 'l(a), ¥ haciende uso de que r' | < r“ I
2 X

tenemos [ra I(a}] < r" "(a ) rl I{a) = r“ “{a) rl |(a), con lo cual
rn “(a) < rl I(a) para todo a en #, y en consecuencia:
T I{a) = Ty n(a) = sup{|rx| : X € sp(a/d)}, ¥y por el Teorema I. 3.10
concluimos que (¥, |.|) es una @-algebra.

1.3. LEMA., Toda JBx—élgebra no conmutativa # tiene minimalidad de la

topologia de la norma.

85



Demostracién. Sea |.| una norma de &lgebra en #, segin se ha
visto antes se tiene que: | a Iz < 2|a*| ja] para todo a en f.

Si suponemos que existe M > 0 tal que |a| s M | a ||, para todo a
en #&, se deduce de la desigualdad anterior que | a |° s 2Mj a* i la},
y como la involucién de # es isométrica, concluimos que § a | s 2M]al,

y en consecuencia |.| vy |.] son normas equivalentes.

Notemos que toda JB*-élgebra no conmutativa # es semisimple, pues
si a € Rad(#) entonces a*-a € Rad(#d) y en consecuencia la*-a €s casi
inversible para todo *» € €, luego r{a*-aJ = 0; ahora bien, para
elementos simétricos de # el radio espectral coincide con la norma,
luego | a*.a l = 0 1o que en virtud de la desigualdad antes usada

1

— I e I? < | a*-a | implica que a = 0.

En el siguiente Teorema se generaliza un resultadd debido a
Cleveland [Cl.] que afirma que toda C*-élgebra tiene minima topologia
de la norma. De hecho nuestro Teorema cuando se particulariza a una
algebra d+, simetrizada de una C*—élgebra 4, nos dice que toda norma
de algebra en a? induce una topologia méas fina que la de partida, y es

en consecuencia, mas fuerte que'el resultado citado de Cleveland.

X
1.4. TEOREMA. Toda JB -dlgebra no conmutativa & tiene minima topologia

de la norma.

Demostracién. Sea |.| una norma de algebra en #. En virtud de los
dos lemas anteriores, se puede aplicar el Teorema 1.1 a la identidad

de (#&, |.|) en (4, f.l) obteniendo asi que existe un nimero positivo M
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verificando que || a | s M]a| para todo a en 4.

El resultado que vamos a probar a continuacién es de naturaleza
. . L I . .
geométrica y afirma que toda JB -Algebra no conmutativa # tiene

minimalidad de la norma, es decir, si |.| es una norma de &lgebra en «

tal que |.] < |.| entonces |.| = |.|. Usaremos para ello el Teorema de
Vidav-Palmer para JB*—élgebras no conmutativas.

Recordemds que, dada un algebra compleja normada completa ¥
unital #, se define el conjunto de los elementos hermitianos de #
por: H(#) := {a € 4 : V(a) ¢ R}, donde para @ € & notamos por V(a) el
rango numérico del elemento a, es decir, el subconjunto de € dado por
Via) = {f(a) : f € &, £(I) = 1 = | £ |} Cuando se verifica que
#d = H{d) + i H(#d) se dice que # es una V-dlgebra. No es dificil ver
que toda JB*—élgebfa no conmutativa unital # es una V-algebra ¥
H{«) = Sim({4d).

El Teorema de Vidav-Palmer no ascociative afirma que toda
V-élgeﬁra es un Aalgebra de Jordan no conmutativa, gue con su norma ¥
la involucién definida por h + ik —— h - ik (h, k € H(#)), es una
JB*—élgebra no conmutativa [RP. 2; Theorem 12}.

Usaremos que el bidual de toda algebra normada con el producto de
Arens [B-D; pag 50] es también .un Algebra normada. Si # es una
JB*—élgebra no conmutativa entonces su bidual d** con dicho producto
de Arens ¥y una invélucién que extiende la dada en #4 es de hecho una

JB*-élgebra no conmutativa unital. [P.P.R.; Theorem 1.7].

4
1.5. PROPOSICION. Sea # una JB -4lgebra no conmutativa, |.| una norma

de slgebra en # verificando que |.| s |.|. Entonces 1.1 = |.].

87



Demostracién. En virtud del Lema 1.3 sabemos que # tiene
minimalidad de topologia de 1la norma, en consecuencia existe M >
verificando que .| < M|.|. As{ ambas normas son equivalentes, y por

. X .
tanto el bidual # de #d es el mismo para ambas normas.

Notaremos también por |.| y |[.|] 1las correspondientes normas
biduales.
XX xx T,
Es claro que |.| < [|.]| en " ". Como («F¥, §-1) es una JB -algebra

no conmutativa unital, también es una V-algebra. De otra parte 1la

. x L S . .
aplicacién identidad (« *, I-1) en (&7, ].|) disminuye normas v

conserva la unidad, por lo que también disminuye rangos numéricos, en

. ¥k
consecuencia {« , |.|) es una V-algebra y, por el Teorenma de
X% 3
Vidav-Palmer no asociativo, (& ', |.|) es una JB -algebra no
conmutativa.

Es sabido que la norma de una JB*-élgebra no conmutativa es

. % .
unica [W]}, luego |.I = .|l en & ", y con més razén |.| = f.§ en a1,

88




2. ALGEBRAS DE JORDAN NO CONMUTATIVAS COMPLEJAS, NORMADAS COMPLETAS,

NO DEGENERADAS PRIMAS CON ZOCALO NO CERO.

Cuando se tratas de clasificar un determinado tipo de Algebras de
Jordan no gonmutativas es usual que la dificultad principal se centre
en el caso conmutativo, es decir, en clasificar las dlgebras de Jordan
del tipo considerado. Un ejemplo lo tenemos en este apartado, donde
vamos a dar un Teorema de representacién para élgebras de Jordan no
conmutativas complejas, normadas completas, no degeneradas primas ¥
con zdécalo no cero; esto va & hacerse apoyandonos en un resultado de
A.Cobalesa ¥y A.Férnéndegié%e, en esencia, nos permite limitar nuestro

estudio a los casos conmutativo, ya considerado en el Capitulo III, ¥

asociativo ya estudiado en el Capitulo II.

Un algebra de Jordan no conmutativa & se dice no degenerada si el
dlgebra de Jordan &' es no degenerada. Se define el =zocalo de un
algebra de Jordan ﬁo conmutativa no degenerada # como el zdcalo del
algebra de Jordan o' .

Segin lo visto en el Capitulec 1III, estas definiciones son
coherentes con las ya vistas en el Capitulo II para Algebras
asociativas. Se demuestra en [F-R] que todo ideal simple de &t es un
ideal de #; en consecuencia soc(d) es un ideal de d,

El siguiente Teorema es una reformulacién del resultado

anteriormente citado de Cobalea-Fernandez.
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2.1. TEOREMA. Sea d un élgebrg_de Jordan no copmutativa comple ja,
normada completa, no degenerada prima con zécalo no cero; entonces «
responde & una de las siguientes situaciones:
i) d es un dlgebra de Jordan no conmutativa compleja, normada

completa, cuadratica simple.

ii}) d es conmutativa. {(estudiada en el Teorema II1I. 1.1.)

iii) Existe un apareamiento de Banach complejo (X, ¥, <, >) ¥y un
nimereo complejo A # —%— tal que # puede realizarse como subdlgebra de

{x, v, <, ))(1) que contiene a FL(X, VY, <, >} y 1la inmersién de 4 en

(L(I, Y, <, »), |.|d] es continua.

Demostracion., Teniendo en cuenta que toda &algebra de Banach
compleja prima con zd6calo no cero 3 puede realizarse, para un
conveniente apareamiento de Banach complejo (¥, ¥, <, >}, como
subalgebra de L{(E, ¥, <, »>) con B8 2> FL{(X¥, U, £, >») de manera que la
inmersién de % en [L($, y; <, ), |.|d] es continua ({(véase la
demcostracién del Teorema- II. 2.1), este Teorema es consecuencia de
[C-F; Theorem 2] segin el cual nuestra &lgebra # es o bien cuadratica
flexible simple -es decir como en el caso i)-, o es conmutativa -como
en el caso ii)-, o bien es de la forma # = $(1) con A € €, A # —%— , ¥

® es un algebra de Banach compleja prima con- zdcalo no cero.

Al afiadir a las hipétesis del Teorema anterior la de minimalidad
de la topologia de la norma estamos en condiciones de enunciar el

siguiente Teorema de representacion.

2.2. TEOREMA. Sea # un digebra de Jordan no conmutativa compleja,

normada completa, no degenerada prima con zdcalo no cero y minimalidad
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de la topologia de la norma. Entonces, salvo isomorfismos topolégicos,
# es como se indica en alguno de los apartados siguientes:

i} & = J(%, £, A) donde ¥ es un espacio de Banach complejo
de dimensién mayor o igual que dos, f una forma bilineal simétrica no
degenerada continua en ¥ y A un producto anticonmutativo continuo en ¥
tal que f(e A ¢, 2) = f(e, 4 A 2) para todo @, ¢, 2 en X. Ademdas la
topologia de la norma de X es minimal entre las topologias normables
en ¥ que hacen continuos a f y A.

ii) # responde a unc de los cuatro tipos descritos en el Teorema
IIT. 2.4.

iii) Existe un apareamiento de Banach complejo (X, Y, <, >) tal
que las inmersiones candnicas de ¥ en U* y de Y en $* inducidas por lIa
forma bilineal <, > son homeomérficas, y un numero complejo X # —%— de

manera que # es una subdlgebra cerrada de BL($)(1) contenida en

L(%E, ¥, <, ») ¥ conteniendo a FL{X, ¥, <, >).

Demostracidon. Estamos bajo las hipétesis del Teorema 2.1 con la
condicidén adicional de minimalidad de la topelogia de la norma. Si
nuestra Algebra responde a la situacién descrita en el primer apartado
de dicho Tecorema 2.1, entonces la veracidad de las afirmaciones hechas
en el punto i) del Teorema que estamos demostrando se sigue derlo
dicho en la Proposicién I. 2.8 teniendo en cuenta ademas que, en esta
situacién, hay una correspondencia biyectiva que conserva el orden
entre las topologias normables de X que hacen continuos a f y A y las
topologias normables de # que hacen continuo el producto de 4,

Si nuestra Algebra responde a la situacidén descrita en el segundo

apartado del Teorema 2.1 es ©porque « es conmutativa y, en
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consecuencia, es aplicable a ella el Teorema III. 2.4 -1lo que justifica
la afirmacién hecha sobre «.

Finalmente si nuestra Algebra responde a la situacién descrita_
en el apartado tercero del Teorema 2.1, entonces # = 3(1) donde A es
un numeroc complejo, & # —%— ¥y 8 es un Algebra de Banach complejs
prima con zd6calo no cero {véase final de la demostracién del Teorema
2.1). Puesto que 1 # —%—, las normas que hacen continuo el producto er
# son las mismas que hacen continuc el producto en % y, en
consecuencia, la hipétesis de tener minimalidad de la topologia de 1le¢
norma se verifica simultianeamente en # y en 3. Puesto que # = ﬁ(l) 1e
veracidad de lo afirmado en el apartado iii) del presente Teorema se

sigue ahora de aplicar a 3 el Teorema II. 2.1.

2.3. PROPOSICION., Sea « = J(X, f, A) un 4dlgebra de Jordan nc
conmutativa cuadrdtica compleja, normada completa. Equivalen las
siguientes condipiones:
i) d tiene minimalidad de la topologia de la norma
ii) 8 tiene minima topologia de la norma.
iii) La topologia de la norma en ¥ es minima entre las topologias |

normables de ¥ que hacen continuas a f y a A.

Demostracién. Es claro que ii) implica i), ¥ que por lo dicho er
la Proposicién I. 2.8, jii) es una reformulacién equivalente de ii).

Para probar que i) implica ii) hay que tener en cuenta que por le

Proposicidén I. 3.15, (4, |.|) es una &-algebra, cualquiera que sea la
norma de élgebra |.| que se considere en #; ademas, puesto que # es
simple con unidad (salvo gque dimensién de # sea igual a 2), # es

semisimple y en consecuencia por el Teorema 1.1 la identidad de
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(d, |.]) sobre (#, |.|) es continua.

2.4. TEOREMA. Sea & un &lgebra de Jordan no conmutativa compleja
normada completa, no degenerada prima con zécalo no cero y minimalidad
de la topologis de la norma. Toda subdlgebra © de # tal que € > soc(d)

tiene minima topologis de la norma.

Demostracién. Si el Algebra # es de hecho un Algebra de Jordan la
veracidad de lo afirmado en el Teorema se ha demostrado en el Teorema
II1II. 2.5. En otro caso, en virtud del Teorema 2.1 se sigﬁe que, o bien
# es cuadratica simple en cuyo caso soc(#d) = # y lo afirmado en el
Teorema se obtiene como consecuencia de la Proposicién 2.3, o bien «
responde a la situacién descrita en el punto tercero de diche Teorema
2.1, es decir, # = m‘l’ donde » € €, % # -%*. vy 3 es un Algebra de
Banach compleja prima con zécalo no cero. Como antes se ha razonado,
la hipé6tesis de tener minimalidad de la topologia de 1la norma se
verifica simulténeamente para # y 3, como ademas & y % tienen las

mismas subalgebras e igual zécalo, lo afirmado en el Teorema se

obtiene ahora como consecuencia del Teorema II. 2.2.

2.5. PROPOSICION. Sea ® un é&élgebra de Jordan no conmutativa no
degeneradas prima con zécalo no cero, y sea © una subdlgebra de % gque

contiene a soc{3); entonces ® es primitiva.

Demostracién. Es claro que, por ser 3 prima, M = soc(B) es un
ideal simple de % y por tanto de B, Probemos que ® es prima.
Sea P un ideal de ®. Tenemos que P n M es un ideal de M, luego

PnMz=40}, oPnMz=zM. En el primer caso se tiene que PM = MP = {0}
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y, se deduce de aqui, usando un resultadec que aparece en [F3;
Corollary 4], segin el cual

An(M) = {« € 8 : @z + 2¢ = 0, para todo 2 en M},
que P < An{M); pero An(M) = {0} por ser B prima, luego P = {0}. Asl
todo ideal no nulo P de % ha de contener a M y se sigue, por se
M =M% {0} que & es prima. Como ademis & contiene un ideal minimal,
M, que contiene idempotentes no nulos, se sigue [F-R; Proposition 11]

que An{M) = {0} es un ideal primitivo de 8, luego B es primitiva comg

se queria probar.

2.6. TEOREMA. Sea # una @-dlgebra de Jordan no conmutativa compleja

y B un élgebra de Jordan no conmutativa compleja, normada complet:

no degenerada prima con zdcalo no cero y minimalidad de la topologi

[a
de la norma; sea ¢ un homomorfismo de # en 3 con ¢(#) > soc(S}l
entonces ¢ es continuo. l

Demostracién. En virtud de la proposicién anterior sabemos qt}
p(d) es primitiva y por tanto semisimple. Si se considera ¢ como un
epimorfismo de # sobre ¢{#) se puede aplicar la Proposici6n I. 3.12-%
se obtiene que Ker(¢) es cerrado. Ademas, en virtud del Teore h
anterior, @(#) tiene minima topologia de la norma. Si se define para <&
en & | o@) | iz | @« + Ker(¢) |, se obtiene una norma de algebra ' h

¢(#), de donde se sigue que ha de existir un nuimero M > 0 verificandp

que | o(«) | = M | @ + Ker(g) | para todo @ en &, pero entonc.

L

también se verifica que | ole@) J sM | « |, @« € &, lo gque prueba F

continuidad de o.
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