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INTRODUCCION

El presente documento consiste en el Trabajo Fin de Master que se realiza
como sintesis de los distintos médulos formativos que se han llevado a cabo dentro del
Master Universitario de Formacién de Profesorado de Ensefianza Secundaria
Obligatoria, Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas en la
Universidad de Granada, durante el curso académico 2010-2011.

De entre las posibles modalidades que oferta el citado master para la
realizacion de este trabajo, la opcion elegida ha sido la elaboracién de una Unidad
Didactica. Una Unidad Didactica es una planificacion por parte del docente de un
proceso de ensefianza y aprendizaje. En ella se deben precisar los objetivos y
contenidos, las actividades de ensefianza y aprendizaje y evaluacién, los recursos
materiales, la organizacion del espacio y el tiempo y todas las decisiones que se
tomen para atender a la diversidad del alumnado.

El trabajo que se desarrolla a continuacion trata del desarrollo de una Unidad
Didactica dirigida a los alumnos de 4° de ESO cuya modalidad de matematicas es la
opcion A. Esta Unidad Did4ctica esta basada en el concepto de semejanza y en la
aplicacion de ella para el calculo de distancias inaccesibles.

En la primera parte de este trabajo se hace una justificacion de la Unidad
Didactica en base a la legislacion vigente. En este caso, nos apoyaremos en la
ORDEN ECI/2220/2007 por la que se establece el curriculo de la Educacion
Secundaria Obligatoria (MEC, 2007). A continuacion, se hace un recorrido a través de
la historia del concepto de semejanza, aparecen algunos problemas historicos que se
han resuelto con esta teoria y vemos como el concepto de transformacion ha sido
importante para la evolucién de la semejanza.

En el siguiente epigrafe del trabajo aparece el andlisis didactico del tema que
se va a desarrollar en la Unidad Didactica. En él aparecen los conceptos y
procedimientos propios del tema, los diferentes sistemas de representacion en los que
pueden aparecer esos conceptos, los fendmenos que se resuelven con nuestro tema,
los objetivos que se pretenden alcanzar y los errores que se esperan que surjan a lo
largo del desarrollo del tema.

La parte central del trabajo consiste en el desarrollo de la Unidad Didéactica. En
este apartado aparece una descripcion detallada de las sesiones planificadas, las
actividades propuestas, el sistema de evaluacidbn que se llevard a cabo y las
actuaciones para atender a la diversidad.



FUNDAMENTACION TEORICA

En la ORDEN ECI/2220/2007 se establece el curriculo de la Educacién
Secundaria Obligatoria (MEC, 2007). En el Anexo Il aparece la contribucién al
desarrollo de las competencias bésicas y los objetivos de las diferentes materias, los
contenidos y criterios de evaluacion de cada una de ellas en los diferentes cursos y
unas orientaciones metodoldgicas y para la evaluacion de cada asignatura.

En esta ley se puede leer que los contenidos matematicos que se seleccionan
para la etapa obligatoria pretenden conseguir que todos los alumnos alcancen los
objetivos propuestos y que estén preparados para incorporarse a la vida adulta.
Ademas, nos dice que para que los nuevos conocimientos sean efectivos deben
apoyarse en lo que los alumnos ya conocen, presentarse en un contexto de resolucion
de problemas y estar relacionados con su propia experiencia.

En lo que respecta a la geometria podemos leer que debe centrarse en
describir y analizar propiedades y relaciones, y clasificar y razonar sobre formas y
estructuras geométricas. Ademas, también se recoge en dicha ley que el estudio de
este bloque matematico nos permite establecer relaciones con diversos ambitos como
puede ser la naturaleza o el mundo del arte. También se hace referencia al uso de
programas de geometria dinamica para que los alumnos interactien sobre figuras y
sus elementos caracteristicos, pudiendo asi analizar sus propiedades, explorar sus
relaciones y formular y validar conjeturas.

En este anexo aparecen los contenidos y criterios de evaluacion de cada
materia organizados por cursos. Si nos fijamos en aquellos que estan relacionados
con la semejanza podemos ver que ésta aparece en todos los cursos de la educacién
secundaria obligatoria, salvo en el primero. Asi, los contenidos y criterios de
evaluacion segun el curso son los siguientes:

2°ESO

Contenidos

— Proporcionalidad de segmentos y teorema de Thales.

- Figuras con la misma forma y distinto tamafio. La semejanza. ldentificacion de
relaciones de semejanza.

- Ampliacion y reduccién de figuras. Obtencion, cuando sea posible, del factor de
escala utilizado. Razoén entre las superficies de figuras semejantes. Interpretacion y
obtencion de valores en planos, mapas y maquetas.

- Utilizacién del los teoremas de Thales y Pitdgoras para obtener medidas y
comprobar relaciones entre figuras.

Criterios de evaluacion

— Utilizar el teorema de Thales y los criterios de semejanza para determinar medidas
de segmentos y figuras planas e interpretar relaciones de proporcionalidad
geomeétrica.
Este criterio va dirigido a valorar la capacidad para:



* Reconocer la proporcionalidad entre las medidas de los lados homdlogos y
la igualdad de los angulos entre triangulos o cuadrilateros semejantes.

» Reconocer figuras semejantes y obtener la razén de semejanza entre
algunos de sus elementos.

* Resolver problemas sencillos que conlleven la necesidad de obtener
medidas de forma indirecta.

« Obtener medidas reales a partir de mapas y planos de los que se conoce el
factor de escala.

3° ESO

Contenidos
- Aplicacién de los teoremas de Thales y Pitagoras a la resolucién de problemas
geomeétricos y del medio fisico.

Criterios de evaluacion
En esta orden no aparecen criterios de evaluacién especificos del tema de

Semejanza.

4° ESO Opcion A

Contenidos
— Aplicaciéon de la semejanza de triAngulos y el teorema de Pitdgoras para la
obtencion indirecta de medidas.

Criterios de evaluacion
- Utilizar instrumentos, férmulas y técnicas apropiadas para obtener medidas
directas e indirectas en situaciones reales.
Se pretende valorar la capacidad para:
» Desarrollar estrategias para calcular magnitudes desconocidas a partir de
otras conocidas aplicando las formulas apropiadas.
e Ultilizar los instrumentos de medida disponibles.
e Desarrollar las técnicas y destrezas adecuadas para realizar la medicion
propuesta.

4° ESO Opcién B

Contenidos

— Aplicacion de los contenidos geométricos a la resolucion de problemas métricos en
el mundo fisico: medida de longitudes, &reas y voliumenes.

— Razdn entre longitudes, areas y volumenes de cuerpos semejantes.

Criterios de evaluacion

Los criterios de evaluacion para esta opcidon de matematicas coinciden, en lo
relacionado con la semejanza de figuras, con los que se establecen en la opcion A de
la misma.



La unidad didactica que se presentara a continuacion va dirigida a alumnos de
4° de ESO de la opciébn A de Mateméticas. Estas matematicas tienen un caracter
terminal por lo que se caracterizan por su enfoque practico y por aplicar los contenidos
a la vida cotidiana. En ella no se fomenta tanto el razonamiento abstracto, el
formalismo matemético y rigor légico como se hace en la otra opcion de esta
asignatura.

Los alumnos usardn la semejanza como una herramienta para calcular
medidas indirectas. En el transcurso del tema aparece el teorema de Thales pero lo
hara Unicamente como un resultado ya que esta opcidbn no se caracteriza por el
formalismo matematico.



HISTORIA

Se puede decir que dos triangulos son semejantes si sus angulos
correspondientes son iguales y sus lados correspondientes son proporcionales. Pero
esta no es la unica definicibn que podemos dar de este concepto matematico.
También podemos definir que dos triangulos son semejantes si existe una
transformacion del plano que lleva uno en el otro, de forma que ésta sea composicidn
de un movimiento y una homotecia.

Estas dos definiciones que hemos mencionado de un mismo concepto tienen
caracteristicas muy distintas: en la primera de ellas se establece una relacion entre los
elementos de una figura y los correspondientes de su semejante y, la segunda esta
caracterizada por la busqueda de la transformacion resultante de dos o mas
transformaciones. De hecho, estas dos definiciones han tenido un mayor peso en
épocas distintas de las mateméticas: la ensefianza tradicional y la época de la
matematica moderna, respectivamente.

Por lo dicho anteriormente, puede verse que la idea de transformacion es
determinante para la evolucion del concepto de semejanza vy, asi podemos considerar
tres periodos importantes en la historia de este concepto:

Antecedentes de la idea de transformacion:

El origen de la geometria es anterior al arte de la escritura, por ello, cualquier
afirmacion sobre ésta puede no ser cierta. Herodoto y Aristételes situaban el origen de
la geometria en la civilizacidn egipcia, aunque ese origen era mucho anterior de lo que
ellos pensaban (Boyer, 1986). Para Herodoto, la geometria habia surgido en Egipto
debido a la necesidad practica de volver a trazar las lindes de las tierras después de
las inundaciones que se producian cada afio en el valle del rio Nilo. Segun Aristoteles,
la geometria se habia desarrollado en Egipto por la existencia de una gran clase
sacerdotal ociosa. Estas teorias defienden un origen distinto de la geometria: la
primera cree que ese origen se debe a una necesidad practica y la segunda apuesta
por un origen basado en el ocio.

Se puede decir que el desarrollo de la geometria ha estado estimulado por las
necesidades practicas de la construccion y de la agrimensura y por el sentimiento
estético de disefio y orden.

El papiro de Rhind representa la mejor fuente de informacion sobre matematica
egipcia que se conoce. Fue escrito por el escriba Ahmes aproximadamente en el afio
1650 a.C a partir de escritos de 200 afios de antigliedad, segun reivindica el propio
Ahmes al principio del texto y consta de 87 problemas y su resolucion.

De todos los problemas podemos destacar el 56 ya que contiene aspectos de
trigonometria y una cierta teoria de semejanza de triangulos. En este problema se
propone mantener una pendiente uniforme en cada cara de una pirdmide y la misma
en las cuatro caras. El enunciado exacto de dicho problema es: ¢Cuél es el seqt
(pendiente de una superficie inclinada) de una pirdmide de 250 cubits (codos) de altura
y 360 cubits de lado en la base?



A continuacién, aparece la resolucién presentada por Ahmes. Hay que tener en
cuenta que en mediciones verticales se utilizaba como unidad de medida el codo y en
horizontales la mano o palmo, que equivalia a 1/7 del codo.

1. Calcula 1/2 de 360 que da 180.
2. Multiplica 250 hasta obtener 180, que da 1/2 + 1/5 + 1/50.
3. Un cubit son 7 palmos. Multiplica ahora 7 por 1/2 + 1/5 + 1/50 que da 5 + 1/25.
4. Luego el seqt es 5+1/25 palmos por codo
Podemos representar (figura 1) los datos del problema:

Figura 1

El seqt, efectivamente, coincide con la cotangente del angulo, es decir es la
pendiente de las caras laterales de la piramide.

En Mesopotamia podemos encontrar mayores progresos en lo que respecta a
la geometria. Aunque algunas opiniones afirman que el concepto de semejanza de
figuras no era conocido por los babilénicos, parece muy probable que si fuera
conocido por ellos.

La semejanza entre todas las circunferencias si que es algo que se conocia en
Mesopotamia, al igual que en Egipto. Pero ademas de esto, en las tablillas
cuneiformes se recogen problemas sobre medidas de triangulos que parecen que
involucran el concepto de semejanza.

En el museo de Bagdad se conserva una tablillaen ©¢__& B
la que aparece dibujado el siguiente triangulo rectangulo de
lados a =60,b=45yc =75 (figura 2), subdividido en
cuatro triangulos rectangulos. Conociendo el &rea de dichos r
tridngulos, el escriba calcula la longitud AD, haciendo uso de b
gue las &reas de figuras semejantes son entre si como los 4
cuadrados de lados correspondientes. También se calculan
las longitudes de los lados CD y BD, y aplicando el resultado anterior a los triangulos
BCD y DCE se obtiene la longitud de CE. Cuando se esté calculando el lado DE se
interrumpe el textos bruscamente.

Figura 2

Las culturas china e india no desarrollaron mucho la geometria. Se limitaron
principalmente a la resolucion de problemas sobre distancias y semejanzas de
cuerpos. Algunos historiadores creen que enunciaron el teorema de Pitdgoras para
algunos casos particulares y que desarrollaron algunas ideas sobre su demostracion.

Para los antiguos matematicos griegos , la geometria era una parte importante
dentro de sus ciencias, llegando a una exhaustividad y una perfeccion de metodologia
gue ninguna otra rama de su conocimiento habia antes alcanzado.



Entre los pensadores de Grecia encontramos a uno que ha tenido un papel
importante dentro del tema de semejanza de triAngulos. Nos referimos a Thales de
Mileto (624-546 a.C.) Aunque no se sabe mucho de su vida ni de su obra, Thales ha
sido considerado a lo largo de la historia un hombre excepcionalmente inteligente y el
primero de los Siete Sabios griegos.

Una de las caracteristicas de este autor es que con sus trabajos, la geometria
pasa de ser algo puramente empirico a algo tedérico. Por otro lado, inicia la idea de
demostracion haciéndose ésta mas rigurosa, pues lo que se hacia hasta entonces era
algo experimental basado en simetrias, visualizaciones, superposicion, etc. Asi, la
geometria se convierte en una auténtica ciencia, tal como hoy la conocemos y se
comienzan a formular teoremas y enunciados de manera inmaterial y abstracta y a
demostrarlos.

Se dice que viajo por Egipto, donde aprendié geometria. Alli, midio la altura de
la piramide de Keops a partir de su sombra. Para ello se ayud6 de una estaca que
clavé en el suelo. Esper6 a que la sombra que proyectaba dicha estaca midiera lo
mismo que ella. En ese preciso instante midié la sombra de la pirdmide y asi dedujo la
altura de ésta (figura 3). A Thales se le atribuyen, ademds, algunos descubrimientos
matematicos como el teorema que lleva su hombre. Algunos autores piensan que no
es él su autor, pero se le atribuye a él por utilizarlo al medir distancias.

Figura 3

Pero ademas de para calcular la altura de las pirdmides, Thales usé la
semejanza de triAngulos para calcular la distancia de un barco a la playa. Aunque
existen varias hipétesis sobre el procedimiento empleado por Thales para calcular esa
distancia, lo méas probable es que siguiera el siguiente método:

Si el barco se encontraba en la posicion N, Thales se habria
subido a una torre AB en la costa, a la orilla del mar (figura 4). Utilizaria
un aparato formado por dos listones en angulo recto: un listén lo
colocaria vertical, CD, en linea recta con AB, y el otro horizontal hacia el
mar. Luego, lanzaria una visual desde D hacia el barco. Asi se
determinaria el punto E, que es la interseccion de esta visual con el
liston horizontal. Si conocemos las longitudes AC, CD y CE podemos
aplicar la semejanza de triangulos y calcular la distancia AN buscada.

Figura 4

Otro autor que ha sido importante en esta rama de las matematicas es Euclides
(325 - 265 a. C.). En la geometria del mundo antiguo que aparece en el libro de los



Elementos de Euclides no se recoge la idea de transformacion geométrica. En el libro
V de esta obra aparece la nocion de semejanza, en él se trata en abstracto de
relaciones y proporciones y se define el concepto de razén. En el libro VI se aplica lo
anterior a la geometria plana. Se habla de semejanza de triangulos, del teorema de
Thales, de los angulos en el circulo y de la resolucién de una ecuacion de segundo
grado por procedimientos geométricos.

Hacia la consideracién de las transformaciones como objetos matematicos:

Durante los siglos XVI, XVII y XVIII la nocion de transformacion se va
desarrollando lentamente. En esta época no se utiliza de forma consciente las
transformaciones.

Gerard Desargues (1591-1661) ha sido un precursor de la idea de
transformacion en geometria y de la utilizacion de propiedades invariantes. Sus
trabajos estan centrados en la teoria de las cbnicas que se consideran secciones
planas de un cono de revolucién con un plano que lo interseca. Estas, gracias a las
perspectivas pueden interpretarse como proyecciones perspectivas de un circulo
sobre un plano no paralelo al plano que contiene al circulo. La transformacion permite
demostrar que una relacion verdadera en el circulo lo es en una cénica cualquiera.

En este periodo histérico las transformaciones geométricas aparecen como
instrumentos implicitos de transferencia de propiedades. Las Unicas transformaciones
utilizadas son las proyecciones, aunque en un contexto limitado a las conicas, y ho son
consideradas como objetos de estudio en si mismas, sino como simples relaciones
entre dos figuras donde prevalece la nocién de invariante.

Del siglo XVIII son importantes algunas aportaciones de Euler (1707-1783)
como son: uso de algunas ecuaciones analiticas de distintas transformaciones,
introduccion de la nocion de transformacién afin y definicion del centro de semejanza.

La transformacion como objeto matematico:

La homotecia y la semejanza comienzan a considerarse como objetos
matematicos en el siglo XIX. Esto se debe al desarrollo que se produce en la
geometria entre la publicacion de “Geometria descriptiva” (en 1795) y “el programa de
Erlangen” de Felix Klein (en 1872).

En la segunda mitad del siglo XIX la geometria se caracteriza por el empefo
gue mostraron los matematicos de la época en el estudio de una gran variedad de
transformaciones. Podemos destacar aquellas que forman el grupo de
transformaciones que define la geometria proyectiva. Los origenes de esta geometria
ya estaban en obras de Pascal y Desargues, pero hasta comienzos del siglo XIX no se
produjo su desarrollo de forma precisa. Este desarrollo se debe principalmente a
Poncelet (1788-1867), quien podemos decir que fue el que desarrollo y difundio el
método de las transformaciones con el que se pretende dar a la geometria la misma
generalidad y fecundidad que habia tenido la geometria analitica durante su desarrollo
en el siglo XVIII.
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A fines del siglo XIX, aparece la necesidad de clasificar las propiedades
invariantes y la familia de transformaciones asociadas a esas propiedades. Klein
(1849-1925) en sus visitas a Paris donde se habian desarrollado ya las sugerencias de
Lagrange (1736-1813) sobre la teoria de grupos, se dedicé durante la mayor parte de
su vida a desarrollar, aplicar y profundizar este concepto ya que poseia unas
importantes propiedades unificadoras.

Cabe destacar el programa de Erlangen, que es un programa de investigacion
en el que Klein propuso un nuevo tipo de solucién para los problemas geométricos. Lo
que pretende Klein con este programa es dar una definicion formal de geometria y asi,
dejar a un lado la idea intuitiva que tenemos de ella. Debido a las nuevas geometrias
no euclideas era logico preguntarse qué es la geometria.

Klein comprobd que hay ciertas propiedades de los objetos geométricos que
pueden ser invariantes a ciertas transformaciones y esas propiedades que
permanecen invariantes serdn las que definan un determinado tipo de geometria. Asi,
describia una geometria como el estudio de aquellas propiedades de las figuras que
permanecen invariantes bajo la accion de un grupo concreto de transformaciones. Por
tanto, cualquier clasificacion de los grupos de transformaciones da lugar a una
clasificacién de las geometrias. De esta forma:

— La geometria euclidea es el estudio de los invariantes mediante el grupo de los
movimientos rigidos.

- La geometria afin es el estudio de los invariantes mediante el grupo de las
translaciones.

— La geometria proyectiva es el estudio de los invariantes mediante el grupo de las
proyectividades.

— La Topologia es el estudio de los invariantes mediante el grupo de las funciones
continuas y de inversa continua.

Con este programa es la primera vez que una ciencia, en este caso la
Geometria, es capaz de autodefinirse rigurosamente y asi, se elimina toda intuicion
gue pudiera existir en el pensamiento geométrico, enriqueciendo de esta forma a la
geometria abstracta. Ademas, se dio una vision unificada de la geometria que es hoy
comunmente aceptada.
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ANALISIS DIDACTICO

El andlisis didactico es un procedimiento para el disefio, desarrollo y evaluacion
de un tema de las matematicas escolares. Estd fundamentado en la nocion de
curriculo y se estructura en torno a organizadores del mismo. Est4 compuesto de
cuatro analisis: de contenido, cognitivo, de instruccion y evaluacion.

El analisis de contenido es la parte del analisis didactico en la que se hace
una descripcién de los diferentes significados de los conceptos y procedimientos de un
tema, desde distintas perspectivas: estructura conceptual, sistemas de representacion
y fenomenologia.

El andlisis cognitivo aborda la problematica del aprendizaje de un tema por
parte de los alumnos. Se articula en torno a tres organizadores: expectativas,
limitaciones y oportunidades de aprendizaje.

En el analisis de instruccion se divide en dos partes: disefio, analisis y
selecciéon de tareas y elaboracion de una unidad didactica.

Para analizar una tarea es necesario asumir el papel de los alumnos,
establecer las posibles estrategias que emplearan al resolver la tarea e identificar los
puntos donde pueden surgir las dificultades. Debemos tener claro que esto no significa
mostrar la solucién ideal a la tarea desde el punto de vista del profesor de
matematicas. Se debe establecer el contenido que cubre la actividad propuesta, tanto
conceptual como procedimental; los objetivos que se alcanza con la misma y los
errores que se detectan o superan. Ademds, también deben establecerse las
competencias a las que se contribuye con la actividad y el nivel de complejidad de las
mismas.

Estos niveles de complejidad surgen del estudio PISA, pues considera que
cada problema matemético requiere distintos niveles de conocimiento (OECD, 2004).
Asi, establece que existen tres tipos de complejidad de una tarea. Estos son:
reproduccion, conexién y reflexion. Son tareas con una complejidad de reproduccién
aquellas que son familiares para los alumnos y que requieren de la aplicacion de
algoritmos estandarizados, donde se manejan expresiones simbdlicas familiares y se
realizan operaciones sencillas. Nos encontramos con tareas de conexiébn cuando se
trata de problemas que no son rutinarios pero que aparecen en contextos familiares y
que requieren establecer relaciones entre distintas representaciones. Por Ultimo, en las
tareas de reflexion los alumnos deben identificar conceptos matematicos importantes y
establecer vinculos con los conocimientos adecuados.

Para el andlisis de una tarea también sera importante sefialar los recursos que
son necesarios para llevar a cabo la actividad, el agrupamiento de los alumnos a la
hora de la resolucion de la misma y la finalidad con la que se propone la tarea.

La segunda parte del andlisis de instruccién trata sobre la elaboracién de una
unidad didactica. Esta parte consiste en la secuenciacion de las sesiones. Tendremos
gue sefialar cOmo se organiza cada sesion, la relacién que existe entre ellas y la
temporalidad de las actuaciones.
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El andlisis de evaluacion nos permite valorar los logros de los alumnos.
Ademas, también se evalla la planificacion realizada y la puesta en practica de la
unidad didactica.

A continuacion, nos centraremos en los dos primeros analisis.

ANALISIS DE CONTENIDO

Como se ha dicho anteriormente, el analisis de contenido consta de tres

organizadores.

« Estructura conceptual: aparece los diferentes conceptos y procedimientos de un
temay sus relaciones.

» Sistemas de representacion: se presentan las diferentes formas en las que pueden
representarse conceptos y procedimientos y sus relaciones.

» Analisis fenomenoldgico: se consideran los contextos, situaciones y problemas que
dan sentido al contenido considerado.

A continuacion, aparecen cada una esas perspectivas con un mayor detalle.

En la estructura conceptual deben aparecer los conceptos que caracterizan el
tema en el que nos hemos centrado, los procedimientos que se pueden establecer
entre esos conceptos Yy las relaciones que existen entre los distintos conceptos, entre
los distintos procedimientos y entre conceptos y procedimientos.

Dentro del campo conceptual podemos destacar en esta Unidad Didactica los
conceptos de semejanza, triangulos semejantes, triangulos en posicion de Thales, los
criterios de semejanza entre triangulos y el teorema de Thales.

En lo que respecta a lo procedimental destacamos los razonamientos
siguientes: colocar y reconocer triangulos que se encuentran en posicion de Thales,
utilizar los criterios de semejanza y el teorema de Thales para determinar triangulos
semejantes y calcular medidas desconocidas gracias a la semejanza de tridngulos.

Las relaciones entre los diferentes conceptos y procedimientos que
caracterizan esta Unidad Didactica aparecen en un mapa conceptual que se encuentra
al final del analisis de contenido, ya que en él aparecen también relaciones con los
sistemas de representacion y la fenomenologia.

Podemos definir las representaciones matematicas como todas aquellas
herramientas (signos, graficos, material concreto, etc.) que hacen presentes los
conceptos y procedimientos matematicos y que permiten interactuar con el
conocimiento matematico (Rico 2000, citado en Escudero 2006). Para Duval es
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necesario utilizar distintas representaciones de un mismo objeto matematico ya que
estos objetos no son directamente accesibles por la percepcion. Ademas, es necesario
gue exista una coordinacion entre estos sistemas de representacion.

En este apartado haremos referencia a los sistemas de representacion que

aparecen en el tema que estamos estudiando. Estos sistemas pueden ser de los
siguientes tipos: simbdlico, verbal, tabular, conjuntista, grafico y tecnologico. Pasamos
a describir cada uno de ellos:

Simbdlico: es aquel en el que se utilizan escrituras matematicas en las que aparecen
nameros, letras, signos y operaciones. Dentro de tema podemos encontrar los
siguientes casos particulares:

Para representar la razon: a/b

Para representar la proporcionalidad de segmentos: a/b = c/d

Para representar la semejanza existente entre dos figuras:~

Algebraico: en la traduccion de un problema geométrico a una ecuacion. Por
ejemplo:

a

a a xX—a

2

a?—ax—x%*=0

®-3

Numeérico:
- Pararepresentar la razén: K= 1,6
- Pararepresentar la proporcionalidad se segmentos: 2/4 = 6/12

Verbal: son las manifestaciones que hacemos de cualquier concepto matematico a
través de nuestro lenguaje natural:

- Pararepresentar la semejanza entre dos figuras: “Figuras semejantes”

- Para representar la proporcionalidad entre segmentos: “ a es a b como ¢
esad’

- Pararepresentar la razén: “a sobre b”

Tabular: este sistema nos permite comparar medidas en distintas figuras.

- Para representar la proporcionalidad entre lados:

Lados poligono 1 | Lados poligono 2 | Lados poligono 3

2cm 4 cm 6 cm

1'3cm 2'6 cm 3'9cm

14



Conjuntista: nos permite establecer relaciones entre distintas figuras.

- Pararepresentar la proporcionalidad entre lados:

Foligono 1 Poligono 2 Poligono 3

2 4
=

Gréfico: este sistema de representacion se centra en la imagen visual.

- Para representar figuras semejantes:
18 lon

o 2 L=

o B
=

- Pararepresentar el Teorema de Thales:

figura 1 X Y

- Para representar triangulos en posicion de Thales:

- Para representar la proporcionalidad como funcion:
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Tecnoldgico: podemos usar distintos programas dinamicos que ademas de usar un
sistema de representacion grafico nos permiten cambiar las condiciones de la figura y
asi comprobar que se mantienen ciertas propiedades.

CABRILOG

GeoGebra

Como un mismo concepto matematico puede admitir distintas
representaciones, pasamos a establecer una relacion entre las diversas
representaciones de un concepto que serd central en nuestra Unidad Didactica como
es el teorema de Thales:

S.R. Verbal:
"Si dos o mas
paralelas cortan a
dos trasversales
determinan en
ellas segmentos
correspondientes
proporcionales”

S.R. Tecnoldgico:

S.R. Gréfico :
~ i \»/\
TEOREMA DE T
. THLES a

onjuntista : S.R. Simbodlico:

PA/PB = PC/ PD

- si L1//L2
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El gréfico anterior recoge distintas representaciones del teorema de Thales: en
la primera de ellas el teorema aparece representado mediante el lenguaje natural, en
la segunda encontramos una imagen visual de las hipotesis que establece el teorema,
en la tercera aparece la proporcibn que se obtiene como tesis del teorema, a
continuacion se establece la relacion entre distintos segmentos mediante la notacién
conjuntista y por ultimo aparece el teorema de Thales representado en un programa
dinAmico que permite cambiar las posiciones de las rectas y comprobar que el
resultado sigue siendo cierto.

El uso de distintos sistemas de representacién para un mismo concepto y la
relacion entre ellos es algo fundamental en matematicas para asi poder construir un
conocimiento mucho mas rico. Pero, en ocasiones, el uso del sistema de
representacion gréfico puede provocar que se produzcan errores en el aprendizaje de
los alumnos. Esto se debe a que generalmente usamos representaciones en las que
se privilegia una posicion determinada de las figuras. Por ejemplo, poligonos que
tienen un lado paralelo al borde del papel, triangulos con una altura vertical e incluida
en él, etc. Esto hace que los alumnos no reconozcan el concepto representado cuando
la representacion no esté dispuesta de esa forma privilegiada que suele utilizarse.

Si nos centramos nuevamente en el teorema de Thales, podemos distinguir dos
posiciones fundamentales:

a) Tridngulos encajados: b) Triangulos en forma de mariposa:
los triangulos estan contenidos uno | los triangulos estan separados y unidos por un
en otro. vértice.

/ \

Gracias al trabajo de Cordier y Cordier (Escudero, 2006) podemos considerar
como representaciones prototipicas del teorema de Thales aquellas en las que las
rectas paralelas estan al mismo lado del punto de interseccién de las secantes y en las
que la direccion de las paralelas es la posicion “cuasi-horizontal”.

Por tanto, para evitar que las representaciones graficas de un concepto
produzcan errores en el aprendizaje de los alumnos habra que tener muy en cuenta no
utilizar Unicamente aquellas que sean prototipicas.
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Freudenthal define la fenomenologia didactica de un dominio como el conjunto
de situaciones en el que las ideas matematicas importantes tienen sus raices en los
fendmenos reales (Escudero, 2006).

En el anexo de este trabajo se recoge un estudio completo de los contextos en
los que aparece el tema de semejanza: longitudes inaccesibles, tratamiento de
imagenes, representacion de la realidad y patrones numéricos.

La Unidad Didactica que se desarrollard se centra en una parte muy concreta
de la semejanza de figuras, esto es, el calculo de medidas indirectas. Por lo tanto, a
continuacion nos centraremos en los problemas de calculo de medidas inaccesibles
gque se basan en la semejanza:

— Profundidad: el medidor deberé alejarse del pozo hasta que consiga que su visual
una el borde de este con la linea del fondo (figura 5). De esta forma se forman dos
triangulos semejantes. Conociendo su altura hasta los ojos, la anchura del pozo y
la distancia que lo separa del borde, el medidor podra calcular la profundidad
buscada.

™

Figura 5

- Altura: existen diversos métodos para determinar la altura de un objeto:

0 Mediante la sombra del objeto: ayudandonos de un objeto cuya altura
conocemos y de las sombras de ambos podemos calcular la altura
desconocida gracias a la semejanza de los triangulos que se forman (figura
6).

0D 0 0D 00 000 000 01,

Figura 6

0 Método de Euclides: este método se usara cuando queramos calcular la
altura de un objeto cuyo pie es accesible. Para ello usaremos un espejo
gue debemos colocar en el suelo y situarnos en una posiciébn que nos
permita ver el extremo superior del objeto reflejada en el espejo (figura 7).
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Conociendo la distancia que hay, en esa posicion, del espejo al pie del
objeto y al medidor y la altura de éste hasta los ojos podemos calcular la
altura del objeto usando la semejanza de triangulos.

Figura 7

0 Método de Gerberto de Aurillac: este método lo usaremos cuando el pie del
objeto del cual queremos calcular su altura no es accesible. Consiste en
aplicar el método de Euclides colocando el espejo en dos posiciones Cy C’
(figura 8). Asi, conseguimos dos pares de triangulos semejantes.
Conociendo la distancia entre los dos espejos, la distancia del medidor a
cada uno de los espejos en la situacion requerida y la altura del medidor
podemos calcular la altura que se pretende medir.

B

& s .

A cD )
Figura 8

0 Mediante el uso de escuadra o cartabdn: en este caso nos ayudamos de
una escuadra o un cartabén para que el medidor observe el punto mas alto
del objeto ayudandose de un triangulo rectangulo. Asi se forman dos
tridngulos que se encuentran en posicion de Thales (figura 9). Aplicando el
teorema podemos calcular la altura buscada si conocemos las dimensiones
de la escuadra o el cartabon, la distancia del medidor al objeto y la altura de
éste hasta los ojos.

Figura 9

- Distancia:

o Distancia de un barco a un puerto: subiéndonos a una torre en la orilla de la
playa y ayudandonos de una escuadra o cartabon podemos medir esta
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distancia. S6lo hay que lanzar la visual hacia el barco (figura 10).
Conociendo la altura del medidor, el punto donde la visual interseca al
cartabon y las dimensiones de este podemos calcular la distancia deseada
(método empleado por Thales)

Figura 10

o0 Anchura de un rio: tomando como referencia un punto de la orilla opuesta a
la que nos encontramos y marcando los puntos B, C, D y E que aparecen
en el dibujo (figura 11) de forma que en la posicion E lancemos una visual
hasta el punto de la otra orilla, podemos calcular la anchura de un rio
aplicando la semejanza de triangulos (ya que las distancias en la orilla que
nos encontramos son facilmente medibles)

: \I

E

Figura 11

o Distancia entre dos puntos separados por una montafa o lago: elegimos un
punto O desde el cual se puedan ver los dos puntos. Podemos formar los
tridngulos que aparecen en el dibujo de forma que DE es paralela a AB
(figura 12). Estos dos triangulos son semejantes y éste hecho nos permite
calcular la distancia buscada.

Figura 12

0 Sombra de la Tierra: podemos medir la sombra que ésta determina usando
el teorema de Thales. Basta mirar el dibujo que aparece abajo y se pueden
observar dos triangulos en posicién de Thales (figura 13). Conociendo el
radio del Sol (Rs), de la Tierra (R7) y la distancia entre ambos (D) podemos
calcular cuando mide esa sombra (H).
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Figura 13

Los fendmenos que se han descrito anteriormente nos ayudan a calcular
distancias de forma indirecta haciendo uso de la semejanza de triAngulos. Estos
célculos pueden ser requeridos por diversas situaciones. Proviene de una situacion
cientifica la necesidad de medir la sombra de la Tierra. La necesidad de calcular el
resto de distancias que aparecen descritas en el andlisis fenomenoldgico viene
determinada por situaciones laborales, esto es, son tareas propuestas por el centro de
trabajo que implican conocimientos matematicos para encontrar la respuesta buscada.

A continuacién se incluye un mapa conceptual donde se relacionan lo distintos
conceptos del tema:

Criterios de
semejanza

determinan

en posiciéon de Thales

v

[ Triangulos semejantes ] < [ Teorema de Thales ]

Sistemas de
representacién

"Si dos 0 mas 3
paralelas cortan a ?
dos trasversales
determinan en ellas
segmentos

v correspondientes
proporcionales"

aplicacion al

A
A 4

Célculo de distancias
inaccesibles PA/PB = AC/ BD

A
A 4

si L1//L2

S.R. Conjuntista :

PB ‘
PD .
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ANALISIS COGNITIVO

A continuacion pasamos a describir cada uno de los organizadores en torno a
los cuales se articula el andlisis cognitivo:

Expectativas de aprendizaje: en esta parte se recoge las matematicas que esperamos
gue aprendan los escolares acerca de un tema especifico. Nos centraremos en dos
niveles de las mismas:

- Objetivos especificos: son aquellos conceptos y destrezas que los alumnos deben
conocer y manejar en relacibn a un tema concreto de matematicas. Estos se
desarrollan y observan mediante la actuacion de los escolares al resolver tareas.

- Competencias matematicas: el término competencia aparece en la definicion que
se da de curriculo en los Reales Decretos de Ensefianzas Minimas de Primaria y
Secundaria el afio 2006. Asi, podemos leer el siguiente articulo:

“Articulo 6. 1: A los efectos de lo dispuesto en esta Ley, se entiende por curriculo
el conjunto de objetivos, competencias béasicas, contenidos, métodos pedagoégicos
y criterios de evaluacién de cada una de las ensefianzas reguladas en la presente
Ley.” (MEC, 2006)

Posteriormente, en el Real Decreto que establecen las ensefianzas minimas de
Ensefianza Secundaria (MEC, 2007) se ha definido la competencia matematica
como la habilidad para utilizar y relacionar los nUmeros, sus operaciones basicas,
los simbolos y las formas de expresion y razonamiento matematico, tanto para
producir e interpretar distintos tipos de informacién, como para ampliar el
conocimiento sobre aspectos cuantitativos y espaciales de la realidad, y para
resolver problemas relacionados con la vida cotidiana y con el mundo laboral.

La llegada de las competencias permite el paso de un modelo instrumental
para el aprendizaje de las matematicas a uno funcional. En el primer caso, los
conceptos y procedimientos son herramientas que deben conocerse. En el
segundo caso, el aprendizaje ocurre dentro de contextos y no solo hay que
conocer los instrumentos sino también su uso. En este caso, el sujeto utiliza las
herramientas matematicas ante tareas y problemas contextualizados.

Cuando hablamos de competencias nos referimos a expectativas a medio y
largo plazo que implican un desarrollo intelectual y social de los alumnos en
diversos campos disciplinares. Esto permite que los escolares sean capaces de
abordar tareas en situaciones abiertas y problemas no convencionales. Los
objetivos especificos de cada tema ayudaran al desarrollo de estas competencias.

El estudio PISA divide la competencia matemética en ocho componentes, o
competencias PISA: Pensar y Razonar (PR), Argumentar y Justificar (AJ),
Comunicar (C), Plantear y Resolver Problemas (RP), Representar (R), Utilizar
Lenguaje Simbolico, Formal y Técnico y las Operaciones (LS), Modelizar (M) y
Emplear Soportes y Herramientas Tecnolégicas (HT).
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Si nos centramos en los contenidos que establece la ORDEN ECI/2220/2007
relacionados con el tema de semejanza podemos leer que los alumnos de la opcién A
de mateméticas deben aplicar la semejanza de triangulos para obtener medidas
indirectas (MEC, 2007).

Basandonos en esto, podemos establecer unos objetivos que son los que se
esperan alcanzar a lo largo del transcurso del tema a estudiar. Ademés, como se ha
dicho anteriormente, los objetivos de cada tema contribuyen al desarrollo de unas
competencias matematicas. Esa contribucion se recoge en la siguiente tabla:

PRIAJ| C M |RP| R |LS | HT

Identificar triangulos semejantes

01 utilizando los criterios de X X X
semejanza
02 Identificar triangulos semejantes X X X

utilizando el teorema de Thales

Calcular distancias inaccesibles en
03 situaciones reales usando la X X X
semejanza de triangulos

Limitaciones del aprendizaje: en esta parte se estudia aquello que puede ralentizar o
frenar el aprendizaje de los alumnos. Asi, se analizan los posibles errores y
dificultades que pueden surgir durante el proceso de aprendizaje de los escolares. Las
dificultades que presentan los alumnos se manifiestan en forma de errores en la
realizacion de ciertas tareas.

En la siguiente tabla se relacionan los errores que pueden cometer los alumnos
mientras realizan tareas y los objetivos especificos con los que estan relacionados.

Errores y dificultades Obje_tlvos
asociados

E1l | Mezclar los criterios de semejanza o1
Establecer de manera errénea la proporcion que determina el

E2 . - 03
teorema de Thales o la semejanza de triangulos
Aplicar el teorema de Thales cuando no se cumplen las

E3 |, . : . 02,03
hipotesis (por ejemplo, paralelismo )

E4 D|f|cultaq para representar graficamente una situacion que se 01, 02, 03
resolvera mediante semejanza
No seleccionar correctamente los datos para resolver un

E5 - . , 03
problema o utilizar datos innecesarios

E6 | Mala utilizacion o ausencia de las unidades de medida 03

El andlisis did4ctico presentado se refiere a la parcela de la semejanza en la
gque se va a centrar la Unidad Didactica que se desarrolla a continuacion. En el anexo
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de este trabajo podemos encontrar un andlisis didactico completo del tema de
Semejanza de figuras en el que se puede observar que la estructura conceptual,
los sistemas de representacion, la fenomenologia, el mapa conceptual, los
objetivos propuestos y los errores esperados que hemos mencionado
anteriormente son solo una parte del andlisis didactico completo del tema.
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DESARROLLO DE LA UNIDAD DIDACTICA

Nos adentramos en la parte central de este trabajo fin de master, esto es, en el
desarrollo de la Unidad Didéactica. Podemos decir que una unidad didactica es una
unidad de programacion y actuacion docente constituida por un conjunto de
actividades que se desarrollan en un tiempo determinado para la consecucién de unos
objetivos especificos (Rico y Segovia, 2001).

Para la elaboracion de la Unidad Didactica es necesario realizar un estudio del
tema (andlisis de contenido) y de los alumnos a los que ira destinada (analisis
cognitivo). Ademas, dicha elaboracion requiere de una busqueda de actividades de
ensefanza (andlisis de instruccion).

Como ya se ha comentado en otras ocasiones a lo largo de este trabajo, la
unidad didactica de Semejanza que ahora presentamos va destinada a los alumnos
del cuarto curso de la educacion secundaria obligatoria que cursen la opcion A de
matematicas.

A continuacién, estableceremos cuantas sesiones de clase seran destinadas al
tema de estudio, junto con un breve resumen de las mismas. Se emplearan siete
sesiones distribuidas como se detalla a continuacién. La primera de ellas estara
destinada a conocer los conocimientos previos que tienen los alumnos sobre el tema a
estudiar. Hay que recordar, que la teoria matematica que se necesitara para seguir
con aprovechamiento las sesiones propuestas deberia ser conocida por los alumnos
de cursos anteriores. Lo que haremos en la sesion inicial sera recordar aquellos
conceptos o términos que se vayan a utilizar. En las siguientes cinco sesiones nos
dedicaremos al objetivo especifico de nuestra unidad: calcular distancias inaccesibles
en situaciones reales usando la semejanza de triangulos. Lo que haremos a lo largo
de estas sesiones sera introducir a los alumnos diferentes métodos que han sido
usados a lo largo de la historia para calcular medidas de forma indirecta. Ademas de
gue los alumnos aprendan a usar estos métodos para el calculo de distancias
inaccesibles, pretenderemos que comprendan la utilidad de los mismos y la necesidad
de disponer de distintos métodos segun las circunstancias reales. De estas sesiones
destacaria la ultima de todas, pues en ella los alumnos calculan las medidas de forma
practica, usando diferentes instrumentos y realizando todas las mediciones que sean
necesarias. La Ultima sesién del tema estar4d dedicada a la evaluacién de los
conocimientos adquiridos por los alumnos. Esta evaluacion se completa con la
observacion diaria que haremos de ellos a lo largo de las diferentes sesiones.

Durante las sesiones de clase se intercalaran explicaciones del profesor,
actividades o coloquios que se realizaran conjuntamente entre el profesor y los
alumnos, actividades que realizaran los alumnos en clase y actividades que seran
propuestas para que los alumnos las realicen en casa.

Las actividades que se proponen a lo largo de las sesiones tendran una
dificultad graduada. En un principio, proporcionaremos a los alumnos el esquema de la
situacion que se describe en el enunciado de la tarea y posteriormente se pretendera
gque sean los alumnos los que esquematicen esa situacion.
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Cuando nos encontremos con actividades que se realicen conjuntamente entre
los alumnos y el profesor, lo que se pretendera es que los alumnos participen
aportando una lluvia de ideas y que el profesor vaya guiando esas ideas hasta llegar a
la solucion buscada.

En el caso de las actividades que son propuestas para que las realicen los
alumnos en clase se seguird una dindmica de trabajo siempre similar. El profesor
propondra la actividad ante toda la clase y resolvera las dudas que puedan surgir en
un primer momento. Después, los alumnos dispondran de un tiempo para trabajar la
actividad, que pueden hacerlo de forma individual o por parejas dependiendo del caso.
Durante este tiempo, el profesor paseara por la clase resolviendo las dudas que surjan
y guiando los razonamientos de los alumnos. Por dltimo, sera un alumno el que
resuelva la actividad en la pizarra ante sus compafieros. En dicha resolucion, se
crearan debates entre el alumno que expone y sus compafieros para llegar
conjuntamente a la solucién mas adecuada del problema. Ademas, el alumno debera
explicar el proceso que ha seguido en la resolucién de la tarea y el uso que hace de la
semejanza.

Las actividades que son propuestas para realizar en casa seran corregidas en
la siguiente sesion por un alumno, quien explicara a sus compafieros los
razonamientos seguidos hasta llegar a la solucion.

Antes de comenzar con una descripcion mas detallada de cada una de las
sesiones, presentamos un esquema general de ellas:

Sesion I

- Introducimos el concepto de semejanza.

- Definimos la semejanza entre triangulos.

- ldentificamos triangulos semejantes (mediante los criterios de semejanza o el
teorema de Thales).

- Calculamos distancias desconocidas en tridngulos ayudandonos de la semejanza.

Sesiones I, 1 y IV:

- Introducimos y describimos un método para calcular medidas de forma indirecta.

- Justificamos la validez del método.

- Aplicamos el método a datos concretos que vienen dados.

(Nota: este esquema se repite con los distintos métodos que se empleen en estas
sesiones)

Sesién V:

- Describimos dos métodos para calcular distancias inaccesibles ayudandonos de
dos instrumentos que han construido los alumnos.

- Justificamos la validez de esos métodos.

- Utilizamos esos instrumentos de forma practica para calcular distancias
inaccesibles.

Sesion VI:
- Llevamos a la préactica algunos de los métodos que se han descrito en las
sesiones anteriores de clase.
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En la unidad didactica que proponemos a continuacion, aparecen una serie de
métodos para determinar distancias inaccesibles. El objetivo del principal del tema no
es que los alumnos aprendan todos estos métodos, sino que sean capaces de
resolver problemas practicos aplicando razonamientos de semejanza. Por tanto,
dependiendo del ritmo de aprendizaje que presenten los alumnos puede que la
cantidad de métodos previstos resulte excesiva para las sesiones planificadas. En tal
caso, optaremos por reducir el nimero de ellos.

A continuacién, pasamos a describir cada una de las sesiones.

Sesion I: Introduccion y recuerdo del concepto de semejanza

La primera sesion, correspondiente a la fase inicial, estara destinada a recordar
todos los conceptos que se utilizaran a lo largo de estas sesiones para calcular
medidas indirectas. Lo principal sera identificar triangulos semejantes (ya sea con los
criterios de semejanza o con el teorema de Thales) y calcular medidas en triangulos
semejantes ayudandonos de la proporcionalidad de sus lados.

Para comenzar mostraremos a los alumnos un conjunto de figuras entre las
cuales aparecen algunas que son semejantes entre si y otras que aparecen
deformadas. Se realizara un coloquio en el que los alumnos irdn aportando ideas
sobre que caracteriza a esas figuras, que cosas tienen en comun y en que cosas se
diferencian. Esto nos permitir4 introducir el tema al que vamos a dedicar las siguientes
sesiones y para comprobar los conocimientos que tienen los alumnos sobre el mismo.

Posteriormente, nos centraremos en los tridngulos semejantes, que es la figura
que usaremos para el célculo de distancias inaccesibles. Comenzaremos con la
definicion de tridngulos semejantes en la que se establece una relacién entre los
elementos de una figura y los correspondientes de su semejante, esto es, diremos que
dos triangulos son semejantes si tienen sus angulos homdélogos iguales y sus lados
homadlogos proporcionales.

Una vez recordada la definicibn de triAngulos semejantes, los alumnos
trabajaran por grupos una serie de actividades que se basaran en lo siguiente:
1. Identificar triAngulos semejantes usando los criterios de semejanza.
2. Identificar triangulos semejantes que se encuentren en posicion de Thales.
3. Calcular medidas desconocidas de triangulos semejantes.

Cabe sefialar, que el desarrollo de esta sesion sera flexible ya que dependera
de la respuesta de los alumnos ante el tema a estudiar. Asi, iremos planteando una
serie de actividades que deben resolver los alumnos y que nos permitiran conocer de
cerca lo que recuerdan de cursos anteriores.

Esta observacion nos ayudara a decidir si tenemos que introducir de forma mas
0 menos detallada los criterios de semejanza de triAngulos y el teorema de Thales.
Ademas, segun los errores y dificultades que vayamos observando en los alumnos,
también podemos hacer mas hincapié en un tipo de actividad u otro e ir modificando la
complejidad de las mismas.
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El trabajo en grupo permitira que se produzca un aprendizaje entre pares,
ademas de poder establecer diferentes ritmos de trabajo segun los conocimientos
previos que tengan los alumnos.

A continuacion, se muestra unos ejemplos de las actividades que se
propondrian en esta sesion:

Actividad 0.1: Identifica cuales de las siguientes parejas estd formada por triangulos
semejantes:

3079
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Actividad 0.2: Halla el valor desconocido en cada uno de los siguientes casos
justificando los calculos empleados para ello:
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Sesion Il: Céalculo de distancias indirectas mediante la semejanza

En las siguientes sesiones, que corresponden a la fase de desarrollo, nos
centraremos en la parte especifica del tema, esto es, en el célculo de medidas de
forma indirecta. En cada sesion se describiran unos métodos que nos permitiran hacer
los calculos que deseamos, posteriormente pasaremos a justificar la validez de estos y
por ultimo nos dedicaremos a aplicarlos con datos concretos.

La segunda sesion la comenzaremos con la realizacion de la siguiente
actividad, que consta de dos partes: en la primera los alumnos conoceran el método
que Thales us6 para medir la altura de la piramide de Keops y se justificard dicho
método, y en la segunda parte se usara este método para calcular una altura concreta.

Se planteard a los alumnos la pregunta: “¢ Como podemos medir la altura de
una piramide (o cualquier otro objeto) si no podemos acceder a la parte mas alta de
ésta?”. El objetivo es que los alumnos aporten sus ideas para medir esa altura que nos
resulta inaccesible. Los alumnos deben meterse en la problemética que se plantea y
ver la necesidad que tenemos de encontrar un método que nos permita determinar esa
altura. Una vez aportadas algunas ideas por los alumnos se pasara a contar el método
usado por Thales para conseguir esa altura.

“¢,Como midid Thales la altura de la pirdmide de Keops? Para determinar esta altura,
Thales se ayud6é de un palo. Tumbo6 éste en la arena para asi dejar marcada su
longitud, y lo clavé verticalmente en uno de los extremos de la marca realizada.
Esper6 a que la sombra del palo tuviera la misma longitud que éste, es decir, esperd a
que el extremo de la sombra coincidiera con el otro extremo de la marca en la arena.
En ese preciso instante midio la sombra que proyectaba la piramide. Esa medida era
la altura que Thales deseaba calcular.”

Conocido lo anterior, propondremos a los alumnos que realicen un esquema de
la situacion que se ha narrado y posteriormente pasamos a realizar ese esquema en la
pizarra, para comprobar la solucién. Lo que pretendemos con la siguiente actividad es
gue los alumnos justifiquen que el método que Thales usoé era correcto. Por lo tanto, la
actividad que realizaremos tendra el siguiente enunciado:

Actividad 1.1: Identifica triAangulos semejantes en el esquema anterior para justificar
que el método empleado por Thales para medir la altura de la piramide fue correcto.

Esta actividad consiste en que los alumnos sean capaces de identificar que los
tridngulos que se forman con cada objeto y la sombra de estos son semejantes
(objetivo O1). Los alumnos deberan usar para ello el criterio que nos dice que basta
con que dos triAngulos tengan dos angulos homdélogos iguales para que sean
semejantes.

Pero dicho criterio no se puede aplicar directamente ni pueden medir esos
angulos. Los alumnos deberan determinar los dngulos que son iguales pero sin llegar
a saber cuanto miden. Por esto, esta actividad se plantea para que los alumnos
trabajen en parejas y traten de llegar conjuntamente a la solucion del problema. Este
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trabajo en parejas les permitird también enriquecerse con las aportaciones de su
comparfiero y poder rebatir aquellos argumentos que no consideren correctos.

Ademas, esta actividad nos ayudara a detectar el siguiente error: mezclar los
criterios de semejanza (E1).

Con la actividad propuesta se contribuye a las competencias de Argumentar y
justificar y a la de Comunicar, ya que los alumnos deberan expresar de forma oral los
argumentos que justifican sus respuestas. Se puede considerar que ambas
competencias aparecen con una complejidad de tipo de conexion.

La segunda parte de la actividad consiste en que los alumnos apliquen el
método anterior a casos particulares. Propondremos dos actividades que se
resolveran usando este método pero que tienen una dificultad graduada, pues en la
primera los alumnos disponen del esquema de la situacién que se presenta y en la
segunda no. Los alumnos trabajaran de forma individual estas actividades:

Actividad 1.2: Un edificio proyecta una sombra de 14 metros y una persona que mide
1'60 metros proyecta una sombra de 0’80 metros:

1. Identifica triangulos semejantes ayudandote del esquema que se muestra.

2. Determina la altura del edificio.
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Actividad 1.3: Queremos calcular la altura de un arbol del patio. Para ello nos
ayudaremos de un palo de 1 m de longitud. Sabemos que éste proyecta una sombra
de 0,8 m en el mismo momento que la sombra del arbol mide 9 m.

1. Dibuja un esquema de la situacion que se narra.

2. Identifica triAngulos semejantes.

3. Calcula la altura del arbol.

En estas actividades los alumnos tendran que identificar triangulos semejantes
ayudandose de los criterios de semejanza y calcular distancias inaccesibles en
situaciones reales usando la semejanza de triAngulos (objetivos O1 y O3).

Se pondran detectar los siguientes errores en los alumnos durante la resolucion
de las actividades: mezclar los criterios de semejanza, establecer de manera errénea
la proporcion que determina la semejanza de tridngulos y mala utilizacion o ausencia
de las unidades de medida (errores E1, E2 y EB).

Ademas, con estas actividades se esta contribuyendo a las competencias de
Pensar y razonar (los alumnos deben identificar relaciones y aplicar procedimientos),
Comunicar (los alumnos se expresan oralmente cuando se resuelve la actividad) y
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Plantear y resolver problemas (los alumnos deben plantar y formular este problema
matematico). Podemos decir que las dos primeras competencias aparecen a un nivel
de conexion y la ultima aparece a un nivel de reproduccién en la primera actividad y de
conexion en la segunda.

En la segunda parte de esta sesion se estudiara el método de Euclides para el
célculo de alturas inaccesibles. Para que los alumnos comprendan la necesidad de
poseer otro método distinto al de Thales comenzaremos con un pequefio coloquio en
el que se planteara la siguiente pregunta: “¢ Qué pasa si intentamos calcular una altura
inaccesible usando el método anterior y se nubla?”. Es obvio que en tal caso no se
podra aplicar el método visto en clase. Por lo tanto, ensefiaremos a los alumnos otro
método distinto que nos permita realizar ese célculo.

Lo que haremos a continuacién, sera realizar a los alumnos la siguiente
pregunta; “¢,Como calculariais una altura inaccesible ayudandoos de un espejo?” Tras
escuchar las ideas que estos surgieran pasamos a explicar el método de Euclides.
Para ello nos ayudaremos de un archivo del programa Geogebra en el que estan
definidos los triangulos que se forman al aplicar el método de Euclides. Estos
tridngulos estan construidos con varios deslizadores que nos permiten cambiar la
altura que resulta inaccesible, la distancia del espejo ese objeto y la altura del medidor.
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Una vez conocido este método propondremos a los alumnos la siguiente
actividad, que seré trabajada por parejas:

Actividad 2.1: Identifica triangulos semejantes en el método de Euclides. Cambia los
valores de la altura del objeto inaccesible y la distancia del espejo a éste y comprueba
gue se siguen manteniendo la semejanza.

En esta parte, los alumnos deberan ser capaces de identificar triangulos
semejantes (objetivo O1). Ademas, esta actividad nos ayudara a detectar los errores
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siguientes: mezclar los criterios de semejanza y dificultad para representar
graficamente una situacion que se resolvera mediante semejanza (errores E1 y E4).

Con esta actividad se contribuye a las competencias de Argumentar y justificar
y a la de Comunicar, ya que los alumnos deberan expresar de forma oral los
argumentos que justifican sus respuestas. Se puede considerar que ambas
competencias aparecen con una complejidad de tipo de conexion.

A continuacién, se propondra dos actividades para aplicar este método. Al igual
que ocurria en el caso anterior, propondremos una primera en la que daremos el
esquema de la situacion y otra en la que los alumnos deben ser capaces de dibujar
ese esquema a partir del enunciado que se propone. Los alumnos deberan trabajarlas
en casa de forma individual :

Actividad 2.2: Pabld us6 un espejo para medir la altura de un arbol. Para ello coloco el
espejo a 3 metros del arbol y se separd de éste 2 metros mas hasta que pudo ver
reflejado en el espejo la parte mas alta del arbol. Ademas, sabemos que su altura
hasta los ojos es de 1’60 metros.

1. Identifica triAngulos semejantes en el esquema que se muestra.

2. Calcula la altura del &rbol.

3. En el archivo de Geogebra, cambia el valor de los deslizadores para que se

ajusten a los datos del problema y comprueba la solucion obtenida.

Actividad 2.3: Necesitamos conocer la altura de nuestra casa. Para ello colocamos un
espejo en el suelo a 15 metros de la base del edificio y tenemos que alejarnos 1,5 m
hasta que vemos reflejado su punto mas alto en el espejo. Representa la situacion,
identifica triangulos semejantes y calcula la altura buscada.

Aqui, los alumnos deberan determinar una altura inaccesible usando el método
de Euclides vy justificar la semejanza de triAngulos que se usa en él (objetivos O1 y
03).

Se pondran detectar los siguientes errores en los alumnos durante la resolucion
de esta actividad: mezclar los criterios de semejanza, establecer de manera errénea la
proporcion que determina la semejanza de tridngulos y mala utilizacion o ausencia de
las unidades de medida (errores E1, E2 y E6).

Esta parte de la actividad contribuye a las competencias de Pensar y razonar
(los alumnos deben identificar relaciones y aplicar procedimientos), Comunicar (los
alumnos se expresan oralmente cuando se resuelve la actividad) y Plantear y resolver
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problemas (los alumnos deben plantar y formular este problema matematico). Las dos
primeras competencias aparecen a un nivel de conexion y la de Plantear y resolver
problemas aparece a un nivel de reproduccion en la primera actividad y de conexion
en la segunda.

Asi, la distribucion temporal que se realiza en esta sesion sera la que se
recogen en la siguiente tabla:

Actuaciones Tlgmpo
estimado
Método de Thales
Ideas sugeridas por los alumnos para el calculo de la altura 5 min
Método que emple6 Thales para medir la altura buscada 5 min
Esquema de la situacion que se produce 2 min
Actividad 1.1: Justificar el método
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas | 1 min '
Los alumnos trabajan por parejas la actividad propuesta 4 min 8 min
Se comentan distintas respuestas de los alumnos 3 min
Actividad 1.2: Aplicacién del método de Thales
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas 1 min _
Los alumnos trabajan individualmente la actividad propuesta | 4 min 7 min
Se comentan distintas respuestas de los alumnos 2 min
Actividad 1.3: Aplicacién del método de Thales
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas 1 min _
Los alumnos trabajan individualmente la actividad propuesta | 5 min 9 min
Se comentan distintas respuestas de los alumnos 3 min
Método de Euclides
Coloquio inicial con los alumnos 3 min
Explicacion del método de Euclides ayudandonos de Geogebra 5 min
Actividad 2.1: Justificar el método
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas | 1 min _
Los alumnos trabajan por parejas la actividad propuesta 4 min 8 min
Se comentan distintas respuestas de los alumnos 3 min
Actividades 2.2 y 2.3: Aplicacion del método. Se proponen para casa 3 min
TOTAL: 55 min
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Sesion lll: Calculo de distancias indirectas mediante la semejanza

Esta sesion la comenzaremos recordando lo visto en la sesion anterior. Para
ello haremos un esquema de los dos métodos con los que se trabajo, indicando las
caracteristicas de cada uno y la justificacion que se hizo de su uso.

Una vez que se ha recordado lo visto anteriormente pasaremos a corregir las
actividades propuestas en la sesién anterior. Seran algunos de los alumnos los que las
realicen en la pizarra y sus compafieros los que los corrijan en caso necesario.

A continuacion, pasaremos a describir el método de Gerberto de Aurillac. Lo
que haremos en primer lugar serd realizar un coloquio donde se plantearan las
siguientes preguntas: “¢;Encuentras alguna limitacion al método de Euclides? ¢Es
mucho suponer que podemos medir la distancia que nos separa del objeto?” Esta
parte de la actividad es importante, pues los alumnos descubren la necesidad de
conocer otro método para calcular alturas inaccesibles si las condiciones reales no nos
permiten aplicar los conocidos.

Cuando los alumnos son conscientes de esa necesidad pasamos a plantearles
la siguiente cuestion: “Con la ayuda de dos espejos, ¢como podemos calcular la altura
de un objeto cuyo pie es inaccesible?”. Dejaremos un tiempo para que los alumnos
busquen una posible solucién y escucharemos las ideas que éstos aporten.

A continuacién, se explicard en que consiste exactamente el método de
Gerberto de Aurillac. Al igual que hicimos con el método de Euclides nos ayudaremos
de un archivo de Geogebra donde aparecen representados los tridngulos que se
forman al aplicar este método. Ademas, estos triangulos estaran construidos con
deslizadores que nos permiten cambiar la altura del objeto inaccesible, la altura del
medidor, y la distancia entre los espejos.

4.6 1.64 28

altura 4.6

abjeta —

27 0.96 2.8

altura o, = 1.64 distanciag g =315

-

PR —

4.6 1.64 2.8

585 2,09 28

m
@[~ @ | w e | =

10

11

12

13

14

15

16

1 19

Ayudandonos de esto, identificaremos triangulos semejantes en el esquema
representado y comprobaremos que la semejanza se sigue mantenido si modificamos
las condiciones iniciales del dibujo. Realizaremos conjuntamente un ejercicio con
datos concretos y luego comprobaremos la solucién con el Geogebra.
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Cuando los alumnos ya conocen este método de medicidn se pasara a realizar
un ejercicio donde se aplique el método descrito. Los alumnos trabajaran de forma
individual los siguientes enunciados:

Actividad 3: Queremos calcular la altura de una iglesia que se encuentra al otro lado
del rio. Para ello nos ayudamos de dos espejos que colocaremos en el suelo a una
distancia de 13 metros. Si nos colocamos ante el que estd mas cerca de la orilla
tenemos que retirarnos 50 cm para poder ver reflejado en el espejo el punto mas alto
del campanario, en cambio, si nos colocamos ante el otro nos tenemos que separar
90 cm para ver ese mismo punto reflejado en él.

a) Representa la situacion que se describe.

b) Identifica tridngulos semejantes.

b) Calcula la altura del campanario sabiendo que la altura hasta los ojos del
observador es de 1,6 m. Comprueba la solucién obtenida con el archivo de Geogebra.

Al realizar esta actividad, los alumnos tendrdn que identificar triangulos
semejantes ayudandose de los criterios de semejanza y calcular distancias
inaccesibles en situaciones reales usando la semejanza de triAngulos (objetivos O1 y
03).

Se pondran detectar los siguientes errores en los alumnos durante la resolucion
de esta actividad: mezclar los criterios de semejanza, establecer de manera errénea la
proporcion que determina la semejanza de tridngulos y mala utilizacion o ausencia de
las unidades de medida (errores E1, E2 y E6).

Con las actividades propuestas estamos contribuyendo a las competencias de
Pensar y razonar (los alumnos deben identificar relaciones y aplicar procedimientos),
Comunicar (los alumnos se expresan oralmente cuando se resuelve la actividad) y
Plantear y resolver problemas (los alumnos deben plantar y formular este problema
matematico). El nivel de complejidad al que aparecen dichas competencias es
conexion.

La siguiente actividad consistira en calcular la anchura de un rio. Los alumnos
trabajaran en clase la siguiente actividad de forma individual :

Actividad 4: Queremos determinar la anchura de un rio sin tener que cruzarlo. Para
ello tomamos como referencia un punto (A) ubicado en la orilla contraria. Trazamos
una linea imaginaria desde ese punto que sea perpendicular al cauce del rio. Asi
determinaremos un punto en la orilla donde nos encontramos (B). Nos desplazamos
de forma paralela al cauce del rio 63 m (punto C). Desde esta posiciébn caminamos 14
m de manera perpendicular al cauce del rio, alejandonos de este. En ese punto (D)
lanzamos la visual hasta el punto de referencia y comprobamos que ésta corta al
camino que hemos andado paralelo al rio a 43 m del punto B.

a) Representa la situacion que se describe.

b) Calcula la anchura del rio justificando el método usado.

En esta actividad los alumnos deben identificar triangulos semejantes utilizando
el teorema de Thales y calcular distancias inaccesibles haciendo uso de la semejanza
de triangulos (objetivos O2 y O3).
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Los errores que se pueden detectar con esta actividad son: establecer de
manera errénea la proporcion que determina el teorema de Thales, dificultad para
representar graficamente una situacion que se resolvera mediante semejanza y mala
utilizacién o ausencia de las unidades de medida (errores E2, E4 y E6).

Hay que tener en cuenta que la correcta representacion de la situacion de esta
actividad es muy importante para la resolucion de la misma. Esta supone una
complejidad mayor que en casos anteriores pues en estos se habia representado un
plano vertical de la misma y en esta actividad es necesario la representacion de un
plano horizontal para encontrar la solucion.

Las competencias a las que se contribuyen con esta actividad son Argumentar
y justificar (los alumnos deben elaborar argumentos que justifican sus respuestas),
Comunicar (los alumnos se expresan oralmente cuando se resuelve la actividad) y
Plantear y resolver problemas (los alumnos deben plantar y formular este problema
matematico). El nivel de complejidad al que aparecen las competencias es de
conexion.

En la siguiente tabla mostramos la distribucion temporal esperada a lo largo de
esta sesion:

Actuaciones T|e_mpo
estimado
Esquema de la sesion anterior 5 min
Correccion del ejercicio propuesto en la sesién anterior 5 min
Método de Gerberto de Aurillac
Coloquio inicial con los alumnos para presentar el método 5 min
Descripcion del método con Geogebra Yy justificacion del mismo 15 min
Actividad 3: Aplicacion del método de Gerberto de Aurillac.
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas | 2 min 10 min
Los alumnos trabajan la actividad propuesta 5 min
Se comentan distintas respuestas de los alumnos 3 min
Otros ejemplos
Actividad 4: Anchura del rio.
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas | 2 min 15 min
Los alumnos trabajan la actividad propuesta 10 min
Se comentan distintas respuestas de los alumnos 3 min
TOTAL: 55 min
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Sesion 1V: Célculo de distancias indirectas mediante la semejanza

La cuarta sesion quedara dividida en tres partes: en la primera de ellas se
propondran distintos ejercicios para calcular distancias inaccesibles que seran
realizados por los alumnos y posteriormente corregidos en la pizarra, en la segunda
parte los alumnos trabajaran por grupos un esquema que recopilara los métodos vistos
en las sesiones anteriores y por ultimo, los alumnos comenzaran con la construccion
de dos instrumentos que nos ayudaran en la siguiente sesion para medir distancias
inaccesibles en la realidad.

Las siguientes actividades seran planteadas para que los alumnos las trabajen
en clase de forma individual :

Actividad 5.1: El siguiente esquema representa la situacién que se produce cuando
gueremos calcular la profundidad de un pozo. Se trata de un pozo de 1'5 metros de
ancho del que tenemos que alejarnos 0’5 metros del borde para ver en la misma
visual el borde del pozo y la esquina del fondo.

1. Identifica triangulos semejantes en la figura.

2. Calcula la profundidad del pozo.

Actividad 5.2: Una piscina tiene 2,25 m de ancho; situandonos a 150 cm del borde,
desde una altura de 1,74 m, observamos que la visual une el borde de la piscina con
la linea del fondo. Representa la situacion que se describe en el problema, identifica
tridngulos semejantes y calcula la profundidad de la piscina.

Actividad 6.1: Para medir la altura de una casa Alvaro, cuya altura hasta los ojos es
de 165 cm, se situd a 1'5 metros de la verja y tomé las medidas del dibujo. ¢ Cuénto
mide la casa? Identifica previamente tridngulos semejantes.
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Actividad 6.2: Quiero calcular la altura del arbol més alto del parque. A 22 m de él,
hay otro arbol de 17,2 m. Si me coloco a 12 m de éste, puedo conseguir ver de
manera alineada la copa de los dos arboles.

1. Representa esta situacion en un esquema.

2. ldentifica triangulos semejantes en ese esquema.

3. Calcula la altura del arbol, sabiendo que mi altura hasta los ojos es de 160 cm.

Lo que pretendemos con estas actividades es que los alumnos identifiquen
tridngulos semejantes, aplicando los criterios de semejanza o el teorema de Thales, y
que posteriormente calculen una distancia que nos resulta inaccesible (objetivos O1,
02y 03).

Los errores que se pueden detectar con estas actividades son: mezclar los
criterios de semejanza, establecer de manera errénea la proporcion que determina el
teorema de Thales o la semejanza de triangulos, dificultad para representar
graficamente una situacion que se resolvera mediante semejanza y mala utilizacién o
ausencia de las unidades de medida (errores E1, E2, E4 y E6)

Las competencias a las que se contribuyen con esta actividad son Argumentar
y justificar (los alumnos deben elaborar argumentos que justifican sus respuestas),
Comunicar (los alumnos se expresan oralmente cuando se resuelve la actividad) y
Plantear y resolver problemas (los alumnos deben plantar y formular este problema
matematico). El nivel de complejidad al que aparecen las dos primeras competencias
es de conexidn. La competencia de Plantear y resolver problemas aparece a un nivel
de reproduccion en las actividades 5.1 y 6.1 y a un nivel de conexion en las otras dos.

A continuacion, los alumnos trabajardn por grupos la siguiente actividad. El
proposito de ella es que los escolares reinan en una tabla los tres métodos vistos en
las sesiones anteriores para el calculo de alturas inaccesibles, las condiciones que
deben cumplirse para poder aplicarlo, los instrumentos que son necesarios y un
esquema de la situacién que se produce. Para ello, cada alumno completara los datos
de la siguiente tabla:

CONDICIONES PARA ESQUEMA DE LA

METODO | INSTRUMENTOS APLICARLO SITUACION

Por dltimo, los alumnos comenzaran con la construccion de dos instrumentos
gque se usaran en la siguiente sesion para medir alturas inaccesibles.

Instrumento 1: Este instrumento estd formado por dos listones graduados que
colocamos formando un &ngulo recto. En el extremo libre del listdn horizontal
colocamos una varilla hueca. Esta estara articulada en este extremo y estara libre en
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el otro (figura 14). Ademas, debemos colocar un nivel en el brazo horizontal para
garantizar la correcta posicion del aparato durante su uso. Presentamos un esquema
del instrumento que queremos construir:

Figura 14

Instrumento 2: Para construir este instrumento tenemos que cortar un cuadrado de un
material duro (por ejemplo, cartén duro o contrachapado), luego pegamos en uno de
sus lados una pajita y, por ultimo, pasamos un hilo por uno de los extremos de la
pajita. En el extremo libre del hilo colocamos un objeto pesado (por ejemplo, una
tuerca, botén o imperdible). Presentamos un esquema del instrumento que queremos
construir (figura 15):

Figura 15

Los alumnos construirdn estos instrumentos durante la sesion de clase,
terminandolos en casa en caso de no tener suficiente tiempo para hacerlos. Resulta
muy importante que los alumnos no olviden traer estos aparatos en la proxima sesion
ya que toda ella va a estar dedicada a su uso.

La distribucion temporal que se espera en esta sesidn viene recogida en la
siguiente tabla:
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Actuaciones

Tiempo

estimado
Actividad 5.1: Profundidad de un pozo
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas | 1 min 7 min
Los alumnos trabajan la actividad propuesta 4 min
Se resuelve el problema en la pizarra 2 min
Actividad 5.2: Profundidad de una piscina
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas | 1 min 10 min
Los alumnos trabajan la actividad propuesta 6 min
Se resuelve el problema en la pizarra 3 min
Actividad 6.1: Altura de una casa
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas | 1 min 7 min
Los alumnos trabajan la actividad propuesta 4 min
Se resuelve el problema en la pizarra 2 min
Actividad 6.2: Altura de un arbol
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas | 1 min 10 min
Los alumnos trabajan la actividad propuesta 6 min
Se resuelve el problema en la pizarra 3 min
Rellenar tabla resumen 11 min
Construccion de aparatos de medida 10 min
TOTAL: 55 min
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Sesion V: Construccion y uso de instrumentos para medir alturas
inaccesibles.

El caracter practico de este tema es muy importante debido a las
caracteristicas de los alumnos que cursan esta opcion de las mateméticas. El objetivo
del tema era calcular distancias indirectas haciendo uso de la semejanza. En sesiones
anteriores hemos realizado distintos ejercicios en los que se calculaban alturas de
edificios, profundidades de pozos, etc. usando los datos que nos proporciona el
problema. De esta forma se han calculado, como se pretendia, medidas indirectas;
pero sin duda, resultara mucho mas significativo para los alumnos si son ellos mismos
los que utilizan los instrumentos y toman las medidas necesarias para calcular lo que
se pretende.

Por ello, en esta sesion de clase se usaran instrumentos que han sido
construidos por los alumnos para calcular distancias inaccesibles. La actividad se
realizard en la fase de cierre del tema para asi poder utilizar distintos métodos de
calculo de alturas inaccesibles vistos durante todo el tema.

En esta sesion nos dedicaremos a que los alumnos conozcan la utilidad y el
funcionamiento de los instrumentos que se construyeron en la sesion anterior. En
primer lugar explicaremos como debemos usar estos aparatos para poder calcular
distancias inaccesibles. Una vez que los alumnos saben como usarlos pasamos a
describir la teoria matematica que nos permite realizar ese célculo. Para ello,
esquematizaremos en la pizarra la situacién que se produce al realizar la medicion.

La justificacion del primer instrumento no debe resultar dificil para los alumnos
ya que se trata de dos triangulos que se encuentran en la usual posicién de Thales.
Por tanto, esto se hard en comun entre el profesor y todos los alumnos de la clase.

Para justificar el uso del segundo instrumento los alumnos trabajaran por
parejas. En este caso, al usar este aparato se forman dos tridngulos rectangulos
semejantes. Estos no se encuentran en posicion de Thales y los alumnos deberan
identificar &ngulos iguales para poder aplicar los criterios que nos permiten identificar
tridngulos semejantes.

Actividad 7: Dibuja el esquema de la situacion que se produce cuando utilizamos el
segundo instrumento para calcular alturas inaccesibles e identifica triAngulos
semejantes en ese esquema.

Con esta actividad los alumnos deberan identificar triAngulos semejantes,
aplicando los criterios de semejanza (objetivo O1). El principal error que se puede
detectar con esta actividad es el siguiente: mezclar los criterios de semejanza y
dificultad para representar graficamente una situacion que se resolvera mediante
semejanza (errores E1 y E4)

Con esta actividad se contribuye a las competencias de Argumentar y justificar
y a la de Comunicar, ya que los alumnos deberan expresar de forma oral los
argumentos que justifican sus respuestas. Se puede considerar que ambas
competencias aparecen con una complejidad de tipo de conexion.
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La finalidad de la siguiente parte de la sesion es que los alumnos se
familiaricen con el uso de estos instrumentos. Para ello, los alumnos trabajaran por
parejas la siguiente actividad:

Actividad 8: Una vez que ya sabemos como utilizar estos dos instrumentos para
calcular alturas inaccesibles vamos a obtener alguna medida para familiarizarnos con
su uso. Un alumno de cada pareja se encargara de tomar las medidas necesarias una
vez que su compafiero es capaz de ver el punto mas alto de la pared de la clase
ayudandose de estos instrumentos. Luego os cambiareis los papeles. Por ultimo,
debéis ayudaros de estas medidas para calcular como es de alta la clase y comparar
los resultados que ha obtenido cada uno.

Con esta actividad se pretende contribuir al objetivo que: calcular distancias
inaccesibles en situaciones reales usando la semejanza de triangulos (objetivo O3).
Los principales errores que se pueden detectar con esta actividad son: establecer de
manera errénea la proporcion que determina el teorema de Thales o la semejanza de
triangulos y mala utilizacién o ausencia de las unidades de medida (errores E2 y E6)

Esta actividad contribuye a las competencias de Pensar y razonar (los alumnos
deben identificar relaciones y aplicar procedimientos), Comunicar (los alumnos se
expresan oralmente cuando se resuelve la actividad) y Plantear y resolver problemas
(los alumnos deben plantar y formular este problema matematico). El nivel de
complejidad al que aparecen dichas competencias es conexion.

De esta forma, la disposicion temporal esperada es a lo largo de la sesion es la
siguiente:

Actuaciones T|§mpo
estimado
Uso de los instrumentos de medida construidos y esquema de la 10 min
situacion que se produce
Justificacion del uso del instrumento nimero 1 5 min
Actividad 7: Justificacion del uso del instrumento namero 2
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas | 2 min 10 min
Los alumnos trabajan la actividad propuesta 5 min
Se resuelve el problema en la pizarra 3 min
Actividad 8: Me familiarizo con los instrumentos construidos
Presentamos la actividad y resolvemos las posibles dudas | 2 min 30 min
Los alumnos trabajan la actividad propuesta 20 min
Se comparan los resultados obtenidos 8 min
TOTAL: 55 min
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Sesion VI: Medicién real de alturas inaccesibles.

Durante el transcurso de esta sesion los alumnos usaran los instrumentos con
los que se ha estado trabajado en las sesiones anteriores para calcular alturas
inaccesibles que se encuentren una plaza elegida de la ciudad donde acudiremos con
los alumnos. Esta sesion corresponde a la fase de cierre, donde se sintetizan los
principales métodos vistos durante las Ultimas sesiones para calcular alturas
inaccesibles. Los alumnos trabajaran por parejas y cada una de ellas estara
encargada de medir una altura concreta: ayuntamiento, arbol, campanario de la
iglesia, etc.

Actividad 9: Utiliza los instrumentos construidos en clase para calcular la altura del
objeto que corresponde a tu pareja. Utiliza otros métodos para calcular esa misma
altura: método de Thales, método de Euclides y método de Gerberto de Aurillac.

A la hora de aplicar los métodos descritos durante las sesiones de clase
tomaremos las siguientes medidas para que las condiciones reales sean lo més
préximas posibles a las tedricas:

— Objeto a medir: se elegird un objeto que se suponga vertical, por ejemplo una
farola o un edificio. También trataremos que sea facil de determinar el punto mas
alto del mismo.

- Método de Thales: para garantizar la verticalidad del objeto auxiliar usaremos un
nivel.

— Métodos de Euclides y Gerberto de Aurillac: marcaremos un punto, mediante la
interseccién de dos rectas, en los espejos que es donde tendremos que ver
reflejado el objeto a medir.

Con esta actividad los alumnos deben calcular una distancia que nos resulta
inaccesible ayudandose de métodos que han sido descritos y justificados en clase
(objetivo O3). Durante su desarrollo pueden detectarse los errores siguientes:
establecer de manera errénea la proporcion que determina el teorema de Thales o la
semejanza de triangulos y mala utilizacibn o ausencia de las unidades de medida
(errores E2 y E6)

Por ultimo, los alumnos deberan comparar las medidas obtenidas con los
distintos métodos y realizar esa misma comparacion con otras parejas que hayan
realizado la medicion del mismo objeto.
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Sesion VII: Comprobacién de aprendizajes adquiridos.

La ultima sesién que dedicaremos al tema de Semejanza estara destinada a
realizar una prueba escrita que nos servird para comprobar los aprendizajes
adquiridos por los alumnos a lo largo de las Ultimas sesiones.

A continuacion, proponemos un modelo de examen para este tema:

Elige al menos dos de los siguientes ejercicios y resuélvelos:

Ejercicio 1. Analiza la situacién que se describe a continuacion y responde las
preguntas que se plantean:

Pretendemos medir la altura de una torreta de electricidad. Para ello,
tendremos que tener en cuenta que ésta se encuentra al otro lado de un rio que no
podemos cruzar.

a) Decide, ayudandote del esquema realizado en clase, cual de los métodos
vistos en clase para calcular distancias inaccesibles podemos utilizar para obtener la
altura deseada y justifica tu respuesta.

b) Indica los materiales que necesitas para aplicar el método elegido.

c¢) Dibuja un esquema de la situacion que se produce e identifica los triangulos
semejantes que se forman.

Ejercicio 2: En el siguiente dibujo, el segmento AB representa la longitud mayor de un
lago, que no podemos medir directamente. Nos colocamos en un punto E desde
donde son visibles los extremos del segmento anterior y trazamos un segmento CD
paralelo a AB. Ayudandote de la informacion que aparece en el dibujo, calcula la
longitud mayor del lago. Identifica triangulos semejantes en la situacién que se narra.

A

172 m

12.5m

Ejercicio 3: Para calcular la altura de un edificio nos ayudamos de su sombra, que
mide 49 m, y de la sombra de una estaca de 2 m que mide 1'25 m. Dibuja un
esquema de la situacion que se produce, identifica triangulos semejantes y calcula la
altura de ese edificio.

Ejercicio 4: Para medir la altura de una montafia, Pedro, de 182 cm de altura, se sitla
a 2,3 m de un arbol de 3,32 m situado entre él y la montafia de forma que su copa, la
cima de dicha montafia y los ojos de Pedro se encuentran en linea. Sabiendo que
Pedro se encuentra a 138 m del pie de la montafia:
a) Haz un esquema de la situacion que se describe.
b) Identifica triAngulos semejantes.
c¢) Calcula la altura de la montafia.

44




Para la realizacion de la primera actividad que se ha propuesto, los alumnos
podran consultar el esquema realizado en clase en sesiones anteriores y que recoge
un resumen con los métodos vistos en clase y las caracteristicas de los mismos. El
hecho de que los alumnos dispongan de ese esquema para la realizacion del ejercicio
se debe a que el objetivo del tema no es que los alumnos memoricen una serie de
métodos, sino que lo que se pretende es que apliquen la semejanza para el calculo
de distancias inaccesibles.

45



EVALUACION DE APRENDIZAJES ADQUIRIDOS

La evaluacion comienza por la recogida de datos sobre el progreso que
realizan los alumnos durante el estudio del tema. Para ello podemos aplicar diferentes
técnicas como pueden ser tareas escritas, examenes, observacion de debates o
trabajos en grupos, entre otras.

Una vez que disponemos de esta informacion, ésta nos debe ayudar a tomar
posibles decisiones para mejorar el sistema, ya sea en su conjunto o en alguno de sus
componentes. Asi, se pueden tomar decisiones sobre el proceso, los individuos o el
sistema educativo. Es decir, debemos decidir cuéles son los métodos que nos ayudan
a mejorar los resultados, identificar las necesidades de los alumnos para asi planificar
la instruccion y juzgar la calidad del sistema, de los profesores, etc.

A lo largo de esta unidad didactica emplearemos distintas técnicas que nos
permitiran recoger datos sobre el proceso de aprendizaje de los alumnos y los
conocimientos adquiridos por estos. Estas técnicas pasamos a describirlas a
continuacion:

- Observacién de la actitud del alumno en clase: se valorara su comportamiento,
participacién y trabajo diario (10%)

- Cuaderno de trabajo: se realizara un seguimiento de las actividades que los
alumnos realizan, asi como de los razonamientos empleados en las mismas
(15%)

- Esquema de los métodos: en la sesion IV los alumnos rellenaran una tabla donde
se recogeran los distintos métodos vistos en clase (Thales, Euclides y Gerberto de
Aurillac), los instrumentos que se emplean en cada uno de ellos, las condiciones
que deben cumplirse para poder aplicarlos y un esquema de los mismos. Esta
actividad sera realizada por grupos y se tendra en cuenta para la evaluacion de
los alumnos (15%)

- Trabajo_en parejas: en la sesion VI los alumnos aplicaran, en la realidad,
diferentes métodos vistos en clase. La observacion de su trabajo junto con la
entrega por escrito de los ejercicios nos servira para obtener informacién
importante para la evaluacion (15%)

- Prueba escrita: la prueba realizada al final de la unidad nos ayudara a recoger
informacion sobre los conocimientos adquiridos por los alumnos (45%)

La nota final del tema vendra determinada por la ponderacién que se indica
entre paréntesis en cada una de las técnicas empleadas.
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ATENCION A LA DIVERSIDAD

Para tener garantizado el derecho a la educacion de todos los alumnos nos
vemos obligados a planificar unas actuaciones que nos permitan atender a la
diversidad. Aunque estas actuaciones dependeran en gran medida de la realidad que
nos encontremos en cada caso, a continuacion se describen unas posibles
actuaciones segun estas sean de refuerzo o de ampliacion.

Para aquellos alumnos que presenten ciertas dificultades de aprendizaje
podemos tomar diferentes medidas de actuacion entre las que destacamos:

- Dedicar mas tiempo a recordar los conceptos que seran necesarios para seguir con
aprovechamiento el desarrollo del tema o aumentar el nidmero de actividades
propuestas en la sesion inicial. Esta parte es muy importante, pues si se crea una
buena base en un principio podemos conseguir mayores logros en la parte practica
de la unidad.

- Reducir el numero de métodos utilizados para determinar medidas indirectas. De
esta forma, aunque se estudien menos métodos los alumnos dispondran de mayor
tiempo para asimilar los razonamientos seguidos en cada uno de ellos.

- Presentar las actividades con un esquema de la situacién que se esta describiendo.
A la hora de aplicar los métodos vistos en clase proponiamos actividades con una
dificultad graduada: en un primer momento los alumnos disponian del esquema que
se describe en la actividad y en las tareas siguientes son los alumnos los que
deben realizar este esquema. Por tanto, una medida que se puede tomar como
refuerzo es facilitar ese esquema en todas las actividades.

Para atender a aquellos alumnos que presentan un ritmo de aprendizaje mayor
que el resto de sus compafieros, propondremos algunas actividades relacionadas con
el tema que sean de una complejidad mayor, como la siguiente:

Actividad de ampliacion: En un texto antiguo de agrimensura se lee el siguiente
método para medir la anchura de un rio AB con bastones desiguales:

“Clavese bien a plomo el baston menor (EB) en la orilla B, y el otro CD vayase
separdndose hasta que su parte superior D y el punto E del otro se vea el
punto A, y midase la distancia CB, que sea de 32 pies. Digase luego la
diferencia de las alturas de los dos bastones, que sea de 2 pies, es a la altura
del menor EB, que sea de 4 pies, como la distancia CB, que son 32 pies, es a
la anchura del rio, es decir, 2/4 es igual a 32/AB, de donde AB tiene 64 pies.”

Explica el fundamento matematico del procedimiento, empleando un dibujo.
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CONCLUSIONES

El presente trabajo supone el punto final del Master Universitario de Formacion
de Profesorado de Ensefianza Secundaria Obligatoria, Bachillerato, Formacién
Profesional y Ensefianza de Idiomas. Para la realizacion de este trabajo he tenido en
cuenta la formacion que las diferentes materias me han aportado, asi como la
experiencia conseguida en la realizacién de las practicas en el centro educativo.

Las materias genéricas han proporcionado informacién sobre los alumnos y sus
formas de aprender (Aprendizaje y desarrollo de la personalidad) y las especificas han
sido utiles para la realizacion del estudio previo del tema, el establecimiento de los
objetivos especificos y el disefio de las actividades de aprendizaje (Aprendizaje y
ensefianza de las matematicas). Por Ultimo, también ha sido importante lo aportado
por la asignatura Atencion a los estudiantes con necesidades especiales (modulo de
libre disposicion) para comprender la necesidad de establecer actuaciones que nos
permitan atender a la diversidad del alumnado.

Las practicas realizadas en el centro educativo también han ayudado en la
realizacion de este trabajo, principalmente la asistencia al grupo de la opcion A del
altimo curso de la educacion secundaria, pues es a ese curso al que va dirigida la
unidad didactica. De esta asistencia podria destacar las siguientes caracteristicas:

- Los alumnos de este curso no tienen mucha motivacion por la asignatura de
matematicas. Esto se debe a que la mayoria de estos alumnos no seguiran con
estudios superiores. Por ello, resulta importante que les mostremos la parte mas
practica de la asignatura. Asi, en esta unidad nos hemos centrado en la aplicacién
de la semejanza y hemos intentado relacionar este concepto matematico con
situaciones reales donde nos es util su aplicacion.

- La participacion de los alumnos es muy desigual y suelen ser siempre los mismos
alumnos los que se muestran voluntarios para resolver actividades o los que
preguntan sus dudas. La realizaciébn de algunas actividades en parejas o grupos
ayuda a que esos alumnos menos participativos interactien con sus pares y, asi
enriguezcan sus razonamientos.

- En cualquier grupo es usual que los alumnos presenten caracteristicas diversas y
con ello, distintos niveles de aprendizaje. Por tanto, es imprescindible tener en
cuenta este hecho y contar con diferentes actuaciones que nos permitan atender a
la diversidad.

Cada una de las partes que han aparecido a lo largo del documento, han sido
importantes para la planificacion de la Unidad Didactica que se ha desarrollado
anteriormente. La fundamentacion teorica ha servido para establecer los contenidos
minimos que deben aparecer en el tema seleccionado y los criterios de evaluacion a
tener en cuenta; la historia del tema permite conocer mas acerca del tema y su
evolucién a lo largo de los tiempos; y el andlisis didactico permite establecer la relacién
entre los conceptos del tema, asi como los objetivos que se pretenden alcanzar y los
errores que se esperan que surjan.
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Pero debido al caracter practico que tiene este tema en el curso que hemos
seleccionado, la fenomenologia ha sido un punto clave en la elaboracion de las
sesiones propuestas. Hemos pretendido que los alumnos de este curso (opcion A de
cuarto de educacién secundaria obligatoria) utilicen la semejanza de tridngulos para el
célculo de distancias inaccesibles. Por tanto, el estudio de la fenomenologia nos ha
permitido conocer distintos métodos que nos permiten calcular esas medidas de forma
indirecta.

Como ya he mencionado antes, las materias tedricas que han formado parte
del master han sido de utilidad para la realizacion de la Unidad Didactica, pero para
hubiera sido interesante que hubiéramos podido llevar ésta a cabo. De ello
obtendriamos informacion sobre los verdaderos errores que cometen los alumnos que
se enfrentan a este tema o las dificultades que presentan. Esa practica también
hubiera permitido comprobar que los tiempos previstos para cada una de las
actividades pueden respetarse.
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ANEXO: ANALISIS DIDACTICO

Analisis de contenido

De un estudio detallado del tema Semejanza de figuras puede establecerse el
conocimiento conceptual y el procedimental del tema de la siguiente forma:

Conocimiento conceptual

Hechos
Términos
* Magnitud, medida, cantidad,
longitud
» Cociente

* Proporcionalidad numérica
» Veértice
« Angulo

Notacién

Unidades de medida: unidad
cualquiera (u), unidades propias
del sistema métrico decimal
Cociente: a/b 6 a:b

Proporcion: a/b =c¢/d 6 a:b = c:d
Vértices: A, B, C,...

Angulos: A,...

Lados: a, b, c,..., AB, BC,...
Poligonos: ABC, ABCD,...

Convenios

Los lados se denotan por: a, b, c...

e Lado, segmento

¢ Lados y angulos homélogos
* Poligono

* Perimetro, area, volumen

* Recta

e Paralelismo

Perimetro, area y volumen:
P, A V.

Escala: 1:100

Poligonos semejantes:
ABC ~ AB'C’

Razén: k

Rectas: r, s,...

Paralelismo: ||

Los vértices se denotan por: A, B, C,.

Los angulo se denotan por: A, ...

Los segmentos se denotan por: AB, AC...

Los poligonos se denotan ABC, ABCD...

En una razén el numerador se llama antecedente y el denominador
consecuente.

En una proporcion hay cuatro términos a:b = c:d, ay d se llaman extremos y los
otros medios.

El perimetro se denota por P, el area por Ay el volumen por V.

a/b se lee como “aesab”.

El simbolo ~ denota la semejanza de figuras.

La razon de semejanza recibe el nombre de escala en planos, mapas y
magquetas.

1:100 se lee “uno cien”.
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e Parauna escala 1:100 la razén de semejanza es 1/100.

Resultados

* Los angulos de un poligono convexo de n lados suman 180(n-2)°.

* Silarazén de semejanza entre figuras, k, es mayor que 1, la figura se
amplia. Si es menor que 1, se reduce.

* Los segmentos homologos de figuras semejantes son proporcionales.

» Los angulos homologos de figuras semejantes son iguales.

» Las semejanzas llevan puntos alineados en puntos alineados.

* Las semejanzas llevan segmentos en segmentos.

* Las semejanzas conservan los angulos.

» El angulo con el que corta una recta a dos paralelas es el mismo.

* Larazdn de la semejanza producto es igual al producto de las razones de
las semejanzas.

Conceptos
* Razon e Tridngulos en posicion de
* Semejanza Thales
e Escala (gréfica y numérica) e Criterios de semejanza entre
e Cuarto, tercero y media triangulos
proporcionalidad. * Homotecia

» Figuras y poligonos semejantes

Estructura conceptual

e Teorema de Thales » Las magnitudes escalares
e Teorema del cateto constituyen un semigrupo
e Teorema de la altura conmutativo con elemento
e Teorema de Pitdgoras neutro totalmente ordenado
» Las semejanzas son un grupo

equiforme

Conocimiento procedimental
Destrezas

« Obtener relaciones de igualdad y desigualdad de segmentos.
¢ Medidas de longitudes, amplitudes y superficies.

e Operar con medidas de segmentos.

e Operar con medidas de angulos.

» Construir angulos.

« Identificar lados proporcionales en poligonos.

» Construccién de segmentos proporcionales.

< Dividir un poligono en triangulos.

« Reconocer dos magnitudes proporcionales.

* Reconocer series de numeros proporcionales.

e Pasar de una proporcionalidad de magnitudes a una proporcionalidad numérica.
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Razonamientos

e Deductivo:
o Identificar poligonos semejantes.
0 Aplicar los criterios de semejanza.
o Calculo de la media, tercero y cuarto proporcional.
o Comprobar que en un tridngulo rectdngulo, la altura trazada sobre la
hipotenusa es media proporcional entre las dos partes en que divide a ésta.

* Inductivo:
o Establecer la relacion entre las razones de perimetro, area y volumen de
poligonos en relacién de semejanza.
o Establecer la relacion entre las alturas de poligonos semejantes (tridngulo,
paralelogramo, trapecio).

* Figurativo:
0 Representacion a escala de un objeto de la realidad.
o Dibujar un poligono semejante a otro dada la razon.

e Célculo de la razén de semejanza entre figuras.
* Obtener la escala.

* Calculo de distancias, areas y volimenes en mapas, planos y maquetas
interpretando el concepto de escala.

Estrategias

» Construccién de poligonos semejantes.
e Célculo de la longitud de un segmento en triangulos en posicién de Thales.
» Calculo de distancias y alturas inaccesibles usando el teorema de Thales.
« Desarrollar la capacidad de construccion grafica que se deriva del teorema de
Thales.
o Calculo grafico de medio, tercero y cuarto proporcional.
0 Representacién en la recta real de nUmeros racionales.
o Dividir un segmento en partes iguales y en partes proporcionales.

En este apartado haremos referencia a los sistemas de representacion que
aparecen en el tema que estamos estudiando. Estos sistemas pueden ser de los
siguientes tipos: simbdlico, verbal, tabular, grafico y tecnoldégico. Pasamos a describir
cada uno de ellos:

Simbdlico: es aquel en el que se utilizan escrituras matematicas en las que aparecen

nameros, letras, signos y operaciones. Dentro de tema podemos encontrar los
siguientes casos particulares:
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- Para representar la razon: a/b

- Para representar la proporcionalidad de segmentos: a/b = c/d

- Para representar la semejanza existente entre dos figuras:

- Algebraico: en la traduccion de un problema geométrico a una ecuacion. Por
ejemplo:

¥-3

- Numérico:

Para representar la razon: K= 1,6
Para representar la proporcionalidad se segmentos: 2/4 = 6/12

Verbal: son las manifestaciones que hacemos de cualquier concepto matematico a

través de

nuestro lenguaje natural:

Para representar la semejanza entre dos figuras: “Figuras semejantes”

Para representar la escala: “Una unidad de medida en el mapa

corresponde a 100 unidades en la realidad” o “Uno cien”

Para representar la proporcionalidad entre segmentos: “a es a b como ¢

esad”
Para representar la razon: “a sobre b”

Tabular: este sistema nos permite comparar medidas en distintas figuras

Para representar la proporcionalidad entre lados:

Lados poligono 1 | Lados poligono 2 | Lados poligono 3

2cm 4 cm 6cm

1'3 cm 2’6 cm 3'9cm

Grafico: este sistema de representacion se centra en la imagen visual.

18

Para representar figuras semejantes:

1lem

3o . =

o o E
=
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Para representar el Teorema de Thales:

“‘--.9_\“&-‘

L1

figua

Para representar la escala:

o o 4 b Km
5 +=2em —

Para representar planos, mapas y maquetas:

= :
iﬁ‘@g
i o
tu |
|

Para representar la proporcionalidad:

A
\

[=]]
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Tecnoldgico: podemos usar distintos programas dinamicos que ademas de usar un
sistema de representacion grafico nos permiten cambiar las condiciones de la figura y
asi comprobar que se mantienen ciertas propiedades.

CABRILOG

GeoGebra :

La siguiente tabla recoge un resumen de los fendmenos que estan
relacionados con el tema de Semejanza de figuras:

. . L Concepto
Contexto Fenomenos Situacion P
matematico
§ Profundidad | Método de la profundad de un pozo Laboral
«Q
g Método de Euclides
o A .
o) Altura Método de la escuadra Laboral Semejanza de
= Método de Gerberto de Aurillac triangulos
Q
g Distancia de un barco a un puerto Laboral
2 Distancias — - -
& Medicion del radio de la Tierra C
] s ' Cientifica
Medicion de la sombra de la Tierra
¢,Como ve una El ojo humano - Semejanza de
. Cientifica i
lente? Cémara de fotos triangulos
Tratamiento de Proyectores Cientifica .
L, . o] Homotecia
imagenes Fotocopiadoras
personal
Representacion de | Topografia: representacion de Per?)onal Escala
la realidad mapas, planos y maquetas S
cientifica
Universo: dindmica de agujeros
negros y galaxias
Naturaleza: cristales en minerales, | cientifica
Identificacion de caracolas, espirales de girasol, . .
- . P NUmero aureo
patrones numeéricos | proporciones morfologicas de una
abeja, etc.
Busqueda de la belleza: piramide Social
de Keops, rostro de la Gioconda

El siguiente mapa establece la relacion entre los diferentes conceptos del tema,
sistemas de representacion y fenédmenos relacionados con el tema:
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ANALISIS COGNITIVO

En el tema de Semejanza de figuras podemos distinguir tres focos importantes.
Estos son:
e Proporcionalidad de segmentos
« Figuras/cuerpos semejantes
e Teorema de Thales

Dentro de cada uno de estos focos podemos encontrar una serie de objetivos
gue se pretenden conseguir. En las siguientes tablas se recogen dichos objetivos,
agrupados por focos, y la vinculacién que existe entre ellos y las competencias PISA:

PRI AJ| C M |RP| R |LS | HT

PROPORCIONALIDAD DE

SEGMENTOS s|1j2)0 121112710

Reconocer series de segmentos

01 )
proporcionales

02 Calcular la razén entre dos X X
segmentos

Calcular numéricamente medio,

03 .
tercero y cuarto proporcional

Construir segmentos
04 proporcionales siendo la razén X X X
conocida

PR|AJ| C M |RP| R |LS | HT

FIGURAS/CUERPOS SEMEJANTES 6 2 4 1 3 1 2 1

Identificar y describir invariantes

05 entre dos figuras/cuerpos X X
semejantes
Calcular la razon de semejanza
06 entre dos figuras/cuerpos X X X
semejantes

Dibujar (con regla y compdas, con
Geogebra,...) una figura
semejante a otra, dada la razén o
algun lado de la segunda

o7

Identificar triangulos semejantes
08 utilizando los criterios de X X X
semejanza

Establecer la relacion entre las
razones de perimetros,
superficies y volumenes de
figuras/cuerpos semejantes

09

Calcular distancias, areas y
O10 | volumenes en mapas, planosy X X X
magquetas interpretando la escala




PRIAJ| C | M |RP LS | HT
TEOREMA DE THALES 4 1 0 1 3 0 3
Identificar y construir triAngulos
011 | semejantes utilizando el teorema | X X X
de Thales.
012 Construir graficamente: rr_ledlo, X X
tercero y cuarto proporcional
013 D|_V|d|r un segmento en partes X X X
iguales y/o proporcionales
Representar nimeros racionales
014 . X
en la recta real (regla y compas)
Calcular distancias inaccesibles
015 | en situaciones reales usando la X X X
semejanza de triangulos

Del estudio del tema de “Semejanza de figuras” se pueden enumerar una
serie de errores y dificultades, los cuales se esperan que surjan en los alumnos que se
enfrenten a dicho tema. En la siguiente tabla aparecen enumerados estos errores y su
relacion con los objetivos antes citados:

Errores y dificultades Obje_tlvos
asociados
E1 | Confundir figuras parecidas con semejantes 01, 05
Identificar erroneamente poligonos semejantes (comprobar
E2 . L 01, 05
s6lo algunas condiciones)
E3 | Dificultades propias del lenguaje (doble, mitad,...) 04, O7
E4 Interpretar_ la raz6n como parte de la unidad u operador 04, 07
fraccionario
E5 | No verificar la solucion apoyandose en la razon de semejanza 04, 07
E6 | Mezclar los criterios de semejanza o8
E7 | Dificultad con la notacion de escala 010
E8 | Vincular la escala a una unica unidad de medida 010
E9 | Generalizar la razdn de semejanza en superficies y volimenes 09, 015
Establecer de manera errénea la proporcion que determina el
E10 . ) 015
teorema de Thales o la semejanza de figuras
Aplicar el teorema de Thales cuando no se cumplen las
E11 | " . , : 015
hipétesis (por ejemplo, paralelismo )
Dificultad para representar una situacion graficamente que se
E12 . . : 015
resolvera mediante semejanza
No seleccionar correctamente los datos para resolver un
E13 o : : 015
problema o utilizar datos innecesarios
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