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U.D. TRIGONOMETRIA INTRODUCCION

0. INTRODUCCION

0.1 JUSTIFICACION

La ORDEN ECI/3858/2007, de 27 de diciembre se encarga de establecer la ordenacion
de las ensefianzas del Master en Formacion al Profesorado de Secundaria, y, en el
Apartado 3 de su ANEXO fija las competencias generales que los estudiantes de dicho
Master deben adquirir. Entre estas competencias encontramos:
= Planificar, desarrollar y evaluar el proceso de ensefianza y aprendizaje.
= Buscar, obtener, procesar y comunicar informacion, transformarla en
conocimiento y aplicarla en los procesos de ensefianza y aprendizaje.
= Concretar el curriculo que se vaya a implantar en un centro docente participando
en la planificacién colectiva del mismo; desarrollar y aplicar metodologias
didacticas tanto grupales como personalizadas, adaptadas a la diversidad de los
estudiantes.
Asimismo, esta orden hace una concrecion de objetivos en cada modulo y materia.
Dentro de las competencias correspondientes al modulo especifico, en las distintas
materias, se encuentran las siguientes:
= Conocer la historia y los desarrollos recientes de las materias y sus perspectivas
para poder transmitir una vision dinamica de las mismas.
= Conocer contextos y situaciones en que se usan o aplican los diversos
contenidos curriculares.
= Conocer los desarrollos tedrico-practicos de la ensefianza y el aprendizaje de las
materias correspondientes.
= Transformar los curriculos en programas de actividades y de trabajo.
= Adquirir criterios de seleccion y elaboracion de materiales educativos.
= Integrar la formacion en comunicacion audiovisual y multimedia en el proceso
de ensefianza-aprendizaje.
= Conocer estrategias y técnicas de evaluacion y entender la evaluaciéon como un
instrumento de regulacion y estimulo al esfuerzo.
Ademas de esto, la LEY ORGANICA 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion (L.O.E.) fija
las funciones del profesorado en el Capitulo I del Titulo I, entre las que se encuentran
la programacion y ensefianza de las materias asignadas y la evaluacion del proceso de
aprendizaje del alumnado, asi como la evaluacion de los procesos de ensefianza.

En este contexto, y, cifiéndome a las directrices para este Trabajo de Fin de M aster
(TFM), he elegido entre las diferentes modalidades la de la elaboracion de una unidad
didactica debidamente fundamentada, en la que intento plasmar la adquisicion por mi
parte de las competencias antes nombradas.

Esta unidad didactica desarrolla el tema de trigonometria y esta dirigida al nivel de 4° de
E.S.O. (opcion B). La razdn por la cual decidi elegir este tema y este nivel es que en el
modulo Practicum pude intervenir en unas sesiones de clase en las que trabajé este tema
con un grupo de 4° de E.S.O., hecho que considero me da una perspectiva mas amplia
en la que apoyarme para la realizacion de esta unidad.

A continuacion resumo la normativa referente a la ordenacion de la ensefianza
secundaria que debe ser tenida en cuenta para en este trabajo.
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0.2 MARCO NORMATIVO CURRICULAR

La L.O.E. define en el Articulo 6 de su Titulo Preliminar el Curriculo como el conjunto
de objetivos, competencias basicas, contenidos, métodos pedagdgicos y criterios de
evaluacion. Segun esta ley, le corresponde a las administraciones educativas establecer
cuales son los minimos exigibles que debe contener el curriculo para cada una de sus
componentes. Encontramos por lo tanto un primer nivel de responsabilidad en cuanto a
la planificacion del curriculo en la administracidn educativa nacional y autonémica. El
segundo nivel de concrecion le corresponde a los centros educativos y profesionales
docentes. La L.O.E. establece las funciones de los centros educativos, y, en el Articulo
125, referente a la Programacion general anual, establece que los centros elaboraran
dicha programacion, en la que se recogeran aspectos relativos a la organizacion y
funcionamiento del centro entre los cuales esté incluido el curriculo. Ya por ultimo, le
corresponde a los departamentos didacticos en cada centro desarrollar esta
programacion general en una Programacion de Departamento, llevada a cabo por los
docentes.

El REAL DECRETO 1631/2006, de 29 de diciembre, establece las ensefianzas minimas
correspondientes a la Educacién Secundaria Obligatoria, a las que hace referencia la
L.O.E. La finalidad de estas ensefianzas minimas es garantizar una formacion comdn
para todos los alumnos y alumnas.

En primer lugar se hace referencia en este Real Decreto, en el Articulo 7, a las
competencias basicas que al final de la etapa de la E.S.O. los alumnos y alumnas
deberan haber adquirido. Estas competencias basicas ponen el acento en aprendizajes
considerados imprescindibles, desde un planteamiento orientado a la aplicacion de los
saberes adquiridos y se debe contribuir a ellas desde todas las areas. En el marco de la
propuesta realizada por la Unién Europea se fijan las siguientes competencias bésicas™:
Competencia en comunicacion linguistica.

Competencia matematica.

Competencia en el conocimiento y la interaccion con el mundo fisico.
Tratamiento de la informacion y competencia digital.

Competencia social y ciudadana.

Competencia cultural y artistica.

Competencia para aprender a aprender.

Autonomia e iniciativa personal.

Por otro Iado tanto los objetivos como la propia seleccién de los contenidos buscan
asegurar el desarrollo de estas competencias, y, los criterios de evaluacion, sirven de
referencia para valorar el progresivo grado de adquisicién de las mismas.

En cuanto a las ensefianzas minimas, este Real Decreto realiza una descripcion detallada
de los contenidos por curso o bloques de cada materia asi como los criterios de
evaluacion. Recojo a continuacion los del curso 4° de E.S.O. opcién B, que involucran a
esta unidad didactica:

ONOUTAWNE

L En el Anexo | a este Real Decreto se tiene acceso a una descripcion detallada de cada una de estas
competencias.
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CONTENIDOS:

Contenidos comunes:

Planificacion y utilizacion de procesos de razonamiento y estrategias de
resolucion de problemas.

Expresion verbal de argumentaciones y procedimientos de resolucién de
problemas con la precision y rigor adecuados a la situacion.

Interpretacion de mensajes que contengan argumentaciones o informaciones de
carécter cuantitativo o sobre elementos o relaciones espaciales.

Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas.

Perseverancia y flexibilidad en la busqueda de soluciones a los problemas y en
la mejora de las encontradas.

Utilizacion de herramientas tecnoldgicas para facilitar los calculos de tipo
numeérico, algebraico o estadistico, las representaciones funcionales y la
comprension de propiedades geométricas.

Contenidos del blogue de Geometria:

e Razones trigonométricas. Relaciones entre ellas. Relaciones métricas en los
triangulos.

e Uso de la calculadora para el calculo de angulos y razones trigonométricas.

e Aplicacion de los conocimientos geomeétricos a la resolucion de problemas
métricos en el mundo fisico: medida de longitudes, areas y volumenes.

e Razon entre longitudes, areas y voliumenes de cuerpos semejantes.

CRITERIOS DE EVALUACION:

De los siete criterios de evaluacion que aparecen para todo el curso, destaco el tercero y
séptimo gue se encuentran intimamente relacionados con el tema abordado:

e Utilizar instrumentos, férmulas y técnicas apropiadas para obtener medidas
directas e indirectas en situaciones reales.

Se pretende comprobar la capacidad de desarrollar estrategias para calcular

magnitudes desconocidas a partir de otras conocidas, utilizar los instrumentos de

medida disponibles, aplicar las formulas apropiadas y desarrollar las técnicas y

destrezas adecuadas para realizar la medicion propuesta.

e Planificar y utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolucion de
problemas tales como la emision y justificacion de hipétesis o la
generalizacion, y expresar verbalmente, con precision y rigor,
razonamientos, relaciones cuantitativas e informaciones que incorporen
elementos matematicos, valorando la utilidad y simplicidad del lenguaje
matematico para ello.

Se trata de evaluar la capacidad para planificar el camino hacia la resolucion de

un problema, comprender las relaciones matematicas y aventurar y comprobar

hipétesis, confiando en su propia capacidad e intuicion. También, se trata de
valorar la precision y el rigor del lenguaje utilizado para expresar todo tipo de

informaciones que contengan cantidades, medidas, relaciones, numéricas y

espaciales, asi como estrategias y razonamientos utilizados en la resolucion de

un problema.
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La aportacién de la administracion educativa andaluza a esta descripcién en lo que
respecta al curriculo en la E.S.O. se da en la Orden del 10 de Agosto del 2007.
Establece que los departamentos didacticos seran los encargados de desarrollar las
programaciones didacticas de las distintas materias, mediante la concrecion de los
objetivos, ordenacion de los contenidos, establecimiento de la metodologia y de los
procedimientos y criterios de evaluacion. En la elaboracion de dichas programaciones se
deberan incluir los ndcleos tematicos del curriculo propio de Andalucia, establecidos en
el Anexo I, asi como los principios para el desarrollo de los contenidos y orientaciones
metodoldgicas establecidas en dicha Orden. También seran los departamentos los
encargados de programar las distintas medidas de atencion a la diversidad que pudieran
llevarse a cabo.
Los nudcleos tematicos a los que hace referencia esta Orden, correspondientes a la
materia de matematicas son los siguientes’:

e Resolucion de problemas (transversal).

e Uso de los recursos TIC en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas
(transversal).
Dimensidn historica, social y cultural de las matematicas (transversal).
Desarrollo del sentido numérico y la simbolizacion matematica.
Las formas y figuras y sus propiedades.
Interpretacion de fendmenos ambientales y sociales a traves de las funciones
y sus graficos y de las estadisticas y probabilidad.
Se puede ver una descripcion mas detallada de cada uno de estos nucleos tematicos
desde el punto de vista de su relevancia y sentido educativo, contenidos relevantes,
interaccion con otros nucleos tematicos, sugerencias acerca de lineas metodologicas y
utilizacion de recursos y criterios de valoracion de los aprendizajes, en dicho anexo.

0.3 ESTRUCTURA DEL TRABAJO

Es por lo tanto labor del docente llevar a cabo una planificacion completa del curriculo
teniendo como base la anterior normativa, y ese es el objetivo de este trabajo, en el que
realizo un analisis didactico completo que facilite desarrollar la unidad didactica
teniendo en cuenta todas las variables que definen el curriculo.

La estructura del analisis didactico es la siguiente:

1.- Analisis de contenido (desarrollo histérico, estructura conceptual, sistemas de
representacion y fenomenologia).

2.- Analisis cognitivo (objetivos y competencias, errores y dificultades, oportunidades
de aprendizaje).

3.- Analisis de instruccién (variables a considerar en las tareas, materiales y recursos).
4.- Analisis de la evaluacion (instrumentos y criterios de evaluacion).

Tras este analisis didactico, propongo una secuenciacion de tareas con la que abordar en
unas cuantas sesiones de clase los contenidos estudiados.

2 Se puede ver una descripcién mas detallada de cada uno de estos niicleos tematicos desde el punto de
vista de su relevancia y sentido educativo, contenidos relevantes, interaccion con otros nicleos tematicos,
sugerencias acerca de lineas metodoldgicas y utilizacion de recursos y criterios de valoracion de los
aprendizajes, en el Anexo | a dicha Orden.
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1 ANALISIS DE CONTENIDO:

1.1 HISTORIA

Para tener una perspectiva completa del contenido que conforma el cuerpo teérico del
tema es importante realizar un estudio de la evolucion histérica de los conceptos
implicados. Realizo a continuacion un breve resumen de los hechos mas importantes en
el desarrollo historico de la trigonometria.

PRIMEROS PRECEDENTES:
EGIPTO 2000-1800 a.C.
En el problema 56 del Papiro de Rhind o de Ahmes (en la figura

"»l= . \-Aubk:v;'L'-'a_ i
FRARR S ~_ se puede observar un detalle de este papiro) se encuentran por
_f A= = primera vez rudimentos de trigonometria y de teoria de triangulos
“"I ___—— "A“E semejantes. Del problema de mantener la pendiente de cada cara

e ] ., ., .
R TR D f T .,:m}: constante durante la construccion de una piramide, surge lo que

PN T B TR podriamos considerar como la primera razdn trigonométrica. Los
l}h‘a‘:ﬁj‘a_\ o "k‘Ti W =:f1 egipcios tenian en cuenta el cociente entre “el avance” y “la

L2 T 2a Adalids subida” para medir la pendiente, es decir, lo hacian por medio del

UPmmlLaN 25 =<4 cociente entre la variacion horizontal y la vertical (la actual
cotangente) a la que llamaban “seqt”. Hoy en dia esta razon tiene importancia en
arquitectura, donde se llama a esta medida “desplome”. En el problema 56 de este
Papiro, se pide calcular el “seqt” de una piramide de la que se conocen la altura y base.

BABILONIA 1900-1600 a. C.

En la tablilla 322 de la coleccidn Plimpton, conservada en la Universidad de Columbia,
aparece otro “germen” de la trigonometria. Esta tablilla muestra una tabla con una serie
de ternas pitagdricas formadas por nimeros enteros (idearon un método para obtenerlas)
y aparece también en la tabla la razén entre hipotenusa y cateto mayor (la actual
secante) en una secuencia de grado en grado de 31° a 45°. Esta tabla fue utilizada en los
problemas de medir areas de cuadrados o lados de triangulos rectangulos.

Pero las tablillas mesopotamicas y los papiros egipcios, como todos los documentos
prehelénicos, contienen siempre casos practicos, sin ninguna formulacién general, son
unas matematicas totalmente utilitarias.

EL NACIMIENTO DE LA TRIGONOMETRIA. GRECIA.

“Cuando trazo a placer el vertiginoso ir y venir de los cuerpos celestes,
mis pies ya no tocan la tierra, sino que me hallo en presencia del mismo Zeus
y me sacio de ambrosia, alimento de los dioses.” (Ptolomeo)

La trigonometria surge en Grecia para dar respuesta a problemas clasicos de la
Astronomia de la época. Aristarco de Samos escribié un tratado (en torno al 260 a.C.)
titulado Sobre los tamafios y distancias del Sol y la Luna en el que, por medio de la
semejanza de triangulos, daba la relacion entre las distancias Tierra-Sol y Tierra-Luna.
Otro trabajo que aportd nuevas muestras de que en aquella época se daba el ambiente
idoneo para el nacimiento de la trigonometria, es el de Eratdstenes de Cirene
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(276 a.C. -194 a.C.), que, en su tratado, Sobre la
medida de la tierra, aproxima el tamafio de ésta
utilizando una medicion del angulo entre dos

ciudades, Assuan y Syena, situadas en el mismo

RAYDS DEL S0L

meridiano, obteniendo el resultado de un T
cincuentavo de circulo completo, para después wnemw | [" \
multiplicar por 50 la distancia entre estas dos /" Svesa |, \
ciudades y obtener asi una aproximacion bastante / VL

buena de la longitud de la circunferencia de la |f K| ncr&.\\

tierra, de unos 250.000 estadios, o lo que es lo

mismo, unos 46.000 Km. En este trabajo se aprecia como se empiezan a relacionar

angulos (en la circunferencia) y distancias (longitud del arco). El intento de profundizar

en el conocimiento de estas relaciones, para aplicarlo en multitud de problemas
astrondémicos, de navegacion, agrimensura, etc., fue lo que impulso el desarrollo de la
trigonometria.

Poco después de estos trabajos aparece la obra de Hiparco de Nicea, considerado el
padre de la trigonometria porque elabora la primera tabla
trigonométrica de la que se tiene constancia. Hiparco de Nicea
(ca. 180-ca. 125 a.C.) se ocup6 de elaborar una tabla en la que
aparecieran valores de arcos y sus cuerdas correspondientes,
asi como la razdn entre éstos, para una serie completa de
angulos. La contribucion que se le atribuye a Hiparco es la de
organizar y ordenar los datos empiricos obtenidos por los

rerdg\\ babilonios. No sabemos con precision cuando comenzo a
usarse una division del circulo completo en 360°, pero parece

6 ser que este hecho se debe principalmente a Hiparco, que
utilizo tal division en su tabla de cuerdas, debido probablemente a la astronomia, donde
el zodiaco habia sido dividido en 12 “signos” o 36 “decanes”, divididos éstos a su vez
en 30 o 10 partes, respectivamente.

Otro de los personajes que ayudo al desarrollo de la trigonometria en la antigua Grecia
fue Menelao de Alejandria (ca. 100), que en el tratado Esferica, libro I, establece las
bases de la trigonometria esférica, estudiando y deduciendo algunas propiedades de los
triangulos esféricos.

Pero fue la obra de Ptolomeo la de mayor importancia en cuanto a lo que concierne a
los origenes de la trigopnometria. En su obra Sintaxis matematica (que fue Ilamada por
los arabes Almagesto), escrita durante el segundo siglo de nuestra era, de la cual se
conservan copias, Ptolomeo realiza un tratado astronomico, en el que calcula tablas de
cuerdas, usadas para “leer” la posicion de los astros. En este tratado Ptolomeo presenta
un importante resultado, del cual se deducen como casos particulares formulas para el
calculo de cuerdas para la suma y diferencia de arcos, y de éstas las del arco doble y
mitad. Con estas herramientas, Ptolomeo tuvo mas facil la elaboracion de tablas de
cuerdas con mayor exactitud, e incluy6 en su Almagesto una para angulos desde medio
grado hasta 180°, de medio en medio grado. Para ello, Ptolomeo utiliz también la
division de la circunferencia en 360 partes (grados), las cuales a su vez fueron
subdivididas en 60 partes (partes minutae primae, de aqui la procedencia del término
minuto) y cada una de estas también fue dividida en otras 60 partes (partes minutae
secundae, y, de aqui la procedencia de segundo). EI hecho de tomar subdivisiones de 60
partes se debe a que el sistema de numeracion sexagesimal que utilizaban los
babilénicos por aquella época, era mucho mas eficaz para operar con fracciones que el
sistema de fracciones unitarias egipcias, y el de las fracciones usuales de los griegos.
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Ademas Ptolomeo también dividio el diametro de su circulo trigonométrico en 120
partes, quedando el radio dividido en 60.

Las tablas que elabord Ptolomeo en el Libro | de Almagesto fueron una herramienta
indispensable para los astronomos durante mas de mil afos.

No esta claro que hubiera progresos importantes en la trigonometria de Ptolomeo, en el
afio 150 de nuestra era, respecto a la de Hiparco en el afio 150 a.C., o incluso respecto a
Apolonio y Arquimedes cien afios antes. Pero lo que es claro, es que desde ese
momento en que la trigonometria satisface todas las exigencias practicas de los
problemas astrondmicos, se deja de profundizar en su estudio, ya que en esta época
imperaba un movimiento a la préctica que dominé durante tres siglos. Pero mas tarde
estas técnicas serian estudiadas de nuevo por arabes e hinddes, los cuales haran de
puente entre la matematica antigua y el mundo moderno.

LA TRIGONOMETRIA HINDU

Los Siddhantas son unas obras escritas, que aparecieron hacia
finales del siglo 1V, que recogen conocimientos sobre
astronomia. En ellos se puede observar una gran influencia de las
teorias astrondémicas griegas, y particularmente de la
trigonometria y astronomia de Ptolomeo. Pero aunque los
hindles adquiriesen sus conocimientos acerca de la
trigonometria de Grecia, le dieron una nueva forma muy
significativa.
La trigonometria de Ptolomeo se basaba en la relacion entre
las cuerdas y los correspondientes arcos o angulos centrales
que ellas subtienden, pero los hindues estudiaron la razén
-~ entre la mitad de la cuerda (semicuerda) y la mitad del arco,
y esta razén fue el antecesor de nuestro actual seno.
No mucho después de los Siddhantas, durante el siglo VI, vivié Aryabhata, cuya obra
mas conocida, titulada Aryabhatiya, es un delgado volumen escrito en verso que recoge
temas de astronomia y matematicas. Sin ninguna relacién con la légica o la metodologia
deductiva mas propias de la matematica griega, Aryabhata también realizo tablas donde
se dan los senos de los angulos menores o iguales que 90° para 24 intervalos angulares
de 3y% de grado cada uno. Las tablas incluyen tambiéen los valores de lo que llamamos
seno verso de un angulo es decir, (1- sen 6). Aryabatha utiliz6 una circunferencia de
360-60=21.600 unidades, para lo que tuvo que tomar entonces un radio de 3.438
unidades (utilizando una aproximacion de © correcta hasta la milésima), por lo tanto,
habria que dividir los valores de la tabla entre ese radio, para obtener unas tablas de
senos bastante precisas.

LA TRIGONOMETRIA ARABE

Un par de siglos después de Aryabatha, aparecen las primeras referencias sobre
trigonometria en Arabia. Estas referencias en principio adoptaban el modelo de cuerdas
griego, pero finalmente se decantaron por el modelo hindd, basando asi su teoria sobre
la funcidn seno, y fue a través de los arabes como llego6 a Europa la trigonometria del
seno.

Una de las obras destacables es la de Al-Battani (ca. 850-929), conocido en Europa
como Albategnius, que en su libro Sobre el movimiento de las estrellas aplica la
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trigonometria directamente al tridngulo rectangulo, obteniendo una férmula que en la
actualidad se leeria como
a sen(90°—-A)

sen A

donde a y b son los catetos de un tridngulo rectangulo y A el angulo opuesto al lado a.
Un siglo mas tarde, en la época de Abu’l-Wefa (939-998), la funcién tangente era ya
conocida y se podia expresar la relacién anterior como a=b tg A. Los arabes calculaban
la funcidn tangente sobre el circulo unidad, lo que no ocurria con la funcion seno de los
hindues, acercandose un poco mas a la idea de la trigonometria moderna. Ademas el
trabajo de Abu’l-Wefa fue un trabajo mas sistematico, “a la griega”, en la que se
demuestran ya importantes resultados como las férmulas del angulo doble y del angulo
mitad, o el teorema de los senos para triangulos esféricos. También realiz6 una tabla de
senos de angulos de cuarto en cuarto grado con ocho cifras decimales exactas, una tabla
de tangentes, y utilizd en sus célculos las seis funciones trigonométricas usuales y
diversas relaciones entre ellas, pero esta utilizacion de las seis funciones no parecio ser
muy seguida en el periodo medieval.
Pero los arabes llevaron la trigonometria mas alla, Al-Biruni (973-1048), al resolver el
problema de inscribir un poligono regular de nueve lados en una circunferencia, lo
reduce a resolver la ecuacion x3=1+3x, por medio de la férmula matematica para cos36.
También en aquella época, Ibn-Yunus, introdujo la formula

2C0S XC0S Y = COS(X+ Y)+Ccos(X—Y)

que es una de las cuatro formulas de transformacion “de productos a sumas” que se
utilizaron en Europa durante el siglo XVI, antes de que se inventaran los logaritmos.
Los avances serian menores en los siguientes siglos, y ya en periodo de decadencia
cultural del mundo isldmico, Nasir Eddin Al-Tusi (1201-1274), astrbnomo nieto del
gran conquistador Genghis Khan, siguiendo las lineas de Abu’l-Wefa escribio el primer
tratado sistematico de trigonometria plana y esférica, en la que se presenta como materia
independiente, y no ya ligada a la astronomia. En esta obra se estudian las seis
funciones trigonométricas usuales, y se dan reglas para resolver los diversos casos de
triangulos planos y esfeéricos.

b=

LA EUROPA MEDIEVAL

Durante el siglo XII los europeos latinos superaron la barrera lingdistica que les
separaba de la cultura arabe, e incluso de la cultura griega. Comenzaron a hacerse en
esta época una oleada de traducciones del arabe, hebreo y griego al latin. De pronto la
Europa Occidental comenz6 a mirar la matematica arabe de una manera mas favorable a
como lo habia hecho con la geometria griega, y los intelectuales latinos del siglo XII
adquirieron la trigonometria &rabe tal y como aparecia en las obras astronémicas. De
una de estas traducciones, hecha por Gerardo de Chester sobre el 1150, surge el término
seno. Los hinddes llamaron jiva a la semicuerda antes nombrada, y los arabes adoptaron
este nombre bajo la forma jiba, ahora bien, en arabe existe también la palabra jaib que
significa —bahia- 0 —ensenada-, y cuando Roberto de Chester se encontro con el término
técnico jiba, debié confundirlo con la palabra usual jaib, y lo tradujo por la palabra
sinus que es el nombre latino para —bahia- 0 —ensenada-. A veces se utilizo para la
semicuerda la frase mas detallada sinus rectus o “seno recto o vertical”, y de ahi
también el nombre de sinus versus o nuestro “seno verso” para el “seno vuelto sobre su
lado”.

Europa no alcanzo un alto nivel en el campo de la trigonometria hasta que
Regiomontano (1436-1476) escribid su obra De triangulis hacia el 1464 En el primer
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libro de este tratado, encontramos una exposicion de los conceptos fundamentales sobre
magnitudes y razones, inspirada por Euclides, y a continuacion vienen mas de 50
proposiciones que tratan de la resolucion de tridangulos basandose en las propiedades de
los triangulos rectangulos. El libro 11 comienza enunciando con claridad el teorema de
los senos y demostrandolo, y sigue con otros problemas sobre determinacion de lados,
angulos y areas de triangulos planos conociendo algunos datos. Un ejemplo de este tipo
de resultados es el siguiente:

“Si se conocen la base de un triangulo y el angulo opuesto, y si ademas se conoce 0
bien la altura correspondiente a la base, o bien el &rea, entonces pueden calcularse los
otros lados ™.

Los libros I11'y IV contienen resultados acerca de la trigonometria esférica, incluyendo
el teorema de los senos.

En esta obra, Regiomontano no contempla la funcion tangente que si incluiria en un
tratado posterior Tabulae directionum, Regiomontano utilizé un radio de 100.000
unidades para su tabla de tangentes de angulos de grado en grado. Las obras de
Regiomontano influyeron notoriamente en los trabajos de principios del siglo XV1.

En esta época también contribuy6 al desarrollo de la trigonometria Nicholas Copernicus
0 Copérnico (1473-1543) que fue un astronomo que revoluciond la concepcion del
mundo, si bien es cierto que su obra estaba directamente influenciada por la obra de
Regiomontano.

Se sabe que en 1539 Copérnico recibié como estudiante al joven matematico prusiano
Georg Joachim Rheticus (1514-1576) que habia estado en contacto con la matematica
que se hacia en Nuremberg, por lo tanto con la trigonometria de Regiomontano, pero
Rheticus fue mas lejos, aunando las ideas de estos dos maestros escribi6 el tratado mas
completo que se habia escrito hasta el momento sobre trigonometria, bajo una obra en
dos volumenes titulada Opus palatinum de triangulis. El autor descarta en este libro el
tratamiento tradicional de las razones trigonométricas consideradas respecto a arcos de
circunferencia, para definirlas directamente a partir de los lados de un triangulo
rectdngulo. Rheticus estudio las seis funciones trigopnométricas, y realizo tablas
detalladas de todas ellas. Para realizar sus tablas us6 una hipotenusa (radio) de
10.000.000 de unidades para las funciones seno y coseno, y para las funciones restantes
un cateto adyacente de también 10.000.000 de partes, para intervalos angulares de 10”.

PRELUDIO A LA MATEMATICA MODERNA

La mayor parte de las obras de la antigliedad habian sido ya traducidas, el algebra arabe
habia sido asimilada e incluso mejorada y la trigonometria se habia convertido en una
materia independiente. La época estaba casi madura para llevar a cabo rapidos avances
que superaran las contribuciones antiguas, medievales y renacentistas. La figura mas
brillante de esta transicion fue Frangois Viéte (1540-1603), o en su forma latinizada
Franciscus Vieta. La trigonometria de Viéte se caracteriza por su enfoque analitico
general. Realiz6 un trabajo similar al de Rheticus, realizando también tablas para las
seis razones trigonométricas, en su obra Canon mathematicus (1579), utilizando un
radio de gran magnitud para evitar la aparicion de complicadas fracciones, aunque Viéte
también preferia darle un enfoque a la trigonometria basada en el triangulo rectangulo.
Al darle un carécter analitico, Viete pudo dedicarse a obtener identidades como un
grupo de formulas conocidas como las “reglas de prostafairesis”, esto es, formulas,
como la obtenida por Ibn-Yunus, que permitian convertir un producto de funciones
circulares en una suma o diferencia ( de donde les venia el nombre de prostafairesis,
palabra griega que significa suma y resta). Un ejemplo de estas formulas es

11
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senx + seny = 25en(X; Yy cos(X; Yy

A finales del siglo XV se popularizé este método de prostafairesis, que hizo que,
ayudados por tablas trigonométricas, calculos tediosos se realizaran con menor esfuerzo
en todos los observatorios astrondmicos importantes. Los cocientes por su parte se
manejaban de la misma manera utilizando una tabla de secantes y cosecantes. Viéte
llegd mas alla, relacionando la trigonometria con la teoria de nUmeros para obtener unas
férmulas para el seno y coseno de los &ngulos multiplos de un angulo dado. Todo este
cuerpo tedrico facilitd a Viete el uso de la trigonometria en la resolucion de ecuaciones,
como ya hiciera Al-Biruni siglos atras con una ecuacion en particular. La trigonometria
dio asi un salto hacia problemas aritméticos y algebraicos, y, a finales del siglo XV1y
comienzos del XVII, hubo un entusiasmo considerable por la trigonometria. En esta
época aparece por primera vez el nombre de trigonometria, en el titulo de una
exposicion de Bartholomaeus Pitiscus (1561-1613) que se publicé en el afio 1595 como
suplemento a un libro sobre “esférica”

Poco después, en 1635, Gilles Persone de Roberval realizo un bosquejo de la mitad de
un arco de la curva “seno”, hecho con el que se descubre un nuevo aspecto de la
trigonometria, encaminada ahora hacia un enfoque funcional, que culminara con Euler.
Roberval pudo demostrar con su método de indivisibles que

b
f senxdx = cosa—cosb
a

Pocos afios mas tarde, la trigopnometria tomoé un nuevo rumbo dado por los hermanos
Jacques Bernoulli (1654-1705) y Jean Bernoulli (1667-1748), que redescubrieron los
desarrollos de sen né, cos nd, en funcion de sen 6y cos 6 dados anteriormente por Viete
y los generalizaron a valores racionales de n. Pero lo mas destacable de su trabajo es
coémo los hermanos Bernoulli intentan desarrollar la trigopnometria desde un punto de
vista analitico, con lo que llegaron a resultados de una complejidad superior con los que
estudiaron ciertas ecuaciones diferenciales.
Un trabajo fundamental en este nuevo aspecto analitico de la trigonometria fue el de
Roger Cotes (1682-1716). Cotes tuvo una muerte prematura y sélo se publicaron
algunos trabajos incompletos, a titulo pdstumo, en 1722 con el nombre de Harmonia
mensurarum. En esta obra se reconocia el caracter periddico de las funciones
trigonométricas, y aparecieron por primera vez impresas las representaciones de las
funciones tangente y secante. Se trata de uno de los primeros libros en los que se da un
tratamiento sistematico a las funciones trigonometricas o circulares, incluyendo una
tabla de integrales de éstas. Pero el autor llega mas alla, al ocuparse del problema de la
descomposicion de polinomios y aplicar sus conocimientos de trigonometria para llegar
a resultados que fueron utilizados posteriormente por Abraham De Moivre (1667-
1754), quien, en 1707, en un articulo publicado en las Philosofical Transactions, utiliza
una férmula equivalente a

e’ =cos@+isend
De Moivre sigui6 utilizando la trigonometria para experimentar con nimeros complejos
que resolvieran ecuaciones polindmicas o facilitaran descomponer polinomios sin raices
reales en factores cuadraticos, como ya hiciera Cotes.
Leonhard Euler (1707.1783), uno de los mas grandes matematicos de la época, que
realizé un sinfin de trabajos en distintas ramas de la matematica desde joven y a lo largo
de su vida publicé méas de 500 libros y articulos. Después de su muerte, siguieron
apareciendo obras que se publicaron péstumamente. La obra de Euler Introductio in
analysin se considera la piedra angular del nuevo analisis, vital en el desarrollo de la
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matematica en el siglo XVIII. En lo que respecta a la trigonometria, para Euler el seno
de un angulo era indistintamente un segmento, sino simplemente un namero, la
ordenada de un punto de la circunferencia unidad, o el nimero definido por una serie
infinita. Euler convirtio la trigonometria en una potente herramienta del analisis. Estos
desarrollos en serie de las funciones trigonométricas fueron aplicados por Euler en el
calculo de la suma de series infinitas. Otra de las aplicaciones que Euler le dio a la
trigonometria analitica esta relacionado con el estudio de curvas planas, donde encontrd
expresiones que involucraban a las funciones circulares para representar de forma
paramétrica diversas curvas conocidas, como la cicloide. Como ultimo apunte de la
aportacion que Euler hizo a la trigonometria, cabe decir también que la notacion que
actualmente se utiliza para las funciones trigonomeétricas, sin, cos, tan, cot, sec, cosec se
debe también a su obra Introductio en la cual utilizaba estas abreviaturas.

La trigonometria siguid y sigue siendo una herramienta fundamental en el analisis
moderno. Los nuevos matematicos de los ultimos siglos han estado obligados a
familiarizarse con las funciones trigopnométricas, que aparecen en muy distintos
ambientes: como coeficientes de los desarrollos en serie de funciones continuas, o bien
como componentes de funciones solucion de ecuaciones diferenciales o en derivadas
parciales, implicadas en multitud de problemas relacionados con el estudio de los
fendmenos fisicos, también toman forma de las componentes de matrices
correspondientes a giros en el plano y el espacio, etc.

1.2 ESTRUCTURA CONCEPTUAL

Siguiendo con el analisis de contenido, Y, tras esta revision del desarrollo historico de la
trigonometria, sigue a continuacion un analisis de los conceptos y procedimientos que
se ven involucrados en el proceso de aprendizaje y ensefianza de la trigonometria. En
principio, este analisis esta hecho sin tener en cuenta que la unidad didactica va dirigida
a alumnos de 4° de E.S.O., mas adelante realizaré una concrecion y seleccionaré de este
analisis los conceptos y procedimientos oportunos para la ensefianza de la trigonometria
a ese nivel.

El analisis esta separado en conceptos y procedimientos, y dentro de estos grupos
podemos observar tres niveles de complejidad. En lo conceptual distinguimos entre
hechos, conceptos y estructuras, y, a su vez, dentro de la categoria con un nivel basico
de complejidad, hechos, distingo entre términos, notaciones, convenios y resultados.
En el campo procedimental, los tres niveles de dificultad considerados son: destrezas,
razonamientos y estrategias.
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CONOCIMIENTO CONCEPTUAL

TERMINOS
NOTACIONES
HECHOS
CONVENIOS
RESULTADOS
CONCEPTOS .

ANALISIS DE CONTENIDO

e Angulo, medida en grados.

¢ Angulos agudos, rectos, obtusos y llanos.

¢ Angulos complementarios, suplementarios y
opuestos.

o Tridngulo, triangulos agudo, rectangulo y
obtusangulo.

o Elementos de un tridngulo rectangulo: catetos
e hipotenusa.

e Teorema de Pitdgoras.

e Semejanza. Teorema de Thales.

o Sistemas de coordenadas cartesianas.
Cuadrantes.

¢ Circunferencia goniométrica.

e Grado sexagesimal - ©

o Radianes - rad

e sen, cos, tan, cosec, sec, cotan.

e (sen a)’>=sen? a, esta notacion se Sigue para
cualquier potencia de cualquier razén
trigonométrica.

o Los vértices de un tridngulo los notamos con
letras mayusculas, los lados con mintsculas, y
los 4ngulos con letras griegas: a, B, v.

¢ Orientacion de los angulos: los dngulos
positivos se miden en sentido antihorario.

e Elsimbolo ™! en las razones trigonométricas
hace referencia a las funciones inversas
(funciones arco)

o Las razones trigonométricas dependen sdlo de
la amplitud del angulo y no de los lados del
tridngulo.

o L atangente es cociente entre seno y coseno.

e sen a=sen(a+360°)

e cos a=cos(a+360°)

o El seno y coseno toman valores en el intervalo
[-1,1] y la tangente no existe para maltiplos de
/2.

¢ Regla de los signos.

e Formulas para angulo complementario,
suplementario, opuesto y dngulos que difieren
180°.

e Formulas para las razones trigonométricas de
la suma y diferencia de angulos.

o Los puntos de la circunferencia unidad tienen
por coordenadas al coseno y seno del &ngulo.

e Formula del &rea para un triangulo cualquiera.

Medida de angulos en radianes.

Razones trigonométricas basicas en triangulo rectangulo.
Razones trigonométricas basicas en circunferencia goniométrica.
Resto de razones trigonométricas.

Relaciones fundamentales entre razones trigonométricas.
Teorema de los senos, Teorema del coseno.

Periodicidad del seno y coseno, funciones trigonomeétricas.

ESTRUCTURAS | e Las funciones seno y coseno son base de las funciones periodicas.
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CONOCIMIENTO PROCEDIMENTAL

DESTREZAS

RAZONAMIENTOS

ESTRATEGIAS

ANALISIS DE CONTENIDO

¢ Relacionar angulos y arcos de circunferencia.

e Identificar y dibujar distintos tipos de angulos y tridngulos.

e Conversion de unidades de medida de angulos de modo manual
y con calculadora.

e Indicar los &ngulos complementarios, suplementarios, opuestos
y aquellos que difieran 180° en la circunferencia.

e Identificar cateto mayor, menor e hipotenusa.

Identificacion de cuadrantes.

e Proyectar puntos sobre los ejes.

¢ Representacion de angulos en la circunferencia goniométrica.

e Calculo de las razones trigonométricas de angulos agudos, a
partir de su definicion, en triangulos rectangulos.

e Construir un triangulo rectangulo del que se conocen las
razones trigonométricas de sus angulos.

e Uso de calculadora para céalculo de razones trigonométricas.

¢ Uso de programas de geometria dinamica para representar
angulos y triangulos

e Uso de los conocimientos geométricos en la medida de areas y
volimenes.

e Comprobar la validez de las relaciones
fundamentales con distintos angulos.
e Caélculo de las razones trigonométricas en
2°,3% y 4° cuadrante

DEDUCTIVO | e Demostracién de igualdades derivadas de las
relaciones fundamentales.
e Calculo de las razones trigonométricas de
&ngulos notables a partir del triangulo
equilatero e isdsceles.

e Reconocimiento de formulas por el método
INDUCTIVO de ensayo-error
e Obtencién de la regla de los signos

) e A partir de la férmula del seno del &ngulo
ANALOGICO | doble/mitad, obtencion de la formula del
coseno del angulo doble/mitad

e Estimacion del valor de un angulo y de sus
razones trigonométricas a partir de su
representacion grafica

FIGURATIVO | e Uso de tablas de valores de razones
trigonométricas.
o Representacion de triangulos rectangulos
para la resolucion de problemas

¢ Resolucion de tridngulos rectangulos

e Célculo de areas y longitudes

¢ Resolucion de diferentes problemas geométricos utilizando los
distintos resultados tedricos conocidos

e Resolucion de tridngulos cualesquiera mediante la “Estrategia
de la altura”, de la “doble medida”, Teorema del seno, Teorema
del coseno, etc.
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En este mapa conceptual presento un resumen de los principales conceptos y
procedimientos que componen la trigonometria, asi como relaciones entre éstos,
resultados destacables y aplicaciones directas:

TRIGONOMETRIA
trigonometria
esférica ] PLANA
4
aproximaciones surge de
deTr L
L J Y
razon entre tablas | razones en
arcos y trigonométricas triangulos
cuerdas

h

- razones s .
e trigonométricas oudos Semern=
medida de cuslquier — T

triangulo Thales
rectangulo

definicion en . —
Cl rcu nfe renc | a I | T
goniometrica |

matriz W formulas y triangulo
relaciones obtusangulo

funciones forma polar
: de un numero
circulares complejo

altura y cateto

calculadora

e res_qlucmn de ssttega
polinémicas y triangulos
trig onometricas

resolucion de
otras figuras
por triangulacion

ecuaciones diferenciales
-interpolacién
-descomposicion de
funciones en series
*sUma series numericas
l

aplicaciones

Algebra

=Agrimensura
=Ingenierias
-Cartografia

-ondas aplicaciones «Astronomia

-mov. pendular =Astronomia de posicion
-mov. vibratorio Geometria -Navegacion
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Limitandonos a los componentes de este mapa que tienen cabida en la ensefianza de la
trigonometria en 4° de E.S.O., siguiendo los indicadores del curriculo, éste queda
reducido a lo siguiente:

trigonométricas agudes

cualguier
angulo

medida de
angulos

definicién en
triangulo
gulo

Teoremas de
Thales
aftura y cateto

definicién en
circunferencia
goniométrica !

Tma.
Pitagoras

W formulas y triangulo
<Agrimensura Yy . del seno btusé |
Ingenierias relaciones yeoseno | | Obtusangulo
=Cartografia
-Astronomia
-Astronomia de posicidn +
Havegacion resolucion de —
== de |a altu
T triangulos i
aplicaciones resolucion de

otras figuras
por triangulacian

Geometria

1.3 SISTEMAS DE REPRESENTACION

El siguiente punto en este analisis de contenido, es el correspondiente al analisis de los
sistemas de representacion que entran en juego cuando se trabaja la trigonometria. Esta
nueva dimension del analisis didactico, los sistemas de representacion, esta formada por
“todas aquellas herramientas —signos o gréaficos- que hacen presentes los conceptos y
procedimientos matematicos y con las cuales los sujetos particulares abordan e
interactdan con el conocimiento matematico, es decir, registran y comunican su
conocimiento sobre las matemdticas” (Rico, 2009).

Los sistemas de representacion hacen referencia a las distintas formas de pensar y
trabajar la trigopnometria, los distintos puntos de vista desde los cuales el tema que nos
interesa toma forma. Estos sistemas juegan un papel fundamental en el aprendizaje y la
ensefianza de las matematicas, ya que permite acercarse a los conceptos por varias vias,
lo que los hace més accesibles. Estas vias o distintos sistemas de representacion, no
estan aislados, y no tiene por que ser excluyentes, un mismo concepto puede necesitar
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ser trabajado desde distintos sistemas complementados, es por ello que también se hace
necesario estudiar como estan relacionados estos distintos sistemas.

Distingo varios grupos de sistemas de representacion: simboélico, numérico, verbal,
gréafico y el dado por materiales manipulables.

REPRESENTACION SIMBOLICA:

Se pueden representar por medio de simbolos algebraicos las razones trigonométricas,
como vemos en estos ejemplos:

a
Sena = —
C

Este ejemplo pone de manifiesto la caracterizacion de las razones trigonométricas de un
angulo agudo como razon entre los lados de un tridngulo rectangulo.

sen‘a +cos’a =1

sena
tga =
CoS o
a b c

senA senB  senC

También podemos expresar mediante representaciones simbolicas relaciones simples
entre razones trigonomeétricas, como las relaciones fundamentales, o propiedades
complejas de los triangulos en las cuales intervienen estas razones, como puede ser el
teorema del seno.

C(0,1)={(send,cos0)/ O 1l |

Mediante el uso de simbolos se puede hacer patente otra caracterizacion de las razones
seno y coseno como puntos de la circunferencia unidad.

REPRESENTACION NUMERICA Y TABULAR

En estos ejemplos se pone de manifiesto como se representan las razones
trigonomeétricas de un angulo de numéricamente.

También podemos encontrar tablas que recogen razones trigonométricas de algunos
angulos, como el ejemplo de abajo a la izquierda que recoge una regla para recordar
facilmente las razones trigonométricas de los angulos notables, o la de la derecha en la
que se recoge el valor numérico de las razones de ciertos angulos en una clasica tabla
trigonomeétrica.
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REPRESENTACION VERBAL

Los siguientes ejemplos intentan poner de manifiesto como verbalmente se pueden
evocar los conceptos matematicos que subyacen en la trigonometria desde distintos

puntos de vista, asi como relaciones entre estos conceptos o complejas propiedades en
un triangulo:..

i. el seno de un angulo agudo en un triangulo rectangulo es
la razén entre el cateto opuesto y la hipotenusa.

ii. en una circunferencia el cociente entre la longitud del arco asociado un angulo
central, y la cuerda que lo subtiende decrece de Pi a uno cuando
el angulo decrece de 180 a 0 grados.

iii. dado un angulo en la circunferencia unidad, las coordenadas del
punto que define sobre estas, son el coseno y el seno de dicho angulo.

Iv. la tangente de un angulo es igual al cociente entre el seno y el
coseno de dicho angulo

V. en un triangulo, la longitud de los lados esta en
proporcién directa con los senos de los respectivos angulos opuestos

REPRESENTACION GRAFICA

La trigonometria es una disciplina geométrica, y en esta rama de la matematica, en la
ensefianza en estos niveles, cada concepto tiene una o varias formas de ser representado
graficamente, ya sea en el plano o el espacio.

Desde la circunferencia goniométrica se pueden definir graficamente las razones
trigonométricas como la longitud de ciertos segmentos.
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En este gréafico se puede
visualizar como se representan
graficamente el seno, coseno y
tangente de un angulo en la
circunferencia goniométrica

15 |
i R
También las razones trigonomeétricas " ! oq=coseca
inversas pueden ser representadas por ‘ | OR=seca
segmentos asociados a la & | Pa=cotga
circunferencia goniométrica. < |
|
|
|
|
:
F g :
SR~ l
sin sin
AP HC En esta imagen se representan a la vez
Ocos|versin [D . E todas las razones trigonométricas
;* _ estudiadas y algunas mas que no se

utilizan en la actualidad. Se puede
observar un modo distinto al anterior
B para representar a las razones inversas.

[4F]
s

Es fundamental también en el desarrollo de esta unidad el trabajo

con tridngulos. El alumno o la alumna que se enfrente a la

trigonometria debera acometer una serie de problemas que

involucran la resolucion de triangulos. Por ello, aunque por si solos

no supongan un sistema de representacion para los conceptos

propios de la trigonometria, seran

fundamentales en la modelacion de e

un problema, en la representacion AN
»

de situaciones que puedan ser
resueltas con la trigonometria.
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Asstor: hitpa'diccio mmes.blogspol.com

sen (a) cos (a)

También podemos encontrar elementos gréaficos que
representen reglas como el siguiente ejemplo, que
sintetiza la llamada ley de los signos para las razones
trigonomeétricas.

X Aqui podemos ver para terminar la representacion
sl Sl | * grafica de la funcion seno y coseno, que aunque se
Fe M| L escapa de los contenidos curriculares del nivel hacia

g T el que esta enfocado esta unidad, bien podrian ser
introducidas en alguna actividad de ampliacién, ya
que a este nivel los alumnos ya estan familiarizados con las funciones y sistemas de
coordenadas.

REPRESENTACION CON MATERIALES MANIPULATIVOS

Este tema es especialmente favorable para el uso de materiales manipulativos con los
cuales facilitar el proceso de aprendizaje. Es fundamental apoyar la ensefianza de
cualquier concepto geometrico en la representacion gréafica, y esto se hace
especialmente interesante cuando se realiza por medio de distintos materiales
manipulables que permitan interactuar con estos conceptos y dinamizar esta
representacion grafica. En el apartado dedicado a recursos, dentro del analisis de
= —— == instruccion nombro un par de ejemplos
]l ilofo) 4+ ...l que ilustran esta forma de trabajar la

¢ 21 geometria. Pero en lo que se refiere a
encontrar materiales que propiamente
representen los conceptos
trigonomeétricos encuentro ciertas
dificultades.
Podemos encontrar aplicaciones que,
por ejemplo, permiten modificar un

] o2 (] [ D Repocues ] 7] s = |7

-« tridngulo variando el tamafio de los
Iados dejando fijos los angulos, es deC|r permlte construir facilmente triangulos

semejantes, con los que se puede representar en cierto modo el
PEESSSS__ concepto de razon trigonométrica, y observar como los cocientes
‘ Sl TR entre sus lados permanecen constantes al pasar de un tridngulo a
” 1 \ L'l otro semejante.

{lizmes s ~ || Laaplicacion que se observa a la izquierda representa el seno
!lf-:E:_:_;: == =" sobre la circunferencia goniométrica y a la vez construye la
) - grafica de la funcion seno variando el angulo en la circunferencia.
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RELACION ENTRE LOS DISTINTOS SISTEMAS DE REPRESENTACION

A la hora de presentar un concepto es importante hacerlo desde los distintos sistemas de
representacion y también es importante poner en relacion estos sistemas para que el
escolar tenga diferentes perspectivas de dicho concepto y pueda construir un significado
mas rico, en el siguiente grafico intento mostrar la relacion entre los distintos sistemas
expuestos:

L 1

El seno coincide con la abscisa
del punto sobre la circunferencia
goniométrica

El seno de un angulo es igual al
ateto opuesto entre la hipotenus

1.4 FENOMENOL OGIA DEL TEMA Y MODELIZACION

Me propongo en esta seccién estudiar la fenomenologia de los conceptos de interés en el
desarrollo de esta unidad didactica, esto es, los fendmenos de cuyo estudio surge la
trigonometria. Se trata de responder a la pregunta de ¢para qué sirve la trigonometria?,
¢en gue situaciones se hace util?, ;qué fendmenos la hacen presente?
El estudio de la fenomenologia en el analisis didactico cobra sentido si atendemos a la
descripcion que se da en la L.O.E. de la competencia matematica, en la que se puede
leer:
Esta competencia cobra realidad y sentido en la medida que los elementos
y razonamientos matematicos son utilizados para enfrentarse a aquellas
situaciones cotidianas que los precisan. Por tanto, la identificacion de
tales situaciones, la aplicacion de estrategias de resolucién de problemas,
y la seleccidon de las técnicas adecuadas para calcular, representar e
interpretar la realidad a partir de la informacion disponible estan
incluidas en ella
En definitiva, la posibilidad real de utilizar la actividad matematica en
contextos tan variados como sea posible. Por ello, su desarrollo en la
educacion obligatoria se alcanzara en la medida en que los conocimientos
matematicos se apliquen de manera espontanea a una amplia variedad de
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situaciones, provenientes de otros campos de conocimiento y de la vida
cotidiana.

CONTEXTOS Y SUBESTRUCTURAS CONCEPTUALES

Basandome en el andlisis historico y conceptual, intento mostrar cuales son los
fendmenos a los que da respuesta la trigonometria, describiendo primero los contextos
en los cuales ésta aparece®:

1. Conocida la amplitud de un angulo central en la circunferencia
(equivalentemente, la longitud de un arco), ¢es posible conocer la longitud de la
cuerda que define dicho &ngulo (arco)?

2. Conocida la longitud de una cuerda en una circunferencia, ¢es posible calcular la
amplitud del &ngulo asociado (equivalentemente, la longitud del arco)?

3. Conocidos un angulo y un lado de un triangulo rectangulo, ¢es posible deducir el
valor de los demés elementos de dicho triangulo?

4. Conocida la razon entre los lados de un triangulo rectangulo, ¢es posible calcular
los &ngulos de dicho triangulo?

5. Conociendo los tres lados de un triangulo cualquiera (o dos lados y un angulo, o
un lado y dos angulos) ¢es posible calcular el resto de elementos de dicho
triangulo?

Las subestructuras conceptuales que subyacen a estos contextos son:

a) Razones trigonométricas en la circunferencia (contextos 1y 2)

b) Razones trigonométricas en el triangulo rectangulo (contextos 3y 4).

¢) Resolucién de tridangulos rectangulos (contextos 3y 4).

d) Resolucién de triangulos cualesquiera (contexto 5).

FENOMENOS

Algunos de los fendmenos en los que la trigopnometria se hace relevante son:
= Fenomenos relacionados con aeronautica, navegacion, astronomia, astronomia
de posicion, célculo de trayectorias y rumbos.
= Fendmenos de medida indirecta o medida de distancias inaccesibles, que pueden
aparecer en agrimensura, arquitectura, ingenierias, cartografia, etc.
= Fendmenos que impliquen el calculo de areas de figuras resolubles por
triangulacion, aplicable de nuevo en agrimensura, ingenierias, etc.

SITUACIONES

Las distintas situaciones en las cuales pueden aparecer los problemas relacionados con
la trigonometria son:

Situacion publica:

El alcalde de Granada promete construir un teleférico que vaya desde la
ciudad hasta Sierra Nevada. El punto al cual supuestamente llegara el teleférico
esta a unos 1750 m. de altura, y desde el punto de salida se divisa bajo un angulo
de 15°. Si el teleférico viaja a 25 Km./h. ¢ Cuanto se tardaria en realizar un viaje?

® Restringiéndome a los contenidos propios de esta unidad didéctica, ya que, si ampliamos hasta incluir,
por ejemplo, las funciones trigonométricas, aparecen muchos nuevos contextos que tienen asociados
multitud de fenémenos fisicos.
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Situacion personal:

Luis ha salido a dar un pequefio paseo en su barca y se dirige hacia un
pequefio islote (1) que se encuentra a 4 millas del puerto, pero, nada mas salir de
puerto (P) se ve sorprendido por una ventisca que le desvia de su rumbo 15°, y,
calcula que ha recorrido en esa nueva direccion cerca de una milla, hasta llegar
al punto Q. ¢A qué distancia se encuentra en ese momento del islote?; Qué nuevo
rumbo debera tomar para llegar a su destino (basta con que des el angulo PQI)?

Situacion laboral:

A la empresa le VAYA VALLA S.A. le han pedido vallar un terreno que
tiene una forma similar al triangulo que se ve en la imagen. ¢ Cuantos metros de
valla se necesitaran para realizar dicho trabajo?

Datos: el lado AB mide 120 metros, AC mide 105 metros
y el angulo BAC mide 25°.

Situacion cientifica:

Di si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Elseno de un angulo esta comprendido entre -1y 1.

b) EI coseno de un angulo siempre es positivo.

c) Latangente de un &ngulo puede tomar cualquier valor real.

d) EIl coseno de un angulo siempre es menor que el seno de
dicho angulo.

e) El coseno de un angulo puede ser menor que el seno de
dicho angulo.
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RESOLUCION DE UN PROBLEMA VIA MODELIZACION

La resolucion de problemas via modelizacion en esta unidad se basa en interpretar
correctamente los datos del enunciado para después realizar un esquema gréfico en el
que se recojan estos datos. Normalmente este esquema se correspondera con una figura
triangular, o bien, con algin poligono, que podra ser resuelto via triangulacion. A
continuacion muestro un ejemplo del proceso de modelacion al que me refiero.

Con un geodémetro podemos medir distancias hasta puntos lejanos. Por ejemplo,
desde la llanura medimos la distancia hasta la cima de un monte, que resulta ser
1.825 m. Si desde ese mismo lugar, el angulo de elevacién de la cima del monte es
de 29°. ;Cudl es la altura del monte (medida desde la llanura)?

a) En primer lugar el alumno o alumna debe realizar un esquema grafico en el que se
recojan los datos del enunciado. Uno de los problemas que puede encontrar el alumno o
alumna a la hora de interpretar el enunciado es entender el significado de “el angulo de
elevacion”. Supuesto resuelto este problema, el esquema grafico sera:

Cima del
monte

Llanura

Una vez traducido el enunciado, y reconocido el triangulo rectangulo, se debe pensar
que estrategia seguir para resolverlo. Como conocemos un angulo y un lado, y
gueremos saber el valor de otro de los lados, se podra resolver el problema usando una
de las razones trigonométricas del &ngulo de 29°, pero, ;cual de ellas usamos? La
opcion mas eficiente sera utilizar aquella cuya definicién involucra al lado conocido y al
que queremos calcular. Como en este caso se conoce la hipotenusa del triangulo e
interesa conocer el cateto opuesto al &ngulo de 29°, el camino mas corto sera utilizar la
definicién de seno, con la que obtenemos:

y, despejando h,
h =1285-sen29°=622,98m

En Gltimo lugar, el alumno deberia comprobar que no llega a un resultado absurdo como
por ejemplo, obtener una longitud del cateto mayor que la hipotenusa
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2 ANALISIS COGNITIVO

Una vez analizada la complejidad de las nociones matematicas relevantes en la
trigonometria, desde distintos puntos de vista, esta etapa del analisis didactico se centra
ahora en responder a las preguntas ¢qué esperamos que aprendan los alumnos y alumnas
sobre trigonometria?, ¢qué obstaculos pueden encontrar en este proceso de aprendizaje?,
¢como se puede facilitar este aprendizaje? Este analisis tiene en cuenta cuales son las
cotas que el curriculo establece para la ensefianza de la trigonometria al nivel de 4° de
E.S.O., por ello, muchos de los aspectos estudiados en el andlisis de contenido se
quedan fuera al restringirnos a lo que procede ensefiar en dicho nivel.

A continuacion, trato de responder a la primera de las preguntas arriba formulada,
enumerando los objetivos especificos (expectativas).

2.1 EXPECTATIVAS:

Con el intento de darle una mayor claridad o coherencia al siguiente analisis, agrupo los
objetivos en los respectivos focos conceptuales:

1.- Razones trigonometricas en triangulos rectangulos.

2.- Razones trigonomeétricas en la circunferencia goniométrica.
3.- Relaciones fundamentales, uso de la calculadora.

4.- Estrategias de resolucion de problemas.

FOCO 1: Razones trigonométricas en tridngulos rectangulos.

Obijetivos:

Ol Diferenciar las distintas clases de angulos y triangulos.

02. Comprobar mediante software de geometria dindmica que las
razones trigonomeétricas dependen exclusivamente de la amplitud del
angulo.

0s3. Calcular las razones trigopnométricas directas e inversas de un
angulo en un tridngulo rectdngulo conocidos tres o dos lados.

0O4. Utilizar los triangulos rectangulos equilatero e isosceles para
deducir las razones trigonométricas de los &ngulos notables.

O5. Resolver triangulos rectangulos conocidos un angulo y un lado.

06. Modelizar y resolver correctamente problemas de la vida real que

involucren la resolucion de triangulos rectangulos.

FOCO 2: Razones trigonométricas en la circunferencia goniométrica:

Obijetivos:

07. Representar angulos en la circunferencia goniométrica.

08. Convertir angulos de grados a radianes y viceversa de modo
manual y con calculadora.

00. Representar, a partir de un angulo del primer cuadrante, su
complementario, suplementario, opuesto y aquel angulo con el que
difiere 180°.

010. Deducir la “regla de los signos” a partir de la definicion de

razones trigonométricas como coordenadas de la circunferencia unidad.
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O11. Calcular las razones trigonométricas de cualquier angulo
utilizando el método de reduccion al primer cuadrante.
012. Resolver ecuaciones trigonomeétricas sencillas graficamente.

FOCO 3: Relaciones fundamentales, uso de la calculadora:

Objetivos:
01s. Deducir las razones trigonométricas a partir de una dada
utilizando las relaciones fundamentales.
014. Calcular razones trigonomeétricas de un angulo cualquiera a partir
de las formulas obtenidas del método de reduccion al primer cuadrante.
015. Utilizar correctamente la calculadora para obtener las razones

trigonométricas de un angulo, asi como para obtener el &ngulo a partir de
una de sus razones.

FOCO 4: Estrategias de resolucion de problemas:

Obijetivos:

016. Resolver problemas de “doble medicion”, y reconocer la utilidad
practica de este método para el calculo de distancias inaccesibles.

017. Aplicar correctamente la estrategia de la altura para resolver
triangulos oblicuangulos.

018. Modelizar y resolver correctamente problemas de la vida real que
involucren triangulos oblicuangulos, usando el teorema de los senos y de
los cosenos.

Es necesario realizar también una reflexion acerca de como los objetivos antes descritos
contribuyen al logro de las competencias matematicas PISA (que pueden ser entendidas
como objetivos a largo plazo). Evidentemente, con cada objetivo se puede contribuir al
desarrollo de todas las competencias en la mayoria de los casos, pero sefialo en cada
objetivo las competencias a las que se contribuye en mayor medida.

Las competencias o procesos generales elegidos por el proyecto PISA,y a las que hago
referencia en los posteriores andlisis son las siguientes:

1) PENSAR Y RAZONAR (PR).

2) ARGUMENTAR Y JUSTIFICAR (AJ).

3) COMUNICAR (C).

4) MODELIZAR (M).

5) RESOLVER PROBLEMAS (RP).

6) REPRESENTAR (R).

7) LENGUAJE SIMBOLICO (LS).

8) HERRAMIENTAS TECNOLOGICAS (HT).
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PR c [ [re| R [is|HT
1 2 2 1 1 2 1 1

01 Diferenciar las distintas clases de angulos y ‘
triangulos expresando cuéles son las diferencias.

FOCO 1
RAZONES TRIGONOMETRICAS

EN TRIANGULOS
RECTANGULOS

Calcular las razones trigonomeétricas directas e
(2 inversas de un angulo en un tridngulo rectangulo ‘ 0
conocidos tres o dos lados

Comprobar mediante software de geometria
dinamica que las razones trigonomeétricas
03 dependen exclusivamente de la amplitud del ‘ ‘ ‘ ‘
angulo, explicando el porqué

Utilizar los triangulos rectangulos equilatero e
04 isosceles para deducir las razones ‘
trigonométricas de los angulos notables

05 Resolver tridngulos rectdngulos conocidos un ‘
angulo y un lado

Modelizar y resolver correctamente problemas
OB  delavida real que involucren la resolucién de ‘ ‘
triangulos rectangulos

FOCO 2 PRJAJ[ C|MJRPIRJLS]HT

RAZONES TRIGONOMETRICAS

EN LA CIRCUNFERENCIA 3 1 0 0 0 4 1 2
GONIOMETRICA

o7 Representar angulos en la circunferencia ‘ ‘
goniométrica

08 Convertir angulos de grados a radianes y ’ ‘
viceversa de modo manual y con calculadora

Representar, a partir de un angulo del primer
09 cuadrante, su complementario, ‘
suplementario, opuesto y aquel &ngulo con el
que difiere 180°
Deducir la “regla de los signos” a partir de la
O10 definicién de razones trigonométricas como ¢ ¢
coordenadas de la circunferencia unidad

Calcular las razones trigonométricas de

011 cualquier angulo utilizando el método de ¢ ¢
reduccion al primer cuadrante
012 Resolver ecuaciones trigonométricas ‘ ‘
sencillas graficamente
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2 0 o0 o o0 1 2 2
Deducir las razones trigonométricas a partir de

013 una dada utilizando las relaciones ¢ ¢
fundamentales

FOCO 3
RELACIONES

FUNDAMENTALES,
CALCULADORA

Calcular razones trigonométricas de un &ngulo

014 cualquiera a partir de las formulas obtenidas ¢ ¢ O
del método de reduccion al primer cuadrante

Utilizar correctamente la calculadora para
015 obtener las razones trigonométricas de un ‘ ‘

angulo, asi como para obtener el angulo a
partir de una de sus razones
3 1 0 3 3 O O 3
Resolver problemas de “doble medicion”, y
O16 reconocer la utilidad practica de este método ¢ O ¢ & O
para el calculo de distancias inaccesibles

FOCO 4
ESTRATEGIAS DE

RESOLUCION DE
PROBLEMAS

Aplicar correctamente la estrategia de la altura
017 para resolver triangulos oblicuangulos ‘ ‘ ‘ ‘

Modelizar y resolver correctamente problemas

de la vida real que involucren triangulos
018 ¢ ¢ ¢ ¢

oblicudngulos, usando el teorema de los senos
y de los cosenos

En la siguiente tabla se muestra un recuento general de la aportacion de los objetivos al
logro de las competencias basicas. Considero util este ejercicio ya que pone de
manifiesto cuéles de estas competencias estdn menos cubiertas, hecho que debe ser
tenido en cuenta durante todo el proceso de puesta en practica de esta unidad didactica.
Por ejemplo, aunque la competencia de comunicar no este expresamente fomentada por
estos objetivos, se puede contribuir a su desarrollo dia a dia en cada explicacion, tarea,

etc.
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RAZONES TRIGONOMETRICAS EN
TRIANGULOS RECTANGULOS

RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LA
CIRCUNFERENCIA GONIOMETRICA 31 0 0 0 4 1 2

RELACI%I\AI?_SC Eﬂggl\élENTALES 2 O O O O 1 2 2
ESTRATES ﬁqsogigﬁi% LUCION 3 1 O 3 3 O O 3
TOTAL 0 4 2 4 4 7 4 8

EJEMPLIFICACION DE TAREAS DESDE LOS OBJETIVOS Y LAS
COMPETENCIAS

Muestro a continuacion como se puede abordar la consecucion de algunos objetivos y el
logro de competencias a través de tareas concretas:

TAREA 1:

a) Dado el angulo de 30°, calcula su
suplementario, el angulo con el que difiere
180° y su angulo opuesto. Expresa estos
angulos en grados y radianes.

b) Dibuja en la circunferencia los cuatro
angulos del apartado anterior.

c) Observa el dibujo que forman. Repite el
proceso para los angulos de 45° y 60° sin
hacer calculos.
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Analisis de la Tarea desde los objetivos y las competencias:

Obijetivos asociados:

o7 Representar angulos en la circunferencia goniométrica
08 Convertir angulos de grados a radianes y viceversa de modo manual y con calculadora
09 Representar, a partir de un &ngulo del primer cuadrante, su complementario,

suplementario, opuesto y aquel angulo con el que difiere 180°

Competencias:

Aunque en principio estos objetivos estan asociados a las competencias
Representar, Lenguaje Simbolico y Herramientas Tecnoldgicas, esta tarea
contribuye principalmente al logro de las competencias Pensar y Razonar (se
le pide al alumno o alumna que sean capaces de, a partir de un ejemplo
concreto, reconocer regularidades y generalizar al caso general), Representar
(al afrontar esta tarea se juega con la representacion grafica de un angulo y con
su representacion simbolica-numérica, y ambas representaciones se
relacionan).

TAREA 2:

Segun las indicaciones de seguridad, al usar una

escalera, esta debe formar un angulo de 60° con el
A suelo.

a) ¢Hasta que altura podremos llegar siguiendo esta

indicacion con una escalera de 2,5 metros de larga?

b) ¢A qué distancia de la pared deberiamos apoyar el
pie de la escalera para que se cumpla la nombrada
indicacion?

Analisis de la tarea desde los objetivos y las competencias:

Obijetivos asociados:

05 Resolver triangulos rectangulos conocidos un angulo y un lado

06 Modelizar y resolver correctamente problemas de la vida real que involucren la resolucion
de tridngulos rectangulos
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Competencias:

Considero que la anterior tarea contribuye principalmente a las competencias
de Modelar (se hace necesario traducir la realidad a una estructura
matematica) y Resolver problemas (tras la modelacion se debe resolver este
problema mediante el uso de la trigonometria).

2.2 ERRORES Y DIFICULTADES PREVISIBLES EN EL
DESARROLLO DE LA U.D.

¢Qué puede frenar el aprendizaje de los escolares? ;Qué dificultades pueden encontrar?
En el proceso de ensefianza y aprendizaje los errores juegan un papel fundamental, por
las siguientes razones:

e Los alumnos pueden encontrar problemas a la hora de asimilar un concepto, ya
sea porque arrastra deficiencias en contenidos anteriores necesarios para los
propios de esta unidad, o debido a la propia dificultad del contenido, pero en
ambos casos, los errores se pueden interpretar como un “sintoma” de donde se
encuentra el problema. El profesor una vez “diagnosticado” el problema puede
afrontarlo prestando una mayor atencion a esa parte del contenido, debe intentar
que el alumno tome conciencia de cual es el error y de donde proviene, para asi,
ademas, fomentar su actitud critica en este proceso de aprendizaje.

e También es posible que el error provenga de una mala practica docente, en este
caso el error sera indicativo de que algo no se esta haciendo bien y pondré al
profesor en alerta para que éste intente abordar desde otra perspectiva, utilizando
otros ejemplos, etc. Esto hace que se depure el proceso de ensefianza.

En la siguiente tabla presento las dificultades que a priori se pueden esperar en el
desarrollo de esta unidad, junto con los objetivos asociados a cada una de estas
dificultades:

OBJETIVOS
DIFICULTADES ASOCIADOS
Confundir tipos de tridngulos o elementos de un tridngulo
D1 . . 1
rectangulo (catetos e hipotenusa)
D2 | Problemas para detectar las tres alturas en un tridngulo cualquiera 1

Dificultad en la aplicacion de las definiciones de las razones
D3 | trigonomeétricas (por ejemplo, confundir la definicion de seno con 2
la de coseno)

Dificultades del lenguaje (confundir cosecante con secante,

D4 ; : 2,9
suplementario y complementario, etc.)
Dificultades en la utilizacion de resultados previos como el
D5 o 2,4,5
Teorema de Pitdgoras o Thales
D6 Modelacién incorrecta de un problema debido a una deficiente 6.16,17.18

comprension del enunciado

32




U.D. TRIGONOMETRIA ANALISIS COGNITIVO

Dificultad en la representacion de angulos negativos o mayores
D7 . . 7,9
de 360° en la circunferencia
D8 Dificultad en la utilizacion de la regla de conversién entre grados 8
y radianes.
Dificultad en la extension de la definicion de razones
D9 . e . 10,11
trigonométricas a angulos no agudos
D10 Problemas con el céalculo “grafico” de las razones de angulos no 1011
agudos
Dificultad en la interpretacion y resolucion de una ecuacion
D11 . I 12
trigonométrica
Dificultad en el tratamiento algebraico de las razones
D12 . s . ! 13,14
trigonométricas, relaciones y férmulas.
D13 Dificultad para trabajar en la calculadora en distintos modos 15
(DEG y RAD)
D14 Dificultad para reconocer que_metodo es e_I mas apropiado en 16.17.18
cada problema con triangulos oblicuangulos
Dificultad para utilizar conocimientos geométricos bésicos en la
D15 - 6,18
resolucion de problemas

Cada error concreto que aparezca en el transcurso del aprendizaje de la trigonometria

puede estar asociado a varias dificultades. Por ejemplo, un error comun, es el siguiente:
Cuando se pide que se calcule el seno de un angulo conocido el coseno, se
recurre a la relacién fundamental, y al resolver el problema no se tiene en
cuenta la solucion negativa.

Este error estd asociado a las dificultades D9 y D12.

Pero también ocurre que cada una de estas dificultades tiene asociados distintos errores,

por ejemplo, otro error asociado a la D12, seria pensar que las razones trigonométricas

son lineales y realizar calculos del tipo sen(2x)=2 sen x.

Aparte de las dificultades propias de esta unidad, se presupone que el alumno o alumna
ha adquirido ya una serie de conocimientos geométricos necesarios para el correcto
desarrollo de este tema, como pueden ser conceptos geométricos basicos (angulos,
triangulos, poligonos, area de poligonos, etc.), asi como conceptos algebraicos
(ecuaciones de primer y segundo grado y sistemas). Por ello, seria importante realizar
una evaluacién inicial en la que se pudiera comprobar la validez de esta suposicion,
comprobar si el escolar tiene realmente los conceptos previos claros. Esta evaluacion
previa puede dar una valiosa informacidn acerca del origen de los errores en el
desarrollo de esta unidad.
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2.3 EJEMPLIFICACION DE TAREAS DESTINADAS AL
DIAGNOSTICO Y LA SUPERACION DE LAS DIFICULTADES

Presento a continuacion unos ejemplos de tareas con las que se podria diagnosticar y
ayudar a la superacion de las dificultades anteriormente expuestas.

TAREA 1:

a) Representa en la circunferencia un
angulo de 15°, y, a continuacion otro de
375°,

b) ¢Podrias dar el valor de un angulo
que al representarlo coincida con la
representacion del angulo de 75?

¢) ¢Cuantos angulos como el del
apartado b) eres capaz de encontrar?

d) De lo anterior, ¢se puede deducir
alguna regla general? Explicala con tus
palabras

TAREA 2:

. 2 .
Sabiendo que sena = - ¢cuanto puede valer el coseno de a?

a) Resuelve esta cuestion utilizando la primera relacion fundamental.

b) Hazlo ahora graficamente, para ello sigue estos pasos:

: . L . : 2
= En la circunferencia goniométrica, sefiala el valor (aproximado) de % enel

semieje positivo de la “x” (recuerda que el seno coincide con la abscisa).
= Traza una perpendicular al eje x en el punto que has marcado.
= Esa recta determina dos puntos sobre la circunferencia.
= Une el origen con cada uno de los puntos, y tendras los angulos cuyo seno vale

V2

2
= ;Cudl sera entonces la respuesta a la pregunta inicial?
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3. ANALISIS DE INSTRUCCION

3.1. GRADOS DE COMPLEJIDAD DE LAS TAREAS

El analisis de instruccion esta relacionado con las tareas que se van a llevar a cabo en
esta unidad didactica. Este analisis ayuda a realizar una seleccion de tareas acorde con
los contenidos que se quieren impartir, que ayuden al logro de objetivos y
competencias, y como no, a la superacion de las dificultades. Este criterio serd usado
para la planificacion del desarrollo de la unidad (en la siguiente seccion), en la
organizacion de la secuenciacion de tareas.
También incluye este apartado algunos recursos o materiales didacticos idéneos para la
implementacion de la unidad.
Muestro en primer lugar algunos ejemplos de tareas con los tres niveles de dificultad
asociados a las competencias PISA, una descripcién general de estos niveles podria ser:
= Reproduccion: es el nivel inferior de dificultad en el que el escolar se
enfrenta a un problema en el que tiene simplemente que aplicar
conceptos o procedimientos ya manejados.
= Conexidn: en tareas con este nivel de dificultad el alumno o la alumna
debe relacionar conceptos y afrontar problemas en contextos ligeramente
diferentes de aquellos en los que se introdujeron dichos conceptos por
primera vez.
= Reflexion: este es el nivel superior de dificultad, en el cual el escolar
debe relacionar conceptos y procedimientos para resolver problemas
originales que suponen una novedad para él.

EJEMPLOS DE TAREAS DE DIFERENTES NIVELES DE DIFICULTAD

TAREA 1: REPRODUCCION

15 &

]

Bl l:n]

Calcula las razones trigonométricas del angulo indicado en cada uno de los
triangulos.

Esta tarea estd pensada para practicar con la definicion de razones trigopnométricas en un
triangulo rectangulo. Considero que su nivel de dificultad es de reproduccién, ya que el
alumno o alumna, para resolver esta tarea, simplemente deben aplicar la definicion de
razones trigonomeétricas tal y como se les ha presentado, con la Unica diferencia de que
en este caso es necesario que apliquen previamente el teorema de Pitagoras, con el que
se supone el escolar debe estar bien familiarizado.
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TAREA 2: CONEXION

I r
I =
607 30°/ i
A B C

Se quiere instalar una linea de alta tension que salga del punto A y pase por dos
transformadores, T y T°. La figura de arriba es un plano de la linea: Calcula la
longitud que debe tener el cable para poder realizar la instalacion.

En esta tarea el alumno o alumna debe aplicar sus conocimientos acerca de las razones
trigonomeétricas en triangulos rectangulos en un contexto ligeramente diferente al
contexto en el cual (supuestamente) son introducidas, pero esta variacion no es
significativa, ya que el Unico esfuerzo que debe realizar es reconocer en el dibujo los
tres triangulos rectangulos sobre los que poder realizar los calculos pertinentes.

TAREA 3: REFLEXION

v Circunferencia
Goniométrica

(a) Senala en que cuadrante se encuentra o si:

(a.l)senox >0, cosax <0; (a.2.)cota >0, cosa <0.
B) Los &ngul | - 270° < o < 360°
(b) Los angulos ¢ y B cumplen tan ¢ > tanf y 270° < B < 360°

indica si son ciertas las siguientes afirmaciones justificando tu respuesta:
(b.l)a<p; (b.2.)sen & <sen B.

En esta tarea el escolar debe poner en juego el conocimiento de conceptos propios del
tema como la definicion de razones trigonométricas en la circunferencia goniométrica,
pero en un contexto nuevo y complejo.

El andlisis de instruccion tiene multitud de variables que deben ser tenidas en cuenta
como pueden ser los recursos que se deben utilizar en el desarrollo de cada tarea, el tipo
de agrupamiento que se puede llevar a cabo con los alumnos, cudl sera el papel del
profesor en la realizacion de esta tarea, cuales son las metas, expectativas, limitaciones
que podemos encontrar, cuél es el nivel de dificultad especifico para cada competencia,
cual es su finalidad, etc. En el desarrollo posterior de la unidad se veran ejemplos de
tareas analizadas en todas estas variables.
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3.2 RECURSOS Y MATERIALES DIDACTICOS:

Para el desarrollo de la unidad didactica de trigonometria, considero de gran utilidad el
uso de programas de geometria dindmica con los cuales el escolar puede interactuar y
asimilar con mas facilidad los conceptos. En los Gltimos tiempos las nuevas tecnologias
de la informacién y la comunicacion estan pasando a ocupar un lugar de gran relevancia
en la sociedad, los jovenes de hoy en dia dominan perfectamente estas nuevas
tecnologias, y es por ello que en nuestra labor como docente debemos buscar este punto
de encuentro.

Esta importancia del uso de las nuevas tecnologias en los procesos de ensefianza y
aprendizaje se refleja incluso en la nueva normativa relacionada con el curriculo. En el
Anexo Il del Real Decreto de Ensefianzas Minimas, se estructura cada materia por
cursos y blogues. En cuanto al bloque de Geometria, en el cual se encuadra el tema
estudiado se dice que,

“[...] ademas de definiciones y formulas para el calculo de superficies y volimenes es,
sobre todo, describir y analizar propiedades y relaciones, y clasificar y razonar sobre
formas y estructuras geométricas. El aprendizaje de la geometria debe ofrecer
continuas oportunidades para construir, dibujar, modelar, medir o clasificar de
acuerdo con criterios libremente elegidos. Su estudio ofrece excelentes oportunidades
de establecer relaciones con otros ambitos, como la naturaleza o el mundo del arte, que
no deberia quedar al margen de atencion.

La utilizacion de recursos manipulables que sirvan de catalizador del pensamiento del
alumno es siempre aconsejable, pero cobra especial importancia en geometria donde
la abstraccion puede ser construida a partir de la reflexion sobre las ideas que surgen
de la experiencia adquirida por la interaccion con un objeto fisico. Especial interés
presentan los programas de geometria dinamica al permitir a los estudiantes
interactuar sobre las figuras y sus elementos caracteristicos, facilitando la posibilidad
de analizar propiedades explorar relaciones, formular conjeturas y validarlas. ”

También en la Orden del 10 de Agosto de 2007 publicada en el BOJA, se describen las
ensefianzas propias estructuradas en nucleos tematicos, y uno de ello es el uso de los
recursos TIC en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Presento a continuacion recursos provechosos para el objetivo de esta unidad didactica.
GEOGEBRA

Este programa tiene una serie de caracteristicas que hacen que sea muy adecuado para
los objetivos que se persiguen en esta unidad. GeoGebra es un programa de libre
distribucidn que se encuentra facilmente en la Web (www.geogebra.org) y permite
realizar construcciones geometricas de manera muy facil e intuitiva gracias a una
interfaz simple y funcional. Otra de las caracteristicas de este programa que lo hacen
especialmente adecuado para el aprendizaje de las matematicas es que permite trabajar
simultdneamente con representacion algebraica, gréfica y numérica (tabular). Muestro a
continuacion algunos ejemplos extraidos de la pagina goniometrica.blogspot.com, en la
que tenemos una serie de aplicaciones ejecutables de este programa, acompariados de
una serie de actividades idoneas para la ensefianza de la trigonometria al nivel de cuarto
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de E.S.O. Ademas de esto, la pagina contiene una serie de enlaces interesantes de
recursos en la Web.

Aplicacion 1:

¢ GeoGebra =& = ]
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A . . 5 & . 2 @
AL B O Ol N )
Objetos Libres A B
2 A=(282,202) 1 12.73 | sen ol
2 B=(14.39,1.86) N
4
3 D=(-251,1576) ' 2 17.33
[# razones trigonométr | "7
2 d=true 4
-@ _ .
Objetos Dependientes 1.- Para modificar el angulo a, pincha sobre &l deslizador de arriba sena=0.73
- O B'=(10.73,10.55) yarrastra el punto, hasta alcanzar &l valor deseado. (Para una mayor C cos a =0.68 ©
@ C=(14.57,14.58) precisién manten pinchado &l deslizador y utiliza las teclas de direccidn P _ 7
> a=1273 4275 g a=1.08
delteclado para moverte hacialos lados). 8
: b=17.33 2.- Para modificar el valor del lado ¢, simplemente pincha sobre 9
’ elvértice B hasta alcanzar la longitud buscada. 10
s 1"
2 c=11.707
- 12
- @ 13
- @ poligonot = 74.87 1
) sena=073
2 a=47.25 a=1273 &
2 p=90° 16
2 y=4275° 7
| Objetos Auxiliares Py
0 A1=1273
0 A2=17.33 19
O A3=1TT 20
21
22
23
[p 00 2
- 25
N c=11.77
B 2
— — — ——— < — 27 <
I < | 25125 o> oo [> Reproduce 2] s =] , 5
'@ Entrada. sena 2 ~ g | Comande -

Esta aplicacion esta pensada para servir de herramienta en la introduccion del concepto
de razon trigonométrica en un tridngulo rectangulo. Podemos variar los parametros
angulo y lado, para conseguir cualquier triangulo de manera sencilla, y el objetivo
principal de esta aplicacion es mostrar al alumno o alumna como las razones
trigonométricas sélo dependen de la amplitud del angulo y no de las longitudes del
triangulo elegido. Ademas, en la pagina nombrada encontramos una serie de actividades
para que el alumno realice con la ayuda de esta aplicacion

Aplicacion 2:

1° Dikujamos un segmento cualguisra

2° Giramos este segmento 60° tomando como centro el punto A

3° Obtenemos asi un triangulo equilatero

Esta aplicacion (alojada en la misma
pagina) tiene un caracter diferente a
la anterior, esta no esta disefiada para
que el escolar interactue con ella,
sino que presenta, paso a paso, el
proceso mediante el cual, partiendo
de un triangulo equilatero se pueden
calcular los valores exactos de las
razones trigonométricas de los
angulos de 30 y 60°.

4° Trazando una de |as alturas obtenemos dos triangulos
rectdngulos que tienen angulos agudos de 30°y 60°

5° Mos fijamos en uno de estos triangulos.

6° Supongamos que el lado del fridngulo equilatero inicial mide 1 ud
79 El cateto menor medira entonces
2
22, el cateto mayor medird, utilizando el Tma. de P\Iégﬁas
2

=

Te=30°

B
éCual sera entonces el valor EXACTO de las 2
razones trigonomeétricas de los angulos de 30° y 60°?
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DESCARTES

creditos | seno il 1 coseno il 1 tangente i‘ 1

Radio=1

Tangenhte (&)=-1.732

inicinl dngulo (&) i‘ 120

En la
pagina dependiente del Ministerio de Educacién recursostic.educacion.es/descartes se
alojan un sinfin de miniaplicaciones JAVA, dedicadas a la ensefianza de las
matematicas, perfectamente organizados por, cursos y bloques. En la seccion de
Aplicaciones/ Geometria/ Trigonometria, encontramos materiales disefiados por
profesores, que permiten desde realizar ejercicios de resolucion de triangulos hasta
trabajar con las relaciones fundamentales o la circunferencia goniométrica.

También encontramos curiosas aplicaciones en las que tenemos que resolver un
problema de medida indirecta de modo
interactivo. En la imagen de la derecha se

puede ver un problema en el que Se QUIETE | orai soneriac 208
calcular la altura de un arbol, y para ello
debemos situarnos en un punto fijo,
“mover el teodolito” y utilizar el metro
para resolverlo.

Precision de las medidas i‘ 1 i5egmento vertical del metro? i‘ a

Son muchos mas los ejemplos interesantes
que se pueden encontrar en la Web, por
ello animo al que lea este trabajo a que se
de un “paseo” que seguro le llevara a
encontrarse con alguna que otra sorpresa.

inicio Teodolito
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TEODOLITO

Quién no ha visto hoy en dia a algin topografo en la calle realizando medidas con un
teodolito. Es un instrumento que nos es a todos familiar, pero bastante inaccesible para
poder utilizarlo con alumnos de secundaria, pero ¢y si lo construimos? Es muy facil
construir un teodolito casero que nos permita calcular el angulo que forma la visual con
cualquier objeto inaccesible, para después ayudados por una cinta métrica realizar
medidas indirectas.

Simplemente se necesita un tubo fino de carton, o una
varilla hueca, un transportador, un trozo de cordel y algin
objeto que haga las veces de plomada, por ejemplo una goma
de borrar.

Si pegamos el transportador a la varilla, y en el centro de éste

hacemos un agujero para poner el cordel con la

S goma/plomada, podremos realizar medidas de angulos de

3 v/i,bm;;* 4 elevacion o depresion. Simplemente mirando por el agujero

, de la varilla hasta divisar el objetivo y viendo el angulo que

v marca la plomada en el transportador, tendremos el
complementario del &ngulo que buscamos.

Dedicaremos una sesion a utilizar este teodolito para realizar medidas indirectas con el

método de la doble medida. Se preparard, como una actividad complementaria de la

unidad, un trabajo en el que los alumnos y alumnas tendran que construir un teodolito

casero, para llevar a cabo medidas de distancias inaccesibles, por ejemplo, en el patio

del centro. Sin duda esta experiencia haria tomar conciencia a los alumnos de la utilidad

practica que tiene la trigonometria.
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CIRCUNFERENCIA GRADUADA

Esta plantilla se hace muy atil para
trabajar comodamente sobre la
circunferencia goniométrica, ya que
podemos dibujar cualquier angulo de
manera sencilla. La graduacién va
desde pasos de 15°, 5°y 1° segin nos
alejamos del centro. Este material se
usara en el desarrollo de la U.D. en las
partes relacionadas con la
circunferencia goniométrica. Los
alumnos podran estimar las razones
trigonométricas de cualquier angulo de
un modo sencillo.
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4. EVALUACION DE APRENDIZAJES DE LA U.D.

4.1 CRITERIOS DE EVALUACION

Aparte de los criterios de evaluacion a los que hice referencia en el punto 1.2 de este
trabajo, se tendran en cuenta los siguientes:

1.

No ok

Obtiene las razones trigonométricas de un angulo agudo a partir de un triangulo
rectangulo, y de un angulo no agudo utilizando el método grafico de reduccion
al primer cuadrante.

Obtiene las razones trigonomeétricas de un angulo conociendo una de ellas, a
partir de las relaciones fundamentales.

Halla correctamente los valores de las razones trigonométricas de angulos
notables.

Resuelve triangulos rectangulos utilizando las razones trigonomeétricas.
Resuelve triangulos acutangulos mediante la estrategia de la altura.

Resuelve triangulos oblicuangulos con los teoremas de los senos y del coseno.
Modeliza y resuelve satisfactoriamente problemas utilizando la resolucion de
triangulos.

4.2. INSTRUMENTOS DE EVALUACION

Anotaciones del cuaderno del profesor acerca del comportamiento, participacion
en clase, realizacion de tareas en la pizarra, entrega de tarea individual, etc.
Cuaderno del alumno que sera revisado regularmente para comprobar si realiza
las tareas diarias.

Prueba de evaluacion inicial, que si bien no sera tenida en cuenta para la
evaluacion del alumno, si se tendra en cuenta para la evaluacion del proceso de
ensefianza, ya que puede dar una informacion valiosa acerca de si el alumno o
alumna ha tenido una evolucion positiva a lo largo de toda la unidad. (En el
Anexo | se puede encontrar un ejemplo de prueba de evaluacion inicial).
Trabajo en grupo. El trabajo en grupo se valoraré con la siguiente ponderacion:
Actitud (10%), cuaderno de campo (20%), dossier (30%) defensa (40%), el
grupo recibira una Gnica nota comun a todos los componentes.

Prueba final de evaluacién. Se realizara una prueba final en la que se intentara
comprobar el grado de consecucidn de los objetivos y competencias.

En algunas de las unidades del curso se propondra la lectura de algdn libro cuya
temaética este relacionada con la divulgacién matemaética de alguna manera. Este
trabajo sera tenido en cuenta en la evaluacion aunque no esta ponderado.

Ponderacion de los instrumentos de evaluacion:

Instrumentos1y2 >  10%

Instrumento 4 > 30%
Instrumento 5 > 60% (se exigira en esta prueba una nota minima de 4 sobre
10).

Aparte de todo esto también se tendréa en cuenta de forma positiva una evolucion
favorable del rendimiento del alumno a lo largo del curso.
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Todos estos instrumentos de evaluacion del proceso de aprendizaje, deben ser a su
vez instrumentos de evaluacion del proceso de ensefianza. El profesor debera estar
atento a todas las variables que influyen en estos procesos de ensefianza, la
programacion de aula, el propio papel del profesor, el clima en el aula, etc.
También debera estar el docente al tanto de todos aquellos detalles que le sugieran
mejoras en esta U.D., desde luego, esta imprescindible herramienta de trabajo para
el docente nunca debe ser considerada cerrada, debe ser susceptible de ser
modificada en pro de una mejora de estos procesos de ensefianza.

5. DESARROLLO DE LA U.D.: TRIGONOMETRIA

Esta U.D. (dirigida a 4° de E.S.O. opcién B) estd encuadrada en el bloque de geometria,
precedida por el tema de Semejanza. Los conocimientos acerca de semejanza sirven de
base a la trigonometria, y, también son importantes conceptos geométricos y algebraicos
previos, supuestamente adquiridos por los alumnos y las alumnas en cursos o temas
anteriores. Por esta razdn, como paso previo a la puesta en practica de estas sesiones se
realizard una prueba inicial para poder comprobar si los escolares manejan los
conceptos previos necesarios para el correcto desarrollo de la unidad, en el Anexo |
presento una propuesta de evaluacion inicial.

Presento ahora 8 sesiones de trabajo en clase para el desarrollo del tema. Pretendo
cubrir todo el contenido expuesto en el analisis del punto 2.1.2 (estructura conceptual).
Aparte de estas sesiones, tal vez fueran necesarias algunas sesiones mas en las que
completar este proceso de ensefianza-aprendizaje con la realizacion de mas actividades.
El titulo de cada sesion hace referencia al contenido central que aborda. Algunos
contenidos como el uso de programas de geometria dinamica tendran un tratamiento
transversal a lo largo de la unidad. En cada una de las sesiones incluyo los contenidos y
objetivos a tratar, asi como la dinamica de dicha sesion y algunas tareas significativas.
La lista de sesiones es la siguiente:
Razones trigonométricas en el triangulo rectangulo.
Relaciones fundamentales. Uso de calculadora.
Angulos en la circunferencia, medida de angulos en grados y radianes.
Razones trigonomeétricas en la circunferencia goniométrica.
Método de reduccion al primer cuadrante. Ecuaciones trigonométricas.
Resolucién de problemas 1.
Resolucion de problemas II.

8. Actividad con el teodolito casero.
Se presentaran tareas con distintos fines, como pueden ser tareas de motivacion, de
construccion de significados, de ejercitacion o de sintesis. Desde un principio sera
conveniente presentar problemas contextualizados, con los que el escolar pueda percibir
la utilidad de los conocimientos adquiridos.

Nooohk~owhE
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SESION 1: RAZONES TRIGONOMETRICAS EN EL TRIANGULO
RECTANGULO

1. Contenidos y objetivos de la sesion:

= Conceptos bésicos: Razones trigonométricas directas e inversas en triangulos
rectangulos.

= Contextos y situaciones: Medida de distancias inaccesibles, situacion
cientifica, personal y laboral.

= Sistemas de representacion utilizados: Verbal, grafico, numérico y tabular.

= Capacidades a desarrollar y relacion con las competencias generales:
Identificar y dibujar distintos tipos de angulos y tridngulos (C, R), identificar
elementos de un triangulo rectangulo (C, R), célculo de razones
trigonométricas de un triangulo rectangulo (PR, LS, R), valoracion de la
utilidad de la practicidad de la trigonometria (PR, AJ, C), uso de la
calculadora para el calculo de razones de un angulo agudo (R, HT),
resolucién de triangulos (PR, M, RP, HT).

= Intenciones y expectativas que orientan la planificacion de la sesion:
Suponiendo que se ha hecho una evaluacidn inicial y que los resultados
permiten comenzar con el desarrollo de la unidad, esta sesidn tiene como
objetivo introducir la trigonometria partiendo de los conocimientos previos
de los alumnos sobre semejanza. Se realizaran dos tareas enfocadas a la
construccion de significados, y se encargara otras tareas de ejercitacion para
su realizacion en casa. Se espera de esta sesidn que despierte el interés de los
escolares hacia la trigopnometria, por ello, se realizara una tarea que deje
constancia de la utilidad de estas herramientas.

2. Enmarque de la sesion en relacién con las anteriores y posteriores:
Esta es la primera sesion de la unidad, sirve de nexo entre la unidad anterior dedicada a
semejanza y esta unidad.

3. Secuencia de tareas:

(Duracién aproximada 25)

= Descripcién de la actuacién del alumno y/o de la intervencién del profesor:

El profesor comenzara realizando una ronda de preguntas a los alumnos para
recordar los conceptos relacionados con semejanza en triangulos rectangulos para
después dejar a los alumnos que realicen la tarea siguiente:

Observa la siguiente figura en la que hay tres tridngulos rectangulos:

e

a) Repite el dibujo dando los valores de 30°y 45° al &ngulo .
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b) A continuacion rellena la tabla siguiente, midiendo en el dibujo los lados de los
triangulos y calculando los cocientes que se indican:

Cateto | Cateto . cat.mayor | cat.mayor | cat.mayor
a Hipotenusa | —; - —_—
menor | mayor hipotenusa | hipotenusa | cat.menor
20°
60°

c) ¢Qué observas? ;Pasara lo mismo sea cual sea el valor del angulo? ¢Por qué?
d) ¢Cual sera el resultado de dividir el cateto mayor entre la hipotenusa en otro
triangulo rectangulo cualquiera en el que haya un angulo de 20°?

= Materiales o0 recursos necesarios: Se requiere transportador de angulos y regla
con escala. También serd necesario el uso de calculadora.

= Descripcién sobre la gestion del aula: El trabajo se podra realizar por parejas o
pequefios grupos de alumnos. Al final de la actividad el profesor pedira a dos
alumnos que escriban en su pizarra sus respectivas tablas para comparar sus
resultados con los del resto de la clase. Después se pondran en comun las
respuestas a las cuestiones planteadas.

= Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: Con esta
actividad se intenta “allanar” el camino para la definicion de las razones
trigonométricas.

(Duracion aproximada 107)

= Descripcién de la actuacién del alumno y/o de la intervencién del profesor:
Tras la realizacion de la tarea 1 se presenta esta tarea en la que los alumnos pueden
utilizar los resultados de dicha tarea para acometer estos problemas en los que sin
saberlo estaran utilizando las razones trigonométricas para la resolucién de
triangulos:

a) Un pintor se ha comprado una escalera nueva, y el vendedor le ha recomendado
que la use siempre formando un angulo de 60° con la horizontal. Si la escalera tiene
una longitud maxima de 4 m. ¢A qué altura podréa llegar nuestro amigo el pintor
con dicha escalera?

b) Unos albafiiles estan construyendo una rampa para discapacitados que tiene una
inclinacidn de 20° respecto a la horizontal. Si al final de la rampa la altura es de
1,5m, ¢qué longitud tiene la superficie de la rampa?

PISTA: ten en cuenta la tarea anterior.

= Materiales o recursos necesarios: Ninguno especifico.

= Descripcion sobre la gestion del aula: El profesor dejara unos minutos para que
los alumnos piensen como pueden resolver el problema, si algin alumno o
alumna lo realiza, saldra a la pizarra para resolverlo mientras lo explica en voz
alta.

= Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: La
principal intencion al proponer esta tarea es hacerle ver al grupo la utilidad de
las razones trigonométricas antes de definirlas.
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4. Tareas para casa: se le propondran al alumno problemas contextualizados en los que
tenga que usar las tres razones trigonométricas directas, asi como la calculadora para
calcular para calcularlas. También se mandara alguna tarea de ejercitacion en la que
tengan que calcular las razones trigonométricas de los angulos de un triangulo
rectdngulo conocidos dos de sus lados.

5. Organizacion de la sesion:

Repaso xplicacién

conceptos Tarea 1 Tarea 2 de Selecciaon
i - tareas
previos Contenidos e
25 min. 10 min.
5/10 min. 10/15 min. case

SESION 2: RELACIONES FUNDAMENTALES

1. Contenidos y objetivos de la sesion:

= Conceptos basicos: Relaciones fundamentales entre razones de un angulo,
uso de la calculadora.

= Contextos y situaciones: Situacion cientifica.

= Sistemas de representacion utilizados: Verbal, grafico, numérico.

= Capacidades a desarrollar y relacion con las competencias generales:
Comprender la demostracién de las relaciones fundamentales (PR, AJ, C,
LS), calcular las razones trigopnométricas de un angulo conociendo una de
ellas (PR, LS), calcular las razones trigonométricas de un &ngulo usando la
calculadora (HT), calcular el angulo a partir de sus razones trigonomeétricas
(HT).

= Intenciones y expectativas que orientan la planificacion de la sesion: En esta
sesion cobra especial importancia el uso de lenguaje simbdlico.
Considerando que los alumnos y alumnas hacia los cuales esta dirigida esta
unidad, estan cursando la opcion B de matematicas, y que, por lo tanto
seguramente en cursos posteriores realicen bachillerato de ciencias, es
conveniente que empiecen a trabajar la representacion simbdlica de las
matematicas.

2. Enmarque de la sesion en relacién con las anteriores y posteriores:

Esta es la segunda sesién de la unidad, tras una primera sesion de introduccion a las
razones trigonomeétricas, se presenta esta sesion en la que se trabajara con las relaciones
fundamentales y el uso de la calculadora antes de enfrentar la sesion enteramente
dedicada a la resolucion de triangulos rectangulos.

3. Secuencia de tareas:
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(Duracién aproximada 25)

= Descripcién de la actuacién del alumno y/o de la intervencién del profesor:
Tras la presentacion de las relaciones fundamentales entre las razones
trigonométricas de un angulo, se les planteara la siguiente tarea a los alumnos.

Utiliza las relaciones fundamentales para obtener las razones que faltan en cada
caso:
a) senfd= 2
3
b) tgfd=2,3

N3

C) cosfd=—
3

d) sen6d=15

e) cosd=2

f) senfd=1

= Materiales o recursos necesarios: Se requiere el uso de calculadora.

= Descripcidn sobre la gestion del aula: Esta tarea se realizara individualmente y
cuando los alumnos y alumnas acaben se le pedira a dos de ellos que lo
resuelvan en la pizarra, haciendo especial hincapié en los Gltimos apartados y
generando un debate acerca del problema encontrado.

= Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: La
intencion primera es que los alumnos aprendan a manejar con soltura las
relaciones fundamentales y sobre todo que tomen conciencia de que el seno y
coseno nunca pueden valer mas de uno y que cuando uno de ellos vale uno, el
otro debe valer cero. También, esperando que los alumnos s6lo tomen la raiz
positiva al calcular el seno a partir del coseno y viceversa, se les preguntara por
qué no es valida la opcidn negativa.

(Duracion aproximada 10”)

= Descripcion de la actuacion del alumno y/o de la intervencion del profesor:

En esta tarea se trata de realizar el ejercicio anterior, esta vez con la calculadora,

siguiendo los siguientes pasos:
a) Obtencion del valor del &ngulo a partir de su razén trigonométrica.
b) Obtencion de las demas razones.

= Materiales o recursos necesarios: Se requiere el uso de calculadora.

= Descripcién sobre la gestion del aula: Para no perder la atencién de los alumnos
y alumnas, el profesor pedira a algin alumno que salga a la pizarra para ir
anotando los resultados que los demas alumnos y alumnas, a peticion del
profesor iran comunicando.

= Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: La
intencion es que los alumnos cojan soltura en el uso de la calculadora en los
calculos comunes en esta unidad.

4. Tareas para casa: Se le mandara como tarea para casa la actividad nombrada en la
seccion de recursos, disponible en el blog goniometrica.blogspot.com, en la cual pueden
ver como se calcula el valor exacto de las razones trigonométricas de los angulos de 30°
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y 60° de forma constructiva, y se pide que se lleve a cabo un proceso similar para
calcular las del &ngulo de 45°. También se mandaran tareas de ejercitacion de la sesion
anterior.

5. Organizacion de la sesion:

Correccian Bulimiiin Seleccion
de Tarea 1 Tarea 2

de tareas tareas

Contenidos ra
25 min. 10 min. pa

1015 min. casa

10/15 min.

SESION 3: ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA, MEDIDA DE ANGULOS
EN GRADOS Y RADIANES

1. Contenidos y objetivos de la sesion:

= Conceptos basicos: Angulos en la circunferencia goniométrica, grados y
radianes.

= Contextos y situaciones: Contexto de medida de angulos en la
circunferencia, situacion cientifica.

= Sistemas de representacion utilizados: Verbal, grafico, numérico, simbdlico,
tabular.

= Capacidades a desarrollar y relacion con las competencias generales:
Construccion de angulos en la circunferencia goniométrica (R), comprension
de la equivalencia en la representacion de angulos que difieren en maltiplos
de 360° (PR, AJ, C, R), relacionar arcos de circunferencia y angulos (PR, R),
uso de distintos sistemas para medir angulos (R), manejo de la regla de
conversion entre sistema de medidas (LS), uso de la calculadora en modo
DEG y RAD (HT), célculo grafico de los angulos complementario,
suplementario, opuesto y aquel que difiere 180° para angulos agudos(PR,
R).

= Intenciones y expectativas que orientan la planificacion de la sesién: Esta
sesion esta pensada para ser trabajada por entero sobre la circunferencia
goniométrica, se espera que el alumno maneje con soltura los dos sistemas
de medida para angulos.

2. Enmarque de la sesion en relacion con las anteriores y posteriores:

Esta tercera sesion de la unidad, prepara al alumno con todo el bagaje técnico necesario
para trabajar con soltura los &ngulos en la circunferencia goniométrica, lo que debe
facilitar el objetivo de la siguiente sesion que es extender el concepto de razones
trigonometricas a la circunferencia goniométrica.

3. Secuencia de tareas:
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(Duracién aproximada 20°)

= Descripcién de la actuacién del alumno y/o de la intervencion del profesor:

El profesor proveera a los alumnos de unas plantillas como la de la imagen en la que
no se hace necesario el trabajo con transportador para representar a&ngulos sobre la
circunferencia.

a) Dibuja sobre la circunferencia los &ngulos de 15°,
45°,90°, 135°, 180°, 225°, 285°, 375°y 405°. ;Qué
ocurre con estos dos ultimos &ngulos?

b) Nombra cuatro angulos que coincidan al
representarlos sobre la circunferencia goniométrica.
c) Dibuja en otra plantilla los angulos de 15°, 165°,
195°y 345°,

d) Calcula los angulos suplementario, opuesto de 15°y
aquel que difiere con éste 180°. Dibujalos en la
circunferencia del apartado anterior, ¢qué sucede?

= Materiales o recursos necesarios: Se requiere el uso de regla.

= Descripcion sobre la gestion del aula: Esta tarea se realizara individualmente y
cuando acaben los apartados a y ¢ se debatira acerca de los resultados obtenidos.

= Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: La
intencidn de esta actividad es la de dotar al escolar de la destreza necesaria para
representar e interpretar correctamente todo tipo de angulos sobre la
circunferencia.

Tarea 2| (Duracién aproximada 10”)

= Descripcion de la actuacion del alumno y/o de la intervencion del profesor:

Tras presentar el concepto de radian, y la regla de conversion, asi como el

funcionamiento de la calculadora en los dos modos, se realizara esta tarea en la que

se pedira al alumno que rellene una tabla convirtiendo angulos de grados a radianes,

y posteriormente se le pedira que dibuje en la circunferencia goniométrica los

angulos notables de cada cuadrante etiquetandolos son su valor en radianes.

= Materiales y recursos: plantilla y calculadora.

= Descripcién sobre la gestion del aula: EI profesor realizara la tabla en la pizarra,
e ird pidiendo a distintos alumnos y alumnas que le den los resultados para
completarla.

= Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: Se intenta
que el alumno se familiarice con el sistema de medida en radianes, con el
método de conversion y la expresion en radianes de los angulos notables.

4. Tareas para casa: Se le mandarad como tarea para casa otra actividad del blog
goniometrica.blogspot.com, la actividad 3, en la que el alumno explora paso a paso la
equivalencia entre razones de un angulo agudo y coordenadas de los puntos de la
circunferencia del primer cuadrante, con el objetivo de preparar la siguiente seccion. Se
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pedira a los alumnos que entreguen esta actividad por escrito para ser tenida en cuenta
en la evaluacion.

5. Organizacion de la sesion:

[

Correccién Explicacion Explicacion Seleccion
de tareas de Tarea 1 de Tarea 2 tareas
Contenidos Contenidos para
10/15 min. . 20 min. . 10 min. casa
5 min. 10 min.

L

SESION 4: RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA
GONIOMETRICA.

1. Contenidos y objetivos de la sesion:

= Conceptos basicos: Razones trigonométricas en la circunferencia
goniomeétrica.

= Contextos y situaciones: Contexto de medida de angulos en la
circunferencia, situacion cientifica.

= Sistemas de representacion utilizados: Verbal, gréfico, tabular.

= Capacidades a desarrollar y relacion con las competencias generales:
Relacion entre las razones de un angulo agudo y las coordenadas de la
circunferencia goniométrica (PR, AJ, C, R, HT), método grafico para el
calculo estimado de razones trigonométricas de angulos cualesquiera (PR, R,
HT), obtencion de la regla de los signos (AJ, C, R),

= Intenciones y expectativas que orientan la planificacién de la sesion: Esta
sesion estd pensada para ser trabajada de nuevo sobre la circunferencia
goniomeétrica pero combinando este contexto con el de los tridngulos
rectangulos. También se volvera a utilizar el método de obtencion de las
razones trigonomeétricas de un angulo a partir de la relacion fundamental
primera, teniendo esta vez en cuenta los dos resultados posibles. Se espera
también deducir el método de reduccion al primer cuadrante.

2. Enmarque de la sesion en relacion con las anteriores y posteriores:

En esta cuarta sesion el alumno ya ha trabajado sobre la circunferencia durante la sesién
anterior, lo que debe facilitar el trabajo, y al extender el concepto de razén
trigonométrica a angulos no agudos, se puede dar alguna pincelada de su uso en
triangulos oblicuéngulos para que motivar al alumno al mostrarle la aplicacion de toda
esta teoria.
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3. Secuencia de tareas:

Tarea 1] (Duracién aproximada 20°)

= Descripcion de la actuacion del alumno y/o de la intervencion del profesor:
Supuestamente los alumnos han realizado en su casa la actividad en la que
tenian una pequefa introduccion al concepto de razon trigonométrica en la
circunferencia, no obstante, en los primeros minutos de la clase se explicara de
nuevo este concepto realizando después la siguiente tarea:

a) Completa la siguiente tabla sin usar la calculadora:

Qe 90° 180° 270° 360°

Sen

COS

19

b) Di en qué cuadrante se encuentran los siguientes angulos e indica el signo de sus
razones trigonométricas:
b.1.)128° b.2.)198° bh.3.)87° b.4.) 285° b.5.)305°

= Materiales o recursos necesarios: Se volvera a utilizar una circunferencia
graduada y regla.

= Descripcidn sobre la gestion del aula: Esta tarea se realizara individualmente vy,
mientras los alumnos y alumnas trabajan, el profesor copiara la tabla en la
pizarra para luego completarla con los datos dados por los alumnos.

= Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: La
intencion es conocer las razones trigonomeétricas de algunos de los angulos
notables e introducir la regla de los signos.

Tarea 2 (Duracién aproximada 5°)

= Descripcidn de la actuacién del alumno y/o de la intervencién del profesor: Esta
tarea debe resultar sencilla si los conceptos anteriores estan bien adquiridos.

En cada uno de estos circulos esta indicado el signo de las razones trigonométricas de
a, segun el cuadrante en el que se encuentra. {Cudl corresponde a sen a, cual a cos oy
cudal a tg a?

YA Va9 Yan
-/ N % \#| -/

= Materiales y recursos: Ninguno especifico.

= Descripcion sobre la gestion del aula: El profesor preguntara a algunos alumnos
y alumnas las respuestas a cada apartado y las debatira con el resto.

= Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: Se intenta
deducir la regla de los signos
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(Duracion aproximada 10”)

= Descripcion de la actuacidn del alumno y/o de la intervencidn del profesor: La
siguiente tarea esta destinada a que los alumnos calculen el valor de las razones
trigonométricas de distintos angulos de forma aproximada, a partir de su
representacion en la circunferencia goniométrica.

= Materiales y recursos: Compas, transportador y regla.

= Descripcion sobre la gestion del aula: EI profesor agrupara a los alumnos en
pequefios grupos.

=  Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: Se intenta

mostrar el método grafico para calcular de forma aproximada las razones de
angulos no agudos.

4. Tareas para casa: Se encargara algun ejercicio de ejercitacion para que consoliden
los conocimientos adquiridos.

5. Organizacion de la sesion:

Correccidn -
de tareas | Tarea1 Tarea 2 = T Seleccion
icacio tareas
Explicacion -
contenidos | 20 min. 5 min. 10 min. Egsa
15/20 min.

SESION 5: METODO DE REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE.
ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

1. Contenidos y objetivos de la sesion:

= Conceptos basicos: Método de reduccion al primer cuadrante. Ecuaciones
trigonométricas.

= Contextos y situaciones: Contexto de medida de angulos en la
circunferencia, situacion cientifica.

= Sistemas de representacion utilizados: Verbal, gréfico.

= Capacidades a desarrollar y relacion con las competencias generales:
Relacionar cada angulo con el angulo agudo con el que comparte, salvo
signo, las razones trigonométricas. (PR, AJ, C, R), método grafico para la
resolucion de ecuaciones trigonométricas sencillas.
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= Intenciones y expectativas que orientan la planificacion de la sesion: Esta
sesion hace de cierre de la teoria relacionada con razones trigonométricas en
la circunferencia goniométrica. Se espera que el grupo de clase no tenga
problema para asimilar este método ya que se ha trabajado en las sesiones
anteriores lo suficiente como para sentar una buena base.

2. Enmarque de la sesion en relacion con las anteriores y posteriores:

Esta sesion aprovecha la sesién anterior en la que ya se trabaj6 con la circunferencia, y
hace de cierre de esta serie de sesiones dedicadas a las razones trigonométricas en la
circunferencia goniomeétrica.

3. Secuencia de tareas:

Tarea 1] (Duracién aproximada 35)

= Descripcidn de la actuacién del alumno y/o de la intervencion del profesor: Los
alumnos y alumnas deberan trabajar de nuevo sobre la circunferencia, bien sobre
una plantilla, o construyéndola con compas y ayudandose del transportados de
angulos:

a) Completa la siguiente tabla:

Grados 30 90 150 210 270 330
Radianes /6 /3 2 /3 T 47/3 5n/3 2z
sen o 0,86
cos o 0,5

b) ¢Observas similitudes entre las proyecciones de los angulos de 30°, 150°, 210° y

330072

c) ¢Se puede observar en la tabla otro conjunto de cuatro angulos que guarden la

misma relacion? ¢ Cuales?

d) Dibuja las dos familias por separado en la circunferencia goniométrica y

observa el dibujo que forman. Realiza un dibujo similar partiendo del &ngulo de

400

= Materiales 0 recursos necesarios: Se volverd a utilizar una circunferencia
graduada y regla, ya que el ejercicio conlleva realizar muchos célculos.

= Descripcién sobre la gestion del aula: La primera parte del ejercicio, apartado a),
se podra realizar en grupos de 3 0 4 alumnos o alumnas que se repartiran el
trabajo, tras la realizacion de este apartado se hara una puesta en comun de los
resultados para que todos puedan avanzar a la vez. El apartado c se discutira
entre profesor y grupo clase. El profesor dara un tiempo para realizar el siguiente
apartado para después volver a debatir sobre los resultados.

= Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: La
intencion es deducir el método de reduccion al primer cuadrante de una forma
natural.
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(Duracién aproximada 15)

Descripcion de la actuacién del alumno y/o de la intervencion del profesor: En esta
tarea, los alumnos resolveran ecuaciones sencillas del tipo sen a=1/2, siguiendo el
siguiente método:
a) Marca el punto %z en el eje y (correspondiente al seno).
b) Levanta una perpendicular en dicho punto que corte a la circunferencia en dos
puntos.
c) Traza los dos angulos que definen dichos puntos, estos angulos son los que
buscamos.

= Materiales y recursos: compas y regla, o circunferencia graduada y regla.

= Descripcién sobre la gestion del aula: El profesor realizara un ejemplo, y los
alumnos después se ejercitaran con algunos mas.

= Comentarios sobre las intenciones del profesor al realizar la actividad: Se intenta
que los alumnos encadenen procesos un poco mas complejos, construyendo
graficamente la solucion de una ecuacion trigonomeétrica.

4. Tareas para casa: Se encargara algunas tareas para que ejerciten el método de
reduccion al primer cuadrante, y algun problema de resolucion de triangulos
rectangulos, para, con su correccion en la sesion siguiente introducir los contenidos del
dia.

5. Organizacion de la sesion:

Correccion Tarea 1 Tarea 2 Seleccion
de tareas tareas
: . para
10 min. 35 min. 15 min. c

53




U.D. TRIGONOMETRIA DESARROLLO DE LA U.D.

SESIONES 6 Y 7: RESOLUCION DE PROBLEMAS I Y |1

1. Contenidos y objetivos de la sesion:

Conceptos bésicos: Resolucion de problemas, resolucion de tridngulos
cualesquiera.

Contextos y situaciones: Contexto de resolucion de triangulos, y todas las
situaciones.

Sistemas de representacion utilizados: Verbal, grafico, simbdlico.
Capacidades a desarrollar y relacion con las competencias generales:
Resolucion de triangulos cualesquiera con el uso de los distintos resultados y
procedimientos: teorema de los senos y del coseno, estrategia de la altura
(PR, AJ, C, M, RP, R, LS, HT). Uso de la férmula del area para un tridangulo
cualquiera (LS)

Intenciones y expectativas que orientan la planificacion de la sesion: Estas
dos sesiones tienen por objetivo acercar toda la teoria vista en el tema al
mundo real, por medio de problemas contextualizados, con los que se intente
despertar el interés de los alumnos. Estas sesiones haran hincapié en el
desarrollo de las competencias de Modelizar y Resolver Problemas. Se
presentaran problemas asociados a distintas situaciones en los que el alumno
tendré que poner en juego diversas estrategias. En la primera sesion se les
realizara un ejemplo que se resuelva con la estrategia de la altura y otro con
la estrategia de la “doble medicion”, para seguir después realizando mas
problemas del mismo tipo. En la segunda sesién se introduciran los teoremas
de los senos y del coseno, junto con la formula del area. En ambas sesiones
el profesor realizara algunos ejemplos en los que explicara como Modelizar
correctamente, paso a paso un problema: disefio del esquema donde se
recojan los datos y disquisicion acerca de la estrategia mas conveniente para
abordarlo. Esto se hara para intentar inculcar un método riguroso en los
alumnos que les facilite la resolucion de estos problemas. Se insistira en
ejercicios de “doble medida” ya que este método sera puesto en practica en
la siguiente seccion. Se pueden consultar ejemplos interesantes de tareas para
realizar en M. Pifieiro et al. (1998), y en los libros de textos nombrados en la
bibliografia.

2. Enmarque de la sesion en relacién con las anteriores y posteriores:

Esta sesion esta sobre todo relacionada con las primeras sesiones en las que se trabajé
con triangulos rectangulos. En estas sesiones el alumno debe adquirir las destrezas
suficientes para enfrentar un trabajo por grupos en la siguiente sesién, de puesta en
practica de los conocimientos adquiridos.

3. Tareas para casa: Se encargaran tareas para que ejerciten las distintas estrategias de
resolucion de problemas. Ademas de estas tareas se les encargara que construyan su
propio teodolito, con las sencillas instrucciones que describi en la seccion dedicada a
materiales, dentro del andlisis de instruccion.
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SESION 8: PRACTICAS CON TEODOLITO

= Conceptos bésicos: Resolucién de problemas.

= Contextos y situaciones: Trigonometria sobre
triangulos y situacion personal.

= Sistemas de representacion: Gréfico, numérico y
tabular.

= Capacidades a desarrollar y relacion con las
competencias generales: En esta sesion, se
pretende poner realmente en practica parte de los

aprendizajes adquiridos en toda la U.D. La sesion estara centrada en el
calculo de distancias inaccesibles por medio de la resolucion de triangulos
rectangulos y el método de “doble medicion” (PR, C, M, RP, R, HT).

= Intenciones y expectativas que orientan la planificacién de la sesion: Se

intenta con esta sesion que el alumno valore de forma positiva las
matematicas al poder utilizarlas fuera del aula, en problemas tipo, que bien
se pueden encontrar en multiples situaciones. Es de esperar que el alumno
después de esta experiencia cambie, a mejor, su vision hacia las
matematicas, lo que, en el caso de suceder, facilitaria una disposicion
favorable en el futuro hacia éstas.

= Descripcidn de la intervencion del alumno y/o profesor:

El esquema de trabajo podria ser el siguiente:

1.

7.

Esta sesion de clase se realizaria al aire libre, bien en el patio del colegio,
un parque, una zona monumental, etc. El Unico requisito es que sea un
espacio abierto en el que haya muchas distancias “que medir”.

Se formaran grupos de cuatro, en los que, cada alumno y alumna
deberian tener su propio teodolito casero. En caso de no disponer de
suficientes cintas métricas, los distintos grupos deberan organizarse para
repartirse las que estuvieran disponibles en tiempos iguales.

Se fijaran en el lugar de realizacion de las practicas unos cuantos
objetivos, puntos inaccesibles, alrededor de 10 puntos.

Cada grupo se organizara de manera que tengan al menos dos
mediciones (dobles) independientes para cada objetivo. La organizacién
del equipo debera trabajar con un cuaderno de campo en el que realizaran
las notas pertinentes.

El trabajo lo deberan continuar los grupos en horario no lectivo. Este
trabajo constara de un dossier en el que deberan adjuntar todas las
medidas bien organizadas, y la doble resolucion del calculo de las
distancias a cada uno de los objetivos, con un esquema grafico
aclaratorio.

Pasadas una o dos semanas de clase, cada grupo expondria durante cinco
minutos la resolucién de uno de los problemas al resto de la clase. Un
componente del grupo seria el portavoz encargado de defender el trabajo,
en el momento de la defensa se elegiria por sorteo que miembro del
grupo haces las veces de portavoz.

Se evaluara la actitud positiva hacia el trabajo en equipo, el cuaderno de
campo, el dossier final y la presentacion.

= Materiales y recursos: Teodolito y cinta métrica.
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6. ATENCION A LA DIVERSIDAD

Los procesos de ensefianza deben adaptarse a cada alumno, atendiendo en la mayor
medida posible a sus capacidades individuales. Es por ello que el docente debe realizar
un seguimiento lo més individualizado posible de cada alumno para detectar alumnos o
alumnas que tengan problemas para seguir el normal desarrollo de la unidad, asi como
para detectar alumnos que tengan altas capacidades y puedan (y quieran) profundizar en
la materia. Todas estas medidas de flexibilizacion estan supeditadas a la adquisicion de
los contenidos minimos, consecucion de los objetivos y al logro de las competencias.
Se hace entonces necesario tener preparadas una serie de actividades de refuerzo y de
ampliacién con las que poder atender los alumnos que lo requieran.

TAREAS DE REFUERZO

Las tareas de refuerzo no deben sustituir en ninglin caso a las tareas propias del normal
desarrollo de la unidad, seran en todo caso actividades complementarias que ayuden al
alumno que tiene dificultades a conseguir alcanzar el ritmo de clase.

Estas tareas deberian ir enfocadas a reforzar los contenidos minimos expuestos en el
Real Decreto de ensefianzas minimas. Seran preferiblemente tareas de ejercitacion
dedicadas a la practica con la resolucién de triangulos rectangulos y su aplicacion en la
resolucion de problemas.

TAREAS DE AMPLIACION

En el caso en el que hubiera algin alumno que mostrara excesiva facilidad en el
desarrollo de la unidad, se podria sugerir trabajar con unas tareas de dificultad mayor o
que traten contenidos no considerados en esta unidad pero que se extienden facilmente
desde los contenidos propios de dicha unidad. Estas tareas estarian orientadas a intentar
desarrollar las capacidades del alumno al maximo, pero sin que esto pudiera ocasionar
perjuicio alguno al mismo.

Los contenidos que se podrian tratar podrian ser la resolucion de ecuaciones
trigonométricas algebraicamente, la demostracién de igualdades utilizando las
relaciones fundamentales, angulos de la suma y diferencia, &ngulo doble y mitad, o
construccion de la funcion seno.

En todo caso, las medidas de apoyo a la diversidad deben ser consensuadas por todos
los intereesados, desde el mismo alumno o alumna hasta la familia, que siempre debe
estar informada de este tipo de medidas. Aparte de la familia y el interesado, los equipos
de orientacion pedagogica ayudaran a tomar las medidas oportunas en cada caso.
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