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1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. INTRODUCCION

El algebra plantea numerosas dificultades a los alumnos de educacién
secundaria, entre ellas, la traduccion del lenguaje ordinario al lenguaje algebraico,
dificultades conceptuales e interpretativas de las ecuaciones y los sistemas, las destrezas
algebraicas o la relacion gque existe entre los simbolos y lo que representan.

La dificultad de esta materia unida a su enorme utilidad, hacen del algebra algo
muy atractivo desde el punto de vista del profesional docente, que debe asumir como un
reto el salto que deber dar los alumnos desde la aritmética hasta este nuevo lenguaje que
les lleva a multiplicar sus posibilidades.

Los sistemas de ecuaciones lineales permiten a los alumnos enfrentarse a una
gama mas amplia de problemas, en diferentes contextos, relacionados con multitud de
situaciones; pero para que este aumento en la capacidad de resolver problemas sea
efectivo, se requiere que los alumnos entiendan qué es un sistema de ecuaciones lineales
y qué significa su solucién.

El uso y significado de las letras, el concepto de variable, el significado de los
signos en una operacion, la ambigiedad en los convenios de notacion (entre nimeros o
entre nimeros y letras), etc., dificultan el aprendizaje del algebra y, por lo tanto, la
comprensidn de la solucién de un sistema de ecuaciones lineales.

En mi corta experiencia, durante el periodo de précticas, he podido constatar que
para la mayoria de los alumnos, la soluciébn de un sistema de ecuaciones es
sencillamente un resultado al que llegan tras haber aplicado algin método analitico pero
no unos nameros que, finalmente, sustituidos en el lugar de las letras, deben satisfacer
las dos ecuaciones. Se pierde facilmente el significado de lo que se estd haciendo.
Resolver el sistema es una idea que tienen bastante clara, aunque ésta no parece estar
conectada con el hecho de que eso signifique hallar su solucion ni lo que la solucién en
si representa.

Este estudio consiste en una breve investigacion educativa acerca de lo que los
estudiantes de 2° ESO entienden por solucién de un sistema de ecuaciones lineales, y
consta de cuatro partes. En la primera de ellas, llamada fundamentacion teorica, se hace
una justificacion de este estudio desde el punto de vista de las competencias a adquirir
por los profesores de secundaria en formaciéon, desde los contenidos del curriculo de la
ESO y desde lo que tiene que decir la investigacion educativa acerca de la importancia
del algebra en la educacion secundaria; por otra parte, se procede al analisis de
contenido del tema “Sistemas de ecuaciones lineales”, analisis necesario para este
trabajo puesto que ha sido la base que se ha seguido para la realizacién del cuestionario.
La segunda parte trata del disefio de la investigacion: metodologia seguida, recogida de
datos, disefio del cuestionario... La tercera parte muestra el proceso seguido para el
analisis de los datos, asi como el analisis de las respuestas a las tres preguntas incluidas
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en el cuestionario. Finalmente, no podian faltar las conclusiones, donde se narran los
resultados mas relevantes y se procede a la interpretacion de los mismos, tratando de
recoger los conocimientos adquiridos a lo largo de la investigacion en relacion al
problema estudiado.

1.2. OBJETIVO DEL ESTUDIO

La principal finalidad de este trabajo es describir las ideas, imagenes, conceptos
y modos de proceder que tienen los alumnos de 2° ESO acerca de la solucion de un
sistema de ecuaciones lineales tras haber estudiado el tema. Para ello, se han seguido los
siguientes pasos:

e Intervencion educativa durante aproximadamente un mes, con un total de 10
sesiones. Durante dicho periodo se les explico a los alumnos el tema de
“Sistemas de ecuaciones lineales”.

e Elaboracién de tres tareas centradas en el objetivo especifico “comprension de la
solucion de un sistema de ecuaciones lineales” y que se incluyeron en el examen
que los alumnos realizaron durante la penudltima sesion del tema (la Gltima fue
para la correccién del mismo).

e Categorizacion de los diferentes significados, desde un punto de vista conceptual
o procedimental, segun el caso, de las respuestas que los alumnos de 2° ESO
proporcionaron tras haber estudiado el tema “Sistemas de ecuaciones lineales”.

e Disposicion de los datos y andlisis de los resultados obtenidos para cada una de
las preguntas.

e Extraccion de conclusiones.

De acuerdo con la finalidad y contexto mencionados, el objetivo de este estudio
es averiguar qué entienden los alumnos por solucion de un sistema de ecuaciones
lineales a partir de como la verbalizan, como la interpretan, cémo la representan y
como la discriminan, aplican y controlan.

Las cuestiones planteadas buscan hacer un “barrido” del analisis de contenido
del tema —estructura conceptual, representaciones y fenomenologia- aunque centrado en
este caso en un objetivo especifico: comprension de la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales. Y es que, hay diferentes significados para un mismo concepto
matematico, que vienen dados por las estructuras conceptuales que lo refieren, por los
sistemas de simbolos que lo representan, y por los objetos y fenémenos de los que surge
y que le dan sentido (Rico, Marin, Lupiafiez y Gomez, 2008).
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2. FUNDAMENTACION TEORICA

2.1. JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

2.1.1. COMPETENCIAS A ADOQUIRIR POR LOS PROFESORES EN
FORMACION

Segin la ORDEN ECI/3858/2007, de 27 de diciembre, por la que se
establecen los requisitos para la verificacion de los titulos universitarios oficiales
que habiliten para el ejercicio de las profesiones de Profesor de Educacién
Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianzas de
Idiomas, algunas de las competencias que los estudiantes debemos adquirir durante el
estudio de este master de formacion de profesorado son:

1. Conocer los contenidos curriculares de las materias relativas a la
especializacion docente correspondiente, asi como el cuerpo de conocimientos
didéacticos en torno a los procesos de ensefianza y aprendizaje respectivos. (...)

2. Planificar, desarrollar y evaluar el proceso de ensefianza y aprendizaje
potenciando procesos educativos que faciliten la adquisicion de las competencias
propias de las respectivas ensefianzas, atendiendo al nivel y formacién previa de los
estudiantes asi como la orientacion de los mismos, tanto individualmente como en
colaboracion con otros docentes y profesionales del centro.

3. Buscar, obtener, procesar y comunicar informacion (oral, impresa,
audiovisual, digital o multimedia), transformarla en conocimiento y aplicarla en los
procesos de ensefianza y aprendizaje en las materias propias de la especializacion
cursada.

Por otra parte, en el apartado 1 del articulo 10, Ensefianzas de Master, del Real
Decreto 1393/2007, de 29 de octubre, por el que se establece la ordenacion de las
ensefianzas universitarias oficiales, se pone de manifiesto que “Las enserianzas de
Master tienen como finalidad la adquisicion por el estudiante de una formacion
avanzada, de caracter especializado o multidisciplinar, orientada a la especializacion
académica o profesional, o bien a promover la iniciacion en tareas investigadoras. ”

Esta breve investigacion educativa que se presenta pretende, en mayor o menor
medida, poner de manifiesto el desarrollo de las competencias mencionadas. Para ello se
ha llevado a cabo, respectivamente:

- Un estudio de la informacion que aportan diferentes normativas espafiolas acerca
del curriculo de Educacion Secundaria Obligatoria, centrado en el bloque de
algebra, y asimismo de varios libros de texto.
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- Un analisis de contenido del tema “Sistemas de ecuaciones lineales”, necesario
para el analisis cognitivo y anlisis de instruccion posteriores, y que contribuye a
la competencia de planificacion.

- Una breve intervencion educativa, durante el periodo de précticas, intentando
conectarla con el bloque tedrico y finalmente,

- Lainvestigacion en si, modalidad escogida para este Trabajo Fin de Master, que
pretende, de una manera muy sucinta dadas las limitaciones de este estudio, el
procesamiento de la informacion recogida, su estudio, la deteccion de los errores
y dificultades frecuentes de los alumnos (relacionados, en este caso, con la
comprension de la solucion de sistemas de ecuaciones lineales) y la
transformacion de esta informacion en conocimiento que permita su aplicacion
futura en los procesos de ensefianza-aprendizaje de este tema.

2.1.2. LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN EL CURRICULO
DE LA ESO

En el anexo Il del Real Decreto 1631/2006, de 29 de diciembre, por el que se
establecen las ensefianzas minimas correspondientes a la Educacion Secundaria
Obligatoria, podemos encontrar las materias que se impartiran en cada curso de esta
etapa educativa. Uno de los apartados hace referencia, obviamente, a las matematicas,
incluyendo un bloque de contenidos comunes para cada curso, que constituye el eje
transversal vertebrador de los conocimientos matematicos que abarca. Dicho blogque
hace referencia expresa, entre otros, a un tema basico del curriculo: la resolucion de
problemas.

El RD apunta a que, desde un punto de vista formativo, la resolucion de
problemas es capaz de activar las capacidades basicas del individuo, como son leer
comprensivamente, reflexionar, establecer un plan de trabajo, revisarlo, adaptarlo,
generar hipdtesis, verificar el ambito de validez de la solucion, etc. pues no en vano es
el centro sobre el que gravita la actividad matematica en general. También se
introducen en este bloque la capacidad de expresar verbalmente los procesos que se
siguen y la confianza en las propias capacidades para interpretar, valorar y tomar
decisiones sobre situaciones que incluyen soporte matematico, poniendo de relieve la
importancia de los factores afectivos en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas.

El resto de los contenidos se distribuyen en cinco bloques: Ndmeros, Algebra,
Geometria, Funciones y gréaficas, y Estadistica y probabilidad.

La citada norma pone de manifiesto que las destrezas algebraicas se desarrollan
a través de un aumento progresivo en el uso y manejo de simbolos y expresiones desde
el primer ano de secundaria al ultimo, poniendo especial atencion en la lectura,
simbolizacién y planteamiento que se realiza a partir del enunciado de cada problema.
Ademas, para la organizacion de los contenidos de algebra se ha tenido en cuenta que su
estudio resulta, con demasiada frecuencia, dificil a muchos alumnos. La construccion
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del conocimiento algebraico ha de partir de la representacion y transformacion de
cantidades. El trabajo con patrones y relaciones, la simbolizacién y la traduccion entre
lenguajes son fundamentales en los primeros cursos.

A pesar de que el tema “Sistemas de ecuaciones lineales” aparece en algunos
libros de texto de 2° ESO vy, de hecho, es el tema que durante el periodo de précticas he
impartido a los alumnos de este curso, lo cierto es que segun este RD es un tema que
pertenece al tercer curso, apareciendo entre los contenidos del bloque de &lgebra:

e Analisis de sucesiones numéricas. Progresiones aritméticas y geométricas.

e Sucesiones recurrentes. Las progresiones como sucesiones recurrentes.

e Curiosidad e interés por investigar las regularidades, relaciones y propiedades
que aparecen en conjuntos de numeros.

e Traduccion de situaciones del lenguaje verbal al algebraico.

e Transformacion de expresiones algebraicas. Igualdades notables.

e Resolucién de ecuaciones de primer y segundo grado con una incognita.
Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas.

e Resolucion de problemas mediante la utilizacion de ecuaciones, sistemas y otros
métodos personales. Valoracion de la precision, simplicidad y utilidad del
lenguaje algebraico para resolver diferentes situaciones de la vida cotidiana.

Ademas, entre los criterios de evaluacion se hallan los siguientes:

2. Expresar mediante el lenguaje algebraico una propiedad o relacion dada
mediante un enunciado y observar regularidades en secuencias numéricas obtenidas de
situaciones reales mediante la obtencién de la ley de formacion y la formula
correspondiente, en casos sencillos.

A través de este criterio, se pretende comprobar la capacidad de extraer la
informacidn relevante de un fendmeno para transformarla en una expresion algebraica.
En lo referente al tratamiento de pautas numéricas, se valora si se esta capacitado para
analizar regularidades y obtener expresiones simbolicas, incluyendo formas iterativas y
recursivas.

3. Resolver problemas de la vida cotidiana en los que se precise el
planteamiento y resolucién de ecuaciones de primer y segundo grado o de sistemas de
ecuaciones lineales con dos incognitas.

Este criterio va dirigido a comprobar la capacidad para aplicar las técnicas de
manipulacion de expresiones literales para resolver problemas que puedan ser
traducidos previamente a ecuaciones y sistemas. La resolucion algebraica no se
plantea como el unico método de resolucion y se combina también con otros metodos
numeéricos y graficos, mediante el uso adecuado de los recursos tecnolégicos.

Aunque en el tercer curso no aparezca explicitamente, entre los contenidos o
entre los criterios de evaluacion, el objetivo “comprension de la solucion de sistemas de
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ecuaciones lineales”, si que se puede apreciar entre los contenidos del bloque de algebra
del 2° curso, y ya que este tema se ha impartido en 2°, se justifica la eleccion de esta
linea de investigacion:

e El lenguaje algebraico para generalizar propiedades y simbolizar relaciones.
Obtencion de formulas y términos generales basada en la observacion de pautas
y regularidades.

e Obtencidn del valor numérico de una expresion algebraica.

¢ Significado de las ecuaciones y de las soluciones de una ecuacion.

e Resolucién de ecuaciones de primer grado. Transformacion de ecuaciones en
otras equivalentes. Interpretacion de la solucién.

e Ultilizacién de las ecuaciones para la resolucién de problemas. Resolucion de
estos mismos problemas por métodos no algebraicos: ensayo y error dirigido.

Criterios de evaluacion

3. Utilizar el lenguaje algebraico para simbolizar, generalizar e incorporar el
planteamiento y resolucién de ecuaciones de primer grado como una herramienta mas
con la que abordar y resolver problemas.

Se pretende comprobar la capacidad de utilizar el lenguaje algebraico para
generalizar propiedades sencillas y simbolizar relaciones, asi como plantear
ecuaciones de primer grado para resolverlas por métodos algebraicos y también por
métodos de ensayo y error. Se pretende evaluar, también, la capacidad para poner en
practica estrategias personales como alternativa al algebra a la hora de plantear y
resolver los problemas. Asimismo, se ha de procurar valorar la coherencia de los
resultados.

7. Utilizar estrategias y técnicas de resolucién de problemas, tales como el
analisis del enunciado, el ensayo y error sistematico, la division del problema en
partes, asi como la comprobacién de la coherencia de la solucién obtenida, y
expresar, utilizando el lenguaje matematico adecuado a su nivel, el procedimiento que
se ha seguido en la resolucion.

Con este criterio se valora la forma de enfrentarse a tareas de resolucion de
problemas para los que no se dispone de un procedimiento estandar que permita
obtener la solucion. Se evalta desde la comprension del enunciado a partir del
analisis de cada una de las partes del texto y la identificacion de los aspectos mas
relevantes, hasta la aplicacion de estrategias de resolucion, asi como el habito y la
destreza necesarias para comprobar la correccion de la solucion y su coherencia con
el problema planteado. Se trata de evaluar, asimismo, la perseverancia en la busqueda
de soluciones y la confianza en la propia capacidad para lograrlo y valorar la
capacidad de transmitir con un lenguaje suficientemente preciso, las ideas y procesos
personales desarrollados, de modo que se hagan entender y entiendan a sus
compafieros. También se pretende valorar su actitud positiva para realizar esta
actividad de contraste.

Por otra parte, parece razonable pensar que la comprension de la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales contribuye a la adquisicion de la competencia
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matematica, definida en el anexo | de este RD como “la habilidad para utilizar y
relacionar los nameros, sus operaciones bésicas, los simbolos y las formas de
expresion y razonamiento matematico, tanto para producir e interpretar distintos tipos
de informacién, como para ampliar el conocimiento sobre aspectos cuantitativos y
espaciales de la realidad, y para resolver problemas relacionados con la vida cotidiana
y con el mundo laboral.” Y es que, la comprension de la solucion es una parte
fundamental en la resolucion de problemas y ésta a su vez lo es de la competencia
matematica, ya que la misma implica, entre otras cosas, el conocimiento y manejo de los
elementos matematicos basicos en situaciones reales o simuladas de la vida cotidiana y
la puesta en practica de procesos de razonamiento que llevan a la solucion de los
problemas o a la obtencién de informacion. Estos procesos permiten aplicar esa
informacion a una mayor variedad de situaciones y contextos, seguir cadenas
argumentales identificando las ideas fundamentales, y estimar y enjuiciar la logica y
validez de argumentaciones e informaciones.

Por lo tanto, a mi juicio, se deduce que valorar el grado de coherencia de los
resultados obtenidos (estimar y enjuiciar la ldgica y validez de una informacion),
comprender la solucion a un problema (obtenida como resultado de una ecuacion o de
un sistema de ecuaciones), permite, entre otras cosas, su aplicacion posterior a otras
situaciones y con ello se contribuye a la adquisicién de la competencia matematica.

2.1.3. INVESTIGACION EDUCATIVA

Una vez justificado este estudio desde el punto de vista de las competencias a
adquirir por los profesores de secundaria en formacion y desde los contenidos del
curriculo de la ESO, el tercer marco de justificacion es el que propone la investigacion
educativa acerca de la importancia del algebra en la educacion secundaria. Son
numerosos los autores que han investigado este tema, entre ellos, Socas (1998):

“El algebra escolar es considerada como una de las partes de la
matematica que influye considerablemente en el aspecto formativo, por la
potencia y simplicidad de sus registros formales y por sus métodos, pero su
aprendizaje genera muchas dificultades a los alumnos y estas dificultades
son de naturaleza diferente, y tienen que ver con la complejidad de los
objetos del algebra, con los procesos de pensamiento algebraico, con el
desarrollo cognitivo de los alumnos, con los métodos de ensefianza y con
actitudes afectivas y emocionales hacia el dlgebra.”

La ensefianza y el aprendizaje del algebra deben atender equilibradamente a
distintos objetivos educativos (Fernandez, 1997):

a) Establecimiento de destrezas cognitivas de caracter general, susceptibles de utilizarse
en una amplia gama de casos particulares y que contribuyan, por si mismas, a la
potenciacion de las capacidades cognitivas de los estudiantes.

10
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b) La aplicacion funcional, que posibilite a los estudiantes valorar y aplicar sus
conocimientos algebraicos fuera del &mbito escolar, en situaciones de la vida cotidiana.

c) La valoracién instrumental, creciente a medida que el estudiante progresa hacia
tramos superiores de la educacion, y en la medida en que el Algebra proporciona
formalizacion al conocimiento humano riguroso y, en particular, herramientas para la
simbolizacion y acceso al lenguaje cientifico.

La resolucion de problemas y, por tanto, la resolucién de ecuaciones y de
sistemas de ecuaciones, es uno de los puntos centrales de la educacion matematica,
como se ha podido observar en el apartado anterior, y los alumnos necesitan de una
serie de estrategias basicas para llevarla a cabo: usar tablas, diagramas, formulas,
detectar los datos facilitados y los que deben buscar, traducir el lenguaje ordinario al
simbolico, probar posibles soluciones que satisfagan el problema... El algebra es una
potente herramienta que permite cimentar en los alumnos procedimientos formales,
generales, en la resolucion de problemas, acabando con las limitaciones de los
procedimientos informales o de busqueda experimental, como la descomposicion
(propia de la aritmética) o la estrategia de ensayo y error. La transicion de la aritmética
al algebra es un paso importante para llegar a ideas mas complejas dentro de las
matematicas escolares; de hecho, este paso se produjo de manera natural en la historia,
principalmente por la necesidad de tener un mecanismo potente para resolver problemas
gue no podian solucionarse a través de la aritmética ni de la geometria.

2.2. ANALISIS DE CONTENIDO

Utilizando la definicion de Rico, Marin, Lupiafiez y Gomez (2008):

“El Analisis de Contenido es una herramienta técnica para establecer y
estudiar la diversidad de significados de los contenidos de las Matematicas
Escolares. El Analisis de Contenido es parte del Andlisis Didactico, que
configura un conjunto de procedimientos necesarios para llevar a cabo el
disefio y la planificacion de unidades didacticas. Mediante este Analisis se
desarrollan las capacidades del profesor de matematicas para establecer
diversos significados de los temas matematicos escolares, que son
conocimientos necesarios para marcar expectativas sobre el aprendizaje de
los alumnos y para delimitar y disefiar tareas basadas en la concrecion de
unas demandas cognitivas. Es decir, el Analisis de Contenido contribuye al
desarrollo de capacidades profesionales para la ensefianza vinculadas con
la competencia de planificacion.”

Mediante el analisis de contenido se lleva a cabo una descripcion estructurada de
los diferentes significados de los conceptos y procedimientos de un tema, desde la
perspectiva de su estructura conceptual, sus sistemas de representacion, y su analisis
fenomenoldgico, los principales componentes de dicho analisis.

11
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2.2.1. ESTRUCTURA CONCEPTUAL

La estructura conceptual trata de dar respuesta a cuéles son los conceptos que
caracterizan el tema, qué procedimientos se pueden establecer entre esos conceptos,
como se relacionan esos conceptos entre si, cdmo se relacionan esos procedimientos
entre si y como se relacionan entre ambos.

Este organizador del curriculo dentro del analisis de contenido puede, por tanto,
dividirse en dos grandes bloques: el campo conceptual y el procedimental; a su vez,
ambos campos admiten tres niveles de complejidad, que ordenados de menor a mayor
son:

- Campo conceptual — hechos, conceptos y estructuras.
- Campo procedimental — destrezas, razonamientos y estrategias.

Por otra parte, se pueden diferenciar cuatro categorias dentro de los hechos:
términos, notaciones, convenios y resultados.

opera sebre
Campo conceptual Campo procedimental
(sustancia del (procedimientos y modos de
conocimiento) actuacion)
Hechos Destrezas
Conceptos Razonamientos
Estructuras Estrategias

e Campo conceptual

a) Hechos

- Términos

Monomio, polinomio (parte literal, coeficiente, incognita, grado),
semejanza, expresion algebraica, valor numérico.
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Ecuacion lineal (incognita, coeficiente, miembro, solucion, equivalencia,
incompatibilidad).

Sistema de ecuaciones lineales (incdgnitas, coeficientes, miembros,
solucion, compatibilidad, incompatibilidad).

Representacion grafica (tabla de valores, ejes cartesianos, recta,
interseccion...).

- Notaciones
Ecuacion lineal — ax +by =c¢
Sistema de ecuaciones lineales — [ ax + by =c
a’x+by=¢
Par de valores — (x, y)
Operaciones aritméticas — {+, -, X, :}
Igualdad — {=}
Equivalencia — {~}
Coeficientes — {a, b, c...}
Incégnitas — {X,y, z...}
- Convenios
ax + by = ¢, es la forma general de una ecuacion lineal

Se excluye el simbolo de producto aritmético para no confundirlo con la
incognita x.

La expresion ax se lee “a equis” y no “a por equis”.

La suma de monomios no semejantes se deja indicada y se obtienen
polinomios.

Los monomios semejantes se suman dejando la misma parte literal y
sumando los coeficientes.

- Resultados

Regla de la suma: “Si a una ecuacion o sistema le sumamos o restamos el
mismo ndmero a los dos miembros, la ecuacion o sistema resultante es
equivalente al original”.
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Regla del producto: “Si una ecuacion o sistema la multiplicamos o
dividimos por un ndmero distinto de cero, la ecuacion o sistema resultante
es equivalente al original”.

Resultados de los que se deducen el método de sustitucion, igualacion y
reduccion.

b) Conceptos

Valor numérico de una expresion algebraica, operaciones con expresiones
algebraicas.

Ecuaciones equivalentes, sistemas equivalentes, combinacion lineal, sistema
compatible  determinado, sistema compatible indeterminado, sistema
incompatible.

Métodos de resolucion de un sistema de ecuaciones lineales: método numérico (o
por tanteo), método de sustitucién, método de igualacién, método de reduccion,
método gréfico.

c) Estructuras

(P(X), +, X) anillo conmutativo

e Campo procedimental

a) Destrezas
Escritura y lectura de expresiones algebraicas, ecuaciones y sistemas.
Operaciones combinadas con monomios y polinomios.
Simplificacion en operaciones con expresiones algebraicas.

Resolucién de ecuaciones lineales y de sistemas de ecuaciones sencillos por
tanteo.

Representacion grafica de una ecuacion lineal y de un sistema de ecuaciones
lineales.

Traduccién al lenguaje algebraico de enunciados sencillos.

b) Razonamientos

Deductivo: propiedades de las operaciones con monomios y polinomios.
Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Figurativo: uso de tablas y representaciones graficas.
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Estrategia de ensayo y error: por ejemplo mediante la manipulaciéon de balanzas
en programas informaticos.

c) Estrategias

Célculo mental.

Resolucion de sistemas complejos a través de los métodos de sustitucion,
igualacion, reduccion y gréafico.

Resolucion de problemas con sistemas de ecuaciones lineales (traduccion al
lenguaje algebraico de enunciados complejos).

Se presenta a continuacion un mapa conceptual, centrado en la nocion de

solucidn, en el que estan representados los principales conceptos relacionados con la
misma asi como las relaciones entre ellos:

Anillo conmutativo ax+by=c
(P(X), +,) a’x+b’y=c¢’

cstructura B SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

Notacion

Significado

> Numérico (tanteo) 1(x,y) ;;/; <7 SCD Lenguaie [+
Algebraicos l Balan.ze.ls cn | |
@ (0=0) # 7 sa equilibrio
) Sustituc.:i’(’)n | Representacion
Igualacion erifica <
Reduccion 0 (0=1) % 7SI . !
Ly Grifico | Reso(:l;cwn
problemas
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2.2.2. SISTEMAS DE REPRESENTACION

Con los sistemas de representacion se trata de dar respuesta a las posibles formas
de representar los elementos de un tema asi como las relaciones entre ellas. Representar
implica hacer presente un concepto, objeto o idea.

Cada sistema de representacion pone de manifiesto y destaca alguna
peculiaridad del concepto que expresa; también permite entender y trabajar algunas de
sus propiedades (Rico, Marin, Lupiafiez y Gémez, 2008).

Se van a abordar cinco tipos de representaciones de los sistemas de ecuaciones
lineales: simbdlica, verbal, manipulativa, grafica y tabular.

e Representacion simbdélica

Se trata de una combinacion de letras y nameros agrupados en un par de
igualdades:

ax+by=c
ax+by=c

siendo a, b, ¢, a’, b’ y ¢’ valores conocidos (numeros) y x ¢ y valores
desconocidos o incognitas. La parte que estd a la izquierda de cada igualdad se
denomina primer miembro de la ecuacion y la parte de la derecha, segundo miembro. A
cada par de valores (x, y) que verifique simultdneamente las dos igualdades se le
Ilamaré solucidn del sistema de ecuaciones lineales.

e Representacion verbal

Se trata de expresar un sistema de ecuaciones lineales por medio del lenguaje
oral o escrito:

“En el zoo, entre bufalos y avestruces hay 12 cabezas y 34 patas. ¢Cuantos
bufalos son? ;Y cuantas avestruces?”

:> Xx+y=12
4x +2y =34

e Representaciéon manipulativa

Un sistema de ecuaciones lineales puede expresarse a través de objetos que se
puedan manipular, por ejemplo, un par de balanzas, donde el contenido de cada uno de
los platillos seria un miembro de una ecuacion y los pesos desconocidos serian las
incognitas. El sistema puede resolverse manipulando los contenidos de los platillos de
manera que las balanzas sigan estando en equilibrio.
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Las balanzas que a continuacion se presentan estan en equilibrio. En cada una de
ellas hay botellas y jarras. También hay pesos, cuyos nimeros indican hectogramos.
Podemos adivinar cuanto pesa cada botella y cuanto cada jarra:

Ago of

Si aflado dos pesos de 5hg a cada platillo de la primera balanza, obtengo una
balanza equivalente:

Pesan lo mismo aue dos botellas

%
Uaea, G506
| 25 N

Pesan lo mismo que dos botellas

Ahora es muy facil saber lo que pesa una botella y, posteriormente, lo que pesa
una jarra:

(asa /;ﬁ 00,

e Representacion grafica

La representacion grafica es muy util para hallar la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales, ya que seria el punto de corte de las rectas que representan cada una
de las ecuaciones del sistema:

\
ax+by=c / :
— ax+by=c ax+by=c v

pd

\ axHb'y=C a’x+b’y=c’ / a’x+b’y=c’
Sistema con solucion Sistema con infinitas soluciones Sistema sin solucion
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e Representacion tabular

Por ultimo, también se puede representar un sistema de ecuaciones lineales a
través de las tablas de valores que se generan de cada una de las ecuaciones que lo
componen:

X+y=5
2X—-y=17
X+y=5 2x-y=7
X y X y
0 5 0 | -7
1 4 1| -5
2 3 Solucién 2 -3
312 3.1
Ca T 4|1

~ I Bl

2.2.3. ANALISIS FENOMENOLOGICO

Finalmente, la fenomenologia es la tercera de las dimensiones con las que se
organizan los significados de un concepto matematico y pone de manifiesto el modelo
funcional de las matematicas escolares, es decir: el significado de un concepto
matematico se logra cuando se muestra su conexién con el mundo real, con los
fendmenos implicados. El analisis fenomenoldgico trata, por tanto, de dar respuesta a
cudles son las utilidades del tema, qué tipo de problemas soluciona o en qué situaciones
podria estar presente.

Dos son los fendbmenos que se ejemplifican con los contenidos del blogue de
iniciacion al algebra: los simbolos y las variables. EI conocimiento y uso de simbolos,
las reglas de su utilizacion y las diferentes funciones que pueden desempefiar tienen en
la iniciacion al algebra un amplio campo de trabajo. El papel de las variables y su
sustitucion formal es otro (Rico, 2008).

Este analisis aborda, en primer lugar, las situaciones vinculadas a la estructura
en estudio (siguiendo las propuestas por PISA), y, en segundo lugar, la delimitacion de
los contextos en que esta presente.

e Situaciones

A continuacion se muestran las situaciones en las que los sistemas de ecuaciones
lineales pueden estar presentes:
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a) Personales: relacionadas con actividades diarias de los alumnos.

“Para pagar un articulo que costaba 3€, he utilizado 9 monedas, unas de
20céntimos y otras de 50. ;Cuantas monedas de cada clase he utilizado?”

b) Educativas o Laborales: las que encuentra el alumno en el centro escolar en
un entorno de trabajo.

“En un test de 30 preguntas se obtienen (.75 puntos por cada respuesta
correcta y se restan 0.25 puntos por cada error. Si mi nota ha sido 10.5,
jcuantos acierto y cuantos errores he tenido?”

c) Pdublicas: relacionadas con la sociedad.

“Se sabe que entre los dos partidos politicos mayoritarios suman 269 diputados,
y a uno de ellos le faltan 40 para tener el doble que el otro. ¢ Cuantos diputados

tiene cada partido?”

d) Cientificas: procesos tecnologicos, problemas especificamente matematicos...

“Calcula dos numeros cuya suma sea 191 y su diferencia 67.”

e Contextos

Un sistema de ecuaciones lineales puede resolver una gran variedad de
problemas. Los fendmenos modelizados a través de sistemas de ecuaciones lineales
seran aquéllos en los que puedan establecerse relaciones lineales (f(a+b)=f(a)+f(b),
f(ha)=\-f(a)) y esto ocurre por ejemplo con los fendmenos fisicos que tienen que ver con
magnitudes (masa, tiempo, longitud, dinero...). Aparte de las magnitudes (escalares),
también podemos encontrar otra familia de estructuras lineales: los espacios vectoriales;
no obstante, en la etapa educativa en la que nos ubicamos, no se hace referencia a los
vectores en el tema de “Sistemas de ecuaciones lineales” y por lo tanto trataremos
unicamente con la familia de los escalares.

Podemos decir, entonces, gque los sistemas sirven para determinar el valor de
dos datos desconocidos, conocidas dos relaciones lineales entre ellos.
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3. DISENO DE LA INVESTIGACION

3.1. CONTEXTO

Esta breve investigacion educativa se ha llevado a cabo en el IES Padre Suarez
(Granada) con los alumnos matriculados en 2° ESO, grupo A (31 alumnos), durante el
periodo de practicas del master de formacion de profesorado.

El periodo de actuacion docente durd aproximadamente 1 mes, desde el martes
22 de Marzo hasta el lunes 25 de Abril. Fueron un total de 9 sesiones de una hora y una
sesion de 1 hora y media (examen). Las clases se impartieron los lunes y martes, de
12.45 a 13.45 h, y los miércoles, de 13.45 a 14.45 h.

3.2. INTERVENCION EDUCATIVA

En este apartado se incluye muy brevemente la planificacion del tema “Sistemas
de ecuaciones lineales” impartido a los alumnos: los contenidos, las expectativas de
aprendizaje, los errores y dificultades mas frecuentemente detectados y la descripcién
de algunas tareas.

De manera sucinta, la distribucion de los contenidos impartidos a lo largo de las
sesiones fue la siguiente:

Se comenz6 con un recordatorio sobre las operaciones basicas con expresiones
algebraicas, el valor numérico de una expresion algebraica, la supresion de
denominadores en una igualdad algebraica y la transposicion de términos para despejar
una incognita, para seguir con la ecuacion lineal, soluciones de una ecuacion lineal,
representacion grafica de la misma y reconocimiento de si un par de valores (X, y) es
solucion de una ecuacion lineal.

De los sistemas de ecuaciones lineales se trabajé con la identificacién de la
solucién entre un conjunto de pares de valores (X, y), el calculo por tanteo de las
soluciones de sistemas sencillos y la aplicacién de los métodos de sustitucion,
igualacion y reduccidn, con la comprobacion posterior de la solucion obtenida.

Por ultimo, eleccion del método mas adecuado para resolver un sistema de
ecuaciones lineales, representacion grafica del mismo, reconocimiento, ante la
representacion gréafica, de si el sistema tiene solucién o no, en su caso, identificacion de
la solucion en el grafico, conexion con los métodos de resolucion analitica y, para
acabar, resolucién de problemas mediante el planteamiento de sistemas de ecuaciones
lineales.

El célculo por tanteo de las soluciones de un sistema de ecuaciones permite
mantenerse siempre dentro del contexto en el que se ha planteado el problema, dotando
a las acciones de un significado, asi como a la solucion, por eso fue la manera en la
que introduje los sistemas a los alumnos. No obstante, las actividades propuestas para
resolverlas de este modo supusieron bastantes dificultades para los alumnos, tratando, la
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mayoria, de resolverlas a través de una ecuacion, es decir, recurriendo al lenguaje
algebraico. Parece ser que una vez conocida la potencia de esta herramienta (la vieron
en el tema anterior de ecuaciones) es dificil volver a los métodos de ensayo Yy error. Esto
ocurrio con el siguiente ejemplo:

“;Cual es la edad del abuelo? ;Y la de la abuela?”

Jidh. s

7 5l, RAIMUNDO, PERO Y %
SIGO SIENDO © ANOS
MAS JOVEN QUE TU.

Por otra parte, Intentando dotar de significado la nocion de sistema de
ecuaciones, el concepto de solucion de un sistema y los procedimientos de resolucién
del mismo, introduje el método de sustitucién a través de una pequefia actividad en la
pizarra con balanzas, teniendo los alumnos también bastantes dificultades para
resolverla. Posteriormente se tradujo esta actividad al lenguaje algebraico, para que
vieran la conexion que hay entre la accién sobre los objetos y los movimientos que se
hacen con los simbolos sobre el papel. Para el método de igualacion se us6, asimismo,
este sistema de representacion, entre otros, realizando los alumnos varias actividades de
este tipo (véase, por ejemplo, la que se incluye en el apartado “Sistemas de
representacion” del analisis de contenido). También se han resuelto tareas muy
parecidas a las dos primeras que aparecen en el cuestionario elaborado para esta
investigacion (véase el apartado 3.4).

Para la explicacion del método de reduccion, propuse una actividad introductoria
en la pizarra, que resolvieron entre todos (como en el caso de las balanzas), para que
interpretaran mejor qué es un sistema de ecuaciones lineales, percibieran el concepto de
combinacion lineal y encontraran la solucién a través de un proceso que pudiera dar
sentido a todas las acciones, antes de pasar al lenguaje algebraico:

“El otro dia fui a comer con unos amigos a un bar. Pedimos 3 refrescos y 4
hamburguesas y nos cobraron 17.60€. Nos quedamos con hambre, asi que pedimos 1
refresco y 2 hamburguesas mas, que nos costaron 8.20€. ;Cuanto costaran entonces 6
refrescos y 8 hamburguesas? (Y 4 refrescos y 6 hamburguesas? ¢Y 2 refrescos y 2
hamburguesas? ¢Podriais construir una nueva pista? Buscad pistas en las que solo
aparezcan refrescos o hamburguesas.”
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De esta forma, los alumnos fueron poco a poco resolviendo el sistema,
liberdndose del contexto. Las actividades de este tipo permiten finalizar la tarea de
aprender qué es un sistema, qué es la solucién de un sistema y como se resuelve un
sistema (Grupo Azarquiel, 1991).

He considerado importante que los alumnos entiendan qué queremos conseguir
cuando resolvemos un sistema de ecuaciones. Para que los simbolos lleguen a tener
significado es necesario, por lo menos al principio, que las letras tengan un referente
concreto, que sean abstracciones de algo que se pueda saber qué es. Se ha intentado que
los alumnos se den cuenta de que una expresion algebraica es “algo” que se ha
construido como respuesta a una determinada experiencia y por tanto, la solucién de un
sistema de ecuaciones también es “algo”.

Uno de los principales problemas relacionados con la comprension de la
solucion que he podido observar durante este corto periodo de tiempo es que lo
importante para la mayoria de los alumnos es llegar a un resultado, aunque no se
entienda qué significa. Independientemente de la utilizacion que se haga de las letras, se
puede llegar al resultado correcto a pesar de que el significado que se le ha atribuido a
las letras no lo sea.

En cuanto a las expectativas de aprendizaje, con la elaboracion de la unidad
didactica correspondiente a este tema, se plantearon 16 objetivos especificos, de los
cuales, estimo tienen relacion con el objeto de este estudio los siguientes:

- Identificar, entre un conjunto de pares de valores, la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales.

- Calcular por tanteo las soluciones de sistemas sencillos.

- Comprension de la solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

- Aplicar los diferentes métodos de resolucion de un sistema de ecuaciones
lineales (sustitucion, igualacion y reduccion, grafico).

- Interpretar, ante la representacion grafica de un sistema, si éste tiene solucion o
no, y, en su caso, identificar la misma.

- ldentificar las relaciones entre la resolucion grafica de un sistema y las
resoluciones analiticas (sistema con una solucion, con infinitas soluciones o sin
solucion).

- Resolver problemas con sistemas de ecuaciones lineales.

- Inventar y enunciar problemas que se resuelvan con sistemas de ecuaciones
lineales.

- Comprobar los resultados obtenidos y tomar decisiones en funcién de los
mismos.

3.3. METODOLOGIA

Los metodos descriptivos resultan muy apropiados en determinados campos
educativos pues permiten la recogida de informacion detallada que describa una
determinada situacion, la identificacion de problemas, la comparacion y evaluacion, y la
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planificacion futura y toma de decisiones. Es por ello que ha sido la metodologia

escogida para este estudio.

Concretamente, se ha llevado a cabo un estudio tipo encuesta, el método
descriptivo mas empleado en investigacion educativa, cuya intencion puede ser triple:
describir las condiciones de la naturaleza existente, identificar patrones con los que
poder establecer comparaciones y/o determinar las relaciones que existen entre
acontecimientos especificos (Cohen y Manion, 1990).

De forma general, se puede decir que el proceso que siguen este tipo de estudios
puede concretarse en las siguientes etapas (Colas, 1994):

Definicion de los objetivos de la investigacion

!

Decidir la informacion necesitada

!

i

Tamafio de la muestra
y sistema de muestreo

L

1

Meétodo de exploracion
o recogida de datos

T

s

Disefio del cuestionario [

J

<

Estudio piloto

et

RS € i e ey

Adecuacion del cuestionario y la muestra

<

Recogida de informacion

e

Tabular y analizar la informacion

v

Interpretar los datos y redaccion
del informe cientifico
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3.4. RECOGIDA DE DATOS Y DISENO DEL CUESTIONARIO

Como puede deducirse del apartado anterior, la técnica de encuesta consiste en
la obtencion de datos a través de preguntas realizadas a los miembros de una poblacién
0 de una muestra (Buendia, 1994).

Los instrumentos basicos de la investigacion por encuesta son los cuestionarios y
la entrevista, habiéndose utilizado en este caso el cuestionario, con la intencién de
conocer las ideas, imagenes y conceptos que tienen los alumnos de 2° ESO sobre la
solucion de un sistema de ecuaciones lineales tras haber estudiado el tema. El
cuestionario se rellend en mi presencia, puesto que las preguntas formaban parte del
examen que los alumnos realizaron durante la penultima sesion.

Los prerrequisitos para el disefio del cuestionario que se tuvieron en cuenta
fueron los determinados por Cohen y Manion en su obra “M¢étodos de investigacion
educativa”: finalidad de la investigacion, poblacion sobre la que se va a centrar y
recursos que estan disponibles. Estos prerrequisitos se detallan a continuacion:

e Finalidad de la investigacion — obtener informacién acerca de la
comprension, por parte de los alumnos de 2° ESO, de la soluciéon de un
sistema de ecuaciones lineales a partir de como la verbalizan, como la
interpretan, cémo la representan y cémo la discriminan, aplican y controlan.

e Poblaciéon o sujetos sobre los que se va a centrar — alumnos de 2° ESO
(grupo A) del IES Padre Suéarez, Granada, curso 2010/2011. EIl cuestionario
lo rellenaron en total 31 alumnos.

e Recursos disponibles — los ofrecidos por el instituto.

En cuanto al disefio del cuestionario, consta de 3 tareas, de un total de 7 que
tenia el examen del tema “Sistemas de ecuaciones lineales”.

Las tareas se formularon teniendo en cuenta los siguientes criterios:

e Se ha procurado que los 3 problemas pongan de manifiesto la consecucién o
no del objetivo especifico “comprension de la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales” sin supeditarlo a la resolucion del sistema, que seria
otro objetivo.

e Cada uno de los problemas estd referido a uno de los componentes del
analisis de contenido del tema; en concreto, la primera pregunta (pregunta
n°2 en el examen; véase el Anexo) hace referencia al contexto o sentido
(fenomenologia); la segunda pregunta (la n® 6 en el examen) tiene que ver
con una de las posibles representaciones de la solucion de un sistema de
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ecuaciones lineales; y por ultimo, la tercera pregunta (la n® 7 en el examen)
podriamos situarla dentro de la estructura conceptual del analisis de
contenido.

e Los enunciados de las preguntas son claros, simples y directos, adecuados a
las personas a las que van dirigidos y centrados en el concepto que se quiere
estudiar para obtener respuestas claras y precisas que faciliten su anélisis
posterior.

A continuacién se hace una descripcion de cada una de las preguntas y de su
finalidad:

» Primera cuestion

En una fruteria pueden verse las siguientes ofertas:

OFERTA A: OFERTAB:
5 melones y 2 sandias 3 melones y 4 sandias
i 13€ 1! i 12€ 1M

Dos amigos apuestan una entrada de cine a que pueden averiguar el precio de un
melén y el de una sandia. Andrea dice que cada melon cuesta 2€ y que cada sandia,
1.5€; sin embargo, Julidn dice que un melén vale 1€ y una sandia 2.25€:

a) ¢Quién de los 2 lleva razon? Justifica tu respuesta.
b) Sabiendo quién lleva razon, ¢cuanto costarian entonces 8 melones y 5 sandias?

¢) Ana fue el otro dia a dicha fruteria y pagod 18€ por 4 melones y 6 sandias. (El precio
era correcto?

= Este problema, relacionado con la dimension fenomenologica del anélisis de
contenido, consta de una breve exposicion de una situacion y de tres apartados donde se
formulan una serie de preguntas, teniendo cada una de ellas una finalidad distinta.

El primer apartado pretende que los alumnos discriminen la solucion, al tener
que decidir entre dos opciones; el segundo apartado busca que los alumnos apliguen la
solucion para poder averiguar el precio de una combinacion diferente de melones y
sandias; por ultimo, el apartado ¢ pone de manifiesto si realmente los alumnos controlan
la solucion y saben cuando deben tenerla en cuenta.

Haciendo referencia a los pasos de “estudio piloto” y ‘“adecuacion del
cuestionario” que aparecen en el esquema del apartado anterior, hay que decir que esta
pregunta tuvo que ser reformulada ya que, en un ejercicio anterior muy parecido que los
alumnos realizaron, encontré que éstos sélo comprobaban una de las condiciones para
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una persona y la segunda condicion para la otra persona, es decir, no quedaba claro que
las dos condiciones debian verificarse. La tarea en cuestion es la siguiente:

Aurora ha comprado 3 lapices y una goma de borrar en la papeleria por 1.95 €.
Su amiga Gloria ha comprado 2 lapices y tres gomas de borrar en la misma papeleria y
le han cobrado 2€.

a) Aurora dice que cada lapiz cuesta 0.5 € y que cada goma cuesta 0.35 €; en cambio,
su amiga Gloria dice que cada lapiz cuesta 0.55 € y que cada goma, 0.30 €. ;Quién de
las dos lleva razon?

b) Sabiendo quién lleva razén, ¢cuanto costarian entonces 5 lapices y 4 gomas de
borrar?

c) Manuel fue el otro dia a dicha papeleria y le cobraron 5.5 € por 8 lapices y 2 gomas.
¢Le timaron con el precio?

Al corregir el problema, observé que la gran mayoria de los alumnos habian
comprobado el precio que decia Aurora con las cosas que ella habia comprado y lo
mismo para el caso de Gloria, pero no cruzaban los datos. Es posible que la dificultad
consistiera en que las condiciones estaban ligadas en cierto sentido a las personas y esto
obstaculizé la comprension de que debian cumplirse ambas, independientemente de
quién hubiera comprado qué.

En un principio, el enunciado del problema incluido en el cuestionario decia que
Andrea compraba 5 melones y 2 sandias por 13€ y Julian, 3 melones y 4 sandias por
12€. Para intentar solventar lo que ocurrié con el ejercicio anterior, se incluyeron las
ofertas en el enunciado, para desligar de algin modo las condiciones de las personas y
asi tuvieran que comprobar ambas.

» Segunda cuestion

Observa el siguiente grafico, en el que estan representadas una serie de rectas
con sus correspondientes ecuaciones, Yy responde:
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a) ¢Es el punto x=4, y=1 solucion de algun sistema de ecuaciones lineales que esté
representado? si [ NO []

En caso de que tu respuesta sea si, ¢qué ecuaciones forman ese sistema?
b) ¢Cudl es la solucion del sistema formado por las siguientes ecuaciones? | x+y=5
Marca la solucion en el gréafico -X+2y=4

c) ¢Es el punto x=3, y=2 solucién de algun sistema de ecuaciones lineales que esté
representado? si [ NO []

En caso de que tu respuesta sea si, ¢qué ecuaciones forman ese sistema?

d) Escribe un sistema de ecuaciones lineales que esté representado en el grafico y que
no tenga solucion.

= Esta tarea, compuesta de un gréafico y cuatro apartados, se centra en una de las
posibles representaciones de los sistemas de ecuaciones lineales. Se pretendia que los
alumnos pusieran de manifiesto su comprension acerca de la interpretacion grafica de la
solucidon de un sistema de ecuaciones.

» Tercera cuestion

Si tuvieras que explicarle a un compafiero de clase qué es la solucién de un sistema de
ecuaciones lineales:

a) ¢Cdmo se lo explicarias con palabras?
b) ¢Cbémo se lo explicarias con un dibujo?

= Por Gltimo, con esta tarea, que consta de dos apartados, se trataba de averiguar
como verbalizan los alumnos el concepto de solucion de un sistema de ecuaciones
lineales y de cuantas maneras son capaces de representarlo.

Es la pregunta mas directa, centrada en el concepto de solucién, que se les
propuso a los alumnos, intentando suscitar respuestas precisas. Ademas, con la
intencion de que respondieran con sinceridad, tranquilidad y sin la presion de la “nota”,
esta pregunta no calificaba en el examen.

Respecto a la aplicacion del cuestionario, se llevé a cabo el dia 13 de Abril de
2011, a las 13.15 h. A los alumnos se les dio un total de 1.5 h para la resolucion del
examen.
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4. ANALISIS DE LOS DATOS

Los datos recogidos a partir del cuestionario realizado son de caracter
cualitativo, es decir:

“...elaboraciones realizadas en los propios contextos naturales donde
ocurren los fendmenos estudiados, mediante procedimientos distintos a la
medicion que registran en forma de palabras o imagenes informacion
descriptiva acerca de lugares, objetos, personas, conversaciones,
conductas, etc.” (Gil, 1994: 29)

Los datos textuales son un tipo particular de datos cualitativos; en los contextos
educativos, la mayor parte de los datos elaborados se apoyan en la expresion verbal
escrita, como ha sido en nuestro caso.

Tras la recogida de la informacion, llega el andlisis de los datos, que podria
definirse como: “el conjunto de manipulaciones, transformaciones, operaciones,
reflexiones y comprobaciones realizadas a partir de los datos con el fin de extraer

significado relevante en relacion a un problema de investigacion.” (Woods, 1989,
citado en Gil, 1994: 33).

Este andlisis es una parte fundamental en cualquier proceso de investigacion,
previa a la interpretacion de los resultados y consiste en extraer e interpretar el
significado de los datos recopilados para que nos resulten dtiles, para lograr una mayor
comprension de la realidad analizada y poder elaborar modelos conceptuales
explicativos.

El andlisis de datos cualitativos es complejo, entre otras cosas, por su caracter
verbal, polisémico, o por su dificil reproduccion, y carece del caracter sistémico, fiable
y formal de las técnicas de analisis de datos cuantitativos.

En este trabajo se han seguido algunas de las estrategias incluidas en el libro:

“Analisis de datos cualitativos. Aplicaciones a la investigacion educativa”, de Javier Gil
Flores (1994).

4.1. PROCESO DE ANALISIS

Esquematicamente, el proceso general que se ha seguido en el analisis de los
datos ha sido el siguiente:

Recogida de la ) Reduccion , Disposicion ’ Obtencion y verificacion
informacion de datos de datos de conclusiones

(aptdo. 3.4) (aptdo. 5)

Tablas
Graficos

Categorizacion
Codificacion
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siendo objeto de este apartado los dos pasos intermedios.

1°- Reduccion de datos

El primer paso, tras la recogida de la informacion, consistio en examinar los
datos para encontrar en ellos determinados componentes tematicos que permitieran su
clasificacion en una u otra categoria de contenido. Las operaciones mas representativas
Ilevadas a cabo han sido las de categorizacién y codificacion.

Los datos aislados no son significativos, y por esa razon es preciso unirlos a
otros a fin de llegar a conclusiones. La agrupacion de elementos es caracteristica de los
procesos de categorizacion. Esta operacion permite clasificar conceptual o
procedimentalmente las respuestas que son cubiertas con un mismo tépico. Por otra
parte, codificar es asignar a cada unidad (respuesta) un indicativo (c6digo) propio de la
categoria en la que la consideramos incluida.

Antes de llegar a esta clasificacion se procedid a realizar un vaciado de todos los
enunciados e ilustraciones (de manera simplificada) producidos por los estudiantes de 2°
de ESO. La lectura inicial de las respuestas permitié hacernos una idea global del
contenido de las mismas, llevandonos a detectar algunos procedimientos de resolucién
que se repetian, asi como palabras clave (valor, incognita, punto de corte, grafica...) 0
conceptos tedricos relevantes para el problema que se esta investigando. Las categorias
surgieron a partir de esos procedimientos comunes y palabras clave que aparecian a lo
largo de las respuestas. En otros casos, al tratarse de preguntas cerradas, las categorias
son simplemente las distintas opciones de respuesta que se les da a los alumnos, como
es el caso de la pregunta 2.

Por lo tanto, la mayoria de las categorias utilizadas en este analisis no se
establecieron a priori sino que se elaboraron inductivamente a partir del examen de las
propias respuestas, es decir, preguntando por el topico capaz de cubrir cada unidad.

En cuanto a los codigos asignados, éstos estdn formados por dos digitos: el
primero corresponde a la letra del apartado a la que pertenece la respuesta y el segundo
es un numero. El significado de cada codigo se explicara en el andlisis correspondiente
a cada pregunta. EI numero de cddigos asignados, o respuestas posibles, se ha
delimitado una vez estudiadas todas las contestaciones y encontradas las similitudes
necesarias para incluirlas en una misma categoria.

2°- Disposicion de datos

Tras la clasificacion y codificacion de la informacion se procedié a su
organizacion y presentacion a traves de una serie de tablas, que han permitido, a su vez,
la extraccion de conclusiones.

No se ha utilizado ninguna tabla de contingencia, incidencia o similar, debido a
que la poblacion objeto de estudio es muy pequefia, al igual que el volumen de
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informacién, lo que no ha hecho necesario el uso de este tipo de instrumentos, que lo
que pretenden es el manejo de datos de una manera mas agil y préctica. En su lugar, se
ha ordenado la informacién a través de unas sencillas tablas, una para cada pregunta,
donde la primera columna hace referencia a los alumnos y en las columnas sucesivas
(tantas como apartados tenga la pregunta) aparecen marcados los cddigos asignados a
sus respuestas.

Junto a estas tablas se presentan los cddigos ligados a su significado y ciertos
resultados; en concreto:

- Una tabla donde aparecen los codigos utilizados en la primera columna, el n°
de alumnos que ha contestado siguiendo ese codigo en la segunda y este mismo
resultado pero expresado como porcentaje de alumnos respecto del total, en la tercera.

- Otra tabla donde se muestra el porcentaje de aciertos obtenido para cada
apartado (s6lo para las dos primeras preguntas, ya que en la tercera no se ha tenido en
cuenta la validez de la respuesta).

- Un par de gréficos, en la tercera pregunta, que permiten, de un solo vistazo,
hacerse una idea de algunos resultados obtenidos.
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4.2. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS A LA PREGUNTA 1

A continuacién se muestran el enunciado de la pregunta 1 y de cada uno de sus
apartados, los codigos empleados junto con su significado y un ejemplo esquematico
para clarificarlos, y las tablas donde se disponen los resultados obtenidos:

“En una fruteria pueden verse las siguientes ofertas:
OFERTA A— 5 melones y 2 sandias = 13€; OFERTA B— 3 melones y 4 sandias = 12€

Dos amigos apuestan una entrada de cine a que pueden averiguar el precio de un
melon y el de una sandia. Andrea dice que cada melon cuesta 2€ y que cada sandia,
1.5€; sin embargo, Julidn dice que un melon vale 1€ y una sandia 2.25€:

a) ¢Quién de los 2 lleva razo6n? Justifica tu respuesta”.

Al — Bien resuelto, sustituyendo las dos ofertas por lo que dice Andrea.
52+215=13y32+415=12

A2 — Bien, resolviendo el sistema de ecuaciones.
S5x +2y=13; —x=2ey=1.5

{3x +4y =12;

A3 — Bien resuelto, comprobando s6lo una oferta pero para las dos personas.
Andrea: 5-2 +2-1.5=13; Julian: 5-1 +2-2.25=9.5#13

A4 — Bien resuelto, sustituyendo las dos ofertas por lo que dicen las dos personas.
Andrea: 5-2+2:1.5=13y3-2+415=12
Julian: 5-1+2:225=95#13y3-1+4:225=12

A5 — Mal resuelto, s6lo comprueba una oferta con lo que dice Andrea 0 comprueba
una oferta para cada persona pero se verifican ambas ("los dos llevan razon").

Andrea: 52 +2-1.5=13

Andrea: 52 +2-1.5=13 y Julidn: 3-1 +4-2.25 =12

b) “Sabiendo quién lleva razdn, ¢ cuanto costarian entonces 8 melones y 5 sandias?”’
B1 — Bien resuelto: 82 +5-1.5 =23.5;

B2 — Mal resuelto: usa otros valores.
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C) “Ana fue el otro dia a dicha fruteria y pagd 18€ por 4 melones y 6 sandias. ;El precio
era correcto?”
Cl — Bienresuelto: 42+ 6:1.5=17 £18;

C2 — Mal resuelto: usa otros valores.

Cédigo respuestas a la pregunta 1
Alumno | Apartado a) | Apartado b) | Apartado c)
1 Al B1 C1 Cédigo |N2 alumnos %
2 A2 B2 C2 Al 3 9,68
3 A5 B1 a1 A2 12 38,71
4 Al Bl C1 A3 3 9,68
5 A3 Bl c1 A4 1 35,48
6 A2 B2 C2 A5 2 6,45
7 A4 Bl C1
8 AS B1 a1 B1 29 93,55
9 A2 B1 C1 B2 2 6,45
10 A2 Bl C1
11 A4 B1 c1 c1 29 93,55
12 A2 B1 C1 C2 2 6,45
13 Ad Bl Cl PREGUNTA 1
14 A2 Bl C1 Tabla 2
15 Al Bl C1
16 A3 B1 C1
17 Ad B1 C1
18 A2 B1 C1 % Aciertos
19 A2 B1 C1 Apartado a) 93,55
20 A2 B1 c1 Apartado b) 93,55
21 A4 B1 c1 Apartado c) 93,55
22 A2 B1 C1 Tabla 3
23 A4 Bl C1
24 Ad B1 C1
25 Ad B1 C1
26 A4 B1 C1
27 A2 B1 C1
28 A3 Bl C1
29 A2 B1 C1
30 Ad Bl C1
31 Al Bl C1
Tabla 1
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Tras la disposicion de los datos obtenidos a partir de esta pregunta, tal y como se
ha explicado en el apartado anterior, se procede al analisis de los resultados.

Observando la tabla 2 se puede apreciar que las respuestas mas comunes son las
codificadas como A2 y A4, ambas correctas, con un 38.71% y un 35.48%
respectivamente, de un total de 31 alumnos. A éstas les siguen las codificadas como Al
y A3, ambas correctas también y con un 9.68%. Por ultimo, ha fallado este apartado un
6.45% de los alumnos.

Es posible encontrar al menos dos causas para que la respuesta A2, es decir,
contestar el apartado a) resolviendo el sistema de ecuaciones, sea tan mayoritaria. En
primer lugar, puede que sea la manera en la que los alumnos justifiguen mediante
calculos su eleccion, dandole mayor peso a la resolucion analitica, aunque esto les lleve
mas tiempo; aunque podriamos verlo desde otro punto de vista: los alumnos se sienten
confiados para hacer esa eleccion (para decir que Andrea lleva la razon) una vez han
resuelto el sistema porque no acaban de comprender que la solucién es aquel par de
valores que verifica ambas condiciones. Es dificil inclinarse por una de estas dos
posibilidades sin mantener entrevistas con los alumnos que han respondido de esta
forma y que podrian explicarnos qué les ha llevado a hacerlo asi.

Con la A4 pasa algo muy parecido, en la que los alumnos comprueban los dos
pares de valores en las dos condiciones: es posible que sea la manera de justificar su
eleccion, pero también podria ser que ellos adquieran una mayor confianza en su
contestacién si comprueban todos los datos y no acaban de comprender que la solucion,
en este caso, es Unica y por lo tanto no haria falta hacer todas las operaciones para
justificar que es Andrea la que lleva razoén.

Si nos atenemos a la segunda posibilidad en ambos casos, tendriamos que hay un
74.19% de alumnos que no acaban de comprender que la solucion de un sistema es un
par de nimeros que satisfacen las dos ecuaciones; no obstante, si ha sido una manera de
justificar su eleccion, no seria correcto hacer esta agrupacion, ya que no es lo mismo
resolver un sistema de ecuaciones que verificar si un par de valores cumplen dos
condiciones. De hecho, a los alumnos se les indicé durante la realizacion del examen
que no hacia falta resolver el sistema de ecuaciones para contestar al primer apartado, lo
que nos lleva a pensar que, al menos, en este caso, es mas probable que este grupo de
alumnos (los codificados como A2) no hubiera interiorizado el concepto de solucion de
un sistema de ecuaciones lineales.

Sin embargo, con los que han respondido bien sustituyendo lo que dice Andrea
en las dos ofertas (codigo Al) esta duda no cabe. Puede deducirse en este caso que los
alumnos entienden que la solucién es Unica y por tanto no estiman necesario hacer la
comprobacion con el otro par de valores.

En cuanto a los que han respondido comprobando sélo una oferta pero para las
dos personas (codigo A3), cabe hacerse la pregunta de qué habria pasado si en lugar de
elegir la primera oferta (que se cumple con Andrea pero no con Julidn) hubieran elegido
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la segunda (que se cumple con los dos). ¢Habrian comprobado la primera? ;O habrian
dicho que los dos llevan razén, como ha sido el caso de uno de los alumnos incluidos en
la categoria A5?

Por otra parte, Ilama la atencién que las Unicas dos personas que han respondido
incorrectamente al apartado b) y al c), tengan correcto el primer apartado. Se trata
concretamente de los alumnos n® 2 y n° 6, que respondieron al apartado a) resolviendo
el sistema de ecuaciones lineales (véase la tabla 1). Podria, por tanto, deducirse que el
hecho de resolver correctamente un sistema de ecuaciones lineales no implica
comprender qué se esta haciendo o cudl es el significado de la solucién, ya que teniendo
el par de valores correcto (2, 1.5), no llegan a verlo como el precio de las frutas.

El hecho de que los dos alumnos que tienen mal el primer apartado (A5) tengan
bien los otros dos (B1 y C1) puede ser fruto de la casualidad y que hayan escogido los
precios que dice Andrea sencillamente porque aparece en primer lugar.

Por ultimo, en la tabla 3 podemos ver que el porcentaje de aciertos es muy alto
en los 3 apartados, concretamente de un 93.55%, lo que hace pensar que los alumnos
son capaces de discriminar, aplicar y controlar la solucion, que era el objetivo de esta
pregunta. El porcentaje de alumnos que ha resuelto correctamente los tres apartados ha
sido de un 87%.
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4.3. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS A LA PREGUNTA 2

A continuacién se muestran el enunciado de la pregunta 2 y de cada uno de sus
apartados, los codigos empleados junto con su significado y las tablas donde se
disponen los resultados obtenidos:

“Observa el siguiente grafico, en el
que estan representadas una serie de rectas
con sus correspondientes ecuaciones, Yy
responde:

a) ¢Es el punto x=4, y=1 solucién de algin
sistema de ecuaciones lineales que esté
representado? Si [] NO [

En caso de que tu respuesta sea si, ¢qué
ecuaciones forman ese sistema?”

Al — Marca Sl y da las ecuaciones correctamente.

A2 — Marca Sl y da las ecuaciones incorrectamente.

b) “¢Cudl es la solucion del sistema formado por las siguientes ecuaciones? [ x+y=5
Marca la solucién en el grafico.” -X+2y=4
B1 — Dael punto y lo marca.

B2 — Sélo marca el punto en el grafico.

B3 — Da el punto y lo marca resolviendo correctamente el sistema de ecuaciones.

B4 — Da el punto y lo marca resolviendo incorrectamente el sistema de ecuaciones.
B5 — Da el punto mal pero lo marca bien.

() — Enblanco.

c) “¢Es el punto x=3, y=2 solucion de algin sistema de ecuaciones lineales que esté
representado?  Si [] NO []

En caso de que tu respuesta sea si, ¢que ecuaciones forman ese sistema?”
C1 — Correcto - Marca NO;

C2 — Incorrecto - Marca SI.
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d) “Escribe un sistema de ecuaciones lineales que esté representado en el grafico y que
no tenga solucion.”

D1 — Da el sistema correctamente;

D2 — Da el sistema incorrectamente;

D3 — Daalgo que no es un sistema (recta, punto);

() — Enblanco.

Cadigo respuestas a la pregunta 2

Alumno | Apartado a) | Apartado b) | Apartado c) | Apartado d)
1 AL B1 c1 D1 Codigo: |N2 alumnos %
2 Al B2 c1 D1 Al 28 90,32
3 Al B2 C2 D2 A2 3 9,68
4 Al B1 (o} D1
5 Al B2 c1 D1 B1 20 64,52
6 Al B4 C1 D1 B2 3 9,68
7 Al B1 c1 D1 B3 4 12,90
8 Al B1 (o} D1 B4 1 3,23
9 Al B1 C1 D1 BS 1 3,23
10 Al B1 (o} D1 () ) 6,45
11 Al B1 C1 D1
12 Al B1 (o} D1
13 Al B3 C2 D3 c1 28 90,32
14 Al B1 c1 D1 c2 3 9,68
15 A2 B5 C1 D1
16 A2 B1 c1 D3 D1 24 77,42
17 Al B1 C1 D1 D2 2 6,45
18 A2 () c1 D1 D3 2 6,45
19 Al B1 Cc1 D1 () 3 9,68
20 Al B1 C1 () PREGUNTA 2
21 Al B1 (o} D1 Tabla 5
22 Al B1 C1 D1
23 Al () c1 D1
24 Al B3 C1 D1
25 Al B3 c2 () % Aciertos
26 Al B1 C1 D1 Apartado a) 90,32
27 Al B1 c1 D1 Apartado b) 87,10
28 Al B3 C1 D2 Apartado c) 90,32
29 Al B1 C1 D1 Apartado d) 77,42
30 Al B1 c1 ()
31 Al B1 c1 D1 Tabla6

Tabla 4
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Tras la disposicion de los datos se procede al analisis de los resultados
obtenidos.

En la tabla 5 se ve reflejado que el apartado a) lo ha contestado correctamente
un 90.32% de los alumnos, 28 alumnos de 31 que han marcado “si” y han escrito bien
las ecuaciones del sistema. En cuanto al 9.68% restante que también ha marcado “si” (es
curioso que ningin alumno haya marcado “no”), las ecuaciones que han dado no se
corresponden con la solucidon, de lo que se deduce que el “si” probablemente haya sido
elegido aleatoriamente, puesto que si se reconoce que ese punto es solucion de un
sistema, se sabe que es el punto de corte de dos rectas con lo cual escribir las ecuaciones
seria inmediato ya que se dan en el mismo gréafico. Otra posibilidad, de menos peso, es

que algn alumno haya sufrido una distraccion a la hora de escribir estas ecuaciones.

Siguiendo con la misma tabla, en el apartado b), si sumamos los alumnos que
han marcado directamente el punto que se les pedia en el grafico, hacen un total de
74.20% que no ha tenido dificultades en identificar la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales como punto de corte de dos rectas (B1+B2). Dejariamos aparte a los
que han contestado siguiendo el codigo B3, ya que éstos han resuelto ademas el sistema
de ecuaciones analiticamente. Ello podria deberse a dos causas: o lo han resuelto a
posteriori y ha sido una manera de justificar la eleccion de dicho punto y de cerciorarse
de que es el correcto, o bien han elegido el punto una vez resuelto el sistema, con lo cual
significaria que no acaban de comprender la interpretacion grafica de la solucion y
necesitan el apoyo de la resolucion analitica.

Dentro del grupo de los que han contestado incorrectamente o han dejado en
blanco este apartado (un 12.90%) se ubica la categoria B4, donde el punto se marca mal
a raiz de resolver incorrectamente el sistema de ecuaciones lineales, lo que indica que la
interpretacion grafica no se ha asimilado, y la B5, donde el punto esta bien marcado en
el grafico aunque las coordenadas escritas estan equivocadas, lo que hace pensar en una
posible distraccion del alumno, que efectivamente sabe cuél es la solucion del sistema
dado.

El apartado c) tiene un porcentaje de aciertos del 90.32% Yy curiosamente, los
tres alumnos que han contestado incorrectamente (identificando el punto de una recta
como solucion de un sistema de ecuaciones lineales) han acertado con los apartados a) y
b) y han fallado en el d) (véase la tabla 4). ;Como podria explicarse que hayan
identificado un punto de corte como solucion de un sistema en el primer apartado,
hayan dado la solucion de otro en el segundo y hayan fallado en el tercero? Cabria
pensar que al tener bien los dos primeros, tener bien el tercero es automatico, pero no ha
sido asi. Examinando las respuestas, se observa que estos alumnos, al preguntarles por
las ecuaciones que formarian ese sistema han respondido escribiendo Unicamente la
ecuacion de la recta a la que pertenece el punto. Esto nos lleva a dos cosas: primero, si
el punto dado no hubiera pertenecido a ninguna recta (se hizo asi intencionadamente)
posiblemente estos alumnos habrian acertado este apartado contestando “no” vy,
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segundo, el hecho de que escriban una unica ecuacion implica que no han asimilado lo
que significa un sistema de ecuaciones lineales.

Por otro lado, el hecho de que estos mismos alumnos hayan fallado el dltimo
apartado no implica hacerse estas preguntas ya que la no existencia de solucion es algo
mas abstracto y dificil de reconocer, algo que se muestra con que es el apartado con el
menor porcentaje de aciertos, un 77.42% (véase la tabla 6). Aun asi, el nimero de
alumnos que ha respondido correctamente a todos los apartados es elevado (~65%)
aunque significativamente inferior al del apartado a).
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4.4. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS A LA PREGUNTA 3

A continuacién se muestran el enunciado de la pregunta 3 y de cada uno de sus
apartados, los cddigos empleados junto con su significado y algun ejemplo de respuesta,
y las tablas y graficos donde se disponen los resultados obtenidos:

“Si tuvieras que explicarle a un companero de clase qué es la solucion de un
sistema de ecuaciones lineales:

a) ¢Cdémo se lo explicarias con palabras?”
Al — Solucion como concepto: valor de las incognitas.

“La solucion de un sistema de ecuaciones es el valor que se le da a las
letras para que se verifique un resultado.”

A2 — Solucién como concepto: punto de corte/cruce de dos rectas.
“Es el punto en el que se cortan las dos rectas.”

A3 — Solucion como procedimiento de calculo analitico.
“Es hallar las dos incognitas de las dos ecuaciones™

A4 — Solucién como procedimiento de calculo grafico.

“Es obtener la solucion de las dos incognitas mediante un grafico en el
que debemos representar una serie de valores.”

() — En blanco.

b) “¢Como se lo explicarias con un dibujo?”
B1 — Representacion dos rectas que se cortan en unos ejes cartesianos.
B2 — Con balanzas: representacion de un sistema de ecuaciones.

B3 — Con balanzas: representacion de un sistema de ecuaciones y de la mayor parte de
su resolucion.

B4 — Con balanzas: no se representa un sistema de ecuaciones ni su solucion.

() — En blanco o fuera de contexto.
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Cadigo respuestas a la pregunta 3
Alumno Apartado a) Apartado b)
1 Al ()
A2 Bl
3 () B4
4 A4 Bl
5 A2 B1 —
6 A3 B2 Cadigo: |N2 alumnos % % total
7 A3 B1 Al 6 19,35 32,26
3 AL B1 A2 4 12,90
9 A2 B4 A3 9 29,03 58,06
10 A3 B4 A4 9 29,03
11 0 51 () 3 9,68 9,68
12 A2 Bl
13 Al 0 Bl 15 48,39 48,39
14 A3 B4 B2 2 6,45
B3 2 6,45 38,71
15 A4 Bl
16 A3 B4 B4 8 25,81
() 4 12,90 12,90
17 A4 Bl
18 A B1 PREGUNTA 3
19 A3 B3 Tabla 8
20 Al B1
21 A3 B4
22 () () A1+ A2 — solucién como concepto
23 Al B2 5 o
20 AL B1 A3 + A4 — solucién como procedimiento
25 A4 Bl B2 + B3 + B4 — representacion con balanzas
26 Al B3
27 A4 Bl
28 A4 B4
29 A3 ()
30 A3 B4
31 Al Bl
Tabla 7

Tras la disposicion de los datos se procede al analisis de los resultados
obtenidos. Es importante aclarar que para el anélisis de las respuestas correspondientes
a esta pregunta, no se ha tenido en cuenta la correccion o incorreccion de las mismas
sino los argumentos utilizados, los cuales han servido para incluirlas en una u otra
categoria.

En el caso del apartado a), la guia para la elaboracion de las categorias ha sido la
reiterada aparicion de una serie de palabras clave: valor, incognita, punto de corte,
grafica, resolver, calcular... unas se refieren claramente a conceptos, mientras que otras
mencionan procedimientos, lo que ha permitido delimitar dos grandes grupos: las
respuestas en las que la solucion es descrita como un concepto (A1+A2), donde este
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concepto es el de resultado, y las respuestas en las que la solucion es descrita como un
procedimiento (A3+A4), como un proceso de célculo para llegar a la solucién misma.

A su vez, estos dos grupos se han subdividido en otros dos bien diferenciados:
en uno de ellos prevalece lo analitico y en el otro lo grafico, tanto conceptual como
procedimentalmente. Llegamos de esta manera a las cuatro categorias mencionadas al
principio: Al, A2, A3y A4.

Si se observa la tabla 8, se puede apreciar cbmo un 58.06% de alumnos recurre
al proceso de resolucion para explicar qué es la solucion de un sistema de ecuaciones
lineales. Es un porcentaje muy superior al de los otros dos grupos por lo que se puede
deducir que gran parte de los alumnos confunde la solucion de un sistema de ecuaciones
con el proceso necesario para llegar a ella. Dentro de este grupo de alumnos, la mitad de
ellos (29.03%) recurre a la explicacion del método gréafico de resolucion y la otra mitad
a los métodos analiticos.

Por otra parte, un 32.26% de alumnos concibe la idea de solucion de un sistema
como un resultado, siendo mayoria dentro de este grupo, un 19.35%, los que la
entienden como el valor de las incognitas, frente al 12.90% que recurre a algo mucho
mas visual: el punto de corte de dos rectas.

El siguiente grafico muestra el predominio de la idea de solucién de un sistema
de ecuaciones como proceso de resolucidn frente a la idea de resultado:

"Solucion verbalizada"

H |dea de solucion como
resultado

H Idea de solucidon como
proceso de resolucion

ld Otros

Grafico 1

Las respuestas al apartado b) se pueden dividir también en dos grandes grupos:
el primero, B1, que es el que predomina, en el que aparecen representadas dos rectas
que se cortan en un punto, y el segundo, formado por las categorias B2, B3 y B4, en el
que las balanzas son las protagonistas. Este segundo grupo se ha dividido en tres, en
funcién de si lo que se representa es un sistema de ecuaciones (B2), un sistema y el
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proceso para solucionarlo (B3) o bien un dibujo con balanzas que no ejemplifican nada
de lo anterior (B4).

La tabla 8 muestra el alto porcentaje de alumnos (un 25.81%) que usa las
balanzas para explicar lo que es la solucion de un sistema de ecuaciones y sin embargo
no las aplican correctamente para representarla, ni la solucion ni nada que tenga que ver
con sistemas de ecuaciones. El uso de las balanzas relacionadas con los sistemas es
minoritario (un 12.90%) y si tenemos en cuenta que ademas estas representaciones estén
relacionadas con la solucion, que era lo que se les pedia, o con el proceso para hallarla,
el porcentaje es aun menor (un 6.45%), lo que indica la enorme confusion que ha
provocado en los alumnos el uso de representaciones con balanzas durante las clases.
Aln asi, son mayoria los alumnos que recurren a los ejes cartesianos para representar
dos rectas e indicar que la solucion es su punto de corte (un 48.39%), de lo que se
deduce que ésta es la manera méas intuitiva que tienen los alumnos para interpretar
graficamente qué es la solucion de un sistema.

El siguiente grafico muestra el predominio de la representacion de solucién de
un sistema de ecuaciones a través de dos rectas que se cortan en un punto frente al uso
de las balanzas:

"Solucion representada”

M Punto de corte de dos
rectas

H Balanzas

id Otros

Grafico 2
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5. CONCLUSIONES

5.1. OBTENCION DE CONCLUSIONES

La obtencién de conclusiones es el paso mas importante dentro del proceso de
analisis. Se trata de ensamblar, de alguna manera, los elementos que se han separado
durante el proceso analitico para construir un todo estructurado y significativo. Esta
interpretacion es el producto de la investigacion.

Recordemos cual era el objetivo de este estudio: averiguar qué entienden los
alumnos por solucion de un sistema de ecuaciones lineales a partir de como la
verbalizan, como la interpretan, como la representan y como la discriminan, aplican y
controlan.

Con un solo estudio y con una poblacion tan pequefia seria muy osado teorizar,
pero si que se puede realizar una aproximacion al objeto del estudio. Es conveniente,
por tanto, tener presente que las conclusiones que se presentan aqui sélo serén tenidas
en cuenta para los sujetos que participaron en el estudio, aclarando que no se pretende
generalizar los hechos ni las observaciones encontradas.

Para empezar, podria decirse que las propias categorias obtenidas en el proceso
de reduccion de datos han sido, en si mismas, conclusiones del estudio porque cada una
de ellas soporta un significado y a su vez muestran el abanico de posibles respuestas
dadas por los alumnos.

Los resultados de la pregunta 1 ponen de manifiesto que la mayoria de los
alumnos (93.55%) ha comprendido que la solucion de un sistema de ecuaciones esta
formada por un par de valores que satisfacen dos condiciones dadas. Por otra parte, una
vez que los alumnos han discriminado la solucion, no han encontrado dificultades en
aplicarla a una nueva condicidn, ya que el porcentaje de alumnos que sabiendo cuél era
la solucion, tras resolver el primer apartado, no ha podido resolver los otros dos ha sido
muy bajo (6.45%).

De los resultados de la pregunta 2 se puede concluir que los alumnos entienden
la interpretacion grafica de la solucion de un sistema de ecuaciones. De hecho, los que
han recurrido a esta representacién en la pregunta 3, lo han hecho correctamente, luego
no supone dificultad entender que es el punto de corte entre dos rectas.

De las preguntas 1 y 2, podria extraerse otra conclusion, pues destaca el alto
porcentaje de alumnos que recurre a la resolucion analitica de un sistema de ecuaciones
para contestar a preguntas en las que no es necesario dicho calculo. Esto ha ocurrido
tanto en el primer apartado de la primera pregunta como en el segundo apartado de la
segunda. ¢Por qué ocurre esto? Parece que es lo que hay que hacer cuando uno se
enfrenta a un sistema de ecuaciones, sin importar cual es la pregunta. Esto va en
consonancia con lo expresado por el Grupo Azarquiel (1991) sobre el algoritmo de
resolucion de un sistema de ecuaciones:
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“Es éste, sin duda, el aspecto de los sistemas de ecuaciones que mas
preocupa a los alumnos, y tiene su explicacion. Por un lado, saben bien
que, sin un cierto dominio operatorio, no es facil moverse con discrecion en
cursos posteriores de mateméticas. Por otro lado, a estas edades de
iniciacion al algebra (entre los 12 y los 14 afios), se tiene una mayor
sensibilidad para captar cuestiones de caracter técnico que para
comprender los problemas cientificos. Las definiciones y las ideas no
interesan en el mismo grado que los procedimientos y los automatismos. El
«cOmo se hace» prevalece sobre el «por qué se hace».

Siguiendo con la pregunta 3, el analisis del apartado a) ha revelado que los
alumnos de secundaria consideran, en su mayoria, la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales como el proceso de calculo para llegar a ella, ya sea de manera
analitica o grafica, como demuestran las siguientes respuestas:

“La solucion de un sistema de ecuaciones lineales es resolver 2 incognitas
representadas en las ecuaciones.’

’

>

“Es hallar las dos incognitas de las dos ecuaciones.’

“Es la representacion de dos igualaciones en un grdfico para saber si

>

tienen o no solucion.’

“Se trata de resolver dos incognitas que hay en dos ecuaciones por
diferentes métodos o sistemas: por igualacion, por sustitucion, por
reduccion, por grdficos.”

Aunque no se puede despreciar que aproximadamente un tercio de los alumnos
entienden la solucién como un resultado, es bastante superior el porcentaje de los que
piensan que es un procedimiento, quizd por la misma razon que mencionaba
anteriormente respecto a la resolucién de sistemas de ecuaciones aun cuando no es
necesario: los alumnos muestran mas interés en hacer cosas, en automatizar
procedimientos, que en pensar por qué se hacen o a qué les lleva.

El apartado b), en el que se pedia representar la nocién de solucién de un sistema
de ecuaciones lineales, muestra dos tendencias claramente diferenciadas: la primera de
ellas, en la que los alumnos representan la solucion como el punto de corte entre dos
rectas, no ha supuesto ninguna dificultad para los que han recurrido a ella (48.39%),
como se ha explicado anteriormente; no se puede decir lo mismo de los que han
recurrido a la representacion mediante balanzas. Esto no tiene por qué significar que los
alumnos no han comprendido el concepto de solucion de un sistema, sino que no han
sabido hacerlo a partir de este sistema de representacion.

A pesar de que durante la intervencion educativa se intenté dotar de significado
la nocién de sistema de ecuaciones, el concepto de solucién de un sistema y los
procedimientos de resolucién del mismo, a partir, entre otras cosas, de actividades con
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balanzas, para que los alumnos vieran la conexién que hay entre la accion sobre los
objetos y los movimientos que se hacen con los simbolos sobre el papel, puede
deducirse que, cuando un 25.81% de alumnos (un 67% del total de alumnos que
recurrieron al uso de balanzas) ha usado esta representacion para intentar explicar, sin
éxito, qué es la solucion de un sistema de ecuaciones lineales, algo ha fallado. Es
posible que ese fallo haya consistido en el uso de las balanzas como un sistema de
representacion grafico y no manipulativo. Si los alumnos hubieran podido usar balanzas
de verdad o incluso haber interactuado con algun programa informatico donde
aparecieran balanzas y donde ellos hubieran podido manipularlas, mover los objetos, es
decir, usar la estrategia de ensayo y error, puede que hubieran interiorizado mejor su
significado. Hacer es aprender y en este caso, no han hecho, pareciendo que las balanzas
han provocado mas confusion que ayuda, algo a tener en cuenta la préxima vez.

5.2. VERIFICACION DE LAS CONCLUSIONES

La verificacion de las conclusiones también es muy importante en el proceso de
analisis ya que es necesario dotar al estudio de credibilidad. Verificar las conclusiones
de un estudio significa comprobar la validez de los descubrimientos realizados y para
ello hay que ver cuanto de verdad hay en ellos, si podrian aplicarse a otros contextos o
sujetos, cual es la consistencia de los resultados y la neutralidad de los descubrimientos
frente a inclinaciones, motivaciones, intereses o concepciones tedricas del investigador.

La validez de los resultados va a depender de las estrategias seguidas en cada
una de las fases de la investigacion: fase de disefio, recogida de datos y analisis de los
mismos. Asimismo, ha de tenerse en cuenta la importancia del contexto en la obtencion
de conclusiones.

Por el hecho de haber estado presente y de haber explicado el tema que
posteriormente iba a ser estudiado, soy consciente de que he podido provocar en los
participantes respuestas que de otra manera no habrian ocurrido, es decir, las respuestas
dadas han estado condicionadas a los contenidos que expliqué y a la forma en la que
imparti el tema de “Sistemas de ecuaciones lineales” a los alumnos. Al mismo tiempo,
también he podido verme influenciada por ellos.

Sin embargo, como el procedimiento de recogida de datos ha sido de tipo
cualitativo, los datos pueden ser facilmente validados; responden a lo que los sujetos
estudiados realmente piensan, sienten o hacen, por lo que, en este aspecto, mi
implicacion en el contexto estudiado supone un factor que incrementaria la validez de
los datos y del andlisis realizado.

Tambien hay que decir que mi presencia en este estudio, aparte de hacerme
formar parte de la situacion estudiada, me ha permitido comprobar las percepciones de
los alumnos y comprender lo que es esencial, algo que de otra manera (pasando
simplemente el cuestionario) no habria podido ocurrir.
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En cuanto a si los resultados obtenidos podrian aplicarse a otros sujetos o
contextos, podria servir lo dicho sobre la insistencia por parte de los alumnos en
resolver los sistemas de ecuaciones, haya o no que hacerlo, ya que se corrobora con lo
que dicen expertos en la materia. No obstante, ésta es una investigacioén sin muchas
pretensiones, méas centrada en el hecho mismo de investigar que en el resultado
obtenido.
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7. ANEXO
IES PADRE SUAREZ SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALE 2°ESO
13-04-2011

NOMBRE:

1.- [1p] Decide si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones y por qué:

a) La solucién del siguiente sistema es c¢) La solucién del siguiente sistema es
x=1, y=2: X=2, y=4.

X+2y=10 xX+2y=10

3X-y=2 3X-y=2
b) La solucion del siguiente sistema es d) La solucion del siguiente sistema es
x=3/4, y=-6/7: X=2, y=-3:

X+2y=-27/28 X-y=-3

-2x-3y=30/28 3x+2y=16

2.- [1p] En una fruteria pueden verse las siguientes ofertas:

OFERTA A: OFERTA B:
5 melones y 2 sandias 3 melones y 4 sandias
i 13€ 1 i 12€

Dos amigos apuestan una entrada de cine a que pueden averiguar el precio de un melén
y el de una sandia. Andrea dice que cada meldn cuesta 2€ y que cada sandia, 1.5€; sin
embargo, Julian dice que un melon vale 1€ y una sandia 2.25€:

a) ¢Quién de los 2 lleva razon? Justifica tu respuesta.

b) Sabiendo quiéen lleva razon, ¢cuanto costarian entonces 8 melones y 5 sandias?

¢) Ana fue el otro dia a dicha fruteria y pagod 18€ por 4 melones y 6 sandias. (El precio
era correcto?

3.- [3p] Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método que se
indica:

2x+y=-1 3x+4y=-14 2X+3y=5
—»| Sustitucion —» Igualacién —» Reduccién

X+2y=4 2x-y=9 6x-4y=2
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4.- [2p] Un hombre tiene el triple de la edad de su hijo mas tres; sin embargo, hace 3
afios, su edad era el cuédruple de la de su hijo menos uno. ¢Cuéles son las edades
actuales del padre y del hijo?

5.- [2p] Un fabricante de bombillas obtiene un beneficio de 0.3€ por cada bombilla que
sale del taller para la venta, pero sufre una pérdida de 0.4€ por cada bombilla defectuosa
que debe retirar. En un dia ha fabricado 2100 bombillas, obteniendo un beneficio de
484.4€. ;Cuantas bombillas vélidas y cuantas bombillas defectuosas se han fabricado
ese dia?

6.- [1p] Observa el siguiente grafico, en el que estan representadas una serie de rectas
con sus correspondientes ecuaciones, Yy responde:

a) ¢Es el punto x=4, y=1 solucién de algun sistema de ecuaciones lineales que esté
representado? si [ NO []

En caso de que tu respuesta sea si, ¢quée ecuaciones forman ese sistema?
b) ¢Cudl es la solucion del sistema formado por las siguientes ecuaciones? X+y=5
Marca la solucidn en el grafico -X+2y=4

c) ¢Es el punto x=3, y=2 solucion de algin sistema de ecuaciones lineales que esté
representado? si [ NO [

En caso de que tu respuesta sea si, ¢qué ecuaciones forman ese sistema?

d) Escribe un sistema de ecuaciones lineales que esté representado en el grafico y que
no tenga solucién.
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7.- (Esta pregunta respondela en un folio aparte, no la juntes con las demas).

Si tuvieras que explicarle a un compafiero de clase qué es la solucién de un sistema de
ecuaciones lineales:

c) ¢Cdmo se lo explicarias con palabras?

d) ¢Como se lo explicarias con un dibujo?

50



